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ResumoNeste trabalho determinamos relações entre a obstrução de Euler de uma função analíti
a 
omsingularidade isolada f e o número de Milnor de f de�nido por Bru
e e Roberts para funçõesde�nidas em espaços singulares. Apresentamos também uma generalização da obstrução de Eulerde uma função analíti
a 
om singularidade isolada para o 
aso de uma apli
ação analíti
a f :
(V, 0) → (Ck, 0), onde (V, 0) é o germe de uma variedade analíti
a 
omplexa, equidimensional dedimensão n ≥ k, e uma fórmula para 
al
ular a obstrução de Euler de k-referen
iais, em termos daobstrução de Euler de f .





RésuméDans 
e travail on détermine des relations entre l'obstru
tion d'Euler lo
al d'une fon
tion analytiquesingulière à l'origine f et du nombre de Milnor de f dé�ni par Bru
e et Roberts pour des fon
tions surles espa
es singuliers. On present aussi une généralisation pour l'obstru
tion d'Euler lo
ale d'unefon
tion analytique singulière à l'origine dans le 
as d'une appli
ation holomorphe f : (V, 0) →
(Ck, 0), où (V, 0) est un germe de variété analytique 
omplexe, équidimensionnel de dimension
n ≥ k, et une formule qu' exprime l'obstru
tion d'Euler lo
ale, dé�nie pour un k-repère, en fon
tionde l'obstru
tion d'Euler relative à f .





Abstra
tIn this work we determine relations between the lo
al Euler obstru
tion of an analyti
 fun
tionsingular at the origin f and the Milnor number of f de�ned by Bru
e and Roberts for fun
tionson singular spa
es. We also present a generalization of the lo
al Euler obstru
tion of a analyti
fun
tion singular at the origin to the 
ase of a analyti
 map f : (V, 0) → (Ck, 0), where (V, 0) isthe germ of a 
omplex analyti
 variety, equidimensional of dimension n ≥ k, and a formula whi
h
omputes the lo
al Euler obstru
tion, de�ned for k-frames, in terms of the lo
al Euler obstru
tionof f .
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Introdução

O 
on
eito de 
lasses 
ara
terísti
as para variedades diferen
iáveis foi introduzido em 1935 indepen-dentemente, por Stiefel, e por H. Whitney. Em seu artigo [14℄ de 1945, Chern deu várias de�niçõesequivalentes para 
lasses 
ara
terísti
as sobre variedades hermitianas, a partir de então 
hamadas
lasses de Chern. Uma referên
ia para o estudo de 
lasses 
ara
terísti
as de variedades regulares éo livro de J. Milnor e J. Stashe� (ref. [53℄).O primeiro exemplo de 
lasse 
ara
terísti
a é a 
ara
terísti
a de Euler-Poin
aré de�nida parapoliedros �nitos de dimensão dois por Euler e nas demais dimensões por Poin
aré, 
omo a somaalternada sobre i do número de simplexos de dimensão i. A fórmula de Poin
aré-Hopf forne
e umainterpretação geométri
a da 
ara
terísti
a de Euler-Poin
aré de uma variedade 
ompa
ta suave M,em termos da obstrução à 
onstrução de um 
ampo de vetores tangentes à M . Mais tarde, foramdes
obertas outras interpretações da 
ara
terísti
a de Euler-Poin
aré, mostrando a importân
iadesta noção. Em [47℄, E. L. Lima dá uma ex
elente visão geral sobre este invariante, que tem serevelado um verdadeiro traço de união entre diferentes ramos da Matemáti
a, apare
endo 
omoresultado de 
ontagens ou avaliações em Topologia, Equações Diferen
iais, Geometria Diferen
ial eAnálise.As 
lasses de Chern, no 
aso 
omplexo e as de Stiefel-Whitney, no 
aso real generalizam anoção da 
ara
terísti
a de Euler-Poin
aré. Elas foram primeiramente de�nidas 
omo obstrução à
onstrução de 
ampos de k-referen
iais tangentes a uma variedade suave, tanto no 
aso 
omplexoquanto no 
aso real.A extensão do 
on
eito de 
lasses 
ara
terísti
as para variedades singulares depende de umageneralização adequada para o 
on
eito de �brado tangente. Existem pelo menos três maneirasde obter essa generalização. A primeira 
onsiste em 
onsiderar a união dos �brados tangentesaos estratos de uma estrati�
ação da variedade, e de 
onsiderar a obstrução à 
onstrução de k-referen
iais adaptados. Este é o ponto de vista de M.-H. S
hwartz, que em [59℄ introduz o métodode 
onstrução de 
ampos radiais para apresentar a primeira de�nição de 
lasses 
ara
terísti
as paravariedades singulares analíti
as 
omplexas [58℄. A de�nição de R. Ma
Pherson [49℄, utilizandoo �brado de Nash, generaliza a de�nição axiomáti
a das 
lasses de Chern, 
om uma prova da
onje
tura de Deligne e Grothendie
k sobre a existên
ia e uni
idade de 
lasses 
ara
terísti
as devariedades singulares. J.-P. Brasselet e M.-H.S
hwartz mostram em [10℄, via o isomor�smo deAlexander, que as de�nições de M.-H. S
hwartz e de R. Ma
Pherson são as mesmas, e desde entãoestas 
lasses têm sido 
hamadas de 
lasses de S
hwartz-Ma
Pherson. Uma referên
ia bási
a para1
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aseste assunto é o trabalho de J.-P. Brasselet [4℄.Outra maneira de substituir o �brado tangente, no 
aso de uma variedade singular, é 
onsideraro �brado virtual. Este é o ponto de vista de Fulton em sua de�nição de 
lasses 
ara
terísti
as devariedades singulares [19℄, as quais são em geral distintas das 
lasses de S
hwartz-Ma
Pherson. Estadiferença tem sido investigada por vários autores e é 
hamada 
lasse de Milnor. Para interseção
ompleta 
om singularidade isolada, ela é obtida 
omo a soma dos números de Milnor nos pontossingulares [8, 66℄.A obstrução lo
al de Euler de uma variedade algébri
a V em um ponto p, denotada por EuV (p),de�nida por Ma
Pherson, foi um dos prin
ipais ingredientes da sua prova da 
onje
tura de Delignee Grothendie
k [49℄. Uma outra de�nição foi dada em [10℄ por J.-P Brasselet e M.-H. S
hwartz, queobtêm, nesse mesmo artigo, a equivalên
ia entre as duas de�nições.Este invariante não é fa
ilmente 
omputável a partir de sua de�nição, o que motivou a obtençãode fórmulas que fa
ilitassem o seu 
ál
ulo. Gonzalez-Sprinberg e Verdier obtiveram uma fórmulapara a obstrução de Euler em função das 
lasses de Chern do �brado de Nash asso
iado à variedade
V [24℄, que por sua vez, foi utilizada por Lê D�ung Tráng e Bernard Teissier para obter uma fórmulaem função das multipli
idades polares de V [45℄. V. H. Jorge-Perez, D. Lev
ovitz e M. J. Saia em[38℄, utilizando o trabalho de Lê D. T. e Bernard Teissier, mostraram a importân
ia da obstruçãode Euler no 
ontexto de apli
ações.J.-P. Brasselet, Lê D. T. e J. Seade obtiveram em [7℄, uma fórmula do tipo Lefs
hetz, portantomais topológi
a para a obstrução de Euler, a partir da qual se obtém que a obstrução de Euler lo
al,
omo função 
onstrutível, satisfaz à 
ondição de Euler 
om relação às formas lineares genéri
as. Umaseqüên
ia natural desse resultado foi o artigo de J.-P. Brasselet, D. Massey, A. J. Parameswaran e J.Seade [9℄, 
ujo objetivo é entender o que impede a obstrução de Euler lo
al de satisfazer à 
ondiçãode Euler para funções analíti
as 
om singularidade isolada na origem. Esta obstrução é 
hamadade obstrução de Euler lo
al de f .Um importante invariante de um germe de função analíti
a f : (Cn, 0) → (C, 0) 
om ponto 
ríti
oisolado na origem é o seu número de Milnor, denotado por µ(f), de�nido 
omo sendo dimCOn/J(f),onde On é o anel dos germes na origem de funções analíti
as e J(f) é o ideal ja
obiano de f .Este invariante forne
e várias informações sobre a geometria de f , 
omo por exemplo, no 
asoem que f tem ponto 
ríti
o isolado na origem, os seguintes invariantes 
oin
idem a menos de sinal.(a) O número de Milnor de f em 0, denotado por µ(f);(b) O número de pontos de Morse de uma Morsi�
ação da f ;(
) O índi
e de Poin
aré-Hopf do 
ampo gradiente de f 
onjugado ∇f .Quando (V, 0) é o germe de um espaço analíti
o 
omplexo mergulhado em Cn, uma das possíveisgeneralizações de (c) é a obstrução de Euler de f na origem.Em [60℄ J. Seade, M. Tibar e A. Verjovsky mostram que a obstrução de Euler de f está inti-mamente ligada ao número de pontos de Morse de uma Morsi�
ação de f para algumas 
ategoriasde germes de variedades singulares. Eles também 
omparam Euf,V (0) 
om duas diferentes gene-ralizações do número de Milnor para funções 
om singularidade isolada sobre espaços singulares,a noção de número de Milnor devida a Lê D. T. [40℄ e outra de�nida por David Mond, D. van



Nivaldo de Góes Grulha Júnior 3Straten [54℄ e V. Goryunov [25℄ para 
urvas e também 
onsiderada por T. Izawa e T. Suwa [37℄ parafunções de�nidas em interseções 
ompletas em geral. Quando (V, 0) é uma interseção 
ompleta 
omsingularidade isolada, os autores em [60℄ também estudaram o índi
e GSV de�nido em [23℄.Neste trabalho damos 
ontinuidade a este estudo, introduzindo um novo 
on
eito de obstruçãode Euler para apli
ações de�nidas em variedades singulares a valores em espaços de dimensão
omplexa maior do que um. Também des
revemos fórmulas rela
ionando a obstrução de Euler eoutros invariantes da teoria de singularidades e apresentamos algumas apli
ações dos resultados.Os resultados originais deste trabalho se ini
iam através do estudo da noção de número de Milnorintroduzida por J. W. Bru
e e M. Roberts para funções de�nidas sobre uma variedade algébri
asingular em [13℄, aqui denotado por µBR(f).Apresentamos relações entre EuV,f (0) e µBR(f), para f 
om singularidade isolada de�nida emuma variedade analíti
a V , tal que a sua variedade logarítmi
a 
ara
terísti
a asso
iada, denotadapor LC(V ), seja Cohen-Ma
aulay. No Teorema 3.61 obtemos a seguinte fórmula,
µBR(f) =

d∑

α=0

mα(−1)dimC VαEuf,V α
(0),onde as multipli
idades mα dependem dos estratos {Vα} de uma estrati�
ação de Whitney espe
í�
ade V [29℄. Como apli
ação, mostramos que o número de Milnor de Bru
e e Roberts é um invariantetopológi
o para famílias de funções 
om singularidade isolada de�nidas em hipersuperfí
ies 
om sin-gularidade isolada V . Neste 
aso sabemos que LC(V ) é uma variedade Cohen-Ma
aulay (Teorema3.60).Um passo natural para a generalização da obstrução de Euler de uma função é a obstruçãode Euler de uma apli
ação f : (V, 0) → (Ck, 0), onde (V, 0) é um germe de variedade analíti
a
omplexa, equidimensional de dimensão n ≥ k. Analogamente ao 
aso de funções, de�nimos aobstrução de Euler de uma apli
ação analíti
a f , em função de um k-referen
ial que depende dasfunções 
oordenadas da apli
ação f .A obstrução de Euler lo
al asso
iada a um k-referen
ial sobre uma variedade analíti
a foi estu-dada por J.-P. Brasselet, J. Seade e T. Suwa em [11℄. Um dos prin
ipais resultados aqui apresentadosé uma fórmula que rela
iona a obstrução de Euler lo
al asso
iada a um k-referen
ial sobre uma va-riedade analíti
a e a obstrução de Euler de uma apli
ação analíti
a f : (V, 0) → (Ck, 0), onde (V, 0)é um germe de variedade analíti
a 
omplexa, equidimensional de dimensão n ≥ k [30℄.Esta tese 
ontém quatro 
apítulos, que estão divididos em três grupos, requisitos bási
os, resul-tados anteriores e resultados originais do trabalho, 
onforme des
revemos a seguir.No primeiro 
apítulo apresentamos alguns requisitos bási
os para o desenvolvimento do trabalho,
omo os 
on
eitos de �brados vetoriais, teoria de singularidades, variedades algébri
as e analíti
as,
ampos vetoriais, teoria de estrati�
ação e modi�
ação de Nash. Introduzimos também o 
on
eitode variedades polares, dando exemplos bási
os para uma melhor 
ompreensão do 
on
eito.No segundo 
apítulo de�nimos a obstrução de Euler lo
al e apresentamos os prin
ipais resultadosenvolvendo este 
on
eito, 
omo o teorema de Gonzalez-Sprinberg e Verdier, o Teorema de Lê-Teissiere a fórmula do tipo Lefs
hetz de J.-P. Brasselet, Lê D. T. e J. Seade.Introduzimos no ter
eiro 
apítulo a obstrução de Euler de uma função, e apresentamos os prin
i-pais resultados envolvendo a 
omparação da obstrução de Euler de f 
om generalizações do número
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asde Milnor, in
luindo um resultado original 
omparando a obstrução de Euler de f 
om o númerode Milnor de Bru
e e Roberts.No quarto 
apítulo de�nimos e estudamos a obstrução de Euler de uma apli
ação analíti
a eapresentamos uma fórmula que generaliza para apli
ações de�nidas em variedades analíti
as, osresultados de J.-P. Brasselet, D. Massey, A. J. Parameswaran e J. Seade para funções.



Introduction

Le 
on
ept de 
lasses 
ara
téristiques a été introduit en 1935 indépendamment, par Stiefel et parWhitney. Dans son arti
le [14℄ de 1945, Chern a donné plusieurs dé�nitions équivalentes pour les
lasses 
ara
téristiques des variétés hermitiennes, on les a alors apelées 
lasses de Chern. Une bonneréféren
e pour l'étude des 
lasses 
ara
téristiques des variétés lisses est [53℄.La 
ara
téristique d'Euler-Poin
aré, dé�nie pour un polyèdre �ni 
omme la somme alternée sur
i, des nombres de simplexes de dimension i, est le premier exemple de 
lasse 
ara
téristique. Cettede�nition a été donnée par Euler en dimension deux et par Poin
aré pour les autres dimensions. Laformule de Poin
aré-Hopf nous donne une interprétation géométrique de la 
ara
téristique d'Euler-Poin
aré, dans les 
as d'une variété lisse 
ompa
te M , en termes d'obstru
tion à la 
onstru
tiond'un 
hamp de ve
teurs tangent à M .Par la suite, d'autres interprétations de la 
ara
téristique d'Euler- Poin
aré on permis de montrerl'importan
e de 
ette notion. L'arti
le [47℄ donne une ex
ellente vision générale sur 
et invariant,qui s'est révélé un réel trait d'union entre di�érentes bran
hes des mathématiques, en parti
ulierTopologie, Équations Di�érentielles, Géométrie Di�érentielle et Analyse.Les 
lasses de Chern, dans le 
as 
omplexe et les 
lasses de Stiefel-Whitney, dans le 
as réel,généralisent la notion de 
ara
téristique d'Euler-Poin
aré. Ces 
lasses ont été tout d'abord dé�nies
omme obstru
tion à la 
onstru
tion de 
hamps de k-repères tangents à une variété lisse, tant dansle 
as 
omplexe que dans le 
as réel.L'extension du 
on
ept de 
lasse 
ara
téristique au 
as des variétés singulières dépend d'unegénéralisation appropriée du 
on
ept de �bré tangent. Il exists au moins deux manières d'obtenir
ette généralisation. La première 
onsiste à 
onsidérer l'union des �brés tangents au strates d'unestrati�
ation de la variété, et de 
onsidérer l'obstru
tion à la 
onstru
tion de k-repères adaptés.Ce
i est le point de vue de M.-H. S
hwartz, qui en [59℄ introduit la méthode de 
onstru
tion des
hamps radiaux pour présenter la première dé�nition de 
lasses 
ara
téristiques pour les variétéssingulières analytiques 
omplexes [58℄. La dé�nition de R. Ma
Pherson [49℄ généralise la dé�nitionaxiomatique des 
lasses de Chern et fournit une preuve de la 
onje
ture de Deligne et Grothendie
k.Une référen
e basique pour 
e sujet est [4℄.J.-P. Brasselet et M.-H. S
hwartz ont montré en [10℄ que les dé�nitions de M.-H. S
hwartz et deR. Ma
Pherson 
orrespondent par isomorphisme de Alexander, et depuis lors elles ont été appelées
lasses de S
hwartz-Ma
Pherson.Une autre manière de rempla
er le �bré tangent, dans le 
as d'une variété singulière, est de5
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onsidérer le �bré virtuel. Ce
i est le point de vue de Fulton dans sa dé�nition de 
lasses 
ara
té-ristiques de variétés singulières [19℄, lesquelles sont, en général, di�érentes des 
lasses de S
hwartz-Ma
Pherson. Ces 
lasses ont été étudiées en [1℄ par P. Allu� dans le 
as des hypersuperfa
es.Pour une hypersurfa
e et plus généralement, pour une interse
tion 
omplète lo
ale V , il estpossible d'interpréter la di�éren
e entre 
lasses de S
hwartz-Ma
Pherson et 
lasses de Fulton. Si Va des points singuliers isolés, la di�éren
e est la somme des nombres de Milnor en les points singuliers[8, 66℄. Dans le 
as général plusieurs auteurs donnent des interprétations pour 
ette di�éren
e, quiest appelée 
lasse de Milnor.Si p est un point d'une variété algébrique V , l'obstru
tion d'Euler lo
ale EuV (p), dé�nie parMa
Pherson, est l'un des prin
ipaux ingrédients de sa preuve de la 
onje
ture de Deligne et Grothen-die
k [49℄. Une autre dé�nition pour l'obstru
tion d'Euler a été donnée par J.-P. Brasselet et M.-H.S
hwartz en [10℄, où l'équivalen
e entre les deux dé�nitions a aussi été obtenue.L'obstru
tion d'Euler n'était pas fa
ile à 
al
uler à partir de sa dé�nition, des formules ont étédéveloppées pour en fa
iliter le 
al
ul. Ainsi Gonzalez-Sprinberg et Verdier ont montré une formulepour l'obstru
tion d'Euler en fon
tion des 
lasses de Chern du �bré de Nash asso
ié à la variété
V [24℄. En utilisant 
ette formule, Lê D�ung Tráng et Bernard Teissier ont prouvé une formule enfon
tion des multipli
ités polaires de V [45℄.V. H. Jorge-Perez , D. Lev
ovitz et M. J. Saia en [38℄, en utilisant le travail de Lê D. T. et BernardTeissier, ont montré l'importan
e de l'obstru
tion d'Euler dans le 
ontexte des appli
ations.D'autre part, dans [7℄ J.-P. Brasselet, Lê D. T. et J. Seade donnent une formule du type deLefs
hetz don
 plus topologique, pour l'obstru
tion d'Euler lo
ale, alors que le résultat de [45℄ estde nature algébrique. La formule prouvée revient à dire que l'obstru
tion d'Euler lo
ale, 
ommefon
tion 
onstru
tible, satisfait la 
ondition d'Euler en 
e qui 
on
erne les formes linéaires généri-ques.Une suite naturelle de 
e résultat est l'arti
le [9℄ dû à J.-P. Brasselet, D. Massey, A. J. Pa-rameswaran et J. Seade, où le but est de 
omprendre 
e qui empê
he l'obstru
tion d'Euler lo
alede satisfaire la 
ondition d'Euler en 
e qui 
on
erne les fon
tions holomorphes f : (V, 0) → (C, 0)singulières à l'origine. Le défaut est appelé obstru
tion d'Euler lo
ale de f .Un important invariant d'un germe d'une fon
tion analytique ayant un point 
ritique isolé àl'origine f : (Cn, 0) → (C, 0) est son nombre de Milnor, noté µ(f) et dé�ni 
omme dimCOn/J(f),où On est l'anneau des germes à l'origine de fon
tions analytiques et J(f) est l'ideal ja
obien de f .Cet invariant fournit beau
oup d'informations sur la géométrie de f . Par exemple, quand f aun point 
ritique isolé à l'origine, les invariants suivants 
oïn
ident au signe près.(a) Le nombre de Milnor de f à l'origine;(b) Le nombre de points de Morse d'une morsi�
ation de f ;(
) L'indi
e de Poin
aré-Hopf du 
hamp gradient 
onjugué de f (noté ∇f).Supposons maintenant que (V, 0) est le germe d'un espa
e analytique 
omplexe plongé dans Cn.Une des généralisations possibles de (c), introduite dans [9℄ est l'obstru
tion d'Euler de f à l'origine,notée EuV,f (0).



Nivaldo de Góes Grulha Júnior 7En [60℄ J. Seade, M. Tibar et A. Verjovsky ont montré que l'obstru
tion d'Euler de f est trèsliée au nombre de points de Morse d'une morsi�
ation de f pour quelques types de germes devariétés singulières. Ils ont aussi 
omparé Euf,V (0) ave
 deux généralisations di�érentes du nombrede Milnor pour les fon
tions ave
 singularité isolée strati�ée sur les espa
es singuliers : la notion denombre de Milnor dûe à Lê D. T. [40℄ et 
elle dûe à David Mond, D. van Straten [54℄ et V. Goryunov[25℄ pour les 
ourbes et à T. Izawa et T. Suwa [37℄ pour les fon
tions dé�nies sur les interse
tions
omplètes en général. Quand (V, 0) est une interse
tion 
omplète ave
 singularité isolée les auteursont aussi étudié l'indi
e GSV [23℄.Dans le présent travail on 
ontinue 
ette étude, en introduisant un nouveau 
on
ept d'obstru
tiond'Euler pour les appli
ations dé�nies sur des variétés singulières à valeur dans des espa
es 
omplexesde dimension plus grande que 1. On dé
rit aussi des formules qui donnent des relations entrel'obstru
tion d'Euler et d'autres invariants de la théorie des singularités et on présente quelquesappli
ations de 
es résultats.Les résultats originaux de 
e travail 
on
ernent également l'étude d'une autre généralisation dunombre de Milnor, à savoir la notion de nombre de Milnor dé�nie par J. W. Bru
e et R. M Robertspour les fon
tions dé�nies sur une variété algebrique singulière [13℄, noté i
i µBR(f).On donne une relation entre EuV,f (0) et µBR(f), pour une fon
tion f ave
 singularité isoléedé�nie sur une variété analytique V, pour laquelle la variété logarithmique 
ara
téristique asso
iée,not ée LC(V ), est Cohen-Ma
aulay. Par le Théorème 3.61 on a,
µBR(f) =

d∑

α=0

mα(−1)aαEuf,V α
(0),où les ensembles Vα sont les éléments d'une strati�
ation de Whitney de V , et les multipli
ités mαdépendent des strates de 
ette strati�
ation [29℄. On montre aussi que le nombre de Milnor deBru
e et Roberts est un invariant topologique pour les families de fon
tions ave
 singularité isoléesur des hypersurfa
es V ave
 singularités isolées. Dans 
e 
as la variété LC(V ) est Cohen-Ma
aulay(Théorème 3.60).Une généralization naturelle pour l'obstru
tion d'Euler d'une fon
tion est l'obstru
tion d'Eulerd'une appli
ation f : (V, 0) → (Ck, 0), où (V, 0) est un germe de variété analytique 
omplexe,equidimensionel de dimension n ≥ k. Comme dans le 
as des fon
tions, la dé�nition de l'obstru
tiond'Euler d'une appli
ation est donnée en fon
tion d'un k-repère qui dépend de l'appli
ation f .L'obstru
tion d'Euler d'un k-repère sur une variété analytique a été etudiée par J.-P. Bras-selet, J. Seade et T. Suwa dans [11℄. L'un des résultats prin
ipaux est une formule qui exprimel'obstru
tion d'Euler lo
ale, dé�nie pour un k-repère en fon
tion de l'obstru
tion d'Euler relatived'une appli
ation analytique f : (V, 0) → (Ck, 0), où (V, 0) est un germe de variété analytique
omplexe, équidimensionnel de dimension n ≥ k [30℄.Cette thèse 
ontient quatre 
hapitres, lesquels sont divisés en trois groupes, rappels de base,résultats pré
édents et résultats originaux du travail, 
omme dé
rit 
i-après.Au premier 
hapitre nous rappelons quelques notions de base utiles pour le développement dutravail, 
omme les 
on
epts de �bré ve
toriel, la théorie des singularités, variétés algébriques etanalytiques, 
hamps ve
toriels, théorie des strati�
ations et modi�
ation de Nash. Nous intro-duisons aussi le 
on
ept de variétés polaires, donnant des exemples basiques pour une meilleure
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omprÈhension du 
on
ept.Au se
ond 
hapitre nous dÈ�nissons l'obstru
tion d'Euler lo
ale et présentons les prin
ipaux ré-sultats 
on
ernant 
ette notion, 
omme le théorème de Gonzalez-Sprinberg et de Verdier, le théorèmede Lê et Teissier et la formule du type Lefs
hetz de J.-P. Brasselet, Lê D. T. et J. Seade.On introduit au troisième 
hapitre l'obstru
tion d'Euler d'une fon
tion, et on présente les prin-
ipaux résultats sur la 
omparaison de l'obstru
tion d'Euler de f ave
 les généralisations du nombrede Milnor, y 
ompris un résultat original 
omparant l'obstru
tion d'Euler de f ave
 le nombre deMilnor de Bru
e et Roberts.Au quatrième 
hapitre on dé�nit et étudie l'obstru
tion d'Euler d'une appli
ation analytique etprÈsentons une formule qui généralise pour les appli
ations dé�nies sur des variétés analytiques, lesrésultats de J.-P. Brasselet, D.Massey, J. Parameswaran et J. Seade pour les fon
tions.



1

Requisitos Básicos

Pretendemos neste 
apítulo dar uma breve introdução aos prin
ipais 
on
eitos usados, 
omo �bra-dos vetoriais (reais e 
omplexos), variedades algébri
as, estrati�
ação de Whitney e transformaçãode Nash, pro
urando forne
er o mínimo ne
essário dessa teoria para uma boa 
ompreensão dosresultados dos 
apítulos a seguir.1.1 Fibrados VetoriaisA teoria de �brados é a uma ferramenta bási
a para o estudo de 
lasses 
ara
terísti
as, tanto no
aso regular 
omo no 
aso singular. Para um estudo mais 
ompleto sugerimos [65℄.Denotemos por B um espaço topológi
o �xado, o qual 
hamaremos de espaço base.
Definição 1.1: Um �brado vetorial (real ou 
omplexo) ξ sobre B é uma terna, formada por:1. Um espaço topológi
o E = E(ξ) 
hamado espaço total,2. uma apli
ação (
ontínua) π : E → B sobrejetora 
hamada projeção,3. para 
ada b ∈ B, π−1(b) tem uma estrutura de espaço vetorial sobre K (K = R ou C).E deve satisfazer à seguinte 
ondição:Condição de trivialidade lo
al: Para 
ada ponto b ∈ B deve existir uma vizinhança U ⊂ B,um inteiro n ≥ 0 e um homeomor�smo

h : U ×Kn → π−1(U)tal que, para 
ada b ∈ U , a 
orrespondên
ia x 7→ h(b, x) de�ne um isomor�smo entre o espaçovetorial Kn e o espaço vetorial π−1(b).O par (U, h) será 
hamado sistema de 
oordenadas lo
al para ξ em b. Se pudermos es
olher Uigual ao espaço base, então ξ será 
hamado de �brado trivial.9
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hamado de �bra sobre b, e pode ser denotado por Fb ou por Fb(ξ).Observemos que Fb nun
a é vazio, entretanto pode ser formado por apenas um ponto.O 
on
eito de �brado vetorial diferen
iável pode ser de�nido pedindo apenas que B e E sejamvariedades diferen
iáveis, que π seja uma apli
ação suave e que para 
ada b ∈ B exista um sistemade 
oordenadas lo
ais (U, h) 
om b ∈ U tal que h seja um difeomor�smo.Consideremos agora dois �brados vetoriais ξ e ν sobre o mesmo espaço base B.
Definição 1.2: Dizemos que ξ é isomorfo à ν, es
revemos ξ ∼= ν, se existir um homeomor�smo

f : E(ξ) → E(ν)entre os espaços totais que aplique 
ada espaço vetorial Fb(ξ) isomor�
amente sobre o espaço vetorial
orrespondente Fb(ν).
Exemplo 1.3: O espaço projetivo real Pn pode ser de�nido 
omo o 
onjunto de todos os pares
{x,−x} onde x perten
e à esfera unitária Sn ⊂ Rn+1, dotado da topologia quo
iente.Seja E(γn

1) o sub
onjunto de Pn×Rn+1 formado de todos os pares ({±x}, v), tais que v seja ummúltiplo de x. De�na π : E(γn
1) → Pn por π({±x}, v) = {±x}. Logo 
ada �bra π−1({±x}) podeser identi�
ada 
om a reta que liga os pontos x e −x em Rn+1. Em 
ada reta damos uma estruturavetorial real. O �brado vetorial resultante γn

1 será 
hamado de �brado (
an�ni
o) de retas sobre
Pn.
Teorema 1.4: O �brado γn

1 sobre Pn é não trivial, para n ≥ 1.
Definição 1.5: Uma seção de um �brado vetorial ξ 
om base B é uma função 
ontínua

s : B → E(ξ)a qual leva b dentro de sua �bra 
orrespondente Fb(ξ). Uma seção do �brado tangente à umavariedade suave M é usualmente 
hamada de 
ampo de vetores de M .Se analisarmos melhor o espaço E(γn
1) para o 
aso espe
ial n = 1, vemos que neste 
aso 
adaponto e = ({±x}, v) de E(γn

1) pode ser es
rito 
omo
e = ({±(cos θ, sen θ)}, t(cos θ, sen θ)).Como 0 ≤ θ ≤ π, t ∈ R, esta representação é úni
a, a menos do fato que

({± cos 0, sen 0)}, t(cos 0, sen 0) = ({± cos π, sen π)}, t(cos π, sen π)).Em outras palavras, E(γ1
1) pode ser obtido a partir da faixa [0, π]×R no (θ, t)-plano pela identi�-
ação do bordo esquerdo {0}×R 
om o bordo direito {π}×R pela 
orrespondên
ia (0, t) 7→ (π,−t).portanto E(γ1

1) é uma faixa de Möebius e logo 
ertamente não homeomorfa ao 
ilindro P1 × R.Consideremos agora uma 
oleção {s1, . . . , sn} de seções do �brado vetorial ξ.
Definição 1.6: As seções s1, . . . , sn são linearmente independentes se, para 
ada b ∈ B, os vetores
s1(b), . . . , sn(b) forem linearmente independentes.
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Lema 1.7: Sejam ξ e η �brados vetoriais sobre B e seja f : E(ξ) → E(η) uma função 
ontínuaque leva 
ada espaço vetorial Fb(ξ) isomor�
amente sobre o espaço vetorial 
orrespondente Fb(η).Então f é ne
essariamente um homeomor�smo. Portanto ξ é isomorfo à η.
Teorema 1.8: Um �brado vetorial ξ de posto n é trivial se e somente se ξ admite n seções linear-mente independentes.1.2 Campos de VetoresUm 
ampo de vetores ξ em uma variedade diferen
iável M é uma 
orrespondên
ia que a 
ada ponto
p de M asso
ia um vetor ξ(p) ∈ TpM . O 
ampo é suave se a apli
ação ξ : M → TM é suave.Considerando-se uma parametrização x : U ⊂ Cn → M , 
om U aberto, é possível es
rever

ξ(p) =

n∑

j=1

ξj(p)
∂

∂xj
,onde ξj : U → C, j = 1, . . . , n é uma função em U e { ∂

∂xj
} é uma base asso
iada à x para TpM . O
onjunto dos 
ampos de vetores forma um espaço vetorial sobre C.É 
onveniente pensar em um 
ampo ξ 
omo uma apli
ação ξ : D → D, onde D é o 
onjuntoformado pelas funções analíti
as em M , f : M → C, dada por

(ξf)(p) = ξ(f)(p) =

n∑

j=1

ξj(p)
∂f

∂xj
(p),onde f indi
a a expressão de f na parametrização x.1.3 Teoria de SingularidadesNesta seção apresentamos as de�nições e prin
ipais resultados da teoria de singularidades que serãousados para o desenvolvimento deste trabalho. Estamos assumindo que o leitor já tenha algum
onhe
imento prévio, nos deixando livres para omitir fatos elementares. Para o leitor interessadore
omendamos [21, 67, 75℄.Um dos nossos objetivos prin
ipais é estudar lo
almente funções analíti
as f : Cn → C. Paraisso, introduzimos uma relação de equivalên
ia no espaço das funções analíti
as de�nidas num aberto
ontendo a origem de Cn, da seguinte forma:

Definição 1.9: Dizemos que f é equivalente à g, se existe um aberto U ⊂ Cn tal que f|U ≡ g|U . As
lasses de equivalên
ia são 
hamadas de germes, denotadas por f : (Cn, 0) → C, ou simplesmente,por f . A 
oleção de todos esses germes de funções 
itados a
ima é denotada por On. Observemosque On é um anel noetheriano lo
al 
ujo ideal maximal é dado por Mn = {f ∈ On : f(0) = 0}.
Definição 1.10: Denotamos por On,p o 
onjunto dos germes de apli
ações analíti
as f : (Cn, 0) →

Cp e por O0
n,p o 
onjunto dos germes f : (Cn, 0) → (Cp, 0).

Proposição 1.11: On,p é um On-módulo livre de posto p.
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lassi�
ar germes de On,p sob relações de equiva-lên
ias em On,p dadas por ações de grupos. Quando trabalhamos apenas 
om germes de funções,a relação de equivalên
ia de nosso interesse é dada pela ação dos subgrupos do grupo dos germesde difeomor�smos de On,n que preservam a origem, o qual é denotado por R. A ação é dada por
ϕ.f = f ◦ ϕ−1, para todo ϕ ∈ R e f ∈ On. Dizemos que dois germes f, g ∈ On são R-equivalentesse existir um germe ϕ ∈ R tal que f ≡ g ◦ ϕ−1 assim,

f ∼R g ⇐⇒ ∃ ϕ ∈ R tal que f ≡ g ◦ ϕ−1.O 
onjunto dos germes de difeomor�smos que não preservam a origem é denotado por Re (o grupoestendido).Dado f ∈ On, para 
ada inteiro positivo k, de�nimos o r-jato de f por
jrf = jrf(0) = pr(f)(0) − f(0),onde pr(f)(0) é o polin�mio de Taylor de grau r do representante f no ponto x = 0. Observemosque esse polin�mio independe do representante es
olhido.Observemos que On não é uma variedade diferen
iável de dimensão �nita, e na tentativa deamenizar a di�
uldade em trabalhar 
om espaços de dimensão in�nita, trabalhamos 
om variedadesdiferen
iáveis que possuem dimensão �nita. Denotamos por Jr(n, 1) o C-espaço vetorial dos r-jatos dos germes de On e por Hr o subespaço de Jr(n, 1) formado pelos polin�mios homogêneos degrau r. Portanto Jr(n, 1) e Hr são variedades diferen
iáveis difeomorfas a algum espaço vetorialde dimensão �nita. Dado jrf ∈ Jr(n, 1), quando não houver dúvidas denotaremos esse elementoapenas por f .Da mesma forma, ao invés de trabalhar 
om o grupo R, que possui dimensão in�nita, trabalha-mos 
om o 
onjunto Rr que denota o grupo de Lie (que age em Jr(n, 1), veja [50℄) formado pelos

r-jatos de germes de R.Para a 
lassi�
ação de germes de funções sob uma equivalên
ia é ne
essário que 
onheçamoso espaço tangente de uma órbita em um germe. Como o grupo R não é um grupo de Lie e Onnão é uma variedade diferen
iável de dimensão �nita, dado um inteiro positivo r, trabalhamos 
omos espaços dos r-jatos, Rr (que é um grupo de Lie) e Jr(n, 1) (que é uma variedade diferen
iável).Assim, podemos en
ontrar o espaço tangente de uma órbita em um jato. No 
aso do grupo R temos:Dados um inteiro positivo r e um germe de r-jato f ∈ Jr(n, 1) �xados, de�nimos a apli
ação:
ϕf : Rr −→ Jr(n, 1)

h 7−→ jr(f ◦ h−1).Como Rr é um aberto de Jr(n, n) então T1R
r = Jr(n, n). Seja g ∈ T1R

r e 
onsideremos a 
urva
α : (−ε, ε) → Rr, α(0) = 1 e α′(0) = g,

α(t)(x) = x + tg(x).Então,
d

dt
[ϕf ◦ α(t)]|t=0 =

d

dt
[jr(f ◦ α(t))]|t=0 = jr d

dt
(f ◦ α(t))|t=0

= jr
n∑

j=1

∂f

∂xj
(α(t))α′

j(t)|t=0 =

n∑

j=1

jr ∂f

∂xj
gj ∈ TfR

rf
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om gj ∈ Mn pois α(t) ∈ Rr, para qualquer t.Considerando-se o ideal de On, J(f) = 〈 ∂f
∂xj

〉nj=1, 
hamado de ideal ja
obiano de f , temos
TfR

r · f = jr(MnJ(f)), para qualquer r. Portanto é natural de�nir o espaço tangente à R-órbitaem um germe f 
omo o 
onjunto:
TfRf = MnJ(f),e o espaço tangente estendido à R-órbita em um germe f por:
TfRef = J(f).Para o estudo de singularidades de apli
ações de Cn → Cp, introduziremos outra noção deequivalên
ia.

Definição 1.12: O grupo A é o grupo dos pares de germes de difeomor�smo (h, k), tais que h :

(Cn, 0) → (Cn, 0) e k : (Cp, 0) → (Cp, 0).
Definição 1.13: Dois germes fi : (Cn, 0) → (Cp, 0), i = 1, 2, são A-equivalentes se existem germesde difeomor�smos h : (Cn, 0) → (Cn, 0) e k : (Cp, 0) → (Cp, 0) tais que, o seguinte diagrama

(Cn, 0)
f1

−−−−→ (Cp, 0)

h

y k

y

(Cn, 0)
f2

−−−−→ (Cp, 0)
omuta.
Proposição 1.14: Consideremos o grupo A e o 
onjunto O0

n,p, se f ∈ On,p, então a apli
ação dadapela 
omposição,
(h, k) · f = k ◦ f ◦ h−1.é uma ação de grupo. Dois germes são A-equivalentes se, e somente se, estão na mesma órbita.

Definição 1.15: O grupo K é o grupo dos pares de germes de difeomor�smos (h,H), H : (Cn ×

Cp, 0) → (Cn × Cp, 0), h : (Cn, 0) → (Cn, 0), que 
omutam o seguinte diagrama
(Cn, 0)

i
−−−−→ (Cn × Cp, (0, 0))

π
−−−−→ (Cn, 0)

h

y H

y h

y

(Cn, 0)
i

−−−−→ (Cn × Cn, (0, 0))
π

−−−−→ (Cn, 0)
om i germe de in
lusão e π germe de projeção.
Definição 1.16: Dizemos que dois germes fi : (Cn, 0) → (Cp, 0), i = 1, 2 são K-equivalentes quandoexiste um par (h,H) de germes invertíveis 
omo a
ima, para os quais H ◦ (1, f1) = (1, f2) ◦ h onde
1 é o germe identidade.
Proposição 1.17: Consideremos o grupo K e o 
onjunto O0

n,p, então a apli
ação dada por (h,H).f =

H◦(1, f)◦h−1 é uma ação, e mais, dois germes são K-equivalentes se, e somente se, estão na mesmaórbita.
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Definição 1.18: Dado f : (Cn, 0) → (Cp, 0), de�nimos a imagem re
ípro
a de f , por f∗ : Op,t →

On,t onde f∗(h) = h ◦ f e n, p, t ∈ N.
Teorema 1.19: Uma 
ondição ne
essária e su�
iente para que f, g : (Cn, 0) → (Cp, 0) sejam K-equivalentes é que exista φ : (Cn, 0) → (Cn, 0) germe de difeomor�smo tal que, φ∗(g∗(Mp)On) =

f∗(Mp)On, onde φ∗, g∗ e f∗ são o pull ba
k de φ, g e f respe
tivamente, onde Mp ⊂ Op é o idealmaximal de Op.O Teorema de Fibração de MilnorO teorema de �bração de Milnor, des
rito em [52℄ é um dos resultados 
entrais na teoria de singu-laridades, tendo generalizações em diversas situações.
Teorema 1.20 ([52]): Seja f : (Cn, 0) → (C, 0) germe de apli
ação analíti
a, V = f−1(0), Bε bola
entrada na origem e de raio ε e K = V ∩S2n−1. Se ε for su�
ientemente pequeno temos que V ∩Bεé homeomorfo ao 
one C(K) = {tz : 0 ≤ t ≤ 1, z ∈ K}.Seja φ : Sε \ K → S1 dada por φ(z) = f(z)

|f(z)| , 
om φ−1(eiθ) = Fθ.O resultado bási
o da teoria de Milnor é o teorema da �bração, que mostra que φ de�ne uma�bração de Sε \ K → S1 
om �bra Fθ.
Teorema 1.21 ([52]): Para ε su�
ientemente pequeno temos que Sε \K é um �brado diferen
iávello
almente trivial sobre S1, 
om projeção φ e �bra Fθ 
omo a
ima.Podemos 
onsiderar uma �bração mais 
onveniente que vive dentro da bola de raio ε. Para todo
ε > 0, seja Int(Bε) a bola aberta de raio ε 
entrada na origem em Cn. Para todo η > 0, sejam Bηa bola fe
hada 
entrada na origem em C e ∂Bη sua fronteira. Então, �xado um germe de funçãoanalíti
a f , existe ε0 > 0 tal que, para todo ε, 0 < ε < ε0, existe ηε > 0 tal que, para todo η,
0 < η < ηε, a restrição de f 
omo uma apli
ação f : Int(Bε ∩ f−1(∂Bη)) → Bη é uma �braçãosuave lo
almente trivial 
ujo tipo de difeomor�smo independe da es
olha de ε e η.Essa �bração é 
hamada de �bração de Milnor de f na origem. Denotaremos a �bra por Ff .O número de Milnor, que de�niremos a seguir, é um invariante de suma importân
ia na teoriade singularidades, auxiliando na teoria de 
lassi�
ação.
Definição 1.22: Sejam f ∈ On, germe de função analíti
a 
om singularidade isolada na origem, e
J(f) o ideal ja
obiano de f . De�nimos o número de Milnor µ 
omo dimC

On

J(f) .

Teorema 1.23: Seja f ∈ On germe de função analíti
a 
om singularidade isolada na origem, então
ada �bra Ff tem o mesmo tipo de homotopia de um buquê de Sn−1 esferas, e o número de esferasdo buquê é exatamente µ.1.4 Variedades Algébri
asTrabalharemos aqui 
om o 
aso 
omplexo. O n-espaço a�m sobre C, denotado por An é o 
onjuntode todas a n-uplas de elementos de C. Um ponto p ∈ An é dado por p = (a1, . . . , an), 
om ai ∈ C,
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oordenada de p.Seja C[x1, · · · , xn] o anel de polin�mios em n variáveis sobre C. Podemos interpretar os elementosde C[x1, · · · , xn] 
omo funções do espaço a�m An sobre C, 
om f(p) = f(a1, . . . , an), onde f ∈

C[x1, · · · , xn] e p ∈ An. Desta forma, faz sentido falar no 
onjunto de zeros de f , que denotaremospor Z(f) = {p ∈ An; f(p) = 0}. De uma forma mais geral, se T for um sub
onjunto de C[x1, · · · , xn],podemos de�nir o 
onjunto de zeros de T 
omo sendo o 
onjunto de zeros 
omuns a todos oselementos de T . Denotaremos esse 
onjunto da seguinte forma,
Z(T ) = {p ∈ An; f(p) = 0∀ f ∈ T}.Claramente se I for o ideal de C[x1, · · · , xn] gerado por T então Z(T ) = Z(I). Mais ainda,
omo C[x1, · · · , xn] é um anel Noetheriano, qualquer ideal I tem um número �nito de geradores

f1, . . . , fr, logo Z(T ) pode se expressar 
omo o 
onjunto de zeros 
omuns de um número �nito depolin�mios f1, . . . , fr.
Definição 1.24: Um sub
onjunto Y de An é 
hamado 
onjunto algébri
o se existe um sub
onjunto
T ⊂ C[x1, · · · , xn] tal que Y = Z(T ).
Proposição 1.25: A união de dois 
onjuntos algébri
os é um 
onjunto algébri
o. A interse
ção deuma família arbitrária de 
onjuntos algébri
os também é um 
onjunto algébri
o.Para a demonstração deste resultado e referên
ia bási
a para o assunto ver [34℄.
Definição 1.26: Os 
onjuntos algébri
os são os 
onjuntos fe
hados de uma topologia de An, deno-minada topologia de Zariski.
Definição 1.27: Dizemos que Y ⊂ X, um sub
onjunto não vazio Y 
ontido em X é irredutível se omesmo não pode se expressar 
omo uma união Y = Y1 ∩ Y2, onde Y1, Y2 são fe
hados em Y .
Definição 1.28: Uma variedade algébri
a a�m é um sub
onjunto irredutível de An (
om a topologiainduzida).1.5 Espaços Analíti
os ComplexosAnalogamente ao 
aso de polin�mios, podemos também estudar o 
onjunto de zeros de uma ou maisfunções analíti
as. Estes são os 
hamados espaços analíti
os.Primeiramente 
onsideremos a seguinte de�nição:
Definição 1.29: Consideremos o 
onjunto de pares (Vα, Uα), onde Uα é uma vizinhança aberta daorigem em Cn e Vα sub
onjuntos de Uα. Dois tais pares (V1, U1) e (V2, U2) são equivalentes se existeuma vizinhança W ⊂ U1 ∩ U2 da origem tal que V1 ∩ W = V2 ∩ W . Uma 
lasse de equivalên
iadestes pares é 
hamada germe na origem em Cn.Se f ∈ On, a 
lasse de equivalên
ia do 
onjunto {x : f(x) = 0}, onde f é um representante dogerme f , é denotada por V(f); se f1 e f2 são dois representantes de um mesmo germe, então os
onjuntos V(f1) e V(f2) são iguais.
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Definição 1.30: Um germe de espaço analíti
o (V, 0) em torno da origem é o germe do sub
onjunto

V = V(f1) ∩ . . . ∩ V(fr) = V(f1, . . . , fr),para f1, . . . , fr ∈ On.De�nimos o ideal de um germe de espaço analíti
o V por
I(V ) = {f ∈ On : V ⊂ f−1(0)}.Dizemos que um germe de espaço analíti
o V é irredutível quando para quaisquer germes V1 e

V2 tais que V = V1 ∪ V2 então V = V1 ou V = V2, neste 
aso dizemos que V é uma variedadeanalíti
a.O nosso objetivo é estudar a natureza de tais espaços analíti
os na vizinhança de algum ponto�xado em Cn, o qual sem perda de generalidade 
onsideraremos a origem. Para isso pre
isamosde�nir formalmente o 
on
eito de germe de um espaço analíti
o 
omplexo (veja [32℄).
Proposição 1.31: Seja V um germe de espaço analíti
o, então existem um inteiro positivo p e
V1, . . . , Vp variedades irredutíveis, 
om Vi não 
ontida em Vj, para todo i 6= j, tais que V = V1 ∪

. . . ∪ Vp. Essas variedades são uni
amente determinadas, a menos da ordem, e são 
hamadas de
omponentes irredutíveis de V .Chamamos de germe de espaço analíti
o em x, um germe de 
onjunto V em x tal que, paraalguma vizinhança U de x, o germe V ∩U pode ser des
rito por V(f1, . . . , fr), para alguns f1, . . . , fr ∈

On.Dizemos que um ponto z de um germe de espaço analíti
o V é um ponto regular ou suave separa alguma vizinhança U de z, o germe U ∩ V pode ser des
rito 
omo o 
onjunto dos zeros de umnúmero �nito de germes de funções analíti
as que possuem z 
omo ponto regular. Um ponto de Vnão regular é 
hamado de ponto singular de V .
Teorema 1.32 (Hilbert’s Nullstellensatz - versão local,[27]): Seja I um ideal de On. Então I(V(I)) =

Rad(I), onde Rad(I) é o ideal radi
al de I, ou seja, o ideal {f ∈ On : ∃n ∈ N tal que fn ∈ I}.1.6 Estrati�
ação de WhitneyIntroduziremos aqui a noção de estrati�
ação de Whitney, introduzida por Whitney [76℄ e ampla-mente utilizada desde então. Uma referên
ia para este assunto é [22℄.
Definição 1.33: Sejam M uma variedade suave e V ⊂ M . Uma estrati�
ação lo
almente �nita de
V é uma partição de V em subvariedades de M (
hamadas de estratos) tais que, para todo pontode V existe uma vizinhança em M que en
ontra apenas um número �nito de estratos.
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Definição 1.34: Dizemos que a estrati�
ação {Vα} de V satisfaz à 
ondição de fronteira, se paradois estratos Vα e Vβ, tais que Vα ∩ V β 6= ∅ então Vα ⊂ V β.Condições de Whitney
Definição 1.35: A estrati�
ação {Vα} satisfaz às 
ondições de Whitney se para todo par (Vα, Vβ)de estratos, tais que Vβ esteja no fe
ho de Vα e para todo ponto y de Vβ temos:a) Para toda seqüên
ia de pontos xi de Vα 
onvergindo para y, tal que o limite

lim
i→∞

Txi
(Vα) = Texiste na Grassmanniana 
orrespondente, então T 
ontém Ty(Vβ).b) Se além disso temos uma seqüên
ia yi de pontos de Vβ 
om limite y e tal que o limite dedireções

lim
i→∞

xiyi = λexiste no espaço projetivo, então T 
ontém λ.Estas são as 
hamadas 
ondição (a) e 
ondição (b) de Whitney.Whitney mostrou em seu trabalho [76℄ que toda variedade analíti
a 
omplexa admite uma es-trati�
ação satisfazendo essas duas 
ondições.Uma estrati�
ação que satisfaz às 
ondições de Whitney e à 
ondição de fronteira é 
hamada deestrati�
ação de Whitney, ou estrati�
ação Whitney regular.
Exemplo 1.36: Consideremos 
omo primeiro exemplo o 
one C 
om vérti
e na origem, e a estrati-�
ação {V1, V2}, onde V1 é uma geratriz do 
one e V2 = C \ V1. Neste 
aso, as 
ondições (a) e (b)de Whitney não são satisfeitas. Para ver isto, basta 
onsiderar uma seqüên
ia {xi} de pontos de C,situados todos sobre uma geratriz L do 
one que não seja V1, 
ujo limite seja a origem, de tal modoque o segmento xiyi tenha sempre a mesma direção λ.

λ x1

y1

xi

yi

A 
ondição (a) não é satisfeita, já que o limite dos espaços tangentes Txi
L não 
ontém o espaço

T0(V1), a veri�
ação de que a 
ondição (b) também não é satisfeita vem do fato que λ não está
ontida no limite dos espaços tangentes Txi
L.
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xi x1

Exemplo 1.37: Consideremos agora a variedade V em C3 dada pelo 
onjunto de zeros de y2 +x3−

t2x2 = 0.Se tomarmos o eixo da 
oordenada t 
omo um estrato V1 e a parte regular da variedade Vreg
omo sendo outro estrato, temos que a estrati�
ação {V1, V2} satisfaz a 
ondição (a), mas não a
ondição (b). Porém se a
res
entarmos um estrato de dimensão zero, a origem de C3, teremos asduas 
ondições de Whitney satisfeitas.
x

t

yFigura 1.1: Variedade Singular.
1.7 Modi�
ação de NashA Grassmanniana de n-planos de Cm é denotada G(n,m)(para maiores detalhes sobre a variedadeGrassmanniana ver [48℄). Seja (V, 0) ⊂ (M, 0) um germe de variedade analíti
a 
omplexa, equidi-mensional de dimensão 
omplexa n e (M, 0) um germe de variedade 
omplexa suave de dimensão
omplexa m. Consideremos o �brado em Grassmannianas dos n-planos (
omplexos) de TM , deno-tado por G. A �bra Gx sobre x ∈ M é o 
onjunto dos n-planos de TxM , que é isomorfo à G(n,m).Um elemento de G é denotado por (x, P ) onde x ∈ M e P ∈ Gx. Sobre a parte suave de V , podemosde�nir a apli
ação de Gauss φ : Vreg → G da seguinte forma:

φ(x) = (x, TxVreg).

G

��
Vreg

//

φ
==

z
z

z
z

z
z

z
z

M

Definição 1.38: A modi�
ação de Nash Ṽ é de�nida 
omo o fe
ho da imagem de φ em G. Ela estámunida de uma projeção analíti
a natural ν : Ṽ → V .
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o T sobre G é de�nido da seguinte forma: a �bra Tp de T , sobre um ponto
p = (x, P ) ∈ G é o 
onjunto de vetores v do n-plano P .

Tp = {v ∈ TxM : v ∈ P, x = ν(x, P )}.De�nimos o �brado T̃ de base Ṽ 
omo a restrição de T sobre Ṽ , temos então o diagrama:
T̃ →֒ T
↓ ↓

Ṽ →֒ G
ν ↓ ↓ ν
V →֒ MUm elemento de T se es
reve 
omo: (x, P, v) onde P ∈ Gx e v ∈ P.

Exemplo 1.39: A transformação de Nash do 
one C é um 
ilindro C̃.
ν

Uma observação importante é o fato que a transformada de Nash de um 
onjunto singular nemsempre é regular, ou seja, nem sempre a transformada de Nash resolve a singularidade de umavariedade algébri
a ou analíti
a.Como exemplo ilustrativo, na �gura abaixo, a transformada de Nash da 
urva no plano 
inza é a
urva espa
ial, ilustrada na mesma �gura, que ainda é singular. Para resultados sobre transformadade Nash e resolução de singularidades sugerimos [64℄.

Figura 1.2: A transformada de Nash nem sempre é regular.1.8 Variedades PolaresA base desta seção é um trabalho de divulgação desenvolvido em 
onjunto 
om Thiago de Melosobre exemplos de variedades polares no 
aso de superfí
ies [31℄, o que auxiliou para uma redaçãomais 
lara dessa seção em sua versão �nal.
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asO 
on
eito de Variedades Polares foi introduzido por Bernard Teissier e Lê D�ung Tráng nosanos 70 ([68, 45℄). Desde então tem sido uma ferramenta de grande importân
ia em vários domíniosda matemáti
a, 
omo Teoria de Singularidades, Teoria de Estrati�
ação, Geometria Algébri
a eClasses Cara
terísti
as. Uma literatura mais avançada sobre a relação entre Classes Cara
terísti
ase Variedades Polares é [6℄.Várias abordagens sobre Variedades Polares foram desenvolvidas baseadas em 
on
eitos abstra-tos, 
omo por exemplo Projeções Genéri
as, Modi�
ação de Nash e Variedade Conormal ([20, 68℄).Primeiramente tentaremos introduzir a noção de variedades polares de uma forma intuitiva esimples e para isso trabalharemos ini
ialmente 
om superfí
ies reais, embora posteriormente tra-balharemos 
om variedades analíti
as 
omplexas. Utilizaremos no 
aso de superfí
ies basi
amenteÁlgebra Linear e Cál
ulo Diferen
ial. Isto se torna interessante pois a presença de �guras queilustram a té
ni
a utilizada nos leva a uma melhor 
ompreensão do assunto.Variedades PolaresTrataremos agora de uma simples questão, que nos levará à formalização do 
on
eito de Varie-dades Polares. Para uma melhor visualização, todos os planos e retas nas �guras a seguir estãotransladados, de modo a não se sobreporem.Consideremos a esfera unitária S2 ⊂ R3, dada por F−1(0), onde F : R3 → R é dada por
F (x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 1. Dado um plano π ⊂ R3 
ontendo a origem, queremos en
ontrar ospontos de S2 
om maior ordem de 
ontato 
om o plano π , ou seja, pontos p ∈ S2 para os quais
dim(TpS

2 ∩ π) seja a maior possível.Por exemplo, para π dado por z = 0, en
ontramos apenas os pontos (0, 0, 1) e (0, 0,−1), já quepara qualquer outro ponto q ∈ S2 temos que TqS
2 ∩ π é uma reta.

πFigura 1.3: Variedade polar P2(S
2, π) de 
odimensão 2.Isto se deve ao fato da equação geral do plano tangente a S2 no ponto p = (x0, y0, z0) ser

∂F

∂x
(p)x +

∂F

∂y
(p)y +

∂F

∂z
(p)z = 0,ou seja,

2x0x + 2y0y + 2z0z = 0.Portanto, basta observar que os planos TpS
2 e π 
oin
idem se, e somente se, x0 = y0 = 0 e z0 = ±1.Uma situação mais interessante surge quando tro
amos o plano π por uma reta L. Neste 
aso,pro
uramos por pontos p ∈ S2 tais que dim(TpS

2 ∩ L) = 1, isto é, L ⊂ TpS
2.
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∂x

(p), ∂F
∂y

(p), ∂F
∂z

(p)) um vetor normal de
TpS

2. Como a in
lusão a
ima o
orre se, e somente se, v ⊥ w, resolvemos o problema bus
ando assoluções de {
F (x, y, z) = 0

v1
∂F
∂x

(x, y, z) + v2
∂F
∂y

(x, y, z) + v3
∂F
∂z

(x, y, z) = 0
(1.1)nas variáveis x, y, z.Por exemplo, para v = (1, 1, 1) temos

{
x2 + y2 + z2 − 1 = 0

2x + 2y + 2z = 0
uja solução é a interse
ção de S2 
om o plano 2x + 2y + 2z = 0, isto é, um grande 
ír
ulo.
L

Figura 1.4: Variedade polar P1(S
2, L) de 
odimensão 1.Bus
ando formalizar e também generalizar as idéias a
ima, ne
essitamos do 
on
eito de trans-versalidade.Lembramos que dois subespaços vetoriais E,F ⊂ RN são transversais se E + F = RN . Alémdisso, valem as igualdades 
odim(E ∩ F ) = 
odim(E) + 
odim(F ),

dim(E ∩ F ) = dim(E) − 
odim(F ),onde 
odim(E) = N − dim(E).Caso E,F ⊂ RN não sejam transversais, temos
dim(E ∩ F ) > dim(E) − 
odim(F ),pois se dim(E ∩ F ) < dim(E) − 
odim(F ) teríamos

dim(E) + dim(F ) − dim(E + F ) < dim(E) − (N − dim(F )),isto é, dim(E + F ) > N , o que é absurdo.Resumindo:
E é transversal a F ⇐⇒ dim(E ∩ F ) = dim(E) − 
odim(F )

E não é transversal a F ⇐⇒ dim(E ∩ F ) > dim(E) − 
odim(F )
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on
eito de transversalidade torna-se importante neste momento pois a o
orrên
ia de maior
ontato entre uma variedade M e um subespaço vetorial D, em um dado ponto p ∈ M , equivale anão-transversalidade entre os espaços vetoriais TpM e D.Note que, nos exemplos a
ima, D1 = π e D2 = L, onde o índi
e representa a 
odimensão de Dem R3. Assim, a não-transversalidade entre S2 e D1 o
orre se, e somente se,
dim(TpS

2 ∩ D1) > dim(TpS
2) − 
odim(D1) = dim(S2) − 1 = 1.Logo, a não-transversalidade equivale a dim(TpS

2 ∩D1) = 2, já que dim(TpS
2) = dim(D1) = 2.O 
ál
ulo para D2 é análogo.Estamos em 
ondições de introduzir a de�nição de variedades polares.Sejam Md ⊂ CN (ou RN ) uma variedade diferen
iável de dimensão d e Dd−k+1 um subespaçovetorial de 
odimensão d − k + 1 em CN ou RN . De�nimos a k-ésima variedade polar de M 
omrelação a Dd−k+1 
omo sendo

Pk(M,Dd−k+1) = {p ∈ M ; dim(TpM ∩ Dd−k+1) ≥ k},onde dim denota a dimensão 
omplexa no 
aso 
omplexo e dimensão real no 
aso real. No 
aso
omplexo se pode provar que, para todo k = 0, 1, . . . , d, 
odim(Pk(M,Dd−k+1)) = k, para Dd−k+1em um aberto denso de G(N − d + k − 1, N).Com o intuito de �xar melhor as idéias dis
utidas a
ima, exibiremos mais alguns exemplos,utilizando superfí
ies reais bem 
onhe
idas.No 
aso do toro T , obtido por F−1(0), onde
F (x, y, z) = z2 +

(√
x2 + y2 − 2

)2
− 1,

P2(T, π) é exatamente o 
onjunto dos pontos p ∈ T tais que o vetor normal a T em p é múltiplo dovetor normal de π. Isto se torna 
laro nas �guras abaixo.
π(a) π(b)Figura 1.5: (a) P1(T, π1), (b) P2(T, π2).Note que na �gura (1.5a), a variedade polar não possui 
odimensão 2. Isto o
orre pois o plano

π1 não perten
e ao aberto denso 
itado a
ima.
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L

(a) L(b)Figura 1.6: (a) P1(T,L1), (b) P1(T,L2).Para exibirmos P1(T,L), en
ontramos as soluções de (1.1) 
om o auxílio do 
omputador eobtemos duas 
on�gurações possíveis, representadas na �gura abaixo, para as retas L1 e L2.Note que, apesar das 
odimensões de P1(T,L) serem iguais em (1.6a) e (1.6b), para pequenasperturbações de L2 obtemos duas 
urvas 
omo em (1.6a) e não mais quatro 
omo em (1.6b). Istose deve ao fato da reta L2 não perten
er ao aberto denso, 
itado a
ima.Em [31℄ apresentamos um algoritmo para o Maple, dependendo apenas de v = (v1, v2, v3), quepermite uma visualização dos 
on
eitos a
ima.Utilizando este algoritmo 
om os valores espe
i�
ados abaixo, obtemos a �gura (1.7a), mostrandoo toro T , a reta L 
ujo vetor diretor é v = (1, 1
2 , 3

5) e a superfí
ie dada impli
itamente pela equação
2

[
(
√

x2 + y2 − 2)(x + 1
2y)√

x2 + y2
+

3

5
z

]
= 0.A variedade polar P1(T,L) é a interse
ção destas duas superfí
ies, mostrada na �gura (1.7b). Oleitor pode alterar as 
oordenadas de v, movimentar fa
ilmente as superfí
ies, alterar as 
ores, entreoutros re
ursos, podendo assim ter uma melhor visualização, 
omo por exemplo em (1.7
), obtidausando v = (1, 1

2 , 1
10 ). Quando v3 = 0, temos um �
aso limite�, mostrado em (1.7d) e (1.7e).Aqui per
ebemos que algumas variedades mantêm sua 
on�guração e outras não, porém as quenão mantêm essa 
on�guração, quando perturbadas, 
aem no 
aso que 
hamaremos de genéri
o.Variedades Polares e Projeções LinearesUma outra de�nição para variedades polares pode ser dada em função de uma projeção genéri
a,que em termos gerais signi�
a ser a projeção menos singular possível. Esta é a de�nição usada porautores 
omo T. Ga�ney, V. H. Jorge-Perez, Lê D. T., D. Lev
ovitz, M. J. Saia, B. Teissier e et
[20, 38, 45, 68℄. Uma de�nição mais pre
isa é apresentada no trabalho de B. Teissier (ref. [68℄).Se pensarmos em Dd−k+1 
omo nú
leo de uma projeção linear, podemos rede�nir a variedadepolar da seguinte forma:

Proposição 1.40: Seja Π : CN → Cd−k+1 uma projeção linear, Ker(Π) = Dd−k+1. A k-ésima va-riedade polar de uma variedade regular M ,
om relação à Dd−k+1, que indi
amos por Pk(V,Dd+k+1),
oin
ide 
om o 
onjunto de pontos 
ríti
os da projeção P restrita à variedade M .
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(a) (b) (
)

(d) (e)Figura 1.7: Variedade polar P1(T,L) de 
odimensão 1.
Demonstração: Se p ∈ Σ(P |M ) então temos que dim(Π(TpM)) < d − k + 1, ou seja, dim(TxM)−

dim(Ker(Π|M )) < d − k + 1, logo temos dim(TpM ∩ Dd−k+1) > k − 1, que podemos es
rever 
om
dim(TpM ∩ Dd−k+1) > k − 1, de onde segue o resultado. �No 
aso de uma variedade singular algébri
a ou analíti
a, equidimensional, reduzida, de�nimosa variedade polar da seguinte forma:
Definição 1.41 ([45]): Seja (V d, 0) um germe de variedade algébri
a (resp. analíti
a), reduzida eequidimensional. Sejam V um representante su�
ientemente pequeno do germe, denotemos por Vrega parte regular de V . De�nimos Pk(V,Dd−k+1), 0 ≤ k ≤ d 
omo sendo:

Pk(V,Dd+k+1) = Pk(Vreg,Dd−k+1),onde Vreg denota a parte regular de V .
Exemplo 1.42: Consideremos a superfí
ie V = {(x, y, t) ∈ C3;F (x, y, z) = y2 − x3 + t2x2 = 0} ea projeção paralela ao eixo-y. A parte singular de V é o eixo-t. Seja (x0, y0, t0) ∈ Vreg, o planotangente à superfí
ie nesse ponto é dado por,

x∂xF (x0, y0, t0) + y∂yF (x0, y0, t0) + z∂zF (x0, y0, t0) = 0.Para que a projeção Π restrita ao plano tangente Tx∂xF (x0,y0,t0)Vreg não seja uma apli
açãosobrejetora, o plano tangente deve 
onter a eixo-y, ou seja, pontos do tipo (0, y, 0) devem satisfazera equação do plano, logo queremos ∂yFx∂xF (x0, y0, t0) = 0.Então temos que a variedade polar P1(V, P ) asso
iada à projeção Π é dada 
omo fe
ho da soluçãodo sistema abaixo, {
∂yF (x, y, t) = 0

F (x, y, t) = 0

om (x, y, t) ∈ Vreg
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2y = 0

y2 − x3 + t2x2 = 0

om (x, y, t) ∈ Vreg.Ou seja {(x, y, t) ∈ Vreg;x2(x − t2) = 0}.Ci
los de S
hubertIntroduziremos aqui os 
i
los de S
hubert, os quais têm uma relação estreita 
om as variedadespolares que são usadas neste trabalho.

Definição 1.43: Seja Dd−k+1 um subespaço vetorial de CN de 
odimensão d − k + 1, de�nimos,
C(Dd−k+1) = {T ∈ Gd(C

N ); dim(T ∩ Dd−k+1) ≥ k}.Consideremos o diagrama abaixo,̃
V

�

� //

ν

��

V × G
γ // G

Vonde Φ(z, T ) = (z, T ), γ(z, T ) = T e Ṽ a modi�
ação de Nash de V .Temos então a seguinte proposição:
Proposição 1.44: A variedade polar pode ser expressa em termos do diagrama a
ima da seguinteforma: Pk(Vreg,Dd−k+1) = ν(Φ−1(γ−1(C(Dd−k+1))) ∩ Φ−1(V \ Σ(V ))), e logo temos que,

Pk(V,Dd−k+1) = ν(Φ−1(γ−1(C(Dd−k+1))) ∩ Φ−1(V \ Σ(V ))).

Demonstração: É fá
il ver que
ν(Φ−1(γ−1(C(Dd−k+1))) ∩ Φ−1(V \ Σ(V ))) = {x ∈ Vreg; (x, TxVreg) ∈ γ−1(Dd−k+1)}

= {x ∈ Vreg; dim(TxVreg ∩ Dd−k+1) ≥ k}

= Pk(Vreg,Dd−k+1),o que impli
a o resultado. �1.9 Multipli
idades PolaresMultipli
idade de um ponto sobre uma 
urva
Definição 1.45: A multipli
idade de um ponto p sobre uma 
urva plana C, denotada por mp(C) éo número de interse
ção da 
urva 
om um reta se
ante genéri
a na vizinhança do ponto.
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idade de um ponto sobre uma subvariedade
Definição 1.46: Seja V uma subvariedade de dimensão k 
ontida em uma variedade regular M .Seja D um pequeno polidis
o 
entrado em p. Consideremos a projeção P sobre um plano genéri
ode dimensão k. Seja q um ponto de P (D) \ {P (p)} e δ(p) um pequeno polidis
o 
entrado em q. Amultipli
idade de V em p, denotada por mp(V ) é o número de folhas de P−1(δ) ∩ D ∩ V .Existe uma forma algébri
a de 
al
ular essa multipli
idade [77℄.Considere a seguinte função sobre N.

F (k) = dimC OV,x/Mk+1
V,x ,onde MV,x denota o ideal maximal de OV,x. Esta função é 
hamada de função de Samuel de OV,x.Para k >> 0 a função F se 
omporta 
omo um polin�mio em k de grau n − 1 
om termo de maiorordem igual à e(V,x)

(n−1)k
n−1, e o numerador do 
oe�
iente do termo de maior ordem e(V, x) é 
hamadode multipli
idade de Hilbert-Samuel de V em x.Teissier usou esses invariantes para dar uma 
ondição ne
essária e su�
iente para uma estrati�-
ação ser Whitney regular através do seguinte resultado:

Teorema 1.47: Sejam V uma variedade analíti
a reduzida, equidimensional de dimensão d, Y umsubespaço analíti
o de V também equidimensional, e 0 um ponto não singular de Y . Então asseguintes 
ondições são equivalentes:1. A apli
ação de Y em Nd, de�nida por
y 7→ (my(V ),my(P1(V, y)), · · · ,my(Pd−1(V, y)))é 
onstante numa vizinhança da origem.2. O par de estratos (V \ Y, Y ) satisfaz às 
ondições (a) e (b) de Whitney na origem.

Demonstração: A demonstração deste resultado se en
ontra em [68℄. �

Exemplo 1.48: Cal
ulemos as multipli
idades polares da variedade singular
V = {(x, y, t) ∈ R3; y2 − x3 − t2x2 = 0}.

x

t

yFigura 1.8: Variedade Singular.Neste 
aso, P0(V,D2) = V e P1(V,D1) = {(x, y, t) ∈ R3; x = −t2, y = 0}, onde D2 é o espaçovetorial nulo e D1 é a reta de�nida pelo eixo-y, de onde obtemos m0(V, 0) = 2 e m1(V, 0) = 1.
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Obstrução de Euler Local

Neste 
apítulo estudaremos a obstrução de Euler lo
al de�nida por Ma
Pherson [49] 
omo umdos ingredientes da sua prova da 
onje
tura de Deligne e Grothendie
k. Esta 
onje
tura trata daexistên
ia e uni
idade das 
lasses 
ara
terísti
as de variedades algébri
as 
omplexas singulares. Umareferên
ia bási
a sobre o desenvolvimento da obstrução de Euler lo
al é o artigo de J.-P> Brasselet(ref. [5℄).Existe também uma de�nição para esta obstrução devida a J.-P. Brasselet e M.-H. S
hwartz[10℄, que será 
onsiderada neste trabalho. Gonzales-Sprinberg e Verdier [24℄ mostraram uma fór-mula para o obstrução de Euler lo
al em função das 
lasses de Chern de �brados vetoriais sobre atransformada de Nash da variedade algébri
a. Neste 
apítulo estudaremos uma fórmula de Lê D.T. e B. Teissier [45℄, em que a obstrução de Euler se exprime em termos de invariantes polares. Em[7℄, J.-P. Brasselet, Lê D. T. e J. Seade apresentam uma fórmula para esta obstrução em termos da
ara
terísti
a de Euler da interseção da �bra de f 
om uma hipersuperfí
ie genéri
a e os estratosde uma estrati�
ação de Whitney. Esta é uma fórmula do tipo Lefs
hetz, muito importante nodesenvolvimento do nosso trabalho.2.1 Obstrução de Euler Lo
alSejam (V, 0) ⊂ (Cn, 0) germe de variedade analíti
a 
omo anteriormente, V um representante su�-
ientemente pequeno do germe e {Vα} uma estrati�
ação de Whitney de uma vizinhança da origem
U , 
ompatível 
om V . Suponhamos também que a origem {0} seja um estrato. Seja ∪TVα a uniãodos �brados tangentes a todos os estratos. Podemos olhar esta união 
omo um sub
onjunto do�brado tangente TCn|V .
Definição 2.1: Seja v uma seção de TCn sobre um sub
onjunto A de Cn. Dizemos que o 
ampo vé estrati�
ado se para z ∈ Vα ∩ A, temos v(z) ∈ TzVα, onde Vα é o estrato que 
ontém z.Seja Bǫ(a) a bola em Cn 
entrada em a e de raio ǫ.
Definição 2.2: Dizemos que o 
ampo de vetores v é radial em a se v é um 
ampo estrati�
ado e seexiste ǫ0 > 0 tal que o 
ampo v está saindo de Bǫ(a), para 0 < ǫ ≤ ǫ0.27
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Lema 2.3 ([10], Prop. 9.1): Um 
ampo de vetores estrati�
ado v não nulo de�nido sobre umsub
onjunto A ⊂ V admite um levantamento 
an�ni
o ṽ 
omo seção não nula de T̃ sobre ν−1(A).
Demonstração: Para um ponto z̃ de Ṽ tal que z = ν(z̃), 
om z ∈ Vreg de�nimos ṽ(z̃) ∈ T̃ por
ṽ(z̃) = (z, P, v), onde P = Tz(Vreg).Se z̃ de Ṽ é tal que z = ν(z̃) é ponto singular de V , temos P = limzi→z Tzi(Vreg) onde (zi) éuma seqüên
ia de pontos de Vreg tendendo para z, v(z) ∈ Tz(Vα) onde Vα é o estrato que 
ontém
z. Pela 
ondição (a) de Whitney Tz(Vα) ⊂ P , então v ∈ P. Podemos então de�nir ṽ(z̃) ∈ T̃ por
ṽ(z̃) = (z, P, v).Temos então o seguinte diagrama :

T̃
ν∗ //

��

TCn
|V

��
ν−1(A)

ṽ

OO

ν
// A

v

OO

Se z̃ é um ponto de Ṽ tal que ν(z̃) = z, então v(z) ∈ Tz(Vα) ⊂ TzC
n. Temos então ν∗(ṽ(z̃)) =

v(z).

�

Teorema 2.4 (Bertini-Sard, ver [73]): Se {Vα} é uma estrati�
ação de Whitney de V , para ǫsu�
ientemente pequeno (e positivo) a esfera ∂Bǫ(0) é transversal aos estratos Vα.Denotaremos Bǫ = Bǫ(0).A obstrução de Euler lo
al foi de�nida por Ma
Pherson em [49], a de�nição a seguir é atribuídaà J.-P. Brasselet e M.-H. S
hwartz ([10℄, Prop. 10.1).
Definição 2.5: Seja v um 
ampo de vetores radial sobre V ∩ ∂Bǫ e ṽ o levantamento de v sobre o
onjunto ν−1(V ∩ ∂Bǫ). O 
ampo ṽ de�ne um 
o
i
lo de obstrução Obs(ṽ), que mede a obstruçãopara estender ṽ 
omo seção não-nula de T̃ sobre ν−1(V ∩ Bǫ) :

Obs(ṽ) ∈ Z2n(ν−1(V ∩ Bǫ), ν
−1(V ∩ ∂Bǫ)).A obstrução de Euler lo
al EuV (0) é a avaliação do 
o
i
lo Obs(ṽ) sobre a 
lasse fundamental

[ν−1(V ∩ Bǫ), ν
−1(V ∩ ∂Bǫ)], ou seja :

EuV (0) := 〈Obs(ṽ), [ν−1(V ∩ Bǫ), ν
−1(V ∩ ∂Bǫ)]〉.2.2 Fórmula de Gonzalez-Sprinberg e VerdierGonzalez-Sprinberg e Verdier obtêm em [24℄ uma fórmula para a obstrução de Euler lo
al, em funçãodas 
lasses de Chern de �brados vetoriais sobre a transformada de Nash da variedade algébri
a.Mar
os Sebastiani em [62℄ demonstra este mesmo resultado, mas adotando um ponto de vista maistopológi
o, o que deixa a demonstração 
onsideravelmente mais 
urta e mais 
ompreensível e estaé a demonstração que apresentaremos aqui.
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omplexa de dimensão d. Qualquer subvariedade analíti
a W ⊂ V dedimensão d−1 é uma hipersuperfí
ie analíti
a, ou seja, se p ∈ W ⊂ V , W pode ser dada lo
almenteem torno de p 
omo 
onjunto de zeros de apenas uma função analíti
a. Mais ainda, qualquer outrafunção analíti
a de�nida em uma vizinhança de p que se anule em W é divisível por f . É fá
il verque W pode se expressar uni
amente 
omo união de hipersuperfí
ies analíti
as irredutíveis.
W = V1 ∪ V2 ∪ · · · ∪ Vk,

Definição 2.6: Um divisor de Weil D em V , aqui 
hamado apenas de divisor em V , é uma 
ombi-nação linear formal de hipersuperfí
ies analíti
as irredutíveis de V ,
D =

∑
aiVi.Um divisor D =

∑
aiVi é 
hamado efetivo se ai ≥ 0 para todo i; e es
revemos D ≥ 0. OConjunto dos divisores de V forma um grupo aditivo, denotado por Div(V ).Classe fundamental de um divisorSeja V um espaço analíti
o reduzido de dimensão d e seja D um divisor de V . Suponhamos que Dseja efetivo e 
om suporte 
ompa
to.Seja E o �brado vetorial de posto 
omplexo 1 asso
iado a D. Como D é efetivo, E está
anoni
amente munido de uma seção não-trivial s. O 
onjunto de zeros de s é o suporte | D | de

D. Então podemos 
onsiderar,
s : (V, V \ | D |) → (E,E∗),onde E∗ é o 
omplementar da seção nula em E.Seja ω a 
lasse de Thom de E, ω ∈ H2(E,E∗;Z).

Definição 2.7: A 
lasse [D] = s∗(ω) ∩ [V ] ∈ H2N−2(| D |;Z) é 
hamada 
lasse fundamental dodivisor D ([V℄ denota a 
lasse fundamental de V ).Sejam D1, · · · ,Dr as 
omponentes irredutíveis de D. Então, podemos des
rever de forma úni
a:
[D] =

∑
nj[Dj ], que é denominado 
i
lo asso
iado a D.

Lema 2.8: Sejam E → V um �brado real orientado de posto d, V um 
omplexo �nito, Y ⊂ V umsub-
omplexo. Seja s : V → E uma seção tal que s(y) 6= 0 para todo y ∈ Y . Seja ω ∈ Hd(E,E∗;Z)a 
lasse de Thom. Então, s : (V, Y ) → (E,E∗) e s∗(ω) ∈ Hd(V, Y ;Z) é a obstrução para estender
s | Y à uma seção de E∗ sobre V .Teorema de Gonzalez-Sprinberg e VerdierConsideremos (V, 0) ⊂ (Cn+1, 0) germe de variedade analíti
a, equidimensional de dimensão 
om-plexa d e denotaremos a Grassmaniana dos d-planos em Cn+1 da seguinte 
omo G = G(d, n + 1).Denotaremos por V ′ o fe
ho do grá�
o da apli
ação que a 
ada ponto x de V \ {0} asso
ia areta 0x ∈ Pn. A apli
ação e : V ′ → V é a restrição a V ′ da projeção natural V × Pn → V .
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asDe forma semelhante, denotaremos por X o fe
ho do grá�
o da apli
ação que a 
ada ponto
x de Vreg \ {0} asso
ia o par formado pela reta 0x ∈ Pn e espaço tangente à Vreg no ponto x.Analogamente ao 
aso anterior, ẽ : X → Ṽ é a restrição a X da projeção natural V × Pn × G → V .Antes de enun
iarmos o resultado observemos o seguinte diagrama:

T

��

T̃

��

Θ

��
ξ

))RRRRRR

X

ν′

��

ẽ // Ṽ
ν

��

γ // G

ξ′
))SSSSSS

V ′

λ ��

e
// V

Ξ
**TTTTTT

PnDenotemos Y ′ = e−1(0), Ỹ = ν−1(0) (que não é ne
essariamente um divisor em Ṽ ) e seja
Y = (ν ◦ ẽ)−1(0) (divisor em X). Chamamos de mor�smo de Gauss γ a restrição à Ṽ da projeção
pr2 : V × G → G. Da mesma forma denotamos λ a restrição à V ′ da projeção de V × Pn sobre Pn.Sejam α : Ξ → Pn e τ : Θ → G os �brados tautológi
os, denotamos:

ξ′ = λ∗Ξ a′ = λ∗α : ξ′ → V ′

T̃ = γ∗Θ t̃ = γ∗τ : T̃ → Ṽ

ξ = (ν ′)∗ξ′ a = (ν ′)∗a′ : ξ → X

T = (ẽ)∗T̃ t = (ẽ)∗t̃ : T → Xe observemos que t̃ : T̃ → Ṽ é o �brado de Nash de V .Observemos que T é a restrição à X do �brado Θ′ imagem re
ípro
a do �brado universal τ :

Θ → G pela projeção V × Pn × G → G.Analogamente, observemos que ξ é a restrição à X do �brado Ξ′ imagem re
ípro
a do �bradouniversal α : Ξ → Pn pela projeção V × Pn × G → Pn.A demonstração do teorema a seguir, devido a Gonzalez-Sprinberg e Verdier, é devida a M.Sebastiani [62℄.
Teorema 2.9 (G. Gonzalez-Sprinberg e J. L. Verdier):

EuV (0) =

∫

[Y ]
cd−1(T/ξ),onde c(T/ξ) = c(T )/c(ξ) ∈ H∗(Y;Z).

Demonstração: Pela de�nição de Y, vemos que ξ é a restrição à X da imagem re
ípro
a pelaprojeção X → V ′. Se p ∈ X e se x é a imagem de p em V , então ξp ⊂ Cn+1 é a reta se
ante 0xse x 6= 0; se x = 0, temos que ξp ⊂ Cn+1 é uma reta limite. A seção 
an�ni
a s de ξ é dada por
s(p) = 0x ∈ ξp. O 
onjunto dos seus zeros é naturalmente Y.Por outro lado, podemos de�nir uma seção t de T̃ da seguinte forma, para 
ada q ∈ Ṽ de�nimos
t(q) 
omo sendo a projeção ortogonal de 0x em T̃q ⊂ Cn, onde x é a imagem de q em V . Se o
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ientemente pequeno, sabemos que t(q) 6= 0 para todo q ∈ Ṽ \ Ṽ0 (ver [24℄).Pela de�nição e pelo Lema 2.8 temos,
EuV (0) = 〈t∗(ω̃), [Ṽ ]〉onde ω̃ é a 
lasse de Thom de T̃ .Seja t′ : X → T a seção imagem re
ípro
a de t. Então temos,
EuV (0) = 〈t′∗(ω′), [X]〉onde ω′ é a 
lasse de Thom de T , pela funtorialidade da 
lasse de Thom e porque X → Ṽ induz umhomeomor�smo entre abertos densos de X e Ṽ .Seja p ∈ Y e seja q sua imagem em Ỹ ⊂ Ṽ . Então, existe uma seqüên
ia {xk} de pontosregulares de V tal que xk → 0, 0xk → ξp e Txk

(V ) → T̃q, onde Txk
(V ) é o espaço tangente à V nospontos regulares xk. Pelas propriedades de Whitney, ξp ⊂ Tp. Então, ξp ⊂ Tp = T̃q. Logo, se V forsu�
ientemente pequeno, ξp não é ortogonal à Tp, para todo p ∈ X. De�namos φp : ξp → Tp pelaprojeção ortogonal em Tp.Notemos que, pela de�nição de φ temos φ ◦ s = t′.Por outro lado, topologi
amente temos T ∼= ξ ⊕ (T/ξ). Seja u a seção nula de T/ξ. Como

φ ◦ s = t′, podemos ver que t′ 
orresponde nesta de
omposição à s ⊕ u, então,
t′∗(ω′) = s∗(ω1) ∪ u∗(ω2)onde ω1 e ω2 são as 
lasses de Thom de ξ e T/ξ respe
tivamente, assim temos,

〈t′∗(ω′), [X]〉 = 〈s∗(ω1) ∪ u∗(ω2), [X]〉

〈u∗(ω2), s
∗(ω1) ∩ [X]〉 = 〈u∗(ω2), [Y]〉pela de�nição de [Y]. Entretanto, u∗(ω2) = cd−1(T

′/ξ), já que o posto de T/ξ = d − 1 e portanto,
cd−1(T/ξ) é a 
lasse de Euler de T/ξ. Então temos que,

〈u∗(ω2), [Y]〉 = 〈cd−1(T/ξ), [Y]〉 =

∫

[Y ]
cd−1(T/ξ).

�2.3 Obstrução de Euler Lo
al e Multipli
idades PolaresO 
ál
ulo da obstrução de Euler lo
al pela de�nição original não é fá
il. Lê e Teissier [45℄ mostraramuma fórmula que exprime EuV (0) em função das multipli
idades polares, a qual permite efetuar
ál
ulos de exemplos 
on
retos. Daremos aqui uma idéia da demonstração devida a Lê D. T. e B.Teissier desta fórmula [45℄.A notação adotada nesta seção deg(cd−1(T/ξ) ∩ [Y]) é apenas outra representação para o valor
〈cd−1(T/ξ), [Y]〉 =

∫
[Y ] cd−1(T/ξ).
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Teorema 2.10: Seja (V, 0) ⊂ (Cn+1, 0) germe de variedade analíti
a 
omplexa equidimensionalde dimensão d. Se V é um representante su�
ientemente pequeno do germe, e D uma bandeirasu�
ientemente genéri
a em Cn+1, temos

(−1)d−1deg(cd−1−i(T )c1(ξ)
i ∩ [Y]) = m0(Pd−1−i(D)).A demonstração deste resultado en
ontra-se em [45℄, e é uma 
onseqüên
ia de resultados ante-riores de [2℄, [3℄ [39℄, [69℄ e [77℄.

Teorema 2.11 (Fórmula de Lê-Teissier): Seja (V, 0) ⊂ (Cn+1, 0) germe de variedade analíti
a 
om-plexa equidimensinal de dimensão d. Seja V um representante su�
ientemente pequeno do germe,então temos,
EuV (0) =

d−1∑

k=0

(−1)d−k−1md−k−1(V )onde mi(V ) é a multipli
idade da i-variedade polar na origem.
Demonstração: Pela fórmula de Gonzalez-Sprinberg e J. L. Verdier temos que:

EuV (0) =

∫

[Y ]
cd−1(T/ξ),ou seja, EuV (0) = deg(cd−1(T/ξ) ∩ [Y]). Desenvolvendo formalmente cd−1(T/ξ) temos então,

EuV (0) =
∑

(−1)ideg(cd−1i
(T )c1(/ξ)

i ∩ [Y]),pois ci(ξ) = c1(ξ)
i, logo pelo Teorema 2.10 segue o resultado. �

Exemplo 2.12: Lembremos que no Exemplo 1.48 foram 
al
uladas as multipli
idades polares naorigem da variedade singular
V = {(x, y, t) ∈ R3; y2 − x3 − t2x2 = 0}.

x

t

yFigura 2.1: Variedade Singular.Os valores obtidos foram, m0(V, 0) = 2 e m1(V, 0) = 1. Usando a fórmula de Lê e Teissierapresentada no Teorema 2.11, obtemos
EuV (0) = 2 − 1 = 1.
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Observação 2.13: Como propriedades importantes da obstrução de Euler lo
al temos os seguintesresultados:

• A obstrução de Euler lo
al em um ponto regular é igual à 1. Isto é fá
il ver se usamos ade�nição de obstrução lo
al de Euler por 
ampos radiais.
• A obstrução de Euler lo
al em um ponto de uma 
urva é exatamente a multipli
idade do pontosobre a 
urva [24℄. Esta propriedade sairá também diretamente 
omo 
orolário do teorema2.15.
• Um outro resultado importante sobre a obstrução de Euler lo
al, mostrado ini
ialmente porJ.-P. Brasselet e M.-H. S
hwartz [10℄, e depois por vários autores, é que a obstrução de Eulerlo
al é 
onstante ao longo de 
ada estrato de uma estrati�
ação Whitney regular. Este resultadoserá muito importante para a próxima seção, por isso vamos dar uma idéia da sua prova.

Proposição 2.14: Sejam (V, 0) ⊂ (Cn+1, 0) um germe de variedade analíti
a 
omplexa e {Vα} umaestrati�
ação de Whitney de V . Então, a obstrução de Euler lo
al é 
onstante ao longo de 
adaestrato da estrati�
ação Whitney {Vα}.Resumo da demonstração: Sem perda de generalidade, suponhamos que V ∈ {Vα} seja oestrato 
ontendo a origem e que V 6= {0}. Seja p ∈ V um ponto qualquer e 0 < η << ε. Pelapropriedade de equisingularidade sobre um estrato de uma estrati�
ação de Whitney, temos que
Bη(p) é homotópi
o à Bε(0), logo temos EuV (p) = EuV (0).2.4 Uma Fórmula do Tipo Lefs
hetzA fórmula prin
ipal provada em [7℄ é uma fórmula do tipo Lefs
hetz, para a obstrução de Eulerlo
al. Ela é equivalente a dizer que a obstrução de Euler lo
al, 
omo função 
onstrutível, satisfaz à
ondição lo
al de Euler (em teoria bivariante) no que diz respeito às formas lineares genéri
as.
Teorema 2.15 ([7], Teo. 3.1): Seja (V, 0) ⊂ (M, 0) um germe de variedade analíti
a 
omplexa 
omoa
ima e {Vα} uma estrati�
ação de Whitney de V . Seja l : U → C uma forma linear genéri
a, onde
U é uma vizinhança aberta de 0 em M . Temos então:

EuV (0) =
∑

χ(Vα ∩ Bǫ ∩ l−1(t0)).EuV (Vα)onde ǫ é su�
ientemente pequeno, t0 ∈ C\{0} está situado perto da origem e EuV (Vα) é a obstruçãode Euler de V em qualquer ponto do estrato Vα.A demonstração deste teorema en
ontra-se em [7℄, entretanto, o resultado sai diretamente 
omo
orolário do resultado prin
ipal de [9℄ que será tratado na próxima seção.
Exemplo 2.16: Consideremos a função f(x, y, t) = y2−x3−t2x2 e denotemos V = f−1(0). Conside-remos a estrati�
ação de�nida por {V0 = {0}, V1 = {eixo− t}, V2 = Vreg}. Esta é uma estrati�
açãode Whitney de V .
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x

t

yFigura 2.2: Variedade Singular.Consideremos a forma l(x, y, t) = t. A fórmula pre
edente diz que:
EuV (0) = χ(V0 ∩ Bǫ ∩ l−1(t0)) · EuV (V0)

+ χ(V1 ∩ Bǫ ∩ l−1(t0)) · EuV (V1)

+ χ(V2 ∩ Bǫ ∩ l−1(t0)) · EuV (V2).

Mas, 
omo V0 ∩ Bǫ ∩ l−1(t0) = ∅ temos então χ(V0 ∩ Bǫ ∩ l−1(t0)) = 0.Por outro lado V1 ∩ Bǫ ∩ l−1(t0) = {(0, 0, t0)}, portanto, χ(V1 ∩ Bǫ ∩ l−1(t0)) = 1.Logo V2 ∩ Bǫ ∩ l−1(t0) = {(x, y, t)/y2 − x3 − t20x
2 = 0}\{(0, 0, t0)}.Com a ajuda do Teorema 2 de [33℄ podemos 
al
ular χ(V2 ∩ Bǫ ∩ l−1(t0)) = −1Pelo primeiro ítem da Observação 2.13 temos EuV (V2) = EuV (Vreg) = 1. Agora, se apli
armosnovamente a fórmula para 
al
ular EuV (V1), usando o também o segundo ítem da Observação 2.13,obtemos EuV (V1) = 2. Temos então:

EuV (0) = 0.EuV (0) + 1.2 + (−1).1 = 1.

Observação 2.17: Consideremos o exemplo de Briançon-Speder, φ = x5 + y7z + z15 + txy6, queé uma família quase-homogênea de hipersuperfí
ies do tipo (3, 2, 1; 15), 
om singularidade isolada,portanto topologi
amente trivial. Entretanto 
onsiderando uma seção genéri
a z = ax+ by, obtemosa família x5 + y7(ax+ by)+ (ax+ by)15 + txy6 de 
urvas planas. Para 
al
ular o número de Milnordos elementos desta família, basta 
al
ular o número de Milnor dos termos do tipo x5 + by8 + txy6,ou seja, uma família quase-homogênea do tipo (8, 5; 40).
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(1, 0) (5, 0)

(0, 6)

(0, 8)

Dos resultados de Lê e Teissier apresentados neste 
apítulo, segue que EuVt(0) = m0(Vt) −

m1(Vt), onde m0(Vt) e m1(Vt) são multipli
idades polares da hipersuperfí
ie Vt na origem.As multipli
idades polares se rela
ionam diretamente 
om os números de Milnor de uma va-riedade [46, 68℄, através da equação mi(Vt) = µi(φt) + µi+1(φt) onde µi é o número de Milnorda interseção da hipersuperfí
ie 
om um hiperplano de dimensão i. Logo obtemos que EuVt(0) =

m0(Vt, 0) − µ1(φt) − µ2(φt).Entretanto sabemos que m0(Vt, 0) − 1 = µ1(φt), logo temos EuVt(0) = 1 − µ2(φt). Segueportanto, observado o polígono de Newton a
ima, que µ2(φ0) < µ2(φt), logo não é 
onstante paraa família. Sendo assim, a obstrução de Euler de uma variedade analíti
a V não é um invariantetopológi
o.
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3

Obstrução de Euler de f

Um invariante importante de um germe de função analíti
a f : (Cn, 0) → (C, 0) 
om ponto 
ríti
oisolado na origem é o seu número de Milnor, denotado por µ(f), de�nido 
om sendo dimCOn/J(f),onde On é o anel dos germes na origem de funções analíti
as e J(f) é o ideal ja
obiano de f .Este invariante forne
e várias informações sobre a geometria de f , por exemplo, no 
aso em que
f tem ponto 
ríti
o isolado na origem os seguintes invariantes 
oin
idem a menos de sinal.(a) O número de Milnor de f em 0, denotado por µ(f);(b) O número de pontos de Morse de uma Morsi�
ação de f ;(
) O índi
e de Poin
aré-Hopf do 
ampo gradiente de f 
onjugado ∇f .Suponhamos agora que (V, 0) seja um germe de um espaço analíti
o 
omplexo mergulhado em
Cn. Uma das possíveis generalizações de (c) é a obstrução de Euler de f na origem, denotada por
Euf,V (0).A obstrução de Euler de uma função f foi introduzida por J.-P. Brasselet, D. Massey, A. J.Parameswaran e J. Seade em [9℄. O objetivo dos autores em [9℄ é entender o que impede a obs-trução de Euler lo
al de satisfazer à 
ondição de Euler para funções analíti
as 
om singularidadeisolada na origem. Este defeito é 
hamado obstrução de Euler lo
al de f .Em [60℄ J. Seade, M. Tibar e A. Verjovsky mostram que a obstrução de Euler de f está intima-mente ligada ao número de pontos de Morse de uma Morsi�
ação de f , para algumas 
ategorias degermes de variedades singulares.Os autores também 
omparam Euf,V (0) 
om diferentes generalizações do número de Milnorpara funções 
om singularidade isolada sobre espaços singulares, 
omo a noção de número de Milnorintroduzida por Lê D. T. em [40℄, a de�nição para funções de�nidas em 
urvas dada por David Monde D. van Straten [54℄ e V. Goryunov [25℄, e a de�nição de T. Izawa e T. Suwa [37℄ para funçõesde�nidas em interseções 
ompletas em geral.X. Gómez-Mont, J. Seade and A. Verjovsky introduziram em [23℄ uma noção de índi
e 
hamadade índi
e GSV, quando (V, 0) é uma interseção 
ompleta 
om singularidade isolada. J. Seade, M.Tibar e A. Verjovsky também em [60℄ 
omparam o índi
e GSV 
om a Euf,V (0).37
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apítulo introduziremos noções bási
as sobre funções 
omplexasde�nidas em espaços singulares, mas espe
i�
amente variedades analíti
as. Em [41℄ Lê D. T. intro-duziu a noção de funções analíti
as 
om singularidade isolada sobre um espaço analíti
o 
omplexo
V 
om uma estrati�
ação de Whitney {Vα}.Neste 
apítulo apresentamos novos resultados sobre a obstrução de Euler de f , rela
ionando esteinvariante 
om a noção de número de Milnor de uma função de�nida sobre uma variedade algébri
a,introduzida por J. W. Bru
e e R. M. Roberts em [13℄, aqui denotado por µBR(f).Para algumas 
lasses de variedades analíti
as que in
luem os divisores livres, o resultado prin
i-pal, Teorema 3.61 apresenta uma fórmula útil para o 
ál
ulo da obstrução de Euler de f , uma vezque o número Milnor µBR(f) é um invariante de�nido 
omo a dimensão de uma álgebra �nita.Como apli
ação dos resultados estudamos famílias de funções de�nidas em hipersuperfí
ies 
omsingularidade isolada e mostramos que µBR(f) é um invariante topológi
o.3.1 Singularidades Isoladas de Funções
Definição 3.1 ([22]): Sejam M e P variedades analíti
as regulares, V ⊂ M um sub
onjunto ana-líti
o, {Vα} uma estrati�
ação de V , e f : M → P . Dizemos que o 
onjunto (V, {Vα}) é topologi
a-mente trivial sobre P se existe um 
onjunto estrati�
ado (F,F) e um homeomor�smo h : V ≈ P ×F
om f = prp ◦ h, levando {Vα} na estrati�
ação produto P × F (prP denota a projeção sobre P ).Dizemos que (V, {Vα}) é lo
almente trivial sobre P se 
ada ponto y ∈ P tem uma vizinhançaaberta U tal que (V ∩ f−1(U), {Vα} ∩ f−1(U)) seja trivial sobre U .O homeomor�smo h : V ∩ f−1(U) ≈ V × F é 
hamado de trivialização lo
al.

P × F

prp

��
V

f //

h
;;

w
w

ww
w

w
w

w
w

P

Definição 3.2: Uma apli
ação f : V → P é uma submersão estrati�
ada se f |Vα for submersãopara 
ada estrato Vα de V .
Teorema 3.3 (Primeiro Lema de Isotopia de Thom-Mather): Sejam M e P variedades analíti
asregulares, V uma variedade analíti
a V ⊂ M e f : V → P uma submersão estrati�
ada própria.Então f é uma uma �bração lo
almente trivial e (V, {Vα}) é lo
almente trivial sobre P .Como apli
ação deste resultado podemos des
rever um teorema de Lê D. T. que estende oTeorema de Fibração de Milnor para funções de�nidas em variedades singulares [40℄. Primeiramentepre
isamos de uma de�nição para es
lare
er o que signi�
a uma função singular de�nida em umespaço singular.
Definição 3.4: Seja f : V → C uma função analíti
a 
omplexa, de�nida sobre um 
onjunto analíti
oWhitney estrati�
ado V 
om estrati�
ação {Vα}. Dizemos que f tem singularidade isolada em
x ∈ V , 
om respeito à estrati�
ação {Vα} se existe ε > 0 tal que f |Bε(x)∩(Vα\{x})→ C é submersãopara todo Vα ∈ {Vα}.
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Teorema 3.5 ([40], Teo 1.3): Sejam V uma variedade analíti
a 
omplexa e f : V → C uma funçãoanalíti
a 
omplexa 
om singularidade isolada em x 
om respeito à estrati�
ação de Whitney {Vα}de V . Então existem números reais positivos ε e η su�
ientemente pequenos, tais que a apli
ação

φ : Bε(x) ∩ V ∩ f−1(D∗
η) → D∗

ηinduzida por f é uma �bração lo
almente trivial sobre o dis
o menos um ponto
D∗

η = {y ∈ C : 0 <| y |< δ}.

Demonstração: Seja U uma vizinhança aberta de x em Cn, es
olhida de tal forma que a restriçãode f aos estratos de U ∩ V tenha posto 1 ex
eto possivelmente em x. A �bra U ∩ f−1(f(x)) éestrati�
ada por {x} e pelas interseções não vazias dos estratos de {Vα} 
om U ∩ f−1(f(x)) menos
{x}. Chamaremos estas estrati�
ações de U ∩V e de U ∩ f−1(f(x)) de estrati�
ações induzidas por
{Vα}.Seja Bε(x) a bola fe
hada em Cn 
entrada em x 
om raio ε. Se ε > 0 for su�
ientementepequeno, digamos ε0 > ε > 0, para algum ε0, então o Teorema de Bertini-Sard (Teorema 2.4) dizque a esfera Sε(x) que limita a bola Bε(x) interse
ta transversalmente os estratos de {Vα} e osestratos de U ∩ f−1(f(x)) induzidos por {Vα}.A estrati�
ação de Whitney {Vα} de V induz uma estrati�
ação de Whitney sobre Bε(x) ∩ V
ujos estratos são as interseções não vazias dos estratos de {Vα} 
om a bola aberta Bε(x) e 
om aesfera Sε(x) respe
tivamente. Pelo teorema de Bertini-Sard, para 
ada ponto de Sε(x)∩ f−1(f(x)),existe uma vizinhança tal que a restrição de f aos estratos de Sε(x) ∩ V tem posto real 2. Comoa interseção Sε(x) ∩ V é 
ompa
ta, existe um ηε tal que, para qualquer η tal que ηǫ > η > 0,a restrição de f aos estratos de Sε(x) ∩ V tem posto 2 para qualquer ponto em f−1(Dη(f(x))).A apli
ação φε,η de Bε(x) ∩ V ∩ f−1(Dη(f(x))) sobre o dis
o Dη(f(x)), induzida pela função f éportanto estrati�
ada (
f. [44℄). Como a apli
ação φε,η é própria, pelo Primeiro Lema de Isotopia deThom-Mather (3.3), esta apli
ação é uma �bração 
ontínua lo
almente trivial sobre o dis
o menosum ponto D∗

η(f(x)). Por outro lado, a restrição de f aos estratos de Sε(x)∩V ∩f−1(Dη(f(x))) temposto máximo, e o Lema de Isotopia de Thom-Mather novamente diz que f induz uma �bração de
Sε(x) ∩ V ∩ f−1(Dη(f(x))) sobre o dis
o Dη(f(x)). Sobre o dis
o menos um ponto D∗

η(f(x)) ela éuma sub�bração de φε,η, portanto a restrição φε,η de φε,η em Bε(x)∩V ∩ f−1(Dη(f(x))) é tambémuma �bração 
ontínua lo
almente trivial sobre o dis
o menos um ponto D∗
η(f(x)).

�3.2 Obstrução de Euler de fSeja (V, 0) ⊂ (M, 0) um germe de variedade analíti
a 
omplexa, equidimensional de dimensão
omplexa n e (M, 0) um germe de variedade 
omplexa regular de dimensão 
omplexa m. Denotemos{Vα} uma estrati�
ação de Whitney de M 
ompatível 
om V . Podemos supor também que a origem{0} é um estrato.Seja agora f : V → C, função analíti
a 
om singularidade isolada em 0 e restrição de f̃ : U → C,onde U é um sub
onjunto aberto de M 
ontendo V . Seguindo a 
onstrução de [9℄, podemos asso
iara f um 
ampo estrati�
ado denotado por∇V f(z). Denotemos por∇f̃(z) o 
ampo vetorial gradiente
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onjugado de f̃ sobre um ponto z ∈ U , de�nido por ∇f̃(z) = ( ∂f̃
∂x1

, · · · , ∂f̃
∂xn

), onde a barra signi�
aa 
onjugação 
omplexa. O nú
leo ker(df̃z) é transversal à Tz(Vα(z)) para todo z ∈ V \{0}, assim
Ang〈∇f̃(z), Tz(Vα(z))〉 < π/2,onde Ang〈·, ·〉 denota o ângulo entre um vetor e um espaço vetorial. Então a projeção de ∇f̃(z)sobre Tz(Vα(z)), que indi
amos por ζα(z), não é nula.

z

∇f(z)

TzVα

Seja Vβ um estrato tal que Vα ⊂ V β, e seja π : Uα → Vα uma vizinhança tubular de Vα em U .Seguindo a 
onstrução de M.-H. S
hwartz [59], podemos ver que a 
ondição (a) de Whitney impli
aque para todo ponto z ∈ Vβ∩Uα, o ângulo entre ζβ e a extensão paralela de ζ(π(z)) é pequeno. Estapropriedade impli
a que estes dois 
ampos de vetores são homotópi
os sobre o bordo de Uα, para
Uα su�
ientemente pequeno. Podemos então 
olar os 
ampos ζα para obter um 
ampo estrati�
adosobre V , que denotamos por ∇V f(z). Este 
ampo é homotópi
o à ∇f̃(z) |V e temos ∇V f(z) 6= 0para todo z ∈ V \{0}.Analogamente ao 
aso de um 
ampo radial, utilizando a transformada de Nash de�nida na seção1.7, podemos também levantar o 
ampo ∇V f(z) sobre ν−1(V ∩∂Bǫ) sem singularidades. Denotemoseste 
ampo por ∇̃V f(z). O 
ampo ∇̃V f(z) de�ne um 
o
i
lo de obstrução Obs(∇̃V f(z)), que medea obstrução para estender ∇̃V f(z) 
omo seção não-nula de T̃ sobre ν−1(V ∩ Bǫ) :

Obs(∇̃V f(z)) ∈ Z2n(ν−1(V ∩ Bǫ), ν
−1(V ∩ ∂Bǫ)).Desta forma podemos propor a seguinte de�nição.

Definição 3.6 ([9], Def. 2.1): A obstrução de Euler lo
al de f na origem, denotada por Euf,V (0) é ointeiro obtido pela avaliação de Obs(∇̃V f(z)) sobre a 
lasse fundamental [ν−1(V ∩Bǫ), ν
−1(V ∩∂Bǫ)].

Lema 3.7 ([9], Lem. 2.2): O 
ampo vetorial ∇V f(z) é o levantamento, a menos de homotopia, deum 
ampo de vetores em C, via df̃ .
Demonstração: O vetor gradiente satisfaz,

df̃(∇f(z)) = ‖∇f(z)‖2 ∈ R\{0}.Isto signi�
a que ele é um levantamento, a menos de es
alar, de um 
ampo vetorial 
onstanteem um pequeno dis
o D ⊂ C. �

Observação 3.8: É fá
il ver que se 0 é um ponto regular de V e também um ponto regular de f ,então Euf,V (0) = 0. Na proposição abaixo provaremos esse resultado em uma situação mais geral.



Nivaldo de Góes Grulha Júnior 41
Definição 3.9: Seja (V, 0) ⊂ (U, 0) um germe de variedade analíti
a em Cn, equipado 
om umaestrati�
ação de Whitney e seja f : (V, 0) → (C, 0) uma função analíti
a, restrição de uma funçãoanalíti
a f̃ : (U, 0) → (C, 0). Dizemos que 0 é um ponto geral de f (ou que f : (V, 0) → (C, 0) égeral em 0) se o hiperplano ker(df̃(0)) é transversal em Cn a todos os espaços tangentes Txn(Vα),para todo Vα e toda seqüên
ia xn ∈ Vα 
onvergindo para 0.
Proposição 3.10 ([9], Prop. 2.4): Seja 0 um ponto geral de f : (V, 0) → (C, 0). Então,

Euf,V (0) = 0

Demonstração: Como primeiro passo de�namos a apli
ação
T̃ ⊂ (U × G(d, n)) × Cn F̃

→ Dη ⊂ Cpor F̃ (x, P, y) = df̃x(y). Como 0 é um ponto geral de f , então K̃ = T̃ ∩ F̃−1(0) é um sub�bradode T̃ de 
odimensão (
omplexa) 1 e dF̃ leva o 
omplemento ortogonal de K̃ isomor�
amente sobre
T (Dη).Agora, toda f̃ que de�ne uma singularidade isolada em 0 em V , determina um sub�brado Qde TCn|V \{0} sempre transversal à ker(df̃), e a restrição de df̃ à Q é um isomor�smos entre Q e
T (Dη).Isto impli
a que 
ada vetor não-nulo em Dη se levanta de forma 
ompatível, a um 
ampo devetores em V \{0} e também 
omo uma seção de T̃V . O passo �nal é apenas notar que 
omo no Lema3.7, o vetor gradiente ∇V f(z) pode ser obtido por um levantamento de tais 
ampos vetoriais. �

Proposição 3.11 ([9], Prop. 2.5): Seja f : (V, 0) → (C, 0) analíti
a em 0. Então existe um abertode Zariski Ωf dentro do espaço das formas lineares em C, tal que para todo l ∈ Ωf , o ponto 0 égeral para a apli
ação f + λl : V → C, para todo λ ∈ C∗ su�
ientemente pequeno.
Lema 3.12 ([9], Lem. 3.2): Seja (V, 0) ⊂ (M, 0) um germe de variedade analíti
a 
omplexa, equi-dimensional de dimensão 
omplexa n em (M, 0) germe de variedade 
omplexa regular de dimensão
omplexa m. Seja f : (V, 0) → (C, 0), analíti
a. Existe um 
ampo vetorial estrati�
ado w sobre
V ∩ (Bǫ\Int(Bǫ

′ )) onde 0 < ǫ
′

< ǫ tal que:1. w 
oin
ide 
om ∇V f sobre V ∩ ∂Bǫ
′ (0), e sobre V ∩ ∂Bǫ w é um 
ampo radial;2. w é tangente à f−1(t0);3. w tem apenas um número �nito de zeros, e todos estão 
ontidos em f−1(t0) ;4. em 
ada zero a de w o 
ampo w é transversalmente radial ao estrato que 
ontém a.

Teorema 3.13 ([9], Teo. 3.1): Seja f : (V, 0) → (C, 0) 
om singularidade isolada na origem e {Vα}estrati�
ação de Whitney de V. Então,
EuV (0) =

(∑
χ(Vα ∩ Bǫ ∩ f−1(t0)).EuV (Vα)

)
+ Euf,V (0)onde ǫ é su�
ientemente pequeno, t0 ∈ C\{0} é situado próximo da origem e EuV (Vα) é a obstruçãolo
al de Euler de V em qualquer ponto do estrato Vα.
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asA demonstração deste resultado segue diretamente do Lema 3.12. Fixemos primeiramente al-gumas notações. Seja ǫ su�
ientemente pequeno tal que toda esfera Sγ em U 
entrada em 0 e deraio γ ≤ ǫ inter
epta transversalmente todos os estratos de V \{0}. Para 
ada t ∈ C, denotemospor Yt := f−1(t). Seja η > 0 su�
ientemente pequeno tal que para 
ada t no dis
o Dη de raio η
entrado em 0 ∈ C, a hipersuperfí
ie Yt inter
epta transversalmente a esfera Sǫ. Agora, tome ǫ′
om 0 < ǫ′ < ǫ, e um ponto t0 ∈ Dη tal que Yt0 não en
ontra a esfera Sǫ′. Note que o estrato Vαinter
epta Yt0 := f−1(t0) transversalmente e induz uma estrati�
ação de Whitney para este espaço.O resultado segue das propriedades do 
ampo de vetores do Lema 3.12.
Corolário 3.14 ([9], Cor. 3.3): Seja f : (V, 0) → (C, 0) 
om singularidade isolada na origem. Seja
l uma forma linear em Ωf 
omo na proposição 3.11, e seja λ ∈ C∗ tal que fλ := f + λl seja geralna origem. Sejam Mf,V e Mfλ,V as �bras de Milnor de f e fλ, respe
tivamente, em V . Então,

Euf,V (0) =
∑

[χ(Vα ∩ Mfλ,V ) − χ(Vα ∩ Mf,V )].EuV (Vα)

Observação 3.15 ([9], Obs. 3.4): Se V = Cn e f : (Cn, 0) → (C, 0) é uma função analíti
a 
omsingularidade isolada na origem e número de Milnor µ, temos:
Euf,V (0) = (−1)nµ.Com efeito, a 
ara
terísti
a de Euler-Poin
aré da �bra de Milnor de f é igual à 1 + (−1)n−1µ (Ver[52℄).3.3 Morsi�
ação de funçõesSeja (V, 0) um germe na origem de um espaço analíti
o 
omplexo, reduzido, equidimensional, mer-gulhado em Cn. Consideremos {Vα} uma estrati�
ação de Whitney de um representante V su�
i-entemente pequeno do germe. Como toda estrati�
ação de Whitney é lo
almente �nita, e V umrepresentante su�
ientemente pequeno do germe, podemos então supor que a estrati�
ação de Vtem apenas um número �nito de estratos, ou seja, α ∈ {0, 1, · · · , d} para algum d ∈ N.Seja 
omo antes f̃ : (Cn, 0) → (C, 0) uma extensão de f para o espaço ambiente. Para de�nirmosuma função de Morse estrati�
ada usaremos a De�nição 3.9 de ponto geral.

Definição 3.16: Dizemos que f : (V, 0) → (C, 0) é Morse estrati�
ada se as seguintes a�rmaçõessão verdadeiras.(a) Se 0 ∈ Vα, tal que dimVα ≥ 1, a restrição de f ao estrato Vα tem um ponto de Morse em 0.(b) Se 0 /∈ Vα, f é geral em 0 
om respeito ao estrato Vα.
Lema 3.17 ([61],Lemma 4.1): Seja f um germe de função analíti
a em (V, 0) 
om uma singulari-dade de Morse na origem no sentido estrati�
ado. Seja Vα o estrato que 
ontém a origem, entãoa obstrução lo
al de Euler de f na origem é zero se dim Vα < dim V , e Euf,V (0) = (−1)dimCV se
Vα = Vreg.
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Proposição 3.18 ([60], Prop. 2.3): Seja f : (V, 0) → (C, 0) uma função analíti
a 
om singularidadeestrati�
ada na origem. Então

Euf,V (0) = (−1)dimCV nreg,onde nreg é o número de pontos de Morse em Vreg em uma deformação genéri
a de f .
Demonstração: Consideremos uma pequena deformação analíti
a Morse estrati�
ada fλ de f talque fλ tenha apenas pontos de Morse dentro da bola B.Como fλ é uma deformação de f , segue que ∇V f(z) é homotópi
o à ∇V fλ(z) sobre V ∩ ∂B,então a obstrução para estender seus levantamentos à ν−1(V ∩ B) sem singularidades é a mesma.Por outro lado, a obstrução 
orrespondente à ∇V fλ(z) é dada pela soma das obstruções obtidasem torno de 
ada ponto de Morse de f . Pelo Lema 3.17 
on
luímos então que Euf,V é igual à
(−1)dimCV vezes o número de pontos de Morse de fλ sobre Vreg. �3.4 O Link ComplexoNo estudo de estrati�
ações de Whitney analíti
as 
omplexas, M. Goresky e R. Ma
Pherson intro-duziram o 
on
eito de link 
omplexo de um estrato de Whitney e mostraram que o link 
omplexoé o elemento 
have para uma teoria de Morse em espaços analíti
os 
omplexos [26℄. Este 
onjunto
ontém várias informações sobre o 
omportamento de V em torno de x.
Definição 3.19: Seja x um ponto de V ⊂ Cn variedade analíti
a 
omplexa. Então, para l : Cn → Cfunção linear genéri
a, o link 
omplexo de x é

Lx = Bε(x) ∩ V ∩ l−1(t)onde t 6= l(x) está su�
ientemente próximo de l(x).
Teorema 3.20 ([26, 44]): Existe um aberto de Zariski Ω no espaço das formas lineares 
omplexasde Cn tal que para todo l ∈ Ω, existe εl > 0 tal que, para qualquer ε, ε0 > ε > 0, existe um τε,l talque, para qualquer t, τε,l > t > 0 o tipo de homotopia do link 
omplexo

Lx := Bε(x) ∩ V ∩ l−1(l(x) + t)é um invariante analíti
o do germe (V, x).Consideremos V um 
onjunto Whitney estrati�
ado 
omo anteriormente, e x um ponto de V .Seja Vα o estrato que 
ontém x, agora tomemos N um subespaço a�m de Cn de 
odimensão igualà dimensão do estrato Vα e transversal ao estrato, ou seja, tal que N ∩ Vα = {x}.

Definição 3.21: O link 
omplexo de x no 
onjunto V ∩ N é 
hamado de link 
omplexo do estrato
Vα e é denotado por LVα.
Teorema 3.22 ([26, 44]): O tipo de homotopia do link 
omplexo do estrato é um invariante analíti
odo germe (V, x) e não depende da es
olha do x no estrato.
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Definição 3.23: Nas 
ondições apresentadas a
ima, o espaço V ∩ N ∩ Bε(x) é 
hamado de umafatia normal Nx em V de Vα em x, e o par (Nx,Lx) é 
hamado de dados normais de Morse doestrato Vα em V .3.5 Profundidade Homotópi
a Reti�
adaDaremos agora uma pequena introdução à noção de Profundidade Homotópi
a Reti�
ada, denotadapor rhd. As prin
ipais referên
ias para esta seção foram [36℄ e [40℄. A profundidade homotópi
areti�
ada foi introduzida por Grothendie
k em [28℄ para medir a falha do Teorema das seçõeshiperplanas de Lefs
hetz para espaços singulares. O teorema original diz o seguinte:
Teorema 3.24 (Teorema das seções hiperplanas de Lefschetz): Suponhamos que V ⊂ CPm sejauma variedade projetiva não singular e H um hiperplano, então πi(V, V ∩H) = 0 para i < dim(V ).Nosso interesse na rhd vem do fato que medindo a rhd para espaços analíti
os 
omplexos obtemosinformações sobre seus dados normais de Morse.Primeiramente daremos a seguinte de�nição devida a Grothendie
k ([28℄).
Definição 3.25: Sejam (V, 0) germe de um espaço analíti
o 
omplexo, V um representante su�-
ientemente pequeno do germe e Y um sub
onjunto analíti
o fe
hado de V . Dizemos que V temprofundidade homotópi
a hdY (V ) > n ao longo de Y se, para qualquer y ∈ Y , existe um sistemafundamental de vizinhanças Uλ de y em V tal que os pares (Uλ, Uλ \ Y ) sejam (n − 1)-
onexos.O número inteiro hdY (V ) é o máximo do 
onjunto dos inteiros n 
omo na de�nição a
ima.
Definição 3.26: Sejam V 
omo anteriormente, x um ponto de V e Y ⊂ V um subespaço analíti
o.Assuma que x esteja em Y . Dizemos que o espaço V (ou o germe (V, x)) tem profundidade homo-tópi
a hdY (V, x) ≥ n ao longo de Y no ponto x se existe uma vizinhança aberta U de x em V talque a profundidade homotópi
a hdY ∩U (V ∩U) de V ∩U ao longo de Y ∩U seja maior ou igual à n.
Lema 3.27 ([40], Lem. 4.6): Seja {Vα} uma estrati�
ação de Whitney de V . A função hdVα(V, x)é 
onstante ao longo dos estratos Vα de V .Agora podemos de�nir a profundidade homotópi
a reti�
ada.
Definição 3.28: Dizemos que a profundidade homotópi
a reti�
ada rhd(V, x) de V em um ponto xé maior ou igual a n se, para qualquer subespaço analíti
o fe
hado Y de V , existe uma vizinhança
U de x em V tal que a profundidade homotópi
a de V ∩ U ao longo de Y ∩ U seja maior do que
n − dimY .O inteiro rhd(V, x) é o máximo do 
onjunto de inteiros n 
omo na de�nição a
ima.
Teorema 3.29 ([40], Teo. 4.8): Sejam (V, 0) germe de variedade analíti
a 
omplexa (
f. Seção1.5), x um ponto em V e {Vα} uma estrati�
ação de Whitney para V . As seguintes 
ondições sãoequivalentes:
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ontenha o ponto x em seu fe
ho, o dado normal deMorse (N ,L) de Vα em V é (n − dim(Vα) − 1)-
onexo.Obtemos imediatamente então o seguinte 
orolário.
Corolário 3.30 ([40], Cor. 4.10): Seja (V, 0) germe de variedade analíti
a 
omplexa e x um pontoem V . Seja {Vα} uma estrati�
ação de Whitney de V . As seguintes 
ondições são equivalentes:(a) rhd(V, x) = dim(V, x).(b) Para qualquer estrato Vα de {Vα} que 
ontenha o ponto x em seu fe
ho, um link 
omplexo L de

Vα em V tem o tipo de homotopia de um buquê de esferas de dimensão real igual à dimensão
omplexa de L.De forma similar podemos de�nir a profundidade homológi
a reti�
ada rHd(V, x) tro
ando osgrupos de homotopia relativos pelos grupos de homologia relativos.Em [36℄ o autor observa a seguinte relação, apresentada aqui de forma simpli�
ada no lemaabaixo.
Lema 3.31 ([36], Lema 7.2):

rhd(V, x) ≤ rHd(V, x) ≤ dim(V, x)Para esta noção de profundidade temos o seguinte resultado.
Teorema 3.32 ([40], Teo 4.12): Sejam V 
omo anteriormente, x um ponto em V e {Vα} umaestrati�
ação de Whitney para V , as seguintes 
ondições são equivalentes:(a) rHd(V, x) = dim(V, x).(b) Para qualquer estrato Vα de {Vα} que 
ontenha o ponto x em seu fe
ho, um link 
omplexo L de

Vα em V tem o tipo de homologia de um buquê de esferas de dimensão real igual à dimensão
omplexa de L.Apresentaremos agora uma generalização dos resultados de Milnor sobre �bras genéri
as defunções 
om singularidade isolada.
Teorema 3.33 ([40], Teo. 5.4): Sejam V 
omo anteriormente e x um ponto em V . Consideremosuma função analíti
a 
omplexa de�nida sobre V 
om singularidade isolada em x no sentido estra-ti�
ado. Então, se rhd(V, x) = dim(V, x), uma �bra genéri
a de f em uma vizinhança de x tem otipo de homotopia de um buquê de esferas de dimensão real igual a dim(V, x) − 1.
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as3.6 Generalizações do Número de MilnorApós a preparação da seção anterior, podemos de�nir um número de Milnor para funções analíti
as,
om singularidade isolada no sentido estrati�
ado, de�nidas sobre variedades analíti
as 
om �boaspropriedades�.
Definição 3.34: Sejam V espaço analíti
o tal que rhd(V, x) = dim(V, x) e f uma função analíti
a
omplexa de�nida sobre V 
om singularidade isolada em x no sentido estrati�
ado. Denotemos por
Mf a �bra de Milnor de f , de�nimos então o número de Milnor de Lê, denotado por µL(f) 
omoo posto da homologia H̃∗(Mf ).A 
omparação deste número de Milnor 
om a obstrução de Euler de f foi obtida em [60℄ usandoresultados de M. Tibar [71℄.
Teorema 3.35 (Teorema do Buquê [71]): Seja {Vα} uma estrati�
ação de V , representante su�
i-entemente pequeno do germe de variedade analíti
a 
omplexa (V, 0) e seja f uma função analíti
a
omplexa 
om singularidade isolada no sentido estrati�
ado. Então Mf , a �bra de Milnor de f temo mesmo tipo de homotopia do buquê:

Mf ≃
∨

α

∨

µα

Skα(LVα)onde LVα é o link 
omplexo do estrato Vα, onde denotamos por kα a dimensão 
omplexa de Vα e por
Skα(LVα) a suspensão de LVα repetida kα-vezes. E mais ainda, os números µα dependem apenas daestrati�
ação e da própria f .Dos resultados de [71℄ obtemos que

H̃∗(Mf ) = H̃∗(Ml)
⊕

⊕αH̃∗−kα+1(C(LVα),LVα),onde C(LVα) denota o 
one sobre LVα .Como foi observado no iní
io do 
apítulo, no 
aso regular o número de Milnor e a obstruçãode Euler de f estão intimamente ligados. Na 
omparação destes dois invariantes de�nidos emvariedades singulares, J. Seade, M. Tibar e A. Verjovsky em [60℄ obtiveram os seguintes resultados:
Teorema 3.36 ([60], Seção 3.1 ): Sejam V um espaço analíti
o 
omplexo e 0 ∈ V . Considere-mos uma função analíti
a 
omplexa de�nida sobre V 
om singularidade isolada em 0 no sentidoestrati�
ado. Então, se rHd(V, x) = dim(V, x) temos que

µL(f) ≥ (−1)dim V (Euf,V (0)).E mais espe
i�
amente, para o 
aso de interseções 
ompletas 
om singularidade isolada:
Teorema 3.37 ([60], Seção 3.1 ): Sejam V um espaço analíti
o 
omplexo e 0 ∈ V . Considere-mos uma função analíti
a 
omplexa f de�nida sobre V 
om singularidade isolada em 0 no sentidoestrati�
ado e l uma forma linear genéri
a. Então, se V for uma ICIS temos que

Euf,V (0) = (−1)dim V [µL(f) − µL(l)].
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Observação 3.38: A de�nição do número de Milnor devida a V. Goryunov, D. Mond e D. van Stra-ten, que denotamos aqui por µG, foi originalmente estabele
ida para funções de�nidas em 
urvassingulares (para uma de�nição pre
isa ver [54℄). Este número de Milnor é invariante por deforma-ções tanto da função 
omo também do espaço em que a função está de�nida.No 
aso em que f está de�nida sobre uma 
urva V que é uma interseção 
ompleta 
om singula-ridade isolada, (denotada aqui por ICIS [46℄), é possível mostrar que µG 
oin
ide 
om o índi
e-GSVdo 
ampo de vetores gradiente de f sobre V . O índi
e-GSV de um 
ampo de vetores v sobre umgerme de variedade (V, 0) de�nido em [23℄ é igual ao índi
e de Poin
aré-Hopf de uma extensão de
v sobre a �bra de Milnor Xt.Desta forma podemos de�nir µG para as demais dimensões para o 
aso de ICIS.No 
aso em que V é uma ICIS, a relação entre µL e µG é dada pela equação

µG = µL + µ(V, 0),onde µ(V, 0) denota o número de Milnor da ICIS V ([46℄, [60℄).Um resultado de [60℄ que de
orre diretamente do Teorema (3.37) e da observação anterior é:
Teorema 3.39: Sejam V um espaço analíti
o 
omplexo e 0 ∈ V . Consideremos uma função analíti
a
omplexa f de�nida sobre V 
om singularidade isolada em 0 no sentido estrati�
ado e l uma formalinear genéri
a. Então, se V for uma ICIS temos que

Euf,V (0) = (−1)dim V [µG(f) − µG(l)].Detalharemos abaixo um exemplo originalmente apresentado em [60℄, observando ini
ialmentea seguinte relação dada no Corolário 3.14:
Euf,V (0) =

∑

i

[χ(Vα ∩ Ml,X) − χ(Vi ∩ Mf,V )] · EuV (Vα), (3.1)onde M(f,X) e M(l,X) denotam representantes das �bras de Milnor de f e da função lineargenéri
a l, respe
tivamente. Combinando essas relações 
om a proposição 3.18, obtemos:
∑

i

[χ(Vi ∩ Ml,V ) − χ(Vi ∩ Mf,V )] · EuV (Vα)) = (−1)dimCV nreg,onde nreg é o número de pontos de Morse sobre Vreg de uma Morsi�
ação de de f .
Exemplo 3.40 ([60], Ex 4.1): Seja V = {x2 − y2 = 0} × C ⊂ C3 e 
onsidere f a restrição a V dafunção (x, y, z) 7→ x + 2y + z2. Tome x0 := (0, 0, 0). Então V possui dois estratos: W0 = eixo− z e
W1 = V \{x = y = 0}. Tome 
omo função linear geral l a restrição a V da projeção (x, y, z) 7→ z.Cal
ulando Euf,V (0) pela relação 3.1, podemos ver que M(l, x0)∩W0 é um ponto e que M(f, x0)∩W0é 
onstituído de dois pontos. Além disso, M(l, x0) ∩ W1 é a união disjunta de duas 
ópias de C∗ e
M(f, x0) ∩ W1 é a união disjunta de duas 
ópias de C∗∗, onde C∗ é C menos um ponto e C∗∗ é Cmenos dois pontos. Assim, a fórmula 3.1 forne
e:

Euf,V (0) = (1 − 2) · EuV (x0) + (0 − (−2)) · 1.



48 Obstrução de Euler de Apli
ações Analíti
asTemos que EuV (x0) = EuV ∩{l=0}(x0). Mas EuV ∩{l=0}(x0) é apenas a 
ara
terísti
a de Eulerdo link 
omplexo da fatia V ∩ {l = 0} = {x2 − y2 = 0}. Este link 
omplexo é 
onstituído de doispontos e portanto EuV ∩{l=0}(x0) = 2.Logo, obtemos Euf,V (x0) = 0.3.7 Número de Milnor de Bru
e e RobertsBru
e e Roberts deram em [13℄ uma generalização diferente para o número de Milnor de umafunção analíti
a 
omplexa de�nida sobre um espaço singular. Para trabalhar 
om essa de�niçãopre
isaremos de algumas de�nições.Seja I(V ) o ideal de On formado pelos germes de funções que se anulam em V .Um dos prin
ipais objetivos em [13℄ é 
ara
terizar as 
lasses de equivalên
ia de germes de funçõespela relação de equivalên
ia de germes de difeomor�smos que preservam um germe de subvariedade
V . A té
ni
a usual para isto é a integração de germes de 
ampos de vetores tangentes a V . Passamosa des
rever tais 
ampos:
Definição 3.41: Seja Der0C

n o On-módulo formado pelos germes na origem de 
ampos de vetoresanalíti
os em Cn.Um 
ampo ξ ∈ Der0C
n é logarítmi
o para V se, quando visto 
omo derivação i.e., ξ =

n∑

j=1

ξj
∂

∂xj
,o
orrer ξ(h) ∈ I(V ), para qualquer h ∈ I(V ).O On-submódulo formado pelos germes de 
ampos de vetores logarítmi
os é denotado por Θ(V,0).Quando o ponto x = 0 estiver subentendido es
revemos apenas ΘV .Como nos 
asos anteriores, pre
isaremos trabalhar aqui 
om uma estrati�
ação do nosso espaço.Introduziremos aqui a noção de estrati�
ação logarítmi
a de um espaço analíti
o.

Lema 3.42 ([13], Lemma 1.5): Seja V representante su�
ientemente pequeno do germe (V, 0) 
omoa
ima e U vizinhança aberta da origem. Existe uma úni
a estrati�
ação {Vα} de U 
om as seguintespropriedades:(i) Cada estrato Vα é uma subvariedade suave 
onexa mergulhada em U e U é a união disjunta
∪Vα;(ii) se x ∈ Vα então o espaço tangente TxVα 
oin
ide 
om ΘV (x);(iii) se Vα e Vβ são dois estratos distintos 
om Vα en
ontrando o fe
ho de Vβ, então Vα está 
ontidona fronteira, ∂Vβ, de Vβ.

Definição 3.43: A estrati�
ação {Vα} 
omo a
ima é 
hamada estrati�
ação logarítmi
a de V e umestrato Vα é 
hamado de estrato logarítmi
o.
Definição 3.44: O germe (V, 0) é holon�mi
o se para alguma vizinhança U de 0 em Cn a estrati�-
ação logarítmi
a de U tem apenas um número �nito de estratos.
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as, a estrati�-
ação logarítmi
a de uma vizinhança su�
ientemente pequena da origem é Whitney regular ([13℄,Proposição 1.10).Seja f : (Cn, 0) → (C, 0) e JV (f) o ideal {δf : δ ∈ ΘV,0} em On,0.

Definição 3.45: A multipli
idade de f sobre V em 0, denotada por µBR(f) é de�nida por dimC On/JV (f).O seguinte resultado se veri�
a:
Proposição 3.46: [17℄ O germe f tem singularidade isolada em V na origem ⇔ µBR(f) < ∞.

Exemplo 3.47: Seja V := {(x, y) ∈ C2;x3 − y2 = 0} uma variedade analíti
a de C2. Por [13℄sabemos que os seus 
ampos de vetores tangentes são gerados por
ξ1(x, y) = 2x

∂

∂x
+ 3y

∂

∂y
e ξ2(x, y) = 2y

∂

∂x
+ 3x2 ∂

∂y
.Sejam,

f(x, y) = y3 + xy2 e g(x, y) = 3x3 + xy + 4y2,assim,
JV (f) = 〈8xy2 + 9y3, 6x3y + 9x2y2 + 2y3〉,
JV (g) = 〈18x3 + 5xy + 24y2, 3x3 + 42x2y + 2y2〉.Note que a variedade V(JV (f)) 
ontém o 
onjunto {(x, 0) : x ∈ C}, sendo assim dimC O2/JV (f)não é um número �nito, o fato implí
ito é que f não 
orta transversalmente os estratos de V forada origem.No 
aso da função g temos que a variedade V(JV (g)) se reduz apenas ao 
onjunto {(0, 0)}, etemos

JV (g) = 〈18x3 + 5xy + 24y2, 3x3 + 42x2y + 2y2〉

= 〈5xy + 12y2 − 252x2y,−5xy + 18x3 + 504x2y〉

= 〈y(5x + 12y − 252x2), x(−5y + 18x2 + 504xy)〉.Por propriedades de teoria de interseção de 
urvas, se denotarmos
I = 〈5x + 12y − 252x2,−5y + 18x2 + 504xy〉temos que:

dimC O2/JV (g) = dimC O2/〈y, x〉 + dimC O2/〈y, x2〉 + dimC O2/〈y, x〉 + dimC O2/I.Mas, simpli�
ando temos que
I = 〈25x − 1044x2 + 9072xy, 5y − 18x2 − 504xy〉,logo

µBR(g) = 1 + 2 + 1 + 1 = 5.
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asA Variedade Logarítmi
a Cara
terísti
aA variedade logarítmi
a 
ara
terísti
a asso
iada à V , denotada LC(V ) é um elemento de sumaimportân
ia para os resultados de [13℄. A partir das informações obtidas em [13℄ através destavariedade, vamos obter o resultado prin
ipal deste 
apítulo.
Definição 3.48: Suponhamos que os 
ampos de vetores δ1, . . . , δm gerem ΘV em alguma vizinhança
U de 0 ∈ Cn. Então se T ∗

UC
n é a restrição do �brado 
otangente de Cn em U , de�nimos LC(U)
omo sendo {(x, ξ) ∈ T ∗

UC
n : ξ(δi(x)) = 0, i = 1 . . . ,m}.

LC(V ) é o germe de LCU (V ) em T ∗
0C

n, e independe da es
olha dos 
ampos de vetores δi.Dado um estrato logarítmi
o Vα, seja T ∗Vα o espaço 
onormal de Vα. Desta forma temos que,
LC(V ) =

⋃

α

T ∗Vα.

Proposição 3.49 ([13], Prop. 1.14 (ii)): Seja V representante do germe (V, 0) um espaço holon�-mi
o 
om estratos {Vα}. Então os 
onjuntos T ∗Vα são as 
omponentes irredutíveis de LC(V ).
Exemplo 3.50 ([13], Ex. 1.12): Seja (V, 0) germe da variedade de�nida por quatro planos pas-sando pela origem da seguinte forma (x, y, z) ∈ C3 : xy(x2 − y2) = 0. A estrati�
ação logarítmi
aé dada pelo eixo-z, as 
omponentes do seu 
omplemento dentro da união dos quatro planos, e o
omplementar dos quatro planos.

Por [13℄ sabemos que ΘV,0 é gerado pelos 
ampos vetoriais:




x∂x + y∂y

(x2 − y2)x∂x − (x2 − y2)y∂y

∂zSejam x, y, z, a, b, c as 
oordenadas de T ∗C3, temos então que LC(V ) é a variedade de�nida por




xa + yb = 0
(x2 − y2)(xa − yb) = 0

c = 0Esta variedade tem seis 
omponentes irredutíveis, todos 3-planos, 
orrespondendo aos seis es-tratos logarítmi
os de V . Cada 
omponente irredutível apare
e 
om multipli
idade 1, ex
eto pelofe
ho do �brado 
onormal do estrato logarítmi
o x = 0 = y, o qual apare
e 
om multipli
idade 3.Antes de enun
iar o próximo teorema introduziremos algumas de�nições, para maiores detalhes
onsultar [77℄.
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Definição 3.51: Sejam A um anel e P0, · · · , Pn ideais primos de A tais que P0  P1  · · ·  Pn,então estes ideais primos formam uma 
adeia de ideais primos de altura n. A dimensão de Krullde A é de�nida 
omo o supremo das alturas de todas as 
adeias de ideais primos possíveis de A.
Definição 3.52: Sejam A um anel 
omutativo e M um A-módulo. Uma seqüên
ia A regular sobre
M é uma d-upla de elementos não-nulos e não-unidades a1, · · · , ad de A, tais que para 
ada i, oelemento ai não seja um divisor de zero no A-módulo quo
iente M/(a1, · · · , an)M , 1 ≤ i ≤ d.

Definição 3.53: A profundidade de A é de�nida 
omo a altura máxima de uma seqüên
ia A regularsobre A.
Definição 3.54: Um anel lo
al é Cohen-Ma
aulay se for um anel lo
al noetheriano 
omutativo 
omdimensão de Krull igual à sua profundidade.
Definição 3.55: Dizemos que uma variedade analíti
a é Cohen-Ma
aulay se seu anel lo
al forCohen-Ma
aulay.Podemos então enun
iar o seguinte resultado:
Teorema 3.56 ([13], Cor. 5.8): Seja (V, 0) um germe de variedade analíti
a 
omplexa, holon�mi
a,
{Vα} a estrati�
ação logarítmi
a de um representante su�
ientemente pequeno de (V, 0), de tal formaque esta estrati�
ação seja Whitney regular. Sejam f : (V, 0) → C uma função analíti
a 
omplexa
om singularidade isolada na origem no sentido estrati�
ado, nα o número de pontos 
ríti
os de umaMorsi�
ação estrati�
ada de f no estrato Vα e mα as multipli
idades das 
omponentes irredutíveis
T ∗Vα de LC(V ). Então temos que,

∑

α

mαnα ≤ dimC On/JV (f).A igualdade o
orre se, e somente se a variedade LC(V ) for Cohen-Ma
aulay em (0, df(0)).Apresentaremos agora um exemplo que mostra a importân
ia da 
ondição sobre a variedade
LC(V ) ser Cohen-Ma
aulay.
Exemplo 3.57 ([13], Ex. 5.9): Seja V ⊂ Cn uma variedade regular 
ontendo a origem, podemosassumir que V é de�nida por x1 = x2 = · · · = xl = 0 para algum l tal que 0 < l ≤ n. O módulodos 
ampos de vetores tangentes a V é gerado por,

{
xi∂xj

, i = 1, · · · , l j = 1, · · · , l
∂xi

, i = l + 1, · · · , n,e a estrati�
ação logarítmi
a de Cn é V0 = Cn \ V , V1 = V .Se {x1, · · · , xn, p1, · · · , pn} são as 
oordenadas de T ∗Cn, a variedade logarítmi
a LC(V ) é de�-nida por,
{

xipj = 0, i = 1, · · · , l j = 1, · · · , l
pi = 0, i = l + 1, · · · , n.
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asPortanto LC(V ) 
onsiste de dois n-planos que se interse
tam ao longo de um espaço (n −

l)-dimensional. Este 
onjunto é Cohen-Ma
aulay se, e somente se l = 1, ou seja, se V é umahipersuperfí
ie. Se f(x1, . . . , xn) = x2
1 + x2

2 + · · · + x2
n, então dimC On/JV (f) = l + 1, mas umaMorsi�
ação de f tem apenas dois pontos 
ríti
os, assim vemos que a 
ondição da variedade LC(V )ser Cohen-Ma
aulay é realmente importante.

Definição 3.58: Um germe de hipersuperfí
ie reduzida (V, 0) ⊂ (Cn, 0) é um divisor livre se ΘV,0for um On-módulo livre.
Observação 3.59: Se V ⊂ Cn for um divisor livre então ΘV,0 é ne
essariamente gerado por nelementos.
Teorema 3.60 ( [13], Prop. 6.3): Seja (V, 0) ⊂ (Cn, 0) uma variedade analíti
a reduzida, entãoquaisquer duas das a�rmações abaixo impli
a a ter
eira.(i) A estrati�
ação logarítmi
a de V é holon�mi
a;(ii) LC(V ) é uma interseção 
ompleta;(iii) (V, 0) é um divisor livre.Em parti
ular quando V é holon�mi
o e um divisor livre, LC(V ) é uma interseção 
ompleta, eportanto Cohen-Ma
aulay. Neste 
aso temos então que,

µBR(h) =

d∑

i=0

mini,onde ni denota o número de pontos de Morse de ft sobre Vi [13℄.Podemos agora enun
iar o prin
ipal resultado deste 
apítulo, que estabele
e uma relação entreo número de Milnor de Bru
e e Roberts e a obstrução de Euler de f .
Teorema 3.61: Sejam (V, 0) germe de variedade analíti
a reduzida, equidimensional e f : (Cn, 0) →

(C, 0) 
om singularidade isolada na origem e tal que f tenha singularidade isolada na origem tambémno sentido estrati�
ado. Se LC(V ) for Cohen-Ma
aulay temos,
µBR(f) =

d∑

α=0

mα(−1)dimC VαEuf,V α
(0),onde mα denota a multipli
idade de T ∗Vα em LC(V ) e nα o número de pontos de Morse de umaMorsi�
ação de f sobre o estrato Vα.

Demonstração: Como estamos supondo que LC(V ) é uma variedade Cohen-Ma
aulay, temos que
µBR(f) =

d∑

α=0

mαnα,onde mα denota a multipli
idade de T ∗Vα em LC(V ) e nα o número de pontos de Morse de umaMorsi�
ação de f sobre o estrato Vα.
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ação fM de f , podemos supor que fM restrita à V α tem seus pontos de Morsesobre Vα. Como nα = (−1)dimC VαEuf,V α
(0) (ver [60℄), temos então,

µBR(f) =

d∑

α=0

mα(−1)dimC VαEuf,V α
(0).

�Uma 
lasse importante de exemplos onde podemos apli
ar esse resultado é quando a variedade
V é o dis
riminante de um germe de apli
ação analíti
a estável F : (Cn, 0) → (Cp, 0), n ≥ p, 
om
(n, p) nas boas dimensões de Mather. Neste 
aso V é um divisor livre e holon�mi
o, logo por [13℄temos que LC(V ) é Cohen-Ma
aulay.
Exemplo 3.62: Consideremos V = {(x, y, z) ∈ C3;x2 +y2+z3 = 0}, que é uma interseção 
ompletaquase-homogênea do tipo (3, 3, 2; 6), mais ainda, um divisor livre.Os geradores de ΘV são:

3x∂x + 3y∂y + 2z∂z , 2y∂x − 2x∂y, 3z2∂x − 2x∂z, 3z2∂y − 2y∂z.Tomemos f(x, y, z) = z, projeção no eixo-z, que é uma projeção genéri
a em relação à V . Éfá
il ver que,
JV (f) = 〈2z,−2x,−2y〉 = 〈x, y, z〉,logo µBR(f) = 1.Vamos usar as relações entre os invariantes para 
al
ular as multipli
idades de LC(V ), que neste
aso, é uma interseção 
ompleta.Temos:

µBR(f) = m0µ(f) +
d∑

α=1

mα(−1)dimC VαEuf,V α
(0).Uma vizinhança U da origem pode ser estrati�
ada por V0 = U \ V , V1 = Vreg e V2 = {0}, e 
omo

T ∗(U \ V ) = T ∗U , temos m0 = 1. Logo
µBR(f) − µ(f) = m1(−1)dimC V1Euf,V 1

(0) + m2(−1)dimC V2Euf,V 2
(0).Como f é uma projeção genéri
a temos µ(f) = 0 e mais ainda, Euf,V 1

(0) = 0. Além disso
Euf,F2(0) = n2, e portanto µBR(f) = m2n2. Mas V2 
ontém apenas um ponto, portanto n2 = 1, eassim µBR(f) = m2, ou seja, m2 = 1.Como foi observado em [54℄, o número de Milnor de Bru
e e Roberts tem a vantagem de ser maisfa
ilmente 
al
ulado, entretanto pode não se 
omportar bem em relação a deformações da variedade
V , já que 
ampos de vetores tangentes não se levantam automati
amente sobre deformações davariedade. Entretanto, apli
aremos o Teorema 3.61 para provar que o número de Milnor de Bru
ee Roberts é um invariante topológi
o para famílias de funções 
om singularidade isolada de�nidasem hipersuperfí
ies 
om singularidade isolada V . Neste 
aso sabemos que LC(V ) é uma variedadeCohen-Ma
aulay (Teo 3.60). Para isso introduziremos alguns novos 
on
eitos.
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Definição 3.63: Dizemos que F : (Cn ×Cr, 0) → C é uma família topologi
amente trivial em V seexiste germe de homeomor�smo

H : (Cn × Cr, 0) → (Cn × Cr, 0)

H(x, u) = (h(x, u), u),
om h(x, 0) = Id, h(0, u) = 0, tal que H preserva Ṽ = V × Cr,
(F ◦ H)(x, u) = F (h(x, u), u) = f(x).Uma apli
ação do Teorema 3.61 apare
e no 
aso de famílias de funções de�nidas sobre umaICIS V que também satisfaz LC(V ) Cohen-Ma
aulay. Dentro destas 
ondições apresentamos osseguintes resultados.

Proposição 3.64: Sejam V ⊂ Cn uma ICIS, e F : (Cn × Cr, 0) → C uma família de funções 
omsingularidade isolada, então Eufu,V (0) 
onstante para a família é equivalente à µL(fu) 
onstantepara a família.A demonstração desta proposição segue diretamente do Teorema 3.37.
Teorema 3.65: Sejam V ⊂ Cn uma hipersuperfí
ie 
om singularidade isolada, e F : (Cn×Cr, 0) →

C uma família de funções 
om singularidade isolada, então:(a) µBR(fu) 
onstante para a família impli
a que µ(fu), µL(fu) e Eufu,V (0) são 
onstante paraa família.(b) Se µ(fu) é 
onstante para a família, então tanto Eufu,V (0) 
onstante para a família 
omo
µL(fu) 
onstante para a família impli
am µBR(fu) 
onstante para a família.

Demonstração: Como V é uma hipersuperfí
ie 
om singularidade isolada, temos LC(V ) Cohen-Ma
aulay. Pelo Teorema 3.61 temos
µBR(fu) = m0µ(fu) + m1(−1)dimC V Eufu,Vreg

(0) + m2n2,apli
ando o Teorema 3.37 na relação a
ima, obtemos,
µBR(fu) = m0µ(fu) + m1[µL(fu) − µL(l)] + m2n2.Para provar o ítem (a), note que 
omo os invariantes µ(f) e µL(f) são semi-
ontínuos superi-ormente, e 
omo l é uma forma linear genéri
a temos [µL(f) − µL(l)] ≥ 0, logo µBR(fu) 
onstantepara a família impli
a a 
onstân
ia dos outros invariantes µ(fu), µL(fu) e Eufu,V (0).Para provar o ítem (b), note que pelas relações a
ima, quando µ(fu) é 
onstante para a famíliatemos que tanto Eufu,V (0) 
onstante para a família 
omo também µL(fu) 
onstante para a famíliaimpli
am µBR(fu) 
onstante para a família.

�
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Corolário 3.66: Sejam V ⊂ Cn uma hipersuperfí
ie 
om singularidade isolada na origem, e F :

(Cn ×Cr, 0) → C, uma família de funções 
om singularidade isolada, topologi
amente trivial em V ,então µBR(fu) é 
onstante para a família.
Demonstração: Como fu é uma família topologi
amente trivial em V , pelos resultados de Teissier[70℄, temos µ(fu) 
onstante para a família, logo, pelo teorema anterior basta provar que µL(fu) é
onstante para a família.De fato, a �bra f−1

u (t0) tem o tipo de homotopia de um buquê de esferas, e o número de Milnorde Lê é dado pelo número de esferas do buquê. Como f0 = fu ◦hu temos que as �bras de fu e f0 sãohomeomorfas, logo o número de Milnor de Lê é 
onstante nesta família, de onde segue o resultado.
�

Exemplo 3.67: Sejam V = {x3 + y2 + z2 = 0} e fu(x, y, z) = xy + z2 + ux3. Os geradores de ΘVsão, ξ1 = 2x∂x + 3y∂y + 2z∂z , ξ2 = −2y∂x + 3x∂y e ξ3 = z∂y − y∂z, assim obtemos
JV (fu) = 〈5xy + 6ux3 + 4z2, 3x2 − 2y2 − 6ux2y, xz − 2yz〉Cal
ulando a dimensão dimO3/JV (fu) obtemos que µBR(fu) = 6, ou seja, 
onstante para família,portanto os demais invariantes também são 
onstantes na família.Neste exemplo, V e f0(x, y, z) = xy + z2 são quase-homogêneas 
om relação à mesma �ltraçãopeso(x)=2 peso(y)=3 e fu é uma deformação de f0 por termos de grau (pesado) maiores do queo grau (pesado) de f0. Logo, segue de [16℄ (ver também [56℄) que a família fu é topologi
amentetrivial em V .A re
ípro
a do 
orolário, isto é, a questão µBR 
onstante impli
a a trivialidade topológi
a dafamília é um problema aberto nesta teoria.
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4

Obstrução de Euler de uma Aplicação

Um passo natural para a generalização da obstrução de Euler de uma função é a obstrução de Eulerde uma apli
ação f : (V, 0) → (Ck, 0), onde (V, 0) é um germe de variedade analíti
a 
omplexa,equidimensional de dimensão n ≥ k. Analogamente ao 
aso de funções, de�nimos a obstruçãode Euler de uma apli
ação analíti
a f , em função de um k-referen
ial que depende das funções
oordenadas da apli
ação f .A obstrução de Euler lo
al asso
iada a um k-referen
ial sobre uma variedade analíti
a foi estu-dada por J.-P. Brasselet, J. Seade e T. Suwa em [11℄. Apresentaremos neste 
apítulo uma fórmulaque rela
iona a obstrução de Euler lo
al asso
iada a um k-referen
ial sobre uma variedade analíti
ae a obstrução de Euler de uma apli
ação analíti
a f : (V, 0) → (Ck, 0), onde (V, 0) é um germe devariedade analíti
a 
omplexa, equidimensional de dimensão n ≥ k [30℄.4.1 Obstrução de Euler de um k-
ampoUm k-
ampo é uma 
oleção v(k) de k 
ampos de vetores. Um ponto singular de v(k) é um pontoem que os vetores não são linearmente independentes. Um k-referen
ial é um k-
ampo sem singu-laridade. Dizemos que o k-
ampo v(k) é estrati�
ado se 
ada vetor vi é um 
ampo estrati�
ado nosentido pre
edente.Seja (V, 0) ⊂ (M, 0) um germe de variedade analíti
a 
omplexa, equidimensional de dimensão
omplexa n e (M, 0) um germe de variedade 
omplexa regular de dimensão 
omplexa m. Denotemospor {Vα} uma estrati�
ação de Whitney de M 
ompatível 
om V . Seja (K) uma triangulação deM subordinada à estrati�
ação {Vα} de M e σ uma 
élula de dimensão real 2(m − k + 1) de umade
omposição 
elular (D) 
onstruída em M por dualidade a partir da triangulação (K). A 
élula σé transversal a todos os estratos.
57
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asSeja v(k) um k-
ampo estrati�
ado em σ ∩ V 
om uma singularidade isolada no bari
entro ade σ. O 
ampo v(k) não tem singularidade sobre ∂σ ∩ V . Seja ν : Ṽ → V a modi�
ação de Nashde V e T̃ o �brado de Nash. Cada 
omponente vi de v(k) admite um levantamento ṽi 
omo seçãode T̃ sobre ν−1(∂σ ∩ V ). O 
ampo de k-referen
iais v(k) se levanta 
omo 
onjunto ṽ(k) de k-seçõeslinearmente independentes de T̃ sobre ν−1(∂σ ∩ V ) [11℄.Denotemos por Obs(ṽ(k), σ ∩ V ) a 
lasse em H2(n−k+1)(ν−1(σ ∩ V ), (ν−1(∂σ ∩ V ))) do 
o
i
lode obstrução para estender ṽ(k) 
omo 
onjunto de k seções linearmente independentes de T̃ sobre
ν−1(σ ∩ V ).
Definição 4.1 (Definição original, ver [11]): A obstrução de Euler lo
al Eu(v(k), V, σ) de um k-
ampo estrati�
ado v(k) de�nido sobre σ ∩ V 
om singularidade isolada no bari
entro a de σ éde�nida 
omo a avaliação do 
o
i
lo de obstrução Obs(ṽ(k), σ ∩ V ) sobre a 
lasse fundamental dopar [ν−1(σ ∩ V ), ν−1(∂σ ∩ V )]. Ou seja,

Eu(v(k), V, σ) = 〈Obs(ṽ(k), σ ∩ V ), [ν−1(σ ∩ V ), ν−1(∂σ ∩ V )]〉.Nosso objetivo aqui é dar um método de 
ál
ulo (fórmula (4.2)) desta obstrução de Euler emfunção da obstrução de Euler lo
al EuV (Vα) dos estratos.4.2 Caso de um k-
ampo obtido por prolongamento radial.Em toda seqüên
ia denotaremos p = m − k + 1.Em [10℄, é mostrado que podemos 
onstruir, sobre o 2p-esqueleto de D, denotado por (D)2p,pelo pro
edimento de extensão radial de M.-H. S
hwartz, uma k-seção de ∪TVα, 
hamada k-
amporadial e denotada por v(k) = (v(k−1), vk) satisfazendo às seguintes propriedades em relação ao índi
ede M.-H. S
hwartz de um k-
ampo obtido por prolongamento radial:1. v(k) tem apenas pontos singulares isolados, que são os zeros do último 
ampo de vetores vk.Sobre (D)2p−1, v(k) não tem pontos singulares. Sobre (D)2p, o 
ampo de (k − 1)-referen
iais
v(k−1) não tem ponto singular.2. Os pontos singulares de v(k) são os bari
entros das 
élulas σ2p de dimensão 2p, denotados por
a = σ2p ∩ s onde s é o 2(k − 1) simplexo tal que σ é sua 
élula dual, s está situado no estratode menor dimensão que en
ontra σ.3. Seja a ∈ Vα ∩ (D)2p um ponto singular de v(k). Se dimC Vα > k − 1, o índi
e de v(k) em a éigual ao índi
e da restrição de v(k) à Vα ∩ (D)2p, 
onsiderado 
omo 
ampo de k-referen
iaistangente a Vα.Se dimCVα = k − 1, temos I(v(k), a) = +1.Mais ainda, o 
ampo vk aponta para fora de 
ertos tubos, vizinhanças de Vi em M (Ver [10℄).

Observação 4.2: Se o k-
ampo v(k) é um k-
ampo radial 
onstruído pelo pro
edimento de prolon-gamento radial de M.-H. S
hwartz e a ∈ Vα uma singularidade de v(k), bari
entro de σ, então aobstrução de Euler lo
al Eu(v(k), V, σ) depende apenas de σα = σ ∩ Vα e da restrição v
(k)
α de v(k) a

σα. Ela não depende da 
élula σ transversal aos estratos de V tal que σ ∩ Vα = σα.
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hwartz a partirde v
(k)
α , temos o teorema de propor
ionalidade ([10℄):

Eu(v(k), V, σ) = EuV (Vα) · I(v(k)
α , a). (4.1)O segundo membro depende apenas de σα e v

(k)
α de onde obtemos a a�rmação da observaçãoa
ima.4.3 Caso de um k-
ampo qualquer.Seja v(k) um k-
ampo qualquer 
om singularidade isolada em a, bari
entro da 2p-
élula σ. Nospropomos aqui a dar um método de 
ál
ulo de Eu(v(k), V, σ).Denotemos por Vα o estrato 
ontendo a, e seja v

(k)
α a restrição de v(k) à Vα. Denotemos por

σ′ a 
élula de dimensão 2(m − k + 1), obtida a partir de σ por homotetia de 
entro a e raio 1/2.Estendemos o 
ampo v
(k)
α , restrito à σ′ ∩ Vα, por prolongamento radial sobre σ′, e obtemos um

k-
ampo denotado aqui por v
(k)
rad sobre σ′.Consideremos agora a �
oroa� C = σ \ Int(σ′). Sobre o bordo de C, ∂σ′ ∪ ∂σ, podemos de�nirum k-
ampo w(k) por v

(k)
rad sobre ∂σ′ e por v(k) sobre ∂σ.Para 
ada estrato Vβ de dimensão 
omplexa nβ tal que a ∈ Vβ, a interseção Vβ∩C tem dimensão

2(nβ − k + 1), que é a dimensão de obstrução para a 
onstrução de um k-
ampo sem singularidadessobre Vβ, podemos então estender w(k) em um k-
ampo estrati�
ado dentro de C 
om pontossingulares isolados ai. Sendo assim, para podermos expressar Eu(v(k), V, σ) em função dos índi
esdestes pontos singulares, vamos pro
eder por indução sobre a dimensão dos estratos Vβ tais que
a ∈ V β , e utilizar o pro
edimento de extensão radial de M.-H. S
hwartz.Seja Vβ1 o estrato de menor dimensão tal que a ∈ Vβ1 e Vβ1 6= Vα. Podemos estender o k-
ampo
w(k), de�nido sobre V β1 ∩ ∂C, para o interior de V β1 ∩ C em um k-
ampo w

(k)
1 igual a v

(k)
α sobre

Vα ∩ C, 
om singularidades isoladas ai
1.Em torno dos pontos ai

1 estendemos w
(k)
1 pelo método de prolongamento radial, dentro de umapequena bola Bǫ(a

i
1) ∩ σ. O 
ampo obtido, ainda denotado por w

(k)
1 tem o mesmo índi
e no ponto

ai
1 que sua restrição à Vβ1 , e será denotado por I(w

(k)
1 , ai

1).De [10℄, temos :
Eu(w

(k)
1 , V, ai

1) = EuV (Vβ1) · I(w
(k)
1 , ai

1).Expli
itaremos agora a passagem de Vβ1 para o estrato seguinte Vβ2 , e vamos pro
eder a de-monstração por re
orrên
ia sobre as dimensões dos estratos Vβ que a ∈ V β . Nesta demonstração asetapas seguintes são idênti
as à passagem de Vβ1 para Vβ2 .Consideremos então o estrato Vβ2 de dimensão imediatamente superior a de Vβ1 e tal que a ∈ V β2 .Consideremos o subespaço
X2 =

(
V β2 ∩ C

)
\ ∪iInt(Bǫ(a

i
1))dentro de V β2.
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Vβ1

σ

v(k)

σ′

v
(k)
α

a

a′

i
v
(k)rad

O bordo de X2 é 
onstítuido de: Vβ2 ∩ ∂C sobre o qual o k-
ampo w(k) está de�nido, de
(V β1 ∩ C) \ ∪iInt(Bǫ(a

i
1)) e de ∪i(V β2 ∩ ∂Bǫ(a

i
1)) sobre o qual o k-
ampo w

(k)
1 está de�nido.Podemos então estender o 
ampo assim de�nido sobre o bordo de X2 ao interior de X2, a um
ampo w

(k)
2 igual a v

(k)
α sobre Vα ∩ C, 
om singularidades isoladas ai

2.A demonstração por re
orrên
ia 
ontinua assim da mesma forma para todos os estratos Vβ taisque a ∈ V β.Obtemos �nalmente sobre V ∩C um k-
ampo, denotado por w(k), igual a v
(k)
α sobre Vα∩C, 
omsingularidades isoladas ai

j de índi
e I(w(k), ai
j) e situados dentro dos estratos Vβj

tais que Vα ⊂ V βj
.Temos :

Eu(w(k), V, σi
j) = EuV (Vβj

)I(w(k), ai
j),onde σi

j = Bǫ(a
i
j)∩σ. O 
ampo de�nido por w(k) dentro de C 
oin
ide 
om v(k) sobre ∂σ. Denotemosainda por w(k) o 
ampo de�nido dentro de σ 
omo sendo w(k) dentro de C e v

(k)
rad dentro de σ′. Temosentão :

Eu(v(k), V, σ) = Eu(v
(k)
rad, V, σ′) +

∑

βj ,i

Eu(w(k), V, ai
j).Nesta igualdade, todos os membros da direita se 
al
ulam pela fórmula (4.1). Temos então:

Eu(v(k), V, σ) = EuV (Vα)I(v(k)
α , a) +

∑

βj

EuV (Vβj
)

(
∑

i

I(w(k), ai
j)

)
. (4.2)4.4 Obstrução de Euler de uma Apli
ação Analíti
aSeja 
omo anteriormente (V, 0) ⊂ (M, 0) um germe de variedade analíti
a 
omplexa, equidimensionalde dimensão 
omplexa n e (M, 0) um germe de variedade 
omplexa regular de dimensão 
omplexa

m. Denotemos por {Vα} uma estrati�
ação de Whitney de M 
ompatível 
om V . Seja (K) umatriangulação de V subordinada à estrati�
ação {Vα} e (D) uma de
omposição 
elular dual de (K).Suponhamos que {0} seja o bari
entro de um (k − 1)-simplexo s de (K). Denotaremos σ a 
élulade (D) de dimensão real 2(m − k + 1) dual de s. O ponto {0} é então também bari
entro de σ.Denotemos por U uma vizinhança de 0 em M e, para um inteiro positivo k ≤ n, f : V → Ck,
f(z) = (f1(z), f2(z), . . . , fk(z))apli
ação analíti
a, restrição de F : U → Ck, onde

F (z) = (F1(z), F2(z), . . . , Fk(z)).
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onstrução de [9℄, detalhada no 
apítulo 3, podemos asso
iar à 
ada fi um 
ampoestrati�
ado denotado por ∇V fi(z).Seja Σf o 
onjunto singular de f . O nú
leo ker(dFz) é transversal ao espaço tangente TzVα(z)em todos os pontos z ∈ V \{Σf}, onde Vα(z) designa o estrato Vα de V que 
ontém o ponto z. Entãotemos que ker(dFz) + TzVα(z) = TzU que se identi�
a 
om Cm, e 
omo dim(ker(dFz)) = m − kobtemos dim(TzVα(z)) ≥ k, ou seja, V \ {Σf} está 
ontido na união dos estratos de V tais que
dim Vα ≥ k.Seja pα : Cm ≃ TzU → TzVα(z) a projeção 
an�ni
a sobre TzVα(z), onde z ∈ V \{Σf}. Podemosde�nir ∇V f1(z) 
omo pα(∇V f1(z)), que é um vetor não nulo (ver seção 3.2). Para i tal que 1 < i ≤ kfazemos por re
orrên
ia a seguinte 
onstrução: Asso
iamos à fi(z) o 
ampo ∇V fi(z) = pα(∇fi(z)),se o 
onjunto {∇V f1(z),∇V f2(z), . . . ,∇V fi(z))} for linearmente independente. Caso 
ontrário,de�nimos f

′

i (z) = fi + ǫili, onde li : (V, 0) → (C, 0) é uma transformação linear genéri
a, 
om ǫisu�
ientemente pequeno de tal forma 
om que o 
onjunto
{∇V f1(z),∇V f2(z), . . . ,∇V fi−1(z), pα(∇f

′

i (z))}seja linearmente independente. De�nimos então∇V fi(z) = pα(∇f
′

i (z)). Note que, para ‖ (0, ǫ2, . . . , ǫk) ‖su�
ientemente pequeno, f é homotópi
o à apli
ação :
g(z) = (f1(z), f2(z) + ǫ2l2, . . . , fk(z) + ǫklk).Denotemos por ∇(k)

V f o k-
ampo (∇V f1(z),∇V f2(z), . . . ,∇V fk(z)), que é um k-
ampo estrati-�
ado sem singularidades sobre (∂Bǫ ∩ V \ {Σf}), onde Bǫ é uma bola em M 
entrada na origem.Quando V for uma variedade regular e dim Σf ≤ k − 1, podemos sempre es
olher a 
élula σ talque:
Σf ∩ ∂σ = ∅. (δ)Quando V for uma variedade singular, Σ a parte singular de V e Vreg a parte regular, se dimCΣ ≤

k − 1, e se f |Vreg
for tal que dimCΣf |Vreg

≤ k − 1 , existe σ tal que a relação (δ) seja satisfeita.
σ

∂σ

Σf

Definição 4.3: Seja (V, 0) ⊂ (M, 0) um germe de variedade analíti
a 
omplexa, equidimensional, dedimensão 
omplexa n, 
ontida em (M, 0) germe de variedade analíti
a 
omplexa regular de dimensão
omplexa m. Seja f : (V, 0) → (Ck, 0), analíti
a, f(z) = (f1(z), f2(z), . . . , fk(z)) e Σf o 
onjuntosingular de f . Dizemos que f satisfaz à 
ondição (δ) se existe uma 
élula σ de bari
entro 0, dedimensão real 2(m − k + 1) de uma de
omposição 
elular (D) de M , tal que:
Σf ∩ ∂σ = ∅. (δ)
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élula σ de dimensão real 2(m−k+1) tendo o ponto 0 
omo bari
entro, é transversal na origem,isso quer dizer que é transversal a todos os estratos Vα 6= {0} de V tais que 0 ∈ V α, isto signi�
a que
codim(σ∩Vα) = codim σ+codimVα para todos os estratos Vα. Denotamos por V σ o 
onjunto σ∩V .Se f satisfaz à 
ondição (δ) para a 
élula σ, o 
ampo ∇

(k)
V f se levanta 
omo um 
onjunto de k seçõeslinearmente independentes ∇̃(k)

V f de T̃ sobre ν−1(∂V σ). Seja ξ ∈ H2(n−k+1)(ν−1(V σ), ν−1(∂V σ)) o
o
i
lo de obstrução para a extensão de ∇̃(k)

V f 
omo 
onjunto de k seções linearmente independentesde T̃ sobre ν−1(V σ).

Definição 4.4: Dentro das 
ondições anteriores, de�nimos a obstrução de Euler de f , denotada por
Euf,V (σ), 
omo a avaliação do 
o
i
lo ξ sobre a 
lasse fundamental do par [ν−1(V σ), ν−1(∂V σ)].Ou seja,

Euf,V (σ) = 〈ξ, [ν−1(V σ), ν−1(∂V σ)]〉.No 
aso em que tomamos k = 1, re
uperamos a obstrução de Euler de f de�nida em [9℄ etambém detalhada neste trabalho.4.5 Teorema Prin
ipalLembremos que f = (f1, . . . , fk) : V → Ck é a restrição de uma apli
ação analíti
a F = (F1, . . . , Fk) :

U → Ck onde U é uma vizinhança de 0 em M . Denotemos ainda Bǫ uma bola 
entrada em 0 e deraio ǫ. Podemos supor que
σf = Bǫ ∩ F−1

1 (0) ∩ F−1
2 (0) ∩ · · · ∩ F−1

k−1(0)é transversal à V . De fato, se σf não for transversal à V (quer dizer, não é transversal a todos osestratos Vα de V diferentes da origem), podemos tomar F
′

i = Fi + λili, onde li : (V, 0) → (C, 0) éuma transformação linear genéri
a, tal que ∩F
′

i

−1
(0) seja transversal à V .O 
onjunto σf pode ser identi�
ado lo
almente 
om uma 
élula de dimensão 2(m−k+1) de umade
omposição 
elular dual (D), 
onstruída a partir de uma triangulação (K) de M subordinada àestrati�
ação {Vα}, onde 0 é o bari
entro da 
élula σ.O próximo resultado o resultado prin
ipal deste 
apítulo, generalização do resultado de [9℄.

Teorema 4.5: Seja (V, 0) ⊂ (M, 0) um germe de variedade analíti
a 
omplexa, equimensional dedimensão 
omplexa n 
ontido em (M, 0) germe de variedade regular 
omplexa de dimensão 
omplexa
m, e seja {Vα} uma estrati�
ação de Whitney de M 
ompatível 
om V . Para um inteiro positivo
k ≤ n, seja f : V → Ck, analíti
a, satisfazendo a 
ondição (δ) para a 
élula σ = σf de dimensão real
2(m−k+1) de uma de
omposição 
elular (D) e tal que 0 seja bari
entro de σ. Seja v(k) = (v(k−1), vk)um 
ampo de k-referen
iais sem singularidades sobre ∂V σ tal que vk seja um 
ampo radial no sentidousual, então temos que:

Eu(v(k), V, σ) =

(
∑

α

EuV (Vα) · χ(Vα ∩ Bǫ ∩ f−1(z0))

)
+ Euf,V (σ)onde {Vα} des
reve o 
onjunto de estratos de V tais que 0 ∈ V α.
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Demonstração: Seja σ = σf a 2(m − k + 1) 
élula 
onstruída a
ima, e seja σ′ ⊂ σ obtida porhomotetia de σ, por uma homotetia de 
entro em 0. Denotemos V σ = σ ∩ V e V σ′

= σ′ ∩ V .Seja f : (V, 0) → (Ck, 0), analíti
a,
f(z) = (f1(z), f2(z), . . . , fk(z)).Mostraremos primeiramente que podemos 
onstruir um 
ampo de k-referen
iais �adaptado� à f ,

v
(k)
f = (v

(k−1)
f , v) sobre V σ\Int(σ′) tal que:(i) v

(k)
f 
oin
ide 
om ∇

(k)
V f sobre ∂V σ′ e 
om v(k) sobre ∂V σ ;(ii) v é tangente à f−1(z0) ∩ V σ, onde z0 ∈ Ck\{f(Σf)} é um valor regular de f próximo daorigem;(iii) v

(k)
f tem apenas um número �nito de singularidades sobre V σ \{0}, todas situadas em f−1(z0);(iv) em 
ada singularidade a de v

(k)
f o 
ampo v é transversalmente radial ao estrato 
ontendo a.Consideremos a �
oroa� C = σ\Int(σ′). Sobre o bordo de C, ∂σ′∪∂σ podemos de�nir o k-
ampo

v
(k)
C 
omo sendo ∇

(k)
V f sobre ∂σ′ e v(k) sobre ∂σ. Como no 
aso do k-
ampo v(k) da 
onstrução 4.3,podemos prolongar v

(k)
C sobre C em um k-
ampo pelo pro
edimento de prolongamento radial deM.-H. S
hwartz, denotemos ainda por v

(k)
C a extensão obtida. O k-
ampo v

(k)
C sobre C ∩V 
oin
ide
om ∇

(k)
V f sobre ∂σ′ ∩ V .Chamemos de w

(k)
f o k-
ampo obtido sobre σ ∩ V , igual à v

(k)
C sobre C ∩ V e à ∇

(k)
V f sobre

σ′ ∩ V .
V

σ

v(k)

σ′

v
(k)
C

0

a′

i
∇

(k)
V f

Consideremos a última função 
oordenada fk : V σ → C, sabemos por [9℄ que, se σ e σ′ sãosu�
ientemente pequenas, existe um 
ampo de vetores estrati�
ado v sobre V σ\Int(σ′) tal que:a) v 
oin
ide 
om ∇V fk(z) sobre ∂V σ′ e é um 
ampo radial sobre ∂V σ ;b) v é tangente à f−1
k (t0) para t0 proximo de 0 ;
) v tem apenas um número �nito de singularidades, todas situadas dentro de f−1

k (t0) ;d) em 
ada singularidade a, o 
ampo v é radial relativamente ao estrato 
ontendo a.



64 Obstrução de Euler de Apli
ações Analíti
asTro
ando a última 
oordenada de w
(k)
f pelo 
ampo v 
onstruído a
ima, obtemos um 
ampo de

k-referen
iais satisfazendo às 
ondições desejadas. Denotemos por v
(k)
f o k-
ampo obtido.O k-
ampo v(k), respe
tivamente o k-
ampo v

(k)
f , admite um levantamento ṽ(k), respe
tivamente

ṽ
(k)
f , 
omo 
onjunto de k seções linearmente independentes de T̃ sobre ν−1(∂V σ).Denotemos por Obs(ṽ(k), ν−1(∂V σ)), respe
tivamente por Obs(ṽ

(k)
f , ν−1(∂V σ)), o 
o
i
lo de obs-trução para estender ṽ(k), respe
tivamente ṽ

(k)
f , sobre ν−1(V σ) a partir de ν−1(∂V σ).Lembrando que os k-
ampos v(k) e v

(k)
f são homotópi
os sobre ∂V σ, temos que:

Obs(ṽ(k), ν−1(∂V σ)) = Obs(ṽ
(k)
f , ν−1(∂V σ))Temos então que:

Obs(ṽ(k), ν−1(∂V σ)) = Obs(ṽ
(k)
f , ν−1(∂V σ′

))

+ Obs(ṽ
(k)
f , ν−1(V ∩ ∂(σ\Int(σ′)))).Como o k-
ampo v

(k)
f é adaptado à f , pela 
ondição (i) da 
onstrução de v

(k)
f e por de�nição(De�nição 4.4) temos (por abuso de linguagem entre a 
lasse e a avaliação):

Eu(v(k), V, σ) = Euf,V (σ) + Obs(ṽ
(k)
f , ν−1(V ∩ ∂(σ\Int(σ′)))). (5)Pela 
ondição (iii) da 
onstrução de v

(k)
f a
ima, a 
ontribuição de 
o
i
lo de obstrução

Obs(ṽ
(k)
f , ν−1(V ∩ ∂(σ\Int(σ′))))está 
on
entrada dentro de ν−1(f−1(z0)∩V σ). Pela 
ondição (iv) e pelo Teorema de Propor
ionali-dade (ver fórmula 4.1), a 
ontribuição de 
ada singularidade al de v

(k)
f é EuV (al)Ind(v

(k)
f , al), onde

EuV (al) é 
onstante e igual à EuV (Vα) para toda singularidade al situada dentro de Vα (Observação2.13). A avaliação do último termo de (5) é igual à :
∑

al∈V σ

EuV (al)Ind(v
(k)
f , V, al) =

∑

α

EuV (Vα)


 ∑

al∈V σ
α

Ind(v
(k)
f , Vα, al)


 .Mas, as singularidades de v

(k)
f são na verdade as singularidades de v, que estão todas situadas dentrode f−1(z0), pela 
ondição (ii) da 
onstrução de v

(k)
f , temos então:

∑

al∈Vα∩σ

Ind(v
(k)
f , Vα, al) =

∑

al∈Vα∩σ

Ind(v, Vα ∩ σ, al) = χ(Vα ∩ σ ∩ f−1(z0)).Finalmente, observando que Euf,V (σ′) = Euf,V (σ), e 
omo
σ = Bǫ ∩ F−1

1 (0) ∩ F−1
2 (0) ∩ · · · ∩ F−1

k−1(0),segue o teorema. �
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aso em que V é uma variedade regular, obtemos as seguintes fórmulas:
Corolário 4.6: Seja f : (Cn, 0) → (Ck, 0), n ≥ k, um germe analíti
o �nitamente determinado ([21,67℄). Temos então que f−1(0) é uma ICIS. Em parti
ular, a dimensão (
omplexa) dimC(f−1(0)) =

n − k.Utilizando o teorema prin
ipal (Teorema 4.5) temos
Eu(v(k),Cn, σ) = χ(f−1(z0) ∩ Bǫ(0)) + Euf,Cn(σ),e, 
omo Eu(v(k),Cn, σ) = 1, logo:

Euf,Cn(σ) = 1 − χ(f−1(z0) ∩ Bǫ(0)).Como f−1(0) é uma ICIS, temos
χ(f−1(z0) ∩ Bǫ(0)) = 1 + (−1)n−kµ(f−1(0))onde µ(f−1(0)) é o número de Milnor de f−1(0). Obtemos então

Euf,Cn(σ) = (−1)n−k+1µ(f−1(0)).

Corolário 4.7: Seja f : (Cn, 0) → (Ck, 0) analíti
a, n ≥ k, tal que :
f(x1, x2, . . . , xn) = (x1, x2, . . . , xk−1, g(x)),onde x = (x1, . . . , xn). Suponhamos que

g0(xk, . . . , xn) = g(0, . . . , 0, xk, . . . , xn)seja uma função 
om singularidade isolada na origem. Temos:
Euf,Cn(σ) = (−1)n−k+1µ(g0),onde µ(g0) é o número de Milnor de g0 na origem.

Demonstração: O 
onjunto singular de f é dado por:
Σf = {(x1, x2, . . . , xn−1, xn) : ∂kg(x) = ∂k+1g(x) = · · · = ∂ng(x) = 0},Podemos tomar

σ = Bǫ ∩ (0, 0, . . . , 0) × Cn−k+1,temos f−1(0, 0, . . . , 0, t0) ∩ σ = g0
−1(t0) ∩ σ. Como

g0(xk, . . . , xn) = g(0, . . . , 0, xk, . . . , xn)é uma função 
om singularidade isolada na origem, a 
ondição (δ) está satisfeita e portanto, pelafórmula do teorema 4.5 segue que:
EuCn(0) = χ(σ ∩ f−1(0, . . . , t0)) + Euf,Cn(σ),
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χ(σ ∩ f−1(0, . . . , 0, t0)) = χ(σ ∩ g0

−1(t0)),então,
Euf,Cn(σ) = (−1)n−k+1µ(g0).

�

Observação 4.8: Notemos que um germe f(x) de 
oposto 1, do tipo a
ima, ou seja,
f(x) = (x1, . . . , xk−1, g(x)),onde x = (x1, . . . , xn), é K-equivalente (
f Seção 1.3) ao germe

h(x) = (x1, . . . , xk−1, g0(xk, . . . , xn)),porque os ideais gerados pelas funções 
oordenadas dos dois germes são iguais. Sendo assim, oCorolário 4.7 se apli
a por exemplo, para todas as singularidades do tipo Al.
Exemplo 4.9: Seja f : (C3, 0) → (C2, 0) onde f(x, y, z) = (x, g(y, z)), onde g(y, z) = y2 + zr+1 o
onjunto singular de f é Σf = C× {0, 0}, pela fórmula do Corolário 4.7 temos:

Euf,C3(σ) = (−1)2µ(g) = µ(g) = r.4.7 Caso EquidimensionalSejam (V, 0) germe de variedade analíti
a, reduzida, equidimensional de dimensão 
omplexa d,dotado de uma estrati�
ação de Whitney (tal que Vreg seja um dos estratos) e f : (V, 0) → Cdgerme de apli
ação analíti
a �nita. Para todo z0 ∈ Cd su�
ientemente próximo da origem e tal que
f−1(z0) é transversal à V , temos pelo Teorema 4.5,

Eu(v(d), V, σ) =

(
∑

α

EuV (Vα) · χ(Vα ∩ Bǫ ∩ f−1(z0))

)
+ Euf,V (σ).Podemos supor que f−1(z0) não en
ontra os estratos de dimensão menor do que d, ou seja,en
ontra apenas o estrato Vreg e 
omo EuV (Vreg) = 1, podemos simpli�
ar a fórmula a
ima daseguinte forma,

Eu(v(d), V, σ) = χ(V ∩ Bǫ ∩ f−1(z0)) + Euf,V (σ).Mas por de�nição grau(f) = χ(V ∩ Bǫ ∩ f−1(z0)), de onde obtemos,
Eu(v(d), V, σ) = grau(f) + Euf,V (σ).Um 
aso parti
ular interessante é quando dim(V ) = 1, ou seja, 
urvas espa
iais, não ne
essa-riamente ICIS. Em [55℄, J. J. Nuño-Balesteros e J. N. Tomazella mostraram que se (V, 0) é umgerme de 
urva reduzida e f : (V, 0) → (C, 0) um germe de função �nita sobre V , então

µG(f) = µ(V, 0) + grau(f) − 1,onde µG(f) denota o número de Milnor devido a V. Goryunov, D. Mond e D. van Straten (Obser-vação 3.38) e µ(V, 0) denota o número de Milnor da 
urva ([55℄, Teorema 2.6).
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Proposição 4.10: Sejam (V, 0) ⊂ Cn germe de 
urva analíti
a reduzida e f : (V, 0) → C, então

µG(f) = m1(V, 0) − Euf,V (0),onde m1(V, 0) denota a 1-ésima variedade polar de V na origem.
Demonstração: Das relações obtidas a
ima sabemos que

Eu(v(d), V, σ) = grau(f) + Euf,V (σ).Como dimC(V, 0) = 1, a obstrução de Euler Eu(v(d), V, σ) se reduz a EuV (0) e temos então:
EuV (0) = grau(f) + Euf,V (0).Segue da fórmula de Lê e Teissier (Teorema 2.11) que EuV (0) = m0(V, 0), assim isolando grau(f)obtemos a relação grau(f) = m0(V, 0) − Euf,V (0).Pelo Teorema 2.6 de [55℄ temos a relação µG(f) = µ(V, 0) + grau(f) − 1, ou seja, grau(f) =

µG(f) − µ(V, 0) + 1.Sendo assim, m0(V, 0) − Euf,V (0) = µG(f) − µ(V, 0) + 1, e isolando µG(f) temos µG(f) =

(m0(V, 0)+µ(V, 0)−1)−Euf,V (0). Mas pelo Corolário 3.2 de [55℄ temos que m1(V, 0) = m0(V, 0)+

µ(V, 0) − 1, de onde segue o resultado. �

Observação 4.11: Quando o germe de 
urva (V, 0) for uma ICIS, podemos es
rever a fórmulaa
ima da seguinte forma, Euf,V (0) = (−1)[µG(f)−m1(V, 0)], mas m1(V, 0) = µG(l), onde l é umaprojeção genéri
a (ver [55℄, De�nição 3.1), ou seja,
Euf,V (0) = (−1)[µG(f) − µG(l)],de onde re
uperamos a fórmula de J. Seade, M. Tibar e A. Verjovsky (Teorema 3.37).No 
aso em que (V, 0) é uma ICIS de dimensão 
omplexa d, motivados pela fórmula de Nuño-Ballesteros e Tomazella, podemos de�nir um invariante para a apli
ação f : (V, 0) → Cd da seguinteforma.

Definição 4.12: Sejam (V, 0) ⊂ Cn uma ICIS de dimensão 
omplexa d e f : (V, 0) → Cd tal que
f−1(0) ∩ V tem singularidade isolada. De�nimos a multipli
idade ν(f) de f sobre V na origem
omo sendo,

ν(f) = grau(f) + µ(V, 0) − 1.

Proposição 4.13: Sejam (V, 0) ⊂ Cn germe de variedade analíti
a, equidimensional de dimensão
d reduzida e f : (V, 0) → Cd germe de apli
ação analíti
a, tal que f−1(0) ∩ V tem singularidadeisolada, então1. Para d ímpar temos ν(f) = md(V, 0) − Euf,V (0), onde md(V, 0) denota a d-ésima variedadepolar de V na origem.2. Para d par temos ν(f) = md(V, 0)−Euf,V (0)+2(EuV (0)−1), onde md(V, 0) denota a d-ésimavariedade polar de V na origem.
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Demonstração: Isolando grau de f na relação

Eu(v(d), V, σ) = grau(f) + Euf,V (σ),e substituindo na De�nição 4.12 obtemos ν(f) = (Eu(v(d), V, σ) − Euf,V (σ)) + µ(V, 0) − 1.Como (V, 0) é uma ICIS d-dimensional uma apli
ação re
ursiva da fórmula de Lê-Greuel (ver[46℄) temos que
m0(V, 0) − m1(V, 0) + m2(V, 0) + (−1)dmd(V, 0) = 1 + (−1)dµ(V, 0),onde mi(V, 0) é a i-ésima variedade polar de V na origem e µ(V, 0) denota o número de Milnor da

ICIS.Desta fórma, utilizando a Fórmula de Lê e Teissier (Teorema 2.11) obtemos a seguinte relação,
EuV (0) + (−1)dmd(V, 0) = 1 + (−1)dµ(V, 0),de onde segue,
µ(V, 0) = (−1)dEuV (0) + md(V, 0) + (−1)d+1.Usando o Teorema de propor
ionalidade (Equação 4.1) e as relações a
ima obtemos que,

ν(f) = I(v(d), 0).EuV (0) − Euf,V (σ) + (−1)dEuV (0) + md(V, 0) + ((−1)d+1 − 1).Mas 
omo vd é um d-
ampo radial temos I(v(d), 0) = 1.De onde obtemos então a relação:
ν(f) = md(V, 0) − Euf,V (σ) + (1 + (−1)d)(EuV (0) − 1),de onde segue o resultado.

�4.8 Comentários FinaisUm problema interessante que pretendemos abordar na 
ontinuidade deste trabalho é introduzir aobstrução de Euler de uma apli
ação 
omo um invariante para a 
lassi�
ação de germes �nitamentedeterminados f : Cn, 0 → Cp, 0.A proposta é utilizar o método introduzido por J. Damon em [15℄, que rela
iona a A-
lassi�
açãode germes �nitamente determinados 
om a KV -
lassi�
ação de seções do dis
riminante V = ∆(F )de um desdobramento estável F de f .No diagrama abaixo, para 
ada germe de mergulho g : Cp, 0 → Cp × Cs, 0 está asso
iado umgerme fg : Cn, 0 → Cp obtido 
omo pull-ba
k no diagrama.
Cn ×Cs F

−−−−→ Cp × Cs

↑ ↑ g

Cn f
−−−−→ Cp
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on
eito de obstrução de Euler de uma apli
ação, podemosasso
iar a 
ada germe fg um novo invariante, dado pela obstrução de Euler de EuV,Φ(σ), onde
V = ∆(F ), σ uma 
élula apropriada, Φ : Cp × Cs, 0 → Cs, 0 é uma submersão, tal que

Φ−1(0) ∩ ∆(F ) ∩ U = g(Cp) ∩ ∆(F ) ∩ U,onde U é uma vizinhança su�
ientemente pequena da origem. Este é o 
onjunto dis
riminate de fg.
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