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Resumo

Neste trabalho determinamos relagoes entre a obstrucao de Euler de uma funcao analitica com
singularidade isolada f e o nimero de Milnor de f definido por Bruce e Roberts para fungoes
definidas em espagos singulares. Apresentamos também uma generalizacdo da obstrucao de Euler
de uma func¢do analitica com singularidade isolada para o caso de uma aplicacdo analitica f :
(V,0) — (C*,0), onde (V,0) & o germe de uma variedade analitica complexa, equidimensional de
dimensao n > k, e uma férmula para calcular a obstrucao de Euler de k-referenciais, em termos da
obstrucao de Euler de f.






Résumé

Dans ce travail on détermine des relations entre ’obstruction d’Euler local d’une fonction analytique
singuliére & ’origine f et du nombre de Milnor de f défini par Bruce et Roberts pour des fonctions sur
les espaces singuliers. On present aussi une généralisation pour l'obstruction d’Euler locale d’une
fonction analytique singuliére a l'origine dans le cas d’une application holomorphe f : (V,0) —
(C*,0), ou (V,0) est un germe de variété analytique complexe, équidimensionnel de dimension
n > k, et une formule qu’ exprime 'obstruction d’Euler locale, définie pour un k-repére, en fonction
de l'obstruction d’Euler relative & f.






Abstract

In this work we determine relations between the local Euler obstruction of an analytic function
singular at the origin f and the Milnor number of f defined by Bruce and Roberts for functions
on singular spaces. We also present a generalization of the local Euler obstruction of a analytic
function singular at the origin to the case of a analytic map f : (V,0) — (C*,0), where (V,0) is
the germ of a complex analytic variety, equidimensional of dimension n > k, and a formula which
computes the local Euler obstruction, defined for k-frames, in terms of the local Euler obstruction

of f.
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Introducdo

O conceito de classes caracteristicas para variedades diferencidveis foi introduzido em 1935 indepen-
dentemente, por Stiefel, e por H. Whitney. Em seu artigo [14]| de 1945, Chern deu varias defini¢oes
equivalentes para classes caracteristicas sobre variedades hermitianas, a partir de entao chamadas
classes de Chern. Uma referéncia para o estudo de classes caracteristicas de variedades regulares é
o livro de J. Milnor e J. Stasheff (ref. [53]).

O primeiro exemplo de classe caracteristica é a caracteristica de Euler-Poincaré definida para
poliedros finitos de dimensao dois por Euler e nas demais dimensoes por Poincaré, como a soma
alternada sobre ¢ do niimero de simplexos de dimenséo i. A formula de Poincaré-Hopf fornece uma
interpretacao geométrica da caracteristica de Euler-Poincaré de uma variedade compacta suave M,
em termos da obstrugdo a construgao de um campo de vetores tangentes & M. Mais tarde, foram
descobertas outras interpretacoes da caracteristica de Euler-Poincaré, mostrando a importancia
desta nogao. Em [47], E. L. Lima da uma excelente visao geral sobre este invariante, que tem se
revelado um verdadeiro traco de uniao entre diferentes ramos da Matematica, aparecendo como
resultado de contagens ou avaliagoes em Topologia, Equagoes Diferenciais, Geometria Diferencial e

Analise.

As classes de Chern, no caso complexo e as de Stiefel-Whitney, no caso real generalizam a
nocao da caracteristica de Euler-Poincaré. Elas foram primeiramente definidas como obstrucao a
construcao de campos de k-referenciais tangentes a uma variedade suave, tanto no caso complexo

quanto no caso real.

A extensdao do conceito de classes caracteristicas para variedades singulares depende de uma
generalizagdo adequada para o conceito de fibrado tangente. Existem pelo menos trés maneiras
de obter essa generalizacdo. A primeira consiste em considerar a unido dos fibrados tangentes
aos estratos de uma estratificacdo da variedade, e de considerar a obstrucdo & construcao de k-
referenciais adaptados. Este é o ponto de vista de M.-H. Schwartz, que em [59] introduz o método
de construcao de campos radiais para apresentar a primeira definicdo de classes caracteristicas para
variedades singulares analiticas complexas [58]. A definicdo de R. MacPherson [49], utilizando
o fibrado de Nash, generaliza a definicao axiomaética das classes de Chern, com uma prova da
conjectura de Deligne e Grothendieck sobre a existéncia e unicidade de classes caracteristicas de
variedades singulares. J.-P. Brasselet e M.-H.Schwartz mostram em [10], via o isomorfismo de
Alexander, que as defini¢bes de M.-H. Schwartz e de R. MacPherson sdo as mesmas, e desde entao

estas classes tém sido chamadas de classes de Schwartz-MacPherson. Uma referéncia basica para
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este assunto é o trabalho de J.-P. Brasselet [4].

Outra maneira de substituir o fibrado tangente, no caso de uma variedade singular, é considerar
o fibrado virtual. Este é o ponto de vista de Fulton em sua definicdo de classes caracteristicas de
variedades singulares [19], as quais sdo em geral distintas das classes de Schwartz-MacPherson. Esta
diferenca tem sido investigada por varios autores e é chamada classe de Milnor. Para intersegao
completa com singularidade isolada, ela é obtida como a soma dos nimeros de Milnor nos pontos
singulares [8, 66].

A obstrucao local de Euler de uma variedade algébrica V' em um ponto p, denotada por Euy (p),
definida por MacPherson, foi um dos principais ingredientes da sua prova da conjectura de Deligne
e Grothendieck [49]. Uma outra defini¢ao foi dada em [10] por J.-P Brasselet e M.-H. Schwartz, que
obtém, nesse mesmo artigo, a equivaléncia entre as duas definigoes.

Este invariante nao é facilmente computavel a partir de sua defini¢ao, o que motivou a obtencao
de féormulas que facilitassem o seu célculo. Gonzalez-Sprinberg e Verdier obtiveram uma férmula
para a obstrugao de Euler em fungao das classes de Chern do fibrado de Nash associado & variedade
V' [24], que por sua vez, foi utilizada por Lé Diung Trang e Bernard Teissier para obter uma féormula
em func¢ao das multiplicidades polares de V' [45]. V. H. Jorge-Perez, D. Levcovitz e M. J. Saia em
[38], utilizando o trabalho de Lé D. T. e Bernard Teissier, mostraram a importancia da obstrugao
de Euler no contexto de aplicacoes.

J.-P. Brasselet, Lé D. T. e J. Seade obtiveram em [7], uma férmula do tipo Lefschetz, portanto
mais topologica para a obstrugao de Euler, a partir da qual se obtém que a obstrugao de FEuler local,
como func¢ao construtivel, satisfaz a condicao de Euler com relacao as formas lineares genéricas. Uma
seqiiéncia natural desse resultado foi o artigo de J.-P. Brasselet, D. Massey, A. J. Parameswaran e J.
Seade [9], cujo objetivo é entender o que impede a obstrugao de Euler local de satisfazer a condigao
de Euler para fungoes analiticas com singularidade isolada na origem. Esta obstrucao é chamada
de obstrucao de Euler local de f.

Um importante invariante de um germe de funcao analitica f : (C",0) — (C,0) com ponto critico
isolado na origem é o seu nimero de Milnor, denotado por u(f), definido como sendo dimcO,,/J(f),
onde O,, é o anel dos germes na origem de fun¢des analiticas e J(f) é o ideal jacobiano de f.

Este invariante fornece varias informacoes sobre a geometria de f, como por exemplo, no caso

em que f tem ponto critico isolado na origem, os seguintes invariantes coincidem a menos de sinal.

(a) O namero de Milnor de f em 0, denotado por u(f);
(b) O numero de pontos de Morse de uma Morsificagao da f;
(c) O indice de Poincaré-Hopf do campo gradiente de f conjugado Vf.

Quando (V,0) é o germe de um espago analitico complexo mergulhado em C", uma das possiveis
generalizagoes de (c) é a obstrugao de Euler de f na origem.

Em [60] J. Seade, M. Tibar e A. Verjovsky mostram que a obstrucdo de Euler de f esté inti-
mamente ligada ao niimero de pontos de Morse de uma Morsificagdo de f para algumas categorias
de germes de variedades singulares. Eles também comparam Euyy (0) com duas diferentes gene-
ralizagdes do numero de Milnor para fungdes com singularidade isolada sobre espacos singulares,

a nogao de niamero de Milnor devida a Lé D. T. [40] e outra definida por David Mond, D. van
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Straten [54] e V. Goryunov [25] para curvas e também considerada por T. Izawa e T. Suwa [37] para
funcoes definidas em interse¢oes completas em geral. Quando (V,0) é uma intersegdo completa com
singularidade isolada, os autores em [60| também estudaram o indice GSV definido em [23].

Neste trabalho damos continuidade a este estudo, introduzindo um novo conceito de obstrucao
de Euler para aplicagoes definidas em variedades singulares a valores em espacos de dimensao
complexa maior do que um. Também descrevemos férmulas relacionando a obstrucao de Euler e
outros invariantes da teoria de singularidades e apresentamos algumas aplicagoes dos resultados.

Os resultados originais deste trabalho se iniciam através do estudo da nogao de niimero de Milnor
introduzida por J. W. Bruce e M. Roberts para fun¢oes definidas sobre uma variedade algébrica
singular em [13], aqui denotado por pugr(f).

Apresentamos relacoes entre Fuy ¢(0) e upr(f), para f com singularidade isolada definida em
uma variedade analitica V/, tal que a sua variedade logaritmica caracteristica associada, denotada

por LC(V), seja Cohen-Macaulay. No Teorema 3.61 obtemos a seguinte formula,

d
ppr(f) =Y ma(=1)"" " Bu, 3 (0),
a=0

onde as multiplicidades m,, dependem dos estratos {V,} de uma estratificacdo de Whitney especifica
de V' [29]. Como aplicacdo, mostramos que o nimero de Milnor de Bruce e Roberts é um invariante
topoldgico para familias de funcoes com singularidade isolada definidas em hipersuperficies com sin-
gularidade isolada V. Neste caso sabemos que LC(V') é uma variedade Cohen-Macaulay (Teorema
3.60).

Um passo natural para a generalizacdo da obstrucao de Euler de uma funcdo é a obstrugao
de Euler de uma aplicacio f : (V,0) — (C*,0), onde (V,0) é um germe de variedade analitica
complexa, equidimensional de dimensdao n > k. Analogamente ao caso de fungoes, definimos a
obstrugao de Euler de uma aplicacao analitica f, em funcao de um k-referencial que depende das
funcoes coordenadas da aplicacao f .

A obstrucao de Euler local associada a um k-referencial sobre uma variedade analitica foi estu-
dada por J.-P. Brasselet, J. Seade e T. Suwa em [11]. Um dos principais resultados aqui apresentados
é uma féormula que relaciona a obstrucao de Euler local associada a um k-referencial sobre uma va-
riedade analitica e a obstrucao de Euler de uma aplicacio analitica f : (V,0) — (C¥,0), onde (V,0)
¢ um germe de variedade analitica complexa, equidimensional de dimensdo n > k [30].

Esta tese contém quatro capitulos, que estao divididos em trés grupos, requisitos bésicos, resul-
tados anteriores e resultados originais do trabalho, conforme descrevemos a seguir.

No primeiro capitulo apresentamos alguns requisitos bésicos para o desenvolvimento do trabalho,
como os conceitos de fibrados vetoriais, teoria de singularidades, variedades algébricas e analiticas,
campos vetoriais, teoria de estratificacdo e modificacdo de Nash. Introduzimos também o conceito
de variedades polares, dando exemplos basicos para uma melhor compreensao do conceito.

No segundo capitulo definimos a obstrugao de Euler local e apresentamos os principais resultados
envolvendo este conceito, como o teorema de Gonzalez-Sprinberg e Verdier, o Teorema de Lé-Teissier
e a formula do tipo Lefschetz de J.-P. Brasselet, Lé D. T. e J. Seade.

Introduzimos no terceiro capitulo a obstrucdo de Euler de uma funcao, e apresentamos os princi-

pais resultados envolvendo a comparagao da obstrucao de Euler de f com generalizacoes do nimero



4 OBSTRUCAO DE EULER DE APLICAGOES ANALITICAS

de Milnor, incluindo um resultado original comparando a obstrucao de Euler de f com o nimero
de Milnor de Bruce e Roberts.

No quarto capitulo definimos e estudamos a obstrucao de Euler de uma aplicacdo analitica e
apresentamos uma formula que generaliza para aplicacoes definidas em variedades analiticas, os

resultados de J.-P. Brasselet, D. Massey, A. J. Parameswaran e J. Seade para fun¢oes.



Introduction

Le concept de classes caractéristiques a été introduit en 1935 indépendamment, par Stiefel et par
Whitney. Dans son article [14] de 1945, Chern a donné plusieurs définitions équivalentes pour les
classes caractéristiques des variétés hermitiennes, on les a alors apelées classes de Chern. Une bonne
référence pour 'étude des classes caractéristiques des variétés lisses est [53].

La caractéristique d’Euler-Poincaré, définie pour un polyédre fini comme la somme alternée sur
1, des nombres de simplexes de dimension ¢, est le premier exemple de classe caractéristique. Cette
definition a été donnée par Euler en dimension deux et par Poincaré pour les autres dimensions. La
formule de Poincaré-Hopf nous donne une interprétation géométrique de la caractéristique d’Euler-
Poincaré, dans les cas d’une variété lisse compacte M, en termes d’obstruction & la construction
d’un champ de vecteurs tangent & M.

Par la suite, d’autres interprétations de la caractéristique d’Euler- Poincaré on permis de montrer
Iimportance de cette notion. L’article [47] donne une excellente vision générale sur cet invariant,
qui s’est révélé un réel trait d’union entre différentes branches des mathématiques, en particulier
Topologie, Equations Différentielles, Géométrie Différentielle et Analyse.

Les classes de Chern, dans le cas complexe et les classes de Stiefel-Whitney, dans le cas réel,
généralisent la notion de caractéristique d’Euler-Poincaré. Ces classes ont été tout d’abord définies
comme obstruction a la construction de champs de k-repéres tangents & une variété lisse, tant dans
le cas complexe que dans le cas réel.

L’extension du concept de classe caractéristique au cas des variétés singuliéres dépend d’une
généralisation appropriée du concept de fibré tangent. Il exists au moins deux maniéres d’obtenir
cette généralisation. La premiére consiste & considérer 'union des fibrés tangents au strates d’une
stratification de la variété, et de considérer ’obstruction & la construction de k-repéres adaptés.
Ceci est le point de vue de M.-H. Schwartz, qui en [59] introduit la méthode de construction des
champs radiaux pour présenter la premiére définition de classes caractéristiques pour les variétés
singuliéres analytiques complexes [58]|. La définition de R. MacPherson [49] généralise la définition
axiomatique des classes de Chern et fournit une preuve de la conjecture de Deligne et Grothendieck.
Une référence basique pour ce sujet est [4].

J.-P. Brasselet et M.-H. Schwartz ont montré en [10] que les définitions de M.-H. Schwartz et de
R. MacPherson correspondent par isomorphisme de Alexander, et depuis lors elles ont été appelées
classes de Schwartz-MacPherson.

Une autre maniére de remplacer le fibré tangent, dans le cas d’une variété singuliére, est de



6 OBSTRUCAO DE EULER DE APLICAGOES ANALITICAS

considérer le fibré virtuel. Ceci est le point de vue de Fulton dans sa définition de classes caracté-
ristiques de variétés singuliéres [19], lesquelles sont, en général, différentes des classes de Schwartz-
MacPherson. Ces classes ont été étudiées en [1] par P. Allufi dans le cas des hypersuperfaces.

Pour une hypersurface et plus généralement, pour une intersection compléte locale V, il est
possible d’interpréter la différence entre classes de Schwartz-MacPherson et classes de Fulton. Si V
a des points singuliers isolés, la différence est la somme des nombres de Milnor en les points singuliers
[8, 66]. Dans le cas général plusieurs auteurs donnent des interprétations pour cette différence, qui
est appelée classe de Milnor.

Si p est un point d’une variété algébrique V, l'obstruction d’Euler locale Fuy (p), définie par
MacPherson, est I’'un des principaux ingrédients de sa preuve de la conjecture de Deligne et Grothen-
dieck [49]. Une autre définition pour 'obstruction d’Euler a été donnée par J.-P. Brasselet et M.-H.
Schwartz en [10], ot I’équivalence entre les deux définitions a aussi été obtenue.

L’obstruction d’Euler n’était pas facile & calculer & partir de sa définition, des formules ont été
développées pour en faciliter le calcul. Ainsi Gonzalez-Sprinberg et Verdier ont montré une formule
pour l'obstruction d’Euler en fonction des classes de Chern du fibré de Nash associé a la variété
V' [24]. En utilisant cette formule, Lé Dung Tréang et Bernard Teissier ont prouvé une formule en
fonction des multiplicités polaires de V' [45].

V. H. Jorge-Perez , D. Levcovitz et M. J. Saia en 38|, en utilisant le travail de Lé D. T. et Bernard
Teissier, ont montré I'importance de ’obstruction d’Euler dans le contexte des applications.

D’autre part, dans [7] J.-P. Brasselet, Lé D. T. et J. Seade donnent une formule du type de
Lefschetz donc plus topologique, pour 'obstruction d’Euler locale, alors que le résultat de [45] est
de nature algébrique. La formule prouvée revient & dire que l'obstruction d’Euler locale, comme
fonction constructible, satisfait la condition d’Euler en ce qui concerne les formes linéaires généri-
ques.

Une suite naturelle de ce résultat est l'article [9] da a J.-P. Brasselet, D. Massey, A. J. Pa-
rameswaran et J. Seade, ol le but est de comprendre ce qui empéche 1’obstruction d’Euler locale
de satisfaire la condition d’Euler en ce qui concerne les fonctions holomorphes f : (V,0) — (C,0)
singuliéres a l'origine. Le défaut est appelé obstruction d’Euler locale de f.

Un important invariant d’'un germe d’une fonction analytique ayant un point critique isolé a
Vorigine f : (C",0) — (C,0) est son nombre de Milnor, noté p(f) et défini comme dimcO,,/J(f),
ou O, est 'anneau des germes a l'origine de fonctions analytiques et J(f) est I'ideal jacobien de f.

Cet invariant fournit beaucoup d’informations sur la géométrie de f. Par exemple, quand f a

un point critique isolé a ’origine, les invariants suivants coincident au signe prés.

(a) Le nombre de Milnor de f a lorigine;
(b) Le nombre de points de Morse d’une morsification de f;

(¢) L’indice de Poincaré-Hopf du champ gradient conjugué de f (noté Vf).

Supposons maintenant que (V,0) est le germe d'un espace analytique complexe plongé dans C™.
Une des généralisations possibles de (c), introduite dans [9] est I’obstruction d’Euler de f a’origine,

notée Euy, ¢(0).
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En [60] J. Seade, M. Tibar et A. Verjovsky ont montré que 'obstruction d’Euler de f est tres
lite au nombre de points de Morse d’une morsification de f pour quelques types de germes de
variétés singuliéres. Ils ont aussi comparé Euyy (0) avec deux généralisations différentes du nombre
de Milnor pour les fonctions avec singularité isolée stratifiée sur les espaces singuliers : la notion de
nombre de Milnor dtie & Lé D. T. [40] et celle dtie & David Mond, D. van Straten [54] et V. Goryunov
[25] pour les courbes et & T. Izawa et T. Suwa [37| pour les fonctions définies sur les intersections
complétes en général. Quand (V,0) est une intersection compléte avec singularité isolée les auteurs
ont aussi étudié 'indice GSV [23].

Dans le présent travail on continue cette étude, en introduisant un nouveau concept d’obstruction
d’Euler pour les applications définies sur des variétés singuliéres & valeur dans des espaces complexes
de dimension plus grande que 1. On décrit aussi des formules qui donnent des relations entre
I’obstruction d’Euler et d’autres invariants de la théorie des singularités et on présente quelques
applications de ces résultats.

Les résultats originaux de ce travail concernent également I’étude d’une autre généralisation du
nombre de Milnor, & savoir la notion de nombre de Milnor définie par J. W. Bruce et R. M Roberts
pour les fonctions définies sur une variété algebrique singuliére [13], noté ici upr(f).

On donne une relation entre Euy, f(0) et upgr(f), pour une fonction f avec singularité isolée
définie sur une variété analytique V, pour laquelle la variété logarithmique caractéristique associée,
not ée LC(V'), est Cohen-Macaulay. Par le Théoréme 3.61 on a,

d
pBr(f) = ma(=1)*Eu,y (0),
a=0

ot les ensembles V,, sont les éléments d’une stratification de Whitney de V, et les multiplicités my,
dépendent des strates de cette stratification [29]. On montre aussi que le nombre de Milnor de
Bruce et Roberts est un invariant topologique pour les families de fonctions avec singularité isolée
sur des hypersurfaces V' avec singularités isolées. Dans ce cas la variété LC'(V') est Cohen-Macaulay
(Théoreme 3.60).

Une généralization naturelle pour 'obstruction d’Euler d’une fonction est l'obstruction d’Euler
d’une application f : (V,0) — (CF,0), ot (V,0) est un germe de variété analytique complexe,
equidimensionel de dimension n > k. Comme dans le cas des fonctions, la définition de I’obstruction
d’Euler d’une application est donnée en fonction d’un k-repére qui dépend de I'application f .

L’obstruction d’Euler d’un k-repére sur une variété analytique a été etudiée par J.-P. Bras-
selet, J. Seade et T. Suwa dans [11|. L’un des résultats principaux est une formule qui exprime
I'obstruction d’Euler locale, définie pour un k-repére en fonction de I'obstruction d’Euler relative
d’une application analytique f : (V,0) — (CF,0), ot (V,0) est un germe de variété analytique
complexe, équidimensionnel de dimension n > k [30].

Cette these contient quatre chapitres, lesquels sont divisés en trois groupes, rappels de base,
résultats précédents et résultats originaux du travail, comme décrit ci-apreés.

Au premier chapitre nous rappelons quelques notions de base utiles pour le développement du
travail, comme les concepts de fibré vectoriel, la théorie des singularités, variétés algébriques et
analytiques, champs vectoriels, théorie des stratifications et modification de Nash. Nous intro-

duisons aussi le concept de variétés polaires, donnant des exemples basiques pour une meilleure



8 OBSTRUCAO DE EULER DE APLICAGOES ANALITICAS

comprEhension du concept.

Au second chapitre nous dEfinissons I’obstruction d’Euler locale et présentons les principaux ré-
sultats concernant cette notion, comme le théoréme de Gonzalez-Sprinberg et de Verdier, le théoréme
de Lé et Teissier et la formule du type Lefschetz de J.-P. Brasselet, Lé D. T. et J. Seade.

On introduit au troisiéme chapitre 1’obstruction d’Euler d’une fonction, et on présente les prin-
cipaux résultats sur la comparaison de ’obstruction d’Euler de f avec les généralisations du nombre
de Milnor, y compris un résultat original comparant I'obstruction d’Euler de f avec le nombre de
Milnor de Bruce et Roberts.

Au quatriéme chapitre on définit et étudie I'obstruction d’FEuler d’une application analytique et
prEsentons une formule qui généralise pour les applications définies sur des variétés analytiques, les

résultats de J.-P. Brasselet, D.Massey, J. Parameswaran et J. Seade pour les fonctions.



Requisitos Basicos

Pretendemos neste capitulo dar uma breve introducao aos principais conceitos usados, como fibra-
dos vetoriais (reais e complexos), variedades algébricas, estratificagaio de Whitney e transformacao
de Nash, procurando fornecer o minimo necessario dessa teoria para uma boa compreensao dos

resultados dos capitulos a seguir.

1.1 Fibrados Vetoriais

A teoria de fibrados é a uma ferramenta bésica para o estudo de classes caracteristicas, tanto no
caso regular como no caso singular. Para um estudo mais completo sugerimos [65].

Denotemos por B um espacgo topoldgico fixado, o qual chamaremos de espago base.
Definicdo 1.1: Um fibrado vetorial (real ou complexo) & sobre B é uma terna, formada por:

1. Um espago topoldgico E = E(§) chamado espago total,

2. uma aplica¢io (continua) m: E — B sobrejetora chamada projegao,

3. para cada b € B, 771 (b) tem uma estrutura de espago vetorial sobre K (K = R ou C).

E deve satisfazer a segquinte condigao:

Condicao de trivialidade local: Para cada ponto b € B deve existir uma vizinhan¢a U C B,

um inteiro n > 0 e um homeomorfismo
h:UxK"— 7 Y1)

tal que, para cada b € U, a correspondéncia © — h(b,x) define um isomorfismo entre o espago
vetorial K™ e o espago vetorial 7—1(b).
O par (U,h) serd chamado sistema de coordenadas local para & em b. Se pudermos escolher U

tgual ao espago base, entao & serd chamado de fibrado trivial.
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O espaco vetorial 771(b) é chamado de fibra sobre b, e pode ser denotado por Fj, ou por Fy(€).
Observemos que Fj nunca é vazio, entretanto pode ser formado por apenas um ponto.

O conceito de fibrado vetorial diferenciavel pode ser definido pedindo apenas que B e E sejam
variedades diferencidveis, que 7 seja uma aplicagao suave e que para cada b € B exista um sistema
de coordenadas locais (U, h) com b € U tal que h seja um difeomorfismo.

Consideremos agora dois fibrados vetoriais £ e v sobre o mesmo espago base B.

Definicao 1.2: Dizemos que £ € isomorfo a v, escrevemos & = v, se existir um homeomorfismo

fE() — E(v)

entre os espagos totais que aplique cada espago vetorial Fy,(§) isomorficamente sobre o espago vetorial

correspondente Fy(v).

Exemplo 1.3: O espago projetivo real P™ pode ser definido como o conjunto de todos os pares
{x,—x} onde z pertence & esfera unitaria S* C R"™! dotado da topologia quociente.

Seja E(y,') o subconjunto de P™ x R"*! formado de todos os pares ({£x},v), tais que v seja um
multiplo de z. Defina 7 : E(y,') — P por m({#z},v) = {#x}. Logo cada fibra 7= ({£z}) pode
ser identificada com a reta que liga os pontos z e —z em R"*!. Em cada reta damos uma estrutura
vetorial real. O fibrado vetorial resultante 7,' serd chamado de fibrado (canénico) de retas sobre
P,

Teorema 1.4: O fibrado ~,,' sobre P" ¢ nao trivial, para n > 1.
Definicdo 1.5: Uma se¢ao de um fibrado vetorial & com base B é uma fungdo continua
s:B— E(§)

a qual leva b dentro de sua fibra correspondente Fy(§). Uma se¢ao do fibrado tangente 4 uma

variedade suave M ¢é usualmente chamada de campo de vetores de M.

Se analisarmos melhor o espaco F(7,!) para o caso especial n = 1, vemos que neste caso cada

ponto e = ({£x},v) de E(v,') pode ser escrito como
e = ({£(cosb,senb)},t(cosb,send)).
Como 0 < 0 <, t €R, esta representacao é tnica, a menos do fato que
({£cos0,sen0)},t(cos 0,sen0) = ({£ cosm,senm)}, t(cosm,sen)).

Em outras palavras, F(y1') pode ser obtido a partir da faixa [0, 7] x R no (6, t)-plano pela identifi-
cagao do bordo esquerdo {0} x R com o bordo direito {7} x R pela correspondéncia (0,t) — (m, —t).
portanto E(vy;!) ¢ uma faixa de Mdebius e logo certamente ndo homeomorfa ao cilindro P! x R.

Consideremos agora uma cole¢do {si,...,s,} de se¢oes do fibrado vetorial &.

Definicdo 1.6: As segoes si,...,8, sao linearmente independentes se, para cada b € B, 0s vetores

51(b), ..., sp(b) forem linearmente independentes.
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Lema 1.7: Sejam £ e n fibrados vetoriais sobre B e seja f : E(§) — E(n) uma fungdo continua
que leva cada espago vetorial Fy(€) isomorficamente sobre o espago vetorial correspondente Fy(n).

Entao f é necessariamente um homeomorfismo. Portanto & é isomorfo a n.

Teorema 1.8: Um fibrado vetorial £ de posto n € trivial se e somente se & admite n segoes linear-

mente independentes.

1.2 Campos de Vetores

Um campo de vetores £ em uma variedade diferencidvel M é uma correspondéncia que a cada ponto
p de M associa um vetor {(p) € T,M. O campo é suave se a aplicacdo { : M — T'M é suave.

Considerando-se uma. parametrizacao = : U C C" — M, com U aberto, é possivel escrever
n
0
=360
— €T
J=1

onde & : U — C, j=1,...,n éuma funcio em U e {%} ¢ uma base associada a = para T,M. O
J
conjunto dos campos de vetores forma um espago vetorial sobre C.
E conveniente pensar em um campo ¢ como uma aplicacdo £ : D — D, onde D é o conjunto

formado pelas fungoes analiticas em M, f: M — C, dada por

(€Np) = Zfsj 8%

onde f indica a expressao de f na parametrizacao x.

1.3 Teoria de Singularidades

Nesta segao apresentamos as definicoes e principais resultados da teoria de singularidades que serao
usados para o desenvolvimento deste trabalho. Estamos assumindo que o leitor ji tenha algum
conhecimento prévio, nos deixando livres para omitir fatos elementares. Para o leitor interessado
recomendamos [21, 67, 75].

Um dos nossos objetivos principais é estudar localmente func¢oes analiticas f : C* — C. Para
isso, introduzimos uma relacao de equivaléncia no espago das funcoes analiticas definidas num aberto

contendo a origem de C", da seguinte forma:

Definigio 1.9: Dizemos que f ¢ equivalente a g, se existe um aberto U C C" tal que fiy = gy As
classes de equivaléncia sao chamadas de germes, denotadas por f : (C",0) — C, ou simplesmente,
por f. A colecao de todos esses germes de fungdes citados acima é denotada por O,. Observemos

que Oy, é um anel noetheriano local cujo ideal mazimal é dado por M, = {f € O, : f(0) = 0}.

Defini¢do 1.10: Denotamos por O, 5 o conjunto dos germes de aplicagdes analiticas f : (C",0) —
CP e por Og’p o congunto dos germes f : (C", 0) — (CP,0).

Proposicéo 1.11: O,, ,, é um O,-mddulo livre de posto p.
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Uma das metas da teoria de singularidades ¢ classificar germes de O,,;, sob relacoes de equiva-
léncias em O, , dadas por agoes de grupos. Quando trabalhamos apenas com germes de fungoes,
a relacdo de equivaléncia de nosso interesse é dada pela acdo dos subgrupos do grupo dos germes
de difeomorfismos de O,, , que preservam a origem, o qual ¢ denotado por R. A acao é dada por
o.f = fop ! paratodo p € Re f € O,. Dizemos que dois germes f,g € O,, sio R-equivalentes
se existir um germe ¢ € R tal que f = go ¢! assim,

fNRg<:>5|90€Rtalquengogp_1.
O conjunto dos germes de difeomorfismos que nao preservam a origem é denotado por R, (o grupo
estendido).

Dado f € O,, para cada inteiro positivo k, definimos o r-jato de f por

J"f=3"f(0) = p,(f)(0) = £(0),
onde p,(f)(0) é o polinomio de Taylor de grau r do representante f no ponto x = 0. Observemos
que esse polinémio independe do representante escolhido.

Observemos que O, nao é uma variedade diferencidvel de dimensao finita, e na tentativa de
amenizar a dificuldade em trabalhar com espacos de dimensao infinita, trabalhamos com variedades
diferenciaveis que possuem dimensdo finita. Denotamos por J"(n,1) o C-espago vetorial dos -
jatos dos germes de O,, e por H" o subespago de J"(n, 1) formado pelos polindmios homogéneos de
grau r. Portanto J"(n,1) e H" sao variedades diferenciaveis difeomorfas a algum espaco vetorial
de dimensdo finita. Dado j"f € J"(n,1), quando ndo houver duvidas denotaremos esse elemento
apenas por f.

Da mesma forma, ao invés de trabalhar com o grupo R, que possui dimensao infinita, trabalha-
mos com o conjunto R" que denota o grupo de Lie (que age em J"(n, 1), veja [50]) formado pelos
r-jatos de germes de R.

Para a classificacdo de germes de fungoes sob uma equivaléncia é necessério que conhegamos
0 espaco tangente de uma orbita em um germe. Como o grupo R ndo é um grupo de Lie e O,
nao é uma variedade diferenciavel de dimensao finita, dado um inteiro positivo r, trabalhamos com
os espagos dos r-jatos, R" (que é um grupo de Lie) e J"(n,1) (que é uma variedade diferenciavel).
Assim, podemos encontrar o espaco tangente de uma 6rbita em um jato. No caso do grupo R temos:

Dados um inteiro positivo r e um germe de r-jato f € J"(n, 1) fixados, definimos a aplicagao:

pr:R" — J'(n,1)
h o+~ 7 (foh™).
Como R" é um aberto de J"(n,n) entdo TY'R" = J"(n,n). Seja g € TiR" e consideremos a curva
a:(—e,e) =R a0)=1ed(0) =g,

a(t)(@) =« + tg(x).

Entao,

Sleroadlemo = i[f"(foa(t))]\t:o j dt(foa( Die=o

= J Z t)j=0 = Z] —fgj €TyR" f

dt



NIVALDO DE GOES GRULHA JUNIOR 13

com g; € M, pois a(t) € R", para qualquer ¢.

Considerando-se o ideal de O,, J(f) = (%)?:1, chamado de ideal jacobiano de f, temos
T¢R" - f = j"(MynJ(f)), para qualquer . Portanto é natural definir o espaco tangente a R-orbita
em um germe f como o conjunto:

TfRf = Mnj(f)a

e o espago tangente estendido & R-6rbita em um germe f por:

TfRef = ‘](f)

Para o estudo de singularidades de aplicagbes de C* — CP, introduziremos outra nocao de

equivaléncia.

Definicdo 1.12: O grupo A € o grupo dos pares de germes de difeomorfismo (h,k), tais que h :
(C™,0) = (C™0) e k: (CP,0) — (CP,0).

Definicdo 1.13: Dois germes f; : (C",0) — (CP,0), i = 1,2, sao A-equivalentes se existem germes
de difeomorfismos h : (C",0) — (C™,0) e k: (CP,0) — (CP,0) tais que, o sequinte diagrama

(cm,0) L (cr,0)

3 gl
0y —2- (c»,0)

comuta.

0

Proposicéo 1.14: Consideremos o grupo A e o conjunto Oy, ,,

se f € Onyp, entao a aplicagao dada
pela composicao,

(hk)-f=kofoh L
é uma agao de grupo. Dois germes sao A-equivalentes se, e somente se, estdo na mesma drbita.

Definicdo 1.15: O grupo K é o grupo dos pares de germes de difeomorfismos (h,H), H : (C" X
CP,0) — (C" x CP,0), h: (C",0) — (C™,0), que comutam o sequinte diagrama

(C",0) —— (C" x CP,(0,0)) —=— (C™,0)

L |
(C",0) —— (C" x C™,(0,0)) —— (C",0)

com i germe de inclusao e ™ germe de proje¢ao.

Definicdo 1.16: Dizemos que dois germes f; : (C",0) — (CP,0), i = 1,2 sao K-equivalentes quando
existe um par (h, H) de germes invertiveis como acima, para os quais H o (1, f1) = (1, f2) o h onde

1 ¢ o germe identidade.

0
n,p’

Ho(1, f)oh_1 ¢ uma agao, e mais, dois germes sao K-equivalentes se, e somente se, estdo na mesma

Proposicao 1.17: Consideremos o grupo KC e o conjunto O entao a aplicagao dada por (h,H).f =

orbita.
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Defini¢do 1.18: Dado f : (C",0) — (CP,0), definimos a imagem reciproca de f, por f*: Op; —
Opnt onde f*(h) =ho f en,p,t € N.

Teorema 1.19: Uma condi¢io necessdria e suficiente para que f,g : (C™,0) — (CP,0) sejam K-
equivalentes é que exista ¢ : (C™,0) — (C",0) germe de difeomorfismo tal que, ¢*(g*(Mp)O,) =
[*(Mp)O,,, onde ¢*, g* e f* sao o pull back de ¢, g e f respectivamente, onde M, C Oy, € o ideal

mazimal de O,.

O Teorema de Fibracao de Milnor

O teorema de fibracao de Milnor, descrito em [52] é um dos resultados centrais na teoria de singu-

laridades, tendo generalizagtes em diversas situagoes.

Teorema 1.20 ([52]): Seja f: (C",0) — (C,0) germe de aplicagio analitica, V = f~1(0), B. bola
centrada na origem e de raio e e K = VNS?"~1. Se ¢ for suficientemente pequeno temos que V N B
é homeomorfo ao cone C(K)={tz:0<t <1,z € K}.

Seja ¢ : S- \ K — S! dada por ¢(z) = ‘%zg', com ¢~ () = Fy.

O resultado basico da teoria de Milnor é o teorema da fibragao, que mostra que ¢ define uma
fibracdo de S. \ K — S! com fibra Fy.

Teorema 1.21 ([52]): Para ¢ suficientemente pequeno temos que Sc \ K é um fibrado diferencidvel

localmente trivial sobre S', com projecio ¢ e fibra Fy como acima.

Podemos considerar uma fibracdo mais conveniente que vive dentro da bola de raio €. Para todo
e > 0, seja Int(B;) a bola aberta de raio € centrada na origem em C". Para todo n > 0, sejam B,
a bola fechada centrada na origem em C e 0B, sua fronteira. Entao, fixado um germe de funcao
analitica f, existe g > 0 tal que, para todo €, 0 < € < ¢g, existe n. > 0 tal que, para todo 7,
0 < n < 7, a restrido de f como uma aplicagio f : Int(B: N f~1(d0B,)) — B, é uma fibragao
suave localmente trivial cujo tipo de difeomorfismo independe da escolha de ¢ e 7.

Essa fibragao é chamada de fibragao de Milnor de f na origem. Denotaremos a fibra por F}.

O numero de Milnor, que definiremos a seguir, é um invariante de suma importancia na teoria

de singularidades, auxiliando na teoria de classificagao.

Definicdo 1.22: Sejam f € O, germe de fun¢ao analitica com singularidade isolada na origem, e

J(f) o ideal jacobiano de f. Definimos o nimero de Milnor p como dimc %})

Teorema 1.23: Seja f € O,, germe de fun¢ao analitica com singularidade isolada na origem, entdo
cada fibra Fy tem o mesmo tipo de homotopia de um buqué de S™=1 esferas, e o niimero de esferas

do buqué é exatamente p.

1.4 Variedades Algébricas

Trabalharemos aqui com o caso complexo. O n-espaco afim sobre C, denotado por A™ é o conjunto

de todas a n-uplas de elementos de C. Um ponto p € A" é dado por p = (ay,...,a,), com a; € C,
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e a; a t-ésima coordenada de p.

Seja C[x1,- - ,xy] 0 anel de polindémios em n variaveis sobre C. Podemos interpretar os elementos
de Clzy, - ,zy,] como fungdes do espago afim A™ sobre C, com f(p) = f(a1,...,a,), onde f €
Clxy, -+ ,x,) e p € A", Desta forma, faz sentido falar no conjunto de zeros de f, que denotaremos

por Z(f) = {p € A™; f(p) = 0}. De uma forma mais geral, se T for um subconjunto de C[z1, -+ ,z,],
podemos definir o conjunto de zeros de T como sendo o conjunto de zeros comuns a todos os

elementos de T'. Denotaremos esse conjunto da seguinte forma,
Z(T)={pe A" f(p) =0V feT}

Claramente se I for o ideal de Clzy,--- ,zy] gerado por T entao Z(T') = Z(I). Mais ainda,

como C[zq,---,z,] € um anel Noetheriano, qualquer ideal I tem um ntmero finito de geradores
fis---y fry logo Z(T') pode se expressar como o conjunto de zeros comuns de um nimero finito de
polinémios fi,..., fr.

Definicdo 1.24: Um subconjunto Y de A™ é chamado conjunto algébrico se existe um subconjunto
T C Clxy, - ,xy) tal que Y = Z(T).

Proposicdo 1.25: A unido de dois conjuntos algébricos é um conjunto algébrico. A intersecgao de

uma familia arbitrdria de conjuntos algébricos também € um conjunto algébrico.
Para a demonstracao deste resultado e referéncia basica para o assunto ver [34].

Definicao 1.26: Os conjuntos algébricos sao os conjuntos fechados de uma topologia de A™, deno-

minada topologia de Zariski.

Definicao 1.27: Dizemos que Y C X, um subconjunto nao vazio Y contido em X ¢é irredutivel se o

mesmo nao pode se erpressar como uma unido Y = Y| NYs, onde Y1,Ys sdo fechados em Y.

Definicdo 1.28: Uma variedade algébrica afim é um subconjunto irredutivel de A™ (com a topologia

induzida,).

1.5 Espacos Analiticos Complexos

Analogamente ao caso de polindmios, podemos também estudar o conjunto de zeros de uma ou mais
funcoes analiticas. Estes sdo os chamados espacos analiticos.

Primeiramente consideremos a seguinte defini¢ao:

Definicdo 1.29: Consideremos o conjunto de pares (Vy,,Uy), onde U, é uma vizinhanga aberta da
origem em C™ e V,, subconjuntos de U,,. Dois tais pares (V1,U1) e (Va,Us) sdo equivalentes se existe
uma vizinhanga W C Uy N Uy da origem tal que Vi "W = Vo N W. Uma classe de equivaléncia

destes pares é chamada germe na origem em C".

Se f € O,, a classe de equivaléncia do conjunto {x : f(z) = 0}, onde f é um representante do
germe f, é denotada por V(f); se fi e fo sdo dois representantes de um mesmo germe, entao os

conjuntos V(f1) e V(f2) sdo iguais.
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Definicdo 1.30: Um germe de espago analitico (V,0) em torno da origem é o germe do subconjunto

V=Y(f)N..0V(f) =V(f1,-- -, fr),

para f1,..., fr € Op.
Definimos o ideal de um germe de espago analitico V' por

I(V)={f€Ou:VC [0}

Dizemos que um germe de espago analitico V' € irredutivel quando para quaisquer germes Vi e
Vo tais que V = Vi U V5 entao V = Vi ou V = Vs, neste caso dizemos que V € uma variedade

analitica.

O nosso objetivo é estudar a natureza de tais espacos analiticos na vizinhanca de algum ponto
fixado em C", o qual sem perda de generalidade consideraremos a origem. Para isso precisamos

definir formalmente o conceito de germe de um espago analitico complexo (veja [32]).

Proposicao 1.31: Seja V' um germe de espaco analitico, entdo existem um inteiro positivo p e
Vi,..., V), variedades irredutiveis, com V; nao contida em V;, para todo i # j, tais que V = V1 U
... UV,. Essas variedades sao unicamente determinadas, a menos da ordem, e sao chamadas de

componentes irredutiveis de V.

Chamamos de germe de espaco analitico em x, um germe de conjunto V em z tal que, para
alguma vizinhanga U de z, o germe VNU pode ser descrito por V(f1, ..., fr), para alguns fi,..., f, €
O,.

Dizemos que um ponto z de um germe de espago analitico V' é um ponto regular ou suave se
para alguma vizinhanca U de z, o germe U NV pode ser descrito como o conjunto dos zeros de um
numero finito de germes de fungoes analiticas que possuem z como ponto regular. Um ponto de V'

nao regular é chamado de ponto singular de V.

Teorema 1.32 (Hilbert’s Nullstellensatz - versdo local,[27]): Seja I um ideal de O,,. EntaoZ(V(I)) =
Rad(I), onde Rad(I) € o ideal radical de I, ou seja, o ideal {f € O,, : In € Ntal que f™* € I}.

1.6 Estratificacao de Whitney

Introduziremos aqui a nogao de estratificagdo de Whitney, introduzida por Whitney [76] e ampla-

mente utilizada desde entdo. Uma referéncia para este assunto é [22].

Definicao 1.33: Sejam M uma variedade suave e V-.C M. Uma estratificagao localmente finita de
V' é uma particao de V em subvariedades de M (chamadas de estratos) tais que, para todo ponto

de V existe uma vizinhang¢a em M que encontra apenas um nimero finito de estratos.
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Definicdo 1.34: Dizemos que a estratificacao {V,} de V' satisfaz a condigao de fronteira, se para
dois estratos Vi, e Vg, tais que V, ﬂVﬁ # () entdao V, C Vg.

Condigoes de Whitney

Definicdo 1.35: A estratificacdo {V,} satisfaz as condigoes de Whitney se para todo par (V,Vp)
de estratos, tais que V3 esteja no fecho de Vi, e para todo ponto y de Vi temos:

a) Para toda seqiiéncia de pontos x; de V, convergindo para y, tal que o limite

lm Ty, (Va) =T

1—00
existe na Grassmanniana correspondente, entao T' contém Ty (V3).

b) Se além disso temos uma seqiiéncia y; de pontos de Vi com limite y e tal que o limite de
diregoes

lim z;g; = A
11— 00

existe no espago projetivo, entdo T contém .

FEstas sao as chamadas condigdo (a) e condi¢ao (b) de Whitney.

Whitney mostrou em seu trabalho [76] que toda variedade analitica complexa admite uma es-
tratificacao satisfazendo essas duas condicoes.
Uma estratificagdo que satisfaz as condi¢oes de Whitney e a condicao de fronteira é chamada de

estratificagdo de Whitney, ou estratificagao Whitney regular.

Exemplo 1.36: Consideremos como primeiro exemplo o cone C' com vértice na origem, e a estrati-
ficagao {Vi,Va2}, onde V; é uma geratriz do cone e Vo = C'\ V. Neste caso, as condigdes (a) e (b)
de Whitney nao sao satisfeitas. Para ver isto, basta considerar uma seqiiéncia {x;} de pontos de C,
situados todos sobre uma geratriz L do cone que nao seja Vi, cujo limite seja a origem, de tal modo

que o segmento x;y; tenha sempre a mesma direcao .

A condicao (a) nao ¢ satisfeita, ja que o limite dos espagos tangentes T, L nao contém o espaco
To(V1), a verificacao de que a condi¢ao (b) também ndo é satisfeita vem do fato que A\ nao esté

contida no limite dos espacos tangentes T}, L.
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.
L

Exemplo 1.37: Consideremos agora a variedade V em C? dada pelo conjunto de zeros de y? + 23 —
222 = 0.

Se tomarmos o eixo da coordenada ¢ como um estrato V; e a parte regular da variedade V¢4

como sendo outro estrato, temos que a estratificacdo {Vi,Va} satisfaz a condicao (a), mas nao a
condicdo (b). Porém se acrescentarmos um estrato de dimensdo zero, a origem de C3, teremos as

duas condi¢oes de Whitney satisfeitas.

faamy

Figura 1.1: Variedade Singular.

1.7 Modificacao de Nash

A Grassmanniana de n-planos de C™ é denotada G(n,m)(para maiores detalhes sobre a variedade
Grassmanniana ver [48]). Seja (V,0) C (M,0) um germe de variedade analitica complexa, equidi-
mensional de dimensdo complexa n e (M,0) um germe de variedade complexa suave de dimensao
complexa m. Consideremos o fibrado em Grassmannianas dos n-planos (complexos) de T'M, deno-
tado por G. A fibra G, sobre = € M é o conjunto dos n-planos de T, M, que é isomorfo a G(n,m).
Um elemento de G é denotado por (z, P) onde z € M e P € G,. Sobre a parte suave de V', podemos

definir a aplicacao de Gauss ¢ : V,.; — G da seguinte forma:

¢($) = (1‘, Tx‘/reg)'

G
|
‘/reg—>M

Definicao 1.38: A modificagao de Nash Vé definida como o fecho da imagem de ¢ em G. Ela estd

munida de uma projecao analitica natural v : V V.
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O fibrado tautolégico T' sobre G é definido da seguinte forma: a fibra 7}, de T', sobre um ponto

p = (z,P) € G é o conjunto de vetores v do n-plano P.
T,={veT,M:vePax=v(x,P)}

Definimos o fibrado T de base V como a restricao de T sobre 17, temos entao o diagrama:

T — T
! !
V < G
v lv
V. & M

Um elemento de T se escreve como: (x, P,v) onde P € G, e v € P.

Exemplo 1.39: A transformagio de Nash do cone C é um cilindro C.

Uma observacao importante é o fato que a transformada de Nash de um conjunto singular nem
sempre é regular, ou seja, nem sempre a transformada de Nash resolve a singularidade de uma
variedade algébrica ou analitica.

Como exemplo ilustrativo, na figura abaixo, a transformada de Nash da curva no plano cinza é a
curva espacial, ilustrada na mesma figura, que ainda é singular. Para resultados sobre transformada

de Nash e resolugao de singularidades sugerimos [64].

e

Figura 1.2: A transformada de Nash nem sempre é regular.

1.8 Variedades Polares

A base desta se¢do é um trabalho de divulgagdo desenvolvido em conjunto com Thiago de Melo
sobre exemplos de variedades polares no caso de superficies [31], o que auxiliou para uma redagao

mais clara dessa secdo em sua versdo final.
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O conceito de Variedades Polares foi introduzido por Bernard Teissier e Lé Ding Tréng nos
anos 70 (|68, 45]). Desde entao tem sido uma ferramenta de grande importancia em véarios dominios
da matematica, como Teoria de Singularidades, Teoria de Estratificacdo, Geometria Algébrica e
Classes Caracteristicas. Uma, literatura mais avancada sobre a relacao entre Classes Caracteristicas
e Variedades Polares ¢é [6].

Varias abordagens sobre Variedades Polares foram desenvolvidas baseadas em conceitos abstra-
tos, como por exemplo Projecoes Genéricas, Modificacao de Nash e Variedade Conormal ([20, 68]).

Primeiramente tentaremos introduzir a nocao de variedades polares de uma forma intuitiva e
simples e para isso trabalharemos inicialmente com superficies reais, embora posteriormente tra-
balharemos com variedades analiticas complexas. Utilizaremos no caso de superficies basicamente
Algebra Linear e Calculo Diferencial. Isto se torna interessante pois a presenca de figuras que

ilustram a técnica utilizada nos leva a uma melhor compreensao do assunto.

Variedades Polares

Trataremos agora de uma simples questdao, que nos levard & formalizagdo do conceito de Varie-
dades Polares. Para uma melhor visualizacao, todos os planos e retas nas figuras a seguir estao
transladados, de modo a nao se sobreporem.

Consideremos a esfera unitaria S? C R3, dada por F~1(0), onde F : R® — R é dada por
F(z,y,2) = 22 + y* + 22 — 1. Dado um plano 7 C R? contendo a origem, queremos encontrar os
pontos de S? com maior ordem de contato com o plano 7 , ou seja, pontos p € S? para os quais
dim(7,5% N 7) seja a maior possivel.

Por exemplo, para 7 dado por z = 0, encontramos apenas os pontos (0,0,1) e (0,0, —1), ja que

para qualquer outro ponto g € 52 temos que TqS2 N7 é uma reta.

s

Figura 1.3: Variedade polar P,(S?, ) de codimensio 2.

Isto se deve ao fato da equacdo geral do plano tangente a S? no ponto p = (o, Yo, 20) ser

OF OF oF
%(p)x + 8—y(p)y + @(p)z =0,
ou seja,
2zox + 2yoy + 2292 = 0.
Portanto, basta observar que os planos Tp52 e m coincidem se, e somente se, xg = yg = 0 e zg = +1.

Uma situagao mais interessante surge quando trocamos o plano 7 por uma reta L. Neste caso,

procuramos por pontos p € S? tais que dim(TpS2 NL)=1,istoe, L C TpSz.



NIVALDO DE GOES GRULHA JUNIOR 21

Sejam v = (v1,v9,v3) um vetor diretor de L e w = (%—f(p), %—5(1)), %—I;(p)) um vetor normal de
TpS2. Como a inclusdo acima ocorre se, e somente se, v L w, resolvemos o problema buscando as

solucoes de

{ F(z,y,z) =0
(1.1)

vl%_};(xayaz) + 1)2?9_5(:6’:%2) + 1)3?9_5(:6’:%2) =0
nas variaveis z, y, z.

Por exemplo, para v = (1,1,1) temos
22+ +22-1=0
20 + 2y + 2z =0

cuja solucdo é a interseccio de S? com o plano 2z + 2y + 2z = 0, isto é, um grande circulo.

Figura 1.4: Variedade polar P;(S?, L) de codimensdo 1.

Buscando formalizar e também generalizar as idéias acima, necessitamos do conceito de trans-
versalidade.
Lembramos que dois subespacos vetoriais E, F' C RY sdo transversais se E + F = RN. Além

disso, valem as igualdades
codim(E N F) = codim(E) + codim(F),
dim(E N F) = dim(E) — codim(F),
onde codim(E) = N — dim(E).

Caso E,F c RY nao sejam transversais, temos
dim(E N F) > dim(E) — codim(F),
pois se dim(E N F) < dim(E) — codim(F') teriamos
dim(F) + dim(F) — dim(E + F) < dim(E) — (N — dim(F)),
isto &, dim(E + F') > N, o que é absurdo.
Resumindo:
E é transversal a ' <= dim(E N F) = dim(E) — codim(F)
E nao é transversal a F' <= dim(E N F) > dim(E) — codim(F)
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O conceito de transversalidade torna-se importante neste momento pois a ocorréncia de maior
contato entre uma variedade M e um subespago vetorial D, em um dado ponto p € M, equivale a
nao-transversalidade entre os espacos vetoriais T, M e D.

Note que, nos exemplos acima, D1 = m e Dy = L, onde o indice representa a codimensao de D

em R3. Assim, a nio-transversalidade entre S? e Dy ocorre se, e somente se,
dim(7,5% N D;) > dim(7,,5?) — codim(D;) = dim(S?) — 1 = 1.

Logo, a ndo-transversalidade equivale a dim(7,5% N D;) = 2, ja que dim(7},5%) = dim(D;) = 2.

O célculo para Dy é andlogo.

Estamos em condigoes de introduzir a definicdo de variedades polares.
Sejam M? c CV (ou RY) uma variedade diferenciavel de dimensdo d e Dy_j41 um subespaco
vetorial de codimensdo d — k + 1 em CV ou RY. Definimos a k-ésima variedade polar de M com

relagdo a Dy_j+1 como sendo
Pi(M, Dg—g41) = {p € M; dim(T,M N Dy_p41) > k},

onde dim denota a dimensao complexa no caso complexo e dimensao real no caso real. No caso
complexo se pode provar que, para todo k = 0,1,...,d, codim(Py(M,Dg_g+1)) = k, para Dg_j41
em um aberto denso de G(N —d+k —1,N).

Com o intuito de fixar melhor as idéias discutidas acima, exibiremos mais alguns exemplos,
utilizando superficies reais bem conhecidas.
No caso do toro T, obtido por F~1(0), onde

2
F(z,y,2) =2+ (\/x2+y2—2) -1,

P,(T, ) é exatamente o conjunto dos pontos p € T tais que o vetor normal a 7" em p é multiplo do

vetor normal de 7. Isto se torna claro nas figuras abaixo.

@

(a) (b)

Figura 1.5: (a) P (T, m), (b) Py(T,m).

Note que na figura (1.5a), a variedade polar nao possui codimensao 2. Isto ocorre pois o plano

w1 nao pertence ao aberto denso citado acima.
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Figura 1.6: (a) Pi(T,Ly), (b) Pi(T, La).

Para exibirmos P;(T, L), encontramos as solugoes de (1.1) com o auxilio do computador e
obtemos duas configuragoes possiveis, representadas na figura abaixo, para as retas Lj e Lo.

Note que, apesar das codimensoes de P; (T, L) serem iguais em (1.6a) e (1.6b), para pequenas
perturbagoes de Lo obtemos duas curvas como em (1.6a) e ndao mais quatro como em (1.6b). Isto

se deve ao fato da reta Lo nao pertencer ao aberto denso, citado acima.

Em [31] apresentamos um algoritmo para o Maple, dependendo apenas de v = (v1,v2,v3), que
permite uma visualizagao dos conceitos acima.

Utilizando este algoritmo com os valores especificados abaixo, obtemos a figura (1.7a), mostrando

13
RN

NN LR Y
V2 + 12 5

A variedade polar P;(T, L) é a interseccao destas duas superficies, mostrada na figura (1.7b). O

o toro T, a reta L cujo vetor diretor é v = (1 ) e a superficie dada implicitamente pela equagao

=0.

leitor pode alterar as coordenadas de v, movimentar facilmente as superficies, alterar as cores, entre

outros recursos, podendo assim ter uma melhor visualizagdo, como por exemplo em (1.7¢), obtida

11
» 2210
Aqui percebemos que algumas variedades mantém sua configuracao e outras nao, porém as que

usando v = (1 ). Quando vs = 0, temos um “caso limite”, mostrado em (1.7d) e (1.7e).

nao mantém essa configuragdo, quando perturbadas, caem no caso que chamaremos de genérico.

Variedades Polares e Projecoes Lineares

Uma outra definicdo para variedades polares pode ser dada em funcao de uma projecao genérica,
que em termos gerais significa ser a projecdo menos singular possivel. Esta é a definicdo usada por
autores como T. Gaffney, V. H. Jorge-Perez, L& D. T., D. Levcovitz, M. J. Saia, B. Teissier e etc
[20, 38, 45, 68]. Uma definicdo mais precisa é apresentada no trabalho de B. Teissier (ref. [68]).

Se pensarmos em Dy 1 como niicleo de uma projecao linear, podemos redefinir a variedade

polar da seguinte forma:

Proposiciio 1.40: Seja I1: CV — C¥ 1 uma projegio linear, Ker(I) = Dy_j+1. A k-ésima va-
riedade polar de uma variedade reqular M ,com rela¢iao & Dy_j11, que indicamos por Py(V, Dgyr11),

coincide com o conjunto de pontos criticos da projecao P restrita a variedade M.
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Figura 1.7: Variedade polar P (T, L) de codimensao 1.

Demonstracdo: Se p € X(P|,,) entao temos que dim(II(7T,M)) < d — k + 1, ou seja, dim(T, M) —
dim(Ker(Il|,,)) < d—k+ 1, logo temos dim(7, M N Dg_11) > k — 1, que podemos escrever com
dim(T,M N Dg_g41) > k — 1, de onde segue o resultado. [ |

No caso de uma variedade singular algébrica ou analitica, equidimensional, reduzida, definimos

a variedade polar da seguinte forma:

Definicdo 1.41 ([45]): Seja (V?,0) um germe de variedade algébrica (resp. analitica), reduzida e
equidimensional. Sejam V um representante suficientemente pequeno do germe, denotemos por Ve,
a parte reqular de V. Definimos Py(V,Dg_k11),0 < k < d como sendo:

Pi(V, Datk+1) = Pr(Vieg, Da—k+1);
onde Vg denota a parte reqular de V.

Exemplo 1.42: Consideremos a superficie V = {(z,y,t) € C; F(z,y,2) = y*> — 23 + t?2? = 0} e
a projecao paralela ao eixo-y. A parte singular de V' é o eixo-t. Seja (z9,%0,%0) € Vyeg, 0 plano

tangente & superficie nesse ponto é dado por,
20, F (w0, Yo, to) + YOy F (0, Yo, to) + 20:F (z0, Yo, to) = 0.

Para que a projecao II restrita ao plano tangente T.5, p(zq,y0,40)Vreg R0 seja uma aplicagao
sobrejetora, o plano tangente deve conter a eixo-y, ou seja, pontos do tipo (0,y,0) devem satisfazer
a equagao do plano, logo queremos 9, Fx0,F (o, o,t0) = 0.

Entao temos que a variedade polar P;(V, P) associada & projecao II é dada como fecho da solugao

do sistema abaixo,

ayF(‘Tv Y, )

t)=20
com (x,y,t) €V,
F(z,y,t) =0 ( ) "
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e portanto

2y =10
22 — 0 com (z,y,t) € Vieg.

Ou seja {(z,y,t) € Vyeg; 22 (x — t2) = 0}.

Ciclos de Schubert

Introduziremos aqui os ciclos de Schubert, os quais tém uma relacao estreita com as variedades

polares que sao usadas neste trabalho.

Definiciio 1.43: Seja Dy_j1 um subespaco vetorial de CVN de codimensio d — k + 1, definimos,
C(Dg-rs1) = A{T € Ga(CV);dim(T N Dy_p41) > k}.

Consideremos o diagrama abaixo,

V——sVxG——=a

|

v

onde ®(2,T) = (2,T), v(z,T) =T e V a modificacio de Nash de V.

Temos entao a seguinte proposigao:

Proposicdo 1.44: A variedade polar pode ser expressa em termos do diagrama acima da sequinte
forma: Py(Vieg; Da—gy1) = v(@ (v H(C(Da—p1))) N @1V \ (V))), e logo temos que,

Pi(V, Da—p1) = v(2H (v HC(Da—k+1))) N @~H(V \ E(V))).
Demonstracdo: E facil ver que

V(@ (v HCDar 1)) NETHVAS(V))) = {z € Vig; (2, TuVieg) €7 (Da—rr1)}
= {.%' € V;“eg§ dim(TmV;“eg N Ddkarl) > k}
= Pr(Vieg» Da—k41),

o que implica o resultado. |

1.9 Multiplicidades Polares

Multiplicidade de um ponto sobre uma curva

Definicdo 1.45: A multiplicidade de um ponto p sobre uma curva plana C, denotada por my(C) €

o numero de intersec¢ao da curva com um reta secante genérica na vizinhanga do ponto.
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Multiplicidade de um ponto sobre uma subvariedade

Definicdo 1.46: Seja V' uma subvariedade de dimensao k contida em uma variedade reqular M.
Seja D um pequeno polidisco centrado em p. Consideremos a proje¢cao P sobre um plano genérico

de dimensao k. Seja ¢ um ponto de P(D)\ {P(p)} e d(p) um pequeno polidisco centrado em q. A

multiplicidade de V' em p, denotada por my(V) é o mimero de folhas de P~1(§)Nn DN V.

Existe uma forma algébrica de calcular essa multiplicidade [77].

Considere a seguinte fun¢ao sobre N.
F(k) = dime Oyq /My,

onde My, denota o ideal maximal de Oy,. Esta fungao é chamada de funcao de Samuel de Oy .

Para k >> 0 a fungdo F' se comporta como um polinémio em k de grau n — 1 com termo de maior

ordem igual a %k"fl, e o numerador do coeficiente do termo de maior ordem e(V, x) é chamado

de multiplicidade de Hilbert-Samuel de V em x.
Teissier usou esses invariantes para dar uma condi¢ao necesséria e suficiente para uma, estratifi-

cacao ser Whitney regular através do seguinte resultado:

Teorema 1.47: Sejam V' uma variedade analitica reduzida, equidimensional de dimensio d, Y um
subespaco analitico de V' também equidimensional, ¢ 0 uwm ponto nao singular de Y. FEntio as

sequintes condig¢oes sao equivalentes:
1. A aplicagdo de Y em N¢, definida por

Yy (my(v)7my(P1(Va y))? o 7my(Pd*1(Va y)))

¢ constante numa vizinhanca da origem.
2. O par de estratos (V \Y,Y) satisfaz as condigoes (a) e (b) de Whitney na origem.

Demonstracdo: A demonstracao deste resultado se encontra em [68]. [

Exemplo 1.48: Calculemos as multiplicidades polares da variedade singular

V = {(z,y,t) € R y* —2® — t?2* = 0}.

faamy

Figura 1.8: Variedade Singular.

Neste caso, Py(V,D2) =V e Pi(V,D1) = {(z,y,t) € R3; x = —t2, y = 0}, onde D3 é o0 espago

vetorial nulo e D é a reta definida pelo eixo-y, de onde obtemos my(V,0) =2 e m1(V,0) = 1.



Obstrucdo de Euler Local

Neste capitulo estudaremos a obstrucao de Euler local definida por MacPherson [49] como um
dos ingredientes da sua prova da conjectura de Deligne e Grothendieck. Esta conjectura trata da
existéncia e unicidade das classes caracteristicas de variedades algébricas complexas singulares. Uma
referéncia basica sobre o desenvolvimento da obstrugao de Euler local é o artigo de J.-P>> Brasselet
(ref. [5]).

Existe também uma definicdo para esta obstrucao devida a J.-P. Brasselet e M.-H. Schwartz
[10], que sera considerada neste trabalho. Gonzales-Sprinberg e Verdier [24] mostraram uma for-
mula para o obstrucao de Euler local em funcao das classes de Chern de fibrados vetoriais sobre a
transformada de Nash da variedade algébrica. Neste capitulo estudaremos uma féormula de Lé D.
T. e B. Teissier [45], em que a obstrugao de Euler se exprime em termos de invariantes polares. Em
[7], J.-P. Brasselet, Lé D. T. e J. Seade apresentam uma formula para esta obstrugdo em termos da
caracteristica de Euler da intersecao da fibra de f com uma hipersuperficie genérica e os estratos
de uma estratificagdo de Whitney. Esta é uma formula do tipo Lefschetz, muito importante no

desenvolvimento do nosso trabalho.

2.1 Obstrucao de Euler Local

Sejam (V,0) C (C™,0) germe de variedade analitica como anteriormente, V' um representante sufi-
cientemente pequeno do germe e {V,,} uma estratificagdo de Whitney de uma vizinhanca da origem
U, compativel com V. Suponhamos também que a origem {0} seja um estrato. Seja UT'V, a unido
dos fibrados tangentes a todos os estratos. Podemos olhar esta unido como um subconjunto do
fibrado tangente TC"|;,.

Definicao 2.1: Seja v uma segao de TC™ sobre um subconjunto A de C™. Dizemos que o campo v

é estratificado se para z € Vo, N A, temos v(z) € T,V,, onde V,, é o estrato que contém z.
Seja Bc(a) a bola em C" centrada em a e de raio e.

Definicao 2.2: Dizemos que o campo de vetores v é radial em a se v € um campo estratificado e se

existe €9 > 0 tal que o campo v estd saindo de Bc(a), para 0 < € < €.

27
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Lema 2.3 ([10], Prop. 9.1): Um campo de vetores estratificado v nao nulo definido sobre um

subconjunto A C 'V admite um levantamento candénico ¥ como segao nao nula de T sobre v1(A).

Demonstragdo: Para um ponto Z de V tal que z = (%), com 2 € V,, definimos 4(2) € T por
0(2) = (2, P,v), onde P =T,(Vyeq)-

Se z de V ¢ tal que z = v(%) é ponto singular de V, temos P = lim,, ., T, (Vey) Onde (2;) €
uma seqiiéncia de pontos de V;..4 tendendo para z, v(z) € T.(V,) onde V, é o estrato que contém
z. Pela condicio (a) de Whitney T,(V,) C P, entdo v € P. Podemos entdo definir #(3) € T por
0(2) = (2, P,v).

Temos entdo o seguinte diagrama :

T Chy

4

Se Z ¢ um ponto de V tal que v(Z) = z, entdo v(z) € T.(Vy) C T.C". Temos entdo v, (#(2)) =

v(z).

Teorema 2.4 (Bertini-Sard, ver [73]): Se {V,,} é uma estratificacio de Whitney de V', para €

suficientemente pequeno (e positivo) a esfera OBc(0) é transversal aos estratos V.

Denotaremos B, = B¢(0).
A obstrugao de Euler local foi definida por MacPherson em [49], a defini¢do a seguir é atribuida
a J.-P. Brasselet e M.-H. Schwartz (|10], Prop. 10.1).

Definicdo 2.5: Seja v um campo de vetores radial sobre VN OB, e ¥ o levantamento de v sobre o
conjunto v~V NOB.). O campo ¥ define um cociclo de obstru¢io Obs(?), que mede a obstrucio

para estender v como se¢ao nao-nula de T sobre v Y VNB) :
Obs(0) € Z*"(v" Y (V N B.),v 1 (V NIB,)).

A obstrugao de Euler local Euy(0) € a avaliagao do cociclo Obs(0) sobre a classe fundamental
=YV N B),v~ YV NOB.)|, ou seja :

Euy (0) := (Obs(?), [v"H(V N B.),v (VN IB,))).

2.2 Foérmula de Gonzalez-Sprinberg e Verdier

Gonzalez-Sprinberg e Verdier obtém em [24] uma formula para a obstrugao de Euler local, em fungao
das classes de Chern de fibrados vetoriais sobre a transformada de Nash da variedade algébrica.
Marcos Sebastiani em [62] demonstra este mesmo resultado, mas adotando um ponto de vista mais
topoldgico, o que deixa a demonstragdo consideravelmente mais curta e mais compreensivel e esta

¢ a demonstragao que apresentaremos aqui.
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Divisores

Seja V uma variedade complexa de dimensao d. Qualquer subvariedade analitica W C V de
dimensao d — 1 é uma hipersuperficie analitica, ou seja, se p € W C V, W pode ser dada localmente
em torno de p como conjunto de zeros de apenas uma funcado analitica. Mais ainda, qualquer outra
funcao analitica definida em uma vizinhanca de p que se anule em W ¢é divisivel por f. E facil ver

que W pode se expressar unicamente como uniao de hipersuperficies analiticas irredutiveis.
W=WViuWVaU---UV,

Definicao 2.6: Um divisor de Weil D em V', aqui chamado apenas de divisor em V, € uma combi-

nacao linear formal de hipersuperficies analiticas irredutiveis de V,

D= Zav

Um divisor D = ) a;V; é chamado efetivo se a; > 0 para todo i; e escrevemos D > 0. O

Conjunto dos divisores de V' forma um grupo aditivo, denotado por Div(V).

Classe fundamental de um divisor

Seja V um espaco analitico reduzido de dimensao d e seja D um divisor de V. Suponhamos que D
seja efetivo e com suporte compacto.

Seja E o fibrado vetorial de posto complexo 1 associado a D. Como D é efetivo, F estd
canonicamente munido de uma segdo nao-trivial s. O conjunto de zeros de s é o suporte | D | de
D. Entao podemos considerar,

s:(V,V\| D)= (B, B,

onde E* é o complementar da secdo nula em E.
Seja w a classe de Thom de E, w € H*(E, E*; Z).

Definicdo 2.7: A classe [D] = s*(w) N [V] € Haon—o(] D |;Z) € chamada classe fundamental do
divisor D ([V] denota a classe fundamental de V).
Sejam D1, --- , D, as componentes irredutiveis de D. Entdo, podemos descrever de forma tnica:

[D] = > n;[D;], que é denominado ciclo associado a D.

Lema 2.8: Sejam E — V um fibrado real orientado de posto d, V' um complexo finito, Y C V um
sub-complezo. Seja s:V — E uma segio tal que s(y) # 0 para todo y € Y. Sejaw € HY(E,E*; Z)
a classe de Thom. Entio, s : (V,Y) — (E,E*) e s*(w) € HY(V,Y;Z) ¢ a obstrugio para estender

s|Y a uma se¢ao de E* sobre V.

Teorema de Gonzalez-Sprinberg e Verdier

Consideremos (V,0) C (C**1 0) germe de variedade analitica, equidimensional de dimensdo com-
plexa d e denotaremos a Grassmaniana dos d-planos em C"™! da seguinte como G = G(d,n + 1).
Denotaremos por V' o fecho do grafico da aplicagdo que a cada ponto x de V' \ {0} associa a

reta Oz € P*. A aplicacao e: V' — V ¢é a restricao a V' da projecao natural V x P* — V.
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De forma semelhante, denotaremos por X o fecho do gréafico da aplicacao que a cada ponto
z de Vieq \ {0} associa o par formado pela reta Oz € P" e espago tangente a Vg no ponto z.
Analogamente ao caso anterior, é : X — Véa restricao a X da projegdo natural V x P* x G — V.

Antes de enunciarmos o resultado observemos o seguinte diagrama:

Denotemos Y/ = ¢~ 1(0), Y = v~1(0) (que nio ¢ necessariamente um divisor em V) e seja
Y = (vo&)1(0) (divisor em X). Chamamos de morfismo de Gauss 7 a restricio a V da projecao
pro: V x G — G. Da mesma forma denotamos \ a restricao a V' da projecao de V' x P™ sobre P".

Sejam o : = — P" e 7: © — G os fibrados tautologicos, denotamos:

¢ = A2 a=XNa:g =V
T =+"0 l=~r:T—V

£=Wye 0= (W) 6 %
T = (&)"T t=@)"t:T— X%

e observemos que 7 : T — V ¢ o fibrado de Nash de V.

Observemos que T ¢ a restricao a X do fibrado ©" imagem reciproca do fibrado universal 7 :
© — G pela projecao V x P" x G — G.

Analogamente, observemos que £ é a restrigio a X do fibrado =’ imagem reciproca do fibrado
universal « : = — P™ pela projecao V x P x G — P™.

A demonstragao do teorema a seguir, devido a Gonzalez-Sprinberg e Verdier, é devida a M.
Sebastiani [62].

Teorema 2.9 (G. Gonzalez-Sprinberg e J. L. Verdier):
Buv(©) = [ (T/9),
(V]

onde c(T/&) = c(T)/c(§) € H*(V; Z).

Demonstracdo: Pela definicdo de ), vemos que £ é a restricdo & X da imagem reciproca pela
projegio X — V’. Se p € X e se z é a imagem de p em V, entdo £, C C"*! ¢ a reta secante Oz
se z # 0; se x = 0, temos que & C C""! ¢ uma reta limite. A segio canonica s de ¢ ¢ dada por
s(p) =0z € &,. O conjunto dos seus zeros é naturalmente ).

Por outro lado, podemos definir uma secao ¢ de T da seguinte forma, para cada q € V definimos

t(g) como sendo a projegdao ortogonal de 0z em fq C C", onde z é a imagem de ¢ em V. Se o
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representante V' é suficientemente pequeno, sabemos que t(q) # 0 para todo ¢ € 1% \ Vo (ver [24]).

Pela definicao e pelo Lema 2.8 temos,

Euy (0) = (t"(w), [V1])

onde & & a classe de Thom de T.

Seja t' : X — T a se¢ao imagem reciproca de t. Entao temos,
Euy (0) = (" (), [X])

onde w’ é a classe de Thom de T', pela funtorialidade da classe de Thom e porque X — V induz um
homeomorfismo entre abertos densos de X e V.

Seja p € Y e seja ¢ sua imagem em Y C V. Entao, existe uma seqiiéncia {zx} de pontos
regulares de V' tal que z, — 0, 0z, — & e Ty, (V) — fq, onde Ty, (V') é o espaco tangente & V' nos
pontos regulares x. Pelas propriedades de Whitney, &, C T},. Entao, §, C T}, = Tq. Logo, se V for
suficientemente pequeno, £, nao é ortogonal & T}, para todo p € X. Definamos ¢, : {, — T}, pela
projecao ortogonal em T,

Notemos que, pela defini¢do de ¢ temos ¢pos =1t.

Por outro lado, topologicamente temos T = £ @ (T/€). Seja u a se¢ao nula de T/¢. Como

¢os =1t podemos ver que t' corresponde nesta decomposicao a s @ u, entao,
(W) = 8" (w1) Uu*(we)
onde w; e wy sao as classes de Thom de & e T'/{ respectivamente, assim temos,
(" ("), [X]) = (5" (w1) Un"(w2), [X])

(U (W), 57 (w1) N [X]) = (u(w2), [V])

pela defini¢ao de [Y]. Entretanto, u*(w2) = cq—1(T"/€), ja que o posto de T'/¢ = d — 1 e portanto,
cq—1(T/E) € a classe de Euler de T'/¢. Entao temos que,

(0 (2), V) = (car (T/E), V) = /m ca1(T/€).

2.3 Obstrucao de Euler Local e Multiplicidades Polares

O célculo da obstrugao de Euler local pela defini¢ao original nao é facil. Lé e Teissier [45] mostraram
uma formula que exprime Fuy (0) em fungao das multiplicidades polares, a qual permite efetuar
calculos de exemplos concretos. Daremos aqui uma idéia da demonstracao devida a Lé D. T. e B.
Teissier desta formula [45].

A notagao adotada nesta se¢do deg(cq—1(T/€) N[Y]) é apenas outra representacao para o valor

(ca-1(T/€). V) = [y caa(T/E).
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Teorema 2.10: Seja (V,0) C (C"1,0) germe de variedade analitica complexa equidimensional
de dimensdo d. Se Vé um representante suficientemente pequeno do germe, e ® uma bandeira

suficientemente genérica em C"t1, temos

(=1 'deg(cg—1-i(T)er (€)' N [Y]) = mo(Py—1-:(D)).

A demonstracao deste resultado encontra-se em [45], e ¢ uma conseqiiéncia de resultados ante-
riores de [2], [3] [39], [69] e [77].

Teorema 2.11 (Férmula de Lé-Teissier): Seja (V,0) C (C"*1,0) germe de variedade analitica com-
pleza equidimensinal de dimensdo d. Seja V' um representante suficientemente pequeno do germe,

entao temos,

QL

1
EuV(O) = (—1)d7k71md,k,1(V)
0

b
Il

onde m;(V') é a multiplicidade da i-variedade polar na origem.

Demonstracdo: Pela formula de Gonzalez-Sprinberg e J. L. Verdier temos que:

Euy(0) = / ca-1(T/%),
v
ou seja, Euy (0) = deg(cq—1(T/€) N [V]). Desenvolvendo formalmente cq_1(7"/€) temos entdo,
Euy (0) =Y (=1)'deg(ca—1,(T)er (/€)' N V),
pois ¢;(€) = ¢1(€)?, logo pelo Teorema 2.10 segue o resultado. [

Exemplo 2.12: Lembremos que no Exemplo 1.48 foram calculadas as multiplicidades polares na

origem da variedade singular

V ={(z,y,t) € R y? — 23 — t?2? = 0}.

framy

Figura 2.1: Variedade Singular.

Os valores obtidos foram, mg(V,0) = 2 e m;(V,0) = 1. Usando a formula de Lé e Teissier

apresentada no Teorema 2.11, obtemos

Buy(0)=2-1=1.
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Observacao 2.13: Como propriedades importantes da obstrugcao de Euler local temos os sequintes

resultados:

o A obstrugao de Euler local em um ponto reqular € igual o 1. Isto € facil ver se usamos a

definicao de obstrugao local de Euler por campos radiais.

o A obstrucao de Euler local em um ponto de uma curva € exatamente a multiplicidade do ponto
sobre a curva [24]. Esta propriedade saird também diretamente como coroldrio do teorema

2.15.

o Um outro resultado importante sobre a obstrugao de FEuler local, mostrado inicialmente por
J.-P. Brasselet e M.-H. Schwartz [10], e depois por vdrios autores, é que a obstrug¢io de Euler
local é constante ao longo de cada estrato de uma estratificagdo Whitney reqular. Este resultado

serd muito importante para a prorima se¢cdo, por isso vamos dar uma idéia da sua prova.

Proposic¢io 2.14: Sejam (V,0) C (C"1,0) um germe de variedade analitica compleza e {V,} uma
estratificacio de Whitney de V. Entao, a obstrugdo de Fuler local é constante ao longo de cada
estrato da estratificacio Whitney {V, }.

Resumo da demonstragao: Sem perda de generalidade, suponhamos que V € {V,} seja o
estrato contendo a origem e que V' # {0}. Seja p € V um ponto qualquer e 0 < n << e. Pela
propriedade de equisingularidade sobre um estrato de uma estratificacdo de Whitney, temos que

B, (p) é homotopico a B.(0), logo temos Euy (p) = Euy (0).

2.4 Uma Férmula do Tipo Lefschetz

A férmula principal provada em [7] é uma férmula do tipo Lefschetz, para a obstrucio de Euler
local. Ela é equivalente a dizer que a obstrucao de Euler local, como funcao construtivel, satisfaz a

condicao local de Euler (em teoria bivariante) no que diz respeito as formas lineares genéricas.

Teorema 2.15 ([7], Teo. 3.1): Seja (V,0) C (M,0) um germe de variedade analitica compleza como
acima e {V, } uma estratificagio de Whitney de V. Sejal: U — C uma forma linear genérica, onde

U ¢ uma vizinhanga aberta de 0 em M. Temos entdo:

Euy(0) = > x(Va N B N1~ (t0)) Euy (Va)

onde € é suficientemente pequeno, to € C\{0} estd situado perto da origem e Euy (Vy) € a obstrugao

de Fuler de V' em qualquer ponto do estrato V,.

A demonstragao deste teorema encontra-se em [7], entretanto, o resultado sai diretamente como

corolario do resultado principal de [9] que sera tratado na proxima segao.

Exemplo 2.16: Consideremos a funcio f(z,y,t) = y?—23—t22% e denotemos V = f~1(0). Conside-
remos a estratificagao definida por {Vy = {0}, V; = {eizo—t}, Vo = V,¢y}. Esta é uma estratificacao
de Whitney de V.
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Figura 2.2: Variedade Singular.

Consideremos a forma I(z,y,t) = t. A formula precedente diz que:

Buy(0) = x(VoN BNl (ty)) - Buy (Vo)
+ x(Vin BNl Y(ty)) - Buy (Vi)
+ x(VanBeni™Y(ty)) - Buy (Va).

SIS

Mas, como Vo N B NI1~1(ty) = 0 temos entdao x(Vo N B N1~ (ty)) = 0.

Por outro lado Vi N B, N1~ (ty) = {(0,0,t0)}, portanto, x(V1 N Bc N1~ (ty)) = 1.
Logo Vo N B N1~ (tg) = {(z,y,t)/y? — 2% — t32? = 0}\{(0,0, o)}

Com a ajuda do Teorema 2 de [33] podemos calcular x(Va N B NI~ 1(tg)) = —1

Pelo primeiro item da Observagao 2.13 temos Euy (V2) = Euy(V,eg) = 1. Agora, se aplicarmos
novamente a formula para calcular Euy (V7), usando o também o segundo item da Observagao 2.13,

obtemos Fuy (V1) = 2. Temos entdo:

EUV(O) = O.EUV(O) +1.2+ (—1).1 =1.

Observacio 2.17: Consideremos o exemplo de Briang¢on-Speder, ¢ = x® + y"z + 2 + tay®, que
é uma familia quase-homogénea de hipersuperficies do tipo (3,2,1;15), com singularidade isolada,
portanto topologicamente trivial. Entretanto considerando uma se¢cdo genérica z = ax + by, obtemos
a famidlia x° +y" (azx + by) + (ax + by)'® + taxy® de curvas planas. Para calcular o nimero de Milnor
dos elementos desta famidlia, basta calcular o nimero de Milnor dos termos do tipo x° + by® + tay®,

ou seja, uma familia quase-homogénea do tipo (8,5;40).
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(1,0) (5,0)

Dos resultados de Lé e Teissier apresentados neste capitulo, segue que Euy,(0) = mo(V;) —
m1(V;), onde mo(V;) e m1(V;) sdo multiplicidades polares da hipersuperficie V; na origem.

As multiplicidades polares se relacionam diretamente com os nimeros de Milnor de uma va-
riedade [46, 68], atraves da equagdo m;(V;) = pi(ér) + pivr1(¢¢) onde p; é€ o nimero de Milnor
da intersecao da hipersuperficie com um hiperplano de dimensao i. Logo obtemos que Fuy,(0) =
mo(V,0) — pa(dr) — pa(r).

Entretanto sabemos que mg(V;,0) — 1 = pi(¢y), logo temos FEuy,(0) = 1 — ua(dr). Segue
portanto, observado o poligono de Newton acima, que p2(¢dg) < pa(¢:), logo ndo é constante para
a familia. Sendo assim, a obstrucdo de Euler de uma variedade analitica V' nao é um invariante

topoldgico.
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Obstrugdo de Euler de f

Um invariante importante de um germe de funcdo analitica f : (C",0) — (C,0) com ponto critico
isolado na origem é o seu namero de Milnor, denotado por u(f), definido com sendo dimcO,,/J(f),
onde O, é o anel dos germes na origem de funcoes analiticas e J(f) é o ideal jacobiano de f.

Este invariante fornece varias informagoes sobre a geometria de f, por exemplo, no caso em que

f tem ponto critico isolado na origem o0s seguintes invariantes coincidem a menos de sinal.

(a) O namero de Milnor de f em 0, denotado por u(f);
(b) O numero de pontos de Morse de uma Morsificagao de f;

(c) O indice de Poincaré-Hopf do campo gradiente de f conjugado Vf.

Suponhamos agora que (V,0) seja um germe de um espaco analitico complexo mergulhado em
C™. Uma das possiveis generalizagoes de (c) é a obstrucao de Euler de f na origem, denotada por
Fu f,V(O)'

A obstrugao de Euler de uma funcao f foi introduzida por J.-P. Brasselet, D. Massey, A. J.
Parameswaran e J. Seade em [9]. O objetivo dos autores em [9] é entender o que impede a obs-
trucao de Euler local de satisfazer a condicdo de Euler para fungoes analiticas com singularidade
isolada na origem. Este defeito é chamado obstrucao de Euler local de f.

Em [60] J. Seade, M. Tibar e A. Verjovsky mostram que a obstrucao de Euler de f esta intima-
mente ligada ao nimero de pontos de Morse de uma Morsificacao de f, para algumas categorias de
germes de variedades singulares.

Os autores também comparam Eugsy (0) com diferentes generalizacées do ntimero de Milnor
para funcoes com singularidade isolada sobre espagos singulares, como a nogao de niimero de Milnor
introduzida por Lé D. T. em [40], a defini¢ao para fungoes definidas em curvas dada por David Mond
e D. van Straten [54] e V. Goryunov [25], e a defini¢do de T. Izawa e T. Suwa [37] para fungoes
definidas em intersecoes completas em geral.

X. Gomez-Mont, J. Seade and A. Verjovsky introduziram em [23] uma nocao de indice chamada
de indice GSV, quando (V,0) é uma interse¢ao completa com singularidade isolada. J. Seade, M.

Tibar e A. Verjovsky também em [60] comparam o indice GSV com a Eugy (0).

37
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Para o desenvolvimento deste capitulo introduziremos nocoes basicas sobre funcoes complexas
definidas em espagos singulares, mas especificamente variedades analiticas. Em [41] Lé D. T. intro-
duziu a nocao de fungdes analiticas com singularidade isolada sobre um espaco analitico complexo
V' com uma estratificacdo de Whitney {V,}.

Neste capitulo apresentamos novos resultados sobre a obstrucao de Euler de f, relacionando este
invariante com a no¢ao de numero de Milnor de uma funcao definida sobre uma variedade algébrica,
introduzida por J. W. Bruce e R. M. Roberts em [13], aqui denotado por pugr(f).

Para algumas classes de variedades analiticas que incluem os divisores livres, o resultado princi-
pal, Teorema 3.61 apresenta uma féormula util para o calculo da obstrucao de Euler de f, uma vez
que o namero Milnor pupr(f) é um invariante definido como a dimensao de uma é&lgebra finita.

Como aplicacao dos resultados estudamos familias de fungoes definidas em hipersuperficies com

singularidade isolada e mostramos que ppr(f) € um invariante topologico.

3.1 Singularidades Isoladas de Funcoes

Definicdo 3.1 ([22]): Sejam M e P wvariedades analiticas requlares, V. C M um subconjunto ana-
litico, {Vy} uma estratificagao de V, e f : M — P. Dizemos que o conjunto (V,{Vy}) € topologica-
mente trivial sobre P se existe um conjunto estratificado (F,§) e um homeomorfismo h : V ~ P x F
com f = prpoh, levando {V,} na estratificacio produto P x § (prp denota a proje¢io sobre P).
Dizemos que (V,{V,}) € localmente trivial sobre P se cada ponto y € P tem uma vizinhang¢a
aberta U tal que (V N f=YU), {Vo} N f~YU)) seja trivial sobre U.
O homeomorfismo h: VN f~YU) =V x F é chamado de trivializagdo local.

PxF

/ lm

|4 P

Definicdo 3.2: Uma aplicagio f : V — P é uma submersao estratificada se f |y, for submersao

para cada estrato V, de V.

Teorema 3.3 (Primeiro Lema de Isotopia de Thom-Mather): Sejam M e P variedades analiticas
requlares, V uma variedade analitica V. C M e f : V — P uma submersao estratificada propria.

Entao f € uma uma fibragao localmente trivial e (V,{Vy}) € localmente trivial sobre P.

Como aplicacao deste resultado podemos descrever um teorema de Lé D. T. que estende o
Teorema de Fibragao de Milnor para fungoes definidas em variedades singulares [40]. Primeiramente
precisamos de uma definicdo para esclarecer o que significa uma fungado singular definida em um

espacgo singular.

Definicao 3.4: Seja f : V — C uma fungao analitica compleza, definida sobre um conjunto analitico
Whitney estratificado V' com estratifica¢io {V,}. Dizemos que f tem singularidade isolada em
x €V, com respeito a estratificagio {Va} se ewiste € > 0 tal que f |p.(o)n(va\fz})— C € submersdo
para todo Vi, € {V,}.



NIVALDO DE GOES GRULHA JUNIOR 39

Teorema 3.5 ([40], Teo 1.3): Sejam V' uma variedade analitica compleza e f : V — C uma fungdo
analitica complexa com singularidade isolada em x com respeito a estratifica¢cao de Whitney {V,}
de V. Entao existem niumeros reais positivos € e 1 suficientemente pequenos, tais que a aplica¢do

¢: B(x)NV N fH(D}) — D;

induzida por f € uma fibracio localmente trivial sobre o disco menos um ponto
Dy ={yeC:0<|yl|<d}.

Demonstracdo: Seja U uma vizinhanga aberta de x em C™, escolhida de tal forma que a restri¢iao
de f aos estratos de U NV tenha posto 1 exceto possivelmente em z. A fibra U N f~1(f(x)) é
estratificada por {x} e pelas intersecdes nio vazias dos estratos de {V,} com U N f~1(f(x)) menos
{x}. Chamaremos estas estratificacdes de UNV e de UN f~1(f(x)) de estratificagoes induzidas por
{Va}

Seja B.(x) a bola fechada em C" centrada em x com raio €. Se ¢ > 0 for suficientemente
pequeno, digamos g9 > & > 0, para algum gq, entdo o Teorema de Bertini-Sard (Teorema 2.4) diz
que a esfera S.(x) que limita a bola B.(x) intersecta transversalmente os estratos de {V,} e os
estratos de U N f~1(f(z)) induzidos por {V,}.

A estratificagio de Whitney {V,} de V induz uma estratificacio de Whitney sobre B.(x) NV
cujos estratos sao as interse¢oes nao vazias dos estratos de {V,,} com a bola aberta B.(z) e com a
esfera S.(x) respectivamente. Pelo teorema de Bertini-Sard, para cada ponto de S:(z) N f~1(f(x)),
existe uma vizinhanga tal que a restricio de f aos estratos de S:(x) NV tem posto real 2. Como
a intersecao Sc(z) NV é compacta, existe um 7. tal que, para qualquer n tal que n. > n > 0,
a restrigio de f aos estratos de S:(z) NV tem posto 2 para qualquer ponto em f~1(D,(f(x))).
A aplicagio ¢, de B.(z) NV N f~1(Dy,(f(x))) sobre o disco Dy(f(x)), induzida pela fungdo f ¢
portanto estratificada (cf. [44]). Como a aplicacao 55777 ¢ propria, pelo Primeiro Lema de Isotopia de
Thom-Mather (3.3), esta aplicagdo é uma fibracdo continua localmente trivial sobre o disco menos
um ponto D} (f(z)). Por outro lado, a restri¢io de f aos estratos de Sg(x) NV N =YD, (f(x))) tem
posto méaximo, e o Lema de Isotopia de Thom-Mather novamente diz que f induz uma fibracdo de
Se(z) NV N f~H(Dy(f(x))) sobre o disco Dy(f(x)). Sobre o disco menos um ponto Dj(f(x)) ela é
uma subfibra¢io de ., portanto a restri¢io ¢, de ¢, em Be(z) NV N f~1(D,(f(x))) ¢ também
uma fibragdo continua localmente trivial sobre o disco menos um ponto Dy (f(x)).

|

3.2 Obstrucao de Euler de f

Seja (V,0) C (M,0) um germe de variedade analitica complexa, equidimensional de dimensao
complexa n e (M,0) um germe de variedade complexa regular de dimensao complexa m. Denotemos
{V4} uma estratificagdo de Whitney de M compativel com V. Podemos supor também que a origem
{0} é um estrato.

Seja agora f : V — C, fungado analitica com singularidade isolada em 0 e restrigao de f U - C,
onde U é um subconjunto aberto de M contendo V. Seguindo a construgao de [9], podemos associar

a f um campo estratificado denotado por V, f(z). Denotemos por V f(z) o campo vetorial gradiente
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conjugado de f sobre um ponto z € U, definido por Vf(z) = (a—f, ) ), onde a barra significa

ox Y Oxn

~ 1
a conjugacao complexa. O nucleo ker(df,) é transversal a T,(V,(2)) para todo z € V\{0}, assim
Ang(Vf(2), To(Va(2))) < 7/2,

onde Ang(-,-) denota o angulo entre um vetor e um espaco vetorial. Entio a projecio de Vf(z)

sobre T (V,(z)), que indicamos por (,(z), ndo é nula.

V()

!
i T:Va
!

Seja Vg um estrato tal que V,, C Vg, e seja 7w : Uy — V,, uma vizinhanga tubular de V,, em U.
Seguindo a construgao de M.-H. Schwartz [59], podemos ver que a condigao (a) de Whitney implica
que para todo ponto z € V3NU,, o angulo entre (3 e a extensao paralela de {(7(2)) é pequeno. Esta
propriedade implica que estes dois campos de vetores sao homotdpicos sobre o bordo de U,, para
U, suficientemente pequeno. Podemos entao colar os campos (,, para obter um campo estratificado
sobre V, que denotamos por Vy f(z). Este campo é homot6pico a Vf(z) lv e temos Vi f(2) # 0
para todo z € V\{0}.

Analogamente ao caso de um campo radial, utilizando a transformada de Nash definida na se¢ao
1.7, podemos também levantar o campo Vy f(2) sobre v~1(VNAB,) sem singularidades. Denotemos
este campo por %vf(z) O campo %Vf(z) define um cociclo de obstrucao Obs(%vf(z)), que mede

a obstrugdo para estender Vy f(z) como se¢do nao-nula de T sobre v Y (VNB,):
Obs(Vy f(2)) € Z2"(w=Y(V N B.), v~ (V N 8By)).
Desta forma podemos propor a seguinte defini¢ao.

Definicéo 3.6 ([9], Def. 2.1): A obstrugao de Euler local de f na origem, denotada por Euyy (0) € o
inteiro obtido pela avaliagio de Obs(Vy f(z)) sobre a classe fundamental [v=1(VNB.), v~ Y (VNIB,)].

Lema 3.7 ([9], Lem. 2.2): O campo vetorial Vy f(2) € o levantamento, a menos de homotopia, de

um campo de vetores em C, via dJ?.
Demonstracdo: O vetor gradiente satisfaz,
df(Vf(2) = [IVf(2)]” € R\{0}.

Isto significa que ele é um levantamento, a menos de escalar, de um campo vetorial constante

em um pequeno disco D C C. |

Observacio 3.8: E fdcil ver que se 0 é um ponto reqular de V e também um ponto regular de f,

entao Euyy (0) = 0. Na proposi¢ao abaizo provaremos esse resultado em uma situagdo mais geral.
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Definicdo 3.9: Seja (V,0) C (U,0) um germe de variedade analitica em C", equipado com uma
estratificagao de Whitney e seja f: (V,0) — (C,0) uma funcao analitica, restrigao de uma fungdao
analitica f: (U,0) — (C,0). Dizemos que 0 é um ponto geral de f (ou que f : (V,0) — (C,0) é
geral em 0) se o hiperplano ker(df(0)) € transversal em C™ a todos os espagos tangentes Ty (Va),

para todo V, e toda seqiiéncia x, € V, convergindo para 0.
Proposicdo 3.10 ([9], Prop. 2.4): Seja 0 um ponto geral de f: (V,0) — (C,0). Entao,
Eusy(0) =0
Demonstracdo: Como primeiro passo definamos a aplicagao
T c (U x G(d,n)) x@”ﬂmncc

por F(z, P, y) = dfm(y). Como 0 & um ponto geral de f, entdo K = T N ﬁfl(O) ¢ um subfibrado
de T de codimensio (complexa) 1 e dF leva o complemento ortogonal de K isomorficamente sobre
T(Dy)). N

Agora, toda f que define uma singularidade isolada em 0 em V', determina um subfibrado @
de T (C”]V\ {0} sempre transversal a k:er(df), e a restricdao de dJ? a ) € um isomorfismos entre () e
T(Dy).

Isto implica que cada vetor nao-nulo em D), se levanta de forma compativel, a um campo de
vetores em V\{0} e também como uma se¢ao de Tyv. O passo final é apenas notar que como no Lema

3.7, o vetor gradiente Vy f(z) pode ser obtido por um levantamento de tais campos vetoriais. W

Proposicdo 3.11 ([9], Prop. 2.5): Seja f : (V,0) — (C,0) analitica em 0. Entdo existe um aberto
de Zariski Sy dentro do espago das formas lineares em C, tal que para todo | € Qy, o ponto 0 ¢

geral para a aplicagao f+ Al : V — C, para todo A € C* suficientemente pequeno.

Lema 3.12 ([9], Lem. 3.2): Seja (V,0) C (M,0) um germe de variedade analitica compleza, equi-
dimensional de dimensao compleza n em (M,0) germe de variedade compleza reqular de dimensao

compleza m. Seja f : (V,0) — (C,0), analitica. FEziste um campo vetorial estratificado w sobre
VN (BN\Int(B,)) onde 0 < € < e tal que:

1. w coincide com Vy f sobre V N 0B.(0), e sobre VN OB w € um campo radial;
2. w € tangente a f~ (to);
3. w tem apenas um niimero finito de zeros, e todos estio contidos em f~'(to) ;

4. em cada zero a de w o campo w € transversalmente radial ao estrato que contém a.

Teorema 3.13 ([9], Teo. 3.1): Seja f : (V,0) — (C,0) com singularidade isolada na origem e {V, }
estratificagio de Whitney de V. Entado,

Buy (0) = (Z X(Va N BN f‘l(to)).Euv(Va)> + Buyy(0)

onde € é suficientemente pequeno, tg € C\{0} € situado prézimo da origem e Euy (Vy) € a obstrugao

local de Euler de V- em qualquer ponto do estrato V.



42 OBSTRUCAO DE EULER DE APLICAGOES ANALITICAS

A demonstracao deste resultado segue diretamente do Lema 3.12. Fixemos primeiramente al-
gumas notagoes. Seja e suficientemente pequeno tal que toda esfera S, em U centrada em 0 e de
raio v < e intercepta transversalmente todos os estratos de V\{0}. Para cada t € C, denotemos
por Y; := f~1(t). Seja n > 0 suficientemente pequeno tal que para cada t no disco D, de raio n
centrado em 0 € C, a hipersuperficie Y; intercepta transversalmente a esfera S.. Agora, tome ¢
com 0 < € < ¢, e um ponto ty € Dy, tal que Yy, nao encontra a esfera So,. Note que o estrato V,
intercepta Yy, := f~!(t¢) transversalmente e induz uma estratificacio de Whitney para este espago.

O resultado segue das propriedades do campo de vetores do Lema 3.12.

Corolario 3.14 ([9], Cor. 3.3): Seja f: (V,0) — (C,0) com singularidade isolada na origem. Seja
[ uma forma linear em Qf como na proposi¢io 3.11, e seja X € C* tal que fy\ := f + Al seja geral
na origem. Sejam Myy e My, v as fibras de Milnor de f e fy, respectivamente, em V. Entao,

E’U,fvv(()) = Z[X(Va N Mf)\,V) - X(Va N Mf,V)]'EuV(Va)

Observacdo 3.15 ([9], Obs. 3.4): Se V.=C" e f: (C",0) — (C,0) é uma fungao analitica com

singularidade isolada na origem e niumero de Milnor u, temos:

Eupy(0) = (=1)"p.

Com efeito, a caracteristica de Euler-Poincaré da fibra de Milnor de f € igual a 14 (—1)" "ty (Ver

[52]).

3.3 Morsificacao de funcgoes

Seja (V,0) um germe na origem de um espago analitico complexo, reduzido, equidimensional, mer-
gulhado em C™. Consideremos {V,} uma estratificacdo de Whitney de um representante V' sufici-
entemente pequeno do germe. Como toda estratificagio de Whitney é localmente finita, e V' um
representante suficientemente pequeno do germe, podemos entdao supor que a estratificagdo de V'
tem apenas um nuamero finito de estratos, ou seja, € {0,1,--- ,d} para algum d € N.

Seja como antes J?: (C™,0) — (C,0) uma extensao de f para o espago ambiente. Para definirmos

uma funcao de Morse estratificada usaremos a Definicao 3.9 de ponto geral.

Definicdo 3.16: Dizemos que f : (V,0) — (C,0) é Morse estratificada se as sequintes afirmagcoes

sao verdadeiras.

(a) Se 0 € V,, tal que dimV,, > 1, a restricao de f ao estrato V, tem um ponto de Morse em 0.

(b) Se 0 ¢ V,, f € geral em O com respeito ao estrato V.

Lema 3.17 ([61],Lemma 4.1): Seja f um germe de fun¢do analitica em (V,0) com uma singulari-
dade de Morse na origem no sentido estratificado. Seja V, o estrato que contém a origem, entdo
a obstrugio local de Euler de f na origem ¢ zero se dimV,, < dimV, e Euyy (0) = (—1)4meV ge
Voo = Vieg.
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Proposicdo 3.18 ([60], Prop. 2.3): Seja f : (V,0) — (C,0) uma fungao analitica com singularidade
estratificada na origem. Entao

dimcV
Eugy(0) = (=1)"" npeg,
onde npeq € 0 niimero de pontos de Morse em Vi..q em uma deformagao genérica de f.

Demonstracdo: Consideremos uma pequena deformagao analitica Morse estratificada fy de f tal
que f) tenha apenas pontos de Morse dentro da bola B.
Como fy ¢ uma deformagdo de f, segue que Vy f(z) é homot6pico & Vy fi(z) sobre V N IB,
entdo a obstrucio para estender seus levantamentos & v~ 1(V NB) sem singularidades é a mesma.
Por outro lado, a obstrucio correspondente a Vy fy(z) é dada pela soma das obstrucdes obtidas
em torno de cada ponto de Morse de f. Pelo Lema 3.17 concluimos entao que Euyy ¢ igual &

(—1)4meV vezes o nimero de pontos de Morse de fy sobre Vieg- |

3.4 O Link Complexo

No estudo de estratificacoes de Whitney analiticas complexas, M. Goresky e R. MacPherson intro-
duziram o conceito de link complexo de um estrato de Whitney e mostraram que o link complexo
é o elemento chave para uma teoria de Morse em espacos analiticos complexos [26]. Este conjunto

contém varias informagoes sobre o comportamento de V em torno de z.

Definicdo 3.19: Seja x um ponto de V- C C™ variedade analitica complexa. Entdo, paral: C" — C

fungao linear genérica, o link complexo de x ¢
L, =DBA(x)NV NI ¢
onde t # (x) estd suficientemente prézimo de [(x).

Teorema 3.20 ([26, 44]): Existe um aberto de Zariski 2 no espago das formas lineares complexas
de C" tal que para todo | € Q, existe ey > 0 tal que, para qualquer €, g > € > 0, existe um 7. tal

que, para qualquer t, 7.; >t > 0 o tipo de homotopia do link complexo
L= B.(x) NV i Y((x) +t)
é um invariante analitico do germe (V,x).

Consideremos V um conjunto Whitney estratificado como anteriormente, e  um ponto de V.
Seja V, o estrato que contém x, agora tomemos N um subespaco afim de C" de codimensao igual

a dimensao do estrato V, e transversal ao estrato, ou seja, tal que N NV, = {z}.

Definicao 3.21: O link complezo de x no conjunto VNN é chamado de link complezo do estrato
Vo, e € denotado por Ly, .

Teorema 3.22 ([26, 44]): O tipo de homotopia do link complexo do estrato é um invariante analitico

do germe (V,x) e nao depende da escolha do x no estrato.
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Definicdo 3.23: Nas condigdes apresentadas acima, o espago V N N N B.(x) é chamado de uma
fatia normal N, em V de V,, em x, e o par (N, L;) é chamado de dados normais de Morse do

estrato V, em V.

3.5 Profundidade Homotépica Retificada

Daremos agora uma pequena introducao a nocao de Profundidade Homotdpica Retificada, denotada
por rhd. As principais referéncias para esta segao foram [36] e [40]. A profundidade homoto6pica
retificada foi introduzida por Grothendieck em [28] para medir a falha do Teorema das segoes

hiperplanas de Lefschetz para espacgos singulares. O teorema original diz o seguinte:

Teorema 3.24 (Teorema das secOes hiperplanas de Lefschetz): Suponhamos que V- C CP™ seja

uma variedade projetiva nao singular e H um hiperplano, entao m;(V,V N H) =0 para i < dim(V).

Nosso interesse na rhd vem do fato que medindo a rhd para espacos analiticos complexos obtemos
informagoes sobre seus dados normais de Morse.

Primeiramente daremos a seguinte defini¢io devida a Grothendieck ([28]).

Definicdo 3.25: Sejam (V,0) germe de um espago analitico complexo, V um representante sufi-
cientemente pequeno do germe e Y wum subconjunto analitico fechado de V. Dizemos que V tem
profundidade homotdpica hdy (V) > n ao longo de Y se, para qualquer y € Y, existe um sistema
fundamental de vizinhangas Uy de y em V tal que os pares (Uy,Ux \'Y) sejam (n — 1)-conezxos.

O namero inteiro hdy (V') é o maximo do conjunto dos inteiros n como na defini¢do acima.

Definicdo 3.26: Sejam V' como anteriormente, © um ponto de V e Y CV um subespago analitico.
Assuma que x esteja em Y. Dizemos que o espago V' (ou o germe (V,x)) tem profundidade homo-
topica hdy (V,z) > n ao longo de Y no ponto x se existe uma vizinhanga aberta U de x em V tal

que a profundidade homotdpica hdyy(VNU) de VU ao longo de Y NU seja maior ou igual a n.

Lema 3.27 ([40], Lem. 4.6): Seja {V,} uma estratificagio de Whitney de V.. A fung¢do hdy, (V,x)

é constante ao longo dos estratos V,, de V.
Agora podemos definir a profundidade homotopica retificada.

Definicdo 3.28: Dizemos que a profundidade homotdpica retificada rhd(V,x) de V' em um ponto x
€ maior ou igual a n se, para qualquer subespaco analitico fechado Y de V, existe uma vizinhanga
U dex em V tal que a profundidade homotdpica de V NU ao longo de Y NU seja maior do que
n—dimY.

O inteiro rhd(V,x) é o maximo do conjunto de inteiros n como na defini¢do acima.

Teorema 3.29 ([40], Teo. 4.8): Sejam (V,0) germe de variedade analitica complexa (cf. Segdao
1.5), x um ponto em V e {V,} uma estratificacao de Whitney para V. As sequintes condi¢oes sao

equivalentes:



NIVALDO DE GOES GRULHA JUNIOR 45

(a) rhd(V,z) > n.

(b) Para qualquer estrato V, de {Va} que contenha o ponto x em seu fecho, o dado normal de

Morse (N, L) de Vo em V' ¢ (n — dim(V,,) — 1)-conezo.

Obtemos imediatamente entao o seguinte corolério.

Corolario 3.30 ([40], Cor. 4.10): Seja (V,0) germe de variedade analitica compleza e x um ponto

em V. Seja {Vy} uma estratificacao de Whitney de V. As sequintes condigdes sao equivalentes:
(a) rhd(V,z) = dim(V, z).

(b) Para qualquer estrato V,, de {V,,} que contenha o ponto x em seu fecho, um link complexo L de
Vo em V tem o tipo de homotopia de um buqué de esferas de dimensao real igual & dimensdo

complexa de L.

De forma similar podemos definir a profundidade homologica retificada rHd(V, x) trocando os
grupos de homotopia relativos pelos grupos de homologia relativos.

Em [36] o autor observa a seguinte relacdo, apresentada aqui de forma simplificada no lema

abaixo.

Lema 3.31 ([36], Lema 7.2):
rhd(V,z) <rHd(V,z) < dim(V, z)

Para esta nocado de profundidade temos o seguinte resultado.

Teorema 3.32 ([40], Teo 4.12): Sejam V como anteriormente, x um ponto em V e {Vy} uma

estratificacio de Whitney para V', as sequintes condi¢oes sao equivalentes:

(a) rHA(V,z) = dim(V, x).

(b) Para qualquer estrato Vi, de {V,} que contenha o ponto x em seu fecho, um link complezo L de
Vo em V tem o tipo de homologia de um buqué de esferas de dimensao real igual & dimensdo

complexa de L.

Apresentaremos agora uma generalizagdo dos resultados de Milnor sobre fibras genéricas de

fungoes com singularidade isolada.

Teorema 3.33 ([40], Teo. 5.4): Sejam V' como anteriormente e x um ponto em V. Consideremos
uma fung¢ao analitica complexa definida sobre V' com singularidade isolada em x no sentido estra-
tificado. Entao, se rhd(V,z) = dim(V, z), uma fibra genérica de f em uma vizinhanca de x tem o

tipo de homotopia de um buqué de esferas de dimensao real igual a dim(V,x) — 1.
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3.6 Generalizacoes do Nimero de Milnor

Apos a preparacao da secao anterior, podemos definir um nimero de Milnor para funcoes analiticas,
com singularidade isolada no sentido estratificado, definidas sobre variedades analiticas com “boas

propriedades”.

Definicdo 3.34: Sejam V' espago analitico tal que rhd(V,z) = dim(V,z) e f uma fungdo analitica
complexa definida sobre V' com singularidade isolada em x no sentido estratificado. Denotemos por
M; a fibra de Milnor de f, definimos entao o nimero de Milnor de Lé, denotado por pr(f) como
o posto da homologia EI:(Mf)

A comparacao deste numero de Milnor com a obstrucao de Euler de f foi obtida em [60] usando
resultados de M. Tibar [71].

Teorema 3.35 (Teorema do Buqué [71]): Seja {V,} uma estratificagao de V', representante sufici-
entemente pequeno do germe de variedade analitica complexa (V,0) e seja f uma fungdo analitica
complexa com singularidade isolada no sentido estratificado. Entio My, a fibra de Milnor de f tem

o mesmo tipo de homotopia do buqué:
ko
My = \/\/ $*(Lv,)
O Mo

onde Ly, € o link complexo do estrato V,, onde denotamos por ke a dimensao complexa de V,, e por
Ska(Ly,) a suspensio de Ly, repetida ky-vezes. E mais ainda, os niimeros pi, dependem apenas da

estratificacao e da propria f.
Dos resultados de [71] obtemos que

H,(My) = H(M) P SaH.—k,+1(C(Ly,), Lv,),

onde C'(Ly,, ) denota o cone sobre Ly, .
Como foi observado no inicio do capitulo, no caso regular o nimero de Milnor e a obstrucao
de Euler de f estdo intimamente ligados. Na comparacao destes dois invariantes definidos em

variedades singulares, J. Seade, M. Tibar e A. Verjovsky em [60] obtiveram os seguintes resultados:

Teorema 3.36 ([60], Secdo 3.1 ): Sejam V um espago analitico complezo e 0 € V. Considere-
mos uma fungdo analitica complexa definida sobre V' com singularidade isolada em 0 no sentido
estratificado. Entao, se rHd(V,z) = dim(V,x) temos que

pr(f) > (=) (Buyy (0)).
E mais especificamente, para o caso de intersecoes completas com singularidade isolada:

Teorema 3.37 ([60], Secdo 3.1 ): Sejam V um espago analitico complezo e 0 € V. Considere-
mos uma fun¢ao analitica compleza f definida sobre V' com singularidade isolada em 0 no sentido

estratificado e | uma forma linear genérica. Entdo, se V' for uma ICIS temos que

Bugy(0) = (=)™ V[un(f) — pr(l)].
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Observacao 3.38: A defini¢ao do nimero de Milnor devida a V. Goryunov, D. Mond e D. van Stra-
ten, que denotamos aqui por ug, foi originalmente estabelecida para fungoes definidas em curvas
singulares (para uma defini¢ao precisa ver [5]]). Este nimero de Milnor é invariante por deforma-
¢oes tanto da fun¢do como também do espaco em que a funcdo estd definida.

No caso em que f estd definida sobre uma curva V que € uma intersecao completa com singula-
ridade isolada, (denotada aqui por ICIS [46]), é possivel mostrar que pe coincide com o indice-GSV
do campo de vetores gradiente de f sobre V. O indice-GSV de um campo de vetores v sobre um
germe de variedade (V,0) definido em [23] é igual ao indice de Poincaré-Hopf de uma extensao de
v sobre a fibra de Milnor X;.

Desta forma podemos definir ug para as demais dimensoes para o caso de ICIS.

No caso em que V' ¢ uma ICIS, a relagao entre uy, e pug € dada pela equagdo
pe = pr + u(V,0),
onde (V,0) denota o nimero de Milnor da ICIS 'V ([46], [60]).
Um resultado de [60] que decorre diretamente do Teorema (3.37) e da observacao anterior é:

Teorema 3.39: Sejam V um espacgo analitico complexo e 0 € V. Consideremos uma funcgao analitica
complexa f definida sobre V' com singularidade isolada em 0 no sentido estratificado e | uma forma

linear genérica. Entdo, se V' for uma ICIS temos que

Bugy(0) = (=)™ Vua(f) = pa)].

Detalharemos abaixo um exemplo originalmente apresentado em [60], observando inicialmente

a seguinte relacao dada no Corolario 3.14:

Eupy(0) =Y [x(Va N My x) = x(ViN Myy)] - Buy (Va), (3.1)
onde M(f,X) e M(l,X) denotam representantes das fibras de Milnor de f e da funcdo linear

genérica [, respectivamente. Combinando essas relacoes com a proposicao 3.18, obtemos:

Z[X(Vz' NMy) = x(Vin Myy)] - Buy (Vo)) = (=177 i,

onde 7,4 € 0 niimero de pontos de Morse sobre V.., de uma Morsificacao de de f.

Exemplo 3.40 ([60], Ex 4.1): Seja V = {22 — y? = 0} x C C C? e considere f a restricio a V da
funcdo (z,y,2) — x + 2y + 22. Tome xo := (0,0,0). Entdo V possui dois estratos: Wy = eizo — z e
Wy = V\{z = y = 0}. Tome como funcao linear geral [ a restricdo a V' da projegao (z,y, z) — z.
Calculando Euy,y/(0) pela relacao 3.1, podemos ver que M (I, 29)NWy é um ponto e que M (f, xo)NWy
é constituido de dois pontos. Além disso, M (I, z9) N W; é a unido disjunta de duas copias de C* e
M(f,xo) N Wy é a unido disjunta de duas copias de C**, onde C* é C menos um ponto e C** & C

menos dois pontos. Assim, a féormula 3.1 fornece:

E’U,fvv(O) = (1 — 2) . E’U,V(.%'()) + (0 — (—2)) - 1.
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Temos que Euy (vo) = Euyng—oy(w0). Mas Euyng—o) (o) ¢ apenas a caracteristica de Euler
do link complexo da fatia V N {l = 0} = {z? — y? = 0}. Este link complexo ¢ constituido de dois
pontos e portanto Euyng—gy (o) = 2.

Logo, obtemos Euy y (zg) = 0.

3.7 Numero de Milnor de Bruce e Roberts

Bruce e Roberts deram em [13] uma generalizagdo diferente para o namero de Milnor de uma
funcao analitica complexa definida sobre um espago singular. Para trabalhar com essa defini¢ao
precisaremos de algumas defini¢Ges.

Seja Z(V) o ideal de O,, formado pelos germes de fungoes que se anulam em V.

Um dos principais objetivos em [13] é caracterizar as classes de equivaléncia de germes de fungoes
pela relacao de equivaléncia de germes de difeomorfismos que preservam um germe de subvariedade
V. A técnica usual para isto € a integracao de germes de campos de vetores tangentes a V. Passamos

a descrever tais campos:

Definicdo 3.41: Seja DeroC™ o O,-mddulo formado pelos germes na origem de campos de vetores

analiticos em C™.

0

n
Um campo & € DerogC™ € logaritmico para V se, quando visto como derivagao i.e., £ = ija—,
Ty

j=1
ocorrer £(h) € I(V), para qualquer h € Z(V).

O Op-submddulo formado pelos germes de campos de vetores logaritmicos é denotado por © vy ).

Quando o ponto x = 0 estiver subentendido escrevemos apenas Oy .

Como nos casos anteriores, precisaremos trabalhar aqui com uma estratificagdo do nosso espaco.

Introduziremos aqui a nogao de estratificacao logaritmica de um espacgo analitico.

Lema 3.42 ([13], Lemma 1.5): Seja V' representante suficientemente pequeno do germe (V,0) como
acima e U vizinhanga aberta da origem. Ezxiste uma unica estratificagao {V,} de U com as sequintes

propriedades:

(i) Cada estrato Vi, é uma subvariedade suave conexa mergulhada em U e U é a unido disjunta
UVa;

(ii) se x € V,, entdao o espago tangente TV, coincide com Oy (x);

(1it) se Vi, e Vg sao dois estratos distintos com V,, encontrando o fecho de V3, entio V,, estd contido

na fronteira, OVg, de V3.

Definicdo 3.43: A estratificacao {V,} como acima € chamada estratifica¢ao logaritmica de V e um

estrato V,, é chamado de estrato logaritmico.

Definicdo 3.44: O germe (V,0) é holondémico se para alguma vizinhanga U de 0 em C™ a estratifi-

cagao logaritmica de U tem apenas um niumero finito de estratos.
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Uma observacao importante é que para germes (V,0) de variedades holondmicas, a estratifi-
cacao logaritmica de uma vizinhanga suficientemente pequena da origem é Whitney regular ([13],
Proposicao 1.10).

Seja f: (C",0) — (C,0) e Jy(f) oideal {df :d € Oy} em Oypp.

Definicdo 3.45: A multiplicidade de f sobre V' em 0, denotada por upr(f) € definida por dime O,/ Jv (f).
O seguinte resultado se verifica:
Proposicdo 3.46: [17] O germe f tem singularidade isolada em V na origem < upr(f) < oo.

Exemplo 3.47: Seja V := {(z,y) € C% 2% — y?> = 0} uma variedade analitica de C?. Por [13]

sabemos que os seus campos de vetores tangentes sdo gerados por

0 0 0 5 0
= 20— + 3y— = 2y— + 32%—.
Sejam,
flay) =y’ +ay® e g(z,y) =32 + 2y + 497,
assim,

Iy (f) = (8zy® + 9y°, 62°y + 92%y? + 2¢%),
Jv(g) = (1823 + bay + 2442, 323 + 4222y + 2y?).

Note que a variedade V(Jy (f)) contém o conjunto {(x,0) : z € C}, sendo assim dim¢c Oz/Jy (f)
nao é um nimero finito, o fato implicito é que f ndo corta transversalmente os estratos de V fora
da origem.

No caso da funcdo g temos que a variedade V(Jy (g)) se reduz apenas ao conjunto {(0,0)}, e

temos
Jv(g) = (1823 + by + 24y%, 32° + 4222y + 2?)

= (5xy + 12y% — 25222y, —5zy + 182 + 50422%y)
= (y(5x + 12y — 2522%), 2(—5y + 1822 + 504xy)).

Por propriedades de teoria de intersecao de curvas, se denotarmos
I = (5 + 12y — 25222, —5y + 1822 + 504xy)
temos que:
dime Oo/ Jy (g) = dime O/ (y, z) + dime Oo/(y, 22) 4 dime Oz /(y, z) + dime O /1.
Mas, simplificando temos que
I = (25 — 10442” + 9072y, 5y — 1822 — 504zy),

logo
upr(g) =1+24+1+1=5.
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A Variedade Logaritmica Caracteristica

A wariedade logaritmica caracteristica associada a V, denotada LC(V) é um elemento de suma
importancia para os resultados de [13]. A partir das informacoes obtidas em [13] através desta

variedade, vamos obter o resultado principal deste capitulo.

Definicdo 3.48: Suponhamos que 0s campos de vetores 01, ... ,0, gerem Oy em alguma vizinhanga
U de 0 € C". Entao se T;;C™ € a restricao do fibrado cotangente de C™ em U, definimos LC(U)
como sendo {(x,§) € T;C" : {(0;(x)) =0,i=1...,m}.

LC(V) € o germe de LCy (V') em T5C", e independe da escolha dos campos de vetores 6;.

Dado um estrato logaritmico V,, seja T*V,, o espago conormal de V,. Desta forma temos que,
L) =TV
(6%
Proposicao 3.49 ([13], Prop. 1.14 (ii)): Seja V representante do germe (V,0) um espago holono-
mico com estratos {Vy}. Entao os conjuntos T*V,, sao as componentes irredutiveis de LC (V).

Exemplo 3.50 ([13], Ex. 1.12): Seja (V,0) germe da variedade definida por quatro planos pas-
sando pela origem da seguinte forma (z,y,2) € C?: zy(z? — y?) = 0. A estratificacio logaritmica
é dada pelo eixo-z, as componentes do seu complemento dentro da unidao dos quatro planos, e o

complementar dos quatro planos.

Por [13] sabemos que Oy, é gerado pelos campos vetoriais:

20y + Y0y
(22 — yH) a0, — (2% — y*)yo,
0.

Sejam x, 9, 2, a, b, ¢ as coordenadas de T*C3?, temos entdo que LC (V) ¢ a variedade definida por

xa+yb=0
(z* — y?)(za —yb) =0
c=0

Esta variedade tem seis componentes irredutiveis, todos 3-planos, correspondendo aos seis es-
tratos logaritmicos de V. Cada componente irredutivel aparece com multiplicidade 1, exceto pelo

fecho do fibrado conormal do estrato logaritmico x = 0 = y, o qual aparece com multiplicidade 3.

Antes de enunciar o proximo teorema introduziremos algumas defini¢des, para maiores detalhes

consultar [77].



NIVALDO DE GOES GRULHA JUNIOR 51

Definicdo 3.51: Sejam A um anel e Py,--- , P, ideais primos de A tais que Py G P, & --- G P,
entdo estes ideais primos formam uma cadeia de ideais primos de altura n. A dimensdo de Krull

de A € definida como o supremo das alturas de todas as cadeias de ideais primos possiveis de A.

Definicdo 3.52: Sejam A um anel comutativo e M um A-mddulo. Uma seqiiéncia A regular sobre
M ¢ uma d-upla de elementos nao-nulos e nao-unidades ay,--- ,aq de A, tais que para cada i, o

elemento a; nao seja um divisor de zero no A-mddulo quociente M/(aq, - ,a,)M, 1 <1i<d.

Definicao 3.53: A profundidade de A é definida como a altura mdzima de uma seqiiéncia A reqular
sobre A.

Definicdo 3.54: Um anel local é Cohen-Macaulay se for um anel local noetheriano comutativo com

dimensao de Krull igual o sua profundidade.

Definicao 3.55: Dizemos que uma variedade analitica é Cohen-Macaulay se seu anel local for

Cohen-Macaulay.
Podemos entdo enunciar o seguinte resultado:

Teorema 3.56 ([13], Cor. 5.8): Seja (V,0) um germe de variedade analitica compleza, holonémica,
{Va} a estratificagao logaritmica de um representante suficientemente pequeno de (V,0), de tal forma
que esta estratificacao seja Whitney regular. Sejam f : (V,0) — C uma fungao analitica compleza
com singularidade isolada na origem no sentido estratificado, ng o nimero de pontos criticos de uma
Morsificagao estratificada de f no estrato V, e mq, as multiplicidades das componentes irredutiveis
T*V, de LC(V). Entdo temos que,

Zmana < dim¢ O,,/Jv (f).

A igualdade ocorre se, e somente se a variedade LC(V') for Cohen-Macaulay em (0, df(0)).

Apresentaremos agora um exemplo que mostra a importancia da condi¢do sobre a variedade

LC(V) ser Cohen-Macaulay.

Exemplo 3.57 ([13], Ex. 5.9): Seja V C C™ uma variedade regular contendo a origem, podemos
assumir que V é definida por 1 = 29 = --- = x; = 0 para algum [ tal que 0 < < n. O mddulo

dos campos de vetores tangentes a V' é gerado por,

xiamjv 7’:177l .]Zlvvl
az‘ia i:l+1)"'an)

e a estratificagdo logaritmica de C" ¢ Vo =C"\V, V3 = V.
Se {x1, -+ ,Tp,p1, - ,pn} sdo as coordenadas de T*C", a variedade logaritmica LC (V') é defi-
nida por,

xzp]:Oa Zzla)l ]Zlaal
pi=0,  i=l+1-,n.
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Portanto LC(V) consiste de dois n-planos que se intersectam ao longo de um espago (n —
[)-dimensional. Este conjunto é Cohen-Macaulay se, e somente se [ = 1, ou seja, se V é uma
hipersuperficie. Se f(x1,...,%,) = 23 + 23 + -+ + 22, entdo dimc O,,/Jyv(f) = | + 1, mas uma
Morsificacao de f tem apenas dois pontos criticos, assim vemos que a condicao da variedade LC(V)

ser Cohen-Macaulay é realmente importante.

Definicdo 3.58: Um germe de hipersuperficie reduzida (V,0) C (C",0) é um divisor livre se Oy

for um O, -mddulo livre.

Observacdo 3.59: Se V. C C" for um divisor livre entdo Oy € necessariamente gerado por n

elementos.

Teorema 3.60 ( [13], Prop. 6.3): Seja (V,0) C (C",0) uma variedade analitica reduzida, entdo

quaisquer duas das afirmacoes abaizo implica a terceira.

(i) A estratificagcao logaritmica de V' é holondmica;
(i) LC(V') é uma interse¢ao completa;
(i5i) (V,0) é um divisor livre.

Em particular quando V' é holonémico e um divisor livre, LC'(V') é uma interse¢ao completa, e

portanto Cohen-Macaulay. Neste caso temos entao que,

d
ppr(h) = mn;,
i=0

onde n; denota o nimero de pontos de Morse de f; sobre V; [13].
Podemos agora enunciar o principal resultado deste capitulo, que estabelece uma relagao entre

o numero de Milnor de Bruce e Roberts e a obstrucao de Euler de f.

Teorema 3.61: Sejam (V,0) germe de variedade analitica reduzida, equidimensional e f : (C",0) —
(C,0) com singularidade isolada na origem e tal que f tenha singularidade isolada na origem também
no sentido estratificado. Se LC(V') for Cohen-Macaulay temos,

d
per(f) =Y ma(=1)"" Y Bu 5 (0),
a=0

onde mq, denota a multiplicidade de T*V,, em LC(V) e n, o nimero de pontos de Morse de uma

Morsificagdo de f sobre o estrato V.

Demonstracdo: Como estamos supondo que LC (V) é uma variedade Cohen-Macaulay, temos que

d
MBR(f) = Z mMaNa,
a=0

onde m, denota a multiplicidade de T*V,, em LC(V') e n, o namero de pontos de Morse de uma

Morsificagao de f sobre o estrato V.
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Dada uma Morsificacdo fus de f, podemos supor que fjs restrita a V,, tem seus pontos de Morse
sobre V. Como n, = (—1)dime VaEuf v, (0) (ver [60]), temos entao,

d
pBr(f) =Y ma(=1)"™ V2 Bu,y (0).
a=0
|

Uma classe importante de exemplos onde podemos aplicar esse resultado é quando a variedade
V' é o discriminante de um germe de aplica¢ao analitica estavel F' : (C",0) — (CP,0), n > p, com
(n,p) nas boas dimensoes de Mather. Neste caso V' é um divisor livre e holonémico, logo por [13]

temos que LC(V') é Cohen-Macaulay.

Exemplo 3.62: Consideremos V = {(z,y,2) € C3; 22492+ 23 = 0}, que é uma intersecio completa
quase-homogénea do tipo (3,3,2;6), mais ainda, um divisor livre.

Os geradores de Oy sao:
320, + 3y0y + 220., 2y0, — 2x0,, 3220, — 220,, 3z26y — 2y0,.

Tomemos f(z,y,z) = z, proje¢ao no eixo-z, que é uma proje¢ao genérica em relacdo a V. E
facil ver que,
JV(f) = <2Z’ —QIE, _2y> = <‘T7y7 Z>a

logo ppr(f) =1.
Vamos usar as relagoes entre os invariantes para calcular as multiplicidades de LC(V'), que neste
caso, é uma intersecao completa.

Temos:

d
pBr(f) =mop(f) + > ma(=1)4"e V2 Bu, ¢ (0).
a=1

Uma vizinhanca U da origem pode ser estratificada por Vo = U\ V, Vi = V,¢g e Vo = {0}, e como
T*(U\V)=T*U, temos mgp = 1. Logo

ppr(f) = u(f) = mi(=1)" V1 Bu, 3 (0) + ma(=1)" 2 Eu; v (0).

)

Como f é uma projegao genérica temos p(f) = 0 e mais ainda, EusI(O) = 0. Além disso
Eug ,(0) = ng, e portanto upr(f) = mong. Mas V5 contém apenas um ponto, portanto ng = 1, e

assim ppgr(f) = ma, ou seja, mg = 1.

Como foi observado em [54], o nimero de Milnor de Bruce e Roberts tem a vantagem de ser mais
facilmente calculado, entretanto pode nao se comportar bem em relagao a deformacoes da variedade
V', j4 que campos de vetores tangentes nao se levantam automaticamente sobre deformagoes da
variedade. Entretanto, aplicaremos o Teorema 3.61 para provar que o nimero de Milnor de Bruce
e Roberts é um invariante topolégico para familias de fungoes com singularidade isolada definidas
em hipersuperficies com singularidade isolada V. Neste caso sabemos que LC(V') é uma variedade

Cohen-Macaulay (Teo 3.60). Para isso introduziremos alguns novos conceitos.
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Definicdo 3.63: Dizemos que F' : (C" x C",0) — C é uma familia topologicamente trivial em V se

ezriste germe de homeomorfismo
H: (C"xC",0)— (C"xC"0)

H(z,u) = (h(z,u),u),

com h(x,0) = Id, h(0,u) =0, tal que H preserva V=VxCr,
(FoH)(z,u) = F(h(z,u),u) = f(z).

Uma aplicagdo do Teorema 3.61 aparece no caso de familias de fun¢oes definidas sobre uma
ICIS V' que também satisfaz LC(V) Cohen-Macaulay. Dentro destas condi¢bes apresentamos os

seguintes resultados.

Proposicdo 3.64: Sejam V C C" uma ICIS, e F : (C" x C",0) — C uma familia de fung¢oes com
singularidade isolada, entao Euy, v (0) constante para a familia é equivalente a pr(fy) constante

para a familia.
A demonstracao desta proposicao segue diretamente do Teorema 3.37.

Teorema 3.65: Sejam V C C" uma hipersuperficie com singularidade isolada, e F : (C" x C",0) —

C uma familia de fungoes com singularidade isolada, entdo:

a) upr(fu) constante para a familia implica que u(fy), pr(fu) e Eur, v (0) sdo constante para
f’u,v

a familia.

(b) Se u(fu) € constante para a familia, entio tanto Euy, v (0) constante para a familia como

pr(fu) constante para a familia implicam ppr(fy) constante para a famdlia.

Demonstracdo: Como V' ¢é uma hipersuperficie com singularidade isolada, temos LC(V') Cohen-

Macaulay. Pelo Teorema 3.61 temos

1BR(fu) = mop(fu) +mi(=1)7Y Bug, v, (0) + mona,

aplicando o Teorema 3.37 na relagao acima, obtemos,

pBR(fu) = mop(fu) +malpr(fu) — pr(l)] + mans.

Para provar o item (a), note que como os invariantes u(f) e ur(f) sdo semi-continuos superi-
ormente, e como [ é uma forma linear genérica temos [ur(f) — pr(l)] > 0, logo ppr(f.) constante
para a familia implica a constancia dos outros invariantes u(fy), pr(fu) € Eug, v (0).

Para provar o item (b), note que pelas relagoes acima, quando u(f,) é constante para a familia
temos que tanto Euy, v(0) constante para a familia como também gy (f,) constante para a familia
implicam ppr(f,) constante para a familia.

|
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Corolario 3.66: Sejam V' C C™ uma hipersuperficie com singularidade isolada na origem, e F :
(C"x C",0) — C, uma familia de fungoes com singularidade isolada, topologicamente trivial em V,

entao upr(fu) € constante para a familia.

Demonstracdo: Como f, é uma familia topologicamente trivial em V', pelos resultados de Teissier
[70], temos u(f,) constante para a familia, logo, pelo teorema anterior basta provar que pr(f,) é
constante para, a familia.

De fato, a fibra f, !(¢p) tem o tipo de homotopia de um buqué de esferas, e o niimero de Milnor
de Lé é dado pelo niimero de esferas do buqué. Como fy = f, 0h, temos que as fibras de f, e fy sdo

homeomorfas, logo o nimero de Milnor de Lé é constante nesta familia, de onde segue o resultado.
[

Exemplo 3.67: Sejam V = {23 + ¢y + 22 = 0} e fu(z,y,2) = vy + 2% + uz3. Os geradores de Oy
sao, §1 = 220, + 3y0y + 220,,& = —2y0, + 3x0y e {3 = 20, — y0., assim obtemos

Jv(fu) = By + 6uz® + 422, 32% — 2y* — 6uz’y, zz — 2y2)

Calculando a dimensdo dim Os/Jy (f,,) obtemos que pupgr(fy) = 6, ou seja, constante para familia,
portanto os demais invariantes também sao constantes na familia.

Neste exemplo, V e fo(z,y, 2) = zy + 22 sdo quase-homogéneas com relacio 4 mesma filtracio
peso(x)=2 peso(y)=3 e f, ¢ uma deformacao de fy por termos de grau (pesado) maiores do que
o grau (pesado) de fo. Logo, segue de [16] (ver também [56]) que a familia f, é topologicamente

trivial em V.

A reciproca do corolério, isto é, a questdao pupgr constante implica a trivialidade topoldgica da

familia é um problema aberto nesta teoria.
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Obstrugdo de Euler de uma Aplicacdo

Um passo natural para a generalizagao da obstrucao de Euler de uma fungao é a obstrucao de Euler
de uma aplicagdo f : (V,0) — (C*,0), onde (V,0) é um germe de variedade analitica complexa,
equidimensional de dimensao n > k. Analogamente ao caso de fungbes, definimos a obstrugao
de Euler de uma aplicacao analitica f, em funcao de um k-referencial que depende das funcgoes
coordenadas da aplicacao f.

A obstrucao de Euler local associada a um k-referencial sobre uma variedade analitica foi estu-
dada por J.-P. Brasselet, J. Seade e T. Suwa em [11]. Apresentaremos neste capitulo uma féormula
que relaciona a obstrucao de Euler local associada a um k-referencial sobre uma variedade analitica,
e a obstrucio de Euler de uma aplicagao analitica f : (V,0) — (C*,0), onde (V,0) é um germe de

variedade analitica complexa, equidimensional de dimensao n > k [30].

4.1 Obstrucao de Euler de um k-campo

Um k-campo é uma colecio v®) de k campos de vetores. Um ponto singular de v*) ¢ um ponto
em que os vetores nao sao linearmente independentes. Um k-referencial é um k-campo sem singu-
laridade. Dizemos que o k-campo v(¥) & estratificado se cada vetor v; é um campo estratificado no
sentido precedente.

Seja (V,0) C (M,0) um germe de variedade analitica complexa, equidimensional de dimensao
complexa n e (M,0) um germe de variedade complexa regular de dimensao complexa m. Denotemos
por {V,} uma estratificagio de Whitney de M compativel com V. Seja (K) uma triangulacao de
M subordinada a estratificacao {V,} de M e o uma célula de dimensao real 2(m — k + 1) de uma
decomposigao celular (D) construida em M por dualidade a partir da triangulagao (K). A célula o

¢é transversal a todos os estratos.

=
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Seja v®) um k-campo estratificado em o NV com uma singularidade isolada no baricentro a
de 0. O campo v®¥) nio tem singularidade sobre do N'V. Seja v : VoVa modificagao de Nash
de V e T o fibrado de Nash. Cada componente v; de v®) admite um levantamento ¥; como secao
de T sobre v~ (0o NV). O campo de k-referenciais v¥) se levanta como conjunto (%) de k-secdes
linearmente independentes de 7' sobre v (9o N V) [11].

Denotemos por Obs(9*), o N V) a classe em H2"* D) (=1 (e N V), (v~ (8a N V))) do cociclo
de obstrucdo para estender %) como conjunto de k secdes linearmente independentes de T sobre
v lionV).

Definicao 4.1 (Definicdo original, ver [11]): A obstrugao de Euler local E’U,(U(k),V,O') de um k-
campo estratificado v®) definido sobre o NV com singularidade isolada no baricentro a de o é
definida como a avaliagao do cociclo de obstrugao Obs(ﬁ(k),a NV) sobre a classe fundamental do
par [v o N V), v 0o NV)]. Ou seja,

Eu(w® Vo) = (0bs(5®, 0 N V), [v "o N V), v (Do N V)]).

Nosso objetivo aqui é dar um método de célculo (formula (4.2)) desta obstrugdo de Euler em

fungao da obstrucao de Euler local Euy (V,,) dos estratos.

4.2 Caso de um k-campo obtido por prolongamento radial.

Em toda seqiiéncia denotaremos p =m — k + 1.

Em [10], é mostrado que podemos construir, sobre o 2p-esqueleto de D, denotado por (D)2,
pelo procedimento de extensao radial de M.-H. Schwartz, uma k-se¢ao de UT'V,, chamada k-campo
radial e denotada por v(*) = (v(k_l),vk) satisfazendo as seguintes propriedades em relacao ao indice

de M.-H. Schwartz de um k-campo obtido por prolongamento radial:

1. v*) tem apenas pontos singulares isolados, que sao os zeros do tltimo campo de vetores vy.
Sobre (D)%~ () nio tem pontos singulares. Sobre (D)%, o campo de (k — 1)-referenciais

v*=1 n3o tem ponto singular.

2. Os pontos singulares de v%) s30 os baricentros das células 02 de dimensio 2p, denotados por
a=0?Nsonde s éo 2(k—1)simplexo tal que o é sua célula dual, s est4 situado no estrato

de menor dimensao que encontra o.

3. Seja a € V, N (D)% um ponto singular de v Se dime Vi, > k — 1, o indice de v*®) em a &
igual ao indice da restricio de v*) a V, N (D)??, considerado como campo de k-referenciais

tangente a V.
Se dimcV,, =k — 1, temos I(v®) a) = +1.

Mais ainda, o campo v aponta para fora de certos tubos, vizinhangas de V; em M (Ver [10]).

Observacao 4.2: Se o k-campo v®) ¢ wm k-campo radial construido pelo procedimento de prolon-
gamento radial de M.-H. Schwartz e a € V,, uma singularidade de v%), baricentro de o, entio a
obstrucao de Euler local Eu(v(k), V,o) depende apenas de o, = o0 NV, e da restri¢ao v&k) de v ¢

0u- Fla nao depende da célula o transversal aos estratos de V' tal que 0 NV, = 04,
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Com efeito, se v(¥) for obtido pelo método de prolongamento radial de M.-H. Schwartz a partir

de vg{k), temos o teorema de proporcionalidade ([10]):

Eu(w® V,0) = Buy(Va) - I(0®, a). (4.1)
(k)

O segundo membro depende apenas de o, e vy’ de onde obtemos a afirmagao da observagao

acima.

4.3 Caso de um k-campo qualquer.

Seja v®) um k-campo qualquer com singularidade isolada em a, baricentro da 2p-célula o. Nos
propomos aqui a dar um método de calculo de Eu(v(k), V,o).

Denotemos por V, o estrato contendo a, e seja v((lk) a restricao de v®) & V,. Denotemos por
o’ a célula de dimensdo 2(m — k + 1), obtida a partir de o por homotetia de centro a e raio 1/2.

(k)

Estendemos o campo vy, restrito a o’ N V,, por prolongamento radial sobre ¢’, e obtemos um

(k)

!
raq SObTE O

k-campo denotado aqui por v

Consideremos agora a “coroa” C' = o \ Int(c’). Sobre o bordo de C, do’ U O, podemos definir

(k)

oy SObre do’ e por v%) sobre do.

um k-campo w® por v

Para cada estrato V3 de dimensao complexa ng tal que a € 7@ a intersegao VgNC tem dimensao
2(ng —k+1), que é a dimensdo de obstrugao para a construgao de um k-campo sem singularidades
sobre Vg, podemos entao estender w®) em um k-campo estratificado dentro de C' com pontos
singulares isolados a;. Sendo assim, para podermos expressar Eu(v(k), V,0) em fungao dos indices
destes pontos singulares, vamos proceder por indugao sobre a dimensao dos estratos Vj tais que

a € Vg, e utilizar o procedimento de extensao radial de M.-H. Schwartz.

Seja V3, o estrato de menor dimensao tal que a € V—gl e Vg, # Vo. Podemos estender o k-campo
w®) | definido sobre Vﬁl N odC, para o interior de Vﬁl N C em um k-campo wgk) igual a v((lk) sobre
Vo N C, com singularidades isoladas a’.

Em torno dos pontos a estendemos w&k) pelo método de prolongamento radial, dentro de uma

pequena bola B.(a%) Na. O campo obtido, ainda denotado por wgk) tem o mesmo indice no ponto

(k)

i P . i
al que sua restricao a Vj,, e serd denotado por I(w;"’,a}).

De [10], temos :
Bu(w(®),V,al) = Buy (Vs,) - I(w{" a}).

Explicitaremos agora a passagem de Vj, para o estrato seguinte Vjg,, e vamos proceder a de-
monstragao por recorréncia sobre as dimensoes dos estratos Vg que a € Vg. Nesta demonstragao as
etapas seguintes sao idénticas a passagem de Vj, para Vj,.

Consideremos entdo o estrato Vj, de dimensio imediatamente superior a de Vj, e tal que a € Vg, .

Consideremos o subespago

Xy = (V,NC) \ Uilnt(B(al))

dentro de Vg,.
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a ,U((Xk)

O bordo de X5 é constituido de: Vg, N OC sobre o qual o k-campo w®) esta definido, de
(Vg, NC)\ UiInt(Bc(a})) e de U;(V g, N dBc(a})) sobre o qual o k-campo wgk) estd definido.
Podemos entdo estender o campo assim definido sobre o bordo de X5 ao interior de X5, a um
campo wgk) igual a v((f) sobre V, N C, com singularidades isoladas a.

A demonstracao por recorréncia continua assim da mesma forma para todos os estratos Vj tais
que a € Vﬁ.

Obtemos finalmente sobre V N C um k-campo, denotado por w*), igual a v((f) sobre V,,NC', com
singularidades isoladas az. de indice I(w®), aé-) e situados dentro dos estratos Vj, tais que Vi, C ng.
Temos :

Bu(w®,V,0%) = Buy (V) I(w®), al),
onde J;- = Be(aé)ﬂa. O campo definido por w*) dentro de C coincide com v*) sobre do. Denotemos
ainda por w® o campo definido dentro de o como sendo w® dentro de C' e vfnl;zl dentro de ¢/. Temos
entao :
Eu(v® Vo) = Eu(viﬁzl, V,o') + Z Eu(w®V, aé-).
Bj 1

Nesta igualdade, todos os membros da direita se calculam pela formula (4.1). Temos entao:

BEu(®,V,0) = Buy (Va)I(w{, a) + Y Buy (V3) (Z I(w®), a;i)> : (4.2)
Bj {

4.4 Obstrucao de Euler de uma Aplicacao Analitica

Seja como anteriormente (V,0) C (M, 0) um germe de variedade analitica complexa, equidimensional
de dimensao complexa n e (M,0) um germe de variedade complexa regular de dimensao complexa
m. Denotemos por {V,} uma estratificacdo de Whitney de M compativel com V. Seja (K) uma
triangulacdo de V' subordinada a estratificagdo {V,,} e (D) uma decomposicao celular dual de (K).
Suponhamos que {0} seja o baricentro de um (k — 1)-simplexo s de (K). Denotaremos o a célula
de (D) de dimensao real 2(m — k + 1) dual de s. O ponto {0} é entdo também baricentro de o.

Denotemos por U uma vizinhanca de 0 em M e, para um inteiro positivo k < n, f:V — CF,

f(2) = (1(2), fa(2), .., fi(2))

aplicacdo analitica, restricio de F : U — CF, onde

F(z) = (Fi(2), Fa(2), ..., Fr(2)).
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Seguindo a construgao de [9], detalhada no capitulo 3, podemos associar & cada f; um campo
estratificado denotado por Vy f;(z).

Seja X f o conjunto singular de f. O nucleo ker(dF,) é transversal ao espaco tangente T, V,(2)
em todos os pontos z € V\{Xf}, onde V,(z) designa o estrato V, de V' que contém o ponto z. Entao
temos que ker(dF,) + T.V,(z) = T.U que se identifica com C™, e como dim(ker(dF.)) = m —k
obtemos dim(7,V,(2)) > k, ou seja, V' \ {Xf} esta contido na uniao dos estratos de V' tais que
dimV, > k.

Sejapg : C" ~ T, U — T,V,(z) a projecao canonica sobre T,V,(z), onde z € V\{Xf}. Podemos
definir Vy f1(2) como pa(Vy f1(2)), que é um vetor ndo nulo (ver segao 3.2). Paraital que 1 <i < k
fazemos por recorréncia a seguinte construgio: Associamos & f;(z) o campo Vy fi(2) = pa(V fi(2)),
se o conjunto {Vy fi(2), Vv fa(2),..., Vv fi(2))} for linearmente independente. Caso contrario,
definimos f;(z) = f; + ¢;l;, onde I; : (V,0) — (C,0) é uma transformacio linear genérica, com ¢;

suficientemente pequeno de tal forma com que o conjunto

(Vv £1(2), Yy fo2), ., Vv fici1(2), pa(V i (2))}

seja linearmente independente. Definimos entdo Vv fi(2) = pa(V f;(2)). Note que, para || (0, eg, ..., ex) |

suficientemente pequeno, f é homotdpico a aplicacao :

9(2) = ([1(2), f2(2) + eala, . .., fu(2) + ely).

Denotemos por ﬂf)f o k-campo (Vv f1(2), Vv f2(2), ..., Vv fe(2)), que é um k-campo estrati-
ficado sem singularidades sobre (0B, NV \ {Xf}), onde B, é uma bola em M centrada na origem.

Quando V for uma variedade regular e dim ¥ f < k — 1, podemos sempre escolher a célula o tal
que:

YfNnoo=10. (0)

Quando V for uma variedade singular, ¥ a parte singular de V' e V,..; a parte regular, se dim¢X <

k—1, ese f’Vreg for tal que dimCEf\Vreg <k —1, existe o tal que a relacdo (9) seja satisfeita.

f

Definicdo 4.3: Seja (V,0) C (M,0) um germe de variedade analitica compleza, equidimensional, de
dimensao complexa n, contida em (M,0) germe de variedade analitica complezxa reqular de dimensao
compleza m. Seja f : (V,0) — (CF,0), analitica, f(2) = (f1(2), f2(2), ..., fx(2)) e Bf o conjunto
singular de f. Dizemos que f satisfaz a condicao () se eriste uma célula o de baricentro 0, de

dimensao real 2(m — k + 1) de uma decomposi¢ao celular (D) de M, tal que:

Yfnoo=10. (6)
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A célula o de dimensao real 2(m—k+1) tendo o ponto 0 como baricentro, é transversal na origem,
isso quer dizer que é transversal a todos os estratos V,, # {0} de V tais que 0 € V, isto significa que
codim(ocNV,) = codim o +codim V,, para todos os estratos V,. Denotamos por V7 o conjunto cNV.
Se f satisfaz a condigao (9) para a célula o, o campo Vgg)f se levanta como um conjunto de k sec¢oes
linearmente independentes %‘f f de T sobre v=1(8V?). Seja & € H2=F+D)(,=1(V7) 1= 1(aV7)) o
cociclo de obstrugao para a extensao de %Ef ) f como conjunto de k secoes linearmente independentes

de T sobre v 1(V?).

Definicdo 4.4: Dentro das condigoes anteriores, definimos a obstrugao de Euler de f, denotada por
Eugy (o), como a avaliagio do cociclo & sobre a classe fundamental do par [v=1(V?),v=1(aV7)].
Ou seja,

Bugy (o) = (& (V7),v 1 (0V).

No caso em que tomamos k = 1, recuperamos a obstrugdo de Euler de f definida em [9] e

também detalhada neste trabalho.

4.5 Teorema Principal

Lembremos que f = (f1,..., fx) : V — CF ¢ arestricio de uma aplicacao analitica F = (F}, ..., F},) :
U — C* onde U & uma vizinhanca de 0 em M. Denotemos ainda B. uma bola centrada em 0 e de

raio €. Podemos supor que
o =B NF H0)NFH0)N--- N F 1 (0)

é transversal a V. De fato, se o nao for transversal a V' (quer dizer, ndo é transversal a todos os
estratos V,, de V diferentes da origem), podemos tomar F, = F; + \;l;, onde I; : (V,0) — (C,0) é
uma transformagao linear genérica, tal que ﬂFi/il(O) seja transversal a V.

O conjunto oy pode ser identificado localmente com uma célula de dimensao 2(m—k+1) de uma
decomposigao celular dual (D), construida a partir de uma triangulacao (K) de M subordinada a
estratificacao {V,}, onde 0 é o baricentro da célula o.

O proximo resultado o resultado principal deste capitulo, generalizacao do resultado de [9].

Teorema 4.5: Seja (V,0) C (M,0) um germe de variedade analitica complexa, equimensional de
dimensao compleza n contido em (M,0) germe de variedade reqular compleza de dimensdo compleza
m, e seja {Vy} uma estratificagio de Whitney de M compativel com V. Para um inteiro positivo
k <, seja f : V — CF, analitica, satisfazendo a condigio (8) para a célula o = oy de dimensao real
2(m—k+1) de uma decomposicio celular (D) e tal que 0 seja baricentro de 0. Seja v®) = (v+=1 )
um campo de k-referenciais sem singularidades sobre OV tal que vy seja um campo radial no sentido

usual, entao temos que:

Eu(v(k), V,o) = (Z Buy (Vo) - x(Va N BeN f_l(ZO))> + Euf,V(U)

onde {V,} descreve o conjunto de estratos de V tais que 0 € V.
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Demonstracdo: Seja 0 = oy a 2(m — k + 1) célula construida acima, e seja o’ C o obtida por
homotetia de ¢, por uma homotetia de centro em 0. Denotemos V2 =c NV e V7 =o' NV.
Seja f: (V,0) — (CF,0), analitica,

f(2) = (A(2), f2(2), .., fu(2))-

Mostraremos primeiramente que podemos construir um campo de k-referenciais “adaptado” & f,

v}(ck) = (v}kil),v) sobre V7\Int(c’) tal que:

(i) v;k) coincide com ﬁ(v’“ ) f sobre V7 e com v*) sobre OV ;

(ii) v & tangente a f~!(20) N V7, onde zp € CF\{f(Xf)} ¢ um valor regular de f préximo da

origem;

(i) v;k) tem apenas um nimero finito de singularidades sobre V7 \ {0}, todas situadas em f~1(z0);

(k)

(iv) em cada singularidade a de v 5~ 0 campo v é transversalmente radial ao estrato contendo a.

Consideremos a “coroa” C' = o\ Int(c’). Sobre o bordo de C, 9o’ Udc podemos definir o k-campo

vgf) como sendo vg"‘)f sobre Ao’ e v(¥) sobre do. Como no caso do k-campo v*) da construcio 4.3,

(k)

podemos prolongar v’ sobre C' em um k-campo pelo procedimento de prolongamento radial de

M.-H. Schwartz, denotemos ainda por vg”‘ ) a extensdo obtida. O k-campo vg”‘ ) sobre C'NV coincide

com V§f ) f sobre 9o’ N'V.

Chamemos de w;k;) o k-campo obtido sobre o NV, igual a vgf) sobre C'NV e a W(V’“)f sobre

onv.

Consideremos a ultima fungdo coordenada fi : V7 — C, sabemos por [9] que, se o e ¢’ sdo

suficientemente pequenas, existe um campo de vetores estratificado v sobre V7\Int(c’) tal que:

a) v coincide com Vy fi(z) sobre OV e é um campo radial sobre GV ;
b) v é tangente & fk_l(to) para to proximo de 0 ;
c) v tem apenas um namero finito de singularidades, todas situadas dentro de f,~ Lto) ;

d) em cada singularidade a, o campo v é radial relativamente ao estrato contendo a.
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Trocando a tltima coordenada de w}k) pelo campo v construido acima, obtemos um campo de

(k)

k-referenciais satisfazendo as condigoes desejadas. Denotemos por v F0 k-campo obtido.

(k)

O k-campo v®) | respectivamente o k-campo v 7o admite um levantamento 9¥) | respectivamente

17j(ck), como conjunto de k secoes linearmente independentes de T sobre v=YoVo).

Denotemos por QObs(2*¥), 1 =1(AV 7)), respectivamente por Obs(f);k), v~1(0V7)), o cociclo de obs-
(k)

trucao para estender 9(F), respectivamente v, sobre v~1(V7) a partir de v=1(V7).

(k)

Lembrando que os k-campos v*) e v ¥ sao homotdpicos sobre 0V, temos que:

Obs(@™), =1 (8V7)) = Obs(a}), =1 (8V7))
Temos entao que:

obs(8®, v 1 (aVo)) = 0bs(@™, v (V7))
+ 0bs(@ v (V N a0 \Int(0")))).

(k) k)

Como o k-campo vyl e adaptado a f, pela condi¢ao (i) da construcao de v; e por definicdo

(Defini¢ao 4.4) temos (por abuso de linguagem entre a classe e a avaliagao):

Eu(w®),V,0) = Bugy (o) + 0bs(8", v (V N 8(c\Int(0")))). (5)
Pela condigao (iii) da construgao de v;k) acima, a contribuicao de cociclo de obstrucao

Obs(8}", v~ (V N d(c\Int(c"))))

esta concentrada dentro de v~ 1(f~1(29) N V7). Pela condi¢do (iv) e pelo Teorema de Proporcionali-
dade (ver formula 4.1), a contribuigao de cada singularidade a; de v}k) é Euy (a))I nd(v}(ck), ay), onde
Euy (a;) é constante e igual & Euy (V,,) para toda singularidade a; situada dentro de V,, (Observacao

2.13). A avaliacao do ultimo termo de (5) é igual & :

> Euy (a))Ind(v' vy M V.a) ZEuV Vo) [ D Ind(w M Vo, a)
a eV GZEVU

)

sao na verdade as singularidades de v, que estao todas situadas dentro

(k)

Mas, as singularidades de }
(i) da construgdo de v}, temos entdo:

de f~!(z0), pela condicio

Z Ind(v}k),va,al) = Z Ind(v, Vo No,a;) = x(Va N o0 f(20)).

a;€VaNo a;€VaNo

Finalmente, observando que Euyy (0') = Euyy (o), e como

o =B.NFH0)NF(0)n--- N F(0),

segue o teorema. |
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4.6 Caso de Variedades Regulares
No caso em que V' é uma variedade regular, obtemos as seguintes férmulas:

Corolario 4.6: Seja f : (C",0) — (C*,0), n > k, um germe analitico finitamente determinado ([21,
67]). Temos entdo que f~1(0) ¢ uma ICIS. Em particular, a dimensdo (compleza) dimgc(f~1(0)) =
n—k.

Utilizando o teorema principal (Teorema 4.5) temos
Bu(o®,C",0) = x(f(20) (1 B(0)) + Bugen(o),
e, como Eu(v®) C" o) =1, logo:
Bugen(0) =1 = x(f~"(20) N Be(0)):
Como f~1(0) ¢ uma ICIS, temos
X(f 7 z0) N Be(0)) = 1+ (=1)" *u(f1(0))
onde u(f~1(0)) é o nimero de Milnor de f=1(0). Obtemos entdo
Eugen(o) = (=1)" " u(f~1(0)).
Corolario 4.7: Seja f : (C",0) — (C*,0) analitica, n > k, tal que :
f(z1,29,... xn) = (X1, 22, ..., 2k_1,9(x)),
onde x = (x1,...,x,). Suponhamos que
90(Zky ooy xn) = g(0,...,0, 2k, ..., 2p)
seja uma fun¢do com singularidade isolada na origem. Temos:
Eugen(o) = (=1)""" u(g0),
onde p(go) € o nimero de Milnor de gy na origem.
Demonstracdo: O conjunto singular de f é dado por:
Sf =A@, 22, .. wp1,2n) 1 Opg(x) = Opqa9(x) = - -+ = Ong(x) = 0},

Podemos tomar
o0 =DB.N(0,0,...,0) x C"FFL,

temos f71(0,0,...,0,t0) No = go~ !(tp) No. Como
90(Zky oy xn) = g(0,...,0, 2k, ..., 2p)

¢ uma fungdo com singularidade isolada na origem, a condicao (J) estd satisfeita e portanto, pela

formula do teorema 4.5 segue que:

Eucn(0) = x(e N f*1(0, o to)) + Eugcn (0),
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mas
x(@ N f710,...,0,%0)) = x(e N go (o)),

entao,
Bugen(o) = (=1)""*u(go).

Observacéo 4.8: Notemos que um germe f(x) de coposto 1, do tipo acima, ou seja,

f(z) = (z1,...,25-1,9(x)),

onde x = (x1,...,%y), € K-equivalente (cf Segao 1.3) ao germe

h(z) = (z1,...,2k-1, o (Tk;, - - -, Tn)),
porque os ideais gerados pelas fungoes coordenadas dos dois germes sao iguais. Sendo assim, o

Corolario 4.7 se aplica por exemplo, para todas as singularidades do tipo A;.

Exemplo 4.9: Seja f : (C3,0) — (C2,0) onde f(x,y,2) = (z,9(y, 2)), onde g(y,z) = y* + 2"t o

conjunto singular de f é ¥ f = C x {0,0}, pela formula do Corolario 4.7 temos:
Buyes(o) = (=1)*u(g) = pulg) =

4.7 Caso Equidimensional

Sejam (V,0) germe de variedade analitica, reduzida, equidimensional de dimensdo complexa d,
dotado de uma estratificacio de Whitney (tal que V.., seja um dos estratos) e f : (V,0) — c?
germe de aplicacdo analitica finita. Para todo zy € C? suficientemente proximo da origem e tal que

f~1(20) é transversal & V, temos pelo Teorema, 4.5,

EU('U(d)a Vo) = (Z Buy (Vo) - x(Va N BeN fl(ZO))> + Euf,V(U)‘

Podemos supor que f~1(z9) ndo encontra os estratos de dimensdo menor do que d, ou seja,
encontra apenas o estrato Vyeq e como Euy(V,eg) = 1, podemos simplificar a formula acima da
seguinte forma,

Eu(v(d), V,o) = x(VN BN f(20)) + Eugy (o).
Mas por definicio grau(f) = x(V N BN f~1(20)), de onde obtemos,
Bu(v,V,0) = grau(f) + Eusy (o).

Um caso particular interessante é quando dim(V) = 1, ou seja, curvas espaciais, ndo necessa-
riamente /CIS. Em [55], J. J. Nuno-Balesteros e J. N. Tomazella mostraram que se (V,0) é um

germe de curva reduzida e f: (V,0) — (C,0) um germe de fungao finita sobre V', entao

pe(f) = wu(V,0) + grau(f) — 1,

onde pg(f) denota o nimero de Milnor devido a V. Goryunov, D. Mond e D. van Straten (Obser-
vacao 3.38) e u(V,0) denota o namero de Milnor da curva ([55], Teorema 2.6).
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Proposicao 4.10: Sejam (V,0) C C™ germe de curva analitica reduzida e f : (V,0) — C, entdo

pa(f) =ma(V,0) — Eugy(0),
onde m1(V,0) denota a 1-ésima variedade polar de V' na origem.
Demonstracado: Das relagoes obtidas acima sabemos que
Eu(v®),V,0) = grau(f) + Bugy (o).
Como dimc(V,0) = 1, a obstrucio de Euler Eu(v¥,V, o) se reduz a Fuy (0) e temos entio:
Euy(0) = grau(f) + Euy,y(0).

Segue da formula de Lé e Teissier (Teorema 2.11) que Fuy (0) = mo(V,0), assim isolando grau(f)
obtemos a relacao grau(f) = mo(V,0) — Eusy(0).

Pelo Teorema 2.6 de [55] temos a relagao ug(f) = u(V,0) + grau(f) — 1, ou seja, grau(f) =
pe(f) —u(V,0) + 1.

Sendo assim, mo(V,0) — Euyy(0) = pa(f) — u(V,0) + 1, e isolando pug(f) temos ug(f) =
(mo(V,0) 4+ u(V,0) —1) = Euy,(0). Mas pelo Corolario 3.2 de [55] temos que m;(V,0) = mo(V,0)+
w(V,0) — 1, de onde segue o resultado. [

Observacdo 4.11: Quando o germe de curva (V,0) for uma ICILS, podemos escrever a férmula
acima da sequinte forma, Fuyy (0) = (=1)[pua(f) —m1(V,0)], mas mi(V,0) = ug(l), onde l é uma
projegao genérica (ver [55], Defini¢io 3.1), ou seja,

Busy(0) = (=1)[pc(f) — pc@)],

de onde recuperamos a formula de J. Seade, M. Tibar e A. Verjovsky (Teorema 3.37).

No caso em que (V,0) é uma ICIS de dimensdo complexa d, motivados pela formula de Nuno-
Ballesteros e Tomazella, podemos definir um invariante para a aplicacao f : (V,0) — C? da seguinte

forma.

Defini¢io 4.12: Sejam (V,0) C C" uma ICIS de dimensio compleza d e f : (V,0) — C? tal que
f10) NV tem singularidade isolada. Definimos a multiplicidade v(f) de f sobre V na origem

como sendo,
v(f) = grau(f) + p(V,0) — 1.

Proposicdo 4.13: Sejam (V,0) C C" germe de variedade analitica, equidimensional de dimensdo
d reduzida e f : (V,0) — C? germe de aplicagio analitica, tal que f~1(0) NV tem singularidade

1solada, entdo

1. Para d impar temos v(f) = mq(V,0) — Euysy(0), onde mg(V,0) denota a d-ésima variedade

polar de V na origem.

2. Para d par temos v(f) = mq(V,0)—Euysy (0)+2(Euy (0)—1), onde mq(V,0) denota a d-ésima

variedade polar de V' na origem.
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Demonstracao: Isolando grau de f na relagao
Eu(v'?,V,0) = grau(f) + Busy (o),

e substituindo na Definigio 4.12 obtemos v(f) = (Bu(v'¥,V,0) — Buyy (o)) + u(V,0) — 1.
Como (V,0) é uma ICIS d-dimensional uma aplicacao recursiva da formula de Lé-Greuel (ver

[46]) temos que
mo(V,0) = m1(V,0) +ma(V,0) + (=1)ma(V,0) = 1 + (=1)?u(V,0),

onde m;(V,0) é a i-ésima variedade polar de V na origem e p(V,0) denota o nimero de Milnor da
ICIS.

Desta forma, utilizando a Formula de Lé e Teissier (Teorema 2.11) obtemos a seguinte relagao,
Euy (0) + (—=1)%mg(V,0) = 1 + (=1)%u(V,0),

de onde segue,
p(V,0) = (=1)?Buy (0) + mg(V, 0) + (=1)**.

Usando o Teorema de proporcionalidade (Equagao 4.1) e as rela¢oes acima obtemos que,

v(f) = 1(0',0).Buy (0) — Bugy (o) + (=1)?Buy (0) + ma(V,0) + (=1 1),

d

Mas como v® & um d-campo radial temos I(v(®,0) = 1.

De onde obtemos entao a relagao:

v(f) =ma(V,0) — Eugy (o) + (1+ (1)) (Buy (0) — 1),

de onde segue o resultado.

4.8 Comentarios Finais

Um problema interessante que pretendemos abordar na continuidade deste trabalho é introduzir a
obstrugao de Euler de uma aplicagdo como um invariante para a classificagdo de germes finitamente
determinados f: C",0 — CP,0.

A proposta é utilizar o método introduzido por J. Damon em [15], que relaciona a A-classificagao
de germes finitamente determinados com a Ky -classificacdo de se¢oes do discriminante V = A(F)
de um desdobramento estavel F' de f.

No diagrama abaixo, para cada germe de mergulho g : CP,0 — CP x C*,0 estd associado um

germe f, : C",0 — CP obtido como pull-back no diagrama.

crx s L crxcs
T Tyg

Ccr L Cp
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Utilizando resultados de Damon, e o conceito de obstrucao de Euler de uma aplicacao, podemos
associar a cada germe f; um novo invariante, dado pela obstrugao de Euler de Fuys(c), onde

V = A(F), o uma célula apropriada, ® : C? x C*,0 — C* 0 é uma submersao, tal que
P HO)NAF)NU = g(CP)NA(F)NT,

onde U ¢ uma vizinhanca suficientemente pequena da origem. Este é o conjunto discriminate de f,.
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