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Resumo

Neste texto é feita uma discussao sobre alguns resultados que for-
necem condicdes suficientes para que um difeomorfismo local de R™ em
R"™ seja injetivo.

Dentro deste cendrio, sdo exploradas as contribuices destes resulta-
dos na tentativa de solucionar conhecidas conjecturas no meio cientifico
como a Conjectura Jacobiana e a Conjectura de Ponto Fixo.

Do ponto de vista dindmico, existem relagoes entre injetividade glo-
bal e estabilidade assintética global. Neste sentido, os resultados tam-
bém sdao contextualizados com respeito a importantes conjecturas de
estabilidade assintética: Conjectura de Markus-Yamabe e o Problema
de LaSalle.

Palavras-chaves: Injetividade global, Conjectura Jacobiana, Conjec-

tura de Markus-Yamabe, Estabilidade assintotica global, Atrator global.






Abstract

We present some results which give sufficient conditions for a local
diffeomorphism from R"™ into itself be globally injective.

Within this context, we consider some partial results addressed to
solve the well known Fixed Point Conjecture and Jacobian Conjecture.

From the dynamical point of view, there are connections between
global injectivity and global asymptotic stability. In this way, we present
a solution of the Markus-Yamabe Conjecture and of the LaSalle Pro-

blem.

Keywords: Global injectivity, Jacobian Conjecture, Markus-Yamabe

Conjecture, Global asymptotic stability, Global attractor.
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Introducao

Em véarias areas da matematica aparecem problemas relacionados & injetividade, ou seja,
em muitas situacgoes é de interesse encontrar condicées para que uma determinada classe de
aplicacoes seja injetiva.

Dentro deste contexto, varias conjecturas foram formuladas, sendo, a mais conhecida delas,

a Conjectura Jacobiana.

Conjectura Jacobiana: Seja F' : R” — R"™ uma aplicagdo polinomial tal que det JF seja

constante e ndo nulo. Entdo F' é injetiva.

Enunciada por Ott-Heinrich Keller em 1939, esta conjectura tem sido estudada sob o
ponto de vista de diversas areas da matemadtica mas ainda permanece aberta, exceto por
alguns casos particulares.

Em alguns casos, a injetividade global de uma aplicacdo tem forte relacdo com a estabili-
dade assintotica das solugdes de um sistema de equagoes diferenciais induzidas por ela.

Sendo assim, problemas relacionados a injetividade global possuem relacao com problemas
de estabilidade assintdtica global. Por isso, também neste texto sao estudados alguns resulta-
dos associados a uma importante conjectura de estabilidade assintética global: a Conjectura
de Markus-Yamabe.

Conjectura de Markus-Yamabe: Seja F' : R” — R” uma aplicacao de classe C! tal que
todos os autovalores de JF(x) tém parte real menor do que zero, para todo = € R™. Se
F(0) = 0 entéo a origem é um atrator global para o sistema dinamico continuo induzido por
F.

Enunciada em 1960 por Larry Markus e Hidehiko Yamabe, esta conjectura foi completa-

mente solucionada em 1995.

Este texto se baseia fortemente em quatro artigos relacionados a este tema:
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16 Introducao

1. Global Asymptotic Stability for Differenciable Vector Fields of R?, de Alexandre Fern-

andes, Carlos Gutierrez e Roland Rabanal.

2. The Discrete Markus-Yamabe Problem, de Anna Cima, Armengol Gasull e Francesc

Manosas.

3. Injectivity of Local Diffeomorphisms from Nearly Spectral Conditions, de Brian Smith e

Frederico Xavier.
4. Global Inversion via Palais-Smale Condition, de Scott Nollet e Frederico Xavier.

O artigo (1) possui um forte resultado de injetividade global e um resultado de estabili-
dade assintética global que, inclusive, responde de forma afirmativa & Conjectura de Markus-
Yamabe em R2.

O artigo (2) estuda uma adaptagao da Conjectura de Markus-Yamabe para dinamica de
iteragoes. Tal conjectura é chamada Problema de Discreto de Markus-Yamabe ou de Problema

de LaSalle. Seu enunciado é o seguinte,

Problema de LaSalle: Seja F : R® — R” uma aplicacdo de classe C'. Suponha que para
todo x € R™ os autovalores de JF'(z) tém modulo menor que um e que F(0) = 0. Entéo a

origem é um atrator global para o sistema dinamico discreto induzido por F.

O artigo (3) estuda condi¢oes para que um difeomorfismo local seja uma bije¢do. Em
particular, possui resultados fortes de injetividade global a partir de condigoes espectrais. O
método usado para a demonstracao destes resultados consiste em transformar o problema
de injetividade em um problema de sobrejetividade a partir da construcao de uma aplicacao
auxiliar.

O artigo (4) trata de teoremas de injetividade global a partir de condigoes de Palais-Smale.

Esta condi¢ao assume uma forma mais simples quando aplicada a fun¢oes da forma,

F, :R" — R
r — <F,v>,

onde v € R" e <-, > denota o produto interno em R", quando F' é um difeomorfismo local.

Sao obtidos resultados interessantes que , inclusive, sdo confrontados com teoremas ja
consagrados.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma.

No capitulo um sdo estudadas algumas preliminares na tentativa de se deixar o texto
auto-contido para um leitor sem muita familiaridade com certos conceitos usados no decorrer
do texto.

No capitulo seis é feito um apanhado geral sobre os principais aspectos relacionados as
conjecturas acima, permitindo que alguns resultados citados no decorrer dos artigos estudados

pudessem ser incluidos neste texto. Isso contribui para uma leitura mais completa do assunto.
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Os apéndices se dedicam a demonstracdo de resultados que foram retirados do texto para
nao comprometer a continuidade da leitura.

Os artigos acima sdo estudados respectivamente nos capitulos dois, trés, quatro e cinco.
Portanto, estes capitulos sao de leitura independente.

Procurou-se fazer uma versao didatica dos artigos, completando passagens, incluindo re-
sultados apenas citados nos artigos originais e relacionando os artigos entre si, para que a
leitura se torne mais fluente e mais facil.

A seguir é exibido o diagrama de interdependéncia dos capitulos.

Capitulo 1 l

Apéndice A |

|

L -—— - %Capitulo 2| ’Capitulo 3 Capitulo 4| ‘Capitulo )
|

|

Apéndice B |

Capitulo 6 l






CAPITULO

1

Preliminares

1.1 Nocoes Basicas de Teoria de Folheacoes

Nesta secao serdao desenvolvidos alguns conceitos basicos da teoria de folheagdes que ser-
virdo de apoio, principalmente, no que serd exposto no capitulo 2.

Para uma leitura mais completa sobre o assunto é sugerida a consulta & referéncia [6], a
qual, inclusive, foi fortemente utilizada no desenvolvimento do que sera feito nesta secio.

Para comegar serd feita uma revisao sobre variedades diferencidveis com o nivel de de-
talhamento suficiente para que o leitor inexperiente possa acompanhar o desenvolvimento do

que segue no texto.

1.1.1 Variedades Diferenciaveis

Para podermos relembrar alguns conceitos e fixar notagdo, vamos revisar a noc¢ao de

diferenciabilidade.

Definicao 1.1.1. Uma aplicacido f : U — R” de um aberto U C R" em R" ¢é dita diferen-
cigvel em x € U, se existir uma transformacao linear T : R™ — R" que aproxima f numa

vizinhanca de x, ou seja,

flx+v)=f(z)+Tv+ R(v), com hf.ﬂo o =0,

para todo v € R™.

19



20 Capitulo 1 — Preliminares

Quando a aplicacdo T existir, serd unica. Neste caso ela serd denominada derivada de f

em x a qual é denotada por Df(x).

Definicao 1.1.2. Defini-se a derivada parcial de f com respeito a x; no ponto x, com i =

1,2,...,m, como sendo,
of
8$i

onde {ey, e, ...,y } € a base canonica de R™.

(z) = Df(z) - e,

Segue da linearidade de D f(z), que,

Df(x)-v= Zain(a;) e = Zaigj (x),
i=1 i=1 '

onde v € R™ ¢é escrito da forma v =) " | ase;.
Diz-se que f é de classe C' em U quando todas as suas derivadas parciais forem continuas,
ou seja, quando as aplicacoes,

of
al’i '

u — R™

of
Gxi

x

()

forem continuas para todo i = 1,2, ...,m.

Indutivamente diz-se que f é de classe C" em U, com r € N, quando as derivadas parciais
de f forem de classe C"1 em U.

Finalmente se f é de classe C" para todo r € N, diz-se que f & de classe C*™ e se f for
continua, que f é de classe C°.

O Teorema da Regra da Cadeia garante que a composicao,
gof:UCRP >R,

de duas aplicacoes,
fUCRP-R" e g¢g:VCR"—R™,

de classe C", & uma aplicacdo de classe C", e ainda que,

D(go f)(x) = Dg(f(x)) - Df(x).

Definicao 1.1.3. Diz-se que h é um difeomorfismo de classe C", quando h : U C R™ — R™
¢ de classe C" e possui inversa, h™!, também de classe C". Neste caso a derivada Dh(z) é um
isomorfismo para todo x € R™.

A aplicacdo h : U C R™ — R™ & dita um difeomorfismo local se, para todo x € R™,

existirem vizinhancas V; C U e W, C R™ tais que a restricao,
h‘Vz Ve — W,

seja um difeomorfismo.
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Definicao 1.1.4. Uma carta local ou sistema de coordenadas num espaco topolégico M é
um par (U, ¢) onde U é um aberto de M e ¢ : U — R™ é um homeomorfismo de U sobre
e(U) C R™,

Definicao 1.1.5. Um Atlas A de dimensdo m e de classe C" sobre M é uma colecdo de
cartas locais cujos dominios cobrem M e tal que se (U, ¢) e (U, @) sao cartas locais tais que
UNU # 0, entao,

Gop l:ipUNU)— @UNU),
é um difeomorfismo de classe C" entre abertos de R™.

1 ¢ chamada de mudanca de coordenadas.

Neste caso po @™

Com o auxilio das cartas locais, pode-se introduzir a nocao de diferenciabilidade para
aplicagbes entre espacos topoldgicos, desde que estes possuam um atlas de classe C", r > 1.

De fato, considere M e N espagos topologicos e suponhamos que A e B sejam atlas de

classe C" sobre M e N respectivamente.

Defini¢dao 1.1.6. Uma aplicacdo f : M — N ¢é diferencidvel de classe C*, k < r, quando f
for continua e, para cada x € M existirem cartas locais (U,p) € Ae (V,4) € B, com z € U
e f(x) € V, tais que,

pofoplipUN (V) CR™ = (V) CR™
for de classe C*.

Note que, como as mudancas de coordenadas sao difeomorfismos de classe C", a definicao

nao depende da carta escolhida.

Definicao 1.1.7. Um Atlas mdximo A de classe C" sobre M, é um atlas que contém todas

as cartas locais (U, @) cujas mudancas de coordenadas com elementos (U, @) € A,

ool =pUNU)—3UNU),
sao difeomorfismos de classe C".

Defini¢ao 1.1.8. Um atlas méaximo de classe C" e de dimensdo m sobre M é chamado de

estrutura diferencidvel de dimensdo m e de classe C" sobre M.

Defini¢ao 1.1.9. Uma variedade diferencidvel de classe C" e de dimensdo m é um espaco
topolégico Hausdorff M, com base enumeravel, munido de uma estrutura diferenciavel de

dimensdo m e de classe C".

Exemplo 1.1.1. A esfera S™.

A esfera S™ definida como,

S™ ={z = (z1,22, .., Tmy1) € R 2t + 23 + .+ 20, =1},
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com a topologia induzida de R™*! possui uma estrutura de variedade C* e dimensao m.

De fato, para cada ¢ = 1,2, ..., m 4+ 1, considere os conjuntos,
Ut ={zeS™z >0}

e 0s conjuntos,
U~ ={xeS™x; <0}.
As cartas locais,
<pl-+ : U;r — R™
(T1, 0 Tmt1) = (T s T 1, Tit 1y ooy Tt 1),
juntamente com as cartas locais,
o, U~ — R™
($17-'-7$m+1) — (xh"'7xi—17xi+1a"'7xm+1)7

formam um atlas de S, pois a unido de seus dominio cobrem a esfera e as mudancas de

coordenadas sao de classe C*°.

1.1.2 A Derivada

Gragas a introdugao da estrutura de variedade em um espacgo topolégico, pode-se estender
o conceito de derivada para aplicagoes f : M — N, onde M e N sdo variedades diferenciaveis.

Tal construcao toma como inspiragao a idéia geométrica da derivada de aplicagoes entre
espacos euclideanos.

Seja M uma variedade diferenciavel, de classe C*° e x € M um ponto fixado.

Considere o conjunto de todas as curvas C*, v : (—e,e) — M, com € > 0 e tais que
~(0) = x. Denotemos tal conjunto por Cy(M).

Escolha uma carta local qualquer (U, ) de M desde que z € U.

Note que o conjunto C(M) é ndo vazio porque os caminhos em U que passam por ¢(z)
com parémetro zero compostos com a inversa de ¢ pertencem a Cy(M).

O proximo passo é definir uma relagdo de equivaléncia em C,(M). Dois caminhos « e
pertencentes a Cy (M) estardao na mesma classe de equivaléncia, quando,

S 0a)(0) = (9o H)(0).

Vejamos que a defini¢ao destas classes de equivaléncia nao depende da carta escolhida de

inicio. Considere uma outra carta (V,v) de M tal que x € V.

Entdo, poa = (o 1 o(poa). E, pela regra da cadeia,

A2 ) = Dl (g o a(0)) - ALY

Como a derivada D[ o o~ 1](p(x)) é um isomorfismo, temos que,

d d

d d
Z(Woa)=—(YoB) & —(poa)=—(pof).

d(p o «)

(0) = Dl o g (p(e) - =2

(0).



1.1 Nocoes Bésicas de Teoria de Folheagoes 23

Defini¢ao 1.1.10. Dada uma variedade M e um ponto € M, considere o conjunto Cp (M) e
a relacao de equivaléncia como dados acima. Ao quociente de C, (M) pela relagdo mencionada,

damos o nome de espago tangente a M no ponto z, que é denotado por T, M.

Supondo que a carta (U, ¢) seja tal que ¢(z) = 0, dados dois elementos u e v do espago

tangente a M no ponto e um nimero real A, pode-se definir os seguintes elementos de T, M:

Soma de u com v. Denotado por u + v, este elemento de T, M representa a classe da

curva ¢ (g oa + ¢ o ), onde a é qualquer representante da classe u e 3, da classe v.

Produto de u pelo escalar A. Denotado por A\u, este elemento de T, M representa a

classe da curva p ' (A- poa), onde a é qualquer representante da classe u.

Com tais operacoes, o espaco tangente T, M tem uma estrutura de espaco vetorial e, além

disso, novamente com a hipotese da carta ser tal que ¢(z) = 0, tem-se que,

{lo ' (te))] 3 i=1,2,...,n},

¢ uma base para o espaco tangente, onde n é a dimensao da variedade e t — te; sao curvas
em R" com {e; ; i =1,2,..n} sendo a base canénica de R™. Neste caso também pode-se

usar a notacao,

[<p—1(t€i)] = aii x,

parai=1,2,...,n, onde z = ¢~ 1(0).
Para justificar a notacio acima, é interessante olhar a classe [¢~!(te;)] como um operador

que age no conjunto das aplicacoes diferenciaveis de M em N, da seguinte forma,
[~ (tes)] : D(M,N) — TN
f — [fle7 (ted))]
Também pode ser utilizada a notagao,

0 0
)] f = | of = 5(@)

chamada de derivada partial de f com respeito a varidvel x; no ponto x.

E possivel mostrar que este operador fica bem definido sob as consideracdes feitas até
agora.

Neste ponto é possivel generalizar o conceito de derivada de uma aplicacdo para o caso

em que tal aplicacao esteja definida entre variedades diferenciaveis.

Definicao 1.1.11. Considere uma aplicacdo f : M — N, onde M e N si3o variedades
diferenciaveis. Para cada ponto x € M, esta aplicacao induz uma aplicacdo entre os espacos

tangentes a M no ponto x e a N no ponto f(z),
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definida da seguinte forma,
Df(z)-[a] = [foal,

onde [a] denota a classe de equivaléncia de uma curva a : (—¢,¢) — M com «(0) = z. Tal
aplicagao esta bem definida e a esta aplicacao, D f(x), da-se o nome de derivada de f no ponto

z.

Para que se tenha uma notacdo consistente com as propriedades da derivada deve-se ter

que, com @(x) = a,

D)l o +te] = 5L @),

Mas, de fato,

of
ﬁxi

(@) =l (a+te)).f = [fop™ (atte)] = Df(@)lp™" (a+ tei)].

1.1.3 Campos de Vetores

Definicao 1.1.12. Um campo de vetores X em uma variedade M™ é uma aplicacdo que para

cada p € M" associa um vetor X, em T,M".

Atraves da escolha de uma carta em particular (U, ¢), pode-se escrever o campo de vetores

como,
- )

Xp = Zci(p)%(p),
i=1 v

onde ¢; sdo funcgoes reais definidas em U.

1.1.4 Folheacdes

Uma folheacdo de dimensdo n em uma variedade diferencidvel M™ de dimensdao m é,
a grosso modo, uma decomposicao de M™ em subvariedades de dimensao n, chamadas de

folhas, que se acumulam localmente como os planos  constante, no espago tridimensional.

Figura 1.1: Um exemplo simples de folheacdo em R3.
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Um exemplo bem simples de folheacao é o citado acima, a decomposicao de R? em planos
com a terceira coordenada constante. Neste caso os difeomorfismos locais h: U C R? — V C

R3 que preservam as folhas desta folheacio sdo aqueles que tém a forma,

h(z,y,z) = (hi1(z,y, 2), ha(x,y, 2), h3(2)).

Assim garante-se que os planos com coordenada z constante ficam preservados pelo difeomor-

fismo h.

Figura 1.2: A preservacao das folhas pelas mudangas de coordenadas.

Definicao 1.1.13. Seja M uma variedade diferencidvel de dimensao m e classe C*°. Uma
folheacao de classe C™ e dimensao n de M, é um atlas maximo F de classe C" que satisfaz as

seguintes propriedades,

(a.) Para toda carta (U,p) de F, o(U) = Uy x Us C R™ x R™™" onde U; e Uy sao discos

abertos de R™ e de R™™" respectivamente.

(b.) Para todo par de cartas (U, ) e (V,) de F tais que U NV # 0, entdo a mudanga de
coordenadas,
Yo lipUNV)—p(UNV),

tem a forma,
Yo Hz,y) = (hi(z,y), ha(y)),

onde (z,y) € R" x R™™™ e h; e hy sao difeomorfismos se classe C".

Neste caso diz-se que M é folheada por F ou ainda que F é uma estrutura folheada de classe

C" e de dimensao n sobre M.
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Observacao 1.1.2. A definicdo acima diz que M é uma variedade diferenciavel de classe C*,
no entanto é exigido que os difeomorfismos do atlas maximo F sejam apenas de classe C".
Nao ha nenhum problema com tal exigéncia pois, de fato, é exigido que M possua um atlas de
classe C* e que possua um outro atlas bem mais especifico, de classe C", que precisa atender

a segunda exigéncia da definicao que é bastante restritiva.

Observacao 1.1.3. Vale a pena observar que se A é um atlas de M que satisfaz as condi¢oes
(a.) e (b.), entdo existe um tnico atlas maximo que contém A e que também satisfaz as
condicoes (a.) e (b.). Sendo assim, a exigéncia de que o atlas seja maximo na defini¢ao
de estrutura folheada se torna dispensavel. No entanto é Gtil que se tenha um atlas méaximo
porque neste caso o conjunto de todos os dominios de cartas compoe uma base para a topologia
de M.

Defini¢ao 1.1.14. As cartas de uma folheagdo F também podem ser chamadas de cartas

trivializadoras de F.

Definicao 1.1.15. Tem-se em uma folheagao F de uma variedade diferencidvel M, do item
(a.) da defini¢ao, que as cartas trivializadoras (U, ¢) sdo tais que (U) = Uy xUsy C R*xR™™™,

Aos conjuntos da forma o~ (Uy x {c}), com ¢ € Uy, damos o nome de placas de F.

Definicao 1.1.16. Uma aplicagdo F' : M — N, entre duas variedades é dita uma imersdo
quando, para todo z € X a derivada DF (z) : T, M — TyN, com y = F(z), for injetora.
Além disso, F' sera um mergulho se Fly : M — F(M) C N for um homeomorfismo

considerando-se em F'(M) a topologia induzida de N.

! restrita a Uy x {c} é um mergulho,

Observe que, dada uma carta (U, ¢), a aplicacdo ¢~
ou seja, a restricao,
el xiey : Ur x {c} = @1 (U1 x {¢}),

é uma imersao e um homeomorfismo quando se considera na placa a topologia induzida de
M. Sendo assim, as placas s2o subvariedades conexas de dimensao n e de classe C" sobre M.
De fato, decorre da definicao de diferenciabilidade de aplicacdes entre variedades que ¢! é

difeomorfismo de classe C" e, portanto, a restricdo ¢ uma imersao e um homeomorfismo.

Definicao 1.1.17. Um caminho de placas é uma seqiiéncia de placas aj, ..., ag, de forma que
a; N1 # 0, para todo i € {1,..., k}.

Assim pode ser introduzida a seguinte relacdo de equivaléncia no conjunto das placas de
F. Diremos que duas placas « e (3 estardo na mesma classe de equivaléncia, ou seja, o ~ 3,
quando existir um caminho de placas aq, ..., o tal que @ = a1 e 8 = ay.

Como M é recoberta por placas, ou seja, todo ponto x de M estd em alguma placa, a
relacao de equivaléncia acima pode ser usada para induzir uma relacdo de equivaléncia em
M. Dados dois pontos de M, por exemplo p e g, ocorrera de p ~ ¢ se existir uma placa o que

contém p e um placa (8 que contém ¢ tais que o ~ (.
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Definicdo 1.1.18. Uma folha de F ¢ uma classe de equivaléncia da relacio ~, definida acima.

Serd mostrado em uma secao posterior que uma folha F' de uma folheacdo F sobre uma va-
riedade M possui uma estrutura de variedade diferencidvel herdada da variedade M, chamada

estrutura intrinseca de F'.

1.1.5 Folheacdes Induzidas por Campos de Vetores sem Singularidades

Como ja foi visto anteriormente, um campo de vetores X, definido em uma variedade
diferenciavel M, é uma aplicacdo que, a cada ponto x de M, faz corresponder um vetor X (p)
em T, M, espago tangente a M no ponto z.

Pode-se associar uma equacao diferencial ordinaria a um campo de vetores da seguinte

forma,
Z—f = X (x). (1.1)

Uma solucao de tal equacao diferencial é uma curva v : (a,b) C R — M tal que
v (t) = X (y(t)), para todo t € (a,b).

Sob certas condigoes acerca de X, é possivel garantir que, para cada x € M, existe uma
tnica solugdo de (1.1) tal que v(0) = z, que é chamada de drbita de X que passa por z. Neste
caso, se o campo de vetores nao possui singularidades, ou seja X (x) # 0 para todo = € M,
as Orbitas configuram uma folheacdo de M de dimensdo um. Um exemplo é mostrado na

figura 1.3.

A

Figura 1.3: Uma folheagdo de dimensao um induzida por um campo de vetores sem

singularidades.

1.1.6 As Folhas como Variedades Diferenciaveis

Definigao 1.1.19. Uma folha F' de uma folheagdo F, de dimensao n e de classe C", sobre uma
variedade diferenciavel M, de dimensdo m possui uma estrutura de variedade diferencidvel, de
dimensdo n e de classe C", induzida pelas cartas de F. Tal estrutura ¢ denominada estrutura

intrinseca de F.
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Tal estrutura pode ser construida da seguinte forma.

Seja M uma variedade diferenciavel de classe C*° e dimensdao m = n + s folheada por F,
folheacao de classe C" e dimenséo n.

Considere F' uma folha de F, p € F' e uma carta trivializadora (U, ¢). Seja ainda « a

placa de U que contém p.

©
MU

¢(p)
a U, C R?

U, C R"

Figura 1.4: As placas de uma folheacao.

Neste caso @(U) = U; x Uy C R™ x R%. Assim, considerando ¢ = (¢1,¢2), com
w1 : U —> U CR"e gy : U — Uy C R® tem-se que a restricdo ¢, = ©1|o € um ho-
meomorfismo de a sobre um conjunto da forma U; x {a} com a € Us.

Vejamos que o conjunto,
B={(a,pn) ; o CF é&placadeU com (U,p) C F},

é um atlas de classe C" e dimensao n de F.

Para que B seja um atlas é preciso verificar as seguintes condicoes,

(a.) Para que (a, pq) sejam cartas locais, € preciso que « seja um aberto de F' e que ¢, seja

um homeomorfismo entre abertos.

(b.) Para que B seja um atlas de classe C" é necessario e suficiente que, para todos as cartas
(a, ¢q) e (B,1p) de B tais que N B # 0,

Pa © wﬁ_l thp(an B) = palan B),
seja um difeomorfismo de classe C" entre abertos.

O item (a.) é facilmente verificado. De fato, « = FNU, e po(a) = Uy x {a}, e portanto
sao abertos. Além disso como j4 foi comentado, ¢, € um homeomorfismo.

Para se convencer do item (b.), considere a seguinte afirmacao,
Afirmacgao 1.1. anN B é um conjunto aberto em o e em 3.

De fato, considerando as cartas (U, @) e (V, ) de F, temos que, @ o1 ~! tem a forma,

oyt = (h(x,y), ha(y)),

com x € R" y € R® e hy e ho difeomorfismos de classe C".
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Sendo assim,

p o (x,b) = (ha(x,b), ha(b)) = (h1(2,b),a). (1.2)
Além disso, como (8 é placa de V e « é placa de U, segue que, UNB =UNVNGe
VNa=VNUnNa, e assim,
o(VNna)=e(VNUnNa)=pVnNU)NU; x {a},
e também,
Y(UNPB)=yUNVNE) =ypUNV)NV; x {b}.

Agora usando (1.2), temos,

pUNB)=pop™  (WUNP)) =poy™ (PUNV)NV1Lx {b})
CoUNV)NU; x {a} = o(VNa).

mostrando que UN G C V Na.
Por um procedimento analogo, chega-se a conclusdo de que VNa C UN S, e portanto que
VNna=UNpg. Assim,

anNnf=anUnp=anVna=anV =nNnU.

E, uma vez que U e V sdo abertos de M, conclui-se que N B ¢ um aberto de a e de S,
estabelecendo a afirmacao.

Agora, sendo ¢, € 13 dois homeomorfismos, segue que o (N B) e Yg(aN F) sdo abertos
de R™,

Finalmente, para concluir que ¢, 0 ¥z € um difeomorfismo de classe C", basta observar a

definicao das restricoes e ver que

Va owgl(x) = hi(z,b) se x € Yg(anN ).

Isso conclui a construcao da estrutura intrinseca de F' como subvariedade de M de di-

mensao n e classe C'.

1.2 Meétricas Riemannianas

Nesta secdo serd feita a apresentacao de dois conceitos que serdo utilizados principalmente

no capitulo 5. Para a elaborac@o desta se¢ao foi utilizada, principalmente, a referéncia [7].

1.2.1 Meétricas Riemannianas

Definicao 1.2.1. Dada uma variedade M"™, de classe C*°, considere uma aplicacdo g que,
para cada ponto p de M™, associa um produto interno no espago tangente T, M™, ou seja,

ara cada ponto p de M™", associa uma forma bilinear simétrica positivas definida em T, M™.
) p
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Além disso, suponha que g varie de forma diferencidvel, ou seja, suponha que se X e Y sao
campos de vetores diferenciaveis em M", entdo a aplicacdo p — (X, Y;,)p seja diferencidvel.
Entao, sob tais hipoteses, diz-se que g é uma métrica riemanniana em M™ e que M™ é uma

variedade riemanniana.

E possivel tambeém definir uma meétrica riemanniana através de suas funcdes coordena-
das, ou seja, uma vez escolhida uma carta (U, ) de M™ e para cada (i,7) € {1,2,...,n} X

{1,2,...,n}, pode-se definir as fungoes,

9i.i(p) = <aaxi(p), aij(p)>p,

que sdo fungdes a valores reais. Neste caso é necessédrio e suficiente que estas fungbes sejam
diferenciaveis em o~ (U).
1.2.2 O Gradiente Segundo uma Métrica Riemanniana

Seja f : R™ — R uma funcao diferencidvel. Segue da definicao de derivada que,
Df(z):R" - R,

e, portanto, a derivada de f avaliada em um ponto x € R™ é um funcional linear, para todo
x € R™. Este funcional serd denotado por D f,.

Sendo assim, se {ej1, €2, ...,e,} € a base canonica de R™, temos que,

of
8$i ’

Dfz(ei) =

para todo ¢ = 1,2,...,n, e assim, se v € R™ é tal que,

n
v = E Ci€;,
1
segue da linearidade do funcional que,

0 0
Df,(v) = 01(9;1 + .. —i—cnan.

Inspirados na tltima expressdo, pode ser definido o seguinte campo de vetores,
vVf: R" — R”

¢ — V() :<af ‘9f> (1.3)

0z’ Oxy,

E, se consideramos o produto interno usual do R", <-, ->, tem-se,

D1 () = (Vfa).0) (1.9

para todo x € R™ e para todo v € R™.
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Defini¢ao 1.2.2. O campo de vetores definido por (1.3) é chamado de campo gradiente de f

e ao vetor V f(z) da-se o nome de vetor gradiente de f no ponto x.

As principais propriedades do vetor gradiente de f em um ponto z, onde o gradiente é

nao nulo, sdo as seguintes,

(gl) A funcao f cresce a medida que deslocamos na dire¢ao de V f(z). Mais precisamente,

se v é uma curva em R", com v(tp) = z tal que,
v (to) = AV f(x), com A > 0,
entdo a funcio f o~y : R — R é mondtona crescente numa vizinhanca de tg.

(g2) A direcao de Vf(x) é aquela cuja funcao f cresce com mais intensidade. Em outras
palavras, se v € R™ ¢ tal que |[v| = |V f(z)|, entdo f cresce mais intensamente na dire¢ao

de Vf(x) do que de v, no mesmo sentido do item (gl) (com A = 1).

(g3) O gradiente de f no ponto x é perpendicular & superficie de nivel de f, que contém x,

no ponto x.

Vejamos a demonstracdo de cada item citado acima.
Prova de (gl). Lembre-se de que esta sendo considerado o gradiente de f num ponto x

onde o gradiente é ndo nulo. Da regra da cadeia,

= Dfa(7'(to))- (1.5)

t=to

3 (romm

Assim, da equagao (1.4) e da hipdtese sobre a derivada de v no ponto t = tp, tem-se,

G700 = (V17 0)) = A(V10). 910 ) = VS > 0.

Prova de (g2). Agora considere v € R" um vetor tal que |v| = |V f(z)].

Assim, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos,

Dfa(v) = <Vf<x>,v> < IVi(@)llo] = [VF@)P = <Vf<x>,w<x>> — Df(Vf(x)).

Para a conclusdo, basta notar que, da equagao (1.5) do item (gl), o crescimento da fungao
na direcao do vetor v é representada pela quantidade D f,(v). Il
Prova de (g3). Neste caso lembre-se que uma superficie de nivel de f ¢ um conjunto N,

dado por
Ne={peR" ; f(p)=c},

para alguma constante ¢ € R. Embora, a principio IV, seja apenas um conjunto de nivel, de
fato, como o gradiente de f no ponto x € N, é ndo nulo, é possivel conseguir uma vizinhanca

U de x em N, de forma que U seja uma superficie.
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Dada qualquer curva « na superficie de nivel N, e tal que v(t9) = x, pode-se verificar que
(f o) (to) =0, pois a func¢do f o(t) é constante igual a c.

Assim,
0= (f 0 te) = {9100/ (t0))

0 que permite a conclusdao de que o vetor tangente a curva v no ponto x é perpendicular ao
gradiente de f no ponto x. Desta forma, o vetor V f(z) é perpendicular a qualquer vetor no
plano tangente a superficie de nivel no ponto x, ou seja, V f(z) é perpendicular a superficie

de nivel de f que contém x. O

Observe que as trés propriedades acima podem ser concluidas a partir da expressao (1.4)
que, por sua vez, estd fundamentada no isomorfismo existente entre R™ e seu dual R™*, que

é o espaco dos funcionais lineares de R"™ em R.

Definicao 1.2.3. Seja M uma variedade diferencidvel e <-, ~>g uma métrica riemanniana em
M. Dada uma funcao h : M — R, o gradiente de h num ponto x € M, denotado por V(g)h(x),

é um vetor em 71, M tal que,
Dhy(v) = <V(9)h(x),v> , para todo v € T, M.
g

Desta forma, o vetor gradiente de h no ponto x passa a ter as mesmas propriedades
fundamentais do gradiente de funcoes de R™ em R.
E possivel relacionar o gradiente com respeito a uma métrica riemanniana e o gradiente

com respeito & métrica euclideana da seguinte forma.

<Vh(a:),v> = <V(g)h(:p),v>g = <V(g)h(x),gij.v>

onde g;; denota a matriz simétrica positiva definida associada ao produto interno <-, ->g no
ponto x.

Assim, como a igualdade acima é satisfeita para todo v € T, M,

V@Oh(z) = g;;'.Vh().



CAPITULO

2

Estabilidade Assintética Global para

Campos de Vetores Diferenciaveis
em R?

Este capitulo é dedicado ao estudo do artigo “Global Asymptotic Stability for Dif-
ferenciable Vector Fields of R?” [1], de Alexandre Fernandes, Carlos Gutierrez e Roland
Rabanal.

De inicio, seja F' : R® — R” uma aplicacao diferencidvel . Para denotar o conjunto dos
autovalores (complexos) da derivada DF(p), quando p assume valores em R", serd usada a
notagéo Spec (F).

Os principais resultados desde artigo sao:

Teorema 2.2.1. Seja X : R? — R? uma aplicacao diferenciavel. Se, para algum & > 0,
Spec (X) N [0,e) =0, entdo X ¢ injetiva .

Teorema 2.3.1. Seja X = (f,g) : R? — R? uma campo de vetores diferenciavel tal que
X(0) = 0e Spec(X) C {z € C:Re(z) < 0}. Entdo , para todo p € R?, existe uma tnica
trajetoria positiva comecando em p. Além disso o conjunto w-limite de p é {0}.

O Teorema 2.3.1 acima, restrito ao caso em que X é um campo de vetores de classe C!,
foi provado por Fessler e Gutierrez [16, 17|. Note que, com isto provaram a Conjectura Fraca
de Markus-Yamabe em dimensao dois, a qual é falsa em dimensoes maiores que dois como
mostrado em [15].

33
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Ambos teoremas enunciados acima sao relevantes com respeito as seguintes conjecturas,

como serd visto nos comentarios a seguir.

Conjectura Jacobiana de Keller: Uma das varias formulacoes desta conjectura diz
que, se F': R" — R™ é uma aplicacao polinomial com Jacobiano constante e ndao nulo, entao
F' é injetiva.

Nota: Embora este enunciado esteja um pouco diferente de outros exibidos neste texto, viu-
se por bem manté-lo tal como esta, uma vez que esta formulacio é equivalente a usual. Ver

secao 6.1.2.

Conjectura Fraca de Markus-Yamabe: Tal conjectura diz que, se F' : R™" — R" ¢
uma aplicacio C! tal que, Spec (F) C {z € C: Re(z) < 0}, entdo F & injetiva.

Conjectura de Chamberland: Esta conjectura enuncia que, se F' : R” — R” é uma
aplicacio C! tal que, para algum & > 0, Spec (F)N{z € C: |z| < ¢} = 0, entdo F ¢é injetiva
[14].

Conjectura de Alexandrov: Sejan > 2, e seja F' : R® — R” uma aplicacao de classe
C! com det DF(x) # 0, para todo € R™. Assuma ainda que exista uma constante K < oo,
tal que r(DF(x)~!) < K, para todo z € R, onde r(DF(x)~!) denota o raio espectral da
aplicacio linear DF(z)~!, ou seja, 0 maximo dentre os médulos dos autovalores de DF(z) 1.

Entao F(R™) é um dominio convexo e F' ¢ injetiva.

Pode-se mostrar que a Conjectura de Chamberland implica na Conjectura Fraca de Mar-
kus-Yamabe, ou seja, se a Conjectura de Chamberland for demonstrada entao a Conjectura
Fraca de Markus-Yamabe se torna automaticamente verdadeira.

De fato, suponha que valha a Conjectura de Chamberland.

Agora, seja F': R — R", uma aplicacdo de classe C! com
Spec (F') C {z € C;Re(2) < 0}.
Seja Fj : R™ — R"™ definida, para cada k € N, por
1
Fils) = F(z) - - 1(2),

onde I denota a aplicacao identidade em R"™.
Segue que
Spec (Fy) C {z € C;Re(z) < —1/k},

aléem do que, para todo k € N, F, é uma aplicacio de classe C!.
Para cada k € N, a Conjectura de Chamberland, assumida como verdadeira, permite

concluir que Fj;, é injetiva.
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Logo, como Fy — F quando k — oo, segue do Lema 2.2.2 que F' é injetiva. Assim fica

provada a Conjectura Fraca de Markus-Yamabe.

Comentarios

(1)

O Teorema 2.2.1 possui hipéteses minimas no sentido de que, se a hipdtese
Spec (X) N [0,e) = 0 for relaxada para apenas 0 ¢ Spec (X), o resultado falha mesmo
para o caso de aplicagdes polinomiais, como mostrado pelo contra-exemplo de Pinchuck,
exemplo 6.1.6. Além disso, Smith e Xavier, provaram que existem inteiros n > 2 e ap-
licagoes polinomiais nao injetivas P : R™ — R”™ tais que Spec (P) N [0,00) = 0. Veja

Teorema 4.1.4.

O Teorema 2.2.1 implica o resultado de injetividade de Fessler [16] e Gutierrez, o qual

requer que X seja de classe C! e que Spec (X) N (—¢,¢) = 0.

O Teorema 2.2.1 confirma, de uma maneira mais forte, as Conjecturas de Chamberland e
de Alexandrov em dimensao dois. No entanto ele nao implica na Conjectura Jacobiana
Real de Keller em dimenséo dois, pois, dado um niimero natural par n, a aplicacao
polinomial

X(z,y) = (~y,z +y"),

cumpre com as hipoteses da Conjectura Jacobiana de Keller mas ndo se enquadra nas

hipoteses do Teorema 2.2.1.

Note que X tem derivada,

0 -1
DX (z,y) = ( I )

e assim, tem Jacobiano constante igual a um.

Vejamos que X é tal que,
Spec (X) =S'UR\ {0}.

De fato, seu polinémio caracteristico é,
p(A) =N —ny" A +1,
de onde pode-se ver que o produto dos seus autovalores é igual a um e portanto,
Spec (X) c S'UR.
Além disso, se y = 0 os autovalores sdo i e —i.

Os autovalores da derivada de X no ponto (x,y) sdo dados por,

nyn—l n2y2(n71)
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nyn—l n2y2(n—1)

= — — 1.
A2(y) 7 1

Como n é par, pode-se tomar o nimero real a = (2/n)~(=1,

Agora observe que, nas equagdes acima, tomando y = —a e y = a, tem-se,
Al(—a) =Xa(—a)=—-1 e Ai(a) =XN(a) =1

Além disso,

lim Ao(y) = lim Ai(y) =0,

Y—00 y——00

lim Aa(y) = —o0,

y——00

lim A (y) = oo.
Yy—00

Para completar basta observar que o espectro é um conjunto conexo e que, para todo
y R, Ai(y) #0 e Az (y) # 0.

Al
>
Ao A A9 A
> < < >
-1 1
>
Ao

Figura 2.1: O espectro de X(z,y) = (—y,z + y") com n par.

(4) Campbell [11] classifica as aplicaces de classe C' em dimensdo 2 cujos autovalores sdo
ambos iguais a um. Todas as aplicacoes deste tipo possuem uma forma explicita para
sua inversa. A classe de funcoes consideradas no Teorema 2.2.1 é muito maior, porém
ndo é dada nenhuma forma explicita para a inversa. Além disso, a sobrejetividade das
aplicacoes estudadas por Campbell permanece como uma questao aberta no caso de

aplicacOes diferenciaveis em geral.

Este Capitulo esta organizado da seguinte forma. A primeira secao serd dedicada a prova
do Teorema 2.2.1 sob uma hipdtese mais forte. A prova do Teorema 2.2.1 é completada na

segunda secdo. Na terceira se¢do serd exibida a prova do Teorema 2.3.1.
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2.1 Resultado Parcial

Nesta secao serd demonstrado o seguinte resultado:

Teorema 2.1.1. Seja X(f,g) : R? — R? uma aplicacio diferencidvel. Se, para algum ¢ > 0,
Spec (X) N (—e,e) =0, entao X € injetiva.

Com o objetivo de se provar tal resultado, serd utilizado o seguinte Teorema de Cernavskii
[12, 13].

Teorema 2.1.2. (Cernavskii) Seja U um aberto de R? ¢ X = (f,g) : U — R? uma aplicagio
diferencidvel tal que, para todo p € U, DX (p) é nao singular. Entdo, para todo p € U, existe
uma vizinhanga V =V (p) e € = e(p) > 0 tais que

Xy =V = (f(p) =&, f(p) +¢) x (9(p) —&,9(p) +¢)

seja um homeomorfismo.

(f.9)
b, T
R R?
g — o N~ |
()1 .
9(p) . “(f(p).glp))
———————— ,4f
- (0 B

Como uma conseqiiéncia deste resultado, obtemos:

Corolario 2.1.3. Seja X = (f,g) : U — R? uma aplicacdo diferencidvel tal que, para todo
p € R%, DX(p) seja ndo singular. Entio as curvas de nivel { f = constante} constituem uma
CO-folheacio F(f) sobre R?, sem singularidades, tal que, se L ¢ uma folha de F(f) entdo g|L

é estritamente mondtona. Em particular F(f) e F(g) sao transversais.

Demonstracdo. Pelo Teorema 2.1.2 para cada ponto p € R?, existem U, e Vp, vizinhancgas
de p e de X (p), respectivamente, tais que X|y, : Up — V}, ¢ um homeomorfismo.

Desta forma, o conjunto
{(Up>X|Up) b€ RQ} )

¢ um Atlas de R?. Observe que, embora este Atlas nio seja maximo, pela observacio 1.1.3,
isso ndo compromete a construcao da folheacgao.
Note que, dadas duas cartas trivializadoras, (Up, X|v,) e (Ug, X|v,), com U, N U, # 0
temos que,
Xlu, o Xy, (2,y) = (2,y), para todo (z,y) € V, N V.
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Portanto é um difeomorfismo e tem a forma,

(h1(x), ha(y))

com hq e hy difeomorfismos.

Assim, X|y, o X‘1|Vq (x,y) preserva os niveis de f e de g e, portanto, os niveis de f
compdem as folhas de uma folheacdo, F(f), de R? assim como os niveis de g compdem
as folhas de uma folheacdo F(g). Como este argumento é valido para qualquer p € R?, as
folheagoes nao possuem singularidades.

Considere L uma folha de F(f). Deve-se mostrar que g|;, é estritamente mondtona.
Se for suposto, por absurdo, que existam pontos p; # po, ambos contidos em L, tais que
g(p1) = g(p2) = 2, entdo vé-se que g|[, p,] POssui um valor maximo ou minimo em (p1, p2).
Sem perda de generalidade assumamos que g|[p17p2] possui um maximo m.

Considere p um ponto de (p1,p2) tal que g(p) = m. Entao o Teorema 2.1.2 falha para p.

De fato, dada qualquer vizinhanga U, de p, ndo existe € > 0 tal que

Xlu, : Up — (f(p) — ¢, f(p) +¢) x (9(p) —€,9(p) + €),

seja um homeomorfismo, pois a restricdo néo seria injetiva uma vez que f|7, é constante. Ver

figura 2.2.

md-o -] L X (]J)
m

Figura 2.2: Em nenhuma vizinhanca de p, X seria homeomorfismo.

Para completar a prova é preciso provar que F(f) e F(g) sdo transversais.
Para ver isso, basta supor que existe ¢ € R? tal que existam L; € F(f) e Ly € F(g)
com Lj e La se tangenciando no ponto q. Como L estd contido em um nivel de f e Lo esta

contido em um nivel de g, pode-se concluir que V f & paralelo ao vetor Vg no ponto g. Assim,

et [ V@) _
det (DX (q)) = det < Sola) > 0

Esta contradicao prova o desejado e completa a prova do Corolario 2.1.3. O

Considere uma orientagao para F(f) de tal forma que, se L é uma folha orientada de F(f),
entdo g|L seja crescente em conformidade com a orientagdo de L. Considere uma orientagéo
anéloga para as folhas de F(g).

Esta possibilidade é garantida pelo fato de F(f) e F(g) serem transversais.
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Definicdo 2.1.1. Seja a > 0 e 0,7 : (—a,a) — R2? Cl-curvas, injetivas, tais que
0(0) = v(0). Diz-se que 7 é transversal a o em v(0) = 0(0), se existir ¢ > 0, vizinhancas V'
de v(0) e U de (0,0) em R? e um homeomorfismo H : V — U tal que, para todo t € R com
t] <e,

Hoo(t)=(t,0) e Hon(t)=(t1).

Definicao 2.1.2. Sejaa > 0e 0,7 : [—a,a) — R?, C-curvas, injetivas, tais que o(0) = v(0).
Diz-se que 7 é tangente a o em v(0) = 0(0), se existir € > 0, vizinhancas V' de v(0) e U de
(0,0) em R? e um homeomorfismo H : V — U tal que, para todo t € R com [t| < &,

Hoo(t)=(t,0) e Hony(t)=(t,®()),

onde ®(t) > 0 e ®(0) = 0. Além disso, se for possivel tomar ®(t) = |¢|, dizemos que a

tangéncia é genérica.

Transversal Tangente
Figura 2.3: Exemplo de curvas transversais e tangentes.

Seja ho(x,y) = xy e considere o conjunto,

B ={(z,y) €[0,2] x [0,2;0 < x +y < 2}.

2 ”””””” |
B By
B |

07 B 2

Definicao 2.1.3. Considere X = (f,g) : R? — R? uma aplicacdo diferenciavel tal que,
para todo p € R?, DX (p) ¢ ndo singular. Dado h € {f,g} sera dito que A C R? é uma
meia componente de Reeb, ou simplesmente uma mcR, de F(h) se existe um homeomorfismo

H : B — A que é uma equivaléncia topologica entre F(h)|4 e F(ho)|p e ainda que,

(1) O segmento Bs é levado por H em uma se¢ao transversal a folheagdo F(h) no comple-

mento de H(1,1). Tal se¢do é chamada de fronteira compacta de A.
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(2) Os segmentos B; e By sao enviados em meias trajetorias de F(h) chamadas de fronteiras

nao compactas de A.

Figura 2.4: Uma meia componente de Reeb.

Proposicao 2.1.4. Seja X = (f,g9) : R? — R? uma aplicagio diferencidvel tal que
0 ¢ Spec(X). Se X ¢é nao injetiva, entao tanto F(f) quanto F(g) possuem meias com-

ponentes de Reeb.

Demonstragao. Suponha, por absurdo, que F(f) ndo tenha uma mcR e que X nao seja
injetiva. Sem perda de generalidade, suponha que existem pontos py, p2 € R?, distintos, tais
que X (p1) = X(p2) = 0. Seja o, parai € {1,2}, a trajetoria de F(f) passando por p;. Como
gla; € monodtona e g(p1) = g(p2) = 0 temos que oy Nae = 0. Ver figura 2.5.

Figura 2.5: As duas folhas a1 e ag de F(f).

De fato, se a; Ny # 0 entao oy = ag = . Mas isso violaria a monotonicidade estrita de
gla uma vez que p1,p2 € a, g(p1) = g(p2) e p1 # po.

Seja Q(p1, p2) o conjunto de arcos compactos de R? cujos pontos extremos sio p1 e pa e
que sejam transversais a F(f) em {p1,p2}.

Seja I' € Q(p1, p2) um elemento que minimiza o nimero de tangéncias com F(f).

Vamos mostrar que,

Afirmagao 2.1. o; NT = {p;}, com i € {1,2}.
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De fato, se fosse assumido, por contradigdo, que aq N T contém {p;} propriamente, seria
possivel encontrar ¢ € I' \ {p1,p2} e um subintervalo fechado @ de a1, com extremos p; e g,

tal que aNT' = {p1, ¢}. Pode-se assumir que I" é transversal a a em q.

Figura 2.6: A curva I' intersectando a;.

Seja 1 a componente conexa de I'\ {g} que contém p; e v2 a componente conexa de I'\ {¢}
que contém ps. Assim, Uy € um arco conectando p; e pa. Note que 41 tem algum ponto
de tangéncia com F(f).

Para se convencer disso, basta observar que, como 7y, é transversal a a; em {p;}, existe
algum ponto gg de 1 onde f é diferente de f(p1) = f(q). Suponhamos que f(qo) > f(q), pois,
caso contrario, o argumento seria analogo. Sendo assim, f ‘71U{q} teria um ponto de méximo
no interior de 7. Neste ponto, v; seria tangente & F(f).

Agora, considere a seguinte afirmacdo.

Afirmacao 2.2. E possivel aprozimar oU~ys por wm arco, de forma que tal arco possua menos

tangéncias com F(f) do queT.

De fato como foi assumido que I' é transversal a @ em p; e em ¢, pode-se assumir que,
numa vizinhanga de tais pontos, I' estd sobre um arco de trajetoria de F(g).

Assim, é possivel tomar um retangulo formado por estes dois pequenos arcos de trajetoria
de F(g) que passam por p; e ¢ e por dois arcos de trajetéria de X paralelos a a, com extremos
nos pequenos arcos de F(g). Ver figura 2.7.

A imagem deste retangulo por X é um retangulo, no sentido estrito da palavra, ou seja,
com os lados compostos por segmentos paralelos que se encontram perfazendo dngulos de 90°,
como na figura 2.7.

Agora, escolhendo um ponto sobre o lado que contém ¢, pode-se construir um segmento
com extremos em p; e neste ponto, de tal forma que a pré-imagem deste novo segmento o
seja transversal as folhas paralelas a a. Assim, a curva composta por « unida com uma por¢ao
adequada de 79, consiste em uma aproximacao de o U 2 que possui nmenos tangéncias com
F(f).

A Afirmagio 2.2 viola a definicdo de I'. Com isso prova-se a Afirmagao 2.1, para ¢ = 1.

Para i = 2, a prova é essencialmente a mesma.
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y AUy
r
6" X(a)
o/ X
— X(a)
P N
X(Py)

Figura 2.7: Aproximagao de « por uma curva sem tangéncias com F(f).

Como f(p1) = f(p2) = 0, F(f) é tangente a I' em algum ponto ¢ ¢ {p1,p2}. Usando o
fato de que I' minimiza o namero de tangéncias com F(f), pode-se considerar que todas estas
tangéncias sejam genéricas.

De fato, se I' possui alguma tangéncia nao genérica e minimiza o numero de tangéncias
com F(f), como na figura 2.8, pode-se deformar I" de maneira a se obter uma outra curva
r que também minimiza o nimero de tangéncias com F(f) mas que, porém, possui todas as

tangéncias genéricas.

Figura 2.8: Tangéncia nao-genérica se tornando genérica

Olhando as trajetorias de F(f) em torno de ¢, figura 2.9, é possivel ver que existem
subintervalos fechados [p, q|, [¢,T'(p)] de T, com [p,q] N [q, T(p)] = {q} e um homeomorfismo
T:[p,q] — [q,T(p)] tal que,

Figura 2.9: Trajetérias em uma vizinhanga de ¢
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(cl) T(q) = q e, para todo = € (p,q), existe um arco de trajetoria [z,T(x)]y de F(f),
comegando em z, terminando em 7'(z) e intersectando I" exatamente e transversalmente

em {z,T(z)}.

(c2) A familia {[z,T(z)]s;2 € (p,q)} depende continuamente de x e tende a {¢} quando

T —q.

A partir de agora, suponha que [p, q] seja maximal com respeito a (cl) e (c2).
Afirmacao 2.3. {p,T(p)} N {p1,p2} = 0.

E claro que se {p, T(p)} N {p1,p2} = {p,T(p)} entdo a1 e ay sio fronteiras nio compactas
de uma meia componente de Reeb da qual I' é a fronteira compacta.

Assim, basta mostrar que nao podemos ter {p, T'(p) }N{p1,p2} = {p}, ou ainda, sem perda
de generalidade, mostrar que néo se pode ter p = p;.

Suponha, por absurdo, que p = ps.

Considere a folha a3 C F(f) que contém o ponto T'(p). Como f(p1) = f(p) = f(T(p)),
tem-se, da Afirmacao 2.1, que agNag =0 e agNa; = 0.

Vejamos, agora, que as, a1 e uma por¢do dequada de I', compoem fronteiras de uma meia
componente de Reeb.

E claro que az N (p,q) = () (observe a figura 2.9). Também, se az N [g, T(p)) # 0 entdo
existiria alguma folha de F(f) tangente a I' em (¢, T (p)) o que viola a definigdo do intervalo
[p. dl.

Assim, tem-se que a3 e o sao as fronteiras nao compactas de uma meia componente de
Reeb cuja fronteira compacta é a porg¢ao da curva I' compreendida entre as mesmas. O que
é um absurdo.

Fica provada assim a Afirmagdo 2.3.

Afirmacao 2.4. Nao eziste arco de trajetdria [p,T(p)]s de F(f) conectando p e T(p) tal que
a familia {[x,T ()] ;2 € (p,q]} aproxima continuamente de [p,T(p)|s quando x — p.

De fato, suponha que a Afirmacao seja falsa. Entao, usando o fato de [p, ¢] ser maximal,
conclui-se que [p, T'(p)]; € tangente a I" pelo menos em p ou T'(p). Pois, caso o arco [p, T'(p)]s
fosse transversal a I' nos dois extremos existiriam vizinhancas destes pontos tais que o dominio
e o contradominio de T' pudessem ser estendidos, violando a maximalidade do intervalo [p, q].

Neste ponto, é possivel aproximar a curva que é unido de [p, T'(p)] r com I'\{(p, ¢]U[q, T'(p))}
por uma curva I'; € Q(p1,p2) que tem menos tangéncias com F(f) que I'. Para isso, observe
na figura 2.10, que a tangéncia em ¢ é eliminada substituindo o trecho de I" entre p e T'p pela
curva em destaque que ndo possui tangéncias com F(f). Assim podemos tomar I'; como a

unido da curva em destaque com I'\ [p, ]
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Figura 2.10: Um arco proximo a [p, T'(p)|¢ que nao possui tangéncias com F(f).

Portanto, o subintervalo [p,q] U [¢,T(p)] é a fronteira compacta de uma mcR de F(f)
constituida de duas trajetorias de F(f) comecando em p e T'(p), respectivamente, juntamente

com a uniao dos arcos [z,T'(x)]s com = € (p,q]. Este absurdo completa a prova. O

Para cada 6 € R, considere a rotacgao linear,
cosf —senf
Ry =
sen 0 cos
Para prosseguir se faz necessaria a seguinte Proposicao,

Proposicao 2.1.5. Seja X = (f,g) : R? — R? uma aplicacio diferencidvel néo injetiva tal
que 0 ¢ Spec (X). Seja A uma mcR de F(f) e seja

(fo,99) =Rpo X oR_4y, O E€R.

Se TI(A) ¢ limitada, onde 1 : R? — R ¢ dada por I(x,y) = x, entio existe um € > 0 tal que,
para todo 0 € (—e,0)U(0,¢), F(fg) tem uma mcR, Ayp, tal que II(Ag) é um intervalo infinito.

Demonstracao. Vejamos, primeiro, a seguinte Afirmacao,

Afirmacao 2.5. Seja 6 € R tal que, para todo m € Z, 0 # mm /2. Entio F(fy) é transversal
a Ro(F(f)).

De fato, se a : (a,b) — R? é uma curva injetiva contida num folha de F(f), entdo
fo(Rg o a(t)) = cos(0) f(a(t)) — sen(d) g(a(t))

que é estritamente mono6tona pois f(«(t)) é uma fungdo constante, g(«(t)) é estritamente
monotona e sen(f) # 0.
Tal conclusdo implica que Rg(«(t)) é transversal aos niveis de fy e, portanto, a F(fy).

Isso prova a Afirmagao 2.5.



2.1 Resultado Parcial 45

Um procedimento analogo nos permite mostrar que F(gp) é transversal a Ry(F(g)).
Sem perda de generalidade, pode-se assumir que, préximo a seus pontos extremos, a
fronteira compacta de A é formada por arcos de F(g). Deste modo, existe a > 0 e uma curva

continua e injetiva 7y : (—a, 1+ a) — A, tal que,

(b1) +[0,1] é uma fronteira compacta de A.

(b2) Yl(—a,a) € Yl(1—a,14+a) estdo contidas em folhas de F(g).

(b3) Para algum a € R e algum § € (0, a), existe uma funcdo injetiva que reverte orientacao,
vo:[=6,0] = (1 —a,1+a),

com o(0) = 1, tal que f(1(5)) = f(v(¢0(s))), portanto, se s € [0,5) entdo wo(s) €
(1 — a,1] e existe um arco de trajetoria Ty(s) C A, de F(f), conectando 7y(s) com

Y(po(s)).

’Y((I) 7(1_(1)

Figura 2.11: A funcfo ¢ preserva os niveis de f.

De maneira similar a (bl), (b2) e (b3), pode-se construir agora uma familia de ar-
cos de trajetoria de F(fy) intersectando Rg(A), comecando e terminando nos pontos de
Ryoy((—a,1+a)).

Se £ > 0 é pequeno suficiente, entdo, para cada § € R com |0| < e, existe uma fungio

continua, injetiva e que reverte orientacao,
v : [—0,0] = (1 —a,1+a)
e um numero real og € [—4,/2) tais que,

(c1) fo(Ro(7(5))) = fo(Ro(7(v6(5)))), para todo s € [=4,0].

Em outras palavras, a aplicacio ¢y leva pontos de Ry(v([—6,6])) em pontos de
Ro(7([1 —a,1+ a])) preservando os niveis de fp.

(¢2) Para todo s € (0g,d/2], existe um arco de trajetoria Ty(s) de F(fp) o qual toca
Ro(7([—6,1 + a))) exatamente nos seus pontos extremos, Rg(y(s)) e Ro(y(¢a(s)))-
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Note que, apds a perturbacao pela rotacao, alguns arcos de trajetéria podem nao estar
bem definidos para s préximo de zero, por isso é introduzido o nimero real oy, para

restringir o dominio de y.

(c3) Ty(0/2) C Ro(A) e og € infimo do conjunto dos o € [0, /2] para os quais os arcos de

familia {Ty(s);0 < s < §/2} estejam bem definidos e dependam continuamente de s.

Note que, se 6 é suficientemente pequeno, o arco Tp(d/2) ainda permanece dentro da
regiao delimitada por T'(§),T(5) e Rg oy, onde £ > 0 é tomado menor que 6/2, figura
2.12. Assim, o conjunto dos arcos da familia acima é ndo vazio e o infimo oy fica bem

definido.

Figura 2.12: O arco T'(0/2).

(c4) o(=0) > 1.

A familia {Ty(s)} ndo pode ser estendida continuamente a s = —¢ pois pp(—3J) > 1 e, como
pode-se observar, caso tal arco existisse, ele deveria possuir uma tangéncia com Rg(F(f)) num
ponto de Ry(A), violando a Afirmagéo 2.5.

Assim, o conjunto,
U Tu(s)

)
09<s<3

contém uma mcR, Ay, de F(fy).

Portanto podemos notar que uma das fronteiras ndo compactas de Ag devem estar contidas
em Ry(A). Isso implica que II(A4p) é um intervalo de comprimento infinito.

De fato, se nenhuma das fronteiras compactas de Ay estivessem contidas em Ry(A), al-
guma folha de F(fy) possuiria tangéncia com alguma folha de Ry(A), figura 2.13, o que

violaria a Afirmagao 2.5. O

Vai-se omitir neste trabalho a prova do seguinte Lema, que serd necessério para o que serd
feito mais adiante, porque fugiria do contexto do trabalho. Sua prova pode ser encontrada
em [21].
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B

Figura 2.13: Caso ambas fronteiras compactas de Ay estivessem fora de Ry.A.

Lema 2.1.6. Seja I um intervalo limitado de R e H : I — R uma fun¢do mensurdvel e

limitada. Se A denota o conjunto dos x € I tais que,

L H( ) — (@)
h—0 ‘h|

:oo7

entdo, A tem medida de Lebesgue nula.

Lema 2.1.7. Toda func¢ao ndao-decrescente, ¢, num intervalo [a,b] é derivdvel em quase todo

ponto. Se ¢’ denota sua derivada, entio ¢’ é mensurdvel,

b
/ ¢ (2)] da < oo,

b
/ ¢'(2) dr < $(b) — d(a).

A demonstragao deste Lema foge do escopo deste trabalho e pode ser encontrada na
referencia [5], na pagina 154.

Prova do Teorema 2.1.1 Suponha, por contradigao, que X = (f,g) ndo seja injetiva sob
as hipoteses enunciadas. Pela Proposi¢ao 2.1.4, F(f) tem uma mcR A.

Seja IT : R? — R a projecdo ortogonal na primeira coordenada. Pode ser assumido que
I1(A) seja um intervalo ilimitado. Caso contrario, pela Proposi¢do 2.1.5. podemos compor X
com uma rotagao rigida.

Para simplificar, vamos supor que [b, c0) C II(A).

Assim, se a > b é suficientemente grande:

(a) Para qualquer = > a, a reta vertical II™! () intersecta exatamente uma trajetoria a, C A
tal que (o) N (z, 00) = 0, figura 2.14. Em outras palavras, ¢ 0 méximo do conjunto I(ay).

Como a; é uma curva continua, segue que,

(b) Se # > a, a; NI~ (z) ¢ um subconjunto compacto de A.

Seja H : (a,00) — R definida por,

H(z)=sup{y € R;(z,y) € ap NI (2)} .
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a x

Figura 2.14: Para cada x > a associa-se uma folha ay

Como F(f) é uma folheagdo, pode-se obter que,

(¢) p(x) = f(z, H(z)) é uma funcao continua estritamente mono6tona a qual, quando restrita
a um intervalo (a,b], é limitada.

Para se convercer de que ¢ é monétona, simplesmente observe que, caso contrario deveriam
existir folhas dentro de A que pertencessem ao mesmo nivel de f. Decorreria a existéncia
de uma folha composta por minimos ou méaximos locais, sob a qual Vf(z) = 0 tornando
det JF(x) = 0 para todo z nesta folha.

Assim, pelo Lema 2.1.7, ¢ é diferencidvel quase sempre.

Para ver que ¢ é uma funcdo continua num ponto xg, tome € > 0 e vejamos que existe
um § > 0 de forma que a imagem de (zg — J, o + J) esteja contida em (p(zg) — €, @(xo) +¢).

Pela continuidade de f, existe um & > 0 de tal forma que, qualquer folha cuja distancia
de ay,, dentro da meia componente de Reeb, seja menor que &, pertence a um nivel entre
flaz,) —ee flag,) +e

Em seguida, tome duas folhas, o, e o, que estejam inteiramente contidas nesta vizinhaca,
diferentes de oy, .

Agora, tomando § = min{|lro — y|,|ro — 2|}, tem-se que, qualquer folha «a¢ com
¢ € (o — 9,20+ &) estara compreendida entre as folhas oy, e ;e portanto ¢(¢) = f(¢, H(())
estard em (¢(xo) — &, p(z0) + €).

Afirmacao 2.6. H ¢ semicontinua superiormente. Em particular, H é uma funcdo mensurd-

vel.

De fato, suponha, por contradicao, que H nfo seja semicontinua superiormente em g > a.
Como H restrita a (a,zp + 1) é limitada, existe ¢ € R e uma seqiiéncia x,, — z¢ tal que
H(xzo) < ce H(x,) — c. No entanto, ¢ ¢ continua.

Decorre que,

f(xo,¢) = lim f(an, H(zn)) = lm o(zn) = ¢(20) = f(x0, H(20))-

n—oo n—oo
Mas H(xo) = sup{y; (z,y) € a,}. Entdo, (x0,c) ¢ a, NII71(z). Sendo assim, o ponto
(x0,c) deve pertencer a outra folha 3 de F(f) tal que f(8) = f(as), mas isso contradiz o fato

de ¢ ser mondétona.
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Tal contradicdo prova a Afirmacao 2.6.

Em seguida, serd aplicado o Lema 2.1.6 & funcdo H. Para tanto, deve-se observar que o
intervalo (a,00) é unido enumeravel de intervalos limitados. Em cada um destes intervalos
pode ser aplicado o Lema 2.1.6. Finalmente, uma vez que, uniao enumerével de conjuntos de
medida nula tem medida nula, obtem-se a mesma conclusao para H em todo seu dominio.

Pela Afirmacgdo 2.6 e pelo Lema 2.1.6, se a > 0 é grande suficiente, existe um subconjunto
M C (a,00) de forma que seu complementar tenha medida nula, tal que,

(e) Se x € M, entdo ¢ é diferenciavel em x e

lim inf [H(z+ 1) - H(z) < 0.
h—0 |h’

Para continuar, vai-se considerar o caso onde ¢ é estritamente crescente. Neste caso

afirma-se que,
Afirmacdo 2.7. Se x € M, entio ¢'(z) = fy(z,H(x)) > e.

De fato, se x € M, existe uma seqiiéncia h,, — 0 tal que,

lim k—n:JER,

n—oo n

onde k, = H(z+hy,)— H(z). Assim, pela estrutura das curvas de nivel de f|4 e pela hipotese

de que ¢ seja estritamente crescente,
f(z,H(x)) = inf {f(x,y) RS Hfl(x) ﬂA} )

Isto implica que, fy(xz, H(z)) = 0, ou seja, o gradiente de f no ponto (z, H(z)) é paralelo
ao eixo z. Segue assim, como f é diferenciavel em (z, H(x)), que existem fungoes €1 e €2, a

valores reais, definidas numa vizinhanca de (0,0), tais que,
flx+hp, H(z) + k) = f(z, H(z)) + folx, H(x))hy + €1(hn, kn) by + €2(hn, kn)kn,

e com,

lim €1 (hn, ky) = lim ea(hp, kyn) = 0.

n—oo n—oo

Portanto, para n grande suficiente,

p(z + hn) — p(2)
b,

— fulw H(2)) + 21 (hns ) + 2(, kn)Z—”,

o que implica que,

: x+ hy) — oz
o) = lim PEEI) =@ oy,
n—o0 hn
Note que a escolha de uma seqiiéncia particular &, /h,, nao é restritiva pois ¢ é diferenciavel

em x.

Segue, portanto, que

DX@,H(@):( #(@) 0 >
9u(, H(x)) gy(z, H(z))
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isto &, ¢'(x) é um autovalor de DX (z, H(x)).
Pela hipotese
Spec (X) N (—e,e) =0,

do fato de ¢ ser estritamente crescente, tem-se que ¢'(r) > € e a Afirmagao 2.7 fica provada.
Como f|4 & limitada, entao ¢ é limitada. Assim existe uma constante K > 0, tal que ,
para todo x > a, p(z) — ¢(a) < K.
Tome ¢ > a de forma que (¢ —a)e > K.

Agora, usando o Lema 2.1.7, tem-se que,

K > ¢(c) —p(a) > /cgol(:r)d:rz /Cedx: (c—a)e > K.

Esta contradi¢cao prova o Teorema. ([l

2.2 Resultado de Injetividade

Esta secao se dedica & prova do seguinte resultado.

Teorema 2.2.1. Seja X : R? — R? uma aplicagdo diferencidvel. Se, para algum ¢ > 0,
Spec (X)N[0,e) =0, entdo X € injetiva.

Para a prova deste Teorema, é necessario o seguinte Lema,

Lema 2.2.2. Seja F : R" — R" uma aplicagio diferencidvel tal que det DF(x) # 0, para
todo x € R™. Dado t € R, considere F; : R™ — R"™ q aplicagao definida por Fy(z) = F(x)—tx.
Se existir uma seqiéncia {t,,} de nimeros reais convergindo a zero, tal que toda as aplicagoes

Ey :R™ — R" sejam injetivas, entio F € injetiva.

Demonstracao. Escolha x1,22 € R™ tais que F(z1) = F(x2) = y. Vejamos que, neste
caso, r1 = xo. Pelo Teorema da Aplicacdo Inversa, pode-se encontrar vizinhancas Uy, Us e V,
respectivamente de z1, x2 e y, tais que, para i € {1,2}, F|y, : Uy — V seja um homeomorfismo
eUiNUy = 0.

Se m é grande o suficiente, entdo Fi, (U1) N Fy,, (Uz) contera uma vizinhanga, W, de y.
Deste modo, para todo w € W, #Ft;}(w) > 2. Esta contradi¢do com as hipdteses prova o
Lema. (|

Observacao. Mesmo no caso em que n = 1 e as aplicacoes no Lema 2.2.2 sdo difeomorfismos
suaves, nio se pode concluir que F seja um difeomorfismo. No entanto, se ' : R — (0,1) é um
difeomorfismo suave que reverte orientagdo, entdo, para todo ¢t > 0, a aplicagdo F; : R — R,

serd um difeomorfismo global que reverte orientacao.

Prova do Teorema 2.2.1 Afirma-se que, para todo t € (0,¢), a aplicacdo F; : R? — R2
dada por Fy(z) = F(x) — tx é injetiva.
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De fato, como DFy(x) = DF(z)—tI, onde I denota a aplicacio identidade em R?, obtem-
se que, se a € R é tal que 0 < a < min{t,e — t}, entdao Spec (F;) N (—a,a) = 0. Assim, o

resultado segue diretamente do Lema 2.2.2 e do Teorema 2.1.1 (]

2.3 Estabilidade Assintética Global

Sob as fortes hipéteses de que X seja uma aplicacdo injetiva de classe C', o Teorema
abaixo foi provado por Olech em 1963 (ver Teorema 6.2.3).

A menos do Teorema 2.2.1 e de alguns resultados da teoria de campos de vetores continuos,
as principais idéias para se provar o Teorema a seguir sao essencialmente as mesmas usadas

por Olech.

Teorema 2.3.1. Seja X = (f,g9) : R? — R? um campo de vetores diferencidvel tal que
X(0) =0 e Spec(X) C {2z € C;Re(2) < 0}. Entio, para todo p € R?, existe uma tinica

trajetoria positiva comegando em p. Além disso o conjunto w-limite de p € igual o {0}.

Seja X* = (—g, f) : R2 — R%. Note que X* é ortogonal a X = (f,g). No que seque, a
mesma notacao usual para intervalos de R serd usada para arcos de trajetéria orientados de
X, por exemplo, sera denotado por [p,q) o arco de trajetoria de X que conecta os pontos p e
q, incluindo o ponto p, mas nao o ponto q.

Similarmente sera usado [p, q]*, (p, ¢|*, etc, para denotar arcos de trajetorias de X* conec-
tando os pontos p e q.

A orientacao de tais arcos sdo induzidas pelos campos de vetores correspondentes.

Para qualquer arco de trajetoria [p, ¢]*, é definida a fun¢io L(p, q) por,

/ IX] ds
[p,q]*

onde ds denota o elemento comprimento de arco.

L(p,q) =

)

Lema 2.3.2. Seja X : R2 — R? um campo de vetores tal que
X(0)=0 e Spec(X) C {z € C;Re(z) <0}.

Seja A um retdngulo compacto cujas faces sdo constituidas dos sequintes arcos de trajetorias

(orientados),
[p1, 1], [p2: @2] de X e [p1,p2l™s a1, 2] de X™.
Entao,
L(q1,92) — L(p1,p2) <0
Demonstragdo. Como Spec(X) C {z € C;Re(z) < 0}, tem-se que os autovalores de

DX (x,y) tém parte real negativa, para todo (z,7) € R%. Assim, se A\1(z,%) e Aa(z,y) sio os
autovalores de DX (z,y) para cada (z,y) € R?,

Tr(DX(x,y)) = A1(1.7y> + /\2($,y),
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é um namero real negativo para qualquer (z,y) € R?.
Assim, uma vez que Tr(DX (z,y)) é Lebesgue integravel em A, tem-se,
0 0
0> / Tr(DX (z,y))dz Ady = / —f(ac,y) + i(x,y) dx A dy.
A A ox 8y
Aplicando o Teorema de Green para X*, tem-se,

of

r @(x,y)dx/\dy: X -nds,

dy 24
onde JA denota a fronteira do retangulo compacto A orientada positivamente, sem os vértices,

(z,y) +

e n denota o vetor unitario normal a 0A para cada ponto da fronteira (sem os vértices).

Escrevendo,
0A = (p1,q1) U (q1,92)" U (g2, p2) U (p2,p1)*,

Vé-se que,

X~nds:/ X-nds+/ X-nds+/ X-nds—|—/ X -nds.
0A (p1,q1) (q1,92)* (q2,p2) (p2,p1)*

Porém, como as faces (p1,q1) e (g2,p2) sdo arcos de trajetorias de X, X - n = 0 para todo
ponto nestes arcos.

Assim,

X-ndSZ/ X-nds+/ X -nds.
0A (q1,92)* (p2,p1)*

Da mesma forma, como (p2,p1)* e (q1,g2)* sao arcos de trajetorias de X*, para todo ponto do
arco (q1,q2)*, X -n =|X]|, pois X e n tém a mesma dire¢do e sentido. Analogamente, para
todo ponto de (p2,p1)*, X -n = —|X]|, pois X e n tém a mesma dire¢do e sentidos opostos.

Assim,

/ X'nds—i—/ X~nd.9:/ |X| ds—/ 1X] ds.
(q1,q2)* (p2,p1)* (q1,g2)* (p2:p1)*

Como, ambas integrais acima resultam positivas,
-1 i
(p2,p1)*

/ x| ds — / 1X] ds = / 1] ds
(q1,92)* (p2,p1)* (q1,92)*

= L(Q1»Q2) - L(p27p1)

= L(Q17Q2) - L(p17p2)-
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Isto prova o Lema. O

Lema 2.3.3. Seja X : R? — R? uma aplica¢io com
X(0)=0 e Spec(X)C {ze€C;Re(z) <0}.
Entdo, para todo p € R?, existe uma tnica semi-trajetéria positiva de X comecando em p.

Demonstragao. Suponha, por contradigdo, que existam duas semi-trajetérias positivas ’y;r
e 0;, comecando em p. Como X(p) # 0, podemos tomar o triangulo (que consiste de
um retangulo degenerado) cujas faces sdo constituidas dos dois arcos de trajetorias de X,

[p,q1] C a;' e [p,q2) C ’y;, e um arco de trajetoria de X*, [q1, g2]*, figura 2.15.

Figura 2.15: As duas supostas semi-trajetorias positivas de p.

Aplicando o Lema 2.3.2, temos que,

L(le QQ) < 07

o que é um absurdo. Tal contradicao prova o Lema. [l

No préximo Lema é necessario algum conhecimento das caracteristicas dos fluxos que
persistem quando a unicidade falha.
Dados os arcos (p, q), (p,q], etc, de X denota-se seus comprimentos por £(p, q). De forma

semelhante, é denotado por ¢(p, ¢)*, o comprimento dos arcos (p,q)*, [p,q)*, etc.
Lema 2.3.4. Considere X : R? — R? uma aplicacio tal que
X(0)=0 e Spec(X)C {z€ C;Re(z) <0}.

Seja W uma vizinhanga aberta, relativamente compacta, de 0 € R2 e p1 € R2\W. See >0

é pequeno suficiente, entio existe 6 > 0 tal que, se

(h1) [p1,q1] € um arco de trajetoria de X com [p1,q1] "W =0 e

(h2) [p1,p2]* é um arco de trajetéria de X* com £(p1,p2)* <0,
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entdo existern arcos de trajetoria [qi1,q2] de X e [p2,qa]* de X* tais que,

Uaqr,q2)" <e

Ainda, se considerarmos em (h2) o arco [p2,p1]*, entdo a conclusdao permanece a mesma,

garantindo a existéncia de um arco [q2, q1]*de X* com (q1,q2)* < €.

Demonstragao. Seja U C R?\ W um disco aberto, de raio r, centrado em p;. Considere
V C R?, uma vizinhanca aberta da origem tal que, V. C V C W.

Uma vez que X é um difeomorfismo local, X(0) = 0 e X & injetiva pelo Teorema 2.2.1,
existe p > 0 tal que, para todo p € R2\ V, | X(p)| > p.

Seja A = sup{| X (p)|;p € U}.

Tome ¢ > 0 menor que a distancia entre V e R? \ W e tome

5:min{r,%}.

U
P _

X
0 f/()

Vamos denotar por R(p1,q1;q2) o retangulo cujo bordo é formado pelos arcos [p1, 1],

[p1,p2]*, [P1, 42, [q1, q2]-
Observe que, se o retangulo R(p1, q1;¢2) existe, entao, segue de (h1) que [q1,q2]* NV =0,

e assim,

plqi,q2)" = p/

[q1,g2]*

ds < / IX| ds = a1, 42) < L(p1, pa)
[q1,92]*

mas, pela escolha de 0, decorre que [p1,p2]* C U e, assim,
Liovp) = [ IX] ds < At
p1,p2]*

e assim,
Uq1,q2)" <

que, pelas hipoéteses acima, implica que

A A
* < - * = . .
g(Ql:QQ) > pﬁ(m,pz) < P o< —p — =c
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Seja m o supremo de todos 0s © € [p1, q1] tais que, qualquer que sejay € [p1,z), R(p1,y; ¢2)
exista. Usando a Proposi¢ao 2.1 e o Corolario 2.2 de [20] juntamente com as observagoes acima,

conclui-se que m = q;. Isso prova o Lema. U

Observacgao. Note que, dado p1 # 0, é possivel obter uma vizinhanca de p1, de forma que,
para todo p2 nesta vizinhanca, sua 6rbita permaneca préoxima da 6rbita de p;. Esta interpre-
tagao mais geométrica do Lema permite uma melhor compreensao das idéias envolvidas mais
adiante.

Dado um ponto p € R? denotamos por w(p) o seu conjunto w-limite.

Seja W* o conjunto dos pontos de R? os quais possuem o conjunto {0} como w-limite,
W* = {p € R*w(p) = {0}}.

Das hipoteses, a origem é um poco local, pois os autovalores de DX (0) tém parte real

negativa. Entdo, segue do Lema acima que,
Corolario 2.3.5. W? é um aberto nao vazio.

Demonstragao. Como a origem ¢ um poco local, entdo existe uma vizinhanca aberta V C R?
da origem tal que, para todo p € V, w(p) = {0}.

Tome € > 0, pequeno o suficiente, de tal forma que exista um disco aberto, D.(0), centrado
em 0 de raio € contido em V C W¥.

Seja p1 € W*, ou seja, w(p1) = {0} e tome py um ponto da oOrbita de p; tal que
p2 € D /5(0).

)

Pelo Lema 2.3.4 é possivel conseguir uma vizinhanga aberta U de pq, tal que, se g1 € U
entdo existe um ponto go na trajetoria de g1 tal que g2 € D.(0).

Assim w(q1) = {0}, e, portanto, U C W* o que implica que W* é aberto. O

Lema 2.3.6. O campo de vetores X ndo tem trajetorias fechadas, além disso, dado p € R?,

o conjunto w-limite de p é {0} ou 0.

Demonstragao. Suponha, por absurdo que o campo de vetores X possua uma oOrbita

fechada ~.
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Novamente aplicando o Teorema de Green para X*, o observando que o campo é tangente

a curva vy, tem-se,

OZ/X-nds:/Tr(DX(:):,y))dx/\dy,
0 A

onde A é a regifio interior a curva 7.

Porém, como Tr(DX(z,y)) < 0, para todo (z,y) € R? tem-se um absurdo. Assim o
campo de vetores X nao possui orbitas fechadas.

Como, pela injetividade de X, o tnico ponto de equilibrio do campo é a origem, segue do

Teorema de Poincaré-Bendixon que o w(p) s6 pode ser {0} ou @, qualquer que seja p € R2. [J

Prova do Teorema 2.3.1 usando o Corolario 2.3.5, o conjunto W?* é um aberto nao vazio.
Pelo Lema 2.3.4 pode ser obtido que R? \ W* ¢ um aberto.

De fato, dado p1, tal que, w(p1) = 0, tome A e p como na demonstracao do Lema 2.3.4.
Considere dado um M > 0. Como a 6rbita de p; tende a infinito existe um ponto ¢; tal que
[p1, q1] esteja definido e que |q1]| > M.

Novamente da demonstracao do Lema,

E(le‘]?)* < E(plupQ)*a

A
p
para todo py tal que £(p1,p2)* < J e para algum g2 na trajetoria de po.

Como A e p nao dependem de ¢, tem-se que o ponto g2 ndo se distancia muito do ponto
q1, que pode ser tomado arbitrario sobre a érbita de p;.

Assim, considere a vizinhanca aberta de p; da forma,
V= {p € R?; 3p, na trajetoria de p com £(p1, p2)* < 5} )

Este conjunto é um aberto e, se p € V entao tomando p2 como na definicao de V', tem-se

que w(p) = 0.

Pela conexidade de R?, pode-se concluir que W* = R2, (|



CAPITULO

3

O Problema de Markus-Yamabe

Discreto

Neste capitulo, sera feito o estudo do artigo “The Discrete Markus-Yamabe Problem”

[2], sob a autoria de Anna Cima, Armengol Gasull e Francesc Mafosas.
3.1 Enunciado do Problema
Seja F : R® — R™ uma aplicacdo C' e considere o sistemas de equacdes diferenciais,

@ = F(z). (3.1)

Assuma que p € um ponto critico de (3.1) , ou seja, F'(p) = 0.

Considere ¢(t,z) a solugao de (3.1) que passa pelo ponto  em tempo ¢t = 0.

Definigao 3.1.1. Diz-se que p é um atrator do sistema dinamico continuo induzido por (3.1)

quando,

(a) Existe um aberto U C R™ contendo p tal que, para algum tempo t > 0,

o(t,U) C U.

(b) (6t U) = {p}.

t>0

o7
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Além disso, se U puder ser tomado como sendo todo R™ entdo p serd denominado um

atrator global para o sistema dinamico induzido por (3.1).

Observagao 3.1.1. No artigo original os autores dao a seguinte defini¢ao para atrator global
do sistema dinamico continuo induzido por (3.1).

“Diz-se que p é um atrator global do sistema dindmico continuo induzido por (3.1) se,
qualquer que seja x € R,

Jim ¢(t, x) = p,

onde ¢(t,x) denota a solugio de (3.1) com ¢(0,z) = z.”

No entanto, tal definicdo captura certos objetos que nao sao adequados para serem deno-
minados de atratores globais, veja exemplo 3.1.2 e figura 3.1. Porém deve-se ressaltar aqui
que nenhuma parte subseqiiente do artigo original fica incompativel com a nova defini¢ao nao

sendo requerida nenhuma adaptacao.
Exemplo 3.1.2. Considere a seguinte funcao F : R? — R?,
F(z,y) = (2*(y — ) +y°,y*(y — 22)).
Entdo, dado qualquer ponto zg = (,y) € R?, a solucdo de,
s = F(2),

que comeca em zg tende para a origem quando t — oo, porém a origem nao é um atrator

segundo a defini¢do 3.1.1. O aspecto das soluc¢des do sistema acima é mostrado na figura 3.1.

-
-
4 L
v
> ] <
A
= =~
L
L

Figura 3.1: Retrato de fase do sistema induzido por F.

A seguinte conjectura foi enunciada explicitamente por Markus e Yamabe em 1960 [18].

Conjectura de Markus-Yamabe de dimensao n — CMY(n): Seja F' uma aplicacdo de
classe C' de R™ nele mesmo tal que, para todo & € R”, a matriz Jacobiana de F em z tem

todos seus autovalores com parte real negativa. Se F'(p) = 0, entao p é um atrator global de,

&= F(x).
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Esta Conjectura foi provada para aplicacoes polinomiais no plano em 1988, por Meisters e
Olech [31]. A prova para aplicacdes de classe C!, planares, foi exibida em 1993 por Gutierrez
[17] e Fessler [16], independentemente, e em 1994 uma outra prova foi exibida por Glutsuk
[27].

Existem exemplos de campos de vetores suaves em R, com n > 4, satisfazendo as hipéte-
ses da Conjectura mas que possuem uma 6rbita peridédica, ver exemplo 6.2.8 e também existe
o exemplo de um campo de vetores polinomial em R"™, com n > 3, satisfazendo também as
hipoteses da Conjectura, mas que possui algumas 6rbitas escapando para infinito, ver exemplo
6.2.9.

Desta forma a Conjectura em questao é verdadeira apenas para n = 2. Em [24], van den
Essen mostra que uma conjectura mais fraca que a de Markus-Yamabe implica na Conjectura
Jacobiana Classica.

O principal objetivo do artigo estudado aqui é discutir a traducao natural de CMY para
a dinamica de iteracoes de aplicacoes.

Seja F : R™ — R™ uma aplicacdo C' e considere a seqiiéncia

) = Py | 20 e R (3.2)
Seja p um ponto fixo de F, ou seja, um ponto tal que F'(p) = p.

Definicao 3.1.2. Diz-se que p é um atrator global do sistema dindmico discreto (3.2) se,
qualquer que seja PACNS R"™,

Jim ) =

O problema é o seguinte,

Problema de Markus-Yamabe Discreto de dimensao n — PMYD(n)!': Seja F' uma
aplicacdo de classe C! de R” nele mesmo tal que F(0) = 0 e, para todo x € R", JF(z) tem
todos seus autovalores com modulo menor que um. E verdade que zero é um atrator global

do sistema dindmico discreto gerado por F7

A resposta para PMYD(1) é trivialmente afirmativa. Szlenk trabalhou neste problema
para n = 2 e forneceu um exemplo de aplicacao racional F : R? — R? que d4 uma res-
posta negativa para PMYD(2). Infelizmente Szlenk faleceu subtamente em julho de 1995.
Seu exemplo é reproduzido no Teorema 3.5.1 da secao 3.5 deste capitulo e provamos suas
propriedades na segdo 3.6.

O exemplo de Szlenk ndo é nem polinomial nem difeomorfismo, no entanto, pode ser leve-
mente modificado de forma a se tornar um difeomorfismo e ainda assim continuar controverso
ao PMYD(2), isso é mostrado no Teorema 3.5.2 da secao 3.5.

Nota: Os autores do artigo informam que, apos a confec¢ao do mesmo, G. Meisters os informou sobre um

enunciado semelhante ao PMYD(n), enunciado no livro de LaSalle [59], pagina 20.
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Voltando a nossa atencao a familia das aplicacOes polinomiais, é possivel provar que a
resposta ao PMYD(2) ¢ afirmativa, como mostrado no Teorema 3.2.7 da sec¢do 3.2.

Uma resposta negativa para PMYD(n), com n > 4, é dada em [25]. Mais tarde sao dados
exemplos que respondem negativamente & PMYD(n) para n > 3, ver exemplo 6.3.5.

Desta forma, o problema estd completamente resolvido.

Este capitulo esta organizado da seguinte forma. Na proxima secio é exibida a prova de
que a resposta ao PMYD(n) é afirmativa para aplicagoes triangulares em R™. Nas secoes 3.3
e 3.4 o problema em questao é relacionado com a Conjectura Jacobiana e com a Conjectura
de Markus-Yamabe, respectivamente.

A secio 3.5 é dedicada & obtenc@o de um difeomorfismo de R? que fornece uma resposta
negativa ao PMYD(2) e, finalmente, na se¢dao 3.6 é apresentado o exemplo de Szlenk, men-

clonado acima.

3.2 O PMYD(n) para Aplicacées Triangulares e Polinomiais

Definicao 3.2.1. Diz-se que F' é uma aplicacdo triangular se ela tem a forma,
F(x) = (Fi(z1), Fa(z1, 22), ..., Fp (21, 22, .0y Tp)) -

Diz-se que F' é linearmente triangularizdavel se existir uma mudanca de coordenadas linear
tal que torne F' triangular.

O primeiro resultado que pode ser enunciado é o seguinte,

Teorema 3.2.1. Seja F : R® — R"™ uma aplicagio triangular, de classe C', tal que todos os
autovalores de JF(x) tenham mddulo menor que um, qualquer que seja x € R™. Assuma que

F(0) = 0. Entao a origem é um atrator global para o sistema dindmico discreto gerado por
F.

Prova. Seja a seguinte afirmagao.

Afirmacdo 3.1. Considere F : R™ — R™ uma aplicacio triangular de classe C* tal que,

0F,

0F,
%(x)' <1,

O0F,

oz, &)

< 1 para todo x € R™ e F(0) = 0.
Fize (9 € R™ ¢ seja,
x(k-i—l) _ F(x(k))

Entdo existem ko € N grande o suficiente, M € Rt e K € (0,1), tais que

)xf-“ko) < M K*, para todo i =1,2,...,m e para todo k € N.

Observe que, com a prova da Afirmacgao 3.1 acima o resultado segue diretamente.
A Afirmacdo serd provada por inducao sobre a dimensao m.

Caso 1: m = 1.
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Neste caso F' ¢ uma funcido de R em R de classe C* com F(0) =0 e

dr

T (x)| < 1, para todo = € R.

Fixando (9 € R considere o intervalo compacto da reta
1= [~1a], 1] .
Como a derivada de F' é continua tem-se que existe a € R tal que

dr
—1<—-a< %(ZC) < a <1, para todo z € I.
Sendo assim,
D] = [F(@)] < al2©)].
Portanto
12®)] < a* |29, para todo k € N.

Isso prova o caso em que m = 1.

Caso 2: m qualquer.

Suponha que a Afirmagao 3.1 seja verdade para m = s—1. Vai-se mostrar que, nesse caso,
ela também sera verdade para m = s. Assim, o caso geral fica demonstrado por indugio.
Novamente, fixe z(?) € R®. Considere a aplicacdo,

F(xy,29,...,051) = (Fi(21), Fa(z1,22), ..., Fs_1(21, 22, ..., T5-1)) -

Aplicando a hipétese de indugdo, tem-se que existe kg € N, M € Rt e K € R, tais que,

‘xl(IHkO) < MKF, paratodoi=1,2,...,s—1e para todo k € N.

Neste ponto, por facilidade de notacao, pode-se trocar z(0) por (ko) e, assim,

’xl(k)‘ < M K", paratodoi=1,2,...,s — 1 e para todo k € N. (3.3)

Vejamos que,

2®) = F (oD

k— f— _

= Fy(a{F ) 2 2y

= op

’ s (plh—D k-1 k-1
:/0 8$s (ZL‘% ),$é )7--'axg_1 ),t) dt

=5 oF,

s—1 _ B B
+/0 al'sjl <:L‘§k ijgk 1)7"'75659’121)77570) dt
+ ...

(k—1)
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Agora, vejamos que, existe um R > 0 tal que,

’“)‘ < a:(’H)‘ +R ( ‘ +ot ’ E’H)D . (3.4)
De fato, pela hipotese de inducdo, a seqiiéncia
k) (k k
{$g )7xé )a -~-axg31}k6Na

é limitada e, portanto, existe uma bola B C R"~! que contém esta seqiiéncia. Assim, tome
OF, = .
R= max{‘a;(yl,yg, ...,ys_l,O)' s (Y1,92, -, Ys—1) EBei=1,2,...,5 — 1} i
7

Agora, usando as equagoes (3.3) e (3.4), e escolnendo M e K que seja satisfatorio a x;
para todo i € {1,2,...,s — 1},

’“>‘ < ‘xg’f—”‘ Y (s—1)MRK" 1. (3.5)
Denotando (s — 1) R M por C, pode-se escrever,

+(F)

®| <

- )( +(s—1)RMK2 4+ (s—1)RM K*!

g‘xgo)‘+C(K’“‘1+K’“‘2+...+1)
C

(0>‘ v
S| T +1—K'

O que implica que {xgk)}keN ¢ uma seqiiéncia limitada.

Como o0 mesmo ¢é verdade para a seqiiéncia {fcgk)}keN, com¢=1,2,...,5 — 1, entao existe
L > 0 tal que |xl(k)| < L, para todo i = 1,2, ..., s e para todo k € N.

Desta forma, podemos definir,

OF.
D = max{ al‘: (3/17927 "'7y5)

; |yl SL,i:1,2,...,s},

e assegurar que D é estritamente menor que um.

Com esta nova estimativa, pode-se repetir o mesmo procedimento usado para se obter a

equacao (3.4) e concluir que,

LRl

e ).

e a inequacao (3.5), pode ser modificada para,
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xgk—Q)‘ 1Rk C) L KFIo

< DF

xgm\ +C (KM 4 DK 4 4 D)

< DF

xg}))\ + kC (max{K,D})F!

IN

(max{D, K})*' D ]xg())‘ +EC (max{K, D})F!

IN

(max{K, D))"~ (D \xgm( +5C)

< (1rnaX{K,D})k_1 (maX{K,D}

zgm\ +kC)

g w)

< (max{K, D})¥ < max{K, D}

< (max{K, D})* M
= M K",

para algum M € R, onde max{K, D} = K < 1.

Isso conclui a prova do caso geral. ]

O proximo objetivo é mostrar que a resposta ao PMYD(2) para aplicagoes polinomiais é

afirmativa.

Observacgao 3.2.2. Observe que, no caso n = 2, o Teorema 2.2.1 implica que qualquer
aplicagao (nao necessariamente polinomial) satisfazendo as hipoteses do PMYD(2) tem no
maximo um unico ponto fixo.

Isso decorre da verificacdo de que, se F' ¢ tal como no PMYD(2), a aplicagdo G = F — I
é tal que JG(z) tem todos seus autovalores com parte real menor do que zero, ou ainda,
que Spec (F) C {p € C;Re(p) < 0}. Pelo Teorema 2.2.1, pode-se concluir que G é injetiva.
Portanto, F' possui no maximo um tnico ponto fixo.

Para garantir a existéncia de tal ponto fixo, basta notar que G é uma aplicagdo polinomial

injetiva e, portanto, ¢ sobrejetiva (ver Teorema 6.1.1).

Lema 3.2.3. Seja F' : R" — R” uma aplicacdo polinomial tal que todos os autovalores de
JF(x) possuem mddulo menor que um em cada ponto x € R™. Entdo o polinémio caracteris-

tico de JF(x) € independente de x.

Antes da demonstracao do Lema 3.2.3, deve-se observar que esse Lema também é verdade

para aplicacoes de C" em C".

Demonstragao. Seja P,(\) o polindmio caracteristico de JF'(x) e sejam Aj, Ag, ..., A, suas
raizes. Entao,
Pe(A) = A" =ty N (1),
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onde
n

tj = > Aiy Ay e Ny
’i1<’i2<...<ij
115,22y 00515 = 1

Como |A;| < 1 para todo i = 1,2, ...,n tem-se que

n n!
It;| < ( ; ) :m<n!, (3.6)

para todo 7 = 1,2,...,n. Por outro lado, como as componentes de F' sao polinomiais e cada
t; pode ser descrito como a soma de todos os menores principais de JF(z), de ordem j, que
possuem a sua diagonal sobre a diagonal principal, podemos concluir que ¢; é um polinémio
em x para todo j = 1,2,...,n. Como os Gnicos polindmios limitados sdo constantes, o Lema
fica provado. O

Vejamos um Lema que sera ttil mais adiante.

Lema 3.2.4. Seja h(z,y) = (P(z,y),Q(x,y)) : C> — C? uma aplica¢io onde P é polinomial

homogénea de grau d > 1 e Q € polinomial homogénea de grau I > 1 tal que,
det (Dh(zx,y)) =0, para todo (z,y) € C2.
Entao, existemn € N, m € N e c € C, tais que,
P (z,y) = cQ"(x,y).

Demonstragdo. Como P: C? — Ce Q : C?> — C sdo polinomiais homogéneas de grau d e [

respectivamente, é possivel reescrevé-las das formas,

P(:v,y)=:vdf(%) e Q(x,y)leg(y),

x
onde f:C— Ceg:C — C sao funcdes polinomiais em uma variavel.

Um céalculo direto mostra que,

Pule) = O (2 ) = ot (V) - a2y (1)),

Py =G ) =1 (V)

Qe = =100 (%) ey (2),

0
Q) = Gote) = (Y).
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Mas, por hipdtese,

Py(z,y) Py(fUay)

0 = det Dh(z,y) = det (
Qx(xv y) Qy(l', y)

) - Pz(SU, y)Qy(x7y) - Ql’(x’ y)Py(‘T’y)

De onde podemos escrever,

ot () 2 (e () = () [0 (5) —we 2 (5]

Que implica na equacao diferencial,

()9 (5)=1(2) 5 (5)

cuja solugbes devem respeitar a seguinte relacao,

7 (5) = (3):
onde d = mk e | = nk para algum k € Ne c e C.

Observando que ml = dn, pode-se escrever,
@7r9) = 4l (1) = et (1) = ePn(a )
x x

E a prova do Lema fica completa. U

Agora, serdo enunciados dois resultados que serdo utilizados em um Teorema posterior,

dentre os quais um serd demonstrado.

Teorema 3.2.5 (Jorgens). Seja f uma aplicagio definida em todo R? tal que a sua matriz

Hessiana tem delerminante constante positivo. Entao f € quadrdlica.

A demonstracao deste resultado sera omitida aqui e pode ser encontrada em [30].
O outro resultado é devido a Dillen [23| e sua demonstragao sera transcrita aqui porque

nos sera util a posteriori.

Teorema 3.2.6 (Dillen). Se P ¢ uma aplica¢ao polinomial complexa em duas varidveis,
x ey, e se o determinante de sua matriz Hessiana é constante igual a c, entdo existe uma

transformagao afim no plano (u,v) através da qual P toma a forma,

P(z,y) = zy + Q(x),
onde Q € uma aplica¢ao polinomial em uma varidvel.

Demonstragao. Seja P € C|z,y] uma aplicacdo polinomial com determinante da sua matriz
Hessiana constante igual a c.

Como P € Clz,y|, pode-se proceder com uma mudanca de variaveis linear de forma que
se tenha ¢ < 0.

Assim, suponha que ¢ < 0.



66 Capitulo 3 — O Problema de Markus-Yamabe Discreto

Se o grau de P é igual a dois, entdo pode-se encontrar novas varidveis segundo as quais P
toma a forma desejada. Ver apéndice B.
Suponha entdo que P tenha grau n > 2 e decomponha P em termos de suas parcelas

homogéneas, ou seja, escreva

P(l’,y) = ZQHCI;?y)a
1=0

onde @; sdo aplicacdo homogéneas de grau 1.

Pode-se constatar que o determinante da matriz Hessiana de P possui um parcela exa-
tamente igual ao determinante da matriz Hessiana de @, que, alids corresponde aos tinicos
termos de grau 2n — 4 > 0. Sendo assim o determinante da matriz Hessiana de @, deve ser
nulo.

Vejamos que existe uma mudanca de variaveis que faz com que Q,(z,y) assuma a forma
vyu". Para isso, usa-se o Lema 3.2.4 aplicado as funcgoes (Qn)z € (@n)y que sdo ambas homo-
géneas de graun — 1 > 1.

Assim, tal Lema nos permite concluir que

(@n)z = &(Qn)y, (3.7)

para algum complexo &, pois podemos escolher os expoentes iguais a um (ver demonstragao
do Lema 3.2.4)

Considere novas variaveis
v=x—& e u=E&x+y. (3.8)

Nestas variaveis,

B Ox oy 1 B
(Qn)v - (Qn)x% + (Qn)y% - 1+ 52 ((Qn)m - g(Qn)y) =0.
Portanto tem-se que
Qn(u,v) = yu". (3.9)

Agora, escreva P como uma aplicagao polinomial na variavel v com coeficientes em Clu],

Note que m < n pois o termos de grau n de P, (), ndo depende de v. Entdo o grau de
Py, igual a n, é estritamente maior que m.

Vejamos duas possibilidades para m.

Caso 1. m=1.
Neste caso,
P(u,v) = Py(u) + Pi(u)v,
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cujo determinante da matriz Hessiana,

H(P) = — (ng>2. (3.10)

Assim, tem-se que Pj(u) = /—cu. Lembre-se que no caso em questao, ¢ < 0.

Portanto, temos que P assume a forma desejada neste caso.

Caso 2. m > 1.

Neste caso a matriz Hessiana pode ser escrita da seguinte forma,

D Pt Y P!

H(P) =det | 0 D . (3.11)
> iP{(up™t Y i — 1) Pi(u)
1=0 1=0

2m—2

Observando o coeficiente de v (ou seja i = m), vé-se que,

(m — 1) Py (w) Po(u) = m(Py,)%.
Resolvendo a equagao diferencial tem-se que
Pon(u) = (au + B)'™.

Porém, como P, deve ser polinomial, conclui-se que a = 0 e, portanto, P, (u) é constante.

Agora, considere a seguinte afirmacao,
Afirmacao 3.2. O grau de P; é sempre menor ou igual a m — i, para todo i1 = 0,1, ..., m.

De fato, decorre do procedimento anterior que a afirmacao é vilida para ¢ = m. Agora,
serd mostrado que se a afirmacao vale para todo i € {m,m—1,...,m—s+1} entao ela também
¢é verdadeira para i = m — s. Com isso a afirmagao fica provada por indugao.

Pela hipotese de indugao, o grau de P; é menor ou igual a m —¢ para todo m > ¢ > m —s.

Com a matriz Hessiana escrita como na equacao (3.11), tem-se que,

H(P) = 3" j(( = )P/ (w)P;(w) — iP/(u)P}(w)) o772,
i,j=0

2m=s=2 yé-se que este coeficiente ¢ constante se m = s = 2

Observando o coeficiente de v
e nulo caso contrario.
Tomando j =m — s+ k e t = m — k este coeficiente pode ser escrito da forma,

s

S m = s+ ) ((m = s+ k= )Pl (0)Pss(0) — (0 = F)Phy ()Pl i)

k=0

Agora, note que, para 0 < k < s, Pp,_sik(u) e Pp_r(u) tém grau menor ou igual a s — k
e k respectivamente, pela hipdtese de inducao. Sendo assim, tais parcelas da soma tém grau

menor ou igual a s — 2.



68 Capitulo 3 — O Problema de Markus-Yamabe Discreto

Quando k =0,
(m —s) ((m — s — 1) Py, (w) Pr—s () = m(Py,_s(w) Py, (u)) =0,
pois Py, (x) é uma constante, e quando k = s,
m ((m = 1) Py _ ()P () — (m — 8)(Pp, () Py, _(u)) = m(m — 1) Py (u) P (u).
Como H(P) é constante e P, é constante, segue que
dog (Ph_,(w) < 52,

pois todos os demais termos tem grau no maximo s — 2 e precisa haver cancelamento na soma.

Embora a demonstracao fique um pouco obscura no caso em que que s € {0, 1}, estes
casos podem ser verificados separadamente usando a mesma idéia.

Assim, deg(P,,—s) < s e provamos a afirmacdo 3.2.

Agora, com a prova da afirmagio tem-se um absurdo, pois deg(FPy) = n > m, como foi
mostrado no infcio da demonstracao.

Decorre que m = 1 e que apenas o primeiro caso é possivel, ou seja,

P(u,v) = v/—cuv + Py(u). O

Vejamos o resultado que afirma a veracidade do Problema Discreto de Markus-Yamabe

para aplicacdes polinomiais de R2.

Teorema 3.2.7. Seja F : R? — R? uma aplicagdo polinomial com todos os autovalores de
JF(z) com mddulo menor que um para todo ponto x € R%. Entdo existe um tinico ponto fizo

de F' o qual é um atrator global para o sistema dindmico discreto gerado por F'.

Demonstragao. Observe que a existéncia e unicidade do ponto fixo decorre diretamente do
Teorema de Gutierrez 2.2.1 (ver observacao 3.2.2).

Sendo assim, basta mostrar que o inico ponto fixo de F' é um atrator global.

Seja F(z,y) = (P(x, Y), Q(fc,y)). Do Lema 3.2.3 sabe-se que,

0 0
o) = G (e.0) + (o)
[§]
oP 0 opP 0
tao) = G (0.0) G w0) = (@) 5 ),

sao constantes, que serdo denotadas apenas por ¢ e to.
Considere G = F — (t1/2) I e sejam P e @ tais que G(z,y) = (P(z,y), Q(z,y)).
Assim, tem-se as constantes,
oP oQ
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_ 0P oQ oP oQ
to = ar(xvy>a§(x7y)_&y(xay)ai?(xay) :tQ_Z' (313)

Como t; = 0, vejamos que existe um polinémio h(z,y) tal que,

F(l’,y) = _gZ(fE;y> € @(.%',y) - g:};(x7y>

De fato, se for definido,

hi(z,y) = — /P(w,y) dy + (),

ha(z,y) = /Q(w,y) dz + ¥ (y),

é preciso mostrar que é possivel tomar ¢(z) e ¥(y) de tal forma que hy(z,y) = hao(z,y), para
todo (z,y) € R2.

Pode-se notar que,
ha(z,y) — ha(z,y) = /medaﬂrw /Pwydy ().
Portanto, o problema fica resolvido se for possivel escrever,
/Q(ﬂc, y)de + /P(m,y) dy = ¢(x) = ¥(y).

Mas usando a equagao (3.12),

% [/Q(m,y) dz+/P(SE,y) dy] ZQ(x,y)ﬂL/gP(%y) dy

= Q(z,y) / By (z,y)d
= Q(z,y) — Q(z,y)
=0.
De forma anéloga, pode-se mostrar que,
9 _ _
ay Q(z,y)dz+ [ P(z,y)dy| =0. (3.14)

Isso implica que a soma das integrais é uma constante e, portanto, pode ser tomada de
forma que hi(z,y) = h2(z,vy), para todo (z,y) € R2.

Além disso,

Vhia.n) = (oo g,

G Goten) ) = @) ~Pla).
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e a matriz Hessiana de h é dada por,

oQ oQ
%(x,y) 8—(m,y)

_%(l'ay) _Fy(l‘a y)

cujo determinante ¢ igual a to.

Estudemos as possibilidades para ts.

Caso 1: {3 > 0.

Pelo resultado classico de Jorgens 3.2.5, sabemos que h(z,y) é quadratica. Isso implica
que F' é uma aplicagdo polinomial de grau um. Para este tipo de aplicagdo o resultado pode
ser facilmente provado.

Vejamos. Suponha
F(z,y) = (P(z,y),Q(z,9)),

onde P(z,y) e Q(z,y) sdo polindmios de grau um.
Suponha que o ponto fixo seja a origem de R2. Esta hipotese nio é restritiva pois bastaria
proceder com uma mudanca de coordenadas do tipo translacdo.

Neste caso, F(z,y) seria da forma,

F(xvy) = (04133+0422Uaﬂlx+ﬂ2y) :A(J:?y)a

a1 9
A= = JF(z,y).
( B Bo ) (#9)

Tome p = (z0,yo) um ponto qualquer de R2,

onde,

A seguir, é necessirio um lema cuja demonstragdo serd omitida para nao comprometer a

continuidade do texto. No entanto sua demonstracio sera feita no apéndice A.

Lema 3.2.8. Seja A : R? — R? wma aplicacdo linear. Entio existe wma mudanca de coorde-

nadas em R? de forma que A assume uma das duas formas,

A1_<)\1 0 ) o A2_<>\1 e )
0 X 0 N
onde A1 e \o sdo autovalores de A e € é um nidmero real maior ou igual a zero.
Assim, com o auxilio de uma funcao de Lyapunov,
V(z,y) =a®+47,

tem-se que, no primeiro caso,

V(A1 (2,9)) = (M2)® + (Aay)® < max{\, Ao} (a® + %) < 2° + ¢ = V(z,y),
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para todo ponto (x,y) # (0,0).

No segundo caso,

V(A2 (z,9) = (az +ey)” + (My)?
< A + (€2 4+ A1) y? + 2ehay
<+ (A 8+ 22000 + )
< [+ +2e0] (7 +47)
_ [)\% +e2 261 V(z,y),

para todo ponto (z,y) # (0,0).
Como,
lim A2 + &2 4 2e0 = M < 1,
e—0

é possivel tomar € pequeno suficiente de forma que,
M +e? +2e) < 1.

O que permite concluir, em ambos casos, que a origem é um atrator global para o sistema
dinamico discreto induzido por F.

Caso 2: t3 < 0.

Neste caso, pode-se supor que o grau de h é n > 2 pois, no caso em que n < 2, deve-se
ter n = 2 pois tem-se como hipotese que to # 0. Desta forma, com h quadratico, procede-se
exatamente como no caso anterior.

Aplicando o Teorema 3.2.6 conclui-se que, existe uma transformacao de coordenadas afim

A, de forma que,

ho A(u,v) = V—tauv + p(u),

onde p é um polindmio em uma variavel, u.

Como esta sendo considerado h(z,y) € R, da prova do Teorema 3.2.6, a transformacao
afim pode ser tomada com coeficientes reais. De fato, como o grau de h é n > 2, basta
perceber que Qn(z,y) = v(x + y)" e é uma aplicagdo a valores reais, sendo assim 7 e &

devem ser reais e, portanto, a transformacao em questao é dada por,

(£ 2)(2)-(2)

que tem coeficientes reais (ver equacao (3.8)).

Observe que embora A nao seja ortogonal,

AAT = I,

det A

onde I denota a identidade de R2.
Assim, AT =cA~ L



72 Capitulo 3 — O Problema de Markus-Yamabe Discreto

Vejamos que A triangulariza F'.

De fato, observe que,
D(ho A)(u,v) = (vV/—tav +p'(u), V Tz u).

Além disso, da regra da cadeia,

D(ho A)(u,v) = Dh(A(u,v))DA(u,v) = (Q(A(u,v)), —P(A(u,v))) A. (3.15)

Identificando o funcional linear D(h o A)(u,v) com o vetor gradiente de h no ponto (u,v),

pode-se tomar a transposta do tltimo membro, obtendo,
D(ho A)(u,v) = AT (Q(A(u,v)), —P(A(u,v))) = c A~ o Dho A(u,v).

No entanto, segue da forma de h o A que D(h o A) é triangular. Isso implica que A
triangulariza Dh.

Para concluir, note que,
t 0 -1 t
F=G+—~I= Dh+ —1.
2 1 0 2
Sendo assim, como,
0 —1
AleFA=cA™! DhA—|—ct—II
1 0 2

0 -1 — — t
:—<1 0 >CA_1DhA+ct21]:( —tQU,—\/—t2U+p/(u))"—051('&77})

= (V-tau+cu,—V—tzv+p'(u) +cv),

decorre que A triangulariza F.

Segue do Teorema 3.2.1 que o ponto fixo de F' é um atrator global para o sistema dindmico
discreto induzido por F.
Caso 3: 12 =0.

Novamente sob a hipdtese que o grau de h seja maior que dois, segue da equagao (3.10),

presente na prova do Teorema 3.2.6, que através de uma transformagao afim,
h(u,v) = kv + q(u),

para algum k£ € R e o resultado segue como no caso anterior pois F' se torna triangular.

Assim, sao exauridas todas as possibilidades para o e a prova fica completa. ([l
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3.3 A Conjectura Jacobiana e a Conjectura de Ponto Fixo

Nesta secao serd dada importancia especial as aplicagdes polinomiais.
Seja F' : R™ — R™ uma aplicagdo polinomial tal que JF(z) tem todos seus autovalores
com modulo menor que um. Na secdo um, perguntou-se sobre a existéncia de um ponto fixo

o qual é um atrator global. Agora é formulado um problema mais fraco,

Conjectura de Ponto Fixo — CPF: Seja F' : R” — R" uma aplicacdo polinomial tal que
JF(x) tem todos seus autovalores com modulo menor que um, para cada x € R™. Entao F

tem um Unico ponto fixo.

Considerando as partes real e imaginaria das componentes de uma aplicagdo complexa
F : C" — C" e usando argumentos usuais de algebra linear vé-se que esta conjectura pode

ser reescrita da seguinte maneira equivalente (ver Proposigao 6.4.1),

Conjectura de Ponto Fixo — CPF: Seja F' : C" — C™ uma aplicacao polinomial tal que
JF(x) tem todos seus autovalores com médulo menor que um, para cada x € C". Entao F

tem um tUnico ponto fixo.

O Teorema a seguir, mostra que este problema é equivalente & célebre Conjectura Jaco-

biana,

Conjectura Jacobiana — CJ: Seja F' : C" — C" uma aplicacdo polinomial tal que
det JF(x) € C* = C — {0} para todo ponto z € C". Entao F é invertivel.

Vale a pena observar que, embora o enunciado da CJ acima seja ligeiramente diferente do

enunciado do capitulo 2, elas estao fortemente relacionadas, como é estudado na secao 6.1.2.
Teorema 3.3.1. A CJ ¢ equivalente & CPF.

Demonstragao. Vejamos, primeiramente a implicagao,
CJ = CPF.

Desta forma assuma que CJ seja verdadeira e considere uma aplicagdo F' que satisfaca as
hipoteses de CPF para algum n € N.

Considere, ainda, a fun¢do G(x) = F(x) — x. Assim, os autovalores de JG(x) sdo exa-
tamente os autovalores de JF'(x) decrementados de um. Portanto, pelo Lema 3.2.3, tem-se
que det JG(x) é constante. Das hipoteses sobre F', concluimos que esta constante nao pode
ser zero. Segue da veracidade da Conjectura Jacobiana que G é invertivel e existe um tnico
ponto xg, zero de G, que é o tnico ponto fixo de F.

Provemos, agora, a outra implicagao,

CPF = CJ.
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Por contraposicao, assuma que CJ falhe para algum m € N. Do Teorema de Reducao [22]

(Teorema 6.1.2) significa que existe um n € N e um G : C* — C” nao invertivel tal que
G(o) = v+ H(),

com JH (x) wma matriz nilpotente para cada z € C". Agora seja g(x) = (1/2) G(x) e seja y
e z dois pontos distintos de C™ tais que g(y) = g(z) = p.

Denotando por h(z) a expressdo = + p — g(x), temos que h(y) =y e h(z) = z. Por outro
lado, como JH (x) é uma matriz nilpotente para cada = € C", todos seus autovalores sao zero.

Da defini¢do de h(x) pode-se obter:
1 1 1 1
Jh(x)=1—-Jg(z)=1— <2I—|—2JH(:U)> = 5[— §JH(:U),

o que implica que todos os autovalores de Jh(z) sdo iguais a 1/2 para qualquer z € C".

Portanto, h(x) satisfaz a hipotese de CPF e tem dois pontos fixos diferentes. ([l

Para terminar esta se¢do enunciamos uma Conjectura que implica na CJ. Primeiramente
vejamos como surgiu tal Conjectura.

Note que PMYD(n) possui uma resposta afirmativa para aplicacoes triangulares. Desta
forma, imaginou-se que o proximo passo seria investigar sua veracidade para aplicagoes que
téem a forma F(z) = (f(2),9(zs)), com g: R —Re f: R"* — R 1,

Existem problemas para solucionar este caso e, portanto, foi decidido considerar um caso
mais simples onde F' seja polinomial e todos autovalores de JF'(z) sejam nulos, ou seja, foi
tentado solucionar o PMYD para aplicagoes polinomiais da forma F(z) = (f(z),0), onde
JF(x) seja nilpotente.

Neste ponto indagou-se se todas as aplicagoes polinomiais com matriz Jacobiana nilpotente

poderiam ser reduzidas a esse caso,

Conjectura Nilpotente — CN: Seja F': C" — C™ uma aplicacdo polinomial tal que JF'(z)
seja nilpotente. Fntéo existe uma mudanca de coordenadas linear A tal que
AFA™ (z) = (f(x),0),
onde f é uma aplicacdo polinomial de C"® em C*~ 1.
Para o préximo resultado, serd necessario de um resultado de algebra linear cuja demons-
tracao serd exibida no apéndice A.

Proposicao 3.3.2. Seja N uma matriz nilpotente que tem a sequinte forma,

ni1 ni,2 e N1,m—1 ni,m
n21 n2.2 . n2,m—1 n2.m
N = : : : : : (3.16)
Nm—-11 Mm-12 .-+ Mm—-1m-1 Mm—-1m

0 0o ... 0 Tomm
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Entao, a submatriz Ny, ., obtida a partir de N excluindo-se a tltima linha e a 4dltima

coluna, também é uma matriz nilpotente.
Vejamos o seguinte resultado mostrado por van den Essen.
Proposicao 3.3.3. CN implica CJ.

Demonstragdo. E conhecido que é suficiente provar a Conjectura Jacobiana para aplicacio
F tais que F' = I+ N com N homogénea de grau trés e com JN nilpotente. Ver Teorema
6.1.3.

Desta forma, assumimos que CN seja verdadeira e vamos provar por inducao sobre n a

seguinte afirmagao.

Afirmacao 3.3. Qualquer aplicacao polinomial F' : C* — C" tal que JFF = N + 1, com N

nilpotente, € injetiva.

Para n =1 a afirmacao é trivialmente verdadeira, pois N = 0.

Suponha, agora, que a afirmacao seja verdadeira em dimensdo n e seja F : C*T! — CnHl
tal que JF =TI+ N, com N nilpotente.

Assumindo que CN seja verdadeira, a aplicacido F, por meio de uma mudanca de coorde-

nadas linear, pode ser escrita como,
F(:L‘l, vy :L‘n+1) = (CL‘l + Pl(xl, ey I‘nJrl), T2 + P2($1, ey l‘n+1), ey .’En+1).

Para mostra que esta aplicacdo ¢ injetiva é suficiente mostrar que, para qualquer a € C,

aplicagao,
Fo(zy,..wy) = (xl + Pi(x1, .y p,a), ke + Po(xy, ooy Ty, @), ooy Ty + Pp (21, ...,xn,a))7

é injetiva. De fato, suponha que existam z e w, pontos distintos de C***! tal que F(z) = F(w).
Em particular z,11 = wy+1 uma vez que a ultima coordenada de F(z) é igual a 2,41 e a tltima
coordenada de F'(w) é igual a wy1.

Entao, tomando a = 2,41, temos que Fy (21, ..., 2n) = Fy(w1, ..., wy,) e, portanto, Fy nao é
injetiva.

Vejamos que F, satisfaz a hipotese de inducao.

De fato, a matriz Jacobiana de F' no ponto x é tem a forma,

8P1 E)Pl 8P1 aPl
S I VI VN W
0xy . Oxa v Oxp, . OTpi1 .

0 0 0 1



76 Capitulo 3 — O Problema de Markus-Yamabe Discreto

@ 8P1 8P1 apl

_ I+ N . . N
Oy Oy o Oy O
8901 v 8902 v (%n v aan v
0 0 .. 0 0
=I+N.

Usando a Proposigdo 3.3.2, a submatriz,

0P, 0P oP;

op, 0P, OP,

também é nilpotente.
Além disso, uma simples verificacdo permite observar que JF, = N,, + I e, portanto, F,

satisfaz a hipotese de indugdo. Isso conclui a prova. ([l

Apo6s a primeira versdo do artigo estudado neste capitulo, van den Essen e Hubbers en-
contraram um contra-exemplo da CN para todo n > 2 de grau maior ou igual a quatro
[26].

Observe que com a mesma prova da Proposicao 3.3.3, pode ser provado que,

Proposicao 3.3.4. A CN para aplicagdes polinomiais de grau menor ou igual a 8 implica a
CJ.

3.4 Relacdo entre a Conjectura de Markus-Yamabe e o Proble-

ma Discreto de Markus-Yamabe

Nesta se¢ao vamos relacionar a CMY(n) com o PMYD(n).

Considere o sistema de equagoes diferenciais,
& = F(x), (3.17)

com F uma aplicacio de classe C! e seja ¢(¢,z) a solugdo de (3.17) com ¢(0,z) = .
Assuma que ¢(T,x) esteja definida para algum T > 0 e para algum x € R™. Entao

podemos considerar o sistema dindmico discreto,
o(T,): V—=R",
onde V é um aberto de R™ que contem x.

Lema 3.4.1. Seja F uma aplicacio de classe C1 de R"™ nele mesmo e seja ¢(t,x) a solugio

de (3.17) com ¢(0,z) = x. Entdo sio verdadeiras as sequintes afirmagaoes.
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(i) Se, para todo x € R™, JF(x) tem todos os seus autovalores com parte real negativa,
entdo, dado U aberto limitado de R"™, existe T > 0 tal que, para todo t € (0,T) a matriz
Jacobiana de ¢(t,-) : U — R"™ tem todos seus autovalores com mddulo menor do que

um, para todo x € U.

(i) Assuma que a derivada de ¢(t,x) com respeito & varidvel x tenha todos seus autovalores
com mddulo menor do que um para todo t € (0,t]. Entio JF(x) tem todos seus

autovalores com parte real menor ou igual a zero.

Demonstracao. Como ¢(t,z) é a solugao de & = F(z) com ¢(0,z) = x, entao,

d
dt (tvx) = F(gf)(t,ﬂ?))

Tomando as derivadas com respeito a x e avaliando em t = 0, pode-se, escrever (ver

Teorema 1 da pagina 38 de [10]),

& (Hueen)| e
que pode ser reescrito da forma,
d
T (8(tw) ~ T
PI% L ; = JF(z), (3.18)

onde I denota a matrix identidade.

Da relagao escrita acima é claro que, para cada y € C/(U), onde C/(U) denota o fecho
topoldgico de U, existe uma vizinhanca de y, Uy, e um ntimero real positivo Ty, tal que, para
cada z € Uy e para todo t € (0,7}), a derivada de ¢(t, z) com respeito a = avaliada no ponto
z, tem todos seus autovalores com parte real menor do que um. Também, podemos tomar 7T},
de forma que para todo z € Uy e para todo t € (—T},,0) a derivada de ¢(t, ) com respeito a
x avaliada em z, tem todos seus autovalores com parte real maior do que um.

Em outras palavras, se t > 0, como os autovalores de JF(z) tém parte real menor do
que zero, os autovalores da derivada de ¢(t,x) com respeito a varidvel = avaliada no ponto y
devem ter parte real menor do que um, para t suficientemente pequeno.

De forma analoga, se t < 0, entao a derivada de ¢(t, z) com respeito a x avaliada no ponto
y deve possuir autovalores com parte real maior do que um, para ¢ suficiente pequeno.

Assim, para cada y, pode-se escolher um nimero real T), > 0 tal que as duas consideragoes
acima valham, respectivamente, para todo t € (0,T}) e para todo t € (=T, 0).

Além disso, como F' é uma aplicacdo de classe C!, entdo ¢(t,r) também é de classe C!
e, portanto, sua derivada com respeito a z é continua. Com isso, pode-se conseguir uma
vizinhanca de y, Uy, onde continue valendo a propriedade acima. Possivelmente o valor T}
pode precisar ser alterado mais ainda assim Ty > 0.

Uma vez que ¢ é continua e ¢(0,2) = x, existe W, vizinhanca de y e um nimero real

positivo 7, com vy, < Ty, tal que, ¢(t,2) € Uy, para todo z € W), e para todo t € (—7y,Vy)-
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Seja z € Wy et e (0,7y). Como ¢(—t,d(t,x)) = z, pelo Teorema da Regra da Cadeia,

dp(—t, x) do(t, ) B
ar (o(t,z)) 7(@ =1

Seja A = a + bt um autovalor de

Entao,
1y a—bi
e
é um autovalor de J .
PCLT) (411, 2)).

Como z e ¢(t, z) estdo em Uy e t € (0,T}), obtém-se que Re (A) < 1 e Re (A™!) > 1. Isso

implica que,
Al = (a? 4+ b?) < 1.

Viu-se que, para todo y € C/(U) existe uma vizinhanca W, de y e um ntmero positivo
vy tal que a derivada de ¢(t, ) com respeito a  no ponto z tem todos seus autovalores com
modulo menor do que 1, para todo z € W, e para todo t € (0,7,). Sendo assim, sejam
Wy, ..., Wy, , uma cobertura finita de C4(U) e tome T' = min{~y,,, ..., vy, }. Como T" > 0, (4)
fica provado.

Para a prova (ii), faz-se uso da equacao (3.18). Observe que se, para qualquer z € R"
et € (0,t;], para algum ¢, > 0, a derivada de ¢(¢,x) com respeito a z avaliada em z tem
autovalores com médulo menor que um, entao o limite tem parte real menor ou igual a zero.

Esta observacao prova (i) e completa a prova do Lema. O

O conjunto dos valores de t para os quais a parte () do Lema 3.4.1 é verdadeira nao pode
ser estendido a R™ devido ao seguinte resultado conhecido e de alguns contra-exemplos com

6rbitas periddicas, ver Exemplo 6.2.8.

Lema 3.4.2 (Hartmann [29]). Assuma que (3.17) tenha uma orbita periddica de periodo

T. Entao o fluxo de tempo T tem um autovalor igual a um.

Se a resposta ao PMYD para fluxos (que sao casos particulares de difeomorfismos) fosse
afirmativa, entdo seria possivel concluir que o sistema (3.17) tem um atrator global sob a
hipotese de que, para todo z € R™, ¢(t,x) esta definida para algum ¢ > 0 e ¢(¢,-) tem todos

seus autovalores com moédulo menor do que um.

3.5 A Resposta ao PMYD(n) para Difeomorfismos

Nesta secao é exibido um difeomorfismo racional de R™, n > 2, que satisfaz a hipotese
do PMYD(n) e tem uma orbita periddica. Este exemplo é uma modificagao do exemplo de

Szlenk o qual é apresentado no Teorema que segue e que serd demonstrado na secao 3.6.
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Teorema 3.5.1 (Szlenk). Seja F : R? — R? definida por,

—ky? ka?
1+x2+y2’1+$2+y2 ’

F(l’,y)I(

onde k € (1, 2/\/3) A aplicagdo F possui as sequintes propriedades,

(1) Tome p = (z,y) € R? ¢ seja A\ um autovalor de JF(p). Se xy = 0 entdo A = 0. Caso
contrdrio X ¢ R e |\| < kv/3/2.

(2) F*(1/vVk —1,0) = (1/vk —1,0).
(3) F é injetiva.
Defina, agora,

—kx3 ka$
2 7 — a1, 2 2
1+ 2]+ x5 1+z7+ x5

Ga(21, .. Tp) = (

— ara, CT3, ...,cxn) ,

onde |¢| < 1ek € (1,2/V3).

Teorema 3.5.2. Para a suficientemente pequeno, o aplicagdo G, definida acima, € um

difeomorfismo global de R™ nele mesmo que satisfaz as sequintes propriedades,
(1) Para todo x € R", se A é um autovalor da derivada de G, no ponto x, entdo || < 1.
(2) Ga(0) =0 e existe p € R", p # 0 tal que G2(p) = p.

Demonstracao. Observe, primeiramente, que pode-se assumir n = 2. Assim, G, = F — al,
onde F é dada como no Teorema 3.5.1 e I é a identidade em R?.

Como JF(z) tem, para todo = € R?, autovalores com médulo menor do que kv/3/2, segue
que, para a pequeno suficiente, JG,(x) tem, para todo x, autovalores com médulo menor do
que um.

Note que, uma vez que JF(z) tem todos os seus autovalores diferentes de a, JG4(z) tem,
para cada x € R?, autovalores diferentes de zero. Lembre-se de que os autovalores de JF(z)
ou sao iguais a zero ou tém parte imaginaria nao nula.

Entao G, é um difeomorfismo local em R2.

Para a conclusio de que Gy é um difeomorfismo global em R?, pode-se recorrer ao Teorema
de Hadamard [28] que assegura que aplicagoes suaves de R™ nele mesmo sdo difeomorfismos
globais quando sdo difeomorfismos locais e sdo préprias.

Lembre-se de que uma aplicacao é préopria quando a pré-imagem de qualquer conjunto
compacto é também um conjunto compacto.

Assim, vejamos que G é propria. Para isso é suficiente mostrar que,

lim |Gu(z,y)| = oc. (3.19)

|(2,y)[—o0
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De fato, como G, é continua, ja pode-se concluir que a pré-imagem, por G4, de um
conjunto fechado também é um conjunto fechado. Restando mostrar que conjuntos limitados
tém pré-imagem, por G, limitada.

Por contraposicao, isso é equivalente a mostrar que conjuntos ilimitados tém imagem
ilimitada, que é exatamente o que a equacao (3.19) significa.

Um calculo simples permite verificar que,

5 k2r5(cos® 0 +sen® 0) + a®r?(1 +r2)% — kar?sen46(1 + r2)/2
Galz, )" = ,
(141r2)2

onde r e 6 denotam as coordenadas polares usuais associadas a (z,y).

Usando que ,

1
cos® 0 + sen® 6 > 1 sendd <1 e 1472 <2r? parar grande,
chega-se a,
k2r6 kar*
Golz, )2 > —— 2,2  Rar
Cal@ )l 2 g T T g
S k26 4 kar?
a“r® — —
~ 1674 2
k 2,
= <4 —a) r,
e, portanto,

lim |Gy(z,y)| = co.
T—00

Desta forma, conclui-se que G, é um difeomorfismo global em R", desde que a # 0.
Tome p = (1/vk — 1,0). Um calculo simples permite verificar que,

JF'(p) = <3 - 2>4 !
0 0

Assim, os autovalores de JF*(p) sao de modulo diferente de um e, portanto, a érbita periddica
é hiperbolica. Sendo assim, a 6rbita periédica sobrevive & pequenas perturbagoes da aplicacao.
Segue que, se a é pequeno suficiente G, ainda possui uma 6rbita de perfodo quatro. Isso

conclui a prova do Teorema. ([l

3.6 Prova do Teorema 3.5.1

Esta secfo é dedicada & prova do Teorema 3.5.1 que ¢é devido a W. Szlenk.
O Teorema 3.5.1 em questao fornece um exemplo de um homeomorfismo suave global, que

nao é um difeomorfismo, que responde de forma negativa ao PMYD(2).

Prova do Teorema 3.5.1. Vejamos a prova de (1).
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Através de célculos simples pode-se ver que,

3k2x2y? (22 + 4% + 3)

det JF(x,y) = (e

)

B —2kzy(z? — 3?)
T‘I‘JF(.%’,y)— (1+5I,'2+y2)2 ’

onde Tr denota o trago do operador.

Usando coordenadas polares, obtemos,

3k?sen?  cos? Ort(r? + 3)
(1472)3
3k2sen? 20(r + 3r%)
A4 4+ 3rt 4+ 3r2 4+ 1)

L
T SL

det JF(r,0) =

Por outro lado, tem-se que o discriminante do polinomio caracteristico de JF(x,y),

A(z,y), satisfaz,

Az,y) = TrZ(JF(a:, y)) —4det(JF(x,y))
224 + 822y + 2y + 1222 + 1242 + 9
(1+ 22 + y2)*

— R0y
<0.

Se xy = 0, entdo det JF(x,y) = 0 e Tr JF(z,y) = 0 de onde segue que A = 0. Caso
contrario A(z,y) < 0 e, portanto, os autovalores de JF'(z,y) nao sdo reais.

Quando os autovalores nao sao reais,

3k2 k3
I\ = detJF(x,y)<\/4:\2f.

Isso conclui a prova do item (1).

Para provar o item (2) vejamos que, se for definido,

ka3
o) = v
e for tomado z = 1/vk — 1, tem-se,
1 k
h(z) = (k—Dvk—-1 _ Vk—1 _ 1
14 1 k k—1
k—1

Com base nisto pode-se observar que, se p = (1/vk —1,0) = (z,0), entdo,

F(p) - (Ovh(z)) = (O,Z).
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Ainda temos que,
F(F(p)) = F(0,2) = (=h(2),0) = (=2,0).

Portanto, prosseguindo, tem-se que F4(p) = (z,0) = p, provando (2).
Para provar (3) suponha, por contradicio, que existam p; e po em R? tais que p; # p2 e

F(p1) = F(p2).
Sendo assim,

T+a?+y? 1423 +4y3’ '
e7
ka3 _ ka3 (3.21)

1+ai+y? 1423+ y3
onde p1 = (z1,41) e p2 = (22, Y2).

Suponha, sem perda de generalidade que y2 > y; e tome ¢ = ya/y; > 1.

Neste ponto deve-se observar que as componentes 1, T2, y1 € y2 sao todas diferentes de
zero. Pois, suponha que x1 = 0, entao a segunda componente de F(p;) também seria nula o
que, por sua vez implicaria que xo2 = 0. Mas, se 1 = x2 = 0, necessariamente y; = y2 pois
F(0,y) = (=h(y),0) e a funcao h(z) definida acima é injetiva, uma vez que sua derivada é
maior que zero em todo ponto da reta, exceto na origem.

Assim, pode-se dividir as igualdades (3.20) e (3.21), membro a membro, chegando & re-

lacdo,
|
v
que leva & igualdade,
2_¥%_. (3.22)
I Y1
Agora vejamos que, da equagao (3.20),
v v
1+af+y?  14+z3+y3
vi P
T+22 +y? 1423+ c2y?
1 3

=

1+a2+y?  1+a3+c2y?

1+ 23 + c2y?

S 142l 4yl = 2‘0—31/1
Isso implica que,

2 2.2 2,2
:II2203+63£U1+y163—1—C Y1

= (A =1+ - )+ 3t > Ba? > Pal
Esta desigualdade contradiz a relagao (3.22). Tal contradi¢ao prova o item (3) e completa

a prova do teorema. ]



CAPITULO

4

Injetividade de Difeomorfismos

Locais a partir de Condicoes Quase

Espectrais

Neste capitulo serd estudado sistematicamente o artigo “Injectivity of Local Diffeo-
morphisms from Nearly Spectral Conditions” [3|, sob autoria de Brian Smith e Frederico
Xavier.

De inicio enuncia-se a conjetura bidimensional de estabilidade assintética global.

Conjectura Bidimensional de Estabilidade Assintética Global: Se f é um campo de
vetores de classe C! sobre R? com uma singularidade na origem e os autovalores de D f(z)
possuem parte real negativa para todo z € R?, entdo a variedade estavel associada a origem
& R?.

A resposta afirmativa a esta conjectura foi dada independentemente por Fessler [16] e por
Gutierrez [17] (ver Teorema 2.3.1). Outra prova ainda diferente, devida a Glutsyuk, pode ser
encontrada em [27].

Mais adiante, Bernat e Llibre [56] deram um contra-exemplo analitico para a Conjectura
de Markus-Yamabe em dimensdo quatro ou mais, ver exemplo 6.2.8. O exemplo dado por eles
possui uma 6rbita periddica limitada e que, portanto, nao tende para a origem com a evolucao
do tempo. Apéds isso, Anna Cima, Arno van den Essen, Armengol Gasull, Engelbert Hubbers

e Francesco Manosas encontraram um campo de vetores polinomial, extremamente simples,

83



84Capitulo 4 — Injetividade de Difeomorfismos Locais a partir de Condicoes Quase Espectrais

em dimensao trés e quatro (e, é claro, maiores), o qual consistia em um contra-exemplo para
a Conjectura de Markus-Yamabe. Neste caso ndo existiam érbitas periédicas mas, ao invés
disso, érbitas que escapavam para infinito com o tempo, ver exemplo 6.2.9.

Agora, permanecem algumas questdes em aberto. Por exemplo,

Questao 1: Se um campo vetores polinomial cumpre com as hipdteses da Conjectura de
Markus-Yamabe entao todas as suas o6rbitas limitadas tendem para a origem e todas as suas

6rbitas ilimitadas tendem para o infinito & medida que o tempo evolui para infinito?

Questao 2: O que a hipotese da Conjectura de Estabilidade Assintotia Global impoe sobre

os campos de vetores polinomiais, analiticos e outros?

Os autores do artigo nfo estavam interessados em desenvolver resultados a cerca da Con-
jectura de estabilidade assintética global. Na verdade, os resultados do artigo estudado neste
capitulo ndo tém superposi¢do com os resultados dos artigos mencionados acima e a técnica
utilizada pelos autores é nova.

A referéncia [17] ¢ de grande interesse no desenvolvimento que serd feito aqui por conter

o resultado muito forte de injetividade, enunciado por Gutierrez,

Teorema de Injetividade : Uma aplicacdo f : R? — R2, de classe C* ¢ injetiva se,
[0,00) N Spec (Df(z)) =0,

para todo x € R2.

Este resultado e um Teorema de Olech [19] sdo ingredientes essenciais da solu¢ao encon-
trada por Gutierrez em [17].
O objetivo deste capitulo estd dividido em trés etapas.

(i) Um Teorema sobre difeomorfismos locais definidos em R™, n > 2, com condigoes “quase”

espectrais (Teorema 4.1.1).

(ii) A existéncia de exemplos mostrando que o resultado de injetividade de Gutierrez, citado

acima, nao continua valido se aplicado em dimensées mais altas (Teorema 4.1.4).

(iii) Um Teorema de injetividade com hipoteses sobre o espectro para difeomorfismos locais
definidos em discos de R? (Teorema 4.1.3).

A idéia do método usado pelos autores do artigo estudado, pode ser esbocada da seguinte
forma.

Para mostrar que um difeomorfismo local f : R® — R"™ é injetivo, é construida uma
nova aplicacdo ¥ : R® — R"™, obtida a partir de f por uma construcao similar a aplicacao
exponencial na geometria riemaniana. Depois é mostrado que f é injetiva se 1 for sobrejetiva.

Pode-se considerar v como uma espécie de “adjunta nao-linear” de f.
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A vantagem deste método é reduzir questoes sobre injetividade a questoes sobre sobreje-

tividade as quais podem ser tratadas utilizando varias técnicas de anélise ndo-linear.

4.1 Enunciado dos Resultados
Para fixar notacdo, considere,
S* = {v e R™; |v] = 1},

a esfera unitaria de R" e quando v € S"~!, H, denota qualquer regido de R™ limitado por

dois hyperplanos ortogonais a v, figura 4.1, que serd denominado v-setor.
’ H,

Figura 4.1: Um v-setor.

O proéximo resultado é provado usando teoria de graus.
Teorema 4.1.1. Uma aplicacio f : R" — R", n > 2, de classe C, € injetiva se,
(1) [0,00) N Spec (Df(x)) =0 para todo = € R™ e,

(ii) Para todo v € S* 1 e para cada v-setor H,,

[ g o

para qualquer curva x : [0,00) — R"™ com wvelocidade unitdria e imagem contida no
v-setor H,, que satisfaz,

lim |z(s)| = oc.

§—00

Vejamos que, o integrando em (ii) envolvendo D f(x)* (a adjunta da linearizagdo D f(z))
é sempre positivo.

De fato, da desigualdade de Cauchy-Schwarz,

< Df(z)*v > . M_\ Df(z)*v

" Df (@)%l

Dy~
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Portanto o integrando é nao negativo.

No entanto, supondo que o integrando seja nulo, temos,
Df(x)*v
(o DTy
[Df(z)*vl

_ Df(a)v
D f ()]

ou seja, v é autovetor de D f(x)* associado a um autovalor A\. Mas, entao,

o Df(z)v v A

= = :71]’
[Df(x) ol [Av] (A

o que implica que,

Implicando que A = |A| e que, portanto, A € [0,00). Mas isso contraria a hipotese (i)
mostrando que realmente o integrando é positivo.

E claro que isso tende a tornar a integral infinita. O que deve ser observado é que o resul-
tado diz que um difeomorfismo local é injetivo se o espectro ndo intersectar o conjunto [0, 00),
exigéncia explicita através da condi¢do (i), e também ndo se aproximar muito rapidamente
do mesmo conjunto, o que é formalizado pela condi¢ao (i7). Neste sentido, a condigao (i7)
fornece restri¢ées sobre as proximidades do espectro, é com esta idéia que as hipoteses do
teorema foram chamadas “quase” espectrais.

Como conseqiiéncia obtém-se o resultado,

Teorema 4.1.2. Uma difeomorfismo local de classe C*, f : R" — R", n > 2 ¢ injetiva se,

para cada v € S"! e para cada v-setor H,,

Df(x)*v >
s (v D) <

O Teorema 4.1.2 generaliza fortemente a conhecida condi¢ao suficiente para a injetividade,
<Df(ac)v, v> <0, para todo & € R" e para todo v € S* 1.

Por uma variagdo do argumento utilizado no Teorema 4.1.2, podemos provar o seguinte

resultado,

Teorema 4.1.3. Seja B(r) um disco aberto de raio v em R? e seja f : B(r) — R?

uma aplicacdo de classe C'. Se
(i) [0,00) N Spec(Df(x)) =0, para todo x € B(r) e,
(ii) RN Spec (Df(x)) =0, para todo = ¢ B(r/v/?2),
entio f € injetiva em B(r/v/2).

Finalmente, usando resultados de geometria algébrica é possivel de se construir exemplos
mostrando que o resultado de injetividade de Gutierrez nao pode ser aplicado em dimensgoes

mais altas.
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Teorema 4.1.4. Ezxistem inteiros n > 2 e aplicagdes polinomiais nao injetivas f : R — R"
tais que,

[0,00) N Spec (D f(x)) =0,
para todo x € R™.

Na verdade, pode-se exibir f como no Teorema 4.1.4 explicitamente, porém o inteiro n

deve ser grande.

4.2 Provas dos Teoremas 4.1.1 e 4.1.3

Primeiramente vejamos as provas destes resultados sob a hipotese de que f seja uma
aplicacao suave, ou seja, C>. Esta exigéncia serd removida ao final da secao.

Para v € S*~! € R, defina o campo de vetores G, sobre R" por,
Df(x)*v

Gl =0 = Byl

Considere a seguinte propriedade,

(P) Para todo a,b € R", distintos, existe v € S"~! tal que a G,-trajetéria de a contém b.

Vejamos que se (P) é verdadeira, entdo f ¢ injetiva.

De fato, suponha que f(a) = f(b) com a # b e seja v como no enunciado de (P), com
correspondente Gy-trajetoria ¢,(t), onde ¢,(0) = a e ¢, (to) = b.

Considerando z(t) = ¢,(t) temos que,

G fa) = (G} + (feo.5)
= (s
_ :
={—; ,Df(x(t)) U> m
— ( Gulalt). DF(a(0)"v)
L DiGre
A\ sy P

—Df@) ol (~1+ (o PR,

Como j4 foi analisado na hipotese (i) do Teorema 4.1.1, a ultima sentenca escrita acima
é negativa.

Usando o Teorema Fundamental do Calculo temos,

(10 - r@n) = [ 4 (stetin.e) <o (12)

Mas isso contraria o fato de f(a) = f(b).
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Agora vejamos que a propriedade (P) é implicada pelas hipoteses dos Teoremas 4.1.1 e
4.1.3.

Prova do Teorema 4.1.1. Como ja foi visto em comentarios anteriores, a hipotese ()

(= (o o)) 0

pois a expressdo apenas se anularia caso v fosse autovetor associado a algum autovalor real

implica que,

nao negativo.

Desta forma, pode-se definir o campo de vetores G, por,

Afirma-se que G, é um campo de vetores completo, ou seja, que todas suas solucoes estao
definidas para todo tempo t.

Suponha, por contradi¢do, que x(t), com 0 < t < 7 < 00, seja wma trajetoria maximal de

G, e que s seja o seu comprimento de arco.
Entao,

[ [ [T [ - ipjier)
1Go(x(s))] 0 \/<U_ Df(x):j’ B §

/w]< ng:Q’ L (1 (o e >fds
0 Df(z)*v Y "D f(x)* ] ’
¢2‘2< u>@vw>

mostrando que a tltima integral é finita.

Observe que as passagens acima sdo justificadas pelo fato do campo G, néo se anular.

Agora, vejamos que, dado qualquer £ € [0, 7),

<x(£)—x(0),v>:/06;Zt<1:(t),v>dt:/06<Gv(x(t)),v>dt:/Ogldt:£<7,

e, assim, como a projecao do arco de trajetéria na dire¢cdo do vetor v tem comprimento limi-
tado, tem-se que z([0, 7)) esta contida num v-setor, contrariando a hipotese (i) no enunciado
do Teorema.

Isso mostra que o campo de vetores G, é completo.

Sendo f suficientemente diferenciavel, pode-se definir uma aplicagdo continua
¥ : R" — R" por,

,sex =0

“@:{¢QWD,%x¢o
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Nesta parte do argumento ¢, denota a curva integral de G, passando por @ em tempo
Z€ro.

Claramente a propriedade (P) seguira se a sobrejetividade de 1 for provada.

Esta etapa da demonstracao serd cumprida mostrando que a aplicacao 1 é propriamente
homotoépica & identidade. A conclusdo entdo seguird da invaridncia do grau topoldgico sob
homotopias proprias.

Defina H : [0,1] x R™ — R" por H(s,w) = (1 — s)(w) + sw.

Assim, lembrando que (Gy(z),v) = 1,

= St - / t<av<x<t>>,v>dt ~(8.00) = (,00),

permite concluir que,
(0.0.0) = (.00)0) 1.

que, tomando v = w/|w|, conduz a,

(o )~

Daqui, pode-se concluir que,

(o). 2 ) = (A= vw) + 5w, )

> |w] —1al,

sendo que, a dltima passagem, é justificada por,

<~ - 9l < (1 -0 ).

Decorre da desigualdade de Cauchy-Schwarz que,

|H(s,w)| = |H(5,w)]. '“’] > (H(svw), 12 2 ful = ol

[w] [w]

€ que, portanto,

lim |H(s,w)|= oo,
|w|—o00

uniformemente com respeito a s € [0, 1], ou seja, H é propria.

Isso conclui a prova do Teorema 4.1.1 sob a hipotese mais forte de que f seja suave. [
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Prova do Teorema 4.1.3. Na prova do Teorema 4.1.3 se procede de forma similar &
prova anterior. Novamente deve-se mostrar que (P) é verdadeira para cada par de pontos a
e bde B((r —¢)/v/2), com £ > 0 pequeno suficiente para que (i7), no enunciado do Teorema,
valha para o complementar de B((r —¢)/v/2).

Nesta argumentacao, o campo G,, usado na demonstracdo anterior, ¢ modificado ligeira-

mente, tomando,

onde p é uma fungao suave nao-negativa em B(r) a qual vale um em B(r — ¢) e cujo suporte

é um disco no interior de B(r), ver figura 4.2.

Figura 4.2: O grafico da funcao p.

As curvas integrais ¢,(t) (passando por a em tempo zero) destes novos campos G, sdo
definidas para todo t > 0, pois a fun¢@o p anula-se fora da bola de raio r e portanto, restringe
as solucoes ao disco. Além disso, vale a pena ressaltar que as curvas solugoes de G, coincidem

com as curvas solugoes de G, em B(r — ¢).

Se, para algum v ocorrer de ¢(tg) = b, de forma analoga como foi feito anteriormente,

Z<fwwu»a>::<waw@»di§w”>

- (Praeg o)

_ |c§£2)l <Gy(x),Df(x)*v>.

Como p é uma funcdo ndo negativa e o produto interno no dltimo membro é negativo,
pela equacao (4.1), segue que a expressao é nao positiva.

Na verdade, se a € m, o que implica que p(a) > 0, entdo, segue como na equacao
(4.2) que,

(£0) - 1ta.v) <o.

e, assim, que f ndo pode identificar o ponto a com o ponto b.



4.2 Provas dos Teoremas 4.1.1 ¢ 4.1.3 91

Pela hipotese (i) do Teorema tem-se que,

(@) = (&)
- ré)ffi)r <<> - <u€ﬁg\>>

B |£f‘8>| (1 - <|g§8|>)

>0

9

para todo x € B(r) e que,

(Gutar.v) > 0.

Como a funcao (z,v) — Gv(az),v> é continua e B(r —¢) é um conjunto compacto de

R? pode-se definir k(g) da forma,

k(e) = inf {<Gv(a:)7v>;a: € B(r—e),v € Sl} .

em B(r — ¢), pois p = 1 nesta bola.

Desta forma,

G (00.0) 2 k) >0,
desde que ¢, (t) € B(r —¢).

Isso implica que a velocidade com que as trajetérias sao percorridas no interior do disco
B(r — ¢) tem uma componente maior ou igual a k(¢) na dire¢ao de v.

Assim, cada trajetoria ¢, (t) sai de B(r —¢) em,

r—e

&) =27

ou antes deste tempo.

Considere i a unidade imaginaria complexa ou, pela equivaléncia de C com R?,

. 0 -1
1= .
1 0
Vejamos que, pela hipotese (ii) a expressao <G7U(x),zv> tem sinal fixo, independente de
v, No conjunto,

K =B(r—¢)— B((r —)/V2).
De fato,

(@eriv) = oo~ D) = e )

Neste caso, a figura 4.3, ilustra o

lugar geométrico permitido aos vetores
Df(z)*v/|Df(x)*v|, mostrando que existem dois pontos no circulo unitério sobre os quais
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v

Figura 4.3: Posi¢oes permitidas aos vetores D f(x)*v/|D f(z)*v|.

estes vetores ndo podem estar, devido a restricdo imposta aos autovalores de Df(z)* na
hipotese (ii) do Teorema.

Agora, considere o conjunto conexo K x S!'. Novamente pela continuidade da funcao

£ KxS'—R

(z,v) — <Gv(x),iv>,

vé-se que, a existéncia de dois pares (7,v) e (y,w) de K x S! tais que o sinal de &(z,v)
seja diferente do sinal de &(y,w) implica na existéncia de algum par (z,u) € K x S! tal que
&(z,u) = 0. Mas esta conclusao viola a observacao acima e portanto viola a hipotese (ii) do
Teorema.

Sem perda de generalidade assuma que este sinal seja positivo.

Para cada v € S! seja ¥, o quadrado tangente a B((r — ¢)/v/2) com lados paralelos a v e
tv. Note que tal quadrado esti contido em K, figura 4.4.

Blr—¢)

Figura 4.4: As bolas B(r —¢), B((r —¢)/v/2) e o quadrado %,,.

Suponha que, para algum v € Sl, a trajetoria ¢,(t), e que, conseqiientemente, sai de
B(r — ¢), entre novamente em B((r —¢)/v/2) e, portanto, em %,).
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Figura 4.5: Arestas pelas quais ¢,(t) pode entrar ou sair de B((r —)/v/2).

Como (Gy(z),iv) > 0 e (Gy(z),v) > 0 em K, a trajetoria ¢,(t), que passa por
B((r —€)/V/2) uma vez que a € B((r —¢)/v/2), pode apenas deixar %, pela regido de seu
bordo que corresponde a parte superior em destaque na figura 4.5. Além disso, tal trajetoria
s6 pode entrar em em X, pela regidao de seu bordo correspondente a parte inferior em destaque
na figura 4.5.

Como (Gy(z),v) > 0 em B(r), estd trajetoria nunca volta para 3.

Em resumo, uma vez fora de B(r — ) a trajetoria nunca retorna a B((r —€)/v/2).

Seja o disco fechado de raio 7(¢), definido acima, com centro na origem de R2. Pode-se

definir uma aplicacdo continua ¥ :  — R? como,

o(z) = a ,se x =10
YT bl Lsex 0

[z

A discussdo anterior mostra que (9Q) N B((r —€)/v/2) = 0.

Notemos que, como
d
<dt¢v(t),1]> > 0,

para todo v numa vizinhanga da origem, entdo a é atingido precisamente uma vez por ¥ e,
assim, o seu indice com respeito & curva ¥(9€2) é nao nulo. De fato, dentro do disco B(r — ¢)
vale a desigualdade acima, portanto se uma trajetoria ¢, retornasse a a, ela precisaria sair do
tal disco primeiro, mas como ja foi mostrado, se uma trajetoéria sai deste disco ela nao entra

mais no disco B (r — e/\ﬂ2))

Como o segmento ab ndo toca 1(9€2), pois ab C B(r — ¢), segue, das consideracdes ante-

riores, que b também deve ter um indice ndo nulo com respeito a curva, alids 0 mesmo indice
de a pois estdo na mesma componente conexa.

Mas, se for suposto que b ¢ ¥ (2) entdo, seguiria da homotopia natural,

ws = ¢’|z|:s7 com 0 <s< 7—(5)7
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que b deveria ter o mesmo indice com respeito a cada uma das curvas 1)s. Como ) é constante
igual a a, o ponto b teria indice nulo relativamente a curva .

Esta contradigdo significa que 9 (w) = b para alguma w € Q, isto &, ¢, (t) = b para algum
veStet>0.

Finalmente, pela propriedade (P) segue a prova do Teorema. g

Observe que, nas provas dos Teoremas 4.1.1 e 4.1.3 dadas acima, foi necessario exigir que
f fosse suficientemente suave para garantir que a aplicacio 1 ficasse bem definida.

Agora serd mostrado como pode ser retirada a hipétese de suavidade de f no Teorema
4.1.1. Uma observacao semelhante pode ser usada no caso do Teorema 4.1.3.

Suponha que f, como no Teorema 4.1.1 seja apenas de classe C'.

Pode-se aproximar f na topologia de Whitney C!(R™, R"™) por aplicacdes suaves f,, verifi-
cando as hipoOteses e tais que f, convirjam para f uniformemente em conjuntos
compactos.

Nosso trabalho anterior implica que f, é injetiva qualquer que seja n € N.

Para concluir que f é injetiva usamos alguns fatos simples sobre o grau topolégico.

Suponha que f(p1) = f(p2) = ¢ com p; # pe. Como f é um difeomorfismo local de classe
C!, existem vizinhancas disjuntas limitadas U; de p;, parai = 1,2, que sdo homeomorficamente

mapeadas sobre uma vizinhanca V' de ¢. Em particular,
deg(f,U;,q) € {1,—1}, com i = 1,2,

conforme f preserve ou reverta orientagao.
Como a restricao de f, ao compacto U; converge uniformemente para a restricdo de f a

U;, temos que,
deg(fn,Ui,q) € {1,—1}, comi=1,2,

desde que n deja suficientemente grande.
Mas igso contraria a injetividade de fy,.

Com esta contradicao a prova dos dois Teoremas fica completa.

Como observado na introducao, o Teorema 4.1.3 nem implica e nem é implicado pelo
resultado de injetividade de Gutierrez. No entanto, pode-se citar aqui um caso especial de
seu resultado, que segue da prova do Teorema 4.1.3.

Até onde se sabe, isto é o mais proximo que o método usado aqui se aproxima do resultado

de Gutierrez.
Teorema 4.2.1. Uma aplicacio f : R?> — R? de classe C', € injetiva se,
[0, 00) N Spec (Df(x)) =0, para todo = € R?,
e, em cada faiza o conjunto dos pontos y onde,
(—00,0) N Spec (D f(y)) # 0,

é limitado.
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4.3 Perturbacao da Identidade por Aplicacoes Homogéneas e a

Prova do Teorema 4.1.4

Definicao 4.3.1. Seja H : R® — R" uma aplicacio de classe C' homogénea de grau r com
r > 1, isto &,
H(rx) =7"H(x), para todo 7> 0e x € R".

Entao & aplicacdo F' = I—H, onde I denota a aplicacdo identidade dé-se o nome de perturbacao

da identidade por uma aplicacdo homogénea.

Enquanto, num primeiro momento, estas aplicagoes nao parecam muito especiais, na ver-
dade, elas desempenham um papel importante dentre as aplicacbes polinomiais. A razao
disso é a existéncia de um resultado de geometria algébrica devido a Bass-Connell-Wright
[22], Yagzhev [53] e Druzkowski [32] citado como Teorema 4.3.2 abaixo (ver secao 6.1.1).

Da férmula de Euler,

DH(x)x = rH(x),

vé-se que F' satisfaz a equacao funcional,
DF(z)x =rF(z)+ (1 —r)x. (4.3)

Suponha ainda que,

F seja um difeomorfismo local. (4.4)

Vejamos que é uma conseqiiéncia direta da homogeneidade, que (4.4) é equivalente a,
(0,00) N Spec (DH (x)) = ), para todo x # 0. (4.5)

De fato, pela contrapositiva, suponha que DH (x) possua um autovalor A € (0, 00), com v
seu autovetor associado.

Entao, como a derivada DH também é homogeénea (de grau r — 1),

o = DH(z)v = DH ( VX ﬁa) v=\DH <:§ﬁ> v.

Portanto,
v=DH (%)v
A igualdade acima implica existe um ponto x € R™ de tal forma que DH(x) possua um
autovalor igual a um, mas como F' = I — H, decorre que DF(z) tem um autovalor nulo
contradizendo que F' é um difeomorfismo local.
Para concluir que (4.5) implica em (4.4) basta recorrer ao Teorema da Fungao Inversa.
Tomando F(z) = 0 em (4.3), temos que DH (z)x = rx, o que contradiz (4.5) a menos que
xz = 0. Isso mostra que a origem é atingida uma dnica vez por F'. Esta observacdo sugere
a possibilidade de que, sob condicoes favordveis, uma perturbacdo localmente invertivel da

identidade por uma aplicagdo homogénea seja injetiva (veja referéncia [33]).
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Observe que as condi¢oes equivalentes (4.4) e (4.5) implicam na injetividade local de F.

Como o espectro de um operador ¢é igual ao espectro de seu adjunto, tem-se,
v ¢ {DH(z)*v;2z € H,},Yv € S"! e VH, = F & localmente invertivel,

onde H, denota um v-setor.
Note que a condi¢ao descrita acima equivale a dizer que DH (z)* ndo possui autovalor

igual a um, e que, pelos comentarios acima, equivale a dizer que,
Spec (DH (z)) N (0,00) = 0.

Isso pode ser comparado as hipoteses do proximo Teorema, no qual C/(A) denota o fecho

de A e H, novamente denota um v-setor.

Teorema 4.3.1. Seja H : R" — R" uma aplicacio C*, homogénea de grau r > 1. Entdo,
v ¢ CU{DH(z)*v;x € H,},Yv € S* ' e VH, = F = I — H ¢ invertivel.

Demonstracao. Sera mostrado que f = —F = —I 4+ H satisfaz a hipotese do Teorema 4.1.2
e, portanto € injetiva.
Fixe v € S""!. Como a hip6tese implica em (4.5), fica claro que Df(z)*v # 0.

Entao a quantidade,

é o cosseno do angulo formado por v e Df(z)*v = —v + DH(x)*v.
Observe que,
£ (v, DH(x)*v) < £ (v,Df(x)*v), (4.6)

como sugere a figura 4.6.

Figura 4.6: Os vetores Df(z)*v e DH(x)*v com relagdo a v.

Pela hipotese sabe-se que, para cada v-setor H,, existe uma constante 6 € (0,7/2) tal que
£ (v, Df(x)*v) > ¢ para todo x € H,, figura 4.7, ou seja, existe uma calota em torno de v

que nao intersecta o conjunto,

{Df(z)"vix € Hy}.
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v
N2
Df(z)*v
|Df(z)*v |
H

Figura 4.7: A calota em torno de v e os vetores D f(x)*v/|D f(z)*v|.

Assim, para cada v € S*1,
Df(z)*v >
sup (v, —=—— ) <1
erU< D f(z)*v]

e o resultado segue do Teorema 4.1.2. Il

A seguir serd recordado um resultado de geometria algébrica devido a Bass-Connell-Wright
[22|, Yagzhev [53] e Druzkowski [32].

Teorema 4.3.2. Seja p : R™ — R™ wuma aplicagdo polinomial. FEntdo é possivel de se
construir efetivamente uma outra aplicagdo polinomial F : R™ — R™, para algum

n =n(p) > m, com as sequintes propriedades,

(1) F é uma perturbacio da identidade por uma aplicagao polinomial homogénea de grau

menor ou igual a 3.

(ii) p € um difeomorfismo local se e somente se F' também o for. Além disso,

det Dp=1<det DF = 1.

(7i1) p € injetiva se e somente se F' também o for.

A prova do Teorema acima serd omitida neste texto e pode ser encontrada na referéncia
[22] ou na referéncia [32], pagina 105.

O Teorema 4.3.2 é freqiientemente referido na literatura como Teorema de Redugao (ver
segdo 6.1.1).

Vejamos novamente o enunciado da Conjectura Jacobiana (real),

Conjectura Jacobiana: Se p: R® — R" é uma aplica¢do polinomial tal que o determi-

nante de seu Jacobiano seja constante e ndo nulo entao p é injetiva.

O Teorema 4.3.2 é conhecido como Teorema de Reducado porque ele permite reduzir a

prova desta conjectura & prova da injetividade das aplicagées polinomiais com determinante
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nao nulo que sejam perturbacdes da identidade por aplicacdes homogéneas de grau 3, com o
custo de se aumentar a dimensdo.

Acreditava-se que qualquer aplicacdo polinomial p : R — R™ com determinante do Jaco-
biano ndo nulo (ndo necessariamente constante) seria injetiva. No entanto foi construido um

contra-exemplo por Pinchuk [54] que mostra o contréario. Ver o exemplo 6.1.6.
Teorema 4.3.3. Eziste um difeomorfismo local polinomial ndo injetivo p : R?> — R2.

A prova deste Teorema sera omitida aqui mas pode ser encontrada no capitulo 6, exemplo
6.1.6.

Prova do Teorema 4.1.4. Seja p : R? — R? como no Teorema 4.3.3 ¢ F: R® — R" a sua
aplicacao associada dada pelo Teorema 4.3.2. Entao F' é um difeomorfismo local nao injetivo
da forma F' = I — H, onde H é uma aplicacdo homogénea.
Pode-se afirmar que a aplicacdo nao injetiva f = —F também satisfaz a conclusao do
Teorema 4.1.4. De fato, se,
Df(z)v = Av,

com A\ > 0 para algum v € S"~!, entdo,
DH(x)v=(A+ 1)v,

em contradicdo com o fato de que (4.5) e (4.4) sdo equivalentes.

Isso conclui a prova do Teorema 4.1.4. (|

Observacao 4.3.4. Note que o exemplo f, na demonstracdo acima, mostra que o fecho, na

hipétese do Teorema 4.3.1, nao pode ser retirado. De fato, no exemplo acima,
Spec (Df) N (0,00) = 0,

portanto, satisfaz que, para todo v € S*~! e para todo v-setor H,,
v ¢ {DH(z)"v;x € H,}.

No entanto f ( e portanto F' ) ndo é injetiva.



CAPITULO

5

Inversao Global via Condicao de

Palais-Smale

5.1 Introducao

Neste capitulo serd estudado sistematicamente o artigo “Global Inversion via Palais-
Smale Condition” de Scott Nollet e Frederico Xavier [4].

O interesse principal do artigo em estudo é a busca por condi¢bes para que um difeomor-
fismo local f : R™ — R™ seja uma bijecéo.

FEste tipo de interesse é motivado por problemas em areas tao diversas quanto por exemplo,
economia matematica e geometria algébrica. Pode-se citar os trabalhos [41], [43] e [48] como
boas referéncias sobre o assunto.

Alguns resultados relacionados sobre bijetividade podem ser encontrados em [36, 42] , em
particular, a idéia de se usar condigoes do tipo Palais-Smale tem sido explorada, como, por
exemplo, em [35], [45] e [46].

Seja f, : R®™ — R a funcao altura dada por,

folx) =Y filz) i,
=1

onde v = (v1, v, ..., v,) € R™.

Desta forma tem-se o seguinte resultado.

99
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Teorema 5.1.1. Um difeomorfismo local f : R™ — R™ é uma bijegcao se existir uma métrica
riemaniana completa g em R™ com respeito a qual f, satisfaz a condigao de Palais-Smale para

todo v € R™ nao nulo.

Primeiramente, deve-se observar melhor a hipétese do Teorema 5.1.1.

Vejamos que, uma funcao continuamente diferenciavel h : X — R, onde X é um espaco de
Banach, satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale se, para cada seqiiéncia {z,,} € X tal que h(x,)
seja limitada e |dh(z,)| — 0, existir uma subseqiiéncia convergente zn, (veja [51], pagina
161).

Vejamos que, se h ndo possuir pontos criticos, a condicdo de Palais-Smale para h é equi-

valente a,

inf |dh(z)| > 0, para todo a,b € R. (5.1)
x€h~1a,b]

De fato, a condigao de Palais-Smale é satisfeita por vacuidade sob a hip6tese 5.1.

Em contrapartida, se o infimo na condicao 5.1 for igual a zero, entao existe uma seqiiéncia
{x,} C h™Ya,b] tal que dh(zy,) — O.

Assumindo a condigao de Palais-Smale, existe uma subseqiiéncia x,, cujo limite = é tal
que dh(z) = 0, violando a hipotese de que h ndo possui pontos criticos.

Para uma meétrica riemanniana completa g em R"™ e uma funcao suave h : R" — R",

considere VWh o gradiente de h relativo a g, de forma que,
<V(g)h(x), w> = dhz(w), para todo w € R".
g

Tomando h igual a f, no Teorema 5.1.1 acima, h nao possui pontos criticos. De fato,
como f é um difeomorfismo local, sua derivada D f(x) é um isomorfismo para todo x € R™.
Sendo assim, Df,(z) = (D f(x),v) ¢ ndo nula para qualquer que seja z € R” e v € R™ ndo
nulo.

Decorre que, pelo paragrafo anterior, a condicao de Palais-Smale para h é equivalente a,

inf ‘V(g)h(x)‘ > 0, para todo a,b € R.
x€h~1a,b| g

Aqui, ‘V(g)h(m)‘g denota a norma de V9h(z) com respeito a métrica g e portanto,

‘V(g)h(x)‘ = max ’dhz(w)’ .
g |w|g:1 g

Outro resultado sobre injetividade global usando hipo6teses similares a condicao de Palais-
Smale pode ser encontrado em [35].

Uma conseqiiéncia imediata do Teorema 5.1.1 é a seguinte,
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Teorema 5.1.2. Seja f: R™ — R™ uma aplica¢do suave e considere os conjuntos,
Sy ={Df(z)*v; z € R"}, para todo v € R"\ {0}.
(a) Se 0 ¢ Sy, para todo v # 0, entao f € localmente invertivel.
(b) Se 0 ¢ S,, para todo v # 0, entio f é globalmente invertivel.

A parte (a) do Teorema 5.1.2 é o Teorema da Fungao Inversa usual e que foi incluida
apenas para efeitos comparativos.
A parte (b) segue do Teorema 5.1.1 se for tomada a métrica g como a métrica usual em

R"™ e observar-se que

Vi@ =D f)0 )y = (Do) = (5. Dfe)0),

e, portanto,

Vfu(x) = Df(x)*v.

A parte (b) foi primeiro provada no caso especial onde f é uma perturbacao da identidade

por uma aplicagdo homogénea, veja Teorema 4.3.1.

E importante notar que a hipotese da parte (b) ndo requer que

0¢ (S,

v#0

0 que seria uma restricio muito forte que, inclusive, implica na hipotese do Teorema de

Hadamard-Plastock, veja Teorema 5.1.6 abaixo.

Observagao 5.1.3. O Teorema 5.1.2 tem uma contraparte natural para biholomorfismos
locais F': C" — C™, onde DF(x)* denota a adjunta (transposta conjugada) da matriz Jaco-
biana complexa DF'(x). Isto segue das equacoes de Cauchy-Riemann uma vez que a aplicagao
real induzida F : R2" — R2" gatisfaz

DF(p)7] = | DF(p)*

Para se convencer disto, observe que se as componentes de F, fi : C* — C, para

k=1,2,...,n, sdo funcoes holomorfas, entao,

T

0z; —brj Ak
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Notemos que,

0z Oz, 0z1 Oz, 0z 0z
DF(z)" = : : = : : = : :
O Ofn Ofn Ofn ofi Ofn
21 Bz, ETRL 9% o
( a1 —bin ) ( an1 —bn )
bii a1 b1  ana
a17n _bl,n amn _bn,n
S I G
( a1 bia ) ( a1, bin ) t
—b11 a1 —bin aip
= : : = DF(z)"
an71 bn,l amn bn,n
(o) )

O Teorema 5.1.1 é um caso particular do seguinte resultado mais geral.

Teorema 5.1.4. Seja f : R™ — R"™ um difeomorfismo local ¢ g uma métrica riemanniana

completa em R™. Suponha que, para todo v # 0 o campo de vetores suave,

v(g)fv(:p)
[V fy()2

seja completo, isto €, suas curvas integrais estio definidas para todo tempo t. FEntdo f é

bijetiva.

Primeiramente deve-se explicitar a razao pela qual o Teorema 5.1.1 decorre do Teorema
5.14.
Suponha que o campo de vetores dado no Teorema 5.1.4 nao seja completo. Entao existe
uma curva v : [0,7) — R™ tal que,
dy(t) _ V9L, (y(t)

it =co e T = ROAGWO)E

Sendo assim, o campo de vetores deve ficar arbitrariamente grande ao longo da trajetéria

7 pois,
e VO £,(+(1)
(0 =0) = | & E ST G )

A mesma desigualdade permite concluir que o gradiente de f, fica arbitrariamente pequeno

ao longo da trajetoéria .
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Vejamos que, para qualquer ¢ € [0,7),

(£60) - £6O).0) = £,60) - £60) = [ DGO a
= ' (9) d(€) — ' _ .
[ {795,000, 7 >gds [

Portanto, a curva f o~y estd contida em um v-setor. Mas entdo, tomando um intervalo
real J suficientemente grande, tem-se que a imagem da curva 7 pela fungdo f, fica contida
em J e, como o gradiente de f, tende a zero ao longo da curva 7, a funcdo f, ndo atende a
condicdo de Palais-Smale, como deveria ser mostrado.

Vejamos agora que o Teorema 5.1.1 é conclusivo em muito mais casos do que o Teorema
5.1.2.

Por exemplo, considere a métrica completa com peso (1 + |z])~! em R”. O gradiente de
uma func¢do h nesta métrica tem comprimento (1 + |z|)|Vh|, onde Vh denota o gradiente

usual em R™. A limitacdo do campo de vetores no Teorema 5.1.4 é equivalente a,
[Vh(z)] > e(1 + J2]) 7,

para alguma constante ¢ > 0.

Aqui, observe que, se h(x) = f,(z), entao,
Vh(z) = Df(x)*v,

e portanto este caso ndo se enquadra na hipotese de 5.1.2(b), porém se enquadra na hipotese
de 5.1.1.

Entao, observando as hipoéteses do Teorema 5.1.2 veremos que o Teorema 5.1.1 é estrita-
mente melhor, pois mais casos sdo capturados admitindo-se outras métricas que ndo apenas
a meétrica euclideana.

Outra conseqiiéncia do Teorema 5.1.4 é o seguinte,

Teorema 5.1.5. Um difeomorfismo local f : R™ — R™ ¢ bijetivo se, para todo v € R™ — {0},

/000 min}va(:z:)| dr = oo.

|z|=r

A demonstragio deste resultado pode ser realizada utilizando o Lema 5.2.2 juntamente
com o Teorema 5.1.4.

Isso sugere uma comparagao com o seguinte resultado (|44],Teorema 4.2),

Teorema 5.1.6 (Teorema Hadamard-Plastock). Um difeomorfismo local f : R — R™ é

bijetivo se,

/00 lm‘in HDf(JU)_lH_1 dr = oo.
0 lz|=r
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O Teorema 5.1.5 é uma generalizagao consideravel do Teorema 5.1.6.

Para se convencer disto observe que,

-1
|27 = [0 7 = [(Pr@)) T = |max] (DF)) el
-1
: = min |Df(@)"v| = min [Vf,(a).

ln‘u_ri‘Df(x)*v‘ lv]=1

Em particular, pode-se reescrever a condi¢cdo do Teorema 5.1.6 como

o

min min |V f,(2)| dr = oco.
0 lz[=rlv/=1

Assim, fica claro que o Teorema 5.1.5 é mais forte que o Teorema 5.1.6. O seguinte exemplo

ilustra este ponto.
Exemplo 5.1.7. Considere a funcdo f : R? — R? dada por,
flay) = (x+9°y).

Para que o Teorema 5.1.6 seja aplicado é preciso que a seguinte integral divirja,

/ |(min min |V f,(x,y)| dr.
0

z,y)|=r|v|=1

Escrevendo v = (v1, v2) encontra-se que,

IV fula.y)| = /o + (ByPor +v2)2,

e escolhendo
v = ((1 + 91"4)_1/2, —3r2(1 + 9r4)_1/2> ,

e (x,y) = (0,7), obtém-se o valor, (1 + 9r*)~1/2, que conduz a convergéncia da integral.

Note, no entanto, que
IV fo(z,y)| = |v2] >0,

se v1 = 0, enquanto,
IV folz, )| = o1] >0,

se v1 # 0.

Em ambos casos,

/ min |V fy(z,y)| dr = oo,
0 l@yl=r

e o Teorema 5.1.5 se aplica. Note que, f~1(u,v) = (u — v3,v).
Seréd mostrado na Proposicao 5.3.6 que o Teorema 5.1.5 se aplica a qualquer aplicacao

quadratica enquanto que o Teorema 5.1.6 ndo necessariamente. Veja o exemplo 5.3.7.
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O Teorema 5.1.6 ainda permanece valido para espacos de Banach de dimensio infinita.
Tal versao é de grande valia em andlise nao linear. Mesmo sabendo que em dimensao finita
o Teorema 5.1.6 é superado pelo Teorema 5.1.5, a situagdo em dimensao infinita fica obscura
porque os argumentos usados em tal justificativa provém da Teoria de Graus.

E tautologico que um difeomorfismo local é injetivo se e somente se a pré-imagem de pontos
sdo conjuntos conexos. A condicdo de Palais-Smale aplicada as fun¢des altura f, implicam
diretamente que os pull-backs de hiperplanos sdo conexos. Assim, somos induzidos a enunciar

a seguinte conjectura.

Conjectura. Um difeomorfismo local de R™ em R™ € injetivo se a pré-imagem de todo

hiperplano afim é um conjunto conexo.

Este capitulo esta organizado da seguinte forma. Na segunda sec¢do, serd exibida a prova
do resultado principal, o Teorema 5.1.4, usando idéias similares aquelas usadas em [3] e [50].
Também seré elucidado como o Teorema 5.1.4 implica no Teorema 5.1.5.

A secfo trés é dedicada as aplicagdes polinomiais. Depois de uma breve discussdo sobre
a conexidade das pré-imagens neste caso, interpreta-se os resultados para dar um critério de
inversibilidade de aplicagoes polinomiais em termos dos coeficientes de Lojasiewicz e do fato
delas serem tame.

Diz-se que um polinémio P(z) é tame quando nao existir seqiiéncia {z,} com |z,| — oo
tal que VP(z,) — 0, como definido em [34].

Também serao exibidos alguns resultados sobre a Conjectura Jacobiana.

5.2 Prova do Teorema Principal 5.1.4

De inicio, considere o seguinte Lema, o qual segue diretamente da Teoria de Graus (veja

[40]). Por uma conveniéncia de notagao, considere,
n
Sy ={x eR"; |z| =7},
a esfera de raio r e de dimensao n — 1.

Lema 5.2.1. Seja ¢ : R™ — R" uma aplicacao continua e fize um ponto p pertencente a R™.

A aplicacao ¢ € sobrejetiva desde que as sequintes condicoes sejam satisfeitas,
a.) ¥(z) = p se e somente se v = 0.
b.) Existe ro > 0 tal que ¥(Sy,) # 0 em II,_1(R" — {p}) =~ Z.
¢.) Para cada M > 0, existe R > 0 tal que [(x)] > M se |z| > R.

Demonstragao. Como é possivel compor 1 com uma translacdo de forma a nao afetar

nenhuma hipo6tese, nenhuma generalidade é perdida em se supor que p = 0.
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Vejamos que, qualquer que seja w € R™, tem-se que w € ¥(R").

Isso segue imediatamente de (a.) se w = 0, entdo pode-se assumir que w # 0.

Pela continuidade de v, existe 0 < & < ¢ pequeno suficiente de forma que |[¢(z)| < |w]|
para cada x € Ss, e assim, ¥(Ss) é zero em II,,_1 (R" — {w}).

Usando a condigao (c.), podemos encontra um R > rg > J grande o suficiente de forma
que [¢(z)| > |w| para todo z tal que |z| > R.

As imagens 9 (St) para t € [ro, R|, consiste em uma homotopia que mostra que ¢ (Sg) ¢
diferente de zero em II,,_1(R™ — {0}), uma vez que 0 ¢ 1(S;) para t € [ro, R], por (a.).

Agora, afirma-se que w € S; para alguma t € [, R]. De fato, se este nao fosse o caso, entéo
a homotopia 1(S;) mostra que ¥ (Sg) seria trivial em II,,_;(R™ — {w}). Assim, contraindo a
bola fechada B de raio |w| centrada na origem, que nédo intersecta ¥ (Sg) pela escolha de R,

para zero e para w, vemos que ¥(Sg) deve ser igual a zero em II,,_1(R"™ — {0}), o que € uma

contradicao.
O
Sp ¢ (Sg)
Y Y (S5)
/‘)\
0 0
S(i
Sy ‘

Figura 5.1: As esferas e suas respectivas imagens.

Agora, vejamos & prova do Teorema 5.1.4 enunciado na introducéo.
Prova do Teorema 5.1.4. Dado um difeomorfismo local f : R” — R™ e uma métrica

riemanniana completa g tal que o campo de vetores,

B v (9) fo(z)

=
’V(g)fv (gj) ‘g

v

seja completo para qualquer v # 0, vai-se mostrar que f é bijetiva.

A demonstracio serd dividida em duas partes, uma que assegura a sobrejetividade e outra
que assegura a injetividade.

Parte 1 - A sobrejetividade de f.

Para ver que f ¢ sobrejetiva, seja [, : [0,00) — R™ a trajetoria positiva maximal de Z,
passando pela origem em ¢t = 0. O intervalo de defini¢ao de 3, é [0,00), pela hipotese de
completude.

Defina a aplicacao ¢ : R® — R" por,

f£(0), se v =0,
V) = 5.2
v ) { F(Ba((0]2)), se v £0. 52)
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E claro que 9 é continua.
Parat > 0e v # 0, tem-se,

S 00) = DGOV = (TILB. ZB0)) =1 (53)

g

Integrando, tem-se,

v* g
FolBullof) = (80 = [ LB dt = ol

e, assim, da desigualdade de Cauchy-Schwarz,
0(0) = vl = (wlo) = w(0)0 ) = o (5.4

onde <-, > denota o produto interno usual.

Agora, aplique o Lema 5.2.1 a 1, tomando p = 9(0). E imediato da equacdo (5.4) que as
condicoes (a.) e (c.) s@o satisfeitas.

De fato, observe que se ¥(v) = ¥(0) = p, entdao o primeiro membro é nulo implicando que
|v| = 0 e, portanto, que v = 0. Assim, (a.) fica satisfeita.

Para a condicao (c.) ser verificada basta notar que, de (5.4),
[ (v) = 9(0)] = o],
e assim, para um dado M > 0, tomando R > 0 de forma que R > M + |p|,
()] + Ipl = [¢(v) = ()] = |v] > R > M + |p|,

para todo v tal que |v| > R.
Para verificar a condigao (b.), define-se uma homotopia de 1(S1) na esfera unitéria cen-
trada em p, H : [0,1] x S"~! — R" por,

H(s,v) =s(p+v)+ (1 —s)Y(v).
O ponto crucial aqui é que esta homotopia nao atinge o ponto p, pois, da equacao (5.4),
<H(s,v) - p,v> = <s(p +v)+ (1 —3s)(v) — p,v>
= (stp+ )+ (1= 900) — 0 Y (1 = s)of
= |v|* > 0.

Assim, H(s,v) # p para todo s € [0,1] e para todo v € S"~! e, portanto, 1(S1) é nio
trivial em II,_1(R™ — {p}) = Z.
Segue do Lema 5.2.1 que 1 é sobrejetiva. Uma vez que ¥(R™) C f(R™) concluimos que f

é sobre.
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Parte 2 - A injetividade de f.

Agora, sera mostrado que f é injetiva. Tome a e b, dois pontos distintos de R™. Entao
deve-se ter que f(a) # f(b).

Para isso, é suficiente encontrar uma linha de fluxo «a(t) de a até b de algum dos campos

de vetores,
(z) = v f,(z)
V0L @)
com v # 0. Aqui, observe que o campo de vetores Y, tem moédulo igual a um em todo ponto,
uma vez que f, ndo possui pontos criticos.

De fato, supondo que «(0) = a e que a(7) = b, pode-se escrever,

(10~ 5@).0) = 1,0 = fla) = [ G ptato e,

mas, uma vez que f, ndo possui pontos criticos, temos que,

i) = (VO 0) =[FOsa@)] >0
logo f(a) # ().

Para obter uma linha de fluxo como acima, deve-se comegar por estabelecer o seguinte,

Afirmacgao 5.1. Seja M > 0. Entao existe uma limitacdo uniforme L > 0 tal que, para
qualquer linha de fluzo « : [0,(] — R™ satisfazendo o' (t) = Y,(a(t)), a(0) = a e |a(¢) — a| <

M, o comprimento da curve o é menor ou igual a L.

Para isso usamos o campo de vetores completo Z, para v € S*"!, 0 qual tem as mesmas
trajetérias do campo Y.

Seja vy : [0,00) — R™ uma trajetoria de Z, com v,(0) = a e |y(r) —a| < M. Aqui, 7 &
tomado de forma que «(¢) = 7, (7). Note que, pela completude de Z,, existe este 7.

Como foi mostrado anteriormente (Equacao (5.3)),

d

%fv(')’v(t)) =1,

que, integrando de 0 a 7, conduz a,

S /OT %fv(%(t)) dt = fo(7(7)) = fo(7(0)) = <f(%(7)) - f(%(o)),v>

2 o ¥ [f(z)] = A(M) € R, (5.5)

IN

pela desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Agora, considere a aplicacio continua F : [0, A(M)] x S*! — R" dada por
F(t,v) = |Zv('yv(t))‘. Tendo um dominio compacto, F' assume seu méaximo valor U € R.
Assim, pode-se estimar uniformemente o comprimento das trajetorias de Z, cujos pontos

extremos a direita estdo a uma distancia menor ou igual a M do ponto a.
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Para qualquer trajetoria desta forma a equacao (5.5) conduz a,

fw) = /0 ") dt = /0 | Zo((®)|dt < AQMD) max |Zy(p(t)] = AU

Com a prova da afirmacdo sobre a uniformidade dos comprimentos, deve-se voltar ao
estudo das trajetérias do campo de vetores Y.
Seja ay, : [0,00) — R™ uma trajetoria maximal & direita de Y, que passa por a € R™ em

tempo zero e considere a aplicacdo continua ¢ : R® — R” dada por,

a, se w =20,
o(w) = { ay(Jwl), se w # 0. ' (5:6)

Aqui, deve ser lembrado que o campo Y, é completo por ser limitado, permitindo a exis-
téncia da trajetéria o, como acima.

Para que se encontre uma trajetoria de Y, que passe por a e b é suficiente mostrar que ¢
é sobrejetora e, para isso, aplicamos o Lema 5.2.1.

Vejamos que,

d

e (o) = (VO o), Volou)) =99 futon ()]

Uma integragao leva a,

<f(¢(w)) - f<a>,w> () — fula)
— ulo(le])) — fulow(0)
_ / " V9 fuonule))] dt >0 (5.7)
0

se w # 0.
Da equacao (5.7) é imediato que a condigdo (a.) do Lema 5.2.1 aplica-se a ¢ se for tomado

p = a. Vejamos. Se w = 0 entdo,

E, se w # 0, entfxo,<f(d>(w)) — f(a),w> > 0, implicando que f(¢(w)) # f(a), ou seja, que
$(w) # a=p.

Para se concluir que a condi¢ao (c.) ¢é satisfeita, veja que, pela Afirmacdo 5.1, se
lay(Jv]) —al < N = M + |a|, entdo existe L > 0 tal que ¢(awlj,o) < L. Por contrapo-
sicdo, se £(ay|(g,s]) > L entdo |ay(|v]) —al > N. Mas,

[v] [v]
Uawlop) = /0 ol (1)t = /0 dt = [o].

Segue que,
[¢(v)] + la| = |¢(v) —al > N = M + lal,
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para todo v € Sp11.

Portanto, |¢(v)| > M para todo v € Sp41.

Finalmente verifica-se a condicdo (b.) do Lema. A equacdo (5.7) mostra que
f(p(w)) = f(a) se e somente se w = 0. Segue que f induz um homomorfismo de grupo
de IL,,—1 (R™ — {a}) em II,,_1 (R™ — {f(a)}). Basta observar que a restrigao,

flen—fay : R* = {a} = R" = {f(a)},

¢ uma funcao continua.

Assim, para mostrar que ¢(S1) é ndo trivial em II,_; (R™ — {a}) & suficiente provar que
f(#(S1)) € nao trivial em IL,_ 1 (R™ — {f(a)}).

Para ver isso, considere a homotopia H[0,1] xS"~! — R™ de f(¢(S1)) até a esfera unitéria

centrada em f(a) dada por,

H(s,v) = s(f(a) +v) + (1 = 5)f(6(v)).

Usando a equagao (5.7) mais uma vez, calcula-se que,

(H(e0) = 1(@0) = (5= Df@) + 50+ (1= 1 (60).0)
= s|v|* + (1 = ) fu(d(v)) — (1 = 5) fu(4(0))
= s|v|? —s . «
= sl + (=) [ 1V ®)] de >0

e, portanto, que H(s,v) # f(a) para todo par (s,v) € [0,1] x S*~1. Em particular, f(¢(S1))
é nao trivial em II,,_1(R™ — {f(a)}), como desejado.
Uma vez verificadas as hipoteses do Lema 5.2.1 tem-se que ¢ é sobrejetiva, que, por sua

vez, conduz & conclusdo de que existe uma linha de fluxo que vai de a para b implicando na
injetividade de f. O

Agora serd provado o Lema que permite a conclusdo de que o Teorema 5.1.5 segue do

Teorema 5.1.4.

Lema 5.2.2. Seja V : R™ — R"™ um campo de vetores suave que ndo se anula e que satisfaz,
(e.)

\Hllin |V (x)| dr = oco.
o lzl=r

FEntao o campo de vetores,
V(z)
[V ()[*

€ completo.

Demonstragao. Pelo Teorema de Plastock (|44], Teorema 4.1) a hipotese do Lema implica
que R™ é completo com respeito ao comprimento de arco com peso |V (x)|. Agora, seja a(t)
uma solucao para o'(t) = Y(«a(t)), onde

V(z)

YO R
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e assuma que o intervalo de defini¢gdo maximal para « seja [0,7) com 7 < co. Observe que a

integral, T .
/O\V(a(t))u\a(t)n dt:/o dt = 7.

é finita.

Como R”™ & completo com respeito ao peso |V (x)|, concluimos que o limite,

lim «(t),

t—o0
existe e é finito (veja [44], defini¢do 3.2).
Resolvendo a equacao diferencial numa vizinhanga de «(7), vemos que o intervalo maximal
de defini¢ao de a se estende para ¢t > 7. Concluimos assim, que o intervalo méximo de defini¢ao

de a € [0,00), ou seja, o campo de vetores Y é completo. (]

5.3 Utilizacao dos Resultados para Aplicac6es Polinomiais

Um problema amplamente conhecido na geometria algébrica é o seguinte.

Conjectura Jacobiana. Se F': C" — C™ é uma aplicacao polinomial tal que o det JF(z) é

constante e ndo nulo, entdo F' tem inversa polinomial.

Este problema tem sido estudado no ambito da algebra, da geometria e de equagodes
diferenciais. Em vérios casos especiais a resposta é positiva, mas ainda ndo existe uma resposta
geral para o problema (n > 2) a nao ser por algumas provas incompletas.

E conhecido [22] que a Conjectura Jacobiana enunciada tal como acima ¢ verdadeira se
e somente se ela é verdadeira para aplicacoes de R™ em R" e, além disso, que apenas a
injetividade precisa ser provada. Ver capitulo 6 e observagao 6.1.7.

Um exemplo de Pinchuk [54] mostra que um difeomorfismo local polinomial de R? nio
necessariamente é bijetivo, logo, a condicao de que o determinante seja constante nao nulo é
essencial no caso real. Ver exemplo 6.1.6.

Um Teorema de Hadamard [28] afirma que qualquer difeomorfismo local proprio de R™
¢ um difeomorfismo global, portanto, o fato de ser ou nao prépria parece desempenhar um
papel importante neste estudo.

Antes de aplicar os resultados da primeira secdo deste capitulo, seria interessante explicitar

porque a conexidade é também um ponto crucial no estudo da Conjectura Jacobiana.

Observacao 5.3.1. Na verdade é possivel mostrar que, se F' : C" — C" é uma aplicagdo
polinomial com Jacobiano constante nao nulo para algum n > 2 e se L C C" é um subespaco
genérico linear afim de dimensdo m > 1, entdo F~!(L) é um conjunto conexo na topologia
euclideana. Para detalhes verificar o artigo original [4].

Sob a luz de tal fato e da Conjectura enunciada na primeira secao deste capitulo, é natural
indagar se, com F' da forma acima, é verdade que a imagem inversa de todo hiperplano afim

(real ou complexo) ¢ um subconjunto conexo na topologia euclideana.
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Observagao 5.3.2. Como comentado acima, a pré-imagem, por F', de retas compleras genéri-
cas s80 conjuntos conexos para F' : C" — C" satisfazendo as hipoteses da Conjectura Jaco-
biana.

Por outro lado, se for verdade que, dada uma aplicagao polinomial F' : R®” — R" satisfa-
zendo as hipoteses da Conjectura Jacobiana, entido a pré-imagem C = F~!(L) de retas reais
genéricas sao conexas na topologia euclideana, entao a Conjectura Jacobiana é verdadeira.

De fato, como C é conexo, pode-se encontrar um caminho (t) entre quaisquer duas
imagens inversas de um ponto p € L. O caminho F o ~(t) C L deve evidentemente mudar de

dire¢do em algum ponto g, e assim,

DF (y(to))-7'(to) = 0.

Figura 5.2: Curva ligando duas pré-imagens do ponto p e sua imagem.

Como +/(t) # 0, DF(z) é nao invertivel em = = v(ty), contradizendo a hipotese da
Conjectura Jacobiana.
Sendo assim, um ponto genérico deveria ter exatamente um tunica pré-imagem, e neste

caso F' seria injetiva e, portanto, invertivel pelo Teorema 6.1.1.

Agora, serao aplicados os resultados da primeira secao para uma aplicacdo polinomial
F:K" - K" onde K € {R,C} (veja observacao 5.1.3).

A hipotese destes resultados se referem a quao perto a origem se situa do conjunto,
Sy ={DF(z)"v; v € K"},

para v nao nulo, no sentido assintético.

Isto pode ser convenientemente reescrito em termos de expoentes de Lojasiewics.

Definicao 5.3.1. Seja uma aplicacdo polinomial, g : K® — K", o expoente de Lojasiewics de

g no infinito € o numero,
Los(g) =sup{s € R; JA,r > 0; (|| >r) = (lg(z)| = Alz[*)}.

Assim, tem-se o seguinte teste para inversibilidade.
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Critério 5.3.3. Seja F : R® — R™ uma aplicagcdo polinomial com determinante da matriz
Jacobiana constante nao nulo. Se Loo(DF(x)*v) > —1 para cada v # 0 de R", entdo F é

invertivel.

Demonstragao. Se Lo(DF(x)*v) > —1 para todo v # 0, entao existe A e rp maiores que
zero tal que,
2| > 79 = |DF(z)*v| > Alz| ™,

e, portanto,
[e.9] o
min |V f,(x)| dr > / Alr|™tdr = oco.
0 II‘:T 0
A partir disto o Teorema 5.1.5 permite concluir a tese. ]

Observagao 5.3.4. Existe um limitante inferior para o expoente de Lojasiewics em termos
do grau do polinomio [37, 38, 39|, mas em geral sao dificeis de se calcular.

O Teorema 5.1.2 conduz a um critério mais fraco para a inversibilidade global de uma
aplicagao polinomial F' : K® — K" o qual é mais simples de ser aplicado. Com a notacao

acima precisa-se saber se

0¢ {DF(z)*v; x € K"},

para qualquer v # 0 em K.

Como zero nao pertence ao conjunto, o que pode ser concluido a partir do fato de que
det DF' é constante e ndo nulo, esta condigéo é equivalente a exigir que a aplicagdo polinomial
F : K" — K" seja tame para v # 0.

O que vem a seguir, pode ser testado com aplicagoes polinomiais,

Proposicao 5.3.5. Assuma que, para todo v # 0 existe um polinémio g, € K[z1,x, ..., xy],

tal que,
(i) go(DF(x)*v) =0 para todo x € K".

(i) g,(0) # 0.
Entao F € invertivel.

Demonstragdo. De fato, o conjunto fechado g, '(0) contém S, mas niao 0. Dai o Teorema
5.1.2 conclui. O

O fato da Conjectura Jacobiana ser verdadeira para aplicagdes quadraticas foi original-
mente provado por Wang [47] através de métodos algébricos para aplicagoes com Jacobiano
constante. Ver Teorema 6.1.8.

Mais tarde o resultado foi generalizado, tomando a forma abaixo, para K = R. Existe uma
prova mais curta utilizando de um efetivo teorema do valor médio para aplicacoes quadraticas,
veja [41], pardgrafo 2.3.

O critério algébrico acima conduz diretamente ao resultado.
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Proposicao 5.3.6. Seja F' : K" — K" uma aplicagio quadrdtica. Se det DF(x) # 0 para

cada x € K", entdo F € injetiva.
Demonstragao. Para qualquer v € K" nao nulo, o conjunto,
Sy ={DF(z)"v; z € K"},

é um subespago linear afim que ndo contém a origem.

Assim, pode-se encontrar um polinémio linear g, que se anula em S, mas que g,(0) # 0
e aplicar a proposicao 5.3.5.

Também pode-se notar que Loo(DF(z)*v) = 1 para a aplicagdo linear afim que nao se

anula x — DF(x)*v e usar o critério 5.3.3. O
Exemplo 5.3.7. Considere a aplicacio quadratica f : R? — R3 dada por
fla,y,2) = (@ +y°y+ 2% 2).

O Teorema 5.1.6 ndo pode ser aplicado nesta situagao porque, como serd mostrado,

/ ’ min  min |Vf,(z,y, 2)| dr < co.
0

z,y,2)|=r [v]=1

De fato, a escolha de

(2,y,2) = <T - T) e wv= (.= 1)
y Y PP 1
\/52 \/5 (%4_’_%2_1_1)_5

mostra que o minimo duplo do integrando é menor ou igual a

11 31 1

que conduz a uma integral convergente. Por outro lado, f é invertivel pela proposi¢ao 5.3.6.

Enquanto aplicagdes quadraticas podem parecer uma classe restrita de aplicagoes, a Con-
jectura Jacobiana geral reduz-se a aplica¢oes polinomiais de grau menor ou igual a 3 (ver
Teorema 6.1.2).

Definicao 5.3.2. Uma aplicacao polinomial F' : C* — C" é dita ser homogénea cibica se
F(z) = z + H(z), sendo H : C* — C™ uma aplicagdo polinomial cujas coordenadas sao

funcoes polinomiais homogéneas de grau trés.

Sob o custo de se aumentar o ntumero de varidveis, é suficiente considerar a Conjectura
Jacobiana para tal classe de aplicagoes. Mais precisamente, a Conjectura Jacobiana, para
todo n > 2, é verdadeira para cada aplicagdo homogénea cubica F' : C* — C” se e somente
se ¢ verdadeira em geral [22] (ver capitulo 6).

Na verdade, Druzkowski [32]| reduziu ainda mais a classe de aplicagoes para a qual a Con-
jectura Jacobiana precisa ser provada. Ele reduziu a uma subclasse das aplicacdes homogéneas

cibicas (ver Teorema 6.1.4).
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Defini¢ao 5.3.3. Uma aplicagdo homogénea cubica F(z) = x + H(z) : C" — C" & dita uma
aplicacdo de Druzkowski se
H(z) = (L3,L13,..,L3),

para algumas aplicagdes lineares Ly, Lo, ..., L, : C" — C.

Considere A a matriz n x n de coeficientes de L;, isto é, o elemento A; ; é o coeficiente de

xj em L;. E usual denotar por Hy e F4 as aplicacoes H e F respectivamente.
Proposicao 5.3.8. Com a notagio acima, suponha que det DF4(x) = 1 e que o conjunto,
{(Ll(x)Q,Lg(a:)2, ...,Ln(:z:)z) ;T E C”} ,
tenha imagem fechada sob qualquer aplicagdo linear de C™ nele mesmo. Entdao Fa € invertivel.
Demonstragao. Para v = (v1,vg,...,v,) # 0, derivando tem-se que,
DFy(z)*v = v+ 34* (Ljvi, L3v, ..., L2vy,)

e0¢ S, ={DFs(x)*v; x € C"} por hipotese, uma vez que det DF4 nao se anula.

Por outro lado, 5, é fechado uma vez que ele é obtido do conjunto,
{(Ll(x)2,L2(x)2, ...7Ln(:1:)2 ; x e C'},

através de uma multiplicacao pela matrix diagonal D com 3v; na diagonal, depois pela mul-
tiplicacio por A* e, finalmente, pela translacdo por v. Segue que 0 ¢ S, e o Teorema 5.1.2 se

aplica. O

Observacgao 5.3.9. Seria interessante investigar precisamente quais subconjuntos de C™ tem
imagem fechada sob qualquer aplicagao linear de C™ nele mesmo (ver o artigo original para

mais detalhes).

Exemplo 5.3.10. Consideremos o seguinte exemplo de Wright, veja [49] paragrafo 3.
Seja H : C* — C" dada por,

H(l’, Y, u, U) = (0, O, uxry + ’Uy2’ —u$2 — ny) ,

e tome F(z,y,u,v) = (z,y,u,v) + H(z,y,u,v).
Pra cada v # 0 no plano {z = y = 0} a hip6tese da proposi¢ao 5.3.5 ou do Teorema 5.1.2
falha.

Por exemplo, se v = (0,0, a,b) com ab # 0, entao
n—oo

1 1
lim DF(x,)"v =0, para a seqiiéncia x, = (ap + —,b— —,b,—a | .
2b,, 2ay,

No entanto, é possivel aplicar estes resultados apés modificar F.
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Dentro da idéia dos Teoremas de Reducao 6.1.3 e 6.1.4, acrescenta-se quatro novas variaveis

p, q, 1, s e define-se F: C® — C8 por,
F(x,y,u,v,p,q,7,8) = (F(a:,y,u, v) + (0,0, pz* + qy*, r2® + sy°), p, q, 7, s) )
E facil checar que F ¢ injetiva se e somente se F também o for e que
det DF(z,y,u,v) = det DF(:U, Y, Uy Uy Py G, T, S).

Observando que DF = 1, pode-se aplicar a Proposicao 5.3.5 escolhendo polinémios qua-
draticos e lineares adequados, de acordo com o vetor v.
No entanto, vai-se argumentar utilizando diretamente o Teorema 5.1.2.

Seja v = (v1,v2,...,v8) # 0 e considere o conjunto
Sy = {DF(z,y,u,v,p,q,7,5)"v ; (z,y,u,v,p,q,7,5) € C*}.

Se v3 = vg = 0, entdo S, = {v} e fica claro que 0 ¢ S,. Por outro lado, se (v3,v4) # (0,0)
e 0 € S,, entdo existe uma seqiiéncia X,, = (Tpn, Yn, Un, Un, Pns @n, Tn, Sn) tal que

lim DF(X,)*v =0.

n—oo

Examinando as varidveis p, q, r e s vé-se que x, € Yy, sdo limitadas e, entdo, pode-se
encontrar subseqiiéncias para as quais limx, = a e limy, = b.

As varidveis u e v levam a equac¢do matricial ,

() () -(0)

A matriz & esquerda é invertivel para qualquer que sejam a e b em C, contradizendo a
hipotese de (vs,v4) # (0,0). Isso mostra que 0 & S,.

Conclui-se do Teorema 5.1.2 que F' ¢ bijetiva e, portanto, F' também.

Sob a luz do Teorema de Reducio, faz-se a seguinte pergunta,

Questao. Quando é possivel modificar wma aplicagdo cibica homogénea F(x) = x+ H(x) de
forma a obter outra aplicacdo também cibica homogénea F(x,y) para a qual se pode usar o

teste de inversibilidade como no exemplo 5.8.107¢



CAPITULO

6

A Conjectura Jacobiana e Outras

Conjecturas Notaveis

Neste capitulo serdao abordados alguns dos principais resultados associados a Conjectura
Jacobiana de Keller e, além disso, serdo exibidas algumas outras Conjecturas que estao, de

alguma forma, relacionadas a ela.

Neste contexto serao apresentados alguns resultados parciais, alguns contra-exemplos e
algumas relagbes entre a Conjectura Jacobiana de Keller e outras conjecturas conhecidas no

meio cientifico.
Para uma leitura mais completa sobre o assunto, sao indicadas as referéncias [8] e [9].

Na primeira secao serao exibidos os principais resultados relacionados & Conjectura Jaco-
biana tanto no caso complexo quanto no caso real, a qual é denomianada Conjectura Jacobiana

Real. Ainda nesta secéo serao discutidos os conhecidos teoremas de redugao.

Na segunda secao serd dado destaque & Conjectura de Markus-Yamabe e a Conjectura de

Markus-Yamabe Fraca.

A terceira secao seréd dedicada ao Problema Discreto de Markus-Yamabe, também conhe-

cido como Problema de LaSalle, sobre o qual alguns importantes resultados serdo enunciados.

Na quarta segao estuda-se a relacao entre o Problema de Markus-Yamabe Discreto e a

Conjectura de Ponto Fixo.
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6.1 A Conjectura Jacobiana

Em 1939, Ott-Heinrich Keller enuncia em um de seus trabalhos a seguinte conjectura [55],

Conjectura Jacobiana: Se F': C" — C" é uma aplicacdo polinomial tal que det JF'(x) seja

diferente de zero, para todo x € C™, entdo F' tem inversa polinomial.

De fato, exigir que o determinante do Jacobiano de F' seja diferente de zero para todo
x € C" é equivalente a exigir que ele seja constante igual a um, pois, o det JF(z) é um
polinémio e portanto é constante ou sobrejetor. No caso em que ele é constante igual a ¢ € C,
entdo a aplicacao,
G: ¢ — C"
T G(m):%F(m),

tem Jacobiano constante igual a um e tem inversa polinomial se e somente se F' também o
tem.

Assim pode-se definir,

Definigao 6.1.1. Diz-se que F : C" — C" é uma aplicagio de Keller se det JF(x) é igual a

um para todo ponto z € C".

Neste contexto pode-se enunciar a Conjectura Jacobiana da seguinte forma,

Conjectura Jacobiana: Se F': C" — C™ é uma aplicacao de Keller, entdo F' tem inversa

polinomial.

Desde a insercao desta Conjectura no meio cientifico, muitas pessoas de vérias areas da
matematica demonstraram interesse neste problema e, desta forma, muitos resultados parciais
foram encontrados embora o caso geral esteja ainda em aberto.

Os chamados Teoremas de Redu¢do tém por objetivo diminuir o universo de aplicacoes
para as quais a Conjectura precisa ser provada. Na secdo seguinte tem-se alguns destes

Teoremas exibidos.

6.1.1 Teoremas de Reducao

A primeira reducao considerdvel na prova da conjectura Jacobiana é devido ao seguinte
resultado de Bialynicki-Birula e Rosenlicht [52] em 1962,

Teorema 6.1.1 (Bialynicki-Birula, Rosenlicht). Se F' : K" — K", com K € {R,C}, é
uma aplicagdo polinomial injetiva, entio F € sobrejetiva. Além disso, quando K = C, sua

inversa € também polinomial.

Sob a luz deste resultado a Conjectura Jacobiana é equivalente a seguinte conjectura,
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Conjectura Jacobiana: Se F': C" — C" é uma aplicacio de Keller, entdo F' é injetiva.

Outro Teorema que reduz fortemente o conjunto das aplicacoes para as quais a Conjectura

Jacobiana precisa ser mostrada é o seguinte,

Teorema 6.1.2. Se a Conjectura Jacobiana for verdadeira para todo n > 2 e para todas
aplicacoes F' da forma F =1+ H, onde I é a identidade e H € uma aplicacdo de grau menor

ou tgual a trés com JH nilpotente, entdo a Conjectura Jacobiana é verdadeira em geral.

A demonstragao deste resultado serd omitida aqui mas pode ser encontrada em [8] durante
a demonstracao do Teorema 6.3.1 na pagina 125.

Em 1981, Yagzhev [53] provou um resultado que permite reduzir ainda mais o universo
de aplicagoes para as quais devemos provar a Conjectura Jacobiana. Independentemente em
1982, Bass, Connell e Wright [22] provaram o mesmo resultado.

Antes de enunciar este resultado deve ser introduzida uma notac¢ao e uma defini¢ao.

Definicao 6.1.2. Diz-se que uma aplicacdo F' : K® — K" é cubica homogénea, quando ela
for da forma F' = I + H onde I é a aplicagio identidade em K" ¢ H = (Hj, ..., H,,) sendo H;

uma aplicagdo polinomial homogénea de grau trés ou nula para cada ¢ =1,2,...,n.

Denotarse por End(K,n), o conjunto das aplicagbes polinomiais da forma
F = (F,...,F,) : K" — K". E denota-se por End' (K, n) o conjunto,

End'(K,n) = {F € End(K,n) ; F(0)=0e JF(0)=1I},
onde I denota a aplicacdo identidade em K.

Teorema 6.1.3 (Yagzhev, Bass, Connell, Wright). A Conjectura Jacobiana no caso
geral é equivalente a Conjectura Jacobiana para aplica¢des polinomiais homogéneas cibicas

que pertencam ao conjunto Endl(K,n), para todo n > 2.

Para enunciar o dltimo Teorema de Reducao que citaremos neste texto vamos precisar de

mais uma, defini¢do,

Definicao 6.1.3. Diz-se que uma aplicacao F' : K — K" é uma Aplicacdo de Druzkowski
quando ela for cibica homogénea e além disso cada H; for o cubo de alguma aplicacao linear,
ou seja,

H(z) = (L}, L3,..., L),

para algumas aplicagoes lineares L; : K" — K, com ¢ =1,2,...,n.

Observe que as aplicagoes L; da definicao acima sdo funcionais lineares e portanto podem
ser identificados com vetores de K”. O cubo de tais aplicagdes denota a multiplicagdo usual
de funcoes, ou seja,

L3(z) = Ly(x)?, para todo z € K".
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Note que, se A € a matriz que se constréi a partir da colocacdo dos vetores L; em suas linhas,

entao,
[diag(A:E)fAm = [diag(L1 (), ..., Ln(:v))]z(Ll(z), s Ly () = (Ll(:x)g, s Ln(z)?’).

Por isso, algumas vezes as aplicacées de Druzkowski sdo definidas como sendo da forma
I+ H, com H da forma,
H(x) = [diag(A:E)]QAx,

para alguma aplicacdo linear A : K® — K".

Com tais definigoes, pode-se enunciar,

Teorema 6.1.4 (Druzkowski). A Congectura Jacobiana no caso geral é equivalente a con-
jectura Jacobiana para aplica¢ées de Druzkowski em todas as dimensoes maiores ou iguais a

dois.

Note que, o conjunto das aplica¢des de Druzkowski é um subconjunto préprio de End! (K™).

6.1.2 Conjectura Jacobiana Real

Na secao anterior foi visto que, no caso em que F é uma aplicacdo polinomial de C”
nele mesmo, a condicao det JF(x) # 0, para todo = € C", é equivalente a exigir que F' seja
uma aplicagao de Keller. Além disso o Teorema 6.1.1 sugere que a inversa se uma aplicagao

polinomial em R” ndo precisa necessariamente ser polinomial.

Exemplo 6.1.5. A aplicacio f : R® — R” tal que f(z) = = + 23 tem Jacobiano igual a
1+ 322 e que portanto é sempre diferente de 0 e, no entanto, sua inversa ¢ analitica mas nao

polinomial.

A equivaléncia entre a exigéncia de que o determinante do Jacobiano seja ndo nulo e da
exigéncia de que o determinante seja constante igual a um, estd fundamentada no fato de que
todo polinémio nao constante possui raizes complexas. Porém, se for de interesse restringir

ao caso real, a Conjectura Jacobiana precisa ser formulada adequadamente,

Conjectura Jacobiana Real Forte: Se F': R™” — R" é uma aplicagdo polinomial tal que o

det JF(x) # 0, para todo = € R", entdo F' tem inversa analitica.

A inclusdo do adjetivo “forte” ao nome da Conjectura deve-se ao fato de ndo se exigir que
o Jacobiano seja constante, mas apenas, diferente de zero.

Pode-se notar que a Conjectura Jacobiana Real Forte implica na Conjectura Jacobiana
pela identificacdo usual de C" com R2".

No entanto, em 1996, foi exibido um contra-exemplo para esta Conjectura mesmo em

dimensao dois, por Pinchuk [54],
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Exemplo 6.1.6 (Pinchuk). Considere a seguinte aplicacio polinomial em R2
F = (p,q) : R? — R? dada da seguinte forma,

p(x,y) = f(x,y) + h({l},y),
Q(l',y) = _tQ(x7y) - 6t(1’,y)h(l‘, y) [h(l’,y) + 1} - 170f($7y)h($7 y)

- 91h2(1:7y) - 195f(l’,y)h2($,y) - 69h3($7y) - 75h3($,y)f(l‘,y) - %hzl(xvy))

onde,

(h(z,y) +1

f(,y) =  et(e,y) + 112

h(z,y) = t(z,y) [at(x,y) + 1],

t(z,y) =zy— 1.

Entao a aplicacao F' é tal que,

2
1. det JF(z) = t(2)? + (t(z) + f(2)(13 + 15h(2))> + f(2)? para todo z € R?,
2. F(1,0) = F(—1,-2) = (0, -1).

Como pode ser verificado através de célculos diretos.
Vejamos que det JF(z) > 0 para todo z = (z,y) € R?. Suponha que t(z,y) = 0. Entdo
x #0e h(x,y) =0. Mas assim, f(z,y) = 1/x # 0 implicando que o determinante seja nao

nulo.

Observagao 6.1.7. Como foi visto acima, o fato da Conjectura Jacobiana Real implicar
a Conjectura Jacobiana de nada ajuda na resolucao da ultima pois a primeira é falsa. No
entanto pode-se modificar ligeiramente o enunciado da Conjectura Jacobiana Real de forma

a se obter uma Conjectura equivalente & Conjectura Jacobiana.

Conjectura Jacobiana Real: Seja F' : R" — R" uma aplicacao polinomial tal que
det JF(x) seja constante e nao nulo. Entao F ¢ injetiva.

Para verificar a equivaléncia basta usar a identificacdo usual entre C* e R?" e observar
que | det JoF|? = det JRF.

6.1.3 Um Resultado Parcial

Nesta secao serd exibido um resultado que comprova parcialmente a Conjectura Jacobiana.

O resultado que enunciamos aqui ¢ devido a Wang [47] (ver Teorema 5.3.6),

Teorema 6.1.8 (Wang). Se F : K" — K", K € {R,C}, é uma aplicacio polinomial de grau

menor ou igual a dois tal que det JF(x) # 0 para todo x € K", entao F é invertivel.
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Antes da prova deste Teorema vale a pena observar que, embora a conclusao do Teorema
s6 diga que F é invertivel, no caso em que K = C, pode-se recorrer ao Teorema 6.1.1 para
concluir que sua inversa também é polinomial. Sendo assim, este Teorema responde como
afirmativa a Conjectura Jacobiana (e a Conjectura Jacobiana Real) para o caso em que o

grau de F' é menor ou igual a dois.

Demonstragao. Pelo Teorema de 6.1.1 basta provar a injetividade de F. Sendo assim,
suponha por absurdo que existam dois pontos a e b de K" de tal forma que F'(a) = F(b).

Tome a func¢ao G(z) = F(x + a) — F(b) e observemos que G tem o mesmo grau de F,
G(0) =0 e tomando ¢ = b — a vé-se que ¢ # 0 e G(c) = 0.

Agora, note que JG(z) = JF(xz — a) e portanto G satisfaz as hipoteses da Conjectura
Jacobiana (real ou complexa).

Seja G = G(1) + G(2) a decomposigao de G em suas parcelas homogéneas.

Derivando a expressio G(tc) = tG 1) (c) + t*G 2)(c) com respeito a t, temos,

Gy (€) + 260G o) (¢) = %G(tc) — JG(te)e £0.

Substituindo ¢ por meio, temos que G(c¢) # 0 o que é um absurdo. Sendo assim F' é

injetiva. U

6.2 A Conjectura de Markus-Yamabe

De inicio, uma pequena motivagao para o surgimento desta conjectura.

Definicao 6.2.1. Diz-se que uma matriz nxn é estdvel quando todos seus autovalores tiverem

parte real negativa.

Definicdo 6.2.2. Seja F' : R® — R” uma aplicacio de classe C!. Diz-se que um ponto
w € R™ é um atrator local para o sistema dindmico continuo induzido por F' quando, existir

uma vizinhanca aberta U de w tal que,

(1.) Existe algum tempo t > 0 tal que a funcao ¢;(x), que mapeia x no ponto de sua orbita

atingido no tempo t, leva U em um subconjunto de U.

(2.) A intersecgao,
m ¢(U) = {w}.

t>0

Definicao 6.2.3. Diz-se que um ponto w € R™ é um atrator global para o sistema dinamico
induzido por F : R® — R, de classe C!, quando o aberto U na definicio acima puder ser

tomado como sendo todo o R™.

O seguinte resultado é devido a Lyapunov,
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Teorema 6.2.1. Seja F : R"® — R"™ uma aplicagdo de classe C' de tal forma que F(0) = 0.

Se a matriz JF(0) for estdvel entao a origem é um atrator local.

Motivados por este resultado, em 1960, Larry Markus e Hidehiko Yamabe enunciaram a

seguinte conjectura [18],

Conjectura de Markus-Yamabe: Seja F : R® — R” uma aplicacdo de classe C! com
F(0) =0. Se a matrix JF'(z) for estavel para todo € R™ entéo a origem é um atrator global

para o sistema dindmico continuo induzido por F.

No artigo onde Markus e Yamabe enunciam esta conjectura, eles provam-na para dimensao
dois e no caso em que JF(z) é uma matriz com alguma entrada identicamente nula.

Desde entao muitos matematicos tentaram resolver este problema, alguns fornecendo resul-
tados positivos, outros, contra-exemplos. Até que em 1995, os tltimos pedagos deste problema
foram resolvidos de forma que, hoje, esta Conjectura esta completamente resolvida.

Outra conjectura que esté fortemente relacionada com a Conjectura de Markus-Yamabe
é a Conjectura Fraca de Markus-Yamabe,

Conjectura Fraca de Markus-Yamabe: Se F' : R® — R" ¢ uma aplicacio C! com F(0) =0
e se a matriz JF(x) é estavel para todo z € R", entdo F é injetiva.

Pode ser mostrada a seguinte implicagdo a cerca destas duas conjecturas,

Proposicao 6.2.2. A Conjectura de Markus- Yamabe implica na Conjectura Fraca de Markus-

Yamabe.

Demonstragao. Suponha que F' satisfaca as hipéteses da Conjectura de Markus-Yamabe e
que existam dois pontos distintos a e b em R™ tais que F(a) = F(b).

Defina G(z) = F(z+a)—F(b) e observe que G também satisfaz as hipoteses da Conjectura
de Markus-Yamabe.

Assumindo que a Conjectura de Markus-Yamabe seja verdadeira, a origem deve ser um
atrator global para o sistema dinamico & = G(x). Mas isso viola o fato de que x(t) =b—a é

também uma solucdo constante do sistema e b — a # 0. ([l

Vejamos agora alguns destes resultados que permitiram a solu¢do desta Conjectura.

6.2.1 Alguns Resultados sobre a Conjectura Bidimensional de Markus-Yamabe

Um importante resultado no sentido de solucionar parte desta Conjectura foi enunciado
em 1963 e é devido a Olech [19],

Teorema 6.2.3 (Olech). Seja F : R? — R? uma aplicagio de classe C* tal que F(0) =0 e a
matriz JF(x) seja estdvel para todo x € R™. Se existirem constantes € > 0 e r > 0 de forma
que,

>r

)

x| > e = ‘F(ZL')
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entao a origem é um atrator global para o sistema dindmico continuo induzido por F'.
Através deste resultado pode-se mostrar o seguinte,

Teorema 6.2.4. A Conjectura Fraca de Markus-Yamabe em dimensdao dois implica na Con-
jectura de Markus- Yamabe em dimensdao dois. Sendo assim, em dimensao dois, as duas Con-

jecturas sao equivalentes (pelo Teorema 6.2.2).

Demonstracao. Suponha que F : R?2 — R? seja uma aplicacdo que satisfaca as hipoteses
da Conjectura de Markus-Yamabe, ou seja, F' é de classe C!, com F(0) = 0 e JF(z) é estavel
para todo ponto x € R2.

Segue do Teorema da Funcgdo Inversa que F' é um homeomorfismo local, em particular,
existe um nimero real € > 0 de forma que a bola de raio € e centro na origem seja mapeada
homeomorficamente em uma vizinhanca V' de F(0) = 0 em R2.

Sendo assim, V contem uma bola centrada na origem. Tome r > 0 como sendo o raio
desta bola.

Pela veracidade assumida da Conjectura de Markus-Yamabe Fraca, F' é injetiva, impli-
cando que nenhum ponto x com médulo maior que € tenha imagem com médulo menor que
T, OU Seja,

Se |z| > € entao |F(z)| > r.

Usando o Teorema de Olech 6.2.3, conclui-se que a origem é um atrator global para
o sistema dindmico continuo induzido por F', ou seja, a Conjectura de Markus-Yamabe é

verdadeira neste caso. O

Através deste Teorema, em 1987, Meisters e Olech provaram que a Conjectura de Markus-

Yamabe ¢ verdadeira para aplicacoes polinomiais de R? nele mesmo,

Teorema 6.2.5 (Meister,Olech). Se F' : R?2 — R? ¢ uma aplicagio polinomial tal que
F(0) =0 e a matriz JF(z) seja estdvel para todo x € R?, entio a origem é um atrator global

para o sistema dindmico continuo imduzido por F'.

A prova deste resultado pode ser encontrada na pagina 181 da referéncia [8§].
Finalmente em 1993, Fessler [16] e Gutierrez [17], independentemente, exibem a prova de

que a Conjectura de Markus-Yamabe é verdadeira em dimensao dois,

Teorema 6.2.6 (Gutierrez, Fessler). Se F : R? — R? ¢ uma aplicacdo de classe C* tal que
F(0) = 0 e que a matriz JF(z) seja estdvel para todo x € R?, entdo a origem é um atrator

global para o sistema dindmico & = F(x).

No ano de 2004, Gutierrez mostra que, de fato, basta exigir a diferenciabilidade da apli-

cacao F' no teorema acima como pode ser visto no capitulo 2 deste texto, Teorema 2.3.1.
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6.2.2 Alguns Resultados sobre a Conjectura N-Dimensional de Markus-Yamabe

Logo apos a proposigao da Conjectura de Markus-Yamabe, Hartmann [58], em 1961,

enuncia o seguinte resultado,

Teorema 6.2.7 (Hartmann). Se F : R® — R" ¢ uma aplicacdo de classe C', com F(0) = 0,
tal que a matriz JF(x) + JF(x)! seja estdvel para todo x € R™, entdo a origem é um atrator

global para o sistema dindmico induzido por F.

Em 1988, Barabanov [57] deu idéias de como se construir um contra-exemplo para a Con-
jectura de Markus-Yamabe em dimensdo quatro, mas as idéias ficaram ainda meio obscuras.
No entanto em 1994, Bernat e Llibre [56] inspirados pelo artigo de Barabanov, constroem

um contra-exemplo para a Conjectura de Markus-Yamabe em dimensao quatro.

Exemplo 6.2.8 (Bernat, Llibre). O seguinte sistema satisfaz as hipoteses da Conjectura
de Markus-Yamabe mas possui uma érbita periédica ndo constante.

¢

il = X9
Z"Q = —X4
9131 .
:i’3 =1 — 2$4 — W’(/sz; (6 1)
. " 18371/)
T4 =X T3 — T4 — ———YT
4 1 3 4 180 4

onde ¥ pode ser tomada de classe C", com r > 1, de classe C* ou mesmo analitica.

Em 1995, Cima, Gasull, Manosas, Hubbers e van den Essen encontraram um contra-
exemplo para a Conjectura de Markus-Yamabe em dimensao trés. Assim, finalmente o ultimo

pedaco do quebra-cabeca foi encaixado,

Exemplo 6.2.9 (Cima, Gasull, Manosas, Hubbers, van den Essen). O seguinte sis-
tema polinomial satisfaz as hipdteses da Conjectura de Markus-Yamabe e tem uma o6rbita

que tende a infinito a medida que o tempo tende a infinito.

i1 = —x1 + 23(71 + 2273)?
T = F(x) = To = —To — (a;l + x2x3)2 (6.2)
j?g = —I3

A origem é um ponto fixo do sistema acima como pode-se facilmente verificar. Além disso,

a matriz Jacobiana de F' é dada por,

—1+4 2dzx3 2d$§ d? + 2dzoxs
JF(z) = —2d —1 — 2dx3 —2dxs ,
0 0 -1

onde d = (z1 + x2x3). O polindmio caracteristico de JF(z) é,

pA) =X +30+3 A +1=(\+1)°
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e, portanto, para todo x € R3 todos autovalores de JF(x) sio iguais a menos um.
No entanto,
(x1,x9,23) = (18et, —1262t,€_t) ,

é uma solucao deste sistema que tende a infinito quando ¢t — oo.

Uma observacdo interessante no exemplo acima é que se o campo for restrito ao plano
x3 = 0 vé-se que qualquer solucdo que passa por este plano fica inteiramente contida nele e,
portanto deve tender para a origem conforme o tempo evolui uma vez que a Conjectura de

Markus-Yamabe ¢é verdadeira em R2.

6.3 O Problema de Markus-Yamabe Discreto ou Problema de
LaSalle

Antes de enunciar o Problema de LaSalle, também conhecido como Problema Discreto de

Markus-Yamabe (ver Capitulo 3), vejamos uma definigao.

Definicdo 6.3.1. Seja uma aplicacio de classe C!, F : R* — R". Diz-se que um ponto
w € R™ & um atrator global para o sistema dindmico discreto induzido por F', quando,

lim F™ () = w, para todo z € R",

n—oo

onde F(")(z) = Fo Fo..oF(x), n vezes.

Em 1976, LaSalle [59], propde o seguinte Problema,

Problema de LaSalle: Seja I : R” — R" uma aplicacio de classe C', com F(0) = 0, tal
que para todo x € R™ todos os autovalores de JF'(z) tem valor absoluto menor do que um.

Entao a origem é um atrator global para o sistema dindmico discreto induzido por F'7

No capitulo 3 desde texto sdo exibidos varios resultados sobre esta Conjectura que foram
extraidos de [2].

Nesta secao sera feita a transcricdo de alguns resultados e remetemos ao capitulo 3 para
as respectivas demonstracoes.

Para enunciar o primeiro resultado, serd precisa uma definicao,

Definicao 6.3.2. Uma aplicacao F': R® — R” é dita triangular quando ela tiver a forma,
F(l‘l, Ty eeey I‘n) = (Fl(l‘l), FQ({L’l, i’g), ceey Fn(l'l, T, l‘n))

Também diz-se que ela é linearmente triangularizdvel quando existir alguma transformagao
linear L em R™ tal que,
L'oFolL,

seja triangular.
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O primeiro resultado d& uma resposta afirmativa para o Problema acima para um caso

especial 3.2.1,

Teorema 6.3.1 (Cima, Gasull, Manosas). Seja F' : R" — R" uma aplica¢io triangular
de classe C' com F(0) = 0. Se todos os autovalores de JF(z), para todo x € R", tém
valor absoluto menor do que um, entdo a origem é um atrator global para o sistema dindmaico
discreto assoctado o F. Em outras palavras o Problema de LaSalle tem resposta afirmativa

para aplicacdes triangulares.

Para a demonstragao ver Teorema 3.2.1.

Este resultado juntamente com dois outros resultados classicos, um devido a Jorgens [30],
Teorema 3.2.5, e outro devido a Dillen, Teorema 3.2.6, cuja demonstragao pode ser encontrada
no capitulo 3, permitiram que Cima, Gasull e Manosas [2], em 1995, provassem o seguinte
resultado (Teorema 3.2.7),

Teorema 6.3.2 (Cima, Gasull, Manosas). Se F : R? — R? ¢ uma aplicagio polinomial
tal que, para todo x € R?, todos autovalores de JF(x) tem valor absoluto menor do que um,
entdo F possui um tnico ponto firo que é um atrator global do sistema dindmico discreto

mduzido por F.

A prova deste resultado pode ser encontrada no Teorema 3.2.7
No entanto, Szlenk encontra um exemplo de aplicacdo racional de R? nele mesmo, que
satisfaz a hipotese do Problema de LaSalle mas que possui uma o6rbita peridédica. Vejamos o

exemplo (exemplo 3.5.1),
Teorema 6.3.3 (Szlenk). Seja F : R? — R? dado por,

—ky? ka®
1+aty2’ 1+22+942)7

F(»’v,y)z(

onde k € (1,2/V/3). Entio F cumpre com as hipéteses do Problema de LaSalle porém tem

uma orbita periodica, a saber,

() ()
k—1 k—1

A prova de que o exemplo realmente é um contra-exemplo para o Problema de LaSalle é
exibida no capitulo 3, exemplo 3.5.1.
A partir deste exemplo, em 1995, Cima, Gasull e Matiosas |2|, conseguem dar um exemplo

de difeomorfismo que responde negativamente ao Problema de LaSalle (Teorema 3.5.2),

Teorema 6.3.4 (Cima, Gasull, Maiosas). Seja F' : R? — R? definida no exemplo de
Szlenk (exemplo 6.3.8). Para wm dado a € R, defina,

—ka3 ka3
M2 apy, L
1+ 22+ 23 1+ a2+ a3

Go(21, . Tp) = (

— ary, cT3, ...,c:z:n) ,

onde |c| < 1 e k € (1,2/V/3). Entdo, para a suficientemente pequeno,
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(1) Para todo x € R™, se A é um autovalor da derivada de G, no ponto z, entio |\ < 1.
(2) Gu(0) =0 e existe p € R, p # 0 tal que G2(p) = p.

Aprova do Teorema acima conta no capitulo 3, Teorema 3.5.2.
Finalmente em 1997, Cima, Gasull, Mafosas, Hubbers e van den Essen [15], encontram
um contra-exemplo polinomial para o Problema de LaSalle em dimensao maior ou igual a

trés,
Teorema 6.3.5 (Cima, Gasull, Manosas, Hubbers, van den Essen). Seja a aplicacao,
F:R" - R" comn >3, dada por,

1 1 1

1
F(mth? 7$n) = <2x1 + $3d($)27 5%2 - d($)27 5.%'3, ey 21'71) )

onde d(x) = x1 + xaxs. Entdo existe um ponto xo € R™ tal que a seqiiéncia {F™(xo)} tende

para infinito quando n — oo e a aplicacao F' cumpre com as hipdteses do Problema de LaSalle.

Demonstragao. Primeiramente vejamos que F' cumpre com as hipdteses do Problema de

LaSalle. A matriz Jacobiana de F' é,

1
3 +2d(z)rs  2d(x)x3  d(z)? +2d(x)z2 ... O
1
—2d(x) 5 2d(z)xs —2d(x)x2
1
JF(x) = 0 0 3 0
: 0
0 0 0 1
2
Com polinémio caracteristico igual a,
. n—3 3+ 2d(z)xs — A 2d(z)x3 d?(x) + 2d(z)xo
p(A) = (2 - /\) det —2d(x) 1 —2d(z)z3 — A —2d(x)xo
0 0 3-A

_ <; - )\) " K; + 2d(z)ws — A) <§ — 2d(z)as — A) + 4d(:v)x§] _ (; - A)n

Sendo assim, todos os autovalores de F' sdo iguais a meio e portanto tem valor absoluto

menor do que um. Além disso F ¢ de classe C* e F(0) = 0.

20 = (147 03 10 ...,0),

No entanto, tomando

39 7_57 s Uy

pode-se verificar por inducdo que.

147, 63, 1
() — ((—Zon _2on — 0 ..
X < 32 9 32 ) 27’1707 70>7

que claramente tende a infinito a medida que n — oo. ([l



6.4 A Conjectura de Ponto Fixo 129

6.4 A Conjectura de Ponto Fixo

No decorrer do desenvolvimento da pesquisa sobre o Problema de LaSalle, uma observagao
trivial foi feita, porém com boas conseqiiéncias,
“Se o Problema de LaSalle for verdadeiro para aplicag¢des polinomiais, entdo todo polindnio
que satisfizer as hipdteses deste Problema deve ter a origem como unico ponto fixo.”

Esta observagao leva a formulacdo da seguinte Conjectura,

Conjectura de Ponto Fixo: Toda aplicacdo polinomial F' : R™ — R"™ tal que, para todo
x € R™ os autovalores de JF'(z) tem valor absoluto menor do que um, possui um tnico ponto

fixo.
Esta Conjectura também aparece em sua versdo complexa,

Conjectura de Ponto Fixo (Caso Complexo): Toda aplicagio polinomial F': C* — C"
tal que, para todo z € C", os autovalores de JF(x) tem valor absoluto menor do que um,

possui um Gnico ponto fixo.

Proposicao 6.4.1. Os dois enunciados acima para o Conjectura de Ponto Fizo sdo equiva-

lentes.

Demonstracao. Primeiro observe que se A e B sdo duas matrizes reais n X n, entdo a matriz

A +iB tem os mesmos autovalores que a matriz 2n X 2n,

(5%)

De fato, suponha que existam z € R", y € R™ e A € C tal que,
A B
T\ _\f*)
-B A y y

Ax — By = A\x
Bx + Ay = )\y

Entao,

que equivale a dizer que (A + iB)(x + iy) = A(x + iy), ou seja, A é um autovalor de A + iB.
Agora, suponha que F': C" — C" seja uma aplicacao polinomial tal que todos os autova-
lores de JF'(z), para todo z € C™, possuam valor absoluto menor do que um.

Considere a aplicacdo polinomial F' : R?" — R2" dada por,

Fap) = (Re(Fa+ i) T (FGo +i9) ) = (6o, Hw)),
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de onde,
0G4 0G1 0G1
8:n1 61'1 6y1
G, 9G,, OGh,
JE(z,y) = gﬁl gffﬁc’? ¢
8351 (9371 8y1
oH,  OH, 0H,
oxy Oxr1 Oy

0G1
OYn

ac,
Oyn,
ot

OYn

0H,
OYn

Agora, deve-se observar que, se ~: R?® — C" ¢ a identificacio usual,

0G1
ﬁim(x’y)

= Re (ZFII (x + 2y)>

Fazendo o calculo para mais um caso,

—

0H;

= Im (DFy (2 + iy).€y11) = Im <(

= Re (22 (z+ zy))

- D (Re (Fl((?,?,)))) (e1)

— Re(DFi(z +iy).61) = Re ((

OF;
071

oy @) =D (10 (A(e.) ) (ensr)

oF
821

x+1y), ...,

: oF _ ~
(x + 1y), ..., 87;(37 + zy)> .61>

F
a—g;(x + zy)) .iel>

Os demais casos podem ser obtidos realizando o mesmo procedimento.

Segue destas observacoes que,

8Fl 8F1 aFl F
ey ) - me(G) o <aZ1 ) - (a)
~ Re (50 ) o me(5) o ‘Zz) ( )
TN R (PR e (PR (o)
m 0z e Oz ¢ 821 8zn
OF,, OF,, oF, 0F,
fm <az1 > fm (8zn> Re (azl > Re (8zn>
Portanto,
~ Re (JF(z +1iy)) —Im(JF(z+1iy))
JF(l'vy) = . . ’
Im (JF(x+1iy)) Re(JF(z+iy))

e assim, JF(z,y) possui os mesmos autovalores que JF (z + iy).
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Logo, F' cumpre com as hipoteses da Conjectura de Ponto Fixo (caso real) se e somente
F cumpre (caso complexo). E claro que (z,y) é um ponto fixo de F se e somente se z + iy é
um ponto fixo de F'. Fica assim provado que o caso complexo da Conjectura de Ponto Fixo

é equivalente ao caso real. [l

Em 1995, Cima, Gasull e Mafiosas [2], mostram o seguinte resultado,

Teorema 6.4.2 (Cima, Gasull, Manosas). A Conjectura Jacobiana é equivalente a Con-

jectura de Ponto Fizo.

A prova deste fato pode ser encontrada no capitulo 3, Teorema 3.3.1.






A

Alguns Resultados de Algebra

L inear

Neste apéndice serao apresentadas as demonstracoes de alguns resultados de dlgebra linear

que foram utilizados no texto mas que, no entanto, tiveram suas demonstracoes omitidas.

A.1 Prova do Resultado 3.2.8

Sera dada agora a prova do seguinte resultado utilizado no capitulo 3. Recomenda-se a
leitura de um bom livro de &lgebra linear para uma prova mais geral em dimensdes mais
altas. Aqui seréd exibida uma prova especifica para o caso em estudo, de facil leitura e que

nao demanda muito conhecimento de 4lgebra linear.

Lema 3.2.8. Seja A : R? — R? uma aplicagio linear. Entdo existe uma mudanca de

coordenadas em R? de forma que A assume uma das duas formas,

Alé‘
0 A |

onde A1 € \o sdo autovalores de A e € é um nimero real maior ou igual a zero.

A1 0

A:
! 0 A

] ou Ay =

Prova.A prova serd dividida em trés casos conforme a configuracao dos autovalores e

autoespacos de A.
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Caso 1: A possui dois autovalores distintos.

Como j4 é sabido, se u; € um autovetor de A associado ao autovalor A1 e uo associado ao
autovalor \g, entdo o conjunto {u1,us} forma uma base de R2.

Neste caso,

Aup = Mup e Aus = \us,

permitindo concluir que através de uma mudanca de coordenadas que transforme as coorde-

nadas usuais nas coordenadas associadas & base {u1,u2}, A assume a forma de A;.

Caso 2: A possui autovalores iguais e o autoespacgo associado tem dimensao
dois.

Neste caso, embora os autovalores nao sejam distintos, é possivel conseguir uma base de
R? composta por autovetores e, assim, pelo mesmo procedimento acima, pode ser conseguido

uma mudanca de coordenadas segundo a qual A assume a forma As, com ¢ = 0.

Caso 3: A possui autovalores mas o autoespacgo tem dimensao um.

Desta vez, ndo é possivel encontrar uma base de R? que seja formada por autovetores de
A.

Assim, considere u; um autovetor associado ao autovalor A;. Seja E1 o autoespago unidi-
mensional associado ao autovalor Ap.

Como o autovalor A1 tem multiplicidade algébrica dois,
(A—XMI)? =0, (A1)

onde I é a matriz identidade em R?.

Tome v um vetor de R? que nio pertenca a Ej. Isso significa que (A — AI)v # 0. Porém,
pela equacio A.1, (A — \1)%v =0.

Decorre que (A — M I)v € E; e portanto que,

(A= XMI)v=cu.

Agora, pela linearidade do operador (A — A1), para qualquer e > 0, pode-se tomar

uz = (¢/c)v. Desta forma,

Aug = AEU = E(cu1 + A\v) =eug + E)\w = cu1 + Mua.
c c c

Dai, tem-se que, para qualquer ¢ > 0, existe uma mudanca de coordenadas em R? sob a
qual A assume a forma Ao.

Isso completa a prova do lema por exaustao. L.

A.2 Prova da Proposicao 3.3.2

Nesta se¢ao exibe-se a prova da proposicao 3.3.2 que, embora simples, julgou-se necessaria

a sua inclusdo neste apéndice.
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Proposicao 3.3.2. Seja N uma matriz nilpotente que tem a sequinte forma,

nii ni2 . nim
na21 n2.2 e n2m
N = (A.2)
Nm—-1,1 Mm-1,2 --- NMm—-1m
0 0 cee Nm

Entao, a submatriz Np, ., obtida a partir de N excluindo-se a iltima linha e a 4ltima
coluna, também é uma mairiz nilpotente.
Prova. Para provar esta proposicdo procede-se simplesmente com o calculo do produto
N? e verifica-se que os elementos desta matriz dependem somente dos elementos da submatriz
Npm.
De fato,
DAL e D N
N% = : : : (A.3)
Do M NG e D oily ManiMm
Mas, como por hipétese n,, ; € igual a zero para todo j =1,2,...,m — 1,

m—1 m—1 m
Dot MM e Doiiy MMGmo1 D M T m
N? = A4
Zj:l Nm—1,j75,1 - Zj:l Nim—1,514,m—1 Zj:l n1,5M5,m
2
i 0 . 0 Nnm |

Agora, fazendo o computo do produto (Npm.m)?, chega-se a,

St nnga o Y nngme
(Nomm)? = : : : (A.5)
SIS gt S 1 nme
O que mostra que (Npm)? = (N?)mm. E, como N? tem a mesma forma de N, segue por
inducio que, (Npm)* = (Nﬁum% para todo k = 2P, com p € N.

Como a matriz N é nilpotente, existe um ¢ € N de forma que N2 = 0 e portanto

(NQq)m,m = 0, de onde segue que Ny, , também ¢ nilpotente. O






B

Mudanca de Varidveis para um

Polinbmio Quadratico

Na demonstracao do Teorema 3.2.6 e do Teorema 3.2.7, usa-se um procedimento de mu-

danca de coordenadas para que uma aplicacao polinomial quadratica assuma a forma,

P(x,y) =zy+p(y).

Infelizmente ndo é de meu conhecimento nenhum método mais formal para se conclui tal
fato, sendo assim, a demonstracao deste fato sera feita de forma analitica. Por esta razao foi

feita a transcricdo deste resultado para um apéndice.

Proposiciao B.0.1. Seja P : C*> — C uma aplicacdo polinomial quadrdtica. Entdo existe

uma mudancga de varidveis afim no plano complexo (x,y) — (u,v) tal que,
P(u,v) =uv+ p(v),
onde p é wm polinémio em uma varidvel.
Demonstragao. Seja P(z,y) um polindmio quadratico geral,
P(z,y) = az® + bry + cy® + dx + ey + f, (B.1)

onde a, b, ¢, d, e e f s&@0 numeros complexos.

Considere, agora uma transformagdo de coordenadas afim,
T =T1u+ rov + 13, (B.2)
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Yy = s1u+ s2v + s3, (B.3)
onde, para ¢ = 1,2, 3, 7; e s; representam nimeros complexos.
Substituindo as equacoes B.2 e B.3 na equacao B.1 obtém-se,
P(u,v) = u2(ar% + brysy + cs%) + wv(2arire + brise + brasy + 2¢s182)
+ 02(ar§ + brosg + cs%) + u(2arirs + briss + bras; + 2csys3 + dry + esy)
+ v(2arars + bross + brysy + 2¢sa83 + dra + es2)
+ ar% + brassg + cs§ +drs +es3 + f.

Desta forma, para que P(u,v) adquira a forma desejada, é suficiente que,

lar? 4 bris; +cst =0 (B.4)
2ar1rg + briss + bras; + 2¢s183 +drqy +es; =0 (B.5)
2ar1ry + briss + braosy + 2cs1s9 = 1. (B.6)

Para resolver o sistema acima pode-se proceder da seguinte forma,

1. Primeiro fixa-se um deles com sendo diferente de zero e encontra-se um valor para o

outro que satisfaca B.4.

2. Depois, com s3 fixo e com s; e r; determinados, resolve-se a equacdo B.5 para rj.
Observe que isso é sempre possivel pois o coeficiente de r3, 2ar; +bs; é sempre nao nulo

uma vez que sua nulidade implicaria em s; = r; = 0 na equacao B.4

3. Finalmente, fixando s ou 12, pode-se resolver a equacao B.6 para o outro. Isso é sempre

possivel pela mesma observacdo do item anterior.
Isso completa a prova da proposic¢ao. O

Observacao B.0.2. Durante a demonstracdo do Teorema 3.2.7, faz-se referéncia a este resul-
tado, porém aplicado para aplicacdes P : R? — R com det(H P) < 0. Neste caso o resultado
continua valido, pois, se s; for o valor fixado para a equacdo B.4, entdo o discriminate dela se
torna, —s2 det(H P) > 0, indicando que as raizes sio reais e permitindo a resolucio dela para

r1.
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