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Resumo

Neste trabalho, estudamos os grupos de trancas em superficies visando encontrar a-
presentagoes para estes grupos em superficies fechadas orientaveis de género g > 1 ou
superficies fechadas nao orientaveis de género g > 2. Uma consequéncia destas apresen-
tagoes é resolvermos o problema da palavra, que consiste em encontrar um algoritmo para
decidir quando uma dada palavra num grupo definido por seus geradores e suas relagoes

é a palavra trivial.
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Abstract

In this work, we find presentations for surface braid groups either in closed orientable
surfaces of genus g > 1 or in closed non-orientable surfaces of genus g > 2. A consequence
of this presentations is to solve the word problem, which consists in finding an algorithm
to decide when a given word in a group defined by its generators and its relations is the

trivial word.
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Introducao

Em 1925, Artin introduziu o estudo de trangas (braids), o qual se relaciona profunda-
mente com o estudo de nos e enlagamentos (links). Um resultado importante obtido por
Artin foi os seu teorema da apresentacao que fornece uma apresentagao para o grupo das
trancas no disco.

A teoria de trancas se desenvolveu em véarias dire¢oes com os trabalhos de Alexander,
Markov, Birman e outros. A teoria bésica pode ser encontrada em [B].

Mais recentemente, uma das areas de pesquisa que tem se desenvolvido é o grupo de
trancas em superficies.

Neste trabalho, o principal objetivo é estudar apresentagoes do grupo das trancas e
do grupo das trangas puras em uma superficie fechada. Para tanto, usaremos como refer-
éncia principal o artigo [GM]. A fim de compreendé-lo utilizaremos alguns dos resultados
classicos sobre trangas (|B], [LH| e [BZ]) bem como um pouco da teoria combinatoria de
grupos (|C] e [LS]).

Para finalizar, aproveitando esta introducao, vamos dar uma breve referéncia das fi-
guras que foram extraidas de alguns textos: no Capitulo 3 deste trabalho, as figuras sao
encontradas em [M]; as figuras do Capitulo 4 sao encontradas em |B|, [LH] e, por dltimo,

as figuras do capitulo 5 sdo encontradas em [GM].






Capitulo

1

Grupos livres

1.1 Introducao

Seja X um subconjunto gerador de um grupo G. Certos produtos de elementos de X

L=t Outros

e seus inversos serao 1 para quaisquer X e G; por exemplo, zyyz tzy ly~
produtos tais como xyz ou xx s6 serao 1 para algumas escolhas de X e G mas nao para
outras.

Estes pares G e X para os quais um produto de elementos em X U X! é 1 somente
quando as propriedades que valem em todos os grupos (associatividade, elemento neutro
e simétrico) exigirem que este produto seja 1 sdo de nosso interesse. O grupo G sera

chamado de grupo livre. Veremos a definicao formal a seguir:

Definicao 1.1.1. Sejam X um conjunto, G um grupo e ¢ : X — G uma funcao. O par
(G,i) € chamado livre sobre X se para cada grupo H e para cada fung¢ao f : X — H

existir um unico homomorfismo ¢ : G — H tal que f = ¢ oi.

Em particular, o grupo trivial é livre sobre o conjunto vazio e o grupo ciclico infinito

Z é livre em um conjunto unitario {z}, sendo i(x) = 1.
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Se (G, 1) for livre sobre X e ¢ : G — H for um isomorfismo entao (H, ¢ o) sera livre
sobre X.

A proposicao a seguir é a reciproca desta propriedade:

Proposigao 1.1.2. Sejam (Gy,i1) e (Ga,1i2) livres sobre X. Entao existe um isomorfismo

v : G1 — Gy tal que p oy = is.

Demonstragao: Pela hipotese, (G1,i1) é livre sobre X. Logo, exite um tnico homomor-
fismo ¢ : G; — G5 tal que iy = ¢ 04;. Da mesma forma, como (Ga,iy) é livre sobre X,
existe um tnico homomorfismo v : G, — G4 tal que i1 = ¥ o is.

Assim, sendo I; : G1 — Gy e I : Gy — (G5 as identidades em Gy e G5 respectivamente,

temos:

Lioip =iy =t oiy=1opoiy = (Poy)oi.

Pela unicidade dos diagramas, I; = 1 o ¢.

De maneira analoga, Is = ¢ o 1. Portanto, ¢ é isomorfismo. [
Proposigao 1.1.3. Se (F.,i) é um grupo livre sobre X, entdo i € injetora.

Demonstracao: Veja [C]. "

Agora, vamos construir um grupo livre sobre X, comegando com uma construgao
auxiliar:

Sejam X um conjunto qualquer e M(X) o conjunto de todas as sequéncias finitas
(i, ..., 7;,) de elementos de X, onde n > 0 (se n = 0 entdo teremos a sequéncia vazia
denotada por ()).

Portanto, M(X) = {(xi, ..., xs,); @i, € X,k =1,...,n}. Vamos definir a multiplicacao
em M (X) por:

(.Z'Z'l, ceey .Tin).(le, ceey .fl?jm) = (.Til, vy Lip s x]'l? ceey .fl?jm)

Esta multiplicacao é obviamente associativa e o elemento identidade é a sequéncia
vazia que denotaremos por 1. Observe que X — M(X) dada por z — (x) é uma fungao
injetora e, identificando = com (z), podemos escrever cada elemento de M (X) de modo

tnico como um produto z;, ...x;,, para algum n. Vamos chamar M (X) de mondide livre

de X.
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um elemento em M(X). Um segmento de x;,...x;, ¢ um elemento

n

Seja Liq Ty,

Ty, Tj, ., .--Ti,, onde 1 < r < s < n. Ele é dito segmento inicial se r = 1, segmento

final se s =n e segmento proprio se r # 1 ou s # n.

Observagao 1.1.4. Um ponto técnico é omitido nesta construgcao. Desde que X € um
conjunto arbitrdario, € possivel que algum elemento de X possa ser uma sequéncia finita
de elementos de X. Queremos distinguir um elemento de X de um elemento de M(X):

o caminho mais simples para sanar este problema € substituir X pelo conjunto X' onde:
X' ={{z}; v € X}

e assim definimos o mondide livre M(X").

Contudo, vamos ignorar este detalhe no futuro.

Agora, vamos construir o grupo livre sobre X: vamos tomar o conjunto X bijetor com

1

X que leva z em 7 e tal que X N X = (). Usualmente, denotaremos Z por z~' e z!' ao

invés de x. Os elementos de M (X U X) sdao chamados palavras em X. Assim, temos:

M(X UX) = {z. b xf: EXUX,k=1,..n}

7:1 e 7:77,7

& gbn

Se w for uma palavra z7 ...r;" entao n serd chamado comprimento de w, denotado

por |w| ou por [(w), e cada elemento xf}’: serd chamado letra de w. Uma palavra w é dita
reduzida se, para cada 1 <r <n—1o0u i, 1 # i, oW 1,41 = i, com &1 # —&,.. A palavra
vazia é uma palavra reduzida.

Suponhamos que w nao seja uma palavra reduzida e vamos escolher r tal que 7,1 = i,
&r

e &1 = —&. Seja w' a palavra obtida de w retirando o par adjacente de letras x;" e

§T+l
Tr41 :

Se w” for obtida de w por uma sequéncia de reducoes elementares entao dizemos que

x Dizemos que w’ foi obtida de w através de uma redugao elementar.

w” foi obtida de w através de uma reducao.
Exemplo 1.1.5. Vamos considerar w = zxx tzy~'y. Temos:

e w nao € uma palavra reduzida;
o w = zzy~ly € obtida de w através de uma reducao elementar;

o W' = zxx~lz € obtida de w através de uma reducdo elementar;
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o W' = zz é obtida de w através de uma reducao.

Dadas w e w’, vamos definir a seguinte relacdo: w =~ w’ se, e somente se, w é igual a
w’ ou existe uma sequéncia de palavras w, ..., wy, para algum k, tal que w; = w, wy = w’
e, para cada j < k, w;41 € obtido de w; (ou vice-versa) por redugao elementar.

Claramente, ~ ¢ uma relagao de equivaléncia. Vamos denotar o conjunto das classes

de equivaléncia por F'(X):
F(X) = {[w]; w é uma palavra em M (X U X)}, [w] = {w; w=w'}.
E facil ver que sdo validas as seguintes propriedades:
1. Se u, v, w e w’ sdo palavras tal que w ~ w’ entao vwv ~ uw'v.
2. Seu~u ew=w entao uw ~ u'w'.

As duas propriedades acima nos permite definir uma multiplicacao em F(X) da

seguinte forma:

Claramente, (F(X),®) ¢ um grupo.

Vamos definir a seguinte fungao i : X — F(X) dada por i(x) = [z] , Vo € X.
Afirmamos que F'(X) é gerado por i(X). De fato, se « € F(X) entdao o = [w], para algum
we M(XUX). Mas, w = xflle: Logo, a = [xflle:] = [xfll][xf:] = i(zy) i)

Assim, cada elemento em F'(X) é escrito como combinagao de elementos de i(X). =

Teorema 1.1.6. (F'(X),i) € livre sobre X.

Demonstracgao: Sejam G um grupo e f : X — G uma funcao. Entao f se estende a uma
funcdo f: M(X UX) — G tal que f(z) = f(z), Vo € X e, para cada palavra xflle:,
temos f(x5!...a5") = flay, )5 f(xs,)6.

Observemos que:

1. Se w’ é obtida de w através de uma reducao elementar entdao w e w’ possuem a

mesma imagem.

2. Se w ~ w' entao w e w' possuem a mesma imagem.
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Portanto, é possivel definir ¢ : F(X) — G dada por ¢([w]) = f(w). Temos:

e ¢ ¢ homomorfismo;

o poi(w)=p(i(w)) = p([w]) = f(w);

e Suponhamos que exista ¢ : F(X) — G outro homomorfismo tal que f = 1 o .

Como (X)) gera F(X), ¢ e ¢ coincidem nos geradores de F/(X). Portanto, ¢ = 1.

Teorema 1.1.7. (Forma Normal para Grupos Livres): Existe exatamente uma palavra

reduzida em cada classe de equivaléncia.

Observacgao 1.1.8. Geralmente vamos considerar X como um subconjunto de F'(X) com
i sendo a func¢ao inclusao e, consequentemente, vamos omitir i no futuro.
Frequentemente vamos identificar os elementos de F(X) com as palavras reduzidas
correspondentes. Algumas veses vamos precisar considerar palavras como elementos de
M(X U X) e outras vezes vamos considerd-las como elementos de F(X).
Agora, vamos estabelecer algumas notagoes: escrevemos w = w' quando w e w' sao a
mesma palavra e w = w' se elas definirem o mesmo elemento em F(X) ( ou seja, se elas

s@o palavras equivalentes).

E facil ver, sem usar o Teorema da Forma Normal, que se w e w’ sdo palavras reduzidas
entdo existe uma tnica sequéncia de reducgoes elementares a qual podemos aplicar em ww’

para obtermos uma palavra reduzida:

1

Exemplo 1.1.9. Vamos considerar w = xyz tvx™! e w' = xv~12tk.

1 1

Temos, ww' = vyz v tov etk = vyz tov etk = xyz otk = xytk.
Observemos que a unica sequéncia de reducoes elementares € justamente a sequéncia

feita acima. Note que nao podemos omitir nenhum dos passos.
Proposicao 1.1.10. F(X) é isomorfo a F(Y) se, e somente se, | X| = |Y].

Definigao 1.1.11. Um grupo G é chamado grupo livre se G for isomorfo a F(X), para
algum X.
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Se i : F(X) — G é um isomorfismo, entdo i(X) ¢ chamado base de G. Também

dizemos que G ¢é livre em i(X).

Desta defini¢ao, segue que:

Se A e B sao bases de G entao |A| = |B|. De fato, pela hipotese temos A = i(X) e
B =i(Y) bases de G, com i : F(X) — G, para algum X e i : F(Y) — G, para algum
Y, isomorfismos. Assim, 10 : F(X) — F(Y) ¢ um isomorfismo. Pelo item anterior,
|X| = |Y]. Portanto, |A| = |B].

Definicao 1.1.12. A cardinalidade da base de um grupo livre é chamado posto.

Proposicao 1.1.13. Seja X um subconjunto do grupo G. Sao equivalentes:

(i) G é livre com base X;

51 f'n

(ii) Cada elemento de G pode ser escrito de maneira tinica como g = x3!..x;", para

algumn >0, x; € X, & = £1 onde .11 # =&, S€ ir11 = iy,

(i1i) X gera G e 1 nao € igual a nenhum produto xflle: comn>0,xz;, € X, ==l

onde &1 # =&, S€ iy = ip.

Demonstragao: (ii) = (iii) é dbvio.

Como X gera (G, para cada g € G, g = xflle:, para algum n > 0, x; € X, & = +£1,
onde &, 1 # —&, se i1 = i,. Etambém, se existissem duas maneiras distintas de escrever
g, para algum g € G, entao multiplicando um pelo inverso do outro, conseguiriamos
escrever 1 como um produto nao trivial de letras em X, contrariando a hipotese.

(731) e (11) < (7)

Se G ¢é livre em X entdo G possui as propriedades da hipotese uma vez que F(X)
também as possui. Se G possui as propriedades (i7) e (iii), vamos considerar o homomor-
fismo o : F(X) — G induzido pela apligao identidade em X. Assim, como G é gerado por
X, segue que « é sobrejetor. E também, por (i), a é injetor. Portanto, o é isomorfismo

e, assim, G é livre em X. n

Seja g um elemento de F'(X). Estamos considerando g como uma palavra reduzida,

que tem comprimento |g|. Se h é outra palavra reduzida de F'(X), pode ser que gh nao seja
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uma palavra reduzida (mas este produto esta em F'(X) e gh é uma classe de equivaléncia
desta palavra). Quando o produto gh for ainda uma palavra reduzida, dizemos que o
produto gh é reduzido como escrito. Mais geralmente, se ¢, ..., gr sao palavras reduzidas
e ¢i...gx for uma palavra reduzida, dizemos que este produto é reduzido como escrito.

Temos as seguintes propriedades:

(i) |gh| < lg|+|h| (aigualdade é valida se, e somente se, gh for reduzida como escrito).

(ii) A primeira letra de gh é a primeira letra de g ou g é cancelada completamente
no produto gh. Isto acontece se, e somente se, h = ¢ 'k, para alguma palavra
reduzida k. Similarmente, gh termina com a tultima letra de h ou h é cancelado
completamente no produto gh. Isto acontece se, e somente se, g = kh™!, para
alguma palavra reduzida k.

&1 én

Definigao 1.1.14. Seja g = x; ..x;" uma palavra reduzida. Entao g € ciclicamente

reduzida se ou i, # i1 ou i, = 11 com &, # —&;.

Claramente, 1 é ciclicamente reduzida.
Exemplo 1.1.15. 1. g = xyz € ciclicamente reduzida.

2. ¢ = xyx € ciclicamente reduzida.

1

3. ¢ = xyx—" € nao ciclicamente reduzida.

Temos ainda, mais algumas propriedades:

1. g é ciclicamente reduzida se, e somente se, gg é reduzida como escrito.

2. Se g for ciclicamente reduzida entao, indutivamente, g™ sera reduzida como escrito

e |g"| = nlg|.

3. Se g = utvu for reduzida como escrito e v for ciclicamente reduzida, entao ¢" =

1

u~ o™ serd reduzida como escrito.

13 IS
;T € qualquer palavra x

ot

ir in

Definicao 1.1.16. Uma permutagao ciclica da palavra x

&1 Er—1
R
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1 1 1 1

Exemplo 1.1.17. Seja w = zyz'zy twzt. Entao zy 'zz"lzyz™! é uma permutagdo

ciclica de w.

Proposicao 1.1.18. (i) Qualquer elemento de F(X) € conjugado de uma palavra ci-

clicamente reduzida.

(ii) Qualquer permutagao ciclica de uma palavra ciclicamente reduzida é ciclicamente

reduzida.

(14i) Duas palavras reduzidas sao conjugadas se, e somente se, elas sao permutagoes

ciclicas uma da outra.

En

Demonstragao: (i) Seja g = z7'...z;" uma palavra reduzida mas nao ciclicamente re-

En—1

. ~ ro_ o,
duzida. Entao g = zi'gx,"", onde g ¢ a palavra z;}..z;""'. O resultado segue por

inducao.
En—1

(ii) A palavra zf"a!...x;

.~ € ciclicamente reduzida desde que, por hipdtese, cada

in # 11 ou g, # —e1. O resultado segue indutivamente.

(7i) Qualquer permutagao ciclica de uma palavra ciclicamente reduzida g é um con-
jugado de ¢g. Reciprocamente, tomemos qualquer conjugado ugu~' de g. Se u 'gu é
reduzida como escrito, com u # 1, entao u~'gu nao é ciclicamente reduzido, desde que ela
termina com a tltima letra de u e comeca com sua inversa, a primeira letra de u=!. Se
u~'gu ndo é reduzida como escrito entdao a primeira letra de u € x5! ou z; “*. Em ambos
os casos, utgu = v 'hv, onde |v| < |u| e h é uma permutagao ciclica de g. O resultado

segue por indu¢ao no comprimento. [

Proposicao 1.1.19. Grupos livres sao livres de tor¢ao, ou seja, se F' for um grupo livre
entao:

T(F)={w e F;o(w) < 0o} = {1}.

Demonstragao: Sejam F um grupo livre e g € F, g # 1. Tomando o conjugado se
necessario, podemos assumir que g é ciclicamente reduzida.

Logo, |g"| = n|g| # 0. Portanto, ¢g" # 1. m

Proposicao 1.1.20. Sejam F um grupo livre, g,h € F. Se g* = h*, para algum k # 0,

entio g = h.
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Demonstracgao: Podemos assumir k£ > 0. Tomando o conjugado se necessario, podemos
assumir ¢ ciclicamente reduzida. Portanto, g* é ciclicamente reduzida como escrito
. , .

Se h nao é ciclicamente reduzida entdo h* ndo é ciclicamente reduzida como escrito.

Logo, h¥ # ¢*, contrariando nossa hipétese. Logo, h é ciclicamente reduzido e, portanto,

h¥ ¢ ciclicamente reduzido como escrito. Assim, se ¢g* = h* entdo g...¢ = h...h e isto

requer h = g. [

Proposicao 1.1.21. Sejam F um grupo livre e g,h € F. Se gh = hg entdo < g,h > €

ciclico; isto €, existe u € F' e inteiros r e s tais que g =u" e h = u®.

1.2 Geradores e relatores

Proposicao 1.2.1. Qualquer grupo G € quociente de algum grupo livre.

Demonstragao: Vamos definir a aplicagao I; : G — G, I4(9) = g,Vg € G. Esta
aplicagao pode ser estendida a um homomorfismo ¢ : F(G) — G, definido por p(w) =
P95 05) = La(gi)® - Lalgi,) = g5 g = w, Yw = g ...gi" € F(G). Claramente, @

é sobrejetor.

Pelo Teorema do Homomorfismo, IZE(SP) G, ]

Sejam G um grupo, X um conjunto e ¢ : F(X) — G um epimorfismo. X é chamado
um conjunto de simbolos geradores para G (via ¢) e a familia {¢(z);z € X} é chamada
familia de geradores de G. Claramente, G =< ¢(X) >. Desde que nos temos p(z) = ¢(y)

com x # y nos referimos a familia em vez de conjunto.

ot

Vamos chamar kery de conjunto de relatores de G (via ). Se u = x3'..x;" e

v = 2%'...2%" sdo palavras (ndo necessariamente reduzidas) com uv™!

J17" " In
51 én On
i1 ...ain in

Em particular, se u representa um elemento em kery entao a relagao correspondente em
4 51 fn —
Géa;..a;" =1

Para qualquer subconjunto S de um grupo H, o fecho normal < S > em H do

representando um

— 1 _ 61 2 ~
elemento do kery, e p(z;) = a;, dizemos que a = aj,...a;" & uma relagao em G.

subgrupo < S > é chamado o conjunto das consequéncias de S em H, ou simplesmente
subgrupo normal de H gerado por S.

Se kery é o conjunto das consequéncias de algum subconjunto R de F'(X) chamamos
R o conjunto dos relatores definidores de G (via ). Temos um conjunto correspondente

de relagoes definidoras. Também dizemos que a relacao v = v é uma consequéncia de
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um conjunto de relatores definidores (ou relagoes definidoras) se o relator correspondente
uv~! é uma consequéncia dos relatores definidores.

Uma apresentagao < X; R >% de G consiste de um conjunto X, um epimorfismo ¢
de F(X) em G, e um conjunto R de relatores definidores de G via ¢. Frequentemente

omitimos a mengao de ¢, especialmente quando ¢ é a aplicagdo natural de F'(X) em
F(X)

ZR>F0
de G). Escreveremos G =< X; R >¥ quando < X; R >¥ for uma apresentagao de G. As

ou quando ¢ é 1 — 1 em X (neste caso consideramos X como um subconjunto

vezes, ¢ mais conveniente substituir cada relator r pela relacao correspondente » = 1, ou
mais geralmente, por uma relacio u = v, onde r = uv~! (ou v~'u). Se for conveniente,
podemos misturar relatores e relagoes. Por exemplo, se soubermos que um grupo G gerado
por um conjunto X é abeliano, é mais facil escrever relagoes do tipo zy = yz,z,y € X, ao
invés do relator correspondente 'y ~!zy, mesmo que nao troquemos os outros relatores
por relagoes.

Se ambos X e R forem finitos, vamos nos referir a apresentacoes finitas e a grupos

finitamente apresentados.

Exemplo 1.2.2. 1. O grupo livre em X tem uma apresentacio < X; R > com R = ().
De fato, vamos considerar ) : F(X) — F(X) o homomorfismo bijetor induzido pela
aplicagao identidade I : X — X. Desde que v € injetora, seque que keryp = {1}.
Assim, se R =0 entio kerp =< R >F')={1}. Portanto, F(X) =< X;0 >¥. =

2. A apresentacio < x,y; xy? = yix,yx? = 23y > representa o grupo trivial. De fato,

basta notarmos que xy4x_1 = yﬁ, x2y4x_2 = y9, yx2y4x_2y_1 = y9 e x3y4x_3 =
yx2y4x_2x_l. Logo, x2y4x_2 = x3y4x_3, y4x_2 = xy4x_3 e y4x = xy4. Assim,
yS = zytet = yroa~! =yt Entdo, y* = 1. Logo, se xy* = y>z entaoy = 1. E

também se yx? = x3y entdo v = 1. Portanto, X = {1} e F(X) = {1}. Desde que

0 : F(X) — G é um homomorfismo sobrejetor, temos G = {e}. =

Teorema 1.2.3. (Teorema de Von Dick) Sejam G =< X; R >?, f: X — H uma fungao
em algum grupo H e 6 : F(X) — H o homomorfismo correspondente. Entio existe um
homomorfismo ¢ : G — H tal que f(x) = o p(x), Vo € X se O(r) = 1,Vr € R. Mais
ainda, ¥ € um epimorfismo se f(X) gera H.

Demonstragao: Temos que R C kerf, e, desde que kery é o subgrupo normal gerado

por R, temos kery C kerfl. Segue, como sabemos, que o homomorfismo v requerido pode
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ser definido se exigirmos que 1¥(g) = 6(w) para qualquer w tal que p(w) = g. Claramente,
©(G) =< f(X) >, e entdo Y(G) = H se f(X) gera H. =

Observacao 1.2.4. Como um caso particular deste teorema, a inclusio de X em X UY
induz um homomorfismo de < X; R > em < X UY;RUS > para qualquer subconjunto
S de F(X UY). Este homomorfismo serd usado no futuro sem explicitarmos como foi

construido.

Pelo mesmo argumento usado no teorema, podemos demonstrar o resultado a seguir

(ao qual também nos referiremos como Teorema de Von Dick): Sejam R um subconjunto
de um grupo A e 0 : A — H um homomorfismo tal que §(R) = {1}. Entdo eziste um
homomorfismo 1 : <R—A>A — H tal que 0 = o, onde w € o epimorfismo candénico de A
em d;ﬁ.
Quando estivermos procurando por uma apresentacao de um grupo H o procedimento
a seguir serda muito 1util: comecamos determinando um conjunto X de geradores de H.
Entao, encontraremos um conjunto R de relatores de H com geradores X escolhido de
modo que temos razao pra acreditar (ou pelo menos achar) que R é um conjunto de
relatores definidores. Pelo Teorema de Von Dick, existe um epimorfismo de G =< X; R >
em H.

Pode ser que os relatores em R nos possibilitem escrever os elementos de G' numa
forma simples que nos permita enxergar que a aplicacao é injetora. Alternativamente,
se H for finito, pode ser que possamos mostrar que G é finito e que |G| < |H|, o que

novamente mostra que a aplicacao é injetora.

Exemplo 1.2.5. O grupo ciclico Z,, de ordem n tem apresentacdo < x;x™ > desde que o
grupo com esta apresentacao certamente tem um epimorfismo em Z, e € facil ver que ele

tem no mdximo n elementos.

Claramente, um grupo G pode ter varias apresentagoes, mesmo para dados X e .
Vamos agora olhar para apresentacoes diferentes de um mesmo grupo e compara-las.

Seja < X; R >¥ uma apresentacao de um grupo G. Entao < X;RU S >¥, para
qualquer S C< R >FX) também é uma apresentacio para G. Dizemos que < X; RUS >%
vem de < X; R >% por uma Transformac¢ao Geral de Tietze de Tipo I e < X; R >¥ vem
de < X; RUS >% por uma Transformag¢ao de Geral Tietze de Tipo I'. Se |S| = 1, vamos

nos referir a uma Transformacgao Simples de Tietze.
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Sejam Y um conjunto tal que X NY = 0 e u, um elemento de F(X) para cada
y € Y. Entdo < X UY;RU {yu,',Vy € Y} >¥ também ¢é uma apresentacao de G,
onde ¥(x) = p(x) e Y(y) = ¢(uy,). De fato, seja N o subgrupo normal de F(X UY)
gerado por RU{yu,}~'. Entao pelo Teorema do Homomorfismo, ¢ induz um epimorfismo
T % — G, desde que (R U {yu,~'}) = {1}. Mas, pelo Teorema de Von Dick,

(XUY)

existe também um epimorfismo 0 : G — FT com O(p(x)) = zN. Claramente, T06 é a

aplicacao identidade. E também, desde que fom(yN) = fo)(y) = fop(u,) = u,N = yN,
temos 0 o 7 a aplicacao identidade.

Dizemos que < X UY; RU {yu, ', ¥y € Y} >¥ vem de < X; R >% por uma Transfor-
magao Geral de Tietze de tipo II e < X; R > vem de < X UY; RU {yu, ", Vy € Y} >¥
por uma Transformag¢ao Geral de Tietze de Tipo I1'. Se |Y| = 1, nos referiremos a uma
Transformagao de Tietze Simples.

Claramente, uma Transformagcao Geral de Tietze com |S| ou |Y| finitos pode ser obtida

através de um ntmero finito de Transformagoes de Tietze Simples.

Teorema 1.2.6. Qualquer duas apresentacoes de um mesmo grupo podem ser obtidas
uma da outra por uma sequéncia de Transformacoes gerais de Tietze. Se ambas as ap-
resentacoes sao finitas entao cada uma pode ser obtida da outra por uma sequéncia de

Transformacoes de Tietze Simples.

1.3 Produtos livres

Definigao 1.3.1. Sejam {Gq}taer uma familia de grupos, G um grupo e i, : Go — G
homomorfismo, para todo o € T'. Dizemos que o par (G,{i,}) € um produto livre dos
grupos G, se, para cada grupo H, para cada homomorfismo f, : G, — H, existir um

unico homomorfismo f : G — H tal que f, = f oi,, para todo o € T'.

Ga L H
l/ A

G

Proposicao 1.3.2. Se (G,{in}) e (H,{ja}) sdo produtos livres de uma familia G, de

grupos entao existe um unico isomorfismo f : G — H tal que f o1, = j, para todo
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ael.

Demonstracao: Pela hipotese, existem homomorfismos f : G — H e f' : H — G tais
que foiy = jo € f' 0jo =ia, para todo o € I'. Assim, f'o f oi, =i,. A unicidade dos

homomorfismos na definicao fornece f' o f = Idg e f o f' = Idy. Portanto, f' = f~!. =
Teorema 1.3.3. Qualquer familia {Gy}aer de grupos admite um produto livre.

Observagao 1.3.4. O produto livre de uma familia de grupos {G,} serd denotado por
xGo enquanto o produto livre de dois grupos € geralmente denotado por G x Gs. Mais

geralmente, o produto livre de n grupos G; € denotado por Gi % ... x G,,.

Exemplo 1.3.5. O grupo livre F(X) é o produto livre de grupos C,,¥x € X onde C, é

o grupo ciclico infinito gerado por x.

Teorema 1.3.6. (Forma Normal) Seja (G,{in}) o produto livre da familia de grupos
{G,}. Entao:

(i) Cada i, € um monomorfismo.

(ii) Considerando i, como a inclusdo, qualquer elemento de G pode ser escrito de
maneira unica como ¢y...gn, para algum n > 0, g; € G,, para algum o;, g; # 1

e . # iy, para r < mn.
Proposicao 1.3.7. Sejam {G,} subgrupos de um grupo G. Entdo sdo equivalentes:

(i) G € o produto livre dos subgrupos G;

(ii) Todo elemento de G pode ser escrito de maneira unica como ¢i...g,, com n > 0,

i €Goyy i # 1 ey # g

(i1i) G € gerado pelos subgrupos G, e 1 nao pode ser escrito como um produto gi...g,,

comn >0, g € Gy, g 71 € a; # g1

1.4 Push-outs e produtos livres amalgamados

Definicao 1.4.1. Sejam Gy, G1, Gy grupos e i1 : Go — Gy e is : Go — Go homomor-
fismos. Sejam G um grupo, 71 : Gi — G, jo : Go — G homomorfismos. Dizemos que

(G, 71,72) € push-out de (i1,12) se:
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(1) j10i1 = Jo 0ty

(i) Para cada grupo H e homomorfismos ¢, : G, — H, r = 1,2 com @1 041 = s 0 iy

existir um unico homomorfismo ¢ : G — H tal que p, = o j,, r=1,2

Assim, dizemos que temos um quadrado push-out:

Go— G,

Go——(@
J2
Observe que o push-out é tnico a menos de isomorfismos.

Teorema 1.4.2. Qualquer par (iy,is) admite um push-out.

G1

Exemplo 1.4.3. Se G5 € o grupo trivial entao o push-out é G = hGaSTT

Os homomorfismos j; e j» nao precisam ser injetores, mesmo se ou 7; ou iy for injetor.

Por exemplo, suponha que G seja simples, i; seja injetor e i5 sobrejetor mas nao injetor.

Go—> G,

Ge5~ G
Vamos tomar w € Gy com w # 1 e is(w) = 1. Como 4; ¢é injetor, keri; = {1}. Logo,
como w # 1 temos i1(w) # 1. E mais, j; oi3(w) = jo 0is(w) = ja(1) = 1. Como G, é
simples, entdo Gy =< i1(Gy) > e como j; oi1(w) = 1, Vw € Gy, w # 1, segue que j; é
trivial. Como iy é sobrejetor, i2(Gy) = G € como js 0y = j; 041 = 1, Yw € G, temos

que jp ¢ trivial. Portanto, G = {1}.

Quando iy e 7o forem injetores, chamamos o push-out G de produto livre amalgamado
de G1 e Gy com Gy amalgamado. Neste caso, geralmente consideramos Gy como um
subgrupo de G e G5 e iy, is como inclusoes. A notacao usual para esta situagao é
GléOGg. As vezes, por conveniéncia, vamos usar a seguinte notacao: GlGO;HOGg onde

Gy C G1, Hy C (s, i1 a inclusao e iy isomorfismo entre Gy e Hy. Para maior precisao,

pode-se mencionar o isomorfismo especifico de Gy para Hy.
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1.5 Apéndice

Nesta secao faremos um estudo breve e informal sobre o problema da palavra nos
grupos finitamente apresentados. Veremos um algoritmo em especial, a saber, Algoritmo
de Dehn para resolvermos o problema em questao. Este algoritmo sera usado no artigo que
estudaremos nessa dissertacao quando estivermos abordando o problema da palavra nos
grupos de trancas em superficies tanto no caso orientavel quanto no caso nao orientével.

Mais detalhes podem ser encontrados em [LH| e [LS].

1.5.1 O problema da palavra

Por um grupo definido por seus geradores e relagoes, o problema da palavra consiste ba-
sicamente, em encontrar um algoritmo para decidir quando uma dada palavra representa
o elemento identidade.

A fim de estudar o Algoritmo de Dehn precisamos de duas definigbes que virdao a

seguir:

Definicao 1.5.1. Seja F' um grupo livre sobre um conjunto X. Um subconjunto R de F
€ dito simetrizado se todos seus elementos sao ciclicamente reduzidos e, para cada r € R,

todos os conjugados ciclicamente reduzidos de r e r—1 também pertencem a R.

Definicao 1.5.2. Um conjunto R € dito recursivo se existe um algoritmo para decidir

quando um dado r pertence a R.

1.5.2 O algoritmo de Dehn

Vamos considerar um grupo G com apresentacao < zi,...,T,; R > onde R é um
conjunto recursivo simetrizado de relatores definidores e que esteja verificado que palavras
nao triviais livremente reduzidas que sao 1 em G contém mais que a metade de algum
elemento de R. Seja w uma palavra nao trivial de G. Se w = 1 em G, entao w possui
alguma fatoracdo w = bed, onde para algum r € R, r = ct, com |t| < |c¢|. Agora, esse
tal r satisfaz |r| < 2|w|. O conjunto S das palavras em {z1, ..., z,} que tém comprimento
menor que 2|w| é finito. Desde que R é recursivo podemos efetivamente listar todos os

elementos de ' = RN S. Se encontrarmos um r adequado entdao w = bt~'d em G, e
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bt~1d é uma palavra de comprimento menor. Um ntmero finito de passos ou nos dao 1
como resultado, dando uma prova que w = 1 em G, ou nos dao uma palavra w* a qual

nao pode ser "simplificada", estabelecendo w # 1 em G.

Exemplo 1.5.3. Vamos considerar G =< a,b; aba='b=! >. Entao a apresentacio de G

onde o conjunto de relatores € recursivo simetrizado é dada por
G =<a,b; aba b7, b7 aba™t, ba" b a, ab a7 th, abab™t a0 ab, b a T ba >

Seja w = aba" b~ taba"tb~t. Vamos aplicar o algoritmo de Dehn para mostrar que w = 1

em G:
e w tem a fatoracao bed onde b = aba='bt, c =aba b7t ed = 1;
e para r = aba"'b7', temosr = ct, comt =1, com |r| =4 < 16;

Entao, temos w = bt~'d = aba='b~!, uma palavra de comprimento menor. Aplicando

novamente o passo anterior, temos w =1 em G.

Observacao 1.5.4. A hipdtese de que R é um conjunto simetrizado nao pode ser descar-
tada. De fato, vamos considerar o mesmo grupo do exemplo anterior e suponhamos R
nao seja simetrizado. Assim, o inico elemento r de R serd aba™'b~'. Vamos tomar w =
a~tb~tab. Assim, pelo Algoritmo de Dehn w seria diferente de 1 jd que nao existiriar € R
que satisfizesse as condicoes do algoritmo. Por outro lado, w = a~'b~tab = a~'b~tba = 1
ja que ab = ba. Portanto, uma contradig¢ao.

Mas, se considerarmos R um conjunto simetrizado, o algoritmo fica bem definido, e,

escolhendo r = ba™'b~*a € R, w = 1 pelo Algoritmo de Dehn.



Capitulo

2

Apresentacoes de produtos diretos,

semidiretos e extensoes de grupos

2.1 Apresentacao de produtos diretos

Proposigao 2.1.1. Se G, H sao grupos apresentados por < X; R > e <Y; S > respec-
tivamente, entao seu produto direto G X H tem a apresenta¢io < X,Y; R,S,[X,Y] >,

onde [X,Y] denota o conjunto dos comutadores {z 'y twy; v € X,y € Y}.

Demonstragao: Vamos denotar por D o grupo que possui a seguinte apresentacao:
< X,Y; R,S,[X,Y] >. Mostremos que D ¢ isomorfo a G x H.

Vamos considerar as inclusoes ix : X — D e iy : Y — D. Pelo Teorema de Von Dick,
estas inclusdes induzem homomorfismos ix : G — D e iy : H — D respectivamente.

Os relatores [X,Y] garantem que os elementos da imagem de ix comutam com os
elementos da imagem de 7y em D. Temos entdo o homomorfismo « : G x H — D dado
por a(g, h) = ix(g)iy(h). Resta mostrarmos agora que « é isomorfismo. Primeiramente,
vamos observar que «(x,1) =z, para cada z € X e a(l,y) =y, para cada y € Y.

Agora, vamos considerar a aplicacao 7 : X UY — G x H dada por y(z) = (z,1) e
v(y) = (1,y). Pelo Teorema de Von Dick, existe um homomorfismo g : D — G x H
que estende . Temos que § nada mais é que o inverso de « pois f o« e oo 3 fixam os
geradores de D e de G x H respectivamente. Portanto « é isomorfismo, como queriamos.
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2.2 Produtos semidiretos

Para a construgao da apresentacao para os produtos semidiretos vamos precisar de
dois grupos GG e A e um homomorfismo « : G — AutA. A aplicagdo o determina uma

acio de G em A, dada por:

a® =ax)(a),a € A,z € G

Observemos que a(x) é um automorfismo de A.
Desde que a é um homomorfismo, seguem algumas propriedades: para cada a,b € A,

r,y€eG
1. (ab)* = a"b";

2. a™ = (a")¥,

Agora, vamos considerar o produto cartesiano K = G'x A, com a operacao (z,a)(y, b) =
(xy,a¥d). As propriedades acima nos garantem que os axiomas de grupo valem para esta

operagao, onde o elemento neutro é dado por (1,1) e o inverso de (x,a) é dado por

@ @),

Definigao 2.2.1. O grupo K definido acima é chamado produto semidireto de G em A

(com respeito a «) e serd denotada por AlG.

Claramente, as aplicagoes A — K e G — K dadas por a — (e,a) e x — (z,€)
respectivamente sao homomorfismos e é de costume identificarmos A e G com suas imagens
em K. Entao A é um subgrupo normal em K, com complemento G, isto é, G é um
subgrupo de K, ANG = E, onde E ={1}, GA =K.

A razado para o nome produto semidireto é clara agora: no caso especial em que a
Ima = E, a acao definida é trivial e a operacao definida seré o produto direto G x A.

Nao é dificil escrevermos uma apresentacao para A]G em termos das apresentagoes
para A e G e da aplicagao «. Esta apresentagao serd estudada numa situagao mais geral

no proximo paragrafo.
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2.3 Apresentacao de extensoes de grupos

2.3.1 Conceitos basicos

Definigao 2.3.1. Sejam G, G, A grupos. Dizemos que G é uma extensio do grupo G por

A se existir um subgrupo normal N de G tal que A ¢ isomorfo a N e o quociente % €

IS

. . (&) ~ ~ . .
isomorfo a G, ou seja, A= N e % G, onde o e B sao os respectivos isomorfismos.

Vamos ver agora alguns casos em que surgem extensoes de grupos:

1. Seja I : A — G um mergulho normal. Entdo, Iml < G. Assim, vamos definir
N =ImleG = % Logo, temos A ~ Iml pela propria definicao de mergulho
G

normal e, pelo modo que tomamos G, temos 775 ~ G.

2. Seja ¥ : G — G um epimorfismo. Defina A = kerd. Temos, kerd <1 G. Pelo

Teorema do Homomorfismo, % v (. Portanto G' é uma extensao de G por A.

Para os nossos propositos, o melhor jeito de ilustrarmos a extensao de grupos é a
seguinte:

A—>N—=¢ @—p>%—5>g

onde 7 é a aplicacao inclusao e p é a aplicacao natural.

A partir dos casos mencionados acima, obtemos o seguinte diagrama:

onde:

1. 1 € um homomorfismo injetor, ou seja, kerl = {1} = E;
2. ¥ é¢ um homorfismo sobrejetor, ou seja, Imv = G,

3. Iml = kerd. De fato, seja y € Iml. Logo, existe a € A tal que y = [(a), ou
seja, existe a € A tal que y = l(a) = i o a(a) = a(a) € N. Portanto Iml C N.
Reciprocamente, se y € N entao, desde que « é isomorfismo, existe a € A tal que
y = afa) =ioala) =I(a). Logo, existe a € A tal que y = l(a), ou seja, y € Iml.
Assim, N C Iml. Portanto, Iml = N.
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Por outro lado, se w € kerd entdo w € G e ¥(w) = 1. Logo, B o p(w) = 1. Desde
que (3 é ismorfismo, temos p(w) = 1. Logo, w € N. Assim, kerd C N. De forma
anéloga, temos N C kerd. Assim, N = kerd

Portanto, Iml = kerd.

Definicao 2.3.2. Uma sequéncia:

ag aq Qnp—1
AQ Al o An—l An

onde os A;, i = 0,...,n sao grupos e 0s «;, i = 0,...,n sao homomorfismos é chamada
sequéncia exata se Imq,_1 = keray, com 1 <1 <mn —1.
Em particular, se Ay = A, sao grupos triviais e n = 4, dizemos que a sequéncia €

exata curta. Neste caso, temos o sequinte diagrama:

onde ag e ag sao triviais e as condig¢oes de exatidio de Ay, Ay e As respectivamente
sao kera; = {1}, Imay = keray e I'mas = Az que sao as mesmas condigoes que as

propriedades 1,2 e 3 enunciadas anteriormente possuem.

Assim, podemos pensar na extensao de grupos como uma Sequéncia exata curta:

l )

1 A

G—t-G—1.
Definicao 2.3.3. Um diagrama é um grafo dirigido cujos vértices sao grupos e as arestas
sao homomorfismos entre seus pontos extremos. Um tal diagrama € comutativo se, dados
quaisquer dois vértices e qualquer caminho entre eles, a composi¢ao dos homomorfismos

correspondentes sao 1guais.

Lema 2.3.4. (Lema Dos Cinco) Consideremos o sequinte diagrama comutativo cujas
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linhas sao sequéncias exatas:

Ag—= A = Ay 2= A3 - Ay
l% ltﬁl lqﬁz l% lm
By Bo By B1 By B2 Bs B3 By

Se g, 1, P3 € G4 sdo isomorfismos entao ¢s também o €.

Demonstracgao: Temos de imediato que ¢ ¢ um homomorfismo. Estao basta mostrar-
mos que ¢ é bijecdo. Afirmamos que ¢, é injetor. De fato, seja a € kerg,. Logo,
¢2(a) =1 e assim [5 0 py(a) = 1. Pela comutatividade no quadrado 3 pela direita, temos
P 0 o = ¢3 0 ay. Logo, dz(az(a)) = 1, ou seja, as(a) € kergs. Desde que ¢3 é injetor,
segue que as(a) = 1, ou seja, a € keras. Pela exatidao em As, temos Imay = keras.
Logo, a € I'ma; e assim, existe a; € A; tal que ay(a;) = a.

Por outro lado, pela comutatividade do quadrado 2 pela direita, temos S10¢; = ¢goa;.
Logo, fi1(¢1(a1)) = ¢a(a) = 1 e assim, ¢i(a;) € kerp;. Pela exatiddo em B, temos
Impy = kerB;. Logo, ¢1(ay) € ImpBy. Logo, existe by € By tal que By(by) = ¢1(a1). Como
¢o € sobrejetor, existe ag € Ay tal que ¢g(ag) = ¢1(a1). Pela comutatividade no quadrado
1, segue que Sy o Py = ¢10ag. Logo, Byodo(ag) = d10ap(ao) e entao ¢1(ar) = ¢1(ao(ao)).
Desde que ¢; € injetor, segue que «ag(ag) = ay, ou seja, a; € I'may e, pela exatidao de Ay,
temos Imay = keray. Logo, a; € keray, ou seja, aq(a;) = 1. Mas provamos acima que
aq(ay) = a. Portanto, a = 1 como querfamos.

Agora, afirmamos que ¢, é sobrejetor. De fato, seja b € By. Logo, pela definicao,
P2(b) € Bs. Como ¢3 é sobrejetor, existe a3 € Az tal que ¢3(az) = [2(b). Assim,
¢3(as) € ImfBy = kerPs pela exatidao em Bs.

Portanto, f30¢3(as) = 1. Logo, pela comutatividade do diagrama no quadrado 4, segue
que ¢4 0 ag(az) = 1. Como ¢4 é injetor, segue que ag(az) = 1, e assim, pela exatidao
em Az, temos ag € kerag = Imas. Assim, existe ay € A tal que as(az) = az. Pela
comutatividade do quadrado 3, temos 200y = ¢30qs. Logo, Ba(da(asz)) = ¢3(az) = Ba(b).

Seja (B2(¢a(az)))™! o inverso de Ba(g2(as)). Logo, temos 1 = Ba(b)(Ba(P2(az)™t) =
Ba(bga(az)™t). Assim, pela exatiddao em B, temos bpo(as)™! € kerfy = ImfB;. Logo,
bia(az)™! € ImpBy, ou seja, existe by € By tal que By(by) = ¢1(ay). Como by € By e ¢y
¢ sobrejetor, existe a; € A; tal que ¢y(ay) = by. Assim, Bi(é1(a1)) = boe(az)~t. Por
outro lado, pela comutatividade do quadrado 2, temos ¢o(a(a1)) = bpa(az)™'. Logo,

do(a1(ay))pa(as) = b e, como ¢y ¢ homomorfismo, temos ¢o(a(ay)as) = b, com ay(ay)as €
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A,. Portanto, ¢y é sobrejetor. [

2.3.2 O teorema principal

Suponhamos que sao dadas uma extensao:

l 9

1 A

G G 1
e apresentacoes G =< X; R >, A=<Y; S > para G e A. Nosso objetivo é conseguir
uma apresentagao para G.

Primeiro, seja Y = {§ = I(y); y € Y} e seja S = {5; s € S} o conjunto das palavras
em Y obtidas de S substituindo cada y por § sempre que y aparecer. Seja X = {Z; x € X}
os membros de uma transversal para Iml em G tal que ¥(Z) = z, para todo z € X. Além
disso, para cada r € R, seja 7 a palavra em X obtida de r substituindo cada z por Z.
Agora, ¢ anula cada 7, e entao para cada r € R, 7 € kerd = Iml e desde que Iml é
gerada pelo conjunto Y, cada 7 pode ser escrito como uma palavra, digamos, v, em Y.

Seja R = {/J;'; r € R}.

r

Finalmente, como I'ml é um subgrupo normal de G, cada conjugado 7 '§7, €

z
X, y € Y pertence a I'ml e assim é uma palavra, digamos, w,, em Y. Seja T =

—1.

wy TEX Y E Y}, e temos o seguinte resultado:

{z7'gzw
Teorema 2.3.5. Com as notagoes anteriores, o grupo G tem como apresentacao:
<X,Y; R,S,T>.

Demonstragao: Seja D o grupo que tem a apresentacao < X,Y: RS, T >. Vamos
mostrar que G ¢ isomorfo a D. Para isso, usaremos o Lema dos Cinco que provamos a
pouco.

Sendo D =< X,Y:; R,S,T >, temos, pelo teorema de Von Dick, que existe um
homomorfismo 6 : D — G dado por (%) = Z e 6(7) = §.

A restricao de 6 ao subgrupo < Y > de D d4 origem a um homomorfismo
0,: <Y >— Iml(= A)

dado por 61(y) = y.
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Como as relagoes definidoras S de A (com cada y substituido por ) sao satisfeitas em
<Y >< D, entdo 6; é uma bijecio.
A presenca das relacdes T na apresentacdo de D nos diz que < Y > é um subgrupo

normal de D e, desde que 6(< Y >) < Iml, 6 induz um homomorfismo:

D G
0, : _ -
2 <Y>_>Iml( G)

dado por 65(Z <Y >) = .
Agora, as relacoes R definidas em G sio satisfeitas (substituindo z por # <Y >) em

%, entao Ay deve ser uma bijegao. Desta forma, temos o seguinte diagrama comutativo:

l—<V > D <V> 1
Lﬁh 0 lez
1 A—F G G 1

com linhas exatas. Como 6, e 0, sao isomorfismos, o resultado segue pelo Lema dos Cinco.

Corolario 2.3.6. Sejam G =< X; R > e A=<Y; S > grupos a : G — AutA um
homomorfismo tal que a(x)(y) = w,,, onde w,, € uma palavra em Y=, com z € X,y €
Y. Entao o produto semidireto tem a sequinte apresentacao:

AlG =< X,Y; RS {z lyzw, !, x€ X,y e Y} >.

z?y7

Corolario 2.3.7. Seja G uma extensio de G por A. Se G e A sio finitamente apresen-

tados, entio G também serd finitamente apresentado.

2.3.3 Casos especiais

Como haviamos dito anteriormente, a ideia de uma extensao de grupos é muito geral.
Existem quatro casos particulares favoraveis e muito tteis que vamos discutir agora. Para

isso, vamos considerar a extensao:
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e sua apresentacao < X, )7; }:?, 5’, T >.
Produtos semidiretos

Este é o caso em que N = I'ml tem um complemento, que chamamos de C' em G, que

é, um subgrupo C < G tal que
G=NC, NnC=1 (%

entao G é um produto semidireto A|C. Por (%), os elementos de C' formam uma transversal
a direita para N em G, e segue que a restrigao J|¢ é um isomorfismo. Entao, existe um

homomorfismo o
@)t i

G——C——@

onde i : C' = G é o homomorfismo inclusio e o é tal que o o ¥ = Idg (tal homomorfismo

o é chamado uma cisao para a extensao 1 A—-t-atsq 1).

Reciprocamente, se 1 A G LANYE: 1 écindida por o : G — G (isto é,

o € um homomorfismo tal que o o = Idg), entdo Imo é claramente um complemento

para N em . Assim o produto semidireto nada mais é que uma extencao cindida.

No caso em que 1 A G oG 1 é cindida, por digamos o, podemos

escolher os geradores X na prova do Teorema 2.3.5 como sendo {o(z);z € X}. Entao,
para cadar € R, temos 7 = o(r) = 1, e, em R, todos os ¥, sdo iguais a 1. Extensoes cindi-
das de G por A sao entao parametrizadas por w,,,z € X,y € Y apenas. O automorfismo
a que define o correspondente produto semidireto A|G é entao dado por: « : G — AutA,

com o(z)(y) = Wyy.

Extensoes com nucleo abeliano

A é geralmente chamado de nicleo da extensao 1 AL G '’ 1. Como

A & subgrupo normal de G, existe um homomorfismo v : G — AutA induzido por conju-
gacao. Entao a aplicacao vol : A — AutA é induzida por conjugacao em A, e é trivial

se, e somente se, A for abeliano. Neste caso, 7 induz um homomorfismo a : G — AutA.

Extensoes Centrais
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Este é o caso em que N = Iml esta contido no centro de G. Entdo, nio apenas A
é abeliano, mas o homomorfismo v definido acima é o trivial. Quando isso acontece, 0s
Wy, que aparecem nos relatores T sao os mais simples possiveis, ou seja, w,, = ¥, para
todo z € X,y € Y. Extensoes centrais sao portanto, parametrizadas pelos ¢,, r € R
apenas. Em outras palavras, G é determinado por |R| escolhas de um conjunto com |A]

elementos, e assim, temos o seguinte lema:

Lema 2.3.8. O numero total de extensoes de um grupo G =< X; R > por um grupo A é
no mdzimo | A|IF.

Produto Direto

Suponhamos os dois casos anteriores ocorrendo ao mesmo tempo, isto é, a extensao

. . . . I~ 9 )
sendo central com nucleo abeliano, ou seja, a extensao 1 A G G 1 é

cindida central. Entao os 9, na apresentacao de G sdo iguais a 1 e Wy, = Y, de modo que
a apresentacao no Teorema 2.3.5 reduz-se a apresentacao do produto direto A x G. Isto

acontece se, e somente se existir um homomorfismo 7: G — A tal que 7ol = Id4.
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Capitulo

3

Estrutura do grupo fundamental de

uma superficie compacta

O nosso objetivo neste capitulo sera calcular o grupo fundamental das seguintes su-
perficies: toro, soma conexa de n-toros (casos orientéaveis), plano projetivo e soma conexa
de n-planos projetivos (casos nao-orientaveis). Para isto, vamos enunciar alguns teoremas
muito importantes como o Teorema da Classificacao de Superficies e o Teorema de Seifert

e Van Kampen.

Definicao 3.0.9. Um subconjunto A de um espago topolégico X é chamado retrato de X
se existir uma aplica¢ao continua r : X — A (chamada retragao) tal que r(a) = a, para

cada a € A.

Definicao 3.0.10. Um subconjunto A de um espaco topologico X € um retrato por de-
formacao de X se existir uma retracao r : X — A e uma homotopia f : X x I — X tal
que f(z,0) =z, f(z,1) = r(z), para todo x € X e f(a,t) = a, para cada a € A e cada
tel, onde I =10,1].

Definicao 3.0.11. Uma superficie que € soma conexa de n-toros ou n-planos projetivos

é dita ser de género n, enquanto a esfera € de género 0.



30 Estrutura do grupo fundamental de uma superficie compacta

3.1 Teoremas

Teorema 3.1.1. (Teorema da Classifica¢io de Superficies) Qualquer superficie compacta
€ homeomorfa a uma esfera, ou a uma soma conexa de toros, ou uma soma conexa de

planos projetivos.

Teorema 3.1.2. Seja A um subconjunto de um espacgo topoldgico X. Se A é um retrato
por deformacao de X, entdo a aplicacao inclusao i : A — X induz um isomorfismo de

m (A, a) sobre m (X, a), para todo a € A.

Teorema 3.1.3. O grupo fundamental do produto de dois espacos topologicos X e Y €
isomorfo ao produto direto de seus grupos fundamentais. Em simbolos, m(X X Y) ~

m(X) x 1 (Y).

Teorema 3.1.4. Se X e Y forem espacos topoldgicos conexos por caminhos que pos-

suem o mesmo tipo de homotopia entao seus grupos fundamentais serdao isomorfos, isto

é, m(X) ~m((Y).

Teorema 3.1.5. Se X for conexo por caminhos entio os grupos m (X, z) e m(X,y) sao

isomorfos para todo x,y € X.

Agora, vamos considerar X um espaco topoldgico conexo por caminhos, U, V' subcon-
juntos abertos, conexos por caminhos de X tais que X = U UV e U NV é nao-vazio e

conexo por caminhos. Vamos escolher também um ponto base ¢y € X tal que zg € UNV.

Teorema 3.1.6. (Teorema de Seifert-Van Kampen - versao 1) Considere (X, o) um
espago topologico com ponto base xy. Sejam U, V C X abertos conexos por caminhos tal
que xg € UNV e UNV € conexo por caminhos, X = U UV . Entao as inclusoes naturais

induzem um quadrado push-out de grupos:

(U NV, 20) —2= 71 (U, 20)

iz*l ljl*

m(V, xo) % m (X, zo)

*
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Corolario 3.1.7. (Teorema de Seifert-Van Kampen - versao 2) Nas mesmas hipdteses
do teorema anterior e assumindo que V' seja simplesmente conexo. Entao, 1y : m(U) —
m1(X) € um epimorfismo e seu kernel é o menor subgrupo normal de m (U) contendo a

imagem p1[m (U N V).

Teorema 3.1.8. (Teorema de Seifert-Van Kampen - versio 3) Se (X, xo) é um espago
topoldgico com ponto base xy tal que X = U UV, onde U,V sao abertos conexos por
caminhos, U NV € conexo por caminhos e xy € U NV. Entao, m(X,xzq) € isomorfo a
w, onde N € o subgrupo normal de m (X, x¢) gerado pela palavra (iy * [a]) *
(iz * [a])7t, para cada [a] € m(UNV,xq), onde iy : UNV = U eig:unV <V sao as

nclusoes naturais.

As demonstragoes dos teoremas enunciados acima podem ser encontrados em [M] e
[C]. Vamos agora, mostrar por meio de exemplos como a versao 2 do Teorema de Seifert-
Van Kampen pode ser usado para determinar a estrutura do grupo fundamental de varias

2-variedades conexas e compactas.

3.2 O grupo fundamental de algumas superficies com-

pactas orientaveis

3.2.1 O toro 2-dimensional T

“ 0 grupo fundamental do toro 2-dimensional m (T, xo) € um grupo livre gerado por 2

elementos.”
zo b zo
< > °
a Yo a
Figura 3.1: X =T =
f
o b o

Figura 3.2: Identificagao do toro
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Temos T= S x S'. Logo, pelo Teorema 3.1.3, 71 (T)~ 71(S') x m(S') é o produto
de dois grupos ciclicos infinitos, isto é, um grupo abeliano com dois geradores. Contudo,
vamos obter esse resultado usando a vers¢ao 2 do Teorema de Seifert-Van Kampen.

Considere a identificacao do toro como na Figura 3.2. Assim, os lados a e b tornam- se
circulos que se interceptam em . Sejam y o ponto no centro do quadrado, U = T\{y},

V' a imagem do interior do quadrado e a intersecao de U e V como na Figura 3.3 abaixo:

0 b o

zo b o

Figura 3.3: Os abertos U, Ve UNV

Desta forma, U e V' sao abertos, conexos por caminhos, e desde que V' tem o mesmo
tipo de homotopia do disco, segue que V é simplesmente conexo. Assim, estamos nas
hipoteses da versao 2 do Teorema de Seifert-Van Kampen. Observe que o Teorema 3.1.5
nos permite considerar o ponto base x; que esta na intersecao de U e V. Logo, temos
que ¢y : m(U,z1) = m (T, z1) é um epimorfismo e o nicleo de 1, é o menor subgrupo

normal contendo a imagem do homomorfismo ¢, : 7 (U NV, x1) — m (U, x1).

m(UNV,21) 2= (U, 1)

| |

mi(V) ™ (T, 21)

2

Desde que a fronteira do quadrado é um retrato de deformacao do quadrado todo
menos um ponto, temos que a uniao de dois circulos a e b € um retrato de deformacao de
U. Desta forma, o Teorema 3.1.2 nos garante que o grupo m1(U, z1) é um grupo livre com
dois geradores. Mais precisamente, (U, z9) € um grupo livre com dois geradores « e 3
onde tais geradores sao representados pelos circulos a e b respectivamente.

Entao (U, z1) é um grupo livre sobre os dois geradores:

o =d5tad,

Bl = 0714,

onde § é a classe de equivaléncia de um caminho d de zy a x;. Claramente, U NV

possui 0 mesmo tipo de homotopia de um circulo. Portanto m(U NV, z1) é um grupo
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ciclico infinito gerado por -, onde v representa a classe de equivaléncia de um caminho
fechado ¢, representado na figura 3.2 ao redor de y. Também, pela Figura 3.2 segue que
p(y) =o'/ g1

Por outro lado, temos que V possui o mesmo tipo de homotopia de um ponto.

Logo, m(V,z1) = 1. E também, pelo Teorema dos isomorfismos, Imep; é isomorfo a

T (U,z1) T (U,w1)
<301(U0V)>W1(U’11) . <a//3/a/—1/3/—1>7r1(U,11) ’

Portanto, temos (T, x1) é isomorfo a e assim:

o(m(UNV,z,)) c< o/ Fo/ 17t >mUs)= ferg,

Logo, p1(7) = o/f'a/71871 =1, ou seja, o/ = f'a’. Portanto, m;(T, 1) ¢ um grupo
livre abeliano gerado por {o/, f’'}, e assim segue que 7 (T, () é um grupo abeliano livre

gerado por {a, £}

3.2.2 Soma conexa de n-toros

Com raciocinio anélogo ao anterior, vamos calcular o grupo fundamental da soma

conexa de n-toros m (M, zy).

COE~E®
-ESXD

Figura 3.4: Soma conexa de
toros

an

ba
Figura 3.5: Identificacao da soma
conexa de toros

Vamos chamar a soma conexa de n-toros de M e sua representacao é dada por um
4n-poligono com os lados identificados em pares, como mostra a Figura 3.5. Sob esta
identificacao, os arcos aq, by, as,bs, ..., a,, b, tornam-se circulos em M e, quaisquer dois
destes circulos se interceptam apenas no ponto base zy. Vamos tomar os seguintes abertos:
U = M\ {y}, o complemento do ponto central y, assim V é a imagem do interior do
poligono (por um disco aberto em M). A unido de 2n circulos ay, by, as, ba, ..., an, b, € um
retrato por deformagao de U e, portanto, 71 (U, xg) é um grupo livre de 2n geradores, a

saber, aq, 1, ..., an, B, onde «; é representado por a; e 3; é representado por b;. Como
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antes, m1(U NV, x1) é um grupo ciclico infinito com gerador v representado pelo circulo ¢
n

e p1(7) = H[o/ B, onde [of, 8] = alBlai B, com of = 6 ryd, Bl = 571 B;0, sendo §

i) (2 7

a classe de equivaléncia do caminho d.

Consideremos também o seguinte push-out:

7r1(Uﬂ ‘/,.Z'l) S01—>71'1(Uv,$1)

| |

7T1(V) 71'1(]-\/-[7'rl>

2

Assim, concluimos que m1(M,xy) é o quociente de um grupo livre nos geradores
n

ay, B, ..., ap, B, pelo subgrupo normal gerado por H[O‘i’ Bi], ou seja,

=1

n

Wl(M,Io) =< 011,61, ...,Oén,ﬁn;H[Oéi,Bi] > .

i=1

Observemos que se “abelianizarmos” w1 (M, xg) (isto ¢, fazendo o quociente de w1 (M, z)

pelo seu subgrupo dos comutadores) vamos obter um grupo livre abeliano de 2n geradores.

Esta é uma consequéncia da tnica relagao obtida que esta contida no subgrupo dos
comutadores do grupo livre gerado por aq, B, ..., ay,, B,. Disto segue que se m # n, nao ha
isomorfismo entre a soma conexa de n-toros e a soma conexa de m-toros e, pelo Teorema

3.1.4, elas nao possuem o mesmo tipo de homotopia.

3.3 O grupo fundamental de algumas superficies nao ori-

entaveis
3.3.1 O plano real projetivo P»(R)
O grupo fundamental do plano projetivo m (Py(R)) € um grupo ciclico de ordem 2. De

fato, consideremos P(R) o espago obtido identificando os lados opostos de um poligono

de 2 lados como mostra a Figura 3.6 abaixo:
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zo zo

Figura 3.6: Representacao do plano projetivo.

Considerando a identificagdo acima, a aresta a torna-se um circulo. Sejam y o ponto
no centro do poligono, U = P3(R) \ {y} e V a imagem do interior do poligono sob a

identificacao.

Figura 3.7: Os abertos U,V e UNV

Desde que V' possui o mesmo tipo de homotopia de um ponto, segue que V é simples-
mente conexo e, assim 7 (V, z1) = 1. E também estamos nas condig¢bes do Corolario 3.1.7.
Neste caso, o circulo a é um retrato por deformacao de U, portanto, m (U, xy) € um grupo
ciclico infinito gerado por a representado pelo caminho fechado a. E também, (U, z1)
é um grupo ciclico infinito gerado por o/ = §~tad, com § sendo a classe de equivaléncia
do caminho d. Finalmente, 7 (U N V,x1) é um grupo ciclico finito com gerador v que
representa o caminho fechado ¢ que esta ao redor de y.

Claramente, temos ¢;(y) = o’?. Portanto, m (P(R),z1) é o quociente de um grupo
ciclico infinito gerado por o’ pelo subgrupo gerado por o’?. Logo, 7 (P5(R), ) também
¢ quociente de um grupo ciclico infinito gerado por a pelo subgrupo gerado por a? e

portanto, w1 (P(R), zg) é um grupo ciclico de ordem 2.

3.3.2 Soma conexa de n-planos projetivos

Aqui, vamos analisar dois casos para o grupo fundamental da soma conexa de n-planos

projetivos: o caso em que n for par e o caso em que n for impar. Seja M a soma conexa
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de n-planos projetivos. Temos que M pode ser obtido identificando em pares os lados de

um 2n-poligono como mostra a Figura 3.8 abaixo:

ai

Figura 3.8: Representacao da soma conexa de n-planos projetivos.

Procedendo como anteriormente, encontramos o grupo fundamental com apresentacao
consistindo dos geradores {aq,...,a,,} onde cada «; é representado pelo circulo a; e a
relagao a?a3...a2, ou seja,

T (M, 20) =< {ay, ..., an}; ata3...a? > .

Observemos que se “abelianizarmos” (M, ), obteremos um grupo abeliano que

também possui uma apresentacao com n geradores e uma relagao.



Capitulo

4

Introducao aos grupos das trancas no

disco

Na primeira secao deste capitulo vamos definir os Grupos de Trangas no Disco e
ver uma apresentacao para o mesmo. Depois estudaremos os Grupos de Trancas em

Superficies e veremos que o grupo de trangas no disco é um caso particular deste.

4.1 Trancas Geomeétricas

Vamos denotar por E? o espaco euclidiano. Vamos identifica-lo com o espaco real de
dimensao 3, R3, escolhendo um sistema de coordenadas (z,y, 2) no qual o eixo Z esta
orientado pra baixo como mostra a Figura 4.1. Vamos considerar também, dois planos
paralelos em [E3 nas constantes z = 2y e 2 = z;, onde 2y < z;. Chamaremos os planos
2z = zg de plano superior e z = z; de plano inferior. Vamos marcar n pontos distintos

Py, ..., P, numa reta no plano superior e projeta-los ortogonalmente sobre o plano inferior

[ Pz

Y f
—z=z

Px PQ Py

Z
Figura 4.1: Representacao de uma tranca.

/

nos pontos Pll, o, P

n:
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Definigao 4.1.1. Uma tranga geométrica de n-cordas 3 é um sistema de arcos merqgulha-
dos o = {a, ..., 9, } em E®, onde o i-ésimo arco < conecta o ponto P; do plano superior

com o ponto PT'(Z.) no plano inferior para alguma permutacao T de {1,...,n}, satisfazendo:

(i) Cada arco < intercepta cada plano paralelo intermedidrio entre os planos superior

e inferior exatamente uma vez;

(ii) Os arcos { <A, ..., oy} interceptam cada plano paralelo intermedidrio entre os planos

superior e inferior em exatamente n pontos distintos.

A permutacao T € chamada permutacao da tranca. O arco <7, € chamado de i-ésima, corda

na trancga.

Observacao 4.1.2. Podemos pensar num arco em E? como a imagem de um mergulho

7 : [0,1] = E3. Usaremos a mesma notagdo para o arco e seu mergulho correspondente.
Vamos introduzir um conceito de equivaléncia de trancas.
Definigao 4.1.3. Duas n-trangas o/° = {0, ..., I} e ' = { A}, ..., '} com a mesma

permutagao T sao chamadas equivalentes, se existir uma homotopia entre as trancas ge-

ométricas com permutacao T de /° a o/, em outras palavras, se existir n aplicacoes

continuas
Fi:[0,1] x[0,1] - E* 1<i<n
satisfazendo
Fi(t,0) = Z (t), Fi(t,1) =), 0<t<1,1<i<n,
e

Fi(0,s) = P, Fi(1,s)=P.;, 0<s<1,1<i<n
e tal que se definirmos <7 : [0,1] — B3 por o*(t) = Fi(t,s), entao &° = {, ..., 4} é
uma n-trang¢a geoméltrica (com permutagao 7), para cada 0 < s < 1.

Podemos assumir, a menos de equivaléncia, que uma trancga (3 consiste apenas de arcos
poligonais e que temos cruzamentos transversais dos arcos se projetarmos a tranga orto-

gonalmente sobre o plano em E? contendo os pontos P, ..., P,, P, ..., P,. Esta projecio
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fornece uma figura padriao da tranca . Também, podemos assumir que os cruzamentos
dos arcos ocorrem em diferentes niveis. Tais cruzamentos sao indicados como na figura

abaixo:

Pl P} SR

Figura 4.2: Os cruzamentos por baixo e por cima na tranca.

Observando a Figura 4.2, verificamos que uma tranca pode ser “decomposta” em

trancas elementares, que serao definidas a seguir.

Para 1 <17 < n — 1, vamos denotar por o; a n-tranca geométrica elementar, na qual a
i-ésima corda cruza por cima a (7 + 1)-ésima corda uma tnica vez e todas as outras cordas

vao do comego ao fim sem se cruzar.

ii«l

/
(

Figura 4.3: A tranca elementar o;.

Vamos denotar por B(n) o conjunto de todas as classes de equivaléncia de n-trancas
geométricas. Este conjunto pode ser equipado com uma estrutura natural de grupo, que

vamos definir agora.

Sejam [, B> duas n-trangas geométricas e vamos definir o produto (composigao) de
B1 e P2, que vamos denotar por (3132 como segue: primeiro, vamos “grudar” a trancgas (3,
embaixo da tranca (3, juntando o plano debaixo de 8; com o plano de cima de 5. Entao
removemos este plano que acabamos de grudar. Agora, comprimimos este novo sistema

de cordas até ficarem entre os planos z = zg e z = z;. Este é o produto definido entre as

trancas (31 e [s.
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Figura 4.4: O produto entre duas trangas.

Afirmamos agora que, se tomarmos duas trancas (3, e 3, equivalentes a (1 e f, respec-
tivamente, entdo o produto 33, sera equivalente ao produto 3;8,. De fato, sendo Fj e
Gi, 1 <4 < n as n homotopias entre 31 e 3, e B, e 3, respectivamente, basta tomarmos

as n homotopias H; : I x I — E3 dadas por:

Fi(2t, s), 0
Hi(ta 3) = { ( S) 1
2

t
GT(Z) (Qt - 17 S)7 13

— o=

, sel
. sel

IAINA

<
<

Assim, o produto fica bem definido nas classes de equivaléncia das n-trangas, ou seja,
em B(n).

A tranca trivial que denotaremos por € é uma tranga na qual todas as cordas apenas
vao do comeco no plano superior até o fim no plano inferior sem cruzamentos. E facil ver
que a classe de equivaléncia de € é o elemento neutro para o produto definido em B(n).

A projecao de € é dada na Figura 4.5:

Figura 4.5: A tranga trivial.

A tranca inversa 7! é obtida como a imagem de 3 num espelho com respeito ao plano

horizontal entre os planos superior e inferior como se vé na Figura 4.6:

KR 1%

Figura 4.6: A tranga inversa.
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A classe de equivaléncia de 87! est4d bem definida e as trancas produto 85! e 37113
sao homotopicas a tranca trivial. Portanto, a classe de equivaléncia de 871 é o elemento
inverso em B(n) para a classe de equivaléncia de 3.

Para a tranca elementar o;, 1 < ¢ < n — 1, a tranga 02-_1

¢ obtida mudando-se (na
projegao padrao) da i-ésima corda sobre a (i 4+ 1)-ésima corda pelo cruzamento da i-ésima

corda sob a (i + 1)-ésima corda.

7 o
Figura 4.7: A tranga inversa da tranga elementar.

E, com o produto de trangas definido acima, temos que B(n) é um grupo. Este grupo é
chamado de Grupo das Tranc¢as de Artin sob n cordas ou simplesmente Grupo das Trancas
no Disco. Definimos também o Grupo das Tran¢as Puras no Disco (subgrupo de B(n))

que é o grupo cujos elementos tem permutacao igual a (1), denotado por PB(n).

101_102.

Observagao 4.1.4. A 5-tranga 8 da Figura 4.2 pode ser escrita como [ = o5
E também, € intuitivo que a classe de equivaléncia de qualquer n-tranca pode ser escrito
como um produto de n-trancas elementares o;, 1 < i < n —1 e seus inversos. Em outras
palavras, as n-trangas elementares oy, ..., 0, geram o grupo B(n).

Vamos olhar agora para algumas relagoes entre os elementos de B(n). Primeiro,
notemos que se |i —j| > 2e 1 <i,j <n—1, entdo, desde que o par consistindo das
cordas 7 e © + 1 nao interferem no par consistindo das cordas j e j 4+ 1, temos a seguinte
relagao:

0,0j =050, seli—j|>2 1<i,j<n-—-1 (1)

que ¢é ilustrada abaixo:

O"i'ﬂ'j D'j‘d'i

Figura 4.8: Uma rela¢ao em B(n).
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Outra relagdo em B(n) ¢ dada por:

0;0;410; = 0410041, S€ 1 S 1 S n—2 (2)

que é ilustrada abaixo:

04" Oje1° 0y %i01° %37 %0

Figura 4.9: Outra rela¢do em B(n).

Teorema 4.1.5. O grupo B(n) das trangas geométricas sob n cordas admite uma apre-

sentagdao com os sequintes geradores:

e as sequintes relacoes:

oi0j =004, |i—j]>2, 1<i,j<n-—1

0i0i410; = 0410011, 1<i<n—2.

Uma demonstragao para este teorema pode ser encontrada em [LHJ.

Para finalizarmos esta se¢ao de trancas no disco, vamos propor agora uma breve dis-
cussao sobre o grupo das trancas puras no disco. Os detalhes podem ser encontrados em
[BZ].

Definimos as i- Trancas Puras F de PB(n) se para cada j # i, a corda que sai do
ponto P; é a corda trivial e, além disso, a corda que sai de P; pode cruzar somente as

cordas que saem de P, com k = 1,....,71 — 1. A i-tranca pura é representada na figura

abaixo:
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\
nh
/\:p

A

J’\J

&

(i)
a;

W)

Figura 4.10: A i-tranga pura denotada por a;

Proposigao 4.1.6. Asi-trancas puras de PB(n) formam um subgrupo livre de posto i—1.

Proposigao 4.1.7. O subgrupo B(i—1) C B(n) gerado pelo conjunto {o,; 1 <r <i—2}

opera sobre F9 por conjugacio.

ay), j#EmTr+1,
Uilaﬁ”m = aPaiila&” . j=mr
an’), j=r—+1.

Proposicao 4.1.8. As trancas z de PB(n) admitem uma unica decomposi¢ao:
2= Zo...Zp, Zi € ./T(i), FO =1,

Esta decomposicao é chamada de forma normal de z. FEzxiste uma regra produto para

formas normais:

(HQ) (H“) () (G57ms)-- (Gt ),

onde \; denota o automorfismo tranca associado & tranga n; € F©

O método para pentear uma tranga consiste em escrevé-la como produto de (i)-trangas
puras. Este método ¢é utilizado para resolver o problema da palavra, dai o objetivo da

discussao.
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Capitulo

5

Apresentacoes dos grupos de trancas

em superficies

Neste artigo vamos estudar apresentagbes para o grupo das trangas e o grupo das
trancas puras de uma superficie fechada. Também, vamos estudar um algoritmo que

resolve o problema da palavra nestes grupos usando as apresentacoes que encontramos.

5.1 Introducao

Seja M uma superficie fechada, ndo necessariamente orientavel, e P = (P, ..., P,) um
conjunto de n pontos distintos de M. Uma tranca geométrica em M baseada em P é uma

n-upla I' = (71, ..., 7,) de caminhos ~; : [0, 1] — M tal que:
(i) v(0) = P;, para todo i =1, ..., n;
(ii) v;(1) € P, para todo i = 1, ..., n;

(iii) {7(t),...,1(t)} sdo n pontos distintos em M para cada t € [0,1]. Para cada

t =1, ...,n nos dizemos que ; é a i-ésima corda de I'.

Duas trancas geométricas baseadas em P sao equivalentes se existir uma homotopia
que deforma uma tranca na outra de modo que em qualquer tempo sempre tenhamos uma
tranca geométrica baseada em P. Definimos o produto de duas trangas como o produto

induzido pelo produto de caminhos: para cada ¢ =1, ..., n, compomos a corda da primeira
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tranca que termina em P; com a i-ésima corda da segunda tranca. Este produto estd bem
definido e induz no conjunto de classes de equivaléncia de trangas uma estrutura de grupo.
Este grupo é chamado grupo de tran¢as comn cordas em M baseado em P e seré denotado
por B, (M,P). Este grupo nao depende, a menos de isomorfismos, da escolha de P, mas
depende do nimero de cordas, entao podemos simplificar nossa notagao escrevendo apenas
B,(M).

Dizemos que uma tranca I' = (71, ..., ,) € pura se v;(1) = P;, para cada i = 1,...,n,
isto é, se todas as suas cordas sao lagos. O conjunto das classes de equivaléncia das trancgas
puras é um subgrupo de B, (M) chamado grupo das tranc¢as puras com n cordas em M
baseado em P e vamos denoté-lo por PB,(M,P). Pela mesma razao acima, denotamos
este grupo apenas por PB,(M). Claramente, se n = 1 entao By(M) = PBy(M) = m (M),
o grupo fundamental de M.

Observagao 5.1.1. Se considerarmos o plano E? como um disco aberto em M e sendo
j :E2 — M a aplicagio inclusao. Entdo j induz um homomorfismo de grupos j, : B(n) —
B, (M). Nessas condigoes temos o sequinte resultado: “Se M é uma superficie fechada
exceto S? e P? entdao kerj, = 1".

Mais detalhes podem ser encontrados em [BY.

Vamos fazer uso de algumas sequéncias exatas envolvendo grupos de trancas. Con-

sidere o grupo simétrico em n elementos ¥,,. A primeira sequéncia exata sera a seguinte:

| ——= PB, (M) —5=B,(M)-L~%, —~1 (1)

onde e é a inclusao natural e f é a aplicacao que leva uma dada tranca na permutacao
induzida por ela.

Agora, vamos tomar P’ = {P,, ..., P,} e considerar M diferente da esfera S? e do plano

projetivo P,. Temos a seguinte sequéncia exata:
1—=m(M\ P, P)"=PB,(M,P)—=PB, {(M,P)—=1 (2)

onde se v € m (M \ P, P,) entdo u(y) = (v,ePs, ...,eP,) onde eP; denota o caminho
constante em P; e, para I' = (71, ..., v,) € PB,(M,P) temos v(I') = (y2, ..., Yn)-
Nosso objetivo aqui sera determinar apresentacoes dos grupos de trancas em superficies

fechadas diferentes da esfera e do plano projetivo. Apresentacoes dos grupos de trancas
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da esfera e do plano projetivo podem ser encontradas em [EvB| e [vB] . Vamos mostrar
também que estas apresentacoes fornecerao um algoritmo para solucionar o problema da

palavra para grupos de trancas em superficies.

5.2 Interpretacoes geométricas e afirmacoes

Nesta secao vamos obter nog¢oes geométricas das trancas em superficies. Mais ainda,
vamos conhecer os geradores e as relagoes dos grupos de trancas e de trancas puras nos
casos orientavel e nao orientavel com objetivo de nos familiarizarmos com suas notacoes

e interpretagoes.

5.2.1 Caso Orientavel

Vamos supor que M seja uma superficie fechada, orientavel, com género g > 1, por-
tanto diferente da esfera. A primeira coisa que queremos ter em mente é uma represen-
tacao geométrica da tranca em M. Vamos representar M como um poligono L de 4g

lados, identificado como na figura abaixo:

ay

k 77777 Q2g—1

Figura 5.1: Poligono L representando M.

Observagao 5.2.1. Observemos que a representagao acima nao € a representacao cldssica
que temos de uma superficie fechada, orientdavel de género g > 1. Mas afirmamos neste
momento que as representagoes sao homeomorfas e, a prova desta afirmacdao serd dada

no Apéndice deste mesmo capitulo.

Podemos agora, tomar o cilindro L x I, com I = [0,1], e representar uma tranga I’
em M como fizemos para as trangas no disco, isto é, em L x {t} desenhamos os n pontos
Y (t), ..., v2(t). Mas temos uma situagao diferente que nao ocorre com as trangas no disco:
aqui, uma tranca pode atravessar alguma parede do cilindro e aparecer do outro lado.

Um exemplo disso é o desenho a esquerda na figura seguinte:
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BSE (5

Figura 5.2: Tranca numa superficie de género 2 vista de maneiras distintas.

Uma outra maneira é olharmos o cilindro por cima, como no desenho a direita na
Figura 5.2. Deste modo, conseguimos ver as cordas como caminhos na superficie. Quando
duas cordas se cruzam, a que passa por cima da outra é a primeira a chegar no ponto de
cruzamento. De qualquer forma, é bom mantermos a idéia que estamos olhando para o
cilindro e considerar os caminhos como cordas: desta maneira, podemos ver mais facil-
mente quando duas trangas geométricas sao equivalentes.

Agora podemos definir os geradores de B, (M). Vamos escolher os n pontos base ao
longo do didmetro horizontal de L e, dado r, 1 < r < 2g, vamos definir a tranca a, como
segue: a sua Unica corda nao trivial é a primeira, a qual atravessa a r-ésima parede indo
para cima na figura se r é fmpar e indo para baixo na figura caso contrario.Também,
para cada ¢ = 1,...,n — 1 sejam o; as trancas elementares como as que geram o grupo de
trancgas no disco, vistas no capitulo anterior. As figuras que seguem abaixo mostram os

elementos que definimos acima:

. ‘m—/ e

Q2k41

A2k +1 a2k gi

Figura 5.3: Elementos do grupo B, (M).
Vamos mostrar mais tarde que o conjunto {a, ..., ayg, 01, ..., 0,,—1 } gera o grupo B, (M).
Pode-se provar (ver [PR]) que existe uma inje¢ao do grupo B(n) das trangas no disco no

grupo B, (M) das trancas em M, sendo M diferente da esfera e do plano projetivo. Logo,

as relagoes classicas de B(n):

0;0; = 004, S€ |’L —j| Z 2

0i0i110; = 0;110;0;11, se 1 <1 <n —2
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sao validas em B, (M).
Vamos observar também que se i € {2,...,n— 1} er € {1,...,2¢g}, entdo as cordas nao
triviais de o; e a corda nao trivial de a, podem ser tomadas disjuntas. Isso mostra que

estas duas trancas comutam como mostra a figura abaixo:

-~ oy

Figura 5.4: A tranca a,.0;.

Assim, temos:

a.0; = 0;a., se 1 <r <2g;1> 2.

Note que a relagao acima foi extraida através do Pj-poligono. Poderiamos extrai-la
também (mas talvez com mais dificuldade) se considerassemos a tranga a,o; no cilindro

do poligono inicial:

Ay

P P Py P,
L

/ o

al,’r
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Agora, para encontrar mais relagoes para o conjunto de geradores, faremos a seguinte
contrugao: vamos denotar por s, a primeira corda de a,, para todo r = 1, ..., 2g, e con-
sideremos todos os caminhos sy, ..., S5. Podemos “cortar” o poligono L ao longo desses
caminhos e “colar” os pedacos ao longo dos caminhos aj, ..., agg. Desta forma, obtemos
outro poligono de 4¢g lados os quais sao rotulados por si, ..., S Vamos chamar este
novo poligono de P;-poligono de M ja que todos os seus vértices sao identificados em
Py, enquanto L serd chamado de poligono inicial. Desta maneira, obtemos uma nova

representacao da superficie M:

P, )
Figura 5.5: Os poligonos final e inicial de uma superficie de género 2.

O objetivo de construirmos o Pj-poligono é usé-lo para mostrar mais trés relagoes

em B,(M). Por exemplo, consideremos a tranga a;...ag a; ' ...a3,"

e Se olharmos no P;-

poligono, veremos que a tranca mencionada acima é equivalente a figura abaixo:

Figura 5.6: A tranca al...aggal_l...aggl

Mas vamos observar que a tranca da figura acima pode ser vista no poligono ini-
cial como uma tranga que nao atravessa paredes, ou seja, um elemento de B(n), o
grupo de trancas do disco. Logo, é facil ver que esta tranga é equivalente & tranca
0—1-'-O—n—20—721_10—n—2'-'0—1'

Desta forma, obtemos a seguinte relacao:

1 -1

- 2
ap...02q 0y ...0,29 =01...0p,-20, 10p—2...01.

Como observamos anteriormente podemos ver a tranca a;...agga; 1“.(12—5]1 no cilindro do
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poligono inicial:

: : N
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Agora, vamos definir para cada r = 1, ..., 2g a tranca:

_ -1 -1 -1\ —1
A277‘ — 0-1 (al...ar_lar+1...a2g )0‘1

Qr—1 ¢y, Or41

Figura 5.7: A tranga A, no poligono inicial e no P;-poligono
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No lado esquerdo da Figura 5.7, podemos ver uma tranga a qual é equivalente a As,
(se r for impar, o caso par é andlogo). Se “cortarmos” e “colarmos” da forma definida
anteriormente para vermos esta tranca no P;-poligono, obteremos a situagao representada
pelo lado direito da Figura 5.7, ou seja, As, pode ser vista como uma tranca cuja a
tnica corda nao trivial é a segunda, a qual sai do ponto P, “para cima’ e atravessa a
r-ésima parede s,. Notemos que, ao contrario de a,, Ay, sempre vai “para cima” no P;-
poligono, nao importando a paridade de r. Desta forma, vemos que a tranga A,, pode
ser representada por uma tranca geométrica, na qual a tinica corda nao trivial pode pode

ser tomada disjunta de todos os caminhos s;, com t # r. Logo, temos:
wAsy = Agyay, se 1 <t,r <2g;tF#r.

Vamos terminar nosso conjunto de relagoes considerando o comutador das trancgas
(a1...a,) e Ag,, para todo r =1,...,2g
A figura a seguir é um esbo¢o da homotopia que comeca com o comutador e deforma-o

numa tranca equivalente a o3:

"—_.-lo-
.
.
—
:U
~
-U‘-D
1
.
.
rd
L
—
:U
.
-
. -
-

P*

Figura 5.8: A tranga [ay...ar, As,]

Desta forma, obtemos a seguinte relacao:
(ay...0,)Ag, = 07 As,(01...0,), se 1 <7 < 2g.

Veremos mais tarde que as relagoes que acabamos de verificar formam um conjunto
completo de relagoes definidoras de B, (M). Em outras palavras, temos o seguinte resul-

tado que é um dos propositos deste artigo:

Teorema 5.2.2. Se M for uma superficie fechada, orientdvel de género g > 1, entdo

B, (M) admitird a sequinte apresenta¢ao:

o Geradores: 01, ...,0p_1, a1, ..., (g
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e Relagoes:
(R1) oi0j = 0j0; i —jl =2
(R2) 004105 = 0,410,0i41 I1<i<n-—-2

11 2
(R3) ay...a950y " ...a5, = 01...0y_205_10p_3...01

g
(R4) a,Ass = Assa, 1<rs<2g, r#s
(R5) (ay...a,) Az, = 02 As,(ay...a,) 1<r<2g
(R6) a.0; = 0;a, 1<r<2g;1>2
onde:

_ -1 -1 -1y -
Agr =0y (a1 0p 10, . 09, )0,

5.2.2 Caso nao-orientavel

Vamos considerar M uma superficie fechada, nao-orientavel, com género g > 2, por-
tanto diferente do plano projetivo. Para representar uma tranca em M também faremos

uso de um poligono, mas desta vez, de 2¢g + 2 lados como mostra a figura abaixo:

Figura 5.9: O poligono que representa a superficie M.

Observemos que os dois lados rotulados por e sao irrelevantes, mas eles serao impor-
tantes para definirmos os geradores de forma mais facil.

Os geradores de B, (M) serao similares aos geradores do grupo das trangas em superfi-
cies orientaveis. Para todo ¢ € {1,...,n — 1}, a tranca o; serd a mesma do caso orientavel.
Agora, para todo r € {1,...,g}, a tranca a, consiste em passar a primeira corda através

da r-ésima parede, enquanto as outras cordas sao caminhos triviais como mostra a Figura
5.10:
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Figura 5.10: Os geradores o; € a,.

Notemos que ainda na Figura 5.10 definimos um caminho e; que liga P; ao ponto final
de e. Este caminho é definido com o objetivo de conseguirmos seguir o mesmo procedi-
mento do caso orientével na definicao do P;- poligono de M: vamos denotar por sy, ..., s, a
primeira corda de ay, ..., a, respectivamente. Se “cortarmos” o poligono ao longo dos cam-
inhos sy, ..., 84, €1 e “colarmos” ao longo de a4, ..., ay, € entao o resultado sera o P, -poligono
de M cujos lados, no sentido horario, sao rotulados por sy, s1, s2, S2, ..., 54, S, €1, e;t. Va-
mos definir a tranca:

2 -1 -2

2 —2
Ay, =07 (aj...a;_ja, a5 ...a] “)oy,

r— (s

que é representada através do Pj-poligono indicado na figura a seguir:

8g

Figura 5.11: O P;-poligono de As .

Agora, da mesma forma que fizemos na se¢ao anterior, vamos mostrar que existem
seis relagoes para B, (M) que sdao analogas as do caso orientavel. Elas sdo encontradas
da mesma forma que encontramos as relagoes da secao anterior mas agora utilizamos o
P,-poligono correspondente ao caso nao orientavel.

Observemos ainda na Figura 5.11 que A,, pode ser vista como uma tranga cuja a
tnica corda nao trivial é a segunda, que sai do ponto P, “para cima” e atravessa a r-ésima

parede s,.. E desta forma oservamos que:

a’tAQ,T - AQ,Ta’h 1 S t,'f’ S g)t 7é T.

As relagoes do grupo de trangas no disco B(n) sdo validas pela mesma inje¢do men-
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25

cionada no caso orientavel. Consideremos agora a tranca a?...a?

poligono, temos: [ 3

Figura 5.12: O Py-poligono de af...a}

g°

Construindo seu P,

Claramente, esta tranga ¢ equivalente a 0y...0,, 50> _,0,_5...01. Portanto,

2 2 2
a; ...Cbg =01...0p—20,, 10p—2...01.

Da mesma forma que fizemos no caso orientavel, a tranca a12...a92 vista no cilindro do

poligono inicial é dada na figura que segue:

Qg aq
Qg Pl\ ‘P.l L Pn aq
/ ’\- a171
S —e —_ a1
/’ -

//

-~

\ a1
—

\ al7g
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Agora, restam duas relagoes a serem exibidas. De forma anéloga ao caso orientével,
temos que se j € {2,....,.n— 1} er € {1,...,¢} entdo a0, = gja,,1 <r < g;j > 2 desde

que estas duas trancas podem ser tomadas disjuntas como mostra a figura a seguir:

Figura 5.13: A tranca a,0;.

E, esta tranca no cilindro do poligono inicial é representada na figura abaixo:

Py 3
\
\ N—
Ny
\

E, finalmente, podemos ver a relagdo do comutador das trangas (a?...a> ,a,) e Ag,:
2 2 2 2 2
(ai...a/_qa,)Asy = 07 Agp(ai o’ qa,), se 1 <r <g.

que justificamos pela representagao abaixo:
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5 sr Sn 5 S,
) 89 31@) 89 M%)
Py
Figura 5.14: A tranga [a}...a? ja,, As,]

Assim, a partir das consideragoes feitas, provaremos posteriormente o seguinte resul-
tado:

Teorema 5.2.3. Se M for uma superficie fechada, nao orientdvel de género g > 2, entdo

B.(M) admitird a sequinte apresenta¢ao:

o Geradores: 01,...,0n_1, 1, ..., Gg

e Relacoes:
(rl) o,0; = 0j0; li —j] > 2
(r2) 0,0i110; = 01110011 1<i<n-2

2 2 2
(r3) ai...Q; = 01...0n_ 20, _10n_2...01

(7’4) a’TAQ,S = A2,sar 1< r,s<g;r 7§ S
(75) ( 2 1ar)A2r - 01A2r( ...af_lar) 1 <r S qg
(r6) a.o; = o;a, 1<r<g;i>2

onde:

-1/ .2 2 -1 -2

_ -2
Ay, =0y (ai...a;_ja, a7 ...a; “)oy.

5.3 As ideias chave das demonstracoes

Nesta secao vamos dar a ideia de como provaremos os teoremas enunciados nas duas

secoes anteriores deste capitulo. Mas, antes disso, vamos relembrar um teorema muito
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importante visto no Capitulo 2 deste trabalho que sera muito usado nas demonstracoes
dos teoremas em questao.

Vamos considerar uma sequéncia exata de grupos e homomorfismos:

onde estaremos supondo que A C B e i é o homomorfismo inclusdo. Suponhamos também
que A e C tenham as apresentacoes < G4; Ry > e < G¢; Rc > respectivamente.

Para cada y € G¢, escolhemos um elemento § € B tal que p(j) = y, e, para cada
relator r = y;...y,, € R¢, escrevemos 7 = ¢1...U,, € B. Entao, para cada r € R, existe
uma palavra f, em G 4, nao necessariamente tnica, tal que 7 = f,. em B. Por outro lado,
para cada z € G4 e y € G, existe uma palavra g, , em G4, nao necessariamente tnica,

tal que gzy ' = g, , em B. Escolhemos entao palavras f, e g, como acima.

Teorema 5.3.1. Sob as condi¢oes acima, B adimitird a sequinte apresenta¢ao:
Geradores: {Ga} U{y; v € G}
Relagoes:

- Tipo 1: rqp =1, para cada ry € Ry.

- Tipo 2: 7 = f,, para cada r € R¢.

1

- Tipo 3: gy~ = Gy, para cada x € G4 e cada y € Ge.

O proposito de termos enunciado novamente este resultado também foi reescrevé-lo
com notacoes que tornarao a demonstracao dos teoremas mais simples.
E, finalmente, a idéia de como faremos as demonstracoes serd dada por meio de 3

passos:

Passo 1: Vamos introduzir um grupo abstrato PB, (M), dado por sua apresentagao

e definir um homomorfismo

PB,(M)—— PB,(M).
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Passo 2: Provaremos por inducao sobre n que ¢ é um isomorfismo, aplicando o

Teorema 5.3.1 para a sequéncia exata (2):

1—=m(M\ P, P)—"=PB,(M,P)—~PB,_(M,P') —=1

Passo 3: Denotaremos por B, (M) o grupo abstrato dado pela apresentacao do
Teorema 5.2.2 se M for orientavel e dado pela apresentacao do Teorema 5.2.3 se M

for nao orientavel. Vamos mostrar que existe um homomorfismo bem definido

e, aplicando o Teorema 5.3.1 na sequéncia exata (1):

| —= PB,(M) = B, (M) L~3, —1

mostraremos que 1 é um isomorfismo.

Observacao 5.3.2. No passo 2 da demonstracao tanto no caso orientdvel como no caso
nao orientdvel, vamos extrair mais dois resultados interessantes que sao também obje-
twos deste trabalho: uma apresentagdo para PB, (M) quando M for orientdvel e uma

apresentacao para PB, (M) quando M for néao orientdvel.

5.4 O grupo de trancas de uma superficie orientavel

Nesta se¢ao provaremos o Teorema 5.2.2 segundo o procedimento dado na se¢ao ante-

rior. Entao aqui, assumiremos M uma superficie fechada, orientavel de género g > 1.

Passo 1. Vamos definir o grupo abstrato PB,, (M) que admite a seguinte apresentagao:

Apresentagao 1:
Geradores: {a;,; 1 <i<n, 1 <r<2¢}U{Tj 1<j<k<n}.

Relacgoes:

n—1
1 -1 1 _ 1
(PR1) 10,50y 2,0n,100,2.-n 29 = H T 1 Tin-
i=1
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PR2) a;,A;s = A;sa;, 1<i<)i<n1<rs<2g;r+#s.
) ]7 .]7 )

(PR3) (as1...ai,)Ajr(a;,.a;1 ) A =TT 1<i<j<ml<r<2g.

(PR4) T; ;T = Ty T; ; 1<i<j<k<lI<noul<i<k<lI<j<n.

(PR5) T3iT; ;1) = Tinr T, 1o T Tk T T 1<i<k<j<l<n.

PR6) a;, T =T, ra;., 1<i<j<k<noul<j<k<i<nl1<r<2g.
) ]7 .]7 )

(PRT) aim(a] 29 .aj, 1T i kQjag...0j1) = (a] 29+ T i kGj2g---051)0i, 1 <j<i<k<n.

(PR8) T l_IotZ 2g-- Z_llT,] 1T a1.. amg)aﬂ...ajggaj_’ll...aj_’%g.

Onde

_ -1 -1
Aj,s = a,j71...a,j75_1aj7s+1...a,j’2g.

Agora, vamos enunciar um lema que nos garantira outra apresentagdo de PB,,(M):

Lema 5.4.1. Sejam F' um grupo livre livremente gerado por {x1,...,xo,}. Seja também

X, = xl...xr_lx;+1 9329 Entao { X, ..., Xog} € um sistema livre de geradores de F.

Demonstracao: A demonstracao é bem simples e a féormula da mudanca de geradores é

dada por:
T = (Xngl...Xk_ng__ll)(Xk+1ij2 Xz_gl_ngg), se k for impar,
1= (Xngl...X,;f2Xk_1)(X,;}IXHQ...XQ_Ql_ngg), se k for par.

]
Aplicando o lema anterior para o conjunto de geradores {a;,;1 <r <2g} de PB, (M)
com Aj, = aj1..05,-10;,1...0; 5, teremos:

Apresentagao 2:
Geradores: {A;,; 1 <i<n,1<r<2¢9}U{Tji; 1<j<k<n}.
Relagoes: as mesmas da apresentacao 1, onde:

-1 -1 -1 -1 ;
air = (Ain A, '-'Ai,k—2Az‘,k_1)(Ai,k—i-lAZ"k_;.z'-'Ai,2g_1Ai,2g) se k for impar,
-1 _ —1 4-1 -1 -1
U = (Ain Ay, "'Ai,k_QAi,k—l)(Ai,k+1Ai,k+2"'Ai,2g_1Ai,2g) se k for par.

Consideremos agora a apresentacao 1 de PB,(M). Vamos definir o homomorfismo ¢
entre PB, (M) e PB,(M) dado por:
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¢ :PB,(M) — PB,(M)
Qi > Ay, 1 <0<, 1 <17 < 2

ﬂ’j'—>ﬂ7j, 1§Z<j§n

Por abuso de notagao, continuaremos denotando por a;, e T;; as trancas que serao

as imagens de a;, e T;; respectivamente sobre o homomorfismo ¢. Essas trancas sao
definidas como segue:

e Em a;,, a i-ésima corda sai do ponto F; e passa pela r-ésima parede. Esta corda

vai “para cima” se r for impar, e “para baixo” caso contrario. As outras cordas sao

triviais. Vamos observar que a;, = a,, para cada r.

e Em T}, a i-ésima corda passa em torno dos pontos Pi, ..., P; como na Figura 5.15,

enquanto as outras cordas sao triviais. Se ¢ = j, vamos definir 7;; como sendo a
tranca trivial.

As trancas definidas acima podem ser vistas na figura abaixo:

- L i
- \ ‘_,— “‘._ _'_,
Rilie T G2k -

@ 2k+1 @; 2k T
Figura 5.15: Os geradores de PB, (M).

Vamos denotar por s;, a i-ésima corda de a;,, e por ¢; ; a i-ésima corda de T; ;. E facil
vermos que para cada ¢, o conjunto de caminhos {s; 1, ..., S; 24} gera m (M).
Agora, para cada ¢ € {1,...,n} podemos definir o P;-poligono como definimos o P;-

poligono: nés “cortamos” L ao longo de s; 1, ..., 5; 24 € “colamos” ao longo de ay, ..., ay,

Vamos definir também, para cada 2 < j <nel <r <2g, atranca:

A —1

— . . -1
g = aj,l...a”_lajwﬂ...aj’2g.
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Como na representagao de Ay, no Pj-poligono considerado na secao 5.2, A;, pode ser
representado no P-poligono (para 1 < i < j), como a tranga da figura a seguir, na qual a
tnica corda nao trivial é a j-ésima, que vai “para cima” e cruza uma vez a r-ésima parede
sir. Notemos que esta representacao nao depende de i, mas é valida somente quando

1< 7.

Sir

Figura 5.16: A tranga A;, no P;,-poligono (i < j).

Agora, definimos ¢ da forma mais natural possivel. Para mostrar que ¢ é um homo-
morfismo, temos que mostrar que as relagoes de PB, (M) sao validas em PB,(M). De

fato:

e As relagbes (PR4) e (PR5) valem em PB,(M) ja que estas trancas podem ser
vistas como trancas puras no disco. A representacao que deixa evidente que a
relacao (PR4) é valida em PB,(M) segue abaixo:

Figura 5.17: ﬂ’ka’l = Tk,l,-rz',j,l <1 <j <k<l<n.

Para a relagao (PR5) também ¢ simples: isolamos todos os termos desta relagao e
mostramos que este produto é equivalente a tranga trivial. Ela é valida em PB, (M)

j& que podemos vé-la como uma tranga pura no disco.

e A relacdo (PR6) também é 6bvia gragas a representagao seguinte:
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G
Figura 5.18: A tranca a;, T} k.

e Asrelagoes (PR1), (PR2) e (PR3) podem ser provadas que sao validas em PB,,(M)

da mesma forma que mostramos as relagoes (R1), (R2) e (R3) respectivamente. De
n—1

fato, para a relacao (PR1) temos que o produto de trangas H T}

n-1Lin € equiva-

i=1
lente, via P,-poligono, a tranca:

-1 -1

-1
an71an’2. ..an’2gan71an72.. .an72‘q

que por sua vez ¢é equivalente a tranca:

Su,l

Sﬂ,Zg

. ) 1.1 -1
Figura 5.19: A tranca Ay, 10y, 5y 500 100,240 2.

Portanto, a relagdo (PR1) é satisfeita em PB,(M). Agora, a validade da relagao
(PR2) em PB,(M) é clara com a ajuda da representagao do P;-poligono de A,
(1 < j) da Figura 5.16.

Para a relacao (PR3) também vamos construir o P;-poligono da tranga:

(CLZ'J...CLZ'W)A]"T(CLZ-_’TI...ai_’ll)Aj_},

que é representada pela figura que segue:
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Figura 5.20: A tranca (a;1...a;,) A, (a5, ..a;1 ) A,

E observe que a tltima tranca é equivalente a tranca 7; JT .- Portanto, a relagao
segue em PB,(M).

. . -1 -1 . ~
e Vamos considerar o Pj-poligono de (a;5,..-a;,Tjkaj2-.-a;1) para a verificagdo da

relacao (PRT):

Figura 5.21: A tranca (a;,...a;1 1) xaj 29..-051).

E assim, temos que (PR7) ¢ véilida em PB,(M).

e Finalmente, para verificarmos que a relagdo (PR8) ¢ vélida em PB,(M) vamos

precisar de todos os P;-poligonos, ¢ = 1,...,7 — 1 da tranca:

a,; . TJ 1T Ai1...059g-

z2g

Se i < j esta tranga é equivalente a tranca da figura a seguir:

N -

Figura 5.22: O P;-poligono de a;zlg. T,] 1T @i 1.0 2.
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E a tranca da figura acima é equivalente & tranca representada pela figura abaixo

no P;-poligono:

-

Figura 5.23: A tranca a; .. a;llﬂj_lﬂfjlai,l---amg-

Z’2g-.-
j—1
Assim, a tranga H az-_glg...a;llﬂj_lTi,_jlam...ai,gg é equivalente a tranca dada na figura
i=1
que segue:
85,29
541
j—1
Figura 5.24: A tranca (| | a; a0, 1 Tij 1T, 1 i1 Gi0g) Q1.0 2gQ5 1 .0 5
g . . C i,2g° %1 4ij—1445 Ai1--- 1,29 )Aj.1..-Uj 29 g1 526
i=1

que por sua vez é equivalente a T} ,, e assim o resultado segue.

Pelas consideragoes anteriores mostramos que ¢ é um homomorfismo, e assim termi-
namos o passo 1.

Passo 2. Vamos mostrar por indugao sobre n que ¢ é um isomorfismo.

Consideremos:

¢: PB,(M)— PB,(M)
ai,?"—>a‘i,7“7 1§Z§n7 1§T§2g

7}&'—)7}&, 1§j<l€§n

Se n =1 entao a apresentagao de PB;(M) reduz-se a:

PBl(M) =<< {aLl, ...,QLQQ}; ai%...aiégam...al,gg =1>.



66

Apresentacoes dos grupos de trancas em superficies

Vamos observar que a apresentacao acima é a mesma apresentacao de (M) que estu-
damos no capitulo 3 e, na primeira segao deste capitulo vimos que (M) = PBy(M).
Mais ainda, desde que n = 1 temos ¢(a1,) = a1, = s1,, r = 1,...,2¢9. Logo, ¢ é um

homomorfismo de grupos que possuem as mesmas apresentagoes, o qual leva os geradores

de PB;(M) nos geradores de PB;(M). Portanto, PB;(M) L PB(M).

Agora para a hipotese de indu¢ao suponhamos que PB,,_1(M) £ PB,_1(M). Logo,

PB,_1(M) admite as apresentagdes 1 e 2 como apresentagoes:

Apresentacgao 1:

Geradores: {a;,; 1<i<n—1,1<r<2¢9}U{Tjs; 1<j<k<n-—1}

Relacgoes:

n—2

—1 -1 —1 o -1
(PR1) a;!y 1000 500y 9g0n-11Gn-12--0n129 = | [ Tip o Tim—1.

i=1
PR2) a;,Ajs = Ajsa;, 1<i<j<n—1;1<rs<2gr#s.
PR3) (ai...air)Ajr(a;,) a;) A =T, T 1<i<j<n—1;1<r<2g.
PR4) T; ;T = T, T; ; 1<i<j<k<lI<n—loul<i<k<l<j<n-—1.
PR5) Tk,lTi,kaff = z‘,k—1Ti}1ﬂ,jTiﬁlﬂ,k7}7—kl_1Ti,l 1<i<k<j<i<n-—1.
PR6) a;,Tip =Tjpa;r 1<i<j<k<n—loul<j<k<i<n—-1;1<r<2g.
PR7) a;r(a;3g.--0;1Tjrj2g.--a51) = (a5 55051 Tj 10029051 )iy

1<j<i<k<n-—1.

j—1
_ | | -1 -1 -1 -1 -1
(PR8> Tj,n_l = ( ai729...ai’1 E,j—lﬂ,j ai,l...ai,gg)aj71...aj7ggaj’l...ajgg.
i=1

-1 -1

onde Aj,s = aj,l...aj7s_1a]’5+l...aj72g.

Apresentacao 2:

Geradores: {A4;,; 1 <i<n—-1,1<r<2g}U{Tj;; 1 <j<k<n-—1}.
Relagoes: as mesmas da apresentacao 1, onde:

-1 -1 -1 -1 :
Qi = (AZ'71A7;72 "'Ai,k—2Ai,k—l)(Ai,k‘i‘lAi,k—i—Q"'Ai,2g—lAi,29> se k for mmpar,
-1 __ -1 -1 -1 -1
Qi = (Ain A, ...Ai’k_2Ai,k_1)(Ai’k+1Ai7k+2...Ai72g_lAi,2g) se k for par.
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Agora, vamos tomar a sequéncia exata (2):
1 —m(M\ P, P)—— PB,(M,P) —>PB,_1(M,P') —1

onde u(y) = (v,ePs, ...,eP,), para cada vy € 7, (M\P', P) e v(T') = (72, ..., 1n), para cada
I'e PB,(M,P).

Para aplicar o Teorema 5.3.1, temos que conhecer as apresentacoes dos grupos a es-
querda e a direita de PB,, (M, P) na sequéncia exata (2). Para o grupo a esquerda, fazemos

a seguinte afirmacao:

Afirmagao 1: O grupo fundamental 7 (M \ P’, P;) é livre e admite a seguinte a-
presentagao: < {si1,..., S1,2¢, t1,2, .-, tim—1}; — >. De fato, vamos considerar os abertos

conexos por caminhos U,V e U NV representados na figura abaixo:

“ - ~
s « i N\
$11 emm—ea S1,2¢ 4 i L
i ~. 4 Y y e - 1
' \ . 7 il e v
i
P, i % o O OP ‘ P, Fié C 0O 0O O } Fi tidl o 5o \| } P
\\ 5 n 4 \ e 5 \ ’
e e ' 2 J v v B Pn ’
812 N - \ ; s 2 T '
= 51,1 ‘\ ', \\ N - ’J
I
5 \ .7 ¢ J

Figura 5.25: Os abertos U,V e UNYV.

Agora, aplicando o Teorema 3.1.8 (versdo 3 do Teorema de Seifert-Van Kampen)

juntamente com o Teorema 3.1.5, temos:

(U, Py) * m(V, P1)
N

Wl(M\P/,Pl) ~

O aberto U possui o mesmo tipo de homotopia da soma conexa de g toros menos um

ponto. Logo, possui o mesmo tipo de homotopia da rosicea de 2g-pétalas. Portanto:
7T1(U, Pl) =< {8171, R 81729}; — > .

E também, o aberto V' possui o mesmo tipo de homotopia da rosiacea de (n—1)-pétalas.
Portanto:
7T1(V, Pl) =< {tLg, ey tl,n}; - > .

Agora, vamos determinar N. Seja [y] um gerador de m (U NV, Py). Logo, (i1).[y] =
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[$1,1---81,29511 ---S19] € (i2)+[7] = [t1,n]. Mas pelo Pi-poligono abaixo temos:

_ -1 -1
th = 8171...817298171 ...81729.

Figura 5.26:.’A corda ty .

Logo, ((i1)«[7]) * ((12):[y]) ™" = 1, ou seja, N = [((i1)+[7]) * ((i2)«[])7'] = 1. Desde
que U NV tem o mesmo tipo de homotopia de S e m;(S?) é ciclico, ¢ suficiente fazer o
calculo acima apenas para o gerador.

Assim, (M \ P, P)) =< {811,y 8129, t1,2, s i }; — >. Mas observemos que t,
¢ escrito como combinacao dos elementos do conjunto {s1,..., 124} € assim podemos

remover t , dos geradores de my (M \ P', P,). Portanto,
(M \ 7)/, Pr) =<{s11,...,S12g: 1,2, coes L1 }; — >

e desta forma a afirmagao fica provada.
Sera bom para os nossos propositos incluir ¢; ,, entre os geradores. Entao, vamos incluir
uma unica relagao, a saber, a relacao que extraimos do P;-poligono anterior. Desta forma,

vamos obter a seguinte apresentacao:
' ) _ |
7T1(M \ P ,Pl) =< {8171, -y 81,2¢5 tLQ, ey th}, tl,n = 81,1---81,2¢51,1 51,29 >

Logo, temos uma apresentac¢ao para o grupo da esquerda da sequéncia exata (2).

Para o grupo PB,_;(M) temos duas apresentagoes garantidas pela hipotese de in-
dugao. Agora, utilizaremos a apresentacao 2. Desta forma, ja podemos aplicar o Teorema
5.3.1 para conseguirmos uma apresentacao para PB,(M,P).

Vamos observar que v(a;,) = a;—1,, para i = 2,...,n, entdo desde que v é homo-
morfismo temos v(4;,) = A;_1,, para ¢ = 2,...,n. Também, v(T;;) = T;_1 -1, para
2 < i < j < n. Desta forma, conhecemos as pré-imagens por v dos geradores de
PB,_1(M,P"). Vamos observar também que u(s1,) = a1, e u(ty;) = 11, para todos

os 1 e j possiveis. Entao, obtemos imediatamente o seguinte conjunto de geradores para
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PB,(M,P):
{a1,; 1 <r<2g}U{A;,; 2<i<n,1<r <2} U{Tx; 1 <j<k<n}.

Ainda podemos simplificar este conjunto de geradores, aplicando o Lema 5.4.1, obte-
mos:

{ai;; 1<i<n1<r <29} U{Tj; 1<j<k<n}

que ¢é a imagem por ¢ do conjunto de geradores de W Em particular, ¢ é sobrejetor.

Agora, vamos provar que ¢ é um isomorfismo através do seguinte procedimento: vamos
considerar as relagbes em PB,(M) que extrairemos do Teorema 5.3.1, e provar que as
mesmas relagoes, quando consideradas em W ainda continuam véalidas. Primeiro,
vamos denotar por G4 o conjunto de geradores de 7 (M \ P, P,), e por G o conjunto de
geradores de PB,(M). Consideremos a tinica relacio na apresentacao de m,(M \ P', P,),
a qual consideramos uma relagdo em PB,(M) via o homomorfismo u. Esta sera tunica
relagao de Tipo 1 na apresentagao de PB,,(M). O procedimento comega mostrando que
esta relagao é valida quando considerada em W, isto é, temos uma relacao em
W a qual ¢ aplicada por ¢ na unica relagdo na apresentagao de (M \ P P).

Depois, para cada relator r de PB,,_1(M), vamos considerar a pré-imagem “candnica”
por v de 7, denotada por 7, no sentido do Teorema 5.3.1. Desde que PB,(M) e PB,(M)
possuem “‘os mesmos” geradores via o homomorfismo ¢, podemos considerar também 7
como uma palavra em G. Agora, encontramos uma palavra U em G tal que a igualdade
7 = U é valida em PB,(M), e tal que ¢(U) é uma palavra em G4. Isto nos dara as
relagoes de Tipo 2 7 = ¢(U) na apresentacao de PB,(M).

Finalmente, para cada = € G4 e cada gerador y de PB,_1(M), encontramos uma
palavra V em G tal que a igualdade gzg~' = V é valida em W, onde y é a pré-
imagem canonica por v de y, e tal que (V) é uma palavra em G4. Isto nos dara as
relagoes de Tipo 3 na apresentagao de PB, (M).

Deste modo, teremos encontrado todas as relagoes de Tipo 1,2 e 3 do Teorema 5.3.1
e, portanto, uma apresentacao de PB, (M) e, ao mesmo tempo,teremos mostrado que ¢

é injetor e, consequentemente, ¢ é um isomorfismo.

Vamos comecar com o procedimento:

e Scja a tnica relacio na apresentacio de m (M \ P', P,) :

-1 -1 _
8171...817298171 ...81729 = th.
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Aplicando o homomorfismo u, temos:

-1 -1 _
al,l...amgal’l...alzg = Tl n

)

que corresponde a relagao (PR8) de PB, (M), para j = 1. Entao a relagao é valida

neste grupo. Esta é a tnica relacao de Tipo 1.

As relacoes de Tipo 2 sao faceis de encontrar:

Vamos comegar com o relator de (PR1) em PB,_1(M):

n—2
a;iLlaq;il,Q anll 2gn—1,10n-1,2---An—1,2g HT;” Qﬂ,n—l)_l
=1
que ¢ igual a:
V(ap 1)Vt 5)-v(ay 50) V(@01 )V (an2)- (a5 20 )V H i1 L) )

Assim, pela pré-imagem de v, obtemos 7 € PB,(M):

n—2
-1 -1 -1 -1
Ap1Qp 2 Ay 0g0n,10n,2...An 2g || z—i—ln 1ﬂ+1,n) :
=1

i

Para nossa conveniéncia vamos fazer uma pequena mudanca de indices no produtoério

em 7
n—1
S o1 -1 -1 -1 ~1
r= a’n,lan,2"'an,2ga'n,1an72"'an72g(H CTi,n—liri,n) :
=2

Por outro lado, pela relagao (PR1) de PB, (M), temos:

-1 _-1 -1 _ | | -1
an,lan,?"an,2gan71a”,2‘”a”,2g - Tyz',n—

que pode ser visto como

n—1

-1 _ -1 —1 -1
an,lan,2‘"an,2gan71a”,2”'an729( | | Cri,n—l ) Tl n— 1T1 n-

=2



5.4 O grupo de trancas de uma superficie orientéavel 71

Neste caso, temos U = Tfﬁ_lTM.

Notemos que 7 pode ser visto como uma palavra em G ja que PB,(M) e PB, (M)
possuem os “mesmos” geradores e 7 aparece na relacao (PR1) de PB,(M). Logo,
7= U, oumelhor, 7 = p(U). Mas p(U) = o(Ty _T1n) = Ty p_ T = ulty,_it1a),

ou seja, uma palavra em G 4. Portanto,

n—1

1 -1 -1 -1 1 _ 1
Ap10p3---@ ,2gan71an,2‘~an,2g(| | Ti,n—lTi,n> = Tl,n—lTLn

1=2

¢ uma das relagoes de Tipo 2 que estamos procurando. Mais ainda, esta relagao

¢ valida em PB, (M) pois 7 = ¢(U) implica na relacao (PR1) da apresentagao de

PB,(M).
Agora, seja o relator de (PR2) de PB,,_1(M):

—1 -1
a’iﬂ“A]'ySa’i,r Aj,s
Para nossa conveniéncia, vamos fazer a mudanca de indices:

ai_LTAj_LSaZ-__lLTA;_lLS 0<i—1<j—-1<n—-21<rs<2g,7r#s.
que é igual a:

vai)V(Agvla, Jv(4;5),  i=2
Assim, pela pré-imagem de v, temos 7 € PB,,(M):

r= CLLTA]',SCLZ-_IA-_I 1 Z 2.

7,,“ ]757

Por outro lado, pela relagao (PR2) de PB,(M), temos:
CLZ'J«A]"SCL;?}A]-_’SI = 1, 7 Z 2.

Neste caso, temos U = 1.

Notemos que 7 pode ser visto como uma palavra em G ja que PB,(M) e PB,(M)
“possuem” os mesmos geradores e 7 aparece na relagdo (PR2) de PB,(M). Logo,

7 = U, ouseja, 7 = p(U). Mas p(U) = ¢(1) = 1, ou seja, uma palavra em G 4.
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Portanto,
a;rAj Sa_lA_ 1>2

>

uma das relacoes de Tipo 2 que estamos procurando. Mais ainda, esta relacao
¢ valida em PB, (M) pois 7 = ¢(U) implica na relacao (PR2) da apresentagao de
PB,(M).

O raciocinio acima é usado para calcular ainda as relagoes (PR3), (PR4) e (PR5)
quando i > 2, (PR6) quando i,j > 2 e (PR7) quando j > 2 com U sendo a palavra

trivial para todas estas relagoes.

Agora, para finalizar consideremos o relator de PB,,_1(M):

j—1

B -
Ty (a51--052905 1 a53) " (] [ @inger-aid Tojor T i i)
=1

Fazendo uma mudanca de indice em j no relator acima obtemos:

1 _
Tj1n-1(@j-1,1--0j-1,2905 11 105 9g) | |%2g 1T
—1 —
T 1Gin--ai2)

Agora mudando o indice i, obtemos:

j—1

-1 -1 -1 ~1 -1
Tj1m-1(aj-1,1--05-1,20; "1 1055 ) (l |ai—1,2g"‘ai—l,1ﬂ—1,j—2
=2
-1 _
Ti2h jo1@i-1,1--Gim1,2g)

que ¢ igual a:

V(Tj,n)’/((aj—l,l--'aj—l,2gaj_—11,1-'-%’_—11,29)_1)’/((1_[ ai_—11,2g“‘a’i_—ll,17—;?—1yj—2
T_lj i1 1-im1.29) 1), Jj=2.

Assim, pela pré-imagem de v, temos 7 € PB,,(M):

o 1 _1 _
r= 7—‘]'771(&]'71...&]'729&]-71 ] 2g H az ,2g°" i,l irl T al 1 ai,QQ)
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Por outro lado, pela relagao (PR8) de PB, (M), temos:

—1 -1 __
Tjn(@1--052905 1 05 5,) Ha'z 2g-0in Tij1 Ty i1 tigg) ™t =
=2

-1 -1
a1’2g...a1’1T1,j IT a‘l 1 al,?g'

-1
29"

como uma palavra em G. Logo, 7 = ¢(U), com o(U) = ayb,...a; 1 T1j 1Ty far1...a124

Neste caso, temos U = a 5,...a] 1T1,] 1T1 “ai1...04124. Novamente, 7 pode ser visto

uma palavra em G 4. Portanto,

~1 ol -1 _
E,n(aj,l'-'aj,2gaj,1 a; 2g H a; 2g a;1 1y - T j i1 Qigg) =
=2

a12g a11T1,J IT ja1,1.--01,2¢g-

é a relacdo de Tipo 2 que queriamos. E ainda é valida em PB, (M) pelo mesmo

argumento das relagoes anteriores.

e Finalmente, vamos encontrar as relacoes de Tipo 3:

Para encontrar tais relagoes, vamos considerar a apresentagao 2 de PB,,_1(M). Para

cada gerador x de G4 e para cada gerador y de PB,_1(M), lembrando que ¢ ¢ a

pré-imagem de y por v, vamos ter as seguintes possibilidades para fzg '

Ai,ral TA !

’L’I“7

—1 —1
AT A Tigan, T e Ty T T

Z?”’

onde x neste produto é tal que x = u(x).

Para i = 1, temos pela relagio (PR2) de PB,_1(M) que Aja1,A; ]
r # s. Temos também que a;, ¢ uma palavra em G e ¢(V) = a;, ¢ uma palavra
em G4. Assim, V = a;,. Mais ainda, Aj78a17rAj_7; = ay, ¢ valida em PB,(M).

Portanto, esta é a primeira relacao de Tipo 3 que procurdvamos.

= air, COM

Agora, seja a relagdo (PR3) de PB,,_1(M) com i = 1:
T 191 1= (a11 al,T)AJ T(alr Ay, 1)A ;
= (aLl...al,r)Aj,ral_;(al_ﬂln_l .ay 1)A_1.
Logo:

(a’lr a’ll)le ,311 Ajﬂ“al_,}”(al_,vl"—l all)A_l'
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Usando (PR2) na equagao acima, temos:

—1 4-1/, -1 1y _ (-1 -1 -1
Ajﬂ”al,rAj,r (a'l,r—l"'al,l) = (a’l,r"'al,l)TlJTl,j—l'

Desta forma, chegamos a seguinte equagao:
-1 —1 —1 —1
Ajﬂ“alﬂ“Aj,r = (al,r—l‘”al,l)Tl,j—lTl,j (ar1...a1,).

Vamos observar que o segundo membro dessa equacao é uma palavra em G e, apli-
cando o homomorfismo ¢ nessa palavra obtemos ela mesma, que é uma palavra em
Ga. Portanto, (ay}_y...ay})T1;T; ) 1(a11...a1,) € a palavra V que procuramos e,
portanto, Aj a1, A5} = (ay,_y...a; )Ty ;T (a11...a1,,) € uma equagdo de Tipo 3
que é valida em W desde que a relagao encontrada é uma particularidade da
relacio (PR3) de PB,(M).

De modo totalmente analogo, as relacoes de Tipo 3 da forma T} ;T 1,51y ' =V, com
V' sendo uma palavra em G4 seguem das relagoes (PR4) e (PR5) de PB,_1(M)
enquanto as relagoes da forma 7, wal,rT,; ll = V seguem de (PR6) quando ¢ = 1.
Também, se j > k obtemos de (PR6) as relagdes de Tipo 3 da forma Aj,,nTl,kAj_’ﬁ =
V: de fato, notemos que T} ¢ uma palavra em G4. Tomemos V = T} ;. Logo,
V="T,= ANA;,}TL;C. E desde que j > k, por (PR6), A]_i comuta com V. Assim,
temos:

Aj,rTl,kAj_,y} - V
que ¢é ainda valida em PB, (M).

Agora, as relagoes que faltam sao aquelas da forma AjmTl,kAj_; =V quando 1 <
j < k, as quais s@o deduzidas como segue: por (PRT), sabemos que a;, comuta
com o elemento al_ég...ai}Tl,kang...al,l, s = 1,...,2g. Logo, pela definicao, temos

que A; s comuta com o mesmo elemento. Assim:

-1 -1 -1 -1
(CLLQQH'a171T1,ka1,2g~‘a1,1) = Ajw(amg...al’lTl,kang...al,l)Ajm

== (Aj,rail A»_l).. . (A”al_iAJ_’i) (Aj,TTl,kAj_ﬂ}) (Aj7ra1729Aj_;) cee (Ajmal,lAj_’i).

2g° 4,

Mas usando (PR2) e (PR3) sabemos como escrever todos os termos no produto
acima (com excessao do termo do meio) como palavras em G,4. Assim, isolando

o termo do meio num membro e definindo V' como os outros termos que estao no
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outro membro da equacao teremos a equagao de Tipo 3 que procuravamos.

E assim, encontramos todas as relagoes de Tipos 1,2 e 3 de PB,(M). Como todas as
relagoes sao validas em PB, (M), provamos ainda que ¢ ¢é injetora. Desta forma, temos

o seguinte resultado:

Teorema 5.4.2. Se M for uma superficie fechada, orientdvel de género g > 1 entdo

PB,(M) admitird as Apresentagoes 1 e 2 definidas anteriormente como apresentagoes.

Passo 3. Agora, noés queremos encontrar uma apresentagao para B, (M), onde M
¢ uma superficie orientavel de género g > 1. Vamos definir o grupo B, (M) dado pela
apresentacao do Teorema 5.2.2.

Esta é a menor apresentagao que encontramos. Mas, para mostrar sua validade, vamos
precisar modifica-la um pouco, obtendo uma nova apresentacao com mais geradores e mais
relagoes, mas equivalente a primeira.

Primeiro, mudaremos um pouco nossa notacao e chamamos de a;, os geradores a,,
para r = 1,...,2¢g. Entao devemos simplesmente adicionar na apresentacao dada os ger-

adores:

- @iy, parat=2,...ner=1,..2g,
- T, paral <j<k<n.
e as relagoes:
(R7) aj41, = 0ja;,05, paral < j<n—1;1<r <2g;r par.
(R8) i1, = aj_laj’,naj_l, paral < j<n—1;1<r <2g;r impar.
(R9) T\ = 0;0j11...0k—20%_0k—2...05, para 1 < j < k < n.

Claramente, ambas apresentagoes definem o mesmo grupo, isto é, B,(M). Agora,

vamos definir da forma mais natural possivel:

Y :Bp(M) — Bp(M)
oi— 0,1 <i<n-—1

Qiyp—> ip, 1 <i<n, 1 <1 <29

E facil de visualizar que as relagdes (R7), (R8) e (R9) sdo validas em B,(M): de fato,
para (RT7), temos:
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<

Portanto, a relagao (R7) é valida em B,(M). Para (R8), o caso é totalmente analogo.
A relagao (R9) é claramente valida em B, (M) ja que podemos facilmente representa-la

como uma tranca no disco:

Py P P; Pjy1Pjyo2 Pr_3 Pr_2 Pr_1 P, P,

ST

k-2

Tr—2

Também, mostramos que as relagoes (R1) — (R6) estdo em B, (M) na primeira se¢ao

deste capitulo. Desta forma, temos que 1) ¢ um homomorfismo bem definido.



5.4 O grupo de trancas de uma superficie orientéavel 7

Agora, consideremos a sequéncia exata (1):

| —— PBu(M) > B (M) L—~%, —~1

Pelo Teorema 5.4.2, temos duas apresentacoes para PB, (M) (e por ora, vamos con-
siderar a apresentagao 1) e para o grupo das permutagoes ¥,, temos uma apresenta¢ao no

artigo [H| (vide Proposigao 8) que ¢ dada abaixo:

Apresentagao de X,:

Geradores: 61, ...,0,_1.

Relacoes:
- 5i5j:5j5ia ‘Z_]| ZQa
- 0;0i110; = 0410041, 1<i<n—-2,
- 02 =1, 1<i<n-—1,

onde 0; é a permutagao (4,7 + 1), para qualquer .

Observemos que o; é uma pré-imagem de ¢; por f. Logo, aplicando o Teorema 5.3.1,

temos o seguinte conjunto de geradores para B, (M):
{air; 1<i<n,1<r<29}U{Tj; 1<j<k<n}U{o; i=1,..,n—1}

Como T pode ser escrito como combinagdo dos elementos de {o;;i = 1,...,n — 1},

podemos simplificar o conjunto de geradores de B,,(M):
{ai;; 1<i<n1<r<2g}U{o; i=1,..,n—1},

que é a imagem por 1 dos geradores de m e assim, 1 é sobrejetor.

Analogamente ao que fizemos no passo 2, vamos mostrar que 1 é um isomorfismo pelo
procedimento a seguir:

Primeiro, vamos denotar por G4 o conjunto de geradores de PB, (M), e por G o
conjunto de geradores de B, (M). Para cada relacio na apresentacao de PB, (M), vamos

considera-las via e como relagdes em B, (M) e mostraremos que sao validas em B,,(M).
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Depois, para cada relator r de 3, vamos considerar sua pré-imagem canodnica por f,
denotada por 7. Entao, encontramos uma palavra U em G tal que 7 = U é valido em

B, (M), e tal que ¥(U) é uma palavra em G 4.

Finalmente, para cada x € G4 e cada gerador 9; de ¥,,, encontramos uma palavra V

em G tal que a igualdade o;70; ' =V ¢ valida em B, (M) e tal que (V) é uma palavra

em G4.

Isto nos dé as relagoes de Tipo 1,2 e 3 do Teorema 5.3.1 e, portanto, uma apresentacao
de B, (M), e, a0 mesmo tempo isto mostra que v ¢ injetora, e, consequentemente, que

é um isomorfismo.

e Vamos entao verificar em B, (M) as relagoes de Tipo 1. Partiremos de (R3) para

chegar na relacao (PR1):
-1 1 2
1,1-+-01,2g 0y 1 -Gy 95 = O1...0n 20,10 _2...01 (3)

Substituindo cada a;,, i = 1,...,n — 1 por (R7) quando r for impar e por (RS8)

quando r for par, temos:

2 _ -1 -1
01...0p—20, 10p—2...01 = a171...a172ga171 ...(1,1729

— 01(a271...a27gg)01_2(a2_j...a;ég)al (*)

1 -2 1 -1 1
= 01..0n1(An1-Cn2g) 0y 10y =0 1 (@ 70y 5 )T 1.0

Por outro lado, por (R9), temos:

-1 _ 2 -1
T, 1= (0'7;0'7;+1...O'n_go'n_20'n_3...0'i+10'i)

_ -1 -1
=0, .0,

-2 -1 -1
30-n_2o-n_3...o-z

2
T%m =0i0441..-0p—20,,_10p—2...0;410;
Portanto,

~1 S R P S L 2
in1lin = (070,230,790, "3...0; )(0i0i41...0n 20, 10y _2...0i110;)

_ -1 -1 -1 2
— UZ ... —30-71—20-71—10-”_2”'0-7'

_ 1 -1 -1 2
=0; 0;41---0p_90,_10n—2..-04+10;
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E ainda, usando (R1) e (R2):

-1 _ -1 -1 -1 2
in—1lin = 0; 0;{1..0, 90, 10n_2...0,110;

-1 _— -1
= 0, O'Z-+1...0'”_20”_10'”_10'”_2...O'Z'_HO'Z'

-1
i H_l...0'”_20”_10'n_20'n_10'n_20'n_1...O'Z‘+1O'Z‘

-1 _— -1 -1
=0; 0;41---0y_90n-20n-10n—20n-20,_1..-0i410;

-1 _-1 2 -1

_ -1 _-1 -1 2 -1

.0

_ -1 _—-1 -1 -1
= 0p—-10; O'H_l...O'n_30'n_20'n_2...O'H_lO'Z'O'n_l

_ -1 _—-1 -1 -1

= 0p—-10; O'H_l...O'n_SO'n_QO'n_QO'n_g...O'H_lO'Z'O'n_l

_ -1 _—-1 -1 -1 -1
= 0p—10; O'H_l...O'n_30'n_20'n_30'n_2O'n_30'n_2...O'Z'+1O'Z'O'n_1

1 _—1
i n—1

_ — -1 -1

=0pn-10; 0;41---0p,_30p-30n—20n_-30n-30,,_9...0;410;0
_ 2 _—1 -1

=0p-1---0i410;0,41---0_1-

A partir da equacao encontrada acima, obtemos:

n—1
HTi,_nl—lTi,n :( 1_,5—1T1,n)( 2_,7%—1T2,n)‘~( n_—lz,n—lTn—Zn)( n_—ll,n—lTn—l,n>
i=1

_ 2
=0p-1.--01...0p—1.

E finalmente, substituindo este resultado na equagao (x), temos:
-1

-1 R
(p1---(p2g | | T a1Tin Ayl ny = 1

Um simples ajuste nos membros dessa ultima equagao fornece a relagao (PR1).
Ou seja, de uma relacio de B, (M) retiramos a relacio (PR1). Portanto, (PR1) é
valida em W Mais ainda, via homomorfismo e, (PR1) é uma rela¢ao do Tipo
1 em B,(M). Daqui para frente usaremos algumas relacdes de B, (M) facilmente
deduzidas de (R1)-(R9).
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Para a primeira relagdo suponhamos r impar. Assim, usando (RS8), temos:

(o7 ..ot DNay (o7 o) = o7 oy (o7 aypoy Doy o)

Portanto,

air = (o, ..oy Vay (o7t .07), ser for impar. (4)

De maneira totalmente anéloga, usando (R7) obtemos:
a;r = (0i-1...01)a1(01...0,_1), se r for par. (5)

Outras duas relagoes sao obtidas de (R7) e (R8). Suponhamos que 7 seja impar.
Logo,
(00105 ) As (o505 ly) = (07005 (a1 a0,s 105 4 --0555) (05 o7 )

= Uj__ll...a2_1(02a37102)(02_1a37202_1)...(02_1&3,2902_1)_1(02_1...03»__11)

— (U;_ll...Ugl)(Clg’l...a37s_1a?:;+1...CL?:%Q)(O'?)_I...O']-__II)

= (O'j__ll...0'3_1)143’5(0'3_1...0']-__11)

=A

7,8
E também:

(0,001 DAL (or o) = (05 oy ) aryars1a7 g a7 3y) (07 oy )
= Jj__ll...01_1(Jlamal)(Jflamafl)...(Ul_lag,ggal_l)(01_1...0]-__11)
— (aj_l...agl)(ag,l...a27s_1a2_;+1...az_ég)(az_l...aj__ll)

= (O'j__l...0’2_1)14275(0'2_1...0']-__11)
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De forma totalmente anéloga, provamos os casos acima quando s for par.

Portanto,

Ajs = (0-_1 ...02_1)142,5(02_1...0-__11) = (O'»__l ...Ul_l)ALS(O'l_l...O'»__l ). (6)

Jj—1 J Jj—1 Jj—1

Agora, das relagoes (R1) e (R2) (relagdes do grupo de trangas no disco) temos as

seguintes relagoes (quando ¢ < j < k):

0;(0K0K_1...0;) = OO jOk_1...0;...0;
= 0}0k—-104...0;4...0;
= 0k0k—1---0j0j410;...0;
= 0k0k—1---0j410,0441...0;

= (ngk—lH‘O-j—l—lo'j--'o-i)o-j—i-l‘

Ou seja,

0i(ok0k-1...0;) = (0kO)-1...0:)0j41, (1 < j <k). (7)

E, pela rela¢ao (7) encontrada, obtemos a seguinte relagao:
oi(oto o) = (o o o o, (0 <G < k). (8)
Agora, de (7) e (8), temos a relagao:

2 1 1 _ -1 _—1 2
0O 1040107 = Of  .0;410;0341...0% (9)

Agora, usando (6), (7), (8) e (R6), vemos que se 1 < k < j — 2 entdo:

opAj s = op(o oy DAL (o707 h)

) J 1

. 1...0'1 O'k+1A18(O'1 1..-0']'__11)

: 1...0'11 0k+1(a11 A1 pr— 1a”+1 a,l_ég)(O'l_l...O'j__ll)

Y
)
oo (ay.ay,— 1alr+l a1_72g)0k+1(01_1...0j__11)
)
)

- ~1 1 -1
O 1..0] A130k+1(0'1 05 1)

q

= (0,101 DAL(o7 oy ) o
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Ou seja,

Da mesma forma, usando (6), (R4) e

al,rAj,s

UkAj,s - Aj,so-k' (10>

(R6), temos para r # s,1 < j:

= al,r(aj__ll...02_1)/1278(02_1...0;_11)

= (0,105 ar, Az s(05 o7 )

= (O—j__ll" 2 Dai(az,;. a2,r_1a5,i+1 Gy ég)(agl...aj__ll)
= (0;_11...02_1)(a271...ag,,n_la;’,lnﬂ...a2_72g)a17,n(02_1,,,0].__11)
= (‘7;'_—11 -.02_1)142,3(02_1 -0 11>a1r

= Ajsa1r

E como por (4) e (5) a;, ¢ um produto de elementos que comuta com A, ;, obtemos:

ai,rAj,s = Aj,sai,h 1<)Tr 7é S

ou seja, (PR2) ¢ valida em B, (M). Mais ainda, (PR2) é uma relacao de Tipo 1 via

o homomorfismo e para B, (M). Agora, vamos verificar a relagdo (PR3). Faremos

o caso em que r é impar, sendo o outro caso totalmente anélogo. Em cada uma das

igualdades a seguir serao usadas as relagoes conhecidas de B,,(M):

T T A]T(a,ll ai,r)

2,7—1

J

jo--0j— 20’2
<O 20'2
...O’j_20'2
jo--0j— 20’2
jerOj— 20'2

07101 ) (0

10250 1)A]m(az1 i)

1072500 A (07 o ) (e, ) (07 o)

1050 ) (07 )Ajm(al,l...alm)(al_l...ai__ll)

10207 1)Am~(a1 poarg) (07 o)

10; PR 1_1)(0 o) Ag (05 1...0;_11)(a1,1...am)(al_l...ai__ll)
0i—1) (4.0 202 105 oy o7 oy ) Agp (A an )

(02_1 05—11)((711 Ui_—ll)

= (O'Z-__ll...(fl_l)(O'] Loy tod) Ay p(a . a1T)(02_1...0]-__11)(0f1...0i__11)
= (O’i__ll...(fl_l)(O'j__ll...(fz_l)(al,l...CL1,,«)A27T(U2_1...O']-__11)(Ul_l...(fl-__ll)
= (0'2-__11 ..Ufl)(am...al r)((f] 11 _1)A27T(02_1...0j__11)(01_1...0;_11)
= (oY ...oy ) (ay...ay, r)Aj (o] Lo )
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= (0[11 07 1)(a1,1...alm)(al_l...ai__ll)Aj’r

= (aj1...air)Aj .
E portanto, temos (PR3). As relagoes (PR4) e (PRb) sao trangas que nao atraves-
sam paredes, e assim sao relagoes no grupo de trancas no disco, logo sao consequén-
cias de (R1) e (R2). Agora, vamos mostrar que (PR6) é valido em B, (M): vamos

fazer o caso em que r é impar e 1 < j < k < i < n e os outros casos sao totalmente

anélogos.
iy The = (02107 Dar (070 1) T
= (0,4 oy Dan, (070, 4)(0505 41Ok 20} 10k —2...04410;)
= (0, oy Ny (001104207 0k —9...051105) (o7 oY)
= (0,103 1)(U]U]+1 02041 Ok 2. U]+lgj>a1r(01 ey
(050410204 1Tk—2.--05410;) (07107 ar (07 ooi )

Gk Q-

E assim, o resultado segue. Agora, vamos mostrar a relacao (PRT7): é suficiente

mostrar que em B, (M), A;, comuta com (a;,,...a; 1 Tjxj2.---aj1), para 1l < j < i <

329"
k < n ja que a;, ¢ uma combinacao de elementos AM pelo Teorema 5.4.1. Isso seré

mostrado a seguir, lembrando que agora podemos usar as relagoes (PR1) — (PR6):

—1 -1
Am«(a i, ...Clj71 7}7kaj’29...aj,1)

-1 -1 -1 -1
Woge @) Air (@057 ) T kG 2g-- 051

( J29 3,r
= (02905 1) T3 T30 1 Ain Ttz
= (aj_’%g...a-_ll)frjiT»_il_lAim(O’j...0'13,_1...0']‘)@]'729...aj71
= (a;2lg... DT, TN_ AZT(Uj...0,3_1...01)@1,29...@171(01_1...0]-__11)
= (5505 1) 15T 1 Ai (004104 0y 2oy Danyargg (o7 o)
a;%g. a]i(aj O A0 o0y o R o 1)a1,1 ..ang(al_l...Uj__ll)
= aj_’%g. a; 11(0] O A 1,000,107 0 oy ag . ..ang(afl...Uj__ll)
= a’j_,2lg' a]&(aj O—k—lo—k_l"'o—;gl"'Ui_lai—lai:l2" 04 1)Az rQi1,1- Cll,ngfl---Uj__ll
= a;%g. a]i(aj Uk_lak_l...a,ﬁl...Ul_l)al,l...ang(Ul_l...Uj__ll)Ai,T
= aj_’%g. a;lTM(Uj_l...Ulang...al,lafl...aj__ll)Aw

-1 -1
= (CI,- ...aj7lTj7kaj729...aj71)AZ-7,n
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Finalmente, a relagdo (PR8) ¢é verificada usando alguns resultados intermediarios

que mostraremos a seguir. O primeiro resultado ¢ evidente: dada a rela¢ao (R4) de

B, (M), temos:

A1,29A2,2g = (al,l‘”al,2g—1)A2,2g

= A2,2g(al,1---al,2g—1)

= A2,2gA1,2g'

Mais ainda, usando a relagao (6):

—1 —1
Ay 9gAo2g01 = Ay gg(0) " Ay gg0y 01)
—1
= (A12401 ) A1z

= U1A2,2gA1,2g

= 01A1,2gA2,2g-

De maneira analoga, podemos mostrar que (a24a22,) comuta com o;. O seguinte

resultado é uma consequéncia das relagoes provadas acima e (R5):

1

a129A229a1%g (a12g 1 a11)01A22g(a11 -A1,2g— 1)

= A7 3,01 A229A124

_ —1 2
= Aj 554229412407

2
= A27290'1 .

Portanto obtemos o seguinte resultado:

—1
129422407 5,

2
= AQ’QQU]_ .

Agora, consideremos os fatores do lado direito de (PRS), e vemos que:

(@524

= (a;2lg..

.alll)al O'j_20']2- 12

oy (al_ég...al_i)al O 202 10; PR
..0'1_1(@1 %g - %)0-]1

Loy to oy (al a1 1)

CLZ 1 )T,] 1T (ai,l...amg)

(a'z 1-- ai,2g)

1_1(a171...a1729)0'1...0'7;_1

-1 _-2
1---09 07 0'2...0']'_1(&1’1...CLLQg)O'l...O'Z'_l

-2
01 (a'l,l-'-a1,2g)02-'-0j—101-'-Ui—l

(11)
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-1 -1 _—-1 —1

G- CL12g ngUl A12ga129 02...05-101...04—1

)
o, .00 ooy )
o7 og )
)
(

(

( CL129A2290'1 22ga1 9g(09...05_101...0,_1
= (Ui__ll...al_ O: 1...09

(

(

j— A2 2gal 2g01 a'l 29 2 2g

-1 -1 -1

( )
( )
(09...0j_107...04_1)
ooy to oy ) Agngas ag0r a22g 22g(02...0] 101...04_1)
)
1)

J—
o o1 A 00 04(07 Yoo a; 3 (01...0i_1)
i—1---Y1 J,29%7,29\Y j— 1 1 -1 ] ]2g Vi1

—1

= Aj2g0j24(0; l1 011)(% l1 qep 01 2045

(Ul Fi-1 )aj,2g 329
_ -1 12 -1 1
= j1.--0j24(0;1...0,,10; Ui+1...0j_1)aj729...a]71

E isto nos da a relagao (PRS):

_1 -1 -1
1_‘[(1,Z 2" z',lT‘i T az 1- ai,gg)am...amgaj’l...aﬂg
=1

_ . S R . S R B R -1 -1
—(l |a]J”'a]729(0j—1"'0-i+10-i Oig1:-01) @ -0 1 )0 10 205 1 oL 5

-1 _-2 -1

1 1y, -1 -1
1-0j2g (057105 0 "0y 0 )a

4,129

aj.
= (aj...an_l)aml...amgg(a;_ll...01_2...07;_11)a;11...a_12 (On-1...05)
= (9

Op— 1)(0’n_1...0'j>

=T;n

E aqui, terminamos as relagoes de Tipo 1.

e Vamos encontrar agora as relagoes de Tipo 2. Para cada relator na apresentacao de
Y, n6s devemos encontrar uma palavra U mencionada anteriormente. O primeiro

relator em %, é 5i(5j(5i_15]-_1, quando |i — j| > 2. Podemos escrevé-lo como:
CONCANICADNICADE
Logo, teremos 7 = 0,0;0; 0 . Por outro lado, por (R1) em B, (M):
o050, ot =1, |i—j| > 2.

Vamos observar que 1 é uma palavra em G,4. Portanto, definimos U = 1. Assim

7 =1 é uma relagao de Tipo 2 que procuramos e mais ainda, valida em B, (M).
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; I A ,
O segundo relator em X, € 6;0;4.10;0,,,0; 0, ,. Podemos escrevé-lo como:

flo) fou)f (o) floi)f (o ) floi), i=1,..,n = 2.

Logo, teremos 7 = aiaHlUia;rllai_laHll. Por outro lado, por (R2) em B,(M):

1 -1 g
o =Li=1..,n-2

-1 -
0i0i+10i0;{10;
Como no caso anterior, U = 1. Logo, temos a segunda relacao de Tipo 2 que

procuravamos que é véalida em B, (M).

E para a tltima relagao de Tipo 2, seja o relator 62 de ¥, que podemos escrever

como f(0?). Logo, teremos 7 = o?. Por outro lado, por (R9) temos:
U? =Tiin1

e observemos que 7,41 é uma palavra em G4. Logo, U = T;;4; e assim, temos

nossa tltima relacado de Tipo 2 que também é valida em B, (M).

Vamos terminar a prova do Teorema 5.2.2 obtendo as relacoes de Tipo 3 e mostrando
que estas sao validas em B, (M). Elas serdo faceis de deduzir e, para isto, usaremos
as relagoes (10), (R1), (R2), (R7),(R8) e (R9). Consideremos a apresentagao 2 de
PB,,(M). Para cada gerador = de G 4 e para cada gerador y de 3,,, vamos determinar

tais relagoes:

Por (10), temos 0;4;,0; " = A;,, 1 <i < j— 2. Entdo, temos que a tranga o;

comuta com a;,;j # i,i + 1, ou seja, 0;a,,0; * = a;,. Vamos observar que a;, é
],ra] ) 9 Ja, 0; 7,74 7, q 7,7

uma palavra em G 4. Logo, tomamos V' = a;, e assim temos as primeiras relacoes

de Tipo 3 que procuramos.

Agora se r for par, por (RT7) temos a;+1, = 0;a;,0;, 1 <i <mn—1. Por (R9) temos

— 52 -1 _ -2
Tiiv1 = o7, logo, Ti,i—i—l = o, °. Portanto,

-2 _ -2
0iQr030; = = Qj11,0;
_ -1
= ai+1,rTi,i+1

ou seja, 0;a;,0,; b= ai+17rTi,_i}r1. Pelo mesmo raciocinio anterior, V' = ai+1,,ﬂ}fiil

e assim temos mais relagoes de Tipo 3. De modo totalmente anélogo, temos
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00 0, = T;i+1Git1,, se r for impar. Com o mesmo raciocinio, encontramos

as seguintes relacoes de Tipo 3:

_1 _ .
01,0, = Tj;1a;,, ST for par;

aiaHLrU{l = amTi;frl, se r for impar.

Agora, para i # j — 1, j, k, vamos mostrar que ;T 40; ' = T; usando (R1) e (R2).
Para isso, temos que analisar os casos : i < j <k, j <k <iej<i<k. Osdois
primeiros sao simples e resolvidos apenas com (R1). Vamos fazer o ultimo caso que

requer as duas relagoes de trancas do disco:

-1
%

-1 2

0T k0; " = 0,(04...01-10:0i41...04—20%_10k—2...0i+10;0;_1...0} )0
_ 2 -1
= 04...040;-10{0441...0 20 _10k—2...041070;-10; ...0;
_ 2 —1
=04...04-100441.-.0p—20}_10k—2...0i410;,—10;0;-10; ...0;

2

= 04...04-1040441...0—20}_10[—2...0;410;04—1...0

=T

Observemos que 7Tj; é uma palavra em G4 e , portanto, temos relacoes de Tipo 3.
E por (R9), obtemos:

-1 2 -2

CTZ‘,kT;,H—l = (O'Z‘O'Z'_H...O'k_QO'k_IO'k_Q...O'Z‘+1O'Z')O'i
— 2 -1
= 0i(0i11...0k—20)_10k—2...0i41)0;

1
= oiliy110; -

Aqui, tomamos V = Tszz_z}H e temos mais relagoes de Tipo 3. Também:

1 2 1
0T, k0, = 0i(0:0i41...0k—20)_10—2...0:410;)0;

2
- Uiai(Ui+1...O'k_QO'k_IO'k_g...O'Z’_,_l)
2 2
=0y (0i+1...ak_gak_lak_g...aiﬂ)

=Tiit1Tivr1 k-

Nesta relagao, temos V' = T;,1T;11 . Vamos agora para as ultimas relacoes de

Tipo 3, dadas por:
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-1 —1 _ -1 2 -1 -1 -2 -1 —1
0; TjirT5; Tjinoi = 07 (0500307 30i-3..05)(0; .0, 50,107 _5...0; )

(O'j...O'Z'_lO'Z'QO'Z'_l...O'j)
=07 (0...01-30,5)(0,) (07 0i-1...05) 0

= (O'j...O'Z'_go'Z‘_Q)(O'Z-_l...O'Z-__llUZ'O'Z‘O'Z'_lUZ'(O'Z'_QO'Z‘_g...O'j)

—T..

]7Z.

Portanto, temos 0,7} ;0; 1= i 1T§1Tj,i+1 e terminamos as relagoes de Tipo 3. Como
todas as relagoes do Tipo 1,2 e 3 sdo validas em B, (M) entao segue que ¢ é um isomor-

fismo e portanto, o Teorema 5.2.2 fica provado.

5.5 O grupo de trancas de uma superficie nao orientavel

Nesta se¢ao vamos demonstrar o Teorema 5.2.3 usando o mesmo método do caso
orientavel. Entao, suponhamos M uma superficie fechada, nao orientavel de género g > 2.
Passo 1. Vamos denotar por PB, (M) o grupo definido pela apresentacao a seguir:

Apresentacao 3:
Geradores: {a;,; 1 <i<n,1<r<g}U{Tjs 1<j<k<n}

Relacoes:

(Prl) CL% lan2 H i,n— 1

(Pr2) a;,Ajs = Ajsair 1<i<j<ml<rs<gr#s.
(Pr3) (ail...af’r_lai,,n)Ajm(a;}agf_l...a;f)Aj’T T, TZ]l 1 1<i<yi<nl1<r<g.
(Prd) T, j Ty = T, T; ; I1<i<j<k<li<noul<i<k<lI<j<n
(Prb) Ty T ;1) = Tina Ty, T T Tk Ty T 1<i<k<j<l<n.
(Pr6) a;,Tj = Tjrai, 1<i<j<k<noul<j<k<i<nl<r<g.
(Pr7) aip(a;;...a; i k) = (a5 ...a; 1T k) ai, 1<j<i<k<n.

(PI‘S) T]n—a HT 2]7} - 1)
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Onde

_ 2 2 -1 -2 -2
Ajﬂ" — aj’l...aj7r_laj7raj’T_1...aj71.

Da mesma forma que na se¢ao anterior, faremos uso de um lema pra extrairmos outra

apresentagao de PB, (M) que é dado a seguir:

Lema 5.5.1. Seja F' um grupo livre finitamente gerado por {xy,...,z,}. Seja X, =

2 2

wd.x? w7 te %P Entdo {X,, ..., X,} € um sistema livre de geradores de F.

Demonstracao: A demosntragao é bem simples e a formula da mudanca de geradores é
dada por:
Ty = (X7X5. X2 X, 01X 2 X2 X 2).

]
Observemos que PB, (M) tem no seu conjunto de geradores o fator {a;,;1 < i <
2 1 -2

n, 1 <r < g}. E também, a defini¢do de A;, = a?,...a?,_ja; a;

-2 .
GG, 105,05 4...a; 7 € exatamente

a definicao de X, que temos no lema anterior. Logo, temos:

Apresentagao 4:
Geradores: {A;,; 1 <i<n,1<r<g}U{Tj 1<j<k<n}

Relagoes: as mesmas da apresentacao 3, onde:

@i = A LAD JALAT AT

t,r—14 g, r “ i, r—1 s

Usando a apresentagao 3, vamos definir ¢ : PB,, (M) — PB,(M) da maneira mais

natural possivel:

p:PB,(M) — PB,(M)
iy —> iy, 1<i<n, 1<r<g

7—‘7;7]"—)7}7]', 1<i <y <n.

Por abuso de notagao, continuaremos denotando por a,, e T; ; as trancas que serao as
imagens de a; , e T; ; respectivamente sobre o homomorfismo ¢. Essas trancas sao definidas
como segue: para cada 7,j com 1 <¢ < j <mn, a tranca T; ; ¢ definida exatamente como

fizemos na sec¢ao anterior. Para cada ¢,7 com 1 <i <nel <r <g, atranca a;, serd
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representada pela i-ésima corda passando pela r-ésima parede, como na figura a seguir.
Definimos também os caminhos ¢;, i = 1, ...,n 0s quais vao do ponto P; para o ponto final
de e:

oty e el

Ti;
Figura 5.27: Os geradores de PB, (M).

Dado i € {1,...,n}, vamos denotar por s;, a i-ésima corda de a;,. E, pelo mesmo

) I I 5 ) ?
processo feito para o P;-poligono na se¢ao 5.2.2 definimos o P;-poligono: vamos “recortar”
ao longo dos caminhos ¢; e s; 1, ..., 5,4 € “colar” ao longo de e e oy, ...,aq. O P;-poligono

resultante é rotulado pelos caminhos:

-1
Si1y Sij1y 50,25 50,2y -++y Siogy Sigs €iy €

no sentido horario.

Agora podemos repetir o processo da secao 5.2.2 para ver que, para 1 <1 < j, a tranca

2

-1 -2 -2 , -
ir-10;,a;, q...a;; pode ser representada no Pi-poligono da figura a seguir:

— 42
Aj,T — CLj’l...CL

Figura 5.28: A tranca A;, no P;-poligono (i<j).

Agora, mostremos que ¢ é um homomorfismo. Para isto, temos que mostrar que as

relagoes de PB,, (M) sao validas em PB,(M). De fato:

e As relagoes (Prd) e (Prb) estdao em PB,(M) ja que estas trangas podem ser vistas
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como trangas puras no disco. A representacao que deixa claro que a relagao (Pr4)

é valida em PB, (M) segue abaixo:

-

e
a
ax
o]

Figura 5.29: A tranca T; ;Tj;.

Para a relagdo (Pr5) também ¢ simples: isolamos todos os termos desta relagao e
mostramos que este produto é equivalente a tranga trivial. Ela é valida em PB, (M)

j& que podemos vé-la como uma tranca pura no disco.

e A relagao (Pr6) também é 6bvia gragas a representagao seguinte:

i g

Figura 5.30: A tranca a;, T} .

e Podemos mostrar que as relagoes (Prl), (Pr2) e (Pr3) sao validas em PB, (M) da

mesma forma que mostramos as relagoes (rl), (r2) e (r3) respectivamente. De fato,
n—1

para a relagao (Prl) temos que o produto de trangas HY};}_IE,” é equivalente,
i=1

via P,-poligono, a tranca da figura seguir:

Figura 5.31: A tranca a2 ,...a



92 Apresentacoes dos grupos de trancas em superficies

‘ : N 2 2 2
que por sua vez é equivalente a trancga Qg 1G5, -Gy -

Portanto, a relagao (Prl) é satisfeita em PB,(M). Agora, a validade da relagao
(Pr2) em PB,(M) é dada com a ajuda da representagdo do P;-poligono de A
(1 < j) da Figura 5.28. Também, a relagdo (Pr3) ¢ valida em PB, (M) ja que seu

P;-poligono é feito de modo totalmente andlogo a Figura 5.14.

e Vamos considerar o Pj-poligono de (a]_gzaj_lzT]k) para a verificacao da relacao
(PRT):

Figura 5.32: (a;;...a;;T;k)

Desta forma, a;, comuta com (a;ﬁ...a;f?},k), paracada 1 < j <i <k <n. E

assim, temos que a relagado (PRT) é valida em PB,(M).

e Finalmente, para verificarmos que a relagao (Pr8) é valida em PB,(M) vamos usar

o raciocinio do caso orientavel e obtemos a seguinte tranga:

7j—1
Figura 5.33: a2,...a? ([ [ 777, Tj—ijm1)-
i=1

E assim, temos que a tranga acima é equivalente a 7Tj,,.

Pelas consideragoes acima, mostramos que ¢ é um homomorfismo bem definido, e

assim terminamos o passo 1.

Passo 2. Vamos mostrar por indugao sobre n que ¢ é um isomorfismo.
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Consideremos:

¢ : PB,(M) — PB,(M)
Qir—>a;p, 1 <i<n, 1<r<gyg

Tj,k|—>Tj7k, 1§j<l€§n
Se n = 1 entdo a apresentacdo de PB;(M) reduz-se a:

PB(M) =< {a11, .., a14}; aj;..ai, =1>.

Vamos observar que a apresenta¢ao acima é a mesma apresentacao de (M) que estu-

damos no capitulo 3 e, na primeira segao deste capitulo vimos que (M)

= PBy(M).

Além disso, desde que n = 1 temos ¢(ay,) = a1, = S1,, parar = 1,...,¢. Logo, ¢ é um

homomorfismo de grupos que possuem as mesmas apresentacoes e que leva os geradores

de PB;(M) nos geradores de PB;y(M). Portanto, PB;(M) 2 PBy(M).

Agora para a hipotese de indu¢ao suponhamos que PB,,_1(M) £ PB,_1(M). Logo,

PB,,_1(M) admite as apresentagoes 3 e 4 como apresentagoes:

Apresentagao 3
Geradores: {a;,;1 <r<g}U{T;;;1<j<k<n-—1}.

Relacgoes:

(Prl) a2 .0k, = H im—2lin-1-

(Pr2) a;, A, = Aj,sal-m 1<i<j<n—-L11<rs<gr#s.
(Pr3) (az%l"'azz,r—lai,T>Aj7T(a7,_7”1az_7“2 1 )A_ =T, T,_] 1
1<i<i<n—-11<r<g.
Prd) T, Ty, = Ty, T ; 1<i<ji<k<lI<n—loul<i<k<lI<j<n—1.
Pr5) T Ti T, = Tina Ty T T Tk Ty T 1<i<k<j<l<n-1

ai7r(a-_2...aj_’ij7k) = (a»_2...aj_712Tj7k)ai,,q

71,9 J:9

i i =Tira;r 1<i<j<k<n—loul<j<k<i<n-—-11<r<g.

1<j<i<k<n-—L

(PI‘S) TYJ" 1—CL HT Z]T] —i,j— 1)
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Onde:

_ 2 2 —1,-2 -2
Aj7s —_— CL]-J...CLJ-’S_lCLj’S azj’s_l...aj71.

Apresentagao 4
Geradores: {A4;,; 1<i<n—-1,1<r<g}U{T;;; 1<j<k<n-—1}

Relagoes: as mesmas da apresentacao 3, onde:

Qi = A7 LAD JALAT AT

t,r—1% g, r < r—1 s
Agora, vamos tomar a sequéncia exata (2):
1 —m(M\ P, P)—— PB,(M,P) —=PB,_(M,P') —1

onde u(y) = (v,ePs, ...,eP,), para cada vy € 7 (M\P', P) e v(T') = (72, ..., 1n), para cada
I'e PB,(M).

Em ordem para aplicar o Lema 5.3.1, temos que conhecer as apresentacoes dos grupos
a esquerda e a direita de PB, (M, P) na sequéncia exata (2). Para o grupo a esquerda,

fazemos a seguinte afirmacao:

Afirmagao 2: O grupo fundamental 7 (M\P’, P,) é livre e admite a seguinte apresen-
tacdo: < {s1,1,..., S1,9, t1,2, .-, tin—1}; — >. De fato, vamos considerar os abertos conexos

por caminhos U,V e U NV dados na figura abaixo:

Agora, aplicando o Teorema 3.1.8 (versao 3 do Teorema de Seifert-Van Kampen)
juntamente com o Teorema 3.1.5, temos:
7T1(U, Pl) *7'('1(‘/, Pl)

Wl(M\P,,Pl)Z N .
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O aberto U possui o mesmo tipo de homotopia da soma conexa de g planos projetivos
menos um ponto. Logo, possui o mesmo tipo de homotopia da rosicea de g-pétalas.
Portanto:

T (U, P1) =< {S1,1, s S1.91; — > .

Também, o aberto V' possui o mesmo tipo de homotopia da rosacea de (n— 1)-pétalas.
Portanto:
7T1(V, Pl) =< {tLQ, ey th}; - > .

Agora, vamos determinar N. Seja [y] um gerador de m (U NV, P;). Logo, (i1).[y] =
[s71...57 g) € (i2)«[7] = [t1,4]. Mas da mesma forma que no caso orientével, pelo P;-poligono
de t;,, temos:

2 .2

t17n - 51,1‘”81,g‘

Logo, ((in)[2]) * ((i2)s1])~" = 1, ou sefa, N = [((ir).[2]) * ((i2)s[2])"'] = 1. Desde
que U NV tem o mesmo tipo de homotopia de S* e m;(S?) ¢ ciclico, ¢ suficiente fazer o
calculo acima apenas para o gerador.

Assim, m (M \ P, P) =< {811,819 t1.2, s i }; — >. Mas observemos que # ,
¢ escrito como combinagdo dos elementos do conjunto {s1,...,s1,} € assim podemos

remover t , dos geradores de my (M \ P', P,). Portanto,
T (M \ 7)/7 Py) =< {s11, -, S1,9: 1,2, s tin—1}; — >

e desta forma a afirmagao fica provada.
Serda bom para os nossos proprositos incluir ¢, entre os geradores. Entao, vamos
incluir uma tnica relacao, a saber, a relacao que extraimos do P;-poligono. Desta forma,

vamos obter a seguinte apresentacao:
' ) _ 2 2
7T1(M \ P ,Pl) =< {8171, <oy 1,95 t172, ceny th}7 th = 8171...81@ > .

Logo, temos uma apresentacao para o grupo da esquerda na sequéncia exata (2).

Para o grupo PB,_;(M) temos duas apresentagoes garantidas pela hipotese de in-
dugao. Agora, utilizaremos a apresentacao 4. Desta forma, ja podemos aplicar o Lema
5.3.1 para conseguirmos uma apresentacao para PB,(M,P).

Vamos observar que v(a;,) = a;—1,, para i = 2,...,n, entdo, desde que v é homo-

morfismo, temos v(A4;,) = A;_1,, para i = 2,...,n. Também, v(7T;;) = T,_1 -1, para
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2 < i < j < n. Desta forma, conhecemos as pré- imagens por v dos geradores de
PB,_1(M,P"). Vamos observar também que u(s1,) = a1, e u(ty;) = 11, para todos
os 1 e j possiveis. Entao, obtemos imediatamente o seguinte conjunto de geradores para
PB,(M;P):

{131 <r<glU{A;;2<i<n1<r<g}U{Tjl1<j<k<n}
Ainda podemos simplificar este conjunto de geradores aplicando o Lema 5.4.1:
{air;1<i<n1<r<glU{Tjpl<j<k<n}

o qual é a imagem por ¢ do conjunto de geradores de W Em particular, ¢ é
sobrejetor.

Agora, vamos provar que ¢ é um isomorfismo através do seguinte procedimento: vamos
considerar as relagdes em P B, (M) que extrairemos do Lema 5.3.1, e provar que as mesmas
relacoes, quando consideradas em W aindam continuam validas. Primeiro, vamos
denotar por G4 o conjunto de geradores de 71 (M\P', P,), e por G o conjunto de geradores
de PB,(M). Consideremos a tinica relacdo na apresentacao de m (M \ P, Py), a qual
consideramos uma relagdo em PB, (M) via o homomorfismo u. Esta sera tnica relagao
de Tipo 1 na apresentagdo de PB,(M). O procedimento comega mostrando que esta
relacao é valida quando considerada em W, isto é, temos uma relacao em W
a qual é aplicada por ¢ na tnica relacio na apresentacao de m (M \ P, P,).

Depois, para o proximo relator r de PB,_1(M), vamos considerar a pré-imagem
“candnica” por v de r, denotada por 7, no sentido do Lema 5.3.1. Desde que PB, (M)
e W possuem “os mesmos” geradores via o homomorfismo ¢, podemos considerar
também 7 como uma palavra em G. Agora, encontramos uma palavra U em G tal que
a igualdade 7 = U ¢ valida em PB,(M), e tal que $(U) é uma palavra em G 4. Isto nos
dara as relagoes de Tipo 2 7 = ¢(U) na apresentacao de PB,,(M).

Finalmente, para cada = € G4 e cada gerador y de PB,_1(M), encontramos uma
palavra V em G tal que a igualdade gzy~' = V é valida em W, onde y é a pré-
imagem canonica por v de y, e tal que ¢(V) é uma palavra em G4. Isto nos dara as
relagoes de Tipo 3 na apresentagao de PB,(M).

Deste modo, teremos encontrado todas as relagoes de Tipo 1,2 e 3 do Lema 5.3.1 e,

portanto, uma apresentacao de PB, (M), e, ao mesmo tempo,teremos mostrado que @ é

injetor e, consequentemente, ¢ é um isomorfismo.
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Vamos comegar com o procedimento:
. L. ~ ~ ’
e Consideremos a unica relagdo na apresentagao de m (M \ P, Py) :

2 2
5171...8179 — tl,TL‘

Aplicando o homomorfismo u, temos:

2 2 _
al’l...al,g — Tl n

5

que corresponde a relagdo (Pr8) de PB,(M), para j = 1. Entéo a relacdo é valida
neste grupo. E mais, é a tnica rela¢ao de Tipo 1 de PB,(M).

e As relagoes de Tipo 2 sao faceis de encontrar:

Vamos comegar com o relator de (Prl) de PB,,_1(M):

n—2
2 2 I I -1 -1
an—l,l"‘an—l,g( 7;7n_2ﬂ,n_1>
i=1

que podemos escrever como:

V(ai,l H H—ln 1Tia n>_1)'

Assim, pela pré-imagem de v, temos 7 € PB,,(M):

n—2

2 2 —1 -1
n,l"‘an,g(H Tyz'—i-l,n—lTyi-i-Ln)

=1

i
Il
S

Para nossa conveniéncia vamos fazer uma pequena mudanca de indices no produtoério

em 7

=
||

n,1 ,gll 1’"

Por outro lado, pela relagdo (Prl) de PB, (M), temos:
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que pode ser escrito como:

_ —1
| | in— l - Tl,n—lTLn'

_ -1
Neste caso, temos U =17, T3 5.

Notemos que 7 pode ser visto como uma palavra em G ja que PB,(M) e PB,(M)
possuem os “mesmos” geradores e 7 aparece na relagao (Prl) de PB,(M). Logo,
7 =U, ouseja, 7 = @(U). Mas ¢(U) = @(Tyn_1T1p) = Tip 1T = ulty,_itia),

ou seja, uma palavra em G 4. Portanto,

_ —1
| | in— 1 - Tl,n—lTLn

é a relagao de Tipo 2 que estavamos procurando. Além disso, esta relagao é valida
em PB,(M) pois 7 = ¢(U) implica na relagdo (Prl) da apresentagao de PB,(M).

Agora, seja o relator de (Pr2):

a;,Aj Sa_lA_
de PB,_1(M). Para nossa conveniéncia, vamos fazer a mudanca de indices:
0<i—1<j—-1<n-21<rs<g,r+#s.

a’i—lﬂ“AJ 18az er] 1,87

que podemos escrever como:

v(a)v(Avia, Jv(4;),  iz2.
Assim, pela pré-imagem de v, temos 7 € PB,,(M):

T = a;,Aj sa_lA_ 7> 2.

s

Por outro lado, pela relagao (Pr2) de PB, (M), temos:

a; » Aj, s, lA_ = 7> 2.
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Neste caso, temos U = 1.

Notemos que 7 pode ser visto como uma palavra em G ja que PB,(M) e PB,(M)
“possuem” os mesmos geradores e 7 aparece na relacao (Pr2) de PB,(M). Logo,
7 = U, ouseja, 7 = ¢(U). Mas p(U) = ¢(1) = 1, ou seja, uma palavra em G 4.
Portanto,

airAjsa; lA_ = i>2

é uma relacao de Tipo 2 que estavamos procurando. Além disso, esta relagao é
valida em PB,(M) pois 7 = ¢(U) implica na relacao (Pr2) da apresentacdo de
PB,(M).

O raciocinio acima é usado para calcular ainda as relagoes (Pr3), (Prd) e (Prb)
quando ¢ > 2, (Pr6) quando i,j > 2 e (Pr7) quando j > 2 com U sendo a palavra

trivial para todas estas relagoes.

Agora, para finalizar consideremos o relator (Pr8) de PB,_1(M):

(H Tj_—li,jTj—ivj—l)_l (a?,1'-‘a§,g)_17},n—1.
=1

Fazendo uma mudanca de indice em j no relator acima obtemos:

-1 —1/.2 2 -1
H (3-1) z,j—lT(j—l)—iJ—2> (aj—1,1~-~aj—1,g) Tj-1n-1-

Agora, fazendo uma mudanca no indice 7, obtemos:

HT (i—1),j— 1 TG -1)—(-1).5- 2)” 1(ai—l,l‘“a?—l,g)_lffj—lm—l‘

que podemos escrever via homomorfismo v:

HT —i+1,j Tjiv15-1)" 1)”((“?,1'-'a?,g)_l)’/(Tj,n)-
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Assim, pela pré-imagem de v, temos 7 € PB,,(M):

j-1
T= (H T]:]Li+1,j7}—i+1,j—1)_l (a§,1‘~‘a?,g)_17},n‘
i=2

E fazendo outra mudanca de indices para 7, temos:
j—2
r= (H Tj_—li,jTj—i,j—l)_l(a?,1-'-a§,g)_17},n'
i=1
Por outro lado, pela relagao (Pr8) de PB, (M), temos:
j—2
(L7725 L) (030l ) Ty = T} T
i=1

Neste caso, temos U = Tl_le 1,j—1- Novamente, 7 pode ser visto como uma palavra

em G. Logo, 7 = ¢(U), com @(U) = T} /Ty ;—1 uma palavra em G4. Portanto,
Jj—2
(L7575 Tmi=1) (@3 al ) Ty = T4 T s
i=1

é a relagao de Tipo 2 que queriamos. E ainda é vélida em PB, (M) pelo mesmo

argumento das relagoes anteriores.

Finalmente, vamos encontrar as relagoes de Tipo 3.

Para encontrar tais relagoes, vamos considerar a apresentacao 4 de PB,,_1(M). Para
cada gerador x de G4 e para cada gerador y de PB,_1(M), lembrando que ¢ ¢ a

pré-imagem de y por v, vamos ter as seguintes possibilidades para gz '

—1 —1 —1 —1
AiraryAr AT A Tiwan, Ty e Ty T T,

1,7 1,7

onde x é tal que z = u(x).

Para i = 1, temos pela relacao (Pr2) de PB, (M) que Aj,sal,TAj_’; = ay,, com
r # s. Temos também que a;, é uma palavra em G e (V) = a;, é uma palavra
]—81 = a;, é valida em W

Portanto, esta é a primeira relacao de Tipo 3 que procurdvamos.

em Gy4. Assim, V = a;,. Mais ainda, A;a;,A
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Agora, seja a relagao (Pr3) de PB,,_1(M) com i = 1:

TLJT_

1j-1 = (a%,l"'a%,r—lalﬂ“)AJT(a’l ial_?n 1 al_%)A'

) 7,7

= (al,l "'a%,r—la17T)Ajv7"a1_,7l” (al_ﬂ%—l al_E)Aj_f ’
Logo,

1.2 - 2 —2y g1
(a3, a1y 1)T1]T -1 _AJTal r(alr 1@y, 1)A .
Usando (Pr2) na equagao acima, temos:

1 ) 1,.-2 ) -1
Aﬂal A]r(alr 1, 1) = (alralr 1 al,l)Tl,jTl,j—l‘

Desta forma, chegamos a seguinte equagao:
1 2 2
Aj,v“al,rAj, = (a, g—1-01 1)TLJ 1T1 (al 1 al,r—lalﬂ“)'

Vamos observar que o segundo membro dessa equacao é uma palavra em G e, apli-
cando o homomorfismo ¢ nessa palavra obtemos ela mesma, que é uma palavra em
G 4. Portanto, (aj>_y..a;1)Th ;- 17 ‘(a3 ,...af,_ja1,) é a palavra V que procuramos
e, portanto, A;,a1,A;} = (ajs_y...a;;)T1;1 Ty, (a3 ;...a},_ja1,) ¢ uma relagio de
Tipo 3 que é valida em PB,(M) desde que a relagao encontrada ¢ uma particulari-

dade da relagao (Pr3) de PB,(M).

De modo totalmente andlogo, as relagoes de Tipo 3 da forma T} ;71 ; 7} ! =V, com
V sendo uma palavra em G, seguem das relagoes (Pr4) e (Prb) de PB,_1(M)
enquanto as relacoes da forma TwalmT,;ll = V seguem de (Pr6) quando i = 1.
Também, se j > k obtemos de (Pr6) as relagoes de Tipo 3 da forma A; T}y A; | = V:
de fato, notemos que 7} é uma palavra em G4. Tomemos V = Tj;. Logo,
V =Ty = Aj,A; Ty E desde que j > k, por (Pr6), A;} comuta com V.

Assim, temos

Aj,rTl,kAj_ﬂ} - V
que ¢é ainda valida em PB, (M).

Agora, as relagoes que faltam sao aquelas da forma AMTL;CA]-—; =V quando 1 <
J < k, as quais sao deduzidas como segue: por (Pr7), sabemos que a; s comuta com

o elemento ai?...aifTLb s =1,...,9. Logo, pela definicao, temos que A, comuta
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com 0 mesmo elemento.Assim,

(ar..ai;Tie) = Ajp(arl.aiiTig)Aj)

== (Aj,,«a_zA-_l). .. (Ajﬂ“al_EAj_,i)(AJ,TTLkAj_J})‘

L,g“%g,r

Mas usando (Pr2) e (Pr3) sabemos como escrever todos os termos no produto acima
(com excessao do termo final da direita) como palavras em G 4. Assim, isolando o
termo final e definindo V' como os outros termos que estao no outro membro da

equacao teremos a equacao de Tipo 3 que procurédvamos.

E assim, encontramos todas as relagoes de Tipos 1,2 e 3 de PB,(M). Como todas as
relagoes sao validas em PB, (M), provamos ainda que ¢ é injetora. Desta forma, temos

o seguinte resultado:

Teorema 5.5.2. Se M for uma superficie fechada, nao orientdvel de género g > 2 entao

PB,(M) admitird as Apresentagoes 3 e 4 definidas anteriormente como apresentagoes.

Passo 3. Agora, nés queremos encontrar uma apresentacao para B, (M), quando M
for uma superficie de género g > 2. Vamos definir o grupo B, (M) dado pela apresentacao
do Teorema 5.2.3. Esta é a menor apresentacao que encontramos. Mas, para mostrar
sua validade, vamos precisar modifica-la um pouco, obtendo uma nova apresentacao com
mais geradores e mais relagoes, mas equivalente a primeira.

Primeiro, mudaremos um pouco nossa notacao e chamaremos de a;, os geradores a,,
para r = 1,...,g. Entao devemos simplesmente adicionar para a apresentacao dada os

geradores:
- iy, parat=2,...,ner=1,..g,
- T, paral <j<k<n.
e vamos incluir também as relagoes:
(r7) @j11, = 0; 'aj,05, paral <j<n—1;1<r<g.
(r8) Tj) = 0j0j11...0k—20%_0k—2...05, para 1 < j < k < n.

Claramente, ambas apresentagoes definem o mesmo grupo, isto é, B,(M). Agora,
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vamos definir da forma mais natural possivel:

Y :B, (M) = B, (M)
oi—o0,1<1<n—-1

iy —> i, 1 <0<n, 1<r<yg

Usando os mesmos métodos da se¢ao anterior, mostraremos que as relagoes (r7) e (r8)

sao validas em B, (M): de fato, para (r7), temos:

Qo Qo

Portanto, a relagao (r7) é valida em B,(M). A relagao (r8) é a mesma tranca do caso
orientavel. Também, mostramos que (r1) — (r6) s@o validas em B,(M) na primeira se¢ao
deste capitulo. Desta forma, temos que ¢ é um homomorfismo bem definido.

Agora, consideremos a sequéncia exata (1):

| —— PBy(M) 4> B,(M) L%, —~1

Pelo Teorema 5.5.2, temos duas apresentacoes para PB, (M) (e por ora, vamos consid-

erar a apresentagao 3) e para o grupo das permutagdes ¥, temos a mesma apresentacao
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que usamos no caso orientavel:

Apresentagao de X,:

Geradores: 61, ...,0,_1.

Relacoes:
- 0;0; = 0;0;, i —j| > 2,
- 0i0i410; = 04410041, 1<e<n-—2,
a1, 1<i<n-—1,

onde ¢§; denota a permutagao (7,7 + 1), para qualquer i.

Observemos que o; é uma pré-imagem de ¢; por f. Logo, aplicando o Teorema 5.3.1,

temos o seguinte conjunto de geradores para B, (M):
{a4;7;1<i<n1<r<glU{l;pul<j<k<n}U{ozi=1,...,n—1}.

Como Tj, pode ser escrito como combinacao dos elementos de {o;; ¢ = 1,...,n — 1},

podemos simplificar o conjunto de geradores de B,,(M):
{ai;1<i<n1<r<g}U{o;i=1..,n—1}

que é a imagem por zﬁ dos geradores de m e assim, zﬁ é sobrejetor.

Analogamente ao que fizemos no passo 2, vamos mostrar que ¢ é um isomorfismo pelo
procedimento a seguir:

Primeiro, vamos denotar por G4 o conjunto de geradores de PB, (M), e por G o
conjunto de geradores de W Para cada relagao na apresentagdo de PB, (M), vamos
considera-las via e como relagoes em B, (M) e mostraremos que sao vélidas em B,,(M).

Depois, para cada relator r de X, vamos considerar sua pré-imagem candnica por f,
denotada por 7. Entao, encontramos uma palavra U em G tal que 7 = U vale em m,
e tal que zz(U) é uma palavra em G 4.

Finalmente, para cada x € G4 e cada gerador 9; de ¥, encontramos uma palavra V

em G tal que a igualdade o;z0; ! = V vale em B, (M) e tal que ¢(V) é uma palavra em
Ga.
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Isto nos dé as relacoes de Tipo 1,2 e 3 do Teorema 5.3.1 e, portanto, uma apresentagao
de B, (M), e, a0 mesmo tempo mostramos que QZ ¢ injetora, e, consequentemente, que 1;

é um isomorfismo.

e Vamos entao verificar em B, (M) as relagoes de Tipo 1. Partiremos de (r3) para

chegar na relacao (Prl):
2 9 2 ;
) 101 g = O1...0n 20, 10p_2...01 (3")

Substituindo cada a;,, i = 1,...,n — 1 por (r7), temos:

2 2 2
Ul ...Un_20-n_1o-n_2...0-1 — (1,171... CLLg

= (Ula;lafl)...(Ulag’gafl)

_ 2 2 —1 *
= 01(a2,1"‘a’2,g)01 ()
2 2 \ 1 _—1_—1
= 0109..0,-1(0y, 1, )0, 7109 O]
Desta forma a equagao (x) fica:
2 2 2
aml...an’g =0p—1...01...0p—1.

n—1
Mas ja provamos que H Ti,_nl_lﬂ,n = an_l...af...an_l. Portanto:

i=1

n—1

2 2 II -1
an,l"'an,g - T;,n—lﬂ,n‘
i=1

E assim, temos a relacdo (Prl). Via homomorfismo e, (Prl) é uma relacao de
B, (M) de Tipo 1. Mais ainda, esta relagao é valida em B, (M).

Usaremos daqui para frente algumas relagoes de B, (M) facilmente deduzidas de
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(rl) — (r8). Para a primeira relagao, usando (r7), temos:
(o7 ..ot Nay(o1..0i1) = 0, ..oy o7 ay po1) o904
=0, 1,051

= Q4.
Portanto,

Q= (0;_11...Ul_l)alm(al...ai_l) (4

Outras duas relagoes sao obtidas de (r7):

(050105 ) As(02.051) = (Uj__ll...02_1)(a§71...a§7s_la2_éa2_7§_1...a2_&)(02...0]-_1)

= Uj__ll...ag_l(ag,l...ag’s_la;iagi_l...aﬁ)(03...0]-_1)

_ -1
= 0-145-1,505-1

= Ajws‘

E com o raciocinio anélogo, mostramos que:

(O'j__ll...O'l_l)Al,s(O'l...O'j_l) — Aj,s'

Portanto,

Aj,s = (O'j__ll...O'l_l)Al,s(O'l...O'j_l) = (0']-__11...0'2_1>A27S(0'2...O'j_1). (57)

Da mesma forma que no caso orientavel, teremos as trés relagoes que extraimos das

relagoes (r1) e (r2) do disco:

0;(okok-1...0;) = (OkO)—1...0;) 01,1 < j < k. (67)

oi(oto o) = (07 oo o, i < G < k. (7)

2 1 1 1 2 )
0o Op—10O—1...0; = Op ..0,,10; Oif1...0%. (8")
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Agora, usando (5'), (6'), (7') e (R6), vemos que se 1 < k < j — 2, temos:

O'-_1 -"Ul_l)o-k—l—lAl,s(Ul'--Uj—1>
O'j_l...O'l_l)Al’sO'k_H(O'l...O'j_l)

= (O'j_l...O’l_l)ALS(0’1...O'j_1)0'k+1

Ou seja,
UkAj,s - Aj,so-k' (97)

Da mesma forma, usando (5'), (r4) e (r6) , temos para r # s,1 < j:

al,rAjs a1 r( ] )A2 s( 02)
= (0']-__11...0-2_1)a177-A27S(0'j_1...0-2)
= (Uj__ll...02_1)A278a1,r(0j_1...02)
= (Uj__ll...02_1)A278(0j_1...02)a1,r

= Aj,SCLlﬂ«.

Portanto, a1,A4;s = Ajsa1,,7 # 5,1 < j. E como em (4) a;, é um produto de

elementos o qual comuta com A; ;, obtemos:

aipAjs = Ajip, 1 < j,7F5

ou seja, (Pr2) é valida em B, (M). Mais ainda, (Pr2) é uma relagao de Tipo 1 via

o homomorfismo e para B, (M).

Agora, vamos verificar a relagao (Pr3). Em cada uma das igualdades a seguir serao

usadas as relagoes conhecidas de B,,(M):

T T A ( ;1 az?r—laﬂ“>

2,7—1

= (O'i...O'j_QO'JQ» _12 1 A],r( z z2r la'z 7“)

2 -1 -1
...0‘] 20- 10-] 2 U

Ajr(07 5.0 1)(@%71...air_lau)(01...02-_1)

(o) )Aj,r(aﬁ'-'air_ﬂl,r)(Ul~~Uz‘—1)

(o
(04...05— 20? ]__12 0;
= (

Uz-'-Uj—2%2'—1Uj_—12 O A”(all a’%r 1a1,)(01...04-1)



108 Apresentacoes dos grupos de trancas em superficies

= (04...0j_207 1055 Ufl)(aj__ll...a_l)AgT(Ug...Uj_l)(ail...air_lau)(01...02-_1)

= (0,107 ' N(01...011)(04...05207 107507 ) (0705 ") Agp(ad y.af _ar,)

(0j-1..05 07)Ag, r(all a%r 101:)(02...05-1)(01...04_1)
(o105t (a3 1~'air—lal,r)AZr(U2~~Uj—1)(Ulwgz‘—l)
( (Uj_—11---02_1)A2,r(02...0j_1)(01...0i_1)
(

)
71...CL% r_1a177«)Aj77«(0'1...0'i_1)
)

)
2 2
ai’l...aim_laim)Aj e

E portanto, temos (Pr3). As relagoes (Pr4) e (Prb) sdo trangas que nao atravessam
paredes, e assim sao relagoes no grupo de trangas no disco, logo sao consequéncias
de (rl) e (r2).

Agora, vamos mostrar que (Pr6) é valido em B,(M) para 1 < j <k <i < n:

i T = (0, .01 ay,(01...0i1) Tk
Z(UZ 107 )1 (01.0.0121) (050410320} _10k—2...04410)
= (072107 a1, (050 41..-0k-20%_10k—2...05410;)(01...0i-1)
= (0,20, 1)(U]U]+1 Uk—2al?:—1o-k—2 0j4107)a1,(01...04-1)
= (0j0j 1.0k 204 10k _9...05110;) (0, ..oy Dar . (01...0i_1)

G,k -

E assim, o resultado segue.

Agora, a relagdo (Pr7) é obtida a seguir:

2 =2 _ -1 -2 -2
arp(a;’..a;1Tie) = aip(0;2..00  ay..a1101...04—1)O_1...0;

= a; (0700 ) (o7 oy ) (0, oy ) (ke 05)

o o) o o Y a o (o7 ot ) (00t o ) (0% 0)

(

(07 ooy o Yo ai (o7 ot ) (o0 o ) (01 -05)
= (oot o7 ot ) (000 ) (ke 1.04) A1 20410590}

( ( 0) )i

(

ooy oy to ) (0! (O)—1...0,
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Finalmente, a relacao (Pr8) ¢ verificada da seguinte forma:

j—1
2 2 -1 _ .2 2 -1 -2 1
aj71...aj7g(| | T, Tjij1) = ajy...a5 (05 .00 05
i=1

_ -1 -1 2 2 -1 -1
= 0j...0,,_1..-0
jvn

E aqui, terminamos as relagoes de Tipo 1.

e Vamos encontrar agora as relagoes de Tipo 2. Para cada relator na apresentacao de
Y., n6s devemos encontrar uma palavra U mencionada anteriormente. O primeiro

relator em %, é 5i5j(5i_15]-_1, quando |i — j| > 2. Podemos escrevé-lo como:
CONCANICADNICADE
Logo, teremos 7 = aiajaz-_laj_l. Por outro lado, por (r1) em B,(M):
o050, ot =1, |i—j| > 2.

Vamos observar que 1 é uma palavra em G 4. Portanto, definimos U = 1. Assim

7 =1 é uma relagdo de Tipo 2 que procuramos e mais ainda, valida em B, (M).

. —1s-15-1 A
O segundo relator em ¥, é 0;0,410;0,,,0;, 0, ;. Podemos escrevé-lo como

f(o-i)f(o-i—i-l)f(o-i)f(ai_—i-ll)f(ai_1>f(0-i_+ll)7 i=1,...,n—2

Logo, teremos 7 = 0,0;410;0,.40; '0;;1. Por outro lado, por (r2) em B,(M):
1 _—1_—1 C i

Como no caso anterior, U = 1. Logo, temos a segunda relagao de Tipo 2 que

procuravamos a qual é valida em B,,(M).

E para a tltima relagao de Tipo 2, consideremos o relator 67 de X, que podemos
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escrever como f(0?). Logo, 7 = o2. Por outro lado, por (r8) temos:
2
0, = 4ji+1

e observemos que 7;,;.; é uma palavra em G4. Logo, U = T;,41 e assim, temos

nossa tltima relagao de Tipo 2 que também ¢é valida em B, (M).

e Vamos terminar a prova do Teorema 5.2.3 obtendo as relagoes de Tipo 3 e mostrando
que estas sao validas em B, (M). Elas serao faceis de deduzir e, para isto, usaremos
as relagoes (9'), (rl), (r2), (r7) e (r8). Consideremos a apresentacao 3 de PB,(M).

Para cada gerador x de G4 e para cada gerador y de ¥, vamos determinar tais

relagdes: por (9'), temos 0;A4;,0; " = A;,, 1 <i < j—2. Entdo, temos que a tranca
. t . £ 41 i a0t = a... Vi b

o; comuta com a;,, para j # i,% , ou seja, 0;a;,0; = aj,. Vamos observar

que a;, ¢ uma palavra em G4. Logo, tomamos V' = a;, e assim temos a primeira

relacao de Tipo 3 que procuramos.

Agora, por (r7) temos a;1, = 0; ‘a;,05, 1 <i <n—1. Por (r9) temos Tj;, = 02,

-1 _ -2
logo, T4, = o; °. Portanto,

-1 2 -2
0;Q;r0;, = 0,Qi+1,0;

-1
=T5i+10iv1,r i+l

ou seja, aiai,rai_l = ai+1,1“iri,_i—li-l' Pelo mesmo raciocinio anterior, V' =T ;11041 2_1_1H

e assim encontramos mais uma relacao de Tipo 3.

Também, pela rela¢do (r7), temos aiaiﬂmai_l = a;, € a;, ¢ uma palavra em G 4.

Portanto, tomando V' = q;, obtemos mais uma relacao de Tipo 3.

As relacoes de Tipo 3 das formas: aiTj,kai_l =T,k comi#j—1,7,k, aiTiH,kafl =
~1 ~1 ~1 ~1 ~
Tiw T, 0o, =T Tivipe0ilj0; =T 1T, T 41 880 as mesmas do caso

orientéavel.

E, claramente, todas as relagoes sao validas em B,(M). E aqui, as rela¢oes de Tipo

3 chegam ao fim.

Como todas as relagoes do Tipo 1,2 e 3 sdo validas em B, (M) entdo segue que 1; é

um isomorfismo e portanto, o Teorema 5.2.3 fica provado.
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5.6 O problema da palavra

Nesta secao vamos fazer uma aplicacao dos resultados obtidos nas se¢oes 4 e 5 deste
mesmo capitulo. Vamos fornecer um algoritmo para resolver o problema da palavra
no grupo de trangas em superficies e, para isto, vamos precisar das apresentagdes que
estudamos nas duas se¢oes anteriores.

Faremos aqui, uma breve discussao para o caso em que M é uma superficie fechada,
orientavel de género g > 1, mas observemos que o caso em que M é uma superficie fechada,
nao orientavel de género g > 2 é analogo.

Seja w uma palavra nos geradores de B, (M), isto ¢, uma palavra composta por ele-
mentos do conjunto {o1, ..., 0p_1,0a11, ..., @124} € por seus inversos. O algoritmo que vamos

propor nos da como saida uma palavra
W = Wy...W,S

tal que:
o, .
e w ¢é equivalente a w;

e cada w;, com ¢ = 1,...,n é uma palavra composta por elementos do conjunto
{ai1,.sai2g, Tiiv1, ., Tino1} € s € uma palavra composta por elementos do con-

junto {01, ...,0,_1} que representa a permutagao que w induz nas suas cordas.

Mostraremos ainda, que esta expressao acima é tnica. Desta forma, teremos w = 1
/ . . . , , 2 2 3
se, e somente se, w for a palavra trivial. Este algoritmo é analogo ao método cléssico de
pentear trancas no grupo de trangas no disco, vide [BZ] (paginas 149 — 153).
Primeiro, vamos considerar o homomorfismo f na sequéncia exata (1):

| —— PBy(M) — By(M) =%, —~1

Este homomorfismo leva a palavra w na sua permutacao correspondente. Agora,
para qualquer elemento de X,,, podemos tomar uma forma normal, isto é, uma palavra
tinica composta por elementos do conjunto das permutagoes {01, ...,0,_1}. Por exemplo,
podemos usar a forma normal descrita em [H|, onde qualquer elemento de ¥, é escrito

como um produto:

tl,kl t27k2 "'tn—l,k’n—n
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onde 0 =1e€ ik = 0mbm—1...0m—k+1. Se substituirmos nesta forma normal o elemento
0; pelo elemento o; para i = 1,...,n — 1 obteremos uma aplicacao g : X, — W, onde W é

o conjunto de palavras em {01, ...,0,_1} € seus inversos.

Desta forma, vamos considerar a composicao € = g o f:

¢: By(M)L=%, 2w

Esta aplicacao leva qualquer tranca para uma “palavra tranca” induzindo a mesma

permutacao nas cordas. Mais ainda, a imagem de € é finita desde que X, é finito.

Vamos definir s = ¢(w). Desde que as formas normais de ¥, sdo unicas, entao s é

tinica. Assim, obtemos uma palavra w = ws™' € PB, (M) tal que w = ws.

Agora, vamos proceder como segue: primeiro, reescrevemos w em termos dos geradores

de PB, (M), {ai,,T;}, e entao aplicaremos o método de pentear trancas de Artin.

Reescrevendo em termos dos geradores de PB,(M):

Para todas as palavras trangas p na imagem de €, consideremos as seguintes trangas:
+1 +1y, —1 +1 +1y, —1
pal,TE(al,r>p ) bo; E(Ui )p .

Claramente, existe apenas um nimero finito delas e elas sao trangas puras. Nao é
dificil reescrever estas trangas como palavras em {a;,, 7} usando as relacoes dadas na

apresentagao de By, (M).

Suponhamos que w tenha comprimento m, isto é, w = x;...x,, onde x; é um gerador
de B,(M) ou seu inverso. Para todo i = 1,...,m vamos definir w; = x;...x;. Desde que

w € PB,(M), entao e(w,,) = €(w) =1 e assim temos:
W= 21...0, = (lzye(wr) ™) (e(wy)zoe(Wa) ™). (€(Wp—1) Tpe(Wpn) ).

Mas ja sabemos como reescrever, como palavras em {a;,7j}, todos os fatores do lado
direito da equagao. Entao podemos reescrever w como uma palavra nos geradores de
PB,(M).

Método para pentear trancgas:
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Para 7 = 1,...,n definimos os seguintes conjuntos:

Wi =A{a;vi=1,..4, r=1,..20} U{T3s i=1,.5,k=i+1..,n—1}

i,r)

Vi={A ) r=1,..20y U{T}ik=j+1,..,n—1}.

]77”’
Para cada € W, e para cada y € V}, 7 < j, podemos escrever
yry = Z,

onde Z é uma palavra em W;. Para vermos este fato, tomemos z = a;, € Wy ey =T €
Vj. Assim, pela definigao dos indices 7,j e k em W; e V; e, pela relacao de Tipo 3:

-1 _
0jQir0; = Qir,

temos o seguinte:

-1 _ -1
yry = Tjrair T,

= (0j...0k—204 10k—2...05) i (0 .oy, 2 00000

_ 2 -1 -1 -2 -1 -1
= (O’j...Uk_QO'k_IO'k_Q...O'j_l)a,im((fj_l...O'k_zo'k_IO'k_z...O'j_l)

= ai,T‘

que é uma palavra em W;. Os outros casos sao de raciocinio analogo, usando as outras

relagoes de Tipo 3 que encontramos para B, (M).

Se y é uma letra positiva, esta expressao é exatamente uma relacao de Tipo 3. Pode

acontecer que em Z exista uma letra da forma Tfnl, (I < i), mas podemos substitui-la

por uma palavra em W; usando a relagdo (PRS8). Se y é uma letra negativa, podemos
deduzir a expressao acima do mesmo modo que fizemos para as relacoes de Tipo 3. Entao

podemos supor conhecidas todas as expressoes acima (existe apenas um namero finitos

delas).

Agora, antes de comecarmos com o método de pentear trancas, vamos substituir em

+1

w todas as letras da forma a,.,

usando a féormula na apresentacao 2

(=prtt -1 +1 +1 -1
a - (An,lAn,QAn,i'}‘"An,r—l)(An,r-‘rl"' n,2g—1Any2g)7
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e todas as letras da forma 7, £ 1 usando a relagao (PR8). Desta forma, obtemos w como
uma palavra em W,,_1 UV,,.
O primeiro passo do método de pentear trancas consiste em mover para o lado direito

1

de w todas as letras em V,,. Isto pode ser feito usando as expressoes yry~" = Z men-

cionadas acima. Deste modo, obtemos w = XY, onde X é uma palavra em W,,_; e Y é
uma palavra em V,,.

Agora, vamos precisar do seguinte: para o grupo fundamental de M, vamos denotar
por S, , a n-ésima corda de A, ,. Desde que $,1, ..., $n4 geram w1 (M, P,), o Lema 5.4.1
implica que {S, 1, ..., Sn 24} serd um novo conjunto de geradores para (M, P,). Além

disso, aplicando a férmula do Lema 5.4.1, teremos:

-1,-1 -1 -1 -1 -1
Sn,lsn,2"‘8n,298n718n2 -Sn,2g = (SnQQSTLQQ 1S ,29—2""5”,1)(5"729 n,29—15n729—2“'5n,1)'

Entao, obtemos:

T (M, Pp) =< {Sn1, - Sn2g}; (S295n.20-15m2g2-Sn1) (Sn2gSmag—19n2g-2---Sp1) = 1 > .
Consideremos entao a seguinte sequéncia exata (vide [B]):

| ——= PB, (M \ {P,}) > PB, (M) —"=m (M, P,) —>1

onde para todo I' = (y1,...,7) € PB,(M), v(I') = 7,. Note que v(w) =Y € m(M).
Agora, em 71 (M) existe o algoritmo de Dehn que discutimos no Capitulo 1 (vide [LS])
para obtermos uma formal normal de Y. Para cada passo do algoritmo de Dehn, uma

subpalavra de Y é substituida por uma mais curta, usando a relacao

(S, 2gSn,2g_1S;§g_2.. S1)(Sn2g S 29— lSmgg_g...S;}) =1.

Em vez disso, faremos um processo similar em PB, (M): cada vez que o algoritmo de
Dehn substituir uma subpalavra de Y em 71(M), nés substituiremos a correspondente

subpalavra em w = XY € PB, (M) usando a relacao

(An2gAn2g 1An2g 2 An71)(An729A7;2g 1An29 2. H i,n—1 7«”7

a qual ¢ equivalente a (PR1); entdao removemos cada T, usando (PRS), ¢ movemos
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novamente as letras em V,, para o lado direito da nossa palavra.

No final deste processo, obteremos w = X,,_jw,, onde w, é a forma normal de v(w)
em 71 (M), entdo ela é tnica, e X,,_; é uma palavra em W,,_;.

O algoritmo termina em n — 1 passos: em cada passo, temos uma palavra X,, em W,,,
substituimos as letras da forma ai}r por palavras em V,,, e entao, movemos como antes
todas as letras em V,,, para o lado direito. Finalmente, removemos todas as subpalavras
da forma zz~! ou 7'z, e obtemos X,,, = X,,_ 1w, onde X,,_; é uma palavra em W,,_;
e w,, é uma palavra reduzida em V,,. Se provarmos que a palavra w,, é Unica, teremos
uma tnica fatoragao w = w;...w,s como saida do nosso algoritmo.

Definamos M,,_,,, = M\{P1,..., P,} paracadam = 1,...,n—1. Em [B] encontramos

a seguinte sequéncia exata analoga a anterior:
f
11— PBm—l(Mn—m-‘rl) — PBm(Mn—m) i> 1 (Mn—m) —1.

Precisamos apenas notar que X, € PB,,(M,_.), 9(X;) = w,,. Agora, desde que
71 (M,—p,) € um grupo livre com sistema livre de geradores {a,, ;1 < r < 2g}U{T,, ;; m+

1 <j<n-—1} e desde que w,, ¢ uma palavra reduzida, ela é tinica, como queriamos.

5.7 Apéndice

Para finalizar nosso estudo sobre este artigo, vamos justificar agora uma questao inter-
essante deixada pelo autor na Segdo 2. A questdo também ¢é encontrada em [M]|, pagina

34, exercicio 8.9:
Qual superficie orientdvel € representada por alag...aggaflagl...a;gl ?

Antes de justificarmos, vamos fazer uma breve referéncia da teoria que vamos utilizar.

Esta teoria é encontrada com mais detalhes em [M], Capitulo 1.

Definicao 5.7.1. Uma triangulacao de uma superficie compacta S consiste de uma
familia finita de subconjuntos fechados {T1,Ts,...,T,} que cobrem S e uma familia de
homeomorfismos @; : TZ-/ — T;, com 1 = 1,...,n, onde cada TZ./ ¢ um tridngulo em R?.

Cada subconjunto fechado T; € chamado de triangulo. Os subconjuntos de T; que sao as

. . . A / ~ P . -
imagens dos vértices e arestas do tridngulo T, sob ¢; sao também chamados “vértices” e
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“arestas’ respectivamente. Finalmente € exigido que quaisquer dois tridngulos distintos
T; e T; sejam distintos ou tenham somente um vértice em comum ou tenham uma aresta

teira em comum.

Definigao 5.7.2. Seja M uma superficie compacta com triangulagao {11,T5,....,T,}.
Definimos a caracteristica de Euler de M como sendo:
X(M) = (n°. total de vértices de M) — (n°. total de arestas de M) + (n°. de regides).

E também, temos o seguinte resultado:

Teorema 5.7.3. Sejam M, e M, duas superficies compactas. FEntdao, My serd home-
omorfa a My se, e somente se, x(My) = x(My) com ambas orientdveis ou ambas nao

orientdvers.

Consideremos também a seguinte tabela:

‘ Superficie ‘ Caracteristica de Fuler ‘
Esfera 2
Soma conexa de n-toros 2—2n
Soma conexa de n-planos projetivos 2—n
Soma conexa de um plano projetivo e n-toros 1—2n
Soma conexa de uma garrafa de Klein e n-toros —2n

Com isto, vamos a justificativa:

Sejam M uma superficie orientavel representada por a1a2a3a4a1—1a2_ 1a§ 1aZ1 € 0 con-

junto {13, Ty, ..., Tro} a triangulagdo representada na figura a seguir:

p L ( P
£ v
@1 / \ ay
P (\ .Q & P
as\ Jo
P
a3\ — Qo P
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Assim, temos:

X(M) =34 — 108 + 72 = —2.

Por outro lado, pela tabela anterior sabemos que a caracteristica de Euler da soma
conexa de 2-toros é —2. Portanto, pelo Teorema 5.7.3, M é homeomorfa a soma conexa de
2-toros. Generalizando este raciocicinio, consideremos agora a superficie M representada

por OélOég...OéggOél_lOZQ_I...OZQ_gl e a triangulagao analoga a anterior. Desta forma, vamos ter:
e n°. de vértices: 9+ (2g—1)-5+ (29 —1)-3+1 =169 + 2.
e n°. de arestas: 18+ (29 —1)-15+ (29 — 1) - 12+ 9 = 54g.
e n°. de regioes: 4g -9 = 36g.

Logo, x(M) = 2 — 2g e, pela tabela anterior sabemos que a caracteristica de FEuler da
soma conexa de g-toros é 2 — 2¢g. Logo, pelo Teorema 5.7.3, M é homeomorfo a soma
conexa de g-toros.

Vamos observar que precisavamos desta justificativa para trabalharmos com a repre-
sentacao tomada pelo autor deste artigo, ja que esta representagao nao é a representacao
padrao que estudamos no Capitulo 3 da soma conexa de g-toros. Desta forma, mostramos

que é possivel usa-la ja que elas sao homeomorfas.
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