Do calculo a cohomologia: cohomologia de de
Rham

Thais Zanutto Mendes




SERVICO DE POS-GRADUACAO DO ICMC-USP
Data de Depésito:

Assinatura:

Do calculo a cohomologia: cohomologia de de Rham

Thais Zanutto Mendes

Orientador: Prof. Dr. Daniel Levcovitz

Dissertacdo apresentada ao Instituto de Ciéncias
Matematicas e de Computacdo - ICMC-USP, como parte
dos requisitos para obtencdo do titulo de Mestre em
Ciéncias - Matemdtica . VERSAO REVISADA

USP - Sao Carlos
Junho de 2012



Ficha catalografica elaborada pela Biblioteca Prof. Achille Bassi

e Secao Técnica de Informéatica, ICMC/USP,
com os dados fornecidos pelo(a) autor(a)

M538c

Mendes, Thais Zanutto

Do calculo a cohomologia: cohomologia de de Rham /
Thais Zanutto Mendes; orientador Daniel Levcovitz. --
Sdo Carlos, 2012.

67 p.

Dissertacdo (Mestrado - Programa de Pds-Graduacgdo enf
Ciéncias de Computacdo e Matemdtica Computacional) --
Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacdao,
Universidade de S&o Paulo, 2012.

1. cohomologia. 2. cohomologia de de Rham. 3.
4dlgebra homoldégica. I. Levcovitz, Daniel, orient. ITI.
Titulo.




“Nothing wn life is to be feared, it is only to be understood.
Now is the time to understand more, so that we may fear
less.”

Marie Curie



i



Agradecimentos

Ao Pai Todo Amor, por caminhar ao meu lado.

Ao meu orientador, que foi sempre um apoio por todo o caminho do mestrado.

Aos meus pais e irmaos, por todo carinho e apoio que me deram.

Ao Adriano, por acreditar sempre que eu conseguiria, mesmo quando eu mesma nao

acreditava.



v



Resumo

Neste trabalho, estudamos a cohomologia de de Rham e métodos para os seus calculos.

Finalizamos com aplicacoes da cohomologia de de Rham em teoremas da topologia.
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Abstract

In this work we study the de Rham cohomology and methods for its calculations. We

close it with applications of the Rham cohomology in theorems from topology.
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Introducao

0.1 Aplicacoes Multilineares Alternadas

Seja V' um espaco vetorial sobre R. Uma aplicacao:

w:VE=Vx...xV—R,

k vezes

é chamada k-linear, ou simplesmente multilinear, se for linear em cada uma de suas

entradas, ou seja, se vy, vs,..., v, w; € V e A € R, entao:
Wvg, o A Wiy vk) = Aw(vg, U Uk) F (V1 Wy V)
Defini¢ao 0.1.1. Uma aplicagao k-linear w : V¥ — R € dita alternada se w(&y, ..., &) =

0, sempre que & = & para algum par @ # j. O espago vetorial das aplicagoes k-lineares

alternadas serd denotado por Alt"(V).

Notemos que Alt"(V) = 0 sempre que k > dim V. De fato, se tomarmos &;,...,& €V,

como k > dim V, existe pelo menos um vetor &; que é combinacao linear dos outros vetores,

k
ou seja, & = Z A€, Assim:

=15

k
w(flw"afia'-'gk):w(gla"w Z A]&ﬁgk)

=1,



pois w é alternada. Isso também nos diz que se w é uma aplicacao k-linear alternada e
&1, ..., & € V sdo linearmente dependentes entao w(&y,...,&) = 0. Logo, para saber se
um conjunto de k vetores sao linearmente independentes, basta encontrar uma aplicacao
k-linear alternada tal que w(&y, ..., &) # 0.

O grupo simétrico de permutagoes do conjunto {1,2,...,k} é denotado por S(k).
Lembramos ainda que qualquer permutacao pode ser escrita como uma composicao de
transposi¢oes (usualmente dizemos produto de transposigoes). A transposi¢io que leva i

em j e fixa os demais elementos sera denotada por (7, ). O sinal da permutagao:
sign : S(k) — {£1}

¢ um homomorfismo; sign(o7) = sign(o) o sign(r) = sign(o) - sign(7), que aplica toda
transposicdo em —1. Assim, o sinal de o € S(k) é —1 se o se decompde em um produto

de uma quantidade impar de transposicoes e é 1 caso contrario.

Lema 0.1.2. Sew € Alt*(V) e o € S(k), entdo:

w(éa(l% s 7€U(k)) = SZgTL(O') ’ w(glv SR 7576)

Demonstracao: Como toda permutacao pode ser escrita como produto de transposicoes,

¢ suficiente provar para o = (i, 7). Para simplificar, escreveremos:

CULJ'(f,f/) :w(fl,...,f,...,f’,...,fk),

onde £ e £ ocupam respectivamente as coordenadas i e j. O restante dos vetores sao
escolhidos arbitrariamente, mas fixados. Segue da defini¢do que w;; € Alt*(V). Entao
wij(E+E,6+E)=0. Assim:

0= Wi, j (6 + 5/7 5 + 5/) = Wij (57 5) + Wi 5 (57 gl) + wi,j(ﬁlu f) + wi,j(fl» 5/)
0= wi,j<€7 5,) + wi,j (5/7 5) = wi,j(gv 5/) = _wid(g/v 5)7

0 que encerra a nossa demonstracao. [

O que provamos acima também mostra que se uma aplicacao é k-linear e alternada,
entao ela é anti-simétrica. A inversa dessa afirmacao também ¢é verdadeira, ou seja, se w é
anti-simétrica, entdo ela é alternada. Ora, se w;; é anti-simétrica, w; ;(£, &) = —w; ;(&,§)

e assim 2w; ;(€,&) = 0, e portanto w; ;(§,&) = 0.
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Exemplo 0.1.3. Seja V =R" ¢ & = (&1,...,&k). A fungdo w(&s, ..., &) = det(&;) €
alternada. De acordo com as propriedades de determinante, w € anti-simétrica, e portanto,

alternada.

Exemplo 0.1.4. A aplicagio bilinear w(&1,&) = 165 — &7, onde & = (£1,67) e & =
(£3,&3) € alternada.

0.2 O produto exterior

A partir de agora definiremos o produto exterior, que é uma funcao de Alt?(V) x
AltY(V) em AltPHY(V).

Definicao 0.2.1. Um (p, q)-embaralhamento o € uma permutagao de I, = {1,...,p+q}

satisfazendo:
cl)<o2)<...<a(p) e op+1)<...0(p+q).
) 12345
Exemplo 0.2.2. A permutacio o = é um (2,3)-embaralhamento,
3 51 2 4
POLS:

c(1)=3<0(2)=5 e 03)=1<0(4)=2<0(5) =4

Um (p, g)-embaralhamento permuta o conjunto I,.,, tomando p primeiros elementos
e os dispondo de forma crescente. Entao, a imagem dos outros ¢ elementos fica com-
pletamente determinada. Logo a quantidade de (p,¢)-embaralhamentos diferentes ¢ a

quantidade de combinacoes dos p + ¢ elementos de I,., p a p. Assim, o conjunto de

todos os (p, ¢)-embaralhamentos tem ( p ; ¢ ) elementos. Denotaremos esse conjunto

por S(p,q).

Definicao 0.2.3. Sejam wy € Al (V') e wy € AltY(V'), chamamos a aplicagio:

(@1 Aw) (s s &prg) = Y 8ign(0) w1 (o) -2 o) - w2bopan)s - Eotpia)s

a€S(p,q)

onde &1, ..., &g €V, de produto exterior de wi e ws.



Exemplo 0.2.4. Quando p = q = 1, o produto exterior é dado por (wy A ws)(&1,&) =
w1 (&) - w2 (&) — wi(&2) - wa(&r), onde wi,wy € Alt'(V) e &1,& € V.

Exemplo 0.2.5. Tomemos as sequintes aplicagoes alternadas:

w RZxR2 — R wy :RZ — R

(61,6) — §& — &S (&.81) — &&

onde & = (&1,€3) e & = (&,€3). Sabemos que existem trés (2,1)-embaralhamentos, pois

= 3. Sao eles:
2
1 2 3 1 2 3 1 2 3
oy = ; O9 = € 03
1 2 3 1 3 2 2 31
com sign(o1) = 1, sign(os) = —1 e sign(os) = 1. Assim:

(w1 Aws)(&1,62,83) = Z sign(o) - w1(€o(1), So(2) - wa(€o(z) =

ceS(2,1)
= sign(o)wi (&1, &2)wa (&) + sign(og)wi (&1, §3)wa(&2) + sign(os)wi (&2, §3)we (&) =
= (618 — 66)68 — (616 — 616)6,6 + (68 — £6)66.

O produto exterior wy; A we é uma forma (p + g)-linear, pois w; e wy sdo p-linear e

g-linear, respectivamente. Além disso:
Lema 0.2.6. Se w; € AlP(V) e wy € AltY(V). Entio wy Awy € AIPTI(V).
Para essa demonstragao é necessario antes demonstrar outro lema:

Lema 0.2.7. Uma aplicagio k-linear w é alternada se w(&y, ..., &) = 0 para toda k-upla

com & = &1, para algum 1 <1< k— 1.

Demonstracao: Temos que S(k) é gerado por transposi¢oes do tipo (i,7 + 1) e, pelo

mesmo argumento usado no lema [0.1.2] temos:

W(El, e ,&7&4_1, Ce ,fk) = _(A)(gl, e 7€i+17€i7 .. 7§k)
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Como o lema é valido para toda o € S(k), entdo, w é alternada. "
Agora munidos desse resultado, voltemos nossa atencao a demonstracao desejada:
Demonstracao do lema Mostremos primeiramente que wy A wa (&1, ..., &prq) =0

quando & = &. Facamos:

(i) Si2={0c€Sp,q)/o(l)=10(p+1) =2}
(ii) S ={oc€S(p,q)/o(1) =2,0(p+1) =1}
(iii) So = S(p,q) — (S12U ).
Caso 0 € S, entao wi(&a),---:&op) = 0 ou wWo(&opri),---s&epre) = 0, j& que

o) = &o2) OU Eo(pt1) = Eo(pr2)- Notemos ainda que Syp € aplicado em Sy; de forma

bijetiva compondo 7 = (1,2) com cada permutacao de Sis. Assim, temos:

w1 A w2(§1> e 7€p+q) = Z sign(g) : Wl(fa(l), e 7fa(p)) : W2(£U(p+1)a . >£o(p+q))

o€S(p,q)
= Z Slgn T W1 50(1)7 s 750(;))) ) (fo(p—i—l)a s Jfa(p+q)>
0€S12
+ Z Slgn T W1 gcr R 750(7’)) T W2 (50(17—&-1)7 <o >€o(p+q))
oc€Sa
+ Z Slgn T W1 50 1), --- afa(p)) * Wa (50(p+1)7 s 7§U(p+q))
O'GSO
= Z SlgIl "W 50(1)7 SR 750(;9)) - W2 (50(1)4—1)7 s 7£U(p+q)>+
c€eS12
+ Z Sign(TU) T W1 (57’0(1)7 cee 7£TU(p)) : WQ(gTo(p—f—l% v ;gTa(p—‘rq))
oc€S12
= Z sign(o) T (50(1)7 s 750(;))) " W2 (fcr(p+1)7 <. 7§a(p+q)>
o€S12
- Z sign(a) ! (670(1)7 s 757'0(;0)) : w2(£70(p+1)7 s 7€Ta(p+q))'
oc€S12

Desde que o(1) =1leo(p+1) =2, temos 70(1) =2 e 7o(p+1) = 1 e vemos 70 (i) = 1,
sempre que i # 1 ou i # p+ 1). Como & = &, os termos das duas somas se cancelam.

Para o caso geral §; = &1, o raciocinio é mesmo. Consideremos:

(i) SZ i+l — {UE S(pa(D/O_(Z) %T,T’ 229‘{‘1,0(17"’1) 7&373 gp}v
(i) Siv1i={oc€SWw.q)/o(i) #rr <piop+1)#s,s=>p+1}
(iil) So = S(p,q) = (Si i1 U Siv1 4)-



Assim, para o € SO, temos wl(@,(l), e ,fg(p)) = 0 ou w2(§g(p+1),...,€a(p+q)) = 0.

Entao:

wi A w?(fla s a§p+q) = Z Sign(a) s W1 (50(1)7 s 750(1))) : w2(€a(p+l)7 s afa(erq))

o€S; it1
+ Y sign(o) - wioy - o) @2 (Eoprt); - - olpra):

0€Sit1 i

Usando agora a transposicao 7 = (4,7 + 1), temos uma bijecao de S; ;11 em S;y1 ; e,

como antes, a soma se cancelara. Logo:

wi Awa(&rs - 6prg) =0

sempre que & = &1, para algum 1 <4 < k — 1 na (p + ¢)-upla. Entéo, pelo lema[0.2.6]
w1 ANwy € Altp+q<V) |

Enunciaremos alguma propriedades do produto exterior. Consideremos wy,w}| € Alt”(V),
wo,why € AltY(V) e X € R. Entao:

1. (w1 + W) Awy = wy Aws + Wy A ws;
2. (Aw1) Awy = AMwi Aws) = wy A (Aws);
3. wi A (we 4+ wh) = wy Awy + wy A wh.
Lema 0.2.8. Sew; € AlP(V) ewy € AltY(V), entdo wy Awy = (—1)Pwy A wy.

Demonstragao: Seja 6 € S(p + ¢) tal que:

Temos que sign(f) = (—1)?. Nao ¢ dificil ver que a composicao de 6 com os elementos

de S(p,q) gera uma bijecao:

S(p,q) «— S(q,p)

o006,

ou seja, essa bijecao simplesmentes inverte a ordem do embaralhamento.
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Observemos que:

W2(509(1)7 cee 7509(q)) = W2 (ga(p+1)7 cee 7§U(p+q)>
W1 (&ob(g+1)s - - - Eovra)) = W1(Eo(1)s - - > Eop))-

Entao:

wo N\ wr (617 SR 75p+q) = Z Sign(g> . w2(€o(1)7 . 760(‘1)) s W1 <£a(q+1)7 R 7£U(p+q)>

o€5(p,q)
= Z sign(a@) * W2 (60‘0(1)7 B agoﬂ(q)) s Wi (50’0(q+1)a s 7600(p+q)>
o€S5(p,q)
= (=17 Y sign(o) - wi(oys - o) - w2 (Eoprt)s - - Eolpra)
o€S5(p,q)

= (—1)P%w; Aws(r, - -, Epta)-

Lema 0.2.9. Sew € AlP(V), wy € AltY(V) e ws € Alt"(V), entao:

w1 N (WQ /\Cdg) == (w1 /\w2) A ws.

Demonstragao: Seja S(p,q,r) C S(p+qg+7) o conjunto das permutagoes que satisfazem:

o(l)<...<o(p)
op+1)<...<o(p+q)
ocp+qg+1)<...<olp+q+r).

Consideremos os seguintes subconjuntos de S(p, ¢, 7):

S(@,q;r) = {o€S(p,qr)/o(i)=1i1<1i<p}
S(p.q7) = {oeSpgr)/o(i) =ip+q+1<i<p+q+r}.

Consideremos a seguinte bijecao:

S(p,q+r)xS[@.q,r)«— Sp.q,r)
(0.2.1)
(0,0) — o 00.



Com todas essas informacoes:

[wl A <w2 A W3)] (517 s 7§p+q+r) - SigIl(O') ! (ga(l)a s 750(])))(("}2 A w3)<£a(p+1)7 s 7§U(p+q+7“))
oeS(p,g+r)

= Z Sigﬂ(O’) Z Slgn<9) [Wl (50(1)7 s afo‘(p))WQ(fo‘O(p-‘rl)v s 750'9(;0-&-(1))(*‘}3 (gaa(p—i-q-&-l)a s 7509(p+q+r

aeS(p,q+r) 0€S(p,q,r)

= Z Sign(aG) [wl (509(1)7 B afa@(p))WQ (500(p+1)7 oo a§09(p+q))w3(50'9(p+q+1)7 B a50'9(p+q+r))]

oeS(p,q+r)
0€S(p,q,r)

= Z sign(c0) [wl (§u1)ys - -+ &uIW2 (Eupr1)s - - - Eutpra) ) W3 (Eu(pra+1)s - - - ’fu(p+q+r))} :

€S (p,g,r)

Onde usamos que o (i) = 06(i), 1 < i < pe abijecao na tltima passagem. Isso porque
a combinacao dos dois somatoérios, descrita na terceira linha, gera todas as combinacoes

possiveis, logo, a troca ¢ possivel.

Consideremos agora a seguinte bijecao:

S(p+q,7) x S(p,q,7) «— S(p,q,7)
(0.2.2)

(n, 1) —> mop.
Analogamente, teremos:

[(wi Aws) Aws] (&1, ... 7fp+q+r) = Z sign(n) - (w1 A W2)(£ﬂ(1)7 cee 7£n(p+q))w3(fn(p+q+1)> oo Enptar)

nes(p+q,r)
= Z Sign(n) Z Sign(ﬂ) [Wl (fnu(l)a s 7€nu(p)>w2 (gnu(p—&—l)a ce 7§nu(p+q)>w3 (577(10-&-11—!—1)7 s 7§n(p+q+7
neS(p+q,r) 1eS(p,gT)
- Z sign(ni) [w1(En)s - - Enntr)) W2 (Enuor)s - - Snnto+0) W3 Eautprarn)s - - > Enporarn)]
ne€S(p+q,r)
HeES(p,q,7)
= Z Sign(nﬂ) [wl (6’0(1)7 s 7£v(p))w2(§v(p+1)a s >£v(p+q))w3(£v(p+q+1)a s >£v(p+q+r)>} .
veS(p,q,r)

Onde usamos que 7(i) = nu(i),p+q¢+1 <i < p+q+r e a bijecdo para a altima

passagem, como feito antes.

Logo, wy A (wa Aws) = (w1 A we) A ws como queriamos demonstrar. n

Observacdo 0.2.10. E comum encontrarmos na literatura o sequinte definicdo:

_ 1 .
w1 Awa(&1, .- &prg) = ey Z sign(0) + w2 (§o(1)s - - -5 o(g)) * W1(Eo(gr1)s - - - s Solpra))
T oeS(ptq)
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Note que nessa definicao {o(1),...,0(p)} e{o(p+1),...,0(p+¢q)} ndo estao ordenados.
Ora, hd exatamente S(p) x S(q) modos para que os conjuntos acima se tornem uma
sequéncia arbitrdria, e essa € a causa do fator de corregao ]%q! aparecer na erpressao.

Entao wy N\ wy = wy A wa.

Uma R-algebra A consiste de um espaco vetorial sobre R e uma aplicagao bilinear
p:Ax A— A que seja associativa, ou seja, u(a, (b, c)) = pu(p(a, b), c), para quaisquer
a,b,c € A. A algebra é chamada com unidade se existir um elemento 1 € A tal que

u(1,a) = p(a, 1) = a, para todo a € A. Tal elemento é chamado de unidade.

Definicao 0.2.11. (1) Uma R-dlgebra graduada A € uma sequéncia de espa-
cos vetoriais Ag, k = 0,1, ..., e aplicacoes bilineares p : A x Ay — Apyy

que sao associativas;

(ii) A dlgebra graduada Ax é dita coneza se ela tiver unidade 1 € Ay e se

€ : R — Ag dada por €(r) =r-1 € um isomorfismo,

(iii) A dlgebra graduada Ax € chamada comutativa (ou anti-comutativa), se

w(a,b) = (=) u(b, a), para a € Ay e b € A,.

Os elementos de Ay sdo ditos de grau k. Sabemos que Alt*(V) é um espago vetorial

sobre R do modo usual:

(W1+w2)(§17"'7§k) = wl(flv'”agk)+w2(€17"'7§/€)
()\w)(flv"wgk’) = )‘(w(gbvgk))

Também ja foi mostrado que o produro exterior € uma aplicac¢do bilinear de Alt?(V') x
Alt9(V) em Alt?T9(V). Partindo de Alt’(V) = R, expandimos o produto exterior para
Alt°(V) x Alt?(V) usando a estrutura de espago vetorial. As propriedades das formas

alternadas podem ser resumidas em:

Teorema 0.2.12. Alt*(V') é uma dlgebra graduada, anti-comutativa e coneza.
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Lema 0.2.13. Para 1-formas wy, ... ,w, € Alt'(V) temos que:

wi(é1) wi(€e) - wil§y)
wa(&1) wa(&2) -+ wa(ép)

wp(&1) wp(§2) - wp(&p)

wi A Awp(&, -, Ep) = det

Demonstragao: Por inducao sobre p. Para p = 2, sejam wy,ws € Altl(V). Entao:

(w1 Awg) (€1,&2) = Z sign(o)wi (€o(1))w2(Eo(2)) = wi(§1)wa(§2) — wi(§2)wa (1)

oeS(1,1)

6 ) ) _ o et o (e
det<w2(§1) (6 ) = w1 (&)wa (&) — wi(&2)wa (&)

0 que comprova a afirmacao para p = 2.

Suponhamos que a afirmacao seja verdadeira para p — 1. Pela definicao de produto

exterior, temos, para wi, . ..,w, € Alt'(V):

wi A (wa A Awy) (&ry...,6) = Z sign (o) w1 (&x1)) (W2 A oo Awp) (§o@)s - -+ o))
ceS(1,p—1)

= Z(—l)j+1w1(§j) (WQ VANPIRIAN Wp) (60(2), oo ,gg(p))
j=1

=) (1) (W2 A Awp) (En &),
j=1

onde (&, ... ,@, ...,&) ¢ uma (p — 1)-upla que omite a variavel ;. Como a afirmacdo é

valida para p — 1, temos:

N D) 1 16) = LAPTAE) o) 6
wa(&1) wa(&) -+ waly)
3 (1 (et | ) s8] (&)

wl€) wil&) - w(§)
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O ultimo termo da igualdade acima é justamente o determinante da matriz (w;(¢;)),
em expansao pela 1* linha segundo a regra de Laplace para determinantes de matrizes

quadradas. [

Do lema acima, temos que se as 1-formas wy, . ..,w, € Alt'(V) so linearmente inde-
pendentes, entdo wy A ... Aw, # 0. De fato, podemos escolher £ € V com w;(§;) = 0
se i # jewl(§) =1, para i = j e teremos det(w;(§;)) = 1. Reciprocamente, se
Wi, ..., w, € Alt'(V) sdo linearmente dependentes, existird pelo menos um w; que po-

deré ser expresso como combinacao linear dos outros. Ou seja, w; = g rjw;, entao:

=1
Gt

wl/\.../\wi/\.../\wp:er(wl/\.../\wj/\.../\wp):0
j=1
i

pois, pelo lema anterior, podemos calcular esse produto exterior pelo determinante, que
sempre se anulard em cada termo do somatorio, ja que teremos duas linhas iguais. Essas

ressalvas provam o seguinte lema:

Lema 0.2.14. Sejam wy,...,w, € Alt'(V), entdo wi A ... ANw, # 0 se e somente se,

Wi, . ..,wp sao linearmente independentes.

Teorema 0.2.15. Sejam e, ..., e, uma base de V e ey,..., €6, a base dual de Alt'(V).

Entao:

{60(1) N N €gip) }aeS(p,n*p)

¢ uma base para AltP(V'). Em particular

dim V'
dim Alt"(V) =

b

Demonstracao do teorema [0.2.15} Como ¢;(e;) = 0 quando i # j e ¢;(e;) = 1, o lema
0.2.13|nos permite caracterizar o produto exterior do enunciado como:

. o N 0 se {i1, .oy ipt F {1y dp)
ezlA...Aezp(ejl,...,ejp)—{ Sgn(o) se {in....ik = o) (0.2.3)
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onde ¢ ¢ a permutacao o(iy) = jr. Entdo, do lema 0.1.2]e de|0.2.3] temos que:

W= Z w(eg(l), ce eg(p))eg(l) N N Eg(p)s

para qualquer p-forma alternada w € Alt”(V'). De fato, ao tomarmos ey, . .., e, elementos

da base de V, temos:

Z w(ea(l), e ,eg(p))Ga(l) VAPV Eg(p)(el, - ,€p) = Z w(ea(l), cey ec,(p))sign(a)

S(p,n— S(p,n—p)
(pn=p) 1<o (i) <p
1<i<p

= Z sign(o)w(es, ..., ep)sign(o)

S(p,n—p)
1<o (3)<p
1<i<p

=w(ey,...,ep),

pois a tnica permutacao em S(p,n — p) a atender as condigoes descritas no somatorio
da segunda linha é a identidade. Logo Alt?(V') é gerado pelas €,(1) A ... A €5, com
o€ S(p,n—p).

Para a independéncia linear, consideremos a seguinte expressao:

Z /\060(1) AR A i 0, s € R. (024)
Como anteriormente, tomemos ey, ..., e, base de V. Entao:

Z /\060(1) AN ea(p)(el, e ,ep) = Z )\Usign(a) =)\,

S(p,n— S(p,n—p)
(pn=p) 1o (i)<p
1<i<p

Assim, para que a expressao [0.2.4] seja satisfeita devemos ter A\, = 0. Logo, provamos a
independéncia linear dos termos €,1) A ... A €5(), com o € S(p,n — p).

Logo, a dimensdo de Alt” (V) é justamente a quantidade de (p, n—p)-embaralhamentos

: : dim V' : <
existentes, ou seja, ( Z > ou ( H;l ) O que conclui a nossa demonstragao. ]

Deste teorema, temos Alt" (V) 2 R se n = dim V' e, como ja vimos antes, Alt?(V) =0
se p > n. No caso n = dim V' temos que dim Alt"(V) = 1 e a base é dada pela n-forma

alternada e; A ... A ¢€,. Em particular toda n-forma alternada do R" é proporcional ao
determinando desse capitulo.



Capitulo

1

A cohomologia de de Rham

1.1 Formas diferenciais

O objetivo deste capitulo é apresentar a cohomologia de de Rham e provar o lema de

Poincaré.

Defini¢ao 1.1.1. Uma p-forma diferencial (ou simplesmente uma p-forma) é uma apli-
cacio w: U — Alt’(R™), onde U é um aberto de R™ e w € infinitamente diferencidvel.

O conjunto de todas as p-formas diferenciaveis no aberto U sera denotado por QP(U).

Denotaremos a derivada usual de w por Dw, e seu valor em x por D,w. Assim,
D,w: R" — Alt?(R")

é tal que
Ow

8@

No capitulo anterior demonstramos que as p-formas €; = €; A -+ A ¢, com 1 <i; <

().

(Dw)(e;) = %w(m +te;)i—o =

iy < -+ < i, <n formam uma base para Alt’(R"™). Logo, qualquer p-forma w € QP(U) se

escreve unicamente como:

w(z) = ij(x)ef

onde wy(z) sido funcdes reais diferencidveis e # € U. Lembramos ainda que Alt"(R") = R

")
e QY(U) é o espago das fungdes reais diferenciaveis em U, ou seja, Q°(U) = C*(U,R)
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Assim, a diferencial D,w é a aplicacao linear dada por:
(%JI
=1, *
=2 g, Wi = )

E note que a funcao x — D,w é uma aplicagao de U no espaco das aplicagoes lineares
de R™ em AltP(R™).

Definicao 1.1.2. A diferencial exterior é o operador linear
d: QP(U) — QPTH(U)

tal que
ptl

d:cw(gla R 7€p+1) = Z(—l)l_leW(fl)(fl, <. 7517 s 7€p+1)'

1

onde (&, ... 757 o) = (G 8o, G, - )

Mostremos que d,w € Alt?*!(R"). Pelo lema do capitulo anterior, basta mostrar
que se & = &1, entdo dyw(&y, ..., &+1) = 0, para qualquer 1 < i < p— 1. Assim:

1

=
+

(_l)l_lD.’Bw(fl)(gl’ s 75[7 cee a€p+1) =

R L e
(1) IDl6) €1+ Epr) + () Do) € G i) = 0

-

Exemplo 1.1.3. Tomemos a i-ésima projecao x; : U — R. Assim:

(991:Z
Z 895]

. 31’, 0 S€E, i # ]
POiSs =
Oz, 1

se, 1 = 7.
De uma forma mais geral, se f € Q°(U), teremos:

of
0;1:1

do f(C) = 5= (2)¢" + 7=

com ¢ = (C1,...,Cn), ou seja,
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RO = 0f
df = ;axf =2 5, 4t

Lema 1.1.4. Se w(x) = f(x)er, entdo dyw = d, f Ney.

Demonstracgao: Pela equacao , temos:

_ _(Of 4, OF of .\
D.w() = Daf(O)er = (¢ + e b v 2o )= st
e, usando a definicao de diferencial exterior, temos:
p+1 R
do(&r, o Gin) = D (D) Dw(@) (&, )
1
p+1

~

= D (D" f( Qe )

1

Notemos que esta ultima expressao é similar a definicao de produto exterior dada no
capitulo anterior tomando w; = d,f e wy = ¢;. Além disso, o somatorio acima percorre
todas p + 1 embaralhamentos do tipo (1,p) existentes, e o fator (—1)P™! & o sinal da
permutacao correspondente. [

Notemos que

k I _ 0 Se,ke[
e Ne —{ (—1)e; se, k¢ I

onde e¢; € Alt?(R") e r ¢ 0o nimero determinado por i, < k < i,y eJ = (i1, 0, Ky lpg1y ..., 0p)-

Lema 1.1.5. Se p > 0, a composi¢io QP(U) -2 QP+! —Ls QP+2 ¢ identicamente nula.

Demonstragao: Lembrando que as aplicagoes €; formam uma base para Alt?(R"), to-

memos w = fe;. Entao:

0 0 0 "0
dw:df/\e[:a%q/\q—i—%eg/\e[%—---%—a; 6”A61228_If€i/\61'
1 2 n i—1 7

Como ¢, Ae; =0 e € ANej = —€; A\ g, teremos:
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Pw = ddf Aep)

.0
= d < 5 a—iei A €[>
i=1
n 2

n

= ” an € NeiNe

n i 8%8% ! J !
_ 0% f o*f

- Z (89&133:] - axjﬁxl) € A 6]‘ A ‘= 0
1<)

O produto exterior em Alt*(R") induz um produto exterior em Q*(U), definido por:

AN QPU) x QU) — Qrra(U)
(w1 Awr)(x)  — wi(z) Aws(x)

Ou seja, se w; ¢ uma p-forma diferencial e w, é uma g-forma diferencial, teremos que
wy A wy serd uma p + g-forma diferencial e a operagao A serd bilinear. Mais ainda, se
f € C>®(U,R), temos:

(fwi) Awe = f(w1 Aws) = wi A (fws)

isso segue do fato de que f € Q°(U), sendo assim, f Aw = fw, pela defini¢do de produto

exterior.

Lema 1.1.6. Para w, € QP(U) e wy € QUU), temos

d(w1 A\ CL)Q) = dw1 N Wy + (—1)pw1 A\ dU.)Q.

Demonstracao: Sendo as formas ¢; base, é suficiente provar para o caso w; = fer e

wy = gey. Assim wi Awy = fe;r Agey = fger Aey, pois f,g € Q°(U). Logo:

d(wy A wy) d(fger Ney)
dfg/\Ej/\EJ+fdg/\€[/\€J
df/\e;/\geJ+fdg/\61/\6J

df Neg Ngeg+ (=1)Pfer Adg N ey
= dwl N Wy + (—1)%}1 /\dwg.

onde usamos o lema na tltima passagem com o fato de que dg € QY (U) e e; € QP(U)
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Resumindo, temos uma éalgebra anti-comutativa Q*(U), com uma diferencial d :

QI (U) edod=0. A cadeia:
d

OU) -5 QU) — - — PU) -5 @ (U) — -

é chamada de complexo de de Rham de U.

Teorema 1.1.7. Hd precisamente um operador linear

d:PU) — PYU) |, p=0,1,...

tal que :
. of af
0 - — ... —
(1) f € QU)df = 51t 5men,
(i) dod=0;

(ZZZ) d(w1 A CUQ) = dw1 VAN Wy + (—1)pw1 A d(,UQ.

Q" (U) —

Demonstracao: Ora, nos trés lemas anteriores provamos que a diferencial d satisfaz as

trés condigoes impostas em (i), (ii) e (iii) no enunciado. Resta-nos provar a unicidade.

Suponhamos que exista um outro operador d’ que satisfaz as condigoes (i), (ii) e

(iii) do

enunciado. Por (i) teremos que d’ = d em Q°(U). Em particular, para a i-ésima projecao

x; - U — R, teremos dx; = d'x;. Seguindo o mesmo raciocinio do exemplo[1.1.3] d'z; = ¢;,

fungdo constante. Pela propriedade (ii), temos d’ o d’ = 0, entao d'(d'x;) = d'¢’ = 0, e por

(iii), d'e; = 0.
Tomemos w = fer = f Aer, com f € C°(U,R), entdo:

dw=d(fNe)=dfNer+ fAder=dfNeg=df Nep = dw

Logo, d = d', para todo w € QP(U).

Vejamos dois exemplos de calculo da diferencial.

Exemplo 1.1.8. Seja U C R* um aberto e d : Q' (U) — Q3*(U).
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d(frer + foea + f3es) = dfi ANer +dfs N e + dfs Nes+

+

0 0 0
a_£61A61+a_£62/\61+a_263/\61 +

0 0 0
8—.261/\€2+8—£262/\€2+8—1fz€3/\62 +

0 0
a—ﬁ€1/\63+a—£€2/\63+a—£63/\63

of2  Ofi Ofz  Ofs

8.%1 8$2 €1 VAN € + ((91’3 83:2 €3 N €x+
85E3 0m1 3 !

onde usamos na primeira igualdade o teorema anterior no fato de que d(f N €;) = df; A

& + (=) f; Ade; = dfi A €, e na dltima igualdade usamos que €; A €j = —€; N\ €, pois

ambas sao 1-formas.

Exemplo 1.1.9. Seja U C R® um aberto e d : Q' (U) — Q*(U).

d(gser N €2 + grea A €3 + ga€3 N €1)

= dgg/\Gl/\62+d_§]1/\€2/\€3+dg2/\63/\61

0 0 0
= £61/\€1/\62+£€2A61/\62+£63/\61/\62+
oy 0xs 0x3
dg1 o I
+ —61/\62/\63+—62/\62/\63+—€3A62/\63+
E)xl 8x2 813
092 092 992
+ —61/\63/\61+—62/\63/\61+—€1/\63/\61
((9%1 5 5 0xy 03
91 92 g3
+ + €1 N\ €a N\ €3.
(al’l 8372 8x3> ! 2 3

1.2 A cohomologia de de Rham

Definicao 1.2.1. A p-ésima cohomologia de de Rham € o espago vetorial quociente:

HP(U) =

ker(d : P(U) — QFYH(U))

im (d: Q-1(U) — Qr(U))’
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Em particular H?(U) = 0 para p < 0 e H*(U) é o nicleo de
d: C®(U,R) — Q'(U)

é o espaco das fungoes f € C°(U,R) cujas derivadas se anulam em U, ou seja,

of
(‘?xi

HO(U):{f:U—>R: (:E)zO,‘v’xEU,léién}.

Em um conjunto aberto U podemos estabelecer uma relagao de equivaléncia onde
1 ~ @2 se existir uma curva continua « : [a,b] — U tal que a(a) = ¢ e a(b) = ¢.
Essas classes de equivaléncia particionam U em abertos disjuntos, aos quais nomeamos
componentes conexas de U. Uma componente conexa W de U serd dita maximal se nao
for possivel escrever W como uniao de dois abertos disjuntos e nao vazios, na topologia
induzida pelo R™. Lembrando que qualquer aberto U C R" tera sempre uma quantidade
enumeravel de componentes conexas, isto porque, para cada componente conexa, podemos

escolher um ponto com coordenadas racionais para representa-la.

Lema 1.2.2. H°(U) ¢ o espago vetorial das aplicagoes U — R que sio constantes em

cada componente conexa de U.

Demonstracao: Funcoes f : U — R que sao localmente constantes fornecem uma par-
tigao de U em abertos disjuntos f~'(c), ¢ € R, ou seja, cada f~'(c) serd uma componente
conexa de U, logo, f sera localmente constante quando for constante em cada componente
conexa. ]

A dimg(H°(U)) sera a quantidade de componentes conexas de U. Ja citamos que as
componentes conexas de U sdao enumeraveis, logo dimg(H°(U)) serd um ntimero inteiro
nao negativo ou oo.

Quando w € QP(U) pertence ao nucleo de d : QP(U) — QPTH(U), ou seja, dw = 0,
dizemos que w ¢ uma p-forma fechada. As aplicagoes que fazem parte de d(QP~1) C QP
sao chamadas de p-formas exatas. Note que toda p-forma exata é uma p-forma fechada,
mas o inverso nao é verdade. Isto é justamente o que mede a p-ésima cohomologia de de
Rham, o quanto as p-formas fechadas sao exatas. No caso de H?(U) = 0, teremos que
todas as p-formas fechadas serao exatas. As p-formas fechadas determinam as classes de

cohomologia, da seguinte forma:

[w] = w +d(P1) C QP w fechada.
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Duas classes de cohomologia serao iguais quando diferirem por uma forma exata, ou seja,
[w] = [w'] se w — W' é exata. Em geral o espaco das p-formas fechadas e o espaco das
p-formas exatas tem dimensao infinita, o que torna curioso o fato de que a dimensao de
H?(U) ser, usualmente, finita.

Podemos definir um produto entre classes da seguinte forma:
HP(U) x HI(U) — HPT(U)
([wi] s [wa]) > wi A wy]

Vejamos que este produto estd bem definido, pois:

(W1+d771>/\(WQ+d772) == wl/\wg—l—dmAw2+w1Adn2+dn1Adn2
= wi Awy +d(m Awy + (=1)Pwi Ang + 11 A dng)

Para conseguir um funtor contravariante de U em HP(U), tomemos uma aplicagio
linear infinitamente diferencidvel ¢; : Uy — U, entre abertos Uy C R" e Uy C R™.

Gostarfamos de definir:
H?(¢) : HP(Uy) — HP(Uy)

tal que,
HP(¢10¢2) = HP(¢1)o0 HP(¢2)
HP(id) = id.

Mas antes disso temos:

Definicao 1.2.3. Sejam dois abertos Uy CR™ e Uy CR™ e ¢ : Uy — Uy uma aplicagao

diferencidvel. Definimos o pullback de ¢ quando p > 0 como:

QF(¢) - QP (Us) — QP(Uh)
Qp(¢)(w)x(£1’ cee 7571) = wd)(ac)(Dx¢(§1)v SRR Dz¢(€p))7

e quando p = 0: QP(9)(w)z = (W) (a)-

E comum encontrarmos na literatura a notacdo ¢* para QP(¢), que torna a notacao
mais simples. Neste trabalho adotaremos a notagao de ¢*.

Tomemos ¢ : Uy —» Us e ¢ : Uy — Us, onde Uy C R", Uy, C R™ e U3 C R?. Usando
a regra da cadeia temos D,(1) 0 ¢) = Dy, (1) 0 D;(¢), que na definigao nos da:

(Y0 @)* =9* 0 ¢* & claro que ¢ (idy) = idaw ()
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Provemos a afirmacao acima. Temos:

Uy Us Us

OP(Us) v, OP(Uy) . Or(Uy)

Seja x € Uy, faremos ¢(x) = y e ¥(y) = ¥(¢(x)) = z. Entdo, para w € QP(Us),
&, & € R e x € Uy, temos:

W od); (W) &) = Wwos@) (Da(¥ 0 ¢)(§1) , Da(1 0 9)(&p))
= w:(Dy(Da(&)), - W( =(&)))

onde usamos a regra da cadeira na tltima igualdade. Por outro lado:

(W o ¢*)x(w)(£17 ce . 7519) = 1/}* (wqb(x) (Dx¢(§1)7 s ng(gp)))
= Y (wy(Dep(&1); - - x¢(€p)))
= wy(y) Dy (Dy 1)) y¥(Dz(&p)))

¥ (Da(
= w, (Dyl/)(Dx( 1), yw( (ép)))

o que prova a veracidade da primeira igualdade. Para a segunda igualdade, temos:
idy : U — U ; ddy(z) =2 ; UCR"
id*: PU) — QU) ; id'w=w.

Assim, paraz € U, w € Q?(U) e &,...,§, € R", temos:

idyw(&y, -5 &) = wia@) (Daid(§1), -+ Daid(§p)) = wa(&yy -+ -, &)

pois D,id(§;) = & pelo teorema Logo, as duas identidades estao provadas.

Exemplo 1.2.4. Para 1-forma constante ¢; € Q' (U), temos:

06 _
Z Fo, = 491

com ¢; a i-ésima funcao coordenada. Seja ¢ = (¢t,..., (") € R", temos:
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0} (Q)(C) = Ei(Dz¢(<>>

Teorema 1.2.5. Pela definigio de pull back, temos:
(i) ¢*(wAT) =¢*(w) Ad*(7);
(i) ¢*(f) = fo¢ se f€QUs);

(iii) dé*(w) = ¢*(dw).

Reciprocamente, se ¢' : Q*(Us) — Q*(Uy) € um operador que satisfaz as trés condicies

impostas, entao ¢ = ¢*.

Demonstracao: Para a primeira afirmacao tomemos z € Uy, &,...,&§+, € R", w €

QP(Uy), 7 € Q4(Us) e consideremos p, g > 0. Assim:

*(w A T)e (1, §p+q) (w A T) ( +0(61), - - - a:¢(§p+q))
= ngn Wqﬁ x¢(5a ) cee :c(b(ga (p) )) To(x) ( x¢(50 (p+1) ) . qub(fo(erq)))

- Z Slgn ¢ Wy §0 s 7§O’(p)) ’ gb*T:v(fa(p-i—l)a s ’ga(p—&-q))
(¢*( Ja A G (T)2) (€1, - - Epa)
No caso em que p =0 ou ¢ = 0 a prova é similar.

A prova de (ii) esta contida na definicdo de ¢* em grau zero.

Resta-nos provar a afirmagao (iii). Primeiramente mostremos para o caso f € Q°(Us).

df = Z(m Za—%mk

k=1

Temos:

onde usamos a defini¢do de produto exterior, o item (i) do teorema e e € QY(Us)
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ter valor constante. Entao:
*(d —
o = S0 (go) nete
— Of Py,
= 2 g, 00 Z 0,
B o af o,
B Z Z O °¢ O €
kﬁl lfn Lk L1
_ of 0o,
— Z Z a— o ¢ 3
I=1 k=1 Tk Tt
—~d(foo .
= S M09 airog) = ().
=1 E)xl
onde usamos (i) e (ii) ja provados e a regra da cadeira na ultima igualdade.
Como em situacoes anteriores, é suficiente provar o caso geral para w = fe; = f Aey,

com f € Q°(Us,). Pelo lema|l.1.6 _, temos dw = df A €7, pois de; = 0. Além disso,

dg*(er) = d(¢*(ei) N N d™(ei,))
= Z(—l)k_lﬁb*(%) A Ndo (€ ) N9 (e,) =0

isso porque no exemplo anterior ao teorema mostramos que ¢*¢; = d¢; e assim do*e; =

d(de;) = 0.

Para que a notacao fique mais clara, escreveremos

drp =dx; N--- Ndw;,

m vez usar e = €;, N+ N¢€; . im, uma p-forma arbitrari r escri mo:
em vez de usa , Ao A€, Assim, uma p-forma arbitraria pode ser escrita como

ZWI dl’[

onde I percorre todas as sequéncia 1 < 7; < iy < ... <14, < n. Do exemplo temos

o(dy;) = do;, onde y; : Uy — R é a i-ésima funcao coordenada e ¢; = y; o ¢ a i-ésima

coordenada de ¢.

Exemplo 1.2.6. Tomemos v : (a,b) — U uma curva suave em U, com vy = (71, ...

,Vn)s
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ew= fidry + ...+ fodz, € QY U). Assim:

Y'(w) = Y(findz)+ -+ (fa Aday)
= 7)) Ayi(de) + -+ (fo) Ay (dan)
= (fiov)dyn+--+ (faov)dym
= [(fio)n+-+(faoV)nldt =< f(y(t)),7(t) > dt

onde <,> € o produto interno usual.

Exemplo 1.2.7. Se ¢ € uma funcao diferencidvel entre dois abertos de R"™, temos:

¢*(dxy N Ndxy,) = ¢*(dxy) N+ A @*(dxy,)
= do*(x1) A+ Ndop*(xy,)
— db A Adoy,
= det(Dyp)dxy A--- Adx,

onde a ultima tgualdade € consequéncia do lema do capitulo anterior.

Exemplo 1.2.8. Tomemos

6 : R"xR —s R"
(:L‘,t) — ¢(I7t):¢(t)x

onde 1 € C*(R,R). Entdo:

¢*(dx;) = d(¢"z;)
= d(¢oux;)
= d(¥(t) - x:)
=z (t)dt +¥(t)dz;

Definicao 1.2.9. Para uma aplicagao diferencidvel ¢ : Uy —> Us, podemos associar a

aplicacao linear:
HP(¢) : HP(Uz) — HP(Uy)

Wl = [t (W)l
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Veja que a aplicacao independe da escolha do representante, pois:
¢ (w+dn) = ¢"(w) + ¢"(dn) = ¢"(w) + d(¢™n) € H"(Uh)
Além disso, se wy € HP(Us) e wy € HY(Us), temos:

HPH (@) ([wr][we]) = HPT(@)([wr A wa])
= [¢" (w1 Awy)]
= [¢*w1 A ¢*wy]
= [¢wi][¢"ws]
= HP(¢)lwi] - HI(¢)[wo]

ou seja, H?(¢p) : H?(Uy) — HP(Uy) € um homomorfismo de dlgebras graduadas.

1.3 O lema de Poincaré

Lema 1.3.1. Se U C R™ é um aberto estrelado, existe um operador linear
Sy P(U) — QF-HU)

tal que dS, + Sp11d = id quando p > 0 e Sid = id — e, com e(w) = w(0), para w € Q°(U)

Demonstragao: Primeiramente lembremos que um conjunto estrelado é aquele que con-
tém um ponto que pode ser conectado a outro ponto qualquer do conjunto por uma
aplicagao linear. No nosso caso podemos assumir U como estrelado na origem, sem perda
de generalidade, caso contario uma simples translacao em 1) resolveria o problema.

Consideremos o conjunto (’(U x R). Para cada w € QP(U,R), podemos escrever:
w= Z fr(z, t)dxr + ZgJ(:c, t)ydt A dxy
I J

onde I = (i1,...,4p) € J = (J1,...,jp—1). Notemos que ao fazer isso separamos os termos
que compoem w, sendo os primeiros aqueles que independem de dt na combinacao e o

segundo somatorio todos os termos que de w que contém dt na combinacao.
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Definimos:

S, PUxR) — QYU)

0
w (/ ngtdt)dacJ.
1

Entao:

0
dS,(w) = d <Z /1 gs(z,t) dt) dx
J

0 axz

Jyi
Temos também:
Sdw) = S, (Z %dt Adrp =Y %dt A di A dxj)
I Jii v
L Ofi(x,t) " gy (x, )

E assim,

dS,(w) + Spprd(w) = Z / (aff (z, 1) )dxf
= fo (x,1)dz; — Zf[(x,o)dfl
I 1

Até este ponto da demonstracao, ainda nao usamos a hipotese de que U é um aberto

estrelado. Usaremos no seguinte operador:
p:UxR—U |, ¢(z,t) =9(t)x

onde ¢ é uma curva suave com:

0 se t<0
1 se t>1
0<y(t)<1 se 0<t<l1

como U é estrelado, com as condi¢oes acima, ¢(x) € U, qualquer que seja x € U. Entao,

fica bem definida:
S, + XU) — prl(U)

w o S (w)).
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Tomando w = Z hi(z)dz; e usando a diferencial como na defini¢ao [1.2.9¢
T

0" (w) = Y hi((O)x)(d(t)zs, +p(t)day) A= A (d()as, + (t)da,)

onde, usando a notacao na qual definimos S, teremos
> filx tydey = hy((t)x) () day,
i i

o que implica

dSp(w) + Spad(w) = Y hr(@(D2)(1)Pde; =Y ha((0)2)y(0) da
= Z hi(z)dr; = w

Para p > 0, pois ¥(0) = 0. No caso p =0, w = h(x) e assim:
dSo(w) + S1d(w) = h(xz) — h(0) = w(x) = w(0).

E temos:
w se p>0

dSp(w) + Sprrd(w) = { w(r) —w(0) se p=0

o que conclui a nossa demonstracao. n

Teorema 1.3.2. (Lema de Poincaré) Se U é um aberto estrelado, entdo, H?(U) = 0,

parap >0 e H(U) =R,

Ora, tomemos o operador S, do lema anterior. Para w € QP(U) uma p-forma fechada,
com p > 0, temos
dS,(w) + Spi1d(w) =w = dS,(w) =w

pois w é fechada e assim S,;1d(w) = 0. Logo, toda p-forma fechada é também exata.
Assim HP(U) = 0, para p > 0.

Para p = 0, temos que w(z) = w(0), ou seja, uma constante. Logo H°(U) = R. n
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Capitulo

2

Complexos de cadeia e suas

cohomologias

Neste capitulo apresentaremos algumas defini¢oes gerais de algebra. Assim esclare-
ceremos algumas construcoes do capitulo anterior e seremos capazes de construir alguns

conceitos algébricos necessarios para os proximos capitulos.

2.1 Complexos de Cadeia
Uma sequéncia de espacos vetoriais e aplicagoes lineares:
f g
A——B——C (1)
é chamada exata quando im f = ker g onde:

ker g = {b € B|g(b) = 0},0 nicleo de g,
im f={f(a)la € A}, a imagem de f.

Note que A J.p_. 0 sera exato quanto f for sobrejetiva e que 0 —— B .
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serd exato quando g for injetiva. Uma sequéncia A* = {A*, d'}, i € Z

. i—1 . 3 . i+1 .
AU/ | S | SRy |2 Sy |5 S (2)

de espacos vetoriais e aplicacoes lineares é chamada de complexo de cadeia quando d*™! o
d' = 0, para qualquer i € Z, isto é im d* C ker d“*!. Sera exata quando ker ! = im d,
para todo i € Z.

Uma sequéncia da forma:

é chamada de exata curta. Isso significa que f é injetiva, g é sobrejetiva e im f = ker g.
Toda sequencia exata longa como em , induzird uma sequéncia exata curta, para

cada 1 € Z,

0—=imd!—A——sim d —=0

que podera ser usada para calcular A’. Além disso os isomorfismos:

Az‘—l Az‘—l )
— — — im d'!
im di—2  kerdi—!
sao frequentemente aplicados em célculos reais.
Lema 2.1.1. Suponha que 0 AL.p? C 0 € uma sequéncia exata curta

de espacos vetoriais. Entao B tem dimensao finita se A e C tiwerem. Além disso B =

AdC.

Definicao 2.1.2. Para um complexo de cadeia
1 dpr? dr 1 dptl 2
e s APLE A ppHL & ppt2 L.

definimos a p-ésima cohomologia por

ker dP

im dp—1’

HP(A®) =
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Os elementos de ker d? sao chamados p-ciclos (ou fechados) e os elementos de im dP~! de
p-fronteiras (ou exatos). Os elementos de H?(A*) sao chamados de classes de cohomologia.
Uma aplicacao de cadeia f : A* — B* entre complexos de cadeias consiste de aplica-
¢oes lineares f? : AP — BP que satisfazem d'y o f? = fP*1 o d). Uma aplicagao de cadeia

pode ser ilustrada através do seguinte diagrama comutativo:

e AP~ 1drt AP P ppt1 T art! APY2 oL

jfpl lfp prﬂ pr+2

oo pr 1P pp_ A" ppt1 & ppto

Lema 2.1.3. Uma aplicacao de cadeia f : A* — B* induz a sequinte aplicagdo linear:

fr=H"(f): H?(A") — HP(B"),V p.

Demonstragao: Tomemos um ciclo a € AP, (d’(a) = 0) e sua classe de cohomologia:

[a] = a+im @~

Definimos

f(la]) = [1*(a)]

Primeiramente fP(a) é um ciclo pois

dip(f7(a)) = f7(dy(a)) = f771(0) =0

Temos também que [f?(a)] independe da escolha do representante escolhido na classe
[a]. Ora, se [a1] = [as], teremos que a; — ay € im d% ', ou seja, a; — ay = d% '(z), para

algum z € A. Logo:

fPar) = fPaz) = fPlar — az) = fPdiy ' (x) = di ' f7~ (2)

ou seja, fP(ay) — fP(ay) € im db ' e, portanto, fP(ay) e fP(ay) definem a mesma classe de
cohomologia. ]

Uma categoria C consiste de “objetos’e “morfismos” entre estes objetos, tal que a
“composicao” esta definida, ou seja, se f : C7 — Cy e g : Cy — ('3 sao morfismos, entao
existe o morfismo go f : ¢ — (5. Além disso devemos assumir que idg : C — C' é
um morfismo para cada C € C.

O conceito ficara mais claro com alguns exemplos:
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Exemplo 2.1.4. A categoria de abertos em espacos euclidianos, onde 0s morfismos serao

aplicacoes diferencidveis.

Exemplo 2.1.5. A categoria de espacos vetoriais, onde os morfismos sao aplicacoes li-

neares.

Exemplo 2.1.6. A categoria dos grupos abelianos, onde os morfismos sao homomorfis-

mos.

Exemplo 2.1.7. A categoria dos complexos de cadeias, onde os morfismos sao as apli-

cacoes de cadeia.

Uma categoria com apenas um objeto é o0 mesmo que um semigrupo, ou seja, o0 semi-
grupo de morfismos do objeto.

Um funtor contravariante F' : C — V entre duas categorias é uma aplicagao que
associa a cada objeto C' € C a um objeto F(C') € V, e a cada morfismo f : 1 — Cy em
C a um morfismo F(f) : F(Cy) — F(Cy) em V, tal que:

F(go f) = F(f)oF(g) e F(idc) = idr(c).
Um funtor covariante F': C — V é uma aplicagao F(f) : F(C1) — F(C3) tal que:
F(go f) =F(g)o F(f) e F(ido) = idr(c)-

Logo, os funtores sao aplicagoes que preservam as estruturas das categorias. Os contra-
variantes mudam a direcao das aplicagoes e os covariantes as preservam. Vejamos alguns

exemplos:

Exemplo 2.1.8. Seja A um espaco vetorial e F(C) = Hom(C, A) as aplicagdes lineares

de C para A. Se ¢ : Cy — Cy, entao Hom(p, A) : Hom(Cy, A) — Hom(C1, A) € tal que

WY —> 1o ¢ € um funtor contravariante da categoria de espacos vetoriais nela propria.
Do mesmo modo, F(C) = Hom(A,C) com F(¢) : ¢ —> ¢po1h é um funtor covariante

entre a categoria dos espagos vetoriais.

Exemplo 2.1.9. Tomemos a categoria U dos abertos em espagos euclidianos e aplicagoes

diferencidveis e Vect a categoria dos espacos vetoriais. O espago vetorial QP(U) das p-
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formas em U € U define um funtor contravariante

O - U — Vect.

Exemplo 2.1.10. Tomemos Vect* a categoria dos complexos de cadeia de espagos veto-

riais. O complexo de de Rham define um funtor contravariante:

QU — Vect”.

Exemplo 2.1.11. Cada p- ésima cohomologia HP : Vect* — Vect é um funtor covari-

ante.

Exemplo 2.1.12. A composicao dos dois funtores acima € exatamente a cohomologia de

de Rham, que € contravariante.
Uma sequéncia exata curta de complexos de cadeia

f

0 A* B 2= 0
consiste de aplicagoes de cadeia f e g tal que

f

0 AP Br 2. v 0

é uma sequéncia exata curta para todo p.

2.2 Cohomologia de complexos de cadeia
Lema 2.2.1. Para uma sequéncia exata curta de complexos de cadeias

!

0 A* B* 2. C* 0,

teremos que a Sequéncia

HP (A" L gr(BY) L HP(C%)
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€ exata.

fP

Demonstracao: Como 0 AP Br 2. v 0 é exata para todo p, temos

que g? o fP = 0. Assim:

g0 f(la)) = g (I/"(@)] = [¢? ("(@))] = 0

para qualquer classe de cohomologia [a] € HP(A), ou seja, im f* C ker g*.

Reciprocamente, tomando b € HP(B) tal que g*[b] = 0, temos:
g"(b) = dg" (c).

Como ¢gP~! ¢ sobrejetiva, entao existe b € BP~! com ¢gP~1(b) = ¢, logo:

P 0) = g'0) — gldh ()
= g°(b) —dg (9" (b))
= )~ (e) =0
ou seja, b — db '(by) € kerg?. Como kerg = im f, existe a € HP(A) tal que f?(a) =
b — d% " (by). Para mostrar que a é um p-ciclo é suficiente mostrar que f**(d%(a)) = 0,

pois f é injetora,

UL (@) = di(f7(a)) = dig(b — " (b1)) = 0

pois b é um p-ciclo e d” o P! = 0. Encontramos assim uma classe de cohomologia
[a] € HP(A) tal que f*[a] = [b—d% "(by)] = [b], logo ker g* C im f*, o que finaliza a nossa

demonstracao. n

Definicao 2.2.2. Para uma sequéncia exata curta de complexo de cadeia

f

0 A* B 2.~ 0,

definimos 0* como a aplicacao linear:

o« HP(C*) —s HP+(AY)
d = [T )]
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A defini¢do acima diz que para cada b € (¢?)*(c), temos di(b) € im fP! e determina
unicamente a € AP tal que fP*(a) = di(b) € um p-ciclo. Por fim, temos que [a] €
HP*1(A*) independe da escolha de b € (g?)~(c).

Para facilitar o entendimento das provas dessas afirmacoes, ilustramos o diagrama de

uma sequéncia exata curta de complexos de cadeia, onde 0* aparece em destaque:

g fPE 1 9P _
0 o > Ap—1 .l - B? 1.7 -(CP~1 ... > ()
di—l d%_l dg—l
v p v e v
[ = AP - Bp .............. > O >0
ot
% “Up dg,
\
() e > APT1 T > BPtl o > (CPtL >0
fp+1 : ngrl
v 7 v

No que se segue provaremos algumas afirmagoes que sustentam a boa defini¢do de 0*.

(i) Se g?(b) = c e dl(c) = 0 entdo d3(b) € im fri.
De fato, g?t'd(b) = d%.(gP(b)) = d%(c) = 0. Como a sequéncia é exata temos

ker gt =1im fP*1 logo di(b) € im fPT1.

(ii) Se fP(a) = db(b) entdo d~ " (a) = 0.
Temos fPH2(d% " (a)) = d5'(f71(a)) = d% ' (d% (b)) = 0. Como f é injetiva,
d" (a) = 0.

(iii) Se gP(by) = gP(by) = c e fP(a;) = diy(b;), entao [a;] = [ag] € HPT(A¥).
Como gP(by) = gP(b2), temos g¥(by — by) = 0, logo by — by € ker g = im f, entdo by —
by = fP(a), para algum a € AP. Assim diy (b)) — diy(b2) = d5(fP(a)) = fPH(d%(a))
e por fim (f7*) 7 (di(b1)) = (f771) 7 (d(b2)) + dy(a), dai [a1] = [a].

Lema 2.2.3. A sequéncia

H?(B*) —L~ H?(C*) =2~ HP+1(AY)

¢ exata.
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Demonstracao: Temos que

() = o (o)
= () d0) =0

pois b é um p-ciclo. Logo im g* C ker 9*.
Por outro lado se 9*[c] = 0, usando a sobrejecdo de g, escolhemos b € BP tal que
g?(b) = c. Como 0*[c] = [(fP)~1(dE(b))], existe a € AP tal que:

d(b) = [ (dha) = di(f7(a))

assim d'z(b — fP(a)) = 0, isto é (b — fP(a)) é um p-ciclo. Como g(b+ fP(a)) = ¢, temos
g*[b — fP(a)] = [c], ou seja, ker 0* C im g*. =

Lema 2.2.4. A sequéncia
HP(C*) — 2 gr+l(A) L gory(BY)

¢ exata.

Demonstracao: Tomemos b € B? tal que g(b) = c. Assim:

Fro7(le)) = [ () dp(g") " (e))] = [dR(B)] = 0

o que nos da im 0* C ker f*
Reciprocamente, seja f*[a] = 0. Entao fP*!(a) = d(b), para algum b € BP. Assim
d?(gP (b)) = gP*H(d5 (b)) = gPT(fP*(a)) = 0, pois ker gP™ = im fP*! e encerramos com

0*[gP(b)] = |al, ou seja, ker f* C im 0*. =

Teorema 2.2.5. (da sequéncia exata longa de homologia) Para uma sequéncia exata curta

/. pr C* 0, a sequéncia

de complexos de cadeia 0 A*
o HP(AY) L B (B L mr(0%) — 2 g (AT L g (B

¢ exata.

A prova deste teorema é a juncao das provas dos trés lemas anteriores.
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Definicao 2.2.6. Duas aplicacoes de cadeia f,qg : A* — B* sao ditas homotdpicas se

existir uma aplicagao linear s, : AP — BP™' satisfazendo:
& s, + s, d5 = f —
B Sp T Spldy = g

para todo p.

O diagrama abaixo nos dé a visao de duas aplicacoes em cadeia que sao homotopicas:

e s AP AP L APTL L APF2 L

PV EvE
f—g
vee—spBr-l____pr____pptl___ _ppt2___ . ...
Lema 2.2.7. Duas aplicacoes de cadeia que sao homotdpicas f,qg : A* — B*, induzem
a mesma aplicacao em homologia, ou seja:
fx=gx: H’(A) — HP(B).

Demonstracdo: Tomemos [a] € HP(A), entao:

(f* = g)la] = [f"(a) — g"(a)] = [dpsp(a) + spds(a)] = [dpsp(a)] = 0
pois d(a) ¢ um p-ciclo e dis,(a) é uma p-fronteira. =

Observacao 2.2.8. Para provar o lema de Poincaré no capitulo anterior, construimos
aplicacoes lineares

SP L QP(U) — QPL(U)

com dP~1SP 4 SPTLAP = id, para p > 0, que € uma homotopia entre a id e 0. Assim temos
que:

id"=0": H*(U) — H"(U)
Contudo, id* = id e 0* =0, entdo id=0 em HP(U) e H?(U) = 0 quando p > 0.

Lema 2.2.9. Se A* e B* sdo complezos de cadeia, entdo:

HP(A* @ BY) = HY(A*) @ H?(B).
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Demonstracao: Segue diretamente dos fatos:

kerd),z; = kerd) @ kerdy
imd),; = imd) © imdj

0 que prova o lema.



Capitulo

3

A sequéncia de Mayer-Vietoris

Neste capitulo introduziremos uma técnica para calcular a cohomologia de de Rham.
Esta técnica é chamada de sequéncia de Mayer-Vietoris, onde conseguimos calcular H*(U;U
Us) em funcao de H*(Uy), H*(Us) e H*(Uy N Us), onde Uy e U, sao abertos do R™. De
um modo mais geral, somos capazes de calcular H*(U;U...UU,) em funcao dos H*(U,,),
onde o = {iy,...,%,} sdo subconjuntos de {1,...,n} e U, = U;; N...NU,,. Esta técnica,
combinada com o lema de Poincaré, é capaz de produzir H*(U) para muitos abertos do
R™. Por exemplo, se U pode ser coberto por um nimero finito de abertos convexos Uj,

entao todo U, também sera convexo e H*(U,) é conhecido, pelo lema de Poincaré.

Teorema 3.0.10. Sejam Uy e Uy sao abertos em R™ com U = Uy UU; e consideremos as

aplicacoes

nw Uy — U jllUlﬂU2—>U1
i22U2—>U j2iU1ﬂU2—>U2

as correspondentes inclusoes. Entao a sequéncia:
0— QP(U) L5 Qr(U) & QP(Us) L5 QP(UiNTR) — 0

é exata, onde IP(w) = (i} (w),i5(w)) e JP(wi,w2) = Ji(w1) — 75 (w2).

Demonstracao: Relembremos alguns pontos ja alcancados. Para uma aplicacao suave
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¢: U — W e uma p-forma w = Z frdzy € QP(W), temos:
I

6" (w) =Y (frod)des, A--- Addy,.

I

Em particular, quando ¢ for uma inclusao, podemos escrever ¢; = x;, assim:
d¢i1 /\/\dgbzl, :dxil /\"'/\dl’ip,

e temos:

¢ (w) = Z(f o ¢)dr; = Z(fI\U)dJUI =: wly.

I 1

Seja w € QP(U) tal que IP(w) = 0. Logo ij(w) = i5(w) = 0, e temos

itw) = (froi)de; =Y (filo,)dzr = 0.

1 1

Isso ocorre se, e somente se, fr|y, = 0. Usando o mesmo raciocineo para 7, chegamos a
conclusao que tevemos ter f; = 0 para todo = € U, pois fi|y, =0 = fi|y, e U =U; UUs,
logo w =0 e I? é injetora.

Mostremos agora que ker J? =im I?. Seja w € QP(U), entao:
JPolP(w) = jsiz(w) —jiii(w)

= JWlw) — i (wle)
- w’U1ﬁU2 - W|U10U2 = 07

ou seja, im P C ker JP. Tomemos agora duas p-formas w; € QP(Uy) e wy € QP(Uy),
wy = Z frdr; e wy = Z gsdry
I J

tais que (wi,ws) € ker JP. Assim JP(wy,we) = 0 = ji(wa) — 75 (w1) = 0 = ji(w1) =

Ja(wa) = wi|vynu, = walvynu,. Com isso, fica bem definida h; : U — R”, onde:

fr(z) se zel;
gr(z) se xeU;

hi(z) = {

Notemos que h; é uma funcao suave, pois f; e g; 0 sdo e coincidem na interseccao de

seus dominios. Assim, se w = E hrdxy, temos I? = (wy,ws) e com isso ker JP C im IP.
i
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Resta-nos provar a sobrejetividade de JP. Para isso usaremos uma particao da unidade,

ou seja, funcoes suaves
pr:U—10,1 e po:U—10,1]

tais que suppy, (p1) C Uy e suppy, (p2) C Us e pi() + po(x) = 1, para todo x € U.
Seja f : Uy NU; — R tal que f é suave. Nosso objetivo é usar a particao da unidade

para estender f a U; e Uy de forma suave. Definimos:

_ | —fo)p(z)  se x e U NU
fale) = { 0 1 se xelU;— ;upp;(pl)

fi(z) = f(x)p2(z) se xe U NU,
! 0 se x € Uy —suppy(p2)
que sdo suaves e estao bem definidas pois suppy (p1) € Uy N Us e suppy(p2) € Uy N Us.
Como py(x) + pa(x) = 1, temos f(z) = fi(z) — fa(x), se z € Uy N Us.

Tomemos agora w € QP(U;NU,). Podemos escrever w = Z frdxy e aplicar a extensao

I

apresentada acima para cada uma das funcoes f; : UyNU; — R e obteremos fro: Uy —

R e fr1: Uiy — R, ambas suaves e de tal forma que f; = fr1 — fr2 em U; NUs. Com

isso obtemos duas p-formas w; = medx[ € P(U)) e wy = medxl € QP(Uy), tais
I I

que:
JP(wr,we) = ji(wi) — j3(w2)
= wiltno, — Walthnes
= > frlendrr =Y frolvovder
I I
= Z(f[,l’UmUz — fralvinw, )dzr
I
= Z frdzr = w
I
ou seja, JP é sobrejetora. [

Teorema 3.0.11. (Mayer-Vietoris) Tomemos dois abertos Uy e Uy em R™ e consideremos

U =U,UU,. Entao existe uma sequéncia exata de cohomologia.
o — HP(U) 5 B (U)) @ HP(Us) - HP(U, N U) L5 HPHL(U) — - -

onde I*([w]) = (ij]w], i5w]) e J*(Jw1], [wa]) = jilwi] — jilwa], sd@o as mesmas inclusoes do
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teorema anterior.

Demonstracao: Consideremos a cadeia:
0 — QY (U) -1 Q*(Uh) @ Q*(Us) -5 Q* (U, N Us) — 0

Pelo teorema [3.0.10| temos que esta cadeia é uma sequéncia exata curta de complexos
de cadeia. O teorema nos da que a sequéncia pode ser expandida a uma sequéncia

longa em cohomologia:
e HP(QF(U)) £ HP(QH(U1)@Q (Us)) -2 HP(Q*(UiNU)) -2 HPPH(QF(U)) — -+ -

e o lema nos da a ultima igualdade necessaria H?(Q*(Uy) @ Q*(Uy)) = HP(Q*(Uy)) @
HP(Q*(Uy)). u

Corolario 3.0.12. Sejam Uy e Uy abertos do R™ disjuntos, entao:
I Hp(U1 U Uz) — HP(UI) D Hp<U2)

€ um isomorfismo.

Demonstragao: Como U; NUy, = &, temos HP(U; NUy) = 0 = HP~Y(U; N Usy). Logo,
pelo teorema (3.0.11] temos:

0 — H?(U) 5 HP(U,) @ HP(Us) —» 0
assim, I* é bijetora, logo um isomorfismo. [

Exemplo 3.0.13. Usaremos o teorema |3.0.11| para calcular a cohomologa de de Rham
do plano perfurado R* — {0}. Tomemos

U = R —{(z,y)la
U = R*—{(z,y)

Tanto U, quanto Uy sao abertos extrelados do R?, logo HP(U;) = HP(Us) = 0, para
p>0e H(Uy) = H(Uy) = R. A intersegao Uy N Uy = R* =R = R2 UR?, ¢ ¢ unidao
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disjunta de dois abertos, os semi-planos y > 0 e y < 0. Logo, pelo coroldario anterior e

pelo lema de Poincaré:

0 se p>0
HP (U, UU,) = (%)
R®&R se p=

Pela sequéncia de Mayer-Vietoris, temos:

o HP(UY) @ HP(Uy) L5 HP(Uy N U) 2
HPHY(R? — {0}) 25 HPHY(UY) @ HPH (Uy) — -+ -

Onde, para p > 0, temos:
0 — HP(U; N Uy) 2 HPFL(R2 — {0}) — 0
¢ uma sequéncia exala. Assim, 0 é um isomorfismo e HP(R?* — {0}) = 0 para p > 0.
Quando p = 0 temos a sequéncia exata:

s HNUL N Us) — HOR? — {0V) 25 HO(UY) @ HO(U,) 25 )
) sk
HO(Uy, N Uy) 25 HY(R? — {0}) - HYU,) & HY(Uy) —> ---
Como H=Y(U) = 0 para qualquer aberto, em particular H=Y(U; N Uy) =0 e assim, I°

é injetiva. Como H'(Uy) = HY(Usy) = 0, 9* € sobrejetiva. A sequéncia x| é:

=RBR
0 — HOR2 — {0}) 5 HOWU,) @ HO(U,)
=RPR
/—“L

U, NU,) 25 HY(R? — {0}) — 0

Contudo, U = R* — 0 é conexo. Entao H°(R? —0) = R e, pelo fato de I° ser injetiva,
devemos ter im I° = R e, como a sequéncia é exata im I° = ker J°, logo, J° tem posto 1.

Portanto:

o

o : H'(UyNUy)/im J° — HY(R* — {0})
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Como H°(U, NUy) = im J° = R, mostramos que:

5 se p =2
(R~ {0) =

R se p=1oup=0.
Observagio 3.0.14. A cohomologa de de Rham H'(R?—{0}) tem um gerador conhecido.

E a forma elemento de dngulo:

—y dx +x dy
Ww=————""-,.
ZL’Q + y2
Um estudo sobre este gerador pode ser encontrado no item [2] da bibliografia, pagina 191,

teorema 2.

Teorema 3.0.15. Seja U C R". Caso existam abertos convexos Uy, ..., U, tais que

U=U,U...UU, entao H?(U) € finitamente gerado.

Demonstracao: Provaremos este fato por de inducao sobre r.
O caso r = 1 esta coberto pelo lema de Poincaré. Assumiremos verdadeiro para r — 1

esejam V =U;U...UU,_1 e U =V UU,. O teorema anterior nos di a sequéncia exata:
o wvnu,) L g u) LS BHR(V) @ HP(U,)

o que nos leva a:

0 — im 9" % HP(U) 5 im I — 0
que também é exata. O lema diz que H?(U) = im 9* @ im I*. Como V N U, =
(UyNU)U...U(U,_1NU,), temos que tanto V quanto V NU, sdo a unido de r — 1 abertos
convexos. Entdo, pela hipotese de indugio, temos que HP~Y(V N U,), H*(V) e H?(U,)

sao finitamente gerados e, portanto, H?(U) também. n
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4

Homotopia

Neste capitulo mostraremos que a cohomologia de de Rham é funtorial na categoria

das aplicacoes diferenciaveis entre espagos euclidianos e calcularemos H*(R" — {0}).

4.1 O funtor de cohomologia

Definicao 4.1.1. Duas aplicacoes continuas fo: X — Y e f1 : X — Y entre espagos

topologicos sao chamados de homotopicas se existir uma aplicacao continua:
F:Xx|[0,1] —Y
tal que F(x,0) = fo(x) e F(z,1) = fi(x), para todo x € X.
Denotaremos a homotopia entre duas aplicacoes por fo ~ fi, e F' é chamada de

homotopia de fy a f;. Podemos pensar em F' como a familia das aplicacdes continuas
fi: X — Y com 0 <t <1dada por fi(z) = F(x,t), que deformam fy em f;.

Lema 4.1.2. Homotopia é uma relacao de equivaléncia.

Demonstragao: Ora, se F' ¢ uma homotopia de fy a f;, podemos definir a homotopia
de f1 a fo por G(z,t) = F(x,1 —t), para 0 < t < 1, ou seja, se fo =~ fi entdo, f1 ~ fo.
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Se fo ~ f1 por F e f; ~ fy por G definimos:

B F(z,2t) se ogtgé , Vre X
H(x,t)—{ F(z,2t—1) se 3<t<1 , VzeX
entao fo ~ fy por H.
Finalmente temos fy ~ fy via F(z,t) = fo(z), 0 <t < 1 e qualquer z € X. n

Lema 4.1.3. Sejam X, Y e Z espacgos topoldgicos e

foiX—>Y gU:Y—)Z
fllX—>Y g12Y—>Z

aplicacoes continuas. Se fo ~ f1 e go =~ g1, entao gy o fo =~ g1 0 fi.
Demonstracao: Consideremos:
Fz,1),0<t<1,VzeX e Gyt),0<t<1,VyeY
onde F' é a homotopia de fy para f; e G a de gy para g; e definimos:
H(z,t) = G(F(x,t),t),0<t < 1,Vr € X.

Notemos que H é continua por ser a composicao de funcoes continuas. Além disso:

H(z,0) = G(F(x,0),0) = G(fo(x),0) = go © fo()

H(z,1) = G(F(z,1),1) = G(fi(z),1) = g1 o fi(z).
Logo, go o fo >~ g1 0 f1 por H. [

Definicao 4.1.4. Uma aplicacao continua f : X — Y € chamada equivaléncia de
homotopia se existir uma aplicacao continua g : Y — X tal que fog ~ idx e gof ~ idy.

Neste caso, g € chamada de homotopia inversa de f.

Definicao 4.1.5. Dois espaco topologicos X eY sao ditos homotopicamente equivalentes

(ou simplesmente homotdpicos) quando existir uma equivaléncia de homotopia entre eles.
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Definicao 4.1.6. Um espaco topoldgico X € dito contrdtil se for homotdpico a um ponto,

0 que € 0 mesmo que dizer que idx € homotopica a uma funcdo constante.

Definicao 4.1.7. As classes de equivaléncia definidas pela relagdo de equivaléncia de

homotopia sao chamadas de tipos homotopicos.

Exemplo 4.1.8. Seja Y C R™ com a topologia induzida por R™. Se para duas aplicacoes
continuas fo: X — Y e fi : X — Y, o0 segmento de reta que liga fo(x) a fi(x) estiver
contido em'Y para todo x € X, podemos definir uma homotopia de fy para fi, da sequinte
forma:
F : Xx][0,1] — Y
(1) — (1 —=1)fo(z) +tfi(z).
Em particular este resultado também mostra que todo conjunto estrelado em R™ é

contrdtil.
Lema 4.1.9. Se U, V, sao abertos em espacos euclidianos, entdo:

(i) Toda aplicagao continua h : U — V' € homotdpica a uma aplicagao diferencidvel;

(ii) Para duas aplicacées diferencidveis fo: U — V e f1 : U — V homotdpicas, existe
uma aplicagdao diferencidcel F: UXR — V com F(x,0) = fo(x) e F(z,1) = fi(z),

para todo x € U (F é chamada de homotopia suave de fy para f1).

Demonstracao: Pelo lema A no anexo deste trabalho, podemos aproximar h por uma
funcao f que seja suave, de forma que todo segmento que ligue h(z) a f(x) esteja contido
em V. Assim, pela mesma F' do exemplo anterior, h ~ f.

Para (ii), consideremos G a homotopia de fy para f; e ¢ : R — [0, 1] uma funcao

suave tal que

=

—_

0

D

WV /
QIO | =

Counstruimos:
H : UxR — V

(,t) +— H(z,t) = G(z,9(1))
como H(z,t) = fo(z) parat < 3 e H(z,t) = fi(z) para t > 2, H é suave em U x
(—o0, %) UuU x (%, 00). Assim, o lema A do anexo permite que aproximemos H por uma

aplicacao suave F': U x R — V tal que, F' e V tenham a mesma restri¢ao em U x [0, 1].
Assim, para todo x € U, temos F(z,0) = H(x,0) = fo(x) e F(z,1) = H(z,1) = fi(z). =
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Teorema 4.1.10. Se f,g : U — V sao aplicacoes suaves e f ~ g, entao as aplicacoes
induzidas

g (V) — 7 (U)
sao homotopias de cadeia, como na defini¢ao |2.2.6,

Demonstracao: Nesta demonstragao seguiremos um roteiro parecido com a prova do

lema de Poincaré (1.3.2). Toda p-forma pode ser escrita como:
w= Z fr(z, t)dzy + Zgj(x, t)dt A dzy
T 7
Se ¢g: U — U x R é a inclusao ¢o(z) = (z,0), entdo:

Zf[ z,0)dor = Zf] z,0)dzr,

isso porque ¢f(dt A dx;) = 0, pois ¢ é constante, como no exemplo Analogamente,

para ¢; = (z,1) temos:
Gi(w) =) filx, )de; = fo z,1)da;.
Usaremos a mesma aplicacao usada no lema de Poincaré.
S, QU x R) — QP~1(U)
que satisfaz:

(dS) + Spard)(w) = ¢} (w) — d5(w) = D filw, )day =Y fi(x,0)du. (*)

I

Consideremos a composicao U 2 U xRS V, onde F' é a homotopia entre f e g.
Entao F o ¢y = f e Fo¢, =g. Definimos:

S, (V) — Q@ YU)
w o Sy(w) =5,0 F*(w).

Com isso temos dS, + Spi1d = g* — f*. De fato, usando a equacao @ aplicada a F™,
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obtemos:

S, F*(w) + SpdF*(w) = ¢1F*(w) — ¢5F*(w) = (F 0 ¢1)*(w) — (F o ¢)*(w)

= g(w) = f(w),

além disso, §p+1dF*(w) = Ap+1F*d(w) = Spt1d(w), pois F' é uma aplicacao de cadeia.
Logo S, satisfaz as condicoes desejadas e f* e g* sao homotopias de cadeia. n

Sendo assim, o lema nos diz que f* = ¢g* : HP(V) — HP(U). Para uma
aplicagao continua ¢ : U — V, podemos encontrar uma aplicacao suave f : U — V
com ¢ ~ f, pelo lema item (i). Os lemas 2.2.7 e o [4.1.2] junto com o teorema
anterior nos mostram quem f* : H?(V) — HP?(U) independe da escolha da f. Entdo,

podemos definir:
¢" = H"(¢) : H*(V) — HP(U)

pondo ¢* = f* onde f: U — V é uma aplicao suave homotdpica a ¢.
Teorema 4.1.11. Para U, V e W espacos euclidianos e p € Z, temos:

(i) Se ¢o,d1: U — V sao aplicagées continuas e homotdpicas, entao

¢ = o1 : HP(V) — HP(U);

(1) Se ¢ : U — V ep: V. — W sao continuas, entao

(poo) =¢ oy H(W) — HP(U);

(15i) Se a aplicagao continua ¢ : U — V' € uma equivaléncia de homotopia, entao

¢* « HP(U) — H*(V)

€ um isomorfismo.

Demonstracao: Podemos tomar f : U — V suave de tal forma que f ~ ¢g e f ~ ¢;.
Logo, pelo lema[4.1.2] ¢ e ¢ fazem parte da mesma classe de equilavéncia, logo ¢f = ¢7.

Caso ¢ e 1) sejam suaves, sabemos que QP (¢ o ¢) = QP(¢) 0 QP(1)). No caso geral, pelo
lema [1.1.9 podemos tomar f: U — Ve g: V — W suaves e tais que f ~ ¢ e g ~ 1.
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Assim, pelo lema[1.1.3] temos ¢ o ¢ >~ f o g, e usando o lema[2.2.7, (o ¢)* = (go f)* =
[*og*=¢*oth* e segue (ii).
Para (iii) basta considerar ¢ a homotopia inversa de ¢. Assim tpo¢ ~ idy e pot) ~ idy.
Entao ¢* : H?(U) — HP(V) é a inversa de ¢* : H?(V) — H?(U). =
Este resultado nos mostra que H?(U) s6 depende do tipo de homotopia de U. Em

particular, temos:

Corolario 4.1.12. (Invaridncia topoldgica): Um homeomorfismo h : U — V entre

abertos euclidianos induz um isomorfismo
h* . H?(V) — HPU)

para todo p.

Demonstragao: Considerando no item (iii) do teorema anterior h~': V' — U a homo-

topia inversa de h, segue o resultado. [

Corolario 4.1.13. Se U C R"™ é um aberto contrdtil, entao HP(U) = 0 quando p > 0 ¢
HO(U) = R.

Demonstragao: Lembremos que um conjunto ¢ contratil se, e somente se, a identidade é
homotdpica a uma aplica¢ao constante. Entao, tomemos F' : U x [0, 1] — V' a homotopia
entre fo =id e fi; uma aplicacao constante com valor xg.

Para qualquer x € U, F(x,t) define uma curva contida em V', que conecta z a xg, logo
U é conexo, e pelo lema H°(U) =R.

Se p > 0, entao QP(f1) : Q(U) — QP(U) ¢é a aplicagao nula e, pelo teorema
item (i), temos idy»wy = fi = fi =0, logo, HP(U) = 0. =

Proposicao 4.1.14. Para um subconjunto A ;Cé R™ fechado, temos o0s isomorfismos:
HPH(R — A) =~ HP(R" - A),p>1

HY (R —A) = HR"—A)/R-1
HO(]RnJrl _ A) R

12

onde identificaremos R™ como o subespago R™ x {0} de R"™ ¢ R -1 denota o subespaco

de dimensao 1 das funcgoes constantes.
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Demonstracao: Definimos os abertos de R"™! = R" x R:

U = R"x (0,00)U(R" — A) x (—1,00)
U = R"x (—00,0)U (R" — A) x (—o00,1)

Entao Uy UU, = R"™ — A e Uy NUy = R" — A x (—1,1). Tomemos ¢ : Uy — Uy
dada por adicionar 1 a (n + 1)-ésima coordenada. Para x € U, temos que o segmento de
reta entre x e ¢(z) e de ¢(x) para algum ponto fixado em R"™ x (0, 00) esta contido em
U;. Como no exemplo [4.1.8] podemos tomar homotopias de id para ¢ e de ¢ para uma
aplicacao constante. Logo, U; é contratil. Analogamente, Us também é contratil. Logo
HP(Uy) e HP(Us) sao descritos no corolario [4.1.13]

Seja pr a projecao de Uy NUs em R™ — A, Definimos ¢ : R* — A — U; N U, por
i(y) = (y,0). Assim i o pr ~ idy,ny,. Pelo teorema item (iii), concluimos que:

pr*: HP(R" — A) — HP(U; N Us)
¢ um isomorfirsmo para todo p. E o teorema |3.0.11| nos d& o isomorfismo
o HP (U NUy) — HPTH(R™! — A)

para p > 1. Entao a composicao de pr* com 0* nos da a primeira parte da prova da
proposicao.

Consideremos a sequéncia exata:
0 — HOR™! — A) 1 HOU) @ HO(U,) -5 HO(U, N Ty) -2 HY R — 4) — 0

Um elemento de H(U;) ou H°(U,) é uma fungio constante. Logo, um elemento de
H°(U,)® H°(Us) ¢ um par de fungoes constantes com valores a; e as. Sua imagem por J*,
pelo teorema|3.0.11] é constante em U;NU; com valor a; —as, e assim ker 0* = im J* = R-1,

e obtemos o isomorfismo:

HO(U,NU,)  HO(R™! — A)
R-1  R-1

124

Hl (Rn—H o A)

como dim(im 7*) = dim(ker 9*) = 1, HO(R""! — A) @ R. -

Corolario 4.1.15. Nas mesmas condicoes da proposi¢ao anterior, temos o difeomorfismo
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R:R" — A — R — A, definido por:

(X1, Tpy Tpy1) — R(xy, .. T, Tpyr) = (1,00, Tpy — Ty
A aplicacao induzida
R*: HPPH(R™! — A) — HPPH(R™! — A)

€ a multiplicacao por —1.

Demonstragao: Na notacao do teorema anterior, teremos:

R+l — A R R+l _ A

Lk

Uy Uy

Pl

UlﬂU2—>RO UlmUQ

Ry

Us fia Uy

L

UlﬂUQLUlﬂUz

onde Ry, Ry e Ry sao as restrigoes de R. Vimos que 0* : HP(U; N Uy) — HP(R™™! — A)
¢ sobrejetora. Entao, ¢ suficiente provar que R* o 0*([w]) = —9*(w]), para uma p-forma

fechada w em U; N Us.

Usando o teorema 3.0.10, podemos tomar w; € QP(U;) e wy € QP(Us) com w =
7 (w1) —ji(w2). A definicao de 0" mostra que 9*([w]) = [7], onde 7 € QP (R — A)

é determinado por i} ([7]) = dw; e i5([7]) = dws. Além disso:

—Rjw = Rgoj5(ws) — Bgojilwr) = ji(Ri o ws) — j3(R3 0 wi)
G(R) = Ri(i57) = Ri(dw,) = d(Rjw,)
ip(R'r) = R3(ii7) = R3(dw:) = d(R5wn)
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Essas equagoes e a definicao de 0* nos dao que

0" (—[Rw]) = [(I")7H(d(J* (=R ow)))]
= [(I")7Hd(57 (Riws) — j3(R5w1)))] ()
= [(I")7H(d(Rjwz) — d(Rjwn))] = [R*7].

Para a projecao pr: Uy NU; — R™ — A, temos que pr o Ry = pr, e portanto:
HP(R™ — A) 25 HP (U, N Us) 2% HP(U, N Us)

é a propria pr*. Como pr* é isomorfismo, R} tem que ser a identidade em U; N Us.

Assim, o lado esquerdo da equacao ¢ 0*[w], o que finaliza a demonstragao. [
Teorema 4.1.16. Para n > 2, temos os isomorfismos:

R , se p=0n—1
(R~ (0}) =

0 , caso contrdrio

Demonstracao: Por indugao sobre n. O caso n = 2 ja foi feito no exemplo [3.0.13] Supo-
nhamos que HP(RF~1 —{0}) satisfaz as condi¢des impostas, ora, como {0} é um conjunto
fechado, pelo lema HP(R¥~1 — {0}) ~ HP*}(R¥ — {0}) , o que encerra a demonstra¢ao. m

Observagao 4.1.17. Um gerador conhecido para HP(R™ — {0}) é a forma elemento de

angulo solido:

S () agday AL Adxg A A d

=1

1

" Jal

w(z)
Apresentado no item [2] da bibliografia, pdgina 425, exemplo 17.

Uma matriz A invertivel n x n, define um isomorfismo linear R — R"”, e um difeo-
morfismo f4 : R" — {0} — R™ — {0}.

Lema 4.1.18. Para cada n > 2, a aplicacao induzida

farH" YR —{0}) — H"'(R" — {0})

detA
|det A

¢ a multiplicacao por e{-1,1}
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Demonstracao: Seja B a matriz obtida a partir da matriz A, trocando a linha r pela

soma, das linhas r e ¢ vezes a linha s, onde r # s e ¢ € R. Assim

B=(I+cE,;)A

onde I é a matriz identidade e F,; a matriz com as entradas iguais a 1 nas linha r e
coluna s e 0 nas demais entradas. Assim, a homotopia que leva f4 a fg é definida pela

matriz:
I+ tcEm)A 0<t«l1l

Do teorema [.1.11] segue que f; = f5. Além disso det A = det B. Por operagoes
elementares com a matriz A, ela pode ser transformada em diag(1,...,1,d), onde d =

det A. Assim, é suficiente provar para matrizes diagonais. As matrizes:

d|td
diag(l,...,l,%) 0<t«1

produz uma homotopia, o que reduz nosso problema nos casos A = (1,...,1,+£1), entdo

A serd a identidade ou a aplicacdo R do corolario[4.1.15] o que encerra a demonstracao. m

Proposigao 4.1.19. Se n # m entao R" e R™ nao sao homeomorfos.

Demonstracao: Podemos assumir que um possivel homeomorfismo de R™ em R™ le-
varia 0 em 0, caso contrario bastaria uma translacao para que isso acontecesse. Este

homeomorfismo induziria um homeomorfismo entre R” — {0} e R™ — {0}. Entao:
HP(R" —{0}) = H?(R™ — {0})

para todo p, o que gera o absurdo. [
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5

Aplicacoes da Cohomologia de de Rham

Neste capitulo apresentaremos aplicacoes da cohomologia de de Rham.

5.1 Primeiros resultados

Neste capitulo usaremos as notagdes D" = {x € R" tal que ||z|| < 1}, a bola de raio

um e S" ! = {z € R" tal que ||z|| = 1} a esfera de raio 1.

Lema 5.1.1. Ndo emiste aplicacdo continua g : D™ — S™! tal que g

Sn—1 — Z’dSnfl.

Demonstracao: Vamos assumir que tal aplicacao exista para n > 2. Consideremos a

aplicagao:
r : R"—{0} — R"-{0}
x

X — _—.
]|

Temos idgn_foy =~ 7, pois R" — {0} sempre conterd segmento de reta entre x e r(x), como
no exemplo Consideremos H(x,t) = g(t-r(z)), 0 < t < 1, que é uma homotopia
entre r ¢ uma aplicacao constante. Logo R™ — {0} seria contratil. Pelo corolario
HY(R"—{0}) = 0, 0 que contradiz o teoremald.1.16] Sen =1, D' é conexo e S° = {£1}

nao é conexo. n

Teorema 5.1.2. (Teorema do ponto fixzo de Brouwer, 1912) Toda aplica¢io continua

f: D" — D™ tem um ponto fixo.



56 Aplicacoes da Cohomologia de de Rham

Demonstragao: Suponhamos que f(x) # x para todo x € D". Assim, podemos definir
o ponto g(z) € S"! como o ponto de interse¢ao de S"! com a semi-reta que liga f(x) e

x.

a(x)

z— f(z)
||z = f()]

Temos que g(r) = = + tu, onde u = , e

t=—x-u+/1—|[z|]]2+ (- u).

Onde z-u é o produto interno usual. A expressao de g(x) foi obtida da solugao da equacao
(x +tu) - (x + tu) = 1. Temos duas solugbes para esta equagdo, pois a semi-reta que liga

f(x) e z e intercepta S"! em dois pontos. Estamos interessados na solugao com ¢ > 0.

Logo, g é continua com g|gn-1 = idgn-1, 0 que é absurdo, pelo lema anterior. [

O espago tangente de S™ em um ponto z € S™ é T,S™ = {z}*. Um campo vetorial
tangente em S™ é uma aplicacdo continua v : S™ — R"™! tal que v(x) € T,S™ para todo

r e S™.

Teorema 5.1.3. A esfera S™ tem um campo vetorial tangente v com v(z) # 0 para todo

x € S" se, e somente se, n € impar.

Demonstracgao: O campo vetorial v pode ser estendido a um campo vetorial em R"—{0}

w(z) =v (ﬁ) .

Temos que w(z) # 0 e w(z) -z = 0. Tomemos a homotopia entre fy = idgnt1_fp) € a

por:

aplicacdo antipodal f(z) = —x, dada por:

F(z,t) = (cosmt)x + (sin7t)w(x).
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O item (i) do teorema [4.1.11| nos d& que f; ¢ a identidade em H"(R"*' — {0}), que,
pelo teorema [4.1.16| ¢ 1-dimensional. Por outro lado o lema [4.1.18 nos diz que f; é a

multiplicagao por (—1)"*1 logo, n tem que ser impar.

Reciprocamente, para n = 2m — 1, podemos definir um campo vetorial v por:

V([L'l,.fﬁg, cee ame) = (3727 —X1, Ty, — T35y Lo2m, _IQm—l)'

Lema 5.1.4. (Urysohn-Tietze) Se A C R™ ¢ fechado e f : A — R™ uma aplicagio

continua, entao exriste uma aplicagdo continua g : R — R™ tal que gla = f.

Demonstracao: Denotaremos a distancia euclidiana em R™ por d(z,y) e definimos a

distancia entre um ponto e um conjunto A por d(z, A) = in£ d(x,y).
ye

Para p € R" — A, temos a vizinhanga aberta U, C R" — A de p dada por:

U, {x ER" | d(z,p) < %d(p, A)}

Essas vizinhancas dos p € R" — A fornecem uma cobertura aberta de R” — A. Usando o
lema B do apéndice deste trabalho, podemos obter uma particao da unidade ¢, subordi-

nada a cobertura aberta encontrada. Definimos a aplicacao g da seguinte forma:

f(x) se z€A
g(z) = Z op(z)(a(p)) se zeR"—A

peER"—A

onde a(p) € A é escolhido de tal forma que d(p,a(p)) < 2d(p,A). Como a soma é
localmente finita em R™ — A, g é suave em R"” — A. Resta mostrar a continuidade de g

para pontos zy na fronteira de A. Assim, se € U, entao:
1 1
d(*TOap) g d(x07$) + d(fﬂ,p) < d(fﬂo,l') + id(p7 A) g d('TOa l’) + §d(p7 .1'0)-

Entao, d(xg,p) < 2d(zg, ) para z € U,. Como d(p,a(p)) < 2d(p, A) < 2d(xo,p), conse-
guimos, para x € U, que d(zo, a(p)) < d(zo,p) + d(p, a(p)) < 3d(zo,p) < 6d(x¢, x).
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E, para todo z € R” — A, temos:

E assim:

llg(x) Z¢ Wl f(alp)) = fo)l]. (*)

Agora, para um arbitrario € > 0, escolhemos ¢ > 0 tal que ||f(y) — f(z0)|| < € para
todo y € A com d(zg,y) < 60. Se x € R" — A e d(z,z0) < J, entdo para qualquer x € U,
temos d(xg,a(p)) < 60 e ||f(a(p)) — f(xo)|| < €. Segue de () que:

lg(x) Zcb ol f(a(p) = flao)l| < Y ola), €=

e g é continua também na fronteira de A.

Observacao 5.1.5. A prova apresentada acima também continua vdlida, com pequenas
modificacoes, quando R™ € substituido por um espaco métrico e R™ por um espacgo vetorial

topologico localmente convexo.

Lema 5.1.6. Sejam A C R™ e B C R™ dois conjuntos fechados ¢ ¢ : A — B € um

homeomorfismo. Entao existe um homeomorfismo h : R™t" — R™" tal que:

h(z,0m) = (05, ¢(x)),

para todo x € A.

Demonstracao: Pela lema podemos estender ¢ para uma aplicacao continua f7 :

R"™ — R™ e definir o homeomorfismo Ay : R" x R™ — R™ x R™:

hl(x7y> - (I7y + fl(x))

Assim h{'(z,y) = (z,y — fi(z)). Analogamente, considerando ¢! : B — A, a inversa

de ¢, podemos estender ¢~! a uma aplicacio continua fy : R™ — R" e definir

ho : R" x R™ — R" x R™
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por:
ho(z,y) = (z + fa(y), y).

onde hy'(z,y) = (x — f2(y),y). Definimos h como h = hy*oh; e, para todo x € A, temos:

h(z,0,,) = hy' o hi(z,0,) = hy'(z, fi(z)) = hy'(x
= He(x)), 6(x)) = (On, 6())-

Vamos identificar R” com um subespaco de R da seguinte forma:
m vezes

(x1,22,...,2,,0,...,0).

Corolario 5.1.7. Se ¢ : A — B € um homeomorfismo entre subconjuntos fechados do

R™, entao ¢ pode ser estendida a um homeomorfismo 5: R?" — R?",

Demonstracao: Consideremos h como no lema anterior. Seja H : R” x R® — R” x R",
dadaporH(m,y):(y,x)eazHoh. n

Observacao 5.1.8. A aplicacio encontrada 5 nds dd também um homeomorfismo entre

R?" — A e R?" — B por restricao.

Teorema 5.1.9. Tomemos A ; R™ e B ; R™ fechados. Se A e B sao homeomorfos,
entao

HP(R" — A) = HP(R" — B).
Demonstragao: Mostremos primeiramente, por indugao sobre m, que:

Hrm(Rmn — A)
H™ (R — A)

HP(R" — A) p>0
HR" - A)/R-1

1211

O caso m =1 ¢é a proposicao 4.1.14. Suponhamos verdadeiro para algum k > 2. Entao:

Hp+k(Rk+n . A)
Hk(Rk+n o A)

HP(R™ — A) p>0 ™)
HO(R™ — A)/R - 1.

11

Pela proposicao 4.1.14 e pela hipotese de indugao

Hp+k+1(Rn+k+1 _ A) ~ Hp+k(Rn+k' _ A) ~ Hp(Rn . A) ~ Hn+1(Rk+1 . A)
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HFFHYRMHFL Ay = FYR™ — A) =2 HOR" — A)/R - 1.
Logo, @ é valida para todo m > 0. Analogamente, para B temos:

HPtm(R™ " — B)
H™R™" — B)

H?(R" — B) p>0
HO(R" — B)/R - 1.

111

No corolario anterior mostramos que R?*® — A e R?*"® — B sao homeomorfos. O coro-
lario de invariancia topologica [4.1.12| mostra que isso induz um isomorfismo entre suas

cohomologias de de Rham. Assim, para p > 0:
HP(R" — A) =2 HP™(R?™ — A) = HPT"(R* — B) = HP(R" — B)
e, para p = 0:

HOR" — A)/R -1 H*(R*™ — A) =~ H*(R* — B) = H'(R" — B)/R - 1

Observacao 5.1.10. Para A C R" fechado, o complementar U = R"™ — A € um aberto e
serd uma uniao disjunta e enumerdvel de componentes conexas, todas abertas. Se forem

infinitas, entao dim(H®(U)) = oo. Caso contrdrio, o nimero de componentes conexas €

igual a dim(H°(U)).

Corolario 5.1.11. Se A e B sao dois fechados homeomorfos em R", entao R" — A e

R™ — B tem o mesmo nimero de componentes conezas.

Demonstracao: Se A # R" e B # R", entao o resultado segue no teorema e da obser-
vacao anteriores. Se A = R" e B # R", temos R"™! — A com duas componentes conexas,

enquanto R — B sera conexo, o que ndo pode acontecer. [

Teorema 5.1.12. (da separacao de Jordan-Brouwer) Se ¥ C R™, com n > 2 é homeo-

morfo a S*! entdo:

(i) R" — X tem exatamente duas componentes conexas Uy e Uy, onde Uy € limitada e

Uy € ilimitada;
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(i1) ¥ € a fronteira de Uy e Us.

Demonstracao: Como X é compacto, entao é fechado em R™. Usando o corolario[5.1.11],
temos o mesmo nimero de componentes conexas em R"—Y e em R"— 5", Consideremos

0s conjuntos
Dr={xeR"||jz|]|]<1} e W={zeR"||z|]|>1}.

Ambos conexos com R® — S"~! = D" U W. Logo, R® — S~ ! tem duas componentes
conexas, e assim, R” — X também tem.

Tomemos r = max ||z||, m < 0o pois ¥ é compacto e a norma ¢ continua. Consideremos
Te
rW ={z e R" | ||z|| > r}

Notemos que rW NYX = & e que rW é conexo. Assim, devemos ter rW inteiramente
contido em uma das componente conexa de R™—3. Como rWW ¢ ilimitado, esta contido em
U, e Uy é ilimitada. Assim, U; deveré estar contido em R” — rWW = {z € R" | ||z|| < r},
logo, U; esta contida em um conjunto limitado e, portanto, serd limitada.

Para provar (ii), tomemos p € ¥ e consideremos V uma vizinhanca aberta qualquer
de p. Como ¥ é fechado e V aberto, temos A = 3 — (X N V) sera fechado em ¥ e serad
homeomorfo a um conjunto fechado B C S™!. Claro que R"® — B sera conexo e, pelo
Corolériotemos R™— A conexo. Assim, sejam p; € Uy, py € Us ey : [a,b] — R"—A
uma curva tal que y(a) = p; e y(b) = po. Por (i) temos que 7 intercepta ¥ pelo menos
uma vez e v *[a, b] C [a,b] ¢ um conjunto fechado. Consideremos v(c;) e y(c2) o primeiro
e o tltimo pontos de intersec¢ao de v com X. Como y(a) = p; e y(b) = po, temos que
c1,02 € (a,b). Além disso y(c1) € TNV e vy(c2) € XNV e mais, y([a,c1)) C Uy e
v((c2,b]) C Uy. Entao, podemos encontrar ¢, € [a,c;) e ta € (co,b] tais que y(t1) € Uy NV

e Y(tz) € Uy NV, e assim p serd um ponto de fronteira. n

Teorema 5.1.13. Se A C R™ ¢ homeomorfo a D* com k < n, entdo R* — A € conexo.

Demonstracido: A ¢ compacto e, portanto, fechado. Como temos D¥ C RF C R" e
R"™ — D* conexo, o corolario [5.1.11| nos da o resultado. [

Teorema 5.1.14. (Brouwer) Seja U C R"™ um aberto e f : U — R" uma aplicagio

continua e injetiva. A imagem f(U) € aberta em R™ e f aplica U homeomorficamente em

f).
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Demonstracdo: E suficiente provar que f(U) é aberto, pois isso fara com que f(W) seja
aberto para W C U, e isso provara a continuidade de f~1: f(U) — U, a inversa de f.

Consideremos a bola fechada com centro em zo € U:
D ={z e R" | ||z — xo|| <0}

Contida em U e com fronteira S e interior D° = D — S. E suficiente mostrar que f(D°) é
aberto. Quando n = 1, temos f(D°) aberto, pois f é continua e funcao de uma variavel.

Assumimos n > 2. Tanto S quanto ¥ = f(S) sao homeomorfos a S"~!. Tomemos
Uy e Uy as duas compomentes conexas de R” — ¥, como no teorema [5.1.12] As duas
sao abertas, U; é limitada e Uy é ilimitada. Pelo teorema R"™ — f(D) é conexo e
como (R" — f(D))NY = @, devemos ter R” — f(D) C Uy ou R" — f(D) C Uy, mas
R™ — D é ilimitado, entdo R™ — f(D) C Uy. Assim XU U; = R* — U, C f(D). Entao
Uy C f(D°). Como D° é convexo, f(D°) também é conexo, além disso f(D°) C U; U Us,
entdo f(D°) = Uy, ou seja, f(D°) é aberto. "

Corolario 5.1.15. (Invaridncia de dominio) Se V- C R"™ tem a topologia induzida do R"

e € homeomorfo a um aberto de R"™, entao V é um aberto de R".

Demonstracao: Ora, sendo V' homeomorfo a algum aberto U C R" por alguma aplicagao

f, entdo V = f(U) e o resultado segue do teorema anterior. [

Corolario 5.1.16. (Invariancia da dimensao) Sejam U CR™ e V C R™ dois abertos nao

vazios. Se U é homeomorfo a V entao m = n.

Demonstracao: Assumimos que m < n. Do corolario anterior aplicado a V', considerado
como um subconjunto de R™ pela inclusao R™ C R", segue que V' é aberto em R"”, o que

nao é possivel, pois V esta contido em um subespacgo proprio. [

Exemplo 5.1.17. Um nd em R? € um subconjunto ¥ C R3 que é homeomorfomo a S*.

O ndé complementar, é um aberto U = R3 — . Mostremos que:

R se0<p<2
HP(U) =

0 caso contrdrio.

De acordo com o teorema[5.1.9 é suficiente mostrar isso com o nd trivial S* C R? C
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R3. Calculemos:

HP(R* — §%) = HP(D*) & H"(R* — D) ()

Onde D°? ¢ o interior de D*. Temos que D°% € estrelado e R* — D? difeomorfo a R*—{0}.
Usando o teoremall.3.9 e o exemplo chegamos a conclusio de que[H tem dimensdo
2 para p = 0, dimensdo 1 para p =1 e dimensao 0 para p > 2. Aplicando a proposi¢ao

4.1.14, temos que HPTH(R3 — S') = HP(R? — S1).
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Anexo

Lema A

Suponhamos que A C Uy C U C R", onde Uy e U sao abertos do R" e A fechado em
U. Seja h : U — W uma aplicacao continua em um aberto W C R™, com restri¢ao
suave a Uy. Para qualquer fun¢do continua € : U — (0, 00) existe uma fun¢io suave

f: U — W que satisfaz:
(1) [|f(z) — h(2)|| < e(z), para todo = € U,

(i) f(z) = h(zx), para todo x € A.

Lema B (Particao da Unidade)

Se U C R™ é um aberto e V = (V;);c; uma cobertura de U onde V; sdo abertos, entao

existem fungoes suaves ¢; : U — [0, 1] com ¢ € I, satisfazendo:
(i) suppy(¢;) CV; para todo i € I;

(ii) Todo x € U tem uma vizinhanca W onde apenas um ntmero finito de ¢; nao sao

nulas;
(ili) Para todo = € U temos Zgbz(x) =1
i€l
Ou seja, (¢;)icr € uma particdo da unidade formada por fungoes suaves e subordinada a

cobertura V.
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