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Resumo

Neste trabalho estudamos existéncia, multiplicidade e ndo existéncia de solugdes

ndo triviais para o seguinte problema eliptico:

—Au = f(x7u>7 em Q,
u = 0, sobre 012,

onde € é um conjunto limitado de R? com fronteira suave e a fungdo f possui cresci-
mento exponencial. Para a existéncia de solugdes sdo aplicados métodos variacionais
combinados com as desigualdades de Trudinger-Moser. O resultado de nao-existéncia
é restrito ao caso de solugdes radiais positivas e 2 = B;(0). A prova usa técnicas de

equacdes diferenciais ordindrias.

Palavras-chave: Espacgos de Orlicz, Desigualdades de Trudinger-Moser, Equagdes

parciais elipticas, Crescimento exponencial, Métodos variacionais.
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Abstract

In this work we study the existence, multiplicity and non-existence of non-trivial

solutions to the following elliptic problem:

—Au = f(x,u), in €,
u = 0, on 0f),

where Q is a bounded and smooth domain in R? and f possesses exponential growth.
The existence results are proved by using variational methods and the Trudinger-
Moser inequalities. The non-existence result is restricted to the case of positive radial
solutions and 2 = B;(0). The proof uses techniques of the theory of ordinary

differential equations.

Keywords: Orlicz spaces, Trudinger-Moser inequalities, Partial elliptic equations,

Exponential growth, Variational methods.
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Introducao

Equacdes diferencias parciais elipticas com crescimento exponencial surgem na-
turalmente em processos fisicos na forma de modelos mateméticos associados a pro-
blemas de reacdo de combustdo. Em geometria Riemanniana, equagdes elipticas com
crescimento exponencial estdo presentes no estudo do problema de Yamabe a respeito
da existéncia de uma métrica sobre uma variedade compacta de dimensao dois cuja
curvatura é constante.

O objetivo deste trabalho é estudar existéncia, multiplicidade e ndo-existéncia de

solugdes para uma classe de problemas elipticos

—Au = f(x,u), em  Q,
(P) _
u =0, sobre (2,

onde 2 C RY é um dominio limitado com fronteira 2 suaveea f : Q@ x R — R é uma

funcdo satisfazendo a condigdo de crescimento: existe ay > 0 tal que

lim —————=

|f(z,s)] ] 0, uniformemente em Q, Vo > ay,
ls|—o0 exp(as?)

+o00, uniformementeem 2, Va < ayp.

Na literatura [2, 8, 7], diz-se que f(z,s) tem crescimento subcritico ou critico

quando oy = 0 ou a > 0, respectivamente.

Para motivar essa nogdo de criticalidade, observamos inicialmente que em dimen-
sdo dois, o teorema de imersdo de Sobolev ndo fornece um crescimento critico, pois
Hi(Q) C L9(Q) para qualquer ¢ > 1, mas H}(Q2) € L>(Q). Existe, porém, um cresci-
mento critico que é dado pelas desigualdades de Trudinger-Moser [11, 13], as quais
estabelecem que para 0 < o < 47 existe uma constante C' > 0 independente de « tal

que
/ e dx < C9). 1)
Q



2 SUMARIO

Além disso, Moser observou que a limitagdo o < 47 é necessdria e é a melhor possivel
(veja Capitulos 1 e 2 a seguir).

Em [6], Carleson e Chang provaram que a desigualdade em (1) é atingido no caso
em que (2 é uma bola unitdria do R?. Isto assegura a existéncia de uma constante A > 0
tal que a equacao

{ —Au = \81ue*™*, em Q, %)
u =0, sobre 0f),

possui uma solugdo positiva. Portanto, escrevendo a equagao (2) na forma

—Au = f(u), emQ,
u =0, sobre 0f2,

o termo f(u) satisfaz

|s| 00 exp(vs?) +oo, Va < 4.

L lfG)] :{o, ¥ a > 4r,

Observamos que pela positividade da solucdo extremal, podemos escrever (2) na forma

—Au = \8retmithu oy Q)
u =0, sobre 0f),

ou seja, o termo Inu corresponde a uma perturbagdo de ordem inferior do termo u?.

Deste modo, ao considerar a equagdo mais geral

(Pl) —Au = eaouQ—th(u), em Q’
u =0, sobre 0f).

Em [3] Adimurthi e Yadava mostraram que uma condi¢do suficiente, além de

outras, para a existéncia de uma solugdo de (P;) é dado por:

lim h(r)r = +o0.
[r| =400
Utilizando métodos variacionais, argumentos do tipo Passo da Montanha e a de-
sigualdade de Trudinger-Moser, Figueiredo, Miyagaki e Ruf [7] obtiveram resultados

de existéncia e de multiplicidade para o problema do tipo

—Au = h(u, z)e**, em Q,
(P, ()
u =0, sobre 0f).



Onde termo & corresponde a uma perturbagdo de ordem inferior do termo u?. Eles
provaram a existéncia de solugdo para (F2) no caso critico supondo que a existéncia de
uma constante K; > 0 tal que

lim Ah(t,z)t > K1 = —
[t| =00 ( ’ ) ! Oéod2’
onde d é o raio da maior bola contida em (2. Estes resultados sdo apresentados no
Capitulo 3.
Em [8], usando técnicas de equagdes diferenciais ordindrias, De Figueiredo e Ruf
provaram que para {2 = B;(0) e o = 1, existe de uma constante K, > 0 tal que se

K
h(r) = — para r suficientemente grandee 0 < K < K
r

e h satisfazendo algumas condi¢des na origem, entdo a equagao (P, ) ndo possui solugao
radial positiva. Note que por [9], qualquer solucdo positiva de (P;) em B;(0) é radial;
isto implica a ndo existéncia de solugdo positiva nestas condi¢des. Este resultado é
apresentado no Capitulo 4.
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10.

11.

12.

13.

Notacoes

. RY denota o Espaco euclidiano N-dimensional. N > 2.

ou

denota a derivada parcial da fun¢do u em relacgdo a i-ésima coordenada.
i

Vu = (SZ, 08;2, e 88;1) denota o gradiente de w.

n_ 92
Au = Z %, denota o Laplaciano de u.
i=1 ¢

. liminf f,, denota o limite inferior da sequéncia f,, quando n — oo.

n—o0

|A| denota a medida de Lebesgue de um conjunto mensuravel A C RY.
B, () denota bola aberta em RY, de centro z e raio r.

SN-1 denota a esfera unitaria em R".

. wy é amedida (N — 1)-dimensional de SV,

{f < ¢} denota o conjunto {z € Q : f(z) < g(z)} analogamente se define os
conjuntos {f < g}, {f > g} e {f = g}.

C(Q) denota o espago das fungdes infinitamente diferencidveis ¢ : 2 — R com
suporte compacto em €.

f(x) = O(g(x)) denota que, existem C' > 0 e zy > 0 tal que |f(z)| < C|g(z)| para
todo z > xy.

f(x) = O4(g(z)) denota que, existe C' > 0 tal que |f(z)| < Cg(z), para todo = no

dominio .
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Capitulo

1

Imersdes nos Espacos de Orlicz

Neste capitulo introduzimos defini¢des, conceitos e propriedades bésicas dos
espacos de Orlicz, os quais sdo uma generalizacdo dos espagos LP. Esta teoria foi
proposta por Wladyslaw Orlicz em 1931. A ideia principal é substituir a fungdo ¢(t) =
|t|P por outra positiva, convexa e crescente. Seguindo [13], apresentamos também
os espagos de Morrey LP*(Q) que permitem a construgdo dos espagos W*?P4(Q), em
particular WPV (Q) = WHP(Q). Os resultados principais deste capitulo sdo relativos
as imersdes dos espacos WHPA(Q) em certos espagos de Orlicz, onde 2 é um dominio
limitado em R” satisfazendo a condicdo de cone. Por ultimo, mostramos que estas

imersdes sdo em um certo sentido 6timas.

1.1 Classes e espacos de Orlicz

Definicdo 1.1. Diz-se que uma fungio u € LP(S2) pertence ao espago de Morrey LP*(Q) se
existe uma constante K > 0 tal que

| s < B, (L1)
QnB
para qualquer bola B, onde |B| denota a medida N-dimensional de B.

O espago LP*(£2) é um espago de Banach munido com a seguinte norma.

1

. P

lullzxey i= (sup B [ juta)r dz)”
B QNB
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Em particular, temos

{0}, A<0O,
LPMQ) =4 L®(Q), A=0,
’(Q), A=N.

Definicao 1.2. Definimos os seguintes espagos :

WEPA(Q) := {u € WFP(Q); D*(u) € LP(Y), para todo o € N~ tal que |a| = k},

WeP2 () = We P () N WEPA(Q)

com a norma ||u||yr.ex ) = ||ul|wr-10) + Z | D%ul| Lox (-
la|=k

Definicao 1.3. Uma fungido ¢ : R — R continua, convexa e par satisfazendo

lim@ =0, lim @ = 400,

t—0 ¢ t—oo

serd chamada de N-fungdo.

Exemplo 1.4. Como exemplo de N-fungdo podemos citar
o) =t p>1, )=l —|t| =1, 0@ =" —1,p>1.

Defini¢do 1.5. Dada uma N-fungio ¢, a Classe de Orlicz L?(Q2) é definido como o conjunto de

todas as fungdes u tais que
/ ¢(u(z)) do < +oo.
Q

Defini¢do 1.6. Dada uma N-fungio ¢ , o Espago de Orlicz L (Q) é definido como o espago
(das classes de equivaléncia) gerado por L?(Q) com a norma de Luxembourg

Jull o0y 1= inf{k > 0: [ () o < 13, (12)

onde u é equivalente a v se, e s0 se u = v q.t.p. em €.

Quando o conjunto 2 estiver subentendido, denotaremos a norma || - ||,¢+ ()
simplesmente por || - || 14+
Sejam ¢ e ) N-fungdes. Se para todo A > 0 ocorrer
¢(At)

T M
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escrevemos 1) < ¢, note que neste caso, temos L? () ¢ LY (Q).

Lema 1.7. Para cada u € L% (Q), tem-se

Demonstragdo. Seja {k, } uma sequéncia minimizante para ||u|| ¢+, isto €,

/¢(u/ix)) dr <1, paracadan >1 e lim k, = |lu s+
0 . n—oo

Como ¢ é uma funcao continua, temos

lim ¢(u<$>) =¢( u(z) ), para todo z € (.

oo Ry [l o

Pelo Lema de Fatou,

/¢( u(z) da:<hm1nf/¢ u(x ydr < 1.
0

[l o n—o0

Teorema 1.8. Se ¢ é uma N-fungio, ento || - || s ) define uma noma. Além disso, o espago
L% (Q) munido com esta norma é um espago de Banach.

Demonstra¢do. Verificaremos que se satisfazem as condi¢des de norma.

(i) Seja u, tal que ||u|| 4+ = 0, logo para cada k > 0, existe k satisfazendo

0< /¢(—dx<1

Como ¢ é par é crescente em [0, 00), temos / o( |u§€x)|> dr < / o( |u<]~j>|) dr < 1.
Q Q

Logo,

/ ¢($) dr <1, paratodok > 0. (1.3)
Q

Suponha que existem € > 0 e um conjunto £ C (2 mensurdvel de medida positiva

tais que |u(z)| > ¢, para todo x € E. Logo

/¢> utz)) dxszqb(T) dxz/E¢><§> dr = |Blo(5)
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€
Sendo ¢ uma N-fungdo, temos klir(r)l qﬁ(E) = 4o00. Portanto, temos uma con-
— +

tradi¢do com (1.3), consequentemente u = 0, g.t.p. em (.

Por outro lado, se u = 0, q.t.p. em €, se satisfaz (1.3), logo, ||u| ¢+ = 0.

(ii) Seja o > 0, usando o Lema 1.7

/ H(———= (au /qb )dr < 1.
Q CYHU”M*
Portanto, ||au|| e+ < of|ul|pex-
Pelo Lema 1.7
/ gb(M) dr < 1.
o llaulpe
e o] - ) ,
ssim, ||ul|ox < ———. Donde temos ||aul| o+ = allul| e, 0 caso o < 0 é
analogo e o caso a = 0 é imediato.
(iii) Dados u e v, tais que ||ul| ¢+ € ||v]| ¢+ sdO finitos. Seja
Ul|7.0* V|| L¢
3=l +lollers o= 1 g Il
g Y

Note que, o + 3 = 1. Usando a convexidade de ¢ e o Lema 1.7, obtemos

<> o(x)
ot /¢«wm uwm>“
o(2) B
—“lf%wmﬁﬁﬁﬂlowm9“§“+ﬁ‘L

Donde, ||u + v||per < v = [Jul|ge+ + ||v] Lo*-

Consequentemente, || - || .+ ) define uma norma em L?" ().

Para ver que L?" é um espaco de Banach com a norma || - || ¢+ (o) veja [10].
[

Defini¢do 1.9. Diz-se que uma sequéncia {u, } C L?(Q) converge em L?(Q) parau € L (Q)

se
lim [ ¢(un(z) —u(z)) dz = 0.
n—oo Q
Observe que, para a N-fungdo ¢(t) = |t[’, com p > 1, tem-se a convergéncia em

LP(Q).
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Defini¢do 1.10. Denotemos por E®(Q) o conjunto E®(Q) := LOO(Q)H'H”* .
Lema 1.11. A seguinte inclusido E*(Q) C L?(Q) é valida para cada N-fungio ¢.

1
Demonstragio. Sejau € E¢(Q), entdo existe v € L>(Q2), tal que ||u—v| 1o+ < 3 Usando
que ¢ é crescente no intervalo [0, +00) e 0 Lema 1.7, temos

/¢2]u—v] dx</¢ )dr < 1.
HU—UHW

Sendo ¢ é uma fungao par, entdo 2u—2v € L?(Q). Pela convexidade da fungéo ¢, temos

1 1 1 1
/qu(u) dx = /qu(é(Qu —2v) + 5(21})) dr < 3 /Q o(2u — 2v) dx + 3 /Q »(20) dr < +o0,

pois,

/ o(2v)dr < sup  ¢(t)|Q] < Fo0.
0

0<t<2||v|| oo

E, portanto, u € L?(9). [ |

Defini¢do 1.12. Diz-se que um dominio Q2 C RY satisfaz a condigdo do cone se existe um cone
fixo kg em RY tal que cada ponto x € Q é 0 vértice de um cone kq(x) congruente a kq e contido
em ).

Lema 1.13. Sejam Q@ C R™ um dominio limitado satisfazendo a condigiio do cone e u €
WH(Q). Entdo,

Vu(g
lu(z)| < C(N, ka) /||_£|N 1d5+||u||L1(Q)>, g.t.p. em Q,

onde C(N, kq) é uma constante que sé depende de N e kq,.

Demonstracdo. Consideremos primeiramente o caso em que u € C>(2). Fizez € Q2 e
para cada y € ko(z) considere a fungdo f(t) = u(y + t(a; - y))

Pelo Teorema Fundamental do Célculo temos, f(1 / f'(t) dt, isto ¢,

u(z) — u(y) = /0 Vu(y+t(xz—vy)) - (z—y)dt, paratodoy € ko(z).

Logo,

()] < fuly)| + / Vuly + t(x — y)l|(x — )| di, paratodoy € ko(z).  (14)
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Denotando por ko, (z) := ko(z) N B,(z), onde 0 < r < rq := diam(ko(z)).
Integrando (1.4) em relacdo a y € kq . (z), temos

Ihm@NW@HS/p()wwN@Hxé(ﬁ[:Wﬂ@+ﬂx—yMWx—yﬂﬁ@ (15)

ko, (z

1
SHthm+/‘/ Vuly + e — )|z — y)] dyd.
0 KQ,T‘(m)

Da mudanca de variavel £ =y + t(z — y), temos dé = (1 —t)Ndy e |z — y| =

Além disso, note que y € kq () se, e s6 se § € kg (1), (). Assim

— )z -y |V“ )z — ¢l
/ /km v y_'_t(I )>||( )|yt = / /Im(l tyr(@ — )N+l dedt. (1.6)

Usando o Teorema de Fubini na integral a direita em (1.6) e notando que

(EM1E € ba (@), 0t <1} = {(E0:0 <t <1- 570 e ho, (o),

temos

E—x
IVU )z — ¢ / / e
dedt = Vu(€)||r — ¢ — qtdt
/ \/k:ﬂ ,(1— t)r )N+1 kQ,'r(m)’ ( )H ‘ 0 >N+1

— =~ —1
B =
—1LMﬂNmamr£K—jv—ﬁdf 1)
N

,
< [ vl el ) e

r Vu©)]
= dg.
N ko, (z | €|N ' ¢

Usando (1.6) e (1.7) em (1.5), resulta

v [Vu(é)|
N ka,r(z) ’-73 - £|N71
ro™ Vuldl

< |[ullpr@) + ——
N Kq(z) ’x_ﬂN 1

|k (@) |[u()] < fullpyo) + dg

Fazendo agora r — rq e lembrando que |kq,,(x)| = |ko(z)| = |ko|, para cada z € Q,
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temos
o Vu()|

|kollu(z)| < [[ullLio) + —
N Kao(z) |$ - g‘N '

d¢.

E, portanto,

lu(z)| < C(N, kQ)(/ﬂ % de + ||u||L1(Q)>, para todo = € Q,

”
onde C(N, kq) = max{‘k k N?k ’}

No caso geral, dada u € W'(Q), existe uma sequéncia {u,} C C>*(Q), tal que
u, — u em Wh1(Q), sem perda de generalidade podemos supor que:

Vu, = Vu, em L'(Q), wu, = u, em L'(Q), u,(z) = u(z), q.t.p. em Q. (1.8)

Pela primeira parte da demonstragdo para fun¢des em C>((2), temos para todo n > 1

[V (€)]

lun ()] < C(N, /m)(/Q W de + ||unHL1(Q)), para todo = € Q. (1.9)

De (1.8) e do Lema B.2 logo, podemos assumir que

Vu,(§ Vu(€
1Vunl©)l N 1 | N 1d£, q.t.p. em .
alr—¢ @ |z —¢

Logo, tomando o limite quando n — oo em (1.9) e usando (1.8) , temos

Vu(g
)| < CV. ko) [ |' o Lttt ullnw). qtp. eme

Lema 1.14. Seja u € W, (2), onde Q C RN é um conjunto aberto e ilimitado, entdo

L[ _IVu(©)
Ny Jo |z —¢"™

ju(z)] <

d¢, gq.t.p.em Q.

Demonstragdo. Considere o caso tal que u € C5°(Q2). Dado w € SV, temos

u(x):—/OOOWW:—/OMVU(JC—FMU)-UJW.
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Logo, |u(x)| < / |Vu(z + rw)| dr. Agora integrando em relacdo a w € SV, obtemos

Vu(
Nwyl|u(x)| </ / |\Vu(z + rw)| drdw —/ / [Vula + rw)l rN =t drduw.
st o )y o= (@rrw)i1

Fazendo a mudancga de variavel £ = x + rw e usando coordenadas radiais na dltima

integral, temos

1 [Vu(f)|
Nwy Jo o —¢"™

lu(z)| < d¢, paratodox € Q.

Para o caso geral, dado u € W,"'(Q), existe uma sequéncia {u,} C C&(Q), tal que

u, — uem W' (Q), e faga a prova neste caso como na prova do Lema 1.13. n

Lema 1.15. Sejam Q C RY um conjunto limitado e convexo e u € WH(Q). Defina

il
ug = — [ ul(x)dx
Tl g

» diam(Q)~
2]

Entdo

[lu = ug|| L1y < C(N)|Q¥ IVullr @)

Demonstracdo. Pela densidade, basta provar para v € C*((2). Fixe = € (2 e considere
y € 2 um ponto qualquer. Pela convexidade de (2, temos

u(r) —u(y) = /0 Vu(y+t(z —y)) - (z —y) dt.

Integrando em relacdo a y € (2, temos

Ofute) — [ atwitn= [ [ Vuly+tta =) (=) dra,
isto é,
12 (u(z) — ug) //Vuy—i—tx— y)) - (z —y) didy.

Fazendo como na prova do Lema 1.13, temos

1 diam(Q)~ [Vu(§)|
/Q/O Vu(y+t(a:—y)) : (a:—y) dtdy < N o |z — N1 dg.
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Logo,
diam/(Q)™ IVu(€)|
NIQ Jo o= &N

Integrando em relagdo a = € {2 e usando o Lema B.1, temos

diam( Vu(é
l|u — ual| 1@ :/|u(x)—uQ|dx N // |:1:|—§|N - d€dx

dmm
dxd
STl /’V“ I g |N15'“"g

d¢, sex €. (1.10)

|u(z) = ug| <

diam(S ) 1/N/
<
diam (9
< c<N>|ﬂ|1/”%||w||m>,
onde C(N) COJ(VN) |

1.2 Teoremas de imersao nos espacgos de Orlicz

Teorema 1.16. Seja Q@ C RY um conjunto limitado satisfazendo a condigdo do cone. Entdo
0 espago WHL1(Q) estd imerso continuamente no espago de Orlicz L?"(2), onde ¢(t) =
eltl —|t| — 1.

Além disso, para cada v € WHH1(Q), temos

Hu|’L¢*(Q) S C(N, kQ, dmm(Q)) Hu”Wl’lvl(Q)'

Demonstragio. Seja u € WhHH1(Q), denotamos

1

= ”uHWl>1=1(Q); d = diam(Q)); b= el

onde C' > 0 é uma constante apropriada a ser determinada. Considere f € L”({2), com
p > legqtal que % + é = 1. Pelo Lema 1.13 existe uma constante C; = C; (N, kq), tal que

[iseuwiar< [l [ 290 de+ fulo)) d
< 01</ wdwxuc/gu(mdx) (1.11)

\VU |f(@)PIVu(§)]N
_ // = ( _g‘N_l_;) d§dm+K/Q|f(x)|dx>

|z
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<o / / QZ‘ [ d) ( / (@ _”;'Zli(i)' o)+

Q |z
+01K/Q|f($)|d$.

Vamos agora estimar cada uma dessas integrais em (1.11).

e Estimativa para / / Vulel d§d
@ lr—¢ !

Pelo Lema B.1, podemos encontrar uma constante Cy = Cy(N), tal que

1
/ o des Caq| Q7. (1.12)
o le— ¢

Por outro lado, como v € WhH1(Q), |[Vu| € LY(Q), de (1.1), para abola B = By(x,),
com g fixo em ), resulta

/ Vu(©)]de < [[Vull o[ Ba(yo) '~ < K| Ba(o)' ¥ (1.13)
QNBg (o)

Como Q C By(z,), |9 < |Ba(z,)| = C3dY, com C3 = wy. Logo, de (1.12) e (1.13),

tem-se
/ / ‘x‘izzv_ dde /ﬂ Vu(€)| /Q @dw

< 4Gl / Vu(©)|de

< KqCy|Q|7¥ | By(x >|1*%

< KqCy(Cad™)an (Cyd™)' ™~ = Oy KqdV '
onde Cy = Cy(N
p
e Estimativa para / F@)FIVa(e)] dédx
o Jo—gN "
Para cada x € Q e p > 0, defina a fungéo v, (p) = / |Vu(§)] d¢. Logo, de (1.1),
QNB,(x)

valp) = / Vu(€)| d§ < K|B,(x)]'% = K(Csp™) ™V < KCspN™', (114)
QNB,(x)

onde C5 = C5(N). Por outro lado, v, (p) :/ |Vu(€)|dE.
QNS (x)
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E, portanto,

L0 A [ vugrae= [ VMO e

NS, (x) oSy (2) v — &N =g

Por conseguinte, desta dltima igualdade e de (1.14), temos que

[ Vuly)| [Vu(§)] AR
N 1-1 N—-1— 1 dgdp = N-1-1 dp
|y Qﬂsp(z |€_x| 0 p ]

v, (p . ve(p) |
iy / O g g 0
t p q p q lp=t
1. [T,
_(—N+1+—)/ UN(pl)dp
q Jo pa
d . “ v,
dN*l** ,0—>0 N—-1—= 0 pN*
KCsd ! ¢ KC5pN!
= ° 1 +(N_ 1) 5P1 dp
N 0 N-1
P

onde, usamos (1.14), para ter lim v2(p)
P20 N-1—

[ [l >|;|§ulld§d = [ / VO,

Q |z — ¢

SKCE)dq( +q(N — ))HfHLP(Q)

= 0. Logo,

E, portanto, das estimativas das integrais em (1.11), segue que

[ 1@t dn < 03 (Cukiad*3) (KO (14 4N = D) 1) + iR [ [ da
= C.CICIKAT (Ng— q+ D3 ab | fllimey + CE / ()] de

Q
< C7Kd%q‘|fHLp(Q) + ClKHfHLl(Q), onde C7; = C7(N, kq).

1 1
Logo, paracadaq>1ep>1ta1que—+—:1
q

[ @t ds
[ul| o) = sup
FELP(Q\{0} ||f||LP
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N
CrKdaq||fllzr) + CLK || fll21 (@)

<
feLr()\{o} HfHLP(Q)
N
. CrKd g fl| ey + CLE| fll ol L] 2age)
FeLr(Q)\{0} Hf”LP(Q)

= ChKdvq+ CK|Q < CyKdaq+ CiKCid
< CyKqde, onde Cs = Cs(N, kq).

Logo, para qualquer b > 0, temos
=~ (b|ul)? = bj/ . SN
i dr = — ul? dx = —||u ]j
/Z =305 [ e =3 Sl
< Zg'(ogz(jd?v)] vy M
=2 7’ == 7

(1.15)

Y

“+o0
Pelo Teste da Razao, Z (a)

1
converge se |a|] < —. Portanto, escolhendo C
e
J=1
suficientemente grande de modo que

0<b< O Ji:; (Cgiibj)] < diN
Concluimos que,
/(blul b|u|—1 dx—/ lim Z b|u|
QM i
:WILLI%OCZNZ Cgij

Logo, da definicdo de ¢ e b, temos

u
— Vdx <1.
/ﬂcnunwmm)) :

E, portanto,
[ul| Lor < C(N, ka, diam())|Jullwr11(q)-

Corolério 1.17. Seja Q um conjunto convexo limitado e suponha que u € WHH(Q) e
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|Vu| € LY1(Q), entdo existem constastes positivas A e B, que s6 dependem de N e , tais
que
Ju(z)—ug|
/ (e w * 1)dz < B, onde K = ||[Vu||11(0).
0

Demonstragio. Defina v(z) = u(x) — uq, para x € Q. Entdo v € WhHH(Q) e Vo = V.
De (1.10), existe uma constante C; = C (N, ) tal que

Vv
lv(z)| < Cy /Q % d¢, q.tp.emQ.

Note que, usando a desigualdade acima e K = ||Vu||1.1(q) como na demonstracdo do

Teorema 1.16, existe uma constante C' = C'(V, Q2) tal que

/Q(/b(%) dr < 1.

Isto é,

/<eu<ag;(unl_M—1)dx<1-
0 K )

Além disso, pelo Lema 1.15, existe Cy = C3(N, 2) tal que [|u(x) — ugl|11(q) < C2K.

E, portanto,
|u(@) —ug)|

/(eCI(—I)dx§1+C'2.
Q

1
Logo, para concluir a demonstracdo, basta tomar A = o B=1+C,. |

Lema 1.18. Seja Q um dominio aberto limitado reqular em RY, entdo a sequinte imersio é
continua
WHE2(Q) — WHN(Q), se N = kp.

Demonstracdo. Temos a seguintes imersdes continuas :

Por (ii) do Teorema A.7, temos que
WEP(Q) — LY ().

Por (i) do Teorema A.7, temos que

Np

k—1,p N . _
W (Q2) = L™(Q), pois N N_G-1p

Assim, dada v € WkP(Q) C LYV (Q), tem-se |Vu| € Wr1P(Q) C LN(Q2). Portanto,
u € LN(Q) e Vu e LY(Q). Ousejau € WHY(Q).
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Agora estamos prontos para enunciar o resultado principal deste capitulo.

Teorema 1.19. Seja Q C RY, um conjunto limitado satisfazendo a condigio de cone, entdo o
espago W*P(Q), onde N = kp, estd imerso continuamente no Espago de Orlicz L?" (2), onde
N _

p(t) = el — 1.

Além disso, W*P(Q) estd imerso continuamente no sentido na convergéncia LY () em
qualquer classe de Orlicz LY (Q), onde 1 (t) < ¢p(\t), para algum X > 0.

Demonstragdo. Considere f € L?(Q) comp > legtalque ; + ;= 1. PeloLema 1.13 e
a desigualdade de Holder, tem-se

[l as < [l (covna( [ LU et jule)) do
<[] %dwﬂ\uuw / |f(:v)!dw> (116)

U]y ([Tl
(// |x §| T (|x €| 7 > dgdeFHUHLI(Q)/!f ]dx)

L

o, k) ([ P )

+ Clullpa / ()] d.

Agora estimemos as integrais acima.

e Estimativa para / / N [T
I:v—£\ K

Pelo Lema B.1, temos

// |x—§]N — NI fdx:/QWx”/defdeC1Q|Q|‘15V/Q|f(x)|d:p

1 1 1
< Chal QU || £l ooy 1] o() = CralQ e T fl| oo

e Estimativa para/ |v’U( )|]\’]|f< z)|
QJQ €T — 5

dedz.
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Pelo Teorema de Fubini e o Lema B.1, temos
)N
Il’—é\ T o le— g
1
1 q
< / V)P oo | s d6) o
Q oz —¢
a1 a1
< Gl |l [ [Tu) do
Q
= ColQa~ || fll oo | Vel Tv (-
Logo, substituindo as estimativas das integrais em (1.16), resulta
( +) 1_% 1 N %
/ @)u(@)] do < C(Cral@IF TV fllo@) ™ (CIQAF S oo | Vullv )
+ Cllulloy@ [l r@ 1 za@)
= Clf o217 (03q IVl + lullo)
< Cull fllzo|Q7g " [[ullwr gy, onde Cy = Ca(N, 2, ko).
Portanto, para cada ¢ > 1,
[ i
[ul| e @
D7 remonm HfHLP
Cull f | ooy | Qg™ |
. S @l 05l o )
ferr(2)\{0} £ 1 zr ()
1 N1
= CulQ1g v ||ullwrv o)
Usando (1.17) para ¢ = ,comj > 1,
Nt N A
J —1 j
/ ) " < o ()l
E, portanto, paracada j > 1,
Nj_ Ny [/ Nj_
[ 1l de < Gl (lullws @) (1.18)
0 _

1

Nj
-1

j . N N-1 N
= |0V (Caelm=—) " ullwiniey)

eN-1
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+00 ;
1 J 1 1
Note que, a serie —(—5—) é convergente pois —— < —, logo podemos supor que
q | 8 P gop por q
1 J eN—T eN-1 €
—+oco . .
1. 7 /7
Zﬁ( L) :C6:CG(N)'
j:l j eN—l
. N 1
Seja C7 = max{l,Cs|?} e Cs = 605(]7(N_ 1)NT||u||W1,N(Q) = 09||u||W1,N(Q), onde
Cy = Cy(N,Q, kq). De (1.18), temos
u | N 1~ iy N v ~
i s ) 1 (ot )
Nj
J N ~va N-T
A=) (Coel =)™ lullwiv o)
= e ¥ w7 (1.19)
_ —1
(eCsCr( =) v
J 1 J 1
eN-1 C —1 eN-1 7
7
Logo,
| ‘%
u 1, u 5
—dx:/ e Cs —1 dx:/hm —|= dx
Jotrar= [ ( e = [ 32
— lim il/|ﬂ e < lim i—m( J_y L
m—00 = 4! Cy s 7! N1 C
1 1, j 1Q|Cs
< |Q|= - I < <1
_| ‘07;]'(61\7{1) C7
Portanto,

ul| or < Cg = 09||U||W17N(Q), com Cy = Cy(N,Q, kq).

Pelo Lema 1.18, existe uma constante C > 0, tal que ullwrvg < C’|]u||Wk,p(Q).
Consequentemente,

ul[ or < Crollullwrr@), com  Cig = Cro(N, €, kq).

Para mostrar segunda parte do teorema, provaremos primeiro duas afirmacoes:

Afirmagio 1: Se 1(t) < ¢(\t) para todo t € R, com A > 0. Entdo a seguinte imersado
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L?(Q2) € LY () é continua.
De fato, pela hipotese,

uw) | (o)

— )< ), para todo x € €.
Allull o [Jwll por

Integrando em relagdo a v € 2 e do Lema 1.7

uw) | uw) |
A“ww%ﬁdﬁﬂf%ww”iﬁL

Donde [[ul] o < Afluf| -
Afirmagdo 2: Sejam {u,} C LY (Q), u € LY (Q) tais que |lu, — ul/ s+ < 1, para todo
n > ny.
Entao
/ Y(uy, —u) dr < ||u, —ul|pe~, paratodon > ng.
Q

De fato, como ¢ é uma fungdo convexa entdo a¢(t) < ¢(at), para cada o > 1 logo,

tomando «,, = para cada n > n, temos

[un = ull L,

/deg/qg(u)dxgl'
o llun = ullper o llun = ullper

Donde segue a afirmacdo.

Agora provemos a segunda parte do teorema. Seja u € W*?(Q2), entdo existe {u, } C
L>(), tal que ||u, —ul|yr» — 0, pela imersdo do Teorema 1.19, tem-se ||u,, — u|| s+ — 0
portanto, u € E*(Q) = L=(0)"*". Pelo Lema 1.11, u € L¢(Q) ¢ L? (). Pela
Afirmacdo 1, u € LY e ||u, — ul|p»+ — 0 e finalmente pela Afirmacdo 2, temos

/w(un—u)dac—>0, se n — 0.
Q

E, portanto, W*?((Q2) estd imerso continuamente no sentido na convergéncia L¥({2), em
qualquer classe de Orlicz L¥(Q), onde ¥(t) < ¢(At), com A\ > 0. |

1.3 Otimalidade das imersdes nos espagos de Orlicz

As imersdes citadas nos Teoremas 1.16 e 1.19 sdo ainda vélidas se consideramos os
espacos W, "' (Q) e WiP(Q), N = kp no lugar dos espacos W11 (Q) e WHP(Q), N = kp

respectivamente, sem precisar supor que e () seja limitado e satisfaga a condigdo
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do cone . Para ver isto, é suficiente usar o Lema 1.14 no lugar do Lema 1.13 nas
demonstracoes.

Mostremos que as imersdo dos teoremas sdo 6timas. Consideramos a seguinte

1
fungdo u : B1(0) — R definida como u(x) = In ol Logo,
T

1 1
/ ln—dmz—w]v/ TN_llnrd:r:w—]Z
B1(0) || 0 N

1 ! WN
—dx:wN/ TN_2 dr =
/Bl(o) |z 0 N -1

assim u € W' (B;(0)). Por outro lado, seja Br(zy) C RY uma bola de raio R

1 1
/ \Vu|da::/ —da:ﬁ/ — dx
B1(0)NBr(zo) B1(0)NBg(z0) || Br(zo) 2]

1 R N-1
S/ —dx:wN/ RN*Qdfr:—wNR
0

Br(0) |7] N—-1
1 1
wy Ny1-4 wy 1-L
R = B :
N—l(wN ) N—1| r(To)[ T

Portanto, Vu € L"!(B;(0)), donde u € W (By(0)). Porém u ¢ L?(By(0)), para a
N-fungédo ¢(t) = el — bjt| — 1, com b > N, pois

. 1 N—b
/ e " Tel dx:wN/ PN dr = lim = +00
Bl(o) 0 r—0t N - b

1
como / In — dx = W—J\; e 1dx = wy, temos
B1(0) |z N B1(0)

1 1
/ (ebln ] —bln——l) dr = 400
B1(0) ||

Isto mostra que W11(Q), ndo pode ser imerso em L?(2), onde ¢(t) = e®l!l —bt| — 1,

b > N. Consequentemente, é necessario considerar o espaco L? () no Teorema 1.16.

Por outro lado, a constante N/(/N — 1) da imersdo do Teorema 1.19, é 6tima, isto é
que o espago WV (Q), ndo pode ser imerso no espago de Orlicz L?" (), onde

N

pt)=el" =1, e vt
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Para mostrar isto, consideremos a seguinte funcao radial u definida em B;(0) C RY

1. N -1 1
uwz)=(In—)", onde —— >+ > —.
|z] N g

Logo, para cada k > 0 e cada n > 1, temos

1
1 1\~ /
L (ln L)' 1 L (1n Ly
/ e®7 (T da::wzv/rN terr () erWN/
B1(0) 0 0

Note que, existe g € N tal que a funggo h(r) = rN-lew (7

3=

PNl D™ g (1.20)

: 1
)" é decrescente em [0, —].

o
Logo, para cada n > ng em (1.20), temos

. (In n)”lV 1

1 (g Ly 1 Lo 1\vyy ery
/ LA T AR P > wN/ PNl gp > WN—
B1(0) 0 n n

S|=

wr(nm” (In L)'
Como 7'y > 1, tem-se lirjrn ~ 5 7 dr = 4o00.
n——+o00 n

Deste modo, para cada k > 0

u(x)

¢(Tx) dx

= 400, portanto / ™
By (0)

Il
@
7]~
=3
£l
=
2
|
—
~—
QU
S
I
¢

B1(0)
assim u ¢ L?" (B;(0)), mas u € WV (Q), pois

/ v |Nd /1|(1 1)7/—11’N N-1 4 /1 dr <+
U T = Wy n-— —|"r r=wy - 00,
B1(0) 0 r r o 7(In %)71\[(7 -

onde a tltima integral é finita, pois —N (7' — 1) > 1.
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Capitulo

2

A desigualdade de Trudinger-Moser

O principal objetivo deste capitulo é provar uma desigualdade chamada de
Trudinger-Moser em um dominio limitado @ C RY, que estabelece a existéncia de

uma constante C' = C(N) > 0 tal que para a < ay.
NI
/ew Tdr <C|Q, Yue W,N(Q), com ||[Vul|y <1,
Q

1
2 . i, . . . ~—1
onde wy_; é a medida da esfera unitaria (/N — 1)-dimensional e ay = Nwy ;.

Além disso, a constante ay é 6tima isto é, se @« > ay, a integral acima pode ser
arbitrariamente grande, para alguma funcdo apropriada u. A prova deste resultado
faz uso da simetrizacdo de Schwarz, o qual reduz o problema N-dimensional a um
problema unidimensional. Este capitulo é baseada no artigo [11] de Moser.

2.1 Simetrizacao de Schwarz

Defini¢do 2.1. Sejam Q C RY um conjunto limitado e p : Q — R uma fungdo simples

positiva, isto é
n
Y = § anAj7
j=1

onde x é a fungio caracteristica, os A; sdo conjuntos mensurdveis em ) para cadal < j < ne
0<a, <a1<,...,<a.
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Definimos p* : * — R, a simetrizagdo de Schwarz de ¢ como

90* = Z A X{Rj_1<|z|<R;}>
j=1
onde * = Bg(0), com R > 0 tal que |Br(0)| = || , Ry = 0 e 0s R; sdo niimeros positivos
tais que satisfazem a condigio |{R,;_1 < |z| < R;}| = |Aj|, paracada 1 < j <n.

Exemplo 2.2. Seja a fungio simples ¢ : [2,16] — R, definida por

2 < x <4,
4 <x<8,
8 < x < 14,
, 14 <z <16.

p(z) =

SLN R

Entdo, a simetrizacio de Schwarz de y é dado por ¢* : (—7,7) — R, onde

9, 0< |z] <2,
€Tr) =
4 4, 3< |z <6,
2, 6<|z| <.
Veja as figuras
Figura 2.1: funcédo ¢ Figura 2.2: funcdo ¢*

Observacao 2.3. A simetrizagio de Schwarz p* satisfaz as sequintes propriedades:

(i) ¢* é uma funcao positiva, radialmente simétrica (i.e. o*(x) = ¢*(y), se |z| = |y|.)

e radialmente nao crescente (i.e. p*(z) < ¢*(y), se |y| < |z ).

(ii) Se 0 < 1 < g, entdo 0 < ¢ < .
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Definicdo 2.4. Seja f uma fungdo positiva. Defina f* a simetrizacdo de Schwarz de f como
f* = lm f, onde {f,} é uma sequéncia de funcgdes simples, positivas e crescentes tal que
n—oo

f = lim f,.
n—oo

Note que se f é uma fungédo positiva, entdo f* satisfaz também as propriedades da
Observacao 2.3.

Proposicao 2.5. Seja f : 2 — R uma fungio positiva. Entdo

a) Seja G : R — R, uma fungio continua, positiva é crescente, tal que G(f) € L'(Q),
entdo G(f*) € L'(Q) e

[cnis= [ i) d.
Q *
b) A segquinte desigualdade é valida (Desigualdade de Pélya—Szegé ):
Vi@ de < [ 195 de
o 0

Demonstracio.

n

a) Seja p = Z ajx4; : 2 — R uma fungdo simples, entdo

j=1
/ p(x)de = a;lA;1 = ajlx(r, 1 <si<ny)|
! o = 2.1)
= Z ij/ X{R;_1<|z|<R;} dr = / 90*(33) dx.
=1 BR(O) Q*
Seja f = lim f,, onde {f,} uma sequéncia de fun¢des simples positivas e
n—oo

crescentes. Pela Observacdo 2.3, {f:} é uma sequéncia de fung¢des simples
positivas e crescentes com T}l_)rgo fn = f*. Logo, como G é continua positiva e
crescentes, temos {G(f,,)} e {G(f})} sdo sequencias simples positivas e crescentes
com

G(f) = lim G(f,) e G(f") = lim G(f;).

Pelo Teorema da Convergéncia Monétona e de (2.1), temos

/QG(f(w))dx: lim | G(f.(x))dx= lim G(f;(x))dx:/*G(f*(x))da:

n—oo Jo n—00 [«
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b) Uma prova de b) pode ser encontrada em [12].

2.2 Lemas

Agora vamos a provar os lemas necessarios para a demonstragdo da desigualdade

de Trundiger-Moser.

Lema 2.6. Seja y : [0, +00) — R, uma fungio satisfazendo

o) N
y(O):O,/ y'(s)N ds < 1,9/(s) zOparaSEOei(i)l <1-6=yV.
0

Entio ) .
_ N-2 / . 12 / N 5’ )
(N — 1)y] /O<y<s> ) ds+/0 y(s) ds < 22)

onde y; = y(1).

Demonstracdo. Pela desigualdade (i) do Lema B.3, para cada s > 0, com a = y; e

b=1'(s) — y;, temos
yr Ny Y (s) —y) + (N =Dy 2y —31)* <y/(s)", ses>0.

Integrando na varidvel s em [0, 1].

1 1 1
yy +Ny{v‘1/ (v (s) —y1) ds+ (N — 1)y{V‘2/ (v — )% ds S/ y'(s)Vds.  (2.3)
0 0 0

Note que,
/0 (/(5) — 1) ds = y(1) — y(0) — 1 = O,

e
1 [e’e) o) 00 [e’e)
/ ' (s)Nds = / y’(s)Nds—/ o (s)Nds < 1—/ Y (s)Nds = 5+y{v—/ o' ()N ds.
0 0 1 1 1
Logo, substituindo em (2.3), temos
1 1 [e’e)
yr + (N — 1)y{V‘2/ (v — ) ds S/ y'(s)Nds <5 +yl —/ y'(s)™ ds.
0 0 1

Donde concluimos a demonstrac¢do do lema. |
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1 1
Lema 2.7. Seja y : [0, +00) — R uma fungdo satisfazendo (2.2) e — + N = 1. Entdo para
p

1
cada 0 < 6 < 5 temos y(s) < z(s), para todo s > 0, onde

+ min{(26)%s5, Cs(5(1 — 6))2}, 0<s<1,
s) =3 mlm{( s B 0SSt 0 G e
1+6n(s—1)r, 1 <s,
Demonstracgdo. De (2.2), temos
= N ' 2 0
y'(s)" ds <0, / v (s) —y)ds < ——5———. (2.5)
| v W) s < s
e Ses>1
o) =) = [0 dw < s = ([ dw)P( [ v au)®
<G e ) < (s 1ied
1
E, portanto,
y(s) <1+ (s—1)p0%, ses> L. (2.6)

e Se0<s<1
Note que

/ (i — v/ (w)) dw = y1 —y(1) —y1s +y(s) = y(s) — ys.

E, por conseguinte, usando a desigualdade de Schwarz e (2.5), temos

1 1
y(S)—ylsz/ —y'(w) de/ |y (w) — y18| dw

(/ dw) (/ (5 (w) — y1)? dw)? < (1 — )% (—g—g o
C3(N)(5(1 = s))>.

N

<

N[

Como y; < 1, temos
y(s) < s+ C3(8(1— )%, se0 < s < 1. 2.7)

Seja 0 < o < 1 fixado, achemos o maximo de y(c), para todas as fungdes y
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satisfazendo (2.7) e as seguinte condic¢oes

M@ZQyMZM,Ay%W%SL 2.8)

Seja y* tal maximo que é atingido por uma func¢do que é um segmento de reta
passando por (0,0) e (o, y*) junto com outro segmento de reta unindo (o, y*) com
1

(1,y1). Da condigéo/ y'(s)Y ds < 1, temos
0

1 o * 1 %
/y’(s)Nds:/ (y—)Nds+/ (I N gs < 1.
0 0 O s, l—o

YN Bi— YN
2 J N1 o) < 1.
o+ AL 1 - 0) <

E, portanto,

*

Como L > y1, entdo y* = yi(0 + p) com p > 0 logo, substituindo na equagéo
ag
anterior

P p
yr(1+=)No+y 1 — ——|[Y1—-0) < 1.
o 1—0

E, portanto,

P\N PN 1 1
1+ = 1l—-—"1—-0) < = ——. 2.
A+ Dot - oMo < g == 29)
Pela desigualdade (i) do Lema B.3, temos 1 + N Ly (B)N < (1+ B)N
o o

Observe que como 1 — Nz < |1 — z|" para cada = € R, temos

L,N'

1-N-L <pi-
1—0 1-—

Substituindo as dltimas desigualdades em (2.9), temos

P, PN P 1
=+ (= — l—0) < —.
(1+NU+(U) Jo+ (1 Nl_a)( 0) < 17—
Simplificando
pN 1 N o
UN_1+1§—1_ , ouseja, ng—l—é
1 , 1 .
Note que T < 2,pois0 < d < 5 & por conseguinte,

pY <256V e, portanto, p < (26)%0%.
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Entdo, para cada y satisfazendo (2.8), temos

Yo) <y =wlo+p) So+p< o+ (20)Vor
Como o foi arbitrario em (0, 1)
y(s) < s+ (25)%8%, se)<s<1 (2.10)

Portanto, de (2.7) e (2.10), resulta

[N

y(s) <min{C5(6(1 —5))*,s + (25)%3%}, se0<s<1

|
Lema 2.8. Seja = : [0, +00) — R a fungio definida em (2.4).
Defina a fungio :
1
s, 0<s< -,
s) = 1 2 (2.11)
|s — 1], 5 <s

) 1
Entdo existe 0 < dp < 3¢ constantes Cy = C4(N); Cs = C5(N), tal que para cada 0 < 6 < o

z(s)P —s < —@, ses ¢ A:={seR":|s—1] < C4d}. (2.12)
5

Demonstracdo. Seja 0 < s < %, pela segunda parte da desigualdade (ii) do Lema B.3
(5P < (s 4+ (20)%°7)7 < 5P 4 Cy (57 (20) ¥ s + (26) % s)
— &+ Cr ("I (20) N + 5(26)77).
Como s>~ < se (26) ¥ < (26)¥, temos
2(s)P —s <P —s+ 2075(25)% =s(s" =1+ 207(25)%).

. 1 L o= . .
Além disso, como s~ < (5)1’)_1 < (5)%1 Entdo existe dp > 0 suficientemente pequeno

D=

1 -
tal que para 0 < 0 < dy, tem-se s*~* + 2C7(20)2 < (5)?1 e, portanto,

s) — s < s(é)pzl 1) = —p(s)(1— (%)”21), se0 <5< % (2.13)
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1
Para 3 < s < 1, considere 0 = 1 — s, logo de (2.4) e a segunda desigualdade de (ii) do
Lema B.3

2(s)P — 5 < (54 C3(00)7)" — 5 < 8P + C7C38" 7 (00)2 + C7(C5(00)2)" — s
Como s* ' < le (J0)% < (50)5, entio

2(s)P — s < (s — 1) + C-C5(60)2 + CCE(50)% = s(s"! — 1) + Cs(00)?
=s((1 =)™ = 1) + Cs(60)7 < —s(p — 1)o + Cs(d0)?

|

<2074 oot

4Cy

Agora, para ( 1)25 <1l—s5=o0,temos Cs < (%)%

(p—1o

Z(S)p—SS— 5 +C8(5(7)%S—(p_21)0+(%)%(p;1)(50'>;
_ =Yoo (-1 -5s)
4 2 '
Por conseguinte,
s — s < —(p; Yos) se (p4f81)25 <1-s (2.14)

Para s > 1, de (2.4) e segunda parte da desigualdade (i7) do Lema B.3

As) =5 < (L48%(s = 1)7)" =5 S 1+ Cr (0% (s — D)7 + Crd¥ (s = 1)) — 5

:(5—1)(—1+C7(

S —

1
Considerando d, > 0 suficientemente pequeno tal que 0765/ N < 5 Logo, se 0 < § < dy,
temos
2(s)P —s < (s—1)(— =+ Cx(

Além disso, para (s — 1) > (4C7)N 6, temos Cr(
Portanto, para 0 < § < dy, resulta

S
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Consequentemente,
1
Z(s)P —s < —ng(s) se (4CH)N§<s—1. (2.15)
Tomando
B 4CS> 9 N . 1-py 1 4 . 1 .~ 1
C4—(p_1)5+(407) , 05—(1 2 ) +p_1, 50<m1n{(207) ,204}.

Logo, usando (2.13), (2.14) e (2.15) para 0 < < dy, temos

z(s)P — s < —@és), ses ¢ A:={seR":|s—1] < )5}

o 5

|
2.3 A desigualdade de Trudinger-Moser
Teorema 2.9. Sejam Q C RN, N > 2, um dominio limitado e u € W™ (Q) tal que
KﬂVu@ﬂNdxgl. (2.16)
Entdo existe uma constante C = C'(N), tal que
/Qea“” dx < C|9, (2.17)
onde N .
p=— a<ay=Nui

e wy—1 € a medida da esfera unitdria (N — 1) — dimensional. Além disso, se a > a, a integral
em (2.17) pode ser arbitrariamente grande, para uma fungio apropriada u.

Demonstragdo. Note que basta provar para v > 0, pois como |Vu| = V]u|, podemos
substituir « por |u| sem alterar (2.16), e sendo valido (2.17) para a fungdo |u| também
seria valido para a fungdo u.

Seja u* a simetrizacdo de Schwarz de u, usando a Proposi¢do 2.5 para a fungdo

G(t) = e*” temos
/ e dr = / e’ du. (2.18)
Q *

Dado que u* é uma funcdo radial podemos escrever u*(z) = v(r), onde r = |z|. Defina
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a funcao

w :[0,400) — R

1 t
t — w(t) =nN"vwlo(r), r=Re W,

Como v é funcdo nao crescente, entdo w é uma funcido nao decrescente. Além disso,

Q) [ 1w @lde = /0 TN dr.

1 * P o P __
(17) — | €™ dx= / Pt dt ,onde B = el
1€ Jo- 0

an

De fato, verificaremos (i) primeiramente. Como u*(xz) = v(|z|), entdo Vu*(z) =
v'(|z|) ’i‘, logo, |[Vu*(x)|Y = [v/(r)|N. Além disso,

L d N
w'(t) = nN—%w;Vvv'(r)d—z, dr = —%dt, ' ()Y = TNOJN_lw’(t)N.

Fazendo a mudanca de varidveis e usando coordenadas radiais

R
/ Vu @I de = / [Vu' (@) de = wN_l/ o/ ()Nt dr
@ Br(0) 0

ey a= [
=wn_ w' () TN (—— w :
N 00 erN_l N 0
1 L %
Para verificar (ii), note que w(t)” nNTvwl v(r)? = ayv(r)’. Como
N RN —t
r = Re™ v, entdo rN1 dr = erl(—% dt) = o= S

I dt. Logo, fazendo a
mudanga de varidveis e usando coordenadas radiais

R N 0
%D P _ CL)N_lR o
/ e dx = wN_l/ eV P N=1 g — ——/
Q 0

N

_ wy-1 RN [ eBw®)’ =t 14
N 0 '
RN
Finalmente, observe que |Q2] = |Bg(0)] RS

Portanto, de (2.18) e das
identidades (i) e (i¢), para obter o teorema é suficiente demonstrar que:

Sejam w € C* ([0, +00)) e N > 2, tais que

w(0) =0, w' >0, / w' ()N dt <1, (2.19)
0
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entao

o0 » 1 1
/ P At < C, se f < 1,onde - + — =1, (2.20)
0 p N

onde C' é uma constante positiva que s6 depende de V.

O primeiro passo serd provar que a integral em (2.20) é finita para cada valor de

B <1, e pode ser ilimitada para alguma funcdo w se 5 > 1.

e Caso g <1
Como w(0) =0ew' > 0, entdo para cada t > 0 temos

t
w(t) = / W(s)ds = [0l oy < e oaplle v gom
0

- ( /O t1ds)’l’( /0 t w/(s)" ds) (2.21)

1

< tzl’</oo w'(s)N ds)N < t.
0

z|~

Logo, w(t)P < t, paracadat > 0, e assim
o S (B=1)t | t=00 1
/ Pt dt < / et dt = & =—.
0 0 B —1 =0 1-p

e Caso = 1 Como / w'(t) dt < 1, entdo para cada ¢ > 0 existe 0 < T' = T'(e),
0

/ w' ()Y dt < e
T

tal que

Logo,set > T

1) = [ w(s)ds = 1lsgrapy < Maoqrap ooy
T

([ 1) ([ e

< (t—T) (/TOO w'(s)N ds) < (t—T)re

2|~

Z\H

T
< ——+ (1 - 7) ex . E, portanto, como € > 0 é
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arbitrario, temos

t t)P
lim w(t) =0, e portanto, lim w(t) =0.

t—00 t; t—o0 t

t
Por conseguinte, existe ¢ty > 0, tal que w(t)p < 5, para todo t > t. Logo,

[eS) . to v < to » 4 |t=00
/ et dt < / e Tt dt + / e2 b dt = / eV’ Tt dt — 2e72
0 0 to 0 t=to

to
g/ e At + 2 < 0.
0

e Casof >1

Defina n = min{1, s} e para k¥ > 0 considere a fungao

t
— 0<t<Ek

w(t) = krp(ly = LA TS
k VP, k<t

Logo, w(0) =0, w" >0 e/ w' ()N dt = / (—)N dt = E/ dt = 1 E, portanto,
0 0 0

N
para todo k£ > 0 a fungdo w satisfaz as condicdes (2.19). Mas

/ et dtZ/ et dt:/ et dt
0 k k

= 6’8’“/ et dt = ePF(—e™) ™ eB—Dk,
k

t=k

[e.9]

Logo, se k — oo, tem-se / Pt dt — oo portanto, a integral em (2.20) pode

0
ser arbitrariamente grande desde que se tome w com £ suficientemente grande.

Seja w satisfazendo (2.19), pela desigualdade em (2.21), temos

w(t) < tr, para todo ¢ > 0. (2.22)

Suponha que existe um ponto onde se satisfaz a desigualdade acima, isto é w(t;) = t}/ P

para algum ponto ¢; > 0. Logo, usando (2.21) todos os termos sdo iguais , isto é

t1 1/ t1 % 1/
w(ty) :/ w'(t)dt =t p(/ w' ()N dt) ="
0

0
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Donde obtemos que:

t1 t1
/ w'(t) dt = 17 / w(t)Ndt =1, w'(t)=0, parat >t,.
0 0

Disto, segue-se que w(t) = ti/ "n(+). Agora suponha que néo se tem a igualdade (2.22)

em algum punto. Como w tem suporte compacto, existe ¢; > 0, tal que

t t
an():w( v < 1.
t>0 ¢L/p t}/p

E, portanto, sua N-ésima poténcia, satisfaz

wt)  w(t)™

= =1- <1
max — n 7 e 1—-9, paraalgum0<d<1
. w(t)
Agora, fagamos as mudanga de varidveis t =t;sey(s) = — e Como
t

1

y(0) =0, ¢(s)= w'(t)t}/N >0, paratodos >0,

entao,

/ Y ()N ds = / w ()Nt — = / w' ()N dt < 1.
0 0 0

t

Além disso,

y(s)V  w(ts)N w(t)N w(ty)\N
T = s = <1-6=( 7 )", paratodo s > 0.
Resumindo,

e para cada s > 0,

y(s)™ N
y,(8)>07 GN-1 S]'_(S:yl?
onde y; = y(1).
_ w(t)N
Prova do Teorema 2.9 Elevando ao N 12 desigualdade N

N
w(t)P < (1 — 5)?*115, para todot >0, comp = m

<1-—4,tem-se

(2.23)
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Note que, se 0 < A < 1, a fungdo h(m) = (1 — m)* + Am definida no intervalo [0, 1],
possui um méaximo no ponto 0. Tomando em particular A = p — 1 e m = ¢, temos

(1=6)P " +(p—-1)5< 1.
Por conseguinte,
(1-6)P " —t<—(p—1)5t, paratodot > 0. (2.24)

1
Tome 0 < § < min{d, f} e considere A} = Aty = {t € RT : |t — t1] < Cyt16}.
4

t
Deste modo, 51 < t; — Cy4dty e paracadat € Ay, temos t; — Cydty < t.

E, portanto,
t
51 <t, paracadat € A;. (2.25)

Usando (2.23) e (2.24), temos
/ ew(t)p—t dt S/ 8(1—(5)7”*1t—t dt < / 6—(p—1)5t dt
Aq A1 Ay
— —(p—1)ét
2C40t, ?eli}f{e }.

—(p—1)¢
Usando (2.25), temos gn%x{e_(p_l)&} <e el E, portanto,
€A1

—(p—1)dty

/ Ot gt < 20,6te 2
Ay

40y ((p— 1)5t1)6,(%) (2.26)
N p—1 2

—(p—1)ét;
<e z e,

onde usamos que re " < et para todo z > 0. Por outro lado,

0 (s 12 4 s T O) X e
tl/ e ©Cs ds:t1</ A ds+/ e ©s ds+/ e ©s ds>
0 0 1/2 1
1/2 _ts d 1 _t1(1—s) d O 4y(s—1) J
:tl(/ e s+/ e s+/ e s)
0 1/2 1 (2.27)

- tl([_ %6—11;}0% + [%6_t1(015_8)]1é + [_ %e—tl(é;l)]oo)
1 1

= 3C5 — 205€_ﬁ < 305
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Observe que t ¢ A, se, esése, s ¢ A. Logo pelo Lema 2.7 e 0 Lema 2.8, temos

w(t) —t =t1y(s)’ —tis =t1(y(s)’ —s) <t(2(s)P —s) < —ty SOC(;? (2.28)

Logo, por (2.27),

w(t)P—t _t=le(s) _t1e(s)
€ dt < e O dt=t e O ds
R+\A1 R+\A1 R+\A

t1p

e
S tl/ e Cs dS S 305
0

(2.29)

E, portanto, se 0 < § < d, de (2.26) e (2.29)

o ) , ACye!
/ et gy / Ot gt 4 / 0t gy <305 4+ 2 _ o (230)
0 Ay RHT\Ay P 1

Se 6y < 6 < 1usando (2.23) e a relagdo w(t)? —t < —(p — 1)dt, temos que

9] 0o —(p—1)dt 1 1
w(t)P—t —tp-1)5t 3, _ € 0
e dt < / e dt = — = < . 2.31
] : PR ey e e

Portanto, para qualquer 0 < 6 <1

/ et gt < C,
0

onde C = Cg + e, portanto, C' = C'(N). [ |
0

-
(p—1)6
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Capitulo

3

Equacodes elipticas com crescimento

critico e subcritico

Neste capitulo, seguindo [7], estudaremos a existéncia de solu¢des ndo triviais do
problema

{—Au = f(z,u) em €, (3.1)

u = 0 sobre 0f2,

onde 2 é um dominio limitado em R? e a fungdo f(z,s) possui crescimento maximal
na varidvel s que permite o uso de métodos variacionais. Dividiremos o estudo da

existéncia de solugdes em termos da nogdo de criticalidade dada a seguir.
Definicdo 3.1. Dizemos que f : Q x R — R possui

a) crescimento subcritico, se

o U1

s— =0, uniformementeem Q, Vo > 0.
6at

[t| =00
b) crescimento critico, se existe oy > 0 tal que
. | f(z,1)] 0, uniformemente em Q, oy < «,

= (3.2)
+o00, uniformemente em 2, 0 < a < .

2
[t|woo e

Admitiremos algumas condi¢des na funcdo f que serdo utilizadas neste capitulo:

(H1) f:Q xR — Récontinuae f(x,0) = 0.
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(H2) Existem ¢y > 0e M > 0 tais que

t
0 < F(x,t) :/ f(z,s)ds < M|f(x,t)|, V|t| > to, Y € Q.
0

(H3) 0 < Fla,t) < % Fa, 0)t, Ve € R\{0}, Var € Q.

Denotemos por 0 < A\ < Ay < As..., a sequéncia de autovalores do operador
(—A, H}(Q)) com condigdo de Dirichlet.

Teorema 3.2. (Caso Subcritico, minimo local em 0) Suponha (H1), (H2), (H3) e que f
possui crescimento subcritico. Além disso, suponha que

2F (x,t
(H4) lim sup (z,2)

t—0 t2

<\, unif.em (z,t).

Entdo, o problema (3.1) possui uma solugdo ndo trivial. Além disso, se f(x,t) é uma fungdo

impar em t, entdo o problema possui infinitas solugoes.

Teorema 3.3. (Caso Subcritico, ponto sela em 0) Suponha (H1), (H2), (H3) e que f possui
crescimento subcritico. Além disso, suponha que

1
(H5) 30 > 0,3INg < pu < Ngya, tal que F(x,t) < §Mt2’ Ve e Q, V|t| <6,
1
(H6) F(x,t) > §Akt2, Vo € Q, Vt € R.

Entdo o problema (3.1) possui uma solugdo ndo trivial. Além disso, se ao invés de (H6)
supormos que f(x,t) seja uma fungdo impar em t, entdo o problema possui infinitas solugdes.

Teorema 3.4. (Caso critico, minimo local em 0) Suponha (H1), (H2), (H3) e que f possui

crescimento critico, com constante de criticalidade oy > 0. Além disso suponha (H4) e

J@OS 5 com p> -2,
Ozod2

(H7) lim

t—oo eeot

onde d é o raio da maior bola contida em ). Entdo o problema (3.1) possui uma solugio néo
trivial.

Exemplo 3.5. Uma fungio satisfazendo as hipéteses do Teorema 3.4 é dada pela fungio
flz,t) = 2g(x)te”, onde g - O — R é uma fungdo continua, tal que sup g(z) < 71 Neste
z€Q

caso, F(xz,t) = g(x) (et2 —1).
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3.1 A formulagao variacional

Nesta secdo, consideraremos a seguinte condigdo
Existem contantes C' > 0 e 5 > 0 tais que |f(z,t)| < Ce’’, Ve VteR. (3.3)

Afirmagao 3.6. Suponha que a fungdo f satisfaz a condigdo (H1). Entdo

(i) se possui crescimento critico com constante de criticalidade o, a condigdo (3.3) é satisfeita
para 3 > «y.

(ii) se possui crescimento subcritico, a condigio (3.3) é satisfeita para 3 > 0.
Demonstracio.

(i) Seja 8 > ay, como f possui crescimento critico com constante de criticalidade o,

|f(z, 1)]

entao

lim 1 = 0, uniformemente em (.
[t|—o0 ePt
t _
Logo, dado € = 1, existe M > 0 tal que V(Zj—t;)’ < 1,Vx € Q,|t|] > M. Seja
e
t
C, = max |f(z,1)] e considerando C' = max {1, C }, temos

(@t)eax[-mm Pt

|f (. 1)

ebt?

<C, Ve, VteR

(ii) Neste caso, pelo crescimento subcritico, para cada 5 > 0.

)]

= = 0, uniformemente em .
tl—soo Pt

Logo, basta fazer como na parte (i).

Pelo Teorema 1.19, ou Teorema 2.9, temos
e e LNQ), Yo e HYQ), Va > 0. (3.4)

Logo,
/ |f(z,u)| dz < (J/ " dx < +o0, para todo u € Hy (). (3.5
Q Q
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Lema 3.7. Seja Q um subconjunto aberto em R? e {u,,} uma sequéncia em H} () que converge

awem HJ (), entdo existem uma subsequéncia {u,, } de {u,} e vem H}(Q) tais que
[tun, ()] <v(z), gtp.emQ e up (x) = u(z), g.t.p. em Q.

Demonstracdo. Considerando uma subsequéncia se for necessario, podermos supor
que u, = u q.t.p. em ©, logo para cada k > 1 escolha w;, = u,, de {u,} tal que

1

Wi — willm < ok

Defina para cadan > 1,

gu(@) = Y s () — wi()]-

Entdo, tem-se g, € H;(?) e que [lgnl[zy < 1, para cada n > 1. Por conseguinte,
lgnllzz < 1e||Vgyl|lr2 < 1. Pelo Teorema da Convergéncia Monétona, temos g, — ¢
qtp. em Q, com g € L?(Q2). Além disso, pelo Teorema da Convergéncia Dominada,
temos ||g, —gl|z2 — 0 e usando o fato que {|Vg,|} é limitada em L?(Q2), temos g € H;(2)
(veja [5, Remark 4, Chapter 9]). Logo, para !l > k > 2.

wi(2) = wi(@)| < |wi(z) = wia (2)] + -+ Jwp () — wi(2)] < g(2) = gra () < g(2).

Logo, fazendo | — +o0o, tem-se |u(z) — wi(z)| < g(z) q.t.p. em 2. Por conseguinte,
|, (7)| = |wi(z)] < v(z) qtp. em Q, com v =g+ |u] € HJ(Q). [ |

Proposicao 3.8. Suponha (H1), (H2) e (3.3). Entdo o funcional

o HIQ) — R
u — qﬁ(u):/]Vu]Qdac—/F(x,u) dz,
Q Q

é uma aplicagdo de classe C* (H} (), R) e

(¢ (u),v) = /QVUVU dr — /Q f(z,u)vdx, paratodov € Hy ()

1/2
Demonstra¢do. Considere em H}(Q) a norma |ul| = ( / |Vul? dx) , além disso
Q

1/2
H} () é um espaco de Hilbert com produto interno (u, v) = ( / Vu - Vv dx) para
0
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todo u,v € H(Q). Seja a aplicagdo y(u) = /|Vu|2 dr = |jul|®. Logo, v é Gateaux-
0

diferenciavel H} (). De fato, sejam u,v € H}(12). Entdo

_ 1 2 _ 2
i LEE =20y 1 (et )

t—0 t t—0 2 t
1 t tv) —
_ Ll (u+tv,u+tv) — (u,u)
2 t—0 t

- %g%mu,w +t(v,v)]

= (u,v).

Asim,

v (u)v = (u,v) = / Vu-Vvdr, Yu,ve Hi(Q). (3.6)

B

Para provar que 7 é continua, note que

v Ho(Q) = [Ho(Q)
u = Au : HY}(Q) — R
v — <’)//U,U>:/VU-VU:<U,U>.
Q

z

Pelo teorema da Representagdo de Riesz, 7' é isomorfismo isométrico, assim +' é
continua. Portanto, usando a Proposi¢do A.11, tem-se v € C!(H}(Q), R).

Agora provemos que o seguinte funcional ¢(u) = / F(z,u)dx é de classe C*(H} (), R)
Q

e que
(W' (u),v) = / f(z,u)vdx, paratodowv € Hy(R).
Q

Vejamos primeiro que a fungdo 1 estd bem definida. Pela desigualdade de Young,

temos
t |t‘ 2 2 C 2
|F(x,t)| = |/0 f(z,s)ds| < C’/O e’ ds < 0Pt < E(ewt + t2).
E, portanto, usando (3.4) e a imersdo H} () — L?(Q)
C 2 26u? 1
)| <] [ |F(x,u)| de < 3 (Jul* + ™) do < 400, paratodou € Hy(Q).
0 O

Sejam u,v € Hj(2) e 0 < |¢| < 1, pelo Teorema do Valor Médio, temos

F(z,u+tv) — F(z,u)
t

= f(z,u+0tv)v, com0 <0 <1. (3.7)
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Pela continuidade de f

F —F
lim (z,ut tv) (z,) = f(x,u)v.
t—0 t

Além disso, usando (3.3) em (3.7)

F(z,u +tvt) — F(:)s,u)| = | f(z, u+ Otv)v| < CePlrtol ) < CePul+eD? |y

< %(ewuwvﬁ Fo) e L'(Q).

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada

(u+tv) —P(u) F(z,u+tv) — F(x,u)

/ 1 T
dj(u)v_,lsl—{% t _%1—% 0 t du
F tv) — F
:/lim (z,u+tv) (z,u) d:E:/f(x,u)v dr.
q t—0 t Q

E, portanto, ¢ possui derivada de Gateaux e ¢'(u)v = / f(z,u)v dz, para todo u,v €
Q

H;(€). Mostraremos agora a continuidade da derivada de Gateaux. Seja {u,} uma
sequéncia em H{(Q) tal que u,, — v em H}(2), quando n — oo. Pelo Lema 3.7 existem

uma subsequéncia {u,, } de {u,} e v € H}(Q) tais que
[un, ()] <v(z) e uy(z) = u(z), g.t.p. em Q.
E, portanto,
f (2, un,) — [z, u)]> < CeP 4 )2 < 20(e2 + %) e LN(Q).

Pela continuidade de f, temos (f(z, u,,) — f(z, u))2 — 0, q.t.p. em €. Pelo Teorema da
Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos

1f (o tn,) = fu)ll7e = / |f(z,un,) — flz,u)]?de — 0, sek — +oo.
Q

Pela desigualdade de Schwarz, temos

(¢ () = 9" (w), )] < / |(f (@, un,) = [, w)) vl de < (5 un) = FCu)lcallv] e,

Q
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Entao,

19" () = @' (ull = sup | <4 (un,) = ¢'(u), 0 > [ <G un,) = w2 = 0.

vl p2<1

Por conseguinte, qualquer subsequéncia de {¢’(u,)} converge a ¢'(u). O que prova
que ¢’ é continua. Logo, pela Proposi¢do A.11, tem-se ¢ € C'(H}(Q2),R), Deste modo,
o=~ —1eC(H(Q),R). [ |
Lema 3.9. Suponha que f satisfaz (H1)-(H3). Entdo

(a) Existe uma constante Cy > 0 tal que F(z,t) > Coell/™ | V|t| > t,.

(b) Dado € > 0 existe t. > 0 tal que
F(z,t) <ef(x,t)t, VreQV|t >t.

(c) Existe M > O tal que F(x,t) < M|f(x,t)|, Vo € Q, Vt € R.

Demonstragdo. Para provar (a) analisemos separadamente os casos t >ty e t < —t,.

e Casot > t.
Por (H3) f(z,s) > 0, para todo s > t,. Além disso, por (H2), temos

‘1 )| [ fs)
AM“SAFm@“‘LFm@“

Logo,
1 F(z,t)
—(t—tg) <1 .
) s n(F(x,to))
Assim,
F(x’tﬂ) t/M

F(ZL’, to)
etO/M

Como F é continua e positiva em Q x {to} entdo 0 < C; = inf
€N

. Por
conseguinte,
Cre™ < F(x,t), paratodot > t,.

e Casot < —ty.
Neste caso, temos f(x,s) < 0, para todo < —t,, por (H2), temos

F(x,s) . F(z,s) S

—to —to —to
ER X PR R LY
t M t
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E, portanto,
Che ™M < F(x,t), para todo t < —t,
—to/M

e
onde, 0 < Oy = inf ———
? zeQ F(x _tO)

Para concluir a prova basta tomar C, = min{C, C5}.

M
Provemos (b). Dado € > 0, considere ¢, = max{ty,, —}, usando (H2) para |t| > ¢,
€

F(a,t)
flx, )t =

temos

_Mf) M _M
o) S

Logo,
F(x,t) <ef(x,t)t, VreQ, V[ >t.
Pois de (H3) F(z,t) > 0e f(x,t)t > 0, ¥Vt # 0.

Por fim provemos (c) . Note que de (H3),

F(a0) < 3,00 < D10l Vil <t

N| —

— t
Entado usando (H2), basta tomar M = max{M, 50} [

Lema 3.10. (Lema de Lions) Sejam {v,, } uma sequénciaem H}(Q), v € Hy(Q2), com |[v] < 1,

|lon|| = 1 para todon > 1 e v, — vem H} (), entio

1

sup/ AP g < 00, se p< .
a L —[|o]

n>1

1 1
Demonstracdo. Sejam p; > pee > 0taisquep < pi(1+-) < 1—HH2 Das hipéteses,
€ — v
temos
vn — v||* = ||lvall* — 2/ Vo, Vudr + ||[v]]* = 1 — |Jv]|*, sen — oo.
Q
Logo,

(1+1)<1 !
m ———.
N =TT

1 1
E, portanto, existe ny € N, tal que p;(1 + -) <

H Hz, para todo n > ny. Pelo
€ Up —
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Teorema 2.9, existe uma constante C' > 0 tal que todo n > ny

/ 647Fp1(1+%)(vn_v)2 de S / €4ﬂ(ﬁ)2 dl’ S C (38)
Q Q

1
Dados a,b € R, tem-se a*> < (14 —)(a —b)? + (1 + €)b?. Logo, tomando para cadan > 1,
€

a = v,(z) eb=v(x), temos

v? < (1+1)(vn—v)+(1+e)v2, para todon > 1. (3.9)
€
1 1 . 1 1 1 . ..
Como — > —, sejapp > 0 tal que — = — + —. Pela desigualdade de Holder e de (3.9)
p N p P P2

\/647rpv,21 dr S/e47rp((1+1)(vn—v)+(l+e)vz) daj:/647rp(1—|—i)(vn—1))647rp(1—i-e)v2 dr
Q Q Q

(3.10)
< (/647rp1(1+1)(vnv) dx)p/pl(/e4ﬂp2(l+e)v2 da:)p/m.
Q Q
Logo, usando (3.4) e(3.8), temos
/ APy < Cp/pl(/ elmp2(1+e)v? d:c)p/m < oo, paratodon > 1.
Q Q
[ |

Proposicdo 3.11. Suponha (H1), (H2) e (3.3), entdo o funcional ¢ satisfaz a condigio (PS).
2

™
parac < —.
s

. 2 A
Demonstracgdo. Seja c < % e {u,} uma sequéncia tal que

dlup) = ¢ e ||¢'(un)||lg-+ = 0, quandon — oo,

isto ¢,
1
—/ |Vu,|? dv — / F(z,u,)dx — c. (3.11)
2 Ja Q

|/ Vu,Vv — f(x,u,)v dr| < e,||v]|, paratodov e Hy (), (3.12)
Q

onde ¢, = ||¢/(uy)||g-1 — 0, quandon — oc.
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1
De (3.11), para 0 < € < 3 existe ng € N, tal que ¢, < 1, paratodon > ng e

1
|§/ (V| dx—/F(x,un) dr —c| <e¢, paratodon > ng.
0 Q0

Logo, usando a parte (b) do Lema 3.9 para cada n > ng, temos

1
§\|un\|2§e+c—|—/F(:c,un)da::e+c+/
0

{lun|<te}

F(x,uy,) dx + / F(z,uy,) dx

{lun|=te}

<e+c+ sup |F(:z:,t)\/ dw+6/ flz,u,)u, de
(2,£)€Qx[0t] {lun|<te} {lun|>te}

Serer s (POl +e [ S ds
(z,£)e2x[0,t] Q

=c+ e/ f(z,up)uy, de.
Q

(3.13)
Tomando v = u,, para cada n > ny em (3.12), temos
[ 190 = ) da] < ]
Q
Disto e por (H3), temos
/ f(z,un)un dr < ellunll + [Juall®>s, 7 > no. (3.14)
Q
Combinando (3.13) e (3.14), temos
[[un? 2
5 < Ce T eenflunll +eflun]l®, n 2 no.
Como ¢, < 1, para todo n > ny,
1 2
(5 —€)||un||* < ce + €|lun||, paratodon > ny. (3.15)

Suponha que {|lu,||}n>n, Nd0 seja limitada em R, entdo existe uma subsequéncia
{||tn, ||} de {||wn]l }rn>n, tal que ||uy,, || = oo, quando k — oo. E, portanto, de (3.15)
1 Ce €

(§—€)<

< +
[ [ (]

— 0, quando k — +oo0.
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1
Contradizendo o fato que € < = , entdo {u,},>n, € limitada em H;(Q) e, portanto,
{u,} é uma sequéncia limitada em H}(f2). Além disso, note que de (3.11) a sequéncia

2
{ HU;H _/ F(z,u,)dz} é limitada, e por conseguinte {/ F(x,u,)dz} é uma sequéncia
@ Q

limitada, também de (3.14), tem-se que a sequéncia { | f(x,u,)u,dz} élimitada. Entdo
Q

existe Cy > 0 tal que

lunl| < Co, 0 < / F@,un)un < Co, 0 < / F(a,uy) < Co, (3.16)
Q Q

onde as integrais sdo positivas pela condi¢do (H3). Sendo {u, } uma sequéncia limitada
no espago reflexivo H;(2) e da imersdo compacta Hj(Q2) — L%((), para todo ¢ > 1,
tomando uma subsequéncia se for necessério, podemos supor que existe u € Hy () tal

que

u, = uwem Hy (), wu, —uem L), paratodog>1, e u, — uq.tp.em €.
(3.17)
Pelo Lema B.4, temos
f(z,un) — f(z,u) em LY(Q)

Da continuidade de F' e da parte (¢) do Lema 3.9
F(x,u,) = F(x,u), gtp.em Q, e |F(z,u,)| < M|f(z,u,)|, Vo € Q,Vn > 1.
Pelo Teorema da Convergéncia Dominada generalizada, temos
F(z,u,) = F(x,u), em L'Y(Q), sen — oco. (3.18)

Logo, de (3.11) e (3.18), quando n — oo, temos

2 2
2 Q 2 (9] (9] Q

logo,

lim |u,|* =2(c+ / F(z,u) dz). (3.19)
n—oo O

Usando (3.12) com v = u,, e o fato de que {||u,||} é limitada, resulta

\/ Vun)? — f(z, un)u, dz| < e,|lu,|| — 0, quandon — oo,
0
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e, portanto,

lim [|u,||? = lim /f(a:,un)un dx. (3.20)
n—oo n—oo 0
Da condicdo (H3), temos

1
OS/F(:E,un)de—/f(a:,un)undx Vn > 1
Q 2 Ja

Logo, tomando o limite quando n — oo e usando (3.18) , (3.19) e (3.20)

OS/F(x,u)da:gc—I—/F(x,u)dx.
Q Q

Donde concluimos que ¢ > 0, isto quer dizer que ndo existem sequéncias de Palais-

Smale para valores negativos.

Afirmagio 1. ¢(u) > 0.
De fato, dada ¢ € C§°(£2), entao

/Q (VuVy — f(z,u)) do = /Q (VuVy — Vu, Vi) dx + /Q (Vu, Vo — f(z,u,)0) do+
+ [ (o) = ) de

Mostremos que cada integral do lado direito tem limite igual a zero, e portanto a

integral do lado esquerdo é zero. Como u, — u em H}(2), temos / (VUVl/J —
Q
VunV¢) dx — 0, quando n — oco. Pelo Lema B.4, temos

/Q(f(x,un) — flz,w) ¢ dz| < || f(z,un) — f(z,u)||p1]|¢]l e — 0, quandon — oo.

Combinando isto com (3.12), para v = 1), temos
/ VuVy = / f(z,u)y dx, paratodoy € C5°(Q),
Q Q

Pela densidade de C3°(Q2) em H}(2), temos / |Vul? do = / f(z,u)u dx.
Q Q
Além disso, de (H3), temos

2
/F(x,u)dxgl/f(x,u)udx:/ [Vl dx,
Q 2 Ja o 2
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assim

¢(u):/§2@—/§2mw,u)dzzo.

Agora para provar a existéncia de uma subsequéncia convergente, analisaremos os

seguintes casos:

e Caso 1. c=0.
Usando que u,, — u em H}(2) e (3.19), obtemos

|ul[? < liminf [ju,|]? = lim [|ju,|* = 2/ F(z,u) dz.
n—oo n—o0 Q
_ ul® ~ _
0<o¢(u) =— F(z,u)dx < | F(z,u)dx F(z,u)dx = 0.
2 Q Q Q
E, portanto , ¢(u) = 0 e de (3.19), tem-se
l|u* = 2/ F(z,u) dr = lim ||u,|*
O n—oo
Como temos u,, — uem H}(Q) , concluimos
u, —u, em Hj(Q),
é a condicdo (PS). é satisfeita.

e Caso2. ¢c#0, u=0.

Primeiro provaremos a seguinte afirmagéo.

Afirmagdo 2. Existem ¢ > 1, > 0 e ny € N tais que

/ )t < G > o,
(9]

2 4
De fato, como ¢ < —W, existe ¢ > 0 tal que 2c + € < T e seja ¢ > 1 tal que

& B



56

Equagdes elipticas com crescimento critico e subcritico

4
q(2c+e) < % Como u = 0, entdo F(x,0) = 0 e assim

nh_)rrolo uall* = 2(c+ /QF(x,O) dz) = 2c.
Entéo, existe ny € N, tal que ||u,||* < 2¢ + ¢, para todo n > ng. Logo
qB|lunll* < gB(2c +¢€) < 4w, para todon > n.

Pelo Teorema 2.9, existe C tal que para todo n > n,, tem-se

/ |f(x,un)|q < C/ eqﬁiﬁl dr = C/ €q5U%(HZ—Zu)2 dx

Un

< C/ eqﬁ(20+€)(\|un|\)2 dx < CCy = (.
Q

Logo, tomando v = u,, para todo n > 1 em (3.12) e de (3.16), obtemos

a2 — / £ tunun | < eqllttn]] < Cotn,
Q

entao
l|un | < Coen + / f(z,u,)u, de, paratodon > 1. (3.21)
Q

Pela afirmagdo 2 para todo n > ng, f(-,u,) € L) e por (3.17) u,, — u = 0 em
L7 (Q). Pela desigualdad de Holder, tem-se

OS/Qf(x,un)un dr < (/Q|f(x’un)|q dx)l/p</g|un’q/ dx>1/q,

< Ol — 0, quando 1 — oo.

Usando isto em (3.21), temos lim ||u,|| = 0 e de (3.19), temos
n—oo

0= Tm [lu,[| = 2(c+ /QF(x,O) dz) = 2,

donde temos uma contradicdo, pois estamos supondo que ¢ # 0, logo, o caso 2

nao é possivel.

e Caso3c#0,u#0.
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Pela convergéncia fraca de u,, — u em H! (), temos
0

2 1
0<¢(u) = lul® / F(z,u)dr < 5 lim [Ju,|* — / F(z,u)dx=¢c, (3.22)
0 0

2 n— o0
entdo 0 < ¢(u) < c.

Se ¢(u) = ¢, de (3.22), temos que ||u|| = 7}1—{20 |u, || e usando o fato que u,, — u em
H} (), resulta

lim u, =u, em H;(Q),

n—00
e condicdo (PS). é satisfeita.

Para 0 < ¢(u) < ¢ precisamos da seguinte afirmacao.

Afirmagdo 3. Existem ¢ > 1,Cy > 0 e ng € N, tais que

/ |f(x,un)]? < Cy, paratodon > ng.
Q0

2 2

B,logo,ﬁ < C——¢(U)

, logo existe p > 0 tal que

De fato, como 0 < ¢ — ¢(u) < , além disso 0 <

2m
c+/F(a:,u) dx
Q

2m 2m
c+ [o Flz,u) de = c—o(u)

p<p
Usando (3.19), tem-se

c+ [o Fx,u)de
¢ — ¢(u)

B lim |u,|* =28(c+ / F(z,u)dz) < 4mp < 4w
n—oo 0

Seja ¢ > 1, tal que

c+ [o Flz,u)de
¢ — ¢(u)

gB lim ||u,||* < 47p < 47
n—o0

Por conseguinte, existe ny € N, tal que

c+ [y F(x,u) de

qBunl® < dmp < 4m :
i g

para todo n > ny.

Dado que lim ||u,| # 0, podemos supor que ||u,|| # 0, para todo n > ny.
n—o0
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Definindo
U u
Up = ——, V= :
] \/2(0 + [ F(z,u) d)
Note que,
c+ [, F(x,u) dz 1
lv] <1, |lva|| =1, paratodon >ny, e L = .
F ’ c—o(w I[P

Também, como temos que u,, — uem H(Q) e [ju,| — \/2(c+ [ F(z,u) dz),
entdo v, — vem H; (). Portanto,

1

qB|lun||* < 47p, para todo n > ng, com p < =

Usando o Lema 3.10, existe C, > 0, tal que para todo n > ny,
/ |f (@, un)|* d < C/ et dy = C/ eWBlunll*vi gy
Q Q Q

< C/ AP < (Y.
Q

o que verifica a Afirmacéo 3.

Usando (3.12), para cada v = u,, — u com n > ng, temos

| /QVU,LV(un —u)dr — /Q f(x, up) (u, — u) dz| < €,||u, — ul|.

Pela desigualdade de Holder e da Afirmacdo 3, para todo n > n,, tem-se

| / ViV (u — u) dz < / (@ ) (1t — ) d + e un — u
Q Q

< (/Q\f(x,un)‘qu>1/p</g]un—u|q’ dx)l/ql—i—enHun—uH

< CyP ||t — ull o + €nlltin — ul).

Como {||u,—u||} é uma sequéncia limitada, ¢, — 0 e u,, - uem LP(2), para todo p >
1, entao
lim [ Vu,V(u, —u)dzr=0. (3.23)

n—0o0 0
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|2, — u|]* = / V(u, —u)V(u, —u)dr = / V(uy, —u)Vu, dx—/ V(u, —u)Vudz.
Q Q
De u,, — uem H} () e de (3.23), temos

lim u, =u, em H;(Q).

n—o0

Usando (3.19), temos que ¢(u) = ¢, o qual é uma contradi¢do com o suposto e,

portanto, 0 < ¢(u) < ¢ ndo é possivel.

Coroldrio 3.12. Suponha (H1), (H2) e (H3), entdo
a) Se f possui crescimento subcritico, entio ¢ satisfaz a condicio (PS). para cada ¢ € R.

b) Se f possui crescimento critico, entdo ¢ satisfaz a condi¢io (PS). para cada ¢ €

2T
<_OO7 04_0)

Demonstracdo.

a) Dado ¢ € R, escolha 8 > 0 tal que ¢ < 2%, logo, pela Afirmacdo 3.6, (3.3) é

satisfeito. Portanto, pela Proposigdo 3.11 se satisfaz a condigdo (P.5S)...

2 2 2
b) Dado ¢ < —7?, escolha 8 > 0 tal que ¢ < % < —ﬂ, como 3 > ay, pela Afirmagdo
(07 (%))

0
3.6, (3.3) é satisfeito. Portanto, pela Proposicdo 3.11 se satisfaz a condicao (PS).

Proposi¢do 3.13. Assuma (H1) e (H2), Seja Z um subespago de dimensdo finita em Hg ().
Entdo ¢ é limitada superiormente em Z, além disso, dado M > 0 existe R > 0 tal que

o(u) < =M, paratodow € Z, com ||ul| > R

Demonstracio.

Seja uy € Z, tal que ||ug|| = 1, defina a fungéo

£(t) = o(tug) = 3 /QF(x,tu()) dr, teR. (3.24)
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1
Pela parte (b) do Lema 3.9 com ¢ = — e p > 2, existe t. > 0, tal que
p

0 < pF(x,t) < f(z,t), VYreQ, V|t >t..

2

Isto é, a condi¢do de Ambrosetti-Rabinowitz é satisfeita por f. Portanto, existem
Cy,Cy > 0, tais que

F(ZL‘,t) 201|t|p—02, Vo e Q, Vt € R.

Substituindo em (3.24), obtemos

2 2
=" / Pl tug) do < & — / Crltunl? — Cy di
Q 2 Q
t2

— E — 01|t|p||U0||§p dl’ + 02|Q‘

Como Z é um espaco de dimensdo finita, todas as nomas em Z sdo equivalentes , entdo
existe a > 0, tal que
allull < llullz, Vue Z

Entdo isto e observando que ||ug|| = 1, segue que

t2 t2
E(t) = 3~ Ci|t[P||luoll” » d + Co|Q2] < 3 CraP|t|P 4+ Co|Q).
E, portanto, ¢ é limitada superiormente e lim £(t) = —oo, isto é, existem K, R > 0,

|t|——+o0
tais que

§t) <K, WtER e &(t)<—M, Wi >R
Note que, K e R ndo dependem de u,. Por conseguinte, para todo u € Z\0, temos

u=tu; comt € Re|u| =1,logo

o(u) = o(tur) = £(t) < K.

Isto é, ¢ é limitado superiormente em Z.
Por outro lado, se u € Z com ||u|| > R, temos que u = tu; com |jui|| = 1e[t| > Re,

portanto,

6(u) = d(tur) = &(t) < M.
[ |

Proposicao 3.14. Suponha (H1), (H2), (H4) e a condigdo (3.3). Entdo existem a > 0e p > 0,
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tais que
o(u) > a, seful = p.

Demonstracdo. De (H4), podemos escolher ;1 > 0, tal que

F(z,t)

t2

lim sup < < Ay, uniformemente em x € (.

t—0

Entao existe § > 0, tal que

t2
Fla,t) < “7 se [t| < 6.

Logo, da parte (¢) do Lema 3.9 e a condigdo (3.3)
F(x,t) < M|f(z,t)] < CMeP, Yz eQ, VieR.

t q
Observe que se |t| > §, entdo 1 < |6_|q e, portanto,

M 2 2
F(z,t) < Czs—qeﬁt [t|7 = Cre’"|t|9, Va € Q, V|t| > 6.
Logo, de (3.25) e (3.26), obtemos

2 t?
F(z,t) < Cre®|t]e + ”’7 Vo eQ, vt eR.

Pela defini¢do de )y, (3.27) e a desigualdade de Holder, obtemos

1

2 1 2 2 MMQ
d(u) = = |ull /F(m,u) de > =||ul]? - / CreP ult + B2 gy
2 0 2 0 2

1 1/p p 1/p'
> Sl = Bl = i [ o az)”" ([ jup o)
2 2 Q Q

1 u 9 q Su? 1/p
> 30— Syl = Gl ([ e as)"”

Seja 0 < dy, tal que Bpds < 47, pelo Teorema 2.9, existe C' > 0 tal que

(/ B dx) — (/ PPl (rp)? dx) <O seul <.
Q Q

Usando também a imersao L77(Q) — H(}(Q) em (3.28), existe Cy, > 0 tal que

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)
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1 U
o(u) > 5 (1= =)llull* = Collull?,  se [lu]l < do.
2 A1
1 1/q—2 1
Escolhendo 0 < p < min{dy, (4—02(1 - )\%)) ! }ea= 5(1 — %)pzl temos

¢(u) = a, seul| = p.

|
Denote por V' o subespago de H;(92) gerado pelas autofungdes ¢; de ( — A, H}(Q2)),
correspondentes aos autovalores \;, para j = 1,..., k. Denote também W = V.
Observe que 0 < A\; < Ay < A3 < ... e p; sdo ortogonais em L*(Q2) e HJ(Q).

Observacgio 3.15. Usando as notagdes como acima. Tem-se
a) Seu eV, entdo ||ul]* < \gllull3..
b) Seu e W,entdo ||u* ep1 > |Jull7..

Demonstracdo.

k
a) Sejau € V, entdo u = Z a;pjcoma; € R j=1,...,k, logo, usando o fato de
j=1
ortogonalidade e o fato de que {),};>1 sdo crescentes, obtemos

k k k
Jull? =Y a2l lF =Y a? [ (Ve de =S ady, [ foide
j=1 j=1 Q j=1 L

k k
<n 300k [l do =3 ol = Mlulf
j=1 j=1

b) Sejau € W, entdo u = Z a;pj,coma; € R, j>k+1,logo,

j=k+1
oo o o
ull> =Y adllel> = Y %2/ Vel do = > %z)\j/ |ps]* da
j=k+1 j=k+1 { j=k+1 Q
o0 o0
> 3 a2 [l dr = 3 a2l = du ol
j=k+1 L j=k+1
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Proposicao 3.16. Assuma (H1), (H2), (H5) e a condigdo (3.3). Entdo existem a > 0e p > 0,
tais que

¢(u) > a, se |ull =p.
Demonstragdo. Pelo (H5) F(x,t) < %th, se [t| < 6, com pu < Agp1. Logo, usando a
parte (b) da Observagdo 3.15 e procedendo como na Proposigdo 3.14, temos que existe
dp > 0, tal que

1
6(u) 2 5(1 = 57 Jull® = Collul”,  sew e W, com Jul] <

Logo, existem p > 0 e a > 0, tais que

o(u) >a, seue W, com [Jul < dp.

3.2 Demonstra¢des dos Teoremas

3.2.1 O caso subcritico

Demonstracdo do Teorema 3.2. Para provar a existéncia de solucdo usaremos o Teo-
rema do Passo da Montanha (ver Apéndice A, Teorema A.13). Para isso verifiquemos
as hipéteses do teorema. Seja X = Hj(f), pela Proposicdo 3.8 ¢ € C'(Hj(2),R), pelo
Coroléario 3.12 ¢ satisfaz a condicdo (PS). para todo ¢ € R, da defini¢do de ¢, temos
#(0) = 0. Além disso, vejamos que se satisfaz as condicoes i) e i7) do Teorema A.13

i) E satisfeito pela Proposicao 3.14.
ii) Seja 0 # uy € Hy(Q2) e considere Z = {tu, : t € R}, entdo dim(Z) < +oo, pela
Proposicao 3.13, existe e € Z, tal que ¢(e) < 0 com |le| > p.

Entdo pelo Teorema A.13, ¢ possui um ponto critico ¢ > a > 0. Consequentemente, o
problema possui uma solugdo néao trivial.

Para provar que o problema tem infinitas solugdes verificaremos as hipé6teses do
Teorema A.14 do Apéndice A.

Sejam V = 0e W = Hj(Q), pela hipétese f(z,t) é uma func¢do impar em ¢, entdo

t
F(z,t) = / f(z, s) ds é uma fungdo par em ¢, logo,
0

(=) = gl =l = | Fla.—u) ds = otu)
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Isto é, ¢ é uma funcdo par. Além disso, se satisfazem as condicdes ¢') e ii’) pois :
i’) E satisfeito pela proposigao 3.14.
ii") E satisfeito pela proposigio 3.13.

|
Demonstracdo do Teorema 3.3. Para provar a existéncia de solugdo usaremos o
Teorema do Passo da Montanha generalizado (ver Apéndice A, Teorema A.15).
Considere X = Hj(2), o espaco V gerado por as autofungdes ; com j = 1,....k
e W = V*, pela Proposigdo 3.8, ¢ € C'(H}(Q),R), pelo Corolario 3.12 ¢ satisfaz a
condicdo (PS). para todo ¢ € R. Além disso, se satisfazem as condigdes i) e i) do
Teorema A.14, pois :

i) E satisfeito pela Proposicao 3.14.

ii) Seja e = ¢i4+1, onde ¢i41 € 0 autovalor normalizado associado ao autovalor A,
deste modo |le|| = 1, considerando o subespago Z = V @ V), ,,, onde Vj,,, é o
subespaco gerado por ¢j41, entdo dim(Z) < +oo, pela Proposicao 3.13, existe
Ry > 0, tal que ¢(u) < 0,seu € Z com ||ul]| > R;. Tome R > max{Ry, p}, logo

¢(u) <0, paratodou € Z, com |ul]| > R, (3.29)

e considerando
Q= (B_RﬂV) @ {regs1:0<r <R}

Vejamos que ¢(u) < 0, para todo u € 9Q).
Se u € 0Q), tem-se 0s seguintes casos:

a) u=v+ Rppp1, vEBrNV.
b) u=v, v € BgrNV.

Q) u=v+rers1, v =R, 0<r<R.

Caso a: Como |Jul|? = ||v]|* + || Rers1l|* = ||v]|* + R?, entdo |ju]| > R, além disso
u € Z,logo, de (3.29), ¢(u) < 0.

Caso b: Note que u € V, entdo pela parte a) da Observagdo 3.15, temos |Jul|? <
1
Mellul|?,. Da condigdo (H6), temos F(x,t) > §>\kt2, Vo € Q, paratodot € R.

Logo,
1

1 Ak
o(w) = Sl = | Fau) do < 3 ulP = 2Efulls <0
Q



3.2 Demonstracoes dos Teoremas 65

Caso c: Note que, ||u|| > R, entdo por (3.29), ¢(u) < 0.
Consequentemente, ¢(u) < 0, para todo u € 0Q).
Logo, pelo Teorema A.15, existe um valor critico ¢ > a > 0, e por conseguinte, o

problema possui uma solugdo néao trivial.

Para provar que o problema tem infinitas soluc¢des, basta verificar as hipéteses do

Teorema A.14, de maneira andloga como foi feita no Teorema 3.2. u

3.2.2 O caso critico

Pela parte b) do Coroldrio 3.12, a condigdo (PS). no caso critico s6 é satisfeita se

7T 7 ’, . . . . . ,
¢ < —, onde oy é o indice de criticalidade. O seguinte Lema mostra que o nivel

Qo
.. B 2w
minimax do passo da montanha é menor que —.
Qp

Lema 3.17. Com as hipéteses do Teorema 3.4, existe w € H}(Q) com ||w|| = 1, tal que

max{¢(tw) : t > 0} < 2—7T
Qg

Demonstracdo. Comegamos definindo as seguintes fungdes

1
Inn, 0<|z|<—,
n
Bae)={ "]l 1
n - xT
< el < 1,
Vinn on 2
0, 1<z
\
Entao 1
1 0, 0<|z|]<—ou |z| >1,
Vo, (r) = — 1 n
@)= 7o S <a <1
|z]2VInn N
Note que,

2 2 1 2 1 T
[©nll B, 0) = /Bl(o) V@, (2)|* de = 27rlnn/0 [ = dr = 1.
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Por conseguinte, w,, € Hy (B1(0)) e ||w,| = 1, para todo n > 1. Como d é o raio interno
de Q, existe zy € Q, tal que By(xg) C . Defina

r — T

d

W = Wn( ), paracadan > 1.

Entao
wn € Hy(Q),  supp(w,) C Ba(xo), paracadan > 1.

Afirmagdo. Existe ny € N, tal que

2
max{¢(tw,,) : t > 0} < -,
Qg

De fato, suponha por contradi¢do, que isso ndo ocorre, ou seja
max{¢(tw,) : t >0} > Z—:, para todo n > 1.
Pelas Proposigdes 3.13 e 3.14, para cada n > 1 existe ¢t,, > 0, tal que
O(tpwy) = max{o(twy,) : t > 0}, (3.30)
ou seja

2 2m
O(town) = =wy|| — | F(x,t,w,) > —, paratodon > 1.
2 Q Qp

Como ||w,|| = 1, para cada n > 1 e da condi¢do (H3) a integral é positiva e, portanto,

2
2 > —W, para todon > 1. (3.31)
ao

Por outro lado, de (3.30), para todo n > 1, temos

dg(tn) =0, emt==t,.
dt
Entéo,
t, — / f(z, thwy)w, dx = 0.
Q
Logo,

2 = / [, thwn ) tawy, do > / f(z, towy)tww, dx, paratodon > 1. (3.32)
Q B g (x0)
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Dado € > 0, de (H7), existe s, > 0, tal que

flz,s)s > (B — e)e™, paracada s > s, (3.33)
Como wy,(r) = +Inn, para cada * € Bai(z) e {t,} é uma sequéncia limitada

inferiormente, entdo existe n;, € N, tal que
town(z) > s, em Ba(zg), sen >mny,
logo, de (3.32), (3.33) e usando a defini¢do de w,, temos para cada n > n4,

Bg(l‘o) Bd 500)

ao +2 Inn d2

= (B —€)en2n ﬂﬁ:(ﬂ e)rd®e 21nn (22

(3.34)

Suponha que exista uma subsequéncia {t;, } de {¢,}, tal que lim ¢;,, = 400, entdo
n—oo
usando (3.34),

0= lim ——"-——
@0
OO 2 Inky, (—pkn —1)

> (B — e)md?, (3.35)

donde temos uma contradicao e, portanto, {¢,} é uma sequéncia limitada.

4m 4m
Por outro lado, suponha que hm t2 # —, como t} > ——, entdo existe uma
(%)) (7))

AT
subsequéncia {t;,} de {t,} tal que lim ¢; = ¢§ > —, logo como em (3.35), temos

uma contradigdo, por conseguinte,

. 47
lim 2 = —
Defina, para cadan > 1,

A, =A{x € By(xg) : tawn(x) > s}, Bp = Ba(xg)\Ax.

Provemos a seguinte afirmacao

Afirmagdo. Com as defini¢des acima, tem-se as seguintes convergéncias.
thwn(x) = 0, q.t.p. em By(zg) e xp, — 1, q.t.p. em By(xo). (3.36)

d
De fato, seja x € Bgy(xo)\{zo}, existe np € N, tal que — < |z — x| deste modo,
)
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x € By(xo)\Ba(z), para todo n > n,. Logo,

d
fn I |z — x| Inn
town () = — o < Cy lnr:)’ para todo n > ny,

onde C > 0 é uma cota superior de {¢,}. E, portanto,
town(x) — 0, q.t.p. em By(xo).

Logo, para x € By(zo)\{zo}, existe n; € N, tal que t,w,(zr) < s. para cadan > ny, ou

seja, xp, = 1, para cada n > n;. Assim

xg, = 1, qtp.em By(x).

Como em (3.32), temos

Bg(zo) Bn Bu(xo)\ B
> f (2, tpwn ) tpwy, dz + (B — €) / LCOtRWE 1
B Bg(z0)\Bn

— f<x7 thn)tnwn da? + (ﬁ - E)/ eaotiw% dx _ (/B _ E)/ eaot%wi dflf

By Ba(wo) n

(3.37)

Analisaremos cada integral por separadamente . Note que,

/ |f(x, thwp ) thwy| de < C’g/ |town| dz = Cg/ |tnwn|XB, dz,

n n Bd (CE(])

ondeCs =  sup |f(z,s)]. Logo, por (3.36), temos

(2,5)€Qx[0,5¢]

[twwn|xB, — 0, q.tp.em By(xg).

Além disso,
tnwnxs,| < s, com s, € L? (Bd(xo)).

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesque, temos

f(z, thwn ) tyw, de — 0, sen — co.
By
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T —
d

/ eaot%w%(x) dx > / 47rw dﬂf — d2/ e47r5%(y) dy
By(xo) Bg(wo) B1(0)
2 % nn 1 (In 1)2
:d2/ {/ et dr—I—/ et 2ﬂlnnrdr} do
0 0 =

21 boymp?
= 2nd (§+/ e* T rdr).
1

. x 4m
Fazendo a mudanca de varidvel y = ? e do fato que {2 > —, temos
%)

3=

(In 1)

-, obtemos

Fazendo na dltima integral a mudancga de varidvel, s =

1 L nl)? 2nn [}e2mn(s*=9) gg
/ PR TAC > 27rd2(— + / e mn 1 dr) = 27rd2( fo )
Bu(xo) 2 1 2

2
(3.38)
1
Do Lema B.5 , temos lim m em(s*=9) gg = 2, entdo tomando limite em (3.38),
m—0o0 0

obtemos

lim e (@) (o > 3rd?.

n—0o0 Bd(IO)
Agora,

/ 0t / ety g, do.

n Bd(xo)

Por (3.36), temos
ey 1, qtp. em By(x).
Além disso,
ety g | < €% com ™% € L?(Bgy(o)).
Pelo Teorema da Convergéncia Cominada de Lebesque, temos
/ 20w (@) gy ldx = nd*, sen — oo.
Bd(l‘o) Bd(l’o)
Fazendo n — oo em (3.37), encontramos
lim #2 > lim [z, thwn ) tpwpdr+(f—e) lim 0t o — (B—e€) lim e20tn “"dL
n—oo n—oo Bn n—oo Bd(ﬁo) n—oo Bn
donde A
> 9B — €)d?
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Como € > 0 é arbitrério, tem-se que 5 < o qual é uma contradigao. |

apd?’
Demonstracgio do Teorema 3.4.
Para provar a existéncia de solugdo verificaremos que se satisfazem hipéteses do
Teorema A.13.

Seja X = H}(Q), pela proposigdo 3.15, ¢ € C'(H{ (€2, R)). Vejamos que se satisfazem

as condigoes i) e i7)

i) Pela Proposigdo 3.14, existem a > 0 e p > 0, tal que

o(u) = a, se ull = p, ue W,

ii) Pelo Lema 3.17, existe wy € Hy (), tal que

2
max {¢(twy) : t > 0} < -,
Qo
Pela Proposi¢do 3.13, com Z = {tw, : t € R} existe R > 0, tal que para todo
u € Zel|ul| > R, tem-se ¢(u) < 0, logo, tomando ¢, > p, e considerando

e = towy € HY (), como |Jwo|| = 1, temos |le|| > pe e € Z assim, ¢(e) < 0.

Resta verificar que ¢ satisfaz a condigéo (PS)., com ¢ = inf,cr sup,¢o 1) ¢(7(t)), onde
I ={y€C([0,1], Hy(Q)) : 7(0) =0 e (1) =e}.

De fato, defina
t = Y (t) = ttowo

entdo v, € I', além disso

. 2m

¢ = inf sup ¢(y(1)) < sup d(y0(t)) = sup ¢(tlowo) < sup p(twy) < —.

Y€ 4ef0,1] te[0,1] te[0,1] t>0 o%;)
Logo, pelo Corolario 3.12, a condigdo (PS). é satisfeita. Entdo, pelo Teorema A.13, ¢
possui um ponto critico ¢ > a > 0. E, portanto, o problema possui uma solu¢do nao

trivial.
[ |



Capitulo

4

Existéncia e nao existéncia de soluc¢oes

radiais

Neste capitulo estudaremos o problema

—Au f(u), em By (0), 1)
u = 0, '

sobre 0B;(0),

onde B;(0) é a bola unitdria em R? e a fungdo f possui crescimento critico exponencial
da forma f(r) = e*"*h(r), para algum o > 0 e h € C(R) possui crescimento subcritico,

ou seja
h
lim @ =0, paratodoa >0,
|r|—+oc0 €4T
. . A -
ou equivalentemente, lim ———— = 0. Deste modo podemos escrever a equagdo

|r|—+o0 r2
(4.1), no caso onde f possui crescimento critico como:

—Au
U

O interesse desde capitulo é determinar a existéncia e a nado existéncia do problema

sgn(h(u))etow’ th@lem Q)

0 sobre 012,

(4.2)

(4.1) em termos de h. Este capitulo é baseada no artigo [8] de De Figueiredo e Ruf.
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4.1 Formulacao do problema

Consideramos somente solug¢des radiais e positivas do seguinte problema

—Au
u
Sendo u uma funcgdo radial podemos escrever u(xy,x2) = U(r), para todo (z1,xs) €

B1(0), onde r = /2% + 3. Logo

f(u) €em Bl(0)7

(4.3)
0 sobre 0B;(0).

8 T 8 o €T; -
Bxiu =U <T)8xir =U (r)?, parai=1,2.
e
2 2 1 2
au:U”TI—Z—i—U'r ——x—l, arai=1,2.
Ox? r? AN
E, portanto,
—Vu = —(a—2u + a—zu) =U"(r) + 1U’(?‘)
dx?  Ox3 r '

Também, como u = 0 em 9B, (0), temos U(1) = 0. Além disso, como U é radial, temos
U(h) = u(h,0) = u(—h,0), para todo h € R. Logo,

e
Por outro lado,
LU =U©) L u(—h,0)—u(0,0) 0
CO=mTm Tl e T a0

Donde concluimos que U’(0) = 0. Deste modo, reduzimos a equagdo (4.1) para a
equacdo radial

U'(r) U+ f0) =0, 0<r <1, i

U(1) =0, U'(0) = 0.

Para encontrar solucdes do problema (4.4), usamos o método de "shotting"”, ou seja

consideraremos para cada vy > 0 o seguinte problema de valor inicial

U'(r) U+ F0) =0, 0<r <1, s

U(0) =, U'(0) = 0.
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Denotaremos por U.,, a solu¢do do problema (4.5) e por R(v) o primeiro zero positivo
tal que U, (R(v)) = 0. Logo, se existe 7o > 0 tal que R(y,) = 1, entdo U,, serd uma
solucdo do problema (4.4), por outro lado, se R(y) # 1, Vy > 0, entdo o problema (4.1)
nao tem solugdo, pois ndo existe uma solugdo que satisfaca a condigdo U(1) = 0. Deste
modo, encontrar solu¢des do problema (4.3) se reduz a estudar o comportamento de
R(7). Fazendo as mudangas de varidveis t = —2 ln(g), y(t) = U(r) e considerando o
caso que f seja uma funcdo positiva convertemos a equagao (4.5), em

—y" = f(y)e Tt =eSWt ¢t >2In2

4.6
y(+00) =7, y'(+00) = 0. (0

aor®+Inh(r) - degse modo,

Note que, como f possui crescimento critico tem-se: f(r) = e
g(r) = aopr? + In h(r), mostraremos depois que podemos supor que ay = 1. Assim é

suficiente estudar o problema

-y = ey2+lnh(y)_t, t>2In2

(4.7)
y(+00) =7, y'(+00) = 0.

Com h satisfazendo as seguintes hipdteses:

e i : R — R é de classe C?, e suponha que existem 7; > 0 e o > 0 tais que para
certas constantes K > 0ec > 0.

K
(A1) h(r)=—, parar > 1y, a >0
Ta

Asy) 0 < h(r) < cKr'te para0 <r <ry.
p

Mostraremos que a solubilidade de (4.7) depende do parametro a > 0 em h. Para
provar os resultados, analisaremos a dependéncia de 71_i>rllooT(fy) sobre o exponente
a > 0 em h, onde T'(y) é o primeiro zero (desde +o0) da solugdo y., de (4.7). Observe
que para calcular o limite somente precisamos considerar valores de y suficientemente
grandes.

4.2 Estimativas

Nesta secdo estimaremos o comportamento das solugdes da equagdo (4.6), com
g(U) = Inf(U) da forma g(U) = aU? + Inh(U). Note que, fazendo a mudanca
y(t) = /aU(t) na equagdo (4.6), temos a equacdo —y"(t) = ﬁh(%)eytt. Desde

«
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r

Va

g(U) = U? +Inh(U), com a correspondente mudanca de K a a!*?/2K em os termos

a/2

K
que h(—=) = « s parar > /ar;, podemos restringir a fun¢des ¢g(U) da forma

de h e, portanto, é suficiente considerar a equagéo (4.7).

Lema 4.1. Dado qualquer numero v > 0, existe exatamente uma solugdo U, de (4.5).
Além disso, se R(vy) denota o primeiro valor de r tal que U,(r) = 0; entdo R(v) depende
continuamente de .

Demonstrac¢do. (Veja [3]). [ |
Denotamos por 77 = T;(y) o valor tal que U, (11) = 1.

Lema 4.2. Suponha que g € C*([r1,+00)),¢'(t) > 0e ¢g"(t) > 0 em [ry,400), entdo para
cada Ty <t < +oo , tem-se

2 1
(i) y(t,v) < v — ——1n (1 + =¢'(7)esM1).
Dylty) <7 7() n( 99 (v)e )

(i) g(y(t,7)) > g(v) —2In (1 + %g’(v)eg”)‘t)-

Demonstrag¢do. Denotemos por y(t) (ou y) a y(¢,7v). Usando a equagdo (4.6), temos

+oo +oo
— / y'(s)ds = / eIV =8 g,
¢ ¢

Logo, como y'(4+00) = 0, obtemos

+o0o
y(t) = / 9D =5 g
t

Note que, da hipo6tese e da equagdo anterior que g e y tém derivadas positivas, portanto

g(y(+)) é uma fungdo crescente. Logo
400 400 +00
/ eIW(t)=s 1g < / e9W(s)=s g < / 6g(y(+oo))—s’ ds
t t ¢

Assim,
+00 too
eg(y(t))/ e ds <y(s) < eg(V)/ e *ds.
¢ ¢

Logo,
eIyt < Yy (t) < eI =t

Logo, tomando logaritmo e somando ¢, temos

9(y(t)) <Iny'(t) +t =< g(7).
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Como g é uma fungdo continua e tlir+n y(t) =, resulta
— 100

lim Iny'(¢t) +¢ = g(v).

t——+o0

Por outro lado, defina

Usando (4.6), temos

E'(t) = —%y’(t)?’g” (y(t)).

Como y” >0eg” > 0,entdo £’ < 0isto é, £ é uma funcdo decrescente.

Além disso, temos

1
lim E(t) = y/(+00) — =y (+00)%¢ (y(+00)) — 7@+ lim e~

t—+00 2 t—+o00
=0 (079 (7) —#(0) = 0
¢ E(t) 1 (v®)
t / / e W
0< o L= sy (y(1) - o)

0<1— %y’(t)g’(y(t)) + =

+o00
Usando (4.10), temos E(t) = — / E'(s) ds, logo de (4.9),
t

1

01— 300 o)+ L = s | g (s) ds.

2

Note que, como y” < 0, y’ é decrescente; logo

/t (5 (u(s)) ds < o/ (1) / " () (s) ds

0<1— 2y (g (ulh) + )

(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)
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Integrando a primeira desigualdade de (4.12), obtemos

+oo (s +oo s
0< /t (1- %y/(S)gl(y(S)) + Z’((S))) ds = /t %(s — g(yQ( ) +Iny'(s)) ds

g(yQ(S)) + In y/(S) ‘Jroo

t

_ vy 9w(s)y | gly(®)
_SEIEOO(3+1ny(S) 5 )+ 5
—t—1Iny'(t)
t
_9(v) +2g(y( ) Iny'(t).
Logo,
Iy (1) < 9() +2g(y(t)) .y
E, portanto,
y/(t) < eg(v)Jrg(y(t))_t.
Assim,
y’(t)e‘g(yém < LI

Sendo ¢' e y fungdes crescentes, temos que ¢'(y(t)) < ¢'(vy), multiplicando isto na

desigualdade acima, tem-se

¢ )y (e = < ()eF
Integrando
—2 /t+oo %(6‘W) ds < —g'(7) /:OO %(e‘q?)‘s) ds.
Logo,
_2895300 eig(y;g)) 1 267W < _g/<7)(sh—>r£loe@78 . e% t)
Assim,
e e < %g’(v)egg)t

9(7)

Multiplicando por ez,

Logo,
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Donde temos a desigualdade (ii):

gwr—ﬂn0+%dem*§§9@@»

Agora, integrando as duas tltimas desigualdades de (4.12), obtemos

400 (g +oo
/t (1 — %y'(s)g’(y(s)) + Z/((S))) ds < %/t y/(S)(gl(’Y) - 9’(9(3)» ds.
Entado
TDH I s ) < Lo us) — alu(e))],
= (60 — 900) + 9l (0) ~ y(1)g' ()
Simplificando
mw—témﬂﬂ+%h—MWJW)
Assim,
eg(,y)_t S y,(t)e(v*y(g))gl(v) .
Integrando
oo +oo —y(s))g’ (v
_/t %(69(7)_8) < g/(Zy) /t %(ew ())g'( >)
Donde, 5
eg(,y)_t e(v*y(t;)g'(v) _
§¢M< !
Logo,

E, portanto,

IN

/
In (1+ #eg(wt)

Finalmente obtemos a desigualdade (7):

K
Note que, a fungdo g(r) = 7? + In(—) com K e a ntimeros positivos satisfazem as
,,aa

condic¢des do Lema 4.2. no intervalo [y/a/2, +00).
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q'(7)

/
Definimos 75 = g(y) — 4 ln(T) e consideramos a fun¢do G(t) = 1 + @69(7)4.

K

Lema 4.3. Suponha que g(r) = r* + In(—), com a > 0, para r > ry. Entdo a solugio de (4.6)
TCL

satisfaz para t > T5

In* G(t)
2

InG(t)

9(v) —2InG(1) < g(y(t) < g(v) —2InG(E) + 43

+0O( ).

Demonstracdo. Como y é uma fungao crescente para ¢t > 75 > T}, temos y(t) > y(T}) =
r1. Aplicando ¢! na desigualdade (ii) do Lema 4.2 e observando que ¢! é uma fungio

crescente, temos
y(t) > g7 (9(y) —2InG(1)).

Usando o Polindmio de Taylor do segundo grau, obtemos

g (b1 +b2) = g (br) + bag™") (b1) + b%%(gl)//(§)7

com by +by < g < by, onde by = g(y) e b, = —2InG(t). Assim, existe § com
9(v) —2InG{) <g<g(y)e

y(t) = v =2 G(t)(g7") (9(7)) +2m* G(t)(g71)"(9)- (4.13)

Sendo g uma fungdo continua crescente existe um tnico valor 7, tal que § = ¢g(¥). Como
g9(7) = g < g(7) e g funcdo crescente entdo 7 < +, além disso, como G(¢) é uma funcdo

decrescente, temos

g(7) —2InG(t) < g(v) = 2In G(T5) < g(7). (4.14)

Agora, faremos uma estimativa da segunda derivada de ¢! em § a qual é dada por

(7)"(3) = —j(g? @15)

A partir das expressdes de ¢’ e g, obtemos

\)

g (r) > =g(r), se r > el2 e,
r

Note que, como estamos supondo v grande, temos 7 é grande, logo, usando (4.14) e
~ > 7, obtemos

9(%) = =(9(7v) = 2In G(1)). (4.16)

BRI
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Por outro lado, como G é uma fungao decrescente, temos G(t) < G(15) se 15 < t, logo

para y suficientemente grande, temos

G(t) <G(T5) =1+ @egm_ﬁ =1+ (gl(’y))5 =14 (y— i)5 < A5,

Assim In G(t) < 61n+, usando isto em (4.16), obtemos

9@ == +1n(f)—121n7)

(fy +InK —alny — 121117)

QINQII\?

N Y T
v v
(

DO

)
In~y 1

)):

Usando o fato (1 — z)" > 1 — nz, paran € Ne z € R, temos

JG)P = 8531 — ¥<12 ta)+ 0<$>>
In~y i
> 83 (1—37(12+ @) +0(; )).

2 1
Note que, ¢"(7) = 2+ —; = 2+ O(—;) e, portanto,
g v

1
2+O(¥) . g//(,?)

o ny " 1N 7 g@)*
8v3(1 37 (12 + )+0(72))

Substituindo em (4.15), temos

1
1+ O(ﬁ)

(971)"(g) > — Iy 1
493 (1 — 3?(12 +a)+ O(ﬁ))

In~y

Agora, usando o fato 1
— T

=14xz+a2*+..-, paraz = 37—(12—|—a)—|—0(7 ) e notando
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. . 1
que para as poténcias maiores que 2 tem ordem menor que O(—;), resulta
v

1
1+ 0(=) In

— 1IN/~ Y
(gH"(g) > —T(l +37(12+a) +O(7 ). (4.17)

Usando (4.17) em (4.13), temos

In? G(t)

_ DGl — 1 Yo v oot
y(t) > v g,(7)1 G(t) 73 (1+0(72))(1+3 7 (12 + )+0(7 )
B 2 n*G(t) 3y Da In G()
=~ — g’(v)l G(t) — 55 275 (12 + a) In* G(t) + O( ) (4.18)
o2 N 1 In® G(t)
=7 9'(7)1 G(t) 2 In“ G(t) + O( i ).
Note também que
| T |
g 2r=5  27(1-39)
1 a a a
:%(1+2_’Y2+(2_72) +(2_72)3+...) (4.19)
1 1
= 5 (14 553) + 0(5).
Usando (4.19) em (4.26), temos
1 1 In®* G(t)
y(t)27—2lnG(t)(27(1~|—2—72)+0(7 ))—2—7311&26*(75)—!—0( )
B InG(t) alnG(t) InG(t) 1 In* G(t)
=y — T T + O( v )—2—7311&26’(75)%—0( o ).
Come In G(t) In® G(t) In® G(t)
nG(t n t n® G(t
O( ,75 )+O( 74 ) _O( 74 )7
resulta : | ) )
y(t) > — nG(t) alnG(t) +In" G(¢) +O(1n Ci’(t)) (4.20)

v 23 v
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Por outro lado, pelo item (i) do Lema 4.2 e por (4.19), temos

a

1 1
V1) < 5 =2 GO (51 + 35) + O(5)
B InG(t) a InG(t)
= > (1+272)+O( v ).
Aplicando a funcéo g, temos
InG(t) a InG(t) ..,
g(y(t) < (v - (1+ 272) +0( - N2+ InK
InG(t a In G(t
—aln( - ()(1 =)+ O( 5()))
In® G(t) ! ” ! In G(t) (4.21)
_ 2 %y 4 I
=7+ " (1+ 272) 21nG(t)(1—|—272)—|—0( i )
InG(t) a InG(t)
+InK —aln (y - > (1+2—72)—|—O( v ).
. . z 1,z z
Usando a identidade In(z + 2) = Inz + — — =(=)* + =(=)* + -+, com z = v e
InG(t) a InG(t v !
z = —T(l + 2—72) + O( " ), obtemos
InG(t) a InG(t),, InG(t) alnG(t)
In (y — S (1 2’72)+O( " )) =Iny — " o
InG(t) InG(t)
=lIny— " O( i ).
Substituindo em (4.21), encontramos
In® G(t) a a InG(t)
2 YN a
ou(0) <77+ =50+ R a6+ o) + O )
+InK —alny+ alni<t> + O(lni(t))
2
=7 +InK —alny—2InG(t) + o g(t) + O(lni<t))
In® G(t InG(t
=g(y) —2InG(t) + 72()4—0( 74()).

Portanto, usando a desigualdade acima e a parte (ii) do Lema 4.2 concluimos a prova
do lema. [
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Lema 4.4. Suponha que g é como no Lema 4.3. Entido

2 11 1 1 5 In? v
=4+ —4+0(=) <YW <=+=—=+0
g v 29 (74) 0 v 293 ( ¥4 )
2 2 In? v
= + =40 ,
g » (74)

paraTy <t < Ty, onde T é tal que y(1T1) = 1.

Demonstracdo. Usando o Lema 4.3, para ¢t > T5, temos

+o0o +oo +oo n2 G(s nG(s
/ eg(v)—2lnG(s)—s ds < / 8g(y(s))—s ds < / 69(7)_2111(;(5)—3‘5‘%4‘0(%) ds.
t t t
+oo
Como ¥/ (t) = / eIWED=5 45, temos
t
+m +m n S n S
/ 6g('y)—2lnG(s)—s ds < y’(t) < / 69(’7)*2IHG(5)75+12W#+O(1§%) ds.
t t

1
Fazendo r = 3 g'(7)e?)~* na desigualdade , obtemos

) %g('y)eg(“f)*t . 5 %g(’y)egﬁ)*t eanS;z) _,'_O(ln(i;*x))
dr < y/(t) < —— / dv. (422)
JWLA 14 22 9 Jo (1+x)?

Agora para t = T5 e fazendo a seguinte estimativa da exponencial

€1n2<712+ac)+0(1n(i3+x>) _ 1n2(12+ x)
Y
1 In*(1+ x)
5( 72
In*(1 + )

In(1 + ) 1 In*(1+ x)
~3 + 5( 2 ™

In(1+z) 3

)t

In(1 + )

+O(
+0(

=1+

+ O( )

In?*(1 + ) +O(1n(7))

=1+
72

no qual foi usado o fato In G(t) < 61n~, para t = 75 e ~y suficientemente grande, assim

O(ln(lvj 37)) _ O(lné_;y)) Logo, em (4.22), tem-se

’
(9 g’ﬂ )5

dr. (4.23)

g () nvyy 2
2 / < y'(Ts) < 2 /( APLH0CR)  wl(1+a)
g Jo 1+22 — g™ Jo 1+ Y31 + 22)
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As integrais da desigualdade acima podem ser calculadas e estimadas para valores

/
suficientemente grande de z = (@)5 Assim temos:

= dx z 1
a)/o (1+I)2_1+z_1+0(;)'

2102 2 2
b)/ In (1+I)d 2z 2In(1+2) 2In (l+z):2+0<lnzz)'
0

(14 z)? TTIr T 14z 1+2

1
Lembrando que ¢'(y) = v + O(—) e usando as estimativas em (4.23), obtemos
f‘)/

In?
yé%kﬂ%+0(ﬁﬁ) (4.24)

/i(l—i—O(l

9'(7) 75)) <yl <

Agora estenderemos a estimativa para valores em 77 < ¢ < T;. Integrando (4.6) no

intervalo [t, T5], obtemos

Ts
y@:yg@+/ W)= (g, (4.25)
t

Da parte (i) do Lema 3.4, tem-se

1 _ 1,
In (14 59’(7)69(” h< 59 (MO = y()).
Logo,
1
L+5g (e I
In <=gd(v)(y—y(t) —In +59' ()
o= +39'(7) 2 ) Q ( 9=t 2 )

E, portanto,

9(u(0) ~ £ < 5 )3~ y(0) I (59'().
Defina ) .
¥(y) = 50 (N = () = (56'(0)-
Como ¢'(y) = ¢"(y) > 0, temos que ¢ é uma funcdo concava entre y(7}) e y(75) e,
portanto,
¥(t) < max{y(y(Th)), ¥ (y(15))}, paraTy <t <T.
Logo,

g(y(t)) —t <max{y(y(T1)), v (y(T5))}, paraTi <t <Ts. (4.26)
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Note que,
VT)) = ¥(m) = glr) = 5 (27 = 2) = (P + () = 527 = 2)) = (52 + 0)
— gln) = 21 =2 ~In(5) 5~y + O()
(4.27)
Por outro lado, pelo Lema 4.3, temos
2

olult) = 92) ~ 2 G(e) + "), @28)

Também usando a parte i) do Lema 4.2 e (4.18), temos
102
y(t) =y — ﬁ In G(t) + 0(%2(’5)). (4.29)

Usando (4.28) e (4.29), resulta

U(y(Ts)) = 9(y(T5)) - y(2T5) (27 - %) - (" + 1n(§) - %(27 ~ ) - (527+2))
— g(7) — 2l G(Ty) + O(mf&) 50— g/?v) In G(T5)
+ oI 0y ) ) 2y o()
=—Iny—In(1+ (@)5) + O(ln%).
(4.30)
Portanto para « suficientemente grande, de (4.27) e (4.30), temos
U(y(Th)) < v(y(T5)).
Usando (4.26), obtemos
/ " s gy < HOTN (Ty _ py = ¢~ (1HEE) O oy
t _ e—1n(v(1+%(2v—%>5>>+o<hf;)(T5 4 (4.31)

C C
=e (T —t) = $(T5 —1) < E(Tg) —T).
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Pelo Teorema do valor médio, existe § com 7; < # < T3, e usando o fato que ¥’ é

decrescente, temos
Ts — T} 1 1

WD) —y(T) g0 = @)

Como y(71) > 0,

y(15) —y(T) _ y(T5) gl
T — 11 < < < .
T y(m) T y(T) T y(T)
Usando a primeira desigualdade de (4.24), temos
/ 2
o< ) o 90 _ 2r—a — oY),

y(T5) = 2(1+0(%) ~ 20+0(%))

E, portanto, substituindo em (4.31) e logo usando (4.24), temos

1
y/(T5) S y/(t) S y/(T5) + O(¥)7 para T1 S t S T5.

Combinando a desigualdade anterior e (4.24), concluimos a prova do lema. [ |

Lema 4.5. Seja g como no Lema 4.3. Entdo

In?~
),

N

15
lerw—k[é,é]—(a—1)1n7+an+O(

onde [b, c| denota uma estimativa superior é inferior, isto é w = [a,b] < a < w < b.

Demonstracdo. Existe 0 tal que T; < § < T, satisfaz

y(T5) — y(Th)

Ty =15 — : 4.32
Do Lema 4.4, temos a seguinte estimativa
) 1 115 In?
Também
, 1 a g\ In 1+ (%52)
=v——(14+-— —))InG(1
V(T5) =7 = (14 55+ O(5) WG+ (F0)) 4 0(——52)
N SR IR o s
= ;111(7) + O( 3 )-
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Substituindo em (4.32), temos

: (L5 4 o
T1=9(7>—41n9<7)_7“n( g ) +OTF) —n
2 L1+ 505,51+ 0()
g 5. .90 In?
=g(y) —4In (2) < — —In( <2))+O( 2 )—7"1>
3, 3] In®y
x (1-2E 1o = ))
! 15 In?
=g -7+ v 1L 2 0
15 In®
:r17+[§,§]—(a—l)ln”y—l—an—l—O( DVV)'

4.3 Demonstra¢des dos Teoremas

Teorema 4.6. Suponha que h : R — R satisfaz as condicdes (A;) e (Ay). Entdo o primeiro
zero T'(7y) (desde 4+00) da solugdo y., de (4.7) satisfaz:

i) Sea>1,entdo lim T(y)= —o0.
~y—-+o00

1
ii) Sea =1,entdo lim T(vy) € [§+an,g+an].

Y—++00

iii) Sea < 1,entdo lim T(vy) = +oo.

~y—-+o00
Demonstracdo. Escrevemos O, (1) = f; se a fungdo f, for limitada superiormente por
uma constante positiva. Note que f(y) é limitada superiormente em qualquer intervalo
da forma [0, o], pois basta considerar O, (1) = supy<,<,, |f(s)|. Assim integrando a

equacao (4.6), no intervalo [¢, 3] com t3 tal que y(t3) < yo < rq, temos

- (y’(tg) — y’(t)) = —O+(1>(6_t3 — e_t). (4.33)

Em particular para t = ¢, com ¢ < 13,

— (1 (ts) (1)) = —O4 (D) — 7). (434

Integrando a (4.33) com relagdo a t em [t», t3], temos

Y (t3)(ts — ta) — (y(t3) — y(t2)) = O4 (1) (e (t — to) + 7 —e™").
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Entado
y(ts) —y(ta) =y (t3)(ts — t2) + OL (1) (e7 — e (1 +t5 — t)).

Note que,
Or(1)(e? —e™(L4t3—t2) = O0s (e (1 — e (1 +t5—t2)) = O4(1)e
pois 1 — e27(1 + t3 — t5) < 1. Logo,
y(ts) —y(t2) =/ (t3) (s — t2) + O (1)e ™. (4.35)
Note que, esta estimativa pode ser melhorada usando a condigao (A;), pois
f(s) = h(s)e” < cKe'ls't?, se 0 <s <.
Desse modo, podemos considerar O, (1) = O(y, ). E, portanto,
y(ts) — y(t2) = y'(ts)(ts — t2) + Olyp™)e™". (4.36)
Usando (4.35), com t, = T'(7) e t3 = 11, temos
y(Th) = y(T(7) =y (T)(T1 = T(7)) + O (1)e™ ™. (4.37)

Lembrando que, y(71) = r; e y(T(y)) = 0. Além disso, pelo Lema 4.4, temos
1 1
y' (1) = 5 + 0(5) e pelo Lema 4.5, temos 77 = r1y — (¢ — 1) Iny + O(1). Substituindo

em (4.37), temos

=r—(a—1 - + + 04 (1)e T
1—(a—1) S S +(1)
Assim,
T(v) = —( 1)1n’7 o) + O+(1)67T(7)
7 8 8
Portanto,

T(y) = —(a—1)Iny +O(1) + Oy (1)ye T, (4.38)
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Prova de iii) Suponha que lim 7(y) # +oo, entdo existe ¢; € R tal que T'(y) <

Y—>+00

¢1, para todo v > 0.
Logo, usando (4.38), temos

—(a—1)Iny+O0(1) + 0L(1)ye T < ¢.
Como e~ < e T, temos
—(a—1)Iny+ O(1) + O4(1)ve ™ < ¢;.

Fazendo v — 400 na desigualdade acima e dado que a < 1, temos que +00 < ¢; , 0

qual é uma contradi¢do. Portanto, se a < 1, temos que lir+n T(v) = +oo.
y—+00

Para provar i) e i7) precisaremos das seguintes afirmagdes.

Afirmagdo 1: Existe v, tal que

além disso, se a = 1, existe ¢, > 0, tal que —c, < T'(7y), para todo v > .

De fato, suponha por contradi¢do que 4lny < T(y), paratodoy € R. Portanto,

1 C .
e"T0) < e™*m7 = — e, portanto, substituindo em (4.38), temos
Y

dny < T(7) < —(a— 1)~y + O(1) + 041)%.

Fazendo v — 400 e usando o fato que a > 1, temos uma contradicéo.
Portando, existe v, tal que T'(y) < 41n+, para todo v > 7o,

No caso que a = 1 em (4.38), temos
T(7) = O(1) + O1(1)ye ",

1 .
Usando a primeira parte da Afirmacéo 1, temos e T > e=dlny — —;, € assim
Y

T(7) > O(1) +o+<1>%,

donde concluimos a prova.
Afirmagéao 2:
1
y(dny) =y (1) + O(3).
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De fato, pelo Lema 4.5, T} = r;y7—(a—1)y+O(1). Logo, para v suficientemente grande,
temos
AdIny <Ty =rmvy—(a—1)y+ O(1).

Usando (4.34), com t3 = 17 e t = 4In~y, temos
y/(Tl) - y/<4 lnﬁ)/) == O+(1)(€_T1 — 6_411“7)_

Logo,

1
y'(Ty) = ¥/ (41n7) 4+ Oy (1) Ha=trto) 4 0@)'

donde concluimos a prova, notando que O, (1)~ 7+~ +0WM) — O(—).
g

Afirmacao 3:

4Iny 1,15 In?
——([=,= a—1)Iny+InK)+ O
- (i55) - (- Dy + ) +O().

y(4In7) =
De fato, usando (4.35) com t3 = T e ty = 4In+y, temos
y(Ty) — y(4lny) = ¢ (T,)(Ty — 41n~y) + O (1)e~*7,

Usando as estimativas dos Lemas 4.4 e 4.5, obtemos

2

1 1 5) 1
ry—y(4lny) = <;+O(V_))([_ 2]+r17—(a—1)1n7—|—1nK+O( n77>_41n7)
1
+0(1 )74
B 1,15 41n~y In? 5
_T1+;(§’§ —(a=1)lny+InK) - S + O( 7 ).

Donde concluimos a prova da afirmagéo.
Usando (4.36) com t3 = 4Invy e ty = T'(7y), temos

y(4In~) — y(T(7)) = ' (41ny) (41ny — T(7) + 0<<hiy”>1+”>e—’f“>

Usando as Afirmacoes 2 e 3, temos

41 1,15 In®
il ——([z.z]+rmy—(a=1)Iny+InK) + O( n
vy 22 v

)
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1 1 ]
— (= +0(=)) (4Iny = T(7)) + O((=L)+7) e 70,
Y Y Y
Portanto,
1 15 Ty
T(fy)(1+0(¥)) =G5l —(@a=1)hy +In K+ 0 o Je T (4.39)

Prova de i) Suponha que lim 7'(y) # —oo, entdo existe uma constante c; > 0 tal que
y—>+00

T(y) > —c3, para todo v € R, logo, e™7") < . Usando (4.39), temos

1 140

)) <O(1) = (a— 1) Iny + O(——2L)ess,

g

T(v)(1+0(=
~

Fazendo 7 — +oo e usando o fato que a > 1 temos que —c3 < —o0, 0 qual é uma

contradicao.

Prova de ii) Usando (4.39), para a = 1, temos

1 15 In'*7 ~

72)) = [§,§]+T1’Y+1HK+O( e

T(v)(1+O(

Da Afirmacéo 1, temos que 7'(y) > —c, assim, e T < ez,
Entao fazendo v — 400, temos

1 3
T(y) = [§+an,§ +In KJ.

Finalmente , provaremos o resultado principal deste capitulo.

Teorema 4.7. Suponha que h € C*(R) satisfaz as condigdes (A1) e (Az), @ = B1(0)eapg =1
na equagdo (4.2). Entdo:

1) Se a < 1, entdo a equagdo (4.2) possui uma solugdo radial positiva.

2) Se a =1, entdo a equagdo (4.2) possui uma solugio radial positiva para K > K, = VL
&
e existe uma constante Ko com 0 < K, < K tal que a equagio (4.2) ndo possui solugio

radial para 0 < K < K,

3) Sea > 1, existe Ky tal que se 0 < K < K, entdio a equagio (4.2) ndo possui solugio
radial e se K > K, entdo a equagdo (4.2) possui duas solugdes radiais.

Demonstragdo. Iniciamos a prova do teorema com a seguinte afirmagéo.
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Afirmacao I.

lim T(y) = —o0.

y—0+

De fato, usando (4.36) para t, = 1T'(7), t3 = +0o e yp = v com v < ry, temos

lim y(t) —y(T(7)) = lim ' (t)(t = T(y)) + O(y' )" .

t——+o00 t——+00

Portanto, v = tliin Y ()t+0(7'7)e"™), logo usando a relagdes t = —21n g, y(t) =U(r),
—+00

U(1)

eT()

= 0eU'(0) = 0, tem-se tliin Y ()t = 0, portanto v = O(y'*9)e~T"), entdo
—+o00

= 0(77). Logo lim+ el = lim O(y?) = 0, donde temos a afirmacao.
v—0

y—0+

Como t = —21n(g) eU(r) = y(t,v), entdo R(v) = 25", logo pela Afirmacao I,

tem-se
lim R(y) = +oo. (4.40)
~y—0t
a) Pela parte iii) do Teorema 4.6 temos que lir+n T(vy) = 4+o0. Portanto
y—~400
T(v)
li = lim 2e” =
A RO) = Ap e =0

b)

De (4.40) e do Lema 4.1, existe 79 € R tal que R(v,) = 1. Portanto, U(r,7) é
solucdo radial de (4.2).

Pelo Lema 4.1 para que exista solugdo do problema (4.2) é suficiente que

T(v)

lim R(y)= lim 2¢ 2 <1

Y—>+00 y——+o0

Isto quer dizer, que é necessario

lim 7T'(y) > In4.

Y—>+00

Logo, pela parte i) do Teorema 4.6 , temos que é suficiente que e'/?K > 4 e,

portanto, existira solu¢do do problema (4.2) se K > K; = Vo
e
5
Por outro lado, pela parte ii) do Teorema 4.6, temos que 1iI+H T(vy) < 3 +InK,
y——+00
logo, existe uma constante ¢ > 0 tal que T'(y) < ¢, para todo v > 0 e, por tanto,

T(y

R(y) = 2@’% > 26’5, para todo vy > 0. (4.41)

Note que, como R depende também da constante K nas condicdes (A;) e
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(Az) (assumindo que as demais constantes continuam fixas) Portanto, podemos
escrever R = R(v, K).
Afirmacao /1.

R(v, %) = VdR(y,K), Vy>0. (4.42)

De fato, fazendo a mudanca de varidvel s =t — Ind e seja w(s) = u(t), temos

—w"(s) = —y'(t) = h(y)eyzft = h(w)e“’Q’(s“nd).

Assim, .
—w" = C—Zh(w)ewg_s.
Seja S(y) o primeiro zero (desde +o00) de w(s) logo, S(v) = T'(y) — Ind, Vv > 0,
h - K
além disso % satisfaz as condicoes (A;) e (Az) com K = e portanto,
K ; D
R(y, )= 2¢~5 = 2¢7 "5 = VAR(1, K).

Escolha d, > eZ logo, de (4.41) e (4.42), temos

0¢/2
R, %) = VaoR(3, ) > () () = 1

Note que, para d; > dy,

R(, d—f) — VAR(y, K) > V& R(. ) = R(7. %»

Em particular, temos que R é uma fun¢do decrescente na segunda variavel.

N - K
Logo, para cada K tal que 0 < K < K, = N temos
0

R(v,K) > 1.

Isto, é que o primeiro zero de U(r) é maior que 1 para todo v > 0, donde temos

que ndo existe solugdo radial de (4.2) se 0 < K<Ky= o
0

Neste caso, pela parte i) do Teorema 4.6, temos liIJP T(y) = —oo. Logo, para
Y—1+00

qualquer K > 0 fixado, existe ¢ > 0, tal que 7'(y) < ¢, para todo v > 0.
C1

Considere K = 1 e seja ¢; = supT'(7y), logo como na parte b) existe d; = % tal
v>0
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que
1
R(y,—)>1, VYy>0.
dy
) 1
Seja Ky = - como R é decrescente na segunda varidvel, entdo
1

R(v,K)>1, paratodoy >0, se0< K < K.

Portanto, ndo existe solucao radial de (4.2).

Por outro lado, como ¢; = sup.,.,T(7,1) e R(v, K) = 2e~ e , temos

2 1
mp RO D = 5E = g

Logo, se K > K,

/ I
rgglR('y,K) mlnR (7,1 \/_

Seja vo > 0 tal que R(vo, K) < 1. Além disso de (4.40) e VEIEOO R(v) = +o0, existem
7 < 7 < 72 tais que R(71,K) > 1 e R(y, K) > 1, usando o Lema 4.1, existem
v3 < 70 < 74 tais que

R(vs3, K) = R(ys, K) = 1.

Isto é, temos duas solugdes radias para o problema (4.2).
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Apéndice

A

Resultados Basicos

Neste apéndice sdo apresentados resultados basicos que sdo utilizados no desen-
volvimento deste trabalho. Embora sejam omitidas as demonstragdo desses resultados,

sdo citadas referéncias que as contém.

Teorema A.l. (Desigualdade de Hélder) [5, Theorem 4.6] Sejam Q um dominio de RY,
l<p<oocel<g<oocom + =1 SefeLll(Q)ege LQ),entdo

fgeL'(Q) e /Q!f(ﬂf)g(w)l dz < || fllzr @9l Lace)-

Teorema A.2. (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) [5, Theorem 4.2] Seja
(fn) uma sequéncia de funcdes em L*(Q2) que satisfaz:

(i) fulz) — f(z) g.tp.emQ,

(ii) Existe uma funcio h € L*(Q), tal que para todo n > 1, verifica-se | f,,(x)| < h(x) g.t.p.
em €.

Entdo,
fel () e |fu— fllpio — 0.

Teorema A.3. [5, Theorem 4.9] Sejam 1 < p < oo, {u,} uma sequéncia em LP(2) e
u € LP(Q), tais que u,, — w em LP(S2). Entdo, existe uma subsequéncia {u,, } C {u,},
satisfazendo: u,, () — u(x) g.t.p. em Q,
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A.1 Os Espacos de Sobolev

Defini¢do A.4. Sejam u,v € L} (Q) e a = (a1, qe,...,a,) um multi-indice de ordem

al=a;+...+a,. Di v ¢ a-deri U u="u,
+ ...+ Dizemos gue v é a-derivada fraca de u e escrevemos D desde gue

/uDo‘sodxz (—1)a|/v@dfﬂ7 Ve G (Q),
Q Q

Com g
L dr{t " Oxon

com D* ®.

Definicdo A.5. Sejam p € [1,00|, k um inteiro positivo e Q2 um aberto ndo vazio de R™.
Definimos o espago de Sobolev W*?(Q) como

WEP(Q) = {u € LP(Q); D*u € LP(Q), VY ae N com|a| <k}

Observe que na definicdo de W*?(Q) a derivada considerada é a derivada fraca.
Assim, dizer que D*u € LP(() significa que existe v, € LP(2) tal que D*u = v, no

sentido fraco.
Defini¢do A.6. Se u € W"P(Q) definimos sua norma como sendo

1/p

Z/|Dau\pdx , 1<p<oo
Q

||uHW’“’P(Q) = lo| <k
> DUl o p = 0.

o<k

Se p =2 e k = 1 escreveremos
HY(Q) = W2(Q).

Teorema A.7. (Desigualdade geral de Sobolev) [1, Theorem 4.12] Seja Q2 C RY um aberto
limitado reqular. Entdo as imersoes abaixo sdo continuas:

: N N
(i) Se kp < N entido W"P(Q) — L(Q), paratodo 1 < q < N
(ii) Sekp = N ep > 1entdo WHP(Q) — LI(2), para todo 1 < q < oo.

Teorema A.8. (Imersdes Compactas: Rellich-Kondrachov) [1, Theorem 6.3] Seja (2 C RN

um aberto limitado reqular. Entdo, as sequintes imersdes sdo compactas:

(i) Se kp < N entido W*P(Q) — L(Q) para todo 1 < q < Npip.
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(it) Se kp = N ep > 1entdo WHP(Q) — L4(Q) para todo 1 < q < oo.

A.2 O Teorema do Passo da Montanha

Uma das principais ferramentas empregadas para estudar a existéncia de solucdes
de problemas elipticos semilineares é a teoria de pontos criticos. Um dos resultados
principais desta teoria é o Teorema do Passo da Montanha de Ambrosetti e Rabinowitz.
Este teorema garante, sob hipéteses adequadas, a existéncia de pontos criticos minimax
para funcionais ¢ : X — R onde X é um espaco de Banach real. O Teorema do Passo

da Montanha envolve uma condigao técnica, a condicdao de Palais-Smale.

Definicao A.9. Seja ¢ : U — R onde U é um subconjunto aberto de um espago de Banach X
eu € U. Dizemos que o é Gateaux-diferencidvel em u se existe A € X*, tal que
pu+tv) — p(u)

lim = Av, VvelX.
t—0 t

O operador A é chamado a derivada de Giteaux de p em u e é denotado por ¢'(u).

Definicdo A.10. Seja o : U — R onde U é um subconjunto aberto de um espago de Banach X
ew € U. Dizemos que @ é Fréchet-diferencidvel em u se existe A € X*, tal que

i [Pt h) — p(u) — AR _

0.
h—0 1Al

O operador A é chamado a derivada de Fréchet de o em u e é denotado por Dy(u).

Observacao: operador adjunto. Sejam E e F' espagos normados e 7' : £ — F um
operador linear continuo. O operador adjunto de 7', representado por 7™ é o operador
T* : F* — E* definido por T%¢ := ¢ o T para ¢ € F*. Tem-se entdo que 7™ é também

um operador linear continuo.

Proposicdo A.11. [14, Proposition 1.3] Suponha que ¢ : U — R tenha derivada de
Giteaux em todo ponto de U e que ¢' : U — X* seja continua (isto é, ¢ tem derivada de
Gateaux continua em U). Entdo ¢ é Fréchet-diferencidvel em U e Dy = ¢'. Em particular,
Dy : U — X* é continua, isto é, p tem derivada de Fréchet continua em U (o que é denotado
o € CYU,R)).

Defini¢do A.12. Seja X um espago de Banach real e p € C'(X,R) um funcional. Diz-se que
¢ satisfaz a condigdo de Palais-Smale no nivel ¢ € R (denotada por (PS).) se toda sequéncia
(un) C X para a qual ¢(u,,) — ce ¢'(u,) —> 0, quando n — oo, possui uma subsequéncia
convergente. Diz-se que ¢ satisfaz a condicio (PS) quando ¢ satisfaz (PS). para todo c € R.
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Teorema A.13. (Teorema do Passo da Montanha) [4] Sejam X um espaco de Banach e
¢ € C(X,R) um funcional. Suponha que ¢ satisfaz a condigio (PS), $(0) = 0e

i) existem a > 0e p > 0, tais que

¢(u) = a, sellull =p, ueW,

ii) existee € X, ||e|| > p, tal que ¢(e) < 0.

Entdo ¢ possui um valor critico ¢ > a que pode ser caracterizado como

c = inf sup ¢(y(t))

€L ¢ef0,1)

onde,
I'={yeC([0,1],X);7(0) =0 e 7(1) = e}.

Teorema A.14. [4] Sejam X um espago de Banach de dimensio infinita com X =V @ W,
dim(V) < +oco e ¢ € C (X, R) é um funcional par, $(0) = 0 e satisfaz a condigdo (PS). Além
disso, suponha que ¢ satisfaz

i’) existem a > 0e p > 0 tais que:

¢(u) > a, seueWellu| = p,
ii’) para cada subespaco X de X de dimensdo finita, existe R = R(X) > 0 tal que ¢(u) < 0
se|lul| > Reu e X.
Entdo ¢ possui uma infinidade de valores criticos.

Teorema A.15. (Teorema do Passo da Montanha Generalizado) [4] Seja X um espago de
Banach de dimensdo infinita, com X =V & W, dim(V) < 4o0. Suponha ¢ € C'(X,R) um
funcional satisfazendo a condigdo (PS) e

i) existem a > 0e p > 0 tais que ¢p(u) > a, se||ul| =p, ue W,

ii) existe e € W, |le|| = 1, e existe R > p, tal que se
Q= (BrNV)®{re:0<r <R}

Entdo,
o(u) <0, Yue€dq.
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Entdo ¢ possui um valor critico em ¢ > a, com

c = inf sup ¢(h(u))

hel UEQ

onde,

I ={heC(Q,X);h=1Id, emIQ}.
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Apéndice

B

Resultados técnicos

Nesta parte do apéndice estdo apresentados alguns resultados técnicos utilizados
nesta dissertacgao.

Lema B.1. Sejam & € RY ¢ Q C RY tais que |Q| < 0o. Se 0 < k < N, entiio

1
— _dx < k. N
,Au—ﬂkx—c(’)N—k

Demonstragdo. Seja B,.(£) C R a bola tal que |B,.(¢)| = |Q]. Note que, para cada

r € Q\B,.(§) ey € B,.(£)\Q, temos e como |Q\B, ()| = |B-(§)\9],
segue-se que

1
<
o —=&[F — Jy =&

1 1
[ e iy,
AB(e) [T — & Brene 1y — ¢

Logo,
1 1 1
—dr = / —dr + / —— dx
/Q |z —&|* QNB,(£) |z —&|* O\B,(£) |z —&|*
1 1
B A Y S B
anB.(e) [Y — & Boene [y — &
1 wyrV =k
B (¢) |?/—§| N —Fk
Onde wy ¢é a medida da bola unitéria dimensional. Como wyr" = |B,.(§)] = |Q|. E,
portanto,

1 kN ‘Q‘l—k/N
dr < R
(Am—ﬂkx—“N N~k
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Lema B.2. A aplicagio:

v DY) — LYQ)

foom e = [

Ll dE,
olz—€™!

é lipschitziana e, portanto, continua.

Demonstracdo. Do Lema B.1, existe uma constante C; > 0, tal que para todo { € €,

1 1

tem-se

Dados f,g € L'(Q), temos
17§ =9I )
gcmmNLgﬂa—g@n&=mumNW—gmwn

de onde segue o lema. |
Lema B.3. Dado n > 2, tem-se as sequintes desigualdades

(i) (a+b)">a"+na" b+ (n—1)a" b, sea>0,a+b>0.
(i) a® +na" b+ 0" < (a+b)" < a"+ Cr(a" b+ "), sea,b>0, Cr=Cq(n).

1
Demonstragdo. Usando a identidade F(1) = F(0) + F'(0) + / F'(z)(1 — z) dx, para
0
F(z) = (a+ bx)", temos

(a+b)" =a"+na" b+ n(n—1)b? / (a+bx)" (1 —z) dx. (B.1)
0

(i) Noteque,sea+b>0e0 <z <1l entdoa+xzb= (1 —2z)a+z(a+b) > (1—2x)q,

como a > 0, temos

n—2

> 0.
n

1 1
/ (a+bx)" (1 — ) dv > a”_2/ (1—2)"tdr > ¢
0 0

Substituindo em (B.1) temos a desigualdade (i).



103

(ii) Sea >0eb >0, entdo a + xb > 0, logo

bn—2

/Ol(a + b)) 2(1 — ) dox > b2 /01 2" 2(1 — x) dr = w1

Substituindo em (B.1) temos a primeira desigualdade de (ii).

Note que, a segunda desigualdade de (ii) é valida para a = 0, por outro lado, para
cadaz >0

) () oo

J Jj=1

b
E, portanto, (1 + 2)" < 1+ C7(z + 2"), para todo z > 0, entdo basta tomar z = —,
a

no caso a # 0 para obter a segunda desigualdade de (ii).

Lema B.4. Seja Q) C R? limitado e {u,} uma sequéncia em L' () tal que u,, — uem L'(Q)
e suponha que as sequéncias { f(x,u,)} e {f(x,u)} estdo em L'(Q) para a fungdo continua

f:Q xR — R. Além disso, suponha que existe C' > 0 tal que/ | f(z, up)u,| doe < C.
Q
Entdo f(x,u,) — f(z,u), em LY(Q).

Demonstragdo. Tome € > 0 arbitrdrio, como f(x,u) € L*(Q), existe 6 > 0, tal que

/ |f(x,u)|dx <€, sel|A|l <, (B.2)
A

para qualquer conjunto A mensurédvel em ).
Defina Q,, = {z € Q : |u(z)| > n}, como u € L'(), entdo

n|€,| :/ ndr < / lu(z)| dz < / lu(z)| dz < +oo.
o Q Q

Donde lim |Q2,| = 0, entdo existe M; > 0 tal que
n—o0

{x € Q: |u(z)] > M1} <.
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C
Logo, para M = max{M;, —}
€

[ et ata] =| [ @udes [ )
o = [ )
- /{|un>M} )l /{u|2M} sl

el Wl [l

Analisaremos cada termo do lado direito

n n 1
/ |f(a:',un)|d:r;:/ deﬁ—/ | f(z, up)uy| do
{jun 20} funlzary  [nl M J unza)
<e

1
< — <
<37 | i) ds <

S

Dado que |[{z € Q: |u(z)| > M}| = |[{z € Q: |u(z)| > M}| < §, entdo por (B.2), temos

/ )| dx < c.
{lul>M}

Seja I, = ) Soputenny V@) dz = [y |f () das‘. Logo,

=] [ 076w = @0 Xngean da
# [ 170l (ctuean = xirean) da]

S/Q|f($,un)—f($au)|X{|un<M} d$+/ﬂ|f($,u)|><{|u>M} de.

Agora estimemos essas duas tltimas integrais. Seja b, () = | f (2, un)— f (2, w) [ X{jun|< M}
Observe que

hy(z) = 0, q.t.p. em Q.

Também,

|ho(2)] < | F (2, tn) [ X {unt<nry + [ (@ 0) X fun<nry < C + | f(x,u)] € LH(Q),



105

onde C = sup {f(z,t) : (z,t) € Q x [0, M]}. Pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

temos /hn(:v) dex — 0 sen — oo, assim, existe ny € N tal que 0 < /|f(:1:,un) -
Q 0

J (@, 0) | X{jun|<ry dx < €, para todo n > ng e de (B.2), temos / |f(x,u)| dx < e. E,
{lul>M}
portanto,

‘/ |f(x,un)|dx—/ |f(x,u)\da:’ < 2¢ paratodon > nyg.
{lun|<M} {lul<r}

Logo,
‘/\f(x,un)\ — 1 f(z, )] dx( < de, paratodon > ny.
Q

E, por conseguinte,

/|f(a:,un)\das—>/\f(a:,u)|dx7 quando n — oo.
0 0

1

Lema B.5. lim m e =9Im g — 9,
m—00 0

Demonstragdo. Primeiramente provemos as seguintes afirmagdes

1
Afirmagio 1. Para todo 0 < b < 3

b 2 1 2
/ 5" 9) (g = / e™5" %) (g,
0 1-b

De fato, basta considerar a mudanca de varidvel t = 1 — s.

1
Afirmagdo 2. Paratodo 0 < a < 3

lim m e =8m g — (),

m—00 a

De fato, observe que paraa < s <1 — a tem-se, s> — s < a?> — a < 0, logo,

l1-a
2

lim m eI s < lim mel @ 9™(1 — 2q) = 0.

m—o0 a m—r0o0

Afirmagio 3. Paratodo 0 < b < 1

1
limsup/ me™s" =9 <
b

m—00

S
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De fato, como b < s < 1, entdo s(s — 1) < b(s — 1), logo

1 1
m/ em(SQ—s) ds < m/ emb(s—l) ds = lemb(s—l) ; — 1 . €
\ \ b b b

Entdo tomando limite superior tem-se a afirmagao.
Note que, como 0 < s < 1, entdo s> — s = s(s — 1) > s — 1, pela Afirmacdo 1, com

h=—
2

2

1 1 1
m/ ™5 9) s = 2m/ ™) s > 2m/ e ds = 2™ D|] =2 —2¢7%
0 1 3

Logo, tomando limite inferior, temos

1
liminfm [ e* 9™ ds > 2. (B.3)

1
Por outro lado, seja a = — e b = 1 — a, pela Afirmacdo 1, tem-se
n

1 1—1 1
m/ em(s*=9) g — m/ ! em(s*=9) g + 2m/ e™(5*=5) s,
0 1 1-1

Agora, tomando limite superior e usando a afirmagdes 2 e 3

! 2 2
lim sup/ me™" %) ds <
0

1"
m—00 1_ﬁ

Logo, tomando o limite, quando n — oo, temos
1

limsupm ™5 =5) gs < 2. (B.4)

m—00 0

A proposicdo segue-se de (B.3) e (B.4). [ |
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