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A minha mae



ON RELATIVE ASYMPTOTIC EQUIVALENCE BETWEEN
ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS

Maria Luiza Paiva e Silva Lelis

Advisen: Prof. Hildebrando Munhoz Rodrigues

ABSTRACT

We are concerned with the systems:

(1) ¥

Alt)y

(2) %

A(t)x + f£(t,x)

where x, y and f(t,x) are n-vectors, A(t) is a n x n
matrix and t is in J = [to,w), tO 2 0. We give conditions
on f(t,x) and A(t) in such a way that the following

statements hold:

(I) If y(t) # 0 is a solution of (1) then there exist a

family of solutions x(t) of (2) satisfying

. IIx(e)=y ()] _
N TN °
and
| x(t)=y(t) ] ,
(4) Ty e T integrable on J

(II) If x(t) 4is a solution of (2), x(t) # 0 for all
large t, then there exist a family of solutions

y(t) of (2) such that (3) and (4) hold.



We also give an answer to the question: how large is
the family of solutions x(t) of (2) satisfying (I) ? A similar

result follows with respect to condition (II).

Finally, we present some applicatiohs to a class of

matrices A(t) which include the constant and periodic cases.
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INTRODUCAO

Consideremos as equagOes diferenciais ordinarias

(1) y=At)y

I

(2) % A(t)x + f(th)

onde x,y ¢ X (X = R"  ou Cn), t wvaria em J = [to,m),toz 0,

A(t) €& uma matriz n xn e f estd definida em J x X com
valores em X,
Com relagao aos sistemas acima podemos considerar os se

guintes problemas:

(I) Para cada solugao y(t) # 0 de (1) existe uma familia
de solugcodes x(t) de (2) préxima de y(t) ? Quao grande € es=-

ta familia ?

(II) Para cada solugao x(t) de (2), x(t) # 0 para t2t,
existe uma familia de solugdes y(t) de (1) préozima de =x(t) ?

Quao grande & esta familia ?

E claro que existem diversas maneiras de considerar pro
ximidade de solugodes.
Em diversos trabalhos realizados nesta linha x(t) prd

zima de Yy (t) sighifica

coou x@w)-ye) 1L o
(3) 1lim t Ty O T] 0

t+oo

onde u > 0 & um inteiro.
O primeiro problema foi estudado por S. Faedo [1] e
E. Levi [3], no caso em que A(t) & constante, £(t,x) & 1li-

near em x e u =20,
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Z, Szmydt [9], usando o método topoldogico de T. Wazewski
(101, generalizou os resultados de Faedo e Levi, considerando
A(t) ainda constante, f(t,X) nao necessariamente linear em x,
HW=0 e u=2 onde £ & um inteiro ndao negativo associado a
cada solugao de (l). Além disso, ele deu uma estimativa para o
numero de parametros livres de que dependé a familia de solugoes
de (2).

Estes estudos foram feitos no periodo de 1947 a 1955.

Em 1965, N. Onuchic, usando um teorema bastante geral
devido a P. Hartman e N. Onuchic [2] (Teorema 1.1 deste trabalho),
generaliza o resultado de 2. Szmydt, no caso u = 0. N. Onmﬂﬁc
(5, (a) e (b)] 43 uma resposta positiva aos problemas (I) e (II)
considerando A(t) nao necessariamente constante.

Em 1973, ainda baseado no Teorema de Hartman e Onuchic,
H. M. Rodrigues [6, (a) e (b)] generalizou os resultados de Onu-
chic para o caso u 2 0 inteiro qualquer.

Em 1978, Rodrigues [6, (c)] realiza um trabalho parale
lo a esses para equagdes com retardamento. Basicamente as técni
cas utilizadas sao a formula da variagdo das constantes escrita
numa forma conveniente e o principio da contracao uniforme.

Em 1978, A. Spezamiglio [8], substituindo a condigao (3)
por

tpept | Ix(e)=-y() ]| _ 0

v Ty () 7]

responde positivamente aos problemas (I) e (II) para u =2 0 um
inteiro qualquer e p =2 0 um numero real. A técniéa utilizada
por Spezamiglio & também o Teorema de Hartman-Onuchic.

Este trabalho enquadra—se no mesmo contexto considerado

em Onuchic [5, (a)l, Spézamiglio [8] e Rodrigues [6, (a)l: Desta
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forma, depende diretamente do Teorema de Hartman-Onuchic. Nosso
objetivo central pode ser formulado do seguinte modo: dar con
digoes sobre A(t) (que nao sera necessariamente constante) e
sobre f(t,x) (qgue nao sera necessariamente linear em x) de
modo que os problemas (I) e (II) tenham respostas positivas, no

caso em que x(t) préximo de y(t) tem o seguinte significado:

x—

Ty ] pertence ao espaco de Banach

9 = 1l,x) a LZ(J,X).

Isto corresponde ao caso considerado por Rodrigues, quandou = 0,

com a condigao adicional de que

x—

Ty ] € integravel em ftg ).

No Capitulo 1 apresentamos alguns resultados basicos
que serao necessarios para os capitulos posteriores. Entre es-
tes resultados destacamos o Teorema 1.1 (de Hartman e Onuchic),
que tem importancia fundamental neste trabalho.

No Capitulo 2 analisamos os problemas (I) e (II). Nos
Teoremas 2.5 e 2.9 damos a resposta a estes problemas. ResSaltg
mos também o Lema 2.3 que trata da A(t)-admissibilidade de um
"par (B,D) de espagos de Banach e constitui a parte mais elabo
rada deste trabalho.

Finalmente, no Capitulo 3, damos algumas aplicagoes da
teoria desenvolvida, trabalhando com uma classe de matrizes A(t)

gque incluem as matrizes constantes e as matrizes periddicas.



CAPTTULO 1

PRELIMINARES

ESPA{OS DE BANACH MAIS FORTES QUE L(X)
0 TEOREMA DE HARTMAN-ONUCHIC

HIPOTESES SOBRE A MATRIZ A(t)

TRES LEMAS BASICOS

D-EQUIVALENCIA ASSINTOTICA RELATIVA

ESPA{OS DE BANACH MAIS FORTES QUE L(X)

Seja X =R" ou X=¢" e ||.]| uma norma em X. Se

ja J = [to,w) com tO 2 0. Denotaremos por L(J,X) o conjun-
to das fungoes definidas em J com valores em X e localmente
Lebesgue~-integraveis. Em L(J,X) consideremos a topologia da con
vergéncia em média de ordem 1, nos sub-intervalos limitados de
J, isto é:

n >f quando n + «» se para todo [a,b] < J,

b
J Ifn~f| + 0 gquando n + =,
a

Seja \B = B(J,X) um espaco de Banach. Diremos que B
¢ mats forte que L(J,X) se B estiver algebricamente contido
em L(J,X) e se convergéncia em B implica convergéncia em
L(J,X). *

Seja H(R) a classe de todos os espagos de Banach

B = B(J,R) ¢ L(J,R) que satisfazem as propriedades:

(i) B & mais forte que L (J,R);
(ii) se ¢ ¢« B, Y & mensuravel e |y(t)! =< [P(t)] em quase

toda parte, entao Y ¢ B e IW|B s lw!s;
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(iii) Xrt T © B para todo T 2 to onde
o

gao caracteristica de [ty TI:

(iv) B & lean no infinito, isto &, se VY ¢ B entao

X[to,T]‘w - P quando T =+ «, enm B.

Vejamos alguns exemplos de espagos pertencentes a H(R).

-

Exemplo 1. Seja o espaco Lp(J,R) ={f: 3J+R| f &
mensuravel e lflp é Lebesgue-integrdvel em J, onde l<p < =}
com a norma: !flp = [J Iflp]l/p.

J

O espago LP(J,R) pertence a H(R).

Exemplo 7. Consideremos o espago Lm(J,R) das fun-

¢goes reais f, mensurdveis e essencialmente limitadas em J,

com a seguinte norma: |f|_ = supess|f(t)|. Este espago nio per
tence a H(R). De fato, a propriedade (iv) nao esta satisfeita,
como mostra o exemplo a seguir: seja VP(t) = 1 para todo

L+ .
ted:Pel (J,R); observe-se que l\p-x[to’T].M°° =1 ©para

todo T e portanto,

X[to,T]‘¢ —A> 9 quando T + =,

Exemplo 3. Seja o espacgo L:(J,R) dos elementos { de

Lw(J,R) que satisfazem:

limess 9 (t) =0

t>oo

{isto &, ¢(t) coincide em quase toda parte com uma funcado P (t)

tal que 1lim ¥ (t)

torw

0).

0 espago LZ(J,R) com a norma induzida de Lw(J,R) per

tence a  H(R).

Exemplo 4., Seja ¢ : J + (0,#) continua e indiquemos
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por 8 =1L ,(J,R) o conjunto das fungdes ¥ ¢ L(J,R) tais que
o]
% € LO(J,R)- Em B, consideremos a norma: IwIB = |£

O espaco B = Lw,O(J'R) pertence a H(R).

Vejamos exemplos de espacos mais fortes que L (J,X).

Exémpto 5. Sejam Bl e B2 espagos de Banach mais

fortes que L(J,X). Consideremos em B = B1 n 32 ~a norma:

ohde I-ll e l-l2 indicam as normas em B, e B, respec
tivamente. | |

O espago B & um espago de Banach mais forte que L(J,X).
Para demonstrarmos esta afirmacao provemos inicialmente que B
€ um espago de Banach.

11‘2' LI uma Seqﬂén-

Seja (fn), fn e B para n

. ' N
i

cia de Cauchy em B. Desde que B para i = 1,2 se

gue que (fn) € uma seqliéncia de Cauchy em B, eem 82. Lo
B B
1

2 -
> f1 e fn _ f2’ Como B1 e B2 sao mais

go, fn

"fortes que L(J,X), temos: fn _£!£451_> fl e fn _£i£¢§l_> fz.

Como L(J,X) & um espago de Hausdorff seque, da unicidade do 1i-

- B
mite, que f1 = f2‘ Portanto fn . > fl' .
Mostremos agora que a convérgéncia em B implica a
convergéncia em L(J,X).
Seja (f ) uma seqliéncia em B com £, B s quan
B.
1

> f e do fato de B ser mais

1
_Ei£¢§1_> f o que conclui a

do n » «, Portanto fn
forte que L(J,X) segue que fn

demonstracao.

Dado um espago B = B(J,R) mais forte que L(J,R) po

demos considerar o espago B = B(J,X) = {f ¢ L(J,X) | ||£]]| ¢ B} com
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a norma: lf[B = lllfllls. E facil ver que B & mais forte que

L(J,X).

Exemplo 6. A partir de B = LW 0(J,R) podemos tomar
’
O espacgo

B = Lw’O(J,X) = {x e L(J,X) | ||x]] e Lw’O(J,R)}

com a norma

g = T L

Este espago B & mais forte que L (J,X).

Exemplo 7. O espagco D = Ll(J,X) n,L:(J,X), de acor

do com o que ja vimos, & um espago de Banach mais forte que L(J,X).

O TEOREMA DE HARTMAN-ONUCHIC

Consideremos os sistemas homogéneo e nao homogéneo:

(H) ¥y = A(t)y

(NH) %

A(t)x + b(t)

onde supomos A(t) wuma matriz g X g localmente Lebesgue-inte~
gravel em J = [to,w).
Sejam' B,D < L(J,X), B e D mais fortes que L(J,X).
Dizemos que o par (B,D) & A(t)-admissivel se para céda b e B
existir pelo menos uma solugao x(t) de (NH) tal que x(t) e D,
Sejam:
- B(p,D) = {x ¢ D | 1x|D < p} a bbla fechada em 7 de

raio p > 0;

- Cc(J,X) o conjunto das funcoes continuas em J, com
valores em X, considerando-se neste conjunto a topolo

gia da convergéncia uniforme nas partes compactas;



- § = B(p,D) n CC(J,X);

- S, a aderéncia de S em CC(J,X).

Diremos que x & uma D-solugao para X = g(t,x) se
€ solugao deste sistema em J e x ¢ D.

Consideremos agora o conjunto Xo,D ={f e¢X | aso-
lugdo y de (H) satisfazendo y(t ) =& pertence a D}. E
facil verificar que Xo,D é subespacgo vetorial de X.

Seja Xl,D um sdbespago vetorial de X tal que

X =X ® X

o,D 1,0

Tomemos © sistema:

(P) % = A(t)x + £(t,x).

&

Teorema 1.1. Seja A(t) wuma matriz n X n  localmen
te Lebesgue-integravel em J. Suponhamos satisfeitas as se-

guintes hipdteses:
(a) (B,D) ¢é A(t)-admissivel;

(b) para cada x ¢ S, £(.,(+)) ¢ B e a fungao
X €8S > f(,x(+)) ¢ B & continua em S, onde em S
estamos considerando a topologia induzida pela topolo-

gia Je CC(J,X);

(c) existe constante r > 0 tal que lf(-,x(-))[B < r

para toda fungao X € S.

Nas condigoes acima, existem constantes CO e K que

dependem somente de A(t), B, D e 'Xl D de modo que se
1

E € X

o o,p Satisfasz: COI]EOII + Kr < p, existe pelo menos uma

in

D-solugao x de (P) que satisfaz: Po,DX(to) = Eo onde Po,D n

dica a projegao sobre X

0,0’
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Observagao: como referéncia para o teorema acima, que

depende fortemente de resultados de Massera e Schiffer, ver

[2'3]0

para m

HIPOTESES SOBRE. A MATRIZ A(t)

'~ Seja B(t) = (by j(t)) uma matriz q % q.
14

Diremos que B(t) satisfaz a hipotese H se:

-

B(t) & continua em J;

bi j(t) = 0, qualgquer que seja t ¢ J, para i< 3;
[4
bi (t) = o + A(t), i=1, 2, ..., g onde ) satis-
Il t
faz a condigao: J R(A(s))ds é limitada em J (se z
t

- - o £3
€ um numero complexo, R(z) indica a parte real de z);

3

b, j(t) € limitada em J para i > Jj;
L4
=2, «o., g tem—-se:
' t ’ ter t1
Ijt?nynrl(tHPZ)dthPZJt bm—l,nrz(thPB)dtm—3"'Jt b2,l(5)ds!
1im ——2 S =
o0 _ £

Observagao: uma condigao suficiente para o Gltimo item

da hipotese H & que:

{
lim ij+l’j(t)| >0 para j =1, ..., q e bj+l,j(t) real.

£+

Diremos que a matriz A(t) satisfaz a hipdste H, se:
, 1 N

A(t) = diag(A™(t), ..., A (t)) onde:

Ak(t), k =1, ,;., N sao matrizes ny X ny satisfa

zendo a hipdtese H e

R(al) > ... 2 R(aN) onde Qe é o elemento constante

da diagonal de AN(t).

>0
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° TRES LEMAS BASICOS

Lema 1.2. Seja A(t) matriz q X q satisfazendo a
hipotese H. Entao, para cada solugao vy(t) Z 0 do sistema
(H) exziste um inteiro L, 0 < £ < g-1 tal que

0 < 1im —¥(E)]
tro te

Observagao: a demonstragao deste lema pode ser encon-

trada em [5.a (Lema 1)].

Lema 1.3. Seja A(t) = diag(Al(t), ..., AN(t)) matriz

satisfazendo a hipdtese H,. Entao para cada solugao y(t) #0
de vy = A(t)y existem inteiros i, £, eom 1 < i < N,
0 <2 < ni—l, tais que
0 < lim IIYéE;'Jt < Tim Ilyéﬁgllt < w,
towo tze i tow tze
Observagao: o lema acima pode ser encontrado em [5.a
(Lema 2)1].

Lema 1.4. Seja h wuma fungao nao negativa e Kk wumnu

\
mero inteiro, Xk = 2. Entao,

J {j .o (J h(ul)dul) .o duk} < »
t Ju u,

8e e somente se

(o]
I h(u)uk-ldu < o,
t

Obsenrvagao: o lema acima pode ser encontrado em (91].
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D-EQUIVALENCIA ASSINTOTICA RELATIVA -

Consideremos os sistemas:

y = £(t,y)
X = g(t,x)

onde f,g : [0,») x X =+ X,

Seja D um espago de Banach mais forte que L(J,X).

vamos definir o conceito de D-equivalénciavassintética
relativa para os dois sistemas dados: dizemos que os sistemas
sao D-relativa assintoticamente equivalentes se a toda  solu-
cao y(t) de y = f(t,y), definida no futuro, isto &, defini
da em algum intervaio da forma [t,»), com y(t) # 0 para to
do t suficientemente grande, corresponder pelo menos umarsolg
cao x(t) de X = g(t,x), definida no futuro, satisfazendo:

IT;II e D e reciprocamente.

Observe-se que a relagao: x ~y se e somente se

~T%§¥T— e D = Ll(J,X) n LZ(J,X) € uma relagao de equivaléncia

no conjunto das funcgoes continuas de J em X, nao nulas.



CAPITULO 2

0S PROBLEMAS

0S PROBLEMAS PZ e P

A DIMENSAO DE X
o,D

k]

2

ADMISSIBILIDADE
HIPOTESES SOBRE A FUNGAO

RESPOSTA AO PROBLEMA P]

RESPOSTA AO PROBLEMA P2

_f(t,x)

D-EQUIVALENCIA ENTRE DOIS SISTEMAS PERTURBADOS

0S PROBLEMAS P, e P

1 2

Seja A(t) wuma matriz satisfazendo a hipotese H, e

f : Rx X+ X uma funcao. Seja D = Ll(J,X) n L:(J;X). Consil

deremos os sistemas:

(H)

(pP)

vy = A(t)y

% A(t)x + £(t,x).

Nosso objetivo & dar condigOes sobre £ para gque os

sequintes problemas tenham solucao:

~ (P;) Dada uma solucao y(t) # 0 de (H), determinar uma fa-

milia de solugoes x(t) de (P) de modo que

XY __ ..
[yl
Além disso, dar informacoes sobre o nimero de parametros dos

quais depende essa familia.
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(P,) Dada uma solucao x(t) de (P) com x(t) # 0 para
t 2t >t,, determinar uma familia de solugdes y(t) de (H)

de modo que

IT;II ¢ D, para t = £ty
Além disso, dar informagoes sobre o nimero de parametros dos

quais depende essa familia.

Para responder estes dois problemas utilizaremos o Teo
rema 1.1. Das hipOteses deste teorema, a mais trabalhosa de ser
verificada & a hipotese (a), que diz respeito a admissibilida-
de. Por esta razao verificaremos a hipétese da admissibilidade
separadamente e isfo sera um resultado fundamental neste traba-
lho. Antes,porém, forneceremos uma estimativa da dimensao = de

XO,D-

A DIMENSAO DE X D)
0,

Lema 2.1. Seja C(t) A(t) - £I onde L 20 e um

t

inteino ¢ A(t) ¢é wuma matriz n X n que satisfaz a hipotese H.
Seja R(a) < 0 ou R(a) = 0, sendo que, neste ultimo caso, exi
ge-se também que £ 2 n+l. Entdo, toda solugao y(t) de

oo)’

= C(t)y pertence a D = Ll(J,X) n L:(J,X), sendo J = [to,

y

t, > 0.
Prova:
Fazendo a mudanca de variaveis:
x = thy

em V = C(t)y obtemos o sistema equivalente
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X = A(t)x.

Pelo Lema 1.2, para cada solugao x(t) # 0 de %x=A(t)x,

existe um inteiro m, 0 < m < n-1 tal que:

o
lim meR(a)t

L T

< o

~~

5\\.1

r'-___
!

Portanto, existe uma constante ¢ tal que

[ Ix(e) |1 .
= C
tmeR(d)t
donde,
l1x(t)|] < c.tMeR()E
Portanto,
(2.1) |ly@) || < c.£™LeR(®E

para cada solugao y(t) de y = C(t)y.
Vamos agora examinar os dois casos possiveis: R(a) < 0

ou R(a) = 0.

Caso 1: R(a) < 0.

-

Observemos inicialmente o seguinte fato: se P (t) e
\
um polindmio entdo, para todo € > 0 e T ¢ R existe uma cons

tante K tal que:

P(t) < Keet, para t > T.

Observe-se ainda que o resultado acima & valido mesmo
que ocorram expoentes negativos em P(t).
Seja € tal que 0 < e < =R(a) e P(t) = ctm-z. En

tao, de acordo com as observagOes acima, existem K e 1T com
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ctm-z < KeEt para t > T,

De (2.1) segue que

Ke(e+R(a))t

ly(e)!] < para t > T

e como e+R(a) < O resulta

lim |jy()]|| =0 e J Hy(e)!] < =
o tO <

donde, y ¢ D.

Caso 2: R(a) = 0.
Neste caso, temos de (2.1):

[ly(e)|] = ct™ %,

Como m < n-1 e =-f < -n-1 segue que

m-£ < =2,

Logo,
lim ||y(e)|] =0
t >0

e lembrando que to > 0,

® \
j Iy ()| ]dt < .
tO

Portanto, y ¢ D. o

Lema 2.2, Suponhamos t_ > 0. Seja. B(t) wuma matriz

. L k _
satisfazendo a hipotese H,, onde bi,i(t) = Yy + kk(t),

q+1) = e e
) =0 > R(Yq+r) 2 .. 02 R(YN) onde q =1 ou

Kk € Rlyy) 2 ... 2 R(Yq_l) > R(Yq) = Ry



13

Sejam:
a) L um inteiro fizxado, 4L 2z 0;

b) Sy = min{t-l,nk} se £ >1 e s_=0 se L <1, pa

ra k =q, g+1, ..., g+r=-1;

c) p = sq + ...+ sq+r-l + nq+r + ...+t 0y se gq+r-1l <N
¢ P = s, S Sq+r—l se q+r-l1 = N,
- . 1 o
Entao, dim Xo,D ; p onde D =L (J,X) n LO(J,X) e xo,D =

= {& ¢ X | a solugao y(t) de y = [B(t) - %I]y que satisfaz

y(to) = £ pertence a D}.
Prova:
Para cada k = g+r, ..., N, a matriz Bk satisfaz

as hipoteses do Lema 2.1 e portanto toda solugao yk de

(2.2) ¢ = (8%(e) - Lok

satisfaz
k
IIYIIEDII k=q+r' e
1 o
onde 01 =L (J,R) n LO(J,R).
Analisaremos a seguir os dois casos possiveis: £ <1
e £ > 1.

Caso 1: £ <1

Neste caso temos: Sy = 0 para todo k =qg,...,qtr-1

e portanto,



(2.3)

onde

k = g+tr,

pertence a Xo,D

oo,n

14
Seja

vyt ()

Y(t) = yq+r+l(t)

N (1)

o e o ¢ N, ykZO.

E claro que y(t) & solucao de

y = [B(t) - £Ily

Além disso, y e D.

Logo, a n-upla

gtr _gtr ag+r g+rt+l
’.

0,...,0,a2 ",a3 ",..., ,a
1 2 rh&r 1

K* Donde se conclui que

Caso 2: £ > 1

para quaisquer a? € R,

L ]

Tomemos agora o seguinte sistema:

yo o= : € solugao de (2.2)'para todo

-+ N N
ag v+l ,””,al,“.,aN)
qtr+l
k =qg+tr, ..., N,
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(2.4) % = [A(t) - %I]x

1]

onde A(t) €& a submatriz de Bk(t) que se obtém suprimindo—se

as n,-=s, primeiras linhas e colunas de Bk(t).
Para k =q, ..., g+r-1, R(Yk) =0,

A ordem de A(t) é

}

S = min{!,-l,nk

- e portanto

-1 = Sy
isto &,
L =z s * 1
Entdo, pelo lema 2.1 toda solugao x(t) do
(2.4) & tal que ||x(t)|| e D,.
Seja
B ]
0
0
(2.5) y*(8) = | ¢¥ (t)
k—sk+l
k
Yn (t) n, x1
Lk i
tal que
i yk N
nk—sk+l
x(t) = .
k
y. (t)
"

sistema
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€ solugao de (2.4).
Segue pois que yk(t)v € solugao de (2.2) e
,fYk(t)!| e Py para k =g, ..., gtr-1.

Tomemos agora a fungao

onde yk é solucgao de (2.2) para k = g+r, ..., N e
tipo descrito em (2.5) para k =g, ..., gtr-1.

E facil ver que:

Y & solugao de y = [B(t) - %}y e
P e D,

Segue, portanto, que qualquer n-upla do tipo:
+r- +
co_l(O,...,O,aq,...,aq r l,aq r,...,aN)

pertence a Xo,D’

onde
ak = col(a?,ag,...,aﬁ ) para k = g+r,...,N
k
k.___w____'_.._l
n componentes
k _ : k k
a - col(o,.-.’O,ank__sk+l,ank_sk+2,..o,ank)

k =qg,...,q+tr-1,

para

é do
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Logo,

i ' > = .
dim XO,D 2 §_+s + ... +n p-0

g g+l e sq+r-l+nq+r
ADMISSIBILIDADE

Consideremos uma matriz A(t) satisfazendo H’ e

h : J » R, continua, que satisfaca a sequinte propriedade:

J S 1 (£) fnt dt < o
t
(@]

onde t >0 e s+l = max{nk, k=1,...,N}.

Pode-se demonstrar (ver [9]) que existe uma fungao
Y : J > R tal que

v =21

P & continua

P(t) > = guando t > «

J P(E)h(£)t5 Lntdt < o

o

Seja Y = ﬁwh onde M > 0 & uma constante.

Consideremos os espacos de Banach:

B = Lw’O(J,X) e
1 -
D =L (J,X) n L (J,X)
Lema 2.3. Seja B(t) uma matriz satisfazendo as hipo-
teses do Lema 2.2, com a restrig&é: b? L (t) = Yy Entao o par

'1
0

(B,D) €& I[B(t) ~ %I]-admissivel, onde < £ <s, L 1inteiro.
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Prova:

Seja

- i

Consideremos o sistema:

(2.6) ¥ = [B(t) - §Ily + g(t)

Este sistema pode ser decomposto em N sistemas:

2.1, ¥ = 8%t - %xjyk + ).

Vamos dividir a demonstracao em trés partes:

Caso 1. 1 < k < g-1

12}

Caso 2. q < k g+r-1

NN
2

Caso 3. qg+r < k

Para cada k, existe uma solugao de (2.7)k da seguin

te forma:
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r 7
k
yl(t)
v = |
k
i_ynk(t) n, X 1
onde
Kty = ot(e) + + oy, 1=1 n
Yi l i ! i . ’ k
com
. t Y
om(t) = mel(tl)dtlj°° b2(t2)dt2 .
L
[y, - =Jdrt
tm—2 tm—l , Jtm k T
L bm_l(tm_l)dtm_ljw hy L(te at_,

onde h, (t) & combinagdo linear de componentes de g(t), des
L4

de que seja garantida a convergéncia das integrais, onde

m=1, ..., 1 e cada bj(t) € elemento nao diagonal de Bk(t)

-

e, portanto, bj(t) é limitado. Assim, existe P > 0 tal que

ij(t)l < P, para todo t 2 t.

Em cada caso mostraremos que a m-upla integral acima é

convergente, c;(t) + 0 gquando t + » e j Io;(t)ldt < @
%
para todo i =1, ..., n, e m= 1, 2, ..., i.

Desta forma, teremos mostrado que

yi(t) + 0 quando t -+ © e 'J ’Iyi(t)ldt < o,
%
isto &,
n n
e =1t@,eX o01@,EX
ny o

)

onde E =R ou C, e assim
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pertence a D, conforme queremos.

t t

_ _ 2 _ _ m, £

It Ly = Fidt = v (e=t ) + Kn(j?) .
m

Assim,
t.
J [Yk - %de
t R{v,)(t=t_ ) t
e como existe P > 0 tal que {bj(t)l < P para todo t 2 t_

e para cada Jj, existe ¢ > 0 tal que:

i (>} [e ] [0} » OO
Iom(t)[ < cJtdtljt dt, ... Jt dtm_ljt lhi,m(tm)l'
_ 1 m-2 m-1
Riy,) t
k m, £
. € (j;) dtm

Como foi suposto que g € L‘p 0(J,X), temos que % é
14
essencialmente limitada em [to,w). Existe pois M > 0 tal

que |g(t)| < My(t) g.t.p. Assim, da desigualdade acima, resul

ta que
(2.8) Ici(t)l < KJ dtIJ dt2 “es
t tl
© o Riv,)(t-t ) t
. k m m, £
jt atm_ljt Vit e D tat
m-2 m=-1

onde K = cM,
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Passemos agora a analise dos treés casos.

IA
e
IA

Caso 1: 1 g-1. Logo, R(Yk) > 0.

Existe T z‘to tal que

R(Yk)t

e -
—7 € crescente para t 2 T,

t

Da afirmagéo acima e da desigualdade (2.8) segque qué, /

para t > T,

Ioi(t)l < K[wdt - dt - P (t )eR(Yk)tm
m' T 1 2 " m'- .z
t t t t
1 m-1 m
-R(y, )t
. e k m.tldt ’
m m
isto &,
i [o o] [s0]
(2.9) Iom(t)l < KJ dtlj dt, ... J( pt)at .
t t1 tm--l

Como, por hipbtese,

J W(T)Ts dt < » e m-1 < s < s+l

o

temos que

f W(T)meldT < o,

t
o

Segue entao, do Lema 1.4 que:

, Itdtljt dt2 cen Jt w(tm)dtm < o,
fe) 1 m-1
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Jtdtlj at, ... Jt w(tm)dtm + 0 quando t + = e, por

m-1
tanto,

loi(t)l + 0 quando t »> o,

De (2.9) temos:

&i o0
o_(t)]dt < KJ dtJ dt J dt, ... J p(t_)dt .
IESCE EL N RPN (R TURE TR

Como

J w(u)umdu < o,
T

segue do Lema 1.4 que

(> [+ o0 [e <]
[ dtJ dt J dt, ... J p(t )dt < =,
1 2 m m
T t tl .tm-l

Logo,

© . T . © .
i - 1 1 o
Jt log (t) |at = Jt Iom(t)ldt + JTlcm(t)|dt < o,
O o]

Conclusdo do Caso 1: para 1 < k < g-1, com a hipdtese:

J w(u)us+1du < @ temos: yk e D_ .

t Dy
o
Caso 2: g s k < g+r-1l. Logo, R(Yk) = 0.
Neste caso, a desigualdade (2.8) torna-se:
(2.10) 1oi(t)| < K (»dt ) dt L Y (t )tzdt
’ m = EI e e 2770y m m om°

m-1
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Analisaremos os seguintes sub-casos:

Caso 2.1: £

Caso 2.2: 2 >

Casc 2.1;1:

A

J’Z.I.I: £ =0
0 2.1,2: ¢ =
L3: 08 = 2

~N
.
—

( 2.2.1.1: lsisn - (£-1)
2.2.1: n-(-1) > 1
2.2.1.2: i>n - (L-1)

2.2.2: n-@-1) <1

Da desigualdade (2.10) temos:

i (e
(2.11) Jo (£)] = KJ dt

Desde que

t
O

segue do Lema 1.4 que

Jt dtl[t dt2
o 1

e, portanto,

[oo [ o}
ey a
t 1 tl 2

rm

1, e jt b(eat

1 -1

J w(u)um-ldu < o

Jt w(tm)dtm < o
m-1

oo
Jt w(tm)dtm + 0 quando t -+ o,
m-1

De (2.11) segue que

lo;(t)l >0 quando t > ® e
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oo ) ®© o . OO P00
i .
Jt lo,(t) lat < jt dtjtdtljt dt, ... It, vl )de
o) o "1 m-1

Como,

I w(u)umdu < ®
to

segue, do Lema 1.4, que:
It dt( dtl[ dt2 e Jt lb(tm)dtm < o
(o) 1l m-1
e, portanto,
i o
Jt lod(e)jat < w.
(o}

Conclusao do Caso 2.1.1: para R(yk) =0, ¢ =

® +1 k
'I w(u)us du < », tem-se y € D
t
o

nk‘

Caso 2.1,2: ¢ =1

Da desigualdade (2.10) temos:

o«

i K(” ®
(2.12) Icm(t)l < EJ dtlj dt, ... J vt )t dt .
t Ty tn-1

Como, por hipdtese,

I W(s)ssm_lds = f Y(s)sTds < w
%% ts

seque de (2.12) e do Lema 1.4 que
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[o;(t)[ + 0 quando t »> ®» e

Jt Iom(t)ldt < Kft ??Jtdtl[t dt, ... It vt )t dt
o o) 1 m-1

Calculando por partes a integral do segundo membro, te

mos:
o . roo © o o] : o0
1
ft [om(t)ldt < K{ﬁntJtdtlJt dt, ...Jt vle )t dt .
o) 1 m=-1 o
+ J£ zntdtjtdtzjt dt, ... Jt w(tm)dtm} =
o) 2 m=-1
. rm [oo] [e+]
= K{tig zntJtdtlJt dt, ... Jt w(tm)tmdtm +
1 m-1
- zntoj dtlJ at, J w(tm)tmdtm +
t t t
o} l m-1
+ Jt ﬂntdtjtdtzft dt, ... [t w(tm)dtm}
o} 2 m-1

Como a fungao {nt & crescente e t 2t ,2...2 %2t

temos que:

o] [} Q0 (o]
i .
I \om(t)ldt < K{llmj dtlJ dt, ...J Yt )t fnt dt +
t trwl £ t t
o 1l m-1

dt, ... Jt vt )t dt o+
o 1 m-1

[o 4] [+ o] e o] (oo
+ ft dtjtdt ( dt, . w(tm)tmﬂntmdtm}.
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e que
©0
I w(u)umZnudu < ®
t

e portanto

L.~}
I p(w)uTau < w

i

segue,_do Lema 1.4, que

[> ] o0 o0
Jt dtl[t dt2 cos Jt w(tm)tmgtm < »,
fo} 1l m-1

e portanto

%igjfdtlj dt2 cee J w(tm)tmtntmdtm =0,

Temos, portanto, que:

j ok (e) gt < =.
t
(o)

Conclusdo do Caso 2.1.2: supondo R(Yk) = 0,

® +1 k

I \Mu)u-s £nudu < », tem-se: Yy ¢ Dn .

t k
o



27
Caso 2.1.3: £ = 2

Da desigualdade (2.10) temos:

o

i K L -} Z
[am(t)( < ;ijtdtlJt dt, ... It (e ) tpde

1 m-1

e portanto,

[+ 2}

(2.13) £¥fol(t)] s KJ dtIJ dt, ... J vie tlat_
t tl t '

m-1

Pelo Lema 1.4, a convergencia da integral
oo (o] oo 2

ft atlf at,, ... J vt )t2at

m’ "m m
tl tm—l

equivalente a convergéncia da integral

™

J W(u)uzum°ldu = J vw(u)um+ldu.
t

(e o)

de modo que
m+l < s+l.

Assim, a hipdotese assegura a convergéncia da Ultima in-
tegral e, portanto,

[oo [e o] [~ ] 2
dt-J at, ... J Pt Itidt < o
£ 1 £ 2 £ m’ m m

o) 1l m-1



28

e
1imr°dt Tat, ... [ weoedar = o
towl g Lig. 2 Jt m’mTm )

1 m-1
Segue de (2.13) que
(2.14) 1im t?|oi(t)| =0, 1 54 s n.-1
: m ’ - - 7k

tyro

e também que

A

tlci(t)ldt
[, el

K =—! dt dt, ... Yt )t dat
t t 1 2 t
o (o) 1 -1

m m m

Resolvendo por partes a integral do segundo membrb,

(-3 - o0
i ' . 2
ft tlom(t) |t < K{ tﬂ Kntftdtljz at, ... L Ip(tm)tmdtm
o 1 m-1

-4

(o] o«
2
dtljt dt2 .ee Jt w(tm)tmdtm +

- In tth
o 1 m-1

(=] oo

® 2
dtzjt dt3 J w(tm)tmdtm}.»

+ J EntdtJ
t t to-1

o 2

Como a fungao {£nt & crescente e t's t) s tz S .05t

tenm-se:

o . 00 © . 2
t]ol(t)|dt < K{limrdtj dt, ... J Y{t )t 4nt dt
Jt m R lt 2 ° £ m m  m m

o} 1 -1

dtljt dt2 It "’(tm)tmdtm +

o« o« [+ ©

2
+ Jt dtjtdt.zft dt, ... ft lp(tm)tml’,ntmdtm}
(o) 2 m-1
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Comb m+l < i+l < n < s+l temos, por hipodtese,

m+llnudu < o,

f v (wu

Pelo Lema 1.4 temos entao:
0 o) (o] 2
f dtljt dt, ... J Pt )t dnt < w

to tm-l

Portanto,

-1} o0 oo

, 2
limJ dt J dt, ... J p(t )t L&nt_ = 0.
trolt T tg 2 tep oo

Logo,

-1

(2.15) J' tlci(t)ldt <, para 1< 1i<n
¢ m'-’ _

o

De (2.14) e (2.15) concluimos que

(2.16) tzly?(t)l + 0 quando t + » e _J t{y?(t)ldt < w
‘ & |
o
para 1 < i < nk-l.
Consideremos agora i =r = n .
A coordenada yt(t) devera satisfazer a seguinte equa

cao diferencial:

=ty - LR v ot + Eo

onde

r .k k x Kk
oo (t) = br’l(t)yl(t) + ...+ br'r_l(t)yr_l(t).
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Observe-se que as coordenadas
foram encontradas acima.

De (2.16) segue que

£21o(t) ] » 0

I Ct]oF(t)lat <
tO

Uma solugcao da equagao diferencial acima é da forma:

t

j [Yk - %]d'r
k t u
yr(t) = J e

quando t +

k
yl(t) ~er Y1

e

[oF (u) + gﬁ(u)]du

t
Lembrando que R(Yk) = 0 e portanto,
t
£
Iu[Yk - ?JdT
le | = &t
temos:
lyt(t)l < ij Io (u) |du + —ZJ tlgk(u)ldu
tt, %
e como
k
lg (0] s Mp(t) e £ =2
temos:
t t
(2.17) |v¥5@) | s JLI u?|o% (u) |du + lij u?y (u) du.
r 2 2
t/t t7't
o o
Portanto,
t s
(2.18) tlyS(t)] < %f u?|o% (u) |au + %j w2y (u) du.
t t
o o

(t)
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Pela regra de L'Hospital, temos:

t
lim %[ u?|o% (w) |du = lim t?|oF(t)| = 0
tro tO t >

Por outro lado, desde que £ < s e £ =2, temos que

s 2 2 e portanto s+1 = 3. Assim, por hipdtese,
® 3
u P(u)du < =
t
o
donde,
t
lim %J w?y (w)du = 0
tr t
o
Assim,

t]yt(t)l + 0 quando t + =,

De (2.17) temos:

oo c© t )
ka(t)ldt < = u2|cr(u)|du +
r 2
t t t7/t
o o o

Resolvendo por partes a primeira integral do segundo mem

bro, temos:

o0 t .
J lyk(t)ldt < - lj uzlor(u)]dul 4
g % tle BTN
(@] (o]
o o t
| %@ fat +m| Ll WPpau =
¢ T 2 |

't t
o o
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t

1 t 2, r ; ® r
= lim - —J u“lo” (u)|du + J tlo™(t) |dt +
t t

t>

Conforme ja vimos acima,

t
lim %J uzlcr(u)ldu =0
t>oo t

J tlof (t) |t < =
t

t
J u P (u)du < cl < ®
t

o

Portanto,

® t o C
I QEJ uzw(u)du < J —;dt < o,

2 2
tot to tot

Das desigualdades acima resulta:

[~
I lyl;(t)ldt <,

t
o]

Dos resultados obtidos segue que:

Conclusao do Caso 2.1.3: supondo
e [ w(u)u8+1£nudu < ©, tem-se: yk e D
t .
o

Assim, encerramos o Caso 2.1.

Dy

»

R(Yk)
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Conclusao do Caso 2.1: supondo R(Yk)v= 0, £.s5 2 e

o]
J W(u)u5+l£nudu < o, tem-se: yk e D
.

o]

nk'

Caso0.2.2: L > 2
Caso 2.2.1: nk—(ﬂ-l) 21, £ > 2
Caso 2.2.1.1: £ > 2, nk-(l’_-l) >1 e lsisnk—(ﬁ-l).

Como m < i, segue que

m < nk-(ﬂ—l)

‘e portanto

m+l-1 < ny < s+l

Da desigualdade (2.10) temos:

eHoler| < KJ .

[eoe) [+ 4] £
dt J dt, ... J p(t_ )t dt
1 £ 2 £ m m

t 1 m-1

Como m+{l~1 < s+l1, da hipbOtese tem-se:

J W(u)um+£—ldu < o,
. to

Do Lema 1.4 segue, entao, que
T ae. [ at T ovieatlar < o
£ 1l £ 2 °°° ¢ m m m
1 m—-1

Portanto,

) [ ] . [« o] o 2 _
iiz[tdtljt dt2 . Jt w(tm)tmdtm =0
1 m-1

© que implica:
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(2.19) 1lim tzloi(t)l =0

£+
Ainda de (2.10) temos:
[ R c ) [ ©0
tt'llol(t)]dt < k| St gt dt, ... Y (t )tzdt
m 1l £ 2 m
1l -1

t m m
to to t

Resolvendo por partes a integral do segundo membro e

lembrando que Int & crescente, temos:

Jt t lom(t) ldt < K{-intoft dtljt dt2 Jt w(tm)tmdtm +
o e 1 m-1
. Qo [o] o0 z
(2.20) + iﬂjtdtlyt dt2 It w(tm)tmzntmdtm +
1 m-1
+ r dtrodt ro v (t )tzﬁnt at_}
2 "7 m’ m m m
t t t
lo} m-1

Como m+{f{-1 < s+l segue que

m+f-1 ®

J Yy (u)u du < ©» e [ w(u)um+£-1£nudu < ®
t t

(o] (o}

Pelo Lema 1.4 temos:

[+ o] [+o] [ ] £

Jt dtlft dt2 .o [t w(tm)tmdtm < ®

fe) m-1

e
T ae. | ae T s elnt at. < o
e 1 2 °°° m m m m
t t
0 1l m-1

e portanto,
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) fe o] [ o] > o] K _
lim J dtlj' dt2 “es J w(tm)tmzntmdtm = (
tro Jt t, too1

Segue de (2.20) que:

(2.21) f e ol ey lat < .
t ] m
(o]

De (2.19) e (2.21) temos:

Conclusao do Caso 2.2.1.1: supondo R(y,) =0, &> 2,
1l < i< nk-(ﬁ-l) e J w(u)us+1£nudu < », tem-se:
. t

o
k(t)\ =0 e J tz_llyk(t)jdt < w,
1 t 1

O

(2.22) lim tzly

>0

v,

Caso 2.2.1.2: £ > 2, n=-(£-1) 1 e i>n--(-1).

Seja i = nk—(K-l) + r onde r =1, 2, ..., 2-1.

it

Para < l temos: i = nk-(l-l) + 1. Neste caso a

i~ésima componente de yk é dada por:

t
L
(2.23) yi(t) = [ e Ecl(u) + gi(u)]du
to
onde
i <.k k k k
o~ (t) = bi'j(t)yl(t) + ...+ bi,i-l(t)yi—l(t)

Desde que b? j(t) € limitada e para cada j = 1,2,...
, _

..,i41 = nk—(Z-l), y?(t) satisfaz (2.22) segue que

(2.24) tE}Gi(t)l + 0 guando t -
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(2.25) J el ot (0) Jat < =
t
[e)

De (2.23) temos:

t

| t .

£, i M L

]yk(t)| < ]'J u o7 (u)|du + j u ¢ (u)du
1 Ll AN

o)

o

_ t . t
(2.26) tt Hyfw ] s %J uf ol (u) |au + %J ufy (u)dqu
t t

o O

Como uzw(u) é positiva e integravel em [to,w) temos:

t P
I uzw(u)du < J uzw(u)du = C2 < ®

tO tO
Logo,
t
1im %f aby (w)du = 0
tro tlg

o)

Além disso, da regra de L'Hospital e de (2.24),
1t 2,4 ¢ i
lim —J u o (u)|du = 1lim t |07 (t)] = 0.

t
t >0 tO T+

Portanto, de (2.25), tem-se:

1lim tzflly

t2o0

k = = oh = (fe
i(t)| =0, para i =n.-(£-1) + 1.
De (2.26) segue que:

o0 t .
Iy?(t)!dt < Jt —7( uzlol(u)ldu +

t -t
o o] o
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Resolvendo por partes‘a primeira integral do segundo
membro e usando os resultados (2.24) e (2.25), tem-se:
o t . t .
J Q%J uzlcl(u)ldu = - J ullol(u)ldu[: +
tot to tO o

=

o . t R
+ J %ttlcl(t)ldt = lim - %J uzlcl(u)ldu +
tO tro tO

+ J tz-lloi(t)ldt = lim - teloi(t)l
tO to

+'j 7 ot (0) Jat < =
t
(o]

Além disso, a segunda integral do segundo membro tam-

bém & convergente, pois

t -
I uzw(u)du < J uzw(u)du <
t

tO @)

e portanto,

f u w(u)du < o,

g—ﬂ
NJ“

Em vista dos fatos acima, segue que:

b 2-2
J Iy (t)|dt < » para i = nk-(£~l) + 1

o
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Vamos supor que tenhamos mostrado para todo r,

l<sr<qg onde gq< £-1, que

tf.- (r+1) ! y

%o

(2.27) lim tz_rlyi(t)l =0 e I ?(t)ldt < ®

t>c0

onde i = nk—(ﬂ-l) + r.
Mostremos que para J = nk-(t-l) + g+l < n, ainda va-
le (2.27), isto &, que

lim tz-(q+l)!y§(t)l =0 e f tz-(q+2)ly§(t)l < @

tr to

Isto encerrara a prova, por indugao, de que (2.27) vale para to
do i = nk—(ﬂ—l) + r onde 1< r < £-1,

Ja vimos (2.26) que:

t
k 1
(2.28) |yK(e)| < f

. t
uzlcj(u)ldu + l%j uZW(u)du '
t o ‘ t ‘'t .

o
onde
Joy o vk Koy o . Lk X .
Mas bk ., @ limitada e para i = l,2,...,j~l=r&f(&dj+q
J.1 _

vale a hipdtese de indugao estabelecida em (2.27). Portanto, co-
mo L-r 2 f-q temos:

lim tz_qui(t)| =0 e J tz_(q+l)}y§(t)1dt < ®

treo to

Das considerag¢Oes acima temos:

1in 57963 () =0 e J @) T ey jat < o

£ t,

De (2.28) vem:
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L (arl) |k

t .
lyo(e) ]| < 1 J uzloj(u)ldu +

J g+l
t tg

M

[
—_— u Y (u)du
tq+l

to

Mas, pela regra de L'Hospital,

t . L2, 3
lim ];IJ uﬂloj(u)ldu = lim —& [o” (&) |
t>o tq t+ o0 (q+1) tq

tz-qloj(t)l
g+l

= 1lim
t >

Além disso,

t ) o
J uzw(u)du < J uzw(u)du < J us+1¢(u)du < @
' t t

t
o o} o}

donde,

]
(o)

t
lim —§%TI uZW(u)du
torx t

Logo,

1im tz- (g+1) 'yk

.(t)| = 0 para j = ny - (£-1) + g+l
tro 3

De (2.28) témos ainda:

[oo}

© : t i '
J 7@ 1K (g Jae < J -9§7—J uwtod (u) |au +
£ J tg t9 t

(o] o

(2.29)

[ t -
+ MJ —g.}z—[ oty (w) au
tO t tO

Calculando por partes a primeira integral do segundo

membro, temos:
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= t . : t ; oo
[, ], sl w e - ] fled w el
to t tO (q+l)t tO o
) £ | : 4 (t 3

+ J tTlo (tli dt = 1lim -1 +.l j u£|03 (u) |du +
t, (g+1)t4 tre  (q+l)t? ts '

1 (7 L=(q+1) ] 1 [T e=(g+l) 3 .
+ E:T{t t lo’ (¢) [at = EITJt t o (t) |at <
(o] O

Quanté a segunda integral do segundo membro de (2.29),

temos:

[co ae t 2 (00 at -] 2

; _-WJ u w(u)du < ) _F—Z—I u U}(u)du <

tO t to to t to : .
pois

J ulw(u)du < o

t

o

e

q+2 =2 2,

Em vista do exposto seqgue de (2.29) que

J tzf(q+2)1y§(t)|dt < ®, j =n.-(£-1) + g+l

t
o

© que encerra a prova por indugao. Assim, temos:

Conclusdo do Caso 2.2.1.2: supondo Riv) =0, &>2,

e i = nk-(ﬂ-l) +q com 1< qgs< £-1 tem-se:

tz-qu?(t)l > 0 gquando t > ®
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f tz'(q+l)ly§(t)!dt <

%

Lembrando que, para £ > 2 tem—se £-1 > 1 e que
q < £-1 implica £-(g+l) =2 0 e L-qg 2 1, temos, das conclu-

soes dos casos 2.2.1.1 e 2.2.1.2 que:

IYE(t)} + 0 quando t +

J |y§(t)|dt <
t
o}

qualquer que seja i = l,2,...,nk, 0 que conclui o caso 2.2.1.

Cancﬂua&o_do Caso 2.2.1: supondo R(Yk) =0, £ >2e
nk-(ﬂ-l) > 0, com a hipdtese de que J ts+1£ntw(t)dt < o,
A t
tem-se: yk € Dn . °
k

Caso 2.2.2: R(Yk) =0, £>2 e nk-(l—l) < 0.

Para m = 1, da desigualdade (2.10) temos:

IA

i K (© 2
lcl (t) l ::_—E-[tw (tl)tldtl
e, portanto,

Ly i ® 4
toloy(t)]| = Kth(tl)tldtl
Como £ < s+l, segue da hipdtese que

=) | 2
Q

e, portanto

N S S
lim {tw(tl)tldtl = 0.

t>o
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Logo,

lim tzloi(t)l = 0.

torx
Além disso,

oo Z 1 ’ o] f°° z
Jt t !ol(t)|dt < Kjt dt} ¥ (t,) £ dt

£ 1

o o
Como - £+1 < s+l1, da hipotese temos:

j vty lae < o
e

o
e assim, do Lema 1.4, segue gue

boodel p(t,)tydt, <
)to £ 1771771

Segue entao que

. po@ 46 .

J t"loy(t) [dt < =

t
O

Seja agora m = 2. Da desigualdade (2.10) temos:

tzlcg(t)] < KJ dt (

L
¥ (t,) todt
e N 2’52

2
1

Como ja vimos
Jm dtljm W(tz)tgdtz < ®
t t
; assim,

lim j dtlf w(tz)tgdtz =0.
£ It Jtl



Logo,

lim tzﬂo
oo

Por outr
tO

Znt( dtl
le

lim [mdt
tr o ‘Lt

A

Int J 4
o

t
O

. J<>o at (oolp
t  Jt
O

Como

!m p(t)t

t
(o}

J Vi)t
tO

e, portanto, pelo

Jm dt(mw
tg Je
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i -
o lado,
cé(t)ldt < K( dt
Jt
: o

® 2.
j lb(tz)tzdt2 + J
&

® L
lJt w(tz)tzlntzdt

k

® 2
tlJ w(tz)tzdt2 +
€

£
(tz)tzﬁntzdt2

t

2

o0 [+ z
at J v (t,)t5at
Jt 1), V2 %%

o

ZntdtJ

+

1

o«

t

a
w(tz)tzdt

£+1 < s+l segue, da hipotese, que:

£+lKntdt < ®
£+ldt < ©

Lema 1.4,

e
(tz)tZdtZ < o

2
w(tz)tzﬂntzdt2 <

[}

2

iN
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E deste Gltimo fato, temos ainda,

. o ) 2 ~
lim Jtdtljt ¥ (t,)t lnt,dt, = 0

o0
Dos fatos acima, segue que

[ oS eae < =
t :
(o]

Como

yi(t) = o7(t) e yE(t) = o(t) + o2 ()

seqgue, das conclusces acima, que

(2.30) 1im t¥]y¥(t)] =0 e J 27115 e |at < =,
toroo * t, *

para i =1, 2.
Vamos agora provar que

(2.31) lim tz—rlyk(t)l =0 e J tz_r_l|yk(t)|dt < o
oo * t, *

para todo i = 2+r, r = 0,l,2,...,nk—2.

Faremos a prova por indugao sobre r. Para r = 0, te

mos i = 2 e ja vimos que neste caso vale (2.31). Vamos supor
gue para todo r, com r < 0 < nk—2 vale (2.31). Seja j=2+p+1.

Mostremos que (2.31) vale para i = j, isto &,

lim t

tor

z—(p+1)|yk

j(t)l =0

J tz_(p+l)-1|y§(t)ldt < o

%
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Ja vimos que

t . t v
(2.32) |y¥(t)| < th Tzlol(T)|dT + A%J TKW(T)dT
J t e, tt

onde

k
3,1Y1

k

t + ... + b, .
() j.i-1

3 -
o- (t) vb (t)yJ 1( ).

Como r < p temos: £-r 2 £-p e L-r-1 = L-p-1.Além
disso, £-p < £ e £-p-1 < L. Segque entao, da hipdtese de in-

ducao e de (2.30) que
lim tz_ply?(t)l =0 e J tz-p-lly (t)[ < o
ot

-0
t (o}

pafa todo i =1,2,...,3-1. E desde que b? i(t) € limitada pa
yitT _

ra i=1,2,...,5-1, temos:

(2.33) lim t£_0|0j(t)l =0 e J Sl llo (t)l < @
t

t~>o00
(o)

De (2.32) temos:

t .

L= (p+1), .k 1 £).3 v

t ij(t)ls tp+1jt 7o’ (1) |dT +
o

t
M J 2
+ T ¢(T)dT
gPtl t,

Pela regra de L'Hospital e por (2.33) temos:

t ) 2, 3
lim +1J zloj(r)ldf = lim t" o (g)[ _
t>oo tp O t_)w (p+l)tp
L-py 3
o s T Plod(e)
= lim p+l ‘_ 0.

t>o
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Como Tzw(T) > 0 temos:

¢ t ) v
J le(T)dT < J T£W(T)dT =C, < ®
t

2
ts o
Assim,
t | MC
0 < 1lim —E%IJ Tzw(T)dT < lim ——f% = 0
tro tP ty tre tP
Portanto,
t
lim ‘J%TJ y(nar = o
tew tP t,

Podemos agora afirmar que:

lim tz-(p+l)y§(t) =0

t>o

De (2.32) temos:

© @ t i
J tﬂ—(p+l)-l|y§(t)|dt < I“ __QE__J oI (1) far +
t

p+2
to o t to

® M t o2
+ I —_"¢7—dtj Ty (t)dr
t, tP £,

Fazendo por partes a primeira integral do segundo mem-

bro e aplicando (2.33) temos:

L t . ' t .
dt J ﬂl 3 _ -1 j L2, 3 o
™10 (T)IdT S T lo’ (T)IdTI +
Jt £9%2 I e+ eP e %%
o (o] (o]
® 1 Ly 3 1intae
+ J S S— IU (t)ldt =
£ (p+1)tPFL

o
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. 1
-lim - -
tre  (p+1) P

t ' . ,
J‘ 163 (q) |dT ¥ pilj 270713 (4 ja =
t

o ‘ %
R 1 (% L-po-1y 3
1im —E o3 (e) | —J 103 (£) Jat < o

tro (p+1) p+l t,

Temos agora que

I g+ =1 Ky 1ae < w
. j

(o]

-0 .que encerra a pfova de (2.31). Portanto, para todo i = 2+r,'

r=20, 1,

e para

.oy nk—Z temos:

L- | ® fer-1, k.
lim t rly ()| = e J £°r Iyi(t)|dt < »
troo t

o

=1 3ja provémos que

L Lk
lim t |y (t)] = e J t Iyi(t)ldt < ®
>0 tO o

Mas se r s n -2 entdo {-r 2 z-nk+z;
Por outro 1ado, nk-(l-l) < 0, donde,

£ - n,_ 21,

k

Logo,

Lf-r 2 3 e L=-r-1 = 2,

Portanto, podemos garantir, a partir do resultado obti

do por indugao e do resultado obtido para 1i- =1 (lembrando

que aqui

£ > 2) que:

«©
1im Iyi(t)l e I ny(t)ldt < ©
t>o0 to »
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para todo i, 1l =i

N

n,, o que conclui o caso 2.2.2.

Conclusdo do Caso 2.2.2: supondo R(Yk) =0, > 2,
e ny- (£-1) < 0, com a hipdtese de que I ts+l£ntw(t)dt < », tem-
- ' t
k o}
-se: y e D_ .
Ny
As conclusodes dos casos 2.2.1 e 2.2.2 nos permitem. es~

crever:

Conclusao do Caso 2.2: supondo R(y) =0 e L > 2,

com a hip&tese J £5*1onty (t)dt < » temos que y~ € D
. |

o

My
- As provas dos casos 2.1 e 2.2 concluem o nosso caso 2.

Conculsao do Caso 2: supondo R(yk) = 0, com a hipd-

tese J ts+l£ntw(t)dt < © tem-se que yk e D_.
R :

_ Ny
(o]

Caso 3: qg+r < k < N. Logo, R(Yk) <0

Ja vimos que uma solugao de (2.7)k tem componentes da

forma:
YE(E) = 0} (6) + o3(e) + ...+ oi(6), 1=1,2,...my
onde v |
4 . t B t : ‘tm-'.Z
_dm(t) = [t bl(tl)dtljt bz(tz)dt2 ...It bcﬁwihﬂﬁhl’
o o o -
(2.34)
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Seja 0 < § < —R(Yk). Temos que:

Ly, = =Idt _ u, £
a kT Yk(t'U)ezn(E)

vy (£=u)
e o =e e'k (E)Z

t

Portanto,

J Yy = Fldt 5oz R (E-u)
le (E e

Além disso, como R(Yk) < -3, tem-se:

R(yy) (t=u) < =5 (t-u)

Logo,

Ly - ?JdTv . o .
(2.35) |e ¥ | s W e cust

De [5.a, pg. 541, de (2.34) e de (2.35) podemos afir-

mar que existe constante k, tal que, para t 2 to;

s _

. , e o t _
(2.36) Io;(t)l < ke 2m J Y(u)du + li -y (u)du
t t/2 ,

o

e portanto,

§
(o)t oo
lim (ke Z2m I ¥ (u)dul +

0 < lim lci(t)l <
mo treo to.

t>o0

, t A
+ kllimf ¥ (u)du
‘ Tl t/2
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Mas, por hipdtese,

J p(u)du = k, < ®

2
s
Portanto}
| o) £ g et
lim k,e J p(u)du = lim k k,e 7 =0
>0 t t>w
o)
Além disso, para % 2 t_, temos:
t ot
I P (u)du < J P (u)du
t/2 t
o
e como .J Y (u)du < =, segue que
t
t
lim J p(u)du = 0
t+o Jt/2 '
Das consideragoes acima segue que
lim Io;(t)| =0, i=1, 2; ceer M. e m= 1, 2,...,4
t>o0 ‘
De (2.36) temos ainda:
) i ') (n.i.a_)t 0
I lo(t)]dt < k J e “M I ¥ (u)du +
g W L e
o) o o
00 t ‘
+ klf dtj ¥ (u)du
t t/2

o

A respeito das integrais do segundo membro, podemos di

zer:
$

(= 5= o ,
I e W dtI y(u)du =
t t '

o o] (o]
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. t _ . — o : _ ~
Fazendo 5 = tl temos: t 2tl e dt 2dtl. Logo,

2t

© t 00 1
J dtJ P (u)du = ZJ dtlj P (u)du <
t t t

. t/2 O

As 2J dtlJ Y (u)du
_ t

! oo
Como, por hipdtese, I ty(t) < », segue, do Lema 1.4,
que °

d J Y(u)du < =
Jt t1t
o 1

e portanto,

f 'dtJ y(u)du < =,
t

o t/2

Segue pois que:

il
s
N
=}

=

J Ioi(t)ldt < », para i
t

O
m

]
=
-
N
-
3
-
|

o que conclui a demonstragao do caso 3.

Conclusao do Caso 3: supondo R(Yk) < 0, com a hipd

tese J typ(t)dt < », temos que:. yk € Dn .
-t k
o

Fica assim demonstrado o Lema 2.3. D

HIPOTESES SOBRE A FUNGAO f(t,xz)

Dada uma matriz A(t), n x n, A(t) = (Al(t),...,AN(t)),

diremos que uma funcao f, definida em J x X .com valéres em
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X satisfaz a_hipétese»H2 se:
f & continuaem J XX e

existe uma fungdo h, continua, tal que

[1£t,x) || s h®)|]x|]| para t2t_ >1 e xcX, e

J h(t)ts+l£ntdt < », sendo s+l a maior ordem dos
) £ : :
o

blocos de A(t).

RESPOSTA AO. PROBLEMA PZ

O proximo lema j& estabelece uma relagdo entre solugdes

dos sistemas:‘

i

(H) v = A(t)y

(P) % =Aa(t)x + £(t,x)

Lema 2.4. Seja .A(t) matriz n x n satisfazendoa &g
pdtese H, e seja s+l a ordem mazima dos blocos de A(t). Seja
f(t,x) Asatisfazendo a hipdtese HZ‘ Seja y(t) # 0 solugdo de

(H) satisfazendo:

—_ |yl
(2o37) llm < o
R(a )t
o0 tze q

onde Oy é o elemento constante da diagonal do bloco a9(t), ¢

é um inteiro e 0 < L < s.'-Ent&é, existe uma familia de solugoes
x(t) de (P), dependendo de pelo menos p parametros, satisfa

zendo:

x(t£?Y(§)
a )t
'tze q

e D =153,%) n L:(J,x).
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Observa¢ao: o nimero p & construido como no Lema 2.2,

aplicado no caso ao sistema (2.38) que aparecerid na demonstragao.

Se p =20,

a expressao familia de solugodes dependeﬁdo de

pelo

menos p parametros deve ser entendida como pelo menos uma so=

Para verificar este
variaveis:
t

A (T)dr

t
-Jt A (DT
~k o) k
j© € Yy
dénde
' t
) : -Jt xk(r)dt
~k = e (o) : K
Y5 Y5

lugao.
Prova:
Os elementos diagonais de Ak(t) sd3o ‘da forma
& (€) a4 A (E) (L=1, 2, n,)
i,i k X ' A A s 'S
| t - - |
‘onde J R(Ak(r))dt é limitada em J. Observamos, contudo, que
t , , :
nao ha pgrda de generalidade em supor
k _ _ _ . =1 2
ai,i(t) —O{,k (i_l, 2, s s ey nk, k" F 2_' s 0 ey N)

fato, faremos a seguinte mudangade

Ak(r)dr
~k
x'
i 3

(H) e (P). Temos
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t
-J Ak(r)dr
~k _ o k k k 0y s
= [aj 1 (O0F] + oo+ ) ©F) + 0 (015

e portanto,

k
J,3-1

j

(a];’l(t) ... a (t) a. 0 ...0) | §

k

donde obtemos o sistema
v = A(t)y
onde A(t) - & a matriz que se obtém fazendo Ak =0 em A(t) e

T
~1
Yy

. ad

De maneira inteiramente andloga obtemos:
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X
1

~k ‘k k -k

. = [ , t e o o Ly ] ® o 0 o +

¥y = (g1 (®) 35,5-1(8) o 0 .0 0} %y
X
Ny

. A .
-Jt A (T)d
+ f?(t,x)e ©

donde obtemos o sistema:
X = A(t)x + £(t,%)
onde

t
-J Xk(T)dT

t

Te,x) =e - £ (t,x)

Verificaremos agora que a fungao'vf(t,E) satisfaz hi-

poteses semelhantes ds de f. Temos:.

t
o[ ROy e)ax

[Ee, 2| =e  ° [TEe,x) || <

t t

-jt R (A (1))t (*)-Jt R(Ak(r)).dr Lo

O (o) J xj
| h(t)l!xl]=e h(t)jgl_i;_ll il

A
®

t t :
[ Rogear [T RO

N j ot
I, L. © 1%51 =

A

Lh<£)1|§|]



Na iltima desigualdade foi usado o fétovde quév

t
J R(x.(1))dr _ - ‘
t, 3 | t e
e B - limitada pois I R(A.(T))dr' é'limitada.' " Na
. . ‘. | : _
(e}
passagem indicada por (%) utilizamos uma particular norma de X,

mas os resultados gue obteremos a segquir independem da pmiiaﬂar'

norma de X pois todas sao equivalentes..Decorre,,entao,»que o

[Ee,x) || < Re) | x|
onde h = Lh e portanto h & continua eff;.h(t)ts+l£htdt»<‘¥,
Logo, f satisfaz a hipétese Hz -
Verificaremos agora que dada uma solugao y(t) f 0 ~de

(H) satisfazendo

i Ay | <

) t"f°° tz R(Ol- )t. !

5 solugao §(t) correspondente’ pela mudanga de variaveis tambem-
satisfaz as mesmas hlpoteses. Provaremos alnda que se existir u-
ma familia de solugoes x(t) do sistema é = A(t)x + f(t x) sa
tlsfazendo a tese, relatlvamente a y ‘a. famllla x(t) correspon
dente pela mudanga de variaveis tambem satisfaz a tese.»

SeJa y(t) # 0 solugao de (H) satisfazendo_(Z.B?). En-

tao,

rt
n -[ ROy oar

- N € ) .
Hy @) ] =2y jZ,e lyy e |

t . - , )
Portanto, lembrando que-J R(Ak(t))dr € limitada,
o t

n k

H;"(t H N "k lyi(t)l .

lim o < Ll.kz

L, L2 im . < o,
21 i=l R{a )t
. tze ‘ q o
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Se x(t) & uma familia de solugdes de x =A(t)x + f(t,x%)
dependendo de pelo menos p parametros satiSfazendo
%)=y (e) |

R(a )t
tte 9

~a familia correspondente x(t) também dependerd de pelo menos.

p parametros. Além disso,

Ux(t)-y@) |1 _ xkE1 halxy@®-yy@f -
tzék(qqit tzeg‘aq?tv 
N 'JtoR(AkxT))df kel
k&1 318 Xy -yyer ]
TRiCm

L, |I§<t£z§(§)ll
o )t -
, tte -

<

| Logo,
lxe)-y@) |l . 5
" Ra )t « Y.
tze q

Conclusdao: 'podemos“supbr que‘ﬂat i(t)'=.qk para
k=1,2, ..., N, £=1,2, ..., 0. |
Seja y(t) solugdo ndo nula de (H) ‘satisfazendo (2.37).

Seja

.z(t) - _X(t)-y(t)
-tzeet ‘

onde x(t) satisfaz (P) e B = R(aq).

- “Temos entao que

3 = [B(t) - %I]z + g(t,z)
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onde

B(t) = A(t)-8I = diag(Bl(t), ..., BN (t))

com BX(t) = AF(t)-8I, k=1, ..., N e

glt,z) = f(t,tzestz+y(t))t~£e-st
De fato: . »
5 - tePtra-g1-rx-y1 (eet TP Epelet)
2L 2Bt
- L Bt -1 R
246280 (t) L+ E(t,t Z B§+Y(t))1- X ttgest(ﬂtg LBt getebt)
5 = te __t'e te —
-1, .2
2 =A(t)z - ‘Z(Kt Lt L+ g(t,z)

t

Ne
i

[A(t)’BI —_%I]z + g(t,z)

que & 0 que queriamos verificar.

Para que_o41ema.fique'demonstrado, precisamos mostrar

que existe uma familia de solugdes z(t) de
. Booo oo
(2.38) 2 = [B(t) - EI]Z + g(t,z)

dependendo de pelo menos p parametros tal que z e D.

Como lim l'%(géil < » gegue que existe uma cdnstag
t+oo te :

te ¢ > 0 tal que

£ Bt

[ly(t)]] s et , para todo t 2 t

Temos entado que:
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17_ -Ze-Bt I =

lgtt,z) ] = | £, t%eB2 ) +y (e ]]. |t

= t—ze—stlIf(t,t£e6t2+y(t))|| <

~£e_sth(t)]|t£e8tz+y(t)|| <

73

t

“LeBth (£) efeBt| 2] |+t e BY | [y (t) | |n(E) <

IA

t

74N

ht)[]]z]|]|+e]

Seja ¢ : J + R uma funcao tal que:

Yy & continua em J; -

Y(t) 21 para todo t 2 tyi

P(t) + » quando t > o«

J h(£) 9 (£) 5 Lentat < w
t
o
Como P(t) + » quando t » «, temos que vmi%7~ + 0

quando t + ®». Logo, existe T > t, tal que

"ﬁ%ﬁT‘ < %% para t > T

onde p e K sao dados no Teorema 1l.1l.

Seja Y (t) = [p+clh(t)P(t). Consideremos a funcgio

g = ngf w) * Observemos que g & nula em [to,f)‘ e coincide
Ly .
com g em [T,»). Portanto,
1§ (e, x) || < h(e)[]|x]|+e]

Vamos considerar o sistema:

(2.39) ¢y = [B(t) - %I]y



60

Aplicaremos agora o Teorema 1.1 ao sistema

(2.40) % = [B(t) - %Ijx + F(t,x)

Observamos que os elementos da diagonal principal de

Bk(t) sao dados por

Yk = %

e satisfazem

Rilyy) = ... 2'R(Yq_l)‘> R(Yq) = ,.. 0= R(Yq+r_1) =

=0 >»R(yq+r)z cee 2 Rlyy)

-EstamosvnaS’éohdigées da observagao feita com relagdao ac signifi
cado do nimero p. | |
Consideremés os espagos de Banach:

B =

_Lw7O(J,x)

? = 1l(g,x) n LZ(J,x)

L]

Verifiquemos as hipdteses do Teorema 1.1.

(a) O par (B,D) é [B(t) -'%I]-admissivel.

Isto €, o0 que provamos no Lema 2.3.

(b) Se s ={z ¢ D : |2]D S p} nC(I,X) ese S & a ade-

réncia de S em C.(J,X), entao a aplicacao
. x ¢S+ gl(.,x(.)) ¢ B

é continua.

Vamos inicialmente mostrar que se x ¢ S entao

g(.,x(.)) ¢ B,



61
Cc(J,X), com a topologia da convergéncia uniforme nas
partes compactas & um espago metrizivel. Como S é o fecho de
S em C_(J,X), dado x e S entdo existe uma seqliéncia <xn),

X, € S tal que

X S X quando n -+ o,

Como um ponto € um conjunto compacto, segue que, para-

todo t e J,
xn(t) + x(t)

Como x € S temos: x e B(p,D) e assim,

Ixnlp < p. Lembrando que a norma em D & dada por
Ignlv = Ixnll + Ixnlw temos:
|x, e < 0
e assim,
len(tfll < p, para todo n.
Logo,
[ |x(t)|| = p, ©para todo t
e como jé vimos que Ila(t,x)ll < h(t)[||x]|+e] 'segue que

[lg(t,x)]] < h(t)[p+tc] para todo x ¢ S.

Basta agora mostrarmos que h(t) Lw 0(J,R)‘.
’

Temos:

y(t) = [p+tclh(t)y (t)

onde P(t) - » quando t -+ =, Logo,
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o h(e) g, 1 -
T O R 27 1

)

donde, h ¢ Lw O(J,R) e portanto g(.,(-)) e B.
14 .

_Vamos agora mostrar que a fungao

x(.) el§ > g(«,x(+)) ¢ B
& continua em §.
Sejam dados X € S e e > 0. Devemos encontrarA uma

vizinhanga .aberta de x em S tal que para todo y nesta vi-

zinhanga tenhamos:
g, x())=g(e,y(:))] < ¢

Sabe-se que, no espaco CCKE,M) das fungdes continuas
‘do~espagb'topblégi00"E no‘espago-métrico ‘M, munido da topo-
logia aa ¢onvergén¢ia uniforme nas partes compactas, a colegdo
" dos conjuntos do tipo:

V(£,K,e) = {g € CL(E,M) | sup a(f(t),g(t)) < e}

. - teK
onde K < E @& dompacto e € >0, constitui um sistema - fundamen
tal de vizinhahgas de f.
Voltando ao nosso prOblema} dadoi eE>0 e dadp:lx e1§,‘

iremos endbntrar v >0 e o compacto K = [to;T] de'modocpm;'

se
A‘y €S e ye V(x,K,v) = {2z ¢ Ce(J,X) l
sup ||z (t)=x(t)|]| < v}
teK . '
entio

IFCxCD-F Ly g < e
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Temos:

lg (e x () =g,y () |g= Ix[to,T][§(j,x(-))-§(-,y(-))]+

-+

X(p,0) [ x())=g(+,y(+)) 15 &

IA

Ixpe ppf80ex (1) =g 0,y (1)1 ]g +
. fo) ’ A
(2.41) |
* X () [T x (D) =g,y (NI s

I

Ix[to,TJKE(-,x<->>;§<-,y(->>313 +

-+

IX(T’w)a(.,x(.)) IB + IX(T'm)a(.,y(.)) 'B

Mas,

[ 1X () (VG CEXED ] = X (g oy ) [[glE,x(EN]] <
(2.42)

A

X (1,w) (EYREIL] X () [[+e] s X g o) ()R () [p+e]
Analogamente, mostra-se que:

(2.43) le(T'w)(t)g(t,y(t))ll S X(p,w) (EYh(E) [p+e]

0 para tostsT

Como heB =1L, ~(J,R) e ¥ h =

segue que X(T,w)h ¢ Lw,O(J'R)' Deste fato, das desigualdades
(2.42) e (2.43) e do fato de que |

B ¢« H(R)
(veja pigina 1, condigdo (ii)) segue que

X (g, )9 (- 1X0D) g s LotellX (g, myhly
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lX(T'w)g('lY('))lB < [Q+CJ|X(T,m)hlB
De (2.41) podemos escrever

.lg(‘,.x('))"a("Y(')) iB < IX[tOIT]ca('Ix(‘))-g('[y(‘))]ls"'
+ 2(D+C)IX(T,w)h|B
Como heB e B8 & lean no infinito, temos:
X[té,TJh + h quando ‘T + o | em B,
isto &,
h+0 quando T + » em B8

= Xee 13

ou ainda,
X(T;é)h‘; 0 qua#do T > © em .
 Logo, existe T > T tal que
[X(T,w’)h_lg < _ﬂ-b%-_a—

- e portanto,

2(0%0) [X (g, )] < §

Segue, entao, de (2.44) que existe T tal que
(2.45) 130, x())=F(,y (D) |5 s E+ Ixpp qqf@CXEN-GC,y(N1lg
: o'

Como g & uniformemente continua em [T,T]xB(p,X),e-

xiste v > 0 tal que se

: ll(ti,X)"(ter) ] < v, 4x,.uy € B(p,X) e tyty € [T,T]
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entao,

€
2ixce ,m1's

1130ty 00-3 (8,9 |] <

Logo, se ||x-y|| < v, X%, y e B(p,X) e t e [T,T]

entao,

=) || = [e=t] + [1x=y|| = |x=y|| < v

e portanto,

€
2ixee_,rale

[lg(t,x)-g(t,y)]] <

logo, se sup | |[x(t)=y(t)]|] < v, temos:
te[to,T]

v]lx(t)-y(t)ll < v .para todo t ¢ [;o,T] 

e portanto

€

|15 (e, x(£)) =g (£,y (£)) || < T
| Tty

para t ¢ [T,T] e como

|13 (£, x(£))=3(t,y(£)) || = 0 para t e [t_,T1
temos:

Ixpe_,ry eI |9t x(t) )‘-§<t,y<t)> < 2IX[:om,.Bl><[to,ﬂI
ou . |

| ||x[tb'T]gt)ta(t,x<t))4§(t,y(t))1|| < ZIX[::,TJ[B Xpe 98]

para x, y € S com |[|x(t)-y(t)|] < Vv e t e [t,,T1.

Como X[to,T] € B resulta que -
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[
<

2ixe_,rale

X € B.
[to,T]

Da condicao (ii) da pagina 1 podemos dizer:
lx[to’T][g(-,X(-))-g(-,y(-))]{B <

S'y l, 2 =
o B™ 21 i
[tO,T] [to,T] 8

Nfm

Logo, tomando K = [t_,T] e y e V(x,K,v), y ¢ S te
mos que

| pt ) Y=g (- . £

De (2.45) segue que, se y ¢ V(x,K,v) e vy ¢ S, entdo,

1§ xC)=G(, vy g <5+ 5=¢

Concluimos assim a continuidade da fungao

X(*) ¢ § » g(-,x(+)) ¢ B, em S.

(c) Existe uma constante r > 0 tal que l§(-,x(~))[8 < r

—-—

para toda fungao x e S.

Se x ¢ S, entao,

‘a(.'x(.))! = sup I lg(t,x(t)) 1] -
A )
o |

- Llge,xe)) L h(t) [ Ix(t) [ [+c]

£on Ve s Ve
- h(e)[] Ix(e) I l+ec]  _ [1x(t)]|]+c
TSR T Tercth(0V(D) B T Cetciw(e)  C

prte . - 1 L =

=S TvowE TSRO 2T
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A dltima desigualdade segue da construgdo de T: haviamos exi-

gido que T fosse tal que t 2 T = @i%T < f%.

(d) Existe X ¢ L(J,R) tal que |lg(t,x(£))]|| < A(t) para
toda fungdo x ¢ S.

Seja A(t) = (p+c)h(t). Para x ¢ S temos:
[1g(t,x()) || s h(e)r]|x(t)]]|+c] < (p+c)h(t) = A (t)

Estao portanto verificadas as hipdteses do Teorema 1.1.

Tomemos E 56

)
é um niimero referido no Teorema l.l. Entdo COIIEO | + % <p e

-.-_.-_p.. . -9-2:
como r >R temos: 5 Kr. Logo,

o € Xo,p tal que |IE°|1 < —2—, onde C,

CollEgll + r < o

Pelo Teorema 1.1, existe solucao x(t) do sistema (2.40)

tal que x ¢ D e Po,Dx(to) = Eo.

Como dim(xo'v) 2 p (ver Lema 2.2), podemos tomar Eo
dependendo de pelo menos p parametros e assim obter uma familia
de solugdes x(t) dependendo de pelo menos p parametros. Como
g e g coincidem em [T,») x E cada solucdo x(t) de (2.40)
é uma solugdo de (2.38) em [T,») que pode ser estendida como
solucao a [to,w) fornecendo a solugao z(t) procurada. Para
verificar o fato de que x(t) pode ser estendida a fto,m) co-

mo solugdo de (2.38), precisamos da sequinte formulagao da Desi-

gualdade de Gronwall:

se u,v : [a,b]l » R, sao fungoes continuas tais que

b
u(t) < K + j u(s)vi(s)ds, K=20,
t
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entao, b

vis)ds

u(t) < Ke t

Consideremos K > 0 e seja:

b
K + J (u(s)vi(s))ds

v(it) =
, t
dai,
V(t) = =u(t)vit) = =V(t)v(t)
ou .
_ V()
V() s v(t)

e portanto

b V(s) b -
-J ~v7~—~ds < [ v(s)ds,
‘ s) J ¢

isto e,

b

v (t) J

In : < vi(s)ds
V (b) &

e portanto

b
vi(s)ds

V(t) < Vib)e &

Como u(t) <= V(t) e V(b) = K segue
b

v(s)ds
t

u(t) = Ke
Para o caso K = 0, basta fazer K + 0 no caso acima.
Seja z(t) a solugcao de (2.38) gue coincide com a so

lugdo x(t) de (2.40) em [T,x).
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2(t) = B(t)z + g(t,z)

fT

_ T
z(t)-z(T) = J (

B(s)z(s)ds +

J g(SIZ(S))dS
t t

Portanto, lembrando as hipdteses sobre B(t) e g

Hz@ ] < [z@ 1] + [ |20 las +
: t

—

T
+ jth[llz(s)|[+chs = |]|z(T)]] + JtK3|lz(s)||ds + K, =

T
= K + jtK3||z(s)I!ds

onde Ks > 0.

Da Desigualdade de Gronwall demonstrada acima segue que
llz(t)|| & limitada em todo intervalo (a,T) em que ela & defi
nida, a = to.

Logo, z(t) existe como solugao em [to,T] e portanto

em [t ,©) o que encerra a prova do lema. O
0 prdoximo teorema nos da uma resposta para o problemarﬁ.

Teorema 2.5. Seja A(t) wuma matriz n x n satisfazen
do a hipotese Hy e £(t,x) uma fungao satiefazendo a hipotese
Hz.
solugoes x(t) de (P), dependendo de pelo menos p parametros,

Seja y(t) # 0 soluedo de (H). Entao, existe uma familia de

gatisfazendo:

x(t)=-y(t) _ .1 ©
e T € P = LTEX) n Lo3,X)

onde J = [to,w) com t > 0.
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Observacao: o nimero p & dado pelo Lema 2.4.

Prova:

Dada a solugao nao nula y(t) de (H), existem pelo Le
ma 1.3 nimeros inteiros g e £, com 1l <gs N e Oslan-l
tais que:

Iy Il o Myl

Rla )t = .. , Rla )t
tle @ tro L7 G

0 < lim
t+o0

Seqgue entao, do Lema 2.4, que existe uma familia de so
lugoes de (P), dependendo de pelo menos p parametros, satisfa

zendo:

x(t)-y(t)
2 R(a )t € v
t'e 9

Como lim 'Iﬁéz)lL > 0, existe uma constante c¢>0
. >0 tle vq

tal que

Ly (e) ]
. AL 2 ¢ >0 para todo t e J

t7e q

e dai,

R(a )t
tze d 1

Ty & T = ¢

Assim,

) R(a )t
Dxe)=ye) 11— Iixe)=y(e) || tte 4
Ty (E) T ¢ Rla )t oy ()]
tte 4

Jlx(t)g%(tglf
a )t
ctﬂe q
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e como x(t) -y (t) e D,

R{a )t
ctle ¢

segue a tese. D

RESPOSTA AO PROBLEMA P2

A resposta a este problema € conseqliéncia do Teorema

2.5. Mas antes de formuld-la precisamos de alguns resultados.

Lema 2.6. Suponhamos satisfeitas ae hipoteses do teo-
rema 2.5, com £(t,x) linear em x. Seja U(t) = (yl(t), ceee
ceey yn(t)) matriz fundamental do sistema (H) com U(to) = I,
Seja VI(t) = (xl(t), cves xn(t)) matriz de solugoes de (P) sa

tisfazendo:
x,(8) =y, (t) + o(lly; (®&)[) para i =1, 2, ..., n.

Entao VI(t) € matriz fundamental de (P).

Observacao: para uma demonstragdo do lema acima ver

[5.a (Corolario 1)1].

Corolanio 2.7. Suponhamos satisfeitas as hipdteses do
teorema 2.5, com f£(t,x) Llinear em X. Seja
U(t) = (yl(t), ooy yn(t)) matriz fundamental de Yy = A(t)y
com U(to) = I, Seja V(t) = (xl(t), .oy xn(t)) matriz de
solugoes de (P) satisfazendo |

xi(t)-yi(t)
[Ty, (B)T]

e D =1Y3,x) n L:(J,X)

para i =1, 2, ..., n. Entao V(t) ¢ matriz fundamental de

(P).

Prova:
E consegliéncia imediata do Lema 2.6 pois se
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xi(t)-yi(t)
Hy; (®)T]

e 0 =1lg,x) n L:(J,X)

entao

x, (£) =y, (&) + o(lly, ()| ]). 0

Lema 2.8. Suponhamos satisfeitas as hipoteses do teo
rema 2.5 com f£(t,x) Ilinear em x. Seja x(t) # 0 para t:zto

solugao de (P). Entao, existe solugao y(t) de (H) satisfazen

dc:

— ¢ D = L1 3,x) a L:(J,X).

Prova:
Seja U(t) = (yl(t), . yn(t)) matriz fundamental
de (H) com U(to) = I. Usando o teorema 2.5 construimos

vit) = (xl(t), ey xn(t))

matriz de solu¢des de (P) satisfazendo:

Xy Yy

e e e T T D igl 2 TR .
TyIT € para . 2, , n

-

Do Corolario 2.7 segque que V(t) & matriz fundamental
de (P). Portanto, existem nimeros Cyr Cyr seer Cp tais que a

solucdo x(t) satisfaz:

x(t) = clxl(t) + czxz(t) + ... * cnxn(t)

Seja 2 = {i | cy #0}; 2 #¢ pois x # 0. Temos tam

bém que

x(t) = iEzcixi(t) para todo t e J.
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Consideremos a seguinte solugao de (H):
= X
y(t) = iEZciyi(t)

Da prova do Corolédrio 3.2 de [5-b] segue que

e @1
(2.46) Lm =17y 1eTT

< o (1 e 2)

Assim, tomando M = maxlcil temos:
ie?

Ilx(t)=y ()11 _ !‘igzcicxi(t)th(t)]!‘ <
[y (£) 1] Iy (£) []

) ,igzlci’llxi(t)"yi(t)ll o |Ixi(t)—yi(t)|] 3
B | Ty (€) ]] S Tdez |y () ]]

- 1% (£)=y; (0) ]| [y, ()]

T THe2 ||yi(tT71 ’ lly(t)H

[y, (©)]]
De (2.46) e da continuidade de Ty e temos que,

existe M > 0 tal que

|y, (©)]] Ly .
TIyTE T 5 M paratodo 1z e t2 ¢t
Portanto,
Lixe)=y ) [1 s [ 1%, (£)=y; (0) ||
Hy (e)]] - ie2 lei(t)l'
donde,
.S ARUEPEY ) 3
yIT e
Como a relacdo: x ~y se ~T%§%T~ e D & uma relagaoc de equi-

valéncia (veja final do Capitulo 1), segue que

T <’ .
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O proximo teorema responde o problema PZ‘

Teorema 2.9. Seja A(t) matriz n x n satisfazendo a
hipotese HI e f(t,x) satisfazendo a hipdtese HZ' Seda x(t)
solugao de (P) com x(t) # 0 para t = to Entao existe uma

familia de solugoes y{t) de (H), dependendo de pelo menos P

parametros tal que —T%i%T— e D = Ll(J,X) n L:(J,X).
Prova:

Consideremos o sistema linear

s Cx*(t)Y
(2.47) v = A(L)Y + x*ﬁjx&)»f(tndtn

onde x* @& a transposta conjugada de x. E claro que a solu-

¢ao x(t) de (P) dada & solugao do sistema acima.

Seja
fl(t,x(t))x*(t)
- 1 .
D(t) = S (ET% () .
fn(t,x(t))x*(t) nxn
Temos que

X* (8D ¢, x(t)) = D(t)D

x* () x(t)
De fato: )
-
fl(t,x(t))x*(t) wl(t)
- 1 . .
D(t)p = x*(t)x(t) . .
fn(t,x(t))x*(t) nxn wn(t) nxl

-
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- .
£1 (£, % (£) x4 (£)9) (£)+.. X ()P, (£) ]
_ 1
D)V = —=r(ET%(E) :
£, (£, (£) )X] (£)Y) (E)+.. ”‘x,’;(t""n‘t)ﬂ ml
[x*(t)P, () + ... + x*(t)Y_(t)] .
D(t)P = e d g BB (e, x(t)
- x* ()Y
IOV = rey(ey £ (€/x(8))
Logo, o0 sistema (2.47) torna-se
D = A(t)Y + D(t)VY
Seja k(t) = ||D(t)||. Temos:
£, (£,x(t)) O x* (t)
k(t) = [|D@)]] & ——F—s- . ;
[ {x(t) || O £ (E,x () || x*(t)

Usando a norma da soma das normas dos componentes, no

espaco das matrizes n x n, temos:
¢

K(t) § -t . E _
| [x(t) ]| (:) £, (E,x(t)) x* ()
“roTT (l>|l2 D)€ (6,%(0) | + oo+ [£ (£,%(0)) LInL 1 (6) [+.. o4 XA (£)) ]
x(t :

Como todas as normas em X sao equivalentes, existe

constante M tal que
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TEy (b, (e)) !+ 00 4 !fn(t,x(t))l < M| £(t,x(t))]]

Ixi(t)l + ...-+lx;(t)l < Ml Ix*(t) || = M| |x(t)]]
Logo,
k(t) < “M2 '2'||f(t,x(t))||.||x(t)|| <

[1x(6)]|

Assim, k(t) satisfaz as mesmas hipdteses que h(t).
Seja gl(t,P) = D(t)¥. O sistema (2.47) pode ser es-

crito
$ = AR)D + glt,y)
onde
Hge,m [ = |Ipe)w]] s I[pe) || o]l = k()| ]wll.

Além disso, gl(t,y) & linear em .

Consideremos os sistemas:

(H) %

i

A(t)z

3

(2.48) § = A(t)Y + g(t,V)

Estamos nas condi¢oes do Lema 2.8, Logo, dada a solu-

cdo x(t) de (2.48), existe solugdo =z(t) de (H) tal que

X=2

“"T‘;{‘TT“EDc

Consideremos agora os sistemas:
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Ne
]

A(t)z

]

v A(t)y

Estamos nas condigdes do Teorema 2.5 pois y = A(t)y + ?(t,y),

onde ?(t,y) = 0 e portanto satisfaz a hipbtese HZ' Tomando a
solugao z(t) do primeiro referida acima, existe uma familia de
solugoes y(t) do segundo, dependendo de pelo menos P parémg_

tros tal que

X=-2 € .D

e como T segue, da transitividade da relacgao
|

~ X=y X )
ROV ST R P e RIS

Noutras palavras: dada uma solugao x(t) de (P),
x(t) #0 para t = tor existe uma familia de solugoes Yy (t) de

(H) , dependendo de pelo menos p parametros tal que T%§§T-ev 0

D-EQUIVALENCIA ENTRE DOIS SISTEMAS PERTURBADOS

Consideremos agora Os sistemas:

(H) ¢ = A(t)y
(P') % = A(t)x + fl(t,x)
(P") 2 = A(t)z + fz(t,x)

Teonema 2.10, Seja A(t) matriz n x n sgatisfazendo
a hipotese Hy e fi(t,x) satisfazendo a hipétese HZ para i=l,2,

Entdo, valem og seguintes resultados:
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(a) Se x(t) ¢é solugao de (P'), com x(t) # 0 para tZto,
extste uma familia de solugoes z(t) de (P"), depen~-

dendo de pelo menos Pp parametros, tal que

X=2

- 1 o
=T - D =1L7(3,X) n L_(J,X)

(b) Se z(t) é& solugao de (P"), com z(t) # 0 para tzt
exigte uma familia de solugoes x(t) de (P'), depen-

dendo de pelo menos Pp parametros, tal que

X-2z )

TTz1T ¢

= .13,%) L:(J,X),

Prova:

Seja x(t) solugao de (P'), x(t) # 0 para t 2 toe

Do Teorema 2.9 segue que existe pelo menos uma solugao y(t) de

(H) tal que

XY .

[1x}]
Do Teorema 2.5 segue que existe uma familia de solucdes z(t) de

(P") dependendo de pelo menos p parametros tal que
z—
D
T
Como a D-equivaléncia & uma relacado de equivaléncia,
segue que

X=2Z )

ST €
RE3R

A prova de (b) & simétrica. 0
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Como conseqliéncia imediata do Teorema 2.10 temos o se-

guinte

Conolanio 2.11. Sejam satisfeitas as condigoes do teo
rema 2.10. Entdo os sistemas (P') e (P") sao D-relativamente as

sintoticamente equivalentes.

Obsenvag¢ao: na verdade o Teorema 2.10 d3 mais informa
coes que as contidas no Corolario 2.11, pois'o teorémaldé, para
cada solugao de um dos sistemas, uma estimativa sobre o niimero
de parametros livres do qual depende a familia de solugoes pro

curada.






CAPITULO 3
APLICACOES

Sejam A(t) e B(t) matrizes n x n, definidas pa-
ra t 2 0. Diremos que A(t) e B(t) sao t-semelhantes (e
denotaremos: A(t) ~ B(t)) se existir uma matriz S(t), nxn,

que em [0,») satisfaca:
(a) s(t) & continua
(b) S(t) e S Y(t) sd3o limitadas

(c) §(t) + s(t)a(t) - B(t)S(t) =0

Diremos que dois sistemas:

(3.1) %

i

A(t)x

i

(3.2) vy = B(t)y

sao t-semelhantes se as matrizes A(t) e B(t) forem t-seme-
lhantes. |

Se os sistemas (3.1) e (3.2) sdo t-semelhantes e X(t)
é matriz fundamental de (3.1) entdao Y(t) = S(t)X(t) & matriz
fundamental de (3.2) como & facil ver.

Diremos que o sistema X = A(t)x & redutivel se a ma

triz A(t) for t-semelhante a uma matriz constante C.

Lema 3.1, Se A(t) ¢é periddica, com periodo w > 0,

entao o eistema Yy = A(t)y ¢é redutivel.

Observagao: a demonstragao deste lema pode ser encon

trada em [5~c].
81
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Seja A wuma matriz n X n constante, e J uma forma
canonica de Jordan. Colocando os blocoe de J numa ordem con-
veniente, é facil mostrar que J satisfaz a hipotese Hy. Consz

deremos os sistemas:

[}

(3.3) ¥y = Jy

(3.4) % Jx + f£(t,x)

Teorema 3.2, Seja £(t,x) satisfazendo a hipotese H2

para t 2 to 2 0. VNestas condigoes valem oe seguintes resulta-

dos:

(a) se y(t) # 0 ¢é solugao de (3.3), entao existe uma fa-
milia de solugoes x(t) de (3.4), dependendo de pelo

menos p parametros, satisfazendo:

XY
Hyll

(b) se x(t) & solugao de (3.4) com x(t) # 0 para t2t,
entao existe uma familia de solugdes y(t) de (3.3),

dependendo de pelo menos p parametros, tal que

XY _ ..

I'Tx]]

Prova:

Segue imediatamente dos teoremas 2.5 e 2.9. 0

Seja A matriz n x n - constante. Consideremos. os sis

temas:

(3.5) ¥ = Ay
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(3.6) x = Ax + f(t,x)

Teonema 3.3. Seja J a forma canonica de Jordan  de
A e s+l a maior ordem dos blocos de J. Seja f£(t,x) sa
tisfazendo a hipdtese H2' Nestas condigoes, valem os seguintes

resultados:
(a) se y(t) # 0 é solugao de (3.5), entao existe uma fa-
milia de solugoes x(t) de (3.6), dependendo de pelo
menos p parametros, satisfazendo:

XY .
Tyl €

(b) se =x(t) ¢é solugao de (3.6), com x(t) # 0 para tzt_,
entao existe uma familia de solugoes y(t) de (3.5),
dependendo de pelo menos E par&metros, que satisfaz:

_x-y
I

Prova:

Existe uma matriz C, nao singular, tal que cac™l = g

onde J & a forma candnica de Jordan de A. Suponhamos gque os
blocos de J ja estejam colocados em disposicao conveniente de
modo que J satisfaga a hipStese f;.

Facamos as seguintes mudancas de variaveis:

y=Cy e x=2¢Cx

Entdo, se y(t) e x(t) sao solugoes de (3.5) e (3.6)

respectivamente, entao y e x sao solucgoes de

(3.7) y = Jy
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(3.8) % = % + F(¢,%)

respectivamente, onde f(t,x) = Cf(t,C-l§);

B facil ver que f satisfaz os mesmos tipos de hipote
ses que f. |

Temos também que y(t) # 0 se e somente se y(t) # 0
e 0 mesmo vale para x(t) e x(t).

Do Teorema 3.2, segue que existe uma familia de solu-
¢oes x(t) de (3.8), dependendo de pelo menos p parametros,

tal que

‘Temos:
ey ey |1 < [lel]. [y [

x()-y () ] = | e terx (0y-y (0) 11| <

< [e” Y lex @ -cy ) ||

Concluimos entao que:

x® -y 11 . Ll . llexw)-cy ) |]
[Ty (£) 1] T.I_é_l__l_llcy(t),', |

1|c||.||c“1||,l|§(t>—§(t)|l
[y e)]]

donde,

=¥ __ .
[yl ‘

A parte (b) é provada de maneira andloga. §
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Consideremos os sistemas:

(H) vy = A(t)y

(P) %

A(t)x + f(tIX)

Teonema 3.4. Seja A(t) matriz n x n pvedutivel e
f(t,x) satisfazendo a hipotese HZ‘ Entao valem os seguintes re

sultados:

(a) Seja y(t) # 0 solugao de (H). Entao existe uma fami
lia de solugses x(t) de (P), dependendo de pelo me-

nos p par&mteroé,.tal que:

_X=y
IS

(b) Seja x(t) # 0 para t 2 to solugao de (P). Entao e-
ziste uma familia de solugdes y(t) de (H), dependen

do de pelo menos p parametros, tal que:
X=y
—,——X——v 3l e D.

Observacdo: sendo A(t) redutivel existe matriz A
constante tal que A(t) ~ A. Seja J a forma candnica de Jor
dan de A. O numero s que aparece na hipdtese H2 do teorema

acima & dado por: s+l = ordem maxima dos blocos de J.

Prova:

Seja S a matriz que aparece na definicao de A(t) ~A.

Fazendo as mudancas de variaveis:

y =8S(t)y e x = 8(t)x
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obtemos os sistemas:

~

=AY

e

ax + E(t,x)

wle
(]

onde f(t,x) = S(t)f(t,s—l(t)§). E ficil ver que f(t,X) satis
faz a hipdtese HZ' Estamos dentro das condi¢oes do Teorema 3.2,

Assim, dada y(t) # 0 solugdo de (H), tomamos y = S(t)y que é
solucao de y = Ay, tambédm n3o nula. Do Teorema 3.2 segue que e

xiste uma familia de soluqSes x(t) de X = AxX + ?(t,§), depen-

dendo de pelo menos p parametros, tal que:

_X¥ g

Hyll

Como S(t) e S Y(t) sio limitadas, existe M > 0 tal
que

sl sM e [[she)[| s M (£2t)

Assim:

Nx) -y (£)]] = | 18" () Is(t)x(t)-s(t)y(£)1]] =

s M||S(t)x(t)-S(t)y(t)]]

e

[1ste)y(e) || < M]|ye)]].
bai,

x()-y(e) Il _ MIIS(t)x(t)-S(t)y(t)]]
Hy )T Slls®ry) ]
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Concluimos entao que

XY
Pyl

A outra parte da demonstracao & andloga. ' 0

Conolanio 3.5. Seja A(t) periddica, de periodo w >0.

Entao valem os resultados do teorema anterior.

Prova:

Do Lema 3.1 segue que A(t) & redutivel e do Teorema

3.4 éegue a tese. : 0
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