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ABSTRACT

We are concerned with the systems:

(1) ? A(t)y

(2) É A(t)x + f(t,x)

where x, y and f(t,x) are n—vectors, A(t) is a n x n

matrix and t is in J = [to,w), to 2 0. We give conditions
on f(t,x) and A(t) in such a way that the following
statements hold:

(I) If y(t) # 0 is a solution of (1) then there exist a

family of solutions x(t) of (2) satisfying
. Hmm—zum :(3) ªi?.) lly(t>ll º

and

l|x(t)— (t)lÍ .(4) l)Y(t !) integrable on J

(II) If x(t) is a solution of (2), x(t) # 0 for all
large t, then there exist a family of solutions
y(t) of (2) such that (3) and (4) hold.



We also give an answer to the question: how large“ is
the family of solutions x(t) of (2) satisfying (I) ? R.SUMJar

result follows with respect to condition (II).
Finally, we present some applications to a claSs of

matrices A(t) which include the constant and periodic cases.
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INTRODUÇÃO

Consideremos as equações diferenciais ordinárias

(l) ? A(t)y

(2) É A(t)x + f(t,x)

onde x,y & X (X = Rn ou Cn), t varia em J = [to,w),toz O,

A(t) é uma matriz n x n e E está definida em J x X cºm

valores em X.
'

Com relação aos sistemas acima podemos considerar os se

guintes problemas:

(I) Para cada solução y(t) # O de (l) existe uma família
de soluções x(t) de (2) próxima de y(t) ? Quão grande é es-
ta família ?

(II) Para cada solução x(t) de (2), x(t) # O para tato,
existe uma família de soluções y(t) de (l) próxima de x(t) ?

Quão grande é esta família ?

E claro que existem diversas maneiras de considerar png

ximidade de soluções.
Em diversos trabalhos realizados nesta linha x(t) pré

mima de y(t) significa

. u |!x(t)-y(t)|l ._.(” àiãt !!y(t)H º

onde u a 0 é um inteiro.
O primeiro problema foi estudado por S. Faedo [1] e

E. Levi [3], no caso em que A(t) é constante, f(t,x) ê li—

near em x e p = 0.
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Z. Szmydt [9], usando o método topológico de T. Waàavski

[10], generalizou os resultados de Faedo e Levi, considerando
A(t) ainda constante, f(t,x) não necessariamente linear em x,

u = 0 e n = £ onde £ é um inteiro não negativo associado a
cada solução de (1). Além disso, ele deu uma estimativa para o

número de parâmetros livres de que depende a família de soluções
de (2).

Estes estudos foram feitos no período de 1947 a 1955.
Em 1965, N. Onuchic, usando um teorema bastante geral

devido a P. Hartman e N. Onuchic [2] (Teorema 1.1 deste trabanrn,

generaliza o resultado de Z. Szmydt, no caso u = 0. N. Omxàdc

[S, (a) e (b)] dá uma resposta positiva aos problemas (I) e (II)
considerando A(t) não necessariamente constante.

Em 1973, ainda baseado no Teorema de Hartman e Onuchic,
H. M. Rodrigues [6, (a) e (b)] generalizou os resultados de Onu-

chic para o caso u 2 0 inteiro qualquer.
Em 1978, Rodrigues [6, (c)] realiza um trabalho paralg

lo a esses para equações com retardamento. Basicamente as têcni
cas utilizadas são a fórmula da variação das constantes escrita
numa forma conveniente e o princípio da contração uniforme.

Em 1978, A. Spezamiglio [8], substituindo a camuçà>(%

por
. u pt ||x(t)ªy(t)ll :iii) ªº lly(t>ll º

responde positivamente aos problemas (I) e (II) para u a 0 um

inteiro qualquer e p 2 0 um número real. A técnica utilizada
por Spezamiglio é também o Teorema de Hartman-Onuchic.

Este trabalho enquadra—se no mesmo contexto considerado
em Onuchic [S, (a)], Spezamiglio [8] e Rodrigues [6, (a)]: Desta



iii
'forma, depende diretamente do Teorema de Hartman—Onuchic. Nosso

objetivo central pode ser formulado do seguinte modo: Adar con
dições sobre A(t) (que não será necessariamente constante) e

.sobre f(t,x) (que não será necessariamente linear em x) de

modo que os problemas (I) e (II) tenham respostas positivas, no

caso em que x(t) próximo de y(t) tem o seguinte significado:
X—

Í|Y|| pertence ao espaço de Banach

v = Ll(J,X) n LZ(J,X).

Isto corresponde ao caso considerado por Rodrigues, quand011= 0,

com a condição adicional de que

x—

ÍlYl' ê integrãvel em [to,w).

No Capítulo 1 apresentamos alguns resultados básicos
que serão necessários para os capítulos posteriores. Entre es-
tes resultados destacamos o Teorema 1.1 (de Hartman e Onuchic),

que tem importância fundamental neste trabalho.
No Capítulo 2 analisamos os problemas (1) e (II). Nos

Teoremas 2.5 e 2.9 damos a resposta a estes problemas. ResSaltª
mos também o Lema 2.3 que trata da A(t)—admissibilidade de um.

"par (8,0) de espaços de Banach e constitui a parte mais elabº
rada deste trabalho.

Finalmente, no Capítulo 3, damos algumas aplicações da

teoria desenvolvida, trabalhando com uma classe de matrizes Ala

que incluem as matrizes constantes e as matrizes periódicas.



CAPÍTULO 7

PRELIMINARES

ESPAÇOS DE BANACH MAIS FORTES QUE L(X)

O TEOREMA DE HARTMAN—ONUCHIC

HIPÓTESES SOBRE A MATRIZ A(t)
TRES LEMAS BASIOOS

D—EQUIVALENCIA ASSINTÓTICA RELATIVA

ESPAÇOS DE BANACH MAIS FORTES QUE L(X)

Seja X = Rn ou X = Cn e !I-ll uma norma em X. Se

ja J = [to,w) com tO 2 0. Denotaremos por L(J,X) o conjun-
to das funções definidas em J com valores em X e localmente
Lebesgue—integrãveis. Em L(J,X) consideremos a topologia da dª)
vergência em média de ordem 1, nos sub—intervalos limitados de

J, isto é:

n >f quando n + w se para todo [a,b] c J,
b

[ lfn-fl + 0 quando n + W.
“a

Seja NB = B(J,X) um espaço de Banach. Diremos que B

é mais forte que L(J,X) se B estiver algebricamente contido
em L(J,X) e se convergência em B implica convergência em

L(J,X).
*

Seja H(R) & classe de todos os espaços de Banach
B = 8(J,R) c L(J,R) que satisfazem as propriedades:

(1) B é mais forte que L(J,R);
(ii) se Ó'e 8, W é mensurável e |w(t)! s Iw(t)! em quase

toda parte, então w 6 B e IWIB 5 lwIB;
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(111) XEtO,TJ e B para todo T 2 to onde

ção característica de [tº,T];
(iv) B é lean no infinito, isto é, se w 6 B então

XEto,T]'w + $ quando T + w, em B.

Vejamos alguns exemplos de espaços pertencentes a HGU.

Exemplo 1. Seja o espaço Lp(J,R) = [f :wJ + R ! f é

mensurável e Iflp ê Lebesgue—integrãvel em J, onde lsg>< w]

Com a norma: [flp = [J IÍIPJl/p.
J

O espaço Lp(J,R) pertence a H(R).

Exempr 2. Consideremos o espaço LmKJ,R) das fun-
ções reais f, mensuráveis e essencialmente limitadas em J,
com a seguinte norma: Iflºº * supess|f(t) . Este espaço mà>pe£

tence a H(R). De fato, a propriedade (iv) não está satisfeita,
como mostra o exemplo a seguir: seja w(t) = 1 para todo

ou
.t e J : w & L (J,R); observe-se que Iw—XEtO'T].xp|ºº = 1 para

todo T e portanto,

XEto,TJ'w -fL> w quando T + w.

Exemnla 3. Seja o espaço LZ(J,R) dos elementos w de

Lw(J,R) que satisfazem:

limess $(t) = 0
t—H»

(isto ê,' w(t) coincide em quase toda parte com uma função W(t)

tal que lim w(t)
t—no

0).
'O espaço LZ(J,R) com a norma induzida de Lw(J,R) per

tence a— H(R).

Exempio 4. Seja w : J + (C,“) Contínua e indiquemos



.
É

por B = L '0(J,R) o conjunto das funções" w & L(Jpâí tais que
m

% € LO(J,R). Em 8, consideremos a norma: leB = Iº
O espaço 8 = Lw,0(J,R) pertence a H(R).

Vejamos exemplos de espaços mais fortes que L(J,X).

Exemplo 5. Sejam B1 e 82 espaços de Banach mais

fortes que L(J,X). Consideremos em B = B1 n 82 ,a norma:

onde l-ll e |.|2 indicam as normas em 81 e 82 respeg
tivamente.

.
v

O espaço B é um espaço de Banach mais forte que L(J,X).

Para demonstrarmos esta afirmação provemos inicialmente que B

é um espaço de Banach.

ll'zp coo, uma. sequên-Seja (fn), fn e B para n

. |
.'icia de Cauchy em 8. Desde que B para 1 = 1,2 se

que que (fn) é uma sequência de Cauchy em Bl' e em 82. Lº
B

1 2 »90, fn > f1 e fn > f2' Como Bl e 82 sao mais

'fortes que L(J,X), temos: fn —£Áªiªl—> f1 e fn —ªiªiªl—> f2'
Como L(J,X) êlum espaço de Hausdorff segue, datnúcbâxkado li—

mite, que f1 = f2' Portanto fn ,
> fl. &

Mostramos agora que a convergência em B implica a

convergência em L(J,X).
Seja (fn) uma sequência em B com fn —ê——> f quaº

B,1 > f e do fato de E ser mais1

—ªiªiªl—> f o que conclui a

do n + “. Portanto fn
forte que L(J,X) segue que fn
demonstração.

Dado um espaço E = B(J,R) mais forte que L(J,R) pg
demos Considerar o espaço 8 = B(J,X)==[fe LCLX) lllflls Bloc“
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a norma: lflB = Illfllls. É fácil ver que B é mais fortecmm

L(J,X).

Exempio 6. A partir de B = LW 0(J,R) podemos tomar'
o espaço

3 = Lw'0(J,X) = fx e L(J,X) ! ||x|| & Lw'0(J,R))

com ª norma

1-1B= I! —II 18.

Este espaço B é mais forte que L(J,X).

Exemplo 7. O espaço 0 = L1(J,X) n L:(J,x), de aco;
do com o que já vimos, é um eSpaço de Banach mais antecnn ILQQXL

0 TEOREMA DE HARTMAN-ONUCHIC

Consideremos os sistemas homogêneo e não homogêneo:

(H) ? A(t)Y

(NH) É Il A(t)x + b(t)
onde supomos A(t) uma matriz q x q localmente Lebesgue-inte—
grãvel em J = [to,w).

Sejam“ 8,0 c L(J,X), B e 0 mais fortes que L(J,X).
Dizemos que o par (8,0) é A(t)—admissível se para cada b e B

existir pelo menos uma solução x(t) de (NH) tal que x(t) e 0.

Sejam:

- É(p,D) = [x e D ! lev 5 o] a bola fechada em D de

raio p > O;

- CC(J,X) o conjunto das funções contínuas em J, com

valores em X, considerando-se neste conjunto a topolg
gia da convergência uniforme nas partes compactas;



— s = ã(p,D) n Cc(J,X);
— S, a aderência de S em CC(J,X).

Diremos que x é uma D—solução para k = g(t,x) se
é solução deste sistema em J e x e D.

Consideremos agora o conjunto Xo,D = (E e X | a so-
lução y de (H) satisfazendo y(to) = & pertence a D]. É

fácil verificar que Xo,D é subespaço vetorial de X.

Seja X1,D um súbespaço vetorial de X tal que
& X0,0 1,0'

Tomemos o sistema:

(P) X = A(t)x + f(t,x).
e

Teoaema 1.1. Seja A(t) uma matriz n x n ZocaZmeg

te Lebesgue—integrãvel em J. Suponhamos satisfeitas as se-
guintes hipóteses:

(a) (8,0) é A(t)-admissivel;

(b) para cada X e 3, f(—,(-)) e B e a função
x e 5 + f(—,x(-)) e B é continua em É, onde em É

estamos considerando a topologia induzida pela topolo-
gia ãe CC(J,X);

(c) existe constante r > O tal que |f(º,x(-))!B 5 r
para toda função x e S.

Nas condições acima, existem'constantes Co e K que

dependem somente de A(t), B, D e 'Xl D de modo que se
,

ªo e Xo,0 satisfaz: Collgoll + Kr s p, existe pelo menos uma

D—soluçao )( de (P) que satisfaz: Po,DX(to) = 50 onde Po,0 iª
dica a projeção sobre X .0,0
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Obóeavaçãar como referência para o teorema acima, que
depende fortemente de resultados de Massera e Schãffer, ver
[2,3].

HIPÓTESES SOBRE. A MATRIZ A (É)

' seja B(t) (b. .(t)) uma matriz q x q.1,3
Diremos que B(t) satisfaz a hipótese H se:

'B(t) e contínua em J;

bi j(t) = O, qualquer que seja t e J, para i < j;I

bi .(t) = a + A(t), i = 1, 2, ..., q onde X satis—ll tfaz a condição: J R(X(s))ds é limitada em J (se 2
t, ª o ve um numero complexo, R(z) indlca & parte real de zh

«&

b .(t) é limitada em J para 1 > j;1,3

para m = 2, ..., q tem—se: t tt nr2 l
lítênynrl(tnr2)dthr2ít bm—l,nh2(thh3)dtm—3";Jt b2'1(s)dsl

hm º º md ? >o
tem t
Obóenvação: uma condição suficiente para o último itan

da hipótese VH é que:
&

lim lbj+llj(t)l >-o para 3=1, ...,q e bj+1'j(t) real.
t+oo

Diremos que a matriz A(t) satisfaz a hipõste Hi se:

A(t) = diag(Al(t), ..., AN(t)) onde:

Ak(t), k = 1, ,;., N são matrizes nk x nk satisfª
zendo a hipótese H e

R(d1) 2 ... & º(aN) onde ak é o elemento constante
da diagonal de Ak(t).
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“ TRES LEMAS BÁSICOS

Lema 1.2. Seja A(t) matriz q X q satisfazendo a

hipótese H. Então, para cada solução y(t) i 0' do sistema
(H) existe um inteiro £, 0 5 £ 5 q-l tal que

. ll <t)l| —f— || (t>|l wº<_1lm—7%Gwªllm7yww<'e t et-wo t t+oo

Obóeavação: a demonstração deste lema pode ser encon-
trada em [5(a (Lema l)].

Lema 1.3. Seja A(t) = diag(Al(t), ..., AN(t)) matriz
satisfazendo a hipótese. H,. Então para cada solução y(t) í'O
de »? = A(t)y existem inteiros 1, £, com 1 s i 5 N,

0 5 £ 5 ni-l, tais que

0 < lim —ilxá$àlàg— s TEE __llxá%àl+í— < w.
t+00 tie 1 t+w tze 1

Obóeàvação: o lema acima pode ser encontrado em [5.a
(Lema 2)].

Lema 1.4. Seja h uma função não negativa e k wnnj
!

mero inteiro, k 2 2. Então,

J [[ ... (J h(ul)du1) ... duk] < m

t uk 112

se e somente se

oo

I h(u)uk-ldu < m.
t

Obóenvação: o lema acima pode ser encontrado em [9].
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D-EQUIVALÉNCIA ASSINTÓTICA RELATIVA '

Consideremos os sistemas:

f(tIY)l<o II

g(t,x)x. II

onde f,g : [O,w) X X + X.

Seja 0 um espaço de Banach mais forte que L(J,X).
Vamos definir o conceito de D—equivalência assintótica

relativa para os dois sistemas dados: dizemos que os sistemas
são Dfrelativa assintoticamente equivalentes se a toda solu—

ção y(t) de 9 = f(tpy), definida no futuro, isto é, defini
da em algum intervaio da forma [T,m), com y(t) # O para tº
do t suficientemente grande, corresponder pelo menos uma solº
ção x(t) de & = g(t,x), definida no futuro, satisfazendo:

[Tªll e D e reciprocamente.
Observe—se que a relação: x N y se e somente se

—T%5%T— & D = L1(J,X) n LZ(J,X) é uma relação de' equivalência
no conjunto das funções contínuas de J em X, não nulas.



CAPÍTULO 2

OS PROBLEMAS P7 e P2

OS PROBLEMAS P] e P2
A DIMENSÃO DE X

o D,
ADMISSIBILIDADE

HIPÓTESES SOBRE A FUNÇÃO f(t,x)
RESPOSTA A0 PROBLEMA P]
RESPOSTA A0 PROBLEMA P2

D-EQUIVALENOIA ENTRE DOIS SISTEMAS PERTURBADOS

OS PROBLEMAS P e P1 2

Seja A(t) uma matriz satisfazendo ã hipótese H7 e

f : R X X + X uma função. Seja D = L1(J,X) n LZ(J;X). Censi.
deremos os sistemas:

(H) ? A(t)y

(P) * A(t)x + f(t,x).

Nosso objetivo é dar condições-sobre f para que os

seguintes prouaemas tenham solução:

'(Pl) Dada uma solução y(t) # O de (H), determinar uma fa—

mília de soluções x(t) de (P) de modo que

__EZX__ 6 p,llyll
Além disso, dar informações sobre o número de parâmetros dos

quais depende essa família.
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(P2) Dada uma solução x(t) de (P) com x(t) # 0 para
t 2 t1 > to, determinar uma família de soluções y(t) de (H)

de modo que

X' e D, para t 2 tIÍXII l'
Além disSo, dar informações sobre o número de parâmetros dos

quais depende essa família.

Para responder estes dois problemas utilizaremos o Teº
rema l.l. Das hipóteses deste teorema, a mais trabalhosa de ser
verificada é a hipótese (a), que diz respeito ã admissibilida-
de. Por esta razão verificaremos a hipótese da admissibilidade
separadamente e isto será um resultado fundamental neste traba-
lho. Antes,porêm, forneceremos uma estimativa da dimensão ' de

XOID'

A DIMENSÃO DE X
1)0,

Lema2.1. Seja em A(t) -£1 onde Lao & umt
Ánteiao e A(t) é uma matriz n x n que satisfaz a hipótese H.

Seja R(d) < 0 ou R(a) = 0, sendo que, neste último caso, exi
ge—se também qhe £ 2 n+l. Então, toda solução y(t) de

co),= C(t)y pertence a D = Ll(J,X) n LZ(J,X), sendo J = [to,9

to > O.

Paova:

Fazendo a mudança de variáveis:

x=t£y

em y = C(t)y obtemos o sistema equivalente
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x = A(t)x.

Pelo Lema 1.2, para cada solução x(t) # 0 de x=A(t)x,

existe um inteiro m, O s m 5 n-l tal que:

||X(t)l! |Ix(t)!l
tmeR & t 5 lim meR(a)tt+ªº t

0 < lim
t+oo

(oo

Portanto, existe uma constante c tal que

lÍX(t)|l <___TT—"ºtmeR a t

donde,

||x(t)l| s c.tmeR(ºª)t

Portanto,

(2.1) l|y(t)|| s c.tm_£eR(a)t

para cada solução y(t) de y = C(t)y.
Vamos agora examinar os dois casos possíveis: R(a) < 0

ou R(a) = O.

Cabo 1: R(a) < 0.
—Observamos inicialmente o seguinte fato: se P(t) e

!
um polinômio então, para todo e > 0 e T e R existe uma cons
tante K tal que:

P(t) < KeSt, para t > T.

Observeese ainda que o resultado acima é válido mesmo

que ocorram expoentes negativos em P(t).
Seja & tal que 0-< & < —R(a) e P(t) = ct _

. En

tão, de acordo com as observações acima, existem K e T com
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ctm—£ < KeEt para t > T.

De (2.1) segue que

!|y(t)|| s Ke<€+R<mHt para t > T

e Como e+R(a) < 0 resulta

lim Hy(t)ll =o e J Ila/(HH < ºº
-t*->ºº« to «

donde, y 5 U.

Caóo 2: R(a) = 0.

Neste caso, temos de (2.1):

|ly(t)l| s ctm—£.

Como m 5 n—l e -£ 5 —n—1 segue que

m—Z s —2.

Logo,

lim ||y(t)|| = 0
t+oo

e lembrando que to > 0,
w 3

[ ||y.(t)|ldt <».
to

Portanto, y 6 D. m

Lema 2.2. Suponhamos tº > 0. ,Seja, B(t) uma matriz
. & . - k _satzsfazendo a thotese H,, onde bi,i(tj — Yk + Xk(t),

i = 1, ..., nk e R(Yl) ? ... ? º(Yq-l) > R(Yq) = R(Yq+1) = ...
_

) = 0 > R(Yq+r) 2 ..: 2 RKYN) onde q = 1 ou
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Sejam:

&) £ um inteiro fixado, £ 2 0;

b) sk = min[£—l,nk] se £ > 1 e s = 0 se £ 5 1, pª
ra k = q, q+l, ..., q+r—l;

c) p = sq + ... + sq+r—1 + nq+r + ... + nN se q+r—l-<N

e p = sq + ... + sq+r—l se q+r-l = N.

__. . __ 1 ao _Entao, dlm Xo,D ; p onde 0 — L (J,X) n LO(J,X) e Xo,D —

= [E e X ] a solução y(t) de y = [B(t) - %ij que satisfaz
y(to) =,g pertence a U].

Paava:

Para cada k = q+r, ..., N, a matriz Bk satisfaz
as hipóteses do Lema 2.1 e portanto toda solução yk de

(2,2) yk = [Bk(t) - %IJyk

satisfaz
kIly || e 01, k = q+r,

1 eoonde 01 = L (J,R) n Lo(J,R).

Analisaremos & seguir os dois casos possíveis: £ 5 1

e £ > 1.

Cabo 1: £ 5 1

Neste caso temos: sk = 0 para todo k = q,...,q+r—1
e portanto,

p = n + ... + n
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Seja

0
T

0

. yq+r(t)
. = + +(2 3) y(t) yq r l(t)

yN (t)

Yl
onde yk = : é solução de (2.2) para todo

k
Y

nk

kk = q+r. ..., N, y # 0.

E claro que y(t) é solução de

_ £9 — EB(t) ' EIJY

Além disso, y € 0.

Logo, a n-upla

(0,n.,0,á%HZa%+r,.u,ag+r gâvr+l,.nqag+r+l ,uu,aT,n.,ag)
q+r q+r+l

pertence a XD 0 para quaisquer a? e R, k = q+r, ..., N ,, .

i = 1, .., nk. Donde se conclui que

dim Xo,v 2 nq+r + ... + nN = p.

Cabo 2: £ > 1

Tomemos agora o seguinte sistema:
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(2.4) 5: [A(t) — %IJXII

onde A(t) é a submatriz de Bk(t) que se obtém suprimindo—se

as nk-sk primeiras linhas e colunas de Bk(t).
Para k = q, ..., q+r-l, R(Yk) = 0.

aA ordem de A(t) e

sk = miníZ—l,nk]

'

e portanto

K-l z sk

isto é,

£ 2 sk + 1

Então, pelo lema 2.1 toda solução x(t) do sistema

(2.4) é tal que “|lx(t)ll e 01.

Seja
” 7

O

0

(2.5) yk(t) = yª; (t)
k—sk+l

k
yn (t) nk x 1

_ k _J

tal que

yk
nk—sk+l

x(t) = :

k
yn (t)
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é solução de (2.4).
Segue pois que yk(t)l é solução de (2.2) e

,ÍYk(t)I| & 01 para k = q, ..., q+r-l.
Tomemos agora a função

onde yk é solução de (2.2) para k = q+r, ..., N e y e do

tipo descrito em (2.5) para k = q, ..., q+r—l.
É fácil ver que:

w é solução de 9 = [B(t) - %]y e
w 6 D.

Segue, portanto, que qualquer n—upla do tipo:
q laq+r—1col(0,...,0,a ,,,, aq+r N

! I"ºrª )

pertence a Xo,D'

onde'

ak = col(aí,aâ,...,aâk) para k = q+r,...,N
k.____,____'__)
ªk ammxxmmtes'

k - k ka = col(0,...,0,a “ ,a _ ,...,a ) parank sk+l nk sk+2 nk

k': qr-º—rq+r-l'
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Logo,

dim Xo,0 2 sq+sq+l + ... + Sq+r—l+nq+r +

ADMISSIBILIDADE

Consideremos uma matriz A(t) satisfazendo Hz e

h : J + R, contínua, que satisfaça a seguinte prOpriedade:

[ ts+lh(t)£ntdt < oo

to

onde to > O e s+l = maxfnk, k = l,...,N].
Pode—se demonstrar (ver (91) que existe uma função

w : J + R tal que

& 2 1

m é contínua

w(t) + w quando t + w

s+1[ W(t)h(t)t Zntdt < m

t0

Seja w = Éwh onde & > 0 é uma constante;
Consideremos os espaços de Banach:

B = Lw'0(J,X) e
1 -00v = L (J,X) n LO(J,X)

Lema 2.3. Seja B(t) uma matriz satisfazendo as hipó-
teses do Lema 2.2, com a restrição: b? .(t) = Yk' Então o par'1

0(3,9) é [B(t) - ªll—admissível, onde 5 £ 5 5, £ inteiro.
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Pnova:

Seja

. l9

9 = ;

gN n x 1

uma função de E, onde

9 = 1 para k = 1, ..., N

ªk

Consideremos o sistema:

. _
*E—

(2.6) y — [B(t) - EIJy + g(t)

Este sistema pode ser decomposto em N sistemas:

(2.7)k yk = [Bk(t) - %Ilyk + gk(t).

Vamos dividir a demonstração em três partes:
Cabo 1. 1 5 k 5 q#l

IACaóo 2. q 5 k q+r-l
Cabo 3. q+r 5 k 5 N

Para cada k, existe uma solução de (2.7)k da seguiª
te forma:
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kyl(t)
yk(t) = :

k
ynk(t) nk x 1

onde

k(t) = oi(t) + + oi(t) i = 1 nYi ], ' o v i , , o . . , k

cºm

i t tl
Om(t) = mel(tl)dtlJoo b2(t2)dt2 t £[Y - —]dT

tm—2 tm-l ,

Jtm k

L bm_l(tm_l)dtm_lL hi'm(tm)e dtm,

onde hi m(t) é combinação linear de componentes de g(t), deg'
de que seja garantida a convergência das integrais, onde

m = 1, ..,, i e cada bj(t) é elemento não diagonal de Bk(t)

e,portanto, bj(t) é limitado. Assim, existe P > O tal que

ij(t)| s P, para todo t 2 to.

Em cada caso mostraremos que a m—upla integral acima é

convergente, aª(t) -+ 0 quando t + m e [ lc;(t)ldt < w

to
para todo i = 1, ..., nk e m = 1, 2, ..., 1.

Desta forma, teremos mostrado que

yâ(t) + 0 quando t + w e 'J 'lyâ(t)|dt < w,
to

isto é,
n n

yk e v = L1(J,E k) n LZ(J,E k )

“k

onde E = R ou C, e assim
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1
Y

N
Y

1
l

I

J

pertence a 0, conforme queremos.

t t
[ '[Yk ' %]dT Yk(t—tm) + £n(7?)£.tm

Assim,

t.
J [Yk - %]dT
t RW )(t—t ) tle “ | = e k “ .(7?>ª

e como existe P > O tal que ij(t)l 5 P para todo t'z to
e para cada j, existe c > O tal que:

i co 00 º) Aco

Iom(t)[ s cítdtlít dtz Jt dtm_1)[t [hi,m(tm)lº
.

l m—2 url
R(Y ) tk -m E

. e (É?) dtm

Como foi súposto que g e LW 0(J,X), temos que % ê
'

essencialmente limitada em [to,w). Existe pois M > O tal
que |g(t)[ & Mw(t) q.t.p. Assim, da desigualdade acima, resul
ta que

(2.8) |oâ(t)| S KJ dtlJ dtz . .t tl
w w R(Y )(t-t ) t

. k m m £... ft dtm_lJt w<tm)e .(1;> dtm
m—2 m—l
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Passemos agora ã análise dos três casos.

Caóo ?: 1 5 k IA q—l. Logo, R(Yk) > 0.

Existe T z—to tal que

R(Yk)t
_É__77——— é crescente para t 2 T.

t
Da afirmação acima e da desigualdade (2.8) segue que, “

para t > T,

[eo
00 ao R<Yk)tmi e|om(t)! 5 K) dtlí dt2 J w(tm)—-———[—— .

t t t t1 m—l m

-R(Y )t
. e k m.t£dt ,m m

isto é,

i ou ao em

(2.9) |0m(t)| s KJ dtlí dt2 Í tp(tm)dtm.t tl tm—l

Como, por hipótese,

J W(T)Ts+1dT < m e m—l s 5 < s+1
to

temos'que

Í W<T>TmuldT < m.
to

Segue então, do Lema 1.4 que:

, [tdtlít dt2 ... Jt w(tm)dtm < m.
o l m—l
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J dtlJ dt ... J w(t )dt + 0 quando t + º e, port t m m —

l m—l
tanto,

lol(t)| + 0 quando t + m.m

De (2.9) temos:

00 i 00 ao ou ao

JT|0m(t)|dt s KJTdtJtdtlJ dt2 ... Jt w(tm)dtm.

Como

[ W(u)umdu < w,
T

segue do Lema 1.4 que

do ao ao CD

[Tdtítdtlít dt2 ... Jt w(tm)dtm < m.
1 . m—l

Logo,

“ 1 T 1 “ i[, lom(t)|dt = J lcm(t)|dt + Í lom(t)|dt < ».t t To o

Concluaão do Caóo 1: para 1 5 k 5 q—l, com a hipótese:

J W(u)us+1du < w temos: yk & D .t nk
O

Caóo 2: q 5 k 5 q+r—l. Logo, R(Yk) = 0.

Neste caso, a desigualdade (2.8) torna—se:i Kao no '00 £(2.10) Iom(t)| s Ezjtdtlj dt2 ... [ w(tm)tmdtm.
tl tm—l
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Analisaremos os seguintes sub—casos:

Cabo 2.1: £

Cabo 2.2: £ >

Cabo 2.151:

IA

J 2.1.1: E = O

& 2.7.2: £ =

7.3: K = 2.2
L

.

2.2.1.1: lsisnk-(l—l)2.2. ]: nk—(K—l) 2 1

L2.L2:ixk-QrD

2. 2.2 : nk—(Z-l) < 1

Da desigualdade (2.10) temos:

i 00

(2.11) lom(t)| s KJ dt

Desde que

t0

segue do Lema 1.4 que

Jt dtlít dt2
o 1

e, portanto,

[ao
00

dt [ dt
t 1

t1
2

rm

l-Jt dt2 L w(tm)dtm
l m-l

[ W(u)um—ldu < w

Ít w(tm)dtm < w

m-l

oo

Jt W(tm)dtm + 0 quando t + w.
m-l

De (2.11) segue que

|0ã(t)| + 0 quando t + m e



24

fºº i 00 00 "on -6o
,

Jt lom(t)1dt s ít dtítdtlít dt2 ... ít, w(tm)dtm
o o º -1 m—l

Como,

J W(u)umdu < w

to

segue, do Lema 1.4, que:

Jt dtf dtl[ dt2 ... Jt lb(tm)dtm < w-

0 1 m—l

e, portanto,

i <!)Jt lom(t) Idt < .

o

Concluóão do Caóa 2.1,1: para R(yk) = 0, Z = 0

” +1 k"[ lb(u)us du < w, tem-se y 5 0
to

nk'

Caóo 2.1.2: Z = 1

Da desigualdade (2.10) temos:

00

(2.12) |aâ(t)| 5 5J dt dt ... J w(t )t dt .t t lítl 2 t m m m
m—l

Como, por hipótese,

[ W(s)ssm—lds = [ w(s)smds < w

to to

segue de (2.12) e do Lema 1.4 que
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[oã(t)| + 0 quando t + & e

co

Jt |om(t)|dt s Kít TTJtdtlít dt2 ... Jt w(tm)tmdtm
o o l' m—l

Calculando por partes a integral do segundo membro, tg
mos:

00
_ (co 00 eo - ºº
1Jt lom(t)|dt s KiZntJtdtlJt dt2 ...Jt uutmrgákm to l url O

+ [£ Kntdtítdtzít dt3 ... Jt w(tm)dtm] =

o 2 m-l

(oo oo (X)

= .
o o +Kíªíª ZntJtdtlJt dt2 . Jt w(tm)tmdtm

l m-l

— ZntOJ dtlí dt2 ... [ W(tm)tmdtm +
t t to l m—l

+ I Zntdtí dtzí dt3 [ w(tm)dtm]t t t -to 2 m—l

Como a função Znt é crescente e t a t z...z t12t
temos que:

oo &) co (70i .[ !om(t)|dt s KfllmJ dtlí dt2 ...J w(ggtm&uàpgn+t t+m t t to l url

dtlí dtz ... Jt w(tm)tmdtm +

oo co 00
[ao

+ ít dtJtdt [ dt ... w(tm)tm£ntmdtm).
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Desde que

m 5 i s nk s s+l

e que

[ W(u)um£nudu <'ºº
to

e portanto
&

Í w(u>umau < m

to

segue, do Lema 1.4, que

Í”
00 &

dt [ dt ... í w(t )t dt < «,t 1 t 2 t m m m
o l m—l

J dtlí dtz J . w(tm)tm£ntmdtm < ºº'
t to 1 tm—l

e portanto
” no (”

limJ dt [ dt ... J w<t )t znt dt = o.
t+w t 1 tl 2

tm—l
m m m m

Temos, portanto, que:

[t |aã(tãl&t < ».
o

Concluóão do Cabo 2.1.2: supondo R(Yk) = O,
00

[ W(u)u5+1£nudu < m, tem—se: yk & U .t “k
0
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Cabo 2.1.3: £ = 2

Da desigualdade (2.10) temos:

i K
oo oo co 2[um(t)( s Zíítdtlít dt2 ... [t w(tm)tmqtm

m—l

'e portanto,
ao CD O)

dtz ... J w(t )tzdt2 1(2.13) t lom(t)| S KJ
t m m mdtljt tl m—l

Pelo Lema 1.4, a convergência da integral
& ou ao

2[ dtlí dtz ...] wu: )t dtt t m m mtl m—l

é equivalente ã convergência da integral

J W(u)u2um'1du = J W(u)um+ldu.
t0 O

de modo que

m+1 s s+l.

Assim, a hipótese assegura a convergência da última in-
tegral e, portanto,

[ª)
CD ao

2dt-I dt ... J w(t )t dt < m

t 1 t 2 t m m m
o 1 m—l
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limí atlí dt ( [Mt )tºdt = o.tt+m Jtl 2 Jt

Segue de (2.13) que

(2.14) lim tzlclin(t)l
t+w

" 0, 1 s i s n -1

e também que

EAtlci(t)|dtL m
K — dt dt» . . . Mt )t dt

t t 1 2 to o l url
m rn m

Resolvendo por partes a integral do segundo membro,
00 ao GJi '

. 2[t t|0m(t) Idt 5 K[ ªª intítdtlí dt2 [t thhmdtm
o 1 url

(» <!) 00
2dtlít dt2 . .. Jt w(tm)tmdtm +— Zn tºít

o l m—l

(D ou ao 2dtzít dt3 Jt tb(tm)tmdtm].
ao

+ J [ntdtí
to t 2 m—l

Como a função [int é crescente e t's tl 5 ti 5 s t
tem—se:

oo co 00 (Di .
_

v 2lt tlom(t) ldt s Kfâíªjtdtlít dt2 Jt w(tm)tm£ntmdtm
o l url

dtlít dt2 Jt w(tm)tmdtm +

oo co ao 00
2+ Jt dtítdtzít dt3 L; w(tm)tm£ntmdtm]

o 2 m-l
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Como m+1 s i+1 s nk s s+l temos, por hipótese,

m+l£nudu < W.[ w<u>u

Pelo Lema 1.4 temos então:

& W ou
2[ dtlít dt2 ... J w(tm)tm£ntm < »

to 1 tm—1

Portanto,
m eo 00

, 2limí dt J dt ... J w(t )t int = o.
t+» t 1 tl 2

tm-l
m m

,

m
.

Logo,

(2.15) í' tloi(t)ldt < », para 1 s i s nk-lt m —

.

o

De (2.14) e (2.15) concluímos que

(2.16) tzlyÍ(t)| + o quando t + m e J tiyâ(t)|dt < m

t .

O

para 1 s i s nk—l.

Consideremos agora 1 = r = nk.
A coordenada yâ(t) deverá satisfazer â seguinte equª

ção diferencial:

yi = [Yk — %Jyí + cr(t) + gª(t)

onde

r _ k k
'

k
0 (t) — br l(t)yr_l(t).k

,1(t)y1(t) + ... + br,r—
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Observe—se que as coordenadas yÍ(t) ... y (t) jãr-l
foram encontradas acima.

De (2.16) segue que

t2[0r(t)l + 0 quando t + w e

I'tlorw) [dt < «»

to
Uma solução da equação diferencial acima é da forma:

t[ [yk — %Jdr
t u

Yâ(t) = J e [or(u) + gí(u)]dut
Lembrando que R(Yk) = 0— e portanto,

t £
[“[Yk ' ?JdT

le | = (%>ª

temos:

|yÍ(t)| s JÍJZu“Io (u)|du + —ZJZ utlgk(u)|dut tº tº
e como

kIgr(t)| 5 mm:) e £ = 2

temºs:

t t
(2.17) |yÍ(t)| s JÉJ u2|0r(u)|du + 3%J u2w(u)du.

t tº t to
Portanto,

t t t
t _t "(2.18) tlyÍ<t>| s lí uºlor<u>ldu + ª] uªw(u)du.
t0 O
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Pela regra de L'Hospital, temos:

t
lim lí u2i0r(u)ldu = lim t2|0r(t)| = o
t+m t to t+w

Por outro lado, desde que £ 5 s e 'Z = 2, temos que
s 2 2 e portanto s+1 2 3. Assim, por hipótese,

[ u3w(u)du < &

t
donde,

Assim,

ktlyr(t)l + 0 quando t + w.

De (2.17) temos:

t .

—5J u2|0r(u)|du +
t

Resolvendo por partes a primeira integral do segund01mª'

bro, temos:

” tk l 2 r m.Jt lyr(t)|dt S ÉJt u Io (u)Jdult +
O 0

m m t ,

+ í %t2|0r(t)|dt + Mí ªªí uZW(u)du =

to , tot
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t m
= lim — —í u2!0r(u)ldu + J t|0r(t)|dt +

t to o-

Jºº Jtº+ M u W(u)du.t?
Conforme já vimos acima,

tlim lj u2|0r(u)|du = o
t“t+-oo t

J t|0r(t)ldt < w

to

Portanto,

|_;
oº t ººC

í ªâí u2w(u)du s [ ——dt < ».
tºt N

Das desigualdades acima resulta:

ao

I ly];(t)|dt < ºº.t0

Dos resultados obtidos segue que:

Concluóão do Cabo 2.1.3: supondo R(Yk) = O,

e [ W(u)uS+l£nudu < w, tem-se: yk & D .nto k

Assim, encerramos o Cabo 2.1.
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Concâuóão do Caóo 2.1: supondo R(Yk) = O, [_º 2 e

[ W(u)us+l£nudu < m, tem-se: yk & P
t"0 nk'

CaAo.Z.2: £ > 2

Caóo 2.2.1: nk—(Z—l) 2 1, £ > 2

Causo 2.2.1.1: !. > 2, nk—(Z-1)z 1 e lsisnk-(Z—l).

Como m 5 i, segue que

m 5 nk-(Z—l)

'e portanto
m+K-1 s nk s s+l

Da desigualdade (2.10) temos:

t£|0i(t)| s KJ
00 00 £dt J dt ... J w(t )t dt1 t 2 t m m mt 1 m-l

Como m+£—1 s s+l, da hipótese tem—se:

m+K—ldu < w.J W(u)u
. t0

Do Lema 1.4 segue, então, que

&

dt
&

dt
&

w(t )tªdt < m

t 1 t 2 "' t m m m
o 1 m—l

Portanto,

.

co
.

ao CD

£ ..Éíªítdtlít dt2 ... Jt W(tm)tmdtm « O

1 m—l

o que implica:
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(2.19) lim t£|0ã(t)| = o
t+oo

Ainda de (2.10) temos:

J tt—l|0i(t) Idt s KJ ªiª-J dtlí dt2 Wc )tªdt
t m t 't t t m rn m

o o l url

Resolvendo por partes a integral do segundo membro e

lembrando que tnt é crescente, temos:

Jt t [om(t) Idts Kí-Kntoít dtJ—Jt dt2 Jt ú)(tm)tmdtm +

o o l url

.

00 eo G) £(2.20) + ªíªítdtlít dt2 [t w(tm)tm£ntmdtm +

l m—l

+ rº dtrdt rº lMt )tªint dt ]2 "' m m m m
*

t t to m-l

Como m+K-l s s+1 segue que

[ w(u)um+£-1 du < m e [ W(u)um+£—1£nudu < m

t t0 0

Pelo Lema 1.4 temos:

co 00 eo £[t dtlít dt2 ... [t w(tm)tmdtm < m

o l m—l

e
00

dt
ºº

dt
m

mt >tª£nt dt < «»
' t 1 2 "' m m m mt to 1 m—l

e portanto,
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.

CD co 00 £ _llm J dtlí' dtz .., [ w(tm)tm£ntmdtm — 0
t+w t tl tm_1

Segue de (2.20) que:

tZ-l
t .o

(2.21) J [oá(t)|dt < m.

De (2.19) e (2;21) temos:

Concluóão do Caóo 2.2.7.7: supondo R(Yk) = 0, 2 > 2,
1 s i s nk-(K-l) e J w(u)us+1£nudu < w, tem-se:

. tº
B<t>l = o e J tÃ'llyª(t)jdt < w.1 t 1

0
(2.22) lim tªty

t+oo

MCaóo 2.2.1.2: £ > 2, nk-(l—l) 1 e ik> nk-(Zºl).
IlSeja i nk-(K—l) + r onde r = 1, 2, ..., Z-l.
IlPara r 1 temos: i = nk-(Z-l) + 1. Neste caso a

i—êsima componente de yk é dada por:

t
Jf [Yk _ £]dT

k t u T
. k(2.23) y.(t) = [ e [Ol(u) + g.(u)]du1 t 1

o

onde
1 ; k k k k0 (t) — bi,j(t)yl(t) + ... + bi,i—l(t)Yi—l(t)

Desde que hª j(t) é limitada e para cada j = l,2,..u
.,i41 = nk-(Z—l), yâ(t) satisfaz (2.22) segue que

(2.24) t£[0i(t)l + 0 quando t + w
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(2.25) J tª'lloi(t)|dt < m

t0

De (2.23) temos:

t
'

t .

lyâ(t)| s JÍJ uzlol(u)ldu + lªj u£w(u)du
t t t t0 O

_ t . t(2.26) tª l!yí(t)| s %í uªlol(u)|du + %J uªw(u)du
to tº

Como uZW(u) é positiva e integrãvel em [tº,w) teus:

t w

[ u£w(u)du s [ u£w(u)du = C2 < m

tº to

Logo,

tlim %Í uªw(u)du = o
t+w to
Além disso, da regra de L'Hospital e de (2.24),

t .

'

.

lim %J uªlcl(u)ldu = lim t£|01(t)1 = o.
t+oo t t+oo &

Portanto, de (2.25), tem-se:

lim tzflly
t+oo

k _ - _ _ -i(t)| — O, para 1 - nk (£ 1) + 1.

De (2.26) segue que:

ou 'I: .

|yÉ(t)!dt s Jt —7í u£|01(u)ldu +
t 't0 O O
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Resolvendo por partes a primeira integral do segundo
membro e usando os resultados (2.24) e (2.25), tem-se:

m t . t . w[ ÉÉJ u£10l(u)|du = — ªí u£|01(u)|du| +
t t2 t t t tO

o o o

w , t .

+ í %t£|01(t)|dt = lim — %J u£|01(u)ldu +
to t+ºº to

+ J tzºlloi(t)ldt = lim — tªloi(t)l +
t() t+ºº

+'j tz-lloi(t)1dt < »
t0

Além disso, a segunda integral do segundo membro tam—

bém ê convergente, pois

t oo

[ uKW(u)du 5 J uKW(u)du < m

tto O

e portanto,

Q.» t
J t( uKW(u)du < m.
t t Jt

O O
IN

Em vista dos fatos acima, segue que:

tí tZ—zlyk(t)|dt < w para i = nk-(Z—l) + 1

to 1
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Vamos supor que tenhamos mostrado para todo r,
1 5 r 5 q onde q < Z—l, que

(2.27) lim tZ—rlyâ(t)l = o e [ tZ—(r+l)lyâ(t)ldt < m

t+w to
onde i = nk—(Z—l) + r.

Mostremos que para j = nk-(â—l) + q+l s nk ainda va-
le (2.27), isto é, que

lim tz—(q+l)!y?(t)l = O e J tz—(q+2)|yã(t)l < ”
t+ºº to

Isto encerrará a prova, por indução, de que (2.27) vale para to
do i = nk—(Z-l) + r onde 1 5 r s K—l.

Já vimos (2.26) que:

t . t
(2.28) |y3(t)l s 1 u£[03(u)ldu +-

M uªw(u)du '
3 E? _?t t t .o . o

onde
j '

= k k + + k k to (u) bj,1(t)yl(t) ... bj,j—l(t)yj,j—l( )

k - . . . _ -_ ; _“-Mas bj,i e limitada e para 1 — l,2,...,3 1 uk & l%+q

vale a hipótese de indução estabelecida em (2.27). Portanto, co—

mo Z—r z K-q temos:

lim tZ—quâ(t)| = o e j tK—(q+l)]yâ(t)1dt < m

t+oº to

Das considerações acima temos:

"; .

' 0
lim t£_qldj(t)| = o e J
t+m

De (2.28) vem:
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tZ-(q+l)« k t .

]y (t)l : l í u£|03(u)ldu +j q+lt to

tM
J £+ ———— u w(u)dutq+l to

Mas, pela regra de L'Hospital,

t _ £ j
lim làlí u£|ºª<ª>ldu = lim -ÉLJ£L_£ELL_ =

ª-q j
= m ;__Ig_<_t>_l_ : O

t+oo q+l

Além disso,

t ºº ao

J u£w(u)du 5 J u£w(u)du s [ us+1w(u)du < w
' t tto o o

donde,
t .

lim —3%Íí uZW(u)du = O

t+m tq t0

Logo,

lim tz—(q+l)|y$(t)| = 0 para j = n -(£-l) + q+l
t+oo ] k

De (2.28) témos ainda:

“ £—(q+2) k “ dt' t £ 3 '

J t lyj(t)|dt SJ º-É—z—J u |U (u)|du +

to to t to
(2,29)

00 t .

+ MJ _â'Í—Tí uªwmdu
to t to

Calculando por partes a primeira-integral do segundo

membro, temos:
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eo t ' ' t . ºº
J ”*_dízí U£Í03(u)|du = ——-l—TJ “ZIºJWHªªª't
to tq to (q+1)tq to º

oo [. j '

,

' t .

J'J t lo (th it : lim __-l__+_l_J u£|guu>ldu +
t (q+l)tq t+m (q+l)tq to -

1 & £—(q+l) j _ 1 ” z-(q+1) j _

&+ gzíít t 10 (t)ldt — ãííít t [o (t)|dt <

0 O

Quantó ã segunda integral do segundo membro de (2.29),
temos:

[ao dt 1; £ Í.ao dt 00 £
; wí u 1D(u)du 5

J WJ u Ú(u)du < oo

to t to to t to ,

pois

[ u£w(u)du < m

to

e

q+2 2 2.

Em vista do exposto segue de (2.29) que

J tªf(q+2)lyâ(t)|dt < w; j = nk—(z—l) + q+lto

o que encerra a prova por indução. Assim, temos:

Concluóão do Caóo 2.2.1.2: supondo R(yk) =.O, £ > 2;
e i = nk-(z—l) + q com 1 5 q 5 2—1 tem—se:

tz-quâ(t)l + 0 quando t + m
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í tZ-(q+l)lyâ(t)ldt < «
to

Lembrando que, para 2 > 2 tem-se 2-1 > 1 e que

q 5 2-1 implica £-(q+l) a 0 e 2—q 2 1, temos, das conclu—

sões dos casos 2.2.1.1 e 2.2.1.2 que:

|YÍ(t)1 + 0 quando t + m

J IyÍ(t)|dt < m

t0

qualquer que seja i = l,2,...,nk, o que conclui o caso 2.2.1.

Concluàão do Caóo 2.2.1: supondo R(Yk) = 0, 2 > 2 e

nk-(Z—l) >.0, com a hipótese de que J ts+1£ntW(t)dt < w,
. tktem-se: y 6 D º

nk'

CaAo 2.2.2: R(yk) = 0, 2 > 2 e nk-(Z-l) s 0.

Para m = 1, da desigualdade (2.10) temos:

|Ai K ” £
'O]. (t)] ?ítw (tl)tldtl

“e, portanto,
£ i ºº

11t Icl(t)| s KJ w(tl)tldtt 1

Como 2 < s+l, segue da hipótese que

ao
A

E

O

e,portanto .ººz_lim [tw(tl)tldtl - 0.
t+co
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Logo,

lim tª!0â(t)| = 0.
t+oo

Além disso,
(X)oo

£ 1 '

oo ,. £Jt t iol(t).dt s KJt dtJ w(tl)tldtl
O ' 0 t

Como - £+l s s+1, da hipótese temos:

Í w(t)t£+ldt < w
' t0

e assim, do Lema 1.4, segue que

, dt w(t )t dt < w

Jto t 1 1 1

Segue então que
. ª) Z .

J t l0ã(t)ldt < m

t0

Seja agora m = 2. Da desigualdade (2.10) temos:
ao [CDtzloã(t)l s KJ dtlJ W(t2)t€dt2
t t 1

Como já vimos

ao 00
£J dtlj W(t2)t2dt2 < w

to t
4 ªssim,

.

(D
[(X) Z

—llm dtl. w(t2)t2dt2 — 0.
t+m t Jtl
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Logo,

lim tigo
t+oo

Por outro lado,

tº'lIGikt)|dt 5 K? ªº dt w(t )tªdt2 ; t 1 2 2 2
to _ -to t tl

((X)
(D” z . [“ &

Entj dtlí w(t2)t2dt + intdtJ w(t2)t2dt2 J 2t tl to t

< lim [mdt
m

W(t )+££nt dt +*
t+w )t 1 t 2 '2 2 2

k

- znt
w

dt
&

w(t )tªat +0 l 2 2 2t to 1

+ dt w(t,)t2£nt2dt2t Jt “
o

Como £+l s s+l segue, da hipótese, que:

! w(t)t£+l£ntdt < %

t0

J w(t)t£+ldt < w

to

e, portanto, pelo Lema 1.4,

J dt[ W(t2)tâdt < m

t Jt 2
O

Jt dt ) w(t2)t22nt2dt2 <

|A
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E deste último fato, temos ainda,

.

oo oo
£ _llm Jtdtlít Lp(t2)t2£nt2dt2 - 0

t+oo

Dos fatos acima, segue que

[ tª'l|aâ(t>|at < &

t ,

O

Como

yã(t) = aª(t) e yâ(t) = 0Í(t) + aª(t)

segue, das conclusões acima, que

(2.30) lim t£|y5(t)| = o e J tª'lly3(t)|dt < »,
t+ºº 1 to

1

para 1 = 1, 2.

Vamos agora provar que

(2.31) lim tK'rly3(t)l = o e J tª'r'lly3(t)|dt < m

t+ºº ]-
' to ].

k_2.para todo i = 2+r, r = O,l,2,...,n
Faremos & prova por indução sobre r. Para r = 0, tg

mos i = 2 e já vimos que neste caso vale (2.31). Vamos supor
que para todo r, com" r s 0 Z nk—Z vale (2.31). Sejaj=2+p+l.
Mostramos que (2.31) vale para 1 = j, isto é,

lim t
ªt,—H»

ª'(º+1)|yâ<t)| = o

J t£_(p+l)—1|y?(t)ldt < w

to
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Já vimos que

t . t ,

(2.32) |y$(t)| s ÃÍJ T£l0l(T)|dT + 3%J T£w(T)dT
3 t to

' ' t to

onde
k
j,1Y1

kt +...+b. .() JIJ-l
j _o (t) —vb (t)yj_ 1(t )..

Como r s p temos: Z—r z z-p e ler-1 z £-p—1.Alên

disso, Z—p 5 Z e Z—p—l 5 £. Segue então, da hipótese de in-
dução e de (2.30) que

lim # º|yªiº (t)|= e [ tª'º'lly]; (t)! < «?
t—wo - 'to

apara todo i = 1,2,...,j-1. E desde que hª i(t) e limruíb.palv'
ra i = 1,2,...,j—l, temos:

(2.33) lim t£_º|0j(t)l = o e [ t£º lloj (t)! < w

tt+oo

De (2.32) temos:

t .£-(p+l) k 1 £ ]t lyj(t)|s tp+1Jt T Io (T)|dT +

o

tM
J

£+ ———— T Ú(T)dTtº+1 to

Pela regra de L'Hospital e por (2.33) temos:

t £ j
lim 1+1J THIC (maT = lim t lo (t.)l
t+oo tp t+“; (D+1)tpto

t£_plcj(t)|
p+l : º'= lim

t+oo
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.Como T£w(1) > 0 temos:

& t co
'

J TKW(T)dT 5 J T£Ú(T)dT = C < w

t 2
to 0

Assim,

t » MC
0 5 lim —É%ÍJ T£w(T)dT 5 lim ——£% = 0

t+w tp to' t+m tº
Portanto,

tlim *ÉÉTJ Tªw(r)dt = o
t+w tº to
Podemos agora afirmar que:

lim t£_(p+l)yâ(t) = o
t—mo

De (2.32) temos:

tª (D+1) l|y$(t)|dt s __ÉE__ T£|03(T)|dT +
] p+2t t t to o o

” M t £4 _?qu WWtº tp to

Fazendo por partes a primeira integral do segundo memª

bro e aplicando (2.33) temos:

” t .
' t .

'

dt J £] ] _ 'l í £ ] ºT o' (T)IdT ___-___.— T lg (T)ld1_'| +[t tº+ª t (p+l)tp+1 t ' to
0 o o

m 1 £ ]+ [ t |U (t)|dt =
t (o+1)tº+1



47

. t '

. ,

= —lim ___lT'íTJ “'C' (T) la']? + p—íljºtºttz-“O llO'J (t) ldt' =
t+ºº (p+1)t toT

.

“O

. [. p: *_lim ._É___.â.|º'-j (t)|'+'+_11_tJ't“I:-£"O1|ºj(t)|dt < oo

tw (p+1) º tº .
,

Temos agora que

[ t£'(º+l)'lly3(t)ldt < w

tº 3

»o que encerra a prova de (2.31). Portanto, para todo 1 = 2+r,v

r = 0, l, ..., nk-Z temos:

lim tª rly]; (t)|= e [mtt£"r llyí(t)ldt < &

t-mo to

e para i = 1 já provamos que

m

lim tzlyâ (t)|= e J t£|yÍ(t)]dt < &

t+oc tº .

.

Mas se r s nk-2 então lªr 2 K-nk+2Q

Por outro lado, nk-(Z—l) s O, donde,
£ - n 2 1.k

Logo,

_

Z-r a 3 e Z-r—l & 2.

Portanto, podemos garantir, a partir do resultado óbti
do por indução e do resultado obtido para i-= 1 (lembrando

que aqui £ > 2) que:

lim Iyi(t)|= e Jt |yâ(t)ldt < ”-
+oot 0
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para todo i, 1 s i s nk, o que conclui o caso 2.2.2.

Conciuàão do Caóo 2.2.2: supondo º(Yk) = 0, -ª > 2,
e nk- (2-1) 5 0, .com a hipótese de que [ ts+l£ntIJJ(t)dt < º, tem-—

.' ' tk 0—se: y 5 D .nk

As conclusões dos casos 2.2.1 e 2.2.2 nos permitem. es—

crever:

Conciuóão do Caóo 2.2: supondo R(Yk) = 0 e E > 21

com a hipótese J ts+12ntw(t)dt < » temos que »yk e On .v

t ' k0

— As provas dos casos 2.1 e 2.2 concluem o nosso caso 2.

Conculóão do CaAo 2: supondo R(yk) = 0, com a hipõª
. oo .

'

,

tese J ts+l£ntW(t)dt < » tem-se que yk e D
, t .

o
“k

Cabo 3: q+r 5 k 5 N. Logo, R(yk) < 0

Já vimos que uma solução de (2.7)k tem componentes da

forma:

yâ(t) = câ(t) + aª(t) + .;. + oí(t), i=1;g;.;.,gk

onde
_

'«i . t _“ t ' 'HmZ
cm(t) = [t b1(tl)dtlít b2(t2)dt2 ...ít bcawlhªàrlº

' o ' o 0_

(2,34)
Jt

-

[_[Y — —]dr
tm—l tm

k T

. Jt h1,m(tm)e_ dtm
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0 < 6 < —R(Yk). Temos que:Seja

[Y - —]d1 _ u £ '

_-uk T _Ygtmzmg yvtmuze - e e — e (É)

Portanto,
. t £ .

JuEYk “Fªc“ u £ ka) (t.—ú)
[e = E e

onde t 5 u 5 t Assim,

u £
(E) S 1

Além disso, como R(Yk) s —6, 'tem—se:

R(Yk)(t-u) s —ô(t-u)

Logo,

t.
,[Yk - %JaT, .

_ .

(2.35) le ª | 5 e'º(t'ª), tº 5 u s't
De [s.a, pg. 54], de (2.34) e de (2.35) podemos afir-

mar que existe Constante k1 'tal que, para t 2 to;
("º—n t2m J 'W(u)du + klíto

. w(u)dul.(2.36) |oi(t>|' 5 k e

e portanto,

i (--2%)-t eo

0 5 lim [0 (t)| 5 lim [kle í W(u)du] +
t+w m

- t+w to. *

. t .

+ kllimí W(u)du
' 't+w t/z
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Mas, por hipótese,
'

J w(u)du = k < w2
to

Portanto;

_

('à-Qt ºº
' (mà-Jt

lim kle [ w(u)du = lim.klk2e .
.

= 0
tº“ t t+w0

Além disso, para % 2 to, temos:

t ' t
[ w(u)du s [ w(u)du
t/2 to

.J.vw(u)du < w, segue que
to .

tlim J W(u)du = 0
t+00 t/Z '

Das considerações acima segue que

lim |oâ(t)| = 0, i = 1, 2, ..., nk, e m = 1, 2,,,,,,1
t+w

De (2.36) temos ainda:

w 1 m (—áí)t &

[ Io (t)ldt 5 k J e m [ W(u)du +
m 1t tº - to

m t '

klí dtJ W(u)du
to t/2

A respeito das integrais do segundo membro, podemos dª'

«» (——ãª- «» geo «ªº-mn
,

[ e m dtí w(u)du = kzí e dt < &

.to tO O
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'

_ .

*

Fazendo 5 — tl temos. t — 2tl e dt — 2dtl. Logo,

& t & 2t1
J dtJ 'w(u)du = ZJ dtlJ w(u)du s

t_ t/2 t t
. O

>s 2J dtlJ w(u)du
' to t1

.' oo

Como, por hipótese, Í tw(t) < w, segue, do Lema 1.4,
que º

d J W(u)du < wJt tl't
o 1

e portanto,

[ 'dtJ W(u)du < ”.t t/2

Segue pois que:

J |oà(t)|dt < m, para it || |_: N =,
W

0 m=1, 2, 001,1

0 que conclui a demonstração do caso 3.

Concluóão do Caóa 3: supondo R(Yk) < 0,» com a hipê
CD

tese J tw(t)dt < w, temos que:. yk & D .t nv
. o k

Fica assim demonstrado o Lema 2.3. D

HIPÓTESES SOBRE A FUNÇÃO f(t,x)
Dada uma matriz A(t), n >< n, A(t)r= (A1(t),...,AN(t)),

diremos que uma função f, definida em J X X .com valóres em.
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X satisfaz a_hipõteseH2 se:

f é contínua em J x X' e

existe uma função h, contínua, tal que

l|f(t,x)|[ s h(t)|lx|| para 5; tº 2 1'1'e x e x,,çe

[ h(t)ts+l£ntdt < w, sendo s+l a maior-ordem dos.
-t »

-

0

blocos de A(t).

RESPOSTA AO.PROBLEMA PI

O próximo lema jã estabelece uma relação entre sohxibs
dos sistemas:.

ll(H) $; A'(t)y

(P) É A(t)x + f(t,x)

Lema 2.4; Seja .A(t)> matriz n * h satisfazendoa Hg

“pâteae H1 e seja s+l o ordem máxima dos blocos de AKt), Seja
f(t,x) “satisfazendo a.hipõtese HZ' Seja y(t) # Ó solução 'de

(H) satisfazendo:
A >. > . 4

(2.37) TEE |L (tàllt' < w
t—mo te q

onde ºq é o elemento constante da diagonal do bloco Aq(t), £

5 um inteiro e O 5 £ 5 5. 'Então, existe uma família de soluçãn

x(t) de (P), dependendo de pelo menos p parâmetros, satisfª
zendo:

.

x(t)— (t) _ 1 ' “W e v - L (J,X) n Lo_(J,X).
't e q
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Obóenvação: o número p é construido como no Lema2.&

aplicado no caso ao sistema (2.38) que aparecerá na demonstraáix
Se ,p = O, a expressão família de soluções dependendo de pelo
menos” p parâmetros deve ser entendida como pelo menos uma ao-
lução.

Pnova:

Os elementos diagonais de Ak(t) são da fôrma

ak(t)=a+A(t) (1=12' n)i,i k k '

_

' """ k
t '

'
-

_

,

"onde J R(Ak(r))d1 é limitada em J. .Observamos, contudo,que_t ,

'
,

» , o '

nao ha perda de generalidade em supor

(i = 1, 2, ..., nk; k = 1, 2, ..., N)
k _ªi,i(t) ." ºªk

Para verificar este fato, faremos a seguinte mudançade

variáveis: t t
[t Ak(r)d: [ Ak(r)dr

y; = e 'º gg, .xk =.e º ;k

respectivamente nos sistemas (H) e (P). Temos

t-Ít 3k<x)aw
ç]; _ e o yljçl (j " 1, 2, 1.0, nk).

dende

t ' t '

, -Jt Xk(r)dt -Ít Ak(1)d1
wk = e o .k _ e o A (t) k

:“ Yj k Yj
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Dal, t-J Ãk(T)dT
ªk to k k k yk _

yj __.»
& [aj'1(t)y1 + + aj'j_1(t) j + WW?”

e portanto,
_

'N 7

Ãk _ k
'

k wk
yj — (aj'l(t) aj'j_l(t) ak o o) yj

Nk
Y

Lªk
donde-obtemos o sistema

3”; = fut)?

onde Ãít) -ê a matriz que se obtém fazendo kk = 0 em A(t) e

N
[_ ..

De maneira inteiramente análoga obtemos:"



55

àk_'_k k -k '

x. — (a (t) ... ªj,j-1(t) ak 0 .f. 0) x. +

+ f$(t,x)e
]

donde obtemos o sistema:

>? = Ã(t)ã + ímã)
onde

t-J Ãk(T)dTt
f(tbx) = e º - f(t,x)

Verificaremos agora que a funçãO'v?(t,;) satisfaz hi—

póteses-semelhantes às de f. Temas:.

t .

-J R(Ãk(T))dT
. .. N tl|f<t,x>|| = e - º llf<t,x>l| s

Jt t
'

- R(A (r))dr —J R(A (T))dT
to k (*) to

k
- N ªj .

s e
.

1;(t>1!x|]==e h(t)jg1>igllxgl

ít t ,

- R(A (T))dT J R(X.(T))dT
“to k N nj to 3 '

NJ.= h(t)e jªl iªle .Ixil s

IA Lh<£>1|ã||



Na última desigualdade fºi usado o fato de que_t
[ R(Aj(r))d'r
to t

e
,

'

_

é limitada pois Í 'R(Aj(r))ari'ê limitada.º 'Na
0

passagem indicada por (*) utilizamos uma particular norma de X,f

mas os resultados que obteremos & sequir independem- da pmiiqúar'
norma de x pois todas são equivalen_tes.. Decorre,lentao, que "

IT?<t,X>|| s 5<t>|lªll.

onde 'É = Lh 'e'portant0« É Aê Contínua eÍJ;.h(t)ts+l£htdt <*m,
.

,

' O- '

“Logo, f satisfaz a hipótese HZ' "'
Verificaremos agora que dada uma  solução  y(t) # 0_ .de

(H) satisfazendo
_

.

.

_m-rllzg(t)||< ºº,
t+m tie a ,

à solução ;(t) correspondente pela mudança de variáveis também

satisfaz as mesmas hipóteses. Provaremos ainda que_se existir u-'
ma família de soluções x(t) do sistema & = A(t)x + f(t, x) 53
tisfazendo a tese, relativamente a y a família (x(tl) córrespon
dente pela mudança de variáveis também satisfaz a te_se._

Seja y(t) # 0— solução de (H) satisfazendo_(2.37). En—

tão,
.t

ªk -J _R(Ak(r))d1_,, ;.4 N
o_ klly(t)ll = kgl iêlª Iyi(t)|

t _

'_
_

_

Portanto, lembrando que J R(Ak(t))dr é limitada,-
.

. to
N .nk, |yâ(t)l——— “||N(t)Í| _ .

'

wtig “*Z“%TE“TE“ ª Ll'kêl iâl Iªm
“"E—?TE—Tª“

< '

t e q
_

.

_

t e _q “
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Se ;(t) é uma família de soluções de ;( =Ã(.t)?<'+ anã)
dependendo de pelo menos p parâmetros satiSfázendo

llã(£)-“(t)ll_Ly._€pt e
.

.

a família correspondente x(t) também dependerá de pelo 'menos,
p parâmetros. Além disso,

N “k k 'N-k .'- -.1 “

|lx<tà?y(?)'l : kâl jg1|2%(t;-yj(t)l,.;, .:f
' a t 'a 'ttze 'qt tie,. q, '?

R (Akh) )“d'r'N: hk 'ít
kªl jêlº

»

o ,. “k. »Nkf'f
.

'

Ixj(r) yj(t)[.,<j.

R(0L )t- '

.

'
—

tie q .

.

. “
. .._ .

'; L» |Ix<t>—x(t)ll
. 2 £ cc 1:

_«

, t e
.

q '

.

.

Logo, d '

leçt)—z(t>rl E o'”
' t e q '

-

Conciuóão: 'podemos“supor qúellaâ i(t)1=“ak para
_

. _ .

_
, , ,. .

_
.

kv= 1, 2, ..., N, i = 1; 2; ..., nk.

Seja' _ y(t)
'

solução não nula de (H) satisfazendo (2.37).

Seja

Izl(t) =_x_(t)gxt(t?
't e .

onde x(t) satisfaz (P) e B = R(aq).
- Temos então que

'

z = [a(t) — %xaz + g(t,z).-
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onde
B<t$ = A(t)-BI = diag(Bl(t), ..., BN(t))

com Bk(t) = Ak(t)-BI, k = 1, ..., N e

g(t,z) = f(t,tªe5tz+y(t))t“ªe'ªt

De fato:

à _ tªeªtcà-yJ-tx—y1(ztª1eªt+stªe Bt)
tZZeZBt
& Bttzze261: f(t, t e z+y(t))] £ Bt leBt £ Bt[A(t)t£;8t+.te18t tette'(£t-+Bte)

é = »

tzzezgt

1—1 >£
z = A(t)z - AZ(ªtr +Bt ) + g(t,z)

N. H EA(t)'BI —.%I]z + g(t,z)

que é -o que“ queríamos verificar.
Para que o lema fique demonstrado, precisamos mostrar

que existe uma família de soluções z(t). de

(2.38) é = EB(t) — %:Jz + g(t,z).

dependendo de pelo menos p “parâmetros tal que z£e 0.

Como lim "t(ÉàI|< w segue que eXiste uma constag
ªt:-+00

te c > O tal que

|lY(t)l| s ctzeBt, para todo t 2 to

Temos então que:
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!. —£e_8t|l|g(t,z)|l = Ilf(t,t eBtZ(t)+y(t))l|.|t

= t'ªe'ªt|1f(t,tªeªt
:
if(;

z+y(t))|| s

tºªe"ªth(t)lltªe6t2+y(t)l| S[A

t_£e—Bth(t)t£e6t||z||+t—£e_8t|ly(t)||h(t).s-|A

IA h(t)El|z|I+c]

Seja & : J + R uma função tal que:

w é contínua em J;“
w(t) 2 1 para todo t a t -

w(t) + w quando t + wl

J h(t)w(t)ts+l£ntdt-< m

t0

Como w(t) + w quando t + w, temos que ?ÉTÉT— + 0

quando' t + a. Logo, existe É 2 tO tal que

"5%ÉT“ < %% para t > ª
onde p e K são dados no Teorema 1.1.

Seja w(t) = [p+c]h(t)w(t). Consideremos a função
& = ngÉ w). Observemos que & é nula em Etc:?)l e" Cºinºiªe

- I

com' q em [É,W). Portanto,

|Iõ(t,x)ll s h(t)tllx|1+c1

Vamos considerar o sistema:

(2.39) ? = [B(t) - %ij
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Aplicaremos agora o Teorema 1.1 ao sistema

£(2.40) 5: = EB(t) # EIJx + &(t,x)

Observamos que os elementos da diagonal principal de

Bk(t) são dados por

AYk ºªk

e'satisfazem

»º(Y1>*ª —º- ? R(Yqªl),> Rkvq) = ... = R(Yq+r_l) —

= 0 > Rqu+r)z ... ZÍR(YN)'

-Estamos nas oohdições da observação feita cóm relação ao signiª,
X'cado»do,número ,p;

.

Consideremos os espaços de Banach:

B : _Lwío(J,x)
—L1(J)X) n LZ(J,X)“|!,0

Verifiquemos as hipóteses do Teorema 1.1.

(a) o pari (3,0) é [.B(t) rªil-admissível.

Isto é, o que provamos no Lema 2.3.

(b) Se» S'= [z e D : lilº s 9] n C(J,X) e se É. é a ade—

rência de S em CcKJ;X), então a aplicação'

mx eªs“ + 3(.,x(.))- e' B

é contínua.
Vamos inicialmente mostrar que se x e É então

5(.,x(.)) »e B.
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CC(J,X), com a topologia da convergência uniforme nas

partes compactas é um espaço metrizãvel. Como É é o fecho de
S em CC(J,X), dado x e É então existe uma sequênciam

xn e S tal que

x __ê__—> x quando n + w.

Como um ponto é um conjunto compacto, segue que;
todo t_e J,

xn(t) + X(t)

Como xn e S temos: xn e É(p,D) e assim,
lxnlD s p. Lembrando que a norma em D é dada por

Ixnlv = lxnll + Ixnlºº temos:

lxmlºº — p

e assim,

][xn(tf|| ; p, para todo n.

Logo,

|lx(t)|| s p, para todo t'
e como já vimos que I|õ(t,x)|| s h(t)[||xl|+c] .segue que

||õ(t,x)|l S h(t)[p+cj para todo x e €.

Basta agora mostrarmos que h(t) e L. o(J,R)'.,w

Temos :

W(t) = Ep+c]h(t)w(t)

onde w(t) + w quando t + w. Logo,

<xn) ,,

,para-.
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. h(t) _' .
“11

_ª““ “WB- * lim Eo+c1w(t * º
t+“ t+oo

donde, h e Em º(J,R) e portanto 'ª(—,(-)) e B.
' I .

5Vamos_agora mostrar que a função

x(.) a_ã + õ(-,X(')) 6 B

é contínua em 5.
Sejam dados x e É e e > 0. Devemos encontrar. uma

vizinhança.aberta de x em E tal que para todo y “nesta vi-
zinhança tenhamos:

lõ<-,x(á)>—õ(.,y<.))| < .;

Sabe-se que, no espaço CclE,M) das funções contínuas'
,do-espaço topológicº“ E no espaço métrico .M, munido da topo-
logia aa convergênoia uniforme nas.partes Compactas, a coleção

' dos conjuntos do tipo:'

V(f,K,e)-= [g & Cc(E,M) | sup d(f(t),g(t)) < e)
. , v-jteK

onde “K CvE .é compacto e ºs > O, .constitui um sistema-fumâmeg
tal de vizinhahças de, f;4

", Voltando ao nosso prºblema; dador & > 0*1e dado- x e €,.
iremos enóóntrar . v > 0 e o compacto K = [to;T] de mbdocaw;'

se,
"y 6 É— e y 6 V(x,K,v) = [z e C6(JQX) !

sup |lz(t)-x(t)|| < v]
teK '

.

então .:

13(.;g(—))—ã(—;y(-»IB <'€
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Temos:

lõ(—,x(-))-ã<—,y<—)>|B== Ixtto'T][5(j,x(-))-E(-,y(—))]+

+ X(T,»)Cª('rx('))-E(-,y('))]|8 à

IA llxtt TJE6(.,x<-))—ã<—,y(—>)1|B +
v o '

.

(2.41) '

,

+ |X(T,w)EE(-,X(—))—5(-,y(-))]|B 5

M letO,T]tõ(-,x<.»#õ<.,y(.»3|8 +

+ |X(T,w)õ('IX('))|B + |X(T'm)õ(.,y(.))|8

Mas,

||X(T,w)(t)5(t'x<t))ll = x(T'm)(t)||3(t,x(t))J| 5

(2.42)
IA X(T,w)(t)h(t)El|x(t)||+cj s x(T'w)(t)h(t)[p+c]

Analogamente, mostra-se que:

(2643) |Ix(T'w)(t)3(t,y(t))|l s x(T'w)(t)h(t)Ep+c]
0 para tºstsTCómo h e e = L (J R) e x h =

segue que x(T'w)h & Lw'0(J,R). Deste fato, das desigualdades
(2.42) e (2.43) e ao fato de que

&

B e H(R)

(veja página 1, condição (ii)) segue que

lx(T,w)ã(-,x<-»|B ; Ep+c3|x(T'w)h|B
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lx(T,w)g(wy<')>|B S Eo+cJ|x(T,w)hlB

De (2.41) podemos escrever

,[õ<-,'x(-))—ã(-'y(—))|B s IXEt mca-,x<—))-&<.,y<—))J|B+
(2.44), º

+ 2(p+c)|x(T,ºº)h|B

Como h e B e B é lean no infinito, temos;

XEtó,TJh 43h quando QTI+ »
v

em B;

isto ê,'
.

h ;
XEto,TJh + 0 quando T + m em B

ou ainda,

x(T;é)hl4 0 quaodo T + “. em
.

B.

oLogo, existe T > ª tal que

[x(T'w')h>IB < W
'

e portanto,

ªpªnham)“ <%

Segue, então, de (2.44) que existe T tal que

(2.45) “|ã(—,xc—»—õ(—,y(.» 13 s %+ let T][3(-,x(-))-ã(—,y(º))]l3
' º' »

Como & ,ê uniformemente contínua em [T,T]><É(p,x),e—
xiste v > O tal que se

||(t'l,x)-(t2,y)|| < v, 'x,'ºy ; É(p,X)' e t1,t2 e [rf/l']
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então,

llõxt ,x)-õ<t ,y)|| < ______g___T__l 2 2|X[t0,T] 3

Lºgº! se IÍX“YÍ| < V, x, y 6 É(p,X) e 't'eIET'TJ
então,

||(t,x)-(t,y)|_|= It- tl + llx-YII= lIx-YII < v

e portanto,
€llã(t,x)-õ(t,y)|| < __2|X[t0,T]|B

logo, se sup 'l|x(t)—y(t)|| < v, 'temos:
te[t0,T]

v||x(t)-y(t)|| < v ' para tºdo t & [to,T]

e portanto
€||5(t,x(t))-õ(t,y(t))|[ < _5T_______T__

« XEto,T] s

para t e [T,T] e como

||õ<t,x(t))-õ<t,y<t>)|| = o para t.e'[to,ã1'

temos:

IXEtOIT-th)|||ª(t,x(t))-õ(t,y(t))|| <2XEItª0Tx1|8| “ªo T]!

ou

HX (t) E&(t,x(t-))—õ(t,y(t))]|| < ————ª—-——T—l$< (t)]
[tº/l']. _ ZIXEtOJ'JB [tº/r]

.

para x, y 5 € com ||x(t)-y(t)fl < v e t e [to,T].
Como XEto,T] e B resulta que



66

C“»—————————————— e B.
ºlXEtO,TJ'B

X [to,T]

Da condição (ii) da página 1 podemos dizer:

IXEtO,T][ã("X('))-E("y('))]ÍB 5

€.

º'XEtO,TJ's
s ly ! .. & B

[to,T]
hum

Logo, tomando K = [to,T] e y & V(x,K,v), y 6 5 tº
mos que

N ”
.

e
!X[t0,T3[9(':X('))—g(—,y(-))]|B < 5

De (2.45) segue que, se y 5 V(x,K,v) e y 5 É, então,

lã(—,x< )>—ã( ,y( »|B < “um

Concluímos assim a continuidade da função
x(-) e 5 + g(-,x(.)) e B, em 5.

(c) Existe uma constante r > O tal que lã(-,x(-))IB 5 r
para toda função x e 8.

Se x e É, então,

Íã(.lx('))l “_,—sup
Il (t,X(t))H :B tzt W t)v

O

_ ll“<t,x<t>)il < h(t)[!íx(t)|l+cl“ 523% w * 525% W
_ h(t)[Í|x(t)Íl+cJ Í!x(t)í|+c” $$$ [p+c3h(t)w(t) ÍZT tp+cjw(t ª

o+c 1 JL _!A |Asuª “TEÉETJTET“ : suª w(t) zx ' r
tZT tZT
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A última desigualdade segue da construção de T: havíamos exi—

gido que É fosse tal que t a T ==» õíªT s %%.

(d) Existe A e L(J,R) tal que |!ã(t,x(t))l| s A(t) para
toda função x e 5.

Seja x(t) (p+c)h(t). Para x e E temos:

||ã(t,x(t))1| s h(t)[||x(t)[|+c] s (p+c)h(t) = x(t)

Estão portanto verificadas as hipóteses do Teorema 1.1.
,

.
pTomemos ªo e Xo,D tal que IIEOII <

2Cº , onde Co

é um número referido no Teorema 1.1. Então Collão | + % < 0 e
ª— _p- o P. :como r —

ZK temos. 2 Kr. Logo,

cºllãºll + Kr < 0

Pelo Teorema 1.1, existe solução x(t) do sistema (ZAC)

tal que x e D e Po,Dx(to) = ªo”

Como dim<xo,0) ; p (ver Lema 2.2), podemos tomar Eº
dependendo de pelo menos p parâmetros e assim obter uma Emília
de soluções x(t) dependendo de pelo menos p parâmetros. Como

9 e & coincidem em [T,w) x E cada solução x(t) de (2.40)
é uma solução de (2.38) em [T,m) que pode ser estendida como

solução a [to,w) fornecendo a solução z(t) procurada. Para

verificar o fato de que x(t) pode ser estendida a [to,m) co—

mo solução de (2.38), precisamos da seguinte formulação da Desi—

gualdade de Gronwall:

se u,v : Ea,b] + R+ são funções contínuas tais que

b
u(t) 5 K + [ u(s)v(s)ds, K 2 0,t
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então, b

v(s)ds
u(t) s Ke t

Consideremos K > O e seja:
b

K + J (u(s)v(s))dsV(t) =
.

t
daí,

V(t) = —u(t)v(t) > —V(t)v(t)

ou ,

_ V(t)
V(t) s V(t)

e portanto
b O(s) b

—

-J “VT—"“dª s [ v(s)ds,t 5) Jt

isto é,
b

£n—%%%%— & Jtv(s)ds

e portanto
b
v(s)ds

V(t) s V(b)e “ªº

Como u(t) $ V(t) e V(b) = K segue
b
v(s)dstu(t) s Ke

Para o caso K = 0, basta fazer K + 0 no caso acima.

Seja z(t) & solução de (2.38) que coincide com a sº
lução x(t) de (2.40) em [T,m).
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à(t) = B(t)z + q(t,z)

[T__
Ff

Z(t)-z(T) =
J

fB(s)z(s)ds +
J 9(S,2(S))dst t

Portanto, lembrando as hipóteses sobre B(t) e 9

T
!IZ(t)!| s ||z<õ>|| + J Klllz<s>llds +

' t
.-a

+ [ K2c11z<s>||+c3ds = |lz(T)ll + J K3|Iz(s)||ds + K4 =
t t

T
Ks + [tx3||z<s>|1ds[&

onde R$ 2 0.

Da Desigualdade de Gronwall demonstrada acima segue que

!!z(t)|! .é limitada em todo intervalo (a,?) em que ela é defâ
nida, a 2 to.

Logo, z(t) existe como solução em [tº,T] e portanto
em [to,m) o que encerra a prova do lema. D

O próximo teorema nos dá uma resposta para o problemalí.

Teoaema 2.5. Seja A(t) uma matriz n x n satisfazen
do a hipótese H] e f(t,x) uma função satisfazendo a hipótese
HZ' Seja y(t) # 0 solução de (H). Então, existe uma familia4de
soluçoes x(t) de (P), dependendo de pelo menos p parâmetros,
satisfazendo:

x(t)'_r (t) = 1 Gº

HY t |! e 1) L (J,X) n LO(J,X)

onde J = [t
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Obóenuação: o número p é dado pelo Lema 2.4.

Paova:

Dada a solução não nula y(t) de (H), existem pelo Lg

ma 1.3 números inteiros q e £, com 1 5 q 5 N e Osian—l
tais que:

0 < lim —il1á%àlàz— s TEE —il1%%àl%5- < m

t+w tie q t+w ele q

Segue então, do Lema 2.4, que existe uma família de sº
luções de (P), dependendo de pelo menos p parâmetros, satisfª
zendo:

x(t)-x(t)
. [Rat 60

t e q

Como lim IIRÉZ)JL > O, existe uma constante c3>0
* t+w tie vq

tal que

! (t)|! 2 e > 0 para todo t e J(aq)ttie
e daí,

R(a )ttie q
<llyztsll “ C

[H

Assim,

£ R<a )tme—ymll : Hx(t)—y<t>|! ,te,,,ql|y(t)|[ £ R(a )t ' !|Y(t)|lt e q

1|x(t)—y(t>|l
RTd )tctza q
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e como X(t)— (t) e D, segue a tese. _
D

E aq)tct.e

RESPOSTA A0 PROBLEMA P2

A resposta a este problema é consequência do Teorema

2.5. Mas antes de formulâ—la precisamos de alguns resultados.

Lema 2.6. Suponhamos satisfeitas as hipóteses do teo—

rema 2.5, com f(t,x) linear em x. Seja U(t) = (yl(t), ....
..., yn(t)) matriz fundamental do sistema (H) com U(to) = I.
Seja V(t) = (xl(t), ..., xn(t)) matriz de soluções de (P) sª
tisfazendo:

xi(t) = yi(t) + o(llyi(t)||) para 1 =-1, 2, ..., n.

Então V(t) ê matriz fundamental de (P).

Obóeauação: para uma demonstração do lema acima ver
[S.a (Corolãrio l)].

Cohoâãnio 2.7. Suponhamos satisfeitas as hipóteses do

teorema 2.5, com f(t,x) linear em x. Seja
U(t) = (yl(t), ..., yn(t)) matriz fundamental de Y = A(t)y
com' U(tº) = 1. Seja V(t) = (x1(t), ..., xn(t)) matriz de

soluções de (P) satisfazendo
'

x (t)—y (t)i , i e 1 ªº
||Y1 t ÍÍ € ? — L (J'X) n Lº(J'X)

para 1 = 1, 2, ..., n. Então V(t) é matriz fundamental de

(P).

Paoua:
E consequência imediata do Lema 2.6 pois se
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x (t)-y.(t) »i 1 _ 1
'! i t>|l & v _ L (J,X) n LO(J,X)

então

xi(t) = yi(t) + o(llyi<t>1|). n

Lema 2.8. Suponhamos satisfeitas as hipóteses do teº
rema 2.5 com f(t,x) linear em x. Seja x(t) # 0 para t atº
solução de (P). Então, existe solução y(t) de (H) satisfazeg
do:

IIXI! & 0 = L1(J,X) n L:(J,X).

Pnova:

Seja U(t) = (y1(t), ..., yn(t)) matriz fundamental
de (H) com U(to) = I. Usando o teorema 2.5 construímos

V(t) = (xl(t), ..., xn(t))

matriz de soluções de (P) satisfaZendo:

xi " Yi
_TTçZTT—— e D para 1 = 1, 2, ..., n.

Do Corolãrio 2.7 segue que V(t) ê matriz fundamental
de (P). Portanto, existem números cl, cz, ..., cn tais que a

solução x(t) satisfaz:

x(t) = clxl(t) + c2x2(t) + ... + cnxn(t)

Seja Z = [i | ºi # 0]; Z # 9 pois x i 0. Temostag
bém que

x(t) = iêzcixi(t) para todo t e J.
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Consideremos a seguinte solução de (H):

— Ey(t) - iezciyi(t)

Da prova do Corolãrio 3.2 de [S-b] segue que

2 46 í"“ !lyi<t>l!
.

- ___—___, » ' 2

Assim, tomando M = maxlcil temos:
ieZ

llx(t)—y(t)ll &
ªiiêzºiçxi(t)“Yi(t)]ll s|!Y<t)|| lly(t)ll

<
Viêzlcifllxi(t)—yi(t)ll

< M
, leiKt)-yi(t)|! :* |ly(t)ll " ieZ IÍy(t)ll

_ M ][xi(t)-yi(t)ll llyi(t)|l" iez Hyiltm ' Hymll
| !yim | I

De (2.46) e da continuidade de ||y(t IÍ' temos que,

existe & > O tal que

||yi(t)ll < M t a i 2 t > tW .. pªra. o 0 € e _ 0.

Portanto,

llx<t)— (t,) !

5 MM z llxi<t)—yi(t)l|
"Y“ “ iºz _Hyiuzm

donde,

__EZZ—_ D.llYIl ª

Como a relação: x N y se —T%5%T— e D é uma relação de eQui—

valência (veja final do Capítulo 1), segue que
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O próximo teorema responde o problema P2'

Teonema 2.9. Seja A(t) matriz n x n satisfazendoa
hipótese H] e f(t,x) satisfazendo a hipótese “2' Seja x(t)
solução de (P) com x(t) # 0 para t 2 to' Então existe uma

família de soluções y(t) de (H), dependendo de pelo menos E

parâmetros tal que —T%i%T— e D = Ll(J,X) n LZ(J,X).

Pnova:

Consideremos o sistema linear

_X*(t)1P.
X* t X t)f(tlx(t))(2.47) lb = A(thp +

onde x* é a transposta conjugada de x. E claro que a solu-
ção x(t) de (P) dada ê Solução do sistema acima.

Seja

fl(t,x(t))x*(t)
_ , l , .º(ª) “ ““T"—Ht)x(t :

fn(t,X(t))x*(t) n X n

Temos que

X*(t) _wame - D(t)lp

De fato:

f1(t,x(t))x*(t) & w1(t)
lD<t>w : x*'t x(t '

Ó

fn(t,x(t))x*(t) an wn(t) nX1
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f1 (t,x (t) )Exí(t)101(t)+. . .+x;(t>wn<tn

ººº“? ' % fn(t,x(t) )[xí(t)wl(t)+...+x;(t)l0n'(t)3 nªª-

EXÍ(t)wl(t) + ... + xâft)wn(t)]mtuu = x*(t)x(t) f(t,x(t))

“ X*(t) ,D(t)ID — ?TETàT—f(t,x(t))

Logo, o sistema (2.47) torna—se

&) = A(t)w + bmw

Seja k(t) = !|D(t)|l. Temos:

fl (t,x(t)) O x* (t)

k(t)=||D(t)[|s————-——]—'-——-2—— ', :

l|x(t)ll O fn(t,x(t)) x*(t)

Usando a norma da soma das normas dos componentes, no

espaço das matrizes n x n, temos:

fl (tlx(t) ) O X* (t)
k(t) SML—ã. .

E =
||x(t)l| (:) fh(t,x(t)) x*(t)J

ew“(1)||2 [Ífl(t,x(t))| + + [fn(t,x(t))ljntix*í(t)5+...+ x;;(tnnXt '

Como todas as normas em X são equivalentes, existe
constante M tal que



76

!fl(t,x(t))! + + lfn(t,x(t))| s M||f(t,x(t))—l|

|xí(t)l + ...-+lx;(t)| s Mllx*(t)!| = M||x(t)l|

Logo,

Mt) s ————“—Mf————||f(t,x(t))ll.||x(t)|l s
l|x<t>H

mº
,

. _S Wh(t)IIX(t)H —nM2h(t)

Assim, k(t) satisfaz as mesmas hipóteses que h(t).
Seja g(t,w) = D(t)w. O sistema (2.47) pode ser es—

crito
ªb = Mt)!» + g(tnD)

onde

llg<t,<p>f| = Ilnmwll s ||D(t)||.||wl| = k(t)l|$l,'.

Além disso, g(t,w) é linear em w.

Consideremos os sistemas:

(H) 2 li A(t)z

lt(2.48) &; Mew + g(tm

Estamos nas condições do Lema 2.8. Logo, dada a solu—

ção x(t) de (2.48), existe solução z(t) de (H) tal que

XªZWED—
Consideremos agora os sistemas:
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N' II A(t)z

||9 A(t)y

Estamos nas condições do Teorema 2.5 pois ? = A(t)y + %(t,y),
onde ?(t,y) = 0 e portanto satisfaz a hipótese Hz. Tomando a

solução z(t) do primeiro referida acima, existe uma famíliade
soluções y(t) do segundo, dependendo de pelo menos E parãmg.

tros tal que

e como IfªTl e D segue, da transitividade da relação
I

x— x—u <=a=> U ' 0ªº ª' IIYI ª ' que ”TY—x|! ª

Noutras palavras: dada uma solução x(t) de (P),
x(t) # O para t 2 to, existe uma família de soluções y(t)de
(H), dependendo de pelo menos E parâmetros tal que T%ã%T-e0 D

DªÉQUIVALÉNCIA ENTRE DOIS SISTEMAS PERTURBADOS

Consideremos agora os sistemas:

(H) ? A(t)y

tl(P') & A(t)x + fl(t,x)
(P") É ll A(t)z + f2(t,x)

Teoaema 2.70. Seja A(t) matriz n x n satisfazendo
a hipótese H, e fi(t,x) satisfazendo a hipótese H2 para 131,2

Então, valem os seguintes resultados:
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(a) Se x(t) é solução de (P'), com x(t) # 0 para teto,
existe uma família de soluções z(t) de (P"), depen—

dendo de pelo menos p parâmetros, tal que

X'Z _ 1 eo .

"TTÍTT_ & D - L (J,X) n L0(J,X)

(b) Se z(t) é solução de (P“), com z(t) # 0 para tetº,
existe uma família de soluções x(t) de (P'), depen—

dendo de pelo menos E parâmetros, tal que

XªZ D“"—““|le ª = L1(J,X) n L:(J,X),

Pnoua:

Seja x(t) solução de (P'), x(t) # 0 para t 2 to.
Do Teorema 2.9 segue que existe pelo menos uma solução y(t) de

(H) tal que

__E:X_— e pIIXII

Do Teorema 2.5 segue que existe uma família de soluções z(t) de

(P") dependendo de pelo menos p parâmetros tal que

Z— 0“!"—X“!Y! F" ª

Como a D-equivalência é uma relação de equivalência,
segue que

X'Z D""-""“"“— €IIXII

A prova de (b) é simétrica. D
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Como consequência imediata do Teorema 2.10 temos o se-
guinte

Coaolãaio 2.11. Sejam satisfeitas as condições do teº
rema 2.10. Então os sistemas (P') e (P") são D-rélativamentqu
sintotícamente equivalentes.

Obóeauação: na verdade o Teorema 2.10 dá mais informª
ções que as contidas no Corolãrio 2.11, pois o teorema dã, para
cada solução de um dos sistemas, uma estimativa sobre o número

de parâmetros livres do qual depende a família de soluções prº
curada.





CAPÍTULO 3

APLICACOES

Sejam A(t) e B(t) matrizes n x n, definidas pa—

ra t : 0. Diremos que A(t) e B(t) são t-semelhantes (e

denotaremos: A(t) « B(t)) se existir uma matriz S(t), n><n,

que em [O,W) satisfaça:
(a) S(t) é contínua

—1(b) S(t) e 5 (t) são limitadas

(e) à(t) + S(t)A(t) — B(t)S(t) = o

Diremos que dois sistemas:

(3.1) & ll A(t)x

“(3.2) ? B(t)y

são t—semelhantes se as matrizes A(t) e B(t) forem t—seme-

lhantes.
'

Se os sistemas (3.1) e (3.2) são t—semelhantes e X(t)
é matriz fundamental de (3.1) então Y(t) = S(t)X(t) é matriz
fundamental de (3.2) como é fácil ver.

Diremos que o sistema k = A(t)x é redutível se a mª

triz A(t) for t—semelhante a uma matriz constante C.

Lema 5.1. Se A(t) ê periódica, com período w > O,

então o sistema 9 = A(t)y é redutível.

Obóenuação: a demonstração deste lema pode ser encog
trada em [5—c].

61
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Seja A uma matriz n x n constante, e «J uma forma
canônica de Jordan. Colocando-os blocos de J numa ordem conf
veniente, é fácil mostrar que J satisfaz a hipótese H,. Consi
devemos os sistemas:

II(3.3) ? ' Jy

(3.4) & Jx + f(t,x)

Tcoaema 3.2. Seja f(t,x) satisfazendo a hipótese H2

para t 2 tº a 0. Nestas condições valem os seguintes resulta—
dos:

(a) se y(t) # O é solução de (3.3), então existe uma fa—

mília de soluções x(t) de (3.4), dependendo de pelo
menos p parâmetros; satisfazendo:

__EZX—_ 6 p.IIYII

(b) se x(t) é solução de (3.4) com x(t) # O para tatº,
então existe uma família de soluções y(t) de (3.3),
dependendo de pelo menos E parâmetros, tal que

Pnoua:

Segue imediatamente dos teoremas 2.5 e 2.9. D

Seja A matriz n x n -constante.-Consideremos ós sig
temas:

(3.5)'9 = Ay—
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(3.6) & = Ax + f(t,x)

Teonema 3.3; Seja J a forma canônica de Jordan de

A e s+l a maior ordem dos blocos de J. Seja f(t,x) sg
.tisfazendo a hipótese HZ' Nestas condições, valem os seguintes
resultados:

(a) se y(t) # 0 e solução de (3.5), então existe uma fa-
milia de soluções x(t) de (3.6), dependendo de pelo
menos p parâmetros, satisfazendo:

__£:X__ E D
IIYII

(b) se x(t) é solução de (3.6), com— x(t) # 0 para tatº,
então existe uma familia de soluções y(t) de (3.5),
dependendo de pelo menos E parãmetros, que satisfaz:

__£:X__ e p_IIXIÍ

Paova:

Existe uma matriz C, não singular, tal que CAC-1 = J
onde J é a forma canônica de Jordan de A. Suponhamos que os

blocos de J já estejam colocados em disposição conveniente de

modo que J satisfaça a hipótese Hl'
Façamos as seguintes mudanças de variáveis:

? = Cy e ª = Cx

Então, se y(t) e x(t) são soluções de (3.5) e 6.6)

respectivamente, então y e x são soluções de

(3.7) 37 = J;“;
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(3,8)'É = 3% + E(t,ã)

respectivamente, onde E(t,ã) = Cf(t,C_lã);
É fácil ver que ? satisfaz os mesmos tipos de hipõtg

ses que f.
,

Temos também que y(t) # 0 se e somente se ;(t) #HO

e,o mesmo vale para x(t) e ;(t).
Do Teorema 3.2, segue que existe uma família de 'solu—

ções ;(t) de (3.8), dependendo de pelo menos p parâmetros,
tal que

_Temos:

I10y<t>Hs IICI!.|!y(t)|!'
1|x(t)—y(t)|_| = [lc—lctx(t)'—y(t)3i | 5.

s ll'c'lll. |Cx(t)—Cy(t)!!_

Concluímos então que:

1|x<£>—y<t>ll'
É

IIc—lll. ICX(t)-Cy(t)l|
Ily(t)ll TTêTT'Iºym“

llcll.llc“1||,l1ã<t>-ç<t)|l
Hªm |!

donde,

—+E:X—— & D|lY|l .

A parte (b) é provada de maneira análoga. D
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Consideremos os sistemas:

(H) ? A(t)y

(P) X A(t)x + f(t,X)

Teoãemá 3.4. Seja A(t) matriz n x n redutível e

vf(t,x) satisfazendo a hipótese HZ' Então valem os seguintes rg
suZtados:

(a) Seja y(t) # Ov solução de (H). Então existe uma famí
Zia de soluçães x(t) de (P), dependendo de pelo me—

nos p parãmteros,-taz que:

45:14llyll ª D'

(b) Seja x(t) # 0 para t 2 tº solução de (P). Então e-
xiste uma família de soluções y(t) de (H), dependeª
do de pelo menos E parâmetros, tal que:

X' ,”mªh—ªº-

Obóenuação: sendo A(t) redutível existe matriz
'

A

constante tal que A(t) " A. Seja J a forma canônica de Jo;
dan de A. O número a que aparece na hipótese H2 do teorema
acima é dado por: s+l = ordem máxima dos blocos de J.

Mova:

Seja S a matriz que aparece na definição de A(t)h=A.
Fazendo as mudanças de variáveis:

? = S(t)y e :? = S(t)x
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obtemos os sistemas:
N

::AY*<l'

A; + ?(t,ã)Xl' II

onde É(t,í) = S(t)f(t,S_l(t)ã). É fácil ver que É(t,ã) satiâ
faz a hipótese HZ” Estamos dentro das condições do Teorema 3.2.
Assim, dada y(t) # 0 solução de (H), tomamos ? = S(t)y que é

solução de ; = A?, também não nula. Do Teorema_3.2 segue que º
xiste uma família de soluções ª(t) de ; = A; + ?(t,;), depen—

dendo de pelo menos p parâmetros, tal que:

_LzLe 9
Ilyll

Como S(t) e S-l(t) são limitadas, existe M > O tal
que

|IS(t)IISM e lls'l<t)l|sM (tatº)
Assim:

l]x(t)—y(t)ll = llS—l(t)[S(t)x(t)—S(t)y(t)Jl1 s

s M||S(t)x(t)-S(t)y(t)||

e

||S(t)y(t)|l s M||y(t)l|.
Daí,

llx<tiey<t)l! S MllS(t)x(t)-S(t)Y(t)!l
"Y(t)" à]|s(t)y(t)l|
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Concluímos então que

__E:X__ e pIIYII

A outra parte da demonstração ê análoga. '

D

Conolãfulo 3.5. Seja A(t)
Então valem os resultados do teorema

Paoua:

Do Lema 3.1 segue que A(t)
3.4 segue a tese.

periódica, de período w >0.

anterior.

é redutível e do Teorema
D
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