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"Nao estamos ma terra para sofrer eternamente, mas
sim, para que nosso Espirito evolua, por isso a neces-
sidade de tantas provas que muitas vezes nos faz sofrer.
Porém, dentro de cada um de nds, existe uma grande
for¢a interior, capaz de fazer nos continuar a jornada,
enfrentando qualquer obstdculo que apareca. Uma forca
que nos impulsiona para descoberta que somos capazes
de atravessar as tormentas e ir em busca de um novo
horizonte. De que se uma pedra nos atinge, saberemos
que a dor se fard presente sim, mas também passard,
e de que podemos superar o sofrimento e com fé uma
nova porta se abrird. Nao esquegao essa for¢a interior,
ela estd em nos e quando confiarmos em nosso potencial,
veremos como muito iremos realizar, como as mudangas
virao e novos horizontes também. Acredite, a for¢a in-
terior pulsa em nos. Hoje e sempre...”
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Resumo

A partir de um grupo H e um elemento A em H, ndés definimos uma representagao
p: B, — Aut(H*"), onde B, denota o grupo de tranca de n cordas, e H** denota o
produto livre de n copias de H. Chamamos a p a representagao de tipo Artin associada
ao par (H,h). Nos também estudamos varios aspectos de tal representagao.

Primeiramente, associamos a cada tranga $ um grupo I'(z)(8) e provamos que o
operador I'(g ) determina um grupo invariante de enlagamentos orientados. Entao damos
uma construgao topoldgica da representacao de tipo Artin e do invariante de enlagamentos

I'(a,n), € provamos que a representacgao ¢ fiel se, e somente se, h ¢ nao trivial.
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Abstract

From a group H and a element h € H, we define a representation p : B,, — Aut(H*™),
where B,, denotes the braid group on n strands, and H*" denotes the free product of n
copies of H. We call p the Artin type representation associated to the pair (H,h). Here
we study various aspects of such representations.

Firstly, we associate to each braid § a group I'(gn)(5) and prove that the operator
I'(m 1) determines a group invariant of oriented links. We then give a topological construc-
tion of the Artin type representations and of the link invariant I'(z 5), and we prove that

the Artin type representations are faithful if and only if A is nontrivial.
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Introducao

Em 1925, Artin introduziu o estudo de trancas, o qual se relaciona com o estudo de
nos e enlacamentos. Os resultados importantes obtidos por Artin foram seus teoremas
da apresentagao e da representagao, que fornecem uma apresentagao para o grupo das
trangas no disco e de uma representagao destas no grupo dos automorfimos (& direita) de
um grupo livre em n geradores.

A teoria de trancas se desenvolveu em varias direcoes com os trabalhos de Alexander,
Markov, Wada e outros. A teoria bésica pode ser encontrada em [2], e para uma rapida
introdugao pode se ver [3].

Neste trabalho, o principal objetivo é estudar uma representagao do grupo de trangas
no grupo dos automorfismos de um produto livre de n copias de um grupo arbitrario.
Veremos que esta nova representacao generaliza as representagoes dadas por Artin em
1925 e por Wada em 1992 (ver [8]). Provaremos que esta nova representagao ¢ fiel e,
usando-a, construiremos um novo invariante de enlagamentos.

Primeiramente, precisamos falar de grupos livres, contetido estudado no capitulo 1
(ver [1]). Na sequéncia, capitulo 2, estudamos grupdides e aplicamos este conteudo no
capitulo 3 para obter resultados importantes sobre grupos fundamentais. O capitulo 4
¢ uma introdugao béasica a teoria das trancas. E por tltimo, no capitulo 5, expomos e

demonstramos os principais resultados deste trabalho (ver [5]).






Capitulo

1

Grupos Livres

Em muitas aplicagoes da teoria de grupos e, especificamente, no calculo de grupos fun-
damentais de espacos relacionados a enlacamentos, os grupos sao descritos por "relagoes
definidoras", ou, como diremos mais tarde, encontrando uma "apresentacao"dos grupos.
O estudo das apresentagoes de grupos, deve comegar com uma descrigao do grupo livre

para entender como se constroem estas apresentacoes.

1.1 Definicao e Propriedades Basicas

Seja G um grupo e X um conjunto de geradores de G. Certamente, o produto de um
elemento de X com seu inverso sempre sera eg, o elemento neutro de GG, qualquer que seja

! = eg. Produtos de outro tipo, como abe, ou ba, serao

X e G, por exemplo, abaa b~ ta~
eq, dependendo da escolha de X e GG. Vamos estudar aqueles pares (G, X) onde o grupo
G satifaz s0, e somente s6, os axiomas basicos de grupos que todos os grupos satisfazem.
Aqueles grupos serao chamados de grupos livres.

Seja (G, X) um par com aquela propriedade. Considere um grupo H e uma fun¢ao
f:X — H. A funcao f se estende a un tinico homomorfismo ¢ : G — H. De fato, defina

para g = ;' ...x;", com x;, em X e &, em {—1,1}, parar =1, ...,n,

o(g) = f(zi) .. fla,)™

(51 xém

Afirmamos que ¢(g) nao depende da forma como g foi expresso. Suponhamos g = = prEia
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com z; em X e 6y em {—1,1}, para k = 1,...,m. Entao

xflle:x;jmx;‘sl =eq (1.1.1)
Logo,
(a5t O a0 = Flan ) () F 5, O f () = e (112)

Assim, ¢(g) depende s6 de g e ndo da forma como g foi escrito. Portanto, ¢ estd bem
definida. E claro que ¢ é um homomorfismo e que restrita a X ¢é igual a f. Além disso, ¢
estd unicamente determinada pela escolha das imagens dos elementos de X. Neste caso,
vamos dizer que f se estende de forma natural para G.

Agora, suponha que X é um subconjunto de um grupo G tal que qualquer aplicacao
f: X — H se estende, de maneira tinica, a um homomorfismo de G em H. Se z}!..2;" =
eq, como f se estende a um homomorfismo de G em H, f(z;,)*"...f(2;,)°" = ey. Da arbi-
trariedade do grupo H e da aplicacao f, isto equivale a dizer que o produto de elementos
de X U X! ¢ eg 56 quando o produto associado através de f, no grupo correspondente,

também é a identidade para todo grupo H e aplicagao f. Isto motiva a seguinte definicao.

Definicao 1.1.1. Seja X um conjunto, G um grupo e i : X — G uma aplicacao. O par
(G,1) é chamado livre sobre X se, para qualquer grupo H e aplicagio f : X — H, existe

um unico homomorfismo ¢ : G — H tal que [ = pou1.

X——H (1.1.3)

Por exemplo, o grupo trivial ¢ livre sobre o conjunto vazio (), pois qualquer funcao do
() num grupo H, se estende ao homomorfismo trivial. O grupo aditivo Z ¢ livre sobre um
conjunto com um elemento {x}, onde a aplicacao i : {x} — Z é definida por i(x) = 1, de
fato, seja f uma aplicagao de {x} em um grupo H e escreva f(x) = a. Estendendo f de
maneira natural para Z, obtemos ¢ : Z — H definida por ¢(n) = a". Este homomorfismo
é 1nico, pois se existir outro homomorfismo ¢’ de Z em H com as propriedades de o,
entdo f(x) = poi(x) = ¢ oi(x). Logo, p(1) = ¢'(1) = a, como 1 é gerador de Z temos

que ¢ = ¢’ sobre Z, e portanto, ¢ é tnico.
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Proposicao 1.1.2. Seja (G1,11) livre sobre X. Entao, outro par (Ga,is) € livre sobre X,

se e somente se, existe um isomorfimo ¢ : Gy — G tal que ¢ o i1 = is.

Demonstra¢ao. Primeiro suponha que existe um isomorfimo ¢ de G; em G5 tal que ¢oi; =
1. Seja H um grupo e f : X — H uma aplicacdo qualquer. Entao, existe um tnico
homomorfismo ¢ : G — H tal que f = ¢ oi;. E claro que o homomorfismo ¢ : Gy — H
definido por 1 = p o ¢! ¢ tinico e satisfaz f = 1) o i5. Portanto, (Ga,i3) € livre sobre X.

Reciprocamente, suponha que (Gs,is) é livre sobre X. Pela definigao de grupo livre
sobre X, existem dois homomorfismos tnicos, ¢ : G; — G5 e ¥ : Gy — (G tais que
ip = ¢oiy ei; =1oiy (ver (1.1.4)). Logo, po1poiy =iy e hodoi; = iy. Por outro lado,
é claro que i1 = Idg, 011 e iy = Idg, 0iy. Da unicidade na defini¢ao de grupo livre temos

Yop=1I1dg e ¢orp=Idg, Portanto, ¢ é um isomorfismo que satisfaz i = ¢ o 1;.

X—2-G X6 (1.1.4)
A T ‘ 7
”J/ e ”l 3y
G G
]

Proposicao 1.1.3. Seja (F,i) um grupo livre sobre um conjunto X, entdo i € injetora.

1.2 Construcao de Grupos Livres e suas Propriedades

Seja X um conjunto. Defina M (X) como o conjunto que contém todas as sequéncias
finitas (z;,,...,x;,) de elementos de X, com n > 0. No caso n = 0, a sequéncia ¢é vazia e

escrevemos (). Defina uma multiplicagao em M (X) por

(‘T’h? ...,.ﬁCin) . (.Z‘j17 ...,I‘jm) = (x’ha ...,l‘in,x]’l, ...,.’L‘jm) (121)

Esta multiplicacao é associativa e tem elemento neutro, a saber, a palavra vazia, que
denotaremos por 1. Assim, (M(X),-) tem estrutura de monéide!, e serd chamado de

monoide livre em X.

1Um monoéide é um conjunto G com uma operacio de G x G em G, associativa e com elemento neutro.
A diferenga entre um monoide e um grupo, é que no mono6ide nem todo elemento precisa ter inverso.



6 Grupos Livres

Observacao 1.2.1. A aplicagao x — {x} € injetora, portanto, identificando x com (x)

temos que todo elemento do mondide livre em X € produto de elementos de X.

Observacao 1.2.2. E possivel que o conjunto X tenha algum elemento que jd é uma
sequéncia de outros elementos de X, e nos queremos diferenciar entre os elementos de X
e M(X). Para solucionar isto, identifica-se X com o conjuto X', formado pelos elemen-
tos da forma {x}, com x em X. Logo, definimos o mondide livre de X sendo M(X").

Ignoraremos este detalhe no futuro.
Construcgao:

Vamos construir um grupo livre sobre um conjunto arbitrario X. Considere um conjunto

X em bijecdo com X por meio da aplicacdo z — 7, e tal que X N X = (. Em geral, os

1

elementos de X sao denotados por 71, e o simbolo 2! corresponde a z. Os elementos de

M (X UX) serdo chamados palavras sobre X, e denotaremos por wu o produto w - u em

M(X UX). Se w ¢ uma palavra rj'...x;" sobre X, entenderemos por comprimento de

w, denotado por I(w) ou |w|, o ntimero de elementos de X U X que aparecem na escrita

de w, isto ¢, [(w) = n. Os elementos z;" € X sao chamados letras de w.

En

Seja w a palavra z;!...z;" sobre X. Diremos que w ¢ reduzida, se ela ¢ a palavra

vazia ou, se para cada r = 1,...n — 1, 4, # 4,41 OU &, = 4,41 MAs €, # —&,41. Suponha

ue w nao seja reduzida e escolha um r tal que 7,.; = i, € £,41 = —&,. Seja w’ a palavra
+ +

Er+1
tr4+1

w por redugao elementar. Se w” é outra palavra sobre X, obtida por uma sequéncia

obtida de w eliminando o produto z;"x na escrita de w. Dizemos que w’ é obtida de

de reducoes elementares de w, dizemos que w” é obtida de w por redugao.

Exemplo 1.2.3. Sejaw a palavra abc 'cb~tba. As palavras abb='ba e abc'ca, sao obtidas

de w por redugao elementar, e a palavra aba € obtida de w por reducao.

Dadas duas palavras w e w’ sobre X, escrevemos w =~ w’ quando w for identica a w’
ou, se existe uma sequéncia finita de palavras wy, ..., wg, para algum inteiro positivo k tal
que wy é w, wy, é w' e, paracada 1 < j < k, wj4; é obtido de w; por reducao elementar, ou
vice-versa. E facil ver que ~ é uma relagdo de equivaléncia sobre M (X U X). Denotemos
por F(X) o conjunto das classes de equivaléncia de M (X U X) sob ~ e denotemos por
[w], a classe da palavra w. Definamos um produto em F(X) por [u] - [w] = [uw]. As

seguintes observag¢oes mostram que o produto - em F(X) estd bem definido.
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Observagao 1.2.4. Sejam u, v, w,w’ palavras em X .

e Sew =~ w' entao uwv =~ uw'v. De fato, sem perda de generalidade, suponhamos que
wy, ..., wy € uma sequéncia de palavras sobre X com wy; = w, wy, = w' e wj; obtida
por reducao elementar de wj, ou viceversa, para todo 1 < j < k. Logo, a sequéncia

UWL D, ..., UWLY, Mostra que uwv ~ uw'v.

e Seumu ew=w entao uw = u'w'. De fato, ambas sao equivalentes a uw'.

Assim, o produto - em F(X) estd bem definido.
Proposicao 1.2.5. (F(X),-) é um grupo.

Demonstragao. A propriedade associativa é clara. O elemento neutro em F'(X) é a classe

da palavra vazia, denotada por 1. Dada a classe da palavra z;'...z;" em F(X), consider-

emos a classe da palavra x; ="...z; °', E claro que o produto dessas classes é 1 e, portanto,

11

cada classe en F'(X) tem inverso. O

Er
ir

Seja w = z7!...7;" uma palavra sobre X e definamos i : X — F(X) por i(z) = [z].

€1

Como [w] = [z7}]...[z"], segue que, [w] = i(z;})...i(z;"). Portanto, a imagem de X sob i

gera F'(X), ou seja, todo elemento de F'(X) é um produto de elementos de i(X). Com

estas notacoes, temos o seguinte teorema.
Teorema 1.2.6. (F(X),i) € livre sobre X.

Demonstracao. Seja G um grupo e f : X — G uma aplicacao arbitraria. Estenda f para

f:M(XUX)— G por

Flgt - af) = flaa)™ o fla,)™

Segue que, se w’' é uma palavra sobre X obtida por reducao elementar de outra palavra
w, entdo f(w') = f(w™'), assim, se w” ¢ um palavra sobre X obtida por reducio de w,
entdo f(w") = f(w).

Defina ¢ : F(X) — G por o([w]) = f(w). Pelo que vimos acima, ¢ esta bem definida.
Além disso, ¢ é um homomorfismo pela definicdo de f, e claramente, p o i = f. Como
i(X) gera F(X), ¢ esta determinada de forma tnica. Segue que (F(X),7) é livre sobre
X. O
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Como as reducgoes elementares decrescem o comprimento de cada palavra, é natural
pensar que através de redugoes elementares acharemos una palavra reduzida, mas, é iinica?
Isso é o que responde o teorema da forma normal para grupos livres apresentado a seguir,

o qual nao iremos demonstrar.

Teorema 1.2.7 (Forma Normal para Grupos Livres). Ezxiste uma, e somente uma palavra

reduzida em cada classe de equivaléncia de F(X).
O teorema acima fornece outra prova do seguinte resultado.

Corolario 1.2.8. A aplicagao i : X — F(X) definida por i(zx) = [x], € injetora.
Geralmente,

e Vamos considerar o conjunto X como um subconjunto de F'(X) e a fungao i como

a inclusd@o, consequentemente, trocaremos i(x) por simplesmente x.

e Vamos escolher como representante de cada classe em F(X) a palavra reduzida
associada em M (X U X).

e Vamos diferenciar explicitamente quando estejamos trabalhando com elementos de
M(X UX) ou F(X), como segue.

Notacao: Denotaremos por
e w=w, quando w e w’ sejam palavras identicas em M (X U X).

e w=w', quando w e w' definam o mesmo elemento em F(X), isto é, w e w' sejam

equivalentes.

Observacgao 1.2.9. Sejam u e v palavras reduzidas, entao existe somente uma sequéncia

de reducoes elementares que podem ser aplicadas a uv para obter uma palavra reduzida.

Demonstragdo. De fato, seja u = z7!..27" e v = x?ixi’: Tome s > 0 o ntimero total de

termos tais que para 0 < r < s temos

in+]_,»,- = j?“ € Entl—r = _(57‘ (122)
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Para r =1, ..., s, da tnica forma possvel, elimine os termos xi’fﬁljﬁ 2% em uv, obtendo
a palavra
€1 En—s 58 6m
N P e (1.2.3)
a qual é reduzida. O

Observacao 1.2.10. E possivel definir F (X) como o conjunto das palavras reduzidas, e

o produto - de duas palavras u e v como a palavra reduzida obtida de uv.
Proposicao 1.2.11. F(X) ¢é isomorfo a F(Y) se, e somente se, | X| =Y

Definigao 1.2.12. Um grupo G € chamado livre, se € isomorfo a F(X) para algum
conjunto X. Se i : F(X) — G é um isomorfismo, entao chamamos ao conjunto i(X)

base de G e dizemos que G € livre em i(X).

Segue da proposicao 1.2.11 e da definigao 1.2.12 a seguinte observagcao.
Observacao 1.2.13.

(i) Se A € uma base de G e a é um automorfismo de G, entao a(A) também é uma

base de G.

(ii) Se A e B sao bases de um mesmo grupo, entio |A| = |B].

(11i) Toda bijecao entre as bases A e B de G, se estende de forma natural para um
automorfismo de G.

A observagao 1.2.13 permite dar a seguinte defini¢ao.

Definicao 1.2.14. A cardinalidade de uma base de um grupo livre G € chamada o posto

de G
Proposigao 1.2.15. Seja X um subconjunto de um grupo G. Sao equivalentes:

(1) G € um grupo livre com base X

€1

(2) Todo elemento de G se escreve de maneira tinica como x7!,. ..,

&
x;", para algum

n>0,xz, em X ec,==x1, onde €,11 # —&, S€ lpp1 = 1.
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€1 En
21 ? Y in

(3) X gera G e eg nao € igual a qualquer produto x comn >0, z; em X e

e, = 1, onde €,41 # —€, S€ ipi1 = ip.

Corolario 1.2.16. Seja X conjunto gerador de G e seja ¢ : G — H um homomorfismo
de grupos que é um a um em G e tal que (G) € livre com base p(X). Entao, G € livre

com base X.

Corolario 1.2.17. Seja G livre com base X e seja Y um subconjunto de X. FEntdo o

subgrupo de G gerado por'Y, (Y), € livre com base Y .

Corolario 1.2.18. Seja F' livre com base {z,y}. Seja ¢ : F — 7Z o homomorfismo

definido por p(x) =1 e p(y) = 0. Entdo, ker(p) € livre com base A = {x yx' : i € Z}.

Proposicao 1.2.19. Grupos livres sao livres de torsao, isto €, todo elemento de G tem

ordem infinita.

Proposicao 1.2.20. Seja F' um grupo livre e g e h elementos em F. Se gh = hg entao
(g,h) € ciclico, isto €, existe um elemento uw em F e inteiros r e s tais que g = u” e

h = u®.

1.3 Geradores e Relatores

Proposigao 1.3.1. Todo grupo G é quociente de algum grupo livre.

Demonstracao. Considere a aplicagao identidade de G, Idg : G — G. Esta aplicacao se
estende a outra aplicagdo ¢ : F(G) — G tal que Idg = ¢ oi, onde i : G — F(G) ¢
definida por i(g) = [g].

G, q

7
\L =

Portanto, ¢ é sobrejetora. Segue o resultado do teorema do homomorfismo. O]
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Defini¢ao 1.3.2. Seja G um grupo, X um conjunto e ¢ : F(X) — G um epimorfismo.

Entao:
(1) X é chamado conjunto de simbolos geradores (sob ¢) para G.
(2) A familia p(X) = {¢(x): x € X} € chamado um conjunto de geradores de G.

(3) ker(yp) € chamado conjunto de relatores de G (sob ).

En — .01 1
ev =ag

en _ 01 om 4 S
in Cljl...a/jm e uma I‘e]agao em

(4) Dadas duas palavras quaisquer w = x5!..x 2% tais que uv~" estd no
1 Jm

kernel de ¢, pondo a; = p(x;), dizemos que a;}...a

G.

Definigao 1.3.3. Para todo subconjunto S de um grupo H, o fecho normal (S) em H do
subgrupo (S) é chamado o conjunto das consequéncias de S em H, ou simplesmente,

o subgrupo normal de H gerado por S.

Definigao 1.3.4. Seja G um grupo, X um conjunto e ¢ : F(X) — G um epimorfismo. Se
ker(p) € o conjunto das consequéncias de algum subconjunto R de F(X) (isto €, ker(p) =
(RYFX)) entido chamamos a R um conjunto de relatores definidores de G' (sob ).
Diremos que uma relacao u = v em G € uma consequéncia de relatores definidores se

uv™t (relator associado) ¢ uma consequéncia de relatores definidores.

Defini¢ao 1.3.5. Uma apresentagao (X; R)? de G, consiste de um conjunto X, um
epimorfismo ¢ : F(X) — G e um conjunto R de relatores definidores de G sob p. Dizemos

que o grupo G € apresentado por (X; R)¥ e escrevemos G = (X; R)¥.

As vezes omitiremos na escrita colocar ¢, em especial quando ¢ for a aplicagao natural
de F(X) em F(X)/(R)"%) ou quando ¢ for injetora sobre X. Quando X e R forem
finitos, diremos que (X; R)? é uma apresentacao finita de G e que G é um grupo

finitamente apresentado.
Exemplo 1.3.6.

(1) F(X) tem apresentacio (X; R)¥ com R vazio. Neste caso, ¢ € a funcao identidade
de FI(X).
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(2) A apresentacio (z,y; vy? = vz, yx? = 23y) apresenta o grupo trivial.

Demonstragcao. Observe que

vyt = (zyfrt)? =9 (1.3.1)
entao
oiyte? = ot = (et =) (1.3.2)
Segue que
W = 22yt = yryte 2ty = gty Wyt =yt (1.3.3)

2

portanto, z%y*zr~2 = 23y*r73. Logo y* = zy*r~! = 9® e assim y?> = 1. Segue que

Teorema 1.3.7 (Von Dyck). Seja G = (X;R)? e f : X — H uma fun¢ao em algum
grupo H. Seja & : F(X) — H o homomorfismo associado a f. Se £(r) =1 para todo r
em R, entao existe um homomorfismo ¢ : G — H tal que f(x) = ¢ o p(x) para todo x

em X. Além disso, se f(X) gera H entao v é um epimorfismo.

H
A

f

— >
‘3

/d’

X
FX) =G
Corolario 1.3.8. A inclusio i : X — X UY induz um homomorfismo de (X; R)? em

(X UY;RUS) para todo subconjunto S de F(X UY).

A seguinte proposi¢ao é um caso particular do teorema do homomorfimo, e é possivel

prova-la usando o teorema de Von-Dyck.

Proposigao 1.3.9. Seja R um subconjunto de um grupo A e seja & : A — H um homo-
morfismo de grupos com £(R) = {1}, entdo existe um homomorfismo v : A/(R)* — H

tal que ¢ =Y om onde w: A — AJ(R)* ¢ o homomorfismo natural.
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E possivel que um grupo tenha varias apresentacoes, as seguintes definicoes e o pos-
terior teorema esclarecem esta questao.

Seja G um grupo apresentado por (X; R)¢. Para S C (R)"X) = ker(yp), a apresen-
tacdo (X; RUS)¥ também é uma apresentacdo de G, pois (RUS)'X) = ker(p). Diremos
entao que a apresentacao (X; RUS)¥ provém de (X; R)? por uma transformacgao geral
de Tietze do tipo I, e que (X; R)¥ provém de (X; R U S)? por uma transformagao
geral de Tietze do tipo I'. Quando |S| = 1, nos referimos a transformagoes simples
de Tietze.

Seja Y um conjunto disjunto de X. Escolha para cada elemento y de Y, um elemento
u, em F(X). Defina ¢ : F(XUY) — G por ¢(z) = ¢(z) para x em X e ¢(y) = p(uy)
para y em Y. Entao (X UY;RU {yu,' : y € Y})¥ também apresenta G. De fato,
seja N = (RU{yu,' : y € YHIY) 4 induz um epimorfismo 7 : F(X UY)/N — G
definido por wN — @(w), pois Y(RU {yu," : y € Y'}) = {1}. Do teorema de Von-Dyck,
existe um epimorfismo £ : G — F(X UY)/N tal que £ o p(z) = xN para todo = em X.

Claramente 7 o £ é a identidade. Observe que dado y em Y,

§om(yN) =Eo(y) = o p(uy) =u,N =yN

Portanto £ o é 0 homomorfismo identidade de F(X UY)/N. Segue o resultado. Dizemos
entao que (X UY; RU {yu;l cy € Y})Y provém de (X; R)? por uma transformagao
geral de Tietze do tipo II e que (X;R)¥ provém de (X UY;RU {yu,' : y € Y})
por uma transformagao geral de Tietze do tipo I’. Quando |Y| = 1 nos referimos

a transformacoes simples.

Teorema 1.3.10. Duas apresentacoes quaisquer de um mesmo grupo podem Ser obtidas
uma da outra mediante uma sequéncia de transformagoes gerais de Tietze. Se ambas as
apresentagoes sao finitas entao cada uma pode ser obtida da outra por uma sequéncia de

transformacoes simples de Tietze.

Proposigao 1.3.11. Seja G finitamente gerado e (Y; S)¥ uma apresentagdo de G. Entio
existe um subconjunto finito de'Y que gera G (sob ).

Proposigao 1.3.12. Sejam (X; R)? e (Y;S)¥ duas apresentagoes de um mesmo grupo
G. Se X, R eY sao finitos entdo existe S; C S tal que G é apresentado por (Y;S;)¥
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1.4 Produtos Livres

Nesta se¢ao vamos generalizar o conceito de grupo livre e suas propriedades.

Definigao 1.4.1. Seja {G,} uma familia de grupos, G um grupo e para cada o, seja i, :
Go — G um homomorfismo. (G,{i.}) € chamado produto livre da familia {G,} se para
todo grupo H e familia de homomorfismos f, : G, — H existe um unico homomorfismo

f:G— H tal que f, = f oi,, para todo c.

Ga L) H
7
fe 3 f
G
Proposigao 1.4.2. Se (G, {in}) e (H,{ja}) sdo ambos produtos livres de uma familia de
grupos {G,}, entao existe um unico isomorfismo f: G — H tal que foi, = ja, para todo

a.
Teorema 1.4.3. Toda familia de grupos {G,} tem um produto livre.

Demonstra¢ao. Suponhamos que para cada «, G, é apresentado por (X, : R,)%>. As-

suma, sem perda de generalidade, que X, N Xz = 0, para todo «a # (. Seja
G=FUX,)/(UR,) ‘& (1.4.1)

G é apresentado por (EXJ Xo: BRQW, onde ¢ : F(g X.) — G ¢ a aplicagao natural. Pelo
corolario do teorema de Von Dyck, para cada «, a inclusao it Xo — LaJXa induz um
homomorfismo i, : G, — G. Vamos provar que (G, {i,}) é o produto livre da familia de
grupos {G,}.

Seja H um grupo e para cada «, seja f, : G, — H um homomorfismo. Queremos
encontrar um homomorfismo f : G — H tal que f oi, = f,. De fato, f, induz um

homomorfismo

Vo = fa0opa: F(X,) — H
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tal que ¥, (R,) = {1}, para todo «. Defina 0 homomorfimo

b F(UX.) — H

«

por ¥ (z) = 14(x), para todo z € X,. E claro que ¥ (UR,) = {1}, portanto, do teorema
de Von Dyck, existe f: G — H tal que ¢ = fo .

FUXo) X > p (1.4.2)
A

N

G

Observe que para cada «, (iy 0 94 )(2) = @(x4), para todo z, € X,.

F(X,) -2~ Go Lo (1.4.3)
A
F(LO-[J XQ)?G

Portanto,

(1.4.4)

= fal@a(za)),Va, € X,

Como ¢, (X,) gera G, temos f oi, = f,, para todo a. Além disso, f é tunica pois

U(ia © @a)(Xa) gera G. O

Quando G ¢é o produto livre de uma familia {G,, }, escrevemos G = x,G,. Quando o

conjunto que percorre « seja {1,...,n}, escrevemos G = Gy - - - x G,.

Exemplo 1.4.4. O grupo livre F(X) é o produto livre da familia de grupos ciclicos

{{(z) 2z € X}
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Teorema 1.4.5 (Forma Normal). Seja (G, {in}) o produto livre de uma familia de grupos

{G.}. Entao,
(1) Para cada o, i, € um monomorfismo.

(2) Considerando i, como a inclusio, cada elemento nao trivial de G € escrito de
maneira inica como gi...gn, comn > 0, g; € G,, para algum o;, g; # 1 para

todoi=1,...,n e o, # a,41 para todo r < n.
Proposigao 1.4.6. Seja {G,} uma familia de subgrupos de um grupo G. Sao equivalentes:
(i) G € o produto livre da familia {G,}.

(i) Cada elemento de G € escrito de maneira unica como um produto gy ...gn, com

TLZO, giGGai; g’l%]‘) 60@%0@_}_1.

(i1i) G € gerado pelos subgrupos G, e 1 nao pode ser escrito como um produto gi ... g,

comn>0,g; € Go;, ¢ F 1, € i #F g1

1.5 Push-Out e Extensoes HNIN

Definicao 1.5.1. Sejam Gy, G1, Go grupos e sejam i1 : Gy — Gy e iy : Gy — Gs
homomorfismos. Seja G um grupo, e sejam j; : G1 — G, jo : Gy — G homomorfismos.

Dizemos que (G, j1,72) € o push-out de (i1,12) se as sequintes condigdes se verificam:
(i) jrot1 = ja0ia;

(i1) Para cada grupo H e homomorfismos ¢, : G, — H, r = 1,2, com @1 011 = (g 0 iy,

existe um unico homomorfismo ¢ : G — H tal que p, = poj,., r=12.

Assim, dizemos que temos um quadrado (ou diagrama) push-out:

Go—> G,
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Usualmente faremos referéncia ao push-out mencionando apenas o grupo G em vez do

trio <G7j17j2)'
Proposicao 1.5.2. O push-out G na definicao, € inico a menos de isomorfismo.

Demonstragao. Seja (L, 1y, l3) outro push-out de (i1,42). Pela defini¢do anterior, existe um
tnico homomorfismo « : G — L tal que aoj; = [ e aojo = Iy, e por outro lado, existe um
inico homomorfismo §: L — G tal que fol; = j; e foly = jo. Logo, o fol; =1;, para
1 =1,2. Como Id; também satifaz esta propriedade, temos Id;, = « o 5. Analogamente

Ildg = o a. Segue o resultado. m
Teorema 1.5.3. Todo par (i1,12) como na definigao 1.5.1, tem um push-out.

Demonstragdo. Suponhamos que o grupo G, seja apresentado por (X,; R,)*, para r =
1,2, com X; N Xy = 0. Seja Y um conjunto gerador de G e escolhamos para cada y em

Y um elemento w,, em F(X,) tal que

ir(y) = & (wy,), parar =1,2.

Seja G o grupo apresentado por (X; U Xo; Ry, Ro, {w;llwy2}>. Assim, para r = 1,2,
temos aplicagoes naturais j,. : G, — G, induzidas pelas inclusoes de X, em X; U X,
e portanto G é gerado por ji1(Gy) U jo(Ge). Desta forma, pode existir no maximo um
homomorfismo saindo de G com valores especificados em j;(G1) U j2(G2).

Para r = 1,2, seja ¢, : G, = H um homomorfismo em um grupo H tal que p; 01 =
@2 0 1y. Logo, para r = 1,2, ¢, define um homomorfismo ¢, : F(X,) — H que é trivial
em R,. Pelo teorema de Von-Dick, o homomorfismo de dominio F'(X; U X5) que é 1), em
X, define um homomorfismo ¢ : G — H que satisfaz ¢, = ¢ o j,, para r = 1,2. Segue

que GG é o push-out procurado. O]

Observagao 1.5.4. O teorema 1.5.3 fornece uma apresentagdo para um push-out de

grupos.

Exemplo 1.5.5. Se Gy € trivial entdo o push-out é o grupo quociente G1/{iy(Go))°".
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Quando iy e 75 forem homomorfismos injetores, chamamos ao push-out G' produto
livre amalgamado de G| e Gy com Gy amalgamado. Neste caso, geralmente consid-
eramos (G como um subgrupo de G; e G4 e 71, i3 como inclusoes. A notacao usual para
esta situacao é GlG*O G,. As vezes, por conveniéncia, usa-se a seguinte notacao: GlGO;Ho G
onde Gy C G, Hy C (G5, i1 € a inclusao e i5 é um isomorfismo entre G e Hy. Para maior
precisao, pode-se mencionar o isomorfismo especifico de Gy em Hj.

Em 1949 Graham Higman, B. H. Neumann e Hanna Neumann, no artigo intitulado
"Embedding Theorems for Groups”, introduziram uma construgao ralacionada a produtos
livres amalgamados, a qual mais tarde foi chamada Extensao HNN. Vamos apresentar
uma construcao padrao de uma extensao HNN em vez de usar a propriedade universal de
sua definicao original.

Sejam G e A grupos. Sejam iy e i1 monomorfismos de A em G e seja P um grupo

ciclico infinito com gerador p que nao é um gerador de G. Consideremos o grupo normal
N = (p~lig(a)pi(a)”" : a é gerador de A)S*F (1.5.1)

O grupo (G * P)/N ¢é chamado extensao HNN do grupo base G com letra estavel
p e subgrupos associados iy(A) e i;(A). Usualmente consideraremos A um subgrupo

de G e ig como sendo a inclusao e escreveremos

(G* P)/N = (G,p;p~ " Ap = i1 (A)) (1.5.2)

Observacao 1.5.6. Suponhamos que G seja apresentado por (X; R)? comp ¢ X. Seja’Y
um subconjunto de F(X) e seja & :Y — F(X) uma aplicagao injetora. Seja A = (p(Y))
e B=(po&(Y)). Se & induz um isomorfismo de A em B entdo a extensao HNN tem
apresentacao

(X,p; R,p~'yp = &(y),y em Y)

E possivel estender o conceito de extensdo HNN para uma familia de grupos {A4,} e
de monomorfismos {iga} ¢ {i1a} de A, em G. Seja P o grupo livre sobre um conjunto

{pa}. Neste caso, a extensao HNN é
H =G * P/(p3 i0a(aa)Pa = i1a(aa) : aq gerador de Ay, Va)o*P (1.5.3)

Se considerarmos a mesma construgao acima mas com os homomorfismos ig, € i1, N0
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sendo monomorfismos, falaremos de uma pseudo extensao HNN.
Exemplo 1.5.7.

1. O grupo livre com base {p,} € uma extensao HNN do grupo trivial com letras estdveis

Pa-

2. Seja A um subgrupo de um grupo G. E possivel formar a extensio HNN

(G, k; k™ 'ak = a,a gerador de A)

3. O grupo apresentado por {(a,b;a"'ba = b*) € a extensio HNN do grupo ciclico {(b)

com letra estdvel a e subgrupos associados (b) e (b?).

Proposicao 1.5.8. Seja H a extensio HNN de G com letras estdveis {p,} e com sub-
grupos associados iga(Aa) € i1a(As). O homomorfismo inclusao de G em G * P induz um

homomorfismo j : G — H, o qual é um monomorfismo.

A propriedade universal das extensoes HNN é dada na seguinte proposigao.

Proposicao 1.5.9. Sejam G e K grupos e seja @ um homomorfismo de G em K. Supon-

hamos que K tem elementos k. tais que

k(;l@(iOrx(aa))ka = @(ila(aa)) (1.5.4)

para todo « e para todo a, € A.. Seja H a extensio HNN de G com letras estdveis
{pa} € subgrupos associados ipo(Aa) € i1a(As). Entao eziste um unico homomorfismo

Y H — K tal que o j =@ e(pa) = ka, para todo «.
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Capitulo

2

Grupodides

Neste capitulo vamos estudar as propriedades de grupoéides que serao de utilidade no
estudo de um invariante de enlacamentos no capitulo 5. Em particular, nosso interesse
estd no estudo de trés tipos diferentes de push-out de grupoides que sao aplicados para
obter corélarios do teorema de Van-Kampen e assim, calcular grupos fundamentais de

certos espagos topologicos.

2.1 Definicao e Propriedades

Definicao 2.1.1. Uma multiplicagao parcial sobre um conjunto G é uma funcao de
algum subconjunto X de G x G em G. Denotamos a imagen de (x,y) em X sob esta
multiplicagao parcial por x -y, ou simplesmente xy. Dizemos que xy estd definido quando

(z,y) estd em X.

Definicao 2.1.2. Um elemento e em G é uma identidade de G com respeito a uma

multiplicacao parcial -, se ex = x e ye =y sempre que ex e ye estao definidos.
Definicao 2.1.3. Um grupéide G € um conjunto com uma multiplicagio parcial tal que

(1) (Associatividade) Se um dos elementos (ab)c ou a(bc) estd definido, entao o outro
também estd definido e sao iguais. Além disso, se ab e bc estao definidos entao (ab)c

(e a(bc)) estd definido.
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(2) (Ezisténcia de identidades) Para todo a em G existem identidades e e f em G, tais

que ea e af sao definidos.

(3) (Ezisténcia de inverso) Para todo a em G e, e e f como em (2), existe um elemento

1

em G que denotaremos por a~! tal que aa™! =e e a"ta = f.

Observacao 2.1.4. Se e e f sao identidades tais que ef estd definido entdo e = f.
Demonstragao. Isto é claro pois pela definicao de identidade f =ef =e. O]

Exemplo 2.1.5.
(1) Todo grupo € um grupdide.

(11) Seja { X }ren uma familia de grupos. Para cada N\ e pu em A, consideremos o
conjunto
G, ={f: X0 — X,/ f € uma bijecao}

Entao G = R UAGM € um grupoide sob a composicao de fungoes.
IS

As propriedades mais simples de grupodides sao muito similares dquelas de grupos, com
algumas modificagoes necessarias, ja que a multiplicagdo em um grupdide G nem sempre

esta definida.

Observacao 2.1.6. Para cada elemento a em G pode existir s6 uma identidade e tal que

ea estd definido. Analogamente, pode existir so uma identidade f tal que af estd definido.

Demonstracao. Suponhamos que e; é outra identidade tal que eja esta definido. Logo,
e(eja) esta definido pois e;a = a, assim, pela propriedade associativa, ee; esta definido.

O resultado segue da observacao 2.1.4. O outro caso é analogo. n
Observacao 2.1.7. O inverso a~' de um elemento a em G € unico.

Demonstra¢ao. Suponhamos que a’ é outro inverso de a tal que a’'a = e e aa’ = f, onde

1

e e f sao identidades de a. Suponhamos também que a 'a =e e aa™! = f, entao
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Observacao 2.1.8. A equacdo ax = b tem solugcdo somente se a~'b estd definido. Neste

caso, a~ b é a tnica solucao.

Demonstragao. Suponhamos que a~'b esté definido. Logo, a(a™'b) esta definido e ¢é igual

! esta definido e igual a e. Logo, a~'b & solucao de azx = b.

a (aa™')b = eb = b, pois aa™
Reciprocamente, suponha que existe um x em G tal que axz = b. Como a~'a esta definido
e ¢ igual a uma identidade f, segue que (a 'a)r = fx estd definido e é portanto igual a

x. Assim, a~!(az) esta definido e ¢ igual a z, mas ax = b, logo a~'b = z. O

Observacao 2.1.9. A equacio ya = b tem solugdo se, e somente se, ba™' estd definido.

Neste caso, a solugao € tinica e € iqual a ba™!.
Demonstracdo. E analoga & anterior. 0
Observacgao 2.1.10. Todo elemento e tal que ee = e € uma identidade.

Demonstracao. Existe uma identidade f para o elemento e tal que ef estd definido e
ef = e. Segue que ee = ef = e. Como a equagao ex = e tem solugao tnica segue que

e = f, que é uma identidade. O

Observacao 2.1.11. ab estd definido se, e somente se, existe uma identidade f tal que

af e fb estao definidos.

Demonstragao. Se af e fbestao definidos entao a(fb) esta definido e é igual a ab. Recip-
rocamente, se ab esta definido, considere a identidade f tal que af esta definido, entao

(af)b esta definido e portanto a(fb) esta definido. Assim, fb esta definido. O

Observagao 2.1.12. Se um grupdide G tem so uma identidade, entao para todo a e b

em G, ab estd sempre definido, e portanto, G é um grupo.

Definicao 2.1.13. Chamaremos as identidades de um grupoide G de vértices de G. Seja
a em G ee e f identidades tais que ea e af estio definidos. Dizemos que a € uma seta
dee a f, e que e € o vértice inicial (ou, o comego) de a, e que f € o vértice final (ou

simplesmente, final) de a. Denotamos o conjunto dos vértices do grupdide G por V(G).

Definicao 2.1.14. Seja V' um conjunto qualquer.
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(1) D(V') serd o grupdide cujo conjunto de vértices € V' e tal que para cada v e w em

V' distintos, existe uma unica seta de v a v, mas nao existe seta de v a w.

(2) T(V) serd o grupdide com conjunto de vértices igual a V' e tal que para cada v e w

em V' existe uma unica seta de v a w.
A multiplicagdo parcial definida sobre estes conjuntos é a justaposi¢ao de setas. D(V') é
chamado grupodide discreto sobre V e T(V) € chamado o grupbide arvore sobre V.
Definicao 2.1.15. Um subgrupoide H de um grupdide G é um subconjunto de G tal que
(1) Se a e b estao em H com ab definido, entdo ab estd em H.
(2) Sea € H, entaoa™' € H.

Observagao 2.1.16. Seja H subgrupoide de G. Se a estd em H e e e f sao identidades

tais que ea e af estao definidos, entao e e f estao em H.

Demonstracao. Como H é subgrupoéide de G, entdao a~! estd em H. Portanto, aa™! e

a 'a estdo em H. Assim e e f estdao em H. n
Exemplo 2.1.17.

(i) Seja G um grupo, entdo todo subgrupo de G é também um subgrupdide.

(11) A interse¢ao de qualquer colecao de subgrupdides de um grupdide é um subgrupdide.

(11i) Para um conjunto V', o grupdide discreto D(V') € um subgrupdide do grupdide drvore

(V).

Defini¢ao 2.1.18. Seja G um grupdide e S um subconjunto de V(G). Definamos Gg
como sendo o conjunto das setas de G que comecam e acabam em S. Entio Gg € um
subgrupoide chamado subgrupdide completo de G com conjunto de vértices S. Em
particular, se S = {e} escrevemos G. em vez de Gyy. Neste caso, G tem s6 uma
identidade e portanto, G¢€ um grupo (observagao 2.1.12), que chamaremos grupo vértice

de G em e.
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Observagao 2.1.19. O conjunto Gg, como na defini¢cao 2.1.18, é de fato um subgrupdide
de G.

Demonstracao. Claramente Gg é um subconjunto de G. Sejam a e b setas em Gg com ab
definido. Entao ab é uma seta que comeca e acaba em S, portanto ab esta em Gg. Além

disso, a~! também é uma seta que comeca e acaba em S. O

Seja G um grupoide e e e f em V(G). Definimos uma relacdo = em V(G) por
e = f < existe uma seta em G de e a f

Evidentemente, = ¢ uma relagdo de equivaléncia em V(G). Vamos chamar as classes de
equivaléncia de V(G) sob = componentes de G e denotaremos por [v] a classe do vértice

vem G.

Definicao 2.1.20. Seja G' um grupdide.
(1) G € dito conexo se existe uma unica componente de G.

(2) G € chamado totalmente disconexo se cada componente consiste de um unico vér-

tice.

Exemplo 2.1.21. Sendo V' um conjunto nao vazio, T (V') € conexo e D(V') € totalmente

disconexo

2.2 Homomorfismos de Grupdides

Considere um grupoéide GG e uma seta a em G comecando em e e acabando em f.
Defina ay : G, — Gy por ay(g) = a”'ga. ay ¢ um isomorfismo entre os grupos G, e Gy

que satisfaz:

(1) Se b é outra seta em G comegando em f e acabando em algum otro vértice de G,

entdo (ab)y = by o ay.
(2) Se e ¢ uma identidade de G, entao ey é o homomorfismo identidade de G..

(3) (ax)™' = (a71)4 é o homomorfismo inverso de a.
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Note que se ¢ é uma seta em G., entao cy ¢ a conjugacao por ¢ no grupo G.. Segue
que se b é uma seta em G de e a f, entao ax e by sao homomorfismos conjugados. Isto é

claro, pois para g em G,

ay(g) = a"'ga
=a b gbbta

= (b""a) by (g)(b™"a)
Como ay ¢ um isomorfismo de grupos, segue a seguinte proposi¢ao.

Proposicao 2.2.1. Se e e f sao vértices numa mesma componente, entao G. e Gy sao

isomorfos. Em particular, os grupos vértice de um grupdide conexo sao isomorfos.

Definicao 2.2.2. Sejam G e H grupdides e ¢ : G — H uma func¢ao. Dizemos que ¢ é
um homomorfismo de grupoides (ou simplesmente, homomorfismo) se sempre que

ab estiver definido entao p(a)p(b) estd definido e vale p(a)p(b) = p(ab).

Observacgao 2.2.3. Seja p : G — H um homomorfismo de grupoides. Se e é uma
identidade em G entao p(e) € uma identidade em H. Em particular, ¢ induz uma funcao

de V(G) em V(H) que também serd denotada por ¢.

Demonstracao. Seja e uma identidade de GG, logo, existe uma seta a em G tal que ea = a,

e entao, existe uma identidade f tal que af = a. Logo,

ece=aa taa ' =afat =aa =e

Portanto, ee esta definido. Como ¢ ¢ um homomorfismo, segue que p(e)p(e) esta definido

e ¢ igual a ¢(e). Da observacao 2.1.10, p(e) é uma identidade. O

Observacao 2.2.4. Se a € uma seta de e a f entio p(a) € uma seta de p(e) a o(f) e
-1

p(a™) = p(a)

Demonstra¢ao. Temos que ea = a e af = a. Segue que p(e)p(a) = p(a) e p(a)p(f) =
¢(a). Como p(e) e p(f) sao identidades segue que p(a) é uma seta de p(e) a ¢(f).

1 1

Como aa™ = e, a~'a = f e p é um homomorfismo, segue que p(a)p(a™t) = p(e) e

o(aHp(a) = ¢(f). Como o inverso é tanico, p(a™t) = ¢(a)™t. O
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2.3 Extensoes de Homomorfismos

Agora passamos a estudar extensoes de func¢oes para homomorfismos de grupoides.
Aprenderemos a estender homomorfismos de grupos para homomorfismos de grupoides.

Faremos uma aplicagao disto no estudo de push-out de grupoides (se¢ao 2.4).

Observacao 2.3.1. Se V e W sao conjuntos, entao toda fun¢ao de V a W induz homo-

morfismos de D(V') em D(W), e de T(V') em T(W).

Demonstragao. Para uma seta a de v a v em D(V), escolha como imagem de a a tnica
seta ' em D(W) de f(v) a f(v). Para uma seta a de v a w em T(V), escolha como
imagen de a a tnica seta a’ em T(W) de f(v) a f(w). E facil ver que isto define os

homomorfismos procurados. O

Proposigao 2.3.2. Seja G um grupdide e seja W um conjunto. Entao, toda fung¢ao

¢ : V(GQ) = W estende-se, de maneira unica, a um homomorfismo ¢ : G — T(W).

Demonstragao. Dados os vértices e e f em G, entdao p(e) e ¢(f) sdo vértices de T'(W).
Portanto, para cada seta g em G de e a f, defina ¢(g) como sendo a tnica seta em T'(W)
de p(e) a p(f). Afirmamos que ¢ assim definida ¢ um homomorfismo de grupdéides. De
fato, sejam a e b setas em G tal que ab é definido. Existem vértices e, f e d tais que ea,
af, fbe bd estao definidos (pela observacao 2.1.11). Logo, ¢(a) é a tnica seta em T(W)
de ¢(e) a @(f) e ¢(b) ¢ imica seta em T(W) de ¢(f) a @(d). Logo, d(a)o(f) e 6(£)6(b)

estao definidos. Como ¢(f) é um vértice, segue que ¢(a)p(b) esta definido e além disso,

o(a)p(b) = ¢(ab) pois ¢(a)p(b) é uma seta em T'(W) de p(e) a p(d). O

A demonstragao da seguinte proposicao é anéloga a anterior.

Proposicao 2.3.3. Seja G um grupdide e seja W um conjunto. Toda aplicacao ¢ : W —

V(G) se estende, de maneira inica, a um homomorfismo ¥V : D(W) — G.

Proposicao 2.3.4. Sejam G e H grupdides e seja S um subconjunto de V(G). Entdao
todo homomorfismo v : Gg — H se estende (de maneira nao necessariamente unica) a

um homomorfismo ¥V : G — H.
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Demonstragao. Para cada vértice u de G tal que [u] NS # 0 escolha uma seta fixa z,, de
algum ponto de S a u, e se u estd em S escolha x, sendo uma identidade.

Seja g uma seta em G de um vértice v a um vértice w (caso exista). Se [v] intercepta
S entao [w] também intercepta S e portanto, x,g e gz, estao definidos e assim x,gz’
também esta definido e estd em Gg. Defina entao ¥(g) = ¢(z,g9z,"). Escolha h em V(H)
fixo, se [v] NS = 0, defina ¥(g) = h. Isto implica ¥(v) = ¥(w) = h. Evidentemente,
U estende v pois dada uma seta g em Gg de e a f, entao z. = e e xy = f. Assim,
U(g) = (g).

Para mostrar que ¥ ¢ um homomorfismo suponha que a e b sao setas em G tais
que ab esta definido. Entao, existem vértices e, f e d tais que ea, af, fb e bd estao
definidos. Suponha que [e] intercepta S, logo, xeaazf e :cfbxgl estao em Gg, e portanto,
w(xeax;1)¢(xfbxgl) estd definido pois ¥ ¢ um homomorfismo. Segue que V(a)¥(b) esté
definido e ¢ igual a ¥(ab). O caso em que [e] nado intercepta S ¢é trivial. Portanto, ¥ ¢

um homomorfismo. OJ

Observagao 2.3.5. Na proposicao anterior, a extensao do homomorfismo v nao € inica
pois podem existir varias setas comecando em S chegando em algum vértice v de G, alids,
uma vez feita a escolha das setas x, e de h em V(H), a extensao ¥ fica unicamente

determinada.

2.4 Push-Out de Grupoéides

Definicao 2.4.1. Sejam G, Gy e Gy grupoides e i1 : Gy — G e iy : Gg = G5 homomor-
fismos. Suponha que existe um grupdide G e homomorfismos j, : G1 — G e jp : Go — G.

O trio (G, j1, j2) € chamado push-out de (i1,15) se as sequintes condi¢oes se verificam:
(1) jioir = jaoiy.

(2) Para qualquer grupdide H e homomorfismos o1 : G1 — H e ps : Go — H tais que
1 011 = g 01y, existe um unico homomorfismo ¢ : G — H tal que o1 = poj; e

P2 = PO Ja.
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Note que, no caso de um push-out, o diagrama abaizo comuta:

Gy (2.4.1)

G1L>G<J72G2

H

O diagrama (2.4.1) é chamado diagrama push-out de grupdides.

Observagao 2.4.2. O trio (G, j1,j2) € inico a menos de isomorfismo.

A demonstragao da observagao 2.4.2 é igual & demonstragao da observagao 1.5.2.
Observacgao 2.4.3. Um push-out de grupdides no qual os grupdides sao grupos, € um
push-out de grupos. Por outro lado, todo push-out de grupos é um push-out de grupdides.

Por conveniéncia, dado um grupdide N com pelo menos dois vértices a e b, denotaremos

por N, o conjunto das setas em N de a a b.

Observacao 2.4.4. Seja N um grupdide conexo com V(N) = {a,b}. Dada uma seta u

em N de a ab fiza, temos

Napy = {nu:ne€ N,}
Nyw = {u'n:neN,} (2.4.2)
Ny, = {u'nu:neN,}

Demonstracao. Basta observar que

(i) Se n estd em N, entao n = nu~'u.

(ii) Se n esta em Ny, entdo n = u™tun.

1 1

(iii) Se n esta em NN, entdo n = u™'unu™ " u.

]

Definicao 2.4.5. Nas condicoes da observacao 2.4.4, diremos que Nuy, Ny, € Ny sao

definidos em fungao de N, e da seta u.
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Os push-out de importéancia para nés tém a propriedade adicional
V(Go) = V(G1) NV (Gy) e V(G) = V(G1) UV(Ge)

e os homomorfismos serao as extensoes das inclusoes destes conjuntos nos outros. Push-

out’s com esta propriedade sao chamados push-out’s ponteados.

A seguinte proposicao é usada frequentemente nos exemplos posteriores.

Proposicao 2.4.6. Seja N um grupoide conexo com V(N) = {a,b}. Seja M outro
grupdide conexo e ¥ : Ng — Myq) um homomorfismo de grupos. Seja u uma seta em N

de a ab. Se x for uma seta em M de ¢¥(a) a um vértice y de M, entao

G(ny = VW sene (2.4.3)

T ,sen=1u

define um homomorfismo V : N — M que € 1inico.

Demonstracao. Para n em N, defina

U(u'n) =27 "(n) (2.4.4)

Demonstraremos que ¥ é um homomorfismo. De fato, sejam m e n em N tal que mn esta
definido, isto é, existe um vértice entre eles. Portanto, ou ma e an estao definidos, ou mb
e bn estao definidos. Faremos o caso ma e an definidos pois o caso mb e bn definidos é

analogo. Suponha entao, ma e an definidos.

(1) Se m e n estao em N, entao ¥(m) = ¥(m) e ¥(n) = ¥(n), e portanto ¥(m)W¥(n)
esté definido e é igual a U(mn).

(2) Se m esta em N, e n estd em Ny, entdo W(m) estd em My e n = n'u para algum
n’ em N,. Portanto, U(n) = ¢ (n')z comeca em v (a). Portanto, ¥(m)¥(n) esta
definido e
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(3) Se m esta em Ny, e n estd em Ny, entao existem n’ e n” em N, tais que m = u~'n’ e
n = n"u. Portanto, U(m) acaba em ¥ (a) e ¥(n) comega em ¢ (a). Logo, W (m)W¥(n)
esta definido e

T(m)(n) =2~ Y(n')(n")z
=z "(n'n")z
1,0 0

= U(u n'n"u)

= U(mn)

(4) Se m esta em Ny, e n estd em N,, entao existe n’ em N, tal que m = v~ *n’. Como

U(m) acaba em ¢ (a), ¥(m)¥(n) esta definido e

Daqui para a frente, vamos definir homomorfismos de grupoides como em (2.4.3) e
(2.4.4), mas so escreveremos a forma (2.4.3).

A seguir, trés exemplos que serao utilizados no capitulo 3.

Exemplo 2.4.7. Seja G um grupdide conexo com V(G) = {a,b}. Considere os homo-
morfismos inclusio i, : D(a,b) — G e iy : D(a,b) — T(a,b). Entdo existe um grupdide

H e homomorfismos j1 : G — H e jo : T(a,b) — H tais que (H,ji1,j2) € o push-out de
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(11,12).

Ji

Demonstracao. Seja x em T(a,b) a seta de a a b e seja u em G uma seta de a a b fixa.

Defina o grupoide H como segue:
(1) V(H) = {a,b}
(2) H, = G, * (t), com t de ordem infinita.
(3) Hy, Hyp e Hy, sao definidos em fungao de H, e da seta u, como em (2.4.2).

A multiplicagao parcial em H é dada pela juxtaposicao de setas. Observe que G esta
incluido em H G, C G} e Gy, Gy, € Gy, sao definidos em funcao de G, e u, como em
(2.4.2).

Defina j; : G — H por ji(g) = g. Defina j : T(a,b) — H por jo(x) = tu. E claro que
jala) = a e ja(b) =b.

Vamos mostrar que (H, ji, j2) € o push-out de (i1,43). Seja K um grupdide e sejam

¢:G— Ket:T(a,b) - K homomorfismos tais que
D(a,b) 2> G—~K e D(a,b) —2~T(a,b) L~ K

sao homomorfismos iguais. Portanto, ¢(a) = 1(a) e p(b) = ¥(b). Escreva k = ()
correspondente & seta em K de ¢(a) a ¢(b).

Defina, estendendo de forma natural, o homomorfismo 6 : H, — K, por

©(9) ,se g € G,

0(g) = B
ko(u)™ [seg=t

Defina 6(u) = @(u). Pela proposicio 2.4.6, § é um homomorfismo. E evidente que
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w =0 o ji, pois G esta incluido em H. Para provar que ) = 6 o jy, observe que

0(j2(2)) = 0(tu)

Agora, provaremos que ¢ é tnico. Seja #; : H — K outro homomorfismo tal que
@ =0,075 et = 6,07, E claro que § = 6, sobre G, como subconjunto de H, pois

91 o jl =6o jl- Além diSSO,

pois 61(u) = p(u) e ; é um homomorfismo. Segue entdo que 0§ = 60, sobre H,, e pela

proposicao 2.4.6, 6 = 0, sobre H. n

O seguinte exemplo é uma generalizagao do exemplo anterior, e sua aplicagdo no

capitulo 3 é muito importante.

Exemplo 2.4.8. Sejam G e H grupdides com V(G) = {a,b} = V(H). Suponha H conexo
e considere K um grupdide disconexo com V(K) = {a,b}, K, = H, ¢ Ky, = H,. Seja
11 : K — H o homomorfismo inclusao e iy : K — G um homomorfismo qualquer. Entao
existe um grupdide L e homomorfismos j1 : H — L e jo : G — L tais que (L, j1,7J2) € 0
push-out de (iy,is)

L>H

K
;T
G

— L
J2

Demonstrag¢ao. Observe que o homomorfismo 75 pode ser visto como dois homomorfismos
a:H, = G,e: H,— G, pois K é disconexo. Como H é conexo, escolha uma seta u

em H de a abe defina 8’ : H, — Gy, por 3'(h) = S(u""hu).
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Vamos construir L conexo e com V(L) = {a,b}. Portanto, uma vez determinado L,,
escolhemos uma seta x em L de a a b e definimos Ly, Ly, € L, em funcao de L, e a seta

x (como na observagao 2.4.4).

Quando G for disconexo, definimos L, como sendo o push-out dos homomorfismos «
e .
Ha < Ga

"

GbT>La

Note que a existéncia dos homomorfismos A e \' esta garantida pelo teorema 1.5.3.

Se G for conexo, escolhemos una seta v em G de a a b e definimos " : H, — G, por
B"(h) = vB(u thu)v=!. Definimos L, sendo a (pseudo) extensao HNN de G, associada

aos subgrupos o(H,) e 5”(H,), isto é,

Lo=Gox )/t *3"(h)t = a(h) : h € H,) (2.4.5)

Seja M um grupdéide qualquer e 0 : H — M e € : G — M homomorfismos tais que
K—">H-"'~Me K-2-G—>M
sao homomorfismos iguais, isto é, 6 o i1 = € 0 i5.

Suponha que G é disconexo. O homomorfismo €, pode ser visto como dois homomor-
fismos ¢ : Gy — My, e ¥ : Gy, — Myp). Note que 6 = ¢ o a sobre H, e 6 = 1) o 3 sobre

H,. Escreva w = 0(u). Para h em H, temos
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Portanto, (w=!)y ot o 8 = ¢ o« sobre H,.

H,—*~G, (2.4.6)

Como (Lg, A\, ') é o push-out de (a, '), ent@o existe um tnico homomorfismo

p: Ly = My tal que ¢ = poXe (wt)gop =poN.

Defina
A(g) ,se g € G,

rx(N(g)) ,segeG

€:G — L por &(g) =

Aa(h ,se he H,
7:H — L por A(h) = (a(h))
x ,se h=u

¢ ¢ um homomorfismo, pois A e 4 o X" sdo homomorfismos, e 7 ¢ um homomorfismo pela

proposicao 2.4.6. Observe que £ e 7 nao dependem de # nem e.

Estenda p para o homomorfismo p : L — M por p(z) = w (ver proposicao 2.4.6).

Afirmamos que (L, 7,§) é o push-out de (i1,i3). De fato, para h em H, arbitrario, temos
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E(iz(u™ hu)) = E(B(u" hu))
=&(8'(h)
= 24N (8'(h)))
= 2~ )\a(h))z
= r(u"" )

= 7(i1(u" hu))

Portanto, 7 0 1; = £ 015. Para mostrar que 6 = p o 7, basta considerar h em H, e ver que

e que u(t(u)) = p(x) = O(u), e aplicar a proposigao 2.4.6. Agora, mostraremos que

e =pof. Seja g em G, entao

Seja g em Gy, entao

Finalmente, mostraremos que p é tnico. Seja p; : L — M um homomorfismo tal que
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o1 =0¢e o =e Observe que para g em G, temos

pi(Mg)) = pa(§(9))
= ¢(g)

= ¢(9)

e que para g em G temos

(N (9)) = p(zau(N(g)z™)
= (@) pa (€(g)) ()"

Portanto, p; = p sobre L,. Além disso, p;(z) = pu(x) = w, pela proposigao 2.4.6, u; = p

em L.

Agora, suponha G conexo. Escolha uma seta v em G de a a b, e defina " : H, —
G, por 8”(h) = vB'(h)v~'. Agora o homomorfismo ¢ : G — M ¢ definido por um
homomorfismo ¢ : G, — My, e um elemento y = €(v) em Myq)gp). Assim, e fica
definido em G como em (2.4.4) (ver proposigao 2.4.6). Usando que € o i; = 6 o iy, temos

para h em H,

O(uthu) = e(B(u hu))
=y e(B"(h)y
=y o(B"(h)y

Portanto, p(a(h)) = (yw=)"to(B8”(h))(yw™"), para todo h em H,. Pela propriedade

universal das extensées HNN (proposi¢ao 1.5.9), existe um tinico homomorfismo

1

p: Lg = My tal que ppoj = ¢ e p(t) =yw™', onde j : G, = L, é o homomorfismo
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induzido pela inclusao G, — G, * (t).

©
Gy — My (a)
' 7

]i 3' I

L,

Estenda g a um homomorfismo p : L — M por pu(x) = w (isto esta garantido pela

proposigao 2.4.6). Considere os homomorfismos

' ,se g€ G,
¢ : G — L definido por &(g) = i9) g

tx ,se g=v

i(a(h ,se he H,
7 : H — L definido por 7(h) = Jlalh)

x ,se h=u

& e 7 sao homomorfismos pela proposicao 2.4.6, e nao dependem de 6 nem e. Afirmamos

que (L, 7,&) é o push-out de (i1,i2). De fato, se h estd em H,
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e se h estd em H,, existe A’ em H, tal que h = u 'h'u em H, assim

7(i1(h)) = 7(h)
= 7(u"'h'u)
=2~ 'j(a(h))z
=2~ (B (W)ta

Portanto, 7 0 iy = £ o 1.

Para mostrar que # = p o 7, considere h em H, e observe que

e u(7(u)) = p(x) = O(u). De maneira analoga, para mostrar que € = o &, observe que

dado g em G, temos

e u(§(v)) = p(tr) =y = €(v).
Agora, demonstraremos que o homomorfismo g é tinico. Suponha exista um homo-
morfismo py : L — M tal que pu o7 =60 e u; 0 £ = €. Observe que para g em G, como

subconjunto de L, temos

p(t) = yw™h = pa(§) (7 (w) ™" = p(tx)pa (2) ™" = pa(t)

Portanto, p = j; sobre L,. E facil ver que u(z) = pi(x), assim, pu = pp sobre L
(proposicao 2.4.6). O
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O seguinte exemplo é usado para obter um corolario do Teorema de Seifert-Van Kam-

pen que sera de muita importancia devido a suas aplicagoes.

Exemplo 2.4.9. Suponha que temos um push-out ponteado de grupoides

Go—> G,

G5, G

isto é, V(Gy) = V(Gy) NV (Gs), V(G3) = V(Gy) UV(Gs) e, i1, ia, j1 € Jo SG0 08
homorfismos inclusio. Seja S5 C V(Gs3). Parar =0,1,2, seja S, = SsNV(G,) e suponha
que S, intercepta a cada componente de G,.. Parar =0,1,2,3, seja H, = (G,)s,, entdo
temos o quadrado push-out

H0L>H1

Hz?Hz

Supondo, além das hipdteses anteriores, que G, € conexo parar = 0,1,2, (portanto, Gz €

conezxo também), e dado a em V(Gy), temos um quadrado push-out de grupos

(Go)a —= (Gh)a

(Ga)a = (Gs)a

Demonstra¢ao. Seja H um grupdide e para r = 1,2, considere homomorfismos

o+ H. — H tais que ¢ 011 = g 0 15.

H, J2 H3 J1 H,
& V
H

Vamos estender os homomorfismos ¢, e s de maneira adequada para homomorfismos
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Yy Gy — H ey : Go — H tais que ¢ 017 = 99 015. Para cada vértice v em G, escolha
uma seta x,, saindo de S, e chegando em v, e se v estd em S, escolha z,, = v, para
r=1,2. A existéncia de z,, estda garantida, pois S, intercepta a cada componente de G,.

Dado v em V(G)), considere a seta xq, em Gy de algum ponto de Sy a v. Parar = 1,2,

escreva T, = i.(rg,) em G,, e defina para uma seta g em G, de a a b a funcao

.

@r(ifmg%;bl) , se a, b §é ST
907"<xm9) , se a ¢ S.,bes,
Yr(g) = )
or(gzy) ,sea €S, b¢s,
L er(9) ,se a,be s,

Pela proposicao 2.3.4, v, € um homomorfismo, para r = 1,2. Além disso, pela definicao

de v, e a escolha das setas x,.,, é facil ver que 9/ 0 iy = g 0 1.

Go

12 i1

J2 J1
G2 —— G3 D — G1

AN
H

Como (G, j1,72) € o push-out de (i1, 72), existe um tnico homomorfismo 3 : G35 — H tal
que 3 0 j1 = Yy e Y3 0 jo = 9. Considere o homomorfismo @3 = 13|y,, entao, é claro
que Q30 J1 = 1 € P30 Jo = Pa.

Queremos provar que s é unico. Seja ¢ : H3 — H um homomorfismo tal que
Yo J; =1 epojs =y Estenda ¢ para o homomorfismo v : G3 — H, definindo para

uma seta g em Gz dea ab

Tsagri)) s sea.b ¢ Sy

Z349) ,se a ¢ S3,b€ S;

(
(
w(gxgy) ,se a € S3,b¢ S;
(9) ,se a,b € Sy

\

onde 3, = j,(x,,) para cada vértice v em V(Gs) e r = 1,2. E facil ver que ¢ o j, = 1,
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para r = 1,2, portanto, ¢ = 13. Segue que @3 = . |



Capitulo

3

Elementos de Topologia e Topologia
Algébrica

3.1 Topologia Fraca e Topologia Quociente

Lema 3.1.1 (Da Colagem).

(i) Sejam X e Y conjuntos. Seja {Xa}aen uma familia de subconjuntos de X tais

que X = U Xo. Seja {fo : Xo = Y/a € A} uma familia de funcées tais que
a€el
falxanxs = [slxanxs, para todo o e B em A. Entdo, existe uma tnica fungao

f:X =Y tal que f|x, = fa, para todo a em A.

(11) Nas mesmas hipdteses de (1). Suponha que X eY sao espacos topoldgicos, e que f,
€ continua para todo o em A. Além disso, suponha que, ou existe um numero finito
de X,’s e que sao fechados em X, ou que cada X, € aberto. Entao f : X — Y

como em (i), € continua.

Definigao 3.1.2. Seja {(Xa, 7a) }aca uma cole¢ao de espagos topoldgicos de um conjunto
X. Defina
T={ACX:ANX, € 1,,Va € A} (3.1.1)

T € uma topologia sobre X chamada topologia fraca em X induzida por {7,}aca-
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Na defini¢ao 3.1.2, se X, N X3 = (), para todo «, § em A com « # /3, entdo o espago

X (com a topologia fraca) é conhecido como a uniao disjunta da familia de espagos
{Xa}aen € seria denotado por '

X = Xa (3.1.2)

a€eN

Se, em vez de ter que a familia {X,}aen € disjunta, nos temos que X, N Xz = {p} para
algum ponto p em X e para todo v e f em A com « # (3, entao X é dito ser jungao da

familia de espagos { X, }aca em p e é denotada por

xX=\/X, (3.1.3)

a€N

Definigao 3.1.3. Seja { X, }aca uma familia de conjuntos qualquer. Considere o conjunto

X=X = Jfo} x X (3.1.4)

aEN a€A
X € chamado uniao disjunta livre da familia de conjuntos {Xa}aea-

Observacgao 3.1.4. Podemos fornecer a uma uniao disjunta livre de conjuntos a topologia
fraca, sempre que tais conjuntos sejam espacgos topologicos. Neste caso, vamos nos referir

ao espago como espago da uniao disjunta livre.

Observacao 3.1.5. Na defini¢io 3.1.2, um conjunto C' € fechado em X com a topologia
fraca T se, e somente se, C'N X, € fechado em 7,, para todo o em A. Em particular, se
cada (Xu, To) € uma espago T, entao (X, 7) também € T;.

Proposicao 3.1.6. Seja X = U X, com a topologia fraca e Y wum espaco topoldgico

a€el
qualquer. Entdo, uma func¢ao f : X — Y € continua, se e somente se, f|x, € continua

com a topologia de X, para todo o em A.

Definigao 3.1.7. Seja (X, 7) um espago topoldgico e seja p : X — Y uma aplicagio
sobrejetora. Defina

v={BCY:p Y(B)erT} (3.1.5)

Ty € uma topologia em Y chamada topologia quociente (ou da identificagao) sobre

Y induzida por p.
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Definicao 3.1.8. Sejam X e Y espacos topoldgicos. Uma fungao continua e sobrejetora
p: X — Y € chamada aplicagao de identificagao quando a topologia em'Y € a topologia

quociente induzida por p.

Proposigao 3.1.9. Se p : X — Y € uma aplica¢io sobrejetora, continua e aberta (ou

fechada), entdo p € uma identificagao.

Seja X um espago topoldgico e = uma relacao de equivaléncia em X. Seja Y o conjunto
das classes de equivaléncia dos elementos de X sob a relacao =. Considere a aplicacao
natural p : X — Y definida por p(z) = 7, onde T é a classe de equivaléncia de z. p é
sobrejetora, portanto, podemos dar a Y a topologia quociente. Vamos denotar este espacgo
topologico por X/ =, e vamos chamé-lo de espago obtido de X por identificacao dos

pontos de cada classe de equivaléncia sob =.

Proposicao 3.1.10. Seja = uma relagao de equivaléncia sobre um conjunto X. Seja Z
um conjunto qualquer e f : X — Z uma funcao continua. Seja Y o conjunto quociente

X/ =esejap: X =Y a projecao natural.

1) Entao, existe uma funcao g : Y — Z tal que f = gop se, e somente se, f(x1) =
g gop

f(z2), sempre que x1 = x5.

(i1) Sejam X e Z espagos topoldgicos e seja’Y com a topologia da identificacao. Seja g

como em (i), entdo g € continua se, e somente se, f € continua.

Proposicao 3.1.11. Seja X um espago compacto e Y um espaco de Hausdorff. Se

f: X =Y € continua e bijetora entao f é um homeomorfismo.
Proposicao 3.1.12. Se X ¢é compacto entao X/ = € compacto.

Proposicao 3.1.13. Seja X um espago compacto e Y um espaco Hausdorff. Seja f :

X — Y uma aplicagao continua e sobrejetora. Entdao Y tem a topologia da identificacdo.

3.2 Adjuntando Espacos mediante Funcoes

Sejam X e Y espacgos topoldgicos e A um sub-espago de X. Seja f : A — Y uma
funcao continua. Construa o espago, denotado por Y Uy X, a partir do espaco X U Y
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mediante uma identificacdo dos pontos a com f(a), para todo a em A. O espago Y Uy X
é chamado espago obtido adjuntando X a Y mediante f. Observe que as classes de

equivaléncia de X U Y sob esta identificacao, sao os conjuntos da forma

o {y} U {y}, paray em f(A).

e {z} quando z estd em (X\A)J (Y\f(A))

Vamosnos referir a estes conjuntos mediante algum representante, assim, escreveremos

{y} U f~{y} simplesmente por y ou, z, quando y for a imagem de z sob f, e x por {z}

quando z esteja em (X\A) J (Y\f(A)).

Teorema 3.2.1. Sejam X e Y espacos topoldgicos e A um sub-espago de X. Seja
f A=Y uma funcao continua e considere m : X U Y = Y Uy X a projecao natural.
Entao, Y € mergulhado em Y Uy X como um conjunto fechado, e X €é mergulhado em

Y Uy X como um conjunto aberto.

Proposicao 3.2.2. Seja f : X — Y a aplicagao identificagao de espagos topologicos. Seja
Z um espago localmente compacto. Entao, F: X x7Z — Y xZ dada por F(z,z) = (f(x), 2)

€ uma identificacao.

A proposicao 3.2.2 é importante para construir homotopias entre caminhos (ver definigoes
3.3.1 €3.3.2) do espago Y Uy X.

3.3 Caminhos e Homotopias

Defini¢ao 3.3.1. Um caminho num espago X é uma aplicagao continua f : [0,1] — X.

(i) Se f(t) = wo, para todo t € [0,1], entdo chamamos a f caminho constante em

xo. Neste caso denotaremos f por ey, .

(i1) Se f(0) =a e f(1) = b, dizemos que f € um caminho de a até b, ou um caminho
com ponto inicial a e com ponto final b, ou comecando em a e terminando em

b.

(1i1) Se f(0) = f(1) =a, f € chamado lago em X baseado em a.
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Defini¢ao 3.3.2. Sejam f,g: [0,1] — X dois caminhos em X de a até b. Suponha que

exista uma aplicagao continua F :[0,1] x [0,1] — X tal que

0<u<l

entao, dizemos que f € homotdpico por caminhos a g. A aplicacio F € chamada

homotopia por caminhos entre f e g. Quando f for homotdpico por caminhos a g,

escreveremos [ ~ g.

Proposicao 3.3.3. Ser homotdpico por caminhos é uma relagao de equivaléncia.

Vamos denotar a classe de homotopia de um caminho f em X por [f], isto é,

[f] ={g: g ¢ um caminho em X com g ~ f}

(3.3.1)

Defini¢ao 3.3.4. Sejam f,g :[0,1] = X caminhos num espago X tais que f(1) = g(0).

Definimos o caminho f* g :[0,1] — X por

f2t)  0<t

g2t —1) ,5 <t

IN
IN

— N

(f *g)(t) =

IN

(3.3.2)

f*g € chamado o caminho produto (ou simplesmente, produto) entre f e g. Dizemos

que [ x g esta definido sempre que g(0) = f(1).

; (1) = g(0)

g(l)
(0)

Figura 3.1: O caminho produto dos caminhos f e g.
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Proposicao 3.3.5. O produto * satisfaz
(1) (fxg)xh >~ fx(gxh), para caminhos f,g e h tais que f*g e gxh estejam definidos.
(2) eox [~ f =~ fxey, quando [ for um caminho de a até b.

Definigdo 3.3.6. Seja f : [0,1] — X wm caminho de a até b. Definimos f : [0,1] — X
por f(t) = f(1 —1t). f é chamado caminho inverso de f.

Figura 3.2: O caminho inverso de f.
Observacao 3.3.7. Sejam f e g caminhos tais que f * g estd definido, entio G* f estd
definido e fx g =g f. Além disso, ?: f.
Lema 3.3.8. Seja f wm caminho de a até b. Entio, f* f~e, e fxf~e

Lema 3.3.9. Sejam f, f', g e ¢ caminhos tais que f x f' e g ¢ estao definidos. Se

/

f~gef ~g entio fxf ~gxg.

Figura 3.3: fx f'~gx¢
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3.4 O Grupodide Fundamental e o Grupo Fundamental

Ja vimos que o conjunto dos caminhos num espago topologico X pode ser dotado de
uma multiplicagao parcial, a saber, o produto % de caminhos (ver defini¢ao 3.3.4). Sob
esta multiplicacao nao ha inversos. O maximo que podemos conseguir em X, é que para
cada caminho f existe um caminho f tal que f * f e f * f sdo homotopicos a caminhos
constantes (lema 3.3.8). Isto sugere que * induz uma multiplicagao parcial sobre as classes
de equivaléncia de caminhos em X que é associativa, tem identidades e inversos.

Denotemos por Y(X) o conjunto de todas as classes de homotopia por caminhos de

caminhos em X, isto é,
T(X)=A{[f]: f:]0,1] — X é um caminho em X} (3.4.1)

Dotemos Y(X) de uma multiplica¢ao parcial * definida por [f]*[g] = [f*g]. Este produto

estd definido para aqueles caminhos tais que f * g esteja definido. Entao

(1) Se ([f]*[g]) *[h] ou [f]* ([g] * [h]) esta definido, entdo o outro também esta definido
e sao iguais. Além disso, se [f]*[g] e [g] % [h] estao definidos entao ([f]* [g]) * [h] (e,
[f] * ([g] * [h])) esta definido.

(2) Sendo f um caminho de a até b temos

—~
N\
—_

~—

=

&,
*

=

|
=
@
=
*
)
s
I

[f] (ver proposicao 3.3.5).
(2.2) [f] * [f] = [ed] e [f] * [f] = [es], ou seja, [f]~! = [f] (ver lema 3.3.8).

Portanto, (T(X), %) tem estrutura de grupoide, e é chamado grupé6ide fundamental
do espaco X.

O conjunto dos vértices de T(X) é um subconjunto de T(X) em bije¢ao com X, é
por isso que vamos considerar como conjunto de vértices de YT (X) o proprio X. O grupo
vértice de T(X) em um vértice a em X, é denotado por m(X,a) e é chamado grupo
fundamental de X baseado em a, e corresponde ao conjunto das classes de homotopia

dos lagos em X baseados em a, isto é,
m(X,a) ={[f]: f:]0,1] = X é um lago em X baseado em a} (3.4.2)

As componentes do grupdide Y (X) sdo as componentes conexas por caminhos de X.

Em particular, X é conexo por caminhos, se e somente se, T(X) é um grupoide conexo.
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Neste caso, m1(X,a) é isomorfo a m(X,b) para todo a e b em X. De fato, seja A um
caminho em X de a até b. Definamos Ay : m (X, a) — 71 (X, b) por Ax[f] = [\ * [f] * [\].
E facil ver que Ay é um isomorfismo.

Quando X for conexo por caminhos, vamos denotar o grupo (X, a) simplesmente
por 71 (X), para todo a em X, pois este grupo nao depende do ponto base.

Sejam X e Y espacgos topologicos e ¢ : X — Y uma funcao continua. Se f e g
sao caminhos homotdpicos em X, entao @ o f e ¢ o g sao caminhos homotopicos em Y
mediante a homotopia po F', onde F' é uma homotopia entre f e g. Portanto, a aplicagao
¢. + T(X) — YT(Y) definida por .([f]) = [p o f] estd bem definida. E facil ver que
s € um homomorfismo. ¢, é chamado homomorfismo induzido por . Note que
se p(a) = b, entdo @, induz um homomorfismo de 7 (X,a) em 7 (Y,b), que também

denotaremos por .

Proposicao 3.4.1.
(1) Sejam ¢ : X =Y et :Y — Z fungées continuas. Entiao (1) o p), = 1), 0 @y
(2) Seja Idx : X — X a fungdo identidade de X. Entio (Idx). = Idy(x).

Corolario 3.4.2. Se X eY sao espagos homeomorfos entao Y(X) e Y(Y) sao grupdides
isomorfos e, m(X,a) e m(Y,b) sao grupos isomorfos, onde b € a imagen de a sob o

homeomorfismo dado.

Proposigao 3.4.3. Sejam X e Y espagos topoldgicos. Entao, T(X x Y) € isomorfo a
YT(X)x YY) em(X xY,(z,y)) €isomorfo a m(X,z) X 7 (Y,y).

Definicao 3.4.4. Sejam ¢ e 1) aplicagoes continuas de X em Y. Dizemos que ¢ é
homotopica a ¢ se existe uma aplicacao continua ¢ : X x [0,1] = Y tal que

para todo x em X (3.4.3)

Dizemos que ¢ ¢ uma homotopia de ¢ a ¢ e escrevemos @ =~ 1.

Proposicao 3.4.5. Homotopia de aplicagoes continuas de um espaco X num espaco Y €

uma relacao de equivaléncia.
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Definigao 3.4.6. Sejam X e Y espacgos topologicos. Seja C subconjunto de X e
0, X =Y fungoes continuas. Se existir uma homotopia ¢ : X x [0,1] =Y de ¢ a9

tal que para todo c € C et € [0,1] temos

¢(c,t) = (c) = ¥(c) (3.4.4)

entao dizemos que @ e 1) sio homotdpicas relavitamente a C', e escrevemos ¢ =~

Y.relC. A aplicacao ¢ é chamada homotopia relativa a C' entre ¢ e 1.

Definicao 3.4.7. Uma aplicagao continua ¢ : X — Y € chamada equivaléncia de
homotopia entre os espacos X e Y, se existir uma aplicagao continua ¢ @'Y — X
tal que Y o ~ Idx e p oy ~ Idy. Dizemos que o espago X ¢é homotopicamente

equivalente a Y, e que ¢ é inversa homotoépica de ¢.

Observacao 3.4.8. Ser homotopicamente equivalente € uma relagao de equivaléncia sobre

0s espagos topologicos.

Observacgao 3.4.9. Suponha que X € homotopicamente equivalente a Y. Entao:
(1) T(X) é isomorfo a Y(Y).
(11) Se X for conexo por caminhos, entao Y € conexo por caminhos.

Definicao 3.4.10. Um espaco X € chamado simplesmente conexo se € conexo por

caminhos e m (X) € trivial.

Seja X simplesmente conexo, entao todo lago é homotopico ao lago constante, portanto,
dois caminhos qualquer em X de a até b sao homotopicos. Assim, existe uma tnica classe
de homotopia de caminhos de a até b, para todo a e b em X. Em outras palavras, T(X)

é o grupo6ide arvore sobre o conjunto de vértices X.

Definicao 3.4.11. Dizemos que um espaco X € contratil a um ponto a, se existe uma

aplicagao continua F: X x [0,1] — X tal que

para todo x em X (3.4.5)
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Proposigao 3.4.12. Seja X um espago e a um ponto em X. Sao equivalentes:

(1) X € contrdtil a a.

(ii) A inclusao {a} — X e a aplicagao trivial X — {a} sao homotopicamente inversas.
(1) X € homotopicamente equivalente a {a}.

Observagao 3.4.13. Segue da proposi¢cao anterior, que um espaco topoldgico X contrdtil

a um ponto a, € simplesmente conexo.

Definicao 3.4.14. Sejam X e Y espagos topologicos. Uma aplicagao f : X — Y é

chamada um mergulho se f: X — f(X) € um homeomorfismo.
Definicao 3.4.15. Sejam X e Y espacos topoldgicos. Sejam o, : X — Y merqgulhos.

(1) Diremos que ¢ e ) sao isotopicos se ezistir um mergulho F : X x I —Y x I tal
que

F(z,t) = (f(z,t),t), para0<t<lex e X

com f(z,0) = p(x) e f(z,1) = ¥(x), para todo v € X. F é chamada isotopia
entre p e 1.

(11) Seja C um sub-espago topoldgico de X. Diremos que ¢ e 1 sio isotopicos relati-

vamente a C' se ezistir uma isotopia F' entre p e 1 tal que

F(c,t) = ¢(c) =1(c), para todo ¢ € C

(11i) Diremos que ¢ e 1 sao ambiente isotopicos se ezistir um mergulho

H: Y xI—=YxI com

H(y,t) = (h(y,t),t), para0<t<leyeY

satisfazendo as sequintes condigoes:
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(1) ¥(x) = h(p(x),1), para todo x € X

(2) h(y,0) =1y, para todo y € Y.
H ¢ chamada isotopia ambiente.

Proposicao 3.4.16. Isotopia de mergulhos de um espag¢o X num espago Y € uma relagao

de equivaléncia.

3.5 O Teorema de Seifert-Van Kampen

Teorema 3.5.1 (Seifert-Van Kampen). Sejam X; e Xy sub-espagos de um espago X,
e seja X a uniao dos interiores de X; e Xo. Entao, as inclusoes induzem o diagrama

push-out de grupdides

(X, N Xs) — T(X1) (3.5.1)
T(X2) T(X)

Usando o exemplo 2.4.9 do capitulo 2, obtemos o seguinte corolario.

Corolario 3.5.2. Com as mesmas hipdteses do teorema anterior, seja V um subconjunto
de X tal que VN Xy, VNXy e VNX1NX, intercepta cada componente conexa por caminho
de X1, Xo e X1NX,, respectivamente. Entao, as inclusoes induzem um diagrama push-out

de grupdides

T (X1 N Xo)vexinx, — T(X1)vax, (3.5.2)
T(Xs)vnx, T(X)v

Corolario 3.5.3. Nas mesmas hipdteses do teorema 3.5.1, suponha X1, Xs e X1 N X5
conexos por caminhos e considere um ponto a em X; N Xo. Entao as inclusoes induzem

um push-out de grupos

Wl(XlﬂXg,a)Hﬂ'l(Xl,a) (353)

| |

(X2, a) m (X, a)
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Exemplo 3.5.4. Seja X = S', a = (1,0) e b = (—1,0). Seja X; = SN\{(0,—1)} e
Xy = SN{(0,1)}. Nao € possivel aplicar o coroldrio 3.5.3, pois X1 N Xy nao € conexo
por caminhos, nao obstante, X1 N Xy consiste de duas componente conexas por caminhos
contrdteis, uma contendo a e a outra b. Além disso, X1 e Xy tambem sdao contrdteis,
portanto, T(X1)apy € Y(X2){ap} sGo grupdides drvore sobre o conjunto {a,b}, enquanto
que Y (X1 N X2)gapy € 0 grupdide discreto sobre {a,b}. Segque do coroldrio 3.5.2, que as

inclusoes induzem um diagrama push-out de grupoides

T(Xl ﬂ X2>{a,b} —_— T<X1){a,b}

| |

T(X2){ab} T(S") a0}

Finalmente, pelo exemplo 2.4.7 (ver demonstragao), m(S',a) = (t), com t de ordem

infinita.

Observagao 3.5.5. O homomorfismo induzido pela inclusao A — X nao € sempre inje-

tor.

Demonstragdo. De fato, é facil ver que m1(D?) = {0}, portanto, a inclusao S' — D?

induz o homomorfismo Z — {0} o qual é claramente nao injetor. O
Definigao 3.5.6. Seja A um subespago de um espago topologico X .

(1) A é chamado um retrato de X, se existe uma aplica¢io continua r : X — A tal

que r(a) = a, para todo a em A. A aplica¢io r é chamada uma retragao.

(ii)) A € chamado retrato por deformacao de X, seior ~ Idy, ondei: A— X é
a inclusao, e tal homotopia € relativa ao conjunto A; isto €, existe uma homotopia

F:X x[0,1] - X entreior e Idx tal que

F(a,t) = a, para todoa € A et € [0,1]

Observagao 3.5.7. Se A ¢ um retrato de X mediante uma retracao r, entao roi = Idy4,

onde 1 : A— X € a inclusao.
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Proposigao 3.5.8.

(1) Se A é um retrato de X e a é um ponto de A, entio a inclusio i : A — X induz

um monomorfismo i, : m (A, a) = m (X, a).

(2) Se A é um retrato por deformacao de X e a é um ponto de A, entao a inclusio

i: A — X induz um isomorfismo i, : m (A, a) — m (X, a).

(8) Se A é um retrato por deformagao de X entio a inclusao i : A — X induz um

isomorfismo i, : T(A) — T(X).

Proposicao 3.5.9. Seja X; e Xy espacos qualquer. Seja A um retrato por deformacao
de X5 e seja f: A — X1 uma aplicagio continua. Entao X; € um retrato por deformacao

do espago X; Uy X.

Exemplo 3.5.10. Seja X um espaco conexo por caminhos. Sejam Ay e Ay subespacos
conexos por caminhos de X tais que existe um homeomorfismo ¢ : Ay — Ay. Considere

o subespago Ag x {0,1} de Ay x [0, 1] e defina a fung¢ao continua f: Ag x {0,1} — X por

fla,0)=a e f(a,1)=p(a) (3.5.4)
Seja
Y = X Uys (A x [0,1]) (3.5.5)
D
Figura 3.4: Espaco Y
Entao,

(V) = (X) % () /(T at = p.(a) : a € m(Ao))N (3.5.6)

com t de ordem infinita e N = m(X) = (t).
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Demonstra¢ao. Considere
Y1 =A40x(0,1); Yy =Y\(Ag X {%}), Yo=Y1NY, (3.5.7)

Com as notagoes do exemplo 2.4.8 temos

Figura 3.5: Espaco Y

Figura 3.6: Espaco Y5

Figura 3.7: Espago Y

(i) a=(ao,3) e b= (ao, %), com ag em Ay.

(i) K =T (Yo)(apy, H=T(Y1){apy € G =T(Y2)(ap}
Observe que Ay UAO, Ag e X sao retratos por deformacao de Yy, Y] e Y, respectivamente.
Portanto,

T(Y5) = T(Ag) x T(Ag); T(V1) = T(Ag) T(Va)~ T(X) (3.5.8)

Usando estas identificacoes temos que qualquer caminho em Y; de a até b é homotopica-

mente nulo em Ag. Também, um caminho em Y5 de a até b é homotopico a um caminho
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X de a até ¢(ag). Portanto, os homomorfismos a e 5" do exemplo 2.4.8 correspondem a

identidade de m1(Ag) e ¢., respectivamente. Portanto,
(V) ~ m(X) x () /(t 7 at = p,(a) 1 a € T (Ay))Y

com t de ordem infinita e N = 7y (X) x (¢). O

Um caso particular do exemplo anterior é o seguinte.

Exemplo 3.5.11. Seja X um espaco conezxo por caminhos e ¢ : X — X um homeomor-
fismo. Considere o espaco

Y = X Uy (X x[0,1])
onde f: X x{0,1} — X € definida por f(x,0) =z e f(z,1) = ¢(x). Y também é conexo
por caminhos. Entao, pelo exemplo 3.5.10, temos (a extensao HNN)

T (Y) = m(X) x (t)/{t at = p,(a) : a € T (X))

com t de ordem infinita e N = m(X) * (t)

3.6 Complexo CW

Nesta secao vamos apresentar as defini¢oes e propriedades bésicas dos espagos chama-

dos complexos CW.

Definicao 3.6.1. Um espago C é chamado n-célula, se é homemorfo ao interior do disco
n-dimensional D". Vamos nos referir a um espaco por (simplesmente) célula, quando

este for uma n-célula, para algum n > 0.

Proposicao 3.6.2. Os conjuntos interiores de D™ e D™ sao homeomorfos, se e somente

se, m=n.

Definicao 3.6.3. Dada uma n-célula, vamos chamar ao nimero n de dimensao da

célula.

Pela proposicao 3.6.2, a dimensao de uma célula estd bem definida.
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Definicao 3.6.4. Uma decomposi¢cio em células de um espagco X, é uma familia
S ={eqn: a€ uma célula, € A}

tal que

X = U e (3.6.1)

aeA

O n-esqueleto de X associado a decomposi¢ao em células S, € o subespaco

x'= J e (3.6.2)
aEA
dim(eqa)<n
Definicao 3.6.5. Seja X um espaco topdlogico de Hausdorff e S uma decomposicao em

células de X. O par (X,S) é chamado complexo CW, se as sequintes condi¢des estio

satisfeitas:

(1) Para cada n-célula e, em S, existe uma aplicagao continua ¢, : D" — X que

aplica a fronteira S™' em X" e tal que sua restricio ao interior de D™ é um

homeomorfismo cuja imagem € e,.
(2) Para toda célula e, em 3, o fecho €, intecerpta um nimero finito de células em 3.

(3) Um subconjunto A de X € fechado, se e somente se, ANe, € fechado em X, para

cada célula e, em .

Intuitivamente, um complexo CW é um espago formado colando espagos homeomorfos

a discos n dimensionais.



Capitulo

4

Trancas Geométricas de Artin e

Enlacamentos

4.1 Trancas Geométricas

Seja E3 o espaco euclideano 3-dimensional. Identificamos E3 com R? escolhendo um
sistema de coordenadas (z,y, z) no qual o eixo Z aponta verticalmente para baixo (ver
figura 4.1). Considere dois planos paralelos em E? com a z-ésima coordenada constante,
z=1zyez=2z,comz < 2. Chamaremos ao plano z = z; plano superior e ao plano
z = z; plano inferior. Considere n pontos P, ..., P, sobre uma reta no plano superior e

projete-os ortogonalmente sobre o plano inferior, obtendo os pontos Pj, ..., P/.

/| A

/ H B

X

By —z=g
I ;
PI

—_—z=r

Z

Figura 4.1: Uma tranca geométrica em E3.

Defini¢ao 4.1.1. Uma tranga geométrica de n-cordas (ou, n-tranga) 5 € um sistema
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de arcos merqulhados o = {4, ..., o} em E®, onde o i-ésimo arco ; conecta o ponto P
do plano superior ao ponto P;(i) no plano inferior, para alguma permutacao ™ do conjunto

{1,...,n}, satisfazendo as seguintes condigoes:

(1) Cada arco < intercepta cada plano paralelo intermedidrio entre os planos superior

e inferior exatamente uma vez;

(11) Os arcos {, ..., o, } interceptam cada plano paralelo intermedidrio entre os planos

superior e inferior em exatamente n pontos distintos.

A permutacao T € chamada permutacao da tranca. O arco o7, € chamado de i-ésima
corda da tranca.

Podemos pensar num arco em E? como a imagem de um mergulho .« : [0,1] — FE3,
onde [0,1] é o intervalo unitario. Usaremos a mesma notagao para o arco e o mergulho
correspondente.

E natural perguntar-se quando uma tranca pode ser deformada em outra continua-

mente. Isto motiva a seguinte definigao.

Definigao 4.1.2. Duas n-trangas o/° = {0, ..., I} e /' = { A}, ..., !} com a mesma
permutagao T sao chamadas equivalentes, se existir uma homotopia através de trancas

geométricas com permutacio T de &/° a 2/*, em outras palavras, se existirem n aplicagoes

continuas
Fi:0,1] x[0,1] - E* 1<i<n
satisfazendo
Fi(t,0) = #(t)
0<t<1,1<i<n (4.1.1)
Fi(t,1) = (1)
e
Fl<07 S) - ‘PZ .
/ 0<s<1,1<i<n (4.1.2)
Fl(l, S) = Pr(z)

e tal que se definirmos < : [0,1] — E? por &*(t) = Fi(t,s), entao o/ = { S}, ..., A5} é

uma n-tran¢a geométrica (com permutagao 7), para cada 0 < s < 1.

Observacgao 4.1.3. Usaremos a mesma notagao para uma tranca e sua classe de equi-

valéncia.
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Usando homotopia, se é necessario, podemos assumir que uma tranga 3 consiste s6 de
arcos poligonais e que os cruzamentos entre os arcos sao transversais quando projetamos
a trancga sobre o plano em E? contendo os pontos P, ..., P,, P/, ..., P’. Uma tal projecio
serd chamada projecao padrao da n-tranca 5 como se mostra na figura 4.2. Também
podemos supor que o cruzamento dos arcos acontece em diferentes niveis e indicar quais

cordas estao por cima e quais estao por baixo nos cruzamentos.

Py P2 Pn

Py By T OH

Figura 4.2: Projecao padrao de uma 5-tranca

A figura 4.2 mostra um exemplo de como uma tranga pode ser decomposta em trangas

elementares definidas a seguir.

Definicao 4.1.4. Para 1 <1 < n — 1, vamos denotar por o; a n-tranga geométrica
elementar, na qual a i-ésima corda cruza por cima a (i + 1)-ésima corda uma unica vez

e todas as outras cordas vao do comeco ao fim sem se cruzar.

Figura 4.3: i-ésima tranca elementar em B,,.

Seja B,, o conjunto das classes de equivaléncia de todas as trancas geométricas com
n-cordas. Vamos dotar B,, de uma estrutura de grupo definindo uma multiplicagao entre
as n-trancas.

Sejam f; e [y duas n-trangas. Definimos o produto (composigao) de f; com fs,
denotado por f; - [, como segue: primeiro, cole o plano inferior de $; com o plano

superior de [ através dos m pontos de cada plano. Tire o plano mediante o qual as
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B
7= zl w o > -/ -'( >
A i/ b B
Figura 4.4: O produto de duas trancas.

Z =12

trancas foram coladas e entao comprima o sistema de arcos resultante até ficar entre os
planos z = zy e z = 21, obtendo assim a n-tranga [ - 55 (veja figura 4.4).

Vamos demonstrar que o produto induzido por - em B, é um produto bem definido.
Sejam 1, Ba, 1 e P4 n-trangas geométricas tais que [ é equivalente 3] e B2 é equivalente
a (5. Afirmamos que o produto [ - fo é equivalente ao produto (] - 85. De fato, seja
T a permutacdo associada a f; (e portanto, a ) e sejam F; e G;, para 0 < i < n, as
homotopias requeridas entre os sistemas de cordas de 31 e 31, e de 3, e (5, respectivamente.

Entao, é claro que para i = 1,...,n, a aplicacao H; : I x I — E? definida por

Hit,s) = {Fi(%’s)’ 2 (4.1.3)

¢ parte das homotopias requeridas entre o sistema de cordas de 31 - B2 e 3] - f5. Portanto,
o produto - em B, esta bem definido.

A n-trancga trivial, denotada por ¢, é aquela n-tranca na qual todas as cordas vao
diretamente do plano superior em linha reta para o plano inferior sem cruzamentos. A
projecao padrao de e se mostra na figura 4.5. E facil ver que a classe de equivaléncia de

€ é o elemento neutro para o produto induzido em B,,.

Figura 4.5: n-tranga trivial.

A tranca inversa de uma tranca 3, denotada por 37!, ¢ a imagem refletida num
espelho da tranca 3, com respeito a um plano horizontal entre o plano superior e inferior,

como mostra a figura 4.6.
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R I

Figura 4.6: A n-tranga inversa.

E claro que a classe de equivaléncia de 37! esta bem definida. De fato, suponha que
F;, para ¢ = 1,...n, compoem as homotopias requeridas entre os sistemas de cordas de
duas n-trancas equivalentes dadas, com permutacao associada 7. Entao, parat=1,...,n

a aplicacao G; : I x I — E3 definida por

compoe o conjunto de homotopias requeridas entre os sistemas de cordas das n-trangas
inversas das n-trancas dadas. Além disso, as trancas produto 8- 87! e 71 - 3 sdo ho-
motopicas a tranca trivial de n-cordas. Portanto, a classe de equivaléncia de =! ¢ o
elemento inverso em B, da classe de equivaléncia da tranca f3.

Para uma n-tranca elementar o;, com 1 < i < n — 1, a tranca inversa o; ' é obtida
fazendo-se com que a i-ésima corda passe por baixo da (i 4 1)-ésima corda em vez de por

cima (veja figura 4.7).

i i+l i i+l
. - A Lr see
- . LI “
4| it

Figura 4.7: As n-trangas o; e O'Z-_l.

Apos as consideragoes acima, é facil ver que (B,,-) tem estrutura de grupo. Este
grupo serd chamado grupo de trangas de Artin com n-cordas, ou simplesmente,
grupo de trangas de n-cordas.

A figura 4.2 mostra uma 5-tranca escrita como produto das trangas elementares o; e
suas inversas (mais exatamente o3 o} o).

E intuitivo que toda (classe de equivaléncia de uma) n-tranga pode ser escrita como
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produto de n-trancas elementares o;, para 0 < i < n — 1, e suas n-trangas inversas o; L

Em outras palavras, as trancas elementares geram o grupo B5,,.

Observemos algumas relagoes entre os elementos de B,,:

e Se |i — j| > 1 entdo a i-ésima e (i + 1)-¢sima corda nao interferem com a j-ésima
e (j + 1)-ésima corda. Entao, para i,j € {1,...,n — 1} temos a seguinte rela¢ao em
B,:

ogiroj=0;-0;,i—j]>1 (4.1.5)

i i+t j v

G'j‘ﬂ'l

Figura 4.8: Relacao em B,.

e Observamos também que

0i~0i+1-ai:0i+1-0i-ai+1,1§i§n—2 (416)

03* 041" 0 Tie1° 4" Oy

Figura 4.9: Relacao em B,,.

Artin, no seu primeiro artigo sobre trangas de 1925, demonstrou que as relagoes (4.1.5)
e (4.1.6) geram todas as relagoes entre os elementos de B,,. Isto ndo é trivial. A seguir
enunciamos o teorema de Artin, chamado Teorema da Apresentacao de Artin para o grupo

Tranca B,,.
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Teorema 4.1.5 (Da apresentacao de Artin). O grupo B, das tranc¢as geométricas com

n-cordas admite uma apresentacao com geradores oy, ...,0,_1 € relagoes
(1) 0;-0j=0j-0; para |i—j|>1, com i,j=1,...,n—1

(2) ;044105 = 044105 041 pamlﬁzﬁn—?

4.2 Representacao de Trancgas por Automorfismos de
Grupos Livres

O teorema a seguir foi provado por Artin em 1925 e foi um dos teoremas que deu inicio

a teoria de representacao de trancas.

Teorema 4.2.1 (Da Representacao de Artin). Seja F,, um grupo livre com n geradores
T1,..., Ty, n > 1 fito. Denote por Aut(F,) o conjunto dos automorfismos (a direita)
de F,. Entao B, € isomorfo a um subgrupo de Aut(F,) o qual consiste de todos os

automorfismos B de F,, tais que
(1) (:UZ)B = AixT(i)Al_l, paral <i<n
(2) (v1...2,)B=21...2,

onde T € uma permutacdo em X, e cada A; € um elemento em IF,,.
Além disso, sob este isomorfismo a tranga elementar o;, para 1 < i < n—1, € associada

ao automorfismo (a direita) o; de F,, definido por

-1
Z; > ZiTiy1T;

a; Tit1 > X (421)
Tj @ , para todo j # i.

Para demonstrar este teorema se usa o seguinte lema.

Lema 4.2.2. Suponha que £ seja um endormofismo (a direita) do grupo livre F,, com n

geradores xy,...,x, tal que
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(i) (2:))€ = Ay AT para 1 <i<n

para alguma permutacao T em X, elementos A; em F,, para 1 < i < n. Entdao, existe
uma tunica (classe de equivaléncia de uma) n-tranca geométrica 8 em B, tal que & = B.

Em particular, £ € um automorfismo de IF,,.

Observacgao 4.2.3. O teorema 4.2.1 soluciona o problema de palavra em B,, isto €,
fornece um algoritmo para decidir quando um elemento em B, representa o elemento
identidade. FEquivalentemente, obtemos um algoritmo para decidir quando duas trancas

sao equivalentes.

Usando o teorema anterior podemos dar uma nova interpretacao geométrica do grupo
de trancas B,,. Considere o disco unitario D? no plano E?. A fronteira de D? é a circunfer-
éncia unitaria S*. Considere um conjunto de n pontos distintos e fixos Q,, = {q1,. .., ¢}
no interior de D?. Escolha um ponto base ¢y em S;. Entdo o grupo livre em n geradores

Ty, ..., T, pode ser identificado com o grupo fundamental de D*\Q,, isto &,

F, = m(D*\Qn, 90) (4.2.2)

onde cada gerador x; é representado por um laco em D? baseado em ¢q o qual circula g;

no sentido anti-horério e evita os pontos g;, para j # ¢, como mostra a figura 4.10.

* )

Figura 4.10: Lago representando o gerador z;.

Seja %, (D?,S1) o espaco dos homeomorfismos h : D* — D? satisfazendo as seguintes

condicoes:

(1) Fixam S! ponto a ponto, isto é, h(p) = p, para todo p em S
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Figura 4.11: O homeomorfismo h.

(2) Permutam os pontos de @, entre si, isto é, existe uma permutacao 7 em 3, tal que
h(¢;) = ¢:G), parai=1,...,n.
B, (D?, 5" esta dotado com a topologia compacto-aberta. Cada homeomorfismo h :

D? — D? em %,(D? S') induz um automorfismo h, de m(D?\Q,, o), ou com a identi-

ficacao feita, um automorfismo de IF,,.

Teorema 4.2.4. O grupo de trangas B,, pode ser identificado com o grupo dos automor-

fismos de F,, = w1 (D*\Qn, qo) induzidos pelos homeomorfismos h € %,(D?, S1).

Com este teorema e outro teorema classico de Alexander de 1923 (conhecido por
o Truque de Alexander) é possivel construir, de uma maneira diferente, uma n-tranga

geométrica.

Teorema 4.2.5 (O truque de Alexander). Seja D™ a bola unitdria no espago euclideano
n-dimensional E" e seja a n — 1-esfera S"~' = 9(D™) sua fronteira. Entdo todo homeo-
morfismo h : D™ — D", que fixa S™! ponto a ponto, € isotdpico a aplicagao identidade
de D", sob uma isotopia que fiza S™' ponto a ponto. Se h(0) = 0, entdo a isotopia pode

ser escolhida fixando 0 em D™.

Seja h : D™ — D™ um homeomorfismo em %, (D?, S'). Pelo teorema anterior, existe
uma aplicacao continua
H:D*x1—D*x1

satisfazendo as seguintes condigoes:

(i) Para todo t em I, H aplica o nivel D? x {t} homeomorficamente sobre si mesmo;
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(i) Os subespagos D? x {0} e S! x I sao fixados ponto a ponto;
(iii) H|p2x{1} define o homeomorfismo dado h em %,(D?,S).

A imagem de @Q),, X I sob H é uma n-tranca geométrica de B,.

4.3 Construindo Enlacamentos a partir de Trancas

Seja 8 uma tranca geométrica em E3. Colocamos a projecao padrao da tranca (3 no

plano E? de forma horizontal.

3

>
1 ‘>—/\-

Figura 4.12: Projecao de uma 3-tranga 3 = 0907%.

Seja [ um eixo vertical colocado atras da tranga [ nesta nova projecao. Feche a tranga
B ao redor do eixo [ identificando os pontos iniciais e finais da tranca §. O resultado é

chamado fecho da tranca S.

-]
-

—
K\
\ hY
\ \
1 \
\ ]
1] 1
\ |

\&/

Figura 4.13: O fecho da tranca .

Dotamos as cordas da n-tranca 8 de uma orientagao tal que na projecao da tranca o
sentido é de esquerda a direita. Esta orientacao das cordas induz uma orientac¢ao no fecho
da tranca . Também dotamos o eixo [ de uma orientacao tal que quando um ponto se
movimenta pelo fecho da tranca em direcao positiva, este gira ao redor do eixo [ segundo

a regra da mao direita. Reciprocamente, se tomarmos o fecho da tranca (8 e fazermos um
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corte ao longo de um semi-plano P determinado por [ e esticamos o resultado, obtemos a
n-tranca f3.

Definigao 4.3.1. Seja m um inteiro positivo. Um enlagamento (ou link) de m com-
ponentes V. em E3 ¢ a unido de m curvas poligonais, fechadas, simples, mutuamente
disjuntas. 'V também serd chamado m-enlagamento. Quando m = 1, V é chamado nd.

Cada curva poligonal fechada simples disjunta das outras curvas é chamada componente

de V.

Definicao 4.3.2. Os segmentos de reta do enlagcamento V sao chamados arestas e seus
pontos inicial e final sio chamados vértices. Usaremos a notagdo [ab] para denotar a
aresta do enlagcamento V' com vértices a e b,

Seja V' um enlacamento em E? e seja [ab] uma aresta de V. Seja ¢ um ponto em E?
diferente de a e de b. Denote por A(a,b,c) o triangulo possivelmente degenerado com
vértices a, b e c. Suponha que A(a, b, ¢) intercepta o enlagamento V' exatamente na aresta
[ab], isto é,

V N Ala, b, c) = [ab]

Neste caso, dizemos que a deformagao elementar & = & é aplicavel a V, e construimos

um novo enlagamento, denotado por &3V, e definido por
ab = (V\ [ab]) U [ac] U [cb]

Em outras palavras, obtemos &5V por uma deformagao de V' ao longo de um triangulo

A(a, b, c) removendo [ab] e substituindo-o pelas arestas [ac| e [cD].

O

Figura 4.14: O enlacamento &5V.

Reciprocamente, se [ac] e [cb] sao arestas consecutivas num enlagamento V’ em E? tal
que
V0 A(a, b, ¢) = [ac] U [cb]
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entdo podemos realizar a deformagao elementar inversa, denotada por &' = (£5)7,
sobre V' substituindo as arestas [ac| e [cb] por [ab]
Como j4 foi indicado, nos referiremos a ambos &5 e sua inversa (£5)~" como defor-

macao elementar.

Definicao 4.3.3. Dois enlacamentos V e V' em E? sio ditos serem combinatoriamente
equivalentes se um deles pode ser transformado no outro mediante uma sequéncia finita

de deformacades elementares.

Observacao 4.3.4. Dois enlacamentos V e V' em E? sio combinatoriamente equivalentes
se, e somente se, sio isotdpicos ambiente em 3, isto é, existe uma familia continua de
homeomorfismos hy : B3 — E3 sobre E3, com 0 <t < 1, tal que hg = Idgs é a aplicacao

identidade e tal que hy (V) =V".

Em outras palavras, a observacao 4.3.4 diz que a equivaléncia de enlacamentos em [E?
corresponde a nogao intuitiva de ser capaz de deformar um enlacamento V' continuamente

em outro enlagamento V'

4.4 Representando um Enlacamento pelo Fecho de uma
Tranca

O teorema principal apresentado nesta segao conecta a nogao de enlagamento com a
de tranga.
Considere um enlacamento V em E3. Seja [ uma reta fixa em E? | chamada eixo, que

nao intercepta o enlacamento V.

Definigao 4.4.1. O enlacamento V € dito estar em posigao geral com respeito a reta |

se nenhuma das arestas de V' é coplanar com a reta l.

Lema 4.4.2. Todo enlacamento é combinatoriamente equivalente a um enlacamento em

posicao geral.

Observacgao 4.4.3. Pelo lema anterior, agora trabalharemos so com enlagamentos em

posicao geral com respeito a um eixo .
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Seja V um enlacamento em [E? dotado de uma orientacdo, isto ¢, cada componente
de V esté orientada. Considere um eixo [ também orientado. Estas orientagoes nos
permitem dividir as arestas de V' em positivas e negativas. Vamos chamar uma aresta [ab]
de positiva se fixando um ponto em [ab], distinto de a e b, 0 semi-plano P determinado
pelo eixo [ e o ponto fixo, gira em torno de [ satisfazendo a regra da mao direita quando
o ponto fixo se movimenta ao longo de [ab] no sentido da orientagdo do enlagamento V.
Neste caso escrevemos [ab] > 0. Uma aresta [ab] ¢ chamada negativa, se o semi-plano
P gira em torno de [ segundo a regra da mao esquerda, quando o ponto fixo em [ab] se

movimenta no sentido da orientagdo do enlagamento V. Neste caso escrevemos [ab] < 0.

AL

Eixo positivo \
\\/i/" %\Eixo negativo

Figura 4.15: Eixo positivo e eixo negativo.

Definicao 4.4.4. A altura de um enlacamento V em E? € o niimero de arestas negativas

em V. Este niumero serd denotado por h(V).

Lema 4.4.5. Um enlacamento V em E? € o fecho de uma tranca, se e somente se, admite

uma orientacao e um eixo | orientado tais que as arestas de V' sejam todas positivas.
Isto motiva a seguinte definigao:

Definicao 4.4.6. Uma tranca fechada em E3 ¢ um enlacamento orientado V em E3,

que admite um eixo orientado | com respeito ao qual todas as arestas de V' sao positivas.

Pelo lema 4.4.5 as trancas fechadas sao exatamente os enlacamentos em E? que foram

obtidos fechando trancas. Denotaremos por B a tranca fechada obtida da tranca 8 em
B,.

Teorema 4.4.7 (Alexander,1923). Todo enlagamento V em E* é combinatoriamente

equivalente a uma tranga fechada.
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4.5 Equivaléncia Combinatoéria de Trancas Fechadas

Nesta se¢ao vamos apresentar o teorema de Andrey Andreyevich Markov sobre equiv-
aléncia combinatoéria de trancas fechadas. Este teorema foi apresentado por Markov em
1935, mas a primeira demonstracao completa deste teorema nao foi apresentada até o ano
1974 por Joan Birman, no seu livro "Braids, Links and Mappings Class Groups”.

Seja V um tranga fechada (orientada) com eixo [ (orientado). Todas as arestas de V
sao positivas com respeito a orientacao de [. Vamos descrever dois tipos de deformacao

simples sobre as arestas positivas que pode ser aplicado a V.

4.5.1 Uma deformagao do tipo #
Suponha que [ab] > 0 é uma aresta positiva em V, e seja ¢ um ponto de E? tal que

A(a,b,c) NV = [ab]

e [ac] > 0 e [¢b] > 0 com respeito a [. Entao a deformagao elementar &5 ¢ aplicavel a V.
Em V' = &5V a aresta [ab] > 0 foi substituida por duas arestas, [ac] > 0 e [cb] > 0. A

deformagao &5 e sua inversa sao chamadas deformacgoes do tipo Z#.

<

Figura 4.16: Deformacao tipo Z.

Uma deformacao do tipo # remove uma aresta positiva e a substitui por duas novas

arestas positivas, ou viceversa.

4.5.2 Uma deformagao do tipo 7

Suponha que [ad] > 0 é uma aresta positiva em V, e seja b um ponto em E? tal que

A(a,d,b) NV = [ad]



4.5 Equivaléncia Combinatoria de Trangas Fechadas 73

e tal que uma das arestas [ab] ou [bd] é positiva e a outra negativa com respeito ao eixo .
Entao a deformagao elementar &9 é aplicavel a V. Em V' = &5V, removemos a aresta
positiva [ad] de V' e a substituimos por duas novas arestas [ab] e [bd], uma positiva e a
outra negativa com respeito ao eixo [. Suponha que [bd| é negativa. Seja ¢ um ponto em
E3 tal que

A(b,d,c) NV = [bd]

e [bc] > 0 e [ed] > 0 com respeito ao eixo [. Entao a deformacao elementar &5 ¢é aplicavel

a V. Assim, combinando as duas deformagoes elementares &2, e &, obtemos a tranca
fechada

V" = 646,V = (V\ [ad]) U [ab] U [bc] U [cd]
na qual substituimos a aresta [ad] em V' por trés novas arestas positivas [abl, [bc] e [cd].

Al

<

=

Figura 4.17: Deformagao tipo # com [bd] negativo.
At
C
b </\
\\\

AN

Figura 4.18: Deformagao tipo #  com [bd| positivo.

Com estes dois tipos de movimentos a nossa diposi¢ao, vamos apresentar duas versoes

do teorema de Markov, a versao geométrica e a versao algébrica.
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Teorema 4.5.1 (Markov 1935: Versao Geométrica). Sejam V' e V' duas trangas fechadas
em 3 combinatoriamente equivalentes. Entdo existe uma sequéncia finita de trancas
fechadas em E3:

V=Vo,Vi,....V,_,V, =V

tal que para 0 < i < r, Viy1 € obtida de V; pela aplicagdo de uma deformacgao do tipo X

ou do tipo W . A reciproca € trivial.

Pelo teorema de Alexander (teorema 4.4.7) sabemos que todo enlagamento em E3 &
combinatoriamente equivalente a uma tranca fechada, portanto, o teorema de Markov é
um teorema sobre equivaléncia combinatéria de dois enlacamentos em E? com generalidade
completa.

Por outro lado, sabemos pelo lema 4.4.5 que trancas fechadas V' em E? surgem pelo
fechamento de uma tranca aberta § em B, em relacao a um eixo adequado. Quando isto
acontece, escrevemos V' = B . A tranca § nao é tnica pois para um enlacamento qualquer
existem varias trancas, com diferentes niimero de cordas, cujo fecho é o enlagamento. Por
isso escreveremos (f,n) para denotar uma tranca 8 em B,. Apresentamos a seguir, a

versao algébrica do teorema de Markov.

Teorema 4.5.2 (Markov 1935: Versao algébrica). Sejam Be B: duas trangas fechadas em
E3, representadas pelas trancas (3,n) e (8*,n*). Entdo 3 € combinatoriamente equivalente

a B* se, e somente se, existe uma sequéncia finita de movimentos

(/6,71) = (507710) — (61,”1) — (ﬂr—lanT—l) - (6T7n7“) = (6*?’”*)

transformando (B,n) em (B*,n*), tal que para 0 < i < r, a tranga (Bit1,ni41) pode ser

obtida de sua antecessora (;,n;) por aplicagao de um dos segquintes movimentos:

A : Substitua B; por qualquer outra tran¢a em By, conjugada a B;. Coloque n; i1 =

n;.

My: Substitua (5;,n;) por (Biai_l,ni +1), ou, se f; = yor! onde a palavra

n;—1 7

correspondente a vy envolve somente 0s geradores oy, ..., 0, o, substitua (5;,n;) por

(v,m; — 1).



4.6 O Grupo de um Enlacamento 75

Este teorema é fundamental no estudo dos enlacamentos, pois permite estudar um
problema topologico de classificagao de enlagamentos, a partir do estudo de um problema

algébrico relacionado com trancas. Para ser mais especifico, considere o conjunto
B, ={(8,n): B € B,,n € N}

B denota a uniao disjunta de todos os grupos de trangas. Defina sobre B, a relagao

(B,m) ~ (*,n") & existe uma sequéncia finita .# de movimentos

de Markov tal que (f1,n1) L (B*,n*)

é facil ver que ~ é uma relagdo de equivaléncia sobre B,. Segue que as classes de
equivaléncia das trancas sob ~ podem ser identificadas com as classes de equivaléncia de

enlacamentos em E3 com respeito a equivaléncia combinatoéria.

4.6 O Grupo de um Enlagamento

Seja V' um enlacamento em E3. Mediante a compactificacido por um ponto do espaco
[E3, obtemos a esfera 3-dimensional S3. Podemos assim considerar o enlacamento V' como
um objeto em S® quando for conveniente. Como V é limitado e unidimensional, segue que
E3\V ¢ conexo por caminhos e portanto, S*\V também é conexo por caminhos e ambos
espacos tem o mesmo grupo fundamental. De fato, seja U uma vizinhanca de oo em S3

homeomorfa a R3 com U NV = (). Entao
UNR? = U\{occ} ~ 52
Portanto, U e U NR3 sao simplesmente conexos. Como
SV =U U (R*\V)

temos aplicando o teorema de Seifert-Van Kampen que m(S*\V) =~ m (R3\V) (veja [6],
pag. 51).

Definicao 4.6.1. Dado um enlacamento V. em E3, vamos chamar de grupo do enlaca-
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mento V ao grupo fundamental do espago E*\V (ou, do espago S*\V ). Vamos denotar
G(V) =m(E\V) = m(S*\V)

Observe que se dois enlacamentos V' e V' em E3 sao combinatoriamente equivalentes
entao seus complementares E*\V e E*\ V' sao homeomorfos. Portanto, G(V) e G(V') sdo

isomorfos. Temos portanto o
Lema 4.6.2. Enlacamentos combinatoriamente equivalentes em E3 tém grupos isomorfos.

Observacao 4.6.3. Pelo teorema de Alexander, todo enlacamento em E3 € combinatoria-

-~

mente equivalente a um enlagamento B obtido fechandose (ao redor de um eizo particular)

uma tranca B. Por isso, vamos estudar somente grupos de trancas fechadas.

Antes de apresentar o teorema fundamental desta secao, vamos introduzir algumas
notagoes. Seja [F,, um grupo livre com n-geradores z1, ..., x,, para um inteiro n > 1 fixo.
Para um conjunto de elementos Aq,..., A, em F, e uma permutacao 7 em 3,, vamos

denotar por G(Ay,...,A,;T) o grupo apresentado por
geradores: xy1,...,%,
relacoes definidoras: z; = A;z,;)A; Lparal<i<n

Teorema 4.6.4. Seja  uma n-tranca geométrica, e suponha que o automorfismo B de

F,,, associado a (3, € dado por
(2:)8 = Aiz-y A para 1 <i<n (4.6.1)

como no teorema 4.2.1. Entao o grupo G(B) do enlagcamento B\ em E? obtido fechando-se
a tranga B € isomorfo ao grupo G(Ay, ..., An;T), e os elementos Ay,..., A, em F, e a

permutacao T associada & tranca [ satisfazem a identidade
(Ale(l)Afl) RN (AnxT(n)Agl) =21...Ty (4.6.2)

Reciprocamente, se os elementos A1, ..., A, emF, e uma permutaciao T em X, satisfazem
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a identidade (4.6.2), entao existe uma n-tranga geométrica 5 para a qual

G(B) =G(Ay,..., A7)

-~

Observe que uma das relagoes em G(f) do teorema anterior pode ser obtida a partir

das outras. Dai o seguinte corolario.

Corolario 4.6.5. Seja f em B,, e seja B a tranca fechada associada a 3. Entdo o grupo

G(B\) do enlacamento 3 admite a apresentacdo

G(B) = (x1,. .., xn;21 = (2)B, ..., Tp_1 = (2n0_1)B) (4.6.3)

onde x1,...,x, sao os geradores do grupo livre F,, e B € o automorfismo de F,, € induzido

por [3.

4.7 Algumas Definicoes da Teoria de No6s

Nesta se¢ao vamos introduzir nogoes e fatos sobre o framing de um enlagamento e

sobre o niimero de enlagamentos. Para uma introdugao a teoria de nos veja [6].

Definigao 4.7.1. Considere um enlagamento orientado L = K, U --- U K,, em S3.
Definimos uma vizinhanga tubular da componente K; como sendo um mergulho T; :
D? x St — S3 tal que

T;({0} x S") = K;

Onde D? denota o disco unitdrio no plano dos nimeros complexos C.
Um framing de L é uma colegio {T; : D* x S* — S} de mergulhos tais que T; é uma

vizinhanga tubular de K;, parai=1,...,m, e
T,(D* x SYNT;(D* x SY) # 0, sei# j

A longitude da componente K; é uma curva orientada, fechada e simples \; em S®
tal que
N =Ti({1} x SY
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Dado um n6 K, identificamos H,(K) := H;(S*\K) com Z, de maneira que 1 € Z ¢é

representado pelo 1-ciclo da figura 4.19.

/

Figura 4.19: 1-ciclo.

Definicao 4.7.2. Sejam K, e K, dois nds orientados disjuntos em S3. Definimos o

nimero de enlacamentos [k(K, K3) € Z como a classe [K,] € H(K3) = Z.

O numero de enlagamentos [k( K7, K5) pode ser calculado a partir de qualquer projegao
regular do enlacamento K; U K5, contando o sinal dos cruzamentos onde K; passa sobre

K5, como se indica na figura 4.20.

+1 =1

\ /
N/

Ky K> K> K

Figura 4.20: Sinal dos cruzamentos.

Dado um enlacamento orientado L = K, U---UK,, em S®, a menos de isotopia, existe
um tunico framing no qual a longitude \; de cada componente K;, satisfaz a seguinte

condicao

> k(N Ki) =0
j=1

Vamos nos referir a este framing como framing preferido de L.



Capitulo

5

A Representacao do Tipo Artin do

Grupo das Trancas

Neste capitulo vamos estudar uma nova representacao do grupo de trangas que ge-
neraliza a representagao de Artin dada em 1925 e a representagao de Wada dada em 1992
(veja [8]). A partir desta representa¢ao construiremos um invariante de enlagamentos
e estudaremos algumas propriedades do mesmo. Também estudaremos uma construgao

topologica desta nova representagao e também do novo invariante.

Neste capitulo, por simplicidade de notacao, vamos usar a orientacao de uma tranca

sendo de abaixo para acima, tal como se mostra na figura 5.1.

-

S\

Figura 5.1: Orientacao de uma tranga S e seu fecho.
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5.1 Definicao e Propriedades Elementares

Considere B,, o grupo das trancas de n cordas gerado pelas trangas elementares

o1,..,0n,_1, as quais satisfazem as relagoes

OkOk410k = Ok410k0k41 , k=1,...,n—2
0,05 = 0,0 , ’Z—]‘>1

(5.1.1)

Fixe um grupo H e um elemento h em H. Considere n copias Hy,...,H, de H e
isomorfismos ¢; : H — H; e escreva h; = ¢;(h), para i = 1,...,n. Denote por H*" o

produto livre da familia {H;}" ;. Para k =1,...,n — 1, seja 7, : H*" — H*" definido por

br(y) +— h]:1¢k+1(y)hk
Tt Or(y) — hdr(y)hy! (5.1.2)
oi(y) — 9;(y) ,se j # kk+1

para y em H. Estendendo de forma natural para H*", ji que todo elemento de H*" se
escreve como um produto de elementos da colecao {¢;(y) : y € H, i = 1,...n}, obtemos
que 7, é um homomorfismo. Além disso, 7, é um automorfismo, pois o homomorfismo

(argumento analogo) inverso é definido por

Oe(y) > hip Ok (V)
Tl QG (y) > hide(W)hit (5.1.3)
oi(y) — ¢;(y) sej Ak k41

Proposicao 5.1.1. A aplicacao o, — 14, para k = 1,...,n— 1 determina uma represen-

tagio p : B, — Aut(H*").

Demonstracao. Basta verificar que p respeita as relagoes de tranga, isto é,

TR OThe1OTh = The1 0T OTryr1 para k=1,....n—2
TiOTj:TjOTi para ]Z—j|>1,l,j:1,,n—1
Por simplicidade de notagao, escreveremos y; = ¢;(y), para todo y em H e i =1,...,n.
Seja k = 1,...,n — 2 fixo. Claramente, 7y © Tj41 © T(yj) = Tkt1 © Tk © Te41(Yy;), para

j# k., k+1k+ 2. Temos
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70 The1 0 Te(yk) = T 0 Tor1(hy Yrs1hy)
= (g P Y2l i)
= hy byt hahy Yo hihy i by

=y h Yo b b

7 0 Ter1 © Th(Ykr1) = Tr © Torr (hayhyt)
= 7i(heyih; )
- hlzlhk+1hkh;1yk+1hkhlzlhlz_}_lhk

= Dy iUk bty

T O Tit1 © Ti(Yrkt2) = Tk © Tht1 (Ynv2)
= Tk(hk—&-lyk—&-lhlz—il-l)
= hphryrhy 'Ryt
= hiyhy?

e por outro lado

Tk+1 © Tk © Tk+1(yk) = Tk4+10° Tk(yk)
= Tpr1 (g, Yrr1h)

= Dy B Yol T

Tit1 © T © Tt (Y1) = Tht1 © Te(Pp sy Yr2Pis)
= Tpr1 (g, Yur2hi)

= hy he Y by

Tht1 © T © Tt (Uk+2) = Tht1 © Te(Phs1Yns1hy )
= Tee1(hehgyrhy 'h )
= hiyh;”
Portanto, demonstramos que 7 © Tp41 0 Tp = Tg41 O T, © Ty para bk =1,...,n — 2.
Agora vamos mostrar que 7;07; = 7;07; para [t —j| > 1,onde i,j =1,...,n—1. Sem
perda de generalidade suponha ¢ > j + 1. Entao, 7;,(y;) = v, 7(yj+1) = yj+1, 7(vi) = s

e 7j(Yi+1) = Yiy1. Portanto é claro que

70 Ti(y;) = 15 0 Ti(yy) € Ti o Ti(Yj41) = Tj 0 Ti(Yjt1)
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Por outro lado, para t # j,j + 1, temos

TioTi(ye) = () = 75 0 Ti(Ye)

Assim, 1,07, = Tj07T;. O

Definicao 5.1.2. A representacao da proposicao anterior € chamada representagao de

tipo Artin associada ao par (H,h).

Exemplo 5.1.3. Seja H um grupo arbitrdrio e suponha h = ey. Entdo

Pr(y) — Pr(Y)
Ty Or(y) —— k() (5.1.4)
oi(y)  — oily) LsejFkk+1

Defina ¥ : Aut(H*") — S,, por (1) = (k k+1). Como S, = ((ii+1):i=1,..n—1)
entdo X o p € a representagdo por permutagoes do grupo de trangas cuja imagen € S, e

ker(X o p) = P, € o subgrupo de B, das tran¢as puras (Ver [3], pigina 19).
Exemplo 5.1.4. Seja H = (Z,+) e h=1. Entao H*™ =F,,, o grupo livre de posto n, e
T — x,;lxkﬂmk

Tkt Tpi1 > Tp (5.1.5)

x; — ,se] #Fkk+1
Neste caso p € a cldssica representagao de Artin introduzida pelo mesmo em 1925.

Exemplo 5.1.5. Outro caso interessante € quando H = 7Z e h é um inteiro diferente de
1 e 0. FEste caso foi estudado por Wada em 1992 na sua construcao de invariantes de

enlagamentos (ver [8]).

Agora, passamos a estudar as diferentes propriedades da representacao de tipo Artin.

Definigao 5.1.6. Seja p : B, — Aut(H™) a representacao de tipo Artin associada ao
par (H,h). Seja 8 uma n-tranga. Vamos denotar por I'(8) = L' (B) o quociente de
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H*™ pelas relacoes

g=pB)g), g™ (5.1.6)

Isto é,

L(8) = H™ [(g(p(B)(9))"" : g € H™)™" (5.1.7)

Para uma n-tranca [, denotamos por 23\ o enlacamento orientado (mais precisamente,
a classe de equivalencia de elagamentos orientados) representado pelo fecho da tranga,

como foi definido anteriormente (Ver [2]).

5.2 Enlacamentos e Invariantes de Enlagcamentos

Seja H um grupo, h € H e p: B, — Aut(H*") a representacao de tipo Artin associada
ao par (H, h). Lembremos que H*" = Hyx...xH,, com Hy, ..., H, copiasde H e ¢; : H — H;

isomorfismos dados para i =1, ..., n.

Proposicao 5.2.1. Sejam n e m inteiros positivos. Considere duas trancas [ € B, e

po € By,. Se 31 = 52 entao I (g p) (B1) =~ F(H,h)(ﬁQ)-

Demonstragao. Queremos provar que I'(g ) é um invariante de enlagamentos. Pelo teo-
rema de Markov (teorema 4.5.2), basta provar que para uma n-tranca qualquer 5 € B,

temos
(1) T(a~'Ba) ~ T'(B), para toda n-tranga a em B,,.
(2) T(Bon) =T (B)
(3) T'(Boy ') = T'(B)

onde B0, e B0, ! sao vistas como trancas em B, 1.

Observe que se 3 estd em B, e n < m, entao a acao de /3 sob p sobre H*™ é trivial nos
fatores livres H,,11, ..., Hy,, pois a acao de oy é trivial sobre os fatores livres H, 11, ..., Hp,
para k = 1,...,n — 2. Por simplicidade de notagao, escrevemos ((g) em vez de p()(g) e
o em vez de 7.

Para provar (1), note que, para 5 € B,, o grupo I'(8) é definido como o quociente

de H*" pelas relagoes g = f[(g) para todo ¢ € H*. Como, para a € B, a relago
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g = a1Ba(g) é equivalente a relacio a(g) = B(a(g)), e a é um automorfismo de H*",
segue que I'(a™!Ba) é definido pelo mesmo conjunto de relagoes que I'(3). Portanto, os
grupos I'(a™1Ba) e T'(B) sao isomorfos.

Agora provaremos (2). O grupo I'(Bo,) pode ser visto como o quociente de H*+1)

pelas relacoes

R(i,x) : ¢i(x) = Bop(pi(x)) comi=1,....n+1,x € H

Observe que
() 0n(dn(2)) = hy'dpar(2)ha
(i) on(dn+1(2)) = hudn(x)hy!

Portanto, R(n + 1,z) é equivalente a

R(n+1,2) : ¢n1(2) = Bhn) B(¢n(2))B(h;")

onde B(hn)B(dn(2)B(h;t) = B(hndn(z)h,t) esta em H*. Logo, I'(Ba,) é gerado pela

imagen de H*". Além disso,

(1) = Bon(dn(z))

onde, na terceira igualdade usamos que € B, e na quarta igualdade usamos R'(n+1, x).

Por outro lado, a relacio R(i,x) é equivalente a R'(i,x) : ¢;(x) = B(¢i(x)), para
i =1,...,n—1, pois g, é a identidade sobre os fatores livres Hi,..., H,_;. Portanto,
[(80,) = T(8).

Finalmente provaremos (3). Primeiro note que para todo g em H*™ temos
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pois 3 é um automorfismo de H*". Logo, I'(3) ~ T'(3~!). Portanto,

I(Boy') = T(onf7")
I'(6~'ew)  por 1)
I(E) . por2)
~ ['(B)
O
Definigao 5.2.2. Seja L um enlagamento orientado. Definimos
Ly (L) =T (B) (5.2.1)

onde 3 € uma tranca tal que L = E

Note que a proposi¢ao 5.2.1 mostra que I'(z ) (L) ndo depende (da classe de equiv-

aléncia) da tranca 3, ou seja, I'(gn) (L) esta bem definido.

5.3 Construgao Topologica do Invariante de Enlacamen-

tos

Seja X um complexo CW. Considere Py € X como ponto base e seja « : [0, 1] — X um
lago baseado em F,. Nesta secao vamos dar uma realizacao topologica da representacao
de tipo Artin de B, associada ao par (H,h) = (m(X,po),[c]), e a seguir deduziremos
uma construcgao topoldgica do invariante de enlacamentos Iz 5)(-) da se¢ao anterior.

Denote por D = D("T“, "T“) o disco no conjunto dos nimeros complexos, C, centrado

atl . Vamos construir o espaco Y obtido de D fazendo n buracos em

2
D e colando uma copia de X em cada buraco, mediante uma identificacao da fronteira

n+1

e de raio 5

em

circular do buraco com o lago & em X. Mais precisamente: considere um ntmero ¢ > 0

suficientemente pequeno (requeremos € < %), e seja

Y’ = D\ (Ln) f)(k:,s)) (5.3.1)

onde 10)(143, ¢) denota o interior do disco centrado em k e de raio . Tome n-copias X1, ..., X,
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de X. Para k = 1,...,n, considere f; : X — X, homeomorfismo e escreva a;, = f; o a.
Entao n
Y = (Y’ U (U Xk)> /)~ (5.3.2)
k=1
onde ~ ¢é a identificacao definida por
ap(t) ~k+ee®™ k=1 ntel (5.3.3)

Finalmente, escolha um ponto base ()g € 9D para Y. O seguinte resultado é uma conse-

quéncia direta da construcao anterior.

Lema 5.3.1. Seja H = m (X, Py) e sejam Hy, ..., H, cdpias de H. Entdo

7T1(K Q()) >~ H1 * .0k Hn

Demonstragao. Note que m1(Y, Qo) nao depende de Qy em 9D pois o caminho v : [0, 1] —

Y, definido por ~(t) = ”T“ + ”THeQ“it une todos os pontos de 0D. Agora faremos a

demonstracao por inducao sobre n.

Suponha n = 2. Escreva Y = AU B onde
3 / 3 /
A:{z:%(2)<§+5}ﬂ(Y UXl)eB:{z:%?(z)>§—5}ﬂ(Y UXo)}

para algum 0 > 0 apropiado. Observe que A N B é simplesmente conexo, logo, pelo

teorema de Seifert-Van Kampen temos
m(Y) ~ m(A) * 7 (B)
Defina r; : A — X, por

r — x, r € Xy
d — ==—(1-d)+1, de A\X;4

[1—d]

r

Observe que 7 é continua (lema da colagem) e que ri|x, = Idx,. Portanto, X; é um
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retrato de A. Além disso, a aplicagdo F': A x [0,1] — A definida por

F(d,t)=(1—t)d+tr(d) ,de A\X;,te[0,1]
F(x,t)=x ,x € Xy,tel0,1]

é uma homotopia entre ior; e Id, relativa a X, onde 7 : X; < A é a inclusao. Portanto,

X4 é um retrato por deformacao de A. Entao, pela proposicao 3.5.8 temos
7T1(X7 PO) ~ 7T1(A, QO)

Analogamente temos
ﬂ-l(Xu PO) =~ 7Tl(-B?C?O)

Portanto, m1 (Y, Qo) =~ m (X, Py) * m (X, Fy).

O caso geral segue por indugao sobre n. O

Vamos mostrar que o grupo de n-trancas B,, atua sobre Y a menos de isotopia relativa
a fronteira de D de modo que a agao induzida sobre m;(Y') é a representagao de tipo Artin
associada ao par (H,h) = (m (X, R), [a]).

Definig¢ao 5.3.2. Seja £ em C e 0 < r < R. Uma meia tor¢ao de Dehn T'=T(¢,r, R),

€ uma aplicagao do plano complexo C, definida por

0\ _ i(0—tm _ R-
T(E+pe”) = E+p®™ r<p<Ret=4=E (5.3.4)
&+ pe? p >
Sz
e\ 0\
| |" ?\"'-,I T\ |'f/f \ III

Figura 5.2: Meia tor¢ao de Dehn.
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Observacao 5.3.3. A meia tor¢ao de Dehn é um homeomorfismo e sua inversa T~ é

dada por
E4pePt™ e 0<p<r
THE+pe?) =4 €+ pe@tm  ser<p<Ret=152 (5.3.5)
&+ pe® ,sep>R

Para cada k = 1,...,n, seja T : D — D o homeomorfismo definido por

11 1
TP =T(k,e,2e) 2 oT(k+1,6,2¢) Lo T(k + 33 tez+ 2¢) (5.3.6)

Intuitivamente, T}2 transforma o interior de D(k + %, % + 2¢) como segue: imagine que

uma mao segura a borda do disco D(k + %,% + 2¢) e a outra segura a borda do disco

D(k + %, % + ¢€), logo, gira-se em sentido horério o disco D(k + %, % + €) em 7 radianos,
mexendo os pontos do interior de D(k + %, % + 2¢) segundo a defini¢do da meia torgao de
Dhen (ver figura 5.2). Analogamente, segura-se a borda do disco D(k + 1, 2¢) e gira-se o
disco D(k + 1,¢€) em sentido horario em 7 radianos mexendo-se agora somente os pontos
do interior de D(k + 1,2¢). Finalmente, segura-se a borda do disco D(k,2¢) e da-se trés
giros de 7 radianos ao disco D(k,€) em sentido antihoréario. Esta é uma forma intuitiva
de explicar como a aplicacio TP atua em D. Na figura 5.3, cada seta simboliza o giro

descrito uma vez.

Figura 5.3: Descrigao da aplicagao T}°.
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n
Observe que U D(j,¢) fica invariante sob TP; isto &,
j=1

TP (U D<j,a>> =UDG.9)

j=1
Portanto, sua restricao 7} : Y/ — Y’ também é um homeomorfismo. Temos entao a
seguinte proposicao.
Proposicao 5.3.4. Com as notacoes anteriores temos:

(1) T, T, T} € isotopica a Ty, \T.T} ,, relativamente a OD, para k =1,...,n — 2.

(2) T]T] é isotopica a T/T}, relativamente a 0D, para |k — 1| > 1.

Demonstragao. Defina para cada t € [0, 1] uma aplicacao T; = T3(¢,r, R) : C — C por

&+ pel?=tm ,se0<p<r
T,(€ +pe) = €+ pel@ 7™ ser < p<R (5.3.7)
£ + pet? .se p> R
p p

T, € um homeomorfismo pois é continua pelo lema da colagem e sua inversa é definida por

£ + peilttin) ,se0<p<r
T, M€+ pe?) = &+ pei(“t%“) ,ser<p<R (5.3.8)
£+ pe'? ,se p>R

que também é continua pelo lema da colagem.
Observe que Ty = Idc e Ty = T(&,r, R).

Agora vamos demonstrar (1) e (2). Para demonstrar (1) defina a aplicagao

h:Y' x[0,1] =Y
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por

11 1
h(,t) :Tl—t(ka €, 26)_3 O Tl—t(k + 17 €, 26)_1 O Tl—t<k —f— 5, 5 —I— €, 5 —I— 26)0

oTi (k+1,62) 0T y(k+262) ol (k+ g, % + €, % + 2¢)o
oTi_y(k,e,2¢) 3 oTi_y(k+1,¢,2¢) Lo T1_(k + %, % + €, % + 2¢)o (5.3
oTy(k+1,6,26) 2 o Ty(k +2,¢,2¢) o Ty(k + ;, % + €, % + 2¢)o N

o Ty(k,€,2¢) 2o Ty(k +1,¢,2¢) " o Ty (k + ;, % + €, % + 2¢)o

31 1
oTy(k+1,62) 2 oTi(k+2,62) L oTy(k+=,= +e=+2€)()

2272
E claro que para todo ¢ em [0, 1], h(-, ) ¢ um homeomorfismo que fixa a fronteira do disco
D ponto a ponto, e além disso, h(-,0) = (T, o T}, oT})(-) e h(-,1) = (Tj 10T} o Ty 1)(-)-

Defina
H:Y'x[0,1] =Y x[0,1] por H(-,t) = (h(-,1),t) (5.3.10)

E claro que H é a isotopia procurada.

Analogamente, para demonstrar (2), considere |k —[| > 1 e defina

g:Y' x[0,1] =Y’

por
-3 1 11 1
g(-,t) =T_i(k,e,2¢) " o Th_y(k+ 1,€,2¢) " o Th_4(k + 3y teg Tt 2¢)o
11 1
Ti(l,6,26) 20Ty _y(1+1,6,2¢) Lo Ty (I + =, = +¢€ = +2€)o
272 2
L 3 (5.3.11)
Ty(l,e,2¢) 2 o T,(1 +1,¢,2¢) o Ty(I + 33 + e, 3 + 2¢)o
11 1
T't(ka ¢ 26>73 © T't(k + 17 €, 26)71 © ﬂ(k + 57 5 + € 5 + 26)
Defina
G:Y' x[0,1] =Y’ x[0,1] por G(-,t) = (g(-,t),1) (5.3.12)

E facil ver que GG é a isotopia procurada entre T o T e T} o T},. O
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Usando a familia de funcoes {7} } ze(0,1)3 na demonstracao da proposicao anterior, obte-

mos o seguinte corolério.
Corolario 5.3.5. Para cada k =1,...,n, Ty € isotopica a Idp relativamente a 0D.

Observacao 5.3.6. T}, fiza 0D ponto a ponto e transforma os restantes pontos de 6Y’

como seque
J + eet? ,sej#kk+1
Ti(j+ee”) =< k+1+e  sej=k (5.3.13)
k + ee® ,sej=k+1

Pela observagao 5.3.6, podemos estender 7} a um homeomorfismo 7} : ¥ — Y. Defina

Ty :Y — Y para todo x em X por

fj(x) ,Sej%/{},k?ﬁ»l
Ti(fi(x)) = fenr(z) ,sej=k (5.3.14)
fr(x) ,sej=k+1

e Tylyr = T{. Ty ¢ continua com inversa continua (lema da colagem). Logo, T} ¢ um
homeomorfismo. Além disso, T} fixa ponto a ponto a fronteira do disco D. Temos assim,

a seguinte proposicao.
Proposigao 5.3.7. Com as notacoes anteriores:
(1) TyoTyy1 0Ty € isotopico a Tyyq0Ty 0Ty, relativamente a OD, parak =1,...,n—2.

(2) TyoT € isotdpico a T;oT), relativamente a 0D, para k,l =1,...,n—1 com |k—I| > 1.

Demonstracao. Observe que para k=1,...,n—2 e x em X temos
fitx) L sejFkk+1,k+2
fk 2(-1') , 5€ j =k
(Th © They1 0 Tio) (f(2)) = (Ths1 © Tiy 0 Tioyn) (f5(2)) = " ,
frra(@) ,sej=k+1
\fk(x) 7S€j:k‘—|—2
(5.3.15)

Considere a aplicacao

H:Y x[0,1] =Y x[0,1]
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sendo uma extensao da aplicagao dada por (5.3.10) na demonstragao da proposi¢ao 5.3.4,

de maneira que para t € [0,1] e x em X arbitréario, temos

H(fj(x),t) = (T © Tyy1 0 T1)(f5(2)), 1)

é facil ver que H é a isotopia requerida entre Ty o Ty o Ty € Tpyq 0 T, o Tyy1. Fica

demonstrada a parte (1).

Analogamente vamos provar (2). Observe que para k,l=1,...,n—1com |k —[| > 1
temos
)
filw)  isejFkk+11L1+1
frra(z) sej=k
(Te o T)(fj(x)) = (Tio Tho)(f3(@)) = § fulw) ,sej=k+1 (5.3.16)

fl+1<x> ,sej:l
)

\fl(x ,sej:l—l—l

Defina a aplicacao

G:Y x[0,1] =Y x[0,1]

para t € [0, 1] como em (5.3.12) sobre Y’, e para x em X arbitrario por

G(fi(x), 1) = (Th 0 T)) (f5(x)), 1)

E claro que GG é uma isotopia entre Tj, o T; e T} o T},. Segue o resultado. O

Temos entao, pelas propriedades do homomorfismo induzido por uma fungao continua,
que (7). € um automorfismo de (Y, Qy), para todo k = 1,...,n — 1, e pela proposigao

anterior, este automorfismo satisfaz as relagoes
(1> (Tk)* © (Tk+1>* © (Tk)* = (Tk-‘rl)* © (Tk)* © (Tk+1)*7 para k= 17 cee, N — 2.
(2> (Tk)* o (ﬂ)* = (ﬂ)* o (Tk>*a para ]f,l = 17 RN 1 com |k - l| > 1.

Entao a aplicagao definida sobre B, por o, — (T})., se estende para um homo-
morfismo p : B,, — Aut(m(Y,Qo)), ou seja, contruimos uma representacao do grupo de

trancas B, nos automorfismos do grupo fundamental de Y com ponto base )y. Agora
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nosso objetivo é mostrar que esta representagao p é a representacao de tipo Artin associada
ao par (m (X, R), [a]).

Considere Qy = - — Z”TH e seja v, 1 [0,1] = Y o caminho em Y de Qo a fi(F)

mostrado na figura 5.4.

Figura 5.4: Caminho

Identifique 71 (Y, Qo) com H*" = Hyx---xH,, onde H = m(X, Fy) e Hy = m1(Xg, Pr),

para k=1,...,n, sendo o k-ésimo isomorfismo ¢, : H — H; definido por

ou([B1) = [ fi(B)7x] (5.3.17)

Temos assim, a seguinte proposi¢ao.

Proposicao 5.3.8. A representacio p : B, — Aut(m(Y,Qo)) descrita anteriormente

coincide com a representacao de tipo Artin de B, associada ao par (m(X, Py), [a]).

Demonstra¢ao. Seja f um caminho em X baseado em Fy. Primeiro observe, com ajuda

dos desenhos, o seguinte:

(@) Tr(vefr(B)Ve) = Wk TiVes1Ser1 (B) Veri v Te
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Tabela 5.1: Transformacao do caminho 7y fx(5)7% sob a aplicagao Ty.

(1) (2)
VS (B) Tk T(k+ 3,5 +€5+26) nfe(B)7%)

(3) (4)
T(k+1,¢,2¢)7((2)) T (e f(B) k)

Onde (4) da tabela 5.1 é homotopico ao caminho da figura 5.5.
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Figura 5.5: veak VeVe+1fer1(8) Vet Ve Ve

(0) Te(Vrr1 frr1(B)Vrr1) = ywow fr(B)aw Tr

Onde (3) da tabela 5.2 é homotopico ao caminho da figura 5.6.

Figura 5.6: vou fr(8)a% %
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Tabela 5.2: Transformacao do caminho g1 frr1(8)7k11 sob a aplicagao Tk.

(1) (2)

Vi1 frt1(B) Vit T(k+ 3,3+ €3+ 26) (Verr o1 (B)Vrr1)

(3)
T (Vg1 fr+1(8)Vkr1)

(¢) Tu(vi f5(8)7;) = v, f5(B)75, para j # k. k + 1.

Lembrando que a; = fi o a, segue que

ok([8]) > dn(la]) ™ dria ([8])or([e])
(Th)s = § dea(18]) — dw(la])dr([B]) e ([e]) (5.3.18)
o;([B) — ¢;([8]) para j £k k+1
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Agora vamos construir um invariante de enlagamentos usando a representagao p da
proposigao anterior. Vamos associar a um enlagamento L o espago Q(L, X') obtido medi-
ante uma “cirurgia” sobre L. Descrevemos este processo a seguir. Seja L = K;U---UK,, o
enlagamento cujas componentes sao os nés Ky, ..., K,,, e considere {T; : D*x S — §3}m
o framing preferido de L. Denote por 702 o interior de Tj(D?* x S') parai=1,...,m. Con-

sidere o espaco
V(L) = S%\ (U T) (5.3.19)
i=1

Considere m copias X, ..., X,, de X e denote por f; : X — X; o homeomorfismo natural

e escreva o; = f; o «r, para todo i = 1,...,m. Entao definimos
Q(L, X) = (Q’(L) U (U(Xi X Sl)>) )~ (5.3.20)
i=1

onde ~ ¢é a identificacao dada por
(qi(t),n) ~ Ty(e*™ n), parai=1,...,m,t€[0,1]]enc S’ (5.3.21)

O seguinte teorema fornece uma segunda prova do fato que I'(z ) ¢ um invariante de

enlacamentos para qualquer grupo finitamente gerado H e qualquer elemento h € H.

Teorema 5.3.9. Seja 5 uma tranca e B o fecho da tranga  (ou a tranga fechada associada

a B). Seja X um complexo CW com ponto base Py. Entdao

-~

(B, X)) = Ty (B) (5.3.22)

onde H =1 (X, Py) e h = [a], onde a € um lago em X baseado em P,.

Demonstracao. Usemos a decomposicao de S em duas copias T) e T, do toro solido
D x S!, de maneira que

53 = TQ UK T1
onde k : 9Ty — dTy é um homeomorfismo tal que k(D) = S e k(S') = ID (veja [6]).

Seja g : Ty — S® a fungao inclusdo e seja f : D x [0,1] — T} = D x S! a aplicagao
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identificagao definida por
f(p,t) = (p,e*™") parap e D e t € [0,1]

Note que de fato f é uma identificagao pois f é sobrejetora, D x [0, 1] é compacto e T3 é
espago de Hausdorff (proposicao 3.1.13).

A tranca fechada 3 ¢ o enlacamento orientado que é visto como a composi¢ao da
tranga 5 : {1,...,n} x [0,1] = D x [0, 1] (tal como vimos no capitulo 4) com a aplicacao
gof:Dx[0,1] — S3. A orientagao de B é induzida pela orientacao do intervalo [0, 1],
como se mostra na figura 5.1. Agora vamos produzir um framing A de B pela escolha de
uma longitude \; para cada componente K; de 3 cuja projecao é indicada na figura 5.7
nas proximidades dos cruzamentos. E facil ver, pela contagem dos cruzamentos, que este

é o framing preferido de 3 .

Figura 5.7: Escolhendo um framing para B\ .
Escreva 8 = o7} ...0} e defina T[? :D — D por
TP = (TR) 00 (TP)"
Analogamente, defina T : Y — Y por
Ty=Tif oo Ty

Para j =1,...,n, escolha b; = j + € € dD(j,e) como ponto base do espaco X; quando
este ¢ adjuntado a D mediante a identificagao (5.3.3).

Pelo corolario 5.3.5, T,:]D_ é isotopica a Idp relativamente a 0D, logo pela observacao
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3.4.6, temos que T‘P é isotopico a Idp relativamente a dD. Portanto, existe um homeo-

morfismo

U:Dx|[0,1] = D x [0,1]

tal que U(z,0) = (,0) e U(z,1) = (TP (x),1), para todo = em D. Além disso, U fixa
0D x [0, 1] ponto a ponto.

Observe que U aplica o conjunto

numa vizinhanca tubular (do representante) da trancga 3, e go f o U aplica {b; x [0,1] :
j=1,...,n} no framing da tranca fechada E equivalente aquele descrito na figura 5.7, a
saber o framing preferido.

Portanto, o espaco Q(B\ , X)) ¢ homeomorfo a 7] U T, onde

Tll =Y x [07 1]/ (<I70) ~ (Tﬂ(y)a 1))

Figura 5.8: Exemplo do espago 77

Pelo exemplo 3.5.11 do capitulo 3, temos (a extensdo HNN):

m(T7) = m(Y, Qo) * ()/(t ™ at = (Tp)u(w) : w € m(Y, Qo))"
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com t de ordem infinita e onde N = 71 (Y, Q) * (t). Assim,

m(T}) = m(Y, Qo) + (t)/(t ™"t = p(B)(x) : v € m(Y. Qo))"

Quando adjuntamos 77 a Ty o gerador ¢ de m(7]) é anulado da mesma maneira como
sao anulados os geradores m e [ de m(S! x S'). Portanto, do corolario 3.5.3 e usando a

notacao deste capitulo, obtemos

1 (QB, X)) = H™/(x = p(B)(w) : w € H™)"™ =T (8)

5.4 Fidelidade da Representacao de Tipo Artin

Nesta secao pretendemos demonstrar a fidelidade da representacao de Artin para o
caso em que o elemento A é nao trivial, pois como ja vimos no exemplo 5.1.3, para h

trivial p tem como kernel ao grupo das trangas puras.

Defini¢ao 5.4.1. Sejam G e F' grupos tal que G € representado em Aut(F), isto €, existe
uma representac¢ao (homomorfismo) ¢ : G — Aut(F). Dizemos que a representagio €
fiel se for injetora, isto €, se ((g) = Idp entio g = eg.

Relembramos que para um grupo H e um inteiro n positivo, denotamos por H*" o
produto livre Hy % --- x H,,, onde cada fator livre H; é uma copia de H mediante um

isomorfismo dado e denotado por ¢; : H — H;. Nosso objetivo entao é demonstrar a

seguinte proposicao.

Proposicao 5.4.2. Seja p : B,, — Aut(H™™) a representagao do tipo Artin de B, asso-
ciada ao par (H,h).

(1) Se h # ey entao p € fiel.

(2) Se h = ey entdo ker(p) € o grupo das trancas puras e B,/Ker(p) ~ %,, onde

Y, atia por permutacdo dos fatores livres de H*™, respeitando os isomorfismos

¢17"'7¢n-
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Vamos precisar de algumas ferramentas para demonstrar a proposicao anterior.

A primeira ferramenta é a seguinte.

Proposigao 5.4.3 (Dehornoy: ver (9], [10]). Seja Bja, o subgrupo de B, gerado por
09,...,04-1. Seja B em B,. Entio, ou 8 estd em By, ou, uma das trangas 3 ou S~
pode ser escrito como

dp01X1071 ...01(¢

ondel > 1 e ag,...,q € By

A segunda ferramenta é um lema. Considere h # ey em H fixo e escreva h; = ¢;(h),

parai=1,...,n.

Lema 5.4.4. Seja K = Hy*---xH,. Seja u em H*" tal que a forma normal de p respeito

a decomposicio H*" = Hy x K comeca com hi' e termina com hy. Entdo:

(1) A forma normal de p(o1)(u) com respeito a decomposicao H*™ = Hy * K também

comega com hi' e termina com hy.

(2) Seja k € {2,...,n—1} ee € {£1}. A forma normal de p(of)(1) com respeito a

decomposi¢io H*" = Hy x K também comeca com hi' e termina com hy.

Demonstracao. Seja v um elemento nao trivial de Hq* Hy. Pelo teorema da forma normal

(teorema 1.4.5) podemos supor que v pode ser escrito como

v =¢1(x1)P2(¥1) - - - O1(x1) P2(yr)

onde x1,...,%;,Y1,- ..,y sao elementos nao triviais de H e [ > 1. Aplicando o automor-

fismo p(o1) a v obtemos

p(o1)(v) =hy da(z)hihady (y1)hi" .. by daa)haihyg (y) byt
=hi'ga(z1)Rid1(y1)hi” .. by go(w) A () byt

Portanto, a forma normal de p(oy(v)) comeca com h;'. Analogamente se demonstra que

se a forma normal de v for

v = a(y1)d1(z1) ... o2(yr) 1 (1)
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onde x1,...,%;, Y1, ...,y sdo elementos nao triviais de H e [ > 1, entdo p(o)(v) termina
com hj.

Agora, suponha que a forma normal de p com respeito a decomposi¢ao
H*n:(Hl*HQ)*(Hg**Hn)

¢é da forma

M= VoW1V1 ... WY

onde v; ¢ um elemento nao nulo de H; * Hy e w; é um elemento nao nulo de Hsy - - - x H,,,

para i = 1,...,0, e l > 0. Note que esta forma normal de u esté certa, pois se for da

forma vowy vy ... w; ou da forma wyv ... wvy, significaria que w; comega com hl_l, ou que
. , .~ -1

w; termina com hy, o que é uma contradigao. Observe que vy comega com hj " e que v

termina com h; pois p comeca com h;' e termina com h;. Além disso, note que p(o;)

deixa invariante o conjunto Hy* Hs e que p(o) é a identidade sobre H3*- - -x H,,. Portanto

temos

plo1)(p) = plor)(vo)wip(or)(ve) - . - wip(or)(vr)

Pelas observacoes feitas p(oy)(vg) comeca com h; ' e p(1)(v;) termina com hy com respeito
a decomposigdo H*™ = Hy x K. Isto demonstra a parte (1).

Para provar a parte (2), considere k € {2,...,n— 1} e ¢ € {£1}. Escreva
W= hflwlvl v wihy

com vq,...,v_1 elementos de H; nao nulos e wq,...,w; € K também nao nulos. Note

que p(of) é a identidade em H; e que K fica invariante sob a aplicagao p(cf). Logo temos

€

p(05) (1) = b p(o) (wr)vr - .. vi1p() ()

Ficando demonstrada a parte (2). O

J& estamos em condigoes de demonstrar a proposicao 5.4.2.

Demonstragao proposi¢ao 5.4.2. Vamos demonstrar so a parte (1) pois a parte (2) ja foi
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vista no exemplo 5.1.3. Vamos fazer indugao sobre o ntimero n. Suponha n = 2. Fazendo

um calculo simples e usando indugao sobre o nimero [, obtemos

p(oi)(hi) = (hoh1)~'ha(hohy)’ , para todo [ € Z\{0}
p(d? Y (hy) = (hghy)~'hi hyhi(hohy)' , para todo | € Z

Note que se p(c?') = hy, para algum inteiro [ ndo nulo , entdo terfamos uma contradicio

com o teorema da forma normal para produtos livres (teorema 1.4.5). Portanto,

p(oi")(h1) # ha

para todo inteiro ! ndo nulo. Analogamente, p(c?*!)(hi) # h;, para todo inteiro I.
Portanto, p : By — Aut(H; * Hy) satisfaz que p(8) # Idy,.«m, para toda 2-tranga 8 nao
trivial, ou seja, p é fiel.

Suponha n > 3 e que se verifica o resultado para inteiros positivos m tais que 2 < m <
n — 1. Seja 8 uma tranca nao trivial em B,, , pela proposicao 5.4.3, ou 8 é um elemento

de By, ou, uma das trangas 8 ou B! se escreve como um produto
Qo010 ...010

onde ay, ..., sao elementos de By ,), para algum inteiro [ > 1.

Se [ estd em By, entdo pela hipotese de inducao, p(5) nao é a identidade sobre
K = Hy % ---x H,. Logo, p(f) nao é a identidade de H*" = H; x K.

Suponha 8 = agoia; ... o1 Observe que p(o1a;)(hi) = hy'hyhy e portanto,

p(B)(h1) =plagoia ... oray) ()
=p(agorag ... aq_1) o p(oraq)(hy)

:p(a001a1 e Oél_l)(hl_lhghl)

pelo lema 5.4.4, p(3)(h1) comeca com h;' e acaba com hy. Assim, p(B8)(hi) # hi (a
igualdade contradiz o teorema da forma normal para produtos livres). Portanto p(8) #
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Finalmente, se 37! = agojay ...01q4, entdao pelo caso anterior, p(87) # Idyn, ou

Seja7 p(6>71 7£ IdH*"7 e portanto, p(ﬁ) 7é ]dH*" []

5.5 Alguns Exemplos

Nesta secao vamos fazer alguns calculos para exemplificar o modo de obter o grupo
associado a um enlagamento (ou no) do presente capitulo. Seja p : B, — Aut(H*") a
representacao tipo Artin de B,,. Lembramos que H*" denota o produto livre de n copias
H,,...,H, de um grupo H arbitririo, que h é um elemento arbitririo fixo em H, e que
¢r : H — Hj, ¢ um isomorfismo, para k = 1,...,n. Denotaremos por y; o elemento no
k-ésimo fator livre Hy, de H*™ que é imagem de um elemento y em H sob o isomorfismo

¢r. Com estas notagoes temos que o automorfismo 7, de H*" fica definido por

Y > Ry kel
T Yerr — hgyphyt
Y — Y yse j £k k+1

€ seu inverso por

Y +H— hl;ilykr—i-lhk—kl
Tk_l Y Yk hk+1ykh;;1_1
A, Jse Ak k41

Temos algumas observagoes Obvias:

7(h) = by R b T(higa) = ha
7 (hi) = hyas T (his1) = huprhihi

Usaremos o método dado em [3|, pag. 73, para encontrar a tranga cujo fecho é o enlaga-
mento (ou nd) em estudo.

Counsidere o no6 trevo 7.

Figura 5.9: O no6 Trevo T.
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—

E fécil verificar que T = o;>. Portanto, p : By — Aut(H*?) satisfaz p(o;?) = ;7.

Temos para y; em H;

) = 7 (hy yaho)
Tfi(hghflhgthylhgthhlhgl)
71 (hahi ' yihahy )

= hghth_Ih;lhglyghghghghghl_lhgl
= hghlhz_gygh%hl_lhgl

e para ys em Ho

() = 112 (haynhy ')

7'1_1(hghlhglhz_lyghghghflhgl)

7 Y(hohihy 2yah3h hyY)

hohihy thohohy by hoyihy *hoh3hy *hoh3hy *hy *hoh i hyt
= hohihohPyihihy By Ry

Portanto, I'(T") é quociente de H; *x Hy pelas relagoes
o y; = hohihy*ysh3hy thyt
o yo = hohihoh %y h3hy ' hythyt

para todo y, € Hy, com k = 1,2. Como estas relacoes valem para todo elemento de H; e

H,, temos em particular

hi = hohih3hoh3hT hy' & hihohy = haluhy (1)

hy = hohihohy*hih3hy *hi hy' < hihohy = hohihy (1)

Usando (1) em y; = 7, %(y1) obtemos y; = hi*hohiysh3hi hy', que é equivalente a
h3y1hahy = hohiyah3. Analogamente, usando (1) em y, = 7 *(y2) obtemos y, = hy *hihoyihihy "hi*
e portanto, hoyshihy = hihoyihy. Assim, I'(T') é quociente de Hy * Hj pelas relagoes

(1) hlhghl — h2h1h2
(2) h?ylhzm = h2h1y2hg
(3) hoyahihy = hihoyihy

para todo vy, € Hy, com k=1, 2.
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Agora vamos estudar um exemplo um pouco mais complexo. Seja M o ndé Granny
(ver figura 5.10).

AN

Figura 5.10: O n6 Granny.

Usando o método de [3], pag. 73, obtemos que
M:Bonde B =050

Aqui 8 é uma 3-tranca e portanto p : By — Aut(H*3) aplica 8 — 7, % o 7, %. Sabemos

pelo trabalho feito anteriormente que

U1 — h2h1 h2_3y2hgh1_1h2_1
34y > hahihohT 2y h2hg hithy !
Ys +——> Y3

Agora vamos aplicar 7, > e assim calcularemos I'(M). Temos,

m 0 or P(y1) = 75 (hahihy ysh3hy thy )
= 75 2(hahihy®hy yshah3hi thyt)
_ TQ_QEZ:”ZlZﬁ%‘?’fTi}ﬂ hy 'hshihy  hithshy thyt)
= T \l3hahg NNy g N3Yalty N3hglly 1y N3y g
= 7, Y(hshohg *hihshy *yshihs *hithshy thst)
= hshohy 'hshshy 'hy thihshohy ' hy *hy fyshshihshy "hy 'hy hahohs thy thahy thy !
= hshohshy 'hy thihshohs CyshShy thy thi thahohy thy that

75 00T (ya) = 75 (hohihoh i yihihy hithy )
= T{i(hghlhgh;2y1h%h§1h1—1h51)
= 75 "(hshohy *hihshohy 'Ry 2yah2hshy " hy thy thahy thyt)
= hshohs 'hshshy 'hy thihshohy thshshy thy thi y,
h2hshohy thy thahy *hy *hi hahohs thy thahy hat
= hshohshy 'hy thihshohshs thy thy?y1h3hshohy *hy *hy *hi  hahohs thy that
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o (ys) = 75 (ys)

(
75 2 (hayahs ')
72_1(hghghglhglyghghghglhgl)
75 H(hshaohs 2ysh2hsy thyt)
= hshyhg'hshshy 2hy ' hayohy *hah2hs thy thahy thy!
= h3h2h3h2_2y2h§h§1h2_1h51

Agora ¢ possivel determinar I'(M), mas primeiro estudemos as relagdes h; = p(B)h;,
para i = 1,2, 3., pois assim poderemos simplificar tais expressoes. Temos hy = p(f)hs,
equivalente a

h3 == h3h2h3h52h2hgh§1h;1h§1

e portanto, hohghe = hshohs, relagdo que sera denotada por (2). Usando (2) em hy =
p(B)h1 obtemos que essas relagdes sdo ambas equivalentes a hihohy = hohyihs, relagao que

denotaremos por (1). Usando (1) e (2) em y; = p(B)y; temos

Yy = hghghghglh?:lhlhghghgﬁyghghglhglhl_lhghgh;lhglh;l
= hyhihshohg ®yshShy thy thyt
= hghlhgﬁhghgyghghglh;lhflhgl
= Ry %hahihshaysh$hy " hy hi ' hy

Que ¢ equivalente a hby hohihshy = hghlhghgyghg. Analogamente, em y = p(f)ys temos

Y2 = hghghghElhglhlhghghzhglh;lhIleh%hgthglhglhglhflhghzhglhglhgl
= h2h1h2h12y1h%h;1h;1h51
= h;lhlhjylhlhz_lhl_l

Que ¢ equivalente a hihoy1hy = hoyshihe. E por ultimo em y3 = p(5)ys temos

ys = hahshy 'yahohs hyt
= h3 hohgyahohy'hy!

Que é equivalente a hohsyshs = hsyshohs. Assim, o grupo I'(M) associado a M é o

quociente de Hy x Hy x H3 pelas relagoes
(1> hihiy1hy = hipihihigq, para i =1,2.
(2) hihoyihy = hoyohyhy
(3) hahsyahy = hayshahs

(4) RSyihohihshy = hohyhshoysh
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para todo vy, € H, com k = 1,2, 3.

Outro exemplo de interesse ¢ n6 Square L (ver figura 5.11).

w

Figura 5.11: O n6 Square.

Vamos calcular o grupo I'(L) associado ao n6 L de maneira analoga & anterior. Usando

o método de [3], pag. 73, obtemos que

L =a onde a = 0507 °

Aqui o é uma 3-tranga e portanto p : Bz — Aut(H*?) aplica a — 75 o 7, °. Sabemos

pelo trabalho feito anteriormente que

Yy H—— hghlhggyzhghflhgl
7'1_3 : Yo +—— hghlhghl_leh%hQ_lhl_th_l
Ys ——> Y3

Agora vamos aplicar 73 e assim calcularemos I'(L). Temos,

75 01 (Y1) =*€mm12wﬁ%lh)
= 7_22(h hghzh h h h2h2 yghzh lh hgh_lhglhglhg)
72 (hy* h3h2h1h2 h3 y3h3h2h11h21h31h2)
Tg(h2h3 h2h2h21h3h2h1h2 h31h2h23h2y2h21h3h21h3h2h Yy hg thohy thy thahs)
= Tg(h h hghghghlh lh 1h2 y2h2h3h2h lh lh 1h 1h3h2)
= h;lhg1h2h2—1h;1h3h2h2h2—1hghzhlhglhg—1h2h;1h;1hg1h2h;1y3
hohy thshohohy thshohy thy thy *hohy *hy *hy thohohy Y hshy
= hy'hyhy  hshohshohihy thy 1h Yhatyshshohshohythy thy thy thy *hohshy
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o (y2) = Ty(hahahoh*yihihy 'hy'hy )
= 7'22(h;lhg,hghlh2_1h3h2hf2y1h%h2_1h3_1hghl_lhglhg_lhg)
= (h_lh_lhghgh_ hshahihy h_lhghgh_ hshahi *y,
h2h21h 1h2h Yhy 1h3h2h Thy 2h Yhahy 'hy  hho)
= 7o(hy 'hy ‘hahshohyhy byt hohshahy 2y h2hy by thy hahohy ' hy ths thy thahs)
= hy'hgthohy thy thshohohy thahohihy thy thohy Yhy thy thohy tys
hohy thshohohy thahohy thy thy thohy thy *hy Y hohohy T hshy
= hy'hy hy hshohshohihy *hy *hy thshohshohi
h2hy 'hy thy *hy thohshohi hy *hythy thy thohshs

e por ultimo,

T oT(ys) = 75 (us)
75 (hayahy ')
7'2( lhghg 2 yghgh h hg)
Tg(h hgygh hg)
h2_1hglhghghgyghglhglhglhghg
= hy hy hdyshy *hshy

Usando (1) e (2) em y; = p(a)y; temos

Yy = thlh;lhglhglhglyghgthghghl_lhq_l
= hghlh2_2h51h2_1y3h2h3h%h1_1h2—]_
= h1_2h2h1hglhglyghghgh%hl_lhgl

Que & equivalente a hohshy 'hy *h2y, = yshohshy *hy'h?. Usando (1) e (2) em y; = p(a)ys

temos
Yo = thlhghfzylh%hglh;lhgl
= hy ' hihoyihihy 'h!

Que é equivalente a hoyohihy = hihoyihy. E analogamente em y3 = p(a)ys temos

ys = hy'hy'h3yshs hshs
hy 'hy ' h3yshshahy®

Que ¢ equivalente a hzhaysh3 = h3yshshy. Assim, o grupo I'(L) associado a L é o quociente

de H; x Hy x H3 pelas relagoes
(1) hihiy1h; = hig1hihipq, para i =1,2.
(2> hihoyihy = hoyahihy

(3) h3y2hshg = hshayshi
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(4) hahshy'hy ' h3ys = yshahshi ' hy h?

para todo y, € Hy, com k =1,2,3
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