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Resumo

O tema em estudo ¢ a resolubilidade global de campos vetoriais
em T%x,t) da forma L = d; + a(z)d,, onde a € C*(T") é uma fungao
real. Consideraremos o caso em que o operador L age no espaco
de fungoes e o caso em que L age no espaco de distribuigoes. Uti-
lizando teoria de distribuicoes, forneceremos condicoes necessarias
e suficientes para que a imagem de L seja um subespaco fechado,
ou seja, para que L seja globalmente resoltivel. O caso mais interes-
sante ocorre quando a funcao a se anula em algum ponto mas nao
¢ identicamente nula; neste caso, L sera globalmente resoluvel se, e
somente se, a~1(0) contiver apenas zeros de ordem finita. Faremos
também o estudo da resolubilidade global de operadores da forma
P =0, + 0.(a+), os quais sdo perturbagoes por um termo de ordem
zero dos campos da forma L. Os operadores da forma P surgem

quando consideramos o transposto de um operador da forma L.






Abstract

The topic under study is the global solvability of vector fields of
the form L = 0;+a(x)0, on the 2—torus T%:v,t)’ where a € C*(T") is
a real valued function. We consider the operator L acting on both
spaces of functions and distributions. Using distribution theory we
give necessary and sufficient conditions for the closedness of the
range of L, ie, for L to be globally solvable. The most interesting
case occurs when a vanishes somewhere but not everywhere; in this
case, we show that a necessary and sufficient condition for L to be
globally solvable is that each zero of a is of finite order. We also
study the global solvability of operators of the form P = 0, +9,.(a-),
which are perturbations of L by a term of zero order. The operators

P appear when we consider the transpose operator of L.
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Introducao

O estudo da resolubilidade local de EDP lineares de tipo principal (por exemplo,
campos vetoriais reais ou complexos) recebeu um grande impulso em 1963 com a publi-
cagao do artigo [13] de Nirenberg e Treves; nesse trabalho foi formulada pela primeira
vez a condigao (P), a qual (conforme foi demonstrado apés um bom nimero de artigos
e de anos) é necessdria e suficiente para a resolubilidade local de operadores do tipo
L = 0, + a(2)d,, onde a € C®(T') é uma fungdo real. Na maioria de tais resultados,
trata-se da existéncia de solugdes fracas (distribuigoes) quando o segundo membro é de

classe C°.

Para o estudo da resolubilidade global, interpretaremos um campo vetorial em T?
como um operador L : C®(T?) — C>(T?). Assim, o transposto de L serd um operador
agindo no espaco de distribui¢oes D’(T?). Também faz sentido considerar o operador L
agindo no espaco das distribuigoes D’(T?). Em ambos os casos, diremos que L serd glo-
balmente resoluvel quando sua imagem for um subespaco fechado. Utilizando resultados
de Anélise Funcional, verifica-se que a imagem de L serd um subespaco fechado se, e
somente se, a imagem de L for um subespaco que contenha o ortogonal ao nticleo do
transposto ‘L. Dessa forma, L serd globalmente resoliivel se, e somente se, para cada f

que estiver no ortogonal ao nicleo do transposto, existir u tal que Lu = f.

Neste trabalho, estudaremos a resolubilidade global de uma determinada classe de
campos vetoriais reais em T?x,t)’ a saber, L = 0,4 a(z)0,, onde a € C*(T') é uma fungao
real. Se a for a funcao identicamente nula ou se a for uma funcao que nao se anula em
T!, entao o estudo da resolubilidade global de L se reduz ao estudo da resolubilidade
global de campos vetoriais com coeficientes constantes. Quando a se anular em algum
ponto e nao for identicamente nula, L sera globalmente resolivel se, e somente se, 0s

zeros de a forem todos de ordem finita.
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12 Introducao

Quando calculamos o transposto de um operador da forma L : C*(T?) — C>(T?),
obtemos ‘L : D'(T?) — D'(T?), onde 'L = 9, + d,(a-). Também serd interessante analisar
a resolubilidade global dos operadores da forma P = 0,40, (a-), os quais sao perturbagoes
por um termo de ordem zero dos operadores da forma L. Para a classe de operadores
da forma P, obtemos os mesmos resultados que aparecem na resolubilidade global dos
operadores da forma L.

Diremos que um operador L : C*(T?) — C>(T?) serd fortemente resolivel quando
sua imagem for um subespacgo de codimensao finita. Alguns resultados de Anélise Fun-
cional fornecem a seguinte caracterizagao para a resolubilidade forte (veja comentario
apds a Definicao (1.2) de [4]): um operador L : C*(T?) — C*(T?) serd fortemente
resolivel se, e somente se, a imagem de L for um subespacgo fechado e o ntucleo do
operador transposto ‘L for um subespaco de dimensao finita.

Além da resolubilidade global, analisaremos se os operadores das formas L e P sao

fortemente resoliveis; analisaremos também se tais operadores sao sobrejetores.

v



Capitulo

1

Preliminares

No presente capitulo, apresentaremos alguns resultados basicos de Analise Funcional,
os quais serao utilizados no estudo da resolubilidade global de certos campos vetoriais

que realizaremos posteriormente.

| Espacos vetoriais topologicos

Adotaremos a Defini¢ao (1.6) da referéncia [15] para espagos vetoriais topoldgicos; a
saber, um espaco vetorial topoldgico serd um espago vetorial X munido de uma topologia

T que satisfaz as seguintes condicoes:
(i) Para cada x € X, o conjunto {z} é fechado.

(ii) A adicao
XxX3(xyr—ax+yeX

e a multiplicacao por escalar
CxX3(a,z)—areX

sao continuas, considerando em X a topologia 7 e considerando a topologia produto
em X x X eC x X.

13



14 Capitulo 1 — Preliminares

Desta forma, todo espaco vetorial topoldgico sera um espaco de Hausdorff, conforme
Teorema (1.12) de [15].

Denotaremos por X’ o espaco dual topoldégico de um espaco vetorial topolégico X.
Em X’ existem algumas topologias canonicas, as quais tornam X’ um espaco vetorial
topolégico localmente convexo (veja a definigao de espago vetorial topolégico localmente

convexo em [15]).

As duas topologias mais importantes no nosso estudo sao as chamadas topologia
fraca® e a topologia forte. A definicao da topologia fraca* pode ser consultada no item
3.14 da referéncia [15] e a definigdo da topologia forte pode ser consultada na pagina
198 da referéncia [17]. Observamos que na referéncia [17] a topologia que chamamos de

fraca* é chamada apenas de topologia fraca, a qual estd definida na pagina 197.

Uma base local de vizinhangas da origem na topologia fraca* é dada pela colecao de
conjuntos da forma V,(x1,...,x,) = {2’ € X'; |[(z/,x;)| <€, j =1,...,n}, qualquer que
seja {z1,...,x,} um subconjunto finito de X e qualquer que seja € > 0 um nimero real.
Para a topologia forte, uma base local de vizinhancas da origem ¢é dada pela colecao de
conjuntos da forma W(B) = {2’ € X'; sup,cp [(«/, )| < 1}, qualquer que seja B um
subconjunto limitado de X. O conjunto W (B) é chamado o polar de B.

O espago dual munido da topologia fraca* serd denotado por X! e o espaco dual

munido da topologia forte serda denotado por Xj.

Pode-se comparar a topologia fraca* com a topologia forte, obtendo que a topologia

forte é mais fina que a topologia fraca*.

Dados M C X e N C X' subespacos vetoriais, definimos os anuladores de M e N
por °M = {2/ € X'; (2/,2) =0, sex € M} e N° ={z € X; (2,2) =0, se 2z’ € N},
respectivamente.

E facil ver que N° C X é um subespaco vetorial fechado, pois N° = m 7'71(0).

z’'eN
Também pode-se provar que °M C X’ é um subespago vetorial fechado na topologia

fraca*; de fato, se considerarmos a topologia fraca* em X', entdo cada 2’ € (X)) é da
forma J(z) € X", onde J(z) é o funcional linear continuo dado por (J(x),z') = (2, z),
para todo 2’ € X’ (veja 3.14 e o Teorema 3.10 da referéncia [15]). A identidade °M =

ﬂ ker J(z) implica que °M C X' é um subespago fechado na topologia fraca*.
zeM
Quando X for um espago vetorial localmente convexo, a aplicagdo J : X — (X))

serd um isomorfismo linear entre os espagos vetoriais X e (X7)'. Tal afirmacado é dada

pela Proposigao (35.1) da referéncia [17].
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Segue da Proposicao (19.6) da referéncia [17] que podemos considerar J : X — (X})
e pela Proposigao (19.7) da referéncia [17] segue que J : X — (X])’ serd injetora, sempre
que X for um espago vetorial topoldgico localmente convexo.

Um espago vetorial topolégico localmente convexo X serd dito semireflexivo quando
J : X — (X)) for sobrejetora, isto é, quando J for um isomorfismo entre os espagos
vetoriais X e (X})". Diremos que um espago vetorial topoldgico localmente convexo X
serd reflexivo se J for um homeomorfismo linear (isomorfismo na categoria de espaco

vetorial topolégico) entre X e (X});.

O fecho de um subconjunto Z C X’ na topologia fraca* sera denotado por 77 e o

fecho de Z na topologia forte serd denotado por Z.

Diretamente da definigao de anulador obtemos M C (°M)° e como (°M)° é fechado,
temos M C (°M)°. Por outro lado, se X for localmente convexo, uma aplicacio do
Teorema de Hanh-Banach ( veja (3.5) de [15] ) garante que vale a igualdade M = (°M)°,
pois se existir o € (°M)°\ M, entdo existird 2/ € X’ com (2/,20) # 0 e 2’ € °M, o que
¢ uma contradicao.

Também ¢é imediato verificar que N C °(N°) e como °(N°) C X’ é fechado na topolo-
gia fraca*, dai temos N ¢ °(N°). Como X' munido da topologia fraca* é sempre
localmente convexo, se existir z; € °(N°) \Nw*, segue novamente do Teorema (3.5) de
[15] que existird J(x) € X" tal que (xp,x) = (J(z),z5) # 0 e (2/,2) = (J(z),2") =0,
para todo 2/ € N. Entao x € N° e (z(,z) # 0; uma contradicdo com a hipdtese de que
xy € °(N°).

As consideragoes acima demonstram a seguinte proposicao.

1.1 Proposigao. Seja X um espaco vetorial topolégico. Para quaisquer M C X e

N C X' subespacos vetoriais, temos
(i) M C (°M)° e vale a igualdade M = (°M)° sempre que X for localmente convezo.
— O(NO)'

Sejam X e Y dois espagos vetoriais topolégicos. A cada transformacao linear con-
tinua T' : X — Y podemos associar, de maneira natural, uma transformacao linear entre
os espacos duais Y/ e X'. Tal transformacao linear é dita o transposto de T e definida
por 'T'(y') = y' o T, para todo y' € Y’. Vale deixar registrado que T’ é uma transfor-
macao linear continua, considerando em ambos os duais Y’ e X’ a topologia fraca* ou
considerando em ambos os duais a topologia forte, conforme o corolario da Proposicao
(19.5) da referéncia [17].



16 Capitulo 1 — Preliminares

A préxima proposicao fornece duas relacoes entre os niicleos e as imagens de T e T

1.2 Proposigao. Seja T : X — Y uma transformacao linear continua entre 0s espacos

vetoriais topologicos localmente converos X e Y. Entdo

(i) (ker'T)° = R(T), onde R(T) denota a imagem da transformagao T.

_—F

(i) °(ker T') = R(*T)

Prova: (i) Das definicdes de anulador e da definicio de transposto segue que ker' T' =
°R(T). Pela Proposicao (1.1) temos ker(*T")° = R(T).

(i1) O fato de Y ser localmente convexo implica que Y’ separa pontos em Y (veja
o corolario do Teorema (3.4) da referéncia [15]). Utilizando tal resultado é possivel
verificar que ker T' = R(*T)° e da Proposicio (1.1) segue que °(ker T) = R(‘T)"

Quando X for um espaco vetorial topoldgico, cuja topologia seja induzida por uma
métrica invariante e completa, diremos que X serd um F-espaco. Se X for um F'—espaco

localmente convexo, entao X sera dito um espaco de Fréchet.

1.3 Proposicao. Sejam X um F—espaco, Y um espaco de Fréchet e T : X — Y uma
transformacao linear continua com imagem fechada em Y. Entao 'T : Y’ — X' possui

imagem fraca* fechada em X'.

Prova: Segue da Proposicao (1.2) que basta demonstrarmos a inclusao
°(kerT) C R('T).

Tomemos entao 2’ € °(ker T'). Nosso objetivo é exibir ¢’ € Y’ tal que 'Ty = 2'; o que
ocorre se, e somente se, (y, Tx) = (!Ty',x) = (2/,x), para todo = € X.

Considere A : R(T) — C o funcional linear dado por ATz = (z/,z), para todo
z € X. Note que A estd bem definido, pois 2’ € °(ker T').

Se A for um funcional linear continuo, o fato de Y ser localmente convexo implicard
que existe y € Y’ tal que ¢y = A em R(T), conforme o Teorema (3.6) da referéncia [15],
o qual é uma consequéncia do Teorema de Hahn-Banach. Assim, (!Ty/, z) = (v, Tx) =
ATz = (2/,z), para todo z € X, ou seja, ‘Ty' = 2’ e entdao 2’ € R(*T).

Verifiquemos agora que A é continuo, ou seja, que A é continuo na origem. Observe
que R(T") é um espaco de Fréchet, pois por hipdtese R(7T") é um subespago fechado do
espago de Fréchet Y. Assim, do Corolario (2.12) da referéncia [15], o qual é uma conse-

quéncia do Teorema da Aplicagdo Aberta, segue que 7' : X — R(T) é uma aplicagao
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aberta. Como 2’ : X — C é continuo, dado € > 0, existe um aberto U C X que contém
a origem e satisfaz 2'(U) C B(0,¢) C C, logo T(U) C R(T) é um aberto que satisfaz

0=T(0)eT(U)eA(T(U)) =2'(U) C B(0,€), o que prova a continuidade de A. .

Algumas vezes serd interessante conhecer o bitransposto de uma transformacao li-
near T' : X — Y, onde X e Y sao espacos vetoriais topoldgicos. Podemos considerar
o bitransposto de T como o transposto de 'T" : Y/ — X/ ou como o transposto de

"T Y] — X]. Denotaremos o bitransposto de T por *T.

Na proxima proposicao, destacaremos uma propriedade envolvendo os anuladores

dos nticleos do operador T e do seu bitransposto 7.

1.4 Proposicao. Sejam T : X — Y wuma transformacao linear continua entre espacos
vetoriais localmente convexos e 'T . Y] — X! seu transposto. Entao "T : (X.) — (Y.)
satisfaz °(ker T') = (ker T')°.

Prova: Utilizando o fato de que ambas as aplicagoes canodnicas Jx : X — (X!) e
Jy Y — (Y!) sdo isomorfismos entre espagos vetoriais, obtemos as seguintes pro-

priedades:
(i) T=Jy oo Jx.
(ii) ker(Jy' o ®T o Jx) = Jy'(ker 7).
(iii) °[ker(Jy' o ¥T o Jx)] = (ker *T))°.

Por fim, (i) e (iii) implicam que °(ker T') = (ker T")°. -
Vale observar que a tunica propriedade utilizada na demonstracao da proposicao
acima é o fato de que Jy e Jy sao isomorfismos na categoria de espacgos vetoriais.

Utilizando a mesma demonstragao obtemos a proposicao a seguir.

1.5 Proposigao. Seja T : X — Y wuma transformacdo linear continua entre espacos

vetoriais localmente convezos e semireflexivos. Considere o transposto 'T : Y] — Xj.
Entao T : (X]) — (Y}) satisfaz °(ker T') = (ker “T')°.






Capitulo

2

Teoria das distribuicoes

A teoria das distribuicoes é fundamental no estudo da resolubilidade global que desen-
volveremos no capitulo seguinte. Neste segundo capitulo, apresentaremos as ferramentas

da teoria das distribuicoes necessarias para tal estudo.

| Funcoes-teste

Comecaremos introduzindo algumas notagoes que sao utilizadas na teoria de dis-
tribuicdes. Um subconjunto aberto arbitrario de RY serd denotado por 2 e um intervalo
aberto arbitrario de R serd denotado por I. Denotaremos por C*(£2) o espago vetorial

formado pelas funcoes a valores complexos, definidas e infinitamente diferencidveis em

o™ N

Q,isto é, ¢ € C®°(Q) se 0% = 7| | 3ax? | | = 05l (--- (05N ¢)) existir e for
Oxi" 0x'y ! N

continua, para cada multi-indice o de inteiros nao negativos. O suporte de cada fungao

f € C>(Q) sera denotado por S(f).

O subespago de C>*(f2) formado pelas fungdes que possuem suporte compacto serd

denotado por C°(Q) e Pr(RY) denotard o subespaco de C*°(RY) formado pelas funcoes

T —periodicas em cada variavel, onde 0 < T € R.

Sex=(x1,...,28) EQCRYN, ¢ €C®( Q) ea=(a,...,an), B=(B1,...,8y) sao

dois multi-indices em Z", escrevemos

19



20 Capitulo 2 — Teoria das distribuicoes

a< B, seq; <P, paracadaj=1,...,N,

N
ol = Jayl,
=1
N
a @
v = T
j=1
Se o, B € Z¥, escrevemos
N
al = Haj!,
j=1

B B8 (5
<Oé>_a!(ﬁ—a)!—y(a;)’seagﬁ’

Vale também destacar duas ferramentas da andlise muito utilizadas na teoria das

distribuicoes. A regra de Leibniz,

(o) = 3 ()@ aev)

BLla ﬁ

onde ¢, 9 € C*(Q) e a formula de Taylor com resto integral, dada por

Sz +y) =D (0"0)(x)y*/a! +k / (L=t (070)(x + ty)y” /aldt,

la| <k |a|=k
onde ¢ é uma fungao C* em uma vizinhanca do segmento [z, + y] C RY.

Em cada um dos espacos vetoriais descritos anteriormente existe uma topologia que
0s tornam espagos vetoriais localmente convexos e completos. Em Pr(RY) fixaremos a

topologia induzida pela familia de seminormas

pr(0) = sup [(9°0)(x)|,

Tor
onde k € N. Segue do Teorema (1.37) da referéncia [15] que tal topologia é localmente
convexa, cada seminorma pj, € continua e uma base local de vizinhangas da origem é dada
pelas intersecoes finitas de conjuntos da forma V (pg,n) = {8 € Pr(RY); pp(0) < 1/n},
com k, n € N. Do Teorema (1.24) da referéncia [15] segue que tal topologia é metrizavel

e da Observagao (1.38) (¢) de [15] segue que tal topologia coincide com a topologia
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induzida pela métrica
o

e P8 — é)
d(6,6) = ; 21+ pr(0 —0))

Verifica-se também que Pr(RY) é completo, ou seja, um espaco de Fréchet.

A préxima proposicio caracteriza a convergéncia das sequéncias em Pr(RY). Sua

demonstragao pode ser consultada na péagina 3 da referéncia [18].

2.1 Proposigao. Uma sequéncia (0,)nen converge para a fungdo nula em Pr(RY) se,
e somente se, (pr(0,))nen converge para zero em C, para cada k € N, isto é, (0°0,,)

converge uniformemente em RY para a funcdo nula, para cada o € Zf .

O espago vetorial C*(£2) também possui uma topologia localmente convexa, metri-
zavel e completa. Seja (K;)jeny uma sequéncia de conjuntos compactos que forma uma
exaustdo do aberto Q C RY isto é, para cada j € N temos K; C K1 e Q = UjenK;
(a Proposicao (4) da pagina 278 da referéncia [5] garante que tal exaustao existe). Para

cada 7 € N, defina a seminorma

oj(¢) = sup [(0°¢)(x)|.
zeK;,|a|<j
Como anteriormente, tais seminormas induzem uma topologia localmente convexa e me-
trizédvel, com relacao a qual cada seminorma o; ¢ continua. Uma base local de vizinhan-
cas da origem ¢é dada pela familia de conjuntos da forma V; = {¢ € C>(2); 0;(¢) < 1/5}

e C*°(2) munido de tal topologia é completo, conforme o Exemplo (1.46) da referéncia
[15].

Existe uma maneira de caracterizar a convergéncia das sequéncias em C*(2). Se
uma sequéncia (¢, ),eny converge para a fungao nula em C*°(£2), a continuidade de cada
seminorma o; fornece que (0;(¢n))nen converge para zero em C, para cada j € N.
Reciprocamente, suponha que (0;(¢n))nen converge para zero em C, para todo j € N.
Ent&o, para cada vizinhanga da origem Vj,, existe ny € N tal que o;,(¢,) < 1/jo, para
todo n > ny; isto é, ¢, € Vj,, para todo n > ng e, assim, (¢,)nen converge para a funcao
nula em C*(€2). Por fim, o fato de (0,(¢y))nen convergir para zero em C, para todo
J € N, é equivalente a dizer que cada sequéncia (0%¢y,)nen converge uniformemente em

K para a funcao nula, quaisquer que sejam a € Zf e K C Q um compacto.

Os argumentos acima demonstram a seguinte proposicao.
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2.2 Proposigao. Uma sequéncia (¢n)nen converge para a fungao nula em C*(Q) se, e
somente se, para cada o € Zﬂf, a sequéncia (0%¢n)nen converge uniformemente para a

funcao nula em subconjuntos compactos de ).

Descreveremos agora uma topologia em C2°(€2). Considere (Kj), ey uma exaustao de
Q) C RY por subconjuntos compactos e seja C>°(K;) o subespago de C°(Q2) formado
pelas fungoes que possuem suporte contido em K;. Uma sequéncia de seminormas em
C(Q2) é dada por

[¢lln = sup [(0°¢)(x)|, n € Z..

z€Q;

o <n
Restringindo a sequéncia de seminormas (|| - |[n)nez, & cada espaco CX°(K;) e con-
siderando em C°(Kj;) a topologia induzida por tal sequéncia de seminormas, obtemos,
segundo os resultados (1.46) e (6.2) da referéncia [15], uma sequéncia crescente de es-
pacos de Fréchet C°(K;) C --- C CX(K;) C CX(Kj41) C --- onde a topologia de
C>(K;) coincide com a topologia induzida de C2°(K41), uma vez que uma base local de
vizinhancas da origem em C°(K;) é dada pela colegdo V,, = {¢ € C°(K;); ||o]l, < 1/n},
n € N.

Como CX(Q2) = U CX(K;), existe uma tnica topologia localmente convexa em
C°(2), chamada de té;l\l)logia limite indutivo (veja Apéndice B.2 da referéncia [9]), com
relacao a qual uma base local convexa e equilibrada da origem é dada pela familia B de
conjuntos convexos e equilibrados W C C(Q2), tais que W NCX(K;) é um subconjunto
aberto de C°(Kj), para todo j € N (veja a definicdo de subconjunto equilibrado na
referéncia [15]). A demonstracao de tal afirmagao pode ser encontrada em (6.3) e (6.4) da
referéncia [15], uma vez que a familia B coincide com a familia formada pelos conjuntos
convexos e equilibrados W’ C C(Q) tais que W' NCX(K) é aberto em C°(K), para
todo compacto K C Q. Segue da demonstracao do Teorema (6.5)(a) de [15] que cada
inclusdo ix : CX(K) — C°(2) é continua. Mais ainda, tal topologia é a topologia
localmente convexa mais fina em C°(2) que torna cada inclusdo ix continua.

A convergéncia das sequéncias em C°(€2) se caracteriza conforme o teorema abaixo,

o qual encontra-se demonstrado no Teorema (6.5) da referéncia [15].

2.3 Teorema. Uma sequéncia (¢,)nen converge para a fungdo nula em CX(2) se, e
somente se, existe um compacto K € € que contém o suporte de cada ¢, e cada sequéncia

(0“Pn)nen converge uniformemente em  para a fun¢ao nula, onde o € Z .
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2.4 Observagao. A topologia limite indutivo em C°(2) nao é metrizdvel, mas isso
nao é relevante no que diz respeito a continuidade de um funcional linear definido em
C*(€2). Tal afirmacdo é uma consequéncia do Teorema (6.6) da referéncia [15], que
afirma o seguinte: se Y for um espaco localmente convexo e se T': C°(€2) — Y for uma
transformacao linear, entdo T serd continua se, e somente se, (T'(¢,))nen convergir para

zero em Y, para cada sequencia (¢, )nen que converge para a fungao nula em C°(£2).

A partir de uma funcdo ¢ € C>*(2) e um compacto K C {2, podemos obter uma
fungao em C2°(Q2) que coincida com ¢ em uma vizinhanca do compacto K. Tal resultado
é uma consequéncia do seguinte lema, conhecido como lema da funcdo de corte, cuja

demonstragao pode ser consultada na pagina 25 da referéncia [11].

2.5 Lema. Seja K C Q C RY um compacto. Entdo existe ¢ € C°(Q), tal que 0 < ¢ < 1

e ¢ =1 em uma vizinhanca de K.

O préximo teorema fornece uma maneira de escrever uma fungao ¢ € C°(2) como
uma soma de fungoes com suportes menores. Sua demonstracao pode ser consultada na

pégina 27 da referéncia [11].

2.6 Teorema. (i) Sejam {Q;};c; wma familia de subconjuntos abertos de RN, Q =
U Qe eCx(Q). Para cada j € J, existe ¢p; € CX(Q;) com ¢; # 0 apenas para

jeJ
um numero finito de indices j € J, satisfazendo

0= &

jeJ
Se ¢ for nao negativa, podemos tomar cada ¢; também nao negativa.

(i) Sejam {;};c; uma familia de subconjuntos abertos de RN e K um subconjunto

compacto de UQJ" Para cada j € J, existe 0 < ¢; € C°(§);), com apenas um
jeJ
numero finito nao identicamente nula, satisfazendo

jeJ
com igualdade em uma vizinhancga de K.

O préximo teorema é um resultado atribuido a Borel.
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2.7 Teorema. Sejam (vj)jez, C Pox(R), 2o € R e A C R um aberto contendo x.
Entao existe r > 0 e uma fungdo v(x,t) em C°(A x R) que é 2m—periddica na varidvel
t, satisfaz S(v) C [xo — 1,20+ 7] x RC AXxR e

(070) (w0, t) = v;(t);

para todo t € R e todo j € Z.

Prova: Utilizando a translacao x — x — xg se necessario, podemos supor que xg = 0.
Sejam r € (0,1) tal que [—r,7r] C Ae g € CX((—r,r)) constante igual a 1 em uma
vizinhanca de [0, 5].
Para cada j € Z; e (z,t) € A x R, defina

L), (¢
iy IO

9

onde, a priori, €; € (0,1).

Cada funcao g; pertence a C>* (A xR), pois existem e sdo continuas todas as derivadas
parciais. Mais ainda, S(g;) C (—rej,7€¢;) xR e gj(x,t) = g;(z,t+2mn), para todo n € Z,
ja que v; € Par(R).

O préximo passo é estimar |(0%g;)(x,t)|, para j > 1 e a = (ay, o) € Z3 com

la| < j — 1. Para (z,t) € (—rej,rej) X R, temos

[(0%g;) (=, )| = %\3”%@)5% (9(x/€j)a?)] =

If')“”v] D (%>5l 0% (g(x/e;)] =

<oy
Oy ' —Q QL —
e HZ( ) )] <

1070 lloccrst Y #7717 |07 gl <

<oy
10 v;]|scale] ™ » (|0 g0 <
<oy

Jj—«
Ca,jej 17

em que C,; é uma constante que independe de (z,t) € (—7r€j,7€;) X R e ;.



I Funcoes-teste 25

Como S(gj) C (—rej,7€;) x R, temos

|(9%9;) (2, 1)| < Cayej ™,

para j > 1, a = (a,, aq) € Z% com |a| < j — 1 e qualquer (z,t) € A x R.

Escolhendo cada ¢; € (0,1) suficientemente pequeno, obtemos
(0%g;) (@, )] < 27,
para j > 1, a = (g, o) € Z% com |a < j — 1 e qualquer (z,t) € A X R.

oo
Segue da estimativa acima que, para cada o € Z2 , a série 5 (0%g;) é uniformemente
Jj=0

convergente em A X R. Definindo
v(x,t) = Zgj(x,t),
5=0

para (z,t) € AXR, e utilizando um resultado bésico de andlise (veja o Teorema (1.1.5) da
referéncia [11]) segue que v é uma fungao de C*(A x R); mais ainda, S(v) C (—r,r) xR

e
00

(@gﬂ)) (0,t) = Z(a;gk)(a t),

k=0
paratodot € Re j € Z,.

Utilizando a regra de Leibniz verifica-se que

0, se <k
(95.9%)(0,1) = 0h(t)-9(0) = vy(t), se j=k
(D ur(t)er (7 *g)(0) =0, se j>k.

Assim, a fungao v(z,t) € C*(A x R) é 2nr— periddica na varidvel ¢, estd suportada

em (—r,7) x R e satisfaz (87v)(0,t) = v;(t), para todo t € R e j € Z,.
|

A ordem de anulamento é um fator importante quando desejamos dividir uma fungao
f € C>(I) por uma fungao g € C*(I). As préximas duas proposi¢oes consideram o caso
em que g possui apenas zeros de ordem finita e fornecem condicoes suficientes para que

possamos dividir f por g.
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2.8 Proposigao. (i) Se g € C>*(I) for uma fungdo que se anula apenas em xo € I,
o qual é um zero de ordem finita n > 1 e f € C®(I) for uma func¢ao que se
anula em xy de ordem maior que n, entdo existira h € C*(I) satisfazendo gh = f,
f7H0) = h=(0) e a ordem de anulamento de h em cada zero x € h™'(0) serd

wgual a ordem de anulamento de f menos a ordem de anulamento de g em x.

(ii) Se g € Pr(R) possuir apenas zeros de ordem finita, f € Pr(R) for uma fun¢ao
tal que g=1(0) C f71(0) e se a ordem de anulamento de f em cada x € g~*(0) for
maior que a ordem de anulamento da func¢do g, entdo existird h € Pr(R) tal que
gh = f, f71(0) = h=1(0) e a ordem de anulamento de h em cada zero x € h™*(0)

serd igual a ordem de anulamento de f menos a ordem de anulamento de g em x.

Prova: (i) Utilizando a férmula de Taylor com resto integral podemos escrever g(x) =
(x — z0)"hn(z) e f(x) = (v — 29)™hm(x), para todo x € I, onde hy, h,, € C*(I), hy,
nao se anula em I, m > n e m é menor ou igual a ordem de anulamento de f em
zo. Assim, h(z) = (x — 20)™ "hy(z)/hn(z) € C®(I) e satisfaz gh = f. Observe que
(x — x0)™ "hp, () = (2 — 20)"™2 Ay (x) € C*°(I), quaisquer que sejam my,mg > n e
menores ou iguais a ordem de anulamento de f em xy. Diretamente da expressao que
define h segue que h=1(0) = f71(0) e que a ordem de anulamento de h em z; é igual
a ordem de anulamento de f menos a ordem de anulamento de g em xy. Por fim, se
y € h™1(0) \ {xo}, entao existe uma vizinhanca de y restrita a qual g nao se anula e da
identidade h = f/g segue que a ordem de anulamento de h em y é igual a ordem de

anulamento de f em y.

(ii) Fixe zog € R\ g71(0) e denote o conjunto g~ (0)N[xg, 2o+ T| por {z; < -+ < z,.}.
Defina z,41 = 2o+ 71 e para j = 1,...,r defina I; = (z;_1,2,41). Segue do item (7)
que existe h; € C*(I;) tal que gh; = f em I;, h;'(0) = f~'(0) N I; e a ordem de
anulamento de h; em cada x € h;'(0) ¢ igual & ordem de anulamento de f menos
a ordem de anulamento de g em x. Definindo h(zx) = hj(x), se x € I; e h(zy) =
hzg +T) = f(x0)/g(w0), segue que b € C®((xg, 0 + T)), gh = f em [zg, 20 + T7,
h=1(0) = £71(0) N [2g, 20 + T] e a ordem de anulamento de 7 em cada = € h='(0) é
igual & ordem de anulamento de f menos a ordem de anulamento de g em x. Por fim,
a extensdao T'— periédica da funcdo h, isto é, a funcao definida por h(x + kT) = B(x),

para todo x € [zg, xo + T e todo k € Z, satisfaz as condigoes requeridas.
|

Utilizando a férmula de Taylor com resto integral também verifica-se a seguinte

proposicao.
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2.9 Proposigao. Seja f € Pr(R?) e seja g € Pr(R) uma fungdo que possua apenas
zeros de ordem finita. Se f for flat em g~'(0) x R, entdo existird h € Pr(R?), flat em
g7 1(0) xR e tal que g(x)h(x,t) = f(x,t), para todo (x,t) € R

Cada funcio ¢ € CX(RY) define uma fungao em Pr(RY), dada por f(x) =

Z ¢(x —Tm), a qual se escreve como uma soma finita em cada bola fechada centrada

mezZN
na origem. Mais ainda, se K C R for um compacto, entao, para cada r > 0, existirao

multi-indices m7, ..., m" € Z tais que Z o(x—Tm) = p(x—Tm7)+---+p(x—Tm))
mezZN

em B[0,7], para toda ¢ € C(RY) com S(¢) C K. Veja os argumentos nas paginas 3
e 4 da referéncia [18]. Em particular, a fungao Z ¢(x — Tm) € Pr(RY) satisfaz

meZN

(0%( Z ¢(x —Tm)) = Z (0%¢)(xz — Tm), para todo « € Z7.

mezZN mezZN

Considere Up(RY) = {¢ € C(RY);1 = Z ¢(x — Tm)} C C®(RY). O préximo
mezZN
exemplo ilustra que Uy (R) é um subespago nao vazio. Utilizando uma funcao £ € Ur(R),

obtemos uma fungao ¢ € Urp(RY), dada por ¢(z1,...,xx) = E(z1) - E(xN).

2.10 Exemplo. Dado zy € R, existe & € Ur(R) tal que S(§) C (xvo — T, 20+ T) e

¢(x) = 1 em uma vizinhanca de x.

Prova: Utilizando composicao com translacoes basta demonstrarmos o caso em que
xo = 0.

Fixe s e r tais que T/2 < s < r < T. Tome também uma funcdo ¢ € C*(R) tal
que S(¢) C (—=r,r), ¢ > 0 e ¢ = 1 em uma vizinhanga de [—s, s]. Assim, para cada

x € R, a soma Z ¢(x — T'm) é finita em uma vizinhanca de x, positiva, T— periddica
e ¢(x) = Z ¢(7;€f T'm) em uma vizinhanga da origem.

Entéotn(eizeﬁnindo &(x) = o(x)/ Z ¢(x —Tm) segue que & € Ur(R), S(§) C (-1,T)
e {(r) =1 em uma vizinhanga da Tgfizgem.

Il Distribuicoes

De uma maneira geral, uma distribuicao em Q C R ¢ um funcional linear continuo,
definido em um espaco de fungoes-teste. Sendo assim, os duais C®(2), Pr(RY) =
Pr(RYN) e D'(Q) = C°(Q) sdo espagos de distribuigoes.
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Podemos caracterizar as distribuicoes em PH(RY) com o seguinte teorema, que

encontra-se na pagina (9) da referéncia [18].
2.11 Teorema. Seja u : Pr(RY) — C um funcional linear. Sio equivalentes:
(i) u é continuo, isto é, u € Ph(RYN).

(ii) Existem uma constante C' >0 e m € Zy tais que

o) <Y sup |(0°0)(x))

N
la|<m zeR

para toda 6 € Pr(RY).
O menor inteiro nao negativo m € Z, que satisfaz a condicao (ii) do teorema acima

é dito a ordem da distribuicio u € Pr(RY).

Com o teorema anterior fica bastante ficil demonstrar que ¢ : Pr(RY) — C, definida
por (§,6) = 6(0), é uma distribuigao de P/,(R"), chamada de distribuigao delta de Dirac.
As distribuigoes de C*(2)’ se caracterizam pelo Teorema (/17.2.2) da referéncia [12],
o qual esta enunciado a seguir.
2.12 Teorema. Seja u : C*(2) — C um funcional linear. Sao equivalentes:

(i) u € continuo, isto é, u € C=(Q)’.

11) Ezistem um compacto K € Q, uma constante C >0 e m € Z. tais que
( ) p ) + q

[(u, )] < C ) sup|(9°¢)(w)],

la|<m zeK

para toda ¢ € C*(Q).
O proximo teorema, (I71.2.3) da referéncia [12], caracteriza as distribuigoes de D’(€2).
2.13 Teorema. Seja u : C°(Q2) — C um funcional linear. Sdo equivalentes:
(1) u € continuo, isto €, u € D'(§2).

(i) Para cada compacto K € ), existem uma constante C' >0 e m € Z, tais que

[(u,0)| < C ) sup|(0°¢) ()],

la|<m e

para toda ¢ € C°(K). Por defini¢io C°(K) € o espago das fungoes ¢ € CX(Q)

que possuem suporte contido em K.
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Dizemos que uma distribuigdo u € C°(2) possui ordem finita se existir m € Z,
que satisfaga o item (i7) do teorema anterior para todo compacto K € €. Neste caso, o
menor entre tais inteiros é dito a ordem da distribuicao u € C*(Q).

Embora o espago C°(2) ndo seja metrizdvel, da Observagdo (2.4) segue que
u € D'(Q) se, e somente se, ((u, ,))nen converge para zero em C, para toda sequéncia

(¢n)nen que converge para a funcao nula em C(€2).

Também podemos definir a distribui¢ao delta de Dirac em C°(2), onde Q C RY é

um aberto contendo a origem. De fato, segue do teorema anterior que § : C°(£2) — C,

dada por (d,¢) = ¢(0), é uma distribuicao de D’'(€2).

Como D'(Q) e P,(RY) sdo espagos duais, podemos tornd-los espagos vetoriais topoldgi-
cos locamente convexos, considerando a topologia fraca® ou a topologia forte. A prox-

ima proposicao trata de uma propriedade das sequéncias em D’(€2).

2.14 Proposigao. Uma sequéncia (uy,)neny C D'(2) converge na topologia fraca* se, e

somente se, (Un)neny converge na topologia forte.

Prova: Como a topologia forte é mais fina que a topologia fraca*, basta provar que
toda sequéncia que converge na topologia fraca* também converge na topologia forte.
Suponha que (u,),en Seja uma seqéncia que converge para a origem em D’ (€2),,. Devemos
mostrar que cada vizinhanga bésica da origem em D'(£2), contém wu,, a partir de algum

no. Uma vizinhanga bésica da origem em D'(2), é da forma
{u e D'(Q);sup [(u, ¢) <1},
¢eB

onde B C CX(Q2) é um subconjunto limitado. Do Teorema (6.5) (item c) da refe-
réncia [15] segue que existe um compacto K C €2, com interior ndo vazio e tal que
B C CX(K), o qual é um espago de Fréchet cuja topologia coincide com a topologia
de subespago induzida de C(Q2) (veja Teorema (6.5) (item b) de [15]). Mais ainda,
dos exemplos (6.2) e (1.46) de [15] segue que todo subconjunto fechado e limitado em
C>(K) é compacto. Como B C C®(K) é um subconjunto limitado, entdo B C C(K)
¢ um compacto. Do Teorema (V.8) da referéncia [14] segue que a sequéncia formada
pela restri¢io das distribuicdes u,, ao subespaco C°(K) converge uniformemente em B;

ou seja, para qualquer € > 0 existe ng € N tal que

sup |(un, )| <€,
¢EB
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para todo n > ng. Em particular, existe ny € N tal que
un € {u € D'(Q);sup [(u, )| < 1},
¢eB

para todo n > ny.
|

Existe um subespago de D'(RY) que é isomorfo a PL(RY), na categoria de espagos
vetoriais topoldgicos, considerando em ambos os espacos a topologia fraca™ ou con-
siderando a topologia forte em ambos. Para estabelecer tal isomorfismo utilizaremos
composicao de distribui¢oes com difeomorfismos.

Sejam Q e € subconjuntos abertos do RY e g : O — Q' um difeomorfismo entre
eles. Dada uma distribuigao u € D'(§'), definimos a composta u o g € D'(2) por
(uog,¢) = (u,|det ¢'| ' o g71). No caso em que g é uma translagao g(z) = = — x,
denotamos a composigao u o g por u(x — xy).

Analogamente podemos definir a translagiao v(z — o) de distribuigoes em P/ (RY).

Serd demonstrado que o subespaco das distribui¢oes periédicas D (RY) ¢ D'(RY)
é isomorfo a P,(RY), onde DL(RY) é formado pelas distribuigoes u € D'(RY) que

satisfazem v = u(x — T'm), para todo m € Z".

Defina a aplicacdo H : C°(RY) — Pr(RY) por H(¢)(x) = Z ¢(x — Tm), para
mezZN
toda ¢ € C>°(RY). Dos comentérios feitos no final da segao anterior segue que H esta

bem definida. Mais ainda, H é uma transformacao linear continua, conforme Proposi¢ao
(1) da pédgina 4 de [18] e Observacao (2.4).

Fixando & € Up(RY) (ver pagina 31), podemos definir H : Pp(RY) — C2(RY) por
H(6) = 6¢, para toda 6 € Pp(RY). Segue da Proposicio (2) da pagina 8 de [18] que H
¢ uma transformacao linear continua.

Como estamos considerando a topologia fraca® ou a topologia forte em ambos
os duais PR(RY) e D'(RY), segue que os transpostos 'H : PL(RN) — D'(RY) e
'H : D'(RN) — PHL(RN) sio transformacoes lineares continuas, conforme o corolario
da Proposicao (19.5) de [17]. A préxima proposi¢ao assegura que a restri¢ao do opera-
dor transposto ‘H ao subespaco D/-(RY) independe da funcéo & € Up(RY).

2.15 Proposigao. Sejam &,m € Ur(RY) e seja u € Dyp(RN). Entdo (u,£0) = (u,nd),
para toda 6 € Pr(RY).
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Prova: Se o € Ur(RY), observemos inicialmente que a sequéncia Z (ou)(x — Tm)
Iml<k
converge para u em D'(RY). De fato, como u € D(RY), temos

<u - Z (O’U)(:C - Tm>7¢> = <u7 ¢($> - Z gﬁ(l’)O’(iC - Tm)>7

Im|<k |m|<k

para cada ¢ € C®°(RY). Agora, o € Up(RY) implica que Z o(z)o(x —Tm) = ¢(x),
Im|<k
r € RY, para k suficientemente grande, logo Z ¢(z)o(x — T'm) converge para ¢
Im|<k

em CZ(RY). Assim, (u — Z (ou)(x — Tm), @) converge para zero em C. Por fim, se
Im|<k
&,m € Up(RY), entao

(u,€0) = lim (> (qu)(z — Tm),£0) = lim Y ((nu)(z — Tm), &) =

k—o00
jml <k ] <k

lim Y (u,n(@)0(x)€(@ + Tm)) = lim Y (E(x + Tm)u, nf) =
|m|<k |m|<k

lim > ((€w) (@ + Tm),nf) = (u.n6),
Im|<k

para toda 6 € Pr(RY). -

E imediato verificar que ' H(P}(RN)) € D4 (RN) e que 'H o 'H é o operador identi-
dade de PL(RY).

Na verdade 'H é um isomorfismo entre os espacos vetoriais topoldgicos Pr(RY)
e DL (RY) (considerando em ambos a topologia fraca* ou considerando em ambos a
topologia forte), com isomorfismo inverso dado por 'H. Tal afirmacdo serd provada

com o préximo teorema.

O produto de uma funcao f € C*(Q2) por uma distribuicao u € D'(Q2) é a distribuicao
fu € D'(R2), dada por (fu, ) = (u, f¢p), para toda ¢ € C°(Q2). Analogamente, define-se

o produto de uma fungao f € Pr(RY) por uma distribuigao v € Pr(RY).
2.16 Teorema. O operador 'H o'H € o operador identidade de D}y(RV).

Prova: Para cada u € Din(RY) e ¢ € C°(RY), temos

(‘Ho'H)(u), ¢) = <tf~f(U), > ¢(93—Tm)> = <u,€(ﬂf) > ¢(x—Tm)>-

mezZN meZN
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Utilizando que o suporte de £ é compacto e que a fungao Z ¢(x—Tm) se escreve como
mezZN

uma soma finita em cada bola fechada, verifica-se que a sequéncia &(x) Z ¢(x —Tm)

Im|<j
converge para a fungao &(x) Z é(x — Tm) em C*(RYN) e, portanto,
mezZN
<u,§<w> > ola— Tm>> = lim <u,5<x> > dla— Tm>> :
meZN |m|<j

Como u € DL (RY), temos

<u,§(aj) Z ¢(:L’—Tm)> = <u, o(x) Z f(m+Tm)>.

Im|<j Im[<j

Como ¢ € Up(RY), temos ¢(z) Z E(x +Tm) = ¢(z) em RN para j suficientemente

Im|<j
grande, logo ¢(x) Z £(x + T'm) converge para ¢ em C°(RY). Entao

Im[<j

J—00

lim <u dx) Y Ela+ Tm>> = (u, )

Im|<j

e, consequentemente, ((‘*H o 'H)(u), ) = (u, @). n

A préxima definigao trata da nogao de suporte no contexto de distribuigoes. Se
Q) e Q) sao subconjuntos abertos do RY com Q' C €, entdo podemos restringir uma
distribuigao u € D'(Q) a uma distribuigdo v € D'(€Y'), definindo (v, ¢) = (u, ¢), para
toda ¢ € C2°(CY).

Dizer que duas distribuigbes u e v € D'(2) coincidem significa que (u, ¢) = (v, @),
para toda ¢ € C°(Q2), afinal, u e v sdo funcionais lineares.

Existe também um conceito de localiza¢ao que determina uma distribui¢ao em D’();
a saber, u e v € D'({2) coincidem se, e somente se, suas restrigoes a qualquer subconjunto

aberto de €2 coincidem. Tal resultado é uma consequéncia imediata do seguinte lema.

2.17 Lema. Se u € D'(Q) e cada ponto de Q possui uma vizinhanga aberta restrita a

qual u € a distribui¢ao nula, entdo uw =0 em D'(2).

A demonstracao do lema acima pode ser consultada nas referéncias [11] ou [12].
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2.18 Definigao. O suporte de uma distribui¢ao u € D'(Q), S(u), € a interse¢ao de
todos os fechados de Q) fora dos quais u € nula. Equivalentemente, S(u) é o conjunto

dos pontos de ) que nao possuem uma vizinhanca restrita a qual u € nula.

Denotaremos por £'(§2) o subespago de D'(2) das distribuigdes que possuem suporte
compacto. O teorema abaixo garante que cada distribuigdo u € £'(Q2) se estende a um
tnico funcional linear @ definido em C*>(£2). Sua demonstracao pode ser consultada na

pégina 37 da referéncia [12].

2.19 Teorema. Para cada u € E'(QY), existe um tunico funcional linear @ : C*°(2) — C

que satisfaz
(i) (@, ¢) = (u, ¢), para toda ¢ € C(£2).
(it) (@,¢) =0, se p € C>®(Q) e S(p) N S(u) =0.

2.20 Observacao. Nao adotaremos a notacao u, cometeremos um abuso de notagao e
continuaremos a denotar por u a extensao de u € £'(2). Assim, (u, ¢) fica definido para
cada u € £'(2) e ¢ € C>*(Q).

Podemos também derivar distribuigoes em D'(Q) e P-(RY) no seguinte sentido. Para
cada a € Zf, definimos 9%u por (0%u, ¢) = (—1)!*Nu, 9l*lp).

A proposicao abaixo destaca algumas propriedades dos isomorfismos 'H e 'H.
2.21 Proposigao. Os isomorfismos 'H e YH possuem as sequintes propriedades:

(i) "H(fv) = f*H(v) e 'H(fu) = f'H(u), para quaisquer f € Pr(RY), v € P,(RN)
e u € Dp(RY).

(i) 'H(0v) = 0*(*H(v)) e 'H(0%u) = 0°(*H (u)), quaisquer que sejam v € PR(RN),
ueDpRY) eaeZl.

(iii) "H(v(x — x0)) = "HW)(x — x0) e "H(u(x — x0)) = "H(u)(z — x0), para quaisquer
1o € RN v € PL(RY) e u € DL(RY).

(w) '"H1=1e'H1 = 1.
O proximo teorema é uma espécie de lema da colagem para distribuicoes.

2.22 Teorema. Seja {Q;};c; uma familia de abertos do RY, Q = UQj e {u;}jes
jed

uma familia de distribuigoes satisfazendo u; € D'(€);) e u; = w;, em ;N Y, para cada

J,l € J. Entdo existe uma unica distribuicao v € D'(Q2) cuja restrigao a §; € uj, para

cada j € J.
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Prova: A unicidade segue diretamente do Lema (2.17).

De acordo com o Teorema (2.6), podemos escrever cada fungao ¢ € C°(€2) como
uma soma ¢ = Z ¢;, onde ¢; € C(€2;) e ¢; nao é identicamente nula apenas para um
jeJ
nimero finito de indices. Assim, definimos

u() =Y (uj, 6;).

jed

Para mostrar que u estd bem definida basta tomar Zqﬁj = 0, com ¢; € C°(%y)
jeJ

e ¢; nao identicamente nula apenas para um numero finito de indices, e verificar que
> {uj,05) =0
jeJ

Denote por K a reuniao dos suportes das funcoes ¢;. Como K é um compacto, pois
¢ uma reunido finita de compactos, utilizamos novamente o Teorema (2.6) para obter
fungoes 1, € CX(;) satisfazendo ij = 1 em K, com 9, nao identicamente nula

jet

apenas para um numero finito de indices.

Para cada j,[ € J, temos ¢;1; € C°(€2; N Y) e assim

D g b =Y (ui Y i) = 0> (ugndy) = > >, thigy) =

jed jel  1es jed 1€ jed e
> (Y ¢5) =0.
1eJ jed

Direto da defini¢ao segue que u ¢ um funcional linear definido em C2°(€2); sendo
assim, resta apenas provarmos a continuidade de u.

Seja K’ C € um compacto. Tome ¢; € C(€2;), j € J, satisfazendo Z% =1em
jeJ
K’, com ; nao identicamente nula apenas para um numero finito de indices ji, ..., jn.
Para cada ¢ € C°(€2) com S(¢) C K’', temos

(@) = 1w, > ¢ <D W ¢tbi)| <D G D sup [0%(dwy,)| <

jeJ i= : lal<m;

cC > suplo*(e),

|a|<m=max{m;}
onde cada m; é um natural, cada C; é um real positivo e C' é uma constante que nao

depende de ¢, o que mostra que u € D'({2) é uma distribuicao. -
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2.23 Observagao. Nas condigoes do teorema anterior, se cada u; for de ordem finita e
existir M, um limitante superior para as ordens das distribuicoes u;, entao a distribuicao
u serd de ordem finita menor ou igual a M. Mais ainda, se cada u; for de ordem finita
e existir M, o maximo das ordens das distribuicoes u;, entao a distribuicao u sera de
ordem finita igual a M. Tal afirmacao pode ser verificada analisando-se a parte final da

demonstracao anterior.

Considere a distribuigao cd%6(z — z¢) € D'(Q2), onde ¢ € C\{0}, o € ZY e z € Q.
Diretamente da Definigao (2.18) verifica-se que S(c0“0(x—1zg)) C {xo} e utilizando uma
fungao do tipo ¢(z) = ¢ (x)(z — x)*, onde ¥ é uma fungao de corte, isto é, 1 € C(Q)
e ¥ = 1 em uma vizinhanga de {z¢}, obtemos S(c0“0(x — x¢)) = {xo}. Mais geralmete,
se u = Z ca0%6(x — x0), onde m € Z e ¢, € C, entao S(u) C {xo}. O interessante é

lae|<m
que a reciproca desse resultado é verdadeira, conforme veremos no préximo teorema.

Vale deixar registrado que utilizando fungoes como ¢, temos 0 = Z ca0%6(x — x9)
|a|<m

se, e somente se, ¢, = 0 para todo . Consequentemente, S(u) = {xo} se, e somente se,

co # 0, para algum a.

2.24 Teorema. Se xp € Q C RN e u € D'(Q) satisfaz S(u) = {xo}, entdo

u = Z ca0%0(x — x9),

laj<m

com ¢, € C, para todo || < m. Mais ainda, o natural m pode ser tomado igual a ordem

da distribuicao u.

Prova: Suponha inicialmente que zo = 0 € Q. Tome ¢ > 0 de forma que Bs. =
B(0,3¢) C B0, 3¢] C Q e escolha ¢ € C°(RY) satisfazendo S(¢) C By = B(0,1), ¢ >0

efBl(b:l.
_ _—-N r—yY
o) = [ o ()

Defina
para cada x € RY. Entao ¢, € C*(Bs) e ¢. = 1 em B..

Do Teorema (2.19) segue que (u,v) = (u, ¢.1)), para cada i € C>*(Q), pois u € £'(12)
e S(W(1 =) N ({0} = S(u)) = 0.

Escolha r > 0 tal que B[0,r] C Q. Segue da continuidade de u que existem C' > 0 e

m € N tal que
(u,)] < C ) sup|d* (o), (1)

la|<m e
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para todo 0 < e < r/3 e € C®(Q), uma vez que S(¢.) C B[0,r], se 0 < € < r/3. Como
u € &'(2), u é uma distribui¢ao de ordem finita e podemos tomar m igual a ordem de

u.

Para ¢ € C2°(Q2), o desenvolvimento de Taylor de ¢» em torno da origem fornece

U(z) = Z 9*Y(0)z*/al+ | Ryya(z) = (m+1)/0 (1-t)m Z 0%Y(tx)z® /aldt | ,

o] <m |a|=m+1

para todo = € B[0,r]. Utilizando a férmula de Leibniz e derivagao sobre o sinal de

integracao, verifica-se que
07 Ry ()| < M|+, (-2)

para todo « € B[0,r] e || < m + 1, onde M é uma constante que depende de 9, m e
S, mas nao depende de x € B[0, r]. Assim,

(u,0) = Y 0"(0)(u, %) fal + (, Ryyr) = (Y €a0%0,0) + (1, Ryin).

laj<m la|<m

Note que o Teorema (2.19) garante que (u,z*) e (u, R,,+1) estdo bem definidos. Para
finalizar a demonstragao deste caso basta provarmos que (u, R,,+1) = 0. Segue da de-

sigualdade (.1) que

[t Rs)] < €S2 sup [0°(6 B ) (@) = C 3 sup [0°(6 R ()],

e € B3,

|| <m |a|<m

para todo 0 < e < r/3. Utilizando a definicio de ¢, verifica-se que sup |0%¢.(z)| <
r€ B3,

e"ﬁ‘Lg, onde Lg é uma constante que depende de 3 € Zf e nao depende de €.

Pela férmula de Leibniz e pela desigualdade (.2), temos

[, Ruy1)] < C > al Y sup [07¢c(x)]. sup |0°° Ry ya ()] <

|a|§m BSO( r€ B3, r€ B3,

C Z a!Ze_w'LBM(?)e)m“_'O‘_m - Z Q!ZLﬁM3m+l—\a—ﬁ|em+l—\o¢| <

|a|<m B<a || <m B<a

C Z a! ZLBMB’"H_‘O‘_E' e = Ce,

la|]<m  B<a
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para todo e € (0, min{1,7/3}); onde C' é uma constante que nio depende de e. Assim,
obtemos |(u, Ry41)| = 0.

No caso geral em que zy € (), compondo a distribuicao u com uma translagao
obtemos u(x + xy) € D'(Q — xy) com S(u(z — x9)) = {0}. Segue do caso anterior

que u(x + xg) = Z 0% em D'(Q) — xy) e compondo ambos os lados da igualdade
la<m
com a translacdo inversa, obtemos u = Z Ca0%0(z — x9) em D'(Q2), o que finaliza a
la|<m

demonstracao do teorema.
|

O teorema anterior fornece que alguns operadores nao modificam a forma de uma
distribuicao que é escrita como combinagao linear de derivadas da delta. Por exemplo,
sejam zg € I C R, k€ Ze f € C®(). Se u € D'(I) for uma combinagao linear de
derivadas de d(z — x¢), entdo w = (fu)’ + iku € D'(I) também serd uma combinacao
linear de derivadas de d(x — ), uma vez que S(w) C S(u) C {xo}. Uma pergunta
que pode ser feita é saber se para cada w € D'(I) que for uma combinagao linear de

derivadas de 0(z — x¢), existird u € D'(I) tal que Py(u) = (fu) + iku = w.

2.25 Proposigao. Sejam g € I CR, k € Z\ {0}, f € C*(I,R) tal que xo € f~1(0) e
Pr = d/dx(f-) + (ik-). Se

<

entao existe

<

tal que Pi(u) = (fu) + iku = w.

Prova: Fazendo j = 0, temos fd(x — x9) = 0 e para j > 1, temos f&?d(x — z¢) =
o (D (=10 ) (20)2 "0 (x—0) = 331, (1) (=1)"(0'F)(w0) ' (x — ). Assim, para
j > 1, temos (f078(x — x0)) = >1_, () (=11 (0" f)(20) ¥ ~16(x — o). Portanto, para

u=>Y b6z —z) € D'(I),

J=0

temos

o= b, (f095(x — ) + ik S b,095(z — o) =

J=0 Jj=0
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Z by (?) (1) ) (wo) ¥ 6(x — wo) + ik Y ;Y 6(x — o) =

J=0

> (Z bClyjpr (B f)(x0)> oz — wo) + ik Y b0"8(x — xp),

i=1 \i=j §=0
onde Cj; = ({)(—1)l € R, paral <j<rel<I[<r Portanto, Pyu = w se, e somente
se, tkbg = ¢y e
ikb; + > biClu— a1 (077 ) (@) = ;.
I=j

para j = 1,...,r, ou seja, ikby = g, [ik + Cr1f'(x0)]b, = ¢, €

[ik + Cj1f'(z0)]b; = ¢; — Z OG- 11 (077 f) (o),

I=j+1
para j = 1,...,7r — 1. Como as constantes C}; sao reais e a funcao f é uma funcao
real, utilizamos indugao para obter, de maneira unica, by, b.,b,_1,...,b; tais que u =

> i 0j07d(x — x) satisfaz Pru = w.
|

Também vale um resultado analogo a proposicao anterior para uma outra classe de

operadores. A demonstragao é bem semelhante a demonstracao anterior.

2.26 Proposicao. Sejam o € I CR, k € Z\ {0}, f € C*(I,R) tal que zo € f71(0) e
L, = f(x)d/dx + (ik-). Se

w = chajé(:c — o) € D'(I),

J=0

entao existe .
u= ijaj(S(x —x9) € D'(I)
=0

tal que Li(u) = fu' + iku = w.

Considere g € C*(I) uma fungao que se anula apenas em zg € I, o qual é um zero
de ordem finita. O préximo resultado caracteriza as solucoes de uma equacao da forma
gu =0, onde u € D'(I).
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2.27 Teorema. Seja g € C(I) uma fungdo que se anula apenas em xo € I C R, o

qual € um zero de ordem finita r > 1. Se uw € D'(I) satisfaz gu = 0, entdo

u = Z c;078(x — x),

0<j<r—1
onde c¢; € C, para todo 0 < j <r —1.

Prova: Como g se anula apenas em g, temos S(u) C {xy}. Segue do Teorema (2.24)

que

u = Z c;078(x — ),

0<j<n
onde n € Z; e ¢j € C, para j = 0,...,n. Supondo que n > r, obtemos da hipdtese

gu = 0 a igualdade

0= Z cj(z — 30) &0 (x — x0) + Z cj(z — 20) 0 (x — xp).

0<j<r—1 r<j<n

Como (z—x0)" & 8(x—x0) = 0,8e j <1 e (x—x9)"d6(x—10) = (—1)" ()1 "6(z—0),

se j > r, temos
0= Z ci(—=1)" <‘Zﬂ>r!8jr(5(x — Ip).

r<j<n
A independéncia linear entre a distribuicao d e suas derivadas implica que ¢; = 0, para

todor <75 <n. -

A definicao da multiplicagdo de uma fungao infinitamente diferencidavel por uma
distribuigdo permite elaborar o problema de dividir uma distribuicao u € D'(Q2) por
uma fungao f € C*(R), o qual consite em encontrar outra distribuigao v € D'(2) tal
que fv=wu. Se f~}(0) = 0, entao existe uma tunica solucao, dada por v = f~lu.

Um problema de divisao também pode possuir mais do que uma solucao, bem como
nao possuir solu¢ao alguma. Por exemplo, dividir a distribui¢ao nula por uma funcao
de C*(I) que se anula apenas em xy € I, o qual é um zero de ordem finita, é um
problema em que a solu¢do nao é tnica. O Teorema (2.27) fornece todas as solugoes de
tal problema de divisao.

Faremos algumas consideragoes a respeito do problema de divisao em uma variavel.
Inicialmente, mostraremos que se f possuir apenas zeros de ordem finita, entao sempre
serd possivel dividir uma distribuicao de D’(I) por f. Depois exibiremos algumas dis-
tribuigoes que nao podem ser divididas por func¢oes que possuem anulamentos de ordem

infinita.
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2.28 Teorema. Considere I C R um intervalo aberto e limitado.

(i) Seja f € C®(I) uma fungao que se anula apenas em xo € I, o qual é um zero
de ordem finita igual a n. Dada w € D'(I), existe v € D'(I) tal que fv = u.
Mais ainda, se u for de ordem finita menor ou igual a m, entao poderemos tomar

v € D(I) de ordem finita menor ou igual a m + n.

(i) Seja f € Por(R) uma fungdo que possua apenas zeros de ordem finita. Dada
u € D), (R), existe v € D) (R) tal que fv = u Mais ainda, se u for de ordem
finita menor ou igual a m e M for um limitante superior para a ordem dos zeros

de f, entdo poderemos tomar v € D} _(R) de ordem finita menor ou igual a M +m.

Prova: (i) Inicialmente demonstraremos o caso em que f(x) = x—xq. Tome x € C°(I),

com 0 < y < 1ex =1 em uma vizinhanga de zy. Para cada funcao ¢ € C(I),

1
temos ¢(zo + ) = ¢(x0) +/ @' (xo + tx)xdt, para todo x € I — xq. Defina ¢y(z) =
0

1
/ @' (xo + tx)dt, para todo x € I — z5. Como Yy(x — x9) € C*°(I), podemos definir
0

(v, 0) = (u, x(2)vs(x — z0)) + {u, (z — 20) (1 = x(2))$()),

para toda ¢ € C2°(I).

Observe que v é um funcional linear definido em C°(I). Mais ainda, para cada
¢ € CX(I), a funcao 0(z) = (x — x¢)o(z) pertence a C°(I) e satisfaz 0(xy) = 0; assim,
xg(x) = O(xg + ) = xd(x + x0) €, consequentemente, e(x) = ¢(x + x0), para todo

x € I — xy. Portanto,
((z = z0)v,¢) = (v, (z — x0)P(x)) = (v, 0) = (u, x(x)Pp(z — T0))+

(u, (x — 20) 7 (1 = x(2))0(x)) = (u,x0) + (u, (1 = x)¢) = (u, ).

Entao v é um funcional linear definido em C(/) que satisfaz (r — xzo)v = u. Resta

provarmos a continuidade de v.

Fixe K C I um compacto. Como u € D'(I), existem C' > 0 e m € Z, tais que

_ z€l

()] < € sup [Poa)],
=0

para toda ¢ € C°(1) com S(¢) C K U S(x).
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Utilizando a fémula de Leibniz, obtemos
[ (s Xt (= w0))| < C Y sup |04y ( — o),
0

— zel
j=0 ¢

onde C' > 0 é uma constante que independe de ¢ € C>°(I). Conseguimos obter tal

constante uma vez que x e todas as suas derivadas sao limitadas em [. Note que,
1

para cada 0 < j < m, temos dy(z — x) = / 3 p(xo + ta)dt e, portanto,
0

sup |epg(z — x0)| < sup |07 p(y)|. Resulta entdo que
zel yel

m+1

[(u, xtg( = w0))| < C ) sup [P (x)].

=0 zel
Como (z — x9) "' (1 — x) e todas as suas derivadas também sao limitadas em I, ji

que I é limitado, obtemos uma constante C' > 0 que independe de ¢ € C°(K) e satisfaz

[y (2 = 20) (1= )B)] < O sup [@g(x)],

m
=0 zel

para toda ¢ € C>°(I) com S(¢) C K.

Sendo assim, existem L > 0 e m € Z, tais que

m+1

(v, 0)] < [u, xtp(x — 20))| + [{u, (z — 20) " (1 = X)9)| < L Z sup |0/ ()]

zel

para toda ¢ € C°(I) com S(¢) C K, concluindo que v € D’'(I). Mais ainda, ficou
demonstrado que se v € D'(I) for de ordem finita menor ou igual a m, entdo v sera de

ordem finita menor ou igual a m + 1.

Por fim, seja f € C*°(I) uma fung¢ao que se anule apenas em z, € I, o qual é um zero
de ordem finita igual a n > 1. Utilizando a fémula de Taylor com resto integral podemos
escrever f(r) = (z — x9)"g(z), para todo z € I, com g € C*(I) e g~ *(0) = (). Como a
fungao g nado se anula em 1, existe vy = (1/g)u € D'(I) satisfazendo gvy = u. Pelo caso
anterior, existe vy € D'(I) tal que (x — z)vy = vg e assim (z — zg)gv; = u. Utilizando
o caso anterior indutivamente, obtemos uma distribuigao v,, € D'(I) satisfazendo fv, =
(x — x9)"gv, = u. Se u € D'(I) for de ordem finita menor ou igual a m, entao a ordem
de vy sera menor ou igual a m e v; podera ser escolhida de ordem menor ou igual a m+1,

paracadat=1,...,n.
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(ii) Fixe zo € R\ f71(0) e denote (zq, zo + 27) N f~1(0) por {z; < --- < z,}. Defina
T_y =Ty, — 27, Tpy1 =T+ 27 e [; = (zj_1,2j41), para j =0,...,n.

Para cada j € {1,...,n}, a funcao f estd em C*(/;) e se anula apenas em z; € I;, 0
qual é um zero de ordem finita, digamos n; > 1. Segue do item (i) que existe v; € D'(1;)
tal que fv; = u em D'(I;). Definindo vy = f~'u € D'(Iy), temos fvg = u em D'(Iy),
v; =vj41 = fTluem D([; N 1), 5 =0,....,n—1, e vy(zx — 2m) = v, = flu em
D'((Io+2m) N 1,).

Observe também que se u for de ordem finita menor ou igual a m, entao vy sera de
ordem finita menor ou igual a m e por (i) podemos tomar v; de ordem finita menor ou
igual a m +n;, paracada j =1,...,n.

Coloque I]’? = I; + 2km, para todo k € Z e j = 0...,n. Entao R = U LJI]’C e

keZ j=0
fvj(z —2km) = u em D’(IJ’?), pois [ € Par(R) e u € Dy (R).

Definindo v¥ = v;(x — 2kw) € D'(I}), para todo k € Z e j = 0,...,n; segue do
Teorema (2.22) que existe v € D'(R) satisfazendo v = v¥ em D'(IF) e se u for de ordem
finita menor ou igual a m, segue da Observagao (2.23) que v possuira ordem finita menor
ou igual a m +max{n;;j =1,...,n} <m+ M.

Do Lema (2.17) resulta que fv = u em D'(R). Falta apenas verificar que v € D}_(R)
e, para tanto, basta provarmos que v = v(z —27). Para cada = € R existe j € {0,...,n}

e k € Z tais que = € If; assim, para cada ¢ € C?"(If), temos
(v,9) = (v, ¢) = (v;(x — 2km), ¢) = (v}, p(x + 2km)) = (vj, (= + 27 + 2(k — 1)7)) =

(vj(z = 2(k — 1)7), p(z + 2m)) = <v§“’1, oz +2m)) = (v, (x4 2m)) = (v(x — 27), P).

Novamente pelo Lema (2.17) resulta que v = v(z — 27), ou seja, v € Dj (R). .

2.29 Observagao. Se no item (i) do Teorema (2.28) tivermos zo € S(u), entao teremos
S(v) = S(u), para toda v € D'(I) que satisfaz fv = u, pois S(u) = S(fv) C S(f)NS(v)
e S(v) \ {zo} = S(u) \ {zo}. Se no item (i7) tivermos f~1(0) C S(u), entao teremos
S(v) C S(u), para toda v € Dj_(R) que satisfaz fv = u, logo S(v) = S(u).

Se v € D'(I) for uma solu¢do do problema de divisdo considerado no item (i) do
Teorema (2.28), entao segue do Teorema (2.27) que todas as outras solugdes serdo da

forma v + Z c;078(x — x).

0<j<n—1

O proéximo teorema exibe casos em que nao é possivel efetuar a divisao.
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2.30 Teorema. Seja 2 C R um aberto.
(i) Se f € C>®(Q) for flat em xy € Q, nao existird u € D'(Q) tal que fu=1.
(i) Se f € Pr(R) for flat em xy € R, nao ezistird u € Pr(R) tal que fu = 1.

(i1i) Se f € C*(Q) for flat em xy, ndo existird u € D'(2) tal que

T

fu= chﬁjé(x — Zp);

=0
onde c; € C, para todo 0 < j <re€Zy ec, #0.

(iv) Se f € Pr(R) for flat em zy € R, nao existird u € Pp(R) tal que

T

fu= ch(‘?j&(a: — p);

§=0
onde c¢; € C, para todo 0 < j <r eZy ec, #0.

Prova: (i) Demonstraremos inicialmente o caso em que xy = 0.
Suponha que exista u € D'(12) satisfazendo fu = 1; entdo (u, f¢) = =/, 0.
para toda ¢ € C(Q). Fixe 0 < € < 1/4 tal que K = [0,4¢] C Q. Pela contlnuldade de

u, existe uma constante C' > 0 e um inteiro nao negativo m tais que

‘—|Uf¢|<CZsup|8 ). (3

para toda ¢ € C°(K).

Tome 0 < ¢y € CZ(R) com S(¢g) C [€,4€] e ¢p9 = 1 em uma vizinhanga de [2¢, 3e].
Para cada n € N, defina ¢,(x) = n¢o(nz), para todo x € R. Observe que cada ¢,
satisfaz S(¢,) C [¢/n,4e/n] e, portanto, ¢, € C°(2).

Como »
On| = / neoo(nx)de > n/ ldz = e,
Q Q 2e/n
segue de (.3) que
e<CY swp [P (fon)(@)] (4)

=0 z€[e/n,4e/n]

para todo n € N.
Utilizando que f se anula de ordem m+ 2 em x = 0, ja que f é flat em x = 0, segue

da férmula de Taylor com resto integral que f(z) = x™"2g(z), para todo x € [0, 4¢[;
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com g € C*=([0,4¢]). Assim,

m

o3 s WUs@l<CY () sup [0 @™ )0 (gl Ingo(na)| <

=0 xz€le/n,4de/n] =0 1= x€le/n,4e/n]

C(m+2) lznjlz Sup l|x’m+2 J+lz< ) =R (8 * o) (n )‘] <

—g T€le/nde/n]

m l
Clm+2)' Y PSS s (a0 ) (@) )| <

I—0 k—0 %€le/nde/n]

!
> (m) 2 ( sup I(3'“9)(93)|> N0 olloe <

=0 1=0 k=0 €[04
m A J l

Clm+2)1 Yy ()Y 0y ( sup. |<akg><x>|> 110 o]l <
7=0 1=0 k=0 \"€l:e

( sup |(<9’“9)($)\> 110" ol

z€[0,4¢€]

e, portanto, a sequéncia C Z sup |7 (f¢,)(z)| converge para 0, o que é uma contradicio
=0 e
com (.4).
Para concluir o caso geral, suponha que exista u € D'(Q2) satisfazendo fu = 1. Entao
u(x + o) € D'(2 — ) satistaz f(x + zo)u(z + x9) = 1, onde f(x + o) € C*(2 —x0) é

flat em 0 € Q2 — zy. Do caso anterior segue que tal u nao pode existir.

(i1) Suponha que exista u € PL(R) satisfazendo fu = 1 em Pj(R). Aplicando o
isomorfismo H na identidade anterior obtemos f'H(u) = "H(fu) = 1 em D/%(R), o que

¢ uma contradigao com o item (i).

(111) Utilizando composi¢ao de distribuigoes com translagoes, como foi feito no fim

da demonstragdo do item (i), podemos supor que xo = 0 € ). Suponha que exista
T

u € D'(Q) satisfazendo fu = Z ;07 §; entdo

=0

(u, fo) = Zcﬁ 0,0) = Y ¢;(=1Y(&9)(0),

7=0
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para toda ¢ € C°(€2). Fixe 0 < € < 1 tal que [—¢, €] C Q. Segue da continuidade de u

que existe uma constante C' > 0 e um inteiro nao negativo m tais que

|ZCJ ) (079)(0)] = [{u, fo)| < Czsupla’ fo) ()], (-5)

mGQ

para toda ¢ € C°(2) com S(¢) C [—¢, €].

Seja ¢g € C°(R), dada por ¢g(x) = z"1bo(x), onde by € C((—¢,€)) é uma funcao
de corte constante igual a 1 em uma vizinhanga de [—€/2, ¢/2]. Entao ¢g € C°((—e¢,€)),
satisfaz (07¢)(0) = 0, se j # 1 e (0"¢)(0) = rl. Defina ¢,(z) = ¢o(nz), para todo
r € R en e N. Entao ¢, € C(Q) satisfaz S(¢,,) C [—€/n,¢/n].

Podemos entao aplicar a desigualdade (.5) a cada ¢,, resultando que

Mwn<0§: sup [0 (fon) ()], (:6)

j= g *€[—€/n,e/n]
para todo n € N.

m—1

Utilizando que f se anula de ordem m + 1 em x = 0, escrevemos f(x) = 2™ !g(x),

para todo x € (—¢,€), onde g € C®((—¢,€)). Assim,

m

C’Z sup !aj fon) ()| = CZ sup \87 ’”“g(:v)%(n@)l

j=0 z€[—€/n,e/n] =0 z€[—€/n,e/n]

e efetuando cédlculos andlogos aos da demonstracao do item (i) obtemos

CZ sup | (fn)(2)] <

=0 z€[—€/n,e/n)

C(m+1) 'Z )2 ”JZZ < sup 8'“9)(1’)\) 110 * |0 <
J=0 re

1<j k<l [~e/2,¢/2]

C(im+1) 'Z ZZ ( sup |(8kg)(x)|> 10" F | o

1<; k<l z€[—€/2,e/2)

Resulta entao que a sequéncia C' Z sup |0 (fé,)(x)| converge para 0, o que é
=0 z€[—€/n,e/n]

uma contradi¢ao com (.6), pois ¢, # 0.
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(iv) Suponha que exista u € P;(R) satisfazendo fu = Z ¢;076(x — ). Aplicando
=0

o isomorfismo 'H na identidade anterior obtemos f'H(u) = Z c;0" ("HG)(x — xp) em
=0
D/(R). Restringindo a identidade anterior ao intervalo (zq — T/2, 29 + T/2), obtemos

fPH(u) = chajé(x —xg) em D'(xg —T/2,20 + T/2), 0 que é uma contradi¢do com
=0
o item (ii).

As mesmas técnicas que aparecem na demonstracao do teorema anterior sao uti-

lizadas para demonstrar as seguintes proposigoes.

2.31 Proposigao. Sejam (¢, d) um intervalo aberto de R, u € D'((¢,d)) e f € C*(R)
uma func¢ao flat em ¢ tal que fu =1 em D'((¢,d)). Entdo, para qualquer € > 0, u ndo

admite extensdo u € D'((c — €,d)).

2.32 Proposigao. Seja I C R um intervalo aberto contendo o e seja f € C(I) uma
fungao flat em xo. Entdo nao existe u € D'(I) tal que fu = §(x — zo) + ¢, qualquer que

seja ¢ € C.

II1  Distribuicoes no toro

Seja X uma variedade suave N —dimensional. Uma carta local em X serd denotada
por (U,x), onde z = (xq,...,2y) : U C X — RV,

Denotaremos por C*(X) o espago das fungdes f : X — C infinitamente diferen-
ciaveis. Por definicdo, um campo vetorial complexo e suave em X é uma aplicagao
C—linear L : C*(X) — C*(X) que satisfaz a regra de Leibniz L(fg) = fLg+ gLf. O
conjunto dos campos vetoriais complexos e suaves em X serd denotado por X(X).

Se W C X for um aberto, a restricio de L € X(X) ao aberto W serd o campo
Ly € X(W), dado por Ly f(q) = Lf(q), onde f € C®(X) e f = f em um aberto

contendo gq.

Verifica-se que a aplicagao C—linear 0,, = ai :C*(U) — C*(U), dada por 0, f =
L

(0n,(foxz™!))ox, é um campo vetorial complexo suave em U. Mais ainda, verifica-se que

Lf(q) = Z Laj(q)0y, f(q),
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qualquer que seja ¢ € U. Tal expressao é chamada de representacao do campo L nas

coordenadas locais (U, x).

Um campo L € X(X) sera dito real quando satisfizer LC*(X,R) C C*(X,R).

Considere em RY a relacao de equivaléncia x ~ y se, e somente se, x —y € 27Z" e

denote o conjunto das classes de equivaléncia por RY /27ZN .

A aplicacdo canonica p : RY — RV /27Z", definida por
z = p(a) = [2] = {y e RV 2w —y € 272"},

é sobrejetora. Consideraremos em RY/27Z" a topologia quociente induzida por p e

chamaremos tal espaco topolégico de toro, o qual denotaremos por TV .

A sobrejecao p é na verdade um homeomorfismo local, sendo assim, quando tratar-
mos de propriedades locais faremos um abuso de notacao e denotaremos um ponto
q = p(z1,...,zyN) simplesmente por (z1,...,zy). Também omitiremos a notacdo p da
imagem de um intervalo I C R de comprimento menor que 27, denotando p(I) C T*

apenas por [ C T'.

Pode-se verificar que TV ¢ uma variedade suave de dimensao N. Certas restricoes da

aplicacdo canonica p formam um atlas N —dimensional C* para TV.

Com o objetivo de simplificarmos notacoes, utilizaremos a identificacao entre TV

e a variedade produto T! x --- x T! (N— vezes), dada pelo difeomorfismo C*® que
associa [(xy,...,7y)] ao ponto ([x1],...,[zn]). Assim, denotaremos um ponto de TV
simplesmente por (zy,...,zy), onde x; € T

Denotaremos por C*°(T%) o espago das funcoes f : TV — C que sdo de classe C™.

Cada funcao f definida em TV pode ser identificada com uma tnica funcao

A(f) = fop,

definida em RY e 27 —periédica em cada varidvel. Como a aplicacdao quociente p é uma
submersao sobrejetiva C*, segue que f € C®(TV) se, e somente se, A(f) € Par(RY).
Obtemos assim um isomorfismo entre tais espacos vetoriais, com isomorfismo inverso

dado por A71(g)(p(z)) = g(x), para toda g € Par (RY).

O espaco LP(TV) (1 < p < o0) é formado pelas funcoes f : TV — C tais que a
fungao fop: RY — C é Lebesgue mensuravel e f op € LP((0,271)V).
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Sejam f € C®(TV), ¢ € TV e v € T,T" tangente a TV em ¢. A derivada direcional
de f na diregdo de v em ¢ é o vetor (foc)'(0), onde ¢ é uma das curvas que representam
v. Assim, se (U,p~! = (x1,...,2y)) for uma carta local que contém ¢, entdao 0, f(q)
serd a derivada direcional de f na diregao do vetor de T, TV representado pela curva
clt) = p(p~(q) + te;). Mais ainda, 8, f(a) = 0, (f o p)({a)) = 0, (AC) (0~ (0)).
isto ¢ 8,, f € C>(T") satisfaz A(8,, f) = 9x,(A(f)), para cada j =1,..., N.

Fixaremos em C*°(T") a topologia metrizavel induzida pela sequéncia de seminormas

9]k = sup [(0°0)(q)l,

qeTN

lal<k
onde ¢ € C®(TV) e k € Z,. Deste modo, C*(TV) ¢ um espago topolégico metri-
zavel, localmente convexo e completo, isto é, um espaco de Fréchet. Mais ainda, a
transformacao linear A que foi definida anteriormente é uma isometria entre os espagos

topoldgicos metrizdveis C°(TV) e P, (RY).
Utilizando tal identificagao, podemos transportar para as fungoes de C°>°(T%) alguns
resultados da segao | deste capitulo. Por exemplo, como o isomorfismo A satisfaz A(gh) =

A(g)A(h), segue das proposigoes (2.8) e (2.9) os seguintes corolarios.

2.33 Corolario. Se g € C*(T') possuir apenas zeros de ordem finita, f € C*°(T') for
uma funcao tal que g=*(0) C f~1(0) e a ordem de anulamento de f em cada x € g=*(0)
for maior que a ordem de anulamento da fungdo g, entdo existirda h € C®(T') tal que
gh = f, f710) = h71(0) e a ordem de anulamento de h em cada zero x € h™'(0) serd

1qual a ordem de anulamento de f menos a ordem de anulamento de g em x.

2.34 Corolério. Se g € C®(T') possuir apenas zeros de ordem finita e f € C*°(T?) for
uma fungao flat em g='(0) x T, entao existirda h € C®(T?) flat em g1 (0) x T! e tal
que g(z)h(z,t) = f(z,t), para todo (x,t) € T

Utilizando o Teorema (2.7) pode-se demonstrar a seguinte proposicao.

2.35 Proposigao. Se V' C T? for um aberto contendo o conjunto {zo} x T' C T? e
(vj)jez, C C>(T"), entao existird v € C>(T?) com S(v) CV e

(030) (o, ) = vy,

para todo j € Z.

O espaco das distribuigdes em TV sera o dual de C*°(T") e sera denotado por D'(T).
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Das proposigoes A.2 e A.2" de [7] segue que um funcional linear u : C>*(TV) — C

sera uma distribuicao se, e somente se, existirem C' > 0 e k € N tais que

[(u,9)] < C ) sup [(0°6)(q)].

N
o<k 9€T

para toda ¢ € C>=(TY).

Fixaremos em D'(TY) a topologia forte. Dessa forma, os transpostos ‘A e ‘A~1
fornecem um isomorfismo entre D'(TV) e o dual forte de P,,(RY). Consequentemente,
D'(TY) munido da topologia forte é isomorfo a Dy _(RY), onde D} _(RY) é um subes-
paco do dual forte de C:°(RY). Analogamente, os espagos vetoriais topolégicos D'(TV),

Py (RY) e D)) (RY) sao todos isomorfos, quando consideramos neles a topologia fraca*.

A Proposicao (2.14) e o isomorfismo entre os duais forte D'(TV) e D),_(R") fornecem
que uma sequéncia (u,)ney C D'(RY) converge para u € D'(RY) se, e somente se,

(U, — u, ®) — 0, qualquer que seja ¢ € C>=(T).

E importante observar que C>(T¥) ¢ reflexivo. De fato, como C*®(T") é um espago
de Fréchet, da Proposicio (8.3) de [17] segue que C®(T¥) é um espaco de Baire. A
Proposigao (33.2) de [17] prova que todo espago de Baire é tonelado (veja a defini¢ao de
espaco tonelado na referéncia [17]), logo C*°(T") é um espaco tonelado. Utilizando as
mesmas técnicas que aparecem no Exemplo (1.46) da referéncia [15], as quais envolvem
resultados como o Teorema de Ascoli e o processo de diagonalizagao de Cantor, verifica-
se que C>(TY) possui a propriedade de Heine-Borel, ou seja, todo subconjunto fechado
e limitado de C*®(T") é compacto. Portanto, C*°(T") é um espaco de Montel (veja a
defini¢ao de espago de Montel na referéncia [17]). Por fim, o coroldrio da Proposicao

(36.9) de [17] afirma que todo espago de Montel é reflexivo, logo C>(T¥) é reflexivo.

Analogamente ao que foi feito na segao anterior para as distribui¢oes em D'(Q2) e
PL(RY), podemos definir em D'(TY) a distribui¢ao delta de Dirac, o produto de uma
distribuicao por uma fungao de C*°(T¥), a translacdo de uma distribuicao (a translacao
de uma funcao ¢ € C>(T¥) por zy € TV é a imagem inversa da translacio de A¢ por
um representante de ) e podemos também derivar as distribuigoes em D'(TV). Por
fim, utilizamos a medida de Lebesgue em RY™ para definir a integral de uma funcao
¢ € L'(TV), a qual é dada por [oy¢ = f[O,Qw]N(A¢> (x)dx. Dessa forma, cada funcao
¢ € L'(TV) define uma distribuicao em D'(TY), dada por C*(TV) 3 ¢ — [on oY ¢
denotada por ¢ € D'(TV).
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Em D'(TV) também vale um teorema de localizagao andlogo ao que existe em D'(2),
o qual é uma consequéncia da existéncia de particoes da unidade na variedade compacta

TY. Para particoes da unidade em variedades citamos a referéncia [6].

2.36 Teorema. Se v e w sao distribuicoes em D'(TN) e cada ponto de TV possui uma
vizinhanca aberta U tal que (v,¢) = (w, @), para toda ¢ € C*(TV) tal que S(¢) C U,

entao v = w.

Também definimos o suporte de uma distribuicao v em D'(T?) como sendo o conjunto
de pontos que nao possuem uma vizinhanca U restrita a qual v se anule, ou seja, tal
que {(v,¢) = 0, para toda ¢ € C®(T!) com S(¢) C U. Equivalentemente, o suporte de
v ¢é a intersecao de todos os fechados fora dos quais v é a distribuigao nula. Utilizando
particao da unidade em T¥, verifica-se que a reunido de abertos onde v € D'(T¥) se
aula é um aberto onde v se anula, logo existe um maior aberto onde v se anula, que é o

complementar do suporte de v.

As distribuigoes de D'(T') suportadas em um ponto também se escrevem como uma

combinagao linear de derivadas de delta.

2.37 Teorema. Se w € D'(T') e S(w) C {xo}, entdo w é uma combinagao linear de

derivadas de 6(x — xy), isto é,

Prova: Para cada ¢ € C*(T"), temos

(w,¢) = ("H('A™'w), EA®),

qualquer que seja £ € U (R), conforme Proposicao (2.15).

Segue do Exemplo (2.10) que podemos tomar £ tal que S(§) C (zp — 2w, 29 + 27) €
¢(xz) =1 em uma vizinhanga de zy € R.

Como u = 'H(!A™'w) € D) (R) C D'(R) e u = 0 em (xg, 7 + 27), temos S(u) C

{zo+2mm;m € Z}. Utilizando o Teorema (2.24) no intervalo (zo— 27, 2o+ 27), obtemos

(CH(*A ™ w), EAp) = Zc] &6(x — x0), EAG) =

D (1Y i€ (20) (87 9) (o) = (Z ;¥ 8(x — x0), ),

Jj=0
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onde 7 é a ordem da distribuicao v = ‘H (*A~'w). Portanto,

T

(w,0) = (Y ¢;0"8(x — 20), ),
=0
para toda ¢ € C>=(T").
|

Utilizando a mesma técnica da demonstragao da Proposicao (2.25), obtemos a seguinte

proposicao.

2.38 Proposigao. Sejam zg € T, k € Z\ {0}, f € C>(T", R) tal que o € f~1(0),
Pr =d/dx(f-) + (ik-) e Ly = f(x)d/dx + (ik-). Se

w = chﬁjé(x — 1) € D'(TY),

J=0

entao existe

u= ijﬁjé(x — x9) € D'(T)

J=0

v = Zd]@jé(:v — x0) € D'(T)

J=0

tal que Pr(u) = w e Lg(v) = w.

2.39 Corolario. Se w € D'(T') e S(w) C {z1,22}, entdo existem u e v em D'(T),
ambas suportadas em {1, xs}, tais que Prv = (fv) +ikv = w e Lyu = fu' + iku = w,

onde f € C*(TY, R) satisfaz {x1,x2} C f~1(0) e k € Z\ {0}.

Prova: Tome ¢ C C®(T!) tal que S(¢p) C T'\ {x2} e ¥» = 1 em uma vizinhanca de z;.
Entao as distribui¢oes Yw e (1 — ¢)w satisfazem S(ypw) C {z1}, S((1 — Y)w) C {2} e
w = Yw + (1 — ¢)w. Segue do Teorema (2.37) que

Yw = Zlcjajé(x — 1)

J=0

(1—Y)w = i:djajé(x — Iy).

Jj=0
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Da Proposicao (2.38) segue que existem

v = Zajajé(x — 1)
=0

vy =Y bid(x — a2)
j=0
tais que Prvy = Yw e Prug = (1 — ¢)w. Assim,
v =1 +vy € D(T)
satisfaz S(v) C {x1, 22} e Prv = Prvy + Prog = Yw + (1 — Y)w = w.

A demonstracao para o operador L, é exatamente a mesma.
|

2.40 Observagao. Note que as distribui¢oes u,v € D'(T') do Corolério (2.39) satis-
fazem (u, ) = 0 = (v, ¢), para toda ¢ € C>(T') flat em {xy,z5}.

2.41 Teorema. Sejam w € D'(T') e g € C*°(T') uma funcao que se anula apenas em

xo € T, o qual é um zero de ordem finita r > 1. Se gw = 0, entdo

—

r—

c;078(x — ),

g
Il
W.

onde c; € C, para j =0,...,7.
Prova: Conforme a Proposicao (2.15), para cada ¢ € C*°(T') temos

(w,¢) = (H("A™w), EAg),

qualquer que seja & € Us(R).

Segue do Exemplo (2.10) que podemos tomar & tal que S(§) C (zp — 2w, 29 + 27) €
&(z) = 1 em uma vizinhanga de o € R. Como 'H(*A7'w) € D'(R) e (Ag)(*H(*A~w)) =
H((Ag)("A™w)) = tH(*A Y (gw)) = 'H(*A~'0) = 0, utilizando o Teorema (2.27) no

intervalo (zo — 2w, zp + 27), obtemos

r—1

((H('A '), EAg) = Y ¢j(@8(x — x0),EAg) =

Jj=0
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S (Ve @) ) = (3 ez~ w0),0)

Portanto,

(,6) = (3 0/5( — o), 0,

para toda ¢ € C>=(T").
|

Também ¢ possivel dividir uma distribuigao de D'(T!) por uma fungao que possua
apenas zeros de ordem finita e é impossivel dividir uma combinacgao linear nao nula
de derivadas de §(x — xy) € D'(T!) por uma funcio que seja flat em g, bem como
é impossivel dividir uma distribuicao constante nao nula por uma funcao que seja flat
em algum ponto. De fato, utilizando os isomorfismos entre os espagos Py _(R), D'(T!) e
D), _(R), podemos obter versoes dos teoremas (2.28) e (2.30) em D'(T?).

2.42 Teorema. Seja f € C*°(T') uma funcao que possua apenas zeros de ordem finita.
Dada u € D'(T'), existe v € D'(T') tal que fv = u.

2.43 Observagao. Qualquer v € D'(T!) que divide u por f, isto é, que satisfaz fv = u,
estd suportada em S(u) U f~1(0). Em particular, se f~1(0) C S(u), entao S(v) C S(u).

2.44 Teorema. (i) Se g € C*°(T") for flat em algum ponto de T, ndo existird uma
distribuicao v € D'(T') tal que gv = 1.
(ii) Se g € C=(T") for flat em xq € T', ndo existird v € D'(T") tal que

r

gu = chajé(x—xo),
§=0
onde c; € C, para todo 0 < j <re€Zy ec, #0.

As proposicoes (2.31) e (2.32) também possuem versoes em D’(T?).

2.45 Proposigao. Sejam («, 3) C T' um intervalo aberto e f € C*(T') uma funcdio
flat em a. Nao existe uw € D'(TY) tal que (fu,¢) = (1,¢) para toda ¢ € C®(T") que
satisfaz S(¢) C («a, ).

Prova: Suponha que exista u € D'(T!) tal que fu =1 € D'(T'). Utilizando o isomor-

fismo A obtemos Af € Py (R), a qual é uma fun¢ao flat em «; onde podemos supor
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(a, B) C [0,27] C R. Mostremos que ‘H(*A~'u) € D) _(R) é uma distribuigao que satis-
faz (Af)'H(*A"'u) = 1 em (a, 3). De fato, para cada ¢ € C>°(R) com S(¢) C (a, 3),

temos

(A H(A ), ) = (A u, (Af)(H)) = (fu, AT (HY)) = (LA™ (H9)) =

/O%Hqs:/a%:u,w

Portanto, (Af)'H(*A7'u) = 1 em («, 3), uma contradi¢do com a Proposicao (2.31).

|
2.46 Proposigao. Seja f € C°(T') uma fungdo flat em xy. Nao existe u € D'(T*) tal
que fu = d(x — xo) + ¢, qualquer que seja ¢ € C.

Prova: Suponha que exista v € D'(T') tal que fu = 6(x — xo) + c. Entao a dis-
tribuicao (Af)'H(*A~'u) € D, (R) é uma distribuigao que satisfaz (Af)'H(*A™'u) =
PH(A Y (0(x — z0) +¢)) = 'H(6(x — 1) + ¢) = 'Hé(x — x09) + ¢ = §(x — xp) + ¢ em

D'((xg — 7,20 + 7)), 0 que é uma contradicao com a Proposigao (2.32).
|

IV Série de Fourier e produto tensorial

Nas secoes 1.5 e 1.6 da referéncia [18], o autor detalhou séries de Fourier em Pr(RY)
e PR(RY). Utilizaremos os isomorfismos C*®(TV) = Py, (RY) e D'(TV) = P} _(RY) para
transportar tais resultados para os espagos C®(TY) e D'(TV). Apesar de utilizarmos o
isomorfismo A entre C®(TV) e Po,(RY), muitas vezes faremos um abuso de notagao e

denotaremos apenas por ¢ € Por(RY) a funcao A¢.

Uma sequéncia numérica (¢,)mezy C C serd dita rapidamente decrescente se para

cada k € Z, existir C' > 0 tal que
[eml| < Cf|ml",

para todo m € Z~ \ {0}. Diremos que (cp)mezy C C serd de crescimento lento se

existirem constantes M > 0 e k € Z, tais que
lem| < Mlm|*
m| —= )

para todo m € Z" \ {0}.
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Se () mezvy C C for uma sequéncia rapidamente decrescente, entao a série E CrmCm,

mezZN
onde e, = A~(e"™?), serd convergente em C*°(T"). Por outro lado, para cada fungao

¢ € C>(TV), defina
n . —-N - —N —im-x
o(m) = (2m) /TN pe_p, = (2m) /[O’%]N o(z)e dz,

para todo m € Z". A sequéncia numérica (gzg(m))mezzv é rapidamente decrescente e,
assim, Z d(m)e,, converge em C®(TN). Como vale a unicidade dos coeficientes de
mezZN
Fourier, concluimos que ¢ = Z d(m)ey,, com convergéncia em C>(TV). A unicidade
mezZN

dos coeficientes de Fourier garante que se ¢ € C(TV) e ¢(m) = 0, para todo m € Z,
entao ¢ = 0.

A série Z &(m)em é chamada de série de Fourier da funcao ¢ e cada coeficiente

>

¢(m) é chamado de coeficiente de Fourier da func¢ao ¢.

Suponha agora que (¢;,)mezvy C C seja uma sequéncia de crescimento lento, entao a

série E Cmeém seréd convergente em D'(TV) e se u = g CmCm, €NLAO

cm = (27) N {u, e_p) = a(m),

para cada m € Z". Por outro lado, se u € D'(T"), entao u(m) = (27) " (u, e_,,) forma

uma sequéncia de crescimento lento e u = g @(m)epn,, com convergéncia em D’'(TYV),
mezZN
uma vez que também vale a unicidade dos coeficientes u(m). A série E u(m)ey, é

mezZN
chamada de série de Fourier da distribuicdo u e cada coeficiente 4(m) é chamado de

coeficiente de Fourier da distribuicao wu.

Considere dois abertos @ C R? e ' C R?. Nas referéncias [1], [11] e [7], os autores
apresentaram o produto direto (ou produto tensorial) entre distribui¢bes de D'(Q2) e
distribuigoes de D’(). Utilizando o isomorfismo entre D, (RY) e D'(TY), obtemos o

produto tensorial em D'(TY).
Sejam p,q € Ne N = p+q. Tome u € D'(TP), v € D'(T9) e ¢ € C>®(T¥). Utilizando
o isomorfismo D) (RY) ~ D'(TV) e o Teorema (4.1.1) de [7], verifica-se que a fungao

TP 5 2 — (v, ¢(x,-)) pertence a C*(T?) e, analogamente, a funcao T? > y — (u, ¢(+,y))
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pertence a C>(TY). Mais ainda, para cada o € ZE e 8 € Z%, temos 0*(v, (x,-)) =
<U> (Qg‘gb)(x, )> € aﬁ<u7¢(7y>> = <’LL, (85¢)(ay>>

Defina (u ® v,¢) = (u, (v, ¢(x,-))), para toda ¢ € C®(TV). Como u € D'(T?) e
v € D'(T?), podemos obter C' > 0 e k € N tais que

[(u@v,¢)| <C Y sup [0%¢(2)],

la|<k 2€TN
aGZN

para toda ¢ € C*°(T"). Asssim, u®v é uma distribuigao de D'(T¥), chamada de produto
direto entre u e v.

Se ¢ € C=(TP) e ¢ € C*(T?), defina a fungdo ¢ ® ¥ em C=(TPT?) por ¢ R Y (z,y) =
o(z)¥(y). A distribuigdo u ® v é a tinica que satisfaz (u® v, ¢ @ ) = (u, ¢).(v, 1), uma
vez que C*°(TP)®C>(T?) C C*°(T) é um subespaco denso. Em particular, u®v = v®@u.

A distribuigao u ® v também satisfaz ¢(u @ v) = (Pu) @ v e Y(u @ v) = u ® (Yv),
quaisquer que sejam ¢ € C®(TP) e ¢p € C=(T9).

Por fim, se a € Z-. e 3 € ZZ, entdo 99 (u ® v) = (0°u) ® (0°v).

Continuaremos com p,q € N e N = p 4 ¢. Diremos que uma sequéncia de funcgoes
(m)meza C C°(TP) serd rapidamente decrescente se para cada o € Z%. e n € Z existir
C > 0 tal que

|0% ()] < Cf|m]",

para todo x € TP e m € Z7\ {0}.

Dada ¢ € C>(TV), temos ¢(z,-) € C*(T?) e, portanto, ¢(z, Z qb
- meZ4
Assim, ¢(z,y) Z Om(2)em(y), onde ¢ (z) = o(x,-)(m) T e O, )ey =
meZq
271—)7[1 f[(),gﬂ—}q ¢($, y)eilm.ydy'
Verifica-se que ¢, € C(T?) e que 9°(¢p)(z) = 7 [ (0198 (z, e, qual-

quer que seja « € Z. Observe também que se ¢ € COO(’]I’N) for tal que ngm = 0, para
todo m € Z4, entao ¢ sera a funcao identicamente nula.
Um teorema afirma que se (¢m)meze C C®(TP) for uma sequéncia rapidamente

decrescente de funcgoes, entao a série Z Gmem serd convergente em C(TV). Outro
meZ4
teorema afirma que para cada ¢ € C®(TY), a sequéncia (ém)mezq C C>=(TP) é rapi-
damente decrescente, assim, a série Z émem converge em C*(TV) e a unicidade dos
mezZ4
coeficientes implica que Z hmem coOnVerge para ¢ em C>®(TN). A série Z Bmem 6

meZ4 meZ4d
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chamada série parcial de Fourier na variavel y e os coeficientes ¢,, sao ditos coeficientes

parciais de Fourier.

Considere agora u € D'(TV) e para cada ¢ € C*°(T?) defina uy : C*°(T4) — C por
(ug, ¥) = (u, ¢ ® ), para toda ¢ € C*(T7).
Utilizando os resultados da se¢ao 1.6 de [18], verifica-se que u, € D'(T?), logo uy =

Z Ug(m)e,, com convergéncia em D'(T?), onde uy(m) = (27) U u, ¢ @ e_p,).
mezZ4

Defina ,, : C*(T?) — C por (U, ¢) = us(m) = (27) Y u, ¢ @ e_,,), para toda
¢ € C=(T?). Entao i, € D'(T?) e se u € D'(TV) for tal que i, = 0 para todo m € Z¢,
entao u serd a distribuigao nula.

Diremos que uma sequéncia (U, )meze C D'(T?) serd de crescimento lento se existirem

C >0en e N tais que

[ty @) < Clml™ Y~ sup |(9°¢)(x)],

zeTP

para toda ¢ € C>(TP) e m € Z9\ {0}.
Se u € D'(TY), entao (fy,)meze C D'(TP) serd uma sequeéncia de crescimento lento.
Por outro lado, se (up,)meze C D'(TP) for uma sequéncia de crescimento lento, entao a

série g U @ €, serd convergente em D'(TY) e pela unicidade dos coeficientes seguira
meZd
que a série g Uy & €, convergira para u em D' (TV).
mezZd
Finalizando essa secao, apresentaremos dois resultados que serao utilizados no capi-

tulo seguinte.

2.47 Proposigio. Se f € C®(T2) for flat em {xo} x T! C T2, entio f, € C>(T") serd
flat em x¢ € T, qualquer que seja k € Z.

2.48 Proposigao. Seu € D'(T') satisfizer v’ = 0, entdo u serd constante, isto é, u = ¢
em D'(T'), onde c € C.






Capitulo

3

Resolubilidade global

O estudo da resolubilidade global de operadores diferenciais parciais lineares consiste
em determinar a sua imagem, sendo que a melhor situacao ocorre quando o operador
em questao é sobrejetor. Quando o operador nao for sobrejetor, podemos questionar se
sua imagem serda um subespago fechado, ou ainda, se sua imagem sera de codimensao

finita.

Os operadores que possuem imagem fechada sao ditos globalmente resoliveis e os

operadores que possuem imagem de codimensao finita sao ditos fortemente resoliveis

Nosso objetivo é estudar a resolubilidade global de uma classe de campos vetoriais

: 2
reais em ']I'(Lt), a saber,

L= &g + a(x)ax,

onde a € C*(T!) é uma funcio a valores reais. Para tal estudo, vamos tratar um campo
da forma L como um operador que age no espaco de fungoes C°>°(T?) ou no espago de
distribui¢oes D'(T?).

Neste capitulo, estabeleceremos condigoes necessarias e suficientes para que um ope-

rador do tipo L possua imagem fechada, isto é, para que L seja globalmente resolivel.

A palavra resoluvel esta relacionada com o conceito de solucao de equacoes; o que

justifica definir como globalmente resoluveis os operadores que possuem imagem fechada

29
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é a Proposigao (1.2). De fato, segue da Proposigao (1.2) que L serd globalmente resolivel

se, e somente se, para cada f € (ker’L)° existir u tal que Lu = f.

No caso mais simples em que a=*(0) = T, j4 é possivel verificar que um operador do
tipo L nao é sobrejetor (ver Apéndice A). Na verdade, nenhum operador do tipo L que
age em C*(T?) é sobrejetor. Por outro lado, um operador do tipo L agindo em D'(T?)
é sobrejetor, se e somente se, ) # a~1(0) # T' e a='(0) contém apenas zeros de ordem
finita.

No caso em que a '(0) = ), veremos que um campo vetorial do tipo L se reduz

a um campo vetorial com coeficientes constantes do tipo L = 9, + ud,, onde p =
(2m)~! | (1/a) € R. Neste caso, veremos que L serd globalmente resoliivel se, e somente
1
se, [ forTum nimero racional ou um irracional nao Liouville.
Dizemos que um numero irracional v é um numero de Liouville se existe uma se-

quéncia (pp, gn)neny C Z x N tal que ¢, — 00 e |y — pn/aqn| < (¢2)™", para todo n € N.

No caso em que ) # a=1(0) # T, a resolubilidade global de L estd relacionada com

a ordem de anulamento dos zeros da funcao a € C*(T*, R).

Utilizando as ferramentas desenvolvidas nos capitulos anteriores, detalharemos a

demonstracao do seguinte teorema.

3.1 Teorema. Para um operador do tipo L = 0, + a(x)0,, as sequintes propriedades sao

equivalentes:

(I) LC>®(T?) é um subespaco fechado de C*°(T?),
(II) LD'(T?) é um subespaco fechado de D'(T?),
(III) Uma das seguintes situagoes ocorre:

(Il1.1) a=1(0) = T
(II1.2) a ' (0)=0 e p= (277)_1/ (1/a) € racional ou irracional nao Liouville;
T

(II1.3) O # a1 (0) # T' e cada x € a=*(0) € um zero de ordem finita.

No artigo [3] os autores caracterizaram a resolubilidade forte em C*°(T?) para campos
vetoriais do tipo
Oy + (a(z) + ib(x))0s,
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onde a,b € C°°(T') sao fungoes reais. Com os argumentos que aparecem em [3] prova-se

que L : C(T?) — C>(T?) serd fortemente resolivel se, e somente se, a~(0) = 0 e

w=(2r)"* [ (1/a) for um niimero irracional nao Liouville.
Tl

Ao estudarmos a resolubilidade global de um operador do tipo L, aparece, via trans-

posto, uma outra classe de operadores diferenciais parciais lineares de primeira orderm,

formada por perturbacgoes dos campos vetoriais do tipo L, a saber,

Observe que se considerarmos um operador P agindo em C*(T?), entao —'P = L e,
reciprocamente, se considerarmos L agindo em C*(T?), entdao —'L = P. Para a classe de

operadores do tipo P também vale um teorema andlogo ao Teorema (3.1).

3.2 Teorema. Para um operador do tipo P = 0, + 0,(a-), as sequintes propriedades sao

equivalentes:
(I) PC>(T?) é um subespaco fechado de C*(T?),
(II) PD'(T?) é um subespaco fechado de D'(T?),
(III) Uma das sequintes situagoes ocorre:
(II.1) a=*(0) = TY;
(I1.2) a='(0) =0 e p= (2m) ! /Tl(l/a) ¢ racional ou irracional nao Liouville;
(II1.3) O # a='(0) #T' e cada x € a=*(0) é um zero de ordem finita.

| Resolubilidade global no espaco de funcoes

Nesta secao, trataremos da resolubilidade global no espago de fungoes C>°(T?). Uti-
lizando a Proposicao (1.2), a qual caracteriza o fecho da imagem dos operadores L e P,

segue que LC®(T?) serd um subespagco fechado de C*=(T?) se, e somente se,
LC®(T?) D (ker'L)° = &
e PC>®(T?) ser4 um subespaco fechado de C*(T?) se, e somente se,

PC>®(T?) D (ker'P)° =G.
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Podemos entao reescrever os teoremas (3.1) e (3.2) da seguinte maneira.

3.3 Teorema. Para um operador do tipo L = 0, + a(z)0,, as sequintes propriedades sdo

equivalentes:
(i) LC>®(T?) D (ker‘L)®,
(i1) Uma das sequintes situagdoes ocorre:
(ii.1) a1 (0) = T

(ii.2) a1 (0) =0 e p = (27r)1/ (1/a) € racional ou irracional nao Liouville;
T

(ii.3) O # a='(0) #T' e cada x € a=*(0) € um zero de ordem finita.

3.4 Teorema. Para um operador do tipo P = 0, + 0,(a-), as sequintes propriedades sdo

equivalentes:
(i) PC=(T?) D (ker'P)°,
(i1) Uma das sequintes situagoes ocorre:
(ii.1) a=1(0) = T

(i.2) a™(0) =0 e p= (2%)_1/ (1/a) € racional ou irracional nao Liouville;
T

(ii.3) 0 # a=1(0) # T' e cada x € a=*(0) € um zero de ordem finita.

Consideraremos inicialmente o caso em que a funcao a é identicamente nula e o caso
em que a fun¢do a nunca se anula. Veremos que em tais casos ambos os operadores
resumem-se a operadores com coeficientes constantes. De fato, se a_l(O) = T, entdo
ambos os operadores L e P reduzem-se ao operador @ = 9; : C*(T?) — C*°(T?), o qual
possui imagem fechada em C*°(T?), conforme o Teorema (A.1) do Apéndice A.

Agora suponha que a~'(0) = (). Verificar se L agindo em C*(T?) possui imagem
fechada equivale a verificar se L agindo em P,,(R?) possui imagem fechada. Podemos
multiplicar o campo L por a=! € C>*(T"'), obtendo (1/a)L = (1/a)d; + 9, e aplicando a
mudanga de varidveis X (z,t) = 2, T(z,t) =t + pa — [, 1/a, o campo (1/a)L se reduz
ao campo L = dx + udr. De fato, a aplicacio M : Par(R2) — Por(R2), dada por
M(P)(z,t) = ¢(X(2,t), T(x,t) = ¢(x,t + px — [ 1/a), ¢ um homeomorfismo linear
com inverso dado por M~ ()(X,T) = ¢(z(X,T),t(X,T)) = (X, T — uX + [ 1/a)
e tal que M~1o(1/a)Lo M = L. Assim, L tem imagem fechada se, e somente se, L tem
imagem fechada, o que ocorre se, e somente se, p é racional ou irracional nao Liouville,

conforme o Teorema (A.1) do Apéndice A.
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Analogamente, aplicando a mesma mudanca de varidveis para os operadores do tipo
P, temos M~ 'oPoM = Lo M,, onde M,(¢) = a¢ é também um homeomorfismo linear.
Assim, P tem imagem fechada se, e somente se, L tem imagem fechada, o que ocorre se,
e somente se, p € racional ou irracional nao Liouville.

Portanto, quando a~'(0) = ), os teoremas (3.3) e (3.4) sdo uma consequéncia do
Teorema (A.1) do Apéndice A.

As consideragoes feitas no Apéndice A também implicam que quando a~1(0) = T!
ou a *(0) = @, nenhum campo do tipo L ou do tipo P serd sobrejetor. Mais ainda,
quando a~1(0) = T!, nenhum campo dos tipos L ou P serd fortemente resoliivel e quando

a=1(0) = 0, um campo do tipo L ou do tipo P serd fortemente resoltivel se, e somente

se, = (2m)~* 1 (1/a) € R for um numero irracional nao Liouville.
T

Consideremos agora o caso em que () # a~1(0) # T'. Nosso primeiro objetivo é
mostrar que a hipétese de que a~*(0) contém apenas zeros de ordem finita é uma condicao
suficiente para que a imagem de um operador do tipo L (ou do tipo P) seja um subespago
fechado de C>(T?).

Para cada f € £ deve existir u € C*®(T?) tal que Lu = f. Em particular, deve existir
u € C®(T?) tal que Lu — f seja flat em a~'(0) C T?. O préximo teorema afirma que
sempre existe u € C*°(T?) tal que Lu — f é flat em a~'(0) C T?.

3.5 Teorema. Se ) # a~'(0) # T, a possuir apenas zeros de ordem finita e se f € &,
entao existird u € C*(T?) tal que Lu — f serd flat em a='(0) C T

Prova: Como a funcdo a possui apenas zeros de ordem finita, o conjunto a~*(0) =
{z1,...,xx} C T! é finito. Assim sendo, para cada [ = 1,..., N, existe V}, vizinhanga
aberta do conjunto {z;} x T! C T?, tal que V; NV}, =0, se | # k.

Se mostrarmos que existem funcoes u; € C®(T?), | = 1..., N, tais que S(u;) C V,
e L(w) — f é flat em {x;} x T' C T? entdao a funcio u = wuy + --- + uy satisfard a
tese do teorema. A existéncia de tais fungoes seguird da Proposigao (2.35), o qual é um
resultado devido a Borel.

Fixe z; € a~'(0) um zero de ordem finita n > 1. Considere S o C— espago vetorial
formado pelas sequéncias (v;)jez, C C>(T'). A aplicagdo T : C*>°(T?) — S, dada por
Tv = (vj)jez,, onde v; = (51) 1 (d9v)(zy,-), é uma transformagao linear que satisfaz
Tv = 0 se, e somente se, v é flat em {x;} x T' C T2

Denote
Ta = ((j)"'a¥ (21))jez, = (aj)jez, CR
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Tf = (G0 (@, )jens = (fi)jens -

Para v € C*(T?), temos

J
T(Lv) = <v§ + Z(] +1-— m)amvj+1_m> ,
JELy

m=0

pois
(D250 + ad)) (i, ) =

B 00 (a1, ) + ()Y (j )a<m><xz><a;‘“—mv><xl, )=

m

para todo j € Z,. Assim,

m=0

J
T(Lv - f) = <v;. + Y G+ = m)amvjm — f;-)
JELy
e Lv — f é flat em {x;} x T' C T? se, e somente se,

J
v+ Z(] +1—m)anvjti-m = fj, (.1)

m=0

para todo j € Z,..

Uma analise da equagao (.1) nos direciona a questionar quais fungoes de C>(T?)
possuem primitivas. Utilizando série de Fourier, verifica-se que uma funcao g € C*°(T*)
possui primitiva se, e somente se, §(0) = 0. Neste caso, uma primitiva de g é dada por
h = Z(g(k:)/zk)ek, logo g possui primitivas de todas as ordens.

k40

Sendo assim, podemos decompor cada funcao g € C°°(T') como uma soma de uma
funcao constante com uma fungao que possua primitivas de todas as ordens, a saber,
g = go+ g1, onde go = §(0) e gy = Zf](kz)ek. Utilizaremos tal decomposi¢ao para as

k0
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funcoes v, f; e resolveremos (.1) separadamente para v, e v, 1, isto é, para resolvermos
> Jr JJ J,0 g1 )

(.1), basta resolvermos as equagoes

i i
Vig+ > G+ 1 =m)amvisimo =Y (i +1=m)anvjsi—mo = fio (:2)
m=0 m=0
e .
J
U},l + Z(J +1—=m)anvjt1-m1 = fja, (.3)
m=0

para todo j € Z.

Como a; = -+ =a,_1 =0 e a, # 0, pois x; é um zero de ordem n de a, a equagao
(.3) é equivalente a

/ J— N
'Uj71:fj’1, ]—O,...7n_].

U;’,l +(+1—n)avjt1—n1 + - +ajui1 = fi1, J>n.

Como as fungoes f;; possuem primitivas e as fungoes de C*°(T") que possuem primitivas,
possuem primitivas de todas as ordens, podemos determinar indutivamente vg 1,v1 1, . . .

em C*(T'), de modo que tais fungoes satisfacam as equagoes acima.
Por fim, a equagao (.2) é equivalente a

O:fjp, j:O,...,TL—l

(J+1—=n)anvjti—no+ -+ ajvio= fjo, j=n.
Como a,, # 0, podemos determinar indutivamente vy g = f,0(a,)"" e
n+k
k1,0 = [(k 4+ Dan] " (farno = Y (04 k+ 1= m)anvnirii-mo),
m=n+1
para k > 1. Note que vy pode ser escolhida arbitrariamente.

As condigoes 0 = fjo, j =0,...,n — 1, sao chamadas condigoes de compatibilidade

e estao satisfeitas, pois

fio = f;(0) = (2m) ! N fi=(@mjh)~ /Tl(aif)(ﬂ?h ) = (=1 @2mjl) " (z—2) @1, f),



66 Capitulo 3 — Resolubilidade global

fe&=(ker'L)° e d(x —x) ®1; € ker’L, para j =0,...,n — 1. De fato,
(¥ (z—x) 1) = 0 (z— 1) @1, + 0p(ad (v — 27)) @ 1y = Op(ad’ (x — 21)) @ 1, = 0,
uma vez que

(Oz(ad’ (z — m)), 0) = —(" (z — m), a¢) = (1)1 {d(x — @), & (ag)) =

i
_1)i+! T\ g G+H1=m) (1) — ()
(19732 ()t =0
paraj =0,...,n— 1.
Portanto, existem (v;p)jez, C C e (vj1)jez, C C(T") que satisfazem (.2) e (.3),
respectivamente. Entao (v; = vj0+v;1)jez, C C(T') satisfaz (.1). Segue da Proposi¢ao
(2.35) que existe u; € C®(T?) tal que S(w) C V; e (dw)(zy,+) = (j!)v;, para todo

j € Zy. Como (v;)jez, satisfaz (.1), segue que L(w;) — f é flat em {x;} x T* C T%

Para os operadores do tipo P também vale um resultado andlogo ao Teorema (3.5).

Na sua demonstracao utilizaremos o seguinte lema.

3.6 Lema. Sejam ¢ um nimero real nao nulo e f € C*(T"). Entao existe u € C>(T")

tal que u' + cu = f.

Prova: Utilizando série de Fourier, para v € C*(T"), temos v/ +cv = f se, e somente se,
d(k) = (c+ik)~f(k), para todo k € Z. Agora, (f(k))rez ¢ uma sequéncia rapidamente
decrescente, logo ((¢ + ik) ' f(k))rez também é uma seqéncia rapidamente decrescente
e, portanto, define uma funcao u € C=(T?) tal que a(k) = (c + ik)~' f(k), para todo

k € Z, logo u' + cu = f.
|

3.7 Teorema. Se ) # a~'(0) # T, a possuir apenas zeros de ordem finita e se f € G,
entao existird u € C*°(T?) tal que Pu — f serd flat em a=1(0) C T?.

Prova: Utilizando as mesmas notagoes e repetindo os mesmos argumentos da demons-
tragao do Teorema (3.5), basta exibir uw; € C*°(T?) tal que S(w;) C V; e P(u;) — f seja
flat em {z;} x T* C T?. Para v € C*>(T?), temos

m=0

j+1
T(Pv— f) = (v; U+ mVjmmer — fj> ,
JELy
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onde T : C*°(T?) — S é a aplicagao definida na demonstracio do Teorema (3.5). Assim,
Pv — f é flat em {z;} x T' C T? se, e somente se,
j+1
v;+ (3 +1) Z U Vj—m+1 = [}, (-4)
m=0
para todo j € Z,. Decompondo novamente uma fungao em C*(T!) como uma soma
de uma constante com uma fungao que possui primitivas de todas as ordens, segue que
para resolvermos (.4), basta resolvermos
j+1

G+ 1) tmjmiro = fio (:5)

m=0
1
vii+ (G +1) Z U Vj—m+11 = i1, (.6)
m=0

para todo j € Z.

Agora, a1 =---=a,_1 =0ea, # 0, pois x; ¢ um zero de ordem n de a. Assim, se

n =1, a equacao (.6) é equivalente a
Vi + (G + D]arvjn + -+ ajpvon] = fin, 20,

a qual pode ser resolvida, pois do Lema (3.6) segue que podemos determinar induti-
vamente v 1,v11,... em C®(T') tais que vy + a1von = fo1 e vg»’l + (j+ Dayv;x =

fin — (G 4+ Dlagvj_11 + -+ ajqv0,], para j > 1.
Se n > 1, a equacao (.6) é equivalente a
U}J Efj71, 7=0,...,n—2

U;,1 + (7 + D]anvjs1-n1 + -+ ajp1001) = fi1, j=>n—1.

Neste caso, como as fungoes f;; possuem primitivas e as fungoes de C*(T") que possuem
primitivas, possuem primitivas de todas as ordens, podemos determinar indutivamente

V0,1, V1,1, - €M C>®(T') que satisfazem as equagoes acima.

Por fim, se n = 1, a equagao (.5) é equivalente a

&11]3"0 + CZQU];L[) + -+ CljJron’o = (] + 1)71][]"0, j Z O,
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a qual pode ser resolvida tomando vy = afl foo e
vio = ay (7 + 1) fio — agvj10 — - — ajvog),

para j > 1.

Se n > 1, a equagao (.5) é equivalente a

Ozfjp, j:O,...,n—2

AnVj41-n0 + Qng1Vjno + - + ajerv00 = (G + 1) fi0, G =n—1,

a qual pode ser resolvida tomando vjy1_n0 = @, [(74+1) " fi0—Ant10j—no—- - .- —@j11000)],
para j > n — 1. As condicoes de compatibilidade 0 = f;o, para j = 0,...,n — 2, estao
satisfeitas pois f € G = (ker*P)° e ¢’ (x —x;) ®1; € ker'P, para j = 0,...,n—2. Tal fato
pode ser verificado procedendo de maneira analoga ao que foi feito na demonstracao do
Teorema (3.5).

Portanto, existem (v;0)jez, C C e (vj1)jez, C C(T') que satisfazem (.5) e (.6),
respectivamente. Entao (v; = vj0+v;1)jez, C C™(T") satisfaz (.4). Segue da Proposi¢ao
(2.35) que existe u; € C*(T?) tal que S(u;) C V; e (dw)(z;,-) = (5!)v;, para todo
j € Zy. Como (v))jez, satisfaz (.4), segue que P(w) — f ¢é flat em {z;} x T' C T2

3.8 Observagao. Se a funciao a € C*®(T!) possui apenas zeros de ordem 1, entdo

nao aparecem as condi¢oes de compatibilidade e o teorema anterior vale para qualquer
[ e Co(T?).

Se ) # a1(0) # T', a possuir apenas zeros de ordem finita e se f € &, seguird do
Teorema (3.5) que existe u € C®(T?) tal que Lu — f ¢é flat em a~*(0). Dizemos entao
que o Teorema (3.5) resolve, médulo fungoes que sao flat em a1 (0) C T?, o problema
de encontrar u € C>(T?) tal que Lu = f. Observe que Lu — f € £, uma vez que £ é um
subespaco vetorial e Lu, f € €. Se existir v € C*®(T?) tal que Lv = Lu — f, entdo existird
u—v € C®(T?) tal que L(u —v) = f.

Passaremos entao a considerar o caso em que o segundo membro de Lu = f é uma
funcao de &, flat em a=1(0).

Para cada u € C*(T?), a série parcial de Fourier na varidvel ¢ e a continuidade do

operador L fornecem que Lu = f se, e somente se,

~

a(z)uy(x) + ikig(x) = fr(z),
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para todo z € T' e k € Z. Considere a equacio a(x)i,(x) + ikiy(z) = fu(z) em
Par(R) e suponha que desejamos resolvé-la no intervalo (z1,z3), onde x7 < x5 sdo zeros
consecutivos de a. Neste caso, fixemos y; e z; em (x1,25). Dividindo a equagao pela

funcao a e utilizando fator integrante obtemos

u (@k<x> oot [ a—1<y>dy}> = ey @y espib [ o )iy,

Y1 Y1

para todo x € (z1, z5). Equivalentemente, existe ¢ € C tal que

() exp{ik / )y} = o+ / Fely)a~(y) explik / " (2)dey

Y1 Y1

~

em (z1,22). Entdo uma solugdo da equagao a(z)u)(x) + ikug(x) = fi(z) no intervalo

(21, z2) possui a forma

() = exp{—ik / "o (2)d2) <c+ / Fely)a~ () explik /y (z)dz}dy).

Y1 Y1

Vale notar que qualquer que seja ¢ € C, a expressao acima satisfaz a equagao a(x)u) (z)+
ikig(x) = fi(z) em (21, 22).

Desejamos estender suavemente estas solugoes a todo o intervalo [z, 23], de modo
que elas fornecam uma solucao definida em T!. A préxima proposicao ird auxiliar nessa

tarefa.

3.9 Proposicao. Seja b € COO( ) e 1 < xo dois zeros de ordem finita de b tais que
(z1,22)Nb1(0) = 0. Defina B(x f b= (2)dz, para todo x € (1, x9), ondey € (x1,3)
€ um elemento fixado arbztmmamente. Se g for uma funcao infinitamente diferencidvel

em uma vizinhanga de [x1, x2] e flat em {x1, 22}, entdo a funcao

h(z) = { apiiBla)lg(n), se € (a,2)

0, se =21 ou = = x9

estd em C®((wy,5)) e h™ () = lim, A (z) =0= lim h™(z) = h™(z3), para todo
T TT,

n€Z+

Prova: Utilizando que |exp{iB(x)}| = 1 e que lim g(x) = 0 = lim g(x), obtemos
$—>JZ1 TTy
h(zf) =0 = h(zy).
Derivando h em (z1,x2) obtemos h'(z) = exp{iB(x)}[¢'(z) + ig(x)/b(x)]. Como ¢

é flat em {x1, 22} e b se anula de ordem finita, segue da Proposigao (2.8) que h'(z) =
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exp{iB(x)}¢1(z), onde ¢; é uma funcao infinitamente diferencidvel em uma vizinhanga
de [x1,x5] e flat em {x1,z5}. Pelos mesmos argumentos do pardgrafo anterior segue que
R (zf)=0=n(z).

Analogamente, para n > 2 obtemos h™(z) = exp{iB(x)}¢,(x), para z € (1, 2),
onde ¢, é uma funcao infinitamente diferencidvel em uma vizinhanca de [xq, 23] e flat
em {z,zy}. Aplicando o mesmo argumento do primeiro paragrafo obtemos h(™(z]) =

0 =hr(x;).
|

3.10 Teorema. Se () # a~'(0) # T e a possuir apenas zeros de ordem finita, entio
para cada f € E que for flat em a=1(0) C T? ewistird u € C®(T?) tal que Lu = f.

Prova: Para cada u € C*(T?), a série parcial de Fourier na varidvel ¢ e a continuidade

do operador L fornecem Lu = f se, e somente se,

~

a(a)iy,(z) + ikig(x) = fi(x), (.7)

para todo € T! e k € Z. Sendo assim, obter u € C®(T?) tal que Lu = f é equivalente
a obter uma sequéncia de fungoes de decrescimento rapido em C>=(T') que satisfaz (.7).

No caso em que k = 0, devemos resolver a equacao a(z)i)(z) = fo(z), onde z € T'.
Segue da Proposicao (2.47) que fo é flat em a71(0) C T' e como a possui apenas
zeros de ordem finita em T, segue do Coroldrio (2.33) que existe vy € C*°(T?!) tal que
a(x)vy(z) = fo(a:). Falta concluir que vy é uma funcao que possui primitiva, o que ocorre
se, e somente se, (1,v) = 0. Pelo Teorema (2.42) existe 1/a € D'(T!) tal que a(1/a) =1
em D'(T'). Assim,

(L, v0) = (a(1/a), v0) = (1/a, fo) = (1/a, (21) " (L, f(z,-))) = (20)"{(1/a) © 1, f)

e como —'L((1/a) ® 1;) = (1/a) ® 0,1, + d.(a((1/a) ® 1;)) = (0.1,) ® 1, = 0, segue
que (1/a) ® 1; € ker‘L. Portanto, a hipdtese f € €& = (ker‘L)° implica que (1,v) =
(2m)~{(1/a) ® 1;, f) = 0. Entao existe 4y € C>*(T) tal que 4y = vy, logo i satisfaz
a(z)il(x) = a(z)ve(x) = folz), x € T

Consideremos agora o caso em que k € Z \ {0}. Utilizando as propriedades do
isomorfismo entre C*°(T') e Py, (R), segue que resolver a equagao (.7) em T! é equivalente
a resolver a equacao associada em Py (R). Para facilitar a notagdo iremos omitir o
isomorfismo A.

Escolha x; € a~1(0), denote o conjunto a~'(0) N [x1,z; + 27) por {z; < --- < xNn} e

defina xy,1 = 21 + 27.
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Com base nas ideias que antecedem a Proposicao (3.9), fixe y; € (z;,x41), para j =
1,...,N e defina A;( f a~'(z)dz, para x € (xj,z;4+1). Entdo A; € C®((x), xj41)),
logo exp{zk:Aj} € C™ ((:BJ,:BJH)) e é limitada. Das proposigoes (2.47) e (2.8) segue que,
para cada k € Z\ {0}, existe hy € Par(R), flat em a~1(0) e tal que hy = fi/a em

(zj,zj41), para j = 1,..., N. Da Proposigao (3.9) resulta que cada fungao

J(z) = { oxp{ikA;(2)} fu(z)/a(z), se @ € (z,2541)

0, se x=u; ou v =1x;11

pertence a C®((xj,z41)) € (gi)(”)(:cj) =0 = (g)"(x x7,,), para todo n € Z,. Sendo

assim, se definirmos zg = zy — 27, Tnyo = T9 + 27 e se mostrarmos que
Tjtl
/ gl.(z)dx =0, (.8)
x;
para todo j=1,...,N e k € Z\ {0}, entao a funcao
0, se x € [Tj41,%j42)

Gi:(‘r) = ij gk dya se T € (xjaxj—i-l)

0, se T c (xj_l,xj]

serd infinitamente diferencidvel em uma vizinhanga de [z;, 2,41 e flat em {x;, 2,41}

Assim, supondo valer (.8), segue da Proposicao (3.9) que

(@) exp{—ikA;(x }f gi(y)dy, para x € (zj,z,1) e j=1,...,N
U \X) =
0, se ze€{r;<--<xNni1}
pertence a C®((x1, zn11)), é flat em {z9,... 25} € 0™ (2]) = 0 = uAk(”)(a:j\,H), para

todo n € Z,. Mais ainda, 4y, satisfaz a equacao (.7) em [z1, zx1]. Tomando as extensoes
2m—periédicas obtemos uma sequéncia de fungoes (i )kez em C*(T') que sdo flat em
a~1(0) e que satisfazem (.7). Se mostrarmos que (i)rez ¢ uma sequéncia de fungoes
rapidamente decrescente, entdo (1, )rez definird uma funcao u € C*°(T?), a qual serd

dada por u(z, 1) Zuk e e satisfard Lu = f. Observe que u também serd flat em
kEZ

a~1(0) C T%

Provaremos que (uy)rez decresce rapido na Proposicao (3.11). Para concluir a de-
monstragao falta provar as identidades (.8) para cada j = 1,...,N e k € Z\ {0}, as
quais serdo uma consequéncia da hipdtese de que f € £ = (ker’L)°. O que faremos é

encontrar certas distribuigoes em ker ‘L que implicarao as identidades (.8).
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A defini¢ao de operador transposto fornece que —'L = 9; + d,(a-) e a série parcial
de Fourier na varidvel ¢ fornece que v € ker'L se, e somente se, 0, ® e, € ker’L para
todo k € Z, o que ocorre se, e somente se, —'L(0;) = (aty)’ + ikt = 0, para todo
k € Z. Assim sendo, cada distribuicao v, € ker ‘L, define uma distribuicao v = v, ® ey, =
b, ® ey, € ker L, logo 0 = (v, f) = 27 (v, f_p), isto &, (vg, f_r) = 0.

Relembrando que

[ e = [ espliha, )} futw) o)

J J

fixe j € {1,...,N} e para cada k € Z\ {0} defina

) exp{—ikA;(z)}, se € (v5,541)
wk(x) B { O, se T c Tl \ ($j,$j+1).

Desta maneira obtemos uma distribuigao v, € L>(T') c D'(T'). Como a ordem de
anulamento dos zeros de a ¢ finita, segue do Teorema (2.42) que é possivel dividir a
distribuicao v, pela fungao a. Mais ainda, uma analise mais cuidadosa permite obter
tal divisao ¢ /a € D'(T') de maneira que S(¢x/a) C S(1). Quando a fungao a possui
apenas um ou dois zeros, entdao a~(0) C S(¢3) e tal afirmagao resulta da Observagio
(2.43). Quando a func¢do a possui mais de dois zeros, tal afirmagao é uma consequéncia
da existéncia de parti¢oes da unidade em T! (para parti¢oes da unidade em variedades
citamos a referéncia 6)

Definindo wy, = "Lg(¢r/a) = ¢}, + ikyr/a segue que S(wy) C S(¢x) U S(Yr/a) C
S(Yx) = [z, 2j41) C T'. Para cada ¢ € C>®(T') com S(¢) C (zj,2;11), temos (wy, ¢) =
(W, o) + ik /a,d) = — (i, d) + ik(Yr/a, ¢). Como a funcdo a nao se anula em
(xj,xj41), segue que ik(Yy/a, @) = ik{a(VYi/a), ¢/a) = ik(Yy, ¢/a). Utilizando inte-
gragao por partes e o fato de que ¢ € C((z;,xj11)), obtemos (Y, ¢') = ik(Yy, ¢/a).
Portanto, (wy, ¢) = 0 para toda ¢ suportada em (z;,x;41), logo S(wy) C {xj, z41}.

Segue do Coroldrio (2.39) que existe uma distribui¢ao vy satisfazendo Ly (vy) = wy,
e S(vy) C {zj,z;41}. Entdo 0, = 5/a — vy, pertence ao nicleo de ‘L, logo 0 =
(0, fr) = (Wn/a, fi) — (U, f—i). Como f_, é flat em a~'(0), segue da Observacio
(2.40) que (v, f_x) = 0. Assim, segue do Coroldrio (2.33) que 0 = (¢y/a, f_i) =

Tj+1 ZTj+1
(a(¥n/a), f-r/a) = (p, for/a) = / exp{—ikA; ()} f-x(x)/a(z)dr = / g (x)de.

J J

O resultado a seguir foi utilizado na demonstragao do Teorema (3.10).
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3.11 Proposigao. A sequéncia (tg)rez C C°(TY), definida na demonstracio do Teo-

rema (3.10), é uma sequéncia rapidamente decrescente.

Prova: Para = € (zj,2;41) e n € Z temos 0"y (v) = B,(x) + D, (), onde
Bu(o) = 0" (exp{ ik, (0) [ ail)dy

Dy=0eparan>1D,(zx) =

n—1 n—1—
=0 m=0

| (7) (n _7711 . l) ' (exp{—ikA;(x)}) O™ (exp{ikA;(x) O™ =™ (fi./a) (x).

Defina g(z) = ikA;(x). Para cada r, s € N, denotaremos por Py(¢™M(z),...,g" (z))

um polinomio da forma

e denotaremos por Py(a(z),a™(x),...,a (x)) um polinémio da forma

aGZ:_H, la|<s

Verifica-se que 0'(exp{—ikA;(x)}) = P, (¢W(2),...,9Y(z)) exp{—ikA;(z)} e que
O™ (exp{ikA;(z)}) = P, (¢ (2),..., 9™ (x)) exp{ikA;(z)}. Assim,

0 (exp{~ikA;(2)})0" (exp{ikA;(2)}) = Py, (9W (@), ..., g™ (2)),

onde M, = max{l, m}.
Como ¢'(z) = ik(A;) (z) = ika~'(z) e ¢ (2) = ik(A;)™(2) = ikd"1(1/a)(x) =
ika(z)2""" P, (a(z),aM(x),...,a™ V(x)), se n > 1, obtemos a identidade

Py, (9" (@), ..., g"Mm) (2)) =

> colik)la(z) " Zoe" 2"V P (a(2), d(2), . .., aMim) (2)).
aEZfl’m7 || <s1.m
Definindo ¢(z,t) = f(xz,t)/a(z), se (z,t) € T*\a 1(0) e p(z,t) = 0, se (z,t) € a=*(0),
segue do Corolario (2.34) que ¢ € C*®(T?) é flat em a=1(0) C T? e cdlculos diretos
mostram que ¢y, = fk/a € C>(T"), para todo k € Z.
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Assim, dado M € Z, temos |k|™|D,(z)] <

n—1 n—1-1

- My, _ .
(n|)2 Z Z OalklaHMCL(CL’)i Zp:l’l ap2(P=1) (an_l_l_m¢k)($)’,
=0 m=0 My m
a€l, "
|a‘§Zl,m
onde cada constante C,, absorve a constante ¢, e a norma ||P;_(a(z),...,a™m) (1)),

logo C, nao depende de x e também nao depende de k.

Como

27
’k‘a|+M(an_1_l_m€£k)($)| _ (2’/’1’)_1 / (8(”_1_l_m’0)¢)(3@,t)k‘a|+Me_iktdt <
0

2m
) [ @) o, .

temos
M A
|k,\a|+Ma(l.)— Zp:l’lm ap2(P—1) (an—l—l—m¢k) (SB)| <

21 My 3
2m) [ fala) S gm0 0, )t <
0

Mm p—
”a(ﬂj)_zpzli ap2( 1)(6(n—1—l—m,|a|+M)¢)(x7t)Hom

a qual existe pois ¢ € C®(T?) é flat em a=*(0) C T? e a € C*®(T') possui apenas zeros
de ordem finita.

Portanto, dados n, M € Z., existe C; > 0 tal que |k|"|D,(z)| < Cy, para todo
x € (zj,x;41) e k€ Z\ {0}.

Utilizando argumentos similares, obtemos Cy > 0 tal que |k|M|B,(x)| < Cy, para
todo = € (z;,2;41) e k € Z\ {0}.

Em suma, dados n, M € Z,, existe C' > 0 satisfazendo |k|"|0"1,(z)| < C, para todo
r €Tl ekeZ)\ {0}, oque mostra que a sequéncia (i )rez C C*°(T') é rapidamente

decrescente.
[ |

Os teoremas (3.5) e (3.10) provam que quando ) # a='(0) # T', a hipétese de
que a~1(0) contém apenas zeros de ordem finita é uma condicao suficiente para que
LC=(T?) D & = (ker’L)°, ou seja, para que LC*(T?) seja um subespago fechado de
C>(T?).

Utilizando as mesmas técnicas presentes na demonstragdo do Teorema (3.10), con-

seguimos verificar que tal resultado também é valido para os operadores do tipo P.
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3.12 Teorema. Se () # a=1(0) # T' e se a possuir apenas zeros de ordem finita, entdo
para cada f € G que for flat em a=1(0) C T?, existird u € C*(T?) tal que Pu = f.

Prova: Utilizando série parcial de Fourier na varidvel ¢ segue que existe u € C>(T?)

satisfazendo Pu = f se, e somente se,

~

(aty)' (x) + tkig(z) = fr(z), (:9)

para todo z € T* e k € Z.
No caso em que k = 0, devemos resolver a equacio (at) (z) = fo(z) em T'. Sabemos

que fo € C>®(T!) possui uma primitiva se, e somente se,

(2m) /O " /0 " fla, t)dtdr = /0 " fo(z)dz = 0.

Por hipétese, f € ker'P e —'P = L. Assim, 1, ® 1; € ker’P e entdo 0 = (1, ® 1, f) =
2m

(1o, (1, f(x,))) = 20(1,, fo) = 27 [ fo(x)dz. Portanto, existe vy € C(T") tal que
0
vy = fo. Como a é uma fungao que possui apenas zeros de ordem finita, segue do Teorema

(2.42) que existe iy = vo/a € C(T") tal que (atiy) = v) = fo.

O préximo passo é resolver (.9) para k € Z \ {0}. Fazendo as mesmas consideragoes
que foram feitas na demonstracao do Teorema (3.10), tome z; € a~'(0), denote o con-
junto a=1(0) N [z1, 21 + 27) por {z1 < w3 < --+ < xy} e defina zy,; = z; + 27. Com
base nas ideias que antecedem a Proposicao (3.9), se y;, z; € (x;,,41), entdo utilizando

fator integrante pode-se verificar que a expressao

cexp{—ik /m a (y)dy} +

Yi

(it [t wan) [t eoliv [y

v Y
satisfaz a equacio vj(z) 4 ikvy(z)/a(z) = fi(z) no intervalo (z;,2;.1), qualquer que
seja c € C.

Seguindo as ideias acima, escolha y; € (zj,zj41), j = 1,...,N e defina A;(z) =
fya; a~(z)dz, para x € (z;,x+1). Entao A; € C®((zj,2;11)) e para cada k € Z \ {0} a
funcao exp{ikA;} € C*((z;,x;11)) e é limitada. Da Proposicao (3.9) resulta que cada
funcao
{ exp{ikA;(z)} fu(x), se x € (z;,2,11)

0, se v=uz; ou * =144



76 Capitulo 3 — Resolubilidade global

pertence a C®((xj,z;+1)) € (gi)(”)(x;r) =0= (gi)(”)(xjjrl), para todo n € Z;. Sendo

assim, se definirmos o = ry — 27, Tyy2 = To + 27 e se mostrarmos que
Tit1
| itz =0 (.10)
z;
para todo j=1,...,N e k € Z\ {0}, entao a funcao
0, se x € [Tjt1,%42)

Gi(l‘) = f gk dy? se T € ('Tj7‘rj+1>
0, se x€ (rj_1,]

sera infinitamente diferenciavel em uma vizinhanca de [z, x;11] e flat em {z;, z;41}.

Assim, supondo valer (.10), segue da Proposicao (3.9) que

() exp{—ikA;(x }f gi(y)dy, para x € (zj,2,1) e j=1,...,N
Vi \T) =
0, se ze€{r;<--<zni1}
pertence a C®((z1,xn+1)), é flat em {xo, ..., an} e Uli")(:vf) =0= v,in)(x]}+1), para todo

n € Z,. Mais ainda, vy, satisfaz a equacdo v (z) + ikvy(z)/a(z) = fr(z) em (21, Zx41).
Tomando as extensdes 2w —periédicas obtemos uma sequéncia de fungdes (vy)gez em
C>(T") que sio flat em a~(0) e que satisfazem v),(z) + ikvg(z)/a(x) = fi(x). Observe
que como a fungao a possui apenas zeros de ordem finita, existe vy/a € C*°(T') flat em
a=1(0). Entao dy(z) = vp(x)/a(x) =

exp{—ikA;(z)}a ! (z f gi(y)dy, para z € (zj,2,1)CT ej=1,....N
0, se x€a*0)

é uma funcao em C*(T'), flat em a~'(0) e que satisfaz a equagao (.9). Argumentos
andlogos aos utilizados na demonstracao da Proposi¢ao (3.11) demonstram que a se-
quéncia (g )kez C C(T') é rapidamente decrescente, logo (ix)kez define uma fungao
u € C*(T?) que satisfaz Pu = f.

Para finalizar esta demonstracao resta provar as identidades (.10), para cada j =
1,...,N ek e Z\{0}. Utilizaremos a mesma técnica que foi empregada na demonstracao
para a classe de operadores do tipo L. Calculando o operador transposto obtemos —'P =
0; + a(x)d, e a série parcial de Fourier na varidvel ¢ fornece que v € ker *P se, e somente
se, Uy ® e, € ker'P para todo k € Z, o que ocorre se, e somente se, —'Py(0) =

av), + tkv, = 0, para todo k € Z. Assim, cada distribui¢do v, € ker’P, define uma
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distribuigdo v = v, ® e = U, ® e, € ker'P, logo 0 = (v, f) = 27r<uk,f_k>, ou seja
<Vk7 f—k> =0.
Relembrando que

/mj+1 gl(x)dx = /%1 exp{ikA;(x)} fi(x)dz,

i j
fixe j € {1,..., N} e para cada k € Z \ {0} defina

) exp{—ikA;(z)}, se x € (v5,7541)
vr(e) = { 0, se z€T'\ (z;,2;11).

Desta maneira obtemos uma distribuicao ¢ € L*>(T") C D/(T') com S(¢x) C [z, 2j41]-
Entao a distribuigdo wy = "Pr(¢) = a)}, + ikt também satisfaz S(wg) C [, 2j41]
e para toda ¢ € C®(T') com S(¢) C (zj,2j41), temos (ay)y, p) = —ik(yg, P), assim,
wy = 0 em (x;,x,41) e consequentemente S(wy) C {z;,x;41}. Segue do Corolario (2.39)
que existe hy € D'(T') tal que ‘Pphy = wy e S(hy) C {zj,2zj41}. Definindo vy =
Yy, — hy, segue que vy, € kertPy, logo 0 = <I/k,f_k,> = (@Z)k,f_k> — (hk,f_k>. Como f_
é fiat em a'(0), segue da Observagzéo (2.40) que (hg, f_i) = 0, logo 0 = (g, f_i) =
/]+ exp{—ikA;(z)} f_p(2)dx = / " g (z)dz.

@ 2 -

Os teoremas (3.7) e (3.12) provam que quando () # a~'(0) # T!, a hipdtese de
que a~'(0) contém apenas zeros de ordem finita ¢ uma condigao suficiente para que
PC>(T?) > G = (ker’P)°, ou seja, para que PC*(T?) seja um subespago fechado de
C>(T?).

Finalizando essa secao mostraremos que quando () # a~(0) # T', a condigao de
que a~'(0) contém apenas zeros de ordem finita é uma condigao necessaria para que a
imagem de um campo vetorial do tipo L seja um subespago fechado de C*°(T?). Para
tanto, utilizaremos a seguinte caracteristica de um campo vetorial do tipo L, dada pela

proposicao abaixo.

3.13 Proposigao. Seja Ly = a(x)d/d, : C*(T') — C>(T'). Se a imagem de L for
um subespaco fechado de C*(T?), entio a imagem de Ly serd um subespaco fechado de
C>=(TH).

Prova: Suponha que LoC>®(T!) nao seja um subespago fechado de C>(T?!). Segue da
Proposigao (1.2) que existe fy € (ker’Lg)® \ LoC>(T").
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Definindo f = fo ® 1, € C*°(T?) e utilizando a série parcial de Fourier na varidvel ¢

de uma distribui¢ao v € D’'(T?), temos

W, /)=t ®er, fo@ L) =Y (ix @ ex, fo ® 1) = (L4, (B, fo)).

keZ keZ

Agora, v € ker 'L se, e somente se, ikiy + (ady) = 0, para todo k € Z. Em particular,
v € ker'L implica que 0 = (atg) = —'Lo(7y), ou seja, 0y € ker‘Ly. Portanto, (v, f) =
(14, (0o, fo)) = (1;,0) = 0, para toda v € ker’L, resultando que f € (ker’L)°. Para
concluirmos que LC*®(T?) nao é um subespago fechado de C*(T?), basta mostrarmos
que f € (ker’L)®\ LC*(T?). Suponha que exista u € C*°(T?) tal que Lu = f. Tomando
as séries parciais de Fourier na variavel ¢ das funcoes f e u temos Lu = f se, e somente
se, ikt + at), = fi, para todo k € Z. Em particular, Lo(tg) = aug = fo = fo, ou seja,

fo € LoC>(T"), o que é um absurdo. -

3.14 Teorema. Se a1(0) # T! e existe um ponto em T' onde a é flat, entdo o operador

Lo ndo possui imagem fechada em C>(T?).

Prova: Pela Proposigao (1.2) basta provarmos que LoC>®(T") C (ker ‘Ly)°. Vamos entao
exibir uma fungao em (ker‘Ly)° \ LoC>®(T").

Calculando o operador transposto de Ly obtemos —'Ly = d/d.(a-). Se v é uma
distribui¢do que estd no nicleo de ‘L, entao v satisfaz (av)’ = 0 e da Proposicao (2.48)
segue que av = ¢ em D'(T!), onde ¢ € C é uma constante. Segue do Teorema (2.44) que
¢ =0, logo av = 0 para toda v € ker‘Ly. Portanto, ker Ly = {v € D'(T'); av = 0}.

Denote por F o conjunto dos pontos em que a é flat. Como F é um subconjunto
fechado, nao vazio e F # T, segue da conexidade de T' que OF # 0.

Fixe 71 € OF e defina g(z) = 1 — cos(z — x1) € C®(T"). Observe que g se anula
apenas em xp, o qual é um zero de ordem dois, e a é flat em x1, pois F ser fechado
implica que dF C F. Segue do Coroldrio (2.33) que existe f € C*°(T'), flat em z; e tal
que a = fg.

Mostraremos que f € (ker‘lLy)°. De fato, para cada v € ker‘Ly temos 0 = av =
g(fv) = 0 e pelo Teorema (2.41) segue que fv = cyd(z — x1) + 18’ (x — x;1). Pelo
Teorema (2.44) devemos ter ¢g = ¢; = 0, jd que f é flat em x;. Assim, fo = 0 e
portanto, (v, f) = 0, qualquer que seja v € ker ‘L.

Por fim, mostraremos que nao existe u € C>®(T') tal que Lou = f. Se existir, entdo
au' = f. Como x; € OF, toda vizinhanga de x; possui um ponto onde a fun¢ao a nao
se anula. Assim, existe uma sequéncia (y,)nen C T! que converge para z; e satisfaz
a(y,) # 0, para todo n € N. Entao f(y,) # 0, para todo n € N e f(y,) = a(y,)v' (y,) =
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f(Wn)g(yn)t' (y,,) implica que 1 = g(yn)u'(y,), para todo n € N. Pela continuidade das
fungoes g e v’ segue que 1 = g(x1)u/(z1) = 0, uma contradicao. -

A Proposigao (3.13) e o Teorema (3.14) provam que quando @ # a~'(0) # T!, a
finitude da ordem dos zeros da fungao a é uma condigao necessdria para que LC*®(T?) =
& D (ker'L)®, ou seja, para que LC*(T?) seja um subespago fechado de C>(T?).

Em suma, os resultados desta se¢do demonstram o Teorema (3.3). Também de-
monstram o Teorema (3.4) nos casos em que a~'(0) = T' e a=!(0) = 0. No caso em
que @ # a='(0) # T, ficou demonstrado apenas que a~*(0) conter somente zeros de
ordem finita é uma condicao suficiente para que PC*(T?) seja um subespaco fechado de
C>(T?).

Vale observar que a parte final da demonstragdo do Teorema (3.10) mostra que
quando ) # a~1(0) # T, o operador transposto ‘L nio serd injetor e, portanto, L nao
serd sobrejetor . Mais ainda, tal demonstracao mostra que ker ‘L serd um subespaco de
dimensao infinita e, consequentemente, a imagem de L nao serd de codimensao finita
quando 0 # a='(0) # T' (veja os comentdrios apds a Definigao (1.2) de [4]). Por fim,
analisando a parte final da demonstracao do Teorema (3.12), verifica-se que as mesmas
conclusoes sao vdlidas para os operadores do tipo P; isto é, se @ # a~1(0) # T!, entao

nenhum operador do tipo P sera fortemente resoltivel, tampouco sobrejetor.

Il Resolubilidade global no espaco de distribuicoes

Consideremos agora os operadores do tipo L agindo no espaco de distribui¢oes D’(T?).
O objetivo é caracterizar a resolubilidade global de tais operadores demonstrando o

Teorema (3.1), o qual reescrevemos abaixo.

3.15 Teorema. Para um operador do tipo L = 0 + a(x)0,, as sequintes propriedades

sao equivalentes:
(i) LD'(T?) D (ker‘L)°,
(11) Uma das sequintes situagoes ocorre:
(1i.1) a1(0) = T,
(ii.2) a=*(0) =0 e p= (2#)_1/ (1/a) € racional ou irracional nao Liouville;

Tl
(ii.3) O # a='(0) # T' e cada x € a=*(0) € um zero de ordem finita.
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Novamente, quando a~!(0) = T, temos um campo vetorial com coeficientes cons-
tantes e o teorema anterior segue do Teorema (A.1) do Apéndice A.

Como na secao anterior, no caso em que a~'(0) = (), um operador do tipo L também
pode ser reduzido a um operador com coeficientes constantes. Observe que verificar se
L agindo em D’'(T?) possui imagem fechada equivale a verificar se L agindo em P}_(R?)
possui imagem fechada. Considerando os transpostos ‘M e M~ dos homeomorfismos
lineares M e M™!, definidos na secio anterior, temos ‘M o L o tM~! = 4L, onde
L =0y + pdr. Como a~1(0) = @, o operador L possui imagem fechada se, e somente se,
L possui imagem fechada, o que ocorre se, e somente se, p é racional ou irracional nao
Liouville, conforme Teorema (A.1) do Apéndice A. Mais ainda, das consideragoes feitas

no Apéndice A segue que se a='(0) = T' ou a~!(0) = (), entdo L ndo serd sobrejetor.

Utilizando o estudo dos operadores do tipo P efetuado na secao anterior, mostraremos
que quando @) # a~1(0) # T!, a condigao de a~'(0) conter apenas zeros de ordem finita

serd suficiente para que o operador L seja sobrejetor.

3.16 Teorema. Se ) # a'(0) # T' e a='(0) contém apenas zeros de ordem finita,
entao LD'(T?) = D'(T?).

Prova: Segue dos teoremas (3.7) e (3.12) que P : C*(T?) — C*°(T?) possui imagem
fechada e como L = —'P, segue da Proposicao (1.3) que LD’(T?) é um subespaco fechado
na topologia fraca*. Pela Proposigao (1.2) segue que °(ker P) = LD'(T?).

Por fim, mostraremos que ker P = {0}. De fato, tome u € ker P. Utilizando série
parcial de Fourier segue que Pu = 0 se, e somente se, (aty) + ki = 0, para todo k € Z.
Como na segio anterior, escolha x; € a='(0), denote o conjunto a=*(0) N [z, 1 + 27)
por {z; < --- < xy} e defina xy4q = 21 + 27 Fixe j € {1,...,N} e y; € (xj,2,41).
Utilizando fator integrante obtemos (aty)(x) = cexp{—ik fyf 1a(y)dy}, © € (xj,241).
Em particular, |a(z)a(z)| = |c¢| em (z;,2;41) e da continuidade das funcbes a e
obtemos ¢ = 0. Assim, @ = 0 para todo k € Z, ou seja, u = 0. Portanto, ker P = {0} e

LD/(T?) = D'(T?).
]

A préxima etapa sera provar que quando () # a~1(0) # T!, entao a finitude da ordem
dos zeros de a serd uma condicao necessdria para que LD'(T?) seja um subespaco fechado
de D’'(T?). Para tanto, considere a restrigao, Lo, de L ao subespaco D'(T!) ~ D'(T!)®1;.

Um calculo direto mostra que

Lo : D'(TY) — D'(T")
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é dado por
Lo = a(d/dx).

Para saber que a imagem de L nao é um subespaco fechado basta saber que a imagem

de Ly nao é um subespago fechado, isto é o conteiido da préxima proposicao.

3.17 Proposigao. Se LD'(T?) for um subespago fechado de D'(T?), entao LyD'(T") serd
um subespago fechado de D'(T?).

Prova: Suponha que LoD’(T') nao seja um subespago fechado de D'(T!). Segue da
Proposigao (1.2) que existe u € (ker L) \ LyD'(T!). O operador

Po : C=(T") — C(T"),

dado por
Po = d/dx(a-),

satisfaz 'Py = —L e entdo Py = —'Ly. Como C*°(T") é semireflexivo, segue da Proposicao
(1.5) que u € °(ker Pg) \ LyD'(T?). Observe que o operador Py é a restri¢cao do operador

P =0; + 0,(a') : C>°(T?) — C°°(T?) ao subespaco formado pelas fungoes que dependem

apenas da variavel x.

Consideremos u®1; € D'(T?). Utilizando série parcial de Fourier em C>(T?) obtemos

(u®1l,¢) =(u® 1ta2¢§k€k> = (u® 1y, doeo) = (Ls, (u, do))-

kEZ

Assim, (u®1, ¢) = 0 para toda ¢ € ker P, uma vez que ¢ € ker P implica que QASO € ker Py.
Portanto, u ® 1, € °(kerP) e novamente a Proposicao (1.5) implica que °(kerP) =
(ker #P)° = (ker 'L)°, uma vez que C>(T?) é semireflexivo.

Se mostrarmos que u ® 1, ¢ LD'(T?), seguird da Proposi¢ao (1.2) que LD’(T?) nao é
um subespago fechado de D’'(T?). Com efeito, se existir v € D'(T?) tal que Lv = u ® 15,
seguira da série parcial de Fourier na variavel ¢ que at| = v e av;, + ikt = 0 para todo
k € Z\ {0}. Em particular, L9y = u, uma contradigao. -
3.18 Observagao. Sem usar que C®(TY) é semireflexivo, o que se pode obter é que
LoD’'(T!) serd fechado na topologia fraca* de D'(T!), sempre que LD'(T?) for fechado

na topologia fraca* de D'(T?). Para tanto utiliza-se a Proposicao (1.4).

3.19 Teorema. Se a=1(0) # T e ezistir um ponto em T' onde a é flat, entdo a imagem
de Ly ndo serd fechada em D'(T").
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Prova: Vamos exibir uma distribuigao em (ker 'Lg)°\ LyD'(T!). Como C*(T"') é semire-
flexivo, os mesmos argumentos da demonstracao anterior implicam que basta exibir uma

funcao em °(ker Py) \ LyD’(T'), onde o operador
Po : C=(T') — C*=(T)

é dado por
Po = d/dx(a-).

Para tanto, denote por F C T o conjunto dos pontos onde a é flat e seja G = T'\ F.
Entao F ¢é fechado e, por hipétese, ) # F # T', logo § # G & T* é um subconjunto
aberto. Assim, as componentes conexas de G sao intervalos abertos da forma («, f3).
Fixando uma componente conexa («, 5) de G defina f como a funcao caracteristica de
(v, B), isto 6, f = X(a,p) vale um em (a, 8) e zero em T"\ («, §).

Afirmamos que f € °(kerPg). De fato, um célculo utilizando a hipétese de que
a~*(0) # 0 fornece que kerPy = {g € C®(T');ag = 0}. Para cada g € kerPy, a
identidade ag = 0 e a continuidade de g implicam que ¢ = 0 em G, uma vez que o0s
zeros de a em (G, se existirem, sao todos de ordem finita, logo isolados. Assim, para cada
g € ker Py, temos fg = 0 (como fungao) em T e, consequentemente, (f, g) = (gf,1) = 0.
Portanto, f € °(ker Py).

Por fim, o fato de (a, #) ser uma componente conexa de GG, logo um conexo maximal,
implica que a fungado a ¢é flat em {«, f}. Segue da Proposicao (2.45) que néo pode existir
u € D'(TY) tal que au = 1 em (a,3). Assim, nao pode existir v € D'(T') tal que
Lov = av' = f = X(ap), sendo v = v’ iria satisfazer au = 1 em (a, 3). Portanto,

f & LeD'(TY). |

3.20 Observagao. Sem utilizar que C*(T') é semireflexivo e utilizando a Proposicao
(1.4), os mesmos argumentos mostram que se a~*(0) # T' e se existir um ponto em T*
onde a é flat, entao a imagem de Lo nao seréd fechada na topologia fraca* de D'(T?) e
da Observacao (3.18) seguird que a imagem de L néo serd fechada na topologia fraca*
de D'(T).

Os teoremas (3.16), (3.17) e (3.19) finalizam a demonstracao do Teorema (3.15) e

junto com os resultados da se¢@o anterior finalizam a demonstracao do Teorema (3.1).

Segue das observagoes (3.18) e (3.20) que sem utilizar o fato de que C*°(T") ¢é semire-
flexivo, podemos demonstrar que quando () # a~'(0) # T!, a imagem de L serd um
subespago fechado na topologia fraca* de D'(T?) se, e somente se, a possuir apenas

zeros de ordem finita.
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Para encerrar essa secao, finalizaremos a demonstragdo do Teorema (3.2). Suponha
que P age em C®(T?) e que ) # a~'(0) # T*. Se existir um ponto em T' onde a fungao a
é flat, entao PC*(T?) nao sera um subespaco fechado de C*°(T?), uma vez que PC>(T?)
fechado em C*(T?) implicaria que —*P = L possuiria imagem fechada em D’'(T?) (veja
a Proposicao (1.3)), o que pelo Teorema (3.15) nao pode ocorrer. Portanto, quando
0 # a'(0) # T', a finitude da ordem dos zeros de a serd uma condi¢ao necessdria
para que a imagem de P seja fechada em C°°(T?). Junto com os resultados da secao
anterior, isso finaliza a demonstrac¢ao do Teorema (3.4), isto é, do Teorema (3.2) quando

consideramos o operador P agindo em C>(T?).

Agora considere P agindo em D’(T?). Analogamente ao que ocorre com os campos
da forma L, quando a=!(0) = () o estudo da resolubilidade global de um operador do
tipo P se reduz ao estudo da resolubilidade global de um campo vetorial com coeficientes
constantes da forma L = dx + udr, logo o Teorema (3.2) é uma consequéncia do Teorema
(A.1) do Apéndice A. Mais ainda, quando a~*(0) = T! ou a=1(0) = (), as consideracoes
feitas no Apéndice A também permitem concluir que nenhum campo da forma P sera
sobrejetor.

Resta provar que quando §) # a~1(0) # T!, a condi¢ao de a~1(0) conter apenas zeros

de ordem finita serd necesséria e suficiente para a resolubilidade global de P em D’(T?).

3.21 Teorema. Se ) # a'(0) # T' e a~'(0) contém apenas zeros de ordem finita,
entdo PD'(T?) = D'(T?).

Prova: Do Teorema (3.1) segue que o operador
L : C>(T?) — C™=(T?)
tem imagem fechada em C*(T?) e como
P=-'L:D(T% — D'(T?),

segue da Proposigao (1.3) que PD'(T?) é um subespaco fechado na topologia fraca*.
Pela Proposicao (1.2) segue que °(ker L) = PD'(T?).

Por fim, mostraremos que ker L = {0}. De fato, para cada u € C>(T?), utilizando
série parcial de Fourier obtemos u € kerL se, e somente se, at), + iku, = 0, para todo
ke Z.

Como na se¢ao anterior, escolha 1 € a~1(0), denote o conjunto a=*(0)N [z, z; +27)

por {z; < --- < xn} e defina vy = 21+ 27 Fixe j € {1,...,N} e y; € (zj,241).
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Utilizando fator integrante obtemos uy(z) = cexp{—ik fyﬁ 1/a(y)dy}, x € (z;,2j11). Em
particular, |i(z)| = ¢, para « € (z;,x;41) e pela continuidade do coeficiente parcial
segue que ¢ = 0. Assim, 4y, = 0 para todo k € Z, ou seja, u = 0. Portanto, ker L = {0}

e PD/(T?) = D/(T?).
m

Consideremos agora a restrigao Py de P ao subespaco D'(T!) ~ D'(T!) ® 1;. Um
calculo direto mostra que
Po: D'(T') — D'(T)

¢ dado por
Po = d/dx(a-).

Para saber que a imagem de P nao é um subespaco fechado basta saber que a imagem

de Py nao é um subespago fechado, conforme enunciamos abaixo.

3.22 Teorema. Se PD'(T?) for um subespaco fechado de D'(T?), entdo PyD'(T) serd
um subespago fechado de D'(T?).

A demonstracao do teorema acima segue a mesma técnica que foi utilizada na de-

monstragao do Teorema (3.17) e serd omitida.

3.23 Teorema. Se ) # a=1(0) # T! e a for flat em algum ponto, entdo a imagem de

Po ndo serd um subespago fechado de D'(TH).

Prova: Basta mostrar que existe uma distribui¢ao no conjunto (ker ‘Py)° \ PoD’'(T?).
Considerando o operador L agindo em C*(T?) e restringindo L ao subespago de C*°(T?)

formado pelas funcoes que dependem apenas da variavel x, obtemos

Lo : C(T") — C(TY)

~'Ly =Py : D'(T) — D'(T),

logo 'Ly = 'Py. Como C*®(T!) é semireflexivo, segue da Proposigao (1.5) que basta
exibir uma distribuigao no conjunto °(ker Lg) \ PoD’(T?).

Denote por F C T! o conjunto dos pontos onde a é flat e seja G = T' \ F. Entao
F é fechado e, por hipétese, ) # F # T'; logo ) # G & T! é um subconjunto aberto.
Assim, as componentes conexas de G s@o intervalos abertos da forma («, ). Fixando

uma componente conexa («, ) de G, considere a distribui¢ao §(z — «).
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Afirmamos que ¢§'(x — a) € °(ker Ly) C D'(T!). De fato, se g € ker Ly, entdao ag’ = 0
e como os zeros de a em G, se existirem, sao isolados, segue da continuidade de ¢’ que
g'(a) = 0. Portanto, (¢'(x —«),g9) = —(d(z —a),¢') = —¢'(a) = 0, para toda g € ker L.
Por fim, o fato de («, 8) ser uma componente conexa de GG, logo um conexo maximal,
implica que a fungao a é flat em {«, 3}. Assim, nao pode existir u € D'(T') tal que
Pou = (au)’ = §'(x — a), senao terfamos au = é(x — «) + ¢, o que pela Proposicao (2.46)
nao ocorre, uma vez que a ¢ flat em a. -
Segue dos teoremas (3.22) e (3.23) que quando @) # a~'(0) # T, a finitude da ordem
de anulamento dos zeros de a serd necessaria para a resolubilidade global em D’(T?) de

um operador do tipo P, o que finaliza a demonstragdo do Teorema (3.2).






Apéndice

Campos vetoriais com coeficientes

constantes no toro bidimensional

Dedicamos este apéndice ao estudo da resolubilidade global de campos vetoriais com
coeficientes constantes em T%m) . asaber, L =0, + a0y, onde o € C. As referéncias para
a resolubilidade global de campos vetoriais com coeficientes constantes em T? sdo [10] e
[8]. A resolubilidade global dos campos vetoriais do tipo L estd intimamente relacionada
com a natureza do ntimero complexo o € C. Analisaremos também quais operadores da

forma L sao sobrejetores e quais sao fortemente resoliveis.

A.1 Teorema. Consideremos L = 8, + ad,, onde a € C, wm campo vetorial com

coeficientes constantes. Entao as sequintes propriedades sao equivalentes:
(I) LC=(T?) ¢ um subespaco fechado em C=(T?),

(II) LD/ (T?) ¢ um subespago fechado em D'(T?),

(III) Uma das sequintes situagoes ocorre:

(II1.1) a € C\R;
(II1.2) o € R\ Q e o nao € um nimero de Liouville;
(1I1.3) a € Q.

87
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Prova: Consideremos inicialmente L agindo em C*(T?).

(Caso III.1). Suponha que a € C\ R.

Se a = ib, onde b é um numero real nao nulo, dada f € (ker’L)° defina

u(x,t) _ Z : f(jv k) e(ijz—&-ikt),
Gpezv U T k)

para todo (z,1) € T2 Como |(j +ak) = f(j, k)| < 2[f(j, k)| (min{1, [b[}) (5] + [k)) 7 <
2 £ (4, k)| (min{1, |b|})~!, para todo (j,k) € Z2\ {0} e do fato de que f(j, k) decresce
répido segue que a sequéncia [i(j+ak)] ! f (7, k) é rapidamente decrescente, logo a funcao
u € C(T?) satisfaz i(j + ak)i(j, k) = f(j, k) para todo (j,k) € Z2\ {0}. Note que a
distribuicao 1, ®1, pertence a ker 'L, pois 'L = —L. Assim, (277)2f(O, 0)=(1,®1;, f) =0

e, portanto, Lu = f.

Seja a = by +iby, onde by e by sdo nimeros reais nao nulos. Entao |j+ak| > |j+ b k|
e |j + ak| > |bek|. Tomando 0 < € < 1 temos |j + bik| < €|j| ou |j + bik| > €]
Se |j + bik| > €lj|, entdo 2|j + ak| > €|j| + |b2||k| > min{e, |ba|}(|j| + |k|). Sendo,
|74 b1k| < €|j| e consequentemente |bi1k| > [j|(1 —€), logo |j + ak| > |bok| = %(\bQHk\ +
:Z—i:|b1’|k‘|) > |b2£|k| + %(1 —€)|j| > min {%, %(1 - 6)} (17| + |k|). Em ambos os
casos existe um numero real C' > 0 satisfazendo |j + ak| > C(|j] + |k|), para todo

(7, k) € Z*. Portanto, dada uma fungao f € (ker’L)®, defina

~

U(.T,t) _ Z f<j7 ) e(zg:{:—‘,—zkt)7

Greoy (BT ak)

para todo («, 1) € T2. Como |(j+ak) ™ f(j, k)| < C|F (G, k)4 + kD < C7Hf(, k)],
para todo (j,k) € Z*\ {0}, segue que a sequéncia [i(j + ak)]’lf(j, k) é rapidamente
decrescente, logo u € C*°(T?) satisfaz i(j+ak)i(j, k) = f(j, k) paratodo (j, k) € Z2\{0}
e como f(0,0) = 0 temos Lu = f.

(Caso III.2). Seja o € R\ Q. Da defini¢do de nimero de Liouville segue que «
nao é um numero de Liouville se, e somente se, existem constantes ¢y, ¢o, c3 > 0 tais
que |j + ak| > ci(|7] + |k])~2, para todo (j, k) € Z* com |j| + |k| > c3. Esta condicao

aparece na referéncia [8].

Suponha que a nao seja um numero de Liouville, isto é, que existam constantes
c1, ¢z, c3 > 0 tais que |7 +ak| > ¢ (|| + |k]) ™, para todo (j, k) € Z* com |j| + |k| > c3.
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Dada f € (ker’L)°, defina (¢ji)(jx)ezz por cjr = f(4,k)[i(j + k)] ™", para todo (j, k) #
(0,0) e cgo = 0.

Afirmamos que a sequéncia (cji)(k)ez2 ¢ rapidamente decrescente. De fato, dado
r >0, existe ¢ > 0 tal que |f(j, k)| < e(|j] + |k]) ™, para todo (j, k) € Z2\ {(0,0)},
logo [eje| =[£G, k)l + ak|™ < ce'(|j] + |K|)™", para todo (j,k) € Z2\ {(0,0)}.
Portanto, a sequéncia (c¢;i)(jkezz ¢ rapidamente decrescente, logo define uma funcao
u € C>(T?) tal que u(j,k) = ¢, para todo (j, k) € Z*. Assim, u € C>(T?) satisfaz
i(j + ak)a(j, k) = f(j, k) para todo (j, k) € Z*\ {0} e como f € (ker‘L)° implica que
f(O, 0) = 0, concluimos que u € C*(T?) satisfaz Lu = f.

)G,
<

Reciprocamente, suponha que « seja um numero de Liouville. Mostraremos que
existe f € (kerL)°\ C*°(T?2). Calculos diretos mostram que {¢ € C®(T2); $(0) = 0} =
(ker‘L)°. Para cada n € N existe (jn, ky) € Z2 tal que |ju| + |kn| > 1 € |jn + ak,| <
(Ijn| + |kn])™™. Como a sequéncia ((|jn| + |kn]) = )nen é rapidamente decrescente, fica

bem definida uma funcéo f € (ker*L)° dada por

o0

F(a,t) =Y (gul + [kal) 2 exp(ijn + iknt),
n=1
para todo (z,t) € T?.

Agora suponha que exista u € T? satisfazendo Lu = f. Utilizando coeficientes de
Fourier concluimos que i(j + ak)i(j, k) = f(j, k), para todo (j, k) € Z2. Em particular,
para cada n € N, temos |i(jn, kn)| = | f G, kn)|[i(n + okn)| ™" > (|jn] + [kn|)2 . Verifica-
se que a sequéncia ((|jn| + |kn|)2 )neny ndo é rapidamente decrescente. Portanto, temos

uma contradicao.

(Caso II1.3). Suponha agora que a@ € Q. Se o # 0 podemos escrever a = p/q,
fragao irredutivel, com p € Z e ¢ € N. Se a = 0 escrevemos o = 0/1. Defina o conjunto
A= {(,k) € Z% j+ak =0} = {(j,k) € Z% j =pl, k = —ql, [ € L} e seja
B=7%\A.

Utilizando série de Fourier verifica-se que {v € D'(T?); o(j, k) = 0 se (j,k) € B} =
ker‘L e que (ker'L)° = {¢ € C®(T?); ¢(j, k) = 0, se (j, k) € A}. Sendo assim, dada f €
(ker*L)°, definimos a sequéncia (Cjk)(jkyez2 POT Cjj = FUR)i(G + ak)] ™, se (j, k) € B
e cjp =0, se (j, k) € A. Por definicao, se (j,k) € B entao j + ak # 0, logo ¢j + pk # 0.
Como qj + pk € Z, resulta que |qj + pk| > 1 e, portanto, |j + ak| > 1/¢. Daqui segue-
se facilmente que a sequéncia (c;i)(jrez2 ¢ rapidamente decrescente, logo define uma
fungao u € C=(T?) que satisfaz i(j + ak)a(j, k) = i(j + ak)ej = f(j, k), para todo
(j, k) € Z2, ou seja, Lu = f.
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As consideragoes anteriores finalizam a demonstra¢ao do Teorema (A.1) quando con-
sideramos o campo L agindo em C>(T?). Para a demonstragao do caso em que L age em
D'(T?) utiliza-se tais técnicas mais a Proposicao (1.5) (aqui usa que C®(T?) é semire-
flexivo).

[

Vale observar que se L age em C®(T?), entdo ker!L # {0} implica que L néo é

sobrejetor. Utilizando série de Fourier verifica-se que:
1. Se a € C\ Q, entdo ker'L = {v € D'(T?); 6(j,k) = 0, se (j, k) € Z*\ {0} }.

2. Se a € Q, entdo ker'L = {v € D'(T?); 6(j,k) = 0, se (j, k) € B}, onde B é

definido na demonstra¢ao do Teorema (A.1) (caso I11.3).
Portanto, nenhum campo da forma L agindo em C>(T?) é sobrejetor.

Dos comentérios apds a Defini¢ao (1.2) do artigo [4] segue que um campo da forma
L agindo em C*(T?) seré fortemente resoliivel se, e somente se, a imagem de L for um
subespaco fechado e ker 'L for um subespaco de dimensao finita. Assim, do Teorema
(A.1) e das propriedades acima resulta que L é fortemente resolivel se, e somente se,

a€C\RouaeR\Qeaniao éum nimero de Liouville.

Por fim, se L age em D'(T?), entdo (ker'L) # {0} impica que L néo é sobrejetor.
Agora, (ker ‘L) # {0} se, e somente, se (ker‘L)° # D'(T?). Como C>(T?) é semireflexivo,
exigir que (ker'L)° # D'(T?) é equivalente a exigir que °(ker P) # D’(T?), onde

P=—L:C>(T? — C>(T?).

Como C>(T?) é localmente convexo, uma aplicaciao do Teorema de Hahn-Banach fornece
que °(ker P) # D'(T?) se, e somente se, ker P # {0}.

Novamente, utilizando série de Fourier verifica-se que:
1. Se a € C\ Q, entdo ker P = {¢ € C®(T?); ¢(j, k) = 0, se (j, k) € Z2\ {0}}.

2. Se a € Q, entdo kerP = {¢ € C(T?); ¢(j, k) = 0, se (j,k) € B}, onde B é
1)

definido na demonstragao do Teorema (A.1) (caso II1.3).

Portanto, para qualquer a € C segue que L agindo em D’(T?) nao ¢ sobrejetor.
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