Introducao a determinacao, medida e categoria

Gustavo Henrique Labegalini Boska

Dissertacdao de Mestrado do Programa de P6s-Graduagao em
Matematica (PPG-Mat)

o
=
2
o
o
<
V)]
LLl
a)
LL
a)
<
o
Vs
oc
LLl
>
P
-

Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacao

SAO CARLOS

ICMC
i







SERVIGO DE POS-GRADUAGAO DO ICMC-USP
Data de Depésito:

Assinatura:

Gustavo Henrique Labegalini Boska

Introducao a determinacéo, medida e categoria

Dissertagédo apresentada ao Instituto de Ciéncias
Matematicas e de Computacdo - ICMC-USP,
como parte dos requisitos para obtencdo do titulo
de Mestre em Ciéncias — Matematica. EXEMPLAR
DE DEFESA

Area de Concentracdo: Matematica

Orientador: Prof. Dr. Leandro Fiorini Aurichi

USP - Sao Carlos
Julho de 2021



Ficha catalografica elaborada pela Biblioteca Prof. Achille Bassi
e Secdo Técnica de Informéatica, ICMC/USP,
com os dados inseridos pelo(a) autor(a)

Labegal i ni Boska, Gustavo Henrique

L116i Introducdo a determ nagcdo, nedida e categoria /
Gustavo Henrique Labegalini Boska; orientador
Leandro Fiorini Aurichi. -- Sao Carlos, 2021.
156 p.

Di ssertacdo (Mestrado - Programa de P6s- Graduacéao
em Matematica) -- Instituto de C éncias Matemati cas
e de Conmputacdo, Universidade de Sdo Paul o, 2021.

1. Teoria descritiva de conjuntos. 2. Jogos
infinitos. 3. Determ nagdo. 4. Propriedade perfeita.
5. Categoria de Baire. |I. Fiorini Aurichi, Leandro,
orient. Il. Titulo.

Bibliotecéarios responsaveis pela estrutura de catalogacéo da publicacdo de acordo com a AACR2:
Glaucia Maria Saia Cristianini - CRB - 8/4938
Juliana de Souza Moraes - CRB - 8/6176



Gustavo Henrique Labegalini Boska

Introduction to determinacy, category and measure

Dissertation submitted to the Instituto de Ciéncias
Matematicas e de Computagdo — ICMC-USP — in
accordance with the requirements of the Mathematics
Graduate Program, for the degree of Master in Science.
EXAMINATION BOARD PRESENTATION COPY

Concentration Area: Mathematics

Advisor: Prof. Dr. Leandro Fiorini Aurichi

USP - Sao Carlos
July 2021






A Deus minha mde.






AGRADECIMENTOS

O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenacio de Aperfeicoamento
de Pessoal de Nivel Superior - Brasil (CAPES) - Cédigo de Financiamento 001.






“Just so you know Jeff,
you’re now creating six different timelines.”
(Abed Gubi Nadir)






RESUMO

BOSKA, G. H. L. Introducio a determinacao, medida e categoria. 2021. 189 p.
Dissertacdo (Mestrado em Ciéncias — Matematica) — Instituto de Ciéncias Matematicas e
de Computacao, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2021.

Esta dissertacdo discute alguns topicos de teoria descritiva de conjuntos. Os assuntos
abordados sao arvores, seu espaco de ramos, jogos infinitos e sua determinagdo, em
particular abordamos os teoremas de Gale-Stewart e da determinagdo de Borel. Em
seguida a dissertacio discute espagos poloneses, categoria topoldgica e suas interacdes
com medida e combinatdria, com interesse especial nas propriedades perfeita, de Baire e
Lebesgue-mensurabilidade. Por fim, o texto aborda as consequéncias de alguns jogos
topoldgicos sobre as propriedades perfeita e de Baire para subconjuntos de espacos

poloneses.

Palavras-chave: Teoria descritiva de conjuntos, determinagdo, arvore, ramos, Jogo de
Gale-Stewart, Teorema de Gale-Stewart, Teorema da Determinacdo de Borel, Propriedade
perfeita, Propriedade de Baire, Baire-mensuravel, Lebesgue-mensurdvel, Medida e
categoria, Vitali, Bernstein, Lusin, Espacos poloneses, Jogo *, Jogo de Banach Mazur,

Jogo de Choquet, Axioma da determinagdo.






ABSTRACT

BOSKA, G. H. L. Introduction to determinacy, category and measure. 2021. 189 p.
Dissertacdo (Mestrado em Ciéncias — Matematica) — Instituto de Ciéncias Matematicas e
de Computacao, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2021.

This dissertation discusses some topics of descriptive set theory. The subjects of interest
are trees and their branch spaces, infinite games and their determinacy, in particular
the theorems of Gale-Stewart and of Borel determinacy. Next the text develop some
basic topological aspects of polish spaces, topological category and its interactions
with measure and combinatorics, with special interest on the perfect property, Baire
and Lebesgue measurability. Finally, we focus on consequences of determinacy, of three
particular topological games, over the the perfect and Baire properties of subsets of

polish spaces.

Keywords: Descriptive set theory, Determinacy, Trees, Branches, Gale-Stewart Game,
Gale-Stewart Theorem, Borel determinacy theorem, Perfect property, Baire property,
Baire-measurability, Lebesgue-measurability, Measure and Category, Vitali, Bernstein,

Lusin, Polish spaces, * Game, Banach Mazur Game, Choquet Game, Determinacy axiom.
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INTRODUCAO

Virias teorias matematicas envolvem familias de subconjuntos satisfazendo
certa axiomdtica. Na teoria da medida estes sdo os conjuntos mensuraveis, formando
uma o-élgebra. Na topologia a familia dos abertos, satisfazendo os axiomas de espagos
topolégicos. Em dlgebra, temos as subestruturas, como gradagdes ou subgrupos de um
grupo. Na combinatdria, complexos simpliciais abstratos e matroides seguem a mesma

fundamentagao.

Frequentemente, precisamos comecar por conjuntos regulares. Conjuntos sim-
ples, de facil descri¢do e que codificam tao bem toda a estrutura que, de alguma forma,
que podemos recuperar o modelo original a partir deles. Na teoria medida, estes serdo
conjuntos geradores. Na topologia, os abertos bdsicos. Na dlgebra conjuntos geradores.

Na algebra linear (e matroides), as bases.

Estes conjuntos costumam ter boas propriedades e estrutura. Bases e familias
geradores tem menos elementos que toda a topologia ou o-dlgebra. As bases de um
matroide e simplices maximais caracterizam completamente um matroide/complexo
simplicial. Valores de uma transformacao linear dependem apenas de sua avaliacdo numa
base. Funcdes simples assumem um ndmero finito de valores e tem uma integral simples

de se definir.

Note que estes conjuntos armazenam informacdo suficiente sobre a estrutura.
Desse modo, podemos recupera-la ou aproximar conjuntos mais complexos através de
um processo de aproximacao, ou regularizacao. Fun¢cdes mensurdveis positivas podem
ser aproximadas por funcdes simples. Abertos podem ser aproximados por bases. Ve-

tores quaisquer sao combinagdes lineares de vetores da base. Através destes processos,



i Introdugdo

caso sejam bem comportados, preservam boas propriedades para estes conjuntos mais

complicados.

Vamos considerar agora outro aspecto de um conjunto, assim como os matroides,
de natureza combinatdria: A determinacao. Suponha que temos uma maneira bem defi-
nida de usar um conjunto X como parametro para gerar um jogo, entre dois jogadores.
Este parAmetro é X = { conjunto de posi¢des finais que indicam vitdria para um certo
jogador }. Dizemos que um jogo é determinado quando algum jogador tem estratégia
vencedora. Sob o axioma da escolha, existem parametros X que ddo origem a jogos ndo
determinados. Definimos entdo que, quando o pardmetro X gera um jogo determinado, X

¢ determinado.

O conteddo abordado na dissertacao poderia ser resumido nos seguintes esquemas

de resultado:
» Regulares geram jogos determinados.

Determinacio * Regulares tém boas propriedades.

* Conjuntos que geram jogos determi-

Parte | Parte II1 nados tém boas propriedades.

* Estas no¢des aparecem, de maneira

: Propriedades . . .
Regularidade ———— Cstrutara associada e rica em paralelos e inter-
disciplinaridade, na topologia, teoria

da medida e na combinatoria.
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Parte |

Comecamos por arvores, seus ramos € diferentes disfarces em diferentes areas.

Na dlgebra e em sistemas dindmicos'

, as arvores aparecem como o grafo de Cayley
do grupo livre de palavras geradas por um alfabeto. No limite, vemos que este grafo
contém raios, ou ramos. Estes ramos podem ser munidos de uma topologia através de
varias motivagdes. Encontramos uma na teoria dos grafos, outra em categoria, topologia
classica e algébrica 2 e todas elas coincidem sob certas condi¢des de enumerabilidade.
Caracterizamos algumas propriedades topoldgicas deste espaco em termos de caracteris-
ticas combinatdrias destas drvores. Discutimos também o cardter functorial da construg¢ao

deste espaco, sua fidelidade e plenitude.

Introducao

[Ramos] Est. de semi-reticulado

Prop. topoldgicas  [Functorialidade] [Boa Fundagio] /'

Konig [Subarvores] -7

[Imagens], ﬁdelidadé e plenitude

Figura 1 — Diagrama aproximado das dependéncias do Capitulo 1 Arvores. Destacados por [']
topicos mais usadas nos capitulos subsequentes. A secio sobre estrutura de reticulado
€ usada apenas para a caracterizacdo da plenitude do functor ramo.

Seguimos com um capitulo sobre jogos. Abordamos no texto apenas jogos entre

1
2

Sistemas iterados de fungdes.
Respectivamente, espaco de extremidades de grafos localmente finitos, limite inverso, topolo-
gia de subespaco do espaco produto usais e compactificagdo de Freundenthal.
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dois jogadores, sem empate e com informacao perfeita. Em outras palavras, os jogadores
I e Il jogam alternadamente em cada rodada, até que cheguemos a um estado final do
jogo, que significa vitdria para exatamente um dos dois jogadores. Vamos modelar estes

JOgos como arvores :

Figura 2 — Jogos como 4rvores.

» Comecamos na posi¢do inicial ().

* O jogador / seleciona uma de suas op¢des k1, movendo o tabuleiro para um dos

estados disponiveis.
* O jogador /7 seleciona k, uma de suas jogadas legais a partir desta posicao.
* O jogador ] joga k3.
* Ao fim do jogo temos r, um estado final (ramo).
* Critério de vitéria : particionamos os estados finais em dois : vitéria para / ou

vitdria para /1.

Uma estratégia do jogador / é uma forma bem definida (d) que este jogador

usard para reagir a todas (V) as jogadas de /1. Andlogo para o jogador /1. Suponha que,



ao jogar de acordo com uma estratégia fixada, um jogador sempre vence, para quaisquer
que sejam os movimentos adversarios. Dizemos que esta estratégia € vencedora. Note
que a determinacao depende da particdo do espaco de ramos da arvore fixada como
critério de vitdria. Esta parte tenta estabelecer que parti¢des regulares resultam em jogos
determinados. De fato, mesmo que nao tenhamos empates em nossos jogos, existem jo-
gos onde nenhum dos jogadores sabe vencer (Coroldrio 2.3.2). Estabelecemos o teorema
de Gale-Stewart, que afirma que parti¢cOes delimitadas por abertos e fechados do espago

de ramos geram jogos determinados, e o Teorema da determinacio de Borel que estende

este resultado para subconjuntos Borelianos do espaco de ramos.

Introducao

Determinacao Equivaléncia e Dualidade

Teorema de Gale-Stewart

1
1
1
1
1
1
1
]
1
1
1
1

Jogo ndo determinado

------ Teorema da Determinagao de Borel
4

Quantificadores de Jogos

Figura 3 — Diagrama aproximado das dependéncias do Capitulo 2 Jogos e Determinacdo. Linhas
tracejadas indicam dependéncia fraca. As se¢des centrais do diagrama sdo a espinha

dorsal do capitulo.
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Parte |l

Na segunda parte, abordamos teoria descritiva basica. Comegamos com alguns
resultados sobre drvores de conjuntos e suas aplicacdes, introduzindo o operador de
Souslin. A intengdo desta secao € de construir, através de certas drvores de conjuntos,
funcdes continuas com boas propriedades. Atamos um né com a Parte I, caracterizando
espagos zero-dimensionais ultrametrizdveis como espacos de ramos de drvores. Em se-
guida, discutimos espacos poloneses e algumas propriedades quase universais do espaco
de Cantor e do espaco de Baire nesta subcategoria de espagos topoldgicos. Concluimos
esta se¢cdo usando arvores de conjuntos para demonstrar o teorema de Brouwer, que
caracteriza o espaco de Cantor como o tnico espaco completamente metrizdvel, zero-
dimensional, segundo enumerdvel, compacto e sem pontos isolados®. Seguimos para
o teorema do isomorfismo de Borel, que afirma que espacos poloneses tem, a menos
de bijecdo bimensuravel %, apenas dois tipos de Borelianos: enumeraveis e espacos de

Cantor.

Introduzimos formalmente a no¢ao de regularidade usada na dissertagdo. Va-
mos considerar familias de subconjuntos, chamadas de classes pontuais, de espacos

completamente metrizaveis e separaveis.

3 De onde podemos concluir que seu conjunto de compactos ndo vazios, munidos de métrica de

Hausdorff, é também homeomorfo ao préprio espaco de Cantor

4 isomorfismos na categoria de espagos mensuraveis
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Um exemplo sdo os abertos do espaco X, denotados

1 1
L IT por £)(X), e os fechados, chamados de IT9(X).
1 Conjuntos mais complexos sdo construidos com
| um processo de indugdo transfinita. Definimos
B elementos de X2 como reunides enumeriveis de
elementos de H?,, com ¥ < «. Elementos de 0. por

exemplo, sdo os Fy. A classe T19 é definido como

2(3) H(3) a classe dos complementos dos elementos de £¥. A
N/ intersecciio entre os dois é denotada por AY. Podemos
0
p A3 N mostrar que estas classes de conjuntos formam uma
Zg H(z) hierarquia cumulativa. Ao fim de ®; passos esse
N/ processo passa por todos os Borelianos de X. Isto
AS oferece uma estratificacdo dos Borelianos, denotados
7N por A, em classes cumulativas de complexidade
) I

! N y ! crescente. Definimos também os conjuntos analiticos,

AY denotados por X.

Usando estas ideias, é possivel classificar funcdes Borel-mensuraveis f: X —
Y em classes de mensurabilidade. Intuitivamente, analisamos como a inversa f -1.
AB(Y) — A(Y) aumenta a complexidade de conjuntos simples, ou seja, verificamos a

classe de complexidade de f~'(A).

Partimos para as propriedades e estruturas de interesse. Vamos dizer que uma
classe de conjuntos satisfaz uma propriedade se todos os seus elementos a satisfazem.
Comecaremos pela ja conhecida hipéotese do continuo (CH), passando pelo teorema de
Ulam, que afirma que qualquer medida  : 2(X) — [0,1]° que satisfaz u({x}) =0
¢ nula. Em particular, sob a hipétese do continuo, a reta e o intervalo unitario ndo t€m
medidas satisfazendo as hipdteses do teorema. Partimos para a versao topoldgica da hip6-
tese do continua, a propriedade perfeita (PSP). Dizemos que um subespaco S C X tem
a propriedade perfeita quando podemos inserir uma cépia ¢ — S do espago de Cantor.
Mostramos que os fechados e G5’s de poloneses tém essa propriedade, e concluimos

com isso que vale a hipétese do continuo nestas classes pontuais.

> Aqui X indica a menor cardinalidade maior que |NJ|.
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Outra propriedade de importancia serd a propriedade de Baire (BP). Estes serdo
o analogo topolégico dos Lebesgue-mensuraveis. Essa o-algebra fornece os paralelos e
transferéncia de resultados entre topologia e medida, e por isso os chamaremos de Baire-
mensuraveis. Um exemplo é o Teorema de Lusin, que afirma que dada f : [a,b] — R
Lebesgue-mensuravel, entdo para qualquer § > 0 existe uma continua g : [a,b] — R
que difere de f em um conjunto com medida < J. Seu andlogo topoldgico é, de certo
modo, mais forte: seja f : X — Y Baire-mensurével, se Y é segundo enumeravel entao
f € continua em todo ponto de X, exceto por um conjunto § C X magro (andlogo de
conjunto de medida nula). Alguns relacionamentos entre as propriedades e regularidade

sdo delimitados aqui.
CH
Definicdo 4.2.2
PSP
Coroldrio 5.1.1 | \Proposigdo 5.1.2
BP/ \.,2”
Proposicdo 2.3.1

Det

Figura 4 — Relacionamento entre algumas propriedades.

Passamos para o capitulo sobre a dualidade entre teoria da medida e catego-
ria topoldgica. Muitas analogias estao espalhadas pelo texto depois da introdugao dos
Baire-mensuraveis, mas nesta secdo os teoremas de Fubini e de Steinhaus-Weil sdo o
foco. Abstraindo algumas tecnicalidades, o teorema de Fubini afirma que um subcon-
junto do produto de espacos mensurdveis tem medida nula se, e somente se, suas se¢oes
quase-sempre t&ém medida nula. Seu andlogo topolégico, o Teorema de Kuratowski-Ulam,
afirma que um subconjunto do produto de espagos topoldgicos € magro se, € somente se,

suas secdes sao quase sempre magras.

Temos também o Teorema de Steinhaus-Weil mensuravel e seu andlogo topol6-

gico, o Teorema de Pettis. Mais uma vez omitindo as hipdteses, estes teoremas afirmam
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Introducgao

Hierarquia de Borel Esquemas

Espacos Poloneses

Propriedades e

Teorema do
Isomorfismo de Borel estrutura
Propriedade = Propriedade  Hipdtese do
de Baire Perfeita Continuo
1
I

I
1
1
1
1

Analiticos

I

Capitulo 5
1

Medida e categoria

1
1
1
I
1

Conjuntos de Lusin
e Sierpinsky

Banach-Mazur Desdobrado e Jogo * desdobrado e
BP para analiticos PSP para analiticos

Figura 5 — Diagrama aproximado das dependéncias dos capitulos Capitulo 3 Resultados prelimi-

nares e sua importincia em outros segmentos do texto.

que se um subconjunto A C G € mensurdvel (no sentido de Lebesgue ou de Baire) e

nio desprezivel (medida positiva ou ndo magro), entio A -A~! contém uma vizinhanca
da identidade. Em particular, no caso da medida de Lebesgue em (R, +), se temos um
conjunto de medida positiva A, entdo a subtracio A — A deve conter uma vizinhanca
de 0. A versdo mensurével deste teorema € precisamente a obstru¢do para que os bem
conhecidos conjuntos de Vitali sejam Lebesgue-mensurdveis. A versao topoldgica serd,
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da mesma forma, a obstrucio para que os mesmos conjuntos sejam Baire-mensurdveis.
Isso motiva o inicio de um série de constru¢des de conjuntos que exibem irregularidade
do ponto de vista da Lebesgue-mensurabilidade, Baire-mensurabilidade, determinagdo
e combinatdria (no sentido de teoria de Ramsey), incluindo também os conjuntos de

Bernstein, de Lusin e de Sierpinski.

Introdugao
. Aplicacdes a Irregularidade na medida,
Teorema de Kuratowski-Ulam grupos topolégicos na topologia e na combinatdria

Secdo B.3
Hiper-espago de Vietoris

Secdo B.5
Relagdes magras e
conjuntos independentes

Conjuntos de Vitali Conjuntos de Lusin e Sierpinski

---------
........

Conjuntos de Bernstein

Figura 6 — Diagrama aproximado das dependéncias do Capitulo 5 Medida e categoria. Para
construirmos um conjunto de Vitali Perfeito, vamos precisar de algumas se¢oes do
apéndice. Na secdo dos conjuntos de Bernstein, contruimos um conjunto de Vitali de
Bernstein.

Ao longo do capitulo, vamos usar alguns desses conjuntos para construir um
exemplo ndo trivial em cada uma das 8 combinacdes das propriedades, perfeita de Baire

e mensurabilidade no sentido de Lebesgue.
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PSP(R)

Exemplo 5.4.2

Exemplo 5.4.1

S

Exemplo 5.4.11
Exemplo 5.4.9

Exemplo 5.4.6

Exemplo 5.4.5 BP(R)

Figura 7 — Usando o axioma da escolha, construimos uma série de exemplos. Estes exemplos
testemunham que as classes dos conjuntos perfeitos, Lebesgue-mensurdveis e Baire-
mensurdveis ndo colapsam uma sobre a outra.

Parte IiI

Ao fim, estudamos alguns jogos topoldgicos que caracterizam a propriedades
perfeita, espacos poloneses e de espagos de Baire e, por fim, Baire-mensurabilidade.
Mais especificamente, cada um desses jogos recebe um conjunto como paradmetro. A
determinag¢do do jogo, gerado por este conjunto, tem consequéncias sobre a satisfacio das
propriedades mencionadas pelo conjunto pardmetro. Ao combinar resultados da primeira

parte com estas caracterizagdes, obtemos boas propriedades para conjuntos regulares.

Comecamos pelo jogo *, que toma um conjunto como parametro. A determina-
cao deste jogo que caracteriza, sob certas hipdteses, a propriedade perfeita sobre este
conjunto. Combinado com o teorema da determinacao de Borel, vamos concluir que
conjuntos de Borel tem a propriedade perfeita. Em seguida, uma versao alterada do

mesmo jogo nos fornece a propriedade perfeita para analiticos.

Em seguida, vamos analisar o jogo de Choquet. A determinacdo deste jogo

caracteriza os espacos de Baire®. O jogo de Choquet e sua versdo forte motivam a

6 Espacos que ndo sdo a reunido enumeravel de conjuntos cujos fechos tém interior vazio.
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definicdo dos espacos Choquet e espacos fortemente Choquet, que apesar de serem
hipdteses mais fracas que completude, fornecem propriedades parecidas. Terminamos a

secdo com uma caracterizacao, através desse jogo, de espagos poloneses.

Por fim, analisamos o jogo de Banach-Mazur. Este jogo também toma um
conjunto como parametro, e a determinacao do jogo resultante estd atada com a satisfacao
da propriedade de Baire pelo conjunto parametro. Mais uma vez, usando uma versao

alterada deste jogo, estabelecemos a propriedade de Baire para analiticos.

Introdugdo

O jogo * e uma caracterizacdo O jogo de Choquet,

da propriedade perfeita e espacos de Baire
O jogo * desdobrado O jogo forte de Choquet
e a propriedade perfeita de analiticos e a propriedade perfeita de analiticos

O jogo de Banach-Mazur
e a propriedade de Baire

O axioma O jogo desdobrado de Banach-Mazur
da determinagdos e a propriedade de Baire de analiticos

Figura 8 — Diagrama aproximado das dependéncias do Capitulo 6 Aplicacdes da determinagdo.

Estes resultados sdo validos sob ZFC, o que quer dizer que estas propriedades ndo
sdo destruidas facilmente em constru¢des matemadticas usuais. Ou seja, comecando de
conjuntos abertos e nos restringindo as operacdes de reunido e interseccao enumeraveis,
complementacdo e imagem por funcdo continua, podemos ter esperanca de que este
conjunto ainda mantém uma boa estrutura. Como foi discutido nos capitulos anteriores,
se incluimos o axioma da escolha no nosso sistema entdo nao podemos ter esperanca

que todos os subconjuntos tenham esta estrutura. Abandonando o axioma da escolha,
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8 impor o axioma de que todo jogo

mantendo apenas um de seus fragmentos’, podemos
de certo tipo € determinado. Sob esta hipétese, nos valendo das caracterizacdes anteriores,
todos os subconjuntos da reta teriam a propriedade perfeita e sdo Baire-mensuraveis.
Sob este axioma, nenhuma demonstragdo usada para o estabelecimento destes resultados

pode evocar o axioma da escolha (o que introduziria uma inconsisténcia ao sistema).

CH

1 Lo Teorema do isomorfismo de Borel
X, (Analiticos)

orolario 6.4.3

% (Borelianos)

eorema da determinacdo de Borel

3 11§
NI
/ . \Corolério 6.2.2

Y9 (Fs) 11 (Gs)

\ / Corolario 4.2.3
Ay

Gale-Stewart

Z(f (abertos) H? (fechados)

A(l) (clopens)
Figura 9 — Propriedades.

7 0 axioma dependente da escolha
8 (LARSON, 2004), (KECHRIS, 1984) e (MARTIN; STEEL, 1989).



X1iv

Introdugdo

Algumas rotas

Determinagdo
Capitulo 1: Arvores
Capitulo 2: Jogos e Determinacio

Subsec¢do 6.1.1: Aplicagdes na légica

Secdo 6.5: Axioma da determinacao

Medida e categoria topolégica

Sec¢do 1.1: Introdugao

Secdo 1.2: Espago topoldgico dos ramos

Subsec¢do 1.2.1: Propriedades topoldgicas

Capitulo 3: Resultados preliminares

Secdo 4.2: Propriedades e estrutura

Capitulo 5: Medida e categoria

Figura 10 — Algumas possiveis rotas de leitura.
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Propriedade perfeita
Secdo 1.1: Introdugdo
Secdo 1.2: Espago topoldgico dos ramos
Subsecdo 1.2.1: Propriedades topoldgicas
Secdo 2.4: Teorema de Gale-Stewart
Sec¢do 2.5: Teorema da Determinagao de Borel
Capitulo 3: Resultados preliminares

i

Subsecdo 4.1.2: Analiticos Subsecdo 4.2.2: Propriedade perfeita

Secdo 6.2: O Jogo * e a propriedade perfeita

—

Subsecdo 6.2.1: Propriedade perfeita para analiticos

Figura 11 — Rota da propriedade perfeita.
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Propriedade de Baire
Secao 1.1: Introducao
Secdo 1.2: Espago topoldgico dos ramos
Subsecdo 1.2.1: Propriedades topoldgicas
Secdo 1.4: Boa Fundacdo
Secdo 2.4: Teorema de Gale-Stewart
Secdo 3.2: Esquemas de Conjuntos

=

Subse¢do 4.1.2: Analiticos Subsec¢do 4.2.3: Categorias topoldgicas e a propriedade de Baire

Secdo 6.4: O jogo de Banach-Mazur e a propriedade de Baire

~

Subsecdo 6.4.1: Propriedade de Baire para analiticos

Figura 12 — Rota da propriedade de Baire.
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Preliminares

Categorias

Uma Categoria é uma classe de objetos e para cada par (A,B) de objetos
temos hom(A, B) conjunto dos morfismos entre A e B. Dados trés objetos existe o
definida o : hom(A,B) x hom(B,C) — hom(A,C) levando (f,g) — go f com proprie-
dade associativa esperada. Cada objeto A tem uma identidade id4 € hom(A,A) inverso
bilateral das operagdes o de composta definidas em hom(A, B) x hom(B,C) — hom(A,C)
e hom(B,A) x hom(A,C) — hom(B,C), para quaisquer B,C. Um objeto final A € C ¢
objeto tal que, para qualquer objeto B € C existe e é tnico f € hom(B,A).

Um functor entre C e D, denotado por F : C — D, leva objetos A em ob-
jetos F(A) e, para cada par (A,B) de objetos estd bem definido F|4 p : hom(A,B) —
hom(F (A),F(B)) com F(ids) = idp4) e F(go f) = F(g) o F(f). Dizemos que F ¢ fiel
quando F|4 p € injetora e pleno quando F|, p é sobrejetora.

Exemplo 0.0.1. Vamos trabalhar especialmente com as seguintes categorias:

(i) Sets, a categoria dos conjuntos , cujos morfismos sdao fungdes.

(ii) Pré-ordens (P, <). Objetos sdo elementos p € P e dois objetos p, g tem no maximo
1 morfismo entre si quando p < g. A existéncia de o e a transitividade de < sdo a

mesma coisa.
(iii) Ord, os nimeros ordinais com fungdes monétonas.

(iv) Tree arvores, como ordens, cujos morfismos sdo mondtonas proprias (Defini-
cao 1.3.1).

(v) Top, a categoria dos espacos topolégicos munidos de morfismos continuos.

(vi) Polish, a categoria dos poloneses , espacos completamente metrizdveis munidos

de base enumerdvel. Os morfismos sao ainda fun¢des continuas.

(vii) Measble a categoria dos espacos mensuraveis (A,.%7), cujos morfismos sao as

funcdes mensuraveis.
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O C-produto de uma familia de objetos {X;}ic; € um objeto X, chamado de
produto , e morfismos 7; € hom(X,X;), ditas projecoes , tais que pra qualquer objeto
A, tuplas de morfismo (¢;) € [Thom(A,X;) correspondem ao morfismo ¢ € hom(A,X)
univocamente com a propriedade 7; o ¢ = ¢;. Chama-se um morfismo f de monomor-
fismo ¢ a versao categoria de injetividade : Diz-se que o morfismo f ¢ monomorfismo
se fog= foh = g = h quando as compostas da primeira equagao fazem sentido.
O conceito dual € o de epimorfismo , a versdo categdrica de sobrejetoras. Os mono-
morfismos em um objeto especifico sdo chamados sub-objetos . Isomorfismos sao

morfismos que tem inversa bilateral.

Figura 13 — Caso particular = {0, 1} do produto. Estéo implicitos os quantificadores V¢, ¢;3!¢.

A categoria oposta de C € a categoria de mesmos objetos que considera cada
morfismo f € hom(A, B) como f°P € hom(B,A), identificando (go f)°P com f°P o g°P.
Invertendo as setas do diagrama do produto, temos enunciado a propriedade universal do
coproduto . Esse tipo de observacao se chama dualizacido . Dualizar uma ordem, ou
estrutura sobre uma ordem, por exemplo, é enxergar (P, <) como categoria e inverter as

setas, ou seja, trabalhar em (P,>).

Conjuntos

Vamos trabalhar sob a fundamenta¢do metamatemética de [ZF| + [DC] em geral,
onde [DC] se refere ao axioma da escolha dependente (Definicdo 1.2.4). Vamos es-
tudar algumas consequéncias de [AD], o axioma da determinac¢io . Como o axioma
da escolha ¢ inconsistente com este axioma (Teorema 2.3.2, Corolario 2.3.2), as ar-
vores de demonstracdo (no sentido de (DALEN, 2004)) das consequéncias do axioma
da determinacdo, discutidos na Secao 6.5, nao podem usar o axioma da escolha, pois
introduziriamos uma contradi¢do a teoria. Infelizmente alguns usos do axioma da escolha

sa0 muito tacitos. Por isso, em algumas demonstrac¢des, se faz uma construgao lenta,
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fazendo mengdo explicita aos (esquemas de) axiomas que estdo sendo evocados. Vamos
nos ancorar em (LARSON, 2004), (KECHRIS, 1984) e (MARTIN; STEEL, 1989) com

relacdo a questdes de (equi)consisténcia.

Por exemplo, do axioma do vazio, temos () e do axioma do infinito a existéncia de
um conjunto indutivo S que satisfaz @ € SAVx € S(xU{x} € §), férmula que diz que S é
indutivo. Das partes existe S, o conjunto de suas partes e da selecdo seus subconjuntos
indutivos. Também da selecdo, existe o conjunto dos que pertencem a todos os indutivos,
o menor indutivo, que vamos denotar por @, o primeiro ordinal infinito de Von Neumann,
isomorfo aos naturais como modelo de teoria de ordem. Chamando sugestivamente @ de
0, elementos de @ sdo do tipo n+ 1 =nU{n}, em particular 2 = {0, 1}. O conjunto usual
dos ndmeros naturais N = {1,2,...}, da aritmética, também serd usado em algumas

construgdes.

O Teorema de Cantor-Schroder, que diz que dois Set-monomorfismos entre dois

objetos em direcdes distintas implica na existéncia de um isomorfismo entre estes objetos.

Teorema 0.0.1 (Schroder-Bernstein). Sejam f:A — Be g: B — A injetoras, deve haver
h: A — B bijetora.

Demonstragcdo. A demonstracao se encontra no Teorema C.0.1 [

Vale o mesmo teorema na categoria dos espagos mensuraveis (). Fixemos uma

notacdo para operacdes basicas sobre familias de subconjuntos de um conjunto fixado:

Definicao 0.0.1 (Operagdes bésicas sobre conjuntos). Seja X # 0 e .# C P (X), defini-
mos as operacoes bésicas

5
I
-
]
]
N
q

A </ finito}
T ={\ : & C F N finito}

A
I
-
h
]
N
Y

A o/ enumerdvel }
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~F = {X\F : F € 7}

De fato, 0 # . C X é algebra se %, = %, =% = .%. Dizemos que .% é
uma o-algebra de subconjuntos se .# #0e %5 =% =% =.%.Um ideal sobre
X é uma familia .# fechada com relagdo a reunides finitas tal que X ¢ ¥ ese AC B € ¥
entdo A € .#. Substituindo reunides finitas por enumeraveis na definicio anterior temos
definicdo de - ideal . Dualizando as defini¢des acima, temos respectivamente as defini-
coes de filtro e o-filtro .

O conceito de drbita é extremamente usual em sistemas dindmicos e dlgebra.
A defini¢do basicamente nos dd, dada ¢ : X — X acdo qualquer sobre um conjunto,
uma funcdo 0 : @ — X tal que &(n) = @"(x) (segue diretamente de indugio sobre os
naturais). Gostariamos de estender tal defini¢do para o caso transfinito, ou seja, em algum
senso, iterar uma funcdo um niimero ordinal de vezes e obter @Y para’ ¥ < a € Ord,
uma Orbita transfinita . Vamos fazer isso no contexto de conjuntos ordenados, entao
cabem algumas defini¢des. Seja (P, <) uma ordem. Uma cadeia de P é um subconjunto
C C P totalmente ordenado. O supremo, denotado por \/ S ou sup S, de um subconjunto
S C P é a menor cota superior, ou seja, o minimo do conjunto {p € P : Vs € S(s < p)}.

Dualmente, temos o infimo de S, denotado por A S ou infS.

Teorema 0.0.2 (MOSCHOVAKIS, 1994)). Considere P ordem tal que toda cadeia tem

10

supremo. Seja ¢ : P — P monotona expansiva '~ e o ordinal. Dado p € P qualquer,

existe e € inica uma funcdo O : o« — P mondotona tal que

p sey=0
O(y) =4 ¢(0(a)) sey=o+1
O(a) =supy,.o O(y) o limite

® A nota¢do a € Ord ndo quer dizer que Ord é conjunto, de fato ndo é (Paradoxo de Burali-

Forti). Significa apenas que ¢ é bem ordenado por € |4.
Y p<olp)
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Note que podemos nos desfazer!! da hipétese de expansividade se P tiver minimo
e tomarmos p = min P. Denota-se em geral a cadeia {O(y) : Y < a} = Oy(p) a 6rbita
transfinita de p por @.

Teorema 0.0.3 (Hartog). Dado um conjunto X, a = {B € Ord : B — X} é um conjunto.

Em particular, é ordinal que ndo pode ser incluido injetivamente em X.

Demonstragdo. A demonstracdo se encontra no Teorema A.1.2 0

O ordinal & definido acima se chama niimero de Hartog de X, Hart(X). Car-
dinais sdo ordinais K que ndo assumem bije¢cdo com segmentos iniciais proprios. Note
que k < Hart(x). Se houvesse bije¢do entre f : Hart(x) — & e um de seus segmentos ini-
ciais, isomorfo ao ordinal @ < Hart(k), temos entdo f | k : kK — & bije¢do, em particular
injec¢do, e @ — K pois & < Hart(k), contrariando que k é cardinal. Nesse caso Hart(x) é
cardinal, que denota-se por K+, com K+ ¥ Kk, logo k¥ < K+ € expansiva. Se um cardinal
¢ do tipo K+ o chamamos de cardinal sucessor , cardinal limite caso contrério. Seja
K = SUPy_q ky onde cada K, € cardinal, este € de fato um ordinal e dado 6 € k, 6 < ky,
houvesse bije¢do K — 6 sua restri¢do ao cardinal Ky contradiz o fato de que Ky € cardinal.
Podemos entdo!? definir a 6rbita transfinita de Hart, que chamaremos de X, comec¢ando
de Xy = w e tomando Xy = X+ e o supremo das imagens anteriores em cardinais
limite. De fato, X, de ordinal sucessor/limite o € cardinal sucessor/limite. Dizemos
que um conjunto X tem cardinalidade k se K € o menor ordinal que tem bijecdo com X.
Dizer que todo X tem cardinalidade € afirmar que todo conjunto assume boa ordem, um

equivalente do axioma da escolha.

Topologia

Espacos topologicos formam uma estrutura extra sobre Sets com a intencao
de dar nocao abstrata de proximidade. Munimos conjunto de familia de subconjuntos 7
chamados abertos satisfazendo axiomas usuais. Seus complementares sdo chamados

fechados e a interseccdo destas classes sdo os clopen. Chama-se conjuntos de 75 de Gg

1" Demonstra¢do também via indug@o transfinita.

12" Note que os cardinais formam uma classe bem ordenada, mas eles ndo s3o um conjunto, logo
esta aplicacdo configura um certo abuso.
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e (—T)s de Fs . Se pontos podem ser separados por abertos, dizemos que o espago é
Hausdorff . As setas dessa categoria sao funcdes cujas imagens inversas de abertos sdo

abertos, chamadas funcées continuas .

Temos com estas informagdes a categoria dos espagos topoldgicos Top. Abertos
locais de A C X € a intersec¢do de abertos de X com A e munem A de Topologia
induzida. Uma inclusao € uma injec@o continua sobre a imagem munida de topologia
induzida. A menor topologia que torna as Set-projecdes do Set-produto formam o Top-

produto. Forma-se o produto topolégico . Dualmente temos soma topoldgicas.

Se todo aberto € reunido de elementos de uma familia de abertos &, esta é
chamada de sub-base . Interseccdes finitas de sub-basicos sdo ditos basicos . Se houver
métrica d : X x X — R cujas bolas formam base de uma topologia este espaco € dito
metrizavel e, se tal métrica for completa, completamente metrizavel . Considere
X =[licewXi com X; metrizaveis. Assuma todas as métricas limitadas. Tome a métrica

d =Y. 27Xd; e temos que X é metrizdvel.

Abertos de metrizdveis sdo Fg’s, dualmente fechados de metrizaveis sdo Gg’s.
Compactos sdo espacos que, quando cobertos por uma quantidade arbitraria de abertos,
podem de fato ser cobertos por um subconjunto finito destes abertos. Um espaco Haus-

dorff € dito localmente compacto se todo ponto tem base local de compactos.

Bases, Enumerabilidade e Dimensionalidade

O peso de um espaco topoldgico € a menor cardinalidade que uma de suas bases
pode assumir. Toda base tem subconjunto que € ainda uma base e tem cardinalidade igual
ao peso. Espacos zero-dimensionais sido aqueles que tem base de clopens. Produto
enumerdavel de espacos segundo enumeraveis € espaco segundo enumeravel. Um espaco
segundo enumerdvel Hausdorff tem no maximo continuo pontos, pois fixada base %

enumerdvel, x € X — {B € £ : x € B} — 2% ¢ injetora.
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Compacidade e Completude

Um espaco € sequencial se aderéncia € caracterizada por sequéncias, ou seja,
x €A <= JA >x, — x. Sequencialmente compactos sio espacos onde toda sequéncia
tem subsequéncia convergente. Todo compacto sequencial € sequencialmente compacto.
Seja X métrico sequencialmente compacto, dada ¢ cobertura aberta de X, deve haver
0 > 0, o nimero de Lebesgue da cobertura, tal que todo conjunto de didmetro <
0 esta inteiramente contido em um dos elementos de .«7. Cobertura de compactos
Frechet tem nimero de Lebesgue, em particular, compactos metrizdveis tem nimero de
Lebesgue. Métrico sequencialmente compacto é compacto. Dado € > 0, um &- net de
um metrizdvel X é uma colec@o finita de pontos F tal que | J,r B(x,€) = X. Um espago é
dito totalmente limitado se para todo € existe €-net. Métrico € compacto se, € somente

se, € totalmente limitado e completo. Temos o cldssico equivalente ao axioma da escolha:

Teorema 0.0.4 (JAC] Tychonoff). Produto arbitrdrio de espagos compactos é compacto.

Espacos completos tem uma caracterizagcdo de extrema importancia, usada silen-

ciosamente ao longo de todo o texto:
Teorema 0.0.5 (Teorema da intersec¢do de Cantor). (X,d) é completo se, e somente

se, para toda sequéncia decrescente de fechados ndo vazios F; C X com diam(F;) — 0,
dx e NE.

Espacos Poloneses

Definicao 0.0.2 ( Espaco polonés ). (X, 7) é dito polonés se é completamente metrizdvel

e separavel.

Exemplo 0.0.2 (Exemplo de poloneses). Considere os seguintes exemplos:

(i) Espacos enumerdveis com topologia discreta.

(ii) A reta R real é espaco polonés, visto que é completo e separdvel.
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(iii) Produto enumerdvel I1X; de poloneses X; é polonés. Em particular sdo poloneses
H = [0,1]” 0 Cubo de Hilbert, ¢ =2° o espaco de Cantor '3 ¢ N = ©®® o
espaco de Baire .

(iv) A soma topologica enumerdvel de espacos poloneses é polonesa. De fato, sejam
PB; bases de X;, B ={@i(B) : i € @ \B € B} é base de @ X;. Tome d como d;

entre pontos do mesmo espago e 1 entre pontos de espacos distintos.

Do que foi dito, a sub-categoria dos espacos poloneses Polish é fechada com

relacdo a produtos e coprodutos enumerdveis. Alguns objetos de Polish sdao destacados:

Teorema 0.0.6 (Metrizavel segundo enumeravel € subobjeto do Cubo de Hilbert). Todo

espaco metrizdavel segundo enumerdvel pode ser incluido no cubo de Hilbert.

Demonstracdo. A demonstracio estd no Teorema B.2.4. [

Teorema 0.0.7 (Imersdo em Cantor). Espaco metrizdvel segundo enumerdvel e zero-
dimensional é subobjeto X — 2% do subespaco de Cantor, ou seja, é incluido homeo-

morficamente no espago de Cantor.

Demonstracdo. A demonstracao estd noTeorema B.2.5 [

Medida

Uma algebra de subconjuntos em X, como ja definido, é familia &/ C X
fechada com relacdo a complementagao e reunides finitas. Ganhamos automaticamente
fechamento com relacdo a intersecdes finitas. De novo uma o-Algebra de X é também
fechada com relagdo a interse¢des enumerdveis. Sejam .7y o-Algebras sobre X, y € k,
de fato, & =[Ny, cAy € o-Algebra sobre X. Considere & C #(X) familia qualquer, esta
bem definida

ME)=( o C P(X): o éc-dlgebrae & C o}

13 Homeomorfo ao conjunto de cantor pelo Teorema 3.3.3.
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a menor c-algebra de X que contém & ou o- algebra gerada por &.

E necessdrio e suficiente, para que uma algebra seja uma o-Algebra .7, que ela
seja enumeravelmente somavel apenas para cadeias crescentes de conjuntos. De fato,
dada subfamilia {A, : n € @} C &/ C ./ enumeravel qualquer, note que & = {J;_, Ax :

n € @} é familia crescente e tem mesma reunido |y o7 =y B € .

Teorema 0.0.8 (Descrigdo via indugdo transfinita de dlgebra gerada). Seja X € & C #X
familia de subconjuntos. Considere, no teorema de orbitas transfinitas, que P = & ZX

com ordem C. Considere ponto inicial p = & e mondtona expansiva (/) = of U—.of/ U
(«)o. De fato a 6-dlgebra gerada por & é dada por # (&) = O ().

Demonstragdo. Aqui vamos precisar do axioma da escolha. Comeg¢amos com a familia
inicial 0(0) =& C O(w;). Se A € O(w) entdo A € O () para @ < oy, logo X\A €
-0(a) C O(oc+1) C O(wy). Dados A, € O(w;), devem haver o, < ®; com A, €
O(0y,). Como cf@; = wy, sup oy, = o < ;. Neste caso |J,c,A € ((0)(a))s C O(a+
1) C O(w;). Dada uma o-dlgebra o/ qualquer com & = ¢'(0) C <7, mostra-se por
indugo que para 0 < o < o) tem-se O'(a) C <. N

O teorema anterior, ao invés de usar intersec¢do e conseguir existéncia de uma
menor c-algebra contendo familia fixada , fecha a familia inicial com respeito as
operacdes de complementacao e reunido enumeravel, descrevendo de maneira transfi-
nita todos os elementos da familia. Comegando com & = 7 a topologia de um espago
topoldgico acabamos com a o- algebra de Borel desta topologia. No caso segundo enu-
meravel, temos & base enumeravel gerando a topologia, que gera a o-dlgebra de Borel,
logo (&) = A(X). Temos entdo que 0'(0) = X é enumeravel, logo < ¢. Seja cada
0(&), & < o tem cardinalidade menor que ¢. Se « € limite, O(at) = Ug .o O(&) reunido
de familia de tamanho < ¢ de conjuntos de tamanho < ¢, portanto <c¢. Se ¢ =y +1,
A € O(a) é um elemento de O(y), é o complementar de um elemento de &(y) ou pode
ser associado 2 um elemento [€()] X0, que ainda tem cardinalidade ¢. Temos entfo,

sobre o axioma da escolha, que | (X )| = ¢ para espacos segundo enumeréveis, como R.



XXVi Introdugdo

Alguns exemplos de subconjuntos dos Borelianos sdo Gg = 75 intersec¢oes
enumeraveis de abertos ou F; = (—7)s reunides enumerdveis de fechados de X. A
construcao oferece também estratificacdo dos Borelianos em camadas de complexidade
distintas, onde por complexidade quer-se dizer o menor o, onde o conjunto estd em O (o).

Um pouco mais sobre isso serd discutido na Parte II.

Lema 0.0.1. Seja ¢ : X1 — X e & C Xy, & C PX, duas familias geradoras de
o-dlgebras em seus respectivos conjuntos. Temos entdo duas érbitas O; : @y — P*X;.

Se (p_l(@@z) C & 14 entao (p_l(ﬁz(oc)) C ﬁl(a).

Note que o que o lema acima diz é que funcdes que preservam geradores pre-
servam a complexidade dos conjuntos com relacdo a estes geradores. A demonstracao
se da por indugdo transfinita e serd omitida. No caso da hierarquia boreliana, o teorema

acima nos diz que funcdes continuas preservam a complexidade de borelianos.

Um par (X, %) de um conjunto e uma o-dlgebra desse conjunto é chamado
espaco mensurdvel. Uma fungdo f: (A,o/) — (B, %) é dita mensuravel se VB €
% fY(B)co/.Defatose VBEY f~!(B)c .o/, onde ¥ é gerador de &, ji temos
mensurabilidade de f. Note que composta de funcdes mensurdveis € mensurdvel. Usando
aidy4 aidentidade a nivel de Set, os espagos mensurdveis formam uma categoria Measble
cujas setas sdo fungdes mensurdveis. Uma fung@o entre espagos topoldgicos f: (X, 1) —
(Y,6) é dita Borel-mensuravel ou simplesmente mensuravel se ¢ mensurdvel com
relagcdo as o-dlgebras de Borel dos espacgos. Isomorfismos desta categoria sdo bijecoes

bimensuraveis.

Definicio 0.0.3 ( Fun¢oes bimensuraveis ). Um morfismo f € homyjeaspie (4, %), (B, %))
¢ dito bimensuravel se ¢ bijecdo com inversa mensurdvel, ou seja, f(A) € & para
Acd.

Vale uma versdo (que ainda ndo usa o axioma da escolha) em Measble dos

espacos mensuraveis do teorema de Schroder-Bernstein:

14 Fossem estas familias topologias, isso se torna afirmar que ¢ € continua.
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Teorema 0.0.9 (Schroder-Bernstein mensurdvel). Considere f : (A, /) — (B, %) e
g: (B, #) — (A, ) injecdes bimensurdveis, entdo existe h: (A, </ ) — (B, %) bimensu-

ravel.

Demonstracdo. A demonstracao estd no Teorema C.0.2 do apéndice. [

Sejam (Xg,.# ) espagos e suas respectivas o-dlgebras, definimos a o- algebra
Produto ®.# de T1X, como sendo a c-dlgebra 6({7; ' (Ey) : Eq € M4y}) gerada
por imagens inversas de projecdes de mensurdveis (a menor o-algebra que torna as Set-

projecoes mensurdveis). Este € de fato o produto da categoria de espagos mensuraveis.

A medida exterior de Lebesgue m* : Z?R — [0, 0| sobre subconjuntos A C R
é m*(A) o infimo da soma dos comprimentos de enumerdveis intervalos I, onde I,
cobrem A. Os Lebesgue-mensuraveis -2 (IR) sdo conjuntos tais que, dado € > 0, existe
aberto G com A C G e fechado F com F C A tais que m*(G\F) < €. Borelianos sdo
mensurdveis. Qualquer conjunto com medida exterior nula € mensurdvel. Os conjuntos
de medida nula formam um o-ideal, um conceito de conjunto pequeno. A medida de
Lebesgue é uma medida completa, ou seja, se N tem medida nula entdo &N ¢ familia
de mensuraveis. O conjunto de Cantor 4" C R tem medida nula, e portanto todos os seus

subconjuntos tem medida nula, logo % C £ (R). Nesse caso

1B| = < 2° = | PE| < |.Z]

E portanto devem haver Lebesgue mensuraveis ndo Borelianos. Em geral uma
medida , definida em um espaco mensuravel (A, .7 ), é uma func¢do u : &7 — [0, 0] tal que
1(0) = 0 e a medida da reunido disjunta de enumerdveis elementos de <7, um elemento
de o7, é calculada como u(Y Ax) = Y t(Ax). Se A C R é mensurdvel, sua medida de
Lebesgue ¢ definida como sua medida externa m*(A), que é igual ao infimo da medida
exterior dos abertos que contém A ou, alternativamente, supremo dos compactos contidos

emA.
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2 Capitulo 1. Arvores

1.1 Introducao

Arvores costumam aparecer em problemas que envolvem auto-similaridade e
defini¢es recursivas. S@o importantes também em teoria dos grafos, onde arvores
geradoras cumprem um papel importante em diversas aplicagdes. Comecemos pela
constru¢do de um famoso subconjunto da reta como aplicacdo desta estrutura. Para cada
sequéncia s finita de 0’s e 1’s, incluindo a sequéncia () vazia, vamos associar f(s) C R
um intervalo fechado da reta. Comegamos por f(()) = [0, 1] e, definida f(s) um intervalo
fechado [a,b] ndo degenerado, tome f(s~0) = [a,a+ 254 e f(s™1) = [b— 254, 1]
intervalos fechados ndo degenerados. O conjunto ;.2 Nuee f(5) € de fato o conjunto

de Cantor !.

f({000)) = 10,1/27]
£(00)) = [0,1/9]
f((001)) = [2/27,1/9]
f((0)) =1[0,1/3]

fo1)) = [2/9,1/3]

F(0) = 10,1]

F(1) = 12/3,1]

Figura 14 — Arvore de compactos da reta R.

Com esta construcao, pode-se ver de imediato que o este conjunto é a soma

topoldgica de duas cdpias de si mesmo. Vamos estender a defini¢io

Definiciio 1.1.1 (Arvores como ordens). Uma arvore é uma ordem parcial (7, <) tal
que Vs €T (Jt={r €T :t<s}ébem ordenado.). Vamos assumir ao longo do texto

que I'minT = () 2 ou seja, a existéncia de uma raiz Unica, sem perda considerdavel de

I Note que este é o ponto fixo do operador de Huchinson, associado a duas contragdes do

completo [0, 1].
Assim como espacos vetoriais tem elemento destacado 0, nossas arvores tém elemento desta-
cado (), sua raiz .



1.1. Introducdo 3

generalidade. Os sucessores de s € T elemento de uma arvore €
Succ(s) ={teT :s<tAN Au(s<u<t)}

Note que ndo podemos ter t < -+ < t,4] <t, < --- < fp em uma arvore, visto que ha-
veria sequéncia infinita decrescente em | fy, uma boa ordem. Uma subarvore é um
subconjunto S C T tal que (S, <r |s) é ainda uma arvore, tem mesma raiz ()s = ()7 e é
inferiormente fechada e direcionada®. Note que Succg(t) C Succr(t), visto que se trata

de uma subordem.

Conforme subimos uma 4rvore, aumentamos nossa altura. A altura aqui € intuiti-
vamente o tamanho da linha que deixamos pra trds ao longo do caminho que percorremos

pela arvore.

Definicao 1.1.2 (Altura, nivel e tronco). Estd bem definida a fun¢do altura /:7 — ON
tal que 7(()) =0e

h(t) =sup{h(r)+1:r<t}

Podemos definir também h(S) = sup{Ai(s)+1 : s € S} para qualquer S C 7. Em
particular a drvore 7' tem uma altura 4(T'). Temos também os niveis level : h(T) — Z(T),

definidos por level(o) = ! (), elementos da drvore de altura . O tronco de altura
B € definido por T [ B = Uyglevel(y).

Exemplo 1.1.1 (Arvores de Sequéncia). Dado y um ordinal e A um conjunto néo vazio,
estd bem definido A, conjunto de sequéncias Yy — A. Dadat € A", denotamos |t| =y seu

comprimento e para ordinal 0 < y estd bem definida a restri¢do

t[@iﬂQ

Para cadat, se y < |t| temos t(y) € A, sua gamma-ésima coordenada. Definimos

A% = UyeqAY. Seja o um ordinal, dizemos que T C A% é fechado com relagdo
3

Uma ordem parcial P € inferiormente fechada set € P — | ¢ C P, filtros sdo um exemplo.
Ordens inferiormente direcionada sio tais que se #1,1, € P exister € Pcomt < 1),f
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a restricoes set € T —> t | Y€ T para qualquer y € a. Note que T como acima,
denotado por drvore sobre o conjunto A, com a ordem (T,<), onde s <t set | |s| =s,
é de fato uma drvore. Quando s < t, dizemos também que t estende a sequéncia s, o que
é denotado também por s<t. A drvore completa sobre A é A<%. A drvore envolvendo a
definicdo do conjunto de Cantor é a drvore bindria completa 2=°. Um outro exemplo
importante de drvore de sequéncias finitas sdo ®~®, drvore de sequéncias finitas de

naturais.

Alternativamente, uma arvore de altura o € um functor 7 : a°? — Set de o(°P,
categoria posetal oposta do ordinal o em Set. Dada seta Y — 6 (ou seja, Y > 0), temos
F(y) HLA F(0), mapa x € F(y) — x | 6 € F(6) dando para cada elemento do nivel
¥ seu unico ancestral do nivel 6. Transformac¢do natural entre drvores € uma colecdo
de fungdes T(at) - S(o) entre os niveis que preservam relagdo de ancestralidade.
Toda arvore € arvore de sequéncia para algum conjunto. Basta identificar t € T com
((),11,.eestiyy) € ThO+1 < 7<h(T)_ claramente bijecdo mondtona com inversa moné-

tona ((),f1,...,t;,...,t) —> 1.

=
—~
=

Tronco T' | «

level(y)

>

2
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ HHHHHMHH

level(9)

T T
Figura 15 — O ordinal 4(T'), indexando os niveis da drvore 7. O mapa - | 0, caracterizando T
vista como functor (Sistema Inverso). O tronco da arvore até altura o.
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1.2 Espaco topolégico dos ramos

Nesta secao vamos construir um espaco topoldgico a partir de uma arvore e
estabelecer algumas conexdes entre propriedades combinatdrias da arvore e propriedades
topologicas deste espaco. Nos restringindo a um subconjunto de monétonas (morfismos)
entre drvores (ordens) vamos estabelecer também que esta construgdo € de fato um functor
entre as drvores e a categoria de espacgos topoldgicos. Estas funcdes levam ‘partidas’ de

um jogo a ‘partidas’ de outro.

Definicio 1.2.1 (Ramos e sua Topologia). Seja (7, <) uma arvore. Os ramos de 7 sdo
[T]={r CT : récadeia maximal }. Podemos munir [T'] com topologia gerada pela base
X(t) ={r€[T] : t € r}. Mostremos que isto ¢ uma base. Esta familia cobre todos os
pontos de [T']. Se £(11) NX(ty) # 0 entdo t; e 1, sdo comparaveis, o que dd X(t1) C X(1,)

ou o reverso, logo a interseccao € bésica.

Figura 16 — Aberto basico de [T]. Aqui estamos imaginando a linha horizontal como sendo [T,
cadeias maximais.

Se todos os ramos & € [T] de uma drvore tem 0 mesmo comprimento /(o) =
h(T), entdo dizemos que a drvore T é aparada . Note que, se 7 é aparadae S C T é
subdrvore de mesma altura 4(7'), entdo [S] pode ser visto naturalmente como subconjunto
[S]={a €[T]: acCS} C[T]dosramos da drvore original.

Exemplo 1.2.1 (Espaco de ramos e a topologia produto). Seja A # 0 com topologia

discreta.

 Considere o, um ramo de A<®, drvore aparada. Seja s € a com s(n) = a, como Q.
é cadeia toda r € o de comprimento maior que n+ 1 terd r(n) = a. Para qualquer

n € o existe s « o definida em n. Vamos definir fo, € A® sequéncia infinita tal
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que & ={fy [ n:n€ o} Sejan € w, tome sequéncia finita s © o definida em
n, e defina fo(n) = s(n). O valor de fu(n) ndo depende da escolha de s. Vamos

identificar o. com fy, o que identifica ramos de A<® com sequéncias infinitas A®.
» Sob esta identificagdo, sdo equivalentes:

- seE .

Para algum nvale ot | n=t.
- sS40,

- acX(t)

o Além de identificdveis, A° =T1;cu A, com topologia produto, e [A<®], como espago

de ramos, sdGo homeomorfos.

* O espago topologico A®" = [[icp, A ndo é homeomorfo ao espago [A~®']. Este
ltimo espaco é munido de topologia mais fina que o primeiro, pois inclui cones

que fixam enumerdveis coordenadas, ao invés de apenas finitas.

* Mostraremos (Proposicdo 1.2.4) que todo espaco completamente ultrametrizdvel

zero-dimensional é homeomorfo ao espaco de ramos de alguma drvore.

Arvores aparadas sdo aquelas cujos ramos interceptam todos os seus niveis. No

caso h(T) = o arvores aparadas T sdo aquelas em que todo elemento tem sucessor.

1.2.1 Propriedades topoldgicas

Investiguemos conexdes entre propriedades da arvore, como ordem, e proprie-
dades topoldgicas do espaco dos ramos. Note que a € aderente ao conjunto S C [T] se
para todo elemento 7 € o existe B € S tal que ¢ € 3. Os fechados do espago de ramos

tem também uma caracterizacao :

Proposicao 1.2.1 (Caracterizagdo de Fechados). Seja T drvore aparada. Os fechados de

[T] sd@o exatamente os conjuntos de ramos [S] de subdrvores S C T aparadas de altura
h(T).

Demonstracdo. Seja F' C |T| fechado e considere Sp = {r € o : a € F}.
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* Mostremos que Sr € subdrvore aparada de T, de onde temos [Sr| C [T]. Sejam
t1 <thcomt € o € I, como & € cadeia maximal, t| € & €, assim, ¢ € Sr. Temos
também que () € Sr, que ¢ entdo direcionada para baixo. Note que todo s € Sr de
altura h(s) < h(T) tem sucessor em Sr, pois s € @ paraalgum x € F C [T]e a

intercepta todos os niveis de 7.

* Mostremos que F = [Sr|. Claramente F C [Sr|. Suponha que exista ramo o €
[SF] N ([T]\F). Como F ¢é fechado, deve haver vizinhanga bdsica X(1) C [T']\F
de o. Em particular, ndo existe f € F comt € B, mas ¢ € a € [SF|, entdo este 8
deveria existir pela definicao de Sr.

Seja S sub-drvore e Fg = [S] C [T] seu conjunto de ramos. Mostremos que Fg é fechado.
Tome o € [T]\[SF|, entdo deve haver t € @\S, logo a € X(t) C [T]\[SF] vizinhanga

bésica contida no complementar, mostrando que Fs = [S] C [T'] é fechado. [l

Mostremos que [T] é Hausdorff para qualquer arvore. Trivial para T = 0. Fixada
T # 0, sejam o, B € [T| ramos distintos. Pela maximalidade de o e 3, existem a € o\ 8
ebeB\a.

* Sea<bef, como féramo temos a € 3, um absurdo. Andlogo para o caso
b<a.

e Sea Lb.

— Suponha que exista ramo y € X(a) NX(b). Em particular a,b € y seriam

comparaveis, um absurdo.

— Os abertos X(a) NX(b) = 0 sdo disjuntos e separam os ramos ¢ € X(a) e

B €X(b).

O espaco de ramos € também zero-dimensional. Considere uma vizinhanga basica
¥(t). Mostremos que X(¢) é fechado. Para cada o € [T| \X(¢) deve haver a € o com
a L t. Se este ndo for o caso, todos os elementos de & sdo compardveis com ¢, mas entao
t € o, absurdo. Em particular o € X(a), aberto bdsico disjunto de X(r).
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Considere o € [T| ponto isolado. Deve haver r € o com L(¢) = {a}. Se h(@) é
sucessor este sempre € 0 caso, caso contrario, note que isso sé6 pode acontecer se houver

t € o a partir do qual nenhum elemento se ramifica.

Figura 17 — A esquerda, um ramo ndo isolado o e um conjunto aderente de ramos. A direita,
um ramo isolado B e ¢ € B tal que X(t) = {B}. Note que 7 ndo tem sucessores que
bifurcam.

De posse dessas observagdes, podemos mostrar a

Proposicdo 1.2.2 (Arvores Perfeitas). Seja T drvore aparada.

(i) Se T tem altura sucessora, entdo [T € discreto.

(ii) O espago [T| é ndo tem pontos isolados se, e somente se, h(T) € ordinal limite e

todot € T tem descendente s > t com mais que um sucessor sg,s; € Succ(s).

(iii) Uma drvore que satisfaz as propriedades do item anterior é dita drvore perfeita
. Arvores perfeitas, aparadas e de altura ® tém uma copia, como subordem, da

drvore bindria {0,1}<? < T.

Proposicao 1.2.3 ([DC] Contando érvores perfeitas). O conjunto de subdrvores perfeitas
de A<? tem cardinalidade ¢ quando 2 < |A| < X,.

Demonstragdo. Existem no maximo ¢ subarvores de A<?. Note que |[A<¥0| =* K|,
<o
logo 24~ =20 = ¢,

E facil ver que se existem no minimo ¢ drvores perfeitas para o caso A = 2,

entdo acabamos. Para mostrar isso, basta construirmos um mapa injetor o € 29 —

4 Reunido enumerdvel de enumeraveis é enumeravel.
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To C A<? subdrvore perfeita. Basicamente, queremos a maior drvore 7y cujos elementos

s € level(2n+ 1) dos niveis impares tém ultimo termo s(2n) = a(n).

2

* Adicionamos a raiz () e (a(0)) a arvore T
* Adicionamos todos os (¢ (0),0) e (a(0), 1) a arvore Ty.

* Acrescentamos (@(0),0,c(1)) e (a(0),1,0(1)) e assim por diante.

7~
>
—
e
—~
(=)
~
~

((0),1)  {(0), 1, (1))
O

Figura 18 — Defini¢do do mapa injetivo o € 2 — T, arvore perfeita.

Como nos niveis pares fornecemos bifurcacéo, Ty, é de fato perfeita. Se o # 3,
entdo deve haver n € @ com o(n) # B(n). Para concluir injetividade do mapa definido,

basta notar que as arvores Ty e Ty discordam no nivel n. 0

Um espaco ultramétrico ¢ um espaco métrico (X,d) onde d satisfaz axioma
extra da desigualdade triangular forte d(x,z) < max{d(x,y),d(y,z)}. Lembremos que
todo ramo de arvore aparada de altura o tem, para cada ¥ < o, exatamente um @ | Yy €
levelr (7).

Proposicdo 1.2.4 ( (BRIAN, 2010)). Seja T drvore aparada de altura ® e (X,d) com-

pletamente ultrametrizdvel zero-dimensional.

(i) O espago [T] é completamente ultrametrizdvel zero-dimensional.

(ii) O espaco X é isomorfo ao espaco de ramos de uma drvore aparada de altura @.



10

Capitulo 1. Arvores

(iii)

(iv)

O espago [T| ndo tem pontos isolados se, e somente se, T é perfeita. Como
consequéncia direta X ndo tem pontos isolados apenas quando a drvore de X é

perfeita.

O espago [T] é segundo enumerdvel se, e somente se, T é enumerdvel.

Demonstracdo. Mostremos cada um dos itens.

@

(i1)
(iii)

(iv)

Considere dois ramos ¢, 8 € [T]. Se sdo distintos devem se ramificar em algum

nivel, ou seja, existe min{n € @ : & [n# B [ n} € ®. Tome métrica

y—min{n€@:an#Pin} o o £

d(a,B) =
0 sea=f3

Suponha que & e B ndo se ramificam antes do nivel m e que 8 e ¥ ndo se ramificam
antes do nivel n. Seja k = min{m,n}. De fato & e y ndo se ramificam antes do nivel
k. Essa observacao fornece desigualdade forte, caracterizando d como ultramétrica.
Tome ¢ de altura n e o € X(¢), pela defini¢ao de d note que B <Oc7 2,%) = X(t),
ou seja, a topologia do espago de ramos [T'] é a topologia induzida por d. Usando
a caracterizagdo de completude de Teorema 0.0.5, mostra-se que d é completa,
notando-se que um conjunto F C [T] tem didmetro < 27 se, e somente se, os

elementos de todos os ¢ € F sdo iguais até o nivel k.
Demonstrado no Coroldrio 3.2.1.

Se T nido ¢ perfeita temos ¢ cujos descendentes ndo nao se ramificam. Nesse caso
um dnico ramo ¢ estende este elemento e X(¢) = {a}. Para a volta, basta tomar
ponto isolado a € [T] e tomar bdsico £(r) = {a} e teremos que ¢ testemunha a

ndo perfeicdo de T'.

Se T é enumerdvel, {X(¢) },;er é base enumerdvel de [T]. Se T ndo é enumerdvel,
algum de seus niveis L = levely(n) ndo é enumeravel. Fixemos % uma base
qualquer. Temos que {X(f)};c; sdo mais que enumerdveis abertos ndo vazios
disjuntos, logo cada um deles deve conter um bdsico {B; };c1. Teremos que ¢ €

L — B; € # € injecdo, o que dd que Z ndo € enumeravel.
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]

Nem todo espaco de ramos é metrizdvel. Note que a altura de uma arvore e a

cardinalidade de bases locais de o € [T] estdo diretamente ligadas.

Exemplo 1.2.2 ([AC)). Considere T =2<? ¢ ponto o € [T]°. Por definicdo {L(a |
Y) }yew, € uma base local do ponto o, € [T]. Observe que se Y1 < 1, temos L(ot [ y») C
Y(o [ 7). De fato na primeira vizinhanca a avaliacdo das sequéncias em Yy foi fixada

em algum valor {0, 1}, alterando este valor obtemos sequéncia em (o | y1)\E(a | ).

Fosse [T| primeiro enumerdvel, poderiamos selecionar subconjunto enumerdvel
ne oY € o tal que {E(& [ V) tnew € ainda uma base. Tome SUp,c Yo = &< 5.
Note que X(a | &+ 1) é entdo aberto minimal contendo o, um absurdo. Em particular,

[T] ndo é metrizdvel, pois metrizdveis sdo primeiro enumerdveis.
Definicao 1.2.2 (Espacgos de Baire e de Cantor). Em particular, destacam-se neste texto

os metrizaveis espaco de Baire ./ = [0<?] = ©® ¢ 0 espaco de Cantor & =
[2<®] =29,

A propriedade associada a compacidade € a de ramificagdo finita.

Definicao 1.2.3 (Ramificacdo). Considere 7 uma arvore.

1. Dizemos que T se ramifica em altura limite se houver ¢t # s com h(t) = h(s)

um ordinal limite com | t =] s.

2. Dizemos que T se ramifica finitamente se todo elemento tem finitos sucessores.

Mas vamos deixar para mostrar iSso um pouco mais tarde.

> O conjunto [2<?'] pode ser identificado com 2%!. O espago topoldgico [2<?!]| ndo € o espago

2 munido de topologia produto.
6 cf W) =
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1.2.2 O lema de Konig, o axioma da escolha dependente, limi-

tes inversos e compacidade

Assumir que [T] # 0, assim como assumir que [];c; X; # 0, requer o acréscimo
de algum nivel de escolha aos axiomas. Nesta secdo vamos estudar uma versdao mais

fraca do axioma da escolha e algumas de suas consequéncias.

Definicdo 1.2.4. O axioma da escolha dependente ([DC]) ¢ a afirmagdo que, dada
R C X x X # 0 relagdo bindria com domR = X, para todo xo € X existe funcdon € @ —
X, € X tal que (x,x,11) € R para qualquer n € ®.

Um uso clédssico desse axioma € a definicdo da 6rbita positiva f”(x) do ponto
x, onde a relacdo R € a propria f. Antes de usar 0 axioma para construir ramos, vamos
discutir relacdes entre arvores aparadas, existéncia de sucessores e cuidar de algumas

vacuidades.

Observagdo 1.2.1. Note que a drvore 0 é aparada por vacuidade, pois [0] = 0. Fixemos
T uma éarvore nao vazia de altura 2(T) = . Considere a propriedade sobre 7" dada
por Vt € T Succ(t) # 0, ou seja, todo elemento tem sucessor. Mostremos que isto é

equivalente ao fato de T ser aparada.

 Se T tem a propriedade, é facil ver que, fixado um ramo o € [T], h(at) é w = h(T).
Mais uma vez, todos os ramos de 7" tem altura @. Note que isso pode ser satisfeito

por vacuidade no caso [T] = 0.

* Considere agora T aparada. Nesse caso todos os seus ramos t€m altura @. Se T
ndo satisfaz a propriedade entio existe t € T que ndo t€ém sucessor, mas nesse caso

(J 1) U{r} forma ramo de altura finita, um absurdo.

Temos a seguinte equivaléncia:

Proposicao 1.2.5 (Axioma da escolha dependente e ramos). Sdo equivalentes o axioma

da escolha dependente e a afirmacgdo de que toda drvore aparada de altura @ tem ramo.

Demonstragdo. Suponha que toda drvore aparada de altura @ tem ramo. Seja R relacdo

com domR =X e xo € X. Construimos Tg C X <® com primeiro nivel Succ(()) = (xo) e,
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indutivamente, s = (xg,ay,...,a,) € T como sendo s a tal que a,Ra. Define-se assim os
niveis de uma subarvore de X <®. Usando a hipétese e extraindo ramo de T, claramente

aparada, temos uma sequéncia que testemunha [DC].

Suponha o axioma da escolha dependente. Seja T drvore aparada de altura @. De
fato’ dom(< ) = 7, temos entdo sequéncia infinita () < t; <, < ---, o que fornece ramo
de T. [

Lema 1.2.1 ([DC] Konig). Seja T uma drvore de altura ® que se ramifica finitamente,

entdo existe r € [T] ramo infinito.
Demonstracdo. Do fato de que a reunido finita de conjuntos finitos € finita, o conjunto

{t €T :1tndo é finito} é drvore aparada de altura . Pela Proposicdo 1.2.5 existe ramo
infinito de T'. [l

Considere um functor F : @°P —

Set. Interprete cada imagem F(n)
como o nivel levely(n) de uma dr-

vore. Setas invertidas m — n (n <

‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ "‘HHHHWWW._E

" m) sdo levadas em fungdes f, :
ivel F'
" uivel £(m) F(m) — F(n), que levam ¢, do ni-
Frun () vel m, em seu ancestral fi,,(t) no
n — nivel F(n)

nivel n. A functorialidade de F se
traduz entdo em f;; = idp(; e F (i —
k)=F(j—k)oF(i— j),oquese
traduz em fi; = fjio fi;-.

Estas informacdes sdo exatamente as entradas da seguinte definicdo

T

Definicao 1.2.5 (Sistema Inverso). Seja (P, <) uma ordem. Um sistema inverso sobre
a categoria C é um functor F : P°? — C, com P visto como categoria. Um cone € um

objeto C munido de morfismos X iy (p) com a comutagdo do diagrama esquerdo de

7 A existéncia de t € T sem sucessor contradiria a hipétese de T ser aparada.

8 Adaptado de (AWODAY, 2010).
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Figura 19. Definindo-se cones como objetos e setas entre cones como sendo C-morfismos
@ € hom(C,C) tais que o diagrama direito da Figura 19 comuta, para todo p € P, temos

a defini¢do da categoria dos cones de F. O limite inverso limF é o 9 cone final, caso

/\

p—>F
F(p—q)

Figura 19 — Comutatividade dos morfismos de um cone e setas entre cones.

exista.

Note que dizer que F' : ®°? — Set € aparada de altura @ € dizer que F' # 0 (ndo
existe nivel vazio) e F(i+ 1 — i) é sobrejetora para todo i € ® (todo elemento tém

descendente). Seja FinSets a categoria de conjuntos finitos .

Proposicao 1.2.6. Existe uma correspondéncia entre drvores aparadas de altura ® que
se ramificam finitamente e functores F : @°P — FinSets tais que F #0 e F(n+1—n) =
Jfut1n € sobrejetora para todo n € ®. Sejam F e T associados por esta correspondéncia,
entdo [T] =1limF.

Demonstracdo. Mostremos cada uma das afirmacoes.

(i) Dada uma arvore 7' como nas hipéteses, considere o functor Fr : @°? — FinSets,
Fr(n) =levelr(n) e Fr(n — m)(t) como sendo o tnico ascendente de 7 no nivel
m. Usando as hip6teses sobre 7 mostra-se facilmente que Fr estd bem definida e

tem as propriedades desejadas.

Por outro lado, dado functor F' como nas hip6teses, considere :

Tr= xeﬁF(l) X -+ x F(n) : Yk, j € [1,n] (fi j(xx) = x;)
i=1

new

°  Elementos finais sdo tinicos a menos de isomorfismo. Tome dois A, B objetos finais, existem e

sdo unicas setas A — B e B — A e as compostas serdo as Unicas A — A e B — B, que no caso
sdo as identidades desses objetos.
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munida de ordem de extensdo. Das hipoteses sobre F', esta drvore € aparada de
altura @. Mostremos que estes dois mapas consistem em uma correspondéncia.
A constru¢do T +— Fr — Tp, acaba em uma arvore isomorfa, como ordem, a
arvore T. Por outro lado, (FinSet-isomorfismos) 6, : Fr, (n) — F(n), formando

um [@°P, FinSets|-isomorfismo entre estes functores.

(i) Sem perda de generalidade, tome T na forma 7 acima. Interprete F' como sistema

inverso. Afirmamos que ([T] C [Tice Xi, (i)icw) € limite inverso de F. Note que

[T] = qxe[]Xi: fimo Tn(x) = Tu(x)
€0

Da defini¢io de < temos que ([T], (7;)ice) é cone. Tome C e 7; outro cone, note

que deve haver ¢ : C — [[;c X tal que ;0 @ = 7;, 0 que nos da que ¢ € morfismo

entre cones. Esse morfismo € unico da propriedade universal do produto. S6 resta

mostrar que, de fato, ¢ : C — [T]. Sejay = ¢(x),

Jinn © Ton(Y) = fonn © Ton © @(x)
¢ ¢é morfismo entre cones -
= mn © ﬂm(x)
Cé ~
€ cone n( )

¢ ¢é morfismo entre cones
= T, 0 @(x)
= T(y)

Mas entdo y € [T], como queriamos. Temos entdo que [T'] # @ é elemento final na

categoria dos cones e, portanto, limite inverso.

]

Corolario 1.2.1 (Versao alternativa do lema de Konig). Todo sistema inverso F : ®°P —
FinSets com F #0 e F(n+ 1 — n) = fy11, sobrejetora para todo n € @ tem limF # 0.

Observacdo 1.2.2. Seja T aparada de altura < .
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 Considere T como sistema inverso T : h(T)°? — Top, T (n) = levely(n) cujos
> . . . o
mapas level(n) =, level(m) fornecem ancestrais. Esse sistema inverso tem limite

inverso, a nivel Set:

limT C H level(n), m, : im T — levelr(n)
neh(T)
Podemos considerar a topologia inicial induzida pelas 7,, considerando cada nivel

com topologia discreta. O espaco resultante serd [T'].

* Podemos também considerar o conjunto de sequéncias

(5) o € [T 1evel(n)

new

crescentes com topologia induzida da topologia produto [, levelr(n). O espago

resultante serd [T].

» Se T se ramifica finitamente, podemos ver 7' como grafo localmente finito, conexo
e sem ciclos. Basta interpretar elementos como vértices, cada um ligado aos
seus sucessores via arestas. Podemos encarar este grafo como um 1-complexo
|T'|, considerando arestas como c6pias de [0, 1] e identificando suas extremidades
aos vértices cabiveis. Este serd um espago o-compacto e podemos construir sua
compactificacdo de Freudenthal. Obtem-se End(7) = |T|UQ(T), a topologia de
extremidades de T '°, como grafo. As extremidades Q(T'), como subespaco, serd

homeomorfa ao espaco [T].

* Como ja comentado, ultra-metrizaveis zero-dimensionais sao homeomorfos ao

espaco de ramos de alguma arvore.

Assim como o axioma da escolha estd intimamente associado ao teorema de
Tychonoff, o axioma da escolha dependente fornece um caso particular de produtividade

de compacidade :

Proposicdo 1.2.7 ([DC| Tychonoff restrito). Produto enumerdvel de sequencialmente

compactos é sequencialmente compacto.

10" (DIESTEL, 2004)
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Demonstragdo. A demonstracdo desse resultado estd na Proposi¢dao A.2.1. 0

O que significa que o produto enumerdvel de compactos metrizaveis € compacto

metrizavel. Podemos agora mostrar:

Corolario 1.2.2 ( [DC] Compacidade e Ramifica¢do). Seja T aparada de altura @ que

se ramifica finitamente, entdo [T| é compacto se, e somente se, T se ramifica finitamente.

Demonstragdo. Mostremos as duas direcdes.

e Se T se ramifica finitamente, entdo todo nivel é finito. Vendo 7 como sistema
inverso, com fungdes fi,;, temos que 7' (n) é entdo metrizdvel sequencialmente

compacto. Note que

[T] = ﬂ X € HT(n) * fon © T (x) = m,(x)

m>n new

¢ um fechado do compacto metrizavel [],c., T (n), logo [T] é compacto.

* Se T nao se ramifica finitamente entdo, em particular, deve haver nivel level(n) >
Xo. Note que {Z(s) : s € level(n) } é cobertura aberta ndo trivial de [T'], pois T é

aparada, e nao existe subcobertura finita.

A demonstragdo anterior serve também para mostrar o caso 7 ndo aparado se
ramificando finitamente. Basta anexar uma copia de @ ao fim de ramos de altura finita e

acabamos com uma drvore, agora aparada, cujo espago de ramos é isomorfo ao espago [T'].

O lema de Konig € também associado a principios combinatdrios. Considere a

seguinte propriedade combinatdria de um grafo:

Definicdo 1.2.6 (k-coloragdes). Seja G grafo. Uma k-coloracdo de G é uma funcgdo
f:V(G) — k dos vértices de Gem k = {0, 1,....k— 1} tal que f(v;) # f(v2) casovj e

vy sejam adjacentes.
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Apliquemos Konig para mostrar uma versao mais simples do teorema de De
Bruijn-Erdos (SOIFER, 2009).

Teorema 1.2.1 ( De Bruijn-Erdos ). Seja G grafo com enumerdveis vértices V(G). Se

todo subgrafo finito de G admite k-coloracdo, entdo G admite k-coloragdo.

Demonstragdo. Enumere V(G) = {v, : n € ®} todos os vértices de G. Considere
Gn = {vo,...,vn}|G] o grafo que inclui todos estes vértices e arestas do grafo ori-
ginal cujas extremidades estdo em {vg,...,v,}'\. Tome L, = {f : {vo,...,va} — k :
f é k— coloragdo de G, }. Cada L, é ndo vazio por hipétese. Note que se f € L,, en-
tao f [ {vo,...,vn—1} = g € L,—1. Defina g < f ordem usual de extensdo entre fungdes
em | |,coLn = T. Temos que T € uma drvore de altura @ tal que todo elemento tem no
maximo k sucessores. Tomando » um ramo infinito, f = |Jr serd k-coloracido de G. As
fungdes de r sdo compativeis, logo f é funcdo com dominio V(G). Fossem v, v, € V(G)
adjacentes com f(vi) = f(vm), entdo f [ {vi,...,Viax{k,m} } N0 seria k-coloragio, um
absurdo. [

Uma outra demonstragio seria construir uma sequéncia de fungdes f, € [T]
(uso tacito do axioma dependente da escolha) tal que f; | k € Ly é k-coloracdo para
os primeiros vértices, completando a defini¢do com uma cor qualquer f;(v) = ¢ em
v e V(G)\{vo,...,vr}. Usando agora o Coroldrio 1.2.2 temos que [F| é compacto metriza-
vel (Proposicao 1.2.4), logo sequencialmente compacto. Tome subsequéncia convergente
fn, — f. A fungdo f serd uma k-coloragdo. Estas ‘diferentes’ demonstracdes aparecem

devido as associacoes estabelecidas na secao.

1.3 Propriedade Functorial

Nesta sessao gostariamos de estender, de maneira consistente, a no¢ao de cofi-

nalidade'? para drvores (note que ordinais sdo arvores). Tentaremos ganhar com isso

1" Chamado de grafo induzido,
12" Uma fun¢do mondétona entre ordens totais ¢ : P — Q € dita cofinal se Vge Qdpe P : g <

o(p)
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um functor [-| : Tree — Top que leva drvore T em seu espaco [T] de ramos. Tomando
¢ € hom(Ty,T>) fungdo mondtona e r € [T], queremos entdo produzir uma fungdo conti-
nua [@] : [T1] — [T»] que leva ramo em ramo (‘partida de jogo’ em ‘partida de jogo’) de
forma a ter propriedade functorial. Uma primeira tentativa natural seria tomar imagens
dos ramos por ¢. Esta imagens serdo cadeias, mas ndo temos necessariamente maximali-
dade.

Definicao 1.3.1 (Morfismos Préprios (TSERUNYAN, 1994/1995)). Fun¢des mondtonas
¢ € hom(Ty,T») sao ditas proprias no ramo r € [T1] se houver ramo [¢](r) € [T»] tal

que @ : r — [@](r) é cofinal. Mostraremos a boa defini¢do de [¢]| mais adiante.

Chamemos de Dy = {r € T; : ¢ é prépria em r}. Nasce uma fungdo [¢] : Dy —
[T>], bem definida pela proposi¢do acima, que chamaremos funcdo ramo de ¢ definido
em seu dominio préprio D,. Se Dy = [T1], dizemos simplesmente que ¢ é prépria
. Uma subarvore S C T é dita subarvore proépria se sua funcdo inclusdo S — T é

propria. Estas ultimas sero as subdrvores de altura (7)) no caso aparado.

Imagine cada n6 da arvore dominio como um pino mével e cada relacdao < entre
sucessores como um barbante entre estes pinos. Fun¢des entre drvores posicionam os
pinos da drvore dominio sobre os pinos da arvore imagem. Para que uma funcgdo seja
mondtona, € proibido que barbantes da drvore dominio ‘atravessem’ a drvore imagem,
ou seja, liguem pinos incomparéveis ou em ordem revertida. Um dos ramos da arvore
imagem estd no dominio préprio de ¢ quando os pinos se estendem ao longo de todo um

ramo da drvore imagem.

Exemplo 1.3.1 (Proprias). Alguns exemplos:

(i) Se as alturas das drvores sdo finitas, ¢ deve levar folha em folha (maximal em

maximal).

(ii) Sejam Ty, T, aparadas de altura @ e h(@(t)) estritamente crescente com t, de fato

teremos @ propria.
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Morfismo proprio :

Nao monétona :

Figura 20 — Exemplo de morfismo préprio, fun¢do ndo mondtona e fungdo mondtona com ramo
fora do dominio. Note que ¢ [ ndo € cofinal em nenhum dos dois ramos candidatos
a [¢](a), que ficaria com valor ‘ambiguo’.

(iii) Em particular se Ty, T, sdo drvores de sequéncias finitas e ¢ preserva comprimento

de sequéncia (|Q(t)| = |t|) entdo ¢ é propria.

(iv) Fungoes mondtonas ¢ : Ty — T» entre drvores aparadas de mesma altura que
preserva niveis. Vendo drvores como functores T : h(T)°P — Set, a no¢do de
transformagdo natural entre estes functores (setas entre functores) se traduz neste

tipo de morfismo.
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[ IS

(@) 4
/E/SO‘/,
\s

Figura 21 — Boa defini¢do de [¢] : Dy, — [T5] (Proposigao 1.3.1).

Proposicdo 1.3.1 (Boa defini¢do de [¢]). Seja ¢ é propria em Dy. O mapa r € Dy +—
(@] (r) estd bem definido.

Demonstragdo. Seja r € Dy e s,u € [T>] dois candidatos distintos a imagem [@](r).
Teriamos que ¢ : r — s,u cofinais. Sem perda de generalidade, vamos tomar 7 € u\s.
Temos também ¢ € r+— @(q) > 1, mas ¢(q) ¢ s, caso contrdrio ¢ € s, um absurdo. Temos
entdo que [@] : Dy — [T>] estd bem definida. O

Como queremos chegar a algum tipo de functorialidade, precisamos de bom com-

portamento sob composi¢do e que [idr] = idi7). De fato, temos os seguintes resultados:

Proposicao 1.3.2. Sejam idy : T — T a fungdo identidade e T f—1> b f—2> Ts morfismos

proprios entre drvores.

(i) A identidade é propria.

(ii) Se f1 é propria em @ e f> é propria em [f1|(Q), entdo f> o f| € propria em @ e tem

ramo [f0 fil(a) = [f2] o [fi](@).

(iii) Seja Dy, of, = [f1]71(Dy,), note que f>o fi tem fungdo ramo bem definida [f>0 f1] =
[f2]o[f1] : Dpyoy, — T3] bem definida.

(iv) Em particular, composta de funcoes proprias é propria.

(v) Sejam f> e f> o f1 proprias, entdo f| é propria.
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Demonstragdo. Demonstremos cada item.

(i) Trivialmente idr : & — idj7) (@) = o € fungdo cofinal. A fungdo ramo da identidade

[idr] = id7) € a identidade dos ramos e estd definida em toda [T.

(ii) De fato, [f>]o[f1](a) serd fungdo ramo de f> o fi. Basta notar que o TR [f1]() L,

([2)([f1)(e)) serd composta de cofinais, também cofinal.
(iii) Consequéncia direta de (if).
(iv) Consequéncia direta de (if).

(v) Suponha que nao, entdo deve haver r; ramo de 7 tal que r; f—1> rp ndo € cofinal
para qualquer que seja o ramo r, que estenda a cadeia f(r;). Fixe um r;. Por
outro lado existe e é tnico r3 = [f o f1](r1) € [T3] com r| EERIN r3 cofinal, mas
note que isso significa que f; : fi(r;) — r3 é co-final, logo f : r, — r3 é cofinal.
Tome t; € rp tal que f (7)) < 1> pratodo 11 € i, logo fo(f1(t1)) < fa(t2) pra todo
t1 € r1. Note que deve haver a € r; com f>(t;) < f> 0 fi(a) mas entdo 1, < fi(a),

um absurdo.
OJ

Chegamos entdo ao nosso objetivo de definir uma funcio continua a partir de

uma fun¢do mondtona:

Proposicao 1.3.3 (Mondétonas proprias ddo origem a fungdes continuas). Seja ¢ : Ty — T»
mondtona com [@] : Dy — [T5]. Considere Dy C [T1] com topologia de subespago, de

fato [@] é continua.

Demonstragdo. Se Dy = () ndo hd nada a fazer. Caso contrario, tome & € Dy € uma
vizinhanga bdsica de sua imagem [@](c) € X(2), o que quer dizer que #; € [¢](). Da
cofinalidade de ¢ : a@ — [@]() temos que 3¢} € & com #, < @(t;). Temos em particular
que & € X(t1) N Dy aberto basico relativo e

[9](Z(11) N Dy) C Z(22)
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pois dado ramo B € X(t1) N Dy, temos que ¢ : B — [@](f) € mondtona cofinal
et € B. Nesse casor, < ¢(t1) € [@](B), como [@](B) é ramo temos #, € [@](B) o que
significa que [@](B) € (12). N

Corolario 1.3.1 (Functorialidade). Do que foi dito, note que duas fungcées monotonas
proprias fi : Ty — Do, fo: Th — T3 tem fungdo ramo [f> o fi] = [f2] o [fi] : Dpyor, — [12]
composta de continuas, uma funcdo continua. Restringindo os morfismos entre drvores

aos morfismos proprios entre elas, |-] : Tree — Top é um functor.

Obtemos a seguinte consequéncia topoldgica.

Proposicio 1.3.4 (O espaco de Baire é Gg do espaco de Cantor). E possivel realizar N

como subespago de €, removendo-se deste um subespago denso enumerdvel.

Demonstragdo. Considere ¢ : @<® — 2<% com ¢@({)) = () e

@(s"n)="o(s)"0" 1

mondétona propria, pois sua altura € estritamente crescente. Vamos definir mon6-
tona propria ¥ : 2<% — 0<?, y(()) = () que em sequéncias terminando em 0 tem valor

calculado como nestes exemplos (funcao que conta 1’s):
(1101110010 > (2301)

(0111101111110) -5 (046)

e para sequéncias do tipo s~ 1 (terminando em 1) tem valor y(s—1) = y(s).
Claramente mondtona, note que esta fungio € propria apenas em Dy = {x € 2% :
frequentemente x(n) = 0}. Note que Dy C ¢(./4"), logo y o ¢ tem fungdo ramo bem

definida em 0<%. Pela construgdo ¥ o ¢ = id, <o, 0 que da functorialidade nos da
[Wool=[ploly] =idy<w) =id

Mas entdo [@] : A~ — Dy, tem inversa continua [y] : Dy, — @<® e € portanto um
homeomorfismo entre .4” e completamente metrizavel Dy, C 2. O complementar de

1300 deve ser interpretado como ()
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Dy é N =2°\Dy, = {x € 2% : eventualmente x(n) = 1} é subconjunto préprio e de fato
enumerdvel, denso de 2%, pois dado ¢ qualquer, estendendo a sequéncia com infinitos 0’s
temost € B € N. O

Usando o Teorema 3.3.4 e o Teorema 3.3.3, aplicando Teorema B.2.5 obteria-
mos também uma inclusdo R\Q — %. Outra aplicag@o topoldgica é que fechados de

completamente ultrametrizaveis zero-dimensionais sdo retratos (Proposi¢do 3.3.1).

1.3.1 Subarvores Proprias

Vamos discutir agora um pouco sobre como subdrvores se comportam com

relagdo ao functor [] e se este funtor preserva relacionamentos entre estas subordens.

Proposicdo 1.3.5 ([] preserva ordem em subdrvores). Sejam Ty, T subdrvores proprias
[T1] C [Tr] <= T\ C Tr. Sob qualquer uma destas hipdteses, [Ti]| tem topologia de
subespago de [Tr).

Demonstragdo. Se Ty C T, esta claro que [T1] C [T2] C [T] pois 7}-cadeias maximais
serio 75 cadeias maximais. Seja [Tj] C [T»] e t € T1\ T, note que ¢ estaria em um ramo '#
o € [T1]\[T2], um absurdo. Dada uma das hipéteses, equivalentes, uma vizinhanga basica

de [T] é de fato

ab. bdsico de [T] ab. bésico de (T3]
—~ —~ =
7 (1) ={aeli]:tea}= I (1) N (7]

Inclusdes S < T de subarvores proprias sao Set-monomorfismos, entdo serao

Tree-monomorfismos.

Corolario 1.3.2 ([Tree — mono] = Top — mono). As inclusées de subdrvores proprias

S < T em Tree ddo origem a inclusdes topoldgicas [S| — [T| em Top.

14" dependendo da das caracteristicas de T, precisamos de algum nivel de escolha neste passo.
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Estas s@o as subdrvores cujo espaco de ramos pode ser naturalmente considerados
como subespago topolégico do espaco de ramos da arvore original. Isto serd importante

na Defini¢do 2.1.2 sobre (quase-)estratégias.

1.3.2 Ultimo Ancestral Comum

Vamos verificar se esta classe de ordens tem alguma estrutura de reticulado.
Tomar o infimo teria, em particular, a interpretacao ‘dltimo ancestral em comum’ usado
corriqueiramente por bidlogos. Esta claro que se ¢ L s sdo elementos incomparaveis, fosse
t,s < k, note que t,s €] k ordem total, um absurdo, portanto S ={k €T : s, <k} =0

logo a operacdo join, denotada por ¢ V s = min.S, ndo estd bem definida.

Figura 22 — Dois elementos e o infimo A{a,b}.

O mesmo tipo de problema apareceria se ndo tivéssemos fixado arvores com
raiz dnica, visto que se ¢ é descendente de () e s # ¢ de ()’ L () ambos minimais,

(4 s) N(J #) = 0. Fixar raiz dnica garante ao menos que T ¢ direcionado para baixo.

Lema 1.3.1 (|AC]). Seja T drvore aparada que ndo se ramifica em altura limite (Defini-
¢do 1.2.3). Seja P C T é cadeia de altura h(P) < h(T) inferiormente fechado. Existe e é
tnico tp tal que tp = \/ P.

Demonstra¢do. Como h(P) < h(T), P nio é cadeia maximal. Podemos entdo estender
P ao menos com um elemento 7. Nesse caso | #\P # 0 e portanto temos a = min({. 7\ P).
Note que a é compardvel com todos os elementos de P. Mostremos que a € cota superior
de P. Houvesse a < p teriamos que a € P. Nesse caso, P C| a. De fato P =| a, pois

se houvesse b € (] a)\P teriamos a minimalidade de a contrariada. Se /(a) € sucessor
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o+ 1, entdo a tem ancestral zp € P de altura ot. Este é o maximo de P. Se a altura de a é

limite entdo a € supremo de P.

]

Proposicio 1.3.6 (AC]). Seja T drvore aparada. A operagdo )\ : Z(T)\{0} — T, que
devolve infimo de conjuntos ndo vazios, estd bem definida se T ndo se ramifica em altura

limite.

Demonstragdo. Seja S C T subconjunto ndo vazio de 7. Vamos mostrar que existe
AS. Considere o conjunto de cotas inferiores comuns P={p €T : Vs€ S(p <s)}. O
conjunto P ndo é vazio, visto que a raiz () é elemento deste conjunto. E também conjunto
bem ordenado'”. Se existem #1,7, € S distintos, entdo i(P) < h(T). Nesse caso S deve
ser unitdrio para que h(P) = h(T), mas unitdrios tem infimo Gbvio. Aplicando o lema
anterior, temos a com P =| a. No caso /(a) sucessor teremos maximo tp € P das cotas

inferiores P, o infimo de S que procuramos. O caso /(a) limite ndao pode ocorrer:

* Se a <, para todo s € S, entdo a € P, absurdo.

» Suponha que existe s € S com s < a. Note que haveria p € P com s < p < a, mas

p € cota inferior, um absurdo.

* Suponha que existe s € S com s 1 a. Como p < s paratodo p € P, PU{s} é cadeia.
Repetindo o que fizemos em Lema 1.3.1, temos @ com P =] 4. Devemos ter que

a = a, mas entao a = a < s, outro absurdo.

]

Exemplo 1.3.2. Considere ® munido de sua ordem usual <. Adicione dois pontos
T =wU{a,b} e estenda < considerando ¥n € ® n < a,b e a L b incompardveis. Note

que T se ramifica na altura limite ®. Ndo existe a\ b.

15 Seja Z familia ndo vazia de boas ordens, sub-ordens de (7, <). Tome P = () %. P é totalmente
ordenado. SejaA C P =() % nio vazio. Temos que A C B para todo B € % e que m =mingA €
B é 0 <-minimo de A, tinico. Nesse caso m = minp(A).
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a

[ ]
R S

[ ]

b

Figura 23 — Arvore bifurcando em altura limite. Note que a A b ndo estd bem definido. A cadeia
P = o C T ndo tem supremo.

1.3.3 Imagens, fidelidade e plenitude

O functor [-] néo é fiel. Considere @,y : 3 — 4 préprias. Tome ¢(0) = y

02)=y(2)=3,¢(1)=1e y(1) =2. Temos entdo ¢ # y com [¢|(3) = [y
tinica func¢@o ramo possivel. Para um caso de altura limite, tome @, ¥ : @ — @, ¢(n) =2n

—
=)
~—
I
L

e y(n) =2n+1, ambas com [¢](w) = [v](0) = 0.

Morfismo proprio ¢ :

— buraco
o \ N

. Morfismo proprio 9 :

\\\ 3
buraco
N
i |

Figura 24 — Dois morfismos préprios com a mesma func¢io ramo.

O functor [-] ndo é pleno. A funcédo continua f € hom([w] = {w}, [0 = {w})
nao € ramo de nenhuma mondtona sob o axioma da escolha. A imagem de arvore via
funcdes proprias ndo €, em geral, uma subdrvore da drvore imagem. Isto por que podemos
‘pular’ alguns elementos e deixar buracos na arvore imagem para tras. Subarvores nao
tém estes buracos. Na préxima proposicéo, o item (i) tenta resolver esse problema. O

item (if) estabelece que obtemos a imagem.
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Proposicao 1.3.7 (Ramos de imagens). Considere as afirmagoes:

(i) Seja ¢ : S — T morfismo com T ndo se ramificando em altura limite, im @ =

Uses (1 @(s) U{@(s)}) é subdrvore prépria de T, imagem de S via ¢.

(ii) De fato [im @] = [@]([S]) como subespago de [T).
Demonstracdo. Mostremos cada afirmacao.

(1) A defini¢ao faz com que esta subordem ja nasca fechada para baixo e com raiz.
Dados 11,1, € im ¢, devem haver 51,52 € S com #; < @(s;). Considere 1 = @(s7) A

¢(s2). Note que z,1; €] ¢(s;), logo t é compardvel com ambos 0s ;.

e Set; <t,entdo r, €] @(s1)N | @(s2), logo t] e tp serdo compardveis. Basta

tomar um deles como testemunha do direcionamento para baixo de im ¢.
e Se 1 <t, teremos a mesma conclusdo anterior.

* Negando as duas hipdteses anteriores acabamos com o préprio ¢ < ¢y,

testemunhando que im ¢ € direcionada para baixo.

Considere 1 : im ¢ — T inclusdo, mondtona injetora. Para cada ramo o em S temos
[¢](a) onde ¢ : o¢ — [@](x) é cofinal, mas entdo dado 1(¢(r)) = ¢(z) € @()
existe 7 com 1(¢(f)) = @(f) > @(t) e, como esperado, [t](B) = B nos dd fungdo
ramo [t] : im ¢ — [T'] da inclusdo, que é entdo propria.

(ii) Considere e: S — im @, e(s) = ¢(s) mondtona prépria. Note que 1 oe = ¢. Con-
sidere morfismos i : T — T monomorfismo préprio e &: S — T prépria tal que

toé=¢.

Dado 7 € im(¢) com 1(¢) =y temos tinico 7 € T com 1(f) = y (comutatividades
com ¢). Considere 0 mapa v : im(¢) — T, t 7 = y(¢) bem definido. Temos que
Y € tnica, j4 a nivel Set, com 7o ¥ = 1, e € mondtona prépria por Proposi¢ao 1.3.2

(v).
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s—7 7 s—7 7 5] A (7]
e L e L [6\/ /’J]
ime T ime]

Figura 25 — Diagramas comutativos de alguns morfismos envolvidos na demonstragao.

Corolario 1.3.3. Se ¢ preserva altura, im ¢ = @(S) é a imagem usual e [@(S)] = [@]([S]).

Vamos tentar obter agora alguns resultados afirmativos com relacao a plenitude
de [-]. Para isto, vamos nos inspirar no caso ordinal: fungdes préprias homyyee(ct, )
entre dois ordinais sdo fungdes mondtonas cofinais f : & — 3, com tnica fungdo ramo
possivel [f](a) = B. De fato, homyyee (0, ) é ndo vazio se, e somente se, cf 3 < . Se
T, for aparada e homryee (71, 72) # 0 entdo temos fun¢do monétona cofinal de um ramo
de o € [T}] num ramo B € [T»], o primeiro homeomorfo a ordinal < A(7;) e o dltimo
homeomorfo a h(T3), o que nos diz que cf/(75) < h(T;). Nesse caso a cofinalidade
relativa entre as alturas das drvores parece oferecer obstru¢do quanto a existéncia de

morfismos proprios entre elas.

Se considerarmos uma fung¢@o continua f : [T1] — [T3] entre espacos de ramos,
encontremos também uma obstrucdo, puramente em termos de compatibilidade, para
que um morfismo préprio ¢ : T} — T seja o candidato a f = [¢]. Considere dois ramos
a,B € X(s) C [T1]. E ficil ver que s € o1 3. Suponha que a funcio f : [T1] — [T3] seja
func¢do ramo de um morfismo préprio ¢. Para isso, note que devemos ter ¢ : @ — f()

e@: B — f(B) Logo ¢(s) & flo) /().

Lema 1.3.2. Seja T drvore aparada que ndo se ramifica em altura limite. Considere
subconjunto C C [T| de ramos e P = (\C sua intersec¢do. O conjunto P estd bem orde-
nado, como sub-ordem. '°. Se h(P) = h(T), P é ramo e de fato tinhamos C = P € [T].

16" Seja # familia ndo vazia de boas T-sub-ordens de uma ordem fixa <. Seja § C P = ()% nio
vazio. Temos que S C B para todo B € # e que ming S é unicamente determinado por < e estd
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Se h(P) < h(T) e T ndo bifurca em alturas limite, existe e é dnico tp tal que P =] tp
(Lema 1.3.1). Em particular, sup(\X(s) = s.

Teorema 1.3.1. Sejam T, T, aparadas que ndo se ramificam em altura limite. Temos que
[-] : hom(Ty,T>) — hom([T1], [T3]) # O € sobrejecio se, e somente se, cfh(T>) < h(T}).

Demonstracdo. Note que se f = [¢], entdo ¢ : o — f() é cofinal, mas o e f(o) sdo
isomorfos, como ordens, aos ordinais /(7}) e h(T>). Temos entdo que cfh(Tr) < h(
h

(

<h(Th),
concluindo uma direcio da equivaléncia. Para a outra direcdo, seja cfh(T>) < h(T;)
Fixemos y : h(Ty) — h(T>) cofinal qualquer. Defina

sup()f(Z(s)) se N f(X(s)) ndo é ramo e
c € f(X(s))Nlevelr, (y(h(s))) caso contrdrio

Note que, da defini¢do, se s € a entdo @(s)<f(a), logo podemos falar de ¢ :
o — f(a). Dado t € f(a), da continuidade de f temos o € X(s) vizinhanga bésica com
f(E(s))CX(r). Se N f(X(s)) ndo é ramo temos entdo:

(ZOCf(Z(s)) = 1=sup(|Z(r)<sup[ | f(X(s)) = p(s)

Caso seja, basta encontrar s € o de altura suficientemente grande.

]

Corolario 1.3.4. Toda fungdo continua f : ©® — @0® é imagem via [-] de uma fun¢do
propria @ : @<® — 0<®. Analogamente, todo automorfismo do espago de Cantor é

ramo de automorfismo proprio da drvore bindria completa.

Isso quer dizer que fungdes continuas entre espacos de sequéncias infinitas, algo
intratdvel para um computador, podem ser arbitrariamente aproximadas por funcgdes

entre strings finitas, computdveis em tempo finito.

em cada um dos B’s.
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1.4 Boa Fundacao

Denotando por R C X? uma relacio binaria ndo trivial, dizemos que ela é bem
fundada se todo conjunto @ # A C X admite R-minimal. Boas ordens de fato sdo ordens
totais onde < € bem fundada. Sobre o axioma da escolha dependente isto é equivalente
a ndo haver sequéncia infinita x,, tal que x,Rx,. Um dos axiomas ZF ¢é o axioma da
fundacdo, que diz que para qualquer conjunto X devemos ter que € |y é uma relagdo bem
fundada. Isso de fato nos diz que todo objeto de estudo, sob ZF como meta-linguagem, é
o0 que vamos definir como 4rvore bem fundada '”. Vamos explorar uma definicio aniloga

para arvores e, em particular, drvores sobre conjuntos totalmente ordenados.

Definicio 1.4.1 (Ordem de Kleene-Brower). Seja (A, <) ordem estrita linear e T arvore

sobre A de altura @. Definimos uma ordem s <gpt set < s ou
dnew(sn=t[n)A(s(n) <t(n))

Em suma, a ordem lexicogréfica é seguida em geral mas descendentes vem < gpg-antes

que seus ascendentes.

Esta €, de fato, uma ordem linear. Mostremos a tricotomia. Suponha que s # ¢.
Seja |s| < |t| (o é totalmente ordenado). Tome k = max{n € |s| : s(n) =t(n)}.
e Se k=|s| — 1 entdo s<it logo t <gp s.

e Caso contrdrio, temos que s [k+ 1=t [k+1es(k+1)#¢t(k+1). Como A é

linear:

— Deve-seter s(k+1) <t(k+1) = s <kpt.

— Ouentdot(k+1) <s(k+1) = t<s.

Na computacdo, a ordem acima representa uma travessia pds-ordem.

17" Todo objeto aqui é um conjunto. Um conjunto (raiz) é determinado por seus elementos
(primeiro nivel da drvore) e estes sdo determinados por seus elementos... terminamos com
uma arvore cuja ordem < € > e postular sua boa fundagao € assumir o axioma da fundag@o.
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Definicao 1.4.2 (Boa fundacdo). Dizemos que 7' é arvore bem fundada se nio tem

ramo infinito.

E ficil ver que 4rvores de altura finita sio bem fundadas. Se T é bem fundada,
qualquer ramo r € [T] tem altura finita, e portanto elemento maximal ¢ € r. A estes
elementos maximais damos o nome de folha . Existem drvores de altura @ bem fundadas,
basta tomar arvores 7 com ramos arbitrariamente altos. Um exemplo € a sub-drvore
T C ®=® que contém apenas (), (n) —~ (0)", para cada n € @, e suas restricdes. Se

houver ramo infinito, 7 é mal fundada .

Proposicao 1.4.1. Dada T drvore de altura @ sobre (A, <), boa ordem, é bem fundada

se, e somente se, <gp é boa ordemem T.

Demonstragcdo. Note que se s € A® é ramo s € [T], entdo s [ k+ 1 <gp s [ k sequéncia
infinita <gp-decrescente, logo <xp ndo é bem fundada. Seja (si)rey <xp-decrescente,
S = (a’(‘), ...,a’r‘lk_1> entao (alé) rew € =-decrescente. Como esta € uma boa ordem, even-
tualmente a’é = ag para k > m. Considere a subsequéncia s, k > m e aplique as mesma

observagdes para (@) e, produzindo a;. Ficamos com s = (ag,a;...) € [T. O

Chamando os descendentes estritos de x de T x = {t € T : x < t}, temos dois
principios indutivos validos sobre arvores. Aplicando o principio da indu¢do em A(T),

temos o esquema de proposicoes:

Proposicao 1.4.2. Seja ¢(x) formula bem formada tal que ¥y €] x(¢(y)) = ¢(x) é

demonstradvel, entdo ¥x € T ¢(x).

Aplicando o principio da induc¢do na boa ordem < gp.

Proposicao 1.4.3. Seja T uma drvore bem fundada sobre (A, <), conjunto bem ordenado,
e ©(x) uma formula bem formada e Vy €1 x(@(y)) = @(x) é demonstrdvel, entdo
Vx € To(x).

Corolario 1.4.1. Seja T bem fundada em (A, <), conjunto bem ordenado. Considere X
um conjunto ndo vazio e o conjunto F = {f :1 x — X : x € T} de fungcdes com valores

em X cujos dominios sdo descendentes de um elemento fixo. Fixemos Fr o conjunto
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de folhas de T. Dada uma G : % — X e uma g : Fr — X existe e é uinica f : T — X
extensdo de g tal que, para todo x € T\Fr, f(x) = G(f|ty)-

Demonstragdo. Para mostrar o coroldrio acima, tome @(x) como a férmula que diz
que estd bem definida e é tnica f;. E demonstravel que Vy €1 x(¢(y)) = ¢(x)'?
Aplicando Proposicéo 1.4.3 temos ¢(x) para todo elemento. Em particular teremos ¢ (())
na raiz e estendendo a fungdo mais uma vez para f = fy U{((),G(fy))} temos nossa
funcdo f: T — X definidaem todaa 7. ]

Note que, se A ndo fosse bem ordenado, sob o axioma da escolha poderiamos
bem ordend-lo, portanto sob o axioma da escolha estas proposi¢des valem para qualquer
conjunto A. Na légica, as arvores de derivacdo de férmulas, no sentido de (DALEN,

2004), sdo em geral drvores bem fundadas'®.

Usando o Coroldrio 1.4.1, podemos definir fun¢des recur- I3
sivamente sobre a complexidade de formulas, como as
valoracgdes e as subférmulas de uma férmula. Considere
uma fungdo inicial p — [p] € {0,1} das varidveis pro-
posicionais atdmicas na dlgebra de Boole {0, 1}, existe e —p1
é tnica ¢ — [¢] € {0,1} valoragio*’das férmulas bem
formadas sobre {0, 1}. Observe que o valor destas fun-
¢oes dependem apenas do valor de [[-] nas atdmicas que
aparecem nas folhas /7, da arvore de derivagdo de ¢. Uma ((_‘pl) N pz)
tautologia ¢ definida como uma férmula ¢ tal que, V[-] :
Fy —{0,1} definidas nas subformulas atdmicas de ¢ tém
extensdo unica, via Coroldrio 1.4.1, com valor [¢] =1

((=p1) V p2) Aps

Outro caso particular de fun¢do definida de maneira recursiva é

em @.

18 A satisfa¢do de @ se dd por vacuidade nas folhas.

19" Este € 0 caso mesmo sob sistemas formais que permitem conjungdes, disjungdes e quantifica-
¢oes infinitérias.

20 Aqui, se pede que as operagdes l6gicas sejam interpretadas algébricamente. Por exemplo, que

lo Al =[o]-[v].

P3
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Definicao 1.4.3 (Fun¢do rank). Dada T bem fundada, estd bem definida rank : 7 — Ord

rank(¢) = sup{rank(s)+1 : s €1t}

Aplicada a conjuntos vistos como arvores, este ordinal nos da seu nivel de com-
plexidade na hierarquia de Von Neumann. Aplicados a arvores de derivacao de uma
férmula em uma linguagem, esta definicdo d4 a ordem de complexidade desta férmula.
Aplicado a jogos, no sentido de (CONWAY, 2000), esta defini¢ao d4 a data de nasci-

mento do jogo.

Vamos agora estudar o comportamento da boa fundagdo sob um certo tipo de

produto. Comecemos pela seguinte identificagdao formal:

Definicao 1.4.4 (Sequéncias de tuplas sdo tuplas de sequéncias). Seja uma arvore
T C (A x B)<%* sobre (A x B,m,m,) produto cartesiano de dois conjuntos, estdo bem
definidas s; = mj os e s, = mp o s tais que, para todo y € dom(s) = dom(s;) = dom(s),
s(y) = (s1(y),52(7)). Vamos identificar s = (s1,s2) um par de sequéncias de mesmo

comprimento.

N3ao ha contetido matematico em si na defini¢cdo acima, mas € frequentemente
mais fécil trabalhar, com as ferramentas até aqui desenvolvidas, com pares de sequéncias

em um conjunto simples do que em sequéncias de pares. Vamos identificar
((a0,b0),(a1,b1),...) = ((ao,a1,...), (bo, b1, ...))

sequéncia de tuplas com tuplas de sequéncias a partir daqui.

Defini¢do 1.4.5 (Ramos, Se¢des). Dada uma drvore T C (X x ¥Y)<% com o limite:

(i) Podemos identificar [T] com {(s,7) € X* x Y% : (s|y,r|y) € T}.

(ii)) Uma se¢do de T pors € X<%* é

Tls| ={reY=%: (s|,r) €T}
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Mutandis mutatis, dado r € Y <%, estd bem definido 7'[r].
Note que:
sem([T)) < IreY%(s,r) €[T]) < (sly,rly) €T, Vyea

< r|y€T[s], y€ a <= T[s] mal fundada.
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2

JOGOS E DETERMINACAO

2.1 Introducao

Comecamos a secao com o objetivo de definir, de maneira natural, um jogo como

uma drvore. A figura abaixo usa o exemplo do jogo da velha para motivar a defini¢cdo:

OoX
X
Oo[X|O
— X
X
Ramo de vitéria para X

Figura 26 — Alguns elementos da drvore subjacente do jogo da velha.

Comecamos de uma posi¢ao inicial , denotada por () . As opg¢oes do jogador
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I sdo os sucessores ¢ € Succ(()). Se o jogador I selecionar a opcéo ¢, as op¢des do
jogador II serdo os sucessores s € Succ(t). Note que I joga nas posi¢des de altura par,
selecionando um elemento de altura impar, enquanto que o jogador /1 joga em posicdes
de altura impar, selecionando posi¢des de altura par. Ficamos entdo com 7" uma 4rvore
que codifica todas as possibilidades do jogo. Uma partida do jogo é um ramo o € [T
desta arvore. Resta determinar um critério de vitéria , codificado como parti¢do dos

rameos.

Consideremos um exemplo mais abstrato, que de fato é um dos jogos mais
importantes considerados no texto. Suponha que dois jogadores alternam escolhendo
nimeros naturais. Comegamos entio de (). Quando / seleciona a; € @ vamos para
a posicdo (a;) e, em seguida, I seleciona um natural qualquer b; € ®, 0 que move
0 jogo para a posicdo (aj,b;). Ao fim de @ rodadas, temos uma sequéncia @ € ©®
determinando uma partida. Basta entdo tomar biparticio X C ®® para determinar um
critério de vitodria.

Exemplo 2.1.1 (Jogo de Gale Stewart). O jogo de Gale-Stewart , denotado por Gx =

w<(l)

(0<?,X), é 0 jogo com drvore subjacente , ramos X C % que determina vitdria

para I e ©®\X determinando vitdria para I1.

Temos em geral a seguinte defini¢do:

Definicdo 2.1.1 (Jogo). Um jogo é um par &4 = (T,X) com T uma érvore e X C [T
subconjunto de ramos de 7', alvo de I.

Observacdo 2.1.1. Note que a definicdo anterior reduz nosso dominio de discurso a jogos

com caracteristicas especiais.

* Nossos jogos serdo jogos de informacao perfeita , onde os jogadores conhecem

todas as jogadas de seu oponente.

* Adicionalmente, eles sdo jogos discretos , em contraste com jogos como em

(ISAACS, 1999), onde os jogadores podem tomar decisdo em tempo continuo.

* Nossos jogos terdo, daqui em diante, 2 jogadores.
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* O critério de vitdria ndo admite empate. Um dos jogadores vence uma determinada

partida.

* Com algumas adaptacdes, jogos no sentido de (CONWAY, 2000) podem ser
modelados de maneira parecida. O critério de vitoria nesse contexto é vence
o ultimo jogador a jogar. Sob a definicdo que usamos, temos a liberdade de

escolher particdes arbitrdrias dos ramos.

Vamos agora formalizar o conceito de estratégia em jogo. Uma defini¢do razodvel
de estratégia de um jogador deve responder a qualquer jogada do adversério. Se temos

uma estratégia, entdo devemos saber o que fazer em qualquer posi¢do do jogo.

Definicao 2.1.2 (Quase-estratégias, estratégias e critério de vitdria, definicao 8.10 em
(KECHRIS, 1995)). Uma quase-estratégia de / do jogo & = (T,X) é uma sub-arvore
prépria ¢ C T tal que se h(t) for impar (turno de II)! entdio Succe(t) = Succr(t),
ou equivalentemente Succy(¢) C o. Andlogo para I1 substituindo-se impar por par na

definic¢ao.

Uma estratégia de I do jogo ¢ é uma quase-estratégia de [ tal que se h(r) é
par, entdo |Succ(t)| < 1. Andlogo para /1. O conjunto de estratégias de I do jogo ¢ é
denotado por S¢ (7). Quando ndo importar de que jogador € a estratégia, diremos ¢ € Sy

uma estratégia.

Uma (quase-)estratégia o de I € dita vencedora se [c] C X. Andlogo para I1.
Um jogo é quase- determinado se um dos jogadores tem quase-estratégia vencedora e

¢ determinado se um dos jogadores tem estratégia vencedora.

Se o € quase-estratégia, podemos construir & estratégia altura finita selecionando
uma escolha do jogador. Em geral, faremos infinitas escolhas e, portanto, o axioma da

escolha se torna necessério em jogos mais longos?.

O ordinal 0 e ordinais limite sdo pares. Sucessor de par € impar e sucessor de impar € par.
O axioma da escolha é desnecessério caso quando a drvore pode ser posta da forma T C P<%
com (P, <) boa ordem, visto que temos jogada destacada, a minima, em cada nivel.

2
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reagao de |

Todas as jogadas possiveis de 11

Figura 27 — Uma estratégia de /.

Exemplo 2.1.2. Seja A # 0 um conjunto com mais de dois elementos e T = A<®. Da
perspectiva de um jogador fixo, estratégias podem ser consideradas como funcoes
A<® — A. Considere o estratégia, tome elemento de A qualquer fixado, defina fs :

A<? — A como:

| s€Succs(t) seteoeéturnodec
fo(t) =

a C.C.

Note que 6 — fs € inje¢do. Dada f : A<® — A, podemos definir o de jogador
comegando por () e dado s € oy, acrescentamos Succp<o(s) em turnos do adversdrio e

s~ f(s) em turnos do jogador.

Considerando o caso de altura finita, ndo podem haver duas estratégias vence-
doras, 0 de I e p de I1. Se I joga como o e I como p chegamos, depois de finitas
jogadas, em partida onde ambos venceram, um absurdo. Logo jogos finitos ndo podem

ter estratégias vencedoras de ambos os jogadores. Exploremos o caso infinito:

Lema 2.1.1. Considere T aparada de altura ®. A afirmagdo de que ndo podem haver
quase-estratégias o € S(I) e p € S(II) simultaneamente vencedoras no jogo (T,X) e o

axioma dependente da escolha sdo equivalentes.

Demonstracdo. Suponha o axioma dependente da escolha, o vencedora de I e p vence-
dora de /1. Do fato de o, p serem quase-estratégias, temos que o M p € aparada e tem
altura @. Nesse caso 0 M p € subarvore propria de 7', ou seja, temos inclusdo natural de

ramos [0 N p] C [T]. Pela Proposicdo 1.2.5, existe ramo r € [p N o] C [p]N[o], 0 que dd
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que r € X e r € [T]\ X, um absurdo.

Suponha agora a negacdo do axioma dependente da escolha e tome arvore T
aparada de altura @ sem ramo. Considere ¢ = p = T como quase-estratégias de I e I1.
A quase-estratégia ¢ ndo seria vencedora se existisse ramo r € [c| N ([T]\X) = 0, logo é

vencedora. Analogamente, p também é. 0

Sob o axioma da escolha, € inteiramente andlogo ao lema anterior demonstrar que
um jogo, independentemente da altura de 7', ndo pode admitir a existéncia de estratégias

vencedoras de [ e I1.

2.2 Equivaléncia e dualidade

Definicao 2.2.1 (Equivaléncia e dualidade). Dois jogos ¢;,%, sao ditos Jogos Equiva-
lentes se [ 1Y) < [1%ell 9 < II1%.Dois jogos ¥4,% sdo Jogos Duais
sel 1Y <= 1% ell1Y <— I1%.

Exemplo 2.2.1. Considere duas drvores T e S isomorfas via ¢ : T — S. Os jogos (S,X)
e (T,[@] 1 (X)) sdo equivalentes. De fato, |¢| vai mapear estratégia vencedora & de
(T,[@]1(X)) em estratégia vencedora [¢](c) de (S,X). (Coroldrio 1.3.3).

Considere um jogo (7,X). Se uma certa sequéncia de jogadas foi feita, atingimos
uma certa posicdo ¢t € T. Gostarfamos de interpretar ¢ em si como jogo, dando aos jogos
definidos aqui uma estrutura auto-similar, como em (CONWAY, 2000). Uma formaliza-

cdo logica, via sequéncias alternadas de quantificadores, se encontra na Subsecao 6.1.1.

Defini¢io 2.2.2 (Jogo dual). Considere agora T/ =T U{()'}, com ()’ < () uma nova
raiz, efetivamente invertendo a fungdo dos jogadores, o alvo X' = {sU{()'} : s € X\[T]}.
¢'=(T',X") é 0 jogo dual de 4.

Teorema 2.2.1 (Jogo dual). O jogo dual de 4 é dual ao jogo ¥’
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Demonstragdo. Considere 6/ = o U{()'} estratégia. Note que h(c’) = h(T’), sendo
h(T) limite ou sucessor. Dos axiomas, se o era (quase-)estratégia de um jogador, note
que agora ele é (quase-)estratégia do outro. Suponha ¢ vencedora de I, ' € [0'], note
que ¥ =rU{()'} comr € [o] C X, alvode Il em ¥’

Analogamente, uma estratégia p de I em ¢’ se transforma numa estratégia p
de I removendo-se ()'. Se ela é vencedora, seus ramos entdo em {sU{()’} : s € X}, ao

remover a nova raiz, temos que [p| C X vencedora para /.

Estabelecemos entdo I 19 <= 11 1%, andlogo para o outro caso.
O

O teorema anterior pode causar uma desconfianga equivocada de que se (7,X)
é determinado, (7,[T]\X) é determinado, mas note que na dualizacdo a arvore T foi

modificada, alterando o papel dos jogadores.

2.3 Determinacao

Vamos discutir agora a determinacdo de certas classes de jogos. Comecemos por

jogos cujas partidas t€m comprimento finito.

Teorema 2.3.1 ( [AC]). Se T tem altura finita entdo o jogo (T,X) é determinado para

qualquer X. Vale o mesmo resultado para T bem fundada’.
Demonstracdo. Mostremos cada uma das afirmacoes :

* Seja n o ramo de maior altura. Inclua artificialmente elementos em 7' para que
todos os ramos de 7' tenham a mesma altura n. Note que todo ramo & € [T] tem
elemento maximal s, maximal de altura n. Podemos identificar & com s, tinico

tal que | s¢ U {s¢} = . Considere a {<}-sentenga®:

Este teorema, com algum esfor¢o extra, permite concluir também a determinac¢ao de jogos no
sentido de (CONWAY, 2000).
4 Aqui definimos a € Succ(b) como a < bA—(a=b)AVe-(a<cAc<bA=(c=a)AN=(c=

b)).
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@ = ds; € Succ(())
Vs € Succ(sy)

[V, 3]s, € Succ(s,—1)
sp€X

De fato ¢ € a afirmacdo Jo € S(I) estratégia de [ e sua negativa é a afirmacéo de
que /1. Como ¢ V —¢ é uma tautologia no sistema proposicional cldssico, o jogo é

determinado.

* Como na demonstracao anterior, identifique ramos com elementos maximais de
sua arvore T. Vamos, com algum abuso de notagdo, aplicar o Corolario 1.4.1 e
obter f: T — {0, 1}. Queremos que f tenha valor | onde / vence e 0 onde /7 vence.

Definimos sobre as folhas de 7" a funcdo f = Xy e, recursivamente

)
) | se existe ¢ € Succ(s) tal que f(s) = |
se h(s) é par:
(0 caso contrdrio

fls) =
0 se existe t € Succ(s) tal que f(s) =0
se h(s) é impar :
\ I caso contrario
Temos que f({)) = 1 ou f({)) = 0, o que codifica respectivamente vitéria de /

ou de //. Como esta codificacdo se da estd em Figura 2.4.1. Note que se T é
naturalmente uma arvore de sequéncias sobre um conjunto bem ordenado o axioma

da escolha se torna desnecessario.

Neste teorema moram algumas conexdes com a Subsec¢do 6.1.1 Quantificadores
de Jogos e com teoria descritiva efetiva via Secdo 1.4 Arvores bem fundadas, teoria de

recursividade e a hierarquia hiper-aritmética. J4 podemos aplicar este resultado e obter
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Corolério 2.3.1 ([AC)). Se (T,X) tem T aparada de altura @ e X clopen de [T], entdo o

jogo é determinado.

Demonstracdo. Paratodo a € [T] existe ny tal que 2(@ [ ng) C X ouX(ox [ ng) C [T]\X.
Atingir estas posicoes significa vitoria certa para / ou vitdria certa para /7. Escolha um
ng fixo para cada a € [T]. Construa a drvore bem fundada 7 como sendo o fecho para
baixo de A = {a [ ny : @ € [T]}. Tomando coloragdo apropriada f: A — {0, 1} nos

elementos de rank nulo de 7', nos recaimos ao segundo caso do Teorema 2.3.1. O]

Ou seja, jogos clopen sdo essencialmente finitos, pois em finitos passos entramos
numa vizinhanga interior ao alvo de / ou ao seu complementar. Aqui ja aparece um
relacionamento em regularidade topoldgica (clopen) e determinagdo, um tema comum

daqui em diante.

2.3.1 Um jogo nao determinado

Naturalmente podemos nos perguntar, a esse ponto, se existe X C [T com (7, X)

nao determinado. Para tanto, precisamos de um alvo X tal que

* Se o éestratégia de I, [o| N ([T]\X) # 0.

 Se p éestratégiade I, [p]NX # 0.

Seja o uma estratégia qualquer de um jogo ¢ onde, em qualquer turno, o jogador
adversdrio tem mais que uma op¢ao. A hipétese sobre o jogo, aliada a defini¢do de
estratégia, nos permite concluir que o € arvore perfeita, nesse caso tem copia 2<% o
prépria. Aplicando o Corolério 1.3.2 encontramos uma inclus@o (continua) [2<%] =

2% — [o]. Note entdo que

Proposicdo 2.3.1. O espaco de ramos [S| de subdrvores perfeitas S < T sdo conjuntos
perfeitos de [T, o que em particular se aplica a (quase -)estratégias de um jogo. Em

particular [0] é fechado (Proposi¢do 1.2.1) ndo enumerdvel de [T ).

Considere a seguinte propriedade topoldgica
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Definicao 2.3.1 (Conjunto de Bernstein). Seja X espaco polonés, um conjunto B C X
tem a propriedade de Bernstein ou é conjunto de Bernstein se todo fechado nao
enumeravel F C X intercepta BOF # 0 e (X\B) N F # 0 ndo trivialmente.

Do que dissemos, se encontrarmos um conjunto de Bernstein B C T, teriamos
entdo jogo ndo determinado (7,B). Mais adiante mostraremos que qualquer polonés
sem pontos isolados tem um conjunto de Bernstein, usado o axioma da escolha, mas

consideremos o caso particular do jogo de Gale-Stewart:

Teorema 2.3.2 ([AC)). O espaco @® tem um conjunto de Bernstein.

Demonstragdo. Vamos definir X, Y C ®® com X = {aq : a € ZNO} eY ={by : by €
2%0}, Seja uma enumeracio de todas as drvores perfeitas {og : o € 250 }. Para cada a,

tome aq,bq € [0a)\ Uy<qlay, by} distintos. Estes elementos existem pois |[0q]| = c e

U {ay, by} | <2]af = max{2,|a|} < ¢

r<a

visto que 2, |a| < c. O

De onde obtemos

Corolario 2.3.2 ([AC)). Assumindo o axioma da escolha, temos que :

(i) O espacgo de Cantor e a reta também tem copia de Bernstein.
(ii) Existe X C 0® tal que 9 é ndo determinado.
Demonstracdo. Mostremos cada afirmacao.
(1) Tendo em vista a Proposicao 1.3.4,
N =2°\Dy = {x € 2% : eventualmente x(n) = 0}

é denso enumerdvel de 2% e, quando removido do espago de Cantor, nos deixa com

um homeomorfo Dy ~ ®®. [AC] Considere um conjunto B C Dy, de Bernstein
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(Teorema 2.3.2) dentro desta cOpia, note que ele serd de Bernstein também no
espago de Cantor, pois todo fechado ndo enumerdvel F de 2% tem F N Dy, fechado
relativo ndo enumeravel de Dy, logo temos (FNB)NDy # 0 # (FN(2°\B)) N Dy,.
Do Teorema 3.3.4, podemos também realizar @®® removendo denso enumeravel
Q de R, logo a mesma argumentagdo nos forneceria também um conjunto de

Bernstein da reta.

(ii) Tome um B C ®® de Bernstein. Toda estratégia tem espaco o] de ramos fechado
e ndo-enumerdvel, nesse caso BN [o]| e [0]\B sdo ndo vazios, o que significa que

nenhum estratégia é vencedora.
O]

Mais uma vez caracteristicas topoldgicas do alvo tem consequéncias sobre a
determinagdo dos jogos. Construimos um conjunto altamente irregular, do ponto de vista
topoldgico, para obter um conjunto indeterminado. Note também que se / vence ¥y, X
deve ter uma cépia de Cantor, o que j4 indica que conjuntos determinados tém algum
tipo de regularidade topoldgica. Vamos explorar relacionamentos entre determinacao,
topologia e medida na Parte II. Na Parte III vamos explorar o caminho inverso, ou seja,

consequéncias topoldgicas da determinagdo de certos jogos.

2.4 Teorema de Gale-Stewart

Assim como chegamos ao resultado da determinacao de jogos finitos, gostariamos
de dizer algo sobre a determinacdo de jogos cujos conjuntos alvo sdo relativamente
simples, ou seja, abertos ou fechados. O teorema que nos d4 essa resposta € o teorema de
Gale-Stewart. Esta se¢do ainda segue (KHOMSKII, Julio, 2010).

Definicio 2.4.1 (Sub-jogo a partir da posi¢do). Seja 4 = (T,X) um jogo, dador € T
uma posi¢ao, o sub-jogo a partir de ¢ é definido por

%, = (T; = {comparéveis com ¢}, [Tl;] N X)

Analogamente, se t € 0, define-se 0; a &rvore ¢ vendo-se  como nova raiz.
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Figura 28 — Posicéo . Subarvore associada 7;. Alvo do jogo ¢ . Interseccdo entre os ramos de T;
e o alvo X do jogo original, definindo o alvo de 7 no subjogo %,.

A definicao anterior diz apenas que dado que a posicao ¢ foi atingida, o jogo
se torna ;. O alvo de [ se torna X N[T;] = X;. Note que se, alternativamente, fizéssemos
de ¢, posicdo onde € a vez de 1] jogar, a nova raiz da arvore, tornariamos o jogador /1 o

jogador I do novo jogo, o que seria indesejavel.

Definicao 2.4.2 (Posicdo e (quase)-estratégias defensivas). Uma posicao defensiva
para I de ¥ = (T,X) ét € T tal que I ndo tem estratégia vencedora em %,. Analogo
para II. Uma quase-estratégia defensiva de / ¢ uma quase-estratégia de / ¢ tal que

toda posi¢do t € o € defensiva para /. Anédlogo para /1.

Posi¢ao defensiva para um jogador € uma posi¢do na qual ele ainda tem alguma
esperanca de vencer. Afinal, se chegamos a uma configuracdo no tabuleiro onde o
adversdrio sabe vencer, perdemos. Note que para posi¢des finais # com Succy (1) =0, I1
ndo vence T; =] tU{t} € [T] apenas se T; € X, ou seja, posic¢do final defensiva para I é

posicdo vitoriosa para I. Andlogo para /1.

Lema 2.4.1 (Lema defensivo). Seja ty € T de altura par posi¢cdo defensiva ty, entdo

o LtpU{n} X ou
* Y(to) <= Dy, = {11 € Succ(ty) : Vit € Succ(t)) 1 € defensivo para I} # 0
Demonstragdo. Estudemos cada caso.

* Note que, no primeiro caso, #y € posi¢ao final do jogo e I de fato venceu.
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* Suponha Succ(fy) # 0 e a negacdo do teorema — (7). Todo #; € Succ(zp) tem
sucessor f(f1) € Succ(ty) tal que /7 tem estratégia vencedora p () em ¥y(,,). Note

que Uy, esuce(ry) Pr(ny) € estratégia de vencedora de /1 do jogo %> um absurdo.

C [TN\X

to

Figura 29 — Diagrama esquematico do segundo caso na demonstragao.

O lema anterior € apenas um passo para a construcdo da seguinte quase-estratégia:

Proposicao 2.4.1. Seja T drvore aparada. Se Il ndo tem estratégia vencedora em

&G = (T,X), entdo I tem quase-estratégia defensiva.

Demonstragdo. Se II ndo tem estratégia vencedora em & = &y € o mesmo que dizer

que () tem quase-estratégia defensiva candnica ¢. Considere D, como no Figura 2.4.1.
Defina

) = D, se h(t) é par

Succ(t) c.c.

Tome recursivamente oy = {()} e, dado a < h(T), faga
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De fato 6 = Ug<(r) Oa serd defensiva para /. Note que os elementos de altura
par adicionados sdo defensivos pra /. Se ¢ tem altura impar < i(7T'), Succ(r) C o, logo
€ quase-estratégia. Note que o foi construida nivel a nivel e cada elemento dos novos
niveis € descendente de elementos de niveis inferiores, logo ¢ € direcionado para baixo.

O tnico fato ndo trivial € que 2(c) = h(T) mas isso é garantido pelo Lema defensivo. [

Claro que o teorema anterior vale trocando-se I por I/ e vice-versa. Dada quase-
estratégia o defensiva, caso necessario adicionando o axioma da escolha as hipoteses,
temos & estratégia defensiva! E facil ver que a estratégia canénica definida acima

tem a propriedade de ser a (quase)-estratégia defensiva maximal®.

Proposicao 2.4.2 (Propriedade de canonica). Considere T aparada de altura limite. Note
que se I, ao longo do caminho, escolhesse s ¢ G na posicdo defensiva t, fora de sua
estratégia defensiva candnica, isso quer dizer que s ¢ D, na construgdo acima, ou seja,

II consegue achar u € Succr(s) tal que 11 vence Y,,.

Teorema 2.4.1 (Quase-Gale-Stewart). Se X C [T| € fechado entdo (T,X) é quase-

determinado.

Demonstragcdo. Suponha que /1 ndo vence ¥x. Tome ¢ quase-estratégia defensiva cané-
nica de /. Se ¢ € vencedora, acabamos. Caso contrario, seja & € [6] N ([T]\X), de fato
este ¢ um aberto relativo, logo deve haver s € o com o € £(s) N [o] C [c]N[T]\X. Mas
entdo /1 vence ¥;. Nesse caso s € ¢ € posi¢ao ndo defensiva para I, absurdo. [

Analogamente, supondo X aberto e supondo que / ndo vence, chegamos nova-

mente por absurdo que /] tem quase-estratégia vencedora.

> Indugdo sobre os niveis de T, como na constru¢do, assuma p defensiva e demonstre que

p | a C o paracada a € h(T)
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Teorema 2.4.2 (Gale-Stewart). Seja X aberto ou fechado de [T]. Sob o axioma da

escolha, temos que (T,X) é determinado.

Demonstracdo. Da quase-determinacdo de (7,X), temos 0 quase-estratégia vencedora.

Usando o axioma da escolha, construimos estratégia vencedora a partir de ©. [

Corolario 2.4.1 (Prova alternativa de Teorema 2.3.1). Jogos com tempo finito sdo deter-

minados, visto que [T] terd a topologia discreta.

Mostremos agora que o axioma da escolha e o teorema de Gale-Stewart sdao

equivalentes.

Proposicio 2.4.3 ([AC] <= [GS]). O teorema de Gale-Stewart é equivalente, sob ZF,

ao axioma da escolha.

Demonstragcdo. Ja provamos que o axioma da escolha implica o teorema de Gale-Stewart.
Considere agora X # 0 tal que Vx € X (x # 0). Queremos construir um jogo que, por
Gale-Stewart, € determinado e € tal que a estratégia vencedora fornece func¢ado escolha
f:X = UX, f(x) € x. Esta constru¢éo obviamente ndo pode usar o axioma da escolha,

e deve entdo ser puramente construtiva.

* Usando unido e selecao, construimos o conjunto
T = {0 uUXU{(xy) :(xeX)A
(ye UX A
(vex)}
e Vamos definir uma ordem < em 7. Usando o axioma da unido, vamos adicionar

duplas (x,y) €<C T?, caracterizando nossa ordem. Adicione a diagonal A, para

reflexividade. Adicione a relagdo também os pontos {()} x X e
{(x, (x,y)) : xe X}

Note que | () =0, se x € X temos que | x = {()} e | (x,y) = {(),x}, todos bem

ordenados. Mas estes sdo todos os pontos de 7', entdo T é arvore.
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* Pela hipdtese de que nenhum x é vazio, temos que i(7') = 2.

* Considere ¥ = (T,0). Note que /I vence e, como h(T) =2, o jogo é determinado.
Aplicando Gale-Stewart temos p estratégia vencedora de /1. Para cada x € X temos

um e apenas um (x,y) € p, sucessor de x em p.

* Usando sele¢do mais uma vez, fp, = {(x,y) € X x (UX) : x <, (x,y)} € fungdo
escolha de X.

Corolario 2.4.2 (Subjogo de aberto/fechado é determinado). Subjogo de (T,X) com X

fechado/aberto é determinado.

Demonstragdo. De fato, dado ¢ = (T;,X; = [T;] N X), de fato [T;] tem topologia induzida

de [T'], mas entdo X; é fechado/aberto, logo ¥, é determinado. O

2.5 Teorema da Determinacao de Borel

A partir do teorema de Gale-Stewart, o proximo passo € mostrar que conjuntos de
Borel sdo determinados. Em primeira andlise pode-se conjecturar que é possivel mostrar
que a familia de conjuntos determinados de [T'] forma o-dlgebra, mas é possivel mostrar

a negativa desta afirmativa.

Proposicao 2.5.1 ([AC]). Existe jogo (T,X) indeterminado tal que (T ,[T]\X) é deter-

minado.

Demonstracdo. De fato, considere um jogo (7',X) ndo determinado. Construa um novo
jogo, onde na primeira jogada / tem a opcdo de se mover para este Jogo ou para uma
posi¢do a, que significa vitdria para /1. Este jogo € indeterminado, pois [ vai evitar a e
optar por uma posi¢cao onde nenhum jogador sabe vencer. Entretanto / vence quando

complementamos o alvo, visto que ja na primeira jogada ele pode escolher a e vencer. [



52 Capitulo 2. Jogos e Determinacdo

It 111 I, 111

a a

Figura 30 — Diagrama do jogo construido na Proposi¢do 2.5.1, mostrando que Det(@®) ndo é
fechado com relacdo a complementacéo.

Adaptando o argumento para sequéncias de naturais, mostramos que {X C ®? :
(0<?,X) é determinado} ndo é fechado por complementacdo, o que quer dizer que

conjuntos determinados nao formam uma o-dlgebra.

No que segue, todas as arvores serdao assumidas aparadas de altura @. Queremos
mostrar, até o fim da se¢do, que jogos com alvo Boreliano sdo determinados. A estratégia
serd a de regularizar o conjunto Boreliano, construindo jogos auxiliares com alvo clopen
que determinam o jogo principal. Vamos primeiro definir em que sentido um jogo pode

ser considerado auxiliar.
Definico 2.5.1 (Cobertura). Uma cobertura do jogo 4 = (7,X) é uma tripla:
(G=(T.X=n"'X),n:T—>T,¢0:5;— Sg)
Tal que
(1) A imagem por @ de uma estratégia de I é uma estratégia de /. De forma anédloga
para /1.

(ii) A funcdo 7 é monétona que preserva altura, logo é prépria e dd origem a [7] :

[T] — [T}, fungdo continua.

(ii1)) O n-ésimo tronco da imagem da func@o ¢ depende apenas do n-ésimo tronco da

estratégia.
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(iv) Partidas completas na estratégia imagem sdo imagens via [r] de partidas completas

na estratégia dominio, ou seja, [@(6)] C [7]([6]).

(v) Seja & cobertura, dizemos que ela é uma k-cobertura se os troncos 7 [ 2k+ 1 =

T | 2k+ 1 sdo iguais € 7|75 | = idf 9, € a identidade sobre este tronco.

Comentemos um pouco sobre os elementos desta defini¢do. A fungdo 7 € um
morfismo entre as drvores e estabelece correspondéncia entre jogadas do jogo cobertura
¢ e jogadas do jogo original ¢. Ela d4 origem 2 fungio continua [] entre os ramos
das drvores, e 0 alvo de / em & ¢ definido como X = [r]~!(X), ou seja, I vence apenas

quando as jogadas correspondentes no jogo original sdo vitoriosas.

A funcdo ¢ por outro lado € mapa entre estratégias. O requisito sobre a depen-
déncia da defini¢iio de ¢ proibe a transferéncia de informacio de jogadas “futuras’ em &
para o jogo ¢. Formalmente, ele diz para duas estratégias & ¢ p de um jogador em &

temos

6ln=pIn = @6)In=09(p)In

A imposicdo [¢(6)] C [x]([6]) impde que partidas em ¢ (G) devem corresponder
¢(6)]

as partidas em & via [7]. Formalmente, para todo ramo p € |
deve existir ramo p € [&] na estratégia dominio tal que [7](p

G)| na estratégia imagem,

:p‘

Finalmente, a condi¢io de k-cobertura d4 nogio de que ¢ aproxima %. Esta hipé-
tese diz que estes jogos tém a mesma estrutura num segmento inicial. Isto significa impor
que T e T sdo idénticas, até uma certa altura, e que 7 cumpre o papel de identificaciio

neste segmento inicial.

Proposicdo 2.5.2. Seja (G, 7, ) uma k-cobertura de 9, de fato ¢(-) | 2k+1=- | 2k+1.

Demonstragdo. Note que [@(6)] C [n]([6]) = [n(6)], logo ¢(6)Cx(&), como |7

= 17541
0(G) 1 2k+1 C 7(6)[2k+1 — &]2%+1

Mas como sdo ambas estratégias, devemos ter igualdade. [
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Fica a cargo do leitor mostrar que k-cobertura de k-cobertura forma k-cobertura

via composta das fungoes relevantes, ou seja, pode-se compor esta construgao.

Defini¢o 2.5.2 (Desemaranhar). Dizemos que G desemaranha X C [T]se X = [7] ! (X)

¢ clopen.

Essa defini¢@o nos diz, basicamente, o que significa tornar um conjunto, possivel-
mente complicado, em um conjunto mais simples em um jogo auxiliar. Note que no caso
h(T) < Ry, [T] é espago discreto entdo (¢,idr,ids, ) é k cobertura para qualquer k e
desemaranha X pois [id] ~! (X) = X é clopen, logo o préximo lema ¢ trivial para drvores

de altura finita / sucessora.
Lema 2.5.1 (Desemaranhamento de fechado). Sejam T aparada de altura ®, X C [T|

fechado e k € @. Entdo X pode ser desemaranhado por k-cobertura de 9.

Demonstragdo. Caso de altura finita € trivial, considere o caso (7)) = w. Considere

ke w,9 = (T,X) fixos, seja Ty a arvore aparada tal que [Tx| = X.
Construcio de 7

Como queremos uma k-cobertura, comegamos por T [ 2k+1 =T | 2k + 1 mu-
nido de ordem induzida de 7. Dado r € level;(2k), I terd opgado (s,0) € Succy(s) se
s € Succr(r) e o é quase-estratégia de I de ¢;. Em seguida, dada esta escolha (s,0), I1

terd duas opgdes:

Opcao 1: Jogar (t,u) com ¢ € Succr(s) C 6° e u um elemento de altura par de

0, que nao € elemento de (7T ),. Note em particular que estas escolhas de u existem, pois

{uco;:h(u)épareu ¢ Tx}

nao € vazio e que qualquer u é descendente de 7. A partir daqui os jogadores

seguem jogando elementos de 7" desde que compativeis com u.

6 o é quase-estratégia de I e h(s) é impar
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T

Figura 31 — A 4rvore T do jogo G, candidato a k-cobertura de .

Opcao 2: Jogar (z,p) tal que p é quase-estratégia de I em o; e p C Tx. A partir

daqui os jogadores seguem jogando elementos em 7" desde que dentro de p.

Afirmacdo: T ¢ aparada e de mesma altura. Note que todo ramo de T chega ao
nivel 2k, e portanto ao nivel 2k + 2 via Opc¢ao 1 ou Opcao 2 de /] e tais opgdes sempre
existem pois 7' é aparada e dada s de altura 2k, obviamente temos’ (¢,6) € Succz(s), e
esta terd (r,p) subdrvore como Op¢ao 2 de 1, logo chegaremos em fim a um ramo de
altura h(T).

Construcio de 7 e X = [r] ! (X):

Definindo® n(¢) =¢, (t,u) =t e n(t,0) =t, temos nossa 7w : T — T que clara-

7 Dada drvore qualquer de um jogo, t € T, T; = o € ela propria quase-estratégia de ambos os

jogadores

8 Aqui abusamos da notagdo, pois s € T de altura > 2k + 2 pode aparecer como descendente de
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mente preserva altura. Afirmagdo: De fato, o € [7]~!(X) se, e somente se, N level (2k +
2) = {(t,0)}, ou seja, se nesta partida II escolheu a Opc¢éo 2. Esté clara a dire¢do
[<=] vistoque 0 C Tx = « € [o] C X. Note que se no nivel 2k + 2 o jogador 1
tivesse selecionado a opgao (¢,u), todos os jogos deveriam ser compativeis com u mas
u¢ Ty = m(a) ¢ X. Nesse caso:

7' x) = U  Zz(@0)

t€levely (2k+2)

é um clopen.
Construcao de ¢:

E importante ressaltar aqui que as reacdes de ¢©(6) em ¢ devem ser tais que
dada uma partida o jogada de acordo com (&) exista partida B em ¢ jogada de acordo
com & tal que (B) = a.

Comegamos com o trivial (&) | 2k+ 1 = &, visto que até aqui as drvores sdo
idénticas. Até este nivel, isto caracteriza uma estratégia do mesmo jogador e ¢(6) [ n
depende apenas de & | n. Ao longo do que segue, note que cada passo da construc¢do de

¢ preserva tais caracteristicas.

 Seja 6 uma estratégia de /. Seja s € levely (2k) = level(2k), a escolha de &
no nivel 2k+ 1 € (¢,p), definimos ¢ € ¢(&) como reacdo de ¢(G) a jogada s.
Considere agora o jogo s = (p,[p]\X), um jogo determinado [Gale-Stewart]:

— Seja I com estratégia vencedora 6; C p em J7, ¢(G) segue o; até eventual-
mente encontrarmos u de altura par em p tal que [p]NX(u) C  [p]\X ,ou
—

aberto relativo
seja, u ¢ (Tx),. A partir dai seguimos de acordo com 6.

Seja o € [@(6)] entdo

(t,uy) e (t,up), e estas ocorréncias so distintas e incompativeis em 7.
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reacdes de oy

o= {<>,l1,...,l‘2k,t,s, JUy .
...,EBscolhas de IT = m(Escolhas de II),
reagdo de 6 = m(reagéo de 6),...} € [@(F)]

Note que temos ramo

B=A{0,t1,.,to1, (£, ), (5,14) ... u, ...
...,Escolhas de I, rea¢do de 6, ...} € [5]

tal que [7](B) = . Nesse caso, garantimos entio que [¢(&)] C [x]([6]) °.

— Seja agora /I com quase-estratégia vencedora 0, construida adicionando-se
apenas reacdes de I1 em posigdes defensivas, em 77, ou seja, [0] C X —>
0 C Tx. Nesse caso, para qualquer s € Succr(1), (s,0) é jogada legal de 11

em 7. Enquanto /I jogar em T dentro de 0, ¢(&) reage de acordo com &.

De novo, temos que provar que [¢(G)] C [7]([6]). Suponha que II joga
dentrode 6 em T

reacdes de &

o= {<>7t17--';t2k7t7s7

---,Escolhas de I = m(Escolhas de II),
co €0

reagdo de 6 = m(reacdo de 6),...} € [@(65)]
E do fato destas escolhas estarem em 6 que o seguinte ramo é T-vidvel:

reagdes de &

B={0,t1,....,t01, (t,p), (5,0), 3

.-+ ,Escolhas de II,reacdo de 6...} € [G]

9 Esta é a condig¢do de dificil satisfagdo. Ela é necesséria para preservagio da estrutura combina-

toria dos ramos relativa as intimeras escolhas de cada jogador.
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é tal que [7](B) = a, como queriamos. Se /I sai de 6 em algum momento,

nos reduzimos ao primeiro caso'?.

* Seja G uma estratégia de /1. Considere ¢ € levelr (2k+ 1) jogada de 1. Considere

U={u€cT : h(u)épare
Jp (6 responde via Ope¢do 1 a (7,p) com (s,u))}
Ou seja, restiem U <= rtem altura par e existe p quase-estratégia de / tal que &

reage a posi¢do (7,p) com Opgéo 1 (s,u). Note em particular que X7 (u) C [T;]\X

um aberto. Temos entao :

% = JZr(w) C [HIN([T1\X)

uelU
aberto relativo de [7;]. Considere o jogo ¢ = (T, [T;]\% ), um jogo determinado

(Gale-Stewart)

— Se II tem estratégia vencedora p; C T; em 5. Para qualquer que seja o
ramo a € [p;| C %, a, eventualmente chegamos a u € U com r € L (u).
Definimos entdo que ¢ (&) joga como p; até este u e segue jogando como &

A partir dai.

Seja o € [@(6)] entdo

reacdes de p;

06:{<>,l‘1,...,l2k,l,s, JU, .
...,Escolhas de I = m(Escolhas de I),
reagdo de 6 = m(reagdo de 6),...} € [p(6)]

Note que este u € U, logo ele tem p que forca & a jogar (s,u) via Op¢éo 1,

ou seja:

10" Cafmos em posi¢io ndo defensiva pra I, ou seja, I sabe vencer aqui.
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ﬁ = {(),tl,...,IZk,(t,p),(s,u),...,u,...

...,Escolhas de I,reagdo de G,...} € [6]

tal que [](B) = a. Nesse caso, garantimos entdo que [¢(6)] C [x]([6]).

— Se I tem quase-estratégia vencedora o; em .7, em particular [o;] C [T;]\%
complemento local dos ramos que passam por opcoes 1, pela definicao de
% , entdo II ndo t¢ém Opeao 1 para (t,p) com p = o;. Nesse caso a resposta
de & é obrigatoriamente uma Opcéo 2 (s, 0). Enquanto / jogar dentro de p,
que é tal que p C Ty pelas regras de T, seguimos &.

reagdes de &
o= {<>7t17"'vt2katvsa

---,Escolhas de I = w(Escolhas de I),
€6 €6

rea¢do de 6 = m(reacdo de 6),...} € [@(G5)]
E de fato temos, tomando (¢,p) = (¢, 0;), temos que

reacdes de &

B=1{0.t1,...tox, (t,p), (s,0), D

.-+ Escolhas de I,reagdo de 6...} € [G]
é tal que [7](B) = &, como queriamos. Se /I sai de 6 em algum momento,
nos reduzimos a caso anterior.

]

Proposi¢io 2.5.3 (Complementaridade de Desemaranhamento). Uma k-cobertura (T, 7, @)

de T que desemaranha X desemaranha T\ [X|.

Demonstragdo. Complementar [7]\[7] ' (X) = [z]~'([T]\X) do clopen [x]~'(X) é um
clopen. Note que (T, 7%, ¢) continua sendo k-cobertura de (7,[T]\X) e desemaranha o
alvo do jogo. [
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Lema 2.5.2 (Limite Inverso de k-coberturas). Seja k € @ fixo e para cada i € ®, considere
(k+i)-coberturas (Tiy1,is1, Qi) de T, existe drvore T, fungdo T; : T — T; e mapa
entre estratégias ' @, : Sz — St. tais que (T, 7;, Q;) é (k+ i)-cobertura de T; tais que

T

Tit1 T

Tita T T; Ti1 o T;
(3 1

Figura 32 — Diagrama comutativo de cone T e morfismos relevantes.

comutam.

Demonstracdo. O principal fendmeno de interesse aqui € o fato de que uma (k +i)-
cobertura mantém os niveis, até o 2(k + i)-ésimo, idénticos. Como T;11 | 2(k+i)+1 =
Ti12(k+i)+1eTi_y [2(k+i)=T; | 2(k+1i), entdo

l+1 f 2(k+

( | k+i)+1> 2k + i)
T | 2(k+i)
T,y [2(k+(i—1))+]1

Ou seja, os troncos 7; [ 2(k+ 1) + 1 permanecem fixos na hierarquia 7; das

arvores das subsequentes coberturas, o que motiva as defini¢cdes que seguem. Tome

T={seT:h(s) <2(k+i)}

Defina 7;(s) = s se h(s) < 2(k+1) e, caso contrdrio, tome j grande para h(s) <
2(k+ j) e defina m;(s) = m;j o---om;(s), independende da escolha de j (hipdtese de
k-cobertura). Temos entao, por construcdo, a comutatividade do primeiro triangulo e o
axioma para k + i-cobertura. Analogamente, ¢;(0) [2(k+i)+1=0 [2(k+i)+1e
para cada j > i define-se 9;(0) [ 2(k+j)+1=@i10---09;(0) [ 2(k+ j)+ 12 0 que

1 Aqui os alvos X sfo irrelevantes. Apenas as drvores e subdrvores do tipo estratégia cumprem
algum papel.

12 J— _ . , ;. . N s . . . ,
Note que ¢;(0) [= 0 .[ 2(k+ ])+ 1 € estratégia parcial e ¢; s levam estraFeglas parciais até
certo nivel em estratégias parciais até este mesmo nivel, ou seja, esta defini¢do funciona!
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To [ 2k +1

Ts T To
Figura 33 — Diagrama indicando as arvores que vao sendo fixadas na pilha de coberturas. Leia
da direita para a esquerda.

da comutatividade do segundo triangulo.

No que segue, vale lembrar que [-] é funtorial. Resta mostrar que [@,(c)] C
[7:]([T]). Tome a € [@;(0)], para comegar a encontrar 8 € [¢]. Da hipétese de cobertura
em cada drvore da sequéncia, deve haver By € [@;,(0)] tal que [m;;|(Bi +1) = o,
tome s; 1 € T de altura 2(k+i) + 1. Prosseguindo desta forma acabamos com f§ € [o] e,

da constru¢do, () = a, como queriamos. O

No que segue teremos que levar em conta a constru¢do transfinita dos Borelianos
discutida nas preliminares. Lembrando que fun¢des continuas, como [7] : [T] — [T],

preservam a complexidade dos Borelianos. Temos entio que [7] ! (& (@) C O ().

Teorema 2.5.1 (Teorema da determinagio de Borel). Todo jogo (T,X) tal que X € B(X)

é determinado.

Demonstragdo. Basta mostrar que todo Boreliano pode ser desemaranhado. Do De-
semaranhamento de fechado, temos que abertos 7 e fechados —7 de [T] podem ser
desemaranhados. Nos remetendo ao Teorema 0.0.8, temos o teorema entdo para ¢ (0)
como caso bdsico. Suponha que tenhamos o teorema para todo 7, 0 < y < o < ®y, tome
AcO(a).
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* Seja  limite. Nesse caso A € 0(y) para algum ¥ < o. Por hipétese de indugdo, A

pode ser desemaranhado.

* Seja o sucessor.

— Se A € O(y) paraalgum ¥ < «, entdo A pode ser desemaranhado por induc@o.

- Seja A é complemento de B € 0(y), ¥ < . Nesse caso B pode ser desemara-

nhado, logo A também pode.

Suponha que existam enumeréveis conjuntos A, € O(y,) com A = JA,
e % < o. Considere Ty =T e (Ty,7,¢;) (k+ 1)-cobertura de T desema-
ranhando Ag. O conjunto [y) "' (A;) € O(y) também pode ser desema-
ranhado, tome entdo (73,7, ;) (k+ 2)-cobertura de 7; desemaranhando
Al = [m)~!(A}). Continuando dessa maneira obtemos uma sequéncia de
coberturas e clopens A”. Considere (7,7;: T — T;,@, : S — Sr.) com as

propriedades do Limite Inverso de k-coberturas. Note que

Com. das 7’s

[ﬁ()]_l (A) = U[EO]_] (An) -
Corolégo 1.3.1 U[ﬁn]—l (AZ)

reunido de imagem inversa de clopens por continuas, um aberto. Logo este
pode ser desemaranhado e como k-cobertura de k-cobertura é k-cobertura,

acabamos com k-desemaranhamento de A.

Resultados de determinacdo mais profundos se encontram em (MARTIN; STEEL,
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3

RESULTADOS PRELIMINARES

3.1 Introducao

A teoria descritiva de conjuntos nasceu do interesse por propriedades de conjun-
tos explicitamente definiveis em algum sentido. A no¢do de Cantor de fun¢do, como um
mapa entre elementos, e algumas consequéncias estranhas do axioma da escolha, como a
existéncia de conjuntos de Bernstein (Teorema 2.3.2), motivaram alguns matematicos a
estudar propriedades de conjuntos e fun¢des facilmente definidas e estabelecer o que
exatamente significa graus de complexidade de definicao. Seguimos (SRIVASTAVA,
1998), (KECHRIS, 1995) e (TSERUNYAN, 1994/1995).

Vamos estabelecer alguns resultados topoldgicos preliminares sobre espagos

poloneses. Fechados de poloneses sao poloneses. E possivel ir um pouco além:

Teorema 3.1.1 (Alexandrov). Todo subespaco Gg de X, espaco completamente metrizd-

vel, é completamente metrizdvel.

Os irracionais R\Q, que podem ser escritos como (,cqR\{g} € G5, sio com-
pletamente metrizdveis. Note que Q ndo &, pois (e, Q\{gn} = 0 é intersec¢io vazia de

densos abertos, que seria densa se (Q fosse completamente metrizavel (Teorema B.4.1).
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Definicao 3.1.1 (Oscilagdo). Seja f : X — Y funcdo entre espaco topoldgico X e métrico

Y. Definimos a oscilacdo de f em x € X como:

O(f)(x) = inf{diam(f(V)) : V vizinhanga de x} € [0,]

o que define O(f) : X — [0, 0] fungdo nos reais estendidos. Se f estd definida
em subespaco D C X, define-se a oscilagdo O(f) : D — [0, ] usando a defini¢do acima

para as vizinhancgas induzidas V N D de D pela topologia de X .

Note que a oscilagdo descreve quantitativamente o grau de descontinuidade da
funcdo. De fato, é facil ver que O(f)(x) = 0 se, e somente se, f é continua em x. O
conjunto de pontos onde f é continua é um G5 de X. Mostremos que Ug = O(f)~1([0,¢€))
¢ aberto. Seja x € Ug, deve haver entdo V vizinhanga (suponha aberta) de x com
diam(f(V)) < €. Mas entdo o préprio V testemunha o fato de que V C Ug. Pontos
de continuidade de f sdo elementos do conjunto O( /) '({0}) =N,enU; /> um Gg.

Teorema 3.1.2 (Kuratowski). Seja f:A —Y com A C X metrizdvel e Y completamente
metrizdavel. Entdo f pode ser estendida continuamente para um conjunto Gg, denotemos
por G, tal que A C G C A.

Teorema 3.1.3 (Lavrentiev). Seja f : A — B homeomorfismo entre A CX e BCY
espacos métricos completos, entdo f pode ser estendida para homeo f : G — H entre

Gg’s contendo dominio e contradominio.

Os valores de uma fun¢@o continua em um denso de um espago Hausdorff a

determinam univocamente.

Corolario 3.1.1. Subespaco completamente metrizdvel de espagco completamente metri-

zavel sdo exatamente seus subconjuntos Gg.

Demonstragdo. Considere idg : G — G C X automorfismo de subespaco completamente
metrizdvel. Estendemos 2 homeomorfismo idg : H — H onde H é Gg com G C H C G.
Andlogo para a inversa, que serd a propria identidade. Aplicando o Teorema 3.1.3 teremos

entdo uma extensdo idg : H — H e idg = idy, mas id; = idg, temos entdo que G = H,
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um Gg.

Caracterizando poloneses exatamente como subespacos Gg do cubo de Hilbert.

3.2 Esquemas de Conjuntos

Nessa secdo vamos operar sobre conjuntos usando drvores, estabelecendo uma
espécie de enderecamento de pontos ou de subconjuntos de pontos via arvores ou, no

minimo, a descri¢do de alguns conjuntos em termos de outros a partir de arvores.

Vamos tentar definir uma nova operacao entre classes pontuais usando arvores,
ou seja, dada uma familia de subconjuntos, queremos definir uma nova forma de construir

novos subconjuntos.

Definicao 3.2.1 (Sistemas ou esquemas de conjuntos). Seja 7' uma drvore, chamemos de
sistema ou esquema de subconjuntos de X sobre 7 uma funcédo f: T — Z(X). Seja
% uma familia de subconjuntos de X e f : T — .%, vamos dizer informalmente que f é

um esquema de subconjuntos .%. Um esquema sera dito regular se

h <t = f(t) C f(t1)

Exemplo 3.2.1. Seja (X,7) espago topoldgico, se f : T — T tem imagem apenas em

abertos, dizemos que é um esquema de abertos sobre X.

Definicio 3.2.2 (Niveis e ramos de esquemas). Dado esquema f : T — Z?(X), define-se
o y-ésimo nivel do esquema f como level(7, f) = U seievel, (y)f (s)- Seja a € [T] ramo,

o ramo de f através de o é o conjunto Br(f, @) = () jcaf (7).

Estd claro que se um x € Br(f,r) para um ramo r € [T] entdo ele estd em todos

os niveis x € f(r [ n). Para a outra dire¢do, precisamos de hipdteses extras:

Lema 3.2.1. Seja T uma drvore aparada, f: T — 2 (X) sistema de subconjuntos e
s Lr = f(s)f(r) = 0regular, entido <7 f = Bf.
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Br(f,a)

7] o/

level(f,~)
Y

Figura 34 — Um ramo através do esquema f € um de seus niveis.

NI A 1

Figura 35 — Vamos denotar «/ f = | o¢[r) Br(f, @) € Bf = yen(r)level(f, 7).

Demonstragdo. A direg¢do [C| foi demonstrada. Seja x € Af, x estd em todos os niveis
do do esquema, logo temos y < h(T) — sy tal que x € f(sy). Note que tais sy formam
cadeia maximal, ou seja, um ramo.

[

Alternativamente, adicionando-se condi¢cdo de que todo elemento da arvore tem

finitos sucessores, podemos obter o mesmo resultado via lema de Konig.

Lema 3.2.2 ([DC] Lema de Konig para Esquemas). Seja f : T — (X)) regular, onde T
é aparada de altura o, é tal que para todo x € Bf a subdrvore S={s €T : x € f(s)}
se ramifica finitamente, entdo < f = Bf.

Demonstragdo. Ja temos [C|. Se x € A entdo S tem altura @. De fato, S ¢ subdrvore
de T" e, como se ramifica finitamente por hipétese, aplicando o lema de Konig obtemos
ramo infinito s € [S] C [T]. Nesse caso x € Br(f,s) C </ f. O
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Em particular se 7" acima se ramifica finitamente ja teriamos o resultado. Num
contexto topoldgico, as construgdes que usamos sao empregadas em contrucdes de

funcdes continuas.
Definicao 3.2.3 (Esquemas de Souslin, Lusin e Cantor). Fixemos X metrizavel, e f :
A<?® — Z(X) um esquema regular. Dizemos que f é
(i) Esquema de Souslin se f ¢ tal que diam(f (o [ n)) — 0.
(i1) Esquema de Lusin se € de Souslin e
slt = f(s)Nf(t)=0
(iii) Esquema de Cantor se é um esquema de Lusin com A = 2.

Proposicio 3.2.1 (Construgio de Continua Via Esquemas). Seja f: A< — Z(X), com
X métrico completo, esquema de Souslin. De fato, T conjunto onde f # 0 é uma sub-
drvore de A<®. Considere [T], um fechado de A®. Do teorema de Cantor, para todo
ac|T]

m W Teoreng 0.0.5 {xa}

ncw

Considere f : [T] — X tal que f(o) = xg.
(i) A fungdo f é continua.
(ii) Se o esquema f é de Lusin, entdo f é inje¢do.
(iii) Se f é esquema de Lusin de abertos, entdo f é inclusdo de subespago.

(iv) Se f é esquema tal que f({)) =X e Vs € A<? f(s) = Uyen f(s"a), entdo f é
sobrejetora.

(v) Se f é esquema de Cantor f :2<?° — PX de abertos com T = 2<%, entdo
f:29 < X éinclusdo do espaco de Cantor em X.

Demonstragcdo. Note que temos algumas hip6teses independentes sobre os esquemas e,
em seguida, uma consequéncia sobre a fun¢@o continua f construida. Vamos estabelecer

cada item.
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(i) Tome a € [T], € > 0. Tome n grande para diam(f(« [ n)) < €, em particular

fla) € f(a | n), entio

F(TINZ(a T ) B(f (@), €)

Note, em particular, que n — f(o | n) é tal que, para qualquer aberto f(a) € A,
existe n grande com f (o [ n) C A. Em outras palavras, temos convergéncia de net

{f(a 1 n)}new = fla).

(ii) Se a # B em [T], eventualmente & [ n # B | n e entdo

f(a) € f(a [ n) disjunto de f(B I'n) > F(B)
Logo f é injecdo.

(iii) J4 temos injetividade de f. Resta mostrar que f : [T] — f([T]) é homeomorfismo

quando tomamos f([T]) com topologia de subespaco. Se estabelecermos que

FUTINZ(s)) = FUTHNS(s)
—— ——

imagem de aberto relativo € aberto relativo da imagem

Entao acabamos.

* Mostremos [C]. Tome 8 € £(s) N [T]. Temos que f(f3) estd definida e, como
s< B, concluimos que f(B) € f(s).

* Mostremos [D]. Tome f(B8) € £([T])N £(s). O ponto f(B) é elemento do
aberto f(s). Como {f(B | n)}new — f(B) como um net, eventualmente

f(B n)C f(s). Temosentdo B [n €T tal que @ # f(B [ n) C f(s). Como
f é de Lusin, devemos ter que s < 3 [ n. Concluimos que 8 € f(s).

(iv) Tome x € f(s), deve haver a € A com x € f(s™ a), produz-se assim o com x €

Br(f, ). Isso nos di que se f tem essa propriedade, f é sobrejetora.

(v) Note que f: [2<?] = 2% — X serd, pelos itens anteriores, de fato uma inclusio de

espaco.
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]

Corolario 3.2.1. Todo espaco X completamente ultrametrizdvel zero-dimensional é

homeomorfo ao espaco de ramos de alguma drvore T.

Demonstragdo. Seja X zero-dimensional com ultramétrica completa d < 1 compati-
vel. Fixado n € @, {B(x, ) : x € X} particiona X em clopens. Seja x ~ y quando
x € B(y,1/2"). Claramente reflexiva e simétrica (simetria de d), dados x ~y ~ z, te-

mos da desigualdade forte que x ~ z. Quocientando o espaco por ~ obtemos exata-

1
' 30
Dado B(x, »:) € T (m), defina seu ancestral em T (n), n < m, como B(x, 5;), bem de-

mente a parti¢do acima. Considere n — {B(x, 5;) : x € X} = T'(n), nos dando os niveis.
finido. Temos que T é de fato um esquema abertos de Lusin (Defini¢do 3.2.3), e da
Proposi¢io 3.2.1 construimos f : [T] — X, inclusdo continua sobrejetora, portanto um

homeomorfismo. L]

3.3 Espacos Poloneses e uma caracterizacao do es-

paco de Cantor

Note, na demonstracao do Corolario 3.2.1, que conseguimos construir, a partir
de algumas propriedades de um espaco topoldgico, um esquema que de certa forma
endereca os pontos do espagco por meio de uma arvore de abertos. Conforme avancamos
nos niveis da 4rvore, obtemos um ponto com uma precisiao (didmetro da vizinhanca)
cada vez maior. O que segue é um lema auxiliar para a construcdo de esquemas sobre
<%, no sentido de mostrar que, de fato, qualquer espaco completamente metrizavel e

segundo enumerdvel é imagem continua de ®“.

Lema 3.3.1. Considere a seguinte série de afirmacoes,

(i) Dado F fechado de X polonés, podemos escrever F como reunido de fechados
de diametro menor que € > 0 para qualquer € > 0. De fato, considere & denso
enumerdvel, de fato 8 = {B(d,r) : r < €/3} ainda é uma base. Note que F =

Ugez F N B reunido enumerdvel de fechados de didgmetro menor que €.
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(ii) Dado F = \JF; € Fg, podemos também escrevé-lo como | JC; de fechados todos
com diam < &g, para qualquer € > 0 que queiramos. Basta decompor F; como em

(i) e obter uma lista enumerdvel de fechados de didmetro < € nos dando F.

(iii) Note que F = | |C; com Cy, = Cy\ Ui<k Ci € um F5 (pois abertos sdo Fs e intersec-
cdo de fechado com Fy é Fy) potencialmente vazio e, obviamente Cy, C Cy tem
diametro menor que €. Nesse caso, reescrevemos F' € F5 como reunido de Fg de

didmetros < €.

Teorema 3.3.1. Todo espago polonés é imagem continua de um fechado do espaco de

Baire o?.

Demonstragdo. Do lema acima, construa f : ©<® — X com f(s) um Fg de didmetro
diam f(s) < ﬁ, tome € = z‘slﬁ, temos f(s) = | |jce f(s7 i) reunido disjunta de Fg’s
com didmetro menor que z\v}ﬁ com f(s~i) C f(s). Comegando com f(()) =X € Fy
acabamos com um esquema de Lusin e tem propriedade (iv) de 3.2.1, garantindo sobre-
jetividade de f : [D] — X.

O

Definicao 3.3.1 (Retragcdes). Seja A C X espaco topoldgico. Seja f: X — A continua
com f [ A =idy. A funcdo f é dita uma retracdo de A. Um conjunto A C X que tenha
uma retracdo f : X — A é chamados de retrato de X.

Proposicio 3.3.1 (Retrato). Seja A # 0. Todo fechado do espago [A<®] é retrato.

Demonstracdo. Tome F fechado de A®. De fato F = [Tr] onde Tr é subérvore aparada
de A<®. Defina ¢ : A<® — T, 0(()) = (),

s a ses aeclfp

@(s"a) =
sThbeTp ses ad¢Tp

Note que ¢ é mondtona prépria, visto que preserva comprimento, logo [¢] :

A® — [Tp] = F é continua. Temos também que s € F = s | k € Tp, mas da regra de ¢
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temos que @(s [ k) = s [ k, logo @|; = id : s — s estd bem definida e é co-final, ou seja,

s€F = [p](s) =s, logo [@] é o retrato procurado. O

Corolario 3.3.1. Todo polonés é imagem continua do espaco de Baire.

Demonstragdo. Todo poloné€s € imagem continua de subespaco fechado do espacgo de
Baire ®® D D —s X. Mas D é retrato, entdo A4 —> D — X. O]

Mostramos que o espaco de Cantor € especial, dentro da categoria dos espagos
topoldgicos, no sentido em que seus sub-objetos contém todos os zero-dimensionais
e segundo-enumerdaveis. A hipotese de compacidade nos da alguns resultados nesta

direcdo:

Teorema 3.3.2. Todo métrico compacto é imagem continua de espaco de ramos de

drvore que se ramifica finitamente.

Demonstracdo. Tome métrica compativel com d < 1. Comegemos com levelz (0) = ()
primeiro nivel de 7 e f(()) = X. Definidos s € levelr(n) e f(s) abertos com diam f(s) <
27" Tome cobertura aberta Uy, ..., U, finita de X de didmetros diamU; < 2~ s Os
sucessores de s serfio s7i tais que f(s7i) = U; N f(s) # 0. Note que T € drvore aparada
que se ramifica finitamente e f : [T] — X é continua sobrejetora.

[

Corolario 3.3.2. Todo compacto metrizdvel é quociente do espago de Cantor.

Demonstragdo. Existe T arvore que se ramifica finitamente com [T'] — X continua sobre-
jetora. Note que [T'] € zero-dimensional segundo enumeravel e, portanto, ¢ homeomorfo
a um subespaco (compacto) do espago de Cantor, logo um fechado. Como € fechado de
Cantor, é retrato, temos a composta ¢ —[T]—X continua e sobrejetora entre espagos
compactos e Hausdorff, um quociente L O]

I Seja f: X — Y continua e sobrejetora entre compactos Hausdorff. Mostremos que F C Y

é fechado <= f~!(F) C X é fechado. Se f~!(F) C X é fechado, entio é compacto, logo
f(fY(F)) =F é compacto de Y e, portanto, fechado. Se F C Y é fechado, f~!(F) ¢ fechado.
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O proximo teorema caracteriza o espaco de Cantor. Um coroldrio desse teorema
€ o fato de que toda arvore aparada, de altura w, perfeita e que se ramifica finitamente

tem espaco de ramos homeomorfo ao espaco de Cantor.

Teorema 3.3.3 (Brouwer(TSERUNYAN, 1994/1995)(KECHRIS, 1995)(BELLINI M.
K.; RODRIGUES, 2019)). O espaco de Cantor é, a menos de homeomorfismo, o tinico

espago topologico ndo vazio, polonés, compacto, zero-dimensional, sem pontos isolados.

Demonstracdo. Considere X com as propriedades. Comecamos com métrica tal que
diamX =1 e f(()) = X. Definido f(s) # @ um clopen de compacto, ele mesmo entao
um compacto. O numero p = diamTf(s)>0 € positivo e para cada x € X considere tome
X € B, C B(x, %) onde B, € elemento da base de clopens de X, formando cobertura. En-
contramos finitos By, ..., By, de clopens ndo vazios de didmetro menor que p que cobrem

f(s). Fosse k =1 entdo By, é coberturade f(s) e f(s) C By, C B(x, diamTf(s)), um absurdo.

Podemos tornar estes clopens disjuntos sem perder as propriedades. Sistemati-
camente bi-particionamos entdo f(s) em f(s1) =By, e f(s70) =B, U---UB,,_, e,

analogamente, f(s—0) em

f(s7070) =B U---UB,,_, f(s7071) =By,

Repetimos este processo nas ‘folhas’ da drvore onde f esta definida, estendo a
fungio e obtendo % esquema de Lusin de clopens f : 2<? — 2(X) com f({)) = X e,
pela construgdo, f(s) = f(s—0)U f(s1) e diam f(s) — 0 quando |s| — eo. Como este
processo nunca resulta em biparti¢des triviais (k # 1), temos que f(s) # 0. Temos entdo

~ Top .
homeomorfismo f : 29 — X, mostrando que X ~ % como queriamos. [

Em particular, o conjunto de Cantor C C R é homeomorfo ao espaco de Cantor.
Poténcias € e € ® mantém todas as propriedades do teorema e também sdo homeomor-
fasa é.

2 Teorema da Recursdo, indugdo sobre a altura h(s) < o da string.
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B,

Figura 36 — Construcdo do esquema de Cantor do Teorema 3.3.3.

Corolario 3.3.3. Seja % (€) o espago de Vietoris (Secdo B.3) do espago de Cantor, ou
seja, os subespacos compactos do espaco de Cantor munidos de métrica de Hausdorff.
De fato, # (€)\{0} é homeomorfo ao espaco de Cantor.

Demonstracdo. Mostremos que o espaco de Vietoris de um zero-dimensional é zero-
dimensional. Considere .2 conjunto de abertos bésicos de X. Note que (B) N [B] N

-+N[By], com B,By,...,B, € A, forma base da topologia de Vietoris. Suponha que X
tenha base # de clopens e tome B € Z. Note que (B) serd aberto, mas também serd
[X\B] = (/£ X)\(B), logo (B) é clopen. Analogamente teremos que [B] é clopen, o que

resulta que o espago de Vietoris de espago zero-dimensional € zero-dimensional.

Como {0} = (0) é clopen, temos que % (¢ )\{0} subespaco fechado de % (%),
um polonés compacto zero-dimensional, herdando todas estas caracteristicas. Seja k €
H(€)\{0}ekeB=(U)N[Vi|N---N[V,]. Podemos assumir sem perda de generalidade
que U = |J_, V;. Se k € infinito tomamos um conjunto k" € Fin(X) N B, testemunhando
que k ndo é isolado. Se k = {x1,...,x,} tais que x; € kNV;, tome x; € Vi e K = {x1,...,x,}
de novo mostra que k sdo é isolado. Concluimos que % (%")\{0} é polonés, compacto,

zero-dimensional e sem ponto isolado. Do Teorema 3.3.3 concluimos que % (%')\{0} ~
%. O
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E possivel, usando a mesma técnica, demonstrar o

Teorema 3.3.4 (Alexandrov-Urysohn). O espaco de Baire é, a menos de homeomorfismo,
o tinico espago topologico ndo vazio, polonés, zero-dimenisonal e tal que todo subespaco

compacto tem interior vazio.

Que, pelo mesmo motivo, nos dird que R\Q ~ o®.
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REGULARIDADE E PROPRIEDADES

4.1 Regularidade

Nesta sessao vamos introduzir formalmente a no¢do de regularidade topoldgica
usada no texto. Nas preliminares construimos uma o-algebra, via inducgao transfinita
fechando iterativamente uma familia de conjuntos com relagdo as operagdes de com-
plementacdo e reunido enumeravel. Ja nessa constru¢cdo surge uma nog¢ao natural de
complexidade de conjuntos de Borel: o menor ordinal o < @; no qual B aparece, que
indica, de certa forma, o momento em que este conjunto pode ser construido a partir dos
conjuntos geradores. Nas secOes subsequentes, estaremos interessados na preservagao de
certas propriedades com relacdo as operacdes de complementacao, reunido enumeravel e
imagem por func¢do continua, como por exemplo a hipétese do continuo. Para isso vamos

formalizar a nocao de classes de subconjuntos.

Definicao 4.1.1 (Classes pontuais). Vamos considerar que classe pontual ¢ um functor
contravariante I" : Polish — Sets de tal sorte de I'(X) C Z(X). A classe complementar
¢ I'(X)={X\A:AecI(X)}eumaIrelagido n-dria ¢ um elemento de I'(X x --- x X)

N————

nx
onde x é tomado em Top.

Exemplos de classes pontuais sdo abertos, fechados, conjuntos G5 e Fi e Boreli-

anos e X — ZX. Dizer que uma classe pontual tem uma propriedade € dizer que todos
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os elementos de I'(X) tém essa propriedade.

4.1.1 A Hierarquia de Borel

O objeto de estudo da secdo € o caso particular desta hierarquia construida a
partir de abertos de espacos poloneses. Os conjuntos de Borel de espacos metrizaveis
podem ser melhor estratificados em sub-familias que generalizam os ja conhecidos G e
F5. Seguimos de perto (SRIVASTAVA, 1998) e (KECHRIS, 1995) nesta sessdo. Vamos

estratificar a o-algebra de Borel como segue:

Definicao 4.1.2 (Classes da Hierarquia Boreliana). Seja X métrico, considere 2(1) =Te

H(l) = 7. Por indugdo transfinita, defina para 1 < o < oy:

T = <U H3>
r<o p
0 -
<o s

Definimos também A%, = ¥ NT1Y,. Denotamos as familias X3, por ot-ésima classe

aditiva, IT), por a-ésima classe multiplicativa e A, por «-ésima classe ambigua.

Aqui fica contrastada a estratificagdo dos Borelianos comentada nas preliminares.

Proposicao 4.1.1. Considere a hierarquia de Borel descrita acima, entdo :

(i) A classe aditiva é fechada com relacdo a reunioes enumerdveis, e a multiplicativa
com relagdo a intersecgcoes enumerdveis. Este fato segue de um simples argumento

de indugdo.

(ii) Abertos e fechados se relacionam via complementacdo e, em geral, £ = —I1Y,.
De fato, A € X0, A =JA, com A, € Hg , & < @, por indugdo, A, € ﬂHg , logo
A=UX\B,, com B, € Hg , 0 que dd

A :X\ﬂBn supé, < a

0

HSUPgn
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(iii) A classe pontual A, é uma dlgebra. Note que se A € 9, 11, = X\A € 119, %9,
logo Ag fechado com relacdo a operagcdo —. Sejam A, n € m € A%, entdo S =
UnemAn € X\S =NX\A, € I1Y.

——

A%

Nos métricos, podemos obter uma estrutura cumulativa sobre estas classes pontu-

ais:

Proposicao 4.1.2. Fixe X métrico, para todo 1 < o € w; temos

(i) 22,119 c AY.

/\/\/
\/\/\

Figura 37 — Se X € métrico, as arestas no diagrama acima

(ii) Para a > 1, 2% = (A%)s.

Demonstragdo. Os itens se resumem a propriedades das operagdes bdsicas de conjuntos.

Eles serdo demonstrados por indugdo transfinita como segue:

(i) De fato, todo aberto 2(1) de metrizdvel é Fz C 2(2). Analogamente H(l) CGs C Hg.

Note que abertos sao G e fechados Fg, logo Z(l). Andlogo para o caso geral.

(ii) Claramente AY, C XY logo (AY)s C (£2)s = X2. De (i), HO C AY para y < a,
entéo UHO c AY, de onde temos 29 = (U HO) C (AY%)s. Analogamente I19 =
(A%)s-

Observacdo 4.1.1. Estao claras, pela construgio, as seguintes propriedades:
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(1) Seja oy, € w; sequéncia de ordinais com sup o, = . De fato,

0, (u nz,l) .
new

N————
Uy<a Ty

(ii) Considere I' € {A,X,I1} uma das classes pontuais consideradas. Pela natureza

cumulativa e encaixante destas familias, estd claro que a c-dlgebra de Borel de X

€ dada por Ugeg, ro.

A estrutura da hierarquia de Borel € bem comportada com relagdo a algumas
construcdes tipicas. Nomeadamente, passagem a subespaco e secdes de subconjuntos de

espacos produto. A secao vertical de A C X XY em x € X € definida por

Ay={yeY: (x,y) €A} =my(({x} xY)NA)

Analogamente se define a secao horizontal de A em y, denotada por A”. Sejam
V um X x Y-aberto e y € V,, entdo (x,y) € V. Como V ¢é aberto temos aberto bésico
(x,y) EAx B CV.Masentdo {x} x BCVeye B CV,o que nos diz que V, é aberto.
SeY CXeAecX0(X),entdo ANY € £;(Y). Essas observagdes sdo o primeiro nivel
das seguintes afirmacdes:

Proposi¢do 4.1.3. Considere T%(X) uma das classes Borelianas, construida no me-
trizavel X. Seja Y outro espago metrizdvel. Se Y C X é subespago de X, sua classe
é

OY)={AnY : AcT%(X)}

Considere agora um conjunto A € I'o(X X Y) do produto. Mostramos que as
seg¢des verticais sao elementos de I'q(Y). Analogamente, as se¢des horizontais sdo

elementos de T (X).

Também €& possivel estratificar fungdes mensurdveis em classes de regularidade
especificas, usando defini¢des anédlogas. Deixamos para a Secdo C.1 do apéndice a

demonstracdo do Teorema do isomorfismo de Borel e de alguns outros resultados,
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importantes para a proxima se¢do. O teorema assegura que Borelianos de espacos
poloneses s@o, a menos de bijecdes mensurdveis com inversa mensuravel, enumeraveis

ou conjuntos de Cantor.

4.1.2 Analiticos

Em (LEBESGUE, 1905), Lebesgue assumiu que a projecao de Borelianos sao

Borelianos. Suslin notou que este nio!

era o caso, o que deu o ponta-pé inicial para o
estudo de teoria descritiva de conjuntos. Nesta se¢cdo vamos abordar um pouco sobre
esta classe pontual. Vamos precisar da Secao C.1 do apéndice para alguns dos resul-
tados adiante. Nosso objetivo € apenas obter uma caracterizacdo de analiticos (como
imagens continuas de Borelianos) e aplicd-la na Subsecdo 6.2.1 e na Subsecao 6.4.1.
Nestas subse¢des vamos aplicar os resultados de determinacdo para mostrar que valem
as propriedades perfeita e e de Baire para analiticos, ou seja, estas propriedades sdo pre-
servadas adicionando imagens continuas ao nosso dicionario de operagdes admissiveis
sobre conjuntos bésicos. Isso formaliza a afirmacao de que, sob constru¢des matematicas
usuais (comecando de abertos, complementando, reunindo enumeravelmente e tomando
imagens continuas), boas propriedades ndo sdo destruidas. Comecemos pela defini¢do

dos analiticos.

Definicéo 4.1.3 (Projecdes e coprojecoes). SejaA C X x Y definimos a projecao my (A) =
FA

FA={xeX :IJye¥(x,y) cA}
A coprojecao é definida por:

VA={xeX:VyeY(x,y) cA}
Definicao 4.1.4 (Analiticos). Seja I classe pontual, seja Y polonés, definimos

Fr={34:AcT(X xY), X polonés}

! Considere V um conjunto conjunto de Vitali limitado. O conjunto V x {1} C R?, de medida

nula em R?, tem projecdo V C R nio mensurével.
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xeFA xeVra X

Figura 38 — Um conjunto A e exemplos de pontos na projecao e coprojegao.

Andlogo para V' T". Em particular Z% (X) = 3X By «x serd dita classe pontual dos
Analiticos , denotada por X1. Os conjuntos IT} (X) = =21 (X) serdo ditos coanaliticos
. Estas sdo de fato classes pontuais, uma vez que dada f: X — Y continuae A CY
analitico, basta mostrarmos que f~1(A) é analitico em X. Da hipétese, A é projecio
de Boreliano B C Y x Y padrdo, ou seja, A = 3¥B. Estd bem definida f2 (X2 Y2,
2(x,y) = (f(x), f(v)) fungdo continua® em cada coordenada, portanto continua. Note
que as projecdes 7|, T, em cada coordenada de X2,Y? ah, X,Ytem mof>= fom.

Nesse caso

EB(XxX)
Definimos mais uma vez A% como a intersec¢ao destas classes pontuais.

Proposi¢io 4.1.4. ParaY # 0, VYA = ~(FV (X x Y)\A).

Demonstragdo. Considere a Figura 38. Note que um ponto x € X é elemento de V' A
se, e somente se, todo ponto da linha vertical saindo dele ({x} x ¥) é elemento de A.

Negando os dois lados desta dupla implicagdo, temos a proposicao. [

2 ndo deve ser confundida com fo f.
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Disso temos que se X \C é coanalitico, entio X\C = 3*B pra algum Borel B
entdo C = VX (X x X)\B. Note que se B € #(X), B x X é Borel de X x X, logo

B=F¥BxX=VBxX

¢ a projecgdo e coprojec¢do de um Boreliano do produto. Temos entdo que #(X) C

A{. Pelo que temos até aqui podemos escrever o seguinte diagrama

1
Z1

/\/\/ S
\/\/\ AN

Figura 39 — Hierarquia de subconjuntos de poloneses.

m

Proposicao 4.1.5 (4.1.1 em (SRIVASTAVA, 1998)). Seja X polonés, sdo equivalentes:

(i) A é analitico.
(ii) Existe Y polonés com A =3'B, B € Bxy.
(iii) Existe f: 0® — X continua tal que f(.N") = A.
(iv) Existe um fechado C C X x 0® tal que A = 3°°C.
(v) Para todo polonés incontdvel Y, existe um Gg dado por B C X x Y cuja projecdo
éA.
Demonstracdo. Mostremos cada uma das implicagdes, na ordem.

[(i) = (ii)] Pela defini¢io temos Y = X polonés e B C %y xy com 3' B = A. Seja entio (ii).

[(ii) = (iii)] Tome 3'B = A com B € %y y. Como B é Boreliano padrio, é imagem continua
de w® (Coroldrio C.1.1). Tome g : @® — B, nesse caso f = my o g é tal que (iii).
Supomos entdo que (iii).
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[(iii) — (iv)] Tome f : .4 —» A sobrejetora. Note que C = graf(f) C X x @® é o fechado

procurado. Seja entdo (iv).

[(iv) = (v)] Todo polonés ndo enumerdvel tem cépia do espaco de Cantor (Teorema 4.2.2),
mas o espago de Cantor tem cépia Gg do espaco de Baire (Proposi¢do 1.3.4),
logo Y tem um homeomorfo ao espago @®. Tome C fechado de .4/ x X C Y x X
com 3 C = A. De fato C = B é fechado de um Gy, portanto um Gg. Note que a
projecdo é A. Suponha que (v).

[(v) = (i)] Se X é contdvel entio® Bx = Z(X), o que torna a implicagio [(v) == (i)] trivial
para este caso. Se A ndo é enumerdvel, basta aplicar (v) para o caso Y =X, e

teremos (i) para o caso particular B C X x X um Gjg.

O item (iv) em particular afirma que vale a igualdade de classes pontuais Z% (X)=
3 H?(X ), ou seja, é sempre possivel supor que a projecdo de um Boreliano é, na
verdade, a projecdo de um fechado. Isso é extremamente Util pois substituimos um

conjunto complicado por um conjunto mais simples.

4.2 Propriedades e estrutura

Abordamos o que vamos considerar, neste texto, como regularidade. A sim-
plicidade destas familias oferece boas estruturas, propriedades e construcdes. Nesta
secdo estamos interessados em definir boas propriedades topologicas, estabelecer que
conjuntos regulares tem estas propriedades. O préximo passo € procurar por um processo
de regularizacio, aproximando elementos mais complicadas por outros mais simples,
na esperancga de estender estas boas estruturas a estes elementos. Um exemplo desse
processo se encontra na teoria de medida, que aproxima conjuntos mensuraveis por

Borelianos, e aproxima fun¢des mensurdveis por funcdes simples.

3 Unitérios sdo Borelianos, logo qualquer subconjunto A = (J,c4{x} é de Borel.
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4.2.1 Hipdtese do continuo

Apesar de j4 termos introduzido a hipdtese do continuo para conjuntos, vamos
reintroduzir o conceito no contexto de classes pontuais. Isso formaliza afirmac¢des do

tipo ‘fechados (classe pontual) satisfazem a hipdtese do continuo’.

Definicao 4.2.1 (Hipétese do Continuo). A hipétese do continuo ([CH|) em sua forma
mais comum ¢é a assertiva o menor cardinal ndo enumerdvel é 2®. Entretanto, vamos usar
ao longo do texto uma nogao restrita aos subconjuntos de um conjunto fixado X. Vamos

dizer que a hipédtese do continuo vale para uma classe pontual I se

CH(I") <= para qualquer X objeto de Polish
VA eI'(X)

Set
(A ndo é enumerdavel — NP < A)

Onde o conceito de ndo enumerabilidade tomado acima significa ndo haver injetora de
A= .

Ja sabemos que, sobre ~“CH(Z(@®)), teremos que se o alvo de um jogador em
(0=?,X) tem cardinalidade < X, ele ndo ter4 estratégia vencedora. Este axioma tem

também algumas consequéncias em teoria da medida.

Observacdo 4.2.1 (Somas transfinitas). Considere uma sequéncia de reais positivos
{xé } fex, Cuja soma 4, denotada por ). xg, converge para algum nimero finito. Defina
Spi={¢ < : % <ag }. Pela divergéncia da série constante, S, deve finito. Nesse caso
{Ecw: xe > 0} = US, é enumerdvel, ou seja, se ) xg converge entdo xg € nula fora
de um conjunto enumerdvel de ordinais £ € X;. Note que o supremo deste conjunto
enumerdvel de ordinais € um ordinal & < X1, logo o que temos € um ordinal o tal que

xg =0para g > a.

Considere p : Xy — [0, 1] medida finita tal que p({x}) = O para unitdrios, trivi-

almente u = 0, pois todo subconjunto de X € reunido enumeravel de unitarios, todos de

4 Considere o direcionado (Fin(X ), C) dos subconjuntos finitos de X ;. A soma da sequéncia
€ o limite, caso exista, do net J — Zg eI Xe das somas finitas.
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medida nula. Segue um teorema, mostrado por Ulam, que mostra que isto vale também

em ¥q:

Teorema 4.2.1 ( [AC] Ulam, 5.6 em (OXTOBY, 1971)). Seja i : X — (0. 1| medida em
(X1, 2X)). Se a medida u({a}) = 0 de unitdrios é nula entdo u = 0.

Demonstragdo. Tome, para cada &, fungdo injetora fg :| & — @, 6 — f¢(6). Defina
Fy ={& < a1 : f¢(6) = n} e considere a seguinte matriz, com dimensdes ® x @;, de

subconjuntos de @y :

(-0 10 0
F) FY - F§
1 1 1
F} F' - F}
0}
F} F' - F!
\ o)

Suponha que & € Fé‘l ﬂsz, entdo 01,60, < & e fz(61) = fz(62) =k, mas entio 6; = 6.
Como as linhas sdo disjuntas e 1 ¢ finita, para todo n existe 0 tal que se 8 > 6, temos
1(Fy) = 0. Tome® sup 6, = & < @, para todo & < 0 e n € o teremos que n(Fg) =0.
f¢(6)

A reunido da 0-ésima coluna sdo os & com 0 < &, afinal &€ € F éé , €, por outro lado,

se £ <0, f& ndo esta definido em 6. Esta observacdo resulta na igualdade

U Fén :]é,a)l [= X\[O0, é]

new

6

Tomando a medida u, finita, em ambos os membros ficamos® com

O=pu(X)—u | [ {7]| =u(x)
7€[0.6]

reunido enumeravel

a < o pois cfw; = .

6 lembrando que 6 é ordinal enumeravel.
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Corolario 4.2.1 (|CH]). Note que tomando X =R ou X = [0, 1], temos | X| = ¥, logo
do Teorema 4.2.1 temos que o mensurdvel (X, ZX) ndo tem medida finita ndo trivial tal
que W({x})=0xeR.

Sob ZFC + CH, o teorema de Ulam sugere que existe uma obstrucdo para a

existéncia de medidas (ndo triviais) definidas em todo subconjunto da reta.

4.2.2 Propriedade perfeita

A propriedade perfeita € a versao topoldgica da hipdtese do continuo. Ao invés
de conjecturar a existéncia de inclusio de conjunto 2 < A, veremos logo adiante que a
hip6tese de perfeicdo € conjecturar que a inclusdo do espago de cantor é continua. Segue

a defini¢do da propriedade:

Definicao 4.2.2 (Conjuntos perfeitos e Propriedade Perfeita). Um subespaco S C X
topoldgico € dito conjunto perfeito de X se é fechado em X e ndo tem pontos isolados.
Uma classe pontual de subconjuntos tem a propriedade Perfeita (PSP(I")) se cada um

de seus elementos € enumeravel ou admite um subconjunto perfeito.

Considere a opera¢do X — X', que seleciona apenas pontos ndo isolados, cha-
mada derivada de Cantor-Bendixson . A intui¢do parece nos dizer que o operador é

idempotente, mas isso ndo € verdade:

Observacdo 4.2.2. Os seguintes espacos sao contra-exemplos para a idempoténcia da

derivada de Cantor-Bendixsohn

1. O contra-exemplo mais simples seria o espago de Sierpinsky:
(X,7) = ({0,1},{0,{0},{0,1}})
Note que X' = {1} e iterando mais uma vez chegamos em 0.

2. O espago das sequéncias convergentes’ NU {co} também é um contra-exemplo.
Ao derivar NU {eo} obtemos {eo} e, por fim, 0.

7 Os naturais acrescidos do ponto o, cujo sistema de vizinhanga sdo os conjuntos V., = {{n,n+

l,n+2,---} :ne N}
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Consideramos (£?X, D) com a ordem inversa da usual, um reticulado completo,
e a derivacio A € X — A’ € X monotona crescente expansiva. Comegando de X,
podemos obter Orbita transfinita &’ associada a esta derivagcdo. O teorema de Hartog nos
fornece & que ndo pode ser incluido, injetivamente, em X . Nesse caso 0 : @ — ZX
Orbita associada a operacdo -’ ndo € injecdo. Da monotonicidade de -’ encontra-se ponto
fixo? &(y) = O(y), e podemos encontrar ¥ o menor ¥ < ¢ em que isso acontece.
Chama-se este ¥ de rank de Cantor-Bendixsohn e & (y)’ de niucleo perfeito de X.

No caso segundo enumerdvel, o teorema de Cantor-Bendixson nos fornece uma

maneira mais simples de obter o nicleo perfeito de um espago:

Proposicao 4.2.1 (Cantor-Bendixson). Seja X métrico separdvel, entdo existem A per-
feito e B enumerdvel discreto tais que X = AU B. Além disso essa decomposi¢cdo é

unica.

Demonstracdo. Dados %8 uma base e x isolado, temos que {x} € Z. Logo se houvessem
mais que enumeraveis isolados, X nao seria segundo enumeravel. Tome B conjunto
de isolados, note que B € reunido de {x} abertos. Defina A = X\B fechado de pontos
ndo isolados. Suponha que exista outra particio X = A LU B. Como A nio pode ter
pontos isolados, os pontos isolados de X sio B = B, logo A = X\B = A, o que mostra a

unicidade. O

Dentro do nucleo perfeito, que ndo tem pontos isolados, podemos construir um

conjunto de Cantor, como segue:

Proposicao 4.2.2 (Esquema de Cantor). Seja X métrico completo denso em si mesmo. X

contém uma copia do espago de Cantor.

Demonstragcdo. Seja X métrico completo denso em si mesmo. Tome d < 1 compativel.
Vamos definir f: 2<® — 7\{0} esquema de Cantor. Tome f(()) = X. Suponha definida

f(s) aberto ndo vazio de didmetro < 3/,% Temos entdo xo, x; € f(s) distintos que distam

menos de 371(5) Separe-os pelas bolas abertas f(s—0) e f(s~ 1) com fechos disjuntos com

8 implicitamente prova-se aqui o teorema do ponto fixo de Zermelo (MOSCHOVAKIS, 1994)
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diametro < 3}'(?% Note que f é de Lusin e f(s) é aberto ndo vazio para cada s € 2<?.

Aplicando a Proposi¢édo 3.2.1 temos 2% <i> X inclusdo de subespaco. ]

Corolario 4.2.2 (Propriedade perfeita para poloneses). Polonés X ndo enumerdvel tem

copia de Cantor.

Demonstragdo. Podemos aplicar Cantor-Bendixson ao espago X e obter polonés denso

em si mesmo. Da Proposicao 4.2.2 temos o resultado. [

Lembrando que segundo enumeraveis tem ¢ Borelianos, logo tem menos que

continuo pontos pois x — {x} € injetiva.

Teorema 4.2.2 (PSP(—1), CH(—1)). Fechados perfeitos tém uma cdpia do espago de

Cantor.

Demonstragcdao. Note que fechado F de polonés é polonés. Se ndao é enumeravel entdo
2® «— F (Corolério 4.2.2). Entdo fechados de poloneses tém a propriedade perfeita e,

Por Cantor-Schroeder, vale a hipétese do continuo nestes conjuntos. 0

Lembrando que PSP(A) é dizer que se A ndo é enumerdvel entdo fechado perfeito
F C A, usando o teorema acima temos ¢ — F — A. Um conjunto que tem cépia de & é

perfeito. Com isso, PSP(I") é equivalente a

T
PSP(T") <— (‘V’A €I(X) A ndoéenumerdvel = 32¢ = A)

Precisamente uma versao topoldgica, e portanto mais forte, da hipétese do conti-
nuo. Os subconjuntos perfeitos de espacos [T] de ramos de arvores aparadas de altura
o sdo exatamente os ramos de suas subdrvores proprias perfeitas. De fato subarvores
proprias perfeitas tem copia da arvore bindria (Item 1.2.2) e portanto (Corolario 1.3.2
e Proposicao 1.2.1) seu espago de ramos tem cOpia do espagco de Cantor. Subarvores
préprias ndo perfeitas tem ponto isolado o, que terd béasico X(¢) = {a}, logo ¢ ndo tem
descendentes que se ramificam ndo trivialmente. Com isso temos que arvores perfeitas
sdo exatamente aquelas que produzem, como espago de ramos, subconjuntos perfeitos de

[T], justificando a nomenclatura. Uma outra consequéncia é:
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Corolario 4.2.3 (PSP(Gg), 5.1 de (OXTOBY, 1971)). Seja G um conjunto G de polo-
nés, um polonés pelo Teorema 3.1.1. Se é ndo enumerdvel tem copia de Cantor. Nesse
caso temos também CH(Gg). Da construgdo temos também que todo G g ndo enumerdvel
da reta tem subespaco nunca-denso e de medida nula que pode ser mapeado, via mapa

continuo sobrejetivo, ao intervalo [0, 1].
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4.2.3 Categorias topoldgicas e a propriedade de Baire

Um subconjunto de um espago topolégico A C X é dito nunca-denso se intA = 0.
Um conjunto é nunca-denso se, e somente se, o complementar de seu fecho € denso.
Disso, temos que nunca-densos formam ?X-ideal °. Temos também que todo nunca-
denso esta dentro de um fechado nunca-denso, nomeadamente, seu fecho. Se A é aberto,
sua fronteira dA € fechado nunca-denso, visto que o fecho de seu complementar é denso.

O complementar de um aberto denso € um fechado nunca-denso.

Chamemos ANV de forma local de A em V . Um conjunto A € nunca-denso
se, e somente se, sua forma local em uma 7-base € vazia, ou seja, dado V aberto ndo
vazio, existe V/ C V também nio vazio tal que ANV’ = 0 '°. Interpretando V'’ como um
‘buraco’ de A, visto que estd fora de A, ficamos com a intui¢do de que nunca-densos
sdo ‘extremamente porosos’, ou nao sao densos/grandes/gordos/espessos em lugar

nenhum'!.

Exemplo 4.2.1. Como subespaco da reta, qualquer cépia do espaco de Cantor é nunca

densa.

Demonstragcdo. Tome ¢ C R copia do espago de Cantor. A cépia € um compacto,
portanto fechado de R por Heine-Borel. Se int% = int %’ # 0, ento existem x, y distintos
elementos de (a,b) C ¥ intervalo ndo degenerado incluido nesta copia. Como % é zero-
dimensional e T1, podemos encontrar um clopen x € A e y € €\A que formara cisdo
relativa deste intervalo aberto. Mas aberto de aberto € aberto, entdo teremos cisdo aberta
de (a,b), um absurdo pois intervalos sdo conexos, concluindo a demonstracao.

[

Como existe uma fungdo continua sobrejetora f : 4 — [0, 1], temos em particular

que imagem continua de nunca-densos nao €, necessariamente, nunca-densa. Apesar
9

interseccao de finitos abertos densos ainda é denso

10" De fato, se A é nunca-denso dado U # 0 temos V = U N (X \A) aberto ndo vazio com ANV = 0.
Se A ndo é nunca-denso existe um ponto interior x € U C A, e U é tal que ndo existe @ £V C U
com ANV =0.

" A nomenclatura denso em lugar nenhum também € usada. Assim como almost everywhere se

transforma em quase-sempre, a nomenclatura em portugués costuma favorecer a interpretacio

da reta como tempo, ao invés de espaco.
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desse contra-exemplo, se f : X — Y € homeomorfismo, entdo A é nunca-denso se, e

somente se, f(A) é nunca-denso.

Uma reunido enumerével de nunca-densos é dito subespaco magro '> de X. Um
conjunto é dito residual ou comagro se ¢ o complementar de um magro. Os magros
MGR (X) formam um o-ideal. Dualmente, os residuais formam um o-filtro. Um magro
M € MGR(X), reunido enumeravel de nunca-densos M = J;c, Ni, é subconjunto dos
fechos (J;cq N; destes nunca-densos, ainda nunca-densos, ou seja, todo magro é subcon-
junto de um magro Fi. Complementando, descobrimos que comagros sdo exatamente
subconjuntos que contém um Gg denso. Nao magros sao conhecidos como conjuntos de
segunda categoria . Nao magros nao sao necessariamente comagros. Num metrizavel
sem pontos isolados, unitarios sdo nunca-densos fechados, logo enumerdveis sdo magros
F5. Magreza nao é preservada por fungdes continuas, mas € propriedade topoldgica

(Proposicao B.4.1).
Sdo equivalentes, sobre um espago topoldgico X, as seguintes afirmagdes:
(1) Todo aberto ndo vazio nao € magro.
(i1) Todo comagro é denso em X.

(i) A interseccdo de enumerdveis densos abertos € densa.

Um espaco satisfazendo qualquer uma delas € dito de Baire . Comagros de
espacos de Baire contém densos Gg. Do teorema da Categoria de Baire, completamente
metrizaveis e localmente compactos Hausdorff sdo espacos de Baire (Teorema B.4.1).

Todo aberto de um espago de Baire é de Baire.

Teorema 4.2.3 (Teorema da Categoria de Banach (16.1 em (OXTOBY, 1971))). A

reunido arbitrdria de abertos magros é magra.

12° Os magros serdo usados como conceito de conjunto desprezivel, como os conjuntos de
medida nula. Vamos optar entdo por magro, ao invés do equivalente primeira categoria ,
por essa relacdo mais intima entre nomenclatura (sintaxe) e propriedades (semantica).
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Os conceitos de o-ideal e o-filtro geram sobre X uma nogdo de Quase-
igualdade . Considerando, intuitivamente, elementos de um ideal como conjuntos pe-
quenos, dizemos que dois conjuntos sdo .#-quase-iguais , denotando por A LB ou
simplesmente A ~ B se .# estd entendido, se sua diferenca simétrica é pequena, ou seja,
se AAB € ..

Proposicao 4.2.3. A relacdo Lé equivaléncia sobre ZX. A equivaléncia é invariante
por complementos : A ~ B —> X\A ~ X\B. Se .¥ é o-ideal e temos enumerdveis

. icl ~
quase-igualdades A; '~ B;, entdo

Uai |a({UBi | clJAirB e 7

iel icl i€l

Logo, quase-igualdade sobre c-ideal é invariante sobre reunioes enumerdveis.

Mesmo que as nocdes topoldgicas e de medida do que significa ser um conjunto
pequeno ndo coincidam, muitos teoremas da medida t€ém uma versao topoldgica. Em
medida aproximamos mensurdveis A da reta por uma interseccdo de intervalos G, a
aproximacgdo Gg do conjunto, quase-igual ao conjunto A no sentido que m(AAG) =
0. Nesta se¢do vamos fazer um andlogo topoldgico desta propriedade. Substituindo
conjuntos de medida nula pelos magros de um espaco, temos um novo conceito de

quase-igualdade.

Definicao 4.2.3 (Propriedade de Baire). Seja X um espaco topoldgico. Dizemos que um
subconjunto A C X satisfaz a propriedade de Baire , ou é conjunto Baire-mensuravel
, se ele € MGR(X)- quase- aberto , ou seja, A tem propriedade de Baire se existe
aberto V € 7 tal que AAV € MGR(X). Denotemos por BP(X) subespacos de X com a

propriedade de Baire.

A nogdo de quase-igualdade, sob qualquer o-ideal, € invariante com relagdo a
complementacdo e reunido enumerdvel. Note que se A é aberto, seu bordo dA é fechado
e X\0A = AUint(X\A) é um denso. Logo dA é nunca-denso, um magro. Nesse caso
A\A = 0A é magro. Seja F um fechado, pelas mesmas observacdes, d(X\F) = oF é
magro. Nesse caso abertos sdo quase iguais aos seus fechos e fechados quase-iguais aos

seus interiores.
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Proposicio 4.2.4 (Quase-abertos formam o-dlgebra). A familia BP(X) é uma c-dlgebra.

Demonstragdo. O vazio e o espago inteiro tem a propriedade de Baire. Sejam enume-
raveis A, € BP(X), V, € 7 tais que valem as quase igualdades A, ~ V,, para cadan € N.
Nesse caso | J,cnAn € quase-igual a reunido dos abertos V,, um aberto. O complemento
de um quase-aberto A € BP(X) é quase igual a um fechado, que é quase-igual ao seu

MGR(X
interior, um aberto. Usando a transitividade de X ), temos que X \A € BP(X). [l

Abertos sdo quase-iguais a si mesmos. Fechados sdo quase-iguais aos seus
interiores. Magros sdo quase-iguais ao vazio e comagros sao quase iguais a todo o
espaco. Do que se mostrou acima, #(X) C BP(X). Note que esta inclusdo, como no
caso Lebesgue-mensurdvel, € estrita. A argumentacdo € a mesma: tomando X = R, temos
que |#(R)| = ¢, mas todo subconjunto de € é magro, logo |[BP(R)| > 2°, entdo deve
haver Baire-mensuravel nao Boreliano. Como um conjunto com a propriedade de Baire
pode ser escrito como A = MAU com M magro e U aberto, temos que BP(X) é a menor

o-édlgebra que contém abertos e magros.
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4.2.3.1 Localizacdo

O conteudo desta subse¢do guarda relacionamentos com a légica que nao serao
abordados no texto. Entretanto, vamos tacitamente usar nomenclatura e introduzir infor-
malmente alguns conceitos, evitando sair do assunto em desenvolvimento (aplicacdes
em jogos). Para motivarmos este estudo, considere A = {x,y} C R um subespaco de
dois pontos distintos. Note que intg(clg ({x})) = 0, ou seja, um ponto é desprezivel na
reta. Entretanto, int4 (clg ({x})) = {x}, ou seja, {x} ndo é desprezivel em A. Estamos
interessados em saber quando podemos subir ou descer nunca-densidade, magreza e a
propriedade de Baire. Por fim, vamos caracterizar uma espécia de fecho no sentido de

Baire e, em seguida, caracterizar os conjuntos de Baire em termos deste fecho.

Definicao 4.2.4 (Absolutividade em Espacos Topolégicos). Uma propriedade sobre
subconjuntos de espacos topoldgicos € dita absoluta entre um subespagco S C X se um
subconjunto A C S tem tal propriedade no espago induzido (S, Ts) se, e somente se, A

tem esta mesma propriedade como subconjunto do espaco (X, 7).

A formalocal de A C X em S ¢ ANS. A forma local de A em uma familia de
subconjuntos .7 € a familia de formas locais {ANF : F € %} nestes subconjuntos e a
forma local da familia .% em S é a familia {FNS : F € Z}.

Exemplo 4.2.2. Nesta série de topicos, vamos pontuar as instancias mais importantes

dos conceitos introduzidos na defini¢do anterior:

» Exemplos importantes de proprieda- * A forma local de uma w-base de X
des absolutas sao a compacidade e em um aberto S é n-base do espaco
a conexidade. Se S é aberto, ‘ser induzido S.

aberto’ é propriedade absoluta.

* A forma local do fecho de um con- * Um conjunto A é nunca-denso se, e
junto em S é o fecho de sua forma somente se, assume forma local vazia
local. em uma T-base 3.

13" de fato, se A € nunca-denso dado U # 0 temos V = U N (X \A) aberto ndo vazio com ANV = 0.
Se A ndlo € nunca-denso existe um ponto interior x € U C A, e U é tal que ndo existe 0 £V C U
comANV =0.
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Nunca-densidade requer um espaco ambiente, ou seja, dizer que um subconjunto
€ topologicamente pequeno requer dizer onde ele é pequeno. Interpretando A ser pequeno
em X como ‘X enxerga este subconjunto como pequeno’, queremos saber quao bem
comportado ‘enxegar como pequeno’ é com relacio a inclusdes A C § — X. Para um
exemplo extremo, {x} é pequeno para R, mas ndo é pequeno em {x} C R, munido de

topologia induzida.

Proposicao 4.2.5. Pode-se levantar nunca-densidade. Pode-se localizar nunca-densidade

em subconjuntos abertos:

(i) Se A C S é nunca-denso de S — X, entdo podemos levantar a nunca-densidade de

A para X.

(ii) Se A C S émagroemX e S — X é aberto de X, entdo A é magro de S.
Demonstracdo. Mostremos cada afirmacao:

(i) Seja A C S magroem S eV # 0 aberto de X. Se ANV € vazio, tome (V) =V.
Caso contrdrio, V NS é aberto relativo. Deve haver aberto o(V) de X tal que
0 # o(V)NS C VNS aberto relativo disjunto de A. O aberto ndo vazio 6(V) C V
¢ disjunto de A. A familia 6(7\{0}) é m-base de X na qual A assume forma vazia.

(ii)) Se A C S é nunca-denso em X e S € aberto, A assume forma local vazia {ANB =
0 : Be A} em n-base £ de X. A forma local desta m-base em S é m-base de S
onde A assume forma local vazia, logo A € magro em S.

O

Corolario 4.2.4 (Absolutividade). Nunca-densidade é propriedade absoluta para su-
bespacos que sdo subconjuntos abertos. O que dd que magreza é também propriedade
relativa entre subconjunto aberto S C X e espacos X. Disso temos que quase-abertura é

propriedade absoluta para abertos.

Corolario 4.2.5 (Complementar de conjuntos ndo Baire tem copia de Cantor). Note que
subespagos S ndo Baire da reta R terdo, pela defini¢cdo de Categorias topoldgicas e a

propriedade de Baire, item (i), aberto local U NS magro e estd, portanto, contido em
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Fs M magro em S. Nesse caso M é magro em R e entdo temos um Gg (R\M)NU denso
no aberto da reta U, que serd portanto ndo enumerdvel. Como UNS C M —> R\M C
(R\U) U (R\S), nesse caso

(R\M)NU C (R\S)

é subconjunto Gg comagro de U incluido no complementar de S. Mas vale a

propriedade perfeita para Gg’s (Coroldrio 4.2.3), logo temos uma inclusdo

% < (R\M)NU C R\S.

Coroléario 4.2.6 (Conjuntos de Bernstein sdo de Baire). Conjuntos de Bernstein B C R
sdo espacos de Baire como subespacos. Ndo fossem, seu complementar teria copia de

Cantor, um fechado ndo enumerdvel, absurdo.

Essa caracteristica local da magreza nos permite definir as seguintes relativizacdes

sobre abertos ndo vazios:

Definicao 4.2.5 (Localizacdo). Definimos entdo que A ¢ magro no aberto U quando
ANU € magro em X (em U). Analogamente dizemos que ¢ comagro no aberto U,
ou é subconjunto genérico de U se (X\A)NU = U\A é magro em X (em U). No-
tacionalmente, quando A vale genericamente em U vamos dizer que U |- A (U forca
A).

Valem as seguintes transitividades:

Proposicao 4.2.6 (Transitividades). Sejam U,V # 0 abertos e P,Q subconjuntos quais-

quer, entdo

* Se PC QeUIl Pentdo U IF Q (comagros formam o-filtro).

* Analogamente, se V. C U e U IF P, entdo P é comagro em U, o que dd que U\P é

magro em U. Localizando em V, temos que V\P é magro e, portanto, V |- P.
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Um espaco de Baire tem a peculiaridade de ‘decidir’ consistentemente se um

‘predicado’ quase-aberto vale genericamente ou nao.

Proposicio 4.2.7 (Subconjuntos BP(X) sdo "decididos"). Seja A € BP(X) um quase-
aberto, entdo
Aémagro VvV IV er\{0}(VIFA)

Se o espago é Baire, entdo exatamente uma das condigcbes acontece.

Demonstragdo. Como A € quase aberto, deve haver aberto U ~ A quase igual a A.

 Se U é vazio entdo A é magro em X, o que quer dizer que X |- X\A.

— Suponha X de Baire. Da absolutividade da magreza, para todo U # 0 temos
U IF X\A. Se existe V # 0 tal que V IF AN (X\A) = A, como a intersec¢do
de comagros é comagra terfamos V |- 0, mas vazio sé é comagro em magros,

mas abertos ndo vazios de espagos de Baire nao sdo magros.
 Caso U # 0 entdo de fato U I+ A, visto que U\A C UAA € MGR(X) serd magro.

— Se X € Baire, note que AAU = M com M magro, mas entdo U = AAM. Nesse

caso se A fosse magro teriamos U magro, um absurdo.

Num espago de Baire entdo podemos afirmar, sobre conjuntos quase-abertos:

* Se A nio é magro entdo 3V € 7\{0} tal que V IF A '#.

 Se VU € 7\{0} (U I} A) entdo A é magro, o que d4 que X I- X\A!°,

Proposicao 4.2.8. Seja X espago topologico,

(i) XIFNyewAn &= Vnc wXIFA,.

14
15

ndo ser magro € ser gordo em algum lugar
ndo ser gordo em nenhum lugar é ser magro
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(ii) Se X é espaco de Baire e A tem a propriedade de Baire e U # (),

XIFX\A < VU € 7\{0}
do(U) € 7\{0}
(c(U)cU)AN(c(U)IFA)

(iii) Se X é espaco de Baire e A; tém propriedade de Baire, entdo

XI-JAi <= WU € 7\{0}
do(U) € 7\{0}
(c(U)cU)A(3n(o(U)IFAy))

Demonstracdo. Mostremos as afirmacdes, uma a uma:

(1) A primeira afirmacio se resume a dizer que comagros formam o-filtro.
(i) Fixados os elementos da hipétese:

* Seja X IF X\A, entdo A é magro em X. Seja U aberto ndo vazio. Da absoluti-
vidade da magreza, A € magro em U. O aberto U # () é de Baire, e como A é

magro em U, nenhum ¢ (U) pode achar que A é comagro.

* Seja A quase-aberto tal que VU # 0 de fato tenhamos o(U) I A, ou seja, A
nao é gordo em nenhuma parte do espaco de Baire U, logo € magro, o que
quer dizer que U |- X \A.

(i11) Fixados os elementos da hipétese:

* Seja X I JA;, dado U # 0 com aberto devemos ter entdo que U I+ (JA;.
Como magros formam c-ideal, ndao pode ser que todo A; € magro em U, logo,
existe um Ay ndo magro em U, que € de Baire, o que por sua vez implica na
existéncia de V = o(U) C U ndo vazio que for¢a V |- Ay, mostrando uma

direcdo da equivaléncia.
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* Para a outra dire¢do, dada hipédtese, suponha que | JA; é magro, entdo todo A;
€ magro quase aberto e € entdo magro em todos os abertos nao vazios, o que

gera absurdo.

Note que como abertos de espacos de Baire sdo Baire e podemos relativizar
magreza € comagreza em abertos, poderiamos substituir os fragmentos X I --- por
U I --- no teorema acima, ou seja, localizar o teorema em U € 7\{0}. Apesar de nem
todo conjunto ser aberto ou fechado, existem &?X-operadores int,cl que ‘regularizam’ o
conjunto, no sentido de nos fornecer aberto ou fechado especial associado ao conjunto.
Dado A € &X qualquer, gostariamos de encontrar um U (A) € BP(X) com propriedade

de Baire, associado ao quase-aberto A.

Proposicao 4.2.9. Dado A C X subconjunto de X, espago topologico. Considere:

U(A) =sup{V € 1\{0} : VIF A} =sup%)
Temos que U (A) € trivialmente aberto e U(A) IF A.

Demonstragdo. Precisamos mostrar que A é comagro em U (A). Sabemos que se V € 64

entdo V\A é magroem V C U(A), logo é magro em U (A), nesse caso

uAN\A= | v\A

Vebu

Reunido de magros de U(A), um magro de U(A) (Teorema da Categoria de
Banach (16.1 em (OXTOBY, 1971))). [

Essa defini¢do de fato pode ser usada para caracterizar a propriedade de Baire:

Proposicao 4.2.10. Dado A C X como na Proposicdo 4.2.9, A € BP(X) se, e somente
se, A\U(A) é magro.
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Demonstragcdo. Se A tem propriedade de Baire, € quase igual ao aberto V ~ A e, em
particular, VIF A, logo V C U(A) = A\U(A) C A\V C AAV, e este tltimo é magro,
logo A ~ U(A). Por outro lado, se A\U (A) é magro, AAU (A) é magro (Proposicdo 4.2.9),
logo A ~ U(A) é quase-igual a um aberto. O
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5

MEDIDA E CATEGORIA

5.1 Introducao

Nesta secao vamos introduzir alguns resultados paralelos entre teoria da medida
e categoria topoldgica. As analogias se dao no sentido da tabela abaixo. Os paralelos e
conexdes desenvolvidos aqui resultam de similaridades entre as fundamentacdes 16gicas

destas teorias. A maior parte desta secdo foi inspirada em (OXTOBY, 1971).

Teoria Categoria Medida
Conjuntos pequenos / o-ideal Magros Conjuntos de medida nula
Conjuntos grandes Comagro Medida total
Conjuntos nao despreziveis Nao-magro Medida positiva
o-Algebra Baire-mensuravel Mensuravel

O que segue é um resultado, com andlogo mensurdvel classico, de regularizagao:

Proposicao 5.1.1. Seja X um espaco topologico. Sao equivalentes,

* O subconjunto A C X é Baire-mensurdvel.
» Existem G, um Gg, e um magro M tais que A = GUM.

* Existem F, um Fs, e um magro M tais que A = F\M.
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Demonstracdo. Note que se conseguirmos escrever A nas formas (ii) ou (iii), entdo A é
quase-igual a um Borel, logo é quase-aberto. Considere a diferenca entre A e um aberto V
como um magro AAV = M. Este magro estd contido num magro Fs, M C F. Considere
G =V\F, um Gg, e A\G =M = (A\V)U(ANF) unido de magros, logo um magro.
Nesse caso A = GUM é da forma (ii), logo (i) <= (ii). Se A € BP(X), X\A também
estd e entdo X\A = GUM, logo A = (X\G)\M, que est4 na forma (iii). O

Um ponto isolado {x} € T ndo é nunca-denso. De fato x € int{x} C int{x}.
Entretanto subconjuntos enumeraveis de metrizdveis sem pontos isolados sao magros.
Enumerdveis sdo também pequenos em R no sentido de Lebesgue. Seguem dois resul-
tados que passam pelas observagdes anteriores e por uma regularizacio topoldgica do

subconjunto A em andlise.

Corolario 5.1.1 (PSP para BP grandes). Proposi¢ao 5.1.2 (PSP para .Z grandes).
Seja A € BP(X) ndo magro de polonés sem Seja A € £ (R) de medida finita positiva, A
pontos isolados, entdo A tem copia do es- tem copia do espaco de Cantor. De fato
pago de Cantor. De fato, A= GUM onde m(A) = SUPA~F fochado lim. M(F), deve ha-
M é magro e G é Gg. ver entdo F' C A fechado de medida posi-

tiva.

e Fosse G enumerdvel, teriamos A ma-
o Fosse F enumerdvel, teriamos

gro, absurdo.
m(F) = 0, absurdo.

e Entdo G é Gs ndo enumerdvel, logo N , - )
& J » Entdo F é fechado ndo enumerdvel,
A terd copia do espago de Cantor

logo A terd copia do espaco de Can-
€ — G C A (Coroldrio 4.2.3).

tor € — F C A (Teorema 4.2.2).

Uma outra demonstrag¢@o de que |A| = ¢ (corolério de Proposicdo 5.1.2) € via
Teorema de Steinhaus-Weil. Se A tem medida de Lebesgue positiva temos um intervalo
ndo degenerado I C A — A, o que quer dizer que |A —A| =¢. Considere s : A X A — A — A,
s(a,b) = a—b. Claramente s € sobrejetora. Sob o axioma da escolha, temos entao que

|A| = |A| x |A| = ¢. O teorema de Steinhaus tem andlogo topoldgico, que afirma que
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se A tem propriedade de Baire e nao € magro, entdo A — A contém um intervalo ndo

degenerado.

Definicao 5.1.1 (Baire-mensurabilidade para funcdes). Uma fungdo f: X — Y € dita

Baire-mensuravel se ¢ Measble-morfismo entre os mensuréveis (X,BP(X))e (Y, 4(Y)).

Esté claro que uma fungdo é Baire-mensurdvel se, e somente se, a imagem inversa
de abertos € quase-aberta. Temos a seguinte aplicacdo dos conceitos vistos € o seguinte

andlogo topoldgico do teorema de Lusin (Teorema C.0.3) de teoria de medida:

Teorema 5.1.1 (Lusin Topoldgico, 8.1 em (OXTOBY, 1971)). Seja Y segundo enumerd-
vel. Uma fungdo [ : X — Y é Baire-mensurdvel se, e somente se, f é continua em um

comagro.
Demonstracdo. Seja B = {B, : n € ®} base enumerdvel de Y.

* Se as imagens inversas f~!(B,) da base sdo quase-abertas por hipétese, entio
existem enumeréveis abertos A, C X com M,, = f~1(B,)AA,, é magra. Mostremos
que f: X\M — Y é continua. De fato,

f_](Bn)m(X\M> :Anm(X\M)

Um aberto relativo, entdo acabamos.

* Se f: X\M — Y é continua no complementar do magro M, entdo a imagem inversa
de basicos € aberto relativo. Seja B aberto bésico, deve haver entdo A aberto de X
com f~1(B)N(X\M) = AN (X\M). Nesse caso f~!(B)AA C M é magro .

Se o dominio X acima € espaco de Baire, f serd entdo continua em G C X é

comagro denso (Gg) de X.

' magros sdo o-ideal.



106 Capitulo 5. Medida e categoria

Corolario 5.1.2. Seja f : X — Y Baire-mensurdvel injetora entre X, espaco polonés sem
pontos isolados, e Y um segundo enumerdvel Hausdorff. Entdo f(X) contém uma cdpia

do espaco de Cantor.

Demonstragdo. Conseguimos encontrar restricdo f [ G : G — Y continua em G C X,
um Gg comagro. Enumerdvel de polonés € magro, logo G ndo € enumerdvel. Nesse
caso G tem copia de Cantor 4 — G e f : G — X injetora. A composta destas inje¢oes
continua ¢ £> (%) é entdo bijecdo continua sobre a imagem. O dominio da bije¢do é

um compacto e sua imagem é Hausdorff, logo ¢ (%) C f(X) é c6pia de Cantor. O
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5.2 Teorema de Kuratowski-Ulam

Continuando com o tema das analogias entre nogdes topoldgicas e de medida
do que significa ser um conjunto pequeno, vamos estudar o comportamento das cate-
gorias de Baire sob produto topolégico, culminando no teorema de Kuratowski-Ulam.

Relembremos que a secao vertical de A C X XY em x € X ¢é definida por

Ac={y€eY : (x,y) €A} = my(({x} xY)NA)

Analogamente se define a sec¢ao horizontal de A em y, denotada por A”. Seja
V um X x Y-aberto, y € Vi, entdo (x,y) € V, como V ¢é aberto temos aberto bésico
(x,y) €AX B CV,masentdo {x} x BCV eye BCV,,oque nos diz que V, é aberto.

Proposicao 5.2.1. Considere X e Y # 0 espacos topologicos comY segundo enumerdvel.
Tome A C X XY, se A é X x Y-nunca-denso, entdo {x € X : Ayé Y-nunca-denso} é

comagro.

Demonstragdo. Se A CB,{x€X : Ayé Y-nunca-denso} C {x € X : B€ Y-nunca-denso},
pois A, C B, e se este segundo é nunca-denso, serd também o primeiro. Podemos entio
supor que A seja fechado, ou substituir A por A, fechado X x Y-nunca-denso, sem perda
de generalidade. Seja D = (X x Y)\A aberto denso, note que D, = Y\A,, para cada x.
Temos que A, é nunca-denso se, e somente se, D, contém denso aberto. Dada B,, # 0
base enumeravel de Y, D, = DN (X x B,) é aberto ndo vazio e de fato mx (D)) é denso
em X, de fato dado aberto ndo vazio V de X, V x B, € aberto ndo vazio, logo deve haver
(v,y) € (VxB,)ND # 0, entdao v € D, NV. Considere G = (¢, Tx (Dy), intersecgio
enumeravel de abertos” densos, um comagro. Dado x € G, entdo x estd na projecio de

cada um dos DN (X X B,), o que da que, para qualquer n

(DN (X X By))x = DxN By # 0

O que significa que Dy é denso em Y. Nesse caso G é comagroe G C {x € X :

Axé X-nunca-denso}, o que dé que este segundo é comagro. [

2 7y é aberta.
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Considere um predicado S C X, onde dizemos S(x) quando x € S. Vamos suges-
tivamente dizer ‘ quase- sempre S(x)’ quando S é comagro. Tomando X como espago
segundo enumerdvel temos, mutantis mutatis, resultado andlogo para secdes verticais.
Note que o teorema anterior se traduz em ‘A é magro de X X Y se suas secoes verticais
sdo quase-sempre nunca-densas’. Se quase-sempre S e V € aberto ndo vazio de X, entdo

quase-sempre S em V. Temos, como coroldrio direto, resultado andlogo para magreza:

Corolario 5.2.1. Nas mesmas condigcoes do Proposicdo 5.2.1, suponha que tenhamos
um X x Y-magro dado por A = J,,cnAn, onde cada A,, € nunca-denso, entdo as se¢oes

de A sdo quase-sempre magras.

Demonstracdo. Para cada n € N, pelo Proposi¢do 5.2.1 temos que D, = {x € X :
(A,)x€é Y-nunca-denso} é comagro, mas entdo também serd D = ),,cy Dy, pois comagros
sdo o-ideal. Note que D C {x € X : A, é X-nunca-denso}, o que significa que as se¢des

verticais de A sdo quase-sempre magras. 0

Uma consequéncia destas afirmativas € a seguinte propriedade produtiva da

magreza. Note a similaridade com condi¢do algébrica de dominio para anéis:

Corolario 5.2.2. Considere X e Y espacos topologicos segundo enumerdveis. Entdo

A X B é magro se, e somente se, A C X é magro ou B CY é magro.

Demonstragdo. Seja A X B magro. Suponha que B ndo € magro, note que

B sexcA
0 sexeX\A

(AXB)y =

Logo A C X\G onde G C X sdo os pontos de x onde (A x B), é nunca-denso,
mas G é comagro, logo A € magro. Analogamente, supondo B nao magro, conclui-se
que A deve ser magro. Sem perda de generalidade, assuma A magro, entdo X \A contém
intersec¢do de abertos densos G = ()G, de X. Considere B=Y, note que (X xY)\(A xY)
contém G X Y, uma interseccio de abertos densos ()G, x Y) de X x Y. Nesse caso, A XY

€ magro, e portanto serd um A X B C A x Y. Andlogo para a outra diregao. O
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Finalmente, acabamos com o teorema que queriamos, bastante reminiscente do

teorema de Fubini:

Teorema 5.2.1 (Kuratowski-Ulam (15.1 em (OXTOBY, 1971))). Sejam X,Y espacos

segundo enumerdveis e A € BP(X x Y), entdo

(i) As secoes de A quase-sempre tem propriedade de Baire.

(ii)
(iii)

O conjunto A é magro se, e somente se, suas se¢oes sao quase-sempre magras.

O conjunto A é comagro se, e somente se, suas se¢oes sao quase-sempre cOmagras.

Demonstracdo. Fixemos V ~ A um aberto MGR(X X Y')-quase-igual a A, cuja diferenca

simétrica com A é AAV = M.

(1)

(ii)

(iii)

Note que (AAV ), = A AV, = My, como M é magro, do Coroldrio 5.2.1 temos que

M, é quase-sempre magro, mas entdo A, € quase-sempre quase-igual ao aberto V.

A direcdo [ = | é dada por Coroldrio 5.2.1. Seja A ndo magro, entdo V ndo é
magro. O aberto V € a reunido dos abertos basicos contidos nele, logo deve haver
um bésico V| x Vo, C V ndo magro (Teorema 4.2.3). De Corolario 5.2.2, V| C V7,
paray € V,,e Vo, C Vi, para x € Vi, ndo sdo magros. Pelo item anterior, A, ~ Vy em
comagro G. No nio magro® x € GNV; temos que V; tem subconjunto nio magro
Vo = (V) X V3)y, logo Vi ~ A, ndo é magro em ndo magro G N V). Mutantis mutatis
temos resultado andlogo para se¢des verticais. Nesse caso, o complementar do

conjunto onde a secdo (vertical/horizontal) de A € magra ndao € magro.

Temos que A é comagro se, e somente se, seu complementar ~ A = (X xY)\A
¢ magro. Isto ocorre se, e somente se, ~ A tem segdes (~ A), quase-sempre
magras. Note que (~ A), =Y \(A,), logo se (~ A), é quase-sempre magro, A, é

quase-sempre comagro.

O

3

G é comagro no aberto V| # 0, que ndo é magro por hipdtese. Se GNV; é magro, V| =
(GNV;)U(Vi\G) seria magro.
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5.3 Aplicacoes a grupos topologicos

Nesta sessd@o vamos aplicar alguns teoremas a grupos topoldgicos, bem como
expor mais alguns paralelos com medida. O teorema a seguir pode ser demonstrado em
grupos topoldgicos localmente compactos munidos de medidas de Haar, demonstrado
em (WEIL, 1938). Vamos seguir (STROMBERG, 1972) para o caso particular (R, +)

munido da medida de Lebesgue:

Teorema 5.3.1 (Teorema de Steinhaus-Weil). Se E é mensurdvel e tem medida positiva,
E—E={x—y: (x,y) € E*} contém um intervalo V C E — E ndo degenerado em torno
de 0.

Demonstracdo. Se E tem medida infinita, vamos reduzir isso ao caso E’ subconjunto
compacto mensurdvel de medida finita. Ndo havera perda de generalidade pois E' — E' C
E —FE.Como

m(E)= sup m(K)

KCE
K compacto

Nos reduzimos entdo ao caso onde E € um compacto. Seja U aberto com E C U
em(U) —m(E) < 3m(U), ou seja, m(U) < 2m(E). Note que pela continuidade de - +k,
para cada 0+ k =k € E C U, devemos ter intervalo aberto U em torno de O tal que
U, +k C U. Considere V;, = 271U, vizinhangas abertas de 0. Note que Vi 4 Vi C Uy, pois
qualquer elemento deste conjunto € a média entre dois elementos do intervalo U. Como
0 € Vi, k € Vi +k e portanto {V + k}rcg € cobertura aberta de E. Pela compacidade de
E, temos subcobertura finita {Vj, +k;};<,. Nesse caso, estd bem definido V = Ni<n Vii»

vizinhanca de 0.

Mostremos que V + E C U. Sejav € V, como k € Vi, +kj, para algum j <n,

entdo deve haver v; € Vi; com k=v;j+kj. Como também temos v € Vi, note que

k+v=kj+ vi+v Ekj—f—Ukj cuU
~——
Eij+ij

Seja v € V qualquer, suponha que (E +v) N E = (. Da invariancia por translagéo

de m teriamos:
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m(U)>m | (E+v)UE
cu
m(E +v)+m(E)

E
=2m(E

mas isso seria um absurdo. Nesse caso existe ky = k; +v € (E+v)NE, entdo
v=ky—ki € E—E.NessecasoV C £ —F. O

No que segue, vamos estabelecer o andlogo topoldgico deste resultado. Dado
A C G subconjunto de um espago topoldgico, o conjunto U(A) C G usado no teorema
seguinte aparece na Proposicao 4.2.9. Note que x € G — g -x € homeomorfismo com

1

inversa continua x — g~ x. Pela Proposicao B.4.1, temos que A C G € magro se, e

somente se, g -A € magro.

Lema 5.3.1. Seja G um grupo topologico, A C G um subconjunto e g € G elemento

qualquer. Valem as seguintes afirmagoes:

(i) U(g-A) =g -U(A).

(ii) UA~ DY =U@)~.
Demonstragdo. Mostremos cada um dos itens.

(i) Seja V um aberto tal que V\A é magro, entdo (g-V)\(g-A) = g-(V\A) é magro,
ou seja, V € 64 se, e somente se, g-V € €y.4, logo:

Uig-A)= | g V=g-U(A).
USH

(i) Analogamente ao item anterior, temos que x —> x~ 1 é homeomorfismo, cuja inversa
é a propria inversa. A mesma sequéncia de observacdes conclui que U(A™1) =
U~
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]

Seguimos agora para o andlogo topoldgico do Teorema de Steinhaus-Weil. Fi-
xemos V,U C G abertos de um grupo topoldgico. Se um deles € vazio, U -V = 0 € um
aberto. Para o outro caso, se U # 0 temos de novo que U -V = |,y (u-V) é aberto.
Vamos seguir (MELLARAY, ):

Teorema 5.3.2 (Pettis). Seja G grupo topologico de Baire. Sejam A, B C G subconjuntos
quaisquer, entdo
UA)-UB)CA-B

Demonstrag¢do. De fato, suponha que temos a € U(A) e b € U(B) com

g=a-becU(A)-U(B)
Nesse caso, devemos ter que

g-b"'=acU(A)ng [UB) e

U@A)NU(g-B7")
E vale a reciproca. Em particular, note que se g € U(A) - U(B) # 0 entdo U(A) N
U(g-B~') =V é aberto nio vazio de espaco de Baire, portanto um espaco de Baire nio

vazio. Note que, usando a Proposi¢do 4.2.6 e o fato de comagros serem o-ideal, temos

AlFU(A) VCU(A) AlFV
g-B'WU(g-B") VvcU(g-B" g-B'IFv
AN(g-B ) IFV

Nesse caso o comagro AN (g-B~!) # 0 deve ter um elemento a = gh~!, com
acAebeB,logogeA-B. [

Corolario 5.3.1 (Steinhaus topoldgico). Se A € BP(G) ndo é magro, entdo A-A~!

contém vizinhanga do elemento neutro e € G.

Demonstracdo. Se A € BP(G) ndo é magro, entdo U(A) é aberto ndo magro de G, em
particular niio vazio. Temos entdo uma vizinhan¢a e € U(A)-U(A~1) C A-A~! ao redor

do elemento neutro, como queriamos. O]
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Corolario 5.3.2. Todo subgrupo Baire-mensurdvel proprio G < (R,+) de R é magro.
Analogamente, todo subgrupo proprio G < (R,+) Lebesgue-mensurdvel tem medida

nula.

Demonstragcdo. Nao fosse, teriamos intervalo ndo degenerado I C G — G, o que daria

que G = R, um absurdo. [

No coroldrio que segue, usaremos sem demonstragao o fatode que f: G — H
€ continua se, e somente se, f € continua em uma vizinhanca da identidade e € G.
Denotemos por mg : G x G — G a fungao continua de multiplicagdo mg(a,b) =a-b
do grupo (G,-). Um morfismo f : G — H entre grupos topolégicos é um morfismo de

grupos continuo.

Corolario 5.3.3 (Teorema de Banach). Seja G de Baire e f : G — H morfismo entre

grupos topologicos Baire mensurdvel. Se H é segundo enumerdvel, entdo f é continua.

Demonstragdo. Pelo Teorema 5.1.1 temos que f : G — H € continua em um comagro
ACG.

* Considere A, A~!, A-A~! € G com topologia de subespaco. Mostremos que

fla.a-1 € continua:

— Sejaa~! € A~! e vizinhanca f(a~') = (f(a))~' € V~!, para algum aberto
V C H. Como f é continua em a € A, entdo dada vizinhanga f(a) € V
temos vizinhanca relativa a € UNA com f(UNA) C V, o que nos fornece
vizinhangaa~! € U= NA~ ! relativade A~! com f(U1nA~1) c v~

— Estd bem definida (f, f):AxA~! = Hx H, (f, f)(a,b) = (f(a), f(b)) uma
funcao continua.

— Sejaa-bcA-A~'+— f(a-b) € H, fixemos V vizinhanga do ponto f(a-b).
Queremos obter uma vizinhanga W de a-b com f(W) C V.

— Pela continuidade de my obtemos vizinhanca H; X Hy de (f(a), f(b)) com
mH(Hl X Hz) cV.

— Pela continuidade de (f,f) obtemos vizinhan¢a G; x G, de (a,b) com
mH(G1 X Gz) C H| x Hy.
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W = mG G1XG2

e T S e

Ax A1 H G1 x G

N NN

HxH Hy x Hy

Figura 40 — Diagrama comutativo com 0s espagos, vizinhangas e pontos envolvidos.

— Considere W = mg(G) x G,). Note que a-b € W. Pela condigdo de f ser
homomorfismo, temos que mg o (f, f) = fomg oque da f(W) C V.

— Resta mostrar que W € aberto. Note que G = U1 NA e G, =U, NA~L, logo
mgG(Gy x G3) = (A-A~)N (U -g U,), e como ja foi discutido (U} -g Us) é
aberto, logo W é aberto relativo de A-A~!, o que termina de demonstrar a

afirmacdo.

* Pelo Coroldrio 5.3.1 temos vizinhancae € V C A -A~! onde f € continua. Temos

entdo continuidade de f: G — H.
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5.4 Irregularidade na medida, na topologia e na com-
binatoria

Nesta se¢do queremos mostrar, usando o axioma da escolha, que as classes dos
conjuntos perfeitos, Lebesgue-mensurdveis e Baire-mensurdveis nao colapsam uma
sobre a outra. Usando R como espacgo, queremos mostrar a nao trivialidade do seguinte

diagrama de Venn:

PSP(R)

Exemplo 5.4.2

Exemplo 5.4.1

A

Exemplo 5.4.11
Exemplo 5.4.9

Exemplo 5.4.6

Exemplo 5.4.5 BP(R)

Figura 41 — Usando o axioma da escolha, as classes dos conjuntos perfeitos, Lebesgue-
mensurdveis e Baire-mensurdveis ndo colapsam uma sobre a outra.

5.4.1 Conjuntos de Vitali

Vamos comegar com os conjuntos de Vitali, conhecidos por sua ndo-mensurabilidade.

Mostremos um lema auxiliar:

Lema 5.4.1. Seja G subgrupo da reta, entdo ele é discreto ou denso em R.

Demonstragcdo. A condigdo classificatéria € o isolamento ou acumulacio sobre a identi-
dade:

* Suponha que 0 € isolado. Nesse caso G tem menor elemento positivo a € G com

a > 0. De fato G = Za ¢ discreto. Tome b € G positivo. Seja n o maior natural
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tal que b — na > 0. Mostremos que b — na = 0. Pela defini¢do de n temos que

b—na € [0,a), pois

— fosse b —na > a, entdo b — (n+ 1)a > 0, contrariando a maximalidade de n.

— Por outro lado, se b —na > 0, teriamos elemento b —na € G que contraria

minimalidade de a, um absurdo.

— Resta entdo a conclusdo que b —na = 0.

e Se 0 tem acumulagio de a, € GT — 0, entdo Za, C G. Considere intervalo aberto
(a,b) # 0. Dado a, < b— a, teremos Za, N (a,b) # 0.

]

Considere G < R subgrupo de (R,+). Sabemos que isso nos fornece parti¢do
R/G, cuja projegdo natural 7: R — R /G é dada por m(x) ={y € R : x—y € G}. Nenhum
dos elementos desta parti¢do é vazio, visto que x € m(x). Chamamos de seletor desta
particdo, ou do subgrupo G, a imagem f(R/G) de uma fung¢io escolha f : R/G — R, ou
seja, f(x) € x.

Definicao 5.4.1 (Conjuntos de Vitali). Conjuntos de Vitali sdo seletores X C R de

subgrupo ndo discreto de R.

Dado um seletor X de R/G, estd claro que que R = | |, (X +g). Pela construgio,
se X é seletor entdo X — X C (R\G)U{0}.

Teorema 5.4.1 (Conjuntos de Vitali (KHARAZISHVILI, 2004)). Considere um sub-
grupo enumerdvel G < R ndo discreto. Fixemos A conjunto [ndo magro / de medida
positiva] qualquer. SejaV-C A um conjunto que tem exatamente um representante R /G

para cada a € A. O conjunto V ndo [tem a propriedade de Baire / é mensurdvel].

Demonstracdo. Tome X seletor de G. Note que
A=||(X+g)NA
geG

Como G € enumerdvel, note que se X é [magro, tem medida nula], entdo todas as suas

translagdes X + g [serdo magras (Proposicao B.4.1), terdo medida nula (invariancia por



5.4. Irregularidade na medida, na topologia e na combinatoria 117

translacdo de m)]. Nesse caso A [seria magro,teria medida nula], um absurdo. Suponha-
mos entdo que X [tem propriedade de Baire / é Lebesgue-mensurdvel]. Pelos teoremas
de Steinhaus (teoremas Coroldrio 5.3.1 e Teorema 5.3.1) teriamos vizinhanga bésica
0eVcCcX—-Xc(R\Q) uU{0}, um absurdo. O

Observacdo 5.4.1. A mesma constru¢cdo funcionaria com relacdo a um subgrupo de
([0,1) =S', @) com medida induzida e soma x®y = x+y mod 1 (FOLLAND, 2013)).

* Vamos livremente chamar conjuntos deste tipo de conjuntos de Vitali . Se nao

fizermos mencdo ao grupo G, estaremos assumindo o usual G = Q.

* O axioma da escolha € equivalente a afirmagao de que todo espaco vetorial tem
base (BLASS, 1984). Uma base do Q-espaco vetorial R é chamada de Base de
Hamel . Seja B uma base de Hamel e b € B. Defina V = span(R\{b}) e considere
G = span({b}) subgrupo de R. Pela independéncia linear de B, se x,y € V sdo tais
que x —y € Qb entdao x = y. Disso temos que V é seletor do grupo Qb, denso e

enumeravel.

Na proposi¢do que segue queremos construir um conjunto de Vitali com proprie-
dade perfeita. A questao que se levanta € a da possibilidade de se encontrar uma cépia
de Cantor cujos elementos, dois a dois, ndo diferem por um racional. Considere R C X"
uma relacdo. Um conjunto k € dito R-independente quando toda n-combinagdo de pontos
distintos (xi,...,x,) € k" ndo é R-relacionada, ou seja, (xy,...,x,) ¢ R. Na Se¢do B.5,
mostramos que se uma relacdo R C X" é magra, quase-todo compacto é R-independente,
no sentido de categoria. Intuitivamente: em um grafo muito esparso, conjuntos de vér-
tices isolados entre si s30 numerosos, ou um conjunto de vetores com poucas relacoes
de dependéncia linear tem muitos subconjuntos linearmente independentes. Podemos
garantir que estes compactos sio grandes* o suficiente para admitir cépia do conjunto de
Cantor. Estas observag¢des culminam na proposi¢ao abaixo, onde encontramos 4 uma
copia do espaco de Cantor cujos pontos, dois a dois, estdo em (Q-classes distintas, ou

seja, para quaisquer x,y € € temos x —y ¢ Q.

4 Nao enumeraveis.
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Proposicao 5.4.1 (Vitali com propriedade perfeita). Considere G C R um Gg de R sem
pontos isolados. Existe V. C G conjunto que contém exatamente um representante de
cada Q-classe de G. Adicionalmente, podemos tomar V com uma copia € C 'V do espaco

de Cantor.

Demonstracdo. Munido de topologia induzida G é um espaco polonés sem pontos

isolados. Considere

R={(xy)eG :x—yeQ}=J{(x)) e  x—y=¢q}
q€Q

uma relagdo magra® de G2. Pelo Coroldrio B.5.1 deve haver uma cépia R-
independente do espago de Cantor 4" C G. Nesse caso ¢ pode ser estendido para um

Q-seletor € C V. O espaco V tem c6pia de Cantor, logo tem propriedade perfeita. [

Usando o mesmo processo (Coroldrio B.5.1) com as relacdes de Q-dependéncia
linear, todas magras, encontra-se uma base de Hamel com cépia do espago de Cantor. Em
outras palavras, € possivel encontrar uma cépia do espaco de Cantor % tal que qualquer

combinacdo finita xp,...,x, € € é Q-linearmente independente.

Exemplo 5.4.1. Usando G = R na proposicdo anterior obtemos V C R conjunto de

Vitali com propriedade perfeita, sem propriedade de Baire e ndo mensurdvel.

> Note que F, = {(x,y) € G* : x—y = g} é fechado. Suponha que F, tenha ponto interior
(x,y) e F, C G?. Note que devemos ter vizinhangas x €A C G ey € B C G tais que para todo
a€Aebec Btemos b—a = q. Disso temos que A = {x} e B = {y}. Mas haviamos suposto G
sem pontos isolados.
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Mostremos um resultado de teoria da medida e seu andlogo topoldgico.

Proposicao 5.4.2 ([AC)). Todo Lebesgue-
mensurdvel A C R com medida positiva tem

subconjunto ndo mensurdvel.

Demonstragcdo. Seja V de Vitali. Se todo

subconjunto de A € mensuravel entdo

A= JAN(V+q)
q€Q

reunido enumeravel de mensuraveis. Como
m(A) > 0 deve haver c € Q comm(AN(V +
c¢)) > 0. Pelo Teorema 5.3.1 existe intervalo

nao degenerado

0clICAN(V+c)—[AN(V +c)]
C (R\Q)u{0}

Um absurdo.

5.4.2 Conjuntos de Bernstein

Proposicao 5.4.3 ([AC]). Todo A C R com
propriedade de Baire ndo magro tem sub-

conjunto que ndo tem propriedade de Baire.

Demonstracdo. Seja V de Vitali. Se todo
subconjunto de A tem propriedade de Baire
entdo
A=JAN(V+gq)
q€Q

Como A ndo € magro deve haver ¢ € QQ com
AN (V 4+ ¢) ndo magro com propriedade de
Baire. Pelo Corolario 5.3.1 existe intervalo

nao degenerado

0cICAN(V4c)]—[AN(V+c)]
C (R\Q)U{0}

Um absurdo.

Ja construimos conjuntos de Bernstein de @® e do conjunto de Cantor. Nesta

secdo vamos construir um conjunto de Bernstein em um espago X polonés sem pontos
isolados. Note que X tem no maximo ¢ fechados, pois é segundo enumeravel. Seja
B(x, %) bola de didmetro positivo p, em particular temos que a € [p — €,p) + Blx,a] é
mapa injetivo. Note que B[x,a] é polonés sem ponto isolado, entdo t&ém copia do espago
Cantor e portanto ndo é enumerdvel. Temos entdo no minimo ¢ fechados ndo enumera-

veis.
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Aplicando o mesmo método de demonstragdo, vamos construir dois conjuntos
bastante irregulares, um no sentido topoldgico e outro no sentido combinatério. Considere
o conjunto de subconjuntos infinitos de N, denotado por [N]*. Chamemos uma biparti¢ao®
o/ 1% = [N]” de Bernstein se VH € [N|* [H|* ¢ o/ e [H|* ¢ B .

O espaco X tem ¢ fechados nao enu-
meraveis. Fechados ndo enumeraveis de po-

loneses tem tamanho c.

Teorema 5.4.2. Espacos X poloneses sem

O conjunto [N]* tem ¢ elementos.
Todo subconjunto H € [N]* tem ¢ subcon-

juntos infinitos.

Teorema 5.4.3. Existe biparticdo de Berns-

pontos isolados tém subconjunto de Berns- tein de [N|*.

tein.

co

Demonstragdo. Tome enumeragio {Fg : Demonstragdo. Tome enumeragio [N]
& € ¢} dos fechados ndo enumerdveis {Hg : & € ¢} dos subconjuntos infinitos
de X. Vamos definir A = {ayq : & € de N. Vamos definir &/ = {Aq4
2N0}. Para cada o < ¢, tome a.by € c¢}. Para cada a < ¢, tome A, By ©
Fo\Uy-qlay,by} distintos. O conjunto A [HQ}NO\{A(:,B(: : £ < a < ¢} distintos.

[0 Tome % = [N\« O

M 0 ANS

¢ de Bernstein.

Note que o que temos acima, a direita, € a negacao do teorema de Ramsey ao
tomarmos combinagdes infinitas. Aplicando a mesma técnica podemos construir um
conjunto de Vitali que €, também, um conjunto de Bernstein (KHARAZISHVILI, 2004).

Proposicao 5.4.4. Existe um conjunto V C R de Vitali de Bernstein.

Demonstragdo. Tome enumeragio {Fg : & € ¢} dos fechados ndo enumeréveis de X.

Vamos definir A = {aq : a € 2“0}. Para cada o < ¢, tome a, by © Fo\Uy<a{ay +
q€Q

q,by+ ¢} distintos. Estes pontos existem pois [Fy| =ce

U {ay+q,by+q}| <2-a-w<c
r<a
q€Q

6
7

2-coloracgdo.
Nao existe subconjunto infinito monocromatico.
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Ao fim do processo, obtemos A, um conjunto de Bernstein que por constru¢ao
tem no maximo um representante de cada classe R/Q. Sabemos que R\A é também de
Bernstein. Completando A com representantes de classes que nao apareceram durante a

constru¢do, obtemos o seletor V DO A.

Resta mostrar que V € de Bernstein. Para isto, basta mostrar que V e seu com-
plementar ndo tém cépia do espaco de Cantor. Como R\A ndo tem cépias de Cantor,
R\V C R\A ndo tem c6pias de Cantor. Note que, como se trata de um seletor, para
qualquer g € Q temos a disjungdo V C R\ (V +¢). Entretanto, R\(V +¢g) = (R\V) +g¢4
¢ imagem homeomorfa de espago sem cépia de Cantor. Nesse caso, V C R\V + ¢ ndo

tem copia do espaco de Cantor. [

Exemplo 5.4.2 ([AC]). Conjuntos de Bernstein de R

(i) ndo sdo mensurdveis (5.4 em (OXTOBY, 1971)).
(ii) ndo tém a propriedade de Baire.

(iii) ndo tém propriedade perfeita.
Demonstracdo. Seja B de Bernstein.

(1) Temos que B ndo pode conter nenhum fechado ndo enumeravel, caso contrario
terfamos fechado ndo enumerdvel F C B e entdo (X \B) N F = 0, absurdo. Nesse
caso todo F C B é enumerdvel, e portanto tem medida nula. Fosse B mensurdvel,
terfamos m(B) = supp-pm(F) = 0, e o mesmo pode ser dito de X\B, o que da
que m(R) = 0.

(ii) Suponha que B tem a propriedade de Baire, nesse caso R\B também tem a propri-
edade.

* Se B é magro, entdo R\ B é comagro mas entdo temos G C R\B um G¢ denso
comagro de R. Ele ndo pode ser enumeravel, e entdo do Corolario 4.2.3
temos ¢ — G — R\B, nos dando um fechado nido enumerdvel contido no

complementar de B, absurdo.
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* Se B ndo € magro, entdo tem cOpia homeomorfa do espaco de cantor pelo

Corolario 5.1.1, um subconjunto perfeito, um absurdo.

(iii) Conjuntos de Bernstein B C R nido s@o enumerdveis, se fossem seriam magros e
portanto teriam propriedade de Baire. Entretanto ndo podem ter cépia de €, pois

este seria subconjunto fechados ndo enumerével de B.
O]

Foram introduzidos até aqui dois conceitos de ‘conjuntos pequenos’ em R : seus
subconjuntos magros, topologicamente pequenos, € os conjunto Lebesgue-mensuraveis

com medida nula, pequenos no sentido mensurdvel. Essas no¢des nao sdo equivalentes

Exemplo 5.4.3. Existe D C R comagro G§ sem pontos isolados com medida de Lebesgue

nula em R.

Demonstragdo. Considere g, enumeragao dos racionais. Dy = ¢ B(¢n, 2,1—1+k) € aberto

denso para cada k. Ele é Boreliano e da subaditividade da medida de Lebesgue temos

1 1 1 1
D) < B S = — - =
m( k> — n;)m ( (q”’ 2n+k)> 2k ngc’o on - 2—k+l

Considere agora D = (¢, Dk, interseccdo enumerdvel de abertos densos do
espaco de Baire R, um co-magro Gg. Note que este conjunto € ainda um mensuravel e
tem medida m(D) < % para qualquer k, logo tem medida m(D) = 0. Note que Q C D,

entdo certamente D ndo tem ponto isolado. [

Exemplo 5.4.4 (Conjunto gordo de Cantor). Existe N C R nunca-denso Gg de medida

positiva sem pontos isolados.

Demonstrag¢do. Imitando a construgio do conjunto de Cantor, come¢amos com f(0) =

[0, 1]. Suponha definido f(s) intervalo fechado ndo degenerado [a,b], com |s| = n. Defi-

nimos f(s~0) = [a, # — b;,a] e f(s71)= [# + b;l“,b] , Ou seja, retiramos compri-

mento relativo 4%, central do intervalo. Note que as extremidades nunca sao retiradas.



5.4. Irregularidade na medida, na topologia e na combinatoria 123

Consideremos N = <7 f. Note que cada n-€simo nivel de f € reunido finita de 2" interva-
los fechados de didametro p,, < zi,, Em particular N € interseccao de fechados, um fechado.
Temos também que, para qualquer n, N ndo contém intervalos abertos de tamanho > %,
o que significa que é nunca-denso. Note em cada nivel retiramos intervalos abertos cujas

. 21’!
medidas somam 77, logo

> 2" 1 &1 1
mBW) S Y grig X3 =
n= n=

De onde podemos concluir que N tem medida positiva. Considere agora x € N
e € > 0. Tome n com p, < €. Devemos encontrar entdo s € 2<% com |s| =n e x €
f(s) = [a,b]. Note que as extremidades a,b € B(x,€) NN nunca sdo removidas durante a
construgdo, logo sdo elementos de N. Do fato de f(s) ser ndo degenerado, para qualquer

s, podemos concluir que N ndo tem pontos isolados. 0

O que segue sdo os exemplos que faltam para completar o diagrama de Venn

descrito no inicio da secdo.

Exemplo 5.4.5 ([AC)). Existe conjunto E C R ndo mensurdvel, com propriedade de

Baire e sem propriedade perfeita.

Demonstragcdo. Considere N C R nunca-denso G de medida positiva. Tome V conjunto
de Vitali de Bernstein (Proposicao 5.4.4). Pela demonstragcdo da Proposicao 5.4.2, po-
demos encontrar ¢ € Q tal que E = (V +¢) NN C N ndo é mensuravel. Como MGR ¢é
o-ideal, E tem propriedade de Baire. Mostremos que E ndo tem propriedade perfeita.
O conjunto E certamente ndo € enumeravel, pois se fosse seria mensuravel. Se houver
um fechado perfeito F C (V +¢) NN entdo temos fechado perfeito F — g C V, um
absurdo. [

Exemplo 5.4.6 ( [AC] (DIAMOND; GELLES, 1984)). Existe conjunto E C R ndo

mensurdvel, com propriedade de Baire e sem propriedade perfeita.

Demonstragdo. Seja B C R um conjunto de Bernstein e N o nunca-denso com medida
positiva definido em Exemplo 5.4.4. Note que BNN C N € magro, logo tem propriedade

de Baire. Nao t€m propriedade perfeita, pois isso contradiria que B é de Bernstein. Em
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particular, todos os fechados F C BN N sdo enumerdveis. Se BN N é mensurdvel, como
N é um G temos que N\B = N\ (N N B) é mensurdvel, mas entdo B ¢ mensurdvel, um

absurdo pelo Exemplo 5.4.2. [

Exemplo 5.4.7 ([AC)). Existe conjunto V.C R ndo mensurdvel, com propriedade de

Baire e com propriedade perfeita.

Demonstragdo. Apliquemos a Proposi¢do 5.4.1 ao conjunto G = N do Exemplo 5.4.4,
um polonés sem pontos isolados. Obtemos um V C N com cépia € C V do espago
de Cantor. O conjunto V ndo pode ter medida nula, fosse este o caso teriamos N =
UqEQ(V +¢g) NN com medida nula. Fosse V mensuravel com medida positiva, pelo
Teorema 5.3.1 terfamos intervalo ndo degenerado 0 € I C V —V C (R\Q) U {0}, um
absurdo. [

Exemplo 5.4.8 ([AC)). Existe conjunto V mensurdvel, sem propriedade de Baire e com

propriedade perfeita.

Demonstracdo. Apliquemos a Proposicao 5.4.1 ao conjunto G = D do Exemplo 5.4.3,
um polonés sem pontos isolados. Obtemos um V C D com cépia € C V do espago de
Cantor. O conjunto V ndo pode ser magro, pois se fosse teriamos que D = quQ(V +
q) N D seria magro. Fosse V ndo magro com a propriedade de Baire, pelo Coroldrio 5.3.1
terfamos intervalo ndo degenerado 0 € / C V —V C (R\Q) U {0}, um absurdo. O

Exemplo 5.4.9 ([AC]). Existe B C R mensurdvel, sem propriedade de Baire e sem
propriedade perfeita.

Demonstragdo. Considere D o comagro Gg de medida nula do Exemplo 5.4.3. Este
€ um espacgo polonés sem pontos isolados que tem um conjunto de Bernstein B C D.
Como a medida de Lebesgue é completa, este conjunto € mensurdvel. Note que B ndo
tem propriedade perfeita, pois tem tamanho ¢, por sua construcio, e se tivesse copia
¢ — B C D, deixaria de ser conjunto de Bernstein. Suponha que B tenha propriedade
de Baire. Se B nao € magro, pelo Corolario 5.1.1 terifamos cépia do espago de Cantor
¢ — B, absurdo. Se B C D é magro, entdo D\B ¢ intersecc¢do de conjuntos BP, ainda
um comagro de BP(RR), que pelo Corolario 5.1.1 teria copia de Cantor 4 C D\B, o que

contradiz que B € conjunto de Bernstein de D. [
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Exemplo 5.4.10 ([AC] ). Existe subconjunto B C R mensurdvel, com propriedade de

Baire e sem propriedade perfeita.

Demonstragcdo. Considere 4 C R o conjunto de Cantor. Este ¢ um polonés sem pontos
isolados, logo tem conjunto de Bernstein B C % . Por observac¢des andlogas. Note que B

tem medida nula, € nunca-denso e ndo tem propriedade perfeita. 0

5.4.3 Conjuntos de Lusin e Sierpinski

Assim como os conjuntos de Bernstein, os conjuntos de Lusin e Sierpinski sao
definidos por propriedades de intersec¢do com algumas familias de conjuntos. Elas
sdo, respectivamente, 0os magros e os conjuntos de medida nula. A cardinalidade destes
o-ideais serd o principal fator durante a constru¢do destes conjuntos e, por isso, antes
de introduzirmos estes conjuntos, vamos discutir um pouco sobre isso. Um magro Fg
de um espaco X segundo enumeravel pode ser associado a um conjunto enumeravel de
fechados nunca-densos, estes ultimos de tamanho < ¢ 8 Os magros Fs de X tem entdo

no maximo

[0 =¢
elementos’, e portanto exatamente ¢. Desta discussao, obtemos

Proposicao 5.4.5. Seja X um espaco metrizdvel segundo enumerdvel e sem pontos

isolados. Este espaco tem precisamente ¢ magros Fy.

Vamos entdo a definicdo:

Definicao 5.4.2 (Conjuntos de Lusin). Um subconjunto L C R tem propriedade de
Lusin ou é conjunto de Lusin se tem cardinalidade ¢ e intercepta todo magro M em

conjunto |LNM| = X, enumerdvel.

8 Estabelecemos nas preliminares que os Borelianos de um espago segundo enumerével tem

cardinalidade |%Z(X)| = ¢.
9 [C]RO(_>CN0:(2N0)N0:2N0x§20:2x0:c‘
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Note que todo magro estd contido em um magro Fs. Se encontrarmos L de
cardinalidade ¢ e intercepta todo magro F; em conjunto enumeravel teremos entdo um
conjunto de Lusin em maos. Note que um conjunto de Lusin L ndo é magro, pois se fosse
terfamos LM L = L enumeravel. Pelo mesmo motivo, os subconjuntos magros S C L sdo

exatamente os enumeraveis.

Teorema 5.4.4 (|CH| Teorema de Mahlo). Sobre a hipotese do continuo:

(i) Todo subconjunto de R com cardinalidade menor que continuo é magro.

(ii) Existe um conjunto de Lusin L C A, para A ndo magro de R.
Demonstracdo. Mostremos cada item :

(1) Qualquer cardinalidade menor que ¢ € enumerdvel, logo conjuntos com menos de
continuo pontos sdo enumeraveis de R, que ndo tem pontos isolados, portanto um

magro.

(ii) Seja {Fy € Fo(R)NMGR(R) : o < ¥ = ¢ } uma enumerac@o de magros Fg
da reta. Tome L = {ly : a < c}. Note que, para cada a < ¢ temos que [0, o[ é
enumerdvel, 10go Uy Fy € reunido enumerdvel de magros, um magro. Definidos
Xy, ¥ < o, considere Mg = {xy : y< ot} U Uy<q Fy reunido enumerdvel de magros,
ainda um magro. Tome

Xo € A\Mg,

Note que deve haver algum x4, pois se ndo houvesse A seria magro. Dado F um
magro, F' C Fy para algum o < ¢, nesse caso LNF C LN Fg mas LN Fy C {xy :

Y < a < ¢} é enumerdvel, logo também serd LN F.

Note que existem ¢ conjuntos G5 em R, e que todo conjunto de medida nula estd
contido em um G5 de medida nula. Substituindo a familia de magros Fs pela familia de

Gs’s de medida nula, ambas com mesma cardinalidade, de maneira andloga :
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Definicao 5.4.3 (Conjunto de Sierpinski). Um Conjunto de Sierpinski ¢ um subcon-
junto S C R de tamanho ¢ que intercepta todo conjunto de medida nula em enumeraveis

pontos.

Analisemos propriedades satisfeitas por conjuntos de Lusin:

Exemplo 5.4.11 ((CH|). Um conjunto de Lusin L C R satisfaz as seguintes propriedades:

(i) Tém medida nula.
(ii) Ndo tem propriedade perfeita.

(iii) Ndo tem a propriedade de Baire.

Demonstragdo. Seja D construido em Exemplo 5.4.3 um comagro de medida nula e L

conjunto de Lusin de R.

(i) O conjunto R\D é magro, logo LN (R\D) é enumeravel, e portanto € mensuravel
e tem medida nula, e LN D C D também é mensuravel e tem medida nula. Temos

entdo que L tem medida nula.

(ii) Seja PSP(L). Como |L| = ¢, entdo deve haver c6pia de Cantor ¢ C L C R, mas ¢
serd nunca-denso ndo enumeravel contido em L, portanto um magro ndo enumera-

vel que intercepta L em um conjunto ndo enumeravel, um absurdo.

(iii) Seja BP(L). Note que L ndo pode ser magro, pois se fosse LN L = L seria enume-
ravel. Nesse caso L € BP(R) ndo magro, mas de Coroldrio 5.1.1 terfamos inclusdo

% — L, um absurdo pelo item anterior.
O

O jogo do ponto-aberto ¢ um jogo onde / seleciona xo € X e /I um aberto A
com xg € A. O jogador I vence quando a sequéncia A, cobre X. Conjuntos de Lusin sdo
indeterminados no jogo ponto-aberto (RECIAW, 1994).
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6

APLICACOES DA DETERMINACAO

6.1 Introducao

Nesta parte, vamos introduzir quantificadores de jogos e aplicar os resultados
de determinacao, obtidos na Parte I, a alguns jogos topoldgicos. A determinagdo destes
jogos caracterizam as propriedades perfeita e de Baire, discutidas na Parte II. Um jogo
topolégico é basicamente uma forma de tomar um espaco (X, T) e construir uma arvore
e alvo, configurando um jogo ¢. Vamos definir alguns jogos topoldgicos e fixar algumas
de suas propriedades bésicas. Os jogos vao envolver arvores de sequéncias e, por vezes,
vamos abusar da linguagem e ao invés de dizer ‘posi¢ao (ay,...,a,)’, diremos ‘posi¢do
ay de altura n+ 1°. Fica subentendido que o histérico do jogo estd sendo ‘guardado na

memoria do jogo’. Direta ou indiretamente estas sequéncias serdo de abertos.

Cabe aqui uma definigdo técnica, que sera caso particular de tomar subordem:

Definicao 6.1.1 (Restri¢@o aos niveis). A restri¢ido aos niveis pares de uma arvore
T é a subordem |J,c, level(2n) munidos da ordem induzida. Analogamente, temos a
restricio aos niveis impares , mas em particular ndo removemos a raiz (), elemento no

nivel par 0.

Note que as defini¢des acima definem subordens de T/ < T. O caso de altura
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Figura 42 — Uma arvore, sua restricdo aos niveis impares e sua restricdo aos niveis pares.
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finita € mal comportado sob esta defini¢do: a restricdo aos niveis pares da arvore 7' =
{(),(0),(1)}, de dois ramos, tem apenas um ramo. Por outro lado, para o caso de altura
, que serd o caso com o qual vamos trabalhar aqui, temos inclusdo ébvia dos ramos das
restricdes aos ramos da arvore original. Apesar das restricoes nao serem subarvores de
T, ao invés de formalmente introduzir uma nova arvore, vamos dizer apenas que estamos

‘olhando apenas para os niveis pares/impares’ de T'.

Vamos seguir (KECHRIS, 1995) e (OXTOBY, 1971) neste capitulo.

6.1.1 Aplicacoes na légica

Antes de comecarmos com 0s jogos topoldgicos, passemos rapidamente por uma
aplicagdo na logica. Considere o jogo de Gale-Stewart (A<®,X). Nos inspirando no
Teorema 2.3.1, a afirmac¢do de que I tem quase-estratégia vencedora pode ser vista como

a interpretacdo semantica natural da férmula !

daVar3dasVay - - - <a1,a2’a3’a4 .. > cX

Note que a relagdo oo = (ay,...) € X pode ser tomada como um simbolo relacional
undrio X (¢r). Estamos adicionando, ao sistema de constru¢do de formulas bem formadas,

a quantificagcdo definida acima sobre uma sequéncia de numeros. Vamos denota-la por

Qra(X(a)).

Note que estas férmulas sdo extensoes infinitas das formas normais prenexas
alternadas na linguagem de primeira ordem. Estas formulas formam uma hierarquia
que guarda bastante semelhanca com a hierarquia de Borel e esta observacao sugere
que a determinacao € um desenvolvimento natural destas ideias. Mais conexdes entre

estes conceitos e teoria descritiva efetiva de conjuntos estio em (MOSCHOVAKIS, 1974).

Analogamente, existéncia de estratégia vencedora do jogador IT em (A<? X)

pode ser vista como interpretacdo semantica da férmula

' A fundamentagdo do que serd brevemente discutido aqui passa por Légica Infinitdria e sai do

escopo do trabalho.
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VaiJaxVazJay - (ay,a2,a3,a4 ) € AP\X

Que podemos escrever como Qo (—X (a)). Note que se pudéssemos "aplicar as

equivaléncias 16gicas

=Vx@(x) 4F Ix—e(x) —3x@(x) 4 Vx—@(x)
® vezes a férmula —~Q;(X ()", obteriamos? a equivaléncia sintdtica

—Qro(X (a)) - Quro (=X (a))

Apesar de nao podermos fazer isto, o Lema 2.1.1 nos diz que os dois jogadores
ndo podem ter estratégias vencedoras simultaneamente, ou seja, sob a meta-linguagem
ZF + DC e as classes de modelos (jogos) onde se aplicam este teorema, esta equivaléncia

¢ valida, ou seja

E-Qra(X(a)) < Qno(—X(a))

Analogamente —-Qj;a(—X()) € equivalente a =Qya(X (a)). Impor a validade

da instancia da lei do terceiro excluido

Ora(X(a)) v~ (Qra(X()))

significaria entdo nos reduzir aos jogos quase-determinados.

O que segue € uma forma alternativa de formalizar o jogo dual, introduzido na
Secdo 2.2.

Defini¢do 6.1.2 (Jogo dual). Tome (7 = A<® X ) um jogo. Tome um simbolo £ ¢ A,
apenas por conveniéncia, e considere uma nova drvore T' = {s € (AU{a})~® : s =
(Yous(1) = &}. Defina X' = {75 : s € X\[T]} e temos que ¥’ = (T',X") é 0 jogo

dual de 4.

2 Por substitui¢do.
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Note que I vence ¢’ quando

Ja_ Yao3a; -+ (s_1,50,51, ) €X'

Mas a primeira varidvel s6 pode ser o simbolo &. Como X’ é ()™ [T]\X, teremos

1SSo S€, € somente se,

Vaog3ay - (so,s1,---) € [T\X

Precisamente a afirmacdo de que /I vence. Andlogo para o outro caso.

6.2 O Jogo * e a propriedade perfeita

O préximo jogo estd intimamente ligado com o tema da hipétese do continuo e
a propriedade perfeita, que permeiam o texto. Fixemos X polonés ndo vazio com base

enumeravel A.

Definicdo 6.2.1 (Jogo ). Fixado A C X, vamos definir o Jogo * ¢*(A). A arvore T
¢ definida com raiz (X) e alterna a partir dai com pares de abertos ndo vazios bésicos

(jogadas de I) e abertos ndo vazios (jogadas de 1) sujeitos a

Os didmetros diamA,,,diam B,, das jogadas (A,, B,,) de I para o nivel n sdo < 27"

O fecho destes abertos estdo contidos no aberto anterior.

Estes abertos sdo disjuntos.

Em seguida /I seleciona um dos abertos A, ou B, da dupla, concatenando este

aberto na sequéncia.
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Segue uma representacdo grafica de uma partida deste jogo:
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NUg = {x}

In

7

NU; = {x}
n7\ X EA
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Mostremos que esse jogo caracteriza a propriedade perfeita em espacos poloneses

sem pontos isolados:

Teorema 6.2.1. O conjunto A C X subconjunto de polonés sem pontos isolados tem a

propriedade perfeita se, e somente se, 4*(A) é determinado.
Demonstracdo. Mostremos cada dire¢do da equivaléncia:

* Se o0 jogo € determinado, entdo um dos jogadores vence.

— Seja ¢ vencedora de I, note que f5 é esquema de Cantor e fg inclui o espago

de Cantor como subespago de A, que € entdo perfeito.

— Suponha que /I vence com p, temos entdo arvore aparada de altura @ T
e esquema f, : T — 7\{0} de Lusin. Temos do Lema 3.2.1 que &/ f, =
MNneolevel(n, fp) C X\A. Como o esquema é também regular, os niveis estdo
encaixados, logo dado x € A eventualmente x ¢ level(n, f5) (x desaparece
dos niveis). Em outras palavras, os niveis level(n, fp) aos quais um x € A
pertence sao superiormente limitados, logo x € A tem ao menos um maximal
t comx € fp(t) 3. Afirmagdo : x € At € T é injetiva. No fosse, tome
x #yem A com mesmo maximal ¢ tal que x,y € f,(t). Separe-os por abertos
disjuntos (U,V') admissiveis como jogada de . A resposta de p a esta jogada,
que deve existir, contraria a maximalidade de ¢ para um destes pontos. Note

que T € enumerdvel, entdo temos o resultado 4,
* Seja A com propriedade perfeita, entdo

- Se A = {a,}necw é enumeravel. Defina p como a estratégia que, em posi¢cao
(Up,V,) de altura 2n+ 1, escolhe o aberto do par que néio tem a,. Se o ponto
a € Nyews(2n+1) é elemento de A, entdo a = a, mas a ¢ s(2n+ 1), absurdo,

logo p vence.

ndo é necessdrio usar Zorn aqui, simplesmente em tempo finito se chega a este elemento.
Nao podemos usar o axioma da escolha neste teorema, pois introduzirfamos um conjunto de
Bernstein na teoria, um empecilho para uma aplicagdo mais adiante.

encontrou-se inje¢do A — T e T é sub-drvore de 0<®, enumerével
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— Suponha agora que exista copia de Cantor C C A, € de fato possivel formar
esquema de Cantor f :2<? — 7 com f : ¥ — C homeomorfismo °. Este
esquema fornece a primeira jogada (f((0)), f((1))) e, para qualquer que seja
a escolha f(s) de 11, se I jogar (f(s—0), f(s— 1)) claramente acabamos com

estratégia vencedora.

O]

Proposicao 6.2.1. No que segue, queremos realizar o jogo *, jogado em métrico completo

X com alvo A, como subjogo do jogo de Gale-Stewart (S,Y).

Demonstracdo. O conjunto onde as jogadas sio feitas, dado por %~ LI %, é enumerével.
Por isso, podemos ver a drvore do jogo, que denotaremos por 7', como uma subdrvore de
®=®, que denotamos por S. Mapeando posi¢des em abertos como (--- ,U), (--- ,U,(V},V1)) €
T — U C X, temos um esquema de Souslin f : S — 7 ndo vazio. Isso d4 origem a uma
funcdo continua f : [S] — X (Proposi¢io 3.2.1). Note que um ramo de s d4 vitéria para I

quando f(s) € A. Do Exemplo 2.2.1, temos que (S, f~'(A)) é equivalente ao jogo *. [J

Se A é Borel, f -1 (A) também serd, mas entdo do Teorema da determinacdo de

Borel 0 jogo * (S, f~!(A)) é determinado, o que mostra

Corolario 6.2.1 (PSP(%)). Borelianos de poloneses sem pontos isolados tem a proprie-

dade perfeita.

Exemplo 6.2.1 ( [AC] Existe conjunto tal que ¢*(A) ndo é determinado). O conjunto de
Bernstein é subconjunto de polonés perfeito, ndo é enumerdvel e ndo contém copia do

conjunto de Cantor, logo 9*(B) ndo é determinado.

6.2.1 Propriedade perfeita para analiticos

Vamos considerar uma variacao do jogo anterior, sem construir explicitamente a

arvore:

> faca reflexdo do esquema de C-clopens de volta para X
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Definicao 6.2.2 (Jogo * desdobrado). Ao invés de jogar apenas um par de abertos,
sujeitos as mesmas regras, I joga também um natural. Assim como no jogo anterior, /1
escolhe um destes abertos. Dado F C X x .47, 0 jogo ¥, (F) é jogado como foi descrito.
Ao final de w rodadas ficamos com sequéncia U, de abertos de diametro tendendo a 0,
o que nos dé ponto x € (U,, € sequéncia de naturais s € ©“. Dizemos que I venceu
se acabamos em (x,s) € F ©, onde x e o tinico ponto na interseccdo dos abertos com

didmetro tendendo pra 0. Um ramo genérico deste jogo é

<(X7<>)7 ((U(';tull)-le(Uillv<k1>)7 ((U(%fulz)-k2>7(Uiiv <k17k2>)7'7'7'7>

Note que estamos essencialmente jogando em (@ x %% 1%)<? onde % sio
elementos ndo vazios de uma base enumeravel. Continuamos entdo jogando, essencial-
mente, um jogo de Gale-Stewart que, de acordo com Defini¢do 1.4.4 e Proposicdo 6.2.1,
é uma subdrvore de ®<®. A mesma observagio valerd portanto para (quase-)estratégias
do jogo.

Teorema 6.2.2 (Determinacdo implica PSP, 21.2 em (KECHRIS, 1995)). Seja X espaco
polonés perfeito. Se o jogo G*(F) é determinado, entdo PSP(3” F).

Demonstracdo. Vamos assumir existéncia de estratégia vencedora para cada jogador e

concluir o que queremos:

« Seja o vencedora de /. Tome A = 3-¥'F, de fato & pode ser usada para construir &
vencedora de ¥*(A). Para qualquer que seja aberto selecionado por /7 em ¥ x (A),
transfira o tabuleiro atual para ¢ (F). Se I reage com (k, (U;,U,)), defina a reag@o

de 6 como sendo (Uy,U,). Continuando assim, se ao fim de uma partida tivermos

<<X’<>>v((U(§7Ull)-kl)><Ui1|7<k1>)7'7'7'7> S [G]

claramente corresponde a

<X7(U(%'Ull)7Ui11>'7'v'7> S [6]

identificando s com x; € (¢, $(2n+ 1), via Defini¢do 1.4.4

6
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Da hipétese de que o € vencedora, teremos em particular que (x,@) € F = x €A,

o que d4 que 6 € vencedora de .

* Mais uma vez, considere p vencedora de /I e f, sistema de abertos associados
(escolhidos por p). Se x € A = 3 F, entiio existe & € .4 com (x, ) € F (Defini-
cdo 4.1.4). Tome I jogando de acordo com ¢ quase-estratégia que joga legalmente
(kn, (Up,Vy))’s de forma que (ky,kz,---) = a. Fosse II incapaz de se defender,
acabariamos no ramo (x, &), absurdo. Temos entdo mais uma vez que a altura dos
niveis de fyne : T — T\{0} aos quais x pertence é limitado, logo podemos achar
t € T maximal tal que x € f,(¢). Mais uma vez, esta serd uma injegiox €A —t €T

e T é ainda enumeravel.

Proposicao 6.2.2 (Codificando como jogo de Gale-Stewart). No que segue, queremos
realizar o jogo  desdobrado, jogado em X com alvo F C X X A, como (S,Y), onde S é

drvore de altura e niveis enumerdveis.

Demonstracdo. Note que o conjunto das jogadas podeser codificado por %” x L
(% x ®=®), um conjunto enumerdvel. Logo, podemos ver a drvore do jogo *, que

denotaremos por S, como uma subdrvore de ®@<®. Mapeando posi¢des em abertos como
(- (U,8)), (-, (U,s),(Vi,WV),k)) e T — (U xX2(s)) CX x AN

temos um esquema de Souslin. Note que nenhum dos abertos na imagem € vazio, o que
d4 origem a fungdo continua f : [S] — X x .4". Note que um ramo de s d4 vit6ria para [
quando f(s) € F. Do Exemplo 2.2.1, temos que (S, f 1 (F)) é equivalente ao jogo *. [J

Corolério 6.2.2 ([AC] PSP(X})). Da Proposi¢ao 4.1.5 temos que se A € L1(X) entdo
existe fechado C C X x A tal que A = 3 C. Codificando o jogo como um jogo de Gale-
Stewart, ficamos com (S, f~1(C)), um jogo determinado pelo teorema de Gale-Stewart

(Teorema 2.4.2). Nesse caso, 3V C = A tem propriedade perfeita pelo Teorema 6.2.2.
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6.3 O jogo de Choquet e espacos de Baire

Definiciao 6.3.1 (Jogo de Choquet). Para definir o Jogo de Choquet Choquet(X),
vamos definir sua drvore o alvo de I. A drvore é T C (7\{0})<® aceitando apenas
sequéncias decrescentes de abertos. O alvo X de I é a cole¢do de sequéncias « € [T] com

interseccdo () a(n) vazia.

Note que a a arvore do jogo em si € um esquema regular de abertos. Nesse caso
serdo também todas as (quase-)estratégias deste jogo. Uma n-base % de um espaco
¢ uma familia de abertos ndo vazios tais que para todo A tem-se B € 8 com B C A.
Suponha uma posi¢do U € 7 no turno do adversédrio de uma estratégia o, note que ¢
responde a qualquer A C U com um aberto ndo vazio em B C A, ou seja, avancar dois

niveis dentro de uma estratégia fornece m-base do aberto atual.

Lema 6.3.1. Toda familia ndo vazia 9 de abertos tem subfamilia maximal de abertos
disjuntos. Em particular, uma n-base 9 de X tem subfamilia de m-bdsicos disjuntos

maximal 9. A reunido \J % = D é um aberto denso de X.

Demonstragdo. A primeira parte segue do lema Zorn. Considere
P ={ C A : o éfamilia de abertos disjuntos}

Note que B ndo é vazio, pois dado B € A, temos em particular que {B} € ‘B. Note que
uma cadeia € C ‘P tem limitante superior | €. De fato, tome dois abertos quaisquer
A,B € |J¢, da hipétese de € ser cadeia, deve haver ¢ € € tal que A, B € %, mas entdo
eles sdo disjuntos, pois A,B € € € 3. Como toda cadeia tem limitante superior, temos

elemento maximal 9 C 4.

Aplicando isso a m-base, obtemos Z disjunto maximal. Suponha que U seja
aberto disjunto de D, note que deve haver B € % com B C U ainda disjunto de D, mas

isso quer dizer que podemos adicionar B a &, mantendo disjuncio, absurdo. [

Antes de mostrar que o jogo de Choquet de fato caracteriza espacos de Baire,
precisamos descrever um ultimo fendmeno, uma espécie de transitividade da densidade

ao longo de uma arvore de conjuntos. Considere um esquema regular f sobre X, espaco
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topoldgico, tal que a reunido de sucessores de elemento € densa nesse elemento, ou seja,
Usesuce(r) f(s) = f(¢), entdo os niveis level(f,n) sdo densos na raiz f(()). De fato, seja
level(f,n) denso em f(()). Note que

£(() =level(f,n) U f(1)

h(t)=

-U U

h(t)=nseSucc(t)
=level(f,n+1)

Teorema 6.3.1 (Oxtoby). Um espaco ndo é de Baire se, e somente se, I tem estratégia

vencedora no jogo de Choquet.

Demonstragdo. | =] Seja X um espago que ndo é Baire, mostremos que / vence 0 jogo
de Choquet. Deve haver {D, } enumerdveis densos abertos cuja intersec¢do D = (| D,, néo
¢ densa, o que quer dizer que deve haver A aberto ndo vazio com A N D = (). Para definir
o, comegamos com (A) € o e, indutivamente, dado s € T de altura 2n par, respondemos
com s~ s(2n—1)ND, € o, jogada vélida. Das defini¢des de estratégia, o é estratégia e
o] C X.

[ <] Se I vence, tome o sua estratégia vencedora. Como ja comentado, ao
avancar dois niveis em ¢ numa posi¢ao (dltimo aberto da sequéncia) no turno adversa-
rio encontramos 7-base desse aberto, a colecdo das respostas de ¢ a todas as jogadas
possiveis de I1. Esta m-base admite subconjunto dois a dois disjuntos maximal e este
subconjunto € a resposta de o a uma quase-estratégia p de I que forca o a jogar esta
subfamilia. Considere 8 = o M p tabuleiro onde / joga como p e /I for¢a ¢ a selecionar

exatamente estas familias de 7-basicos maximais dois niveis depois.

Das defini¢des, lema auxiliar e comentdrios, os niveis level(0,2n + 1) impares
sdo densos em A, o primeiro aberto jogado por ¢. Se X ¢ Baire entdo A € Baire, nesse

Ccaso:

(0)“"E N level(fy) A0
——

Y<mT) abertos densos do Baire A
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Por outro lado, 6 C 6 = [0] C [0] C X, ou seja:

A0)= ) Nam) =0 4
oc(o]

ncw
=0 pois xeX

]

Definicao 6.3.2 (Propriedade Choquet). Um espaco X € dito Choquet se /1 vence o jogo

acima.

Apesar de nem sempre o produto de espagos de Baire ser um espaco de Baire, de

fato o produto de espacos Choquet € Choquet:
Proposicao 6.3.1 (Produto de espagos Choquet € Choquet). Sejam X; espacos Choquet,
entdo [1X; é Choquet.

Demonstragdo. Sejam o; vencedoras de /1 do jogo de Choquet em cada espaco. Vamos
construir ¢ vencedora do jogo no produto. Seja Ay C []X; primeira jogada de I no
jogo de Choquet jogado no produto. Pelas regras do jogo, deve haver um basico nao
vazio By C Ag. Tome AOJ como sendo a reacdo de o; a m;(Byp). Defina Hfio,i = Ap como
a reacdo de o a A, jogada legal pelas construgdes. Repita o processo para jogadas

sucessivas de I, obtendo o estratégia de /1 bem definida. Seja

<A07HAi,0aA17HAi,17"‘> S [G]

Note que ele foi construido através dos ramos:

<7riBO,Al',07 ﬂiBl 7Ai,1 ) > S [GI]

Mas pela hipétese, (e wfii’k #£0 7 Entdo

0411 (m A,,k> cN (HA,-,,C>

l kew kew l

7 note que se a sequéncia de conjuntos € encaixada, no sentido de que A,,;1 C B, € B, C A,

entdo a intersec¢do dos A’s e dos B’s € o mesmo conjunto.
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0 que atesta que ¢ € vencedora. 0

Temos também que abertos A € 7\{0} ndo vazios de espacos Choquet sdo
Choquet. De fato, abertos de A sdo abertos, logo selecionando no primeiro nivel de
(t\{0})=® apenas abertos de A temos exatamente 7 a drvore do jogo de Choquet jogado
no espaco A com topologia induzida. Usando a restricdo de o vencedora de I7 em T, ou
seja, 0 N T, teremos estratégia de /1. Mais do que isso, [0 NT| = [o]N[T] é subconjunto
das sequéncias de abertos ndo nulos com intersec¢do nao trivial, da hipétese de ¢ original
ser vencedora, caracterizando 6 N T como estratégia também vencedora do Choquet em

A, que serd portanto espaco Choquet.

Espacos Choquet de fato carregam algumas similaridades com espacos completos.
Note intuitivamente que /7 tenta mostrar uma espécie de versdo combinatorial do teorema

de intersec¢do de Cantor. Aqui temos uma similaridade quanto a propriedade perfeita :

Proposicao 6.3.2 (Andlogo Choquet de (Proposicao 4.2.2)). Todo metrizdvel Choquet

denso em si mesmo contém uma copia do espago de Cantor.

Demonstragdo. Fixe o vencedora de I do jogo de Choquet. Considere a quase-estratégia
p de I de reage, no turno 2n, posi¢do s, ao aberto s(2n — 1) = A # 0 da seguinte forma
: deve haver x € A. Como X € denso em si mesmo, deve haver y # x em A. Tome
g <min{2", 4421 ¢ defina Suce, (s) = {B(x,€), B(y,£)}.

Olhando apenas para os niveis impares de p N o (partidas possiveis com [/
considerando realidades alternativas bifurcantes via p) temos claramente um esquema de
Cantor f e, do critério de vitéria para /1, os ramos através de f sao nao vazios. Como o0s
diametros estdo indo para 0, o ramo através de s € 2¢ ¢ unitério { f(s)} e jd sabemos que
f: %€ — X é imersio. ]

Em particular /1 ndo vence o jogo de Choquet jogado em um conjunto de Berns-
tein, que portanto € exemplo de subespaco ndo Choquet da reta. J4 sabemos também
que B € espaco de Baire (Corolario 4.2.6) e da caracterizacdo de espacos de Baire

(Teorema 6.3.1) temos que I 7 Choquet jogado em B.
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Corolario 6.3.1. O jogo de Choquet é indeterminado quando jogado em conjuntos de

Bernstein.

6.3.1 O jogo forte de Choquet

O jogo anterior tem a seguinte variacdo, cuja arvore ndo daremos descri¢ao

explicita na forma de ordem:

Definicao 6.3.3 (Jogo forte de Choquet). No jogo forte de Choquet temos as seguintes
regras : O jogador I joga um aberto pontuado 8 e IT deve responder com B C A tal que
x € B. O alvo de I € o conjunto das sequéncias com intersec¢ao vazia. Um espaco € dito
fortemente Choquet se /7 vence o jogo forte de Choquet jogado neste espago.

Note que se o € estratégia de /1, adentrar dois niveis a partir posi¢do U € 7, de
turno de I, dentro de o, fornece base de U. De fato, dado V abertode U e x € U, ©
devera responder a jogada (x,V) com x € W C U aberto. A fortemente na defini¢do

acima vem da

Proposicao 6.3.3. Espacos fortemente Choquet sdo espacos Choquet.

Para ver isso, basta notar que estratégias vencedoras de I/, do jogo forte de
Choquet, se traduzem quase que diretamente em estratégias vencedoras de /7 do jogo de
Choquet. O que segue € o exercicio 8.16 de (KECHRIS, 1995):

Proposicao 6.3.4. Temos as seguintes assertivas:

(i) Espacos ndo vazios completamente metrizdveis e espacos localmente compactos

sdo fortemente Choquet.

(ii) Produto de espacos fortemente Choquet é fortemente Choquet. Abertos de forte-

mente Choquet é fortemente Choquet.
(iii) Espacos Gg de um fortemente Choquet é fortemente Choquet.

(iv) Espacos X que contém Gg denso Choquet sao Choquet.

8 (A,x)comx€A
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(v) A imagem por funcdo continua e aberta de fortemente Choquet é fortemente

Choquet.

6.3.2 Uma caracterizacao de espacos poloneses

Considere um espago topoldgico X, uma familia de abertos %/ e uma base da
topologia de X dada por #. Note que podemos refinar %/, usando elementos de 4.
Encontramos uma familia de abertos basicos #" C % cujos elementos V € ¥ estdo
contidos em algum U € %/ . Adicionalmente, podemos fazer isso de forma a termos a

mesma reunido: 7 =% .

Definicao 6.3.4 (Refinamentos). Um refinamento de uma familia 7 C #X € uma
familia 7" de mesma reunido tal que todo V € 7 estd contido em algum U € %/ . Dizemos
que este é um refinamento pontualmente finito se Vx € X{V € ¥ : x € V} é finito.
Adicionalmente, se estivermos num contexto métrico, dizemos que ¥ é &€- refinamento
se VV e ¥ diamV < e.

Note que refinamento pontualmente finito de €-refinamento é e-refinamento

pontualmente finito.

Lema 6.3.2 (Refinamento de familia de abertos). Seja % familia de abertos ndo vazios de

um espaco metrizdvel segundo enumerdvel X. Entdo % tem €-refinamento pontualmente

finito V.

Demonstragcdo. Conseguimos encontrar €-refinamento de bésicos (bolas abertas) {Uy, }ncw
de 7% °. Daregularidade de espacos metrizdveis, podemos encontrar refinamento {U; tnpew

ainda enumerdvel tal que
(i) UF C U
(i) Upew Ul =u,.

Gii) U c UP.

9 separabilidade
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Tome Vy, = Uy \ U<y U familia ¥ de abertos, candidata a refinamento. Clara-

mente JV,, C UUp. Se x € U,.c Un, tome 0 menor k € @ com x € Uy, de fato

XEVk:Uk\UU_,If

n<k

Se x € U, e ndo estivesse em V; haveria n < k com x € U_,’f C U,, contrariando
minimalidade de k. Seja x € |J ¥, considere entdo {V, : x € V,;}, deve haver par k, p com
x € U}, entdo x € U,f para p > p, nesse caso x ¢ Vj; para p > p, o que caracteriza V

como refinamento finito de €-refinamento, um &-refinamento finito. O]

Teorema 6.3.2 (8.17 em (KECHRIS, 1995)). Seja X separdvel metrizdvel e X seu

completamento. Entdo

(i) X é Choquet <= X é comagro em X.

(ii) X é fortemente Choquet <= X é Ggde X <= X ¢ polonés.

Demonstracdo. Mostremos cada um dos itens:

1) * Seja agora X subespaco Choquet denso de X com métrica d < 1 completa.
Fixe o vencedora de /1. Mais uma vez, como no Teorema 6.3.1, avangar
dois niveis em ¢ devolve m-base de X e fazemos / jogar de acordo com
quase-estratégia que forga /7 a jogar subfamilia maximal de 7-bdsicos dois a
dois disjuntos todos com diametro < 27", onde n € o nivel atual na arvore
do jogo. Se I joga de acordo com p e /I de acordo com o, da construgao
temos que olhando apenas para os niveis pares de p N o teremos esquema
regular f: pNo — 7\{0} de abertos f(s) cujos niveis D, = level(f,n) sdo
densos em X, que é denso em seu completamento, logo D,, é denso em X.
Da hipétese de que ¢ vence e pela disjuncdo dos abertos via construgao,
podemos usar a Lema 3.2.1 e concluir que </ f C X C X é G5 denso de X.

Nesse caso X € comagro.
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* Se X é comagro em X no completamente metrizdvel (de Baire) entdo contém
um Gs U denso em X. Nesse caso U é Gg de fortemente Choquet X, é
portanto fortemente Choquet (Proposicao 6.3.4) e, em particular, Choquet
(Proposicao 6.3.3). Note que U € entdo G Choquet denso de X, que deve

entdo ser Choquet.

(i) Note que a segunda implica¢do bilateral se resume ao Coroldrio 3.1.1 somado as

hipdteses de segundo enumerabilidade, resta mostrar entdo a primeira.

* Considere ¢ vencedora de /I no jogo forte de Choquet jogado em X. A
topologia de X — X ¢é de subespaco. Fixemos métrica compativel de X. Em
cada posi¢do U N X aberto relativo no nivel n da arvore do jogo, adentrando
dois niveis em ¢ obtemos base % de U, pois X NU é denso em U. Em
particular a reunido desta base % ¢ U. Considere p a quase-estratégia de /
que forca /1 a selecionar as formas locais V,, N X de um 27 "*-refinamento finito
V,, de Z. Olhando apenas para os niveis pares temos esquema de regular'”
f: T — 14 \0. Note que os niveis level(n, f) sdo abertos ¢ contém X, e entdo
X C ABf =Npeolevel(n, f). Tome agora x € Af, pela construgdo temos que
asubdrvore S={r €T : x € f(t)} < T se ramifica finitamente, o que pelo
Lema 3.2.2 nos dd que Af = &/ f C X, mas entdo

X = () level(n, f)

ncw
€ um G, como queriamos.

* Subconjuntos G5 de espacos fortemente Choquet sdo fortemente Choquet.
Alternativamente, basta observar que G5 de completamente metrizavel é

completamente metrizavel, logo X é fortemente Choquet.

]

Corolario 6.3.2 (Caracterizacdo de Polonés). Poloneses sdo segundo enumerdveis T1,

regulares e fortemente Choquet.

10" Das regras do jogo



150 Capitulo 6. Aplicagées da determinacdo

6.4 O jogo de Banach-Mazur e a propriedade de

Baire

Vamos alterar ligeiramente o jogo de Choquet para definir o seguinte jogo

Definicao 6.4.1 (Jogo de Banach Mazur). Dado A C X, o jogo de Banach-Mazur
BMx(A), ou BM(A) se o espago X subjacente estd claro, é definido como segue: come-
cando pela raiz () = (X) da drvore do jogo, I e II alternam jogando abertos ndo vazios
encaixados, como no jogo de Choquet, o que nos dd a arvore do jogo 7. O alvo de
I1 é definido como as sequéncias s € [T] tais que (), (1) C A, logo o alvo de I sdo
sequéncias s de abertos com ((),cq s(n)) NX\A # 0.

Antes de seguir, vamos enunciar alguns resultados preliminares. A intengdo e
deixar claro a estrutura auto-similar destes jogos, assim como obter relacionamento entre

0 jogo de Choquet e o jogo de Banach-Mazur.

Lema 6.4.1. Considere as seguintes afirmagoes :

(i) Seja A posicdo de altura impar, considere BM(0) é dual de (Choquet(X))a)-

(ii) Se X é Choquet entdo I tem estratégia vencedora em BM4(0), onde A é aberto

ndo vazio.

(iii) Se X é Choquet com d métrica sobre X tal que Tx é mais fina que t;, entdo para
qualquer aberto V existe estratégia o vencedora de I em BMy (0) tal que todo

ramo s € [O] tem (,cq S(n) unitdrio.

No resultado a seguir, queremos mostrar que ndo ha perda de generalidade ao

assumirmos que os jogadores escolhem apenas abertos bésicos.

Proposicao 6.4.1. Considere X um espaco topolégico com base . O jogo de Banach-
Mazur, jogado em X, é equivalente ao jogo de Banach-Mazur, também jogado em X, com

a regra adicional de que os jogadores podem jogar apenas elementos da base B.

Demonstragdo. Chamemos de BM'(A) jogo onde apenas jogadas em 2 sdo vilidas, note

que a drvore deste jogo é subdrvore prépria de BM(A). Mantenha o critério de vitdria.
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* Seja o vencedora de / de BM(A), queremos & vencedora de / de BM'(A). Seja
V,, # 0 posigdo de altura 2n em BM'(A). Extraimos resposta A,, C V,, de 6. Tome
B,, € % basico nao vazio com B, C A,, definimos B,, como resposta de 6 em
BM'(A). Temos entdo que

§e <XJBO7VIaB|7V27827...>

€[6] emBM'(A)

Corresponde a

s € (X,A0,V1,A1,V2,A>,000)

c[o] emBM(A)

E como ¢ ¢ vencedora, (,c,5(1) = Nheo Vo= 0, e portanto & é vencedora.

* Seja o vencedora de I de BM'(A), queremos & vencedora de I de BMx (X). Seja
V,, # 0 posigdo de altura 2n em BMx(X) !, tome B,, € % bésico nio vazio com
B,, C V,, extraimos resposta A,, C B, de o ao bdsico B, e definimos isso como

resposta de 6 em BM(A). Temos entdo que
§e <X5A()7V1,A1,V2,A2,00.>
€[6] emBM(A)
Corresponde a
s € (Bo,Ao,B1,A1,B2,A,,e00)
€lo] emBM'(A)

E como o é vencedora, (,cq (1) = NyewAn= 0, e portanto & é vencedora.

1"V = X pela defini¢io do jogo.
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BM'(A)
[I1BM(A)
entre estes jogos. [

Mostra-se de modo anélogo a equivaléncia [ } entre as vitorias de 7/

Note que / estd tentando encontrar um lugar topologicamente grande dentro de
A. Se A é nunca-denso, por exemplo, I pode responder a posi¢do V # () com aberto ndo
vazio W C X\A. A partir desta posicdo, seguiria um jogo de Choquet onde 7/ tem alvo 0.

Teorema 6.4.1 (8.33 em (KECHRIS, 1995)). Seja X espaco topologico qualquer e
ACX:

(i) O subconjunto A é comagro se, e somente se, Il tem uma estratégia vencedora do
jogo BM(A).

(ii) Suponha que X é Choquet e que exista d métrica sobre X tal que Tx é mais fina
que topologia T, induzida por d. Nesse caso, o subconjunto A é magro num aberto

ndo vazio se, e somente se, I tem estratégia vencedora em BM (A)
Demonstragdo. Mostremos cada uma das afirmativas:

1) * Considere um Gg denso D = (,c, D, C A, onde cada D,, € aberto denso.
Para cada jogada V,, # 0 de I, considere ¢ de /I respondendo com V, N Dy,
aberto ndo vazio por hipétese. Note que se s € [O], (,ce (1) C Dy C A,

caracterizando o como vencedora.

* Seja /] vencendo BM(A) com a estratégia p. Assim como em Teorema 6.3.1,
observe que avangar dois niveis a partir de V5, € 7, de posi¢ado de altura par,
em p, fornece 7-base do aberto atual, fornecida por respostas de p. Considere
o quase-estratégia de I que forca, em cada turno, p a jogar subconjunto
maximal dois a dois disjuntos desta 7-base '>. De novo, olhando apenas para
as alturas pares 6 N p temos esquema regular de abertos f: T — 7\0 tal
que W = f(s), o que nos dd que cada nivel é denso em f(()) =
X. Nesse caso aplicando Lema 3.2.1 temos Af = o/ f € a intersecgao de

enumeraveis abertos densos e .7 / C A, caracterizando A como comagro.

12 Selecdo.
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(ii)

* Seja A magro em V, nesse caso existe {Dj, },ce sequéncia de densos abertos

com D = (,c, Dn C V\A. Em particular, V € aberto ndo vazio de Choquet,
logo I vence BMy (0) com ¢. Vamos definir & vencedora de / em BM(A). A
primeira jogada é V. Para cada jogada U, # 0 de /1, no nivel 2n, tome como
resposta V,, de 6 a U, como sendo a resposta de 6 a U, N (<, Dx) aberto

ndo vazio, logo jogada vélida. Note que

<X,V,U1,V1,--->€[C~F] emBMX(A)

Corresponde ao ramo

<V,U1ﬂDl,Vl,UzﬂDlﬂDz,--->G[G] emBMV((Z))

Ambas as sequéncias ttm mesma intersec¢do, que estard contidaem D C V\A

e é ndo vazia, devido a vitéria de o 13, 0 que da vitdria para .

Seja o vencedora de I e V primeiro aberto jogado por /. Gostariamos de-
mostrar que A é magro em um aberto. Para isso bastaria mostrar que A é
magro em V. A estratégia usual € construir um comagro no complemen-
tar, entretanto, que s6 podemos garantir que pra todo ramo s de ¢ temos
(Nhews(®) NV\A # 0, ndo que (N,cqs(n)) C V\A. Mas, das hipéteses e
Lema 6.4.1 temos G vencedora cujos ramos sao unitdrios. Temos entdo que
avancar dois niveis a partir de posicdo de altura impar de & nos fornece
uma 7-base. Considere p que for¢a & a jogar sub-conjunto maximalmente
dois a dois disjuntos desta 7-base. Olhando para os niveis impares de p N &,
temos entdo esquema regular f : 7 — 7\{0} tal que UteT(s)f(t) = f(s),
o que nos d4 que cada nivel é denso em f(()) = V. Nesse caso aplicando
Lema 3.2.1 temos Zf = o7 f € a intersec¢do de enumeraveis abertos densos

deVedfC V\AM, caracterizando A como magro.

O

13 Aqui mora a importancia da hipétese de X ser Choquet. A estratégia auxiliar ¢ foi importante

para garantir intersec¢@o nao vazia.
14" A intersec¢do de cada ramo s € [0] € unitério e intercepta o complementar nfo trivialmente,

por isso podemos concluir que <7 f C V\A
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Corolario 6.4.1 (Caracterizag@o da propriedade de Baire por jogos). Sdo equivalentes,

em X Choquet com topologia mais fina que métrica d.

(i) A C X tem propriedade de Baire.
(ii)) A\U(A) é magro (Proposicdo 4.2.10).
(iii) A\U(A) é magro em todo aberto (ndo vazio) de X (Coroldrio 4.2.4).

(iv) BM(A\U(A)) é determinado (Teorema 6.4.1).

No que segue, suponha que X seja espago polonés. Queremos realizar BMx (A)
como subjogo do jogo de Gale-Stewart. Note que, pela Proposicdo 6.4.1, basta codificar
BM'(A), jogo restrito a uma base enumerdvel de X, como jogo de Gale-Stewart. Sem
perda de generalidade, podemos adicionar a regra que os didmetros dos abertos devem

ser estritamente decrescentes:

Corolario 6.4.2 (Codificando como jogo de Gale-Stewart). Podemos ver a drvore do

jogo BM'(A) como uma subdrvore de ®<®

, que denotaremos por S. Mapeando posi¢coes
em abertos como (--- ,U) € T — U C X, temos um esquema de Souslin f : S — 7. Note
que nenhum dos abertos na imagem é vazio, fungdo continua f : [S] — X. Note que um
ramo de s dd vitéria para Il quando f(s) € A. Do Exemplo 2.2.1, temos que (S, f~(F))

é equivalente ao jogo BM(A).

6.4.1 Propriedade de Baire para analiticos

Vamos mais uma vez considerar a versao desdobrada do jogo. Aqui vamos fixar

X completamente metrizavel com base enumeravel 4.

Definicdo 6.4.2. Vamos definir o Jogo desdobrado de Banach-Mazur BM,(F). Além
de jogar basicos encaixados, como em BM, agora /] joga também um natural. Assim
como no jogo anterior, / e /1 escolhem um aberto basico contido no aberto da posi¢ao
atual. Se estamos no nivel n, entdo este basico deve ter didmetro < 2% Ao fim de w
rodadas ficamos com uma sequéncia de naturais @, determinada por //, e uma sequéncia
de abertos U,, com intersec¢do unitdria (U, = {x}. Dado F C X x ./, dizemos que /]

venceu se (x, o) € F. Um ramo genérico deste jogo é
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<<X7<>)>U()7(V07 <k1>>>U17(Vla<k1>k2>)7'7'7'7>

Mais uma vez, vamos codificar o jogo desdobrado como jogo de Gale-Stewart.

Proposicao 6.4.2 (Codificando Como Jogo de Gale-Stewart). No que segue, queremos
realizar BM,(F) como subjogo do jogo de Gale-Stewart. Considere A = Z11(A x ©<?).
Como A é enumerdvel, podemos ver a drvore do jogo BM, (F), que denotaremos por T,

0<?, que denotamos por S. Mapeando posicdes em abertos

como uma subdrvore de
como (---,(U,s)),(---,(U,s),V) €T — (U x X(s)) CX XN, temos um esquema de
Souslin. Fazemos o mesmo com S, drvore isomorfa a T. Note que nenhum dos abertos na
imagem é vazio, o que dd origem & continua f : [S] — X x .4 . Note que um ramo de s dd
vitéria para I quando f(s) € F. Do Exemplo 2.2.1, temos que (S, f 1 (F)) é equivalente

ao jogo BM,,(F).

Antes de iniciar a proxima discuss@o, lembremos que avangar dois niveis dentro
de uma estratégia, a partir de uma posi¢ao onde € turno do adversario, fornece uma

7-base da posi¢do atual.

Teorema 6.4.2 (21.5 em (KECHRIS, 1995)). O jogo desdobrado BM,,(F) é determinado
— BM(3VF) é determinado.

Demonstracdo. Vamos mostrar que se /I vence a versao desdobrada do jogo, entdo 11
vence BM (EI‘/V F), e que se I vence a versdo desdobrada, entdo 3" F é magro em um

aberto ndo vazio, o que pelo Teorema 6.4.1 significa que I vence BM (3‘/‘/ F).

* Suponha que /1 vence BM,,(F) com a estratégia p. Queremos construir p estratégia
vencedora de /1 em BM (EIJV F). Dada posi¢do V, tome como resposta de p como

U, onde (U,s) é aresposta de p a posi¢do V. Note que
<(X,<>),U(),(V(),<k1>),U],(Vl,<k1,k2>),',',',> € [p] emBMu(F)

Corresponde ao ramo

<X7U()7V07U17V17'7'7'5>e[ﬁ] emBM(ElJVF)
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Via identificac@o usual, o primeiro ramo € ponto (x,a) € X x 4. Do critério de

vitéria de p, temos que (x, ) € F, o que quer dizer que x € IVFL,

Suponha que I vence BM,(F) com a estratégia ¢. Note que o jogo pode ser

codificado como (7,A), onde T é drvore enumerével.

— Tome par (p = (---(V,s),U),k) € T x ®, onde p é uma posi¢ao de altura
impar. Considere %, ;) conjunto de abertos, respostas de o as jogadas

(V,s k), onde V C U é aberto ndo vazio. Esta é uma 7-base.

— Defina N(p,k) = U\ (UVGQ(%]{) V). Pelo que foi comentando, N(p,k) é

nunca-denso em U, e portanto em X.

— Como T € enumerdvel, N = U, x)erxw N (P, k) € magro em X.

Se mostrarmos que Uy N 3" F C N, acabamos. Tome x € Uy N 3¥ F. Note que
deve haver a € .4 com (x,a) € F. Considere p quase-estratégia que, no nivel
2n+2, joga o natural a(n). Suponha que para toda posi¢do p = (--- ,U) € 0, de
altura impar 2n + 1, tal que x € U, existe jogada de /T admissivel (V,o [ (n+1))
com resposta U’ de o tal que x € U’. Acabamos em ramo (x, &) € [6] N F, mas
entdo /I venceu, um absurdo. Deve haver entio posicdo de altura impar 2n + 1
maximal p = (---(V,s),U) tal que x ndo € elemento de nenhum %, 4(,)), Ou seja,
x € N(p,a(n)).

]

Corolario 6.4.3 (Lusin-Sierpinski). Seja X polonés sem pontos isolados. Considere
A € X1(X). Deve haver C C X x N fechado tal que 3¥ C = A. Considere o jogo BM,,(C).
Note que ele é equivalente ao jogo de Gale-Stewart (S, f~1(C)), com alvo fechado. Do

Teorema de Gale-Stewart, este jogo é determinado, entdo BM,(C) é determinado, o que

pelo Teorema 6.4.2 dd que BM(A) é determinado. Como completos sdo Choquet, do
Coroldrio 6.4.1 temos BP(A).

6.5 Axioma da determinacao

Vamos comecar com uma definicao formal do axioma da determinacao:

15 Pois Ja € 0 = A ((x,a) € F)
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Definicdo 6.5.1 ([AD]). O axioma da Determinacéo ([AD]) afirma que jogos de Gale-

Stewart (0<®,X) sdo determinados para qualquer X C 0®.

Nao podemos evocar o axioma da escolha enquanto o axioma da determinagdo é

considerado como parte da teoria, visto que
[AC] = ~ [AD]
Pela existéncia de conjunto de Bernstein de @<® (Teorema 2.3.2), o que implica

que (0<®,B) ndo é determinado (Coroldrio 2.3.2). Todas os teoremas evocados sob o

axioma da determinag@o devem, portanto, ter demonstracdes livres do axioma da escolha.

Antes de aplicar o axioma aos jogos topoldgicos, vamos obter um resultado sobre
jogos determinados por subdrvores. Considere 7 < @<%, e um jogo (T, X), basicamente
0 que queremos obter é um jogo (®<? X) tal que:

* O primeiro jogador que optar por elemento fora de 7" perde.

* Desde que nenhum jogador faga isso, o jogo segue como em (7,X).

Formalizando, ficamos com a seguinte defini¢cdo:

Defini¢do 6.5.2 (Jogo induzido). Dada uma subdrvore prépria T < ©<® e X C [T].

Considere s € T e um sucessor ¢ € Succ(s)\T.

e Acrescente aos alvos X
* Se h(s) é par (turno de I) entdo acrescente X() ao complementar do alvo de /.

* Se h(s) é impar (turno de I7) acrescente X(¢) ao alvo de I.

Est4 definido entdo X.
Lema 6.5.1. O jogo induzido 9 = (0<?,X) é equivalente ao jogo original 4 = (T, X).

Corolario 6.5.1. Seja T subdrvore de ©<%. Suponha que vale o axioma da determinagao.

Entdo (T,X), equivalente a um jogo de Gale-Stewart (0=?,X), é determinado.
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O coroldrio acima nos diz que, sob o axioma da determina¢ao um jogo (7,X),
cuja arvore tem altura enumerdvel e niveis enumeraveis, é determinado. Note que em
Proposicdo 6.2.1 e Corolério 6.4.2 nés codificamos o jogo * e o jogo de Banach-Mazur

com uma 4rvore apresentando estas caracteristicas, logo:

Corolario 6.5.2. O axioma da determinagdo implica que vale a hipétese do continuo

em XX, para X polonés perfeito.

Ou seja, vale a propriedade perfeita para subconjuntos da reta. Em particular,

temos a hipétese do continuo.

Corolario 6.5.3. O axioma da determinacdo implica que vale a propriedade de Baire

em PX, para X polonés perfeito.

De maneira andloga, podemos obter algumas consequéncias usando o jogo de
Choquet. Considere um espaco X de Baire segundo enumeravel. Codificando o jogo de
Choquet como um jogo de Gale-Stewart, temos que I/ deve ter estratégia vencedora, ou
seja, o axioma da determinacgdo implica que todo Baire é Choquet. Como produto de
Choquet é Choquet, o axioma da determinacio implica espacos segundo enumerdveis de

Baire sdo fechados com relacio a produtos.
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Aqui se encontram alguns resultados considerados muito basicos, correntes ou
folcloricos no meio matematico, resultados que saem muito do escopo dos tépicos

discutidos na dissertagdo ou excessivamente trabalhosos.
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A

TEORIA DE CONJUNTOS

A.1 Cardinalidade

Vamos deixar aqui algumas proposicdes auxiliares de teoria dos conjuntos.

Teorema A.1.1 (MOSCHOVAKIS, 1994)). Considere P ordem tal que toda cadeia tem
supremo, @ : P — P monétona expansiva ' e o ordinal. Dado p € P qualquer, existe e é

tinica uma fungdo O : o — P mondtona tal que

p sey=0
o) = e(0(a)) sey=a+l
() =sup,., O(y) « limite

No que segue, gostariamos de usar apenas substituicdo, partes e selecdo.

Teorema A.1.2 (Hartog). Dado um conjunto X, oo = {p € Ord : B — X} é um conjunto.

Em particular, é ordinal que ndo pode ser incluido injetivamente em X.

' p<o(p)
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A.2 Arvores

Proposicao A.2.1 ([DC| Tychonoff restrito). Produto enumerdvel de sequencialmente

compactos é sequencialmente compacto.

£0(3)(0) [£1(3)(1) [£2(3)(2) |€5(3)(3)

£0(2)(0)|£1(2)(1) | £2(2)(2) | £2(2)(3)

£o(1)(0)|£2(1)(1) [ €1(1)(2) | £2(1)(3)

£0(0)(0) |£0(0)(1) [£0(0)(2) |£0(0)(3)

—
7

Figura 43 — Valor de 0(n)(i) para alguns pares. A partir da diagonal, temos sequéncias conver-
gentes.

Demonstracdo. Se [[X; = 0, entdo ja ficamos com espaco compacto e acabamos. Caso
contrario, tome sequéncia @ £> [Ticw Xi» vamos usar as notagdes &(n) € [TicoXi ©
mi(E(n)) = E(n)(i) € X;. Queremos construir subsequéncia convergente. Considere
duas sequéncias ® OLE [Tice Xi- Defina a relagio bindria R sobre ¥ = ([TjcoXi)” X @
como (o,m)R(B,m+ 1) se B é subsequéncia de o e {B(n)(m)}ncw é convergente
em X,,. Note que domR = Y. Temos sequéncia {(&,,ky) }new com (&, ko) = (£,0) e
(Enyn)R(Epy1,n+ 1). Note que

E(n)(i) paran<i
Ei(n)(i) paran>i

tem cada coordenada {0 (n)(i)},~; = {&i(n)(i)},>; convergente em X; pela construgao.
0

6(n)(i) =
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B

TOPOLOGIA

B.1 Bases e Enumerabilidade

Definicao B.1.1 (Peso). Dado um espaco topoldgico (X, 7), o peso de X, denotado

weightX = min{a € |7| : 3B basede X N |HB|=a}

bem definido pois || é ordinal, portanto bem ordenado.

Teorema B.1.1. Seja X espaco topolégico, B base qualquer; existe B8’ C B base com
|#'| = weight X.

Proposicao B.1.1. Considere x € X ponto de espaco topologico. Seja k cardinal infinito,
a menor cardinalidade de bases locais desse ponto. Dada 9, base local de x, através
do mesmo processo podemos encontrar B, C 9B, uma base de cardinalidade . O caso

finito colapsa para x = 1, com B = {Uy}, onde U, é como no Teorema B.1.1.

No que segue, discutimos informalmente a intui¢do por tras da préxima defini-

cdo. Note que R” tem base de bolas By’s cujas fronteiras d By tém dimensio n — 1.

Definicao B.1.2 (Pequena dimens@o indutiva). Seja Ind@ = —1. Seja .o/ base de abertos
de X com VA € o/ InddA < k— 1, dizemos que IndX < k. Se houver, o menor k tal que

isso acontece € a pequena dimensao indutiva de X.
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Proposicao B.1.2 (Zero dimensional sdo os que tém base clopen). Seja X # O com base
P de abertos fechados, note que dB = 0 tem dimensdo InddB = —1. Mas (X, T) é entdo
espaco zero-dimensional. Se X tem IndX = 0, X ndo é vazio, mas deve ter base de

clopens.

B.2 Metrizabilidade, Completude e Compacidade

Seguem alguns resultados auxiliares sobre espacos métricos, compacidade e
completude. Comecamos por um resultado simples, que aproxima abertos por fechados

em espacos métricos.

Lema B.2.1 (Aberto de metrizavel é Fy). Seja X espaco metrizdvel entdo t C Fg.

Demonstragdo. Tome d compativel, U aberto de X. Tome Fy, = d(-,X\U) "' ([1/n,))
fechado. Note que U = |J F;,. U

Teorema B.2.1 ( [DC] Bolzano-Weierstrass). Todo compacto sequencial é sequencial-

mente compacto.

Teorema B.2.2 (Nimero de Lebesgue). Seja X métrico sequencialmente compacto ',
entdo dada € cobertura aberta de X, deve haver 6 > 0, o niimero de Lebesgue da
cobertura, tal que todo conjunto de didmetro < 0 estd inteiramente contido em um dos

elementos de < .

Definicao B.2.1 (¢-nets e Espacos Totalmente Limitados). Um €-net de X ¢ um conjunto
finito de pontos A tal que (J,c4 B(x,€) = X. Um espago é totalmente limitado se Ve > 0

existe €-net.

Proposicao B.2.1. Todo espaco métrico compacto é totalmente limitado, e portanto

separdvel.

Teorema B.2.3. Métrico é compacto se, e somente se, é totalmente limitado e completo.

I toda sequéncia tem subsequéncia convergente.
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Os seguintes teoremas estabelecem propriedades especiais dos espacos de Hilbert

e de Cantor sobre algumas classes de espagos topoldgicos.

Teorema B.2.4 (Metrizdvel segundo enumerdvel é subobjeto do Cubo de Hilbert). Todo

espaco metrizdvel segundo enumerdvel pode ser incluido no cubo de Hilbert.

Demonstragdo. Considere A = {(m,n) : U, C Uy} onde {U, : n € o} é base enu-
merdvel de X espago métrico. Podemos definir, para (m,n) € A, f(,, : X — [0,1],
f(U,) = {0} e f(X\Un) = {1} (Uryssohn). Seja k : ® — A enumeragdo de A, ¢(x) =
(fk(0) (%), -+ fk(n) (), --.). Note que ela € continua em cada argumento, e portanto conti-
nua. Sejax # y, tome x € A, y ¢ A abertos separando os dois pontos. Tome abertos U, e
Un com U, C Uy, C A, note que [y ) (x) =0 € fi0)(y) = 1, logo ¢(x) # ().

O

Teorema B.2.5 (Imersdao em Cantor). Espaco metrizdvel segundo enumerdvel e zero-
dimensional é subobjeto X — 2% do subespaco de Cantor, ou seja, é incluido homeo-

morficamente no espago de Cantor.

Demonstragdo. Tome (U;) base enumerdvel de clopens. xy, : X — {0, 1} fungdo carac-

teristica € continua. Nesse caso

rex< (v, (x),...) €2?

¢é continua e injetora (basta separar os pontos por abertos bdsicos). Note que
f(U,) = f(X)N 7, 1(1) aberto relativo de £(X), logo f ¢ de fato inclusdo de subespaco.
O]

Considere o produto de dois intervalos compactos [a,b] x [c,d] # @ em R? e um
aberto U contendo este produto. Considere, uma cobertura por basicos do compacto
[a,b] x {c} CU{Vi= (x—&,x+&) X (c—&,c+&) CU : x € [a,b]}. Pela compaci-
dade de [a,b] x {c} obtemos subcobertura finita V;,, i = 1,...,n. Note que £ = ming,,
nos d4 uma distancia uniforme em [a, b] tal que {x} X (¢ —&,c+ ¢) C U. Fazendo isto

em todas as bordas é possivel obter aberto basico
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(a—e,b+&)x(c—e3,d+€)=AXB

tal que [a,b] x [c,d] C A x B. O resultado abaixo generaliza esta observagio para

espacos topoldgicos quaisquer:

kj1><k‘2 i

Figura 44 — A compacidade das componentes permite que uniformizemos U, obtendo uma vizi-
nhanga retangular A x B de k; X k.

Lema B.2.2. Sejam dois compactos ki C X, ko CY e um aberto U C X XY tal que
k1 X ko C U. Existem abertos A C X e ko CY tais que ky X ko CAXB CU.

B.3 Hiper-espaco de Vietoris

Vamos introduzir uma topologia sob o conjunto dos subconjuntos compactos
de um espaco topoldgico. Este € o primeiro exemplo do que se chama na topologia de
hiper-espaco, e pode ser interpretado, de certo modo, como uma primeira tentativa de
exponenciacio X — 2X. Neste documento queremos apenas introduzir esta topologia,
estudar algumas de suas caracteristicas estruturais e estabelecer a heranca de certas

propriedades do espago original.

Em particular vamos mostrar que, no caso X metrizavel, a no¢do de convergéncia
desta topologia serd métrica e mostrard o quanto dois compactos sdo diferentes entre

si de maneira numérica. Esta interpretacdo motiva o uso desta métrica em algoritmos
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de reconhecimento de padrio visual (Huttenlocher; Klanderman; Rucklidge, 1993). De
fato, suponha que vocé tenha dois compactos k; e k; em maos, considere a fungao
f(x) =d(x,ky) em k;, da compacidade temos que f assume maximo e esse valor serd a
distancia do ponto mais k, excéntrico de k; a k,. Considere uma sequéncia de esferas
centradas em 0 e com raios tendendo a 1, gostariamos de dizer que esta sequéncia tende
a esfera unitdria, mas sob que topologia? Precisamos de uma topologia que codifique
essa nocdo de proximidade. Vamos seguir (KECHRIS, 1995), (KURATOWSKI, 1973) e
(TSERUNYAN, 1994/1995) nesta secao.

Definicao B.3.1 (Topologia de Vietoris). Seja X espacgo topoldgico, vamos definir o
espaco de Vietoris de X. O conjunto subjacente do espago serd .# (X) = {k C X :

k é compacto }. A topologia é gerada por vizinhangas do tipo

U)={ke #(X):kcU} [U]={ke#(X):kNU#0}

Estes serdo exatamente a forma de elementos da sub-base desta topologia. De
fato (U)N (V) = (UNV) e conjuntos da forma (U) N [Vi]N---N[V;] formam base da
topologia. Claramente qualquer k € (X). Note que a intersec¢do entre dois conjuntos

como o anterior ddo um conjunto na mesma forma:

(O)NGN---NU) N ((V)nVi]n---nV]) = (UnV)niln:--N[Ud
Logo temos de fato uma base em maos.

Note que 1t : X — #X, 1(x) = {x} € injetora. A imagem 1(X) consiste em
compactos unitdrios. Abertos relativos 1(X) N ((U)N[Vi]N---N[V,]) consistem em
unitdrios {x} € 1(X) tais que x € UNV;N---NV,. Note que

Drewin---NVy]) <= yeunvin---nv,

o que fornece correspondéncia abertos basicos de x € X e 1(x) € 1(X). Temos entdo que
L . ~
X — X é inclusdo.



176 APENDICE B. Topologia

E possivel mostrar que .# : Top — Top tem propriedade functorial. Mostra-se
também que o mapa (ki,ky) € # (X) x # (Y) — ki X ky é continuo.Em particular, O
mapa diagonal J£'X N (J£X)" é continuo.

B.3.1 A Métrica de Hausdorff e Propriedades Herdadas

Se o espaco X tem métrica compativel com sua topologia, é possivel definir uma

métrica sobre o conjunto £ X.

Definicao B.3.2 (Métrica de Hausdorff). Seja X metrizdvel com d < 1 compativel,
considere 8 : # (X) x # (X) — R, defina

O(ky,kp) = sup inf d(x,y) = supd(x,k2)
x€ky yeka x€k;
Note que 6 dd a medida da distdncia do ponto mais ky-excéntrico de k; ao

conjunto k. Convencionando que inf,cp = 1 e sup,y = 0. Considere

dH(kl,kz) = max{5(k1,k2), 5(](2,](1)}

chamada funcdo métrica de Hausdorff .

Teorema B.3.1. Se X é metrizdvel, entdo a topologia de . (X) € a topologia induzida

pela métrica de Hausdorff.

Em particular, isso implica que a topologia induzida pela métrica de Hausdorff
nos compactos de um espaco depende apenas da topologia deste metrizavel, visto que
para qualquer métrica equivalente acabariamos com a topologia de Vietoris, definida sem
mencdo a nenhuma métrica do espago, em outras palavras, se d! e d* sdo métricas equi-
valentes, serdo também d }{ e d,zj,. A separabilidade também é preservada na construgao

do espago de Vietoris.

No que segue, estabelecemos uma definicdo de convergéncia de sequéncias de
compactos. Ela terd uma relagdo com a topologia de Vietoris que serd descrita mais

adiante. Consideramos, no que segue, .4, € o filtro de vizinhangas de x € X.
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Defini¢ao B.3.3 (Convergéncia de Kuratowski). Seja (k,),cn sequéncia de compactos,

temos que o limite superior de Kuratowski dessa sequéncia de compactos é

limk, = {x € X : YU € .4 frequentemente k, NU # 0}

E, analogamente o limite inferior de Kuratowski ¢

limk, = {x € X : YU € .#; eventualmente k, NU # 0}

Note que substituindo N por uma pré-ordem superiormente direcionada qualquer

temos a generalizacdo da defini¢ao anterior para nets.

Apesar de parecer que a notagio estd revertida, note que temos limk, C limk,,.
Se ambos os limites forem os mesmos, denotamos tal limite por limite topologico ou

limite de Kuratowski limk, desta sequéncia/net de compactos.

Exemplo B.3.1. Como exemplo, tome a sequéncia [0,2],[1,3],[0,2],[1,3],..., com limite
superior de Kuratowski [0,3] e inferior [1,2]. Também podemos tomar esferas com raios
convergindo para 1, o que converge na topologia de Vietoris para a esfera unitdria, que

também serd limite topologico desta sequéncia.

Segue o relacionamento entre a topologia de Vietoris e a convergéncia de Kura-

towski.

Proposicao B.3.1. Seja X metrizdvel com métrica compativel d. Se k, UM ko espago

de Vietoris entdo o limite de Kuratowski limk, = k.

Nao temos a volta. Considere a sequéncia k, = {0,n} de compactos. Ela tem
limite de Kuratowski {0}, mas o fato d({0},k,) = n nos diz que esta sequéncia sequer é

Cauchy na métrica de Hausdorff.

Queremos agora estabelecer que se (X,d) é espagco métrico completo, entdo
também serd seu espaco de Vietoris (£ X,dy). Como usual, comegaremos com uma
sequéncia k,, € # X de Cauchy e tentaremos mostrar que de fato temos k € X com
k, — k.
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Lema B.3.1. Seja X espaco completamente metrizdvel com métrica d compativel. O

limite superior de sequéncia dy-Cauchy de compactos é compacto.

Proposicao B.3.2 (Vietoris de Completo é Completo). Seja X completamente metrizdvel

e d < 1 métrica completa compativel, a métrica de Hausdorff dy serd completa.

Corolario B.3.1. O espaco de Vietoris de um espaco polonés é um espaco polonés.

A compacidade também é propriedade herdada, sob a hipotese de metrizabili-
dade.

Observagdo B.3.1. Fixemos X um espaco metrizavel. Seguem algumas observacdes
sobre a estrutura do espago de Vietoris. O que queremos ¢é estudar tipos frequentes de
conjuntos, no sentido de categoria topoldgica, do espago de Vietoris, ou seja, conjuntos

comagros de compactos.

* Os conjuntos finitos Fin(X) de X sdo densos em .# X. Tome aberto basico ndo
vazio k € (U)N[Vi]N---N[V,] = B. Considere x; € kNV;, de fato {x1,...,x,} € B.

* A relacdo € € fechadaem X x .# X. A relagdo C € fechada em (Z'X) x (£'X).

* Afungdo f: (X)X (H#X)— X dada por f(k,c) =kUc é continua.
Todo subconjunto compacto de um polonés (Hausdorff) é fechado, mas nao
necessariamente € perfeito (sem pontos isolados). Entretanto, se X € espaco polonés

sem pontos isolados, entdo quase todo compacto terd esta propriedade, no sentido de

categoria de Baire.
Proposicao B.3.3. Seja X espaco polonés sem pontos isolados. O subconjunto

HpX ={k € XX : k é conjunto perfeito de X }

dos compactos perfeitos é Gg comagro de F X.

B.4 Categorias Topologicas

Deixamos aqui algumas afirmativas cldssicas sobre categoria topoldgica. Come-

cemos pelo fato de que magreza € preservada por homeomorfismos.
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,

Proposicao B.4.1. Seja f: X — Y homeomorfismo, A C X é magro < f(A) CY é

magro.

Espacos de Baire formam uma classe importante de espagos topolégicos. O
teorema da categoria de Baire nos da hipdteses topoldgicas sob as quais temos que o

espaco € de Baire.

Teorema B.4.1 (Teorema da Categoria de Baire). Espacos completamente metrizdveis e

Hausdorff localmente compactos sdo espacos de Baire.

B.5 Relacoes magras e conjuntos independentes

Vamos seguir (KURATOWSKI, 1973) e estudar propriedades topoldgicas da
independéncia de conjuntos segundo um relacionamento. No que segue usaremos a nota-
cdo D = {(x1,...,x,) € X" : Ji# j(x;=x;)} . Se n estiver subentendido, denotaremos

o conjunto simplesmente por ). Note que

D= |J {reX":m() =m(x)}

1<ii<ir<n

¢ um fechado.

Definicao B.5.1. Considere R C X" uma relagio 2. Um conjunto I C X é R-independente
se I"\D C X"\R. Em caso negativo, I ¢ R-dependente .

A intui¢d@o aqui € a de que um conjunto / é R-independente se qualquer combina-

¢ao nao trivial de I ndo se relaciona via R.

Exemplo B.5.1. Interpretando R C V? como o conjunto de arestas de um grafo ndo
direcionado simples G sobre o conjunto de vértices V, um conjunto I C'V é tal que I*\ID C
V2\R quando G|[I] é simplesmente um conjunto I de vértices isolados. Considerando V
como espago k-vetorial, podemos considerar R C V"* como relagdo de k-dependéncia

linear.

2 Dizemos que a aridade de R é n.
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Se X ¢é espago polonés entdao X" € espaco polonés e, do Coroldrio B.3.1, 7 (X")
também serd. Considere a notagdo para o conjunto de compactos independentes J(R) =
{k € (X") : k é R-independente.} . Note que se duas relagdes R, R, tem mesma ari-
dade e Ry C Ry, entdo J(Ry) C J(R). Note também que k € # (X") é | R j-independente
entdo, em particular, ele deve ser R j-independente para qualquer j, ou seja, k € (J(R;).

Vale a reciproca, logo

7 (UR;) =NV (R))

Lema B.5.1. Seja X espaco topologico e G aberto denso de X". Para quaisquer m > n
abertos ndo vazios H; C X, i = 1,...,m, devem haver m abertos ndo vazios U; C H; tais

que V1 <ip <---<i, <mvale

U,'l X"'XUin cG
No que segue, vamos mostrar que quando uma relagdo R é magra, compactos

R-independentes sao frequentes, no sentido de categoria topoldgica .

Teorema B.S.1. Seja X metrizdavel e R C X" subconjunto nunca-denso de X", entdo
J(R) C X é comagro.

Corolario B.5.1. Seja X espaco metrizdvel e {Ry} e uma sequéncia de relacoes Ry, C

X", np > 1. Valem as seguintes afirmativas:

(i) Se cada relagdo é nunca-densa, os conjuntos {J(Ry)}rew dos compactos Ry-
independentes formam Gg’s comagros em & X. Como comagros formam G -filtro,
o conjunto dos compactos independentes sob toda relacdo (\icpJ(Ry) C X

serd também Gg comagro.

(ii) Seja R C X" relagdo magra. Podemos encontrar { Ry }rc Sequéncia de relagdes
nunca-densas tais que R = Jycq Ry Note que (iepJ(Ry) =J(R) C A X.

(iii) Comegando com enumerdveis relagdes magras, concluimos o mesmo do primeiro

item.
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(iv) Se X # 0 ¢é de Baire, os compactos Ry-independentes, para todo k, formam denso

em XX.

(v) Se X é polonés sem pontos isolados, existe uma copia € do espaco de cantor ¢ C X
que é Ry-independentes, pra todo k. De fato, do Proposicdo B.3.3, o conjunto dos
compactos perfeitos é comagro Gg. A intersec¢do G = J#,(X)NJ(R) C H'X é
ainda um comagro Gg. Como J# X é de Baire, deve haver compacto ¢ € G. Como
¢ C X é perfeito do polonés X, deve haver (Teorema 4.2.2) € C c¢ copia do espago
de Cantor. Note que €" C " C (X"\Ry) UDy, para todo k € ®, como queriamos.

Considere R como (Q-espago vetorial. Para cada tupla g1, ¢z, - - - g, € Q, ndo todos

nulos, considere a fun¢do continua fy, 4,...q, : R" — R dada por
n
Farg2ga (X1 oesXn) = Y qixi
i=1

Note que f,, 1qz.,. 4,({0}) € um hiperplano de R", um nunca-denso neste espago.

A relacdo

Re= U fogea{0)

(611 a~-~751n)€@"

dos Q-dependentes, n a n, é portanto magra, para cada n. Do que foi discutido,

encontramos uma base de Hamel de R que contém uma cépia do espago de Cantor.
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Um teorema do tipo Schroder-Bernstein € uma afirmacao da seguinte forma: se
um objeto A pode ser visto como parte de B, e vice-versa, entdo A e B sdo equivalentes.
Em conjuntos, ser ‘visto como parte de’ é uma inje¢ao, e equivaléncia € existéncia de

bijecao.

Teorema C.0.1 (Schroder-Bernstein). Sejam f: A — B e g: B— A injetoras, deve haver
h: A — B bijetora.

Demonstragdo. Considere ¢ : Z(X) — Z(X),

¢(S) = A\g(B\f(S))

Afirmacao: Se S € ponto fixo de ¢ entdo:

f(x) sex €S

h(x) = .
g (x) sexeA\S

é bijecdo. Note de fato que S = A\g(B\ f(S)) = g(B\f(S)) = A\S, o que nos
d4 diretamente que 4 estd bem definida em A e € injetora em cada uma dessas partes. Por

outro lado
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h(A) = h(S)UR(A\S) = f(S)Ug™ ' (¢(B\(S))) = f(S)UB\f(S) = B

Logo h é sobrejecdo. Vamos agora exibir a existéncia de um ponto fixo de ¢.

Afirmacao: ¢ ¢ mondtona crescente, de fato:

§ momcrese.  pigy mon.decrese. gy £(g)
mon. cresc.. g(B\F(S)) mon. decresc., A\g(B\f(S))

Mostra que ¢ é mondtona crescente. Considere Sy =0 e S, = @(S,). Note que
Si C @(S;) por indugdo. Considere S = sup S, = [JS,, como a fungio imagem S — f(S)

preserva sup’s e inf’s,

9(S) = A\g(B\F(supS,)) = A\g(B\ sup £(S,)) = A\g(inf(B\f(S,))) =
— A\infg((B\f(Sx))) = supA\g((B\f(Sx))) = supSs1 =

Encontramos entdo S um ponto fixo de ¢, o que nos da que A € bijecdo entre

estes conjuntos. [

Podemos estabelecer o seguinte andlogo mensuravel:

Teorema C.0.2 ( Schrider-Bernstein mensuravel ). Considere f: (A, o/ ) — (B, %) e
g: (B, #) — (A, ) injecoes bimensurdveis, entdo existe h: (A, </ ) — (B, 28) bimensu-

rdvel.

Demonstragdo. Construimos i como no Teorema C.0.1, o que nos da imediatamente
bijecao de h. Note que o conjunto S, ponto fixo de ¢ na construcio, ¢ mensurdvel, pois
por inducdo sdo mensurdveis os S,’s, logo também serd a reunido enumeravel deles.
hls = feh| A\s = g cada uma mensurdvel em cada um desses subespagcos mensuraveis,

mas entdo 4 é mensuravel ! L]
1

Seja (S1,S,) mensurdveis particionando A e f : A — B restrita a cada um desses mensurdveis
= a uma funcfo mensuravel f; : A — B restrita a0 mesmo conjunto, entdo se N € Z temos
YN = (7T V) NS U(f, (V) N'S2) um mensuravel
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Teorema C.0.3 (Lusin mensurdvel). Uma fungdo f: (R, Z(R)) — (R, Z(R)) é mensu-
rdvel se, e somente se, para todo € > 0 existe mensurdvel M C R de medida m(M) < €

tal que f: R\M — R é continua.

C.1 Teorema do Isomorfismo de Borel

A intenc¢do desta secdo € estabelecer que Borelianos de poloneses sao bastante
parecidos entre si, no sentido mensuravel. Seguimos (SRIVASTAVA, 1994/1995) nesta

secdo.

Defini¢do C.1.1 (Borel padrdo). Um boreliano padrdo é um elemento de (X ) para X

polonés.

Lema C.1.1. Seja X topoldgico metrizdvel, entdo % (X) é a menor familia B de sub-

conjuntos de X tal que:

(i) ©x C A.
(ii) P é fechada com relagdo a reunides enumerdveis disjuntas.

(iii) B é fechado com relacdo a interseccdes enumerdveis.

Demonstragcdo. Considere €4 ={A € % : X\A € B}.

(i) Se A € 1, X\A € Gy intersecsdo enumerdvel de abertos, logo A € €.
(ii) Sejam A, disjuntos em €5, X\ | JA, = NX\A, € B.

(iii) Dados B, quaisquer em %, considere A,, = (Mk<nBnparan € o e fagaA_| =X,

formando sequéncia decrescente. De fato

X\ m Bn:X\ ﬂAn: Iil An\An—H

new new n=—1
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Logo € tem (i), (ii) e (iii) e é fechado com rela¢do a complementagdo, logo é
o-dlgebra. Note que intersecsdo de familias com (i), (if) e (iii) ainda é familia com tais
propriedades e demonstramos que todas elas tem subconjunto que € o-dlgebra, também

propriedade preservada por intersecsdo, o que da o resultado. 0

Proposicao C.1.1 (Boreliano padrao € imagem de Polonés). Se X é espaco polonés e

B € B(X), entdo existe Z espago polonés com f : Z — B bimensurdvel continua.

Demonstracdo. Considere ¢ a familia de Borelianos C que assume f : Z — C bimensu-

rdvel continua para algum Z polonés.

(i) Se A ¢é aberto, em particular A é ¥5 de X, portanto polonés, logo idq : A — A

bimensuravel continua, logo 7 C %

(i) Dados B,, € £ disjuntos com f,, : Z, — B, bimensurdveis continuas, seja & f, :
@bz, — | |B,=PB,=B,oquedique| |B, € A.

(iii) Dados B, € # com f,, : Z, — B, bimensurdveis continuas, seja:
Z= {(Z07Z17"') S HZn : ﬁ(Zi) :f](zj)v I,J€ (D}

Claramente interseccao de fechados, portanto um fechado do completamente me-
trizdvel e segundo enumeravel []Z,, logo Z € polonés. Seja f : Z — (B, = B,
f(2) = fo(zo). Claramente é uma bije¢do continua e considerando em B estrutura
de subespago mensurdvel, de fato My, = (A, X [, Zx) N Z geram a o-dlgebra
de Borel de Z e por hipétese f(M,) = fn,(A,) N B é mensuravel, de onde tiramos

bimensurabilidade de f.
Do lema temos que #(X) tem a propriedade. O
Corolario C.1.1. Todo Boreliano padrdo B é imagem continua de ®®, pois temos

sobrejecdo a partir de um polonés Z — B, mas Z é imagem continua do espaco de Baire
N = Z.
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Evitando um defour muito grande pela andlise, considere a realizacdo do espaco
de Cantor % como o conjunto de Cantor no intervalo, subespaco de [0, 1] o intervalo

o .. . e . l
unitdrio. Trivialmente a inclusdo € injecdo bimensuravel ¢ — 1.

Dado x € [0, 1], considere Y~ ,x,27" uma de suas expansdes diddicas, inica em
ndo diddicos e com escolha destacada” nos diddicos, digamos f(x) = (X, )nce°- Tomando

por vizinhangas basicas de 4 os cones que fixam as primeiras coordenadas. De fato,

@ =0)=1[0,1) = I,
[ o=1)={1} =1y

Note que (1,0,0,....) serd a tnica sequéncia que comeca com 1 na imagem. Em

seguida os diferentes valores de x; seccionam [0, 1) em

fHE(0,0)  =1[0,1/2) =1,
STHEQ0)) =[1/2,1) =1y

o que ainda resulta em intervalos mensurdveis. Note que f € injetora. Seguindo
com essas observagdes, vamos obtendo intervalos cada vez menores de /, todos mensurd-
veis e com imagem mensurdvel relativo da imagem. Das observacoes anteriores f € de

fato inje¢do bimensuravel. Aplicando Schroeder-Bernstein, obtemos entio

Corolario C.1.2. O intervalo unitdrio e o espaco de Cantor sao Measbe-isomorfos.

Measbl Measbl
[0,1] R €. Nesse caso temos também que [0,1]® R € mas pelo Teorema 3.3.3,

Measbl
¢? ~ €. Logo [0,1]° =H ES 7 espago de Cantor e o espaco de Hilbert sdo

Measble-isomorfos.

Ja estabelecemos pelo teorema de Cantor-Bendixson que todo polonés nio enu-
merdvel tem copia do espago de Cantor, o que dé injecao bimensurdvel de Cantor neste

espaco. Todo metrizavel segundo enumerdvel também pode ser topologicamente incluido

2
3

a que termina em infinitos zeros.
A imagem de f serdo sequéncias frequentemente nulas, ou seja, sequéncias que nao sao
eventualmente 1.
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no espaco de Hilbert, logo esta inclusdo seré bijecdo bimensurdvel com sua imagem.
Note que um Boreliano de um metrizdvel segundo enumeravel € metrizavel segundo
enumerdvel (propriedades sd@o herdadas por subespaco), logo também admitem estas

inclusdes no espago de Hilbert.

Teorema C.1.1 (Teorema do isomorfismo de Borel). Se B ¢ Boreliano padrdo ndo

Measble X X
enumerdvel, entdo B~ € € bimensuravelmente isomorfo ao espaco de Cantor.

Demonstracdo. Das observagdes, B pode ser Top-incluido em H, o que nos da injecao
bimensuravel:

Top Measble

B~S—H N3

Temos também g : Z — B continua bimensurdvel de polonés Z em B. Em particu-

lar Z é ndo enumeravel, entdo tem copia do espago de cantor

Top Measble

C ~ S—Z B

O que inclui o espago de Cantor em B bimensuravelmente. Mas do teorema de

. . _ Measble
Schroeder-Bernstein mensurdvel temos entdo que B~

]

Corolario C.1.3 (Teorema do isomorfismo de Borel). Temos entdo a hipotese do con-
tinuo para Borelianos de poloneses, que podem ser classificados, dentro de Measble,

essencialmente em dois tipos:

* Enumerdveis pontos.

 Cdpia do espaco mensurdvel (€', KB(F)).

Note que nao obtemos a propriedade perfeita, pois a inclusido do espaco de Cantor

encontrada na demonstracio € injetiva bimensurdvel, ndo necessariamente continua.
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PAGINAS INTERESSANTES NA
INTERNET

<https://almostsuremath.com/2016/11/08/measurable-projection-and-the-debut-theorem/#more-1873> Aplicacdes do teo-
rema que corrige o erro de Lebesgue no artigo mencionado sobre os analiticos;

<https://dantopology.wordpress.com/2012/06/11/bernstein-sets-are-baire-spaces/> Pdagina que inspirou a demonstragdo,
como estd no texto, de que conjuntos de Bernstein formam espacos de Baire, como subespagos da reta;

<https://math.stackexchange.com/questions/3155260/combinations- of-lebesgue-measurability- the- property-of-baire-and- the- perfect-se>
Pergunta da Stack que motivou a construgdo dos exemplos do diagrama da Figura ??.


https://almostsuremath.com/2016/11/08/measurable-projection-and-the-debut-theorem/#more-1873
https://dantopology.wordpress.com/2012/06/11/bernstein-sets-are-baire-spaces/
https://math.stackexchange.com/questions/3155260/combinations-of-lebesgue-measurability-the-property-of-baire-and-the-perfect-se
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