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Resumo

Estudamos a resolubilidade global de uma classe de sistemas
involutivos com n campos vetoriais suaves definidos no toro de
dimensao n + 1. Obtemos uma caracterizacao completa para o
caso desacoplado desta classe em termos de formas de Liouville e
da conexidade de todos os subniveis e superniveis, no espago de
recobrimento minimal, de uma primitiva global da 1-forma asso-
ciada ao sistema. Além disso, apresentamos uma situagao especial
na qual o sistema nao é globalmente resolivel e usamos isso para

obter alguns resultados em um caso com acoplamento mais forte.






Abstract

We study the global solvability of a class of involutive systems
with n smooth vector fields on the torus of dimension n + 1. We
obtain a complete characterization for the uncoupled case of this
class in terms of Liouville forms and of the connectedness of all
sublevel and superlevel sets of the primitive of a certain 1-form in
the minimal covering space. Also, we exhibit a special situation
where the system is not globally solvable and we use this to obtain

some results in a more general case.
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Introducao

Nosso interesse neste trabalho é estudar a resolubilidade global de sistemas de campos

vetoriais complexos do tipo

0 0
Lj = — + Cj(t)%,

=1,... 1
825]- J ) , 1, ()

definidos no toro T"™' ~ (R/27xZ)"*!, sendo ¢; € C®(T";C) para j = 1,...,n e
(t,x) = (t1,...,t,, ) as coordenadas em T"*'. O sistema (1) é do tipo tubo (veja
|IBCH| pégina 24) e neste trabalho vamos supor que seja involutivo o que equivale a
1-forma c(t) = 37, ¢;(t)dt; ser fechada.

O estudo da resolubilidade global do sistema (1) consiste em obter condigbes ne-
cesséarias e/ou suficientes para que, dadas fungoes f; € C®(T"), j = 1,...,n, satis-
fazendo certas condicoes naturais de compatibilidade, exista solugao u das equacgoes
diferenciais parciais

LjU:fj, jzl,,n

Nao é conhecida uma resposta no caso geral para esse problema. Alguns trabalhos
nos indicam condiges para a resolubilidade do sistema (1) a partir de certas hipoteses.
Pelo memorével trabalho |T1| de Frangois Treves, a resolubilidade local do sistema (1)
estd relacionada com a conexidade de todos os conjuntos de subnivel e supernivel da
parte imaginaria de uma primitiva local da 1-forma c. Propriedades dessa natureza
aparecem pela primeira vez nesse trabalho que trata de operadores em um contexto
mais geral e em todos os niveis do complexo associado.

Pelo trabalho |CH| de Cardoso e Hounie, posterior a [T1], quando a 1-forma c for
exata, o sistema (1) serd globalmente resolivel se, e somente se, a parte imaginaria

de uma primitiva global de ¢ possuir todos os subniveis e superniveis conexos em T".

xi



Xii Introducao

Quando a 1-forma ¢ nao é exata, ela nao possui uma primitiva global definida em T",
0 que exige nova abordagem.
O trabalho |H| de Hounie apresenta uma resposta completa para a resolubilidade

global quando o sistema (1) é composto por um tnico campo, isto é,

0 0

definido em T?2. Neste caso, a resolubilidade global envolve também condicoes sobre a
parte real Re(c). Mais precisamente, se ¢y é a média da func¢ao ¢ entdao o campo L é

globalmente resolivel em T? se, e somente se, vale alguma das seguintes condicoes:

1. Se Im(c)= 0 entdo ¢y ndo é um ntmero de Liouville;

2. Se Im(c) # 0 e ¢y € R entdo uma primitiva de Im(c) possui apenas subniveis e

superniveis conexos em T' e ¢ € Z:

3. Se Im(c) #0 e ¢y ¢ R entdo Im(c) ndo muda de sinal.

Bergamasco e Kirilov estudaram em |BK]| a resolubilidade global do sistema (1)
considerando dois campos em T? e ¢ = ib, sendo b = bydt; + badts uma 1-forma real
com periodos by e by racionalmente independentes. Neste caso, a 1-forma b nao possui
uma primitiva global definida em T2, entdo o que se utiliza é o pull-back de b por meio do
recobrimento universal Il : R? — T?. Desse modo, o sistema (1) é globalmente resolivel
se, e somente se, todos os conjuntos de subnivel e supernivel de uma primitiva global
do pull-back I11*b sdo conexos em R2.

O caso em que ¢ = ib sendo b = bydt; +bydt, uma 1-forma real com periodos byg € by
racionalmente dependentes (ndo ambos nulos) foi estudado por Bergamasco, Kirilov,
Zani e Nunes em |[BKNZ|. Os autores mostraram que para esse caso a resolubilidade
global é equivalente a conexidade de todos os subniveis e superniveis de uma primitiva
global do pull-back de b em R x T*.

Portanto, os trabalhos [CH|, [BKNZ| e |BK], respectivamente, mostram que para
n = 2 e ¢ = ib a resolubilidade global do sistema (1) é equivalente a conexidade de todos
os subniveis e superniveis de uma primitiva global do pull-back de b no chamado espago
de recobrimento minimal de T? com relacio & 1-forma b. O recobrimento minimal é
isomorfo a R” x T?~", onde r = 0, 1, 2 depende dos periodos biy € by. Isso nos da uma
ideia da complexidade desse problema mesmo em dimensao n = 2.

Outros artigos que tratam de questdes semelhantes sao |[BCM]|, |[BCP1]|, |BCP2],
IBNZ1|, |BNZ2| e [BZ].



Introducao xiii

No primeiro capitulo do trabalho estabelecemos as notacoes e resultados prelimi-
nares que sao importantes para a compreensao do texto. Apresentamos o sistema de
campos vetoriais complexos (1) inserido na teoria das estruturas localmente integré-
veis. Em seguida, definimos o significado de resolubilidade global para este trabalho.
Além disso, definimos e expomos alguns resultados sobre nimeros de Liouville, porém
em vez de nimeros reais sao considerados vetores do R™ (ver Defini¢ao 1.5).

O Capitulo 2 trata da resolubilidade global do sistema (1) no caso n-dimensional
assumindo que a parte imaginéaria de cada fungao c; depende apenas da varidvel ¢,
correspondente, ou seja, ¢;(t) = a;(t)+ib;(t;), 7 = 1,...,n. Apés uma certa conjugacao
mostramos que, para o estudo da resolubilidade global, basta considerar cada funcao
a; constante, isto é,

0 _ 0
Lj = o+ (ajo +ib;(t;)) 5~

, J=1....n,
ot oz 7

com a;o a média da funcao a;. Para esse sistema damos o nome de sistema desacoplado.

Conseguimos condigoes necessarias e suficientes para que o sistema desacoplado
seja globalmente resolivel (ver Teorema 2.1). Essas condigoes novamente envolvem
a propriedade de conexidade dos subniveis e superniveis de uma primitiva global do
pull-back de b = Im(c) no recobrimento minimal de T™ com relac¢ao & 1-forma b. Como

consequéncia dos resultados obtidos temos que o sistema

L1: —|—
Ly=2 +

_ o 10
L1_8t1+26x

01 2
Ly = 5~ + (§ +isenty) <

nao é globalmente resoluvel (ver Proposi¢ao 2.4).

Por fim, no Capitulo 3 apresentamos uma situacao de nao resolubilidade do sistema
(1) quando ¢ = ib, sendo b uma 1-forma real, fechada e suave definida em T™ satis-
fazendo hipoteses adicionais. Como aplicacao disso e usando resultados do trabalho
IBK]| obtemos condigoes necessarias e suficientes para a resolubilidade global em um

caso parcialmente acoplado.






CAPITULO

I

Consideracoes iniciais

Neste capitulo vamos introduzir algumas notagoes e resultados que irao nortear o

desenvolvimento do trabalho.

Comecamos apresentando o sistema de equagoes cuja resolubilidade global estamos
interessados em estudar. Em seguida, com base no trabalho |[BKNZ|, definimos o espago
de recobrimento minimal do toro T™ com relacao a uma 1-forma real, fechada e suave.
Por fim, faremos uma breve exposicao sobre um conceito muito importante para este

trabalho, a saber, os niimeros de Liouville.

1.1 O sistema de equacoes

Seja c(t) = c1(t)dty + - -+ + ¢, (t)dt, uma 1-forma complexa fechada de classe C*
definida no toro n-dimensional T™. Considere o subfibrado vetorial 7" gerado pela
I-forma dz —c € \' C(T" x S') ~ A' C>(T*"") na qual x denota a variavel em
S!. Portanto 7" ¢ um subfibrado de posto 1 do fibrado cotangente complexificado
C @ T*(T™1) e o ortogonal ¥V = (T")* ¢ um subfibrado vetorial de posto n do fibrado

tangente complexificado C @ T(T"™!). Além disso, V é gerado pelos campos vetoriais

0 0
L:=— (1) =— =1,... 1.1
J at] + Cj(t)@w’ J ) , 1, ( )

1



2 Capitulo 1 — Consideragoes iniciais

sendo (t,z) = (t1,...,tn, z) as coordenadas em T, Definido desta forma, o subfi-
brado V é uma estrutura localmente integravel de codimensao 1 sobre T,

Como ¢ é uma 1-forma fechada temos

0 0
—C =

e, k=1,...,n.
ot "% = ot Y

Portanto, os campos vetoriais (1.1) satisfazem
0 0 ) 0

——C— o) a0 =0, ve (T
atjCk atij 8xv ’ v ( )

[Lj, LiJv = Lj(Lyv) — Li(Ljv) = (

Uma exposi¢ao mais completa dessas ideias e conceitos encontra-se nos livros [T2]
de Treves e |BCH| de Berhanu, Cordaro e Hounie.
Além disso, o sistema (1.1) da origem a um complexo diferencial de operadores L
o qual age, no primeiro nivel, do seguinte modo
0
gl uE C®(T™*) (ou u € D'(T")),
x

sendo d; a derivada exterior em T7}.

Lu = dyu + c(t) A

Nosso interesse é a resolubilidade global no primeiro nivel desse complexo; mais pre-
cisamente, estudamos a resolubilidade global da equagao Lu = f com f € /\1 C>=(T™+)
eu € D'(T™!). Para que essa equagao tenha solugao é necessario que f seja da seguinte

forma .
j=1

e além disso,

LjU:fj, ]:1,,71

1.2 Condicoes de compatibilidade

O intuito desta secao é estabelecer critérios para a escolha das 1-formas f em
/\1 C>(T"*!) de modo que faga sentido a questdo da existéncia de solu¢ao da equagio
Lu=f.

Consideramos inicialmente as séries parciais de Fourier de u e f dadas por

ult,z) =Y a(t, )™ e f(t,x)=>_ f(t, e, (1.2)
§EL ¢ez

sendo f(t, £) = Z?Zl fj(t, §)dt;. No caso em que u é fungdo (integravel), a expressao
u(t, &) é dada por

1 2 ]
u(t,§) = %/o u(t, s)e “ds.
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Se u € D'(T™*!) entdo, para cada &, o coeficiente 4(-,£) ¢ uma distribuigdo dada

por

<ﬁ<75)3¢> = — u7¢® 67,;:), ¢ € COO(T?)7

sendo ¢ ® e_¢(t, ) = ¢(t)e ** € C°(T™1).

Quando os coeficientes 4(-, £) sao fungdes suaves em T”, temos a seguinte caracte-
rizagdo: a expressao u dada por (1.2) é uma fungao suave se, e somente se, para todo
a € Z% e todo N € N vale

sup { mac([9°6(1.)|(1 + €]} < .
Se u € D'(T™"!) entdo existem C' >0 e N € N de forma que
[(a(-,€), 9)| < Clpn(9)[(1+ €)Y, Vo € C(T"), V€ € Z,

sendo
pn(®) = sup{|0°d(t)[; t € T" e [af < N}.

Como a 1-forma c é fechada, pelo Teorema de Fubini temos

27
/ [Cl<81,t2,...,tn)—Cl(Sl,tQ,... n— 170)]d81
0

27 tn a
= —c1(81,te, ..., th_1,Sp)ds,ds
|| gmatntatossds.ds,
tn 27 8
= —c1(81,ta, ..., th_1, Sp)ds1ds,
/O/O (st 12 50)dsy
tn 27 6
= —Cn(S1,te, ... th_1, Sp)ds1ds, = 0;
A )

repetindo este procedimento para as demais varidveis é possivel concluir que

2T
/ [Cl(Sl,tQ,...,tn>—01(81,0,...,0)]d81 :0,
0

para todo (to,...,t,). Isto nos leva a definir as médias

1 2

gy ¢i(0,...,85,...,0)ds;, j=1,...,n

CjO =

Dando continuidade, escrevemos a 1-forma complexa ¢ no seguinte formato

c = Co—i-dtC',
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no qual C' ¢ uma funcao suave de t € T} a valores complexos e ¢y € /\1 C". Identificamos
a 1-forma ¢y com o vetor (cip, ..., Cno) em C" consistindo das médias c;o = ajo + ibjo
sendo
1 [ 1 e
ajo = %/0 a;(0,...,s5,...,0)ds; e bjp= %/0 b;(0,...,sj,...,0)ds;.

Usaremos também as notagdes ag = (aig, - - ., @no) € bg = (b1o, - - ., bno)-

Lema 1.1. Se emiste uma solugio u € D'(T"™) da equagio Lu = f com f €
A C (T entio

Lf=0 (1.3)

f(t,6)e ot CO) ¢ erata sempre que € € 7 satisfaz Eco € 7 (1.4)

Demonstracao. A validade de (1.3) é consequéncia de que L gera um complexo e que
Lf = L(Lu). Para maior clareza apresentamos a seguir os calculos correspondentes.
Uma vez que Lu = Lyudt, + - - - + Lyudt,, obtemos

n—1 n n—1 n
L (Lu) :ZZ (Li(Lju) — Lj(Lyw))dtp Adty; = Y [Ly, L] (u)dty A dt; =0,
k=1 j> k=1 j>k

ou seja, 0 = L(Lu) =Lf.
Considere agora as séries de Fourier em relacao a variavel z dadas por (1.2). Entao,

da equacao Lu = f temos
dri(t, &) +ikc(t) Aat.€) = f(.€), €€,
ou equivalentemente
(di + igcon)e*“Wi(t, &) = eV f(t.€), €€
Seja € € Z tal que ¢y € Z™; assim e ¢ bem definido para t € T" e

dt( i&(cot+C(t (t 6)) z (co-t+C(1)) f(t,é),

portanto, e +CW) f(¢ £) ¢ exata.

Motivados pelo lema anterior, definimos o seguinte espaco
E={fe /\'C®T""); Lf=0 e vale (14)}. (1.5)

Definicao 1.2. Dizemos que o operador diferencial . € globalmente resolivel em T™!
se para cada f € E existe u € D'(T") tal que Lu = f.



1.3 Recobrimento minimal de T" )

1.3 Recobrimento minimal de T"

Dada uma 1-forma real, fechada e suave b definida no toro T" ~ (R/27Z)", vamos
apresentar um conceito que chamaremos de recobrimento minimal de T™ com relagao
a b. Esse conceito foi introduzido primeiramente no trabalho |[BKNZ|. A 1-forma
b e N\'C®(T™R) sera neste trabalho a parte imaginaria da 1-forma complexa ¢ con-
siderada na segdo anterior; ou seja, escrevemos ¢ = a +1ib sendo a(t) = > 7, a;(t)dt; e
b(t) =7, bj(t)dt; 1-formas reais sobre T".

O recobrimento minimal dependera dos periodos

1 2w

bjo = b;(0,....s5,...,0)ds;, j=1,...,n,

2 Jo
das funcoes b;.
Considere o grupo de periodos da 1-forma b definido por
Per(b) = {i/b; o é um l-ciclo em T"}.
2 J,

Equivalentemente, Per(b) é o subgrupo aditivo de R consistindo de todas as com-
binagdes inteiras dos nimeros by, . .., byo. Assim, se r = posto(Per(b)) temos que r é
o maior nimero de periodos racionalmente independentes dentre by, . .., by. Logo, as
possibilidades para posto(Per (b)) sdo r =0,1,...,n.

Dados dois recobrimentos II; : 74 — T" e Il : 73 — T™ do toro T" tais que os
respectivos pull-backs IT;b e 115D sao formas exatas, escrevemos 77 =< 75 quando 7, for

um recobrimento de 7;. Definido dessa forma, < é uma relacao de ordem parcial.

Definicao 1.3. Seja b uma I1-forma real, suave e fechada definida em T™. Um reco-
brimento minimal do toro T" com relacao a b € um espaco de recobrimento de T" que

€ minimal no sentido da relacao <.

Se 7 é um recobrimento minimal de T" com relagao a uma 1-forma real, fechada
e suave b entao 7 é isomorfo a T"~" x R", sendo r o posto do grupo de perfodos da
1-forma b.

Daqui em diante, em vez de dizer um recobrimento minimal vamos dizer o recobri-
mento minimal de T" e escrever 7 = T" " x R".

Veja que r = 0 se, e somente se, a 1-forma b é exata e neste caso 7 = T". O outro
caso extremo serd quando r = n. Neste caso 7 = R" e [ : R® — T" é o recobrimento
universal de T".

Essa definicao nos interessa pois garante a existéncia de uma primitiva global da

1-forma I1*b definida no recobrimento minimal 7.
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Se a 1-forma b é exata, além de possuir uma primitiva global em T", o pull-back
de b em R™ x T"™, m = 1,...,n, ainda é uma l-forma exata e, portanto, possui
primitiva global nesses espacos. Poderiamos pensar em estudar a resolubilidade global
usando um deles, porém no caso em que b é exata pode ser essencial o uso da defini¢ao
do recobrimento minimal conforme mostra o exemplo a seguir.

Se b(t1,ty) = icostadls, entdo o sistema

Ly = o-

— 9 4 9
Lo = 53 +icoslay-

¢ globalmente resoltivel em T? (pelo trabalho [CH|) pois B(ty,t2) = senty é uma pri-
mitiva global de b que tem todos os subniveis e superniveis conexos em T?, porém em
T}l x R;, e em R? existem subniveis e superniveis desconexos das respectivas primitivas.
Ou seja, a propriedade de conexidade de todos os subniveis e superniveis depende de
onde estamos considerando a primitiva global da 1-forma b.

Se b = bydt; +bydty é uma 1-forma real fechada e suave definida em T?, os trabalhos
|CH] (quando r = 0), [BKNZ]| (quando r = 1) e |BK] (quando r = 2) nos mostram que
a resolubilidade global do operador

0
L=d; +1b —
t‘l‘Z (t)/\(‘)x

é equivalente & propriedade de todos os conjuntos de subnivel e supernivel de uma

primitiva global de II*b serem conexos no recobrimento minimal 7.

Aproveitamos para provar nesta secao um resultado de normalizacdo para os perfo-

dos byg, . .., by. Vamos denotar por s =n —r o coposto do grupo de periodos Per(b),
sendo r = posto(Per(b)).
Se b for uma 1-forma exata entdo r = 0 ou equivalentemente (byg, ..., b,0) = 0. Se

a 1-forma b nao for exata temos
1<r<n e 0<s<n—1,

e vale o seguinte resultado:

Lema 1.4. Seja b = Y7, bjdt; € A" C®(T™ R) wma I1-forma fechada. Se b nio é
exata entao existe um sistema de coordenadas em T™ no qual os periodos da 1-forma b

satisfazem:

(i) bio="--=0bso =0 € bpg < -+ < b(s41)0 < 0, quando s > 1;
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(1) bpo < -+ < bip <0, quando s = 0.

Demonstracao. Seja B uma primitiva global do pull-back 1T*b através do recobrimento
universal IT : R — T". Podemos escrever B(t) = by -t + P(t) sendo P uma fungao
suave e 2m-periddica.

Comecamos com o caso s > 1. Neste caso, os periodos by, . . ., b, sao racionalmente
dependentes.

Afirmacao: existe um sistema de coordenadas em T" tal que b;yp = 0. De fato, se

existir algum periodo bjo = 0 basta considerar o difeomorfismo (t1,...,¢;,...,t,) —
(tj,...,t1,...,t,). Caso isso nao ocorra, podemos escrever algum periodo bj, como
combinagao racional dos demais. Logo, existem &y, ..., k, € Z tais que mdc(ky, ..., k,) =
le

k1bio 4 -+ - + kpbyo = 0. (16)

Seja d = mdc(ky, ky,), entdo existem inteiros p e ¢ satisfazendo d = pk;, + gk, logo
1 = pa +qB sendo a = ki /d e 3 = k,/d. Considere o difeomorfismo ¢ + ' = A;'t no

qual
0 —q
01 0 0
A= 0
0 : 1 0
B0 -+ 0 p

Note que este difeomorfismo fica bem definido uma vez que A; € SL(n;Z), sendo
SL(n;Z) o grupo das matrizes de ordem n, com entradas inteiras, invertiveis e com
determinante igual a 1.

Além disso,
bo - t(t') = (aty — qt! )b + thboo + - - - + t_1bm_1y0 + (BE; + Pth)bng
=t} (abig + Bbno) + thbao + - - + 11, _1b—1)0 + £, (Pbro — qb1o),
ou seja, nas novas coordenadas temos
big = abio + Bbno, Vig =bjo, j=2,...,n—1, b= pbuo — qbio.

Note agora que, tomando ky = d, kj = kj,j = 2,...,n—1, e k;, = 0 temos

mdc(k], ..., k,_;) =1 e além disso por (1.6) obtemos

y Yn—1
kib,w +oot k;hl /(nfl)O =
d(abyg + Bbng) + kabgo + - - - 4 kp—1b(n—1)0 = 0.
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Isto significa que nas novas coordenadas os periodos b, ... ,b’(n_l)o sao racional-
mente dependentes.

Para nao sobrecarregar a notagao voltamos a escrever t = t' e k; = ki para j =
1,...,n — 1. Assim, existem inteiros kq,...,k,_1 tais que mdec(ky, ..., k,1) = 1 e
kibio + -+ - + kn_1b—1)0 = 0.

Seja agora d = mdc(ky, k,—1), entdo existem inteiros p e ¢ tais que d = pky + gkp—1,
daqui 1 = pa + ¢ sendo o = ky/d e 3 = k,_1/d. Considere o difeomorfismo ¢ — t' =
A5 no qual

0 —q 0
01 O
Ay = 0
g p 0
0O 0 - 0

Novamente Ay € SL(n;Z) e obtemos

bo - t(t') = (ot} — qty,_1)bro + thboo + - - - + (Bt} + pty,_1)bm—1y0 + t1,bno
= t}(abio + Bbm-1)0) + thbao + - - - 4+ t, 1 (Pbn—1)0 — gb10) + t},bno,

ou seja, nas novas coordenadas ¢}, ...t temos

bllO = abip + 6b(n—1)07 b;0 = bj(), Jj=2,...,n—2,n,

zn_1)o = pb(nq)o — qbyo.

Escolhemos k) = d, K}, = k;,j =2,...,n—2 ek, ; =k, = 0 e concluimos que
mde(ky, ...k, _,)=1e

kybio + -+ A+ kol _2)0 = 0.

Assim por diante, quando n > 2, construimos matrizes Ay,... , A,_o € SL(n;Z)
e um difeomorfismo ¢t +— A1, ... A7't de forma que no novo sistema de coordenadas
(também denotado por ty,...,t,) o periodo by é um multiplo racional de byy. Isto &,

existem inteiros k; e ks tais que mdc(ky, ko) =1 e

klbl(] + kzbgo == 0
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Para finalizar nossa afirmagao, considere inteiros p e ¢ tais que 1 = pky + gko.

Definimos o difeomorfismo ¢ +— ' = A ¢ no qual

ky —q - 0
ks p O
Anq = 0
0
0O --- 0

Note que este difeomorfismo fica bem definido pois A,,_; € SL(n;Z). Além disso,
bo - t(t') = (kit] — qth)bio + (Kot + pty)bag + -+ + t1,bno
=t (k1bio + kabao) + t5(pbag — qbro) + tibso + - - - + t1,bno,
ou seja, nas novas coordenadas temos
big = k1bio + kabyg = 0, by = pbag — qbio, Vg = bjo, 5 =3,...,n.

Dessa forma, concluimos a prova da afirmagao feita no inicio desta demonstracao.
Este processo pode ser repetido s = n — r vezes de modo a obter byg =---=byy =0¢e

b(s+1)0; - - - » bno Tacionalmente independentes.

Por fim, considere a matriz

0 seit#j

1 seit=9=1,...,s
A = (ay) = o
1 sei=7jebj<0

-1 sei=jebjp>0

(
Entdo, a aplicacdo t — t' = A~ define um difeomorfismo que produz coordenadas
em T" onde bygp=---=0byp=0ebjo<0, j=s5+1,...,n.
A ordenacao bpo < -+ < b(s41)0 < 0, para s > 0, mencionada em (7) e (i) pode ser
obtida reordenando as coordenadas em T".
O

1.4 Ndameros de Liouville

Utilizamos neste trabalho um importante conceito da teoria dos nimeros, os chama-

dos nimeros de Liouville (ver [MMST]| pagina 356). No entanto, como vamos trabalhar
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com sistemas de mais de um campo, precisamos definir uma generalizacao desse con-
ceito para vetores do RV .

Dado a € R\ Q, dizemos que « é um numero de Liouville se para cada m € N
existem infinitos racionais p/q satisfazendo

1

q_m7

‘a—g}<
q

ou equivalentemente, « € R\ Q é um ntamero de Liouville se existir uma sequéncia

m/q de nimeros racionais tal que

Dl 1
- — ——, VIeN.
’Oé QZ‘ = (Ql)l ©

Definigao 1.5. Dado a = (ay,...,ay) € RYN \ QV, dizemos que o é Liouville se

ezistem uma constante C > 0 e uma sequéncia {(k;,&)} em ZN X Z (& > 2) tais que

Fd’(j) < Ll, VI € N.

Ca @

Essa definicao é equivalente a uma definicao analoga com a constante C' = 1.

max
j=1,..N

7

Se a ¢ QV & Liouville entdo pela Defini¢do 1.5 cada a; ¢ Q é um namero de
Liouville, porém se cada «; é um nimero de Liouville, nao necessariamente o vetor «
é Liouville. No trabalho [B| de Bergamasco é apresentado um exemplo (Exemplo 4.9)
na classe erponencial Liouville onde oy e as sao exponenciais Liouville e, portanto,
nameros de Liouville, no entanto o vetor (ay,as) ndo é exponencial Liouville. Mais
ainda, o autor mostra que o vetor (aq, ap) nao é sequer Liouville no sentido da Defini¢ao
1.5.

Lema 1.6. Se a = (a,...,ay) & QN ¢ Liouville entio existem uma constante C > 0

e uma sequéncia {(k,&)} em ZN x 7 (& > 2) tais que

(7)
o —

Vi€ N.
g

max
j=1,.,N

.
|(f’vl7 51) |l’

Demonstra¢ao. Sejam C' > 0 a constante e {(k;, &)} a sequéncia obtidas pela Defini¢do
1.5. Note que

|kl(j)’<C(§l>1—l+|aj|§lS&(C’_}_‘a’), j=1,...,N, VieN.

Assim, |(r1,&)| < kD 4+ [6Y] 4 16| < C& sendo C = 1+ N(C + |a) e segue
facilmente a conclusao.
OJ
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Lema 1.7. Sejam a = (aq,...,ay) & QY en € N. Se a é Liouville entio existem
uma constante C' > 0 e uma sequéncia {(k;,&)} em (NZ)N x nZ (& > 2) tais que
Iil(j) C

—? <@, VI € N.

Demonstracao. Como « é Liouville, por defini¢ao, existem uma constante C' > 0 e uma
sequéncia {(k;, &)} em ZY x Z (& > 2) tais que

‘max

O{<
j=1,..N | 7

HI(J)
max (o — — | < ——
j=1,...N

sendo que podemos assumir que & < &1, VI € N.

Para n = 1 a conclusao ¢ imediata da Defini¢ao 1.5. Para n > 1 temos n < ¢, <
En < (&)™, VI € N. Note que a constante C' anterior e a sequéncia (T{Z,gl) =
(nEg,ném), 1 € N, satisfazem a condi¢do desejada. Com efeito,
neg

max —
ngnl

j=1,.,N

@

< CE) " = C e ) < Cg) L VIEN.

<1






CAPITULO

2

Sistemas involutivos desacoplados

Neste capitulo estudamos a resolubilidade global do operador I no caso em que
cada funcao b; depende apenas da varidvel ¢; correspondente. Mais precisamente,

consideramos o operador diferencial

L:m+m@+mmAﬁ-

—. (2.1)

com a(t) = Y7, a;(t)dt; e b(t) = D7, bj(t;)dt; 1-formas reais. Esse operador esta

associado ao sistema de campos vetoriais

L;= (9%] + (a;(t) + ibj(tj))%, j=1,...,n,
no qual a; € C*(T™R), b; € C°(T4R) e (t,x) = (t1,...,tn, x) sdo as coordenadas
em T ~ (R/2xZ) .

Considere o espaco de recobrimento minimal 7 = R" x T"™" com relacao a 1-forma
real b, segundo a Definicao 1.3. Assim, a 1-forma IT*b possui uma primitiva global B
definida em 7. Uma vez que cada fun¢ao b; depende apenas da variavel ¢;, a fun¢ao
B :T — R pode ser escrita na seguinte forma B(t) = 7, B;(t;).

Sejam J = {j1,...,Jm} C{Ll,...,n} com j; < -+ < jm € ap = (a1p,...,an) € R?
sendo cada ajo a média da fungdo a;. Quando ay € Q" e J # (), denotamos por

¢; 0 menor inteiro positivo que satisfaz q;(a;0,...,a;5,0) € Z™. No caso em que

13
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J ={1,...,n} usamos a notagao q.. Assim, qualquer que seja J = {j1,...,jm} # 0
com 1 < g < - < Jpm < nteremos q; < g, e além disso ¢y divide g,.

Daqui em diante vamos considerar o conjunto J = {j € {1,...,n}; b; = 0} e vamos
escreve-lo da seguinte forma J = {j; < -+ < jn }

Sob estas notagoes, vamos enunciar o teorema que é o principal resultado deste

capitulo.

Teorema 2.1. Seja B uma primitiva global de 11*b definida no recobrimento minimal
T. O operador L definido em (2.1) é globalmente resolivel se, e somente se, pelo menos

uma das duas situacoes ocorre:
IV J#0 e (aj0,-..,aj,0) ¢ Q" € nao-Liouville.

IT) Os subniveis Qs = {t € T; B(t) < s} e superniveis Q° ={t € T; B(t) > s} sdo

conexos para todo s € R e além disso uma das sequintes condicoes € satisfeita:

1. J=0,b € exata e ag € Z";
2. J#0D, b é exata, ag € Q™ e q; = q.;

3. b € nao exata.

Note que quando J = {1,...,n} entdo b = 0, portanto, b é exata e q; = g..
Nestas condigoes, o teorema anterior diz que LL ¢ globalmente resolivel se, e somente
se, ag ¢ Q" é nao-Liouville ou ay € Q", o que condiz com o resultado do trabalho de
Bergamasco e Petronilho |BP].

Quando b = Z?Zl b;(t;)dt; é uma l-forma nao exata, a propriedade de todos os
subniveis e superniveis de uma primitiva global de II*b serem conexos no recobrimento
minimal 7 estd intimamente ligada com a existéncia de uma funcao b; # 0 que nao

muda de sinal, conforme mostra o seguinte resultado:

Lema 2.2. Sejam b= )7_, b;(t;)dt; uma I-forma nao ezata e B =), Bj(t;) uma
primitiva global de b definida no recobrimento minimal 7T = R" x T"". Entao os
subniveis Qg = {t € T; B(t) < s} e superniveis Q° = {t € T; B(t) > s} sdo conezxos

para todo s € R se, e somente se, existe uma funcao b; # 0 que nao muda de sinal.

Demonstragao. Suponha que cada funcao b; # 0 muda de sinal. Entao, cada primitiva
B; : R — R, j = 1,...,r, tem um supernivel desconexo em R, logo existem um
namero real s; e um intervalo aberto limitado I; o qual é uma componente conexa de
{t; € R; Bj(t;) > s;}. Escrevemos I; = (p;,q;) ¢ M; = max{B;(t;), t; € [p;,ql},
assim s; = Bj(p;) = Bj(q;) < M;, j = 1,...,r. Além disso, denotamos por M’ o

méaximo da funcao B, + --- + B, sobre T"".



15

Considere os conjuntos I = [y x---x [, e U = I xT"". Tomamos t* = (t],...,t}) €
U tal que Bj(t;) = M;, j = 1,...,7 e Ba(ti,) + -+ + Bu(t;,) = M', assim se
M = B(t*) entdao B(t) < M, para todo t € U e B(t) < M, para todo t € 9I x T"".

Escolhemos agora M < s < M sendo M = max{B(t); t € &I x T*"}. Afirmamos
que o supernivel ©° é desconexo em 7. De fato, escrevendo Q° = (UNQ°) U (2°\ U)
temos UNQ* £ Qe Q¥\U # 0. Como U é aberto em 7 entao U N Q° é aberto em Q°
(na topologia induzida por 7). Provaremos agora que 2°\ U também é aberto em 2°.

Sejat=(t't") e WP\U=0"N(T\U)sendo t' = (t1,...,t,) et" = (try1,.--,tn),
logo t' € R"\ I. Portanto, existe uma vizinhanga V,, de ¢’ tal que V, C R"\ I. Caso
contrario, terfamos Vi N I # () para cada vizinhanca Vi, C R" de ¢’ o que implicaria
em t' € 01, assim B(t) < M < s, 0 que & uma contradi¢ao. Definimos entao V; =
Vi x T*=" C T\ U. Além disso, pela continuidade da fungio B existe uma vizinhanca
W, C T de t tal que W, C Q°. Portanto, V,NW; C Q*N (7 \ U) donde concluimos que
Q°\ U é um aberto em 7 e logo em Q°.

Por outro lado, suponha que existe b; # 0 que nao muda de sinal. Vamos considerar
que b;(t;) < 0 para todo t; € R, assim B; é uma funcao nao-crescente em R. Caso

b;(t;) > 0 para todo t; € R, os argumentos sdo semelhantes aos usados a seguir.

Sejam s € Rep = (p1,..-,0n),¢ = (¢1,---,qn) € Q. Vamos assumir que p; < g;.
Para cada k = 1,...,n, k # j, existe um caminho o}, (em R ou S') conectando g e p.

Denotamos por M o maior M, = max{B(7); T € o4}.

Seja C' > 0 uma constante tal que (n — 1)M + Bj(q; + C) < s. Como B ¢ da
forma B(t) = >_;_, Bx(tx) e B; é uma fun¢do nao-crescente, existe um caminho
contido no subnivel €, conectando ¢ and (¢1,...,q; + C,...,q,). Definimos agora o
caminho v = (01,...,q; + C,...,0y,), logo B(7(§)) < (n — 1)M + B,;(¢; + C) <
s, £ € R. Portanto, 72 ¢ um caminho contido em Qg conectando (q1,...,¢;+C, ..., qn)
e (p1,....q¢; +C,....pn).

Finalmente, uma vez que p € € e p; < g; + C, existe um caminho <3 contido
em ), conectando p e (p1,...,q; + C,...,p,). Assim, concluimos que o subnivel €, é
conexo por caminhos. Usando ideias semelhantes as anteriores é possivel concluir que

o supernivel 2° também é conexo por caminhos.
O

Como discutido anteriorente, se J = {1,...,n}, entdo o Teorema 2.1 é valido pelo
trabalho [BP|. Assim, para que o Teorema 2.1 fique demonstrado, resta verificar os
outros dois casos, ou seja, J =0 e () # J # {1,...,n}. Usando o Lema 2.2, percebe-se

que esses dois casos do Teorema 2.1 sao exatamente as seguintes proposigoes:
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Proposicao 2.3. Se J = () entdo o operador L. é globalmente resoliivel se, e somente

se, ocorre alguma das alternativas a sequir:

(i) Existe uma fungdo b; que nao muda de sinal;
(i1) ag € Z", b € exata e os subniveis Qs = {t € T™; B(t) < s} e superniveis
Q= {t € T"; B(t) > s} sao conexos para todo s € R.

Proposigao 2.4. Se ) £ J #{1,...,n} entio L € globalmente resolivel se, e somente

se, ocorre alguma das alternativas a sequir:

(i) Eziste uma fungdo b; # 0 que ndo muda de sinal;

(i1) (aj0,--.,a;,0) € Q™ € nao-Liouville;

(i7i) ap € Q", g7 = qx, b € exata e os subniveis Qg = {t € T™; B(t) < s} e
superniveis Q° = {t € T™; B(t) > s} sao conexos para todo s € R.

Exemplo 2.5. Como consequéncia da Proposicao 2.4 obtemos um interessante exem-

plo.
Como B(ty,ty) = — costy possui apenas subniveis e superniveis conexos em T2, o
sistema
=4 +31%

Ly = aitqu(%—i—isentg)i

oz
¢ globalmente resolivel em T? uma vez que q; = q. = 4, enquanto

_ 0,10
L1_8t1+28x

d - el
Ly = 52+ (§ +isenty) 5
nao € globalmente resolivel, pois nesse caso q; =2 < 4 = q,.
De modo a simplificar a demonstracao das Proposicoes 2.3 e 2.4, mostraremos que

para efeito da resolubilidade global, o operador LL definido em (2.1) pode ser considerado

com fungoes a; constantes, mais precisamente:

O operador L = d;+ (a(t)+ib(t)) A2 € globalmente resolivel em T"*! se, e somente
se, o operador
‘ 0
di + (ag +1b(t)) A — (2.2)

ox
¢ globalmente resolivel em T, sendo ag = Z?Zl ajodt; e ajo a média da funcdo a;.

De fato, comecamos escrevendo a 1-forma real a no seguinte formato

a=ag+ d; A,
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no qual A € C*(T"; R) e definimos
S:D(T") — D/(T")
Zﬁ(t, £ —s Z u(t, €)e A Weite,
§EL ¢ez
Assim, a aplicagdo S é um automorfismo de D'(T"*1) e de C°°(T™™!). Além disso,
a seguinte igualdade ocorre
0
SLS™! =d; + (ag +ib(t)) A —,
Ox
0 que assegura a afirmacao feita anteriormente.
Para simplificar as notacoes, a partir de agora até o fim do capitulo iremos denotar
por L o operador definido em (2.2).
0

O novo operador I = d; + (ag + ib(t)) A 5 estd associado ao seguinte sistema de

campos vetoriais complexos

0 . 0 .
Lj:—+(aj0+2bj(tj))_ J :1,...,’/’L. (23)

8tj 0:17’
Observe que em cada campo L, do sistema (2.3) o coeficiente da derivada em z

depende apenas da variavel ¢; correspondente. Isso motiva o titulo dado ao capitulo.

2.1 Proposicao 2.3: demonstracao da suficiéncia

2.1.1 Condicdo suficiente (i)

Na Proposicao 2.3 estamos supondo que J = (), ou seja, todas as fun¢oes by sdo
nao identicamente nulas. Nesta primeira parte da demonstragao da suficiéncia vamos
supor que existe j tal que a funcao b; nao muda de sinal.

Podemos assumir que b;(¢;) < 0 para todo t;, caso contrario basta usar o difeomor-
fismo (¢, z) — (t,—z) para obter novas coordenadas em T"*! onde esta propriedade é
valida. Portanto, a primitiva B; é uma fun¢ao mondtona nao-crescente e bjo < 0.

Seja f = > "7, fu(t,x)dty € E. Nos calculos feitos no decorrer desta demonstragao

usamos série parcial de Fourier na variavel x . Escrevemos entao as séries formais de u

e fx, k=1,...,n, do seguinte modo
ult,r) =y alt, €)e’ (2.4)
ez
e
feltz) =" fut, O™, k=1,...n. (2.5)

ez
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Substituindo as séries (2.4) e (2.5) na equacao L;ju = f;, sendo L; o campo dado

em (2.3), obtemos para cada £ € Z a seguinte equacao

o, Ut &) + i€ (ago +1abi(t;))alt, §) = fi(t,€).
j
Como bjy # 0, para cada £ # 0 a equacao anterior possui uma tnica solucao dada
por
o .
at, &) = djg/ DG fi(ty o siy e b, €)dsj + (2.6)
0
2
+(d]§ — 1) / €i£(cj(sj)7cj(tj))fj<t1, e ,Sj, e ,tn, f)dSJ,
tj
na qual

dje = (1 — e 2m90)™ e Ci(ty) = ajot; +1B(t;).

Para ¢ = 0, uma solugao da equacao

0 R 2
a_tju(t70) - f](t70)7

é dada por
tj .
ﬂ(t,O) = / fj<t1,...,Sj,...,tn,O)de, (27)
0

a qual ¢ bem definida uma vez que f(¢,0) é exata (veja a definicdo de E em (1.5)).
Antes de continuar a demonstragao, provamos o seguinte resultado que serd muito

util no decorrer dos célculos.

Lema 2.6. Sejam bjo < 0 e d;e = (1 — e’i2”5(aj0+ibj°))_l, £ € Z*. Entao, eriste uma

constante C' > 0 tal que
C'<|de| <C, VE>1 e C'<|de—1]<C, VE< 1.

Demonstracao. Consideramos primeiramente & > 1, assim

—127§(ajo+1b; &b . To; 1 .
1 —e 2 5( JO+ bJO)} S 1 + 62 gb]O < 2(62 b-70>k = ]__CTI)JQ == C, V£ Z 1
k=0

Por outro lado,

1— e*iQﬂ'E(ajoJribjO)l > |1 _ ’e*i2ﬂf(aj0+ibj0)” =1 — 2o > 1 — 2o — 071 e > 1.
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Agora para £ < —1. Como dje — 1 = (e2¢(aotibio) — 1)=1 temos
|€i2w5(ajo+ibjo) _ 1‘ < e 2mEbjo +1< Z(€2ﬂbjo)k =C, V&< -1,
k=0

além disso,
j 0+ib; —2meb, b; -
ezZﬂ{(aJoJrl j0) 1 2 1—e 27mEbjo 2 1 — e27r j0 — C 1, V£ S —1.
O

Vamos mostrar que u definida por (2.4) ¢ uma funcdo suave, sendo u(t,§&) os
coeficientes dados pelas formulas (2.6) e (2.7), e além disso, u é uma solu¢ao da equagao

Lu = f. Com efeito, reescrevemos (2.6) na seguinte forma
b , .
a(t, &) = jg/ eléajo(sy'ﬂfj)e&(Bj(lﬁj)*Bj(Sj))fj(t17 T L
0

2T
+ ef2mécio (dje — 1) / eifajo(Sj—tj—27r)6€(Bj(tj)—Bj(Sj)Jr?ijo)fj(tl7 ey 8yt §)ds;
~~ ~ Jt;

dje

Note que na primeira integral 0 < s; < t;, logo obtemos &(B;(t;) — B;(s;)) < 0,
para todo £ > 1. Na segunda integral t; < s; < 27, portanto
5j
Bj(t;) — Bj(s;) + 2mbjo = —/ bj(7;)d7; + 2mbjo <0,
tj
o que implica &(B;(t;) — Bj(s;) + 2mbjo) < 0, para todo & > 1.

Obtemos dessa forma a seguinte desigualdade
[a(t, €)| < 27C max | £i(s,6)|, vt € T, V€ > 1,
seTm

sendo C > 0 a constante do Lema 2.6.

Reescrevemos agora (2.6) como segue

, b , .
at,€) = 6—127chj0dj£ / gi€ajo(sj—ti+2m) E(B; (tj)—Bj(Sj)—QijO)fj (thy ooy 8y tn, €)ds; +
%/_/ 0
djé—1

2T
+(dje — 1) / eiﬁajo(sg'*tj)eé(Bj(tj)*Bj(Sj))fj(tl’ 8y e, E)ds;.
t

J

Na primeira integral 0 < s; <5, logo

t
Bj(lfj) — Bj(Sj) — 27Tbj0 = / bj(Tj)de — 27Tbj0 > O,

J
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o que implica &(B;(t;) — Bj(s;) — 2mbjo) < 0, para todo § < —1.
Na segunda integral ¢; < s; < 2w, donde concluimos que &(B;(t;) — B;(s;)) < 0,
para todo £ < —1. Portanto, obtemos a desigualdade

[i(t,€)| < 2mCmax |fi(s, )|, vt € T", ¥ < —1,

na qual C' > 0 é a constante do Lema 2.6.
Para & = 0 temos |u(t,0)| < 27C max | £;(5,0)] por (2.7). Assim, provamos até este
SE n

momento a seguinte estimativa

[a(t, §)] < 27C max | £i(s,6)|, vt € T", V¢ € Z.

Faremos agora estimativas para as derivadas de u(-, &), € € Z.

Dado o = (a1, ..., ay) € Z% considere o operador diferencial

olal

e —
DT ot

no qual |a| = ay + - -~ + a,,. Assim, [9*a(t,0)| < 27|0°f;(t,0)| se a; = 0 e (L, 0) =
aa*effj(t, 0) se aj > 1, sendo e; = (0,...,1,...,0) com 1 na j-ésima posicao.

Sejam { € Z* e 3 = o — aje; entdo

ti .
aﬂa@) &) = dje / ez&(Cj(Sj)—Cj(ztj))(‘)ﬁfj(t17 ey Sy sty €)dsy
0

2
+ (djf — 1) / eig(cj(sj)_cj(tj))aﬁfj(tl, ey 8]', . >tn> f)dS]
t

J

Note que, como antes vale a desigualdade

0%(t,€)| < 2rC max [0° f(s.€)

, YVt e T, V¢ € 7~

Vamos calcular agora as derivadas de 0%i(-, &), € € Z*, em relagdo a varidvel ;.

0 .
J

0? e . o .
a_t;a%(t’ §) = [ () — i{a—Z(tj)]ﬁﬁﬂ(t, &) +ic;(t;)0° f;(t, &) + a—tjaﬁ fi(t, ),

sendo ¢;(t;) = ajo + ib;(t;). Portanto, para m € N obtemos a seguinte igualdade

O 9%t €) = P(1,.00%(1.6) + Q(L.E). €L 2.9
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na qual P é um polinémio que depende das derivadas de ¢; (de ordem até m) e de
poténcias de £ com grau no maximo m. () é outro polinémio em & de grau menor que
m, cujos coeficientes envolvem derivadas de ¢; e 9°f;(¢,£). Como ¢; e suas derivadas

de ordem até m sdo limitadas em T, existe uma constante C,, > 0 tal que

m—1 ak .
P(t,6) < Culél™ e |Q O] < Calél™ Y | 570°Fi(,6)|, Wt e T
k=0 J

Se m = a;, entdo da igualdade (2.8) segue

aj—1
. o ) . L
at. &) < Colgl™ (0% O+ Y |570°Fi(t.6)))
k=0 J
B iy o
< Caj|£’°‘7 k rsré%%( a—tfa fj<8,f) , YVt e T V¢ € 77,

e se a; = 0 temos

070 (t, §)] < 2nC max |0° f(s, €)

, Vt e T, V¢ € 77,

Uma vez que a funcao f; € suave, as desigualdades anteriores implicam que u €
C>°(T™1). Nosso proximo passo é mostrar que u ¢ solugao global do sistema Lyu = fy,
k=1,...,n. Em vista da constru¢ao da fun¢ao u temos L;u = f;, logo resta provar
que Lyu = fi para k # j:
ou

Oty

b —
= d]f/ elg(cj(sj)icj(tj))kaj<t1,...,Sj,...,tn,f)+
0

Lu(t,€) = ——(t,€) + i€er(ty)a(t, €)

2
+ (djg — 1)/ eiS(cj(Sj)_cj(tj))kaj(tl, ey Sj, Ce ,tn, §)>ds]
t

J

b _—
= dj5/0 ezg(cj(sj)_cj(tj))Ljfk<t1,...,Sj,...,tn,g)+

2
+ (djg— 1)/ €i€(cj(sj)_cj(tj))Ljfk(tl,...,S]’,...,tn,£)>d8j
t

J

. g /. R
= d]fe_zgcj(tj) / . (eZ£Cj(Sj)fk<t17 sy Sgy e 7tn7 f))dsj +
0 88]‘
) 2 0 ) A
+ (dje — 1)672£Cj(tj) / — <e”§cj(sj)fk(t1, R T £)>d5j
tj 88]

= d]f <fk(t7 5) - eiigcj(tj)e%Cj(O)fk(tl? < 707 s 7tn7 5)) +
+ (dJE - 1) (eiigcj(tj)eigcjaﬂ—)fk(tlv CICEI) 27T7 cee Jtn7 g) - .]Ek(t7 é))
= fk(tag)a
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pois (dje — 1)e®CCm) = ;4% O ¢ fi(- €) é 2m-periodica.

2.1.2 Condicdo suficiente (i7)

Lembremos que as hipoteses da condigao (ii) sdo: b é exata (logo possui uma primi-
tiva global B definida em T"), ag € Z™ e os conjuntos de subnivel Q, = {t € T"; B(t) <
s} bem como os de supernivel Q° = {t € T"; B(t) > s} sao conexos para todo s € R.

Considere a seguinte aplicagao

T:D(T"") — D(T")
St e — >t §eotettr,
EEL 137/
Veja que T fica bem definida uma vez que ag € Z". Além disso, a aplicacao T define
um automorfismo de D'(T"*!) (e de C°(T"*!)) e obtemos a seguinte identidade

T7'LT = Lo = d; + ib(t) (2.9)

N —.
ox
Conforme o trabalho |CH|, o operador Ly é globalmente resoluvel se, e somente se,
todos os subniveis e superniveis de B sao conexos em T", visto que a 1-forma b é exata.
Portanto, por hipotese temos L globalmente resoliivel e da identidade T—'LT = Lg

concluimos que L também ¢ globalmente resoltuvel.

2.2 Proposicao 2.3: demonstracao da necessidade

Como o titulo sugere, o objetivo desta secao serd mostrar que para L ser globalmente
resoluivel é necessario que alguma das condigoes (i) ou (ii) apresentadas na Proposigao
2.3 esteja cumprida. Para isso vamos supor que (i) e (i7) ndo sdo validas, ou seja,
daqui em diante todas as fungbes b; (as quais por hipétese ndo sdo identicamente
nulas) mudam de sinal e alguma das seguintes condi¢oes nao esté satisfeita: b é exata,
ag € Z" e todos os subniveis e superniveis de uma primitiva B da 1-forma b sao conexos
em T".

Dando continuidade a demonstracao, suponha que b é exata, ag € Z" e uma pri-
mitiva global B de b possui um subnivel ou um supernivel desconexo em T". Entao,
o operador Ly = d; + ib(t) A a% nao é globalmente resolivel por [CH|, o que implica a
nao resolubilidade global de L por (2.9).

Suponha agora que b nao é exata ou ag ¢ Z" o que equivale a supor que ¢y =

ag + ibg = (¢10, - . ., o) ¢ Z". Consideramos dois casos, a saber:
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e Caso 1: {ci0,...,Cao} NZ = (;
e Caso 2: {c10,...,Ca0} NZ # 0.

Passamos agora a demonstracao da nao resolubilidade de IL no caso 1, a qual sera

dada pelas Proposicoes 2.8 e 2.9.

Caso 1: {c19,...,coo} NZ =10

Seja B = Y7, Bj(t;) uma primitiva do pull-back 11*b através do recobrimento
universal II : R — T". Uma vez que cada funcao b; muda de sinal, cada funcao
B; possui extremos locais (pelo menos dois em cada intervalo de comprimento 2,
visto que b; é periodica). Portanto, podemos assumir (fazendo uma translacao) que
o maximo de B sobre o cubo [0,27]" ndo ocorre na fronteira. Além disso, pelo Lema
1.4, sempre que bjy # 0 podemos assumir que b;jp < 0. Assim, daqui em diante vamos

considerar as seguintes condicgoes:
* bjo < 0 paratodoj=1,...,n;
* O maximo de B sobre o cubo [0, 27]" nao ocorre na fronteira.

Podemos assumir também que B(0) = 0, pois caso isso nao ocorra basta considerar
a primitiva B — B(0).

A ideia natural sera construir uma 1-forma f € E de modo que nao exista solucao
u € D'(T"1) da equagao Lu = f. Para que a 1-forma f = fidt; +- - -+ f.dt, pertenca
a E ela deve satisfazer Lf = 0, o que é equivalente a L,f; — Lyf; = 0 para todo
k,j=1,...,n. Essa condi¢do juntamente com [L;, L;] =0, k,j =1,...,n implicam a

seguinte identidade
LnLnfl cee L2L1U = La(n)Lo(n—l) cee LO’(2)LU(1)U7 Vo € 8n7 (210)

sendo S,, o grupo das permutacoes dos inteiros 1,...,n. Ou seja, se existe solucao u
da equagdo Lu = f entdo vale a identidade anterior. Nosso plano serd utilizar (2.10)
para obter as funcoes fi,..., f..

Motivados por (2.10), substituimos as séries formais
u(t,z) =Y a(t, e e h(t,z) =Y h(t,§)e
§EL ¢ez

na equagao
h = LnLnfl ce Llu,
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sendo a funcao h escolhida posteriormente. Obtemos assim para cada £ € Z a equacao

. 0 , 0 . .
h(t,€) = (5~ +ilcu(tn)) -+ (5 +ifar(tr))a(t, ). (2.11)
oty oty
Considere agora o conjunto F = {cig,...,cno} N Q. Se ¢jo € F, escrevemos cjy =

rj/s; com r; € Z e s; € N primos entre si e definimos o conjunto

= sz (2.12)

Cj0 eF

Como cada cjo ¢ Z, se cjo € F entdo s; > 1, logo Z4 \ G possui infinitos elementos.

Para cada j = 1,...,n e cada elemento £ € Z \ G a equagao

(a% T ieey (1)) o(t.€) = ge(t),  ge € C(T™),

possui uma tnica solucao v dada pela formula
21
U(t, g) = djg/ eig(cj(tj_sj)_cj(tj))gg(tl7 e ,tj — Sj, C. ,tn)de,
0

sendo dje = (1 — e 2m%0)~1 e C;(t) = ajot; + iB;(t;). Consequentemente, para cada

£ € Z\ G a equagao (2.11) possui uma unica solu¢ao dada por

a(t, €) = de /[ | €= =COIp (1 — 5 €)ds, (2.13)
0,27|™

na qual dg = dlf PN dn{ e C(t) =dap - t+ ZB(t)
Seja v(+, &) a expressdo definida pelo lado direito de (2.13), a qual é bem definida

pois s6 depende da escolha da fungao h. Definimos entao as funcoes

fj(tax): Z fj(t>€)ei£zv jzla"'vna

EEZLN\G

nas quais os elementos fj(-, €) sao dados por

06 = (o + i), j=1.n £€ZNG (214

Vamos mostrar na Proposi¢ao 2.8 (adiante) que para uma certa escolha de h as
funcoes f1,..., f, sao suaves. Assim, se f = Z;‘:l fjdt; entao a definicao das funcgoes
f; assegura que a condicao de compatibilidade L f = 0 estara satisfeita. De fato, basta

notar que

L) = (2 +igetn) (L +ige;(t,))ot, &) =

Bty ot
0 0 —
= (a_t] =+ chj(tj)) (a_tk + Zng(tk))’U(t,g) == L]fk(t7€)a 5 € Z+ \ g>
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portanto Ly f; = L; fx, k,j = 1,...,n, 0 que equivale a L f = 0.
Além disso, se £ € Z, \ G é tal que &y € Z™ entao
. . 0 .
fj <t7 5)62§(co.t+0(t)) - 8_t] (U(tv S)ezé(co-t—i—C’(t))), Jj=1...,n,

sendo C'(t) = C(t) — ¢o - t uma fungao suave e periddica. Portanto a 1-forma
fl (, f)eié(co.tJrC(t))dtl 44 fn(t, g)eig(co-t+c(t))dtn

¢ exata sempre que £ € Z, \ G satisfaz £cy € Z".

Portanto, ao fazer uma escolha conveniente da funcao h teremos f € E e pela
definicao de f se existir uma solucao u da equacao Lu = f entao os coeficientes parciais
de Fourier 4(-, &) serao os dados em (2.13).

Desenvolvendo fj(-,f) em (2.14) chegamos a seguinte expressao

) d . ) .
£t &) = d—5 / ei6Clt=stsie)=COIR(t — 5+ 55e5,€)dsY), (2.15)
j [0,2mr]7—1
na qual ds¥) = ds;...ds;_yds;ji1...ds, e {eq,...,e,} é a base canonica do R".

Construcao da funcao h

Denotamos por M o méaximo da fun¢do B sobre o cubo [0, 27|" e por M o maior

My = max{B(t); t € [0,27]" N {ty = 0}}, k = 1,...,n, no qual {t, = 0} denota o

hiperplano {t = (¢1,...,t,) € R"; t, = 0}. Entdo, pelas argumentacdes feitas no inicio
deste caso 1, temos 0 < M < M.

Seja 0 < § < m/2 constante. Considere uma fungao de corte x5 € C>°(R™) tal que

1 seteQs
0 setd Qo

e 0 < xs(t) <1, para todo t € R™, sendo Qs = {t € R™; |t| < §}.

Definimos assim as funcoes suaves e periodicas

xs(t) =

p(t) = Z ag - (t* —t —2mv)xs(t + 27v), teER" e
veL™

qt) =1+ Z (|t + 27| — 1V)xs(t + 27v), tE€R,

veZn
sendo t* € (0,27)" tal que B(t*) = M.

As fungoes p e ¢ gozam das seguintes propriedades:
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e ¢(t) > 0 para todo t € R" e ¢(t) = 0 se, e somente se, t = 27v, v € Z™;
e Se [t| < § entdo p(t) = ag - (t* —t) e q(t) = |t]*.
Finalmente, definimos a funcao h por
h(t,x) = > h(t,€)e,
EEZLN\G
sendo os coeficientes (-, ¢) dados por

h(t,€) = (dg) e SMHRIOA ) £ e 7\, (2.16)

—~

com K >0e0<\< (M- M)/2 constantes. A constante K sera escolhida suficien-

temente grande no decorrer do texto.
Proposi¢do 2.7. h € C>=(T"*).

Demonstra¢ao. Note que M + Kq(t) — A > M — X > 0. Entao, como existe uma
constante C' > 0 tal que |(d¢)~!| < C para todo £ € Z; \ G (veja o Lema 2.6), segue a
desigualdade

h(t, &) < Ce *M=N " vt e [0,2n]" e VE € Z, \ G.

Dado o = (a1, ..., ) € Z7, temos a identidade 8°h(t,€) = P(t,€)h(t, ) na qual
P(t,&) é um polindémio envolvendo poténcias de £ com grau no maximo |a| e derivadas
de p e g, as quais sdo limitadas em [0, 27|". Entdo, existe uma constante C, > 0 tal
que

|P(t,6)] < C.élel Ve [0,2n]" e VE€Z, \ G.

Portanto,
0°R(t,€)| < COLEMe™SM=N vt ¢ [0,27]" e VE € Z,\ G,

donde concluimos que h € C(T™+1),
U
Agora, para cada & € Z, \ G, substituindo os coeficientes (2.16) em (2.13) e (2.15),

obtemos as seguintes expressoes

at,&) = / eSlorta)tiea(ts)) g (2.17)
[0,27]™

fj(t,f) _ di/ eé(«il('578—51'6]')+2'<p2(taS—SjEj))dS(j)7 j=1,...,n, (2.18)
[0,2mr]7—1

sendo 1(t,s) = B(t) — B(t —s) — Kq(t —s) — M+ X e p(t,s) =p(t—s)—ag-s

funcoes a valores reais.
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Proposicdo 2.8. Para K > 0 suficientemente grande, f; € C(T"™), j=1,...,n.

Demonstragao. Vamos identificar s — sje; com (sq,...,5j-1,8j41,.-.,5,). Iniciemos a

demonstracao definindo o conjunto
Q; = {(t, s —s;jej) € 0,277 gt — s+ sje;) = O}.
Como ¢(t — s + s;e;) = 0 se, e somente se, t — s + s;e; = 2vm, v € Z", obtemos

o1(t,s —sje;) = B(t)— B(t—s+sje;) — Kq(t —s+sje;) — M+ A
= B(s—sje; +2um) — B(2um) — M + A

B(s — s;jej) — M + A

M- M

M—M+\< 5

IN

(t,s — sje;) € Q.

O conjunto Q; é fechado uma vez que a fungao [0, 27>~ > (¢, s—s;e;) — q(t—s+s;e;)
¢ continua. Assim, existe um aberto U D Q; tal que

M—M
o1(t,s — sje;) < —5 (t,s — sje;) € U.

Considere agora o compacto [0,27]?*"~1\ U e as constantes

o =min{q(t — s + s;e;); (t, s — s;e5) € [0,2a]" P\ U}

e
p=min{B(t — s+ sje;); (t,5 — s;je;) € [0,27)*" 1\ U}.
Note que o > 0. Logo, escolhemos K > 0 de forma que
1 M—M
K>—(—p+a+ ).
o 2
e obtemos

p1(t,s —sje5) < —p— Ko+ A
M- M

< 5 (t,s — sje;) € [0, 27" 1\ U.

Concluimos assim que

M—-M

5 (t,s — sje;) € [0,27)*" 1,

901(t>8 - Sjej) <

Entao por (2.18) chegamos na seguinte desigualdade

M—M

fit, &) < Ces75, VEeZ\G,
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na qual C' > 0 é uma constante que nao depende de t e &.

Seja p(t,s) = p1(t, s) +ipa(t, s). Dado o € ZT}, novamente por (2.18) obtemos

1

O f;(t, €) / P(t,s — sje;, &)efets=5i%) qs0)
djf [07271.]7171

sendo P um polindmio que envolve poténcias de £ com grau no méximo |«| e derivadas

n=1" Entdo, existe uma constante C, > 0 tal

de ¢, as quais sao limitadas em [0, 27]
que

‘P(t7 S — Sj€;5, 5)‘ < Coéfla'? (t7 S — Sjej) € [07 271'}2”717
donde obtemos a desigualdade

1

W 0.22]n1 |P<t7 § — §;5€5, £)||e&p(t’878jej)|d8(j)
J 2T |

|8afj(t7 g)l <

M—M

< CO e "5 YeeZ, \G,

concluindo que f; € C*°(T™H1).
U

Proposicao 2.9. Para K > 0 suficientemente grande, nao existe distribuicao u €

D'(T™Y) cujos coeficientes parciais de Fourier na varidvel x sejam os dados por (2.17).

Demonstra¢ao. Uma vez que B(0) = 0, escolhemos 0 < dy < d tal que |B(t)| < \/2

para todo |t| < dy. Para este dy escrevemos a igualdade
a(t*, &) = Ie + Je,

na qual t* € (0,2m)" satisfaz B(t*) = M (t* € o mesmo ponto que aparecece na

construgao da funcao p) e

Y

Ig _ / eif(p(t*—s)—ao.s)e—f(B(t*—s)-i-Kq(t*—s)—/\) ds
|s—t*]|<do

Je = / S P(t" —5)—a0.) ,~E(B(E )+ Kq(t —3)-X) g
|s—t*|>d0

Vamos fazer estimativas para as sequéncias /¢ e J¢ com a finalidade de mostrar que
os coeficientes u(t*, ) crescem muito rapido quando £ tende ao infinito.
Lembrando as propriedades das fungoes p e ¢, para |s — t*| < § temos ¢(s — t*) =

|s — t*]? e p(s — t*) = ap - s. Portanto, como &y < 4, fazendo a mudanca de variaveis

o = VKE(t* — s) obtemos
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[g _ / efg(B(t*fs)+K|t*73\27)\)618
|S—t*‘<5o

> 2 / o EKI sl g
[s—t*|<do

7 )
(KE™? )\ gi<syvEE

_ 2 He o a2 M
RGO TR

— N2 e 17 do

—lo|? N . L .
sendo e = / e 1" do, ¢ € Z, \ G, uma sequéncia crescente de niumeros reais
lo|<dovKE

positivos.
Por outro lado, existe uma constante C' > 0 tal que |J¢| < Ce=¢M2 para todo
£ € Z, \G. Com efeito, considere o cubo @Q* = t* — [0,27|" e a constante o =

min{q(7); 7 € Q" e |7| > do}, dessa forma temos o > 0. Portanto,
|Je| < / |ei5(p(t**8)*00'5)}6*5(3(15*fs)+Kq(t*fs)—>\)dS
|s—t*|>d0
- / e (BT =)+ Kq(t"—s)=A) g
[s—t*|=6o

< / e—g(B(t*—s)—&-KU—)\)dS.
s+ 260

Escolhemos agora K > o '(3\/2 — p) com p = min{B(t* —s); |s —t*| > o}

Logo, da desigualdade anterior temos
| Je| < / e~ M2ds = Ce™M2,
|s—t*‘250

Escolhemos também &, € N tal que

N> Cenl? e > &,
n/2

sendo C =

(14 C). Assim,
21

~ Kn/? C
X/4 /2 n/2
et > 08T > o (1+ 653A/4)§ -

Multiplicando a desigualdade acima por efV* obtemos

(Klgﬁewz _Ce2 > M
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e segue que

(", O = el = | el = (}éﬁew —CeV2 > VE> 6, €€ 2.\ G

Portanto, a sequéncia u(-, £) ndo é uma sequéncia de coeficientes parciais de Fourier
de nenhuma distribui¢ao v € D’(T"*!). Encerramos assim a demonstragiao no caso 1.
O

Caso 2: {ci0,...,coo} NZ # D

Ainda estamos trabalhando sob a hipotese ¢y ¢ Z". Vamos considerar agora o caso
em que existem perfodos ¢y € Z.

Reordenando os campos L;, podemos assumir que c¢jo ¢ Z, j = 1,...,p, € ¢jo € Z,
j=p+1,...,n, para algum 1 < p < n — 1. Entao, o caso 1 juntamente com o Lema

2.10, dado a seguir, conclui a demonstracao no caso 2.

Lema 2.10. Sejam 1 < p <mn e L o operador dado em (2.2). Se o operador determi-
nado pelos campos Ly, ..., L, nao é globalmente resoluvel em TPt e ¢(,i1)0, - . -, Coo € Z

entdo L. nao é globalmente resolivel em T™ 1.

Demonstragao. Denotamos as coordenadas em T por (¢, ¢, z), sendo t' = (t1,...,1,)

et = (tp41,...,t,). Similarmente, usamos a notacao ¢y = (¢, cy), na qual ¢ =
/"o

(€105 -+ p0) € € = (Cp11)05 - - - » Cno)-

Considere o operador L# determinado pelos campos vetoriais

+ (ago + by (1)) 2

L.
ox’

=5 j=1,....p, (2.19)
e E# seu correspondente espaco de condicoes de compatibilidade, conforme definido
m (1.5). Uma vez que L# ndo & globalmente resolivel em TP existe g(t',x) =
j Lg;(t',z)dt; € E* tal que a equagao L#v = g nao possui solugao v € D'(TPH),
Seja B(t) = Bi(t') + By(t"”) uma primitiva global do pull-back 11*b, definida no
recobrimento minimal 7 = R” x T"", sendo r o posto do grupo de periodos da 1-
forma b. Como por hipotese ¢ € Z" P (o que equivale a b = 0 e aj € Z"?) temos
que 0 <r < p e que By esta definida em T"P.
Definimos agora as fungoes

v) =Y fit, e, j=1,....p,

g€z
nas quais, os coeficientes fj -,&) sdo dados por
E(Ba(t")—M—iag-t'") se 5 >0

E(Ba(t'")—m—iay ") se 5 <0 ’
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sendo M = max{B(t"); t" € T" P} e m = min{By(t"); t" € T"P}.

Escolhemos também
ijO> ]:p+177n

Dado o = (s, ..., o) € Z7, para cada j = 1,...,p obtemos a igualdade

80‘fj(t7§) = (a(al,...ap)gj(t/’f)) (t" 5) E(Ba2(t") Mfiag-t”), £cl,,

na qual P é um polindémio envolvendo apenas poténcias de £ (poténcias de grau no

maximo |o”| = ap41 + - -+ + ) e derivadas de By(t”) — iag - t”

as quais sao limitadas
em T"P. Deste modo, existe uma constante C, > 0 tal que |P(t",&)| < C,|¢|!*" para

todo t”. Portanto,

10°f;(t,€)] < Cale|l o r—)g, (¢ €)|, €€ Zs.

Analogamente, obtemos a mesma desigualdade para { € Z_. Como g; sao funcoes

suaves ¢ possivel concluir, pela desigualdade anterior, que as funcoes f; também sao

suaves.
Finalmente definimos f = > ", f;dt;. Vejamos que f € E.
Primeiramente precisamos verificar que L;fy = Ly fj, j,k = 1,...,n. Para j,k =
1,...,p facilmente vemos que L;f, = Lif; uma vez que L;g, = Lig;. Para j, k =

p+1,...,n temos L;fi, = Lif; = 0. Resta-nos verificar que L;f; = Lyf; quando
j=1,....,.pek=p+1,...,n. Neste caso,

L/k;?j(t,f) (bk(tk) _mko)gj(t 5) Bt~ M—ia6’~t”)+

+i&(aro + ibg(tr))g; (t, €)esBEN=M—tagt") — g — [ fk(t ), VteT", vE>1.

Analogamente L/k?j(t,f) =0= L/jﬁ(t,ﬁ), vVt € T, V¢ < —1. Quando £ = 0 é direto.
Vejamos agora que f cumpre a outra condi¢ao de compatibilidade. Com efeito, a

funcao suave e periodica C(t) = i(B(t) — by - t) satisfaz
dtC:Z(b—bo) :a0+z’b— (Gg—i"ibo) = C — (g,

sendo c(t) = Y7 (ajo+ibj(t;))dt; e co = Y7 (ajo+ibjo)dt;. Afirmamos que a 1-forma
f(t,€)eleot+CM) & exata sempre que ¢ € Z satisfaz &cy € 7.
De fato, se £ € Z ¢ tal que £(c), ) € Z" entdo &c) € ZP, logo g(t, €)e (ot +Cn )

¢ exata, sendo Cy(t') = i(By(t') — b - t'). Ou seja, existe uma fungao v, € C*(TY) tal
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que
dovelt) = 4t &)t +Cre)
(0 e B )
= g(t/, g)eif(—ag.t//_iBQ ) eif(aO't"riB(t))
= g(t/, g)eig(fag.tllfiBQ (t//))eif(CO't+C(t)) .

Se ¢ > 0 multiplicamos a equacdo acima por e M e obtemos:
do(e™Mg(t)) = F(t, e rreW)

Se ¢ < 0 multiplicamos por e~¢™, e portanto
dy(emye(t)) = F(1,€)e 00

Dessa forma, concluimos que f € [E.
Suponha por absurdo que existe v € D'(T""!) tal que Lu = f. Se u(t,r) =
dez i(t, £)e’®, para cada € € Z, obtemos as equagoes

G0 €)+ €+ iy (L)A0.6) = 0.6, =L
GO Fitlon + AL =0 j=prlin

as quais podem ser reescritas na seguinte forma

0 "

8t (t §)+Z€(a’]0+lb ( ))w(tvg) ZgaOt fj(t g) ] = 1ﬂ"'7p7

(9

at ( g) Eb](tj)w(t7€> :()7 j :p+17"'7n7

sendo w(t, ) = a(t, £)e’ %", De acordo com cada & € Z, para j =p+ 1,...,n temos

8(2( (t, € EBat —M)) = 0, se>0,

ai( (, €)e~sB2t) —m>) — 0, sef<0.

Assim, existem funcoes ¢¢, { € Z, tais que

w(t, £)eSBD=M) = g (¢), £ >0,
(2.20)

w(t, e BT = g (t'), € <0.
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Vejamos que
ot z) = Z de (e,
¢ez
define uma distribui¢io em TP, De fato, sejam t§, e t” € T"P tais que By(th,) = M

e By(t!) = m. Entao, dado € ZE segue que
|07 e(t)] = 0%w(t, 57, €)] = |0%a(t' 13, )|, V€ =0,

[0%¢¢(t)] = [0%w(t' £, &) = [07a(t', 1}, €)|, V€ <O.

Y Vmo

Portanto ¢ € D'(TPT!), uma vez que u é distribuigao.
Por outro lado, para j = 1,...,p vimos que
o Wt €) + i€ (az +ibj(t;)w(t, ) = <8 fi(t.€), €€
J

Substituindo (2.20) na equagao anterior, obtemos
a . . _ "y _ cal ¢ p R
5 06(t)) i€ (ajo + ibs(t))) d(t') = T BTG fi(1, €) = g;(t',€), €20,
J
a . . _ N _m) ical ¢ p N
5 0e(t) + i€ (ajo +ib;(t;)) oe(t') = e BT RAG f(,€) = g,(,€), € <0,
J

donde concluimos que L;jp = g; para j = 1,...,p, ou seja, L#p = g, o que é um
absurdo.
O

2.3 Proposicao 2.4: demonstracao da suficiéncia

Na Proposi¢ao 2.3 tratamos da resolubilidade global do operador L, definido em
(2.2), quando todas as fungdes b; sdo nao identicamente nulas. Naquele caso, vimos
que a parte real ag interfere na resolubilidade global de I somente quando a 1-forma
b é exata. Ja na Proposi¢ao 2.4, onde consideramos a existéncia de funcoes b; iden-
ticamente nulas, veremos que a parte real ay pode ser determinante na resolubilidade
global de L independente de b ser exata ou nao.

Semelhantemente & Proposicao 2.3, a existéncia de uma funcao b; # 0 que nao
muda de sinal, é suficiente para que L. seja globalmente resolivel. A demonstragao é
analoga a feita na Secao 2.1.1. Assim, nos resta provar que cada uma das condi¢oes
(1) e (iii) & suficiente para L ser globalmente resoluvel.

Para cada k=1, ..., m considere o difeomorfismo

(tl,...,tk,...,tjk,...,tn,x) — (tl,...,tjk,...,tk,...,tn,$).
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Estes difeomorfismos produzem novas coordenadas em T"™!, nas quais
J={j=1,...,n; b, =0} ={1,...,m}.

Além disso, a estrutura localmente integravel gerada pelos novos campos permanece a

mesma anterior uma vez que s6 houve uma reordenagao dos campos L;.

2.3.1 Condicao suficiente (i)

Suponhamos que (ajg, - . ., amo) ¢ Q™ & nao-Liouville. Assim, existe uma constante

C > 0 e um ntmero inteiro s > 1 tal que

1<j<m

max [€ajo — ki > m%, V(k,€) € Z™ x N. (2.21)

Seja f = >, fjdt; € E. No decorrer desta se¢do, denotaremos por t = (¢',¢", x)
as coordenadas em T" sendo t' = (t1,...,tn) e t" = (i1, .-+, o)
Usaremos série parcial de Fourier nas variaveis (¢, z) para obter uma soluc¢do u da

equacao Lu = f. Considere entao as séries formais

u(t,x) = Z a(t", K, &)t +e) (2.22)
(k,§)EZ™ XL
e
(t,z) = F( R, &)t =1 . 2.23
J J J
(K,6)EZ™ XZL

Substituindo (2.22) e (2.23) nas equacdes Lju = f;, j = 1,...,m, obtemos para
cada (k, &) # (0,0) as equagoes

i(kj + Eajo)u(t’, K, €) = f;(t" K, €), j=1,...,m.

Além disso, da condigdo de compatibilidade Lf = 0 temos L,f, = Lf;, j,{ =

1,...m, donde obtemos as equacoes

(K'j + fajO)ff(t”> H>€> = (K'@ + ga@[))fj(t”a R, 6)7 jvé = 17 cee, M.

Portanto, as equagoes anteriores implicam a seguinte igualdade

1 £ "
me(t y K, §)7 (’%75) 7é (07 O)’ (2'24)

sendo 1 < M <m, M = M(§), tal que

w(t” k&) =

|kn + Eano| = pax |k; + Eajol.



2.3 Proposigao 2.4: demonstracao da suficiéncia 35

Uma vez que f € E segue que f(¢”,0,0) é exata (ver definicio de E em (1.5)).
Desse modo, existe uma func@o suave v definida em Ty, ™ tal que dpv = f(-,0,0).
Escolhemos entao u(t”,0,0) = v(t").

Vejamos que a série u definida por (2.22), com coeficientes (-, k, &) dados por (2.24)
e u(t”,0,0) = v(t"), ¢ uma solugao suave da equacdo Lu = f.

Dado o € Z™™, a desigualdade (2.21) juntamente com a férmula (2.24) resultam

em

0", 5, €)] < SIEF O fu(t' ), (5.6) # (0,0)

Uma vez que cada funcao f; é suave, dado um inteiro positivo L, existe uma cons-

tante C, > 0 tal que pela desigualdade acima obtemos
~ 1 s—1l|9a f
0% at", k&) < FlK HO“ fur(t”, , €)]

1
A+ (oD (x,8) # (0,0),

donde concluimos que v € C*(T™*1). Da forma que foi construida, a fungao u satisfaz

Ca

Lyuw=f;, 5 =1,...,m. Verifiquemos que u também satisfaz as equagoes
Liu=f;, j=m+1,... n.

Seja j =m+1,...,n. Dado (k, &) # (0,0), podemos escrever

~

w(t’ Kk, &) = fu(t” K, 6),

i(liM + fCLMO)
conforme (2.24). Além disso, da condigdo de compatibilidade L, fay = Ly f; temos

9

at'fM(t”’ KaS) + chj(tj)fM(tua /{75)'

i(kar + Eanpo) f;(1" K, €) =
Assim, as duas ultimas igualdades implicam

a%@(t", 5, €) + ke ()it 1, €) =

1 o . L 1
- Z(/fM‘l‘gaMO)a_%fM(t 7H7§)+Z€Cﬂ(t])i(/{M+§aM0>
1

o . .
= m(%fM(t”ﬂﬁf)+chj(tj>fM(t”7 “75))

= ﬂ(t//,ﬁ,g).

Finalmente, para (k,&) = (0,0) temos 8%&(1%“,0,0) = £,(t",0,0).

fM<tH7 K, )
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2.3.2 Condicao suficiente (ii7)

Vamos relembrar as hipoteses da condigao (iii): b é exata, ag € Q", g5 = ¢s, e se B
é uma primitiva de b entao todos os subniveis e superniveis de B sao conexos em T".
Seja A= q.Z e B=17\ A. Definimos o espago

DT = {ueD(T"); u(t,z)= Zﬂ(t,f)ei&”}
£eA

= {ueD(T"); u(tz)= Z a(t,q.N)e" N}
Nez
Analogamente definimos Dj(T"1).
Denotamos por Ly o operador L agindo sobre D/, (T"*!). Similarmente, usamos a
notagao L para o operador L agindo sobre Dy (T"1).

Pelo trabalho [BCP1| temos o seguinte resultado:

Lema 2.11. O operador 1L € globalmente resoluvel se, e somente se, 0s operadores IL 4

e Lg sao globalmente resoliveis.

Lema 2.12. O operador L4 € globalmente resolivel.

Demonstracao. Como q.ag € Z", podemos definir a seguinte aplicacao

T:D (T — Dy (T
S alt e — 3 a(t, guf)e bt
s€Z ¢ez
A aplicacdo T define um automorfismo de D;\(Tnﬂ) o C%(Tnﬂ ). Além disso, vale
a seguinte conjugacao
T_lLAT = Lo,4;

sendo Lo = d; + ib(t) A 2.
Seja B uma primitiva global da 1-forma b. Por hipo6tese, B possui apenas subniveis
e superniveis conexos em T", logo o operador Ly é globalmente resolivel pelo traba-
lho |CH|. Portanto, Lo 4 é globalmente resolivel e pela conjugagao T 'L 4T = L
concluimos que L 4 também ¢é globalmente resolavel.
O

Lema 2.13. O operador Lg é globalmente resolivel.

Demonstracao. Seja (k,§) € Z™ x B. Uma vez que q; = @x, Ou seja, ¢, &€ o menor

inteiro positivo que satisfaz g, (a1, ..., amo) € Z™, existe j € {1,...,m} tal que
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a Hj‘ > ¢
07 /| Z e
Tooel T
sendo C' = 1/q,. Assim,
Ky K; C "
max ‘am— —’ > lajo— —| > —, (k& eZ™xB.
“leom ¢ el T
Ou seja, se os denominadores £ € B entdo af = (ao,...,ame) S€ comporta como

nao Liouville. Logo, semelhantemente a demonstracao feita na Sec¢ao 2.3.1, concluimos

que o operador Ly ¢ globalmente resoltvel.
O

2.4 Proposicao 2.4: demonstracao da necessidade

Nesta segao, mostraremos que quando ) # J = {j, b; = 0} # {1,...,n}, o operador
L definido por (2.2) sera globalmente resolivel se alguma das trés condi¢des apresen-
tadas na Proposicao 2.4 estiver satisfeita. Para isso, suponhamos que as condigoes (i),
(¢7) e (i7) nao sdo validas, isto é, no decorrer desta secdo todas as fungdes b; # 0
mudam de sinal e além disso temos dois casos a considerar. O primeiro serd quando
(aji0,---,a5,0) ¢ Q™, neste caso vamos supor que (aj,o,- - -,aj,0) € Liouville. O outro
serd quando (ajo,...,a;j,0) € Q", neste caso vamos supor que a condicdo (i77) nao
estd satisfeita.

Como na segdo anterior vamos assumir que J = {1,...,m}, 1 < m < n — 1.
Além disso, continuamos denotando por (¢/,t”,x) as coordenadas em T sendo t' =
(t1,.. . tm) e t" = (tmy1,...,t,). Usamos também a notacao ¢y = (cf, cy) com ¢ =
(€105 -+ Cmo) € ¢g = (Camt1)0, - - -5 Cno)- A demonstracao sera feita de acordo com os

casos a seguir:
Caso 1: af = (a0, - - ., amo) ¢ Q™ & Liouville;

Caso 2: aj = (ag, - - .,amo) € Q™.

2.4.1 Caso 1: gy ¢ Q™ é Liouville.

Dentro do caso 1, consideramos dois subcasos, a saber:
LA —m.
o Caso 1.1: ¢ = (Cim+1)0s - - - Cno) € Q"™

o Caso 1.2: ¢§ = (Cm+1)0, -+ > Cno) & Q"7
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Caso 1.1: ¢ e Qn ™

Considere o operador L# associado aos campos vetoriais L1, ..., L,, ¢ o conjunto
A = nZ no qual n € N satisfaz ncy € Z"™. Uma vez que aj ¢ Q™ ¢é Liouville,
afirmamos que ]LZZE nao é globalmente resoltivel em T™*!. As ideias da demonstragao
dessa afirmagdo, que serd apresentada a seguir, foram inspiradas no trabalho |BP].

Como ay, é Liouville, pelos Lemas 1.6 e 1.7 é possivel obter uma constante C' > 0 e
uma sequéncia {(k;, &)} em (nZ)™ x nZ, & > 2, tal que

jmax |§la30 +/<al ’ < Cl(k,&)|™', VIeN.
Seja 1 = |(k1,&)[Y?, I € N. Definimos

u(t', ) = et *ae) ¢ goo(TmHy - | e N,
Entao para cada j = 1,...,m, obtemos

Lle = Z’}/l( —I— &CLJ ) i Hl t +§lm) l - N

Definimos entao

- Z g(/{h gl)ei(m.t/—"_&w)a
lEN
sendo

K'lagl Z + glaj(]

Note que g € /\1 C¥(T™*) e pela construgao garantimos que g € ]Eﬁ. Suponha

por absurdo que existe u € D, (T"!) tal que Lﬁu = ¢g. Portanto, como
0
L%u = dyu + a) A =—u
A ! 07 97

se

u(t,z) = Yk, e
(k,£)EA™ X A
segue que

m

L#u(/ﬁ,fz (ki &) Z +§lago = g(k1, &), VIeN,

J=1
donde concluimos que

a("{hgl) =M, Vi GN,

0 que é uma absurdo pois a sequéncia (7;);eny ndo corresponde a nenhuma distribuigao
definida em T™"!. Concluimos assim a demonstracao da nao resolubilidade de Lﬁ
em T™!. Esse resultado juntamente com Lema 2.14, enunciado a seguir, concluem a

demonstracao no caso 1.1.
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Lema 2.14. Sejam 1 < p < n e L¥ o operador associado aos campos Ly, ..., L,.
Considere o conjunto A = nZ no qual n € N. Sob estas condi¢oes, se ]Lﬁ nao €
globalmente resolivel em TPH! e n(c(pH)O, ey Cno) € Z™P entdo Ly nao € globalmente

resoluvel em T"H.

A demonstracao do Lema 2.14 serd omitida uma vez que é uma adaptacao do Lema
2.10.

Caso 1.2: ¢§ ¢ Qv

Assuma primeiramente que {C(n41)0, - --,Cno} N Q = (. Neste caso, a nao resolubi-
lidade de L sera dada pelas Proposicoes 2.16 — 2.18.

Seja B uma primitiva global do pull-back 1I*b através do recobrimento universal

IT : R* — T". Uma vez que b; = 0, j = 1,...,m, a funcao B pode ser escrita
na seguinte forma B(t) = B(t") = >_7_, ., Bj(t;) e como cada fungdo b; # 0 muda

de sinal, vamos assumir que o méaximo da fun¢do B = B(t”) nao ocorre na fronteira
do cubo [0,27]7™ conforme feito no caso 1 da Secao 2.2. Assim, daqui em diante

estaremos trabalhando nas seguintes condicoes:

* bjOSO,j:m—l—l,...,n.

n—m

*x O maximo da func¢do B = B(t") ndo ocorre na fronteira do cubo [0, 27],

* B(0) = 0.
Ainda, relembrando as argumentacoes da Segao 2.2, vamos utilizar a condic¢do
h = Lg(n) . Lg(g)Lg(l)u, oesS,, (2.25)

para construir uma 1-forma f € E de modo que nao exista solugao u € D'(T"™!) da
equagao Lu = f. No entanto, aqui usamos série parcial de Fourier nas variaveis (¢, x),

ou seja, faremos uso das séries formais

u(t.a) = 30 At m, €)Y (2.26)
(k,£)EZ™ X T
e
ht.r) = D M s, (2:27)
(K,6)EZ™ XL

Motivados por (2.25), substituimos as séries (2.26) e (2.27) na equacao

h = LnLnfl ce Llu,
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donde obtemos para cada (k,&) € Z™ X Z a seguinte igualdade

n

h(t", 5, €) = ( IT @, +ice;(ty) [ + fayo)ﬁ(t", K, §), (2.28)
j=m+1 j=1
na qual ¢;(t;) = ajo +1ib;(t;), j=m+1,...,n
Como aj = (aig,- .., amo) ¢ Q™ & Liouville, existe uma constante C' > 0 e uma
sequéncia {(k;, &)} em Z™ X Z, & > 2, tal que
G+l = max [Giao + k| < Cl(r, &)Y VI € N (2.29)

Logo, como c¢jo ¢ Q, j = m+1,...,n, para cada [ € N a equacdo (2.28) possui

uma tnica solucao dada por

’&(t”, K, 6[) = 51 / Bi&(c(tﬁ_s ) iL(t/ — SH, Ky, fl)dS”, (230)
[0,27]—m
sendo
o =l + &ao)) ™ T 11— e8] e Ct’) =af - +iB(t").
j=1 j=m+1

Seja v(t”, Ky, &) a expressao integral dada pelo lado direito de (2.30). Dessa forma

definimos as funcoes f; como segue
Zf] t Kl7 Z(fizt-‘:—fﬂ?) jzla"'7n7
leEN

nas quais para cada [ € N temos

Z.('Lil(j) + glaj())v(t”a K, gl) se ] = 17 s

fj(t”)/ihgl) = 8 . .
(g Ti&ci(t)o(t" ki, &) sej=m+1,....n

As funcgoes fj(-,/ﬁ,fl) ficam bem definidas pois dependem apenas da escolha de

(-, k1, &). Obtemos dessa definicio as seguintes formulas:

Fit" k1, &) = i(k? + &ajo)d, / G =" )=CUN (" — & ky &)ds", (2.31)
[0,27]n—m
paraj=1,...,m,e
r 5 "__ ot ~
Bt ) = 7= [ e e i, G)dsly, (232
3& J[0,2m]n—m—1

para j = m+1,...,n,sendo djg, = (1—e ?™%0) e dsy = dspp1 ... dsj_1dsjyr ... dsy.
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Construcao da func¢ao h

Denotamos por M o méximo da fungdo B = B(t") sobre o cubo [0, 27]3, ™ e por M,

o maximo de B sobre [0, 27], " N{t; = 0}, j = m+1,...,n. Logo, pelas argumentagoes
feitas anteriormente temos 0 < M < M sendo M o maior Mj;com j=m+1,...,n.
A partir da sequéncia {(k;, &)} que obtemos por aj ser Liouville e que satisfaz

(2.29), definimos os conjuntos
F = {l EN; 65lM§M|/<Ll+fl(16’ < 1},
Fo = {l € N; 6& M;M‘Iil + &CLH > 1}
Com base nesses conjuntos definimos a sequéncia (7;),en dada por

e sel e F
n = : (2.33)
|I€l —I—fla6|_l/2 sel e Fy
na qual 0 < A < (M — M)/Q ¢ uma constante.
Sejam 0 < § < 7/2e Qs = {t" € R*™, |t"| < §}. Considere entdo uma fungio
de corte x5 € CX(R"™™) tal que

1 set’e Qs
0 set’ ¢ Qg

7

Xs(t") =

e 0 < xs(t") <1, para todo t" € R*™™.
Utilizando-se da funcao ys, definimos trés fungoes perioddicas suaves que serao fun-
damentais na posterior defini¢ao de h. Seja t] € (0,27)"~™ tal que B(t!) = M, entdo

definimos
n " " " "
p(t") = E ag - (t, —t" = 2mv)xs(t" + 27mv),

V€Zn7'm
g(t") =1+ > (It +2mv> = D)xs(t" + 2mv),
IJEZ""*""
r(t") = Z B(t" + 27v)xs(t" + 27v).
IJEZn*m

As fungoes p, g e r possuem as seguintes propriedades:
o ¢(t") >0, Vt" € R""™ e q(t") =0 se, e somente se, t" = 27v, v € Z" .
o r(2rv) =0, Vv € Z" ™.

e Se [t"] <0, temos p(t”) = ag - (£ —t"), q(t") = |[t"|* e r(t") = B(t").
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Finalmente definimos

t l‘ Z t Ky, € ekt +€lm)

eN
sendo ﬁ(, K1,&) os coeficientes dados por

(t K, &) = léz (—Kq(t")+r(t")—M+ip(t")) (2.34)
0y

Proposigdo 2.15. Para K > 0 suficientemente grade, h € C>(T"*1).

Demonstracao. Seja ¢(t") = —Kq(t") + r(t") — M, entdo ¢(2vm) = —M para todo
v € Z™ ™. Como ¢ é continua, existe uma vizinhanca U dos vértices do cubo [0, 27" =™
tal que
o(t")y < =M+ N\, Vt"eU.
Considere ¢ = min{q(t"); ¢" € [0,27]* ™ \ U}. Uma vez que a fun¢ao ¢ é nao
negativa e, restrita ao cubo [0, 27|~ anula-se apenas nos vértices, segue que o > 0.
Logo, escolhendo K > (7 — A) /o com n = max{r(t"); ¢’ € [0,2x]"~™ \ U} obtemos

oty < —M+ X\, V" €0, 2x]"™\ U.

Por outro lado, fazendo uso do Lema 2.6, existe uma constante C' > 0 tal que

1
o < < Ol + Gag|™, VIeN.
Portanto, segue da definicao dos coeficientes fz(, K, &) em (2.34) a seguinte desi-
gualdade
(t", k1, &) < Culri+ Gag|™ e 8
C‘/ﬂ—i—fla ‘ (M=22) seleF

C”/ﬁ —l—flao‘ @m=1)/2 —&(M-)) o] e F

Estimativas similares para as derivadas de fL(, K1, &) garantem que h € C(T™+1).

O

Vejamos como ficam as formulas (2.30), (2.31) e (2.32) considerando os coeficientes
h(-, k, €) definidos em (2.34).

a(t", Ky, &) = ’Vl/ S ds” (2.35)
[0,2mr]n—™

A~

(11, &) = ik + &azo)y SRS ) g (936
! : ! [02 ]n m
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para j =1,...,m,
fj(t”, K, fl) = J_;/[ | 1 651(<,01(It”,S”—Sjej)-l-il,DQ(lf"vs”—sjej))dgl('j)7 (237)
781 0,2m|n—m

para j =m+1,...,n. Sendo

¢1<t/l’s//> — B(t//> _ B(t,/ . S//) . Kq(t// _ S//) _|_ T(t/, _ 8//) _ M

" " " " " "
oo(t", ") =pt" — ") —ag - s
funcoes a valores reais.

Proposigdo 2.16. Para K > 0 suficientemente grande, f; € C>°(T"), j=1,...,m.

Demonstra¢ao. Afirmamos que ¢y (t”,s"”) < 0, para todo t”,s" € [0,27]"~™. Com
efeito, denotamos por F a fronteira do cubo [0, 27]"~™. Como B < M sobre F, existe
0 < dg <0 tal que B < M sobre o aberto U = {7’” e R dist(7", F) < 50}.

Para cada 27v, v € Z" ™, considere a bola aberta de raio dy centrada em 27v.
Denotamos por V' a unido (disjunta) dessas bolas.

Dados t",s" € [0,27]"~™ veja que a diferenca t” — " € [—2m, 27]" ™.

Se t" — §" € V, entao |(t" — ") — 2mv| < &y para algum 27y, v € Z" ™, logo
r(t" —s")=r({t"—s"—2vm)=B{t"—s"—2vm)e

PE") = B — B — ) — Kalt' — ) (¢ — )~ M
= B({")-B{t"-$")—Kq(t"—s")+B{t"—s" —2vm) = M
= B({")— M — Kq(t" — ") — 2nv - by
(t" — 2mv) — M — Kq(t" — §") < B(t" — 27v) — M.

Il
Sy

Observe na desigualdade anterior que, caso v = 0 entao ¢1(t",s”) < 0. Caso v # 0
temos (¢ — 27v) ¢ (0,27)"~™, entao

dist(t" — 2mv, F) < dist(t" — 27w, s") = dist(t" — §”, 27v) < &y,

logo t" — 27 € U e ¢1(t",s") < 0.
Se t" —s" ¢ V entdo

gOl (t//, S//)

IA

—B(t” . 8//) . Kq(t” . 8//) —i—”r‘(t// _S//)
< (- Ko,

sendo
C = max{r(r") — B(r"); 7" € [-2m,2n]""" \ V},
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0 <o =min{q(7"); 7" € [-2m2n]" "™\ V}.

Assim, escolhendo K > 0 tal que C' < Ko, concluimos a afirmacao feita no inicio da

demonstracao. Obtemos assim a seguinte estimativa para as fungoes fj(t” ,k, &) dadas
m (2.36),

G m, &) < @m)" "k + Gag

e aMFN e le F
(27_‘_)71777’1 1

‘/ﬂl+§la6| 1/2 sel€.7-"2'

Vejamos que uma estimativa semelhante ocorre para as derivadas de fj (t" K, €). De
fato, dado a € Z™™ temos

aaf;(t//’ K/l?él) = Z(Ifl(-]) —+ glaj(])’)/l/ P(t//7 S//7 l)egl@ t// // d ,/

[0,27r]m—n

sendo ¢ = 1 + 1wy e P um polindmio envolvendo poténcias de & (com grau menor ou
igual a |a|) e derivadas parciais de ¢, as quais sdo limitadas em [0, 27]2"~™). Entdo,
existe uma constante C, > 0 tal que

IP(t", ", &) < Cotl™, vt" s" € [0, 2a]" ™

Assim,

0°f; (" ki, @) < e+ Gap)| |P(t",s",&)||e5#" | ds”
[O’QW}WLfm

IA

(2m)" M Co& |Ka + G|

e G(MN e [ e F

IN

(2m)" " Col)”
7 11/2
‘F&z—l-fzao} sel € F

e segue que f; € C°(T"), j=1,...,m.

Proposi¢do 2.17. Para K > 0 suficientemente grande, f; € C(T""') para j =
m4+1,...,n
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Demonstragdo. Fixamos um j € {s + 1,...,n} e identificamos os pontos s” — s;e;
n—m—1 "N
com (Sps1s---»8j-1, Sjt+1,---,5,) € R . Afirmamos que ¢;(t",s" — sje;) <

(M — M)/2, para todo t",s" € [0, 27]"~™. Com efeito, considere o conjunto
Q; = {(t", 8" — sje;) € 10,21 x [0,27]" ™1 q(t” — " + sje;) = 0}.
Note que o conjunto Q; é fechado uma vez que a funcao ¢ é continua. Além disso

(t",s" — sje;) € Q; se, e somente se, t’ — 5" + sje; = 2vm € [0,27]"™ com v € Z"™.

Portanto,

o1(t",s" —sje;) = B(t")—B({t" —s" +sje;) —r(t" — " +sje;) = M
= B(s" —sje; +2vm) — B2um) +r(2vw) — M
= B(s" —sje;) — M

—

2 b
Como Q; ¢ fechado existe um aberto U D Q; tal que

IN

Mj - M < (t//, s — sjej) S Qj.

M—M
o1(t",s" — sjej) < — (t", 8" — sje;) € U.
Sejam

o= min{q(t// — S// + 8]6]), (t//, 8// — SJ'GJ') € IC}

p=min{B(t" — s" + sje;) +r(t" — " + sje;); (t", 8" — sje5) € K},
sendo K o compacto ([0, 27]"™™ x [0, 2x]"~™" 1)\ U. Dessa forma, ¢ > 0 e escolhendo

K positivo tal que K > (Y52 — 1) /o temos

M—-—M

o1(t",s" — sje;) < —pu— Ko < 5

(t", 8" — s;e;) € K,

concluindo a afirmagao feita.

Segue a seguinte estimativa para os coeficientes fj(-, ki, &) dados em (2.37):

R M_1T Cefél(]wgﬂi)‘)
|fj<t”7"il7§l>| S C’Yle_gl 2 -

sel e F
Clry + &ap| " 2e 5" sele Fy

C’e’gl(Mﬂ[”\) sel e F
S M—M)

Ce_gl( 4

se | € Fs,

sendo C' > 0 uma constante que nido depende de t” e (k;,&). E possivel obter esti-
mativas semelhantes para as derivadas de fj(-, Ki,&) como feito na Proposigao 2.16.

Concluimos dessa forma que f,,11,..., f, sdo fungdes suaves.
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Proposicao 2.18. Para K > 0 suficientemente grande, nao existe distribuicao u €
D'(T"Y) cujos coeficientes parciais de Fourier nas varidveis ti,...,tm, T, sejam 08
dados em (2.35).

Demonstragao. Seja t! € (0,2m)"~™ tal que B(t)) = M. Escrevemos

a(ty, ki, &) = (L + o),

sendo
1" 1" - //_ 1"
Il :/ eﬁl(wl(t*# )+Z<p2(t* s ))dsll,
|t/ —s""|<6

I = / GGl (E5" ) Fipa (i —s")) g
25725

Se [t/ — "] < § temos p(t! —s") = ay- (¢! — (! — ")) = af-s", q(t! —s") = |t/ —5"|?
e r(t! —s") = B(t! — s"). Logo, fazendo a mudanga de variaveis K (! — s") = o

chegamos a seguinte igualdade

L - / (P (L5 giEripa (t—5) g
|t —s"'| <5

_ €7K§l|ti’fs”|2d8//
|t —s""| <5

1

—lol? 7+ —
o — e do =
(K& )m=m)/2 /|cr<§\/K§l

(Ke)mmrhea
na qual pe, = f\a\<5\/KTl e 1o do ¢ uma sequéncia de nimeros reais positivos a qual é
crescente e limitada superiormente.

Por outro lado, temos ¢(7) > 0 para todo 7 € Q* = t* — [0, 27|" ™. Portanto, a
constante o = min{q(7); 7 € Q* e |T| > d} é positiva.

Para K > 0 suficientemente grande obtemos a desigualdade
Pt ") < —Ko+r(t = ") = B(t! — ") < =\, ¥s" € [0,27]" "

Portanto,

|| < / S (tlss”) g o < (271-)"—”16—51)\_
5| >5

Logo, segue que

\a(t), ki, &) > (Ll —|4)
1
o n—m _ —&§ A
> %<—(K§l)(”—m)/2m (2m)" e l>.
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€£l>\/~’b1

(27T)(n—m) (K&)(n—m)/Q
Assim, da desigualdade anterior obtemos

Agora, tomamos N € N tal que > 1 para todo & > N.

|7l(t;,7 K, §l)| 2 M ((l)m,ul _ (27T)n—me—51>\>

1 1
1
= Y — MI)W

> —(([‘(”&)( ;“n{j;Q Vg > N

Portanto, pela forma que foi definido (7;);eny em (2.33), concluimos que a sequéncia
{a(-, k, )} nao pode ser uma sequéncia de coeficientes parciais de Fourier de nenhuma
distribui¢ao v € D'(T"*).

O

Concluiremos agora a demonstracdo no caso 1.2 supondo que Q N {cum+1)0, - -
cno} # 0, lembrando que ainda estamos trabalhando com a hipotese ¢ ¢ Q" ™.

Podemos assumir que c(n11)0,---, 6o € Q e que cpi1yo,- .-, o € Q sendo m+1 <
p < n. Sejam L# o operador associado aos campos vetoriais Li,...,L, e A = nZ o
conjunto dos multiplos de um 1 € N que satisfaz 1(c(41)0, - - - Cno) € Z" 7P,

Pelo Lema 1.7, para cada [ € N podemos assumir que &ml(j) eA j=1,...,m,
na sequéncia {(k;, &)} que satisfaz (2.29) considerada previamente. Assim, Lfl nao é
globalmente resolivel em T" P! pela primeira parte do caso 1.2. Finalmente, pelo

Lema 2.14 concluimos que L4 ndo é globalmente resolivel em T"!.

2.4.2 Caso 2: q; € Q"

Uma vez que a condigdo (i7) ja ndo pode ser valida visto que af, € Q™, vamos supor
que todas as fungoes b; # 0 mudam de sinal e alguma das condigoes exibidas em (44)
nao esté satisfeita. Separamos a demonstracao em trés partes.

Comecamos assumindo que ¢j = (Cmi1)0,---,Cn0) ¢ Q"™, ou seja, a 1-forma
b ndo é exata ou a; ¢ Q" ™. Reordenando os campos L;, podemos assumir que
Cim+1)05 - - -+ Cpo € Q € que cpi1)0,---, o & Q sendo m < p < n —1 (p = m significa
C(m+1)05- - » Cno & Q).

Seja A = nZ com n € N tal que n(cyg, ..., cp) € ZP e considere o operador L# as-
sociado aos campos vetoriais Lyiq, ..., L,. Como ¢y, - -, cno ¢ Q, pela Proposicao
2.3 concluimos que L# ndo é globalmente resoltvel em T" P+l Mais ainda, podemos

afirmar que ]LZZE nao é globalmente resolivel. De fato, lembremos que na construcao
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de f na Secao 2.2 usamos apenas frequéncias £ € Z \ G sendo G definida em (2.12) a
partir dos periodos c;o racionais. Logo, como estamos assumindo cgi1)o,- .-, Cno ¢ Q
temos G = (. Entdo, para o operador L”, usando as mesmas ideias daquela secao,
podemos construir g usando apenas frequéncias em A tal que Lﬁv = ¢ nao possui
solugdo v € D'(T» ™). Concluimos assim que ]Ljié nao é globalmente resolivel em

TP+, Portanto, pelo Lema 2.14, o operador L4 nao é globalmente resoltivel em T"*!,

Suponhamos agora que b é exata e ag € Q"™ (ou seja, ¢g = (Cam41)0;---»Cno) €
Q"~™), porém ¢; < ¢.. Logo, existe ao menos um periodo cjo, 7 = m + 1,...,n,
tal que gycjo ¢ Z. Assim, reordenando os campos se necessario, vamos assumir que
470105 - - - qr0po € Z € que qra(p+1)0; - - -, §70n0 ¢ Z sendom <p<n-—1.

Escrevemos ajo = r;/s;, j =p+1,...,ncomr; € Z e s; € N primos entre si. Nessa

notacao, definimos o conjunto
n

g: U SjZ+.

Jj=p+1
Portanto, o conjunto ¢;Z, \ G possui infinitos elementos.
Denotamos por L# o operador associado aos campos vetoriais Lyy1, ..., L, e por

A o conjunto ¢;Z. Novamente, usando argumentos semelhantes aos feitos na Secdo

n—p+1
T(tp+17--~7tn7$

Lema 2.14 concluimos que L4 ndo é globalmente resolivel em T"!.

2.2 podemos concluir que Lﬁ nao ¢ globalmente resolivel em ) Assim, pelo

Finalmente, suponha que ay € Q", b é exata e q; = ¢, porém alguma primitiva
global B : T" — R da 1-forma b possui um subnivel ou um supernivel desconexo em
T™.

Sejam A = q.Z e Ly = d;+1ib(t) NO/Ox. O automorfismo do Lema 2.12 garante que
L 4 é globalmente resolavel se, e somente se, Ly 4 é globalmente resoltivel. Portanto,
como B possui um subnivel ou um supernivel desconexo em T", o operador L 4 nao

é globalmente resoluvel pelo trabalho [CH| e, portanto, L ndo é globalmente resoluvel.



CAPITULO

3

Resultados adicionais

Sejam b € /\l C*°(T™; R) uma 1-forma fechada e IL o operador definido por
L =d; +ib(t) A 3.
ox

Pelo trabalho [CHJ, se b for exata entdo o operador LL serd globalmente resolavel se,
e somente se, uma primitiva global de b possuir todos subniveis e superniveis conexos
em T".

Quando a 1-forma b nao for exata, apresentaremos uma situagao especial em que o
operador L nao é globalmente resolivel. Usaremos isso para caracterizar a resolubili-
dade global em um caso parcialmente acoplado na Secao 3.3.

Daqui em diante vamos considerar b nao exata. L.ogo, se r denota o posto do grupo

de periodos Per(b) da 1-forma b e s =mn — r o coposto de Per(b), entao
1<r<n e 0<s<n-—1,
e pelo Lema 1.4 podemos assumir que
(i) bio =+ =boo=0¢e by < -+ <brg1y0 <0, quando s > 1;
(1) bpo < -+ < byp < 0, quando s = 0.

Usaremos a notacao t = (t',t") para as coordenadas em T", sendo t' = (t1,...,ts)

et" = (tsy1,...,t,). Quando s = 0, teremos apenas t = t" = (t1,...,t,).

49
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Seja B : R™ — R uma primitiva global do pull-back IT*b através do recobrimento
universal IT : R" — T™. Denotamos por M o maximo da fun¢ao B sobre o cubo [0, 27]"
e por M; o maximo de B sobre [0, 27]"N{t; = 0}, j = 1,...,n. Nessas condi¢oes vamos

supor que:
(x) Para cada j =s+1,...,n temos M; < M.

Observagao: Essa condigdo significa que o maximo da fungio B sobre o cubo [0, 27]™
nao é atingido nas faces contidas nos planos {t; =0}, j = s+ 1,...,n, cujos periodos
bjo # 0. E como os periodos b(s11),-..,bno sa0 negativos, o maximo de B sobre
[0, 27]" também nao serd atingido nas faces paralelas contidas nos planos {t; = 27},
j=s+1,...,n. No caso em que s = 0, o méximo de B sobre o cubo [0,27]" ndo
ocorre na fronteira.

Podemos assumir que B(0) = 0 considerando a primitiva B — B(0). Dessa forma,
se ]T/[/éomaioer,j:s—i—l,...,n, temos ZT/[/ZOeM—ZTj>O.

3.1 Um teorema de nao resolubilidade

Teorema 3.1. Seja b = Y7 b;(t)dt; € A C®(T™R) wma 1-forma fechada e nio

exata. Sob a condicao (x) mencionada anteriormente o operador

0
L= ' —
dy + ib(t) A 5

nao € globalmente resolivel em T"H.

Demonstracao. Vamos construir uma 1-forma [ = Z?Zl fi(t,z)dt; € E de modo que
a equacao Lu = f nao possua solugao u € D'(T"*!). Para esse operador L o espago E

é o seguinte:

2T
E:{fe/\lCOO(T”“); Lf:()e/o £i0,.. . t5,...,0,0)dt; =0, j=1,...,n}.

Como queremos construir f € E precisamos que Lf = 0 ou equivalentemente
Lify = Lifj, 3,k = 1,...,n. Esta condicao juntamente com o fato do comutador

[L;, L] ser nulo, resultam na seguinte igualdade
LU(S+1) .. Lg(n,l)Lg(n)u == LS+1 .. Ln,anu, (31)

para qualquer permutacao o dos inteiros s + 1,...,n. Ou seja, se a 1-forma f € E e

existe solugao u € D'(T""!) da equagio Lu = f entao u deve satisfazer (3.1).
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Vamos construir fungoes fs,1, ..., f, motivados por (3.1) utilizando a seguinte equa-
cao
h = L3+1 ce Ln,anu. (32)
No caso em que s > 1, escolhemos as funcoes fi,..., fs identicamente nulas.
Construcao das fungoes fsi1,..., fn

Considere as séries parciais de Fourier de u e h definidas da seguinte forma

= Z ﬂ(t, f)eiéx e h(t, LL’) = Z }Al(t, g)eigz.

§EL I3/

Substituindo essas séries em (3.2), obtemos para cada £ € Z a seguinte equagao

- 0
h(t, :( — ¢b, t)( b, )t
( é) at5+1 g +1< ) 8t g ( ) u( £)
Como bjo #0, 5 =s+1,...,n, para cada { # 0 a equacao acima tem uma tnica
solucao dada por
a(t, &) = dg / e SBEL =) =By 4" — 6" €)do”, (3.3)
[0,27]"

sendo de = dsi1)¢ - - - dng, com dje = (1 — 2™00) ™ e do” = dogyy ... doy,.

As funcoes ﬁ(-,f) serao construidas adiante e as funcoes fsi1,..., f, dependerao
dessa construgao. Desse modo, vamos obter uma 1-forma f = >77_ | f;(t,z)dt; € E
e caso exista solucao u da equacao Lu = f os coeficientes parciais de Fourier da
distribui¢ao u serao dados por (3.3).

Definimos
o0

=> [t 9, j=s+1,....n,

&=1

sendo fj(-, ¢) dados como segue:

e Se r =1 temos s + 1 = n, neste caso
falt,€) = h(t,€), €eN. (3-4)
e Se r > 2, definimos as fungdes f;(-, &) por

f](t7£):<at 6b()>v(t7f), feN,j:S—Fl,,n,
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sendo v(-,¢) dada pelo lado direito de (3.3). Desenvolvendo o lado direito da

igualdade acima chegamos a seguinte féormula:

A d
f}(tvg) :ZZZi
J

/[ P PO — " e, ) (39
0,277~

na qual dof;y = dosy1...doj_1dojyq ... doy e e; =(0,...,1,...,0) € R,

As funcoes f](, €) estao bem definidas, pois s6 dependem da escolha das fungoes

h(-, &) que passamos a descrever agora.

Construcao da func¢ao h

Sejam 0 < 0 < w/2 e Q5 = {t" € R", |t"| < 6}. Considere uma funcdo de corte
Xs € C(R") tal que
1 set’"e Qs
Xé(t”) —
0 set’ ¢ Qg

e 0 < xs(t") <1, para todo t” € R".

Usando a fungao ys definimos a funcao

g(t") =1+ D ([t +2m* — Dxs(t" + 27v), 1" € R,
veL”

que possui as seguintes propriedades:
e ( ¢é suave e 2m-periddica;
e ¢ >0eq(t") =0 se, e somente se, t"" =27mv, v €L
e Se [t"] < § entao q(t") = |[t"]?.

Finalmente definimos a fungao h da seguinte forma

hit.x) =) h(t,§)e,
£=1
na qual
ﬁ(t,g) = e*é(B(Oﬂ‘/”)fB(l‘/)+Kq(t”)+M7A)7 € eN, (3.6)

com 0 < A < (M — M)/Z e K > 0 constantes. A constante K serad suficientemente

grande e escolhida posteriormente.

Proposic¢ao 3.2. Para K > 0 suficientemente grande, h € C°°(T"1).
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Demonstracao. Seja
»(t) = B(t) — B(0,t") — Kq(t") — M + X\, teR"

Afirmamos que 1(t) < (M — M)/2 para todo ¢ € [0,27]™. De fato, considere o

conjunto
Q= {t"€10,2x]"; q(t") = 0}.

Logo, t" € @ se, e somente se, ¢ &€ um vértice do cubo [0, 27]", isto é, t” = 27v com

v = (Vss1,...,V,) onde cada entrada v; é igual a 0 ou 1. Portanto, para t” € () temos

P(t',t") = B(t,2rv)— B(0,2rv) — M + A

B(t,0) — M + X

M — M+ A

M—-M
5

IA

<

V(' t") € [0,27)° x Q.
Como @ é um compacto, existe um aberto U D [0, 27]* x @ tal que

M—M
P(t) < 5 , VteU.

Seja . : R" — R" dada por 7,.(t',t") = t" e § = qom.. Assim, se u denota o
minimo da fun¢do ¢ sobre o compacto K = [0,27]" \ U temos p > 0, caso contrario
existiria t € K tal que 0 = ¢(t) = ¢(t") o que implicaria " € @) e portanto t = (t,t") €
[0,27]° x @ C U, o que é um absurdo.

Escolhemos K > (M;M —n+A)/usendo n = min{B(t); t € [-2m, 2x|"}. Portanto,

() < —=B(0,t") = Kq(t") + A
= —B(0,t") — Kq(t) + A
< —n—Kp+ A
< u, vVt e IC,

concluindo a afirmacao feita anteriormente.
A desigualdade acima juntamente com os coeficientes (3.6) resultam na seguinte

estimativa,
M

A, )] < e €3, vee[o,2q]", VEEN.

Além disso, valem estimativas semelhantes para as derivadas aaiL(-, §), a €Y.
O
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Para cada £ € N, vejamos como ficam as expressoes dos coeficientes (3.3), (3.4) e

(3.5) ao substituir os coeficientes definidos em (3.6).

e Qualquer que seja 1 < r < n, temos

ﬁ(t, 6) _ d{/ e—{(B(O,t”—o”)—B(t)—i—Kq(t”—a”)—l—M—)\)dO_//' (37)
[0,27]"

e Ser =1, temos

fn(t7§) _ e—g(B(O,tn)—B(t)+Kq(tn)+M—)\); (3.8)
e Ser >2 temos paracada j=s+1,...,n
o d& _ " _g" foies)— 1" _ " L oies _
filt €) = d_jg/m e E(BO4" 0" oy61)=BOHKa 0"+, HMN gt (3.9)

Veja que Ly f; = L;fi para todo j,k =1,...,n e também vale
2 R
fj(O,...,tj,...,(),O)dtj =0
0
pois fj(-,()) =0.
Proposicao 3.3. f.11,..., f, € C®(T"H).

Demonstra¢ao. O caso em que r = 1 (logo s = n — 1) se reduz a Proposigao 3.2.
Consideramos entdao r > 2 e fixamos um j € {s+ 1,...,n}. Vamos identificar os
elementos 0" — oje; com (0541, ...,0/-1,0j41,--,0n).

Definimos o conjunto
Q; ={({t", 0" —aje;) €[0,2n]" x [0,27]"; q(t" — 0" + 7;¢;) = 0}.

Logo, (t",0" — 0je;) € Q; se, e somente se, t" — 0" + 0;e; = 2nv € |27, 27", com
vel.
Considere a fungao v, : [0,27]" x [0, 27]"~* — R definida por

('t 0" —oje;) = B(t',t") — B(0,t" — 0" + 0je;) — Kq(t" — 0" + 0je;) — M + \.
Portanto,

V(' t" 0" —oje5) = B(t',2rv+ 0" —oje;) — B(0,27v) — M + A
= B t/,O'S_H,...,O'j_l,O,O'j+1,...,O'n) —M—|—)\

—~

M—-M
2 )

V(' t" 0" —oje5) €10,27]° x Q.
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Como ¢ é continua, o conjunto @; é fechado (mais que isso, é compacto), logo existe
um aberto U D [0, 27]° x @, tal que

M —M
Q/Jj(t,, t//, o’ — O'j@j) < T, \V/(t/, t”, o — O'j@j) eU.
Considere agora a funcio § = ¢ o 0 sendo 6 : R**("=1 — R" definida por
Ot 1", 0" —oje;) =t" — 0" +oje; = (tey1 — Osi1y - tjy oo tn — On).

Como ¢ > 0, temos ¢ > 0. Afirmamos que a funcao ¢ nao se anula no compacto
K = ([0,27]" x [0,27]"') \ U. De fato, se existisse (',¢",¢” — g,e;) € K tal que
0=qt,t'o —oje) = q(t" —d" + ogjej), terfamos (t",0” — oje;) € (); e portanto
(t',t", 0" — o;e;) € [0,27]° X Q;, 0 que é um absurdo. Como consequéncia

0 < p=min{q(t',t",0" —oje;); (t',t",0" —oje;) € K}.

Portanto, considerando o mesmo K escolhido na proposicao anterior obtemos

Vit t" 0" —oje5) < —B(0,t" — 0" +0je;) — Kq(t" — 0" + 0je;) + A
< —=B(0,t" — 0" +0je;) — Kq(t" — 0" + oje;) + A
< —n—Kup+A

M- M
< — VY, t" 0" —04e;) €K,

2 Y
sendo n = min{B(t); t € [-2x,27|"}. Concluimos assim que
M—-M

2 )

Essa desigualdade juntamente com (3.9) resultam na seguinte estimativa

it t", 0" — oje;) < V(' t" 0" — oje;) € 10,2m)" x [0,27) "

M—M

/i, )| < Ce €77, Vtelo,2q]", Ve €N,

na qual a constante C' > 0 ndo depende de t e £ (veja o Lema 2.6 na Secdo 2.1). Valem
também estimativas semelhantes para as derivadas 0 f](, £), o€l
O

Proposig¢do 3.4. Nao existe distribuicio u € D'(T™) cujos coeficientes parciais de

Fourier na varidvel x sejam os dados em (3.7).

Demonstra¢ao. Sejam t* = (t,,t!) € [0,27]" tal que B(t*) = M e 0 < §y < J tal que
|B(t)] < A\/2 para todo [t| < dy. Escrevemos u(t*,&) = de(Ie + Je) sendo

I = ¢~ EBOL~0" K|t =" P=X) g
¢ |t/ —o""| <80 7
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J{ — / efg(B(O,t;’70”)+Kq(tfk’fa”)7/\)d0_//
¢ —o"|>60

Como [(0,t7 — o")| = |t! — ¢"| < &y temos B(0,t” — ") < A\/2, o que implica a
desigualdade
]E > ef)\/Q/ €_§K|t;’_0”|2d0ﬂ.
|t~ | <80

Fazendo a mudancga de variaveis 7 = /K (t! — ¢”) na integral anterior obtemos

eEN/2 P2
Ie > —/ e " dr.
(EK)? Jiri<sover
A sequéncia de nimeros reais positivos je = / e 1™ dr & crescente.
‘T|<60\/5K

Pelo Lema 2.6 (da Segao 2.1) existe uma constante C' > 0 tal que C~1 < |d¢| < C,
para todo £ > 1. Tomamos agora &, € N tal que

N> Cerl? Ve > &,

~  CK'?
sendo ' = .
1
Multiplicando a desigualdade acima por ef** obtemos
EN/2
M1 ¢ EN/4
o 2V 26
Portanto, segue que
1 1 EA/2
(6 = e+ Je) 2 =le 2 mim 0 2 ¢ Ve

C C CK?"/2 57“/2 —

donde concluimos que a sequéncia (-, &) ndo é uma sequéncia de coeficientes parciais
de Fourier de nenhuma distribuigao u € D'(T"1).
O

3.2 Um resultado sobre subniveis e superniveis

Sejam 1 < m < neb =37 bl € A' C(T" R) uma 1-forma fechada com

periodos by, ..., b, racionalmente independentes tais que:

b](t):bj(tl,,tm) ]: NN 11
bj(t):bj(tm+1,...,tn) j:m+17,n

(3.10)
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Seja B : R™ — R uma primitiva global do pull-back IT*b através do recobrimento
universal IT : R™ — T™ que nesse caso coincide com o recobrimento minimal segundo
a Definicao 1.3 do primeiro capitulo. Como os periodos byg, ..., b, sao racionalmente
independentes, B recebe o nome de funcdo pseudoperiddica. FEssa nomenclatura é
devida a Arnold (veja [A]).

Vamos denotar por t = (t/,t") as coordenadas em T" sendo t' = (t1,...,t,) e
t" = (tmt1,.-.,tn). Analogamente, by = (bj,05) sendo by = (bio,...,bmo) € by =
(bm+1)05 - - -+ bno)-

Existem funcoes suaves e 2m-peridodicas P; : R™ — R e P, : R"™™ — R tal que a

funcao B pode ser escrita na seguinte forma:
B(t) = Bi(t') + Ba(t"),

na qual By(t') = by - t' + Pi(t') e Ba(t") = by - t" + Py(t").
Considere as seguintes notacoes para os subniveis e superniveis das funcoes B, B
e B,
Q,={teR" B(t)<s} e Q={teR" B(t)>s}, seR,

Qo ={7, Bj(r) <s} e Qi={r, Bj(r)>s}, j=12, seR

Na proposigao a seguir, usaremos o seguinte resultado do trabalho |A|:
Se B ¢ uma funcao pseudoperiddica suave, entao cada subnivel de B possui uma

unica componente conexa nao limitada.

Proposicao 3.5. Sejam b a 1-forma definida em (3.10) com periodos racionalmente
independentes e B = By + By uma primitiva global de 1170 através do recobrimento
universal 11 : R™ — T™. Entao, todos os subniveis da funcao B = By + By sao conexos
em R™ se, e somente se, todos os subniveis da funcao By sao conexos em R™ ou todos

0s subniveis da funcdo Bs sdo conexos em R"™™,

Demonstragao. Suponha que B; e By possuem subniveis desconexos. Sejam eles 2y,
e (o5, com r, s € R. Pelo trabalho |A], os subniveis €, e 5 possuem componentes
conexas limitadas as quais denotamos por wy C €2, e por wy C o s. Assim, valem as

seguintes propriedades:

e Se Jw; denota a fronteira de wy temos dw; C {t' € R™, By(t') = r}, assim como
Ows C {t" € R™™™ By(t") = s};

e Se y; denota o minimo de B; sobre @y e po 0 minimo de By sobre Wy entao r > 1y

e s> .
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Considere o conjunto aberto U = wy Xwsy. Entao, B(t) = By(t')+Ba(t") > 1+ =
p para todo t € U. Além disso, se t = (t/,t") € OU = Ow; X Wy U Wy X Ows, entdo
B(t) = Bi(t') + Ba(t") > p1 + p2 = p, logo pp < i = min{B(t); t € OU}. Escolhemos
agora (1 < < [i.

Afirmamos que o subnivel Q5 = {t € R", B(t) < 0} ¢ desconexo. De fato, escreve-
mos

Q5 =(UNQ)U (2 \U),

e tomamos t, = (t.,t)) € U tal que By(t,) = pu1 e Bo(t!) = pg, assim B(t,) = pu < d e,
portanto, t, € Qs donde concluimos que U N Qs # (. Temos também Q5 \ U # (), caso
contrario 25 C U o que é um absurdo pois {25 é nao limitado.

Como U N é aberto em R"”, ao mostrarmos que s \ U também é um aberto em
R™ concluiremos nossa afirmacao. Seja entdo t € {25 \ U. Existe uma vizinhanga V' de
t em R™ tal que V NU = (), caso contrario terfamos V; N U # () para toda vizinhanca
V; de t e dessa forma t € OU, o que implicaria B(t) > i > ¢, o que é um absurdo uma
vez que t € (2.

Além disso, pela continuidade de B, existe uma vizinhanca W de ¢t tal que W C 5.
Portanto, V N W # () ¢ um aberto de R" tal que t e VNW C Q5 \ U.

Por outro lado, suponha que B; possui apenas subniveis conexos em R™. Dado
r € R, vamos provar que o subnivel 2, = {t € R", B(t) < r} é conexo por caminhos.
De fato, sejam p e g € €),.. Vamos usar a notagao p = (p/,p”) sendo p’' = (p1,...,pm) €
P’ = (Pms1,---,Dn) € analogamente ¢ = (¢', ¢"”). Podemos supor que Bsy(p”) < Bs(q"),
assim Bi1(q") + Ba(p”) < B1(¢') + Ba(¢") < r o que implica (¢, p") € Q,.

12 Caminho: Se ro = r — Ba(p”) obtemos p',¢ € Qy,,. Como Q,, é aberto e
conexo, existe um caminho oy : [0,1] — R™ contido em §,, tal que 0,(0) = p' e

o1(1) = ¢. Assim, se 61 = (01,p") segue que
B(o1(s),p") = Bi(01(s)) + Ba(p") < 7o+ Ba(p") =1, Vs €[0,1],

ou seja, o1 ¢ um caminho em R" contido no subnivel €2, que conecta os pontos p =

<p/’p//) e (q/’p//).
22 Caminho: Definimos agora o caminho v : [0, 1] — R™™™ por

Y(8) = ($qms1 + (1 = 8)Pms1y - -+ S¢n + (1 — $)pn)-

Note que y(0) = p” e y(1) = ¢". Se B(¢',~(s)) < r para todo s € [0, 1], escolhemos
oy = (¢',7) e a demonstracao estara concluida tomando o caminho justaposto o =

01 + 09. Caso isso nao ocorra continuamos a construcao.
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Escolhemos k € N suficientemente grande tal que
B(¢',v(s)) <r+k(=2m(bio+ -+ bmo)), Vs €[0,1].
Seja K = (k,..., k) € Z™. Entao,

B(d +27K,p") = Bi(q +27k, ... qm + 27k) + By(p")
= Bi(¢') +2mk(bio + - - + bimo) + Ba2(p")
= B(¢,p") +2nk(bio + - + byo)
= B(q¢,7(0)) + 27k (byg + - - + bmo) < 1.

Portanto, (¢’ 4+ 27K, p") € Q, e ¢ + 27K € Q4.

Como ¢ + 27K e ¢’ € y,,, existe um caminho o, em R™ contido no subnivel
y,,. Agora, analogamente a construcao feita para o primeiro caminho o, obtemos
um caminho &, contido em €, conectando o ponto (¢’,p”) ao ponto (¢’ + 27K, p”).

32 Caminho: Considere o3 : [0,1] — R" definido por o3 = (¢’ + 27K, ), sendo v

como anteriormente. Entao
B(q +27K,v(s)) = B(¢',7(s)) + 27k(bio + - - - + bmo) <7, Vs € [0,1].

Portanto, o3 é um caminho em R" contido no subnivel €2, conectando os pontos
(¢ +27K,p") e (¢ + 27K, q").

4% Caminho: Como Bi(q') < r — By(q") = r1 temos Bi(¢ + 2rK) < By(¢') < r1.
Portanto, existe um caminho o4 : [0, 1] — R™ contido no subnivel ; ,, tal que 04(0) =

q + 21K e 04(1) = ¢. Definimos 74 = (04,¢"). Entéo,
B(o4(s),q") <ri+ Ba(¢") =1, Vse0,1],

assim, &, ¢ um caminho em R"™ contido no subnivel €2, conectando (¢’ + 27K, q") e
q=(q¢,q").
Finalmente, o caminho justaposto formado pelos 4 caminhos anteriores esta contido
em (), e conecta os pontos p e q.
O

Uma demonstracao semelhante & feita para a proposicao anterior garante que o

mesmo Ocorre como 0s superniveis, ou seja,

Proposicao 3.6. Sejam b a 1-forma definida em (3.10) com periodos racionalmente
independentes e B = By + By uma primitiva global de 1170 através do recobrimento
uniwersal I1 : R" — T". FEntao, todos os superniveis da funcao B = By + By sao
conexos em R"™ se, e somente se, todos os superniveis da funcao By sao coneros em

R™ ou todos os superniveis da funcao By sdo conexos em R"™™.



60 Capitulo 3 — Resultados adicionais

Observagao: No caso em que a 1-forma b possui periodos racionalmente dependentes
podem nao valer os resultados anteriores no recobrimento minimal de T" com relacao
a b. De fato, seja B : T' x R — R definida por

2
B(ty,ts) = —cost; + (senty — th).
Logo, todos os subniveis e superniveis da fungdo Bj(t;) = — cost; sdo conexos em
St ~ T!. Por outro lado, pelo Lema 2.2, a funcdo B possui subniveis e superniveis
desconexos em T' x R uma vez que by(t;) = sent; e by(ty) = costy — v/2/2 mudam de

sinal.

3.3 Sistema parcialmente acoplado - um caso

Apresentamos nesta secdo um sistema com um acoplamento mais forte. Obtemos
condicoes necessarias e suficientes para a resolubilidade global desse sistema. Para isso,
foram usados os resultados das duas se¢oes anteriores e do trabalho |BK].

Considere o operador

, 0
L =d; +ib(t) A -, (3.11)

sendo b € A" C°°(T?";R) uma 1-forma fechada dada como segue:

j=1 Jj=1
Além disso, vamos supor que os periodos by, . . ., ba,o sejam racionalmente indepen-

dentes, isto é, o posto do grupo de periodos da 1-forma b é igual a 2n.
Seja B : R?*™ — R uma primitiva global do pull-back I1*b através do recobrimento

universal I : R?® — T?". Entdo, a funcdo B pode ser escrita na seguinte forma
B(t) = Bia(t1,t3) + Bay(ts, t4) + - - - + Ban—1)2n(ton—1, tan). (3.13)

Na demonstracao da Proposicao 3.8, apresentada a seguir, usamos resultados do
trabalho [BK]| que tratou da resolubilidade global do operador L. definido em (3.11) no

caso bidimensional; mais precisamente, o resultado provado foi o seguinte:

Teorema 3.7 (Bergamasco e Kirilov). Sejam b e \' C®(T%R) uma 1-forma fechada
com periodos big e byy racionalmente independentes e B uma primitiva global do pull-
back IT*b através do recobrimento universal I1 : R? — T?. Entdo, o operador L definido
em (3.11) é globalmente resolivel em T? se, e somente se, os subniveis 0, = {t €
R? B(t) < s} e superniveis Q° = {t € R*, B(t) > s} sao conezos para todo s € R.
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Proposicao 3.8. Sejam b a 1-forma definida em (8.12) com periodos racionalmente
independentes e B dada em (3.13) uma primitiva global do pull-back 1I*b através do
recobrimento universal 11 : R*" — T?". FEntao, o operador L definido em (3.11) é
globalmente resolivel em T*"*1 se, e somente se, 0s subniveis Q, = {t € R*", B(t) < s}

e superniveis Q°F = {t € R*™, B(t) > s} sio conexos para todo s € R.

Demonstracdo. Suponha que existe um subnivel desconexo da funcao B em R?". Entao,
pela Proposi¢ao 3.5 cada fungao B(j_1)25, j = 1,...,n, possui um subnivel desconexo
em R2. Caso exista um supernivel desconexo de B, entdo cada funcao Baj_1)25, J =
1,...,n, também possui um supernivel desconexo em R2.

Portanto, pelo trabalho |BK], existem difeomorfismos ¢, ..., ¢, em T?" tais que
cada ¢, age somente nas coordenadas ty;_1, t3; produzindo novas coordenadas de forma

que o maximo da fungao B(y;_1)2; sobre o cubo [0, 27r]?2j nao ocorre na fronteira (ver

_1,t2;
Secao 5 de |BK]). Fazendo a composigio desses difeomorfismos obtemos um sistema
de coordenadas em T?" de forma que o maximo da fungao B sobre o cubo [0, 27]*"
nao ocorre na fronteira. Entao, pelo Teorema 3.1 concluimos que L nao é globalmente
resolivel em R+,

Passamos agora a demonstracao da suficiéncia da proposi¢do. Primeiramente obte-
mos caminhos de integracao que serao convenientes para a construcao de uma solugao

da equacao Lu = f.

Lema 3.9. Se todos 0s subniveis de B sio conexos em R?", entdo existe uma constante
C > 0 tal que para cada t € [0,27]*" e cada & € Z existe um caminho poligonal

v =7(t,€&) conectando os pontost et+ (2m,0,...,0) com as sequintes propriedades:

1
< B(t) + ——— para todo T € y(t,§);
(t) r v(,€)

2. O comprimento |y(t,€)] < C(1+¢]).

1. B(7)

Demonstracao. Como todos os subniveis de B sao conexos em R*", entao pela Proposi-
¢ao 3.5 existe uma fungao B(a;j_1)2;, j = 1,...,n, que possui todos os subniveis conexos
em R?. Reordenando as coordenadas podemos assumir que j = 1, ou seja, todos os
subniveis da funcdo By sdao conexos em R2.

Vamos mostrar agora que existe uma faixa S = {(sy, so) € R?; |bigs1 + basa| < v}
que contém todos os conjuntos de nivel By, {Bi»(7)}, 7 € [—2m,47] x [0,27]. Com
efeito, considere a funcdo 2m-periodica P(sq,s2) = Bia(s1,S2) — bips1 — bagS2, dessa

forma, se s = (s1,52) € By {B12(7)} entdo

0 = Bu(T) — Bu(S) S 2HP||oo + b10(7'1 — 81) + bQO(Tg — 82), e
0= 312(5) — 812(7’) S 2HPHOO -+ b10<81 — 7'1) + b20(52 — 7'2),



62 Capitulo 3 — Resultados adicionais

logo,

bioS1 + b2052 < 2||P||sc + b1o71 + b2oTe < 2|| Pl + 47|bio] + 27|boo| = v, e
b10S1 + bagSa > —2|| P|lec + b1071 + baoT2 > —2||Pl|cc — |b10]|71] — |b20|| 72| > —1.

Fixemos t = (t1,...,ts,) € [0,27]*" e £ € Z. Sejam r = Bys(t1,t2) + 1/2(1 + [€]) e
0y, = {7 € R% Bys(7) < r}. Afirmamos que o conjunto

K, =, Nn([-2m,47] x R)N S

¢ limitado e conexo por caminhos. Antes de provar a afirmacao feita, pelo Teorema
4.30 de [BK]| & possivel obter um sistema de coordenadas em T?" tal que para cada
k € Z a funcdo 1 — Bia(271k, 15) é decrescente.

Dando continuidade, uma vez que as faixas [—27, 47| x R e S ndo sdo paralelas em
R? entao K, é limitado. Sejam agora p, ¢ € K,, entao existe um caminho o contido no
subnivel €}, conectando p e q.

Se o N (—o0, —27) X R # (), ou em outras palavras, o caminho o sai pela esquerda
da faixa [—2m, 47] x R, entdo tome o primeiro ponto py € o e dltimo ponto ¢y € o
(sobre a linha —27 x R) onde o sai da faixa [—27, 47| X R pela esquerda. Dessa forma,
substituimos o segmento do caminho ¢ do ponto pg ao ponto qq, pelo segmento de reta
[[po, qo]] € Q1,. Se o caminho o sai pela direita da faixa [—27,47] X R repetimos o
mesmo procedimento. Para concluir a demonstracao de que K, é conexo por caminhos,
note que a reta bigS; + byps2 = —v estd contida no subnivel €, ,, dessa forma, se o
caminho o sair da faixa S repetimos o procedimento usado anteriormente.

Seja Dy a colecdo de quadrados em R? com lado 27 e com vértices em 27Z2. Para
cada k € N denotamos por Dj, a imagem de D, através da contracao 7 — 27 Fr.

Definimos agora os conjuntos

A ={Q €Dy QNK, #0} e Vie= (] @

QeAkr

Uma vez que K, ¢ limitado e conexo por caminhos entao Vj, também possui estas
propriedades. Como (t1,ts) e (t1,t2) 4+ (27,0) € K,, entdo existe um caminho contido
em V}, conectando esses pontos. Seja v : [0, 27] — R? esse caminho.

Construiremos um caminho poligonal a partir de 7, da seguinte forma: em cada
quadrado @ € Dy, tal que Q N~y # 0, tome o primeiro e o ultimo ponto de interseccao.
Ligando estes pontos obtemos uma poligonal v, contida em Vj, conectando (t1,ts) e
(t1,t2) + (27,0).
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Definimos agora o seguinte caminho poligonal em R?**. Seja v : [0,27] — R?"
definido por v = (71, t3,t4, . .., to,). Vejamos que v = (¢, &) possui as propriedades 1
e 2 enunciadas no lema.

Seja s = (81, 89,t3,t4,...,t2,) € Y(t, ), assim (s1,52) € 71 C Vi, ou seja, (s1,52)
pertence a algum quadrado @) € Dy, tal que QN K, # (. Tome entao (s}, s5) € QN K,.
Portanto, Bis(s),s) < r e como a diagonal de cada quadrado da cole¢io Dy tem
comprimento (7v/2)2-* =1 segue que |(s1,52) — (s, s5)| < (wv/2)2-*=1,

Vamos agora escolher um k£ € N conveniente: tomamos o tnico k € N que satisfaz

2k < A v2(1 4 €))1b|o0 < 2%, (3.14)
logo,
1 7V/2||b| o < 1
4(1+¢]) k=1 T 2(1 4 I¢)

Sejam s" = (s}, 85,t3,14,...,t2n) € 7o = 7 + Bay(ts, t4) + -+ + Bran—1)2n(ton—1, tan)-

entao

B(s)

IN

|B(s) — B(s")| + B(s") < |Bia(s1,82) — Bia(s}, s5)| + 7o
T2

< [Bllocl (51 52) = (51, 82)[ + 70 < [|Bllow =g + 70

1 1 1
< sari e e e+ 20)
B(t) +

1
1+ €]
o que conclui a demonstragao do item 1.

Além disso, se N é o nimero de quadrados em Dy que intersectam K, entao o
nimero de quadrados em D}, que intersectam o conjunto K, é no maximo 4*N. Assim,
por (3.14), o comprimento |y(t, )| satisfaz

O] = It )] € AN = (4xN VDR < (nN V)V E b1+ I,

o que conclui a demonstracao do lema.
O

Lema 3.10. Se todos os superniveis de B sdo conexos em R?", entdo existe uma
constante C > 0 tal que para cadat € [0,27)*" e cada & € Z existe um caminho poligonal

v =(t,€) conectando os pontost et — (2m,0,...,0) com as sequintes propriedades:

1. B(t) > B(t) — para todo T € y(t,€);

1
1+ [¢]
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2. O comprimento |y(t,&)| < C(1+ [¢]).

Demonstracao. Basta considerar a funcao B=-Be aplicar mesmas ideias do lema
anterior.
O
Observagao: Com pequenas corre¢oes nos caminhos 7(t,£) construidos anterior-
mente, podemos supor que eles sao suaves e ainda possuem as propriedades enunciadas
nos Lemas 3.9 e 3.10.

Construcao da Solucao: seja f € E. Vamos usar série parcial de Fourier na variavel
x para construir uma solucao suave u da equacao Lu = f. Substituindo as séries

formais

u(tr) = St o f(ta) =Y fte)ee

§EZ ¢ez

na equacao Lu = dyu + ib(t) A %u = f, obtemos para cada £ € Z

(dt - fb(t)/\)ﬁ(t, g) = f(t,§)7 te RQn’

logo,
di(e (-, €)) = e P f(-,€).
Ou seja, e $Bf(-,€) ¢ uma 1-forma exata em R?" e uma solucdo geral da equacio

acima (em R?") é dada por

t
a(t, €) :/ e*&(B(r)fB(t))f(ﬂ f)dT_'_ﬁ(tojg)ef&(B(to)fB(t)).

to
Uma vez que a integral anterior nao depende do caminho, escolhemos curvas suaves
+ 1 [0,27] — R?" tais que v (0) = ty e v+(27) = to F (27, 0,...,0) cujas projegoes
no toro T?" sdao curvas nao homologas a zero. As curvas v, e 7_ serao escolhidas

dependendo do sinal de £. Portanto, quando £ # 0 temos

N _ 1 2w JER
it ) = g [ OO o). k)

e assim obtemos
2

s 1
ﬁ(%(s)af):/o Q(Uaf)dU‘Feﬂﬂgb—m_l/o 9(0,§)do, (3.15)

~

sendo g(o, &) = e EBO£(@)=BO= ()] ), )7 (0). Para & = 0 temos

(e(o
(50,0 = [ F0u ()0 ) (3.16)
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Por fim, considere u definida pela série

ult, ) =Y alt, €)e’,
14/
na qual os coeficientes (-, &) sao dados por (3.15) e (3.16). Para £ > 0 escolhemos 7,
a curva obtida no Lema 3.10 e para & < 0 escolhemos v_ a curva obtida no Lema 3.9.
Dessa forma, u ¢ uma funcao C* e é uma solucio da equacgao Lu = f. A demonstracao

desse fato é analoga a feita no caso bidimensional que encontra-se em |BK].
O
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