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Resumo

Nosso objetivo neste trabalho é estudar a obstrução de Euler de uma função, este

conceito foi definido por J.-P. Brasselet, D. Massey, A. J. Parameswaran e J. Seade, e

generaliza dois conceitos importantes, a obstrução de Euler definida por R. D. MacPherson

assim como o número de Milnor de uma função.

O resultado principal deste trabalho mostra a relação existente entre a obstrução de

Euler e a obstrução de Euler de uma função.





Abstract

Our goal in this work is to study the Euler obstruction of a function, this concept

was defined by J.-P. Brasselet, D. Massey, A. J. Parameswaran and J. Seade, and it

generalizes two important concepts, the Euler obstruction defined by R. D. MacPherson

and the Milnor number of a function.

The main result of this study shows the relation between the Euler obstruction and

the Euler obstruction of a function.
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Introdução

A obstrução local de Euler, ou simplesmente obstrução de Euler, foi introduzida por

R. D. MacPherson em [16] como uma de suas principais ferramentas na demonstração da

conjectura de Deligne e Grothendieck sobre a existência e unicidade de classes caracte-

rísticas de variedades singulares. Uma definição equivalente deste conceito foi dada por

J.-P. Brasselet e M.-H. Schwartz em [2] utilizando teoria de obstrução, neste trabalho os

autores provaram que as classes de Schwartz de uma variedade singular coincide com as

classes de MacPherson.

Usando a definição de R. D. MacPherson, a obstrução de Euler não é facilmente

computável, o que motivou a obtenção de fórmulas que facilitassem o seu cálculo. Em [4],

os autores apresentaram uma fórmula de natureza topológica para a obstrução de Euler,

mais precisamente essa fórmula diz que a obstrução de Euler de X em 0 satisfaz:

EuX(0) =
∑
i

χ(Vi ∩ Bε ∩ `−1(t0)).EuX(Vi),

onde X ⊂ U é um representante de (X, 0) germe de espaço analítico complexo, equidi-

mensional, com U aberto de Cn, {Vi} uma estratificação de Whitney de X, ` : Cn → C

uma forma linear genérica, Bε é uma pequena bola fechada em torno da origem em Cn,

t0 ∈ C\{0} está suficientemente próximo a origem e EuX(Vi) é a obstrução de Euler de

X em qualquer ponto do estrato Vi.
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Esta fórmula é na realidade equivalente a dizer que a obstrução de Euler, como uma

função construtível em X, satisfaz a chamada condição local de Euler com respeito a uma

forma linear genérica.

Uma sequência natural deste resultado é o trabalho [1], de J.-P. Brasselet, D. Massey,

A. J. Parameswaran e J. Seade, onde um dos objetivos é investigar o que impede a

obstrução de Euler de satisfazer a condição local de Euler se trocarmos a forma linear

genérica por uma função f com singularidade isolada na origem. Este "defeito" que

aparece na nova fórmula é chamado de obstrução de Euler de uma função.

Em certos aspectos, a obstrução de Euler de uma função é uma generalização do

importante invariante da Teoria de Singularidades, o número de Milnor.

No capítulo 1, apresentaremos algumas definições básicas que serão utilizadas ao longo

do texto. Procuramos nos limitar ao que realmente é necessário para a compreensão dos

capítulos seguintes.

Nosso objetivo no capítulo 2 é expor os estudos referentes à obstrução de Euler de uma

função. A seção 2.2 traz as definições de modificação de Nash X̃ de X e de fibrado de

Nash T̃ sobre a modificação de Nash X̃, que serão essenciais nas definições de obstrução

de Euler e obstrução de Euler de uma função. Na seção 2.3, definiremos a obstrução de

Euler e na seção 2.4 exibiremos uma demonstração de uma fórmula topológica para essa.

Na última seção deste capítulo, estudaremos a obstrução de Euler de uma função,

denotada por Euf,X(0), onde f : X → C é uma função analítica com singularidade

isolada na origem. Euf,X(0) é a obstrução para se construir uma seção de T̃ que estenda o

levantamento do campo∇Xf , que é um campo homotópico ao campo gradiente conjugado

de f em X.

O capítulo 3 é totalmente dedicado à demonstração do teorema principal de [1], re-

sultado que compara a obstrução de Euler e a obstrução de Euler de uma função pela

fórmula

EuV (0) =
(∑

χ(Vα ∩ Bε ∩ f−1(t0)).EuV (Vα)
)

+ Euf,V (0).

A demonstração deste resultado é bastante técnica e por isso este capítulo conta com

a demonstração de vários lemas.



Capítulo

1

Preliminares

Temos como objetivo para este capítulo apresentar uma breve introdução dos con-

ceitos que utilizaremos neste trabalho, buscando proporcionar os principais resultados

necessários para a compreensão do tema que abordaremos.

1.1 Variedades diferenciáveis

Nesta seção, apresentaremos a definição de variedades diferenciáveis, analisaremos

algumas de suas propriedades e veremos alguns conceitos importantes relacionados a va-

riedades, que serão fundamentais para o desenvolvimento de nosso trabalho.

Definição 1.1.1. Seja M um espaço topológico. Um sistema de coordenadas locais ou

uma carta em M é um homeomorfismo ϕ : U → ϕ(U) de um subconjunto aberto U ⊂ M

sobre um aberto ϕ(U) ⊂ Rm.

Definição 1.1.2. Um atlas U m-dimensional de um espaço topológico M é uma família

de sistemas de coordenadas locais ϕ : U → ϕ(U) ⊂ Rm, tal que os domínios dos sistemas

de coordenadas cubram M .

17
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Definição 1.1.3. Dados os sistemas de coordenadas locais ϕ : U → Rm e ψ : V → Rm

no espaço topológico M , tais que U ∩ V 6= ∅, então o homeomorfismo

φϕψ = ψ ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ V )→ ψ(U ∩ V )

é chamado mudança de coordenadas.

Observação 1.1.4. Seja a mudança de coordenadas φϕψ = ψ ◦ϕ−1, então (ψ ◦ϕ−1)−1 =

ϕ ◦ ψ−1 = φψϕ é também uma mudança de coordenadas.

Definição 1.1.5. Um atlas U em um espaço topológico M é diferenciável de classe Ck,

se todas as mudanças de coordenadas φϕψ forem aplicações diferenciáveis de classe Ck.

Observação 1.1.6. Da Observação 1.1.4 e da Definição 1.1.5 segue que em um atlas

diferenciável U todas as mudanças de coordenadas φϕψ são difeomorfismos.

Definição 1.1.7. Uma variedade diferenciável m-dimensional de classe Ck é um par

(M,U), em que M é um espaço topológico Hausdorff com base enumerável e U é um atlas

m-dimensional de classe Ck.

Como vimos na Observação 1.1.6 em um atlas diferenciável U todas as mudanças

de coordenadas φϕψ são difeomorfismos. É exatamente esta propriedade que nos permite

transportar todas as noções do Cálculo Diferencial do Rm para as variedades diferenciáveis.

Seja M uma variedade de classe Ck e seja p um ponto de M . Indicamos por Cp o

conjunto de todos os caminhos λ : I →M , definidos em um intervalo aberto I, contendo 0,

tais que λ(0) = p e λ é diferenciável em 0 (ver Exemplo 3, p. 132, [15]). Diremos que dois

caminhos λ, µ ∈ Cp são equivalentes, e escreveremos λ ∼ µ, quando existir um sistema de

coordenadas locais ϕ : U → Rm emM , com p ∈ U , tal que (ϕ◦λ)′(0) = (ϕ◦µ)′(0). Como

as mudanças de coordenadas são difeomorfismos, a igualdade (ϕ◦λ)′(0) = (ϕ◦µ)′(0) será

verdadeira para todo sistema de coordenadas ϕ : U → Rm em M , p ∈ U . Resulta daí que

a relação acima é uma relação de equivalência.

O vetor velocidade λ′ de um caminho λ ∈ Cp é, por definição, a classe de equivalência

de λ, ou seja, λ′ = {µ ∈ Cp : µ ∼ λ}.
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Definição 1.1.8. Definimos o espaço tangente à variedade M no ponto p como sendo o

conjunto quociente Cp/ ∼. Denotaremos o espaço tangente à variedade M no ponto p por

TpM .

É possível mostrar que o espaço tangente à variedade diferenciável M em um ponto

p ∈M é um espaço vetorial de mesma dimensão que M .

Dada uma variedade diferenciável m-dimensional M , podemos obter uma nova vari-

edade 2m-dimensional a partir de uma “união” dos espaços tangentes TpM , em todos os

pontos p ∈M .

Definição 1.1.9. Seja M uma variedade diferenciável de dimensão m. O conjunto

TM =
⋃
p∈M

{p} × TpM

de todos os espaços tangente TpM , com p ∈ M , “colados” de uma maneira natural é

chamado de fibrado tangente de M .

Proposição 1.1.10 ([14], p. 98). Dada uma variedade diferenciável m-dimensional M ,

o fibrado tangente TM tem naturalmente a estrutura de uma variedade 2m-dimensional.

Informalmente, o fibrado tangente de uma variedade é obtido por considerar-se todos

os espaços tangentes, e reuní-los em um conjunto diferenciável e sem sobreposição, como

ilustra a Figura 1.1 onde a variedade em questão é o círculo unitário em R2.

Figura 1.1: Representação do fibrado tangente de S1

Agora, que já vimos a definição de espaço vetorial tangente, podemos definir o con-

ceito de diferenciabilidade de uma aplicação f : M → N entre variedades diferenciáveis,
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utilizando nosso conhecimento prévio a cerca das aplicações diferenciáveis definidas em

um subconjunto aberto de Rm com valores em Rn.

Definição 1.1.11. Sejam M , N variedades diferenciáveis e uma aplicação f : M → N ,

dizemos que f é diferenciável em p ∈ M se existem cartas ϕ : U1 → V1 para M com

p ∈ U1 e ψ : U2 → V2 para N com f(U1) ⊂ U2 tal que ψ ◦ f ◦ ϕ−1 é diferenciável em

ϕ(p). Diremos simplesmente que f é diferenciável se ela o for em todos os pontos de M .

E chamaremos f uma aplicação de classe Ck quando ψ ◦ f ◦ ϕ−1 for de classe Ck.

Podemos provar que a definição acima não depende das escolhas das parametrizações

ϕ e ψ, sendo então coerente.

Teorema 1.1.12 ([14], Lema 2). Seja M uma variedade diferencíavel n-dimensional

conexa. Dados dois pontos quaisquer p, q ∈ M , existe uma carta ϕ : V → Rn de M , com

p, q ∈ V , tal que, ϕ(V ) = Rn.

Nem sempre é fácil verificar se um espaço topológicoM é uma variedade diferenciável,

porém, existe um importante resultado relacionado ao conceito de valor regular que nos

ajuda a decidir se M é uma variedade diferenciável.

Definição 1.1.13. Sejam M uma variedade diferenciável m-dimensional, N uma vari-

edade diferenciável n-dimensional e f : M → N uma aplicação diferenciável. Dizemos

que:

(1) f é uma imersão em p se a aplicação derivada dfp é injetiva (portanto n ≥ m) em

p ∈M . Isto é, o posto da matriz jacobiana [Jf(p)]n×m é igual a m;

(2) f é uma submersão em p se a aplicação derivada dfp é sobrejetora (portanto m ≥ n)

em p ∈M . Isto é, o posto da matriz jacobiana [Jf(p)]n×m é igual a n.
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Se em p ∈M a aplicação f : M → N for uma submersão, p é dito ponto regular de f .

Um ponto q ∈ N é chamado valor regular de f se sua imagem inversa f−1(q) só contém

pontos regulares.

Se em p ∈ M a aplicação f : M → N não é submersão e nem imersão, então p é dito

ponto singular de f e f(p) é dito um valor singular de f .

Teorema 1.1.14 ([15], Proposição 1). Sejam N uma variedade diferenciável n-dimensional,

P uma variedade diferenciável p-dimensional, f : N → P uma aplicação diferenciável e

p ∈ P um valor regular de f . Então, f−1(p) = M é uma subvariedade (n−p)-dimensional

de N e dado q ∈M , temos TqM = Ker(dfq), onde dfq representa a aplicação derivada de

f no ponto q.

Dada uma aplicação f : M → N de classe C1, existe um resultado importantíssimo

acerca dos valores regulares da aplicação f , este resultado é conhecido como Teorema de

Sard.

Teorema 1.1.15 (Teorema de Sard). Seja f : M → N uma aplicação de classe C1, o

subconjunto formado pelos valores regulares de f é denso em N .

Sejam M , N variedades diferenciáveis, f : M → N uma aplicação diferenciável e um

ponto p ∈ N vimos, no Teorema 1.1.14, que uma condição suficiente para que f−1(p) seja

uma subvariedade de M é que p seja um valor regular de f . Deste fato é natural que

façamos a seguinte pergunta: dada S ⊂ N uma subvariedade de N , em que condições a

imagem inversa f−1(S) é uma subvariedade de M? Uma resposta a esta questão é dada

pela noção de transversalidade. Trata-se de uma generalização natural do conceito de

valor regular.

Definição 1.1.16. Sejam M uma variedade diferenciável m-dimensional, N uma varie-

dade diferenciável n-dimensional, f : M → N uma aplicação diferenciável e P ⊂ N uma

subvariedade p-dimensional de N , dizemos que f é transversal à P no ponto q ∈ f−1(P )

quando

dfq(TqM) + Tf(q)P = Tf(q)N
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ou seja, quando a imagem de dfq junto com o espaço tangente à P em f(q) geram todo

Tf(q)N . Dizemos ainda que f é transversal à P se, f é transversal à P em q, para todo

ponto q ∈ f−1(P ).

Teorema 1.1.17 ([15], Proposição 4). SejamM uma variedade diferenciávelm-dimensional,

N uma variedade diferenciável n-dimensional, f : M → N uma aplicação diferenciável e

P ⊂ N uma subvariedade p-dimensional de N . Se a aplicação f é transversal à subvari-

edade P então, ou f−1(P ) = ∅ ou f−1(P ) é uma subvariedade (m− n + p)-dimensional

de M .

Corolário 1.1.18 ([15], Corolário 1). Seja f : M → N uma submersão, então para toda

variedade P ⊂ N , ou f−1(P ) = ∅ ou f−1(P ) é uma subvariedade de M .

O conceito de transversalidade é de grande importância, tendo várias aplicações, como,

por exemplo, o teorema que apresentaremos a seguir.

Teorema 1.1.19. Sejam M uma variedade diferenciável m-dimensional e f : M → Rm

uma aplicação diferenciável. Consideremos um ponto a ∈ Rm, um vetor
→
v 6= ~0 em Rm,

e a reta ∆a = {a+ tv : t ∈ Rm}, que é uma subvariedade de Rm. Definamos a aplicação

f̃ : M × R→ Rm, dada por

f̃(p, t) = f(p) + tv.

Nessas condições, f é transversal à ∆a se, e somente se, a ∈ Rm é valor regular de f̃ .

Demonstração. Seja ϕ : V → U uma carta de M , se p ∈ V , representaremos por

[Jf(p)]m×m a matriz jacobiana de f , calculada no ponto p. As colunas de [Jf(p)] são

os vetores imagens, pela aplicação linear dfp, dos vetores da base de TpM associada a

carta ϕ.

Acrescentemos à direita da matriz [Jf(p)] a coluna formada pelas componentes do

vetor
→
v de Rm, e indiquemos a matriz assim obtida com o símbolo [Jf(p),

→
v ]m×m+1.

Observemos que [Jf(p),
→
v ] é exatamente a matriz jacobiana da aplicação f̃ , calculada no

ponto (p, t) ∈M×R. Assim, se f é transversal à ∆a para todo p ∈M , tal que f(p) ∈ ∆a,

então

dfp(TpM) + Tf(p)∆a = Rm
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e notemos que Tf(p)∆a = {tv : t ∈ R}.

Mas, dado um ponto (p, h) ∈M × R, temos

df̃(p,h)(TpM × R) = dfp(TpM) + tv, onde t ∈ R.

Da condição de transversalidade, temos que df̃(p,h)(TpM × R) = dfp(TpM) + tv = Rm,

onde t ∈ R, daí decorre que a matriz [Jf(p),
→
v ] tem posto igual m. Por fim notemos que,

se p ∈ M é tal que f̃(p, t) = a, para algum t ∈ R, então f̃(p, t) = f(p) + t
→
v= a, o que

implica que f(p) ∈ ∆a. Logo, o ponto a ∈ Rm é um valor regular de f̃ .

Por outro lado, suponhamos que o ponto a ∈ Rm é valor regular de f̃ , então para todo

ponto (p, t) ∈ f̃−1(a), temos df̃(p,t)(TpM × R) = dfp(TpM) + tv = Rm. Mas, se o ponto

(p, t) pertence a f̃−1(a) significa que f(p) = a − tv, ou seja, que f(p) ∈ ∆a. Portanto, f

é transversal à ∆a.

Apresentaremos a seguir a definição de orientação sobre espaços vetorias. Utilizaremos

esta definição e o conceito de espaço tangente para definirmos orientação sobre variedades.

Suponha que V é um espaço vetorial real de dimensão finita e β = {v1, . . . , vn} é uma

base ordenada de V . Se β′ = {v′1, . . . , v′n} é outra base ordenada de V , então existe um

único isomorfismo I : V → V , tal que I(β) = β′, a saber

I(α1v1 + . . .+ αnvn) = α1v
′
1 + . . .+ αnv

′
n.

Dizemos que β e β′ tem orientação equivalente se o determinante da transformação linear

I é positivo. Isto é, se escrevemos

I(v1) = v′1 = a11v1 + . . .+ an1vn
...

I(vn) = v′n = a1nv1 + . . .+ annvn.



24 Capítulo 1 — Preliminares

então, β e β′ têm orientação equivalente se det[I]β > 0, onde

[I]β =


a11 · · · a1n
... . . . ...

an1 · · · ann

.

Observemos que como I é um isomorfismo det[I]β 6= 0. Note também, que [I]β = Mβ′

β ,

ou seja, a matriz da transformação I com relação a base β é igual a matriz de mudança

de base β para β′. Então, utilizando a regra do produto para determinantes e a igualdade

Mβ′′

β = Mβ′′

β′ M
β′

β ,

temos que dadas bases β, β′ e β′′ de V e I1, I2 os isomorfismos de V em V , tais que

I1(β) = β′ e I2(β′) = β′′, temos

[I2 ◦ I1] = Mβ′′

β = Mβ′′

β′ M
β′

β ,

logo det[I2 ◦ I1]β = det[I2]β′ det[I1]β.

Assim, este processo define uma relação de equivalência, particionando o conjunto de

todas as bases ordenadas de V em duas classes.

Definição 1.1.20. Uma orientação de V é uma decisão arbitrária para fixar um sinal

positivo para elementos de uma classe de equivalência e um sinal negativo para os outros.

Um espaço vetorial orientado V é um par formado pelo espaço vetorial V e uma orientação

de V . As bases de V pertencentes a esta orientação serão chamadas de positivas e as

outras de negativas.

Exemplo 1.1.21. Por exemplo, o espaço euclidiano Rn será sempre orientado positiva-

mente pela base canônica.

Observação 1.1.22. Dado V um espaço vetorial real de dimensão finita, quando fa-

lamos de uma orientação de V é indispensável considerarmos as suas bases ordenadas.

Por exemplo, se considerarmos β = {e1, e2} como sendo uma base positiva de R2, onde
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e1 = (1, 0) e e2 = (0, 1), então a base β′ = {e′1, e′2}, com e′1 = (0, 1) e e′2 = (−1, 0), é equi-

valente a β, porém a base α = {f1, f2}, com f1 = (−1, 0) e f2 = (0, 1), não é equivalente

a base β.

Figura 1.2: Exemplo de orientação em R2

Dados V e W dois espaços vetoriais de mesma dimensão n, se I : V → W é um

isomorfismo de V em W sabemos que I leva uma base de V em uma base de W . Assim,

temos a seguinte definição.

Definição 1.1.23. Sejam V e W dois espaços vetoriais n-dimensionais e orientados,

se I : V → W é um isomorfismo de V em W , dizemos que I preserva orientação se

I leva base positiva de V em uma base positiva de W , ou equivalentemente se I leva

base negativa de V em uma base negativa de W . Caso contrário, diremos que I inverte

orientação. Quando um isomorfismo entre espaços vetoriais orientados preserva (inverte)

orientação, dizemos também que esse isomorfismo é positivo (negativo).

Agora, voltemos para variedades.

Definição 1.1.24. Seja M uma variedade diferenciável m-dimensional, dizemos que M

é orientável se existe uma escolha contínua de orientações para todos os espaços tangentes

TpM . A condição de continuidade pode ser interpretada no seguinte sentido: próximo de

cada ponto p ∈M deve existir uma carta ϕ : U → V , com p ∈ U , tal que dϕu : TuM → Rm

preserva orientação em cada ponto u ∈ U . Uma variedade orientada é um par (M,O)

onde M é uma variedade diferenciável e O é uma orientação em M .
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Exemplo 1.1.25. A circunferência unitária Sn ⊂ Rn+1 é orientável.

Exemplo 1.1.26. Dada uma variedade diferenciável M , o fibrado tangente TM de M é

uma variedade diferenciável orientável, quer M o seja, quer não.

Observação 1.1.27. Dada uma variedade diferenciável M m-dimensional, já vimos que

para cada ponto p ∈ M obtemos o espaço vetorial TpM . Dada ϕ : V → U uma carta de

M com p ∈ V , denotaremos por
{

∂
∂x1

(p), . . . , ∂
∂xm

(p)
}
a base

{
dϕ−1ϕ(p)(e1), . . . , dϕ

−1
ϕ(p)(em)

}
de TpM , onde {e1, . . . , em} denota a base canônica de Rm e ϕ(p) = (x1, . . . , xm) ∈ Rm.

Além disso, consideraremos o espaço vetorial TpM positivamente orientado pela base{
∂
∂x1

(p), . . . , ∂
∂xm

(p)
}
, salvo o caso em que digamos o contrário.

Definição 1.1.28. Sejam M , N variedades diferenciáveis n-dimensionais, orientadas e

f : M → N uma aplicação diferenciável. Dados um valor regular p ∈ N de f e os

pontos regulares q ∈ f−1(p) diremos que o ponto q é positivo (q > 0) se o isomorfismo

dfq : TqM → TpN preserva a orientação e diremos que o ponto q é negativo (q < 0) se o

isomorfismo dfq : TqM → TpN inverte a orientação.

Teorema 1.1.29. Sejam M e N variedades diferenciáveis m-dimensionais orientadas,

com M conexa. Se f : M → N é um difeomorfismo local, então dfx : TxM → Tf(x)N

preserva ou inverte orientação, para todo x ∈M .

Apresentaremos a seguir, o conceito de variedades diferenciáveis com bordo. Uma

referência deste assunto é [5].

Definição 1.1.30. Uma variedade diferenciável m-dimensional com bordo é um espaço

topológico M com uma coleção de aplicações ϕ : V → U , onde V é um aberto de M e U

é um aberto do subconjunto Hm = {(x1, . . . , xm) : xm ≥ 0}, satisfazendo as condições da

definição de variedades diferenciáveis (ver Definição 1.1.7).

Dizemos que p ∈M é um ponto do bordo de M , se existe ϕ : V → U tal que ϕ(p) = q

onde q ∈ ∂Hm = {(x1, . . . , xm) : xm = 0}.

O bordo de uma variedade diferenciável m-dimensional com bordo M será denotado

por ∂M .
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Definição 1.1.31. Uma variedade diferenciável fechada é uma variedade compacta e sem

bordo.

Podemos definir também o conceito de variedades complexas. Uma referência deste

assunto é [20].

Definição 1.1.32. Dizemos que uma variedade diferenciável M de dimensão 2m é uma

variedade complexa de dimensão m, se M tem um atlas formado apenas por cartas em

Cm, tais que a mudança de coordenadas entre estas cartas seja holomorfa.

Dado que aplicações holomorfas são muito mais especiais que as aplicações diferenciá-

veis, temos que a teoria de variedades diferenciáveis e variedades complexas têm aspectos

muito diferentes. O teorema a seguir, cuja demonstração pode ser vista em [20], serve de

ilustração para este fato.

Teorema 1.1.33 ([20], Lema 14.1). Toda variedade complexa M é orientável.

Índice de Poincaré-Hopf

Nesta seção, consideraremos M , N variedades diferenciáveis n-dimensionais, orienta-

das e f : M → N uma aplicação diferenciável. Se M é compacta e N é conexa, então

definiremos o grau de f , para isto considere a seguinte definição.

Definição 1.1.34. Sejam M variedade fechada e N uma variedade conexa. Seja x ∈M

um ponto regular de f tal que dfx : TxM → Tf(x)N é um isomorfismo entre espaços

vetoriais orientados. Defina o sinal de dfx, denotado por sign dfx, como sendo 1 se dfx

preserva orientação ou −1 se dfx inverte orientação. Para todo valor regular y ∈ N

definimos

grau(f, y) =
∑

x∈f−1(y)

sign dfx.

Teorema 1.1.35 ([19], Teorema A). O inteiro grau(f, y) não depende da escolha do valor

regular y.
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Definição 1.1.36. Definimos o grau de f , denotado por grau(f), como sendo grau(f, y),

para algum valor regular y.

Definição 1.1.37. Considere um conjunto aberto U ⊂ Rn e um campo vetorial contínuo

v : U → Rn

com uma singularidade isolada em a ∈ U . A aplicação

φ(x) =
v(x)

‖v(x)‖

aplica uma pequena esfera de centro em a na esfera unitária.

O grau da aplicação φ definida acima é chamado de índice de Poincaré-Hopf de v na

singularidade a, que denotaremos por IndPH(v, a).

Definição 1.1.38. Sejam M variedade fechada e N uma variedade conexa. Os campos

de vetores v em M e v′ em N correspondem sobre f se a derivada df leva v(x) sobre

v
′
(f(x)) para cada x ∈M .

Se f é um difeomorfismo, então v
′ é unicamente determinado por v, usaremos a

notação

v
′
= df ◦ v ◦ f−1.

Lema 1.1.39 ([19], Lema 1). Se o campo de vetores v em U ⊂ Rn corresponde a

v
′

= df ◦ v ◦ f−1 em U
′ ⊂ Rn sobre um difeomorfismo f : U → U

′. Então, o índice

de Poincaré-Hopf de v em uma singularidade isolada a é igual ao índice de Poincaré-Hopf

de v′ em f(a).

Assumindo o Lema 1.1.39, podemos definir o conceito de índice de Poincaré-Hopf para

um campo de vetores w em uma variedade arbitrária M .

Definição 1.1.40. Se g : U → M é uma parametrização de uma vizinhança de a em

M , então o índice de Poincaré-Hopf de w em a, denotado por IndPH(w, a), é o índice do

campo de vetores correspondente dg−1 ◦ w ◦ g em U na singularidade g−1(a).



1.1 Variedades diferenciáveis 29

Teorema 1.1.41 (Teorema de Poincaré-Hopf). Seja M uma variedade fechada e v um

campo de vetores contínuo em M com singularidades isoladas. Então, a soma dos índices

de Poincaré-Hopf das singularidades de v é igual a característica de Euler de M , isto é,

χ(M) =
∑
a

IndPH(v, a)

Podemos citar como uma referência para a demonstração deste teorema [19]. Temos

o Teorema de Poincaré-Hopf para o caso em que M é uma variedade compacta orientada

com bordo, a demonstração deste resultado pode ser vista em [3].

Teorema 1.1.42. Sejam M uma variedade diferenciável, compacta, orientada e com

bordo ∂M , e v um campo de vetores sem singularidades em uma vizinhança U de ∂M .

Então:

i) O campo de vetores v pode ser estendido para o interior de M com uma quantidade

finita de singularidades;

ii) A soma dos índices de Poincaré-Hopf das singularidade de v em M , independe da

maneira como estendemos o campo v para o interior de M ;

iii) Seja ṽ uma extensão de v em M , se ṽ é transversal ao bordo de M e aponta para

“fora” de M , então temos que

χ(M) =
∑
a

IndPH(ṽ, a).

Se ṽ é transversal a ∂M e aponta para “dentro” de M , então

χ(M)− χ(∂M) =
∑
a

IndPH(ṽ, a).
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1.2 Homotopia

Nesta seção introduziremos noções básicas sobre homotopia, procurando ilustrá-las

com alguns exemplos.

Definição 1.2.1. Sejam X e Y espaços topológicos, dizemos que duas aplicações contínuas

f, g : X → Y são homotópicas quando existe uma aplicação contínua

H : X × I → Y, com I = [0, 1]

tal que H(x, 0) = f(x) e H(x, 1) = g(x) para todo x ∈ X. Chamaremos a aplicação H de

homotopia entre f e g e escreveremos f ' g.

Exemplo 1.2.2. Sejam E um espaço vetorial normado, Y ⊂ E um espaço topológico com

a topologia induzida de E eX um espaço topológico qualquer. Dadas aplicações contínuas

f, g : X → Y , suponhamos que, para todo x ∈ X, o segmento de reta [f(x), g(x)] esteja

contido em Y . Então, f ' g.

De fato, denotando o intervalo [0, 1] por I, basta definirmosH(x, t) = (1−t)f(x)+tg(x)

para obtermos uma homotopia H : X × I → Y entre f e g.

Em particular, dada uma aplicação constante

f : X −→ E

x 7−→ c

toda aplicação contínua g : X → E é homotópica à f .

Exemplo 1.2.3. Seja Sn a esfera unitária de Rn+1, dadas duas aplicações contínuas

f, g : X → Sn, se f(x) 6= −g(x) para todo x ∈ X, isto é, se f(x) e g(x) nunca são pontos

antípodas, então f ' g.

Proposição 1.2.4 ([14], Lema 1). Sejam X e Y espaços topológicos. A relação de ho-

motopia f ' g é uma relação de equivalência no conjunto das aplicações contínuas de X

e Y .
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Proposição 1.2.5. Sejam X, Y e Z espaços topológicos, consideremos aplicações

f, f ′ : X → Y e g, g′ : Y → Z aplicações contínuas. Se f ' f ′ e g ' g′, então

g ◦ f ' g′ ◦ f ′.

Demonstração. Seja I = [0, 1], denotemos por H : X × I → Y uma homotopia entre f

e f ′ e por K : Y × I → Z uma homotopia entre g e g′. Definindo L : X × I → Z por

L(x, t) = K(H(x, t), t), temos que L é uma homotopia entre g ◦ f e g′ ◦ f ′.

Existe uma estreita relação entre homotopia e o problema de estender continuamente a

todo o espaço uma aplicação contínua definida em um subconjunto fechado desse espaço.

Um exemplo disto pode ser visto na seguinte proposição.

Proposição 1.2.6 ([14], Proposição 1). Sejam X um espaço topológico e B1(0) a bola

fechada de centro 0 e raio 1 de Rn+1. Uma aplicação contínua f : Sn → X estende-se

continuamente à B1(0) se, e somente se, é homotópica à uma constante.

Demonstração. Denotemos por I o intervalo [0, 1] e consideremos a aplicação

ϕ : Sn × I −→ B1(0)

(x, t) 7−→ (1− t)x

que é contínua, sobrejetora e igual a 0 em Sn × 1. Se f̃ : B1(0) → X é uma extensão

contínua de f : Sn → X, então

H = f̃ ◦ ϕ : Sn × I → X

é uma homotopia entre f e a aplicação constante g : Sn → X, definida por g(x) = f̃(0).

Reciprocamente, suponhamos que H : Sn × I → X seja uma homotopia entre f e uma

aplicação constante g : Sn → X, dada por g(x) = p, para todo x ∈ Sn. Seja a aplicação

f̃ : B1(0)→ X definida da seguinte maneira,

f̃(x) =

 H
(
x
|x| , 1− |x|

)
, se x 6= 0

p, se x = 0
.

Assim, temos que f̃ é contínua e f̃ |Sn = f .



32 Capítulo 1 — Preliminares

A seguir apresentamos um resultado, cuja demonstração pode ser vista em [14].

Teorema 1.2.7 ([14], Teorema 1). Sejam M e N variedades diferenciáveis compactas,

então toda aplicação contínua f : M → N é homotópica à uma aplicação g : M → N de

classe C1.

1.3 Homologia singular

Nesta seção apresentaremos uma análise da teoria de homologia singular. Analisare-

mos os R-módulos de homologia singular com coeficientes em um anel R comutativo com

identidade. Uma referência para este assunto é [21].

Simplexos em Rn

Definição 1.3.1. Dados (p+ 1) pontos em Rn, p ≤ n, dizemos que {X0, . . . , Xp} é uma

coleção geometricamente independente se os vetores ~v1 = X1 − X0, ~v2 = X2 − X0, . . . ,

~vp = Xp −X0 são linearmente independentes.

Definição 1.3.2. Seja {X0, . . . , Xp} ⊂ Rn uma coleção geometricamente independente

de Rn, p ≤ n. O p-simplexo S gerado por X0, . . . , Xp é a envoltória convexa:

S = EC({X0, . . . , Xp}).

Os pontos Xi são chamados vértices do p-simplexo S.

Teorema 1.3.3 (Teorema das coordenadas baricêntricas). Sejam {X0, . . . , Xp} uma co-

leção de (p + 1) pontos geometricamente independentes em Rn, com p ≤ n. Considere o

seguinte conjunto:

Ap = {t0X0 + . . .+ tpXp; 0 ≤ t ≤ 1 e

p∑
i=0

ti = 1} ⊂ Rn

(i) Ap = EC({X0, . . . , Xp}) = p-simplexo gerado por X0, . . . , Xp;
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(ii) Se
p∑
i=0

tiXi =

p∑
i=0

siXi, 0 ≤ ti, si ≤ 1 com
p∑
i=0

ti =

p∑
i=0

si = 1, então ti = si para todo

i = 1, . . . , p, ou seja: todo elemento de Ap se escreve de maneira única como combinação

linear dos pontos {X0, . . . , Xp}.

Observação 1.3.4. Concluímos que escolhida uma ordenação {X0, . . . , Xp} para (p+ 1)

pontos geometricamente independentes em Rn, com p ≤ n, cada ponto

X ∈ EC({X0, . . . , Xp}) é univocamente determinado por uma (p+ 1)-upla (t0, t1, . . . , tp),

com 0 ≤ ti ≤ 1 e

p∑
i=0

ti = 1 denominada as coordenadas baricêntricas do ponto X.

Definição 1.3.5. Sejam X0 = e1 = (1, 0, . . . , 0), X1 = e2 = (0, 1, 0, . . . , 0),. . . ,

Xp = ep+1 = (0, 0, . . . , 0, 1). O p-simplexo EC({X0, . . . , Xp}), nesse caso, é denominado

p-simplexo padrão e será denotado por ∆p ∈ Rp+1

Homologia singular de um espaço topológico X com coeficientes

em um anel R

Fixemos R um anel comutativo com a identidade 1R e consideremos ∆p ⊂ Rp+1 o

p-simplexo padrão munido da topologia induzida de subespaço em Rp+1 (munido da to-

pologia usual).

Definição 1.3.6. Para cada espaço topológico X, um p-simplexo singular em X é uma

função contínua σ : ∆p → X.

Denotaremos por

Cp(X) = {σ : ∆p → X; σ é contínua}

o conjunto de todos os p-simplexos singulares de X.

Definição 1.3.7. Para cada p ≥ 0, definimos o R-módulo livre cuja base é o conjunto de

todos os p-simplexos singulares de X:

Sp(Cp(X), R) = {f : Cp(X)→ R; f(σ) 6= 0, apenas para um número finito de elementos σ}.
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Um elemento típico de Sp(Cp(X), R) é uma combinação linear formal α1σ1 + . . . + αrσr,

onde αi ∈ R e σi : ∆p → X é um p-simplexo singular de X.

r∑
i=1

αiσi ←→ f : Cp(X) → R

σ 7→ f(σ) =

 αi; se σ = σi i = 1, . . . , r

0, se σ 6= σi

Os elementos de Sp(Cp(X);R) são chamados p-cadeias singulares de X com coeficientes

em R.

A seguir, definiremos o complexo de cadeias {Sp(X;R); ∂}p≥0. Para isso, convencio-

naremos que {Sp(X;R)} = {0} para todo p < 0.

Os operadores face

Definição 1.3.8. Seja σ : ∆p → X um p-simplexo singular de X. Considere a inclusão

∆p−1
εi
↪→ ∆p

(t0, . . . , ti, . . . , tp−1) ↪→ (t0, . . . , ti−1, 0, ti, . . . , tp−1),

que insere o zero na i-ésima posição. Para cada i = 1, . . . , p definimos a i-ésima face de

σ como sendo o (p− 1)-simplexo singular de X dado pela composição

σ ◦ εi : ∆p−1 → X,

que é contínua e denotada por ∂iσ : ∆p−1 → X.

Assim, para cada i = 1, . . . , p e para cada p-simplexo singular σ ∈ Cp(X), associamos

a sua i-ésima face ∂iσ ∈ Cp−1(X). Isso define uma função

∂i : Cp(X) −→ Cp−1(X) ⊂ Sp−1(X;R)

σ 7−→ ∂iσ
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para todo i = 1, . . . , p, e desde que Cp(X) é base para o R-módulo livre Sp(X;R), ∂i

se estende por linearidade a um único R-homomorfismo ∂i : Sp(X;R) → Sp−1(X;R),

chamado operador face. O R-homomorfismo ∂ : Sp(X;R)→ Sp−1(X;R) dado pela soma

alternada dos operadores face

∂ = ∂0 − ∂1 + ∂2 − . . .+ (−1)p∂p =

p∑
i=0

(−1)i∂i

é chamado operador bordo.

Teorema 1.3.9 ([21], Teorema 29.1). O operador ∂ : Sp(X;R) → Sp−1(X;R), definido

por
p∑
i=0

(−1)i∂i, é tal que ∂ ◦ ∂ = 0.

Definição 1.3.10. Fixado um anel comutativo com identidade R para cada espaço topo-

lógico X, criamos um complexo de cadeias S∗(X;R) = {Sp(X;R), ∂}p≥0, ou seja,

S∗(X;R) : · · · ∂−→ Sp(X;R)
∂−→ Sp−1(X;R)

∂−→ · · · ∂−→ S1(X;R)
∂−→ S0(X;R)

∂−→ 0,

usaremos as seguintes terminologias:

Zp(S∗(X;R))
.
= Zp(X;R) = Ker(∂) o submódulo dos p-ciclos,

Bp(S∗(X;R))
.
= Bp(X;R) = Im(∂) o submódulo dos p-bordos e

Hp(S∗(X;R))
.
= Hp(X;R) = Zp(X;R)

Bp(X;R)
o p-ésimo R-módulo de homologia de X com coefi-

cientes em R.

Um elemento típico de Hp(X;R) é da forma

µ = zp +Bp(X;R),

onde zp ∈ Zp(X;R) é um p-ciclo; µ é chamada classe de homologia de X com coeficientes

em R, representada pelo p-ciclo zp.
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Construção do R-homomorfismo induzido em homologia

Dada uma função contínua f : X → Y , queremos definir um R-homomorfismo

f∗ : Hp(X;R) → Hp(Y ;R) para cada p ≥ 0. Para isso, precisamos definir uma apli-

cação de cadeias

f# : Sp(X;R)→ Sp(Y ;R)

para cada p ≥ 0, entre os complexos de cadeias Sp(X;R) e Sp(Y ;R).

Observemos que, dado um p-simplexo singular de X, σ : ∆p → X, a composição

f ◦ σ : ∆p
σ−→ X

f−→ Y

é um p-simplexo singular de Y e determina uma função

Cp(X) −→ Cp(Y ) ⊂ Sp(Y ;R)

σ 7−→ f ◦ σ

para cada p ≥ 0. Desde que Cp(X) é base para o R-módulo livre Sp(X;R) e

Cp(Y ) ⊂ Sp(Y ;R) tal função se estende por linearidade a um único R-homomorfismo

f# : Sp(X;R)→ Sp(Y ;R), definido por

f#(α1σ1 + . . .+ αrσr) = α1(f ◦ σ1) + . . .+ αr(f ◦ σr).

Teorema 1.3.11 ([21], Teorema 29.1). O R-homomorfismo f# : Sp(X;R)→ Sp(Y ;R) é

uma aplicação de cadeias.

Portanto, f# : Sp(X;R) → Sp(Y ;R) induz um bem definido R-homomorfismo

f∗ : Hp(X;R)→ Hp(Y ;R), dado por

f∗(zp +Bp(X;R)) = f#(zp) +Bp(Y ;R),

onde

f#(zp) = f#(α1σ1 + . . .+ αrσr) = α1(f ◦ σ1) + . . .+ αr(f ◦ σr).
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1.4 Cohomologia

Nesta seção apresentaremos alguns conceitos sobre cohomologia que serão necessários

no decorrer deste texto. Uma referência para este assunto é [21].

Axiomas de Cohomologia

Dados um conjunto A de pares de espaços topológicos (X,A) e um grupo abeliano G,

uma Teoria de Cohomologia em A com coeficientes em G consiste de:

(1) Uma função definida para cada inteiro p e para cada par (X,A) que associa a estes

um grupo abeliano Hp(X,A;G);

(2) Uma função contínua h : (X,A)→ (Y,B) a qual induz um homomorfismo

hp : Hp(Y,B;G)→ Hp(X,A;G);

(3) Para cada par (X,A) tem-se um homomorfismo

δp : Hp−1(A;G)→ Hp(X,A;G).

Satisfazendo os seguintes axiomas:

(1) Se i : (X,A) → (X,A) é a identidade, então ip : Hp(X,A;G) → Hp(X,A;G)

também o é, para todo inteiro p;

(2) Dadas h : (X,A) → (Y,B) e k : (Y,B) → (Z,C), temos (k ◦ h)p = hp ◦ kp, para

todo inteiro p;

(3) Dada f : (X,A)→ (Y,B) contínua, δp é uma aplicação natural, isto é, o diagrama

a seguir comuta:
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Hp(X,A;G)
fp← Hp(Y,B;G)

δp ↑ ↑ δp

Hp−1(A;G)
fp|← Hp−1(B;G)

(4) Dadas as inclusões i : (A, ∅) → (X, ∅) e j : (X, ∅) → (X,A), então a sequência

abaixo é exata,

. . .← Hp(A;G)
i∗← Hp(X;G)

j∗← Hp(X,A;G)
δ∗← Hp−1(A;G)← . . .

(5) Se h ' k (homotópicas), então hp = kp, para todo inteiro p;

(6) Sejam (X,A) e U ⊂ X aberto tal que U ⊂ int(A). Então, a inclusão

j : (X − U,A− U)→ (X,A) induz um isomorfismo:

j∗ : Hp(X,A;G)→ Hp(X − U,A− U ;G);

(7) Se X = {x} então H0(X;G) = G e Hp(X;G) = 0, para p 6= 0.

Cohomologia Singular

Seja A um anel comutativo com unidade.

Definição 1.4.1. Um complexo de cocadeias é uma sequência C = (Cp, δp), p ≥ 0, de

A-módulos Cp e homomorfismos δp : Cp → Cp+1 tais que δp+1 ◦ δp = 0.

Definição 1.4.2. (1) Cada elemento u ∈ Cp é chamado cocadeia de dimensão p;

(2) Se δpu = 0 então u é chamado cociclo de dimensão p;

(3) Zp = Zp(C) = Kerδp é o conjunto de todos os cociclos de dimensão p;

(4) Bp = Bp(C) = Imδp−1 é o conjunto de todas as cocadeias de dimensão p.

Definição 1.4.3. O grupo de cohomologia de dimensão p do complexo C é definido por:

Hp(C) =
Zp

Bp
.
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Exemplo 1.4.4. Dado um complexo de cadeias (Cp, ∂p).

Considere, Cp = Hom(Cp;A) = {h : Cp → A;h é homomorfismo} e δp : Cp → Cp+1

definido por

δp : Cp → Cp+1

u 7→ δp(u) : Cp+1 → A

x 7→ (δp(u))(x) = u(∂p(x))

Obtemos assim, (Cp, δp) um complexo de cocadeias.

Observação 1.4.5. Portanto, a partir de uma homologia podemos definir uma cohomo-

logia.

Definição 1.4.6. Dados A,B grupos abelianos. Um homomorfismo f : A→ B induz um

homomorfismo dual

f̃ : Hom(B;G) → Hom(A;G)

(φ : B → G) 7→ f̃(φ) = φ ◦ f

Exemplo 1.4.7. Seja a sequência exata de grupos

0→ Z f→ Z g→ Z2 → 0

onde f(n) = 2n e g(n) =

 0; se n é par

1, se n é ímpar
Então o dual da sequência é

0→ Hom(Z2;Z)
g∗→ Hom(Z;Z)

f∗→ Hom(Z;Z)→ 0.

Temos Hom(Z2;Z) = 0 e Hom(Z;Z) é isomorfo a Z, pois é grupo cíclico infinito.

Agora, como f é a multiplicação por 2, então f ∗ também será. Assim, f ∗ não é sobrejetora,

consequentemente, o dual da sequência não é exata.

Observação 1.4.8. Isto mostra que nem sempre o dual de uma sequência exata é exata.

O teorema a seguir nos dá uma condição necessária para que o dual de uma sequência

exata seja exata.
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Teorema 1.4.9 ([21], Teorema 41.2). Dados uma sequência exata curta de A-módulos

0→ X ′ → X → X ′′ → 0

e um A-módulo Y , tal que a sequência acima cinde. Então,

0→ Hom(X ′′, Y )→ Hom(X, Y )→ Hom(X ′, Y )→ 0

é exata.

Dados X um espaço topológico e R um anel comutativo com unidade. Seja Sr(X) o

R-módulo livre das cadeias de dimensão r, ou seja,

Sr(X) =

{∑
σ

xσσ;σ é um r-simplexo singular e xσ ∈ R

}
.

Dessa forma, podemos considerar

Sr(X) = Hom(Sr(X);R) = {u : Sr(X)→ R;u é homomorfismo}.

Além disso, definimos δ : Sr(X)→ Sr+1(X), por (δu)(x) = u(∂x). Com isso, obtemos

que δ ◦ δ = 0.

Definição 1.4.10. A cohomologia singular de X com coeficientes em R é definida por:

Hr(X) =
Ker(δr)

Im(δr−1)
.

Definição 1.4.11. Dada f : X → Y contínua e a aplicação de cadeias correspondente

f# : Sp(X;R)→ Sp(Y ;R). O dual de f# é denotado por f# e é tal que

f# : Sp(Y ;R) → Sp(X;R)

ϕp 7→ (f#(ϕp))(σp) = ϕp(f#(σp))

Definição 1.4.12. Dada f : X → Y , temos que f induz um homomorfismo em nível de

cohomologia:
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f ∗ : Hp(Y ) → Hp(X)

up 7→ (f ∗(up))(vp) = up(f∗(vp))

Produto Cap

O produto cap é uma família de R-funções lineares:

Hk(X,A;M)⊗Hn(X,A ∪B;N) → Hn−k(X,B;M⊗RN)

x⊗ y 7→ x ∩ y

M , N são R-módulos e (A,B) um par excisivo em X.

Em geral, usa-se M = N = M ⊗N = R.

Primeiro define-se o produto cap em nível de cadeias e cocadeias e depois podemos

estendê-lo por linearidade.

Sp(X;R)⊗ Sp+q(X;R) → Sq(X;R)

ϕp ⊗ cp+q 7→ ϕp ∩ cp+q

Dados ϕp ∈ Sp(X;R), cp+q : ∆p+q = [e0, . . . , ep+q]→ X e b ∈ R, definimos,

ϕp ∩ (cp+q ⊗ b) = ϕp(cp+q|[eq ,...,ep+q ]) · cp+q|[e0,...,eq ] ⊗ b.

Propriedades:

1. Seja f : X → Y contínua, ϕp ∈ Sp(Y ;R) e cp+q ∈ Sp+q(X;R). Então,

f#(f#(ϕp) ∩ cp+q) = ϕp ∩ f#cp+q.

De fato,

f#cp+q ∩ ϕp = ϕp(f#cp+q|[eq ,··· ,ep+q ]) · f#cp+q|[e0,··· ,eq ] =

= f#(ϕp(f#cp+q|[eq ,··· ,ep+q ]) · cp+q|[e0,··· ,eq ]) = f#(f#(ϕp)cp+q|[eq ,··· ,ep+q ] · cp+q|[e0,··· ,eq ]) =

f#(f#(ϕp) ∩ cp+q).
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Temos o seguinte diagrama, o qual auxilia a compreensão da propriedade 1.

Sp(X;R) ⊗ Sp+q(X;R)
∩→ Sq(X;R)

↑ f# ↓ f# ↓ f#
Sp(Y ;R) ⊗ Sp+q(Y ;R)

∩→ Sq(Y ;R)

2. ∂(ϕp ∩ cp+q) = (−1)qδϕp ∩ cp+q + ϕp ∩ ∂cp+q.

Agora, usando a propriedade 2, podemos definir o produto cap em nível de homologias

e cohomologias, da seguinte forma:

Hp(X;R)⊗Hp+q(X;R) → Hq(X;R)

[cp]⊗ [zp+q] 7→ [cp] ∩ [zp+q] = [cp ∩ zp+q]

De fato, sejam [cp] ∈ Hp(X;R) e [zp+q] ∈ Hp+q(X;R) então δp(cp) = 0 e

∂p+q(zp+q) = 0. Logo,

∂q(c
p ∩ zp+q) = (−1)q(δp(cp) ∩ zp+q) + (cp ∩ ∂p+q(zp+q)) = 0.

Portanto, cp∩zp+q ∈ Zq(X;R), logo representa uma classe de homologia em Hq(X;R).

Produto Cap Relativo

Definiremos nessa seção o produto cap relativo, este conceito será utilizado nas defi-

nições de obstrução de Euler e de obstrução de Euler de uma função. Nos restringimos a

uma breve introdução deste assunto, para maiores detalhes sugerimos [21].

Para cada subespaçoA ⊂ X, sejam Sp(X;A;R) ⊂ Sp(X;R) e Sp+q(A;R) ⊂ Sp+q(X;R),

podemos considerar:

Sp(X;A;R)⊗ Sp+q(A;R) ⊂ Sp(X;R)⊗ Sp+q(X;R)
∩→ Sq(X;R)

(ϕp, cp+q) 7→ ϕp ∩ cp+q

Então para ϕp ∈ Sp(X;A;R) e cp+q ∈ Sp+q(A;R) temos:

ϕp ∩ cp+q := ϕp(cp+q|[eq ,··· ,ep+q ]) · cp+q|[e0,··· ,eq ] ∈ Sq(X;R).
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Porém, Sp(X;A;R) = {ϕp ∈ Sp(X;R);ϕp(Sp(A;R)) = 0} e cp+q|[eq ,··· ,ep+q ] é um

p-simplexo singular de A, logo, ϕp(cp+q|[eq ,··· ,ep+q ]) = 0.

Portanto,
Sp(X;A;R)⊗ Sp+q(A;R)

∩→ Sq(X;R)

(ϕp, cp+q) 7→ ϕp ∩ cp+q = 0

Assim, temos o produto bem definido:

Sp(X;A;R)⊗ Sp+q(X;A;R)
∩→ Sq(X;R)

(ϕp, cp+q + Sp+q(A;R)) 7→ ϕp ∩ (cp+q + Sp+q(A;R))

onde, ϕp ∩ (cp+q + Sp+q(A;R)) := ϕp ∩ [cp+q] = ϕp ∩ cp+q.

O produto acima está bem definido.

De fato, se [cp+q] = cp+q + Sp+q(A;R) = c
′
p+q + Sp+q(A;R) = [c

′
p+q] então,

cp+q − c
′

p+q ∈ Sp+q(A;R)⇒ (cp+q − c
′

p+q) ∩ ϕp = 0, ∀p

⇒ ϕp ∩ cp+q − ϕp ∩ c
′

p+q = 0⇒ ϕp ∩ cp+q = ϕp ∩ c′p+q

⇒ ϕp ∩ [cp+q] = ϕp ∩ [c
′

p+q].

E este produto induz um produto cap:

Hp(X;A;R)⊗Hp+q(X;A;R)
∩→ Hq(X;R)

definido por

cp +Bp(X;A;R) ∩ [zp+q] +Bp+q(X;A;R) := (cp ∩ [zp+q]) +Bq(X;R) =

= cp ∩ zp+q +Bq(X;R) = [cp ∩ zp+q].
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1.5 Teoria de singularidades

Nesta seção, apresentaremos as definições e os principais resultados da teoria de

singularidades que serão usados para o desenvolvimento deste trabalho. Como referência

para este assunto, recomendamos [9, 18, 26].

Um dos nossos objetivos é estudar localmente funções analíticas f : Cn → C. Para

isso, introduziremos uma relação de equivalência no espaço das funções analíticas definidas

em um aberto contendo a origem de Cn, da seguinte forma:

Definição 1.5.1. Dizemos que a função f : Cn → C é equivalente à função g : Cn → C,

se existe um aberto U ⊂ Cn, com 0 ∈ U , tal que f|U ≡ g|U . As classes de equivalência são

chamadas de germes, denotadas por f : (Cn, 0)→ C, ou simplesmente, por f . A coleção

de todos esses germes de funções citados acima é denotada por On. Observemos que On
é um anel noetheriano local cujo ideal maximal é dado porMn = {f ∈ On : f(0) = 0}.

Teorema 1.5.2 ([18], Teorema 2.10). Sejam f : (Cn, 0)→ (C, 0) germe de função analí-

tica, V = f−1(0), Bε bola centrada na origem e de raio ε e K = V ∩S2n−1. Se ε for suficien-

temente pequeno temos que V ∩Bε é homeomorfo ao cone C(K) = {tz : 0 ≤ t ≤ 1, z ∈ K}.

Seja φ : Sε \K → S1 dada por φ(z) = f(z)
|f(z)| , e denotemos φ−1(eiθ) = Fθ.

O resultado básico da teoria de Milnor é o Teorema da Fibração, que mostra que φ

define uma fibração de Sε \K → S1 com fibra Fθ.

Teorema 1.5.3 ([18], Teorema 4.8). Para ε suficientemente pequeno temos que Sε \ K

é um fibrado diferenciável localmente trivial sobre S1, com projeção φ e fibra Fθ como

acima.

Definição 1.5.4. Fθ é dita a fibra de Milnor de f .

Em [18], J. Milnor provou que as fibras Fθ são todas difeomorfas, isto segue do fato que

a base S1 é uma variedade conexa. Também em [18], J. Milnor apresentou uma descrição

alternativa da fibra de Milnor.

Teorema 1.5.5 ([18], Teorema 5.11). Sejam c ∈ C∗ um número complexo suficientemente

próximo de zero e f : (Cn, 0) → (C, 0) germe de aplicação analítica, então a interseção
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da hipersuperfície complexa f−1(c) com a bola aberta Bε(0) de centro 0 e raio ε de Cn é

uma variedade suave difeomorfa a fibra Fθ.

Nas hipóteses do teorema acima, denotaremos f−1(c) ∩ Bε(0) = Ff .

O número de Milnor, que definiremos a seguir, é um invariante de suma importância

na teoria de singularidades, auxiliando na teoria de classificação. Para este conceito e

resultados a ele relacionados sugerimos [8] e [18].

Teorema 1.5.6 ([18], Teorema 6.5). Seja f ∈ On germe de função analítica com singu-

laridade isolada na origem, então cada fibra Ff tem o mesmo tipo de homotopia de um

buquê de esferas Sn−1.

Definição 1.5.7. Sejam f ∈ On, germe de função analítica com singularidade isolada na

origem. Definimos o número de Milnor µ(f) como o número de esferas do buquê dado

pelo Teorema anterior.

Teorema 1.5.8. Sejam f ∈ On, germe de função analítica com singularidade isolada na

origem e J(f) o ideal jacobiano de f . Então,

µ(f) = dimC
On
J(f)

.

1.6 Variedades algébricas e espaços analíticos complexos

Nesta seção trabalharemos com o caso complexo.

Variedades algébricas

O n-espaço afim sobre C, denotado por An é o conjunto de todas as n-uplas de ele-

mentos de C. Um ponto p ∈ An é dado por p = (a1, . . . , an), com ai ∈ C, e ai a i-ésima

coordenada de p.

Seja C[x1, · · · , xn] o anel de polinômios em n variáveis sobre C. Podemos inter-

pretar os elementos de C[x1, · · · , xn] como funções do espaço afim An sobre C, com

f(p) = f(a1, . . . , an), onde f ∈ C[x1, · · · , xn] e p ∈ An. Desta forma, faz sentido fa-

lar no conjunto de zeros de f , que denotaremos por Z(f) = {p ∈ An; f(p) = 0}. De
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uma forma mais geral, se T for um subconjunto de C[x1, · · · , xn], podemos definir o con-

junto de zeros de T como sendo o conjunto de zeros comuns a todos os elementos de T .

Denotaremos esse conjunto da seguinte forma,

Z(T ) = {p ∈ An; f(p) = 0 ∀ f ∈ T}.

Se I for o ideal de C[x1, · · · , xn] gerado por T então Z(T ) = Z(I). Mais ainda, como

C[x1, · · · , xn] é um anel Noetheriano, pelo Teorema da base de Hilbert qualquer ideal

I tem um número finito de geradores f1, . . . , fr, logo Z(T ) pode se expressar como o

conjunto de zeros comuns de um número finito de polinômios f1, . . . , fr.

Definição 1.6.1. Um subconjunto Y de An é chamado conjunto algébrico, se existe um

subconjunto T ⊂ C[x1, · · · , xn] tal que Y = Z(T ).

Proposição 1.6.2 ([13], Proposição 1.11). A união de dois conjuntos algébricos é um con-

junto algébrico. A intersecção de uma família arbitrária de conjuntos algébricos também

é um conjunto algébrico.

Para a demonstração deste resultado e referência básica para o assunto ver [13].

Definição 1.6.3. Os conjuntos algébricos são os conjuntos fechados de uma topologia de

An, denominada topologia de Zariski.

Definição 1.6.4. Dizemos que um subconjunto não vazio Y contido em X é irredutível,

se o mesmo não pode se expressar como uma união Y = Y1∪Y2, onde Y1, Y2 são fechados

em Y .

Definição 1.6.5. Uma variedade algébrica afim é um subconjunto irredutível de An (com

a topologia induzida).

Espaços analíticos complexos

Analogamente ao caso de polinômios, podemos também estudar o conjunto de zeros de

uma ou mais funções analíticas. Estes são os chamados espaços analíticos. Nesta seção,

trabalharemos com Cn dotado da topologia usual.
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Definição 1.6.6. Seja U um aberto de Cn e seja X um subconjunto de U . Dizemos que

X é um subconjunto analítico de U se para todo a ∈ U , existem um domínio V tal que

a ∈ V ⊂ U e funções analíticas f1, . . . , fr em V tais que:

X ∩ V = {z ∈ V ; f1(z) = . . . = fr(z) = 0}.

Dizemos que X ⊂ Cn é um conjunto analítico, se X é um subconjunto analítico de

um aberto de Cn.

Dizemos que X ⊂ Cn é um conjunto analítico em z ∈ Cn, se existe um domínio

U ⊂ Cn tal que z ∈ U e X ∩ U é um subconjunto analítico de U . Observemos que X é

um conjunto analítico se ele é um conjunto analítico em cada z ∈ X.

Definição 1.6.7. Seja X um conjunto analítico, dizemos que um ponto z de X é um

ponto regular ou suave, se para alguma vizinhança U de z, o conjunto U ∩ X pode ser

descrito como o conjunto dos zeros de um número finito de funções analíticas em U que

possuem z como ponto regular. Um ponto de X não regular é chamado de ponto singular

de X.

Agora consideremos a seguinte definição:

Definição 1.6.8. Consideremos o conjunto de pares (Vα, Uα), onde Uα é uma vizinhança

aberta da origem em Cn e Vα subconjuntos de Uα. Dois tais pares (V1, U1) e (V2, U2) são

equivalentes se existe uma vizinhança da origem W ⊂ U1 ∩ U2 tal que V1 ∩W = V2 ∩W .

Uma classe de equivalência destes pares é chamada germe na origem em Cn.

Se f ∈ On, a classe de equivalência do conjunto Z(f) = {x : f(x) = 0}, onde f é um

representante do germe f , é denotada por V(f); se f1 e f2 são dois representantes de um

mesmo germe, então os conjuntos V(f1) e V(f2) são iguais.

Definição 1.6.9. Um germe de espaço analítico (X, 0) em torno da origem é o germe do

subconjunto

X = Z(f1) ∩ . . . ∩ Z(fr) = Z(f1, . . . , fr),

para f1, . . . , fr ∈ On.
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Definimos o ideal de um germe de espaço analítico X por

I(X) = {f ∈ On : X ⊂ f−1(0)}.

Definição 1.6.10. Dizemos que um germe de espaço analítico X é irredutível, quando

para quaisquer germes X1 e X2 tais que X = X1 ∪X2 então X = X1 ou X = X2. Neste

caso, dizemos que X é uma variedade analítica.

O nosso objetivo é estudar a natureza de tais espaços analíticos na vizinhança de

algum ponto fixado em Cn, o qual sem perda de generalidade consideraremos a origem.

Proposição 1.6.11. Seja X um germe de espaço analítico, então existem um inteiro po-

sitivo p e X1, . . . , Xp variedades irredutíveis, com Xi não contida em Xj, para todo i 6= j,

tais que X = X1 ∪ . . . ∪Xp. Essas variedades são unicamente determinadas, a menos da

ordem, e são chamadas de componentes irredutíveis de X.

Definição 1.6.12. A dimensão de um germe de espaço analítico é a maior das dimensões

de suas componentes irredutíveis.

Definição 1.6.13. Dizemos que um germe de espaço analítico X é equidimensional,

quando todas as suas componentes irredutíveis tem a mesma dimensão.

Definição 1.6.14. Dizemos que um germe (X, 0) de X = Z(f1, . . . , fr) na origem é

reduzido, se a C-álgebra On
〈f1,...,fr〉 não possui elementos nilpotentes.

Interseção completa com singularidade isolada

A definição de número de Milnor que vimos na seção 1.5 foi introduzida por J. Milnor

em [18] para hipersuperfícies com singularidade isolada, existe também uma definição

mais geral para este invariante, para a qual precisaremos da noção de interseção completa

com singularidade isolada, que é um caso particular de variedade analítica.

Seja f : Cn+k → Ck uma aplicação holomorfa e consideremos V = f−1(0).

Definição 1.6.15. Dizemos que V é uma interseção completa (geométrica) se

dimCV = n e se V for definida como o conjunto comum de zeros de k funções holomorfas.
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Também, V é uma interseção completa se o ideal I(V ) = {g ∈ On+k : V ⊂ g−1(0)} é

gerado por k funções holomorfas.

Proposição 1.6.16. Sejam f : Cn+k → Ck uma aplicação holomorfa e V = f−1(0).

Então, V é uma interseção completa geométrica se, e somente se, é uma interseção com-

pleta.

No caso em que V tenha singularidade isolada, ou seja, V seja uma interseção completa

com singularidade isolada, abreviaremos por ICSI. Neste caso, podemos generalizar o

número de Milnor, esta definição foi dada em [12] por H. Hamm.

Teorema 1.6.17 ([12]). Sejam f = (f1, . . . , fk) : Cn+k → Ck uma aplicação (germe)

analítica, V = f−1(0) uma ICSI e c ∈ Ck suficientemente próximo de 0 ∈ Ck . Então,

cada fibra Ff = f−1(c) ∩ Bε(0) tem o mesmo tipo de homotopia de um buquê de esferas

Sn.

Definição 1.6.18. Sejam f = (f1, . . . , fk) : Cn+k → Ck uma aplicação (germe) analítica

e V = f−1(0) uma ICSI na origem. Dada uma fibra Ff , definimos o número de Milnor

de V , µ(V ), como sendo o número de esferas do buquê citado no teorema anterior.

Teorema 1.6.19 (Fórmula de Lê-Greuel). [[6], Teorema 4.6] Seja uma aplicação analítica

f = (f1, . . . , fk) : Cn+k → Ck com uma singularidade isolada na origem. Seja V1 um

germe na origem de uma ICSI em Cn e V um germe na origem de uma ICSI definida

em V1 por fk = 0. Seja f1, · · · , fk−1 um sistema dos geradores do ideal que define V1 na

origem em Cn. Então,

µ(V1) + µ(V ) = dimC
On

(f1, · · · , fk−1, J(f1, · · · , fk))
.





Capítulo

2

Obstrução de Euler de f

O objetivo deste capítulo é expor conceitos necessários para a definição e estudo da

obstrução de Euler e da obstrução de Euler de uma função. Como referência básica para

esse assunto sugerimos [3].

2.1 Estratificação de Whitney

Mostraremos nesta seção a noção de estratificação de Whitney, introduzida por H.

Whitney em [28] e amplamente utilizada desde então. Uma referência para esse assunto

é [9].

Definição 2.1.1. SejamM uma variedade suave e V ⊂M . Uma estratificação localmente

finita de V é uma partição de V em subvariedades de M (chamadas de estratos) tais que,

para todo ponto de V existe uma vizinhança em M que encontra apenas um número finito

de estratos.

51
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Definição 2.1.2. Dizemos que a estratificação {Vα} de V satisfaz a condição de fronteira,

se para dois estratos Vα e Vβ, tais que Vα ∩ V β 6= ∅ então Vα ⊂ V β.

Condições de Whitney

Definição 2.1.3. A estratificação {Vα} satisfaz as condições de Whitney se para todo par

(Vα, Vβ) de estratos, tais que Vβ esteja no fecho de Vα e para todo ponto y de Vβ temos:

a) Para toda sequência de pontos {xi} de Vα convergindo para y, tal que o limite

lim
i→∞

Txi(Vα) = T

existe na Grassmanniana correspondente, então T contém Ty(Vβ).

b) Se além disso temos uma sequência {yi} de pontos de Vβ com limite y e tal que o

limite de direções

lim
i→∞

xiyi = λ

existe no espaço projetivo, então T contém λ.

Estas são as chamadas condição (a) e condição (b) de Whitney.

H. Whitney mostrou em seu trabalho [28] que toda variedade analítica complexa ad-

mite uma estratificação satisfazendo essas duas condições.

Uma estratificação que satisfaz as condições de Whitney e a condição de fronteira é

chamada de estratificação de Whitney, ou estratificação Whitney regular.

Exemplo 2.1.4. Consideremos como primeiro exemplo o cone C com vértice na origem,

e a estratificação {V1, V2}, onde V1 é uma geratriz do cone e V2 = C \ V1. Neste caso, as

condições (a) e (b) de Whitney não são satisfeitas. Para ver isto, basta considerar uma

sequência {xi} de pontos de C, situados todos sobre uma geratriz L do cone que não seja

V1, cujo limite seja a origem, de tal modo que o segmento xiyi tenha sempre a mesma

direção λ.
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λ x1

y1

xi

yi

A condição (a) não é satisfeita, já que o limite dos espaços tangentes TxiL não contém

o espaço T0(V1), a verificação de que a condição (b) também não é satisfeita vem do fato

que λ não está contida no limite dos espaços tangentes TxiL.

xi x1

Exemplo 2.1.5. Consideremos agora a variedade V em C3 dada pelo conjunto de zeros

de y2 + x3 − t2x2 = 0. Se tomarmos o eixo da coordenada t como um estrato V1 e a parte

regular da variedade Vreg como sendo outro estrato, temos que a estratificação {V1, V2}

satisfaz a condição (a), mas não a condição (b). Porém se acrescentarmos um estrato de

dimensão zero, a origem de C3, teremos as duas condições de Whitney satisfeitas.

t

Figura 2.1: Variedade Singular.
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2.2 Modificação de Nash

Abordaremos nesta seção, os conceitos de modificação de Nash e de fibrado de Nash.

Para resultados sobre modificação de Nash e resolução de singularidades sugerimos [23].

Denotaremos por G(d, n) a Grassmanniana de d-planos de Cn (para maiores detalhes

sobre a variedade Grassmanniana sugerimos [15]). Seja X um representante de (X, 0)

um germe de espaço analítico complexo, equidimensional de dimensão complexa d com

X ⊂ U , onde U é um conjunto aberto de Cn.

Sobre a parte regular Xreg de X, podemos definir φ : Xreg → U ×G(d, n) a aplicação

de Gauss da seguinte forma:

φ(x) = (x, TxXreg).

U ×G(d, n)

��
Xreg

//

φ
88rrrrrrrrrr
U

Definição 2.2.1. A modificação ou transformação de Nash X̃ é definida como o fecho

da imagem de φ em U ×G(d, n).

Observação 2.2.2. Como observado em [3] na página 130, X̃ é um espaço analítico

complexo munido de uma projeção analítica natural ν : X̃ → X. Cuja restrição ν|ν−1(Xreg)

é holomorfa, bijetora e sua inversa também é holomorfa.

Denotemos por U(d, n) o fibrado tautológico sobre G(d, n) o qual contém os elementos

da forma, (P, v), onde P ∈ G(d, n) e v ∈ P . E denotemos por T o fibrado correspondente

a extensão trivial de U(d, n) sobre U ×G(d, n), ou seja, T contém os elementos da forma,

(x, P, v), onde (x, P ) ∈ U ×G(d, n) e v ∈ P .
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Definição 2.2.3. O fibrado de Nash T̃ de base X̃ é a restrição de T sobre X̃, temos então

o diagrama:
T̃ ↪→ T

↓ ↓

X̃ ↪→ U ×G(d, n)

ν ↓ ↓ ν

X ↪→ U

Exemplo 2.2.4. A modificação de Nash do cone C é um cilindro C̃.

ν

Observação 2.2.5. Uma observação importante é o fato que a modificação de Nash de

um conjunto singular nem sempre é regular, ou seja, nem sempre a modificação de Nash

resolve a singularidade de uma variedade algébrica ou analítica.

Exemplo 2.2.6. Consideremos, por exemplo, a curva plana formada pela cúspide e uma

reta l, tal que l seja o limite

lim
p→0

lp,

onde lp é a reta tangente à cúspide no ponto p, esta curva está representada na figura 2.2

no plano cinza.

A modificação de Nash da curva plana é a curva espacial ilustrada na figura 2.2. Note

que (0, l) continua sendo um ponto singular na modificação de Nash, já que este continua

sendo um ponto de cruzamento entre duas curvas.
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Figura 2.2

2.3 Obstrução de Euler

A obstrução de Euler foi definida por R. D. MacPherson em [16]. Apresentaremos

nesta seção, uma outra definição dada por J.-P. Brasselet e M.-H. Schwartz em [2], que

obtiveram, nesse mesmo artigo, a equivalência entre as duas definições.

Sejam (X, 0) germe de espaço analítico complexo, equidimensional e X ⊂ U um re-

presentante do germe, onde U é um subconjunto aberto de Cn. Consideremos {Vi} uma

estratificação de Whitney de U adaptada à X, ou seja, X é união de estratos de U .

Suponhamos que a origem seja um estrato e que o representante X é suficientemente

pequeno para que {0} esteja no fecho de todos os estratos. Seja TU o fibrado tangente

de U .

Definição 2.3.1. Um campo de vetores estratificado v em X é uma seção contínua da

restrição TU |X tal que se x ∈ X ∩ Vi então v(x) ∈ TxVi.

Seja Bε(a) a bola em Cn centrada em a e de raio ε.
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Definição 2.3.2. Um campo de vetores estratificado é radial em a ∈ X se, para cada

bola suficientemente pequena Bε(a) ⊂ U e para cada ponto da fronteira x ∈ ∂Bε(a), o

vetor v(x) está saindo da bola Bε(a). Tal campo de vetores tem necessariamente uma

singularidade isolada em a.

Lema 2.3.3 ([2], Prop. 9.1). Um campo de vetores estratificado v não nulo definido sobre

um subconjunto A ⊂ X admite um levantamento canônico ṽ como seção não nula de T̃

sobre ν−1(A).

Demonstração. Temos o seguinte diagrama :

T̃
ν∗ //

��

TU |A

��
ν−1(A)

ṽ

OO

ν
// A

v

OO

onde ν∗ : T̃ → TU |A é definida por ν∗(x, P, v(x)) = v(x).

Seja x ∈ A ⊂ X.

Para x ∈ Xreg, temos ν−1(x) = (x, TxXreg) = x̃. Como v(x) ∈ TxXreg, então

(x, TxXreg, v) ∈ T̃ . Portanto, existe um único vetor ṽ(x̃) = (x, TxXreg, v) em T̃ e tal

que ν∗(ṽ(x̃)) = v(x).

Agora, consideraremos o caso em que x é um ponto singular de X. Temos que x ∈ Vi,

para algum estrato Vi e como o campo de vetores é estratificado, segue que v(x) ∈ TxVi.

Para cada x̃ de ν−1(x), existe uma sequência {x̃m} em X̃ tal que ν(x̃m) = xm ∈ Xreg

com lim x̃m = x̃.

Logo, x̃m = (xm, TxmXreg), então o limite

limTxmXreg = P

existe. Assim, pela condição (a) de Whitney, temos TxVi ⊂ P , logo v(x) ∈ P . Portanto,

temos um elemento bem determinado ṽ(x̃) = (x, P, v(x)) ∈ T̃ , tal que ν∗(ṽ(x̃)) = v(x).

Teorema 2.3.4 (Bertini-Sard, ver [27]). Se {Vi} é uma estratificação de Whitney de X,

então para ε > 0 suficientemente pequeno, a esfera ∂Bε(0) é transversal aos estratos Vi.
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A definição a seguir é atribuída à J.-P. Brasselet e M.-H. Schwartz ([2], Prop. 10.1).

Definição 2.3.5. Seja v um campo de vetores radial em a ∈ X sobre X ∩ ∂Bε(a) e ṽ o

levantamento de v sobre o conjunto ν−1(X ∩ ∂Bε(a)) como uma seção de T̃ . A obstrução

de Euler EuX(a) é a obstrução para se estender ṽ como uma seção não-nula de T̃ sobre

ν−1(X ∩ Bε(a)).

Mais precisamente, o campo ṽ define um cociclo de obstrução O(ṽ), que mede a

obstrução para estender ṽ como seção não-nula de T̃ sobre ν−1(X ∩ Bε(a)) :

O(ṽ) ∈ Z2d(ν−1(X ∩ Bε(a)), ν−1(X ∩ ∂Bε(a))).

A obstrução de Euler EuX(a) é o inteiro dado pela avaliação do cociclo O(ṽ) sobre a

classe fundamental (ν−1(X ∩ Bε(a)), ν−1(X ∩ ∂Bε(a))), ou seja,

EuX(a) := O(ṽ) ∩ (ν−1(X ∩ Bε(a)), ν−1(X ∩ ∂Bε(a)))

Observação 2.3.6. Algumas propriedades importantes da obstrução de Euler:

• A obstrução de Euler em um ponto regular é igual à 1. Isto é fácil ver usando

simplesmente a definição de obstrução de Euler.

• A obstrução de Euler em um ponto de uma curva é exatamente a multiplicidade

do ponto sobre a curva [10]. Esta propriedade sairá também diretamente como

corolário do Teorema 2.4.2.

• Um outro resultado importante sobre a obstrução de Euler, mostrado inicialmente

por J.-P. Brasselet e M.-H. Schwartz [2] e depois por vários autores, é que a obstrução

de Euler é constante ao longo de cada estrato de uma estratificação Whitney.

• EuX×Y (a, b) = EuX(a) · EuY (b), ∀a ∈ X, ∀b ∈ Y .
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2.4 Uma Fórmula Topológica

A obstrução de Euler não é facilmente calculada a partir de sua definição, o que

motivou a obtenção de fórmulas que facilitassem seu cálculo. Apresentaremos nesta seção,

uma fórmula de natureza topológica para a obstrução de Euler.

Definição 2.4.1. Uma forma linear complexa genérica (com respeito a X) é uma forma

linear complexa ` : U → C tal que 0 ∈ `−1(0) e Ker(`) é transversal a todos os limites de

espaços tangentes {TxnVi}, para todo estrato Vi e toda sequência {xn} ⊂ Vi convergindo a

0.

A demonstração do teorema a seguir, o qual apresenta uma fórmula para a obstrução

de Euler, encontra-se em [4].

Teorema 2.4.2 ([4], Teo. 3.1). Sejam (X, 0) um germe de variedade analítica complexa

e {Vi} uma estratificação de Whitney de X. Seja ` : U → C uma forma linear genérica,

onde U é uma vizinhança aberta de 0 em Cn. Temos então:

EuX(0) =
∑
i

χ(Vi ∩ Bε ∩ `−1(t0)).EuX(Vi),

onde Bε é uma pequena bola fechada em torno da origem em Cn, t0 ∈ C\{0} tal que

‖t0‖ << 1 e EuX(Vi) é a obstrução de Euler de X em qualquer ponto do estrato Vi.

Exemplo 2.4.3. Consideremos a função f(x, y, t) = y2 − x3 − t2x2 e denotemos X =

f−1(0). Consideremos uma estratificação de Whitney de X definida por

{V0 = {0}, V1 = {eixo− t} \ {0}, V2 = Vreg}.

Consideremos a forma `(x, y, t) = t. Do Teorema 2.4.2, temos

EuX(0) = χ(V0 ∩ Bε ∩ `−1(t0)) · EuX(V0)

+ χ(V1 ∩ Bε ∩ `−1(t0)) · EuX(V1)

+ χ(V2 ∩ Bε ∩ `−1(t0)) · EuX(V2).
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t

Mas, como V0 ∩ Bε ∩ `−1(t0) = ∅ temos então χ(V0 ∩ Bε ∩ `−1(t0)) = 0.

Por outro lado V1 ∩ Bε ∩ `−1(t0) = {(0, 0, t0)}, portanto, χ(V1 ∩ Bε ∩ `−1(t0)) = 1.

Temos V2 ∩ Bε ∩ `−1(t0) = {(x, y, t)/y2 − x3 − t20x2 = 0}\{(0, 0, t0)}.

Com a ajuda do Teorema 2 de [11], o qual apresenta uma fórmula para a característica

de Euler de uma curva plana, podemos calcular χ(V2 ∩ Bε ∩ `−1(t0)) = −1

Pelo primeiro item da Observação 2.3.6 temos EuX(V2) = EuX(Vreg) = 1. Para

calcular EuX(V1) tomemos t0 ∈ V1, note que em uma pequena vizinhança de t0 temos

que V1 é difeomorfa ao produto de um pequeno disco contendo t0 e contido no eixo − t

com a curva X ∩ `−1(t0), usando o segundo e o último item da Observação 2.3.6, obtemos

EuX(V1) = 2. Então:

EuX(0) = 0.EuX(0) + 1.2 + (−1).1 = 1.

Portanto, qualquer seção não nula ṽ de T̃ sobre ν−1(X ∩ ∂Bε), levantamento de um

campo de vetores radial v em 0 ∈ X sobre o conjunto X ∩ ∂Bε, não pode ser estendido

sobre ν−1(X ∩ Bε) sem singularidade.

2.5 Obstrução de Euler de f

A obstrução de Euler de uma função f foi introduzida por J.-P. Brasselet, D. Massey,

A. J. Parameswaran e J. Seade em [1]. O objetivo dos autores em [1] é entender o que

impede a obstrução de Euler de satisfazer a condição local de Euler para funções analíticas

com singularidade isolada na origem. O "defeito" para que a condição seja satisfeita nesse

caso, é chamado obstrução de Euler de f .
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Um invariante importante de um germe de função analítica f : (Cn, 0) → (C, 0) com

ponto crítico isolado na origem é o seu número de Milnor µ(f), definido na seção 1.5.

Este invariante fornece várias informações sobre a geometria de f , por exemplo, no

caso em que f tem ponto crítico isolado na origem os seguintes invariantes coincidem a

menos de sinal.

(a) O número de Milnor de f em 0, denotado por µ(f);

(b) O número de pontos de Morse de uma Morsificação de f ;

(c) O índice de Poincaré-Hopf do campo gradiente de f conjugado ∇f .

Suponhamos agora que (X, 0) seja um germe de um espaço analítico complexo mer-

gulhado em Cn. Uma das possíveis generalizações de (c) é a obstrução de Euler de f na

origem, denotada por Euf,X(0).

Para o desenvolvimento deste capítulo introduziremos noções básicas sobre funções

complexas definidas em espaços singulares, mas especificamente variedades analíticas.

Em [24], Lê D. T. introduziu a noção de funções analíticas com singularidade isolada

sobre um espaço analítico complexo X com uma estratificação de Whitney {Vi}.

Sejam (X, 0) germe de espaço analítico complexo, equidimensional e X ⊂ U um re-

presentante do germe, com U aberto de Cn. Consideremos {Vi} uma estratificação de

Whitney de U , adaptada à X. Suponhamos que a origem seja um estrato e que o repre-

sentante X é suficientemente pequeno para que {0} esteja no fecho de todos os estratos.

Denotaremos por Vi(x) o estrato que contém x ∈ X.

Seja agora f : X → C, função analítica a qual é a restrição de uma função analítica

f̃ : U → C.

Definição 2.5.1. Um ponto x ∈ X é um ponto singular de f se df̃(x)(Tx(Vi(x))) = 0,

ou seja, Tx(Vi(x)) ⊂ ker(df̃).

Dizemos que f tem uma singularidade isolada em 0 ∈ X relativa à estratificação de

Whitney de X se em uma vizinhança de 0 em X, a origem é o único ponto singular.

Com a construção a seguir, associaremos a f um campo estratificado denotado por

∇Xf . Denotemos por ∇f̃(x) o campo vetorial gradiente conjugado de f̃ sobre um ponto
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x ∈ U , definido por

∇f̃(x) =

(
∂f̃

∂x1
, · · · , ∂f̃

∂xn

)
,

onde a barra significa a conjugação complexa.

Consideremos f com uma singularidade isolada em 0 ∈ X, isto implica que o núcleo

ker(df̃) é transversal à Tx(Vi(x)) para todo x ∈ X\{0}, assim

Ang〈∇f̃(x), Tx(Vi(x))〉 < π/2,

onde Ang〈·, ·〉 denota o ângulo entre um vetor e um espaço vetorial. Então a projeção de

∇f̃(x) sobre Tx(Vi(x)), que denotaremos por ζ̂i(x), não é nula.

x

∇f̃(x)

TxVi

Seja Vj um estrato tal que Vi ⊂ V j, e seja π : Ui → Vi uma vizinhança tubular

de Vi em U . Seguindo a construção de M.-H. Schwartz [22], temos que a condição (a)

de Whitney implica que para todo ponto y ∈ Vj ∩ Ui, o ângulo entre ζ̂j(y) e a extensão

paralela de ζ̂i(π(y)) é pequeno. Esta propriedade implica que estes dois campos de vetores

são homotópicos sobre o bordo de Ui, para Ui suficientemente pequeno. Podemos então

colar os campos de vetores ζ̂i(x) para obter um campo de vetores contínuo estratificado

sobre X, que denotaremos por ∇Xf . Este campo de vetores é homotópico à ∇f̃ |X e

temos ∇Xf 6= 0 para todo x ∈ X\{0}.

Analogamente ao caso de um campo radial, utilizando a transformada de Nash definida

na seção 2.2, podemos também levantar o campo ∇Xf sobre ν−1(X ∩ ∂Bε) sem singula-

ridades. Denotemos este campo por ∇̃Xf . O campo ∇̃Xf define um cociclo de obstrução

O(∇̃Xf), que mede a obstrução para estender ∇̃Xf como seção não-nula de T̃ sobre

ν−1(X ∩ Bε) :

O(∇̃Xf) ∈ Z2d(ν−1(X ∩ Bε), ν−1(X ∩ ∂Bε)).
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Desta forma temos a seguinte definição.

Definição 2.5.2. A obstrução de Euler de f na origem, denotada por Euf,X(0), é o

inteiro obtido pela avaliação do cociclo de obstrução O(∇̃Xf) sobre a classe fundamental

(ν−1(X ∩ Bε), ν−1(X ∩ ∂Bε)), ou seja,

Euf,X(0) := O(∇̃Xf) ∩ (ν−1(X ∩ Bε), ν−1(X ∩ ∂Bε))

Note que todas essas definições e construções também valem quando consideramos f

como a restrição de uma função analítica real. Podemos tomar f como a função distância

a 0 em X, então ∇Xf é um campo de vetores radial e o invariante Euf,X(0) é a obstrução

de Euler de X na origem.

Observamos que a métrica Hermitiana usual em Cn define uma métrica Riemanniana,

a qual permite identificar o fibrado vetorial TCn com o fibrado cotangente holomorfo

T ∗Cn. Com essa identificação, df̃ corresponde ao campo de vetores gradiente conjugado.

A razão para se considerar o campo de vetores gradiente conjugado ∇Xf e não o

campo gradiente usual ∇Xf é dada pelo seguinte lema.

Lema 2.5.3. O campo vetorial ∇Xf é o levantamento, a menos de homotopia, de um

campo de vetores constante em C, via df̃ .

Demonstração. Primeiramente, observamos que ∇Xf é homotópico à ∇f̃ |X e o vetor

gradiente satisfaz,

df̃(∇f̃(x)) = ‖∇f̃(x)‖2 ∈ R∗+,∀x ∈ X\{0}.

Isto significa que ele é um levantamento, a menos de uma homotopia, de um campo

vetorial constante em um pequeno disco Dη ⊂ C.

Neste trabalho, consideraremos somente funções analíticas complexas.

Observação 2.5.4. Se 0 é um ponto suave de X e também um ponto regular de f , então

Euf,X(0) = 0. Na Proposição 2.5.6, provaremos esse resultado em uma situação mais

geral.
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Definição 2.5.5. Seja (X, 0) ⊂ (U, 0) um germe de variedade analítica em Cn, com uma

estratificação de Whitney {Vi} e seja f : (X, 0)→ (C, 0) um germe de aplicação analítica

que vem de uma restrição de um germe de aplicação analítica regular

f̃ : (U, 0) → (C, 0). Dizemos que 0 é um ponto geral de f (ou que f : (X, 0) → (C, 0)

é geral em 0) se o hiperplano ker(df̃(0)) é transversal em Cn a todo limite de espaços

tangentes Txn(Vi), para todo Vi e toda sequência {xn} ∈ Vi convergindo para 0.

Observemos que para toda f como acima, o conjunto de pontos gerais é não vazio e

aberto em cada estrato (aberto) de X, essencialmente pelo Teorema de Sard (1.1.15).

A definição anterior é equivalente a dizer que, com uma mudança de coordenadas

apropriada, f̃ é uma forma linear em U e é genérica com respeito à X.

Proposição 2.5.6. Seja 0 um ponto geral de f : (X, 0)→ (C, 0). Então,

Euf,X(0) = 0

Demonstração. Como primeiro passo definimos a aplicação

T̃ ⊂ (U ×G(d, n))× Cn F̃→ Dη ⊂ C

por F̃ (x, P, y) = df̃x(y). Como 0 é um ponto geral de f , então K̃ = T̃ ∩ F̃−1(0) é um

subfibrado de T̃ de codimensão (complexa) 1 e dF̃ leva o complemento ortogonal de K̃

isomorficamente sobre TDη.

Agora, toda f̃ que define uma singularidade isolada em 0 em X, determina um sub-

fibrado Q de TCn|X\{0} sempre transversal à ker(df̃), e a restrição de df̃ à Q é um

isomorfismo entre Q e TDη.

Isto implica que cada vetor não-nulo em Dη se levanta de forma compatível, a um

campo de vetores em X\{0} e também como uma seção de T̃ |X . O passo final é apenas

notar que como no Lema 2.5.3, o vetor gradiente ∇Xf pode ser obtido por um levanta-

mento de tais campos vetoriais.

A proposição que apresentaremos a seguir, cuja demonstração encontra-se em [17],

será utilizada em resultados do capítulo seguinte.
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Proposição 2.5.7. Seja f : (X, 0) → (C, 0) analítica em 0. Então existe um aberto de

Zariski Ωf dentro do espaço das formas lineares em Cn, tal que para todo ` ∈ Ωf , 0 é um

ponto geral para a aplicação f + λ` : X → C, para todo λ ∈ C∗ suficientemente pequeno.





Capítulo

3

Teorema Principal

Neste capítulo, apresentaremos o resultado mais importante deste trabalho. O qual

apresenta uma comparação entre a obstrução de Euler e a obstrução de Euler de uma

função.

3.1 Teorema Principal

Teorema 3.1.1. Seja f : (X, 0) → (C, 0) com singularidade isolada na origem e {Vi}

uma estratificação de Whitney de X. Então,

EuX(0) =

(∑
i

χ(Vi ∩ Bε ∩ f−1(t0)).EuX(Vi)

)
+ Euf,X(0)

onde ε é suficientemente pequeno, t0 ∈ C\{0} é tal que ‖t0‖ << 1 e EuX(Vi) é a obstrução

de Euler de X em qualquer ponto do estrato Vi.

Note que este resultado generaliza o Teorema 2.4.2, basta considerar f uma forma

linear genérica e utilizar a Proposição 2.5.6.

A demonstração deste resultado segue do Lema 3.1.2. Primeiramente, fixaremos algu-

mas notações. Seja ε > 0 suficientemente pequeno tal que toda esfera Sγ em U centrada

em 0 e com raio γ ≤ ε intersecta transversalmente todo estrato em X\{0}, o qual existe

pelo Teorema de Bertini-Sard 2.3.4. Para cada t ∈ C denotaremos por Yt := f−1(t). Seja

67
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η > 0 pequeno o suficiente tal que para cada t em Dη de raio η e centro em 0 ∈ C, a

hipersuperfície Yt intersecta transversalmente a esfera Sε. Agora, tome ε′ com 0 < ε
′
< ε,

e um ponto t0 ∈ Dη tal que Yt0 não encontra a esfera Sε′ . Note que o estrato Vi intersecta

Yt0 := f−1(t0) transversalmente e induz uma estratificação de Whitney para este espaço.

Lema 3.1.2. Seja (X, 0) um germe de variedade analítica complexa, equidimensional de

dimensão complexa d. Seja f : (X, 0) → (C, 0) analítica. Existe um campo vetorial

estratificado w sobre Xε′ ,ε = X ∩ (Bε\Int(Bε′ )) onde 0 < ε
′
< ε tal que:

1. w coincide com ∇Xf sobre X ∩ ∂Bε′ e w é radial sobre X ∩ ∂Bε ;

2. w é tangente à Yt0;

3. w tem apenas um número finito de zeros, e todos estão contidos em Yt0 ;

4. em cada zero a de w o campo w é transversalmente radial ao estrato que contém a

(ou seja, o campo w é transversal à fronteira de uma vizinhança tubular do estrato).

Para a demonstração do Teorema 3.1.1, também usaremos o seguinte resultado.

Teorema 3.1.3 (Théorème de proporcionalité, [2]). Seja v um campo de vetores estra-

tificado em um espaço analítico complexo equidimensional X mergulhado em Cn com um

zero isolado em a e seja I(v, a) o índice de Schwartz de v em a. Seja ε > 0 suficientemente

pequeno (dado pelo Teorema de Bertini-Sard 2.3.4). A restrição de v à interseção X∩Sε(a)

pode ser levantada como uma seção não-nula ṽ do fibrado de Nash T̃ de X. Seja O(v, a)

a obstrução para estender ṽ como uma seção não-nula de T̃ sobre ν−1(X ∩Bε(a)). Então,

O(v, a) = I(v, a).EuX(a).

Observação 3.1.4. O índice de Schwartz é definido para campos de vetores definidos em

variedades singulares, para mais detalhes sugerimos [2] e [3]. Para a prova do teorema

principal deste trabalho, construíremos um campo estratificado w sobre X com singula-

ridades isoladas, de tal forma que em cada singularidade a, o campo é transversalmente

radial ao estrato contendo a. Neste caso, o índice de Schwartz I(w; a) de w em a coincide

o índice de Poincaré-Hopf IndPH(w, a) (definido na seção 1.1) de w em a no estrato que
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contém a. Temos também que, se a é um ponto regular de X, então o índice de Schwartz

é o índice de Poincaré-Hopf.

Primeiramente, vamos demonstrar o Teorema 3.1.1 assumindo o Lema 3.1.2 e faremos

a demonstração do Lema 3.1.2 na seção 3.3.

Demonstração do Teorema 3.1.1: Se ξ é um campo de vetores estratificado em uma vizi-

nhança da origem em X transversal à uma pequena esfera Sε, apontando para fora, então

ξ é homotópico à um campo de vetores radial. Portanto, pela teoria de obstrução, para

calcular a obstrução de Euler é suficiente considerar campos de vetores transversais à Sε.

A restrição do campo de vetores w, do Lema 3.1.2 sobre ∂(Xε′ ,ε) é um campo de

vetores estratificado, então pode ser levantado como uma seção w̃ do fibrado de Nash T̃

sobre ν−1(∂(Xε′ ,ε)) pelo Lema 2.3.3. Denotaremos por O(w̃, ν−1(Xε)) a obstrução em se

estender w̃ sobre ν−1(Xε). Temos,

O(w̃, ν−1(Xε)) = O(w̃, ν−1(Xε′ )) +O(w̃, ν−1(Xε′ ,ε)).

Segue do Lema 3.1.2 (1),

EuX(0) = Euf,X(0) +O(w̃, ν−1(Xε′ ,ε)).

Pelo item (3) do Lema 3.1.2, a contribuição de O(w̃, ν−1(Xε′ ,ε)) está concentrada

em ν−1(Yt0 ∩ Bε). Os itens (3) e (4) do Lema 3.1.2, juntamente com o Teorema 3.1.3

e a observação 3.1.4 implicam que a contribuição de cada singularidade a de w para

O(w̃, ν−1(Xε′ ,ε)) é EuX(a)-vezes o índice local de Poincaré-Hopf de w em a, visto como

um campo de vetores no estrato Vi(a). Logo,

O(w̃, ν−1(Xε′ ,ε)) =
∑
a

EuX(a) · IndPH(w, a).

Pelos itens (2) e (4) do Lema 3.1.2 e pelo Teorema de Poincaré-Hopf (1.1.41) a soma

dos índices de Poincaré-Hopf da restrição de w à Vi ∩ Yt0 é χ(Vi ∩ Yt0 ∩ Bε).

Portanto,
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O(w̃, ν−1(Xε′ ,ε)) =
∑
i

(∑
a∈Vi

IndPH(w, a)

)
EuX(Vi)

=
∑
i

χ(Vi ∩ Bε ∩ f−1(t0)).EuX(Vi).

Corolário 3.1.5. Seja f : (X, 0) → (C, 0) germe com singularidade isolada na origem.

Seja ` uma forma linear em Ωf como na Proposição 2.5.7, e seja λ ∈ C∗ tal que fλ :=

f+λ` seja geral na origem. Sejam Ff e Ffλ as fibras de Milnor de f e fλ, respectivamente,

em X. Então,

Euf,X(0) =
∑
i

(χ(Vi ∩ Ffλ)− χ(Vi ∩ Ff )) .EuX(Vi).

Demonstração. Do Teorema 3.1.1, temos

Euf,X(0) = EuX(0)−

(∑
i

χ(Vi ∩ Bε ∩ f−1(t0)).EuX(Vi)

)
.

Segue dos Teoremas 3.1.1 e 1.5.5,

Euf,X(0) =

(∑
i

χ(Vi ∩ Bε ∩ f−1λ (t0)).EuX(Vi)

)
+Eufλ,X(0)−

(∑
i

χ(Vi ∩ Ff ).EuX(Vi)

)
.

Da Proposição 2.5.6 segue Eufλ,X(0) = 0, portanto,

Euf,X(0) =
∑
i

(
χ(Vi ∩ Ffλ)−

∑
i

χ(Vi ∩ Ff )

)
.EuX(Vi).

Observação 3.1.6. Se X = Cd e f : (Cd, 0) → (C, 0) é uma função analítica com

singularidade isolada na origem e número de Milnor µ(f), então

Euf,Cd(0) = (−1)dµ(f).
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Pois, pelo Teorema 3.1.1,

Euf,Cd(0) = EuCd(0)− χ(Cd ∩ Bε ∩ f−1(t0)).EuX(Cd).

Logo,

Euf,Cd(0) = EuCd(0)− χ(Ff ).EuCd(0).

Do primeiro item da Observação 2.3.6, temos EuCd(0) = 1 e a característica de Euler-

Poincaré da fibra de Milnor de f é igual à 1 + (−1)d−1µ(f) (ver [18]). Assim,

Euf,Cd(0) = 1− 1− (−1)d−1µ(f)

Portanto,

Euf,Cd(0) = (−1)dµ(f).

Observação 3.1.7. Sejam f : (Cd, 0) → (C; 0) uma função analítica com singularidade

isolada na origem, ` : Cd → C uma forma linear genérica e X = f−1(0), pelo Teorema

2.4.2 temos,

EuX(0) = χ({0} ∩Bε ∩ `−1(t0)).EuX(0) + χ(X \ {0} ∩Bε ∩ `−1(t0)).EuX(X \ {0}).

Temos, ({0} ∩ Bε ∩ `−1(t0)) = ∅, logo χ({0} ∩ Bε ∩ `−1(t0)) = 0, temos também,

EuX(X \ {0}) = 1 e como `−1(t0) não contém a origem, temos X \ {0} ∩Bε ∩ `−1(t0) =

X ∩Bε ∩ `−1(t0). Assim,

EuX(0) = χ(f−1(0) ∩Bε ∩ `−1(t0)).

Considerando g = (f, `) e a ICSI definida por g−1(0, t0) segue, da igualdade acima,

que a obstrução de Euler em X = f−1(0) é a característica de Euler da fibra de Milnor

da ICSI g−1(0, t0), ou seja,
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Euf−1(0)(0) = χ(F(f,`)).

Logo, a obstrução de Euler, neste caso, é dada em função do número de Milnor de

g = (f, `),

Euf−1(0)(0) = 1 + (−1)d−2µ((f, `)).

Com essa observação e com a observação 3.1.6, podemos perceber que Euf,Cd(0) é, a

menos de sinal, o número de Milnor de f , porém Euf−1(0)(0) se relaciona com a caracte-

rística de Euler de uma seção de f−1(0), ou seja, Euf−1(0)(0) = χ(F(f,`)).

Observação 3.1.8. Se X = Cd e f : (Cd, 0) → (C, 0) é uma função analítica com

singularidade isolada na origem, pela observação anterior,

Euf,Cd(0) = (−1)dµ(f).

Então, µ(f) = deg(∇f).

De fato, como X = Cd, temos X̃ = Cd e T̃ = TCd. Assim,

Euf,Cd(0) = O(∇f, ν−1(Xε)) = EuCd(0) · IndPH(∇f, 0)

= IndPH(∇f, 0) = (−1)dIndPH(∇f, 0) = (−1)ddeg(∇f).

Portanto,

µ(f) = deg(∇f).

Exemplo 3.1.9. Seja f : C3 → C dada por f(x, y, z) = x3 + y4 + z5.

Do Teorema 1.5.8,

µ(f) = dimC
On
J(f)

.

Logo,
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µ(f) = dimC
C{x, y, z}
〈x2, y3, z4〉

= 24.

Da observação 3.1.6 segue que,

Euf,C3(0) = (−1)3µ(f) = −24.

3.2 Lemas

O campo de vetores w do Lema 3.1.2 é definido como a soma de dois campos de vetores

que construiremos nos Lemas 3.2.1 e 3.2.2.

Para os próximos resultados, fixaremos algumas notações. Seja η′ > 0 suficientemente

pequeno com respeito a η, tal que Dη′ (t0) está contido no interior de Dη e f−1(Dη′ (t0))

não tem interseção com a esfera Sε′ .

Lema 3.2.1. Existe um campo de vetores estratificado r em Bε ∩ f−1(Dη) satisfazendo:

1. A restrição de r à Sε ∩ f−1(Dη) é tangente a todas as fibras f−1(t) e é transversal

à Sε, apontando para fora;

2. r é tangente à fibra f−1(t0), onde tem somente singularidades isoladas. Além disso,

em cada zero, r é transversalmente radial (em f−1(t0)) a cada estrato que contém

o zero;

3. r é tangente à fibra f−1(t), para todo t ∈ Dη′ (t0).

Demonstração. Primeiramente construiremos r em f−1(t0) satisfazendo (2) e apontando

para fora de Sε. Denotemos f−1(t0)∩Bε por F . As componentes conexas das interseções

Vi∩F definem uma estratificação de Whitney de F . Esta define uma filtração Fn1 , . . . , Fnr

de F onde 0 ≤ n1 < . . . < nr = d − 1 e Fni é a união dos estratos de dimensão ≤ ni.

Então, Fn1 é uma variedade suave e Fnr = F . Construíremos r por indução em ni.

Seja v1 um campo de vetores suave em Fn1 , o qual tem singularidades isoladas e é

transversal à X ∩ Sε apontando para fora. Pelo Teorema de Poincaré-Hopf, o índice total

de v1 em Fn1 é χ(Fn1).
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Como em [22], podemos estender esse campo de vetores de modo transversalmente

radial. Temos um campo de vetores estratificado v1 em um tubo fechado T1 em F em

torno de Fn1 , o qual tem os mesmos pontos singulares de v1 e o mesmo índice de Schwartz.

Se o tubo é suficientemente pequeno, a extensão fica transversal à X ∩Sε apontando para

fora.

Agora estenderemos v1 para (Fn2 \ Int(T1)) ∩ Bε. Este espaço é uma variedade suave

com fronteira e bicos. A restrição de v1 à Fn2 ∩∂T1∩Bε é transversal à fronteira e aponta

para fora. Podemos estender este campo de vetores como um campo de vetores contínuo

([7]) para a fronteira inteira com bicos, tal que ele aponta para fora. Em particular, este

campo de vetores é transversal à X ∩ Sε apontando para fora. Ele se estende como um

campo de vetores contínuo em (Fn2 \ Int(T1))∩Bε com singularidades isoladas. Em cada

componente conexa de (Fn2 \ Int(T1)) ∩ Bε, a soma dos índices de Poincaré-Hopf deste

campo de vetores é igual a característica de Euler da componente. Isto define um campo

de vetores contínuo v2 em (Fn2 ∪ T1) ∩ Bε.

Como em [22], podemos estender v2 de modo transversalmente radial. Temos um

campo de vetores estratificado v2 entrando em uma vizinhança fechada T2 de Fn2 ∩ Bε,

com os mesmos pontos singulares de v2 e os mesmos índices de Schwartz. Além disso,

escolhendo T2 suficientemente pequeno, v2 é transversal à X ∩ Sε apontando para fora,

por continuidade.

Agora, seja 1 ≤ s < r. Suponha que já temos o campo de vetores vs em

(Fns ∪ Ts−1) ∩ Bε e a extensão vs um campo de vetores estratificado em uma vizinhança

fechada Ts de Fns∩Bε, o qual é transversalmente radial, com os mesmos pontos singulares

e os mesmos índices de vs (por convenção, T−1 = ∅). Podemos assumir que vs é transversal

à X ∩ Sε apontando para fora.

Prosseguimos, como acima, para obter uma extensão de vs para
(
Fns+1 ∪ Ts

)
∩Bε com

singularidades isoladas, transversal à X ∩Bε apontando para fora. A soma dos índices de

Poincaré-Hopf deste campo de vetores em cada componente conexa de(
Fns+1 \ Int(Ts)

)
∩ Bε é igual a característica de Euler desta componente.

Finalmente, obtemos um campo de vetores r := vr em Fnr = F com singularidades

isoladas contidas em cada (Fns \ Int(Ts−1)) ∩ Bε, para s = 1, . . . , r. Pela construção, o
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índice de Schwartz de r em um ponto singular contido em algum (Fns \ Int(Ts−1))∩Bε é

igual ao índice de Poincaré-Hopf de vs, o qual é também a restrição de r.

Este campo de vetores satisfaz (2) e aponta para fora de Sε.

Pelo Teorema de Fibração de Lê [Teorema 1.3 [25]] a função f determina uma fibração

estratificada localmente trivial de Bε ∩ f−1(Dη) \ f−1(0) sobre Dη \ {0}. Esta induz, em

particular, uma fibração trivial sobre Dη′ (t0). Portanto, r pode ser estendido, como um

produto, para todas as fibras sobre Dη′ (t0), satisfazendo a condição (3).

Escolhemos ε′′ , ε′ << ε
′′
< ε, tal que a restrição de f à f−1(Dη) ∩ (Bε \ Int(Bε′′ ))

é uma fibração trivial. Desde que Dη se retrai para Dη′ (t0), o campo de vetores r pode

se estender para Sε ∩ f−1(Dη) sendo tangentes as fibras de f e transversal à esfera Sε,

apontando para fora.

Usando uma adequada partição da unidade, podemos estender r como zero no com-

plemento de uma vizinhança de (f−1(Dη) ∩ (Bε \ Int(Bε′′ ))) ∪ f−1(Dη′ (t0)).



76 Capítulo 3 — Teorema Principal

Note que as afirmações (1) e (2) do Lema 3.2.1 implicam que para cada estrato

Yt0 ∩ Vi ∩ Bε, a soma dos índices de Poincaré-Hopf da restrição de r é χ(Yt0 ∩ Vi ∩ Bε).

Lema 3.2.2. Existe um campo de vetores estratificado u definido em (Bε ∩ f−1(Dη))\{0}

e satisfazendo

1. u é tangente à Sε;

2. O conjunto de zeros de u está em f−1(t0) e u é transversalmente radial a f−1(t0);

3. u é transversal à X ∩ f−1(∂Dη), apontando para fora.

Demonstração. Por hipótese, a restrição de f a todo estrato Vi (exceto o estrato {0}) é

regular, portanto ker(df) tem codimensão 1 em Vi.
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A métrica Hermitiana em Cn induz uma métrica em Vi e define uma divisão do fibrado

tangente TVi como uma soma dos fibrados tangentes as fibras e o fibrado normal. A

derivada df restrita ao fibrado normal é um isomorfismo.

Além disso, podemos levantar todo campo de vetores em Dη como um campo de vetores

em Vi e ortogonal as fibras f−1(t). Denotamos por ξ o campo de vetores em Dη, radial

em t0 e denotamos por ui o levantamento de ξ em Vi.

Assim como na definição do campo de vetores ∇Xf , as condições de Whitney nos

permite colar os campos ui formando um campo de vetores estratificado u definido em

(Bε ∩ f−1(Dη))\{0} e satisfazendo as condições do lema.

3.3 Demonstração do Lema 3.1.2

Esta última seção é dedicada a demonstração do Lema 3.1.2, com o qual foi possível

demonstrarmos o principal resultado apresentado neste trabalho.

Além dos Lemas 3.2.1 e 3.2.2, para a construção do campo de vetores w do Lema 3.1.2

utilizaremos também do resultado a seguir, cuja demonstração pode ser encontrada em

[4].

Teorema 3.3.1 (Teorema 2.3 [4]). Seja f uma função analítica definida em uma vi-

zinhança aberta de 0 em X ⊂ Cn, assuma f(0) = 0. Então existe ε0 > 0 tal que para

todo ε, 0 < ε < ε0, existe ηε > 0 tal que se v é um campo de vetores estratificado em

X ∩Bε∩f−1(∂Dη), 0 < η < ηε, o qual é transversal à X ∩Sε e à X ∩f−1(∂Dη) apontando

para fora, então existe uma extensão estratificada de v como um campo de vetores em

(X ∩ Bε) \ f−1(Int(Dη)), o qual é transversal à X ∩ Sε apontando para fora.

Demonstração do Lema 3.1.2. Primeiramente definiremos o campo de vetores w em

(Bε ∩ f−1(Dη))\Int(Bε′ ) como a soma (via partição da unidade) dos campos de vetores

dados pelos Lemas 3.2.1 e 3.2.2. Obtemos um campo de vetores estratificado satisfazendo:

1. w é transversal à esfera Sε apontando para fora;

2. w é tangente à Yt0 ;

3. As singularidades de w estão contidas em Yt0 ;
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4. Em cada estrato Yt0∩Vi∩Bε, w somente se anula em um número finito de pontos e a

soma dos índices de Poincaré-Hopf da restrição de w à Yt0∩Vi∩Bε é χ(Yt0∩Vi∩Bε);

5. Em cada ponto singular, w é transversalmente radial ao estrato que contém o ponto

singular;

6. w é transversal à fronteira f−1(∂Dη) apontando para fora.

Então estendemos w a todo Xε′ ,ε usando o Teorema 3.3.1. Para completar a prova,

note que restrito a Sε′ o campo de vetores w é homotópico ao campo de vetores gradiente

∇Xf . Este fato segue do Lema 2.5.3 e do fato que, em Sε′ , o campo de vetores w é o

campo de vetores u do Lema 3.2.2, o qual é o levantamento de um campo de vetores

homotópico à um campo de vetores constante próximo da origem.

Com a construção desse campo de vetores w, pudemos demonstrar o Teorema 3.1.1,

cujo resultado nos apresenta uma relação existente entre a obstrução de Euler e a obstrução

de Euler de uma função.
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4

Conclusão

Neste trabalho, estudamos a obstrução de Euler definida para espaços analíticos com-

plexos. Exibimos um importante resultado que nos permite calcular a obstrução de Euler

a partir dos cálculos das obstruções de Euler dos estratos de uma estratificação de Whit-

ney, assim como de suas características de Euler.

Apresentamos a definição de obstrução de Euler de uma função, para o caso de fun-

ções com singularidade isolada definidas em espaços analíticos complexos. Este conceito

generaliza a obstrução de Euler e também generaliza um importante invariante da teoria

de singularidades, o número de Milnor de uma função, tais relações foram verificadas e

foram apresentados exemplos.

Uma observação importante é a comparação entre a obstrução de Euler de uma função

Euf,Cd(0), onde f : (Cd, 0)→ (C, 0) é uma função analítica com singularidade isolada na

origem e a obstrução de Euler EuX(0), onde X = f−1(0). Mais geralmente, observamos

o caso em que X é uma ICSI, neste caso, EuX(0) está relacionada ao número de Milnor

de uma seção genérica de X.

Nosso principal resultado, o qual exibe uma relação entre a obstrução de Euler e a

obstrução de Euler de uma função, foi amplamente estudado no capítulo 3, onde vários

resultados técnicos foram provados, mostrando a relevância e complexidade deste resul-

tado.
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