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Aos meus avos Joaquim, Maria,
Osorio e Italina (In memoriam).
E aos meus amados

pais Arcangelo e Iria.



O que, afinal, aprendemos?

Chega um tempo em que, afinal, vocé aprende que amar nao significa apoiar-se.

E passa a aceitar suas derrotas com a cabeca erguida e os olhos adiante, com a graca
de um adulto, e nao com a tristeza de uma crianca.

Depois de um tempo, vocé aprende que nao importa quanto vocé se importe, algumas
pessoas simplesmente nao se importam.

E aceita que, nao importa quao boa seja uma pessoa, ela vai feri-lo de vez em quando
e vocé precisa perdoa-la por isso.

Aprende que verdadeiras amizades continuam a crescer mesmo quando separadas por
longas distancias.

E que o que importa nao é o que vocé tem na vida, mas quem vocé tem na vida.

Aprende que nao temos de mudar de amigos se compreendermos que os amigos mudam,;
percebe que seu melhor amigo e vocé podem fazer qualquer coisa, ou nada, e ter bons
momentos juntos.

Comeca a aprender que nao deve comparar-se aos outros, mas ao melhor que vocé
pode ser.

Descobre que demora muito tempo para alguém se tornar a pessoa que quer ser e que
o tempo é curto.

Aprende que ser flexivel nao significa ser fraco ou nao ter personalidade, pois nao
importa quao delicada e fragil seja uma situagao, sempre existem dois lados.

Aprende que paciéncia requer muita pratica.

Descobre que algumas vezes a pessoa que vocé espera que o chute quando cai é uma
das poucas que o ajudarao a se levantar.

Aprende que ha mais dos seus pais em vocé do que supunha.

Aprende que, quando vocé estd com raiva, pode até ter o direito de estar com raiva,
mas nao de ser cruel.

Aprende que nem sempre é suficiente ser perdoado por alguém. Algumas vezes, vocé
tem de aprender a perdoar a si mesmo.

Aprende que, com a mesma serenidade com que julga, vocé serd em algum momento

condenado.



Aprende que, nao importa em quantos pedagos seu coracao se tenha partido, o mundo
nao vai parar para que vocé o conserte.

Aprende que o tempo nao é algo que possa voltar atras.

Pois vocé aprende que realmente pode suportar, que realmente é forte e que pode ir
ainda muito mais longe depois de ter pensado que nao poderia mais.

Portanto, plante seu jardim e decore sua alma em vez de esperar que alguém lhe traga

flores.

William Shakespeare
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Resumo

Neste trabalho, estudamos o indice de Poincaré-Hopf, definido para singularidades
isoladas de campos de vetores sobre variedades diferenciaveis. Além disso, investigamos
algumas defini¢oes de indices de campos de vetores definidos em variedades singulares,
como o indice de Schwartz e o indice GSV. Estudaremos estes invariantes no caso especifico

em que (V,0) é um germe de uma intersegao completa com singularidade isolada na origem.






Abstract

In this work, we study the Poincaré-Hopf index, defined for isolated singularities of
vector fields on manifolds. Moreover, we investigate some definitions of indices of vector
fields defined on singular varieties, as the Schwartz index and the GSV index. We study
these invariants in the case where (V,0) is a germ of a complete intersection with an

isolated singularity at the origin.
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Introducao

Seja v um campo vetorial em R", dizemos que p € R" é um ponto singular ou uma
singularidade de v quando v(p) =0. O estudo de campos de vetores (e fluxos) na vi-
zinhanca de uma singularidade, ou ponto estacionario, ¢ um tema amplamente estudado
devido a sua importancia em varios ramos da matematica e também por suas iniimeras

aplicagoes em outras areas.

Na biologia, podemos citar o campo de vetores conhecido como presa-predador, que
tem sido estudado no controle biolégico de pragas de canaviais, tal campo descreve um
modelo de interacao entre duas espécies de animais, uma das quais se alimenta da outra.
Na fisica, s@o intmeros os problemas envolvendo campo de vetores, podemos citar por

exemplo a modelagem do movimento de uma particula em um dado fluido.

Ja na meteorologia, um importante exemplo ¢ o modelo mateméatico proposto pelo
meteorologista americano E. N. Lorenz em 1963 para descrever o movimento convectivo
de fluidos na atmosfera terrestre. O modelo proposto é um campo de vetores, que ficou
conhecido na literatura como sistema de Lorenz. Alguns estudos feitos por meteorologis-
tas mostraram que o comportamento desse campo pode sofrer mudancas drasticas nas
proximidades de suas singularidades, o que nos ajuda a entender porque é tao dificil fazer
previsoes precisas do tempo.

Informagoes sobre o comportamento de um campo vetorial perto de um ponto singular

p, podem ser obtidas através de alguns invariantes definidos para este ponto.

O invariante mais basico de um campo de vetores em uma singularidade isolada é o

seu indice de Poincaré-Hopf, que além de ser um conceito extremamente importante, é

13
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considerado como um verdadeiro traco de uniao entre ramos distintos da matematica,

como a Topologia Algébrica e a Topologia Diferencial.

Tal conexao s6 é possivel por causa de um importante resultado, que foi demonstrado
em dimensao 2 por H. Poincaré em 1885, e generalizado para dimensoes maiores por H.

Hopf em 1927, esse resultado é chamado de Teorema de Poincaré-Hopf.

Esse importante teorema diz que a caracteristica de Euler de uma variedade diferen-
ciavel compacta M ¢é igual a soma dos indices de Poincaré-Hopf das singularidades isoladas

de um campo de vetores continuo v definido em M, independente da escolha do campo v.

E cada vez mais usual encontrarmos problemas e situacoes em matematica e outras
ciéncias, em que precisamos considerar campos de vetores definidos em objetos singulares.
A pergunta natural entao é a seguinte: Qual seria uma boa noc¢ao de indice de um campo

de vetores sobre uma variedade singular?

Indices de campos de vetores em variedades singulares foram considerados primeira-
mente por M.-H. Schwartz, por volta de 1965, em seu estudo do Teorema de Poincaré-
Hopf e de Classes de Chern para variedades singulares. O importante indice que M.-H.
Schwartz definiu, e que ficou conhecido como indice de Schwartz possui uma importante

propriedade que nos permite relaciona-lo com o indice de Poincaré-Hopf.

Mais especificamente, usando a sua definicao de indice, ela demonstrou que o Teorema

de Poincaré-Hopf continua valido em uma variedade singular (Teorema [5.1.4)).

Uma das propriedades béasicas do indice de Poincaré-Hopf é estabilidade sobre per-
turbacoes. Em outras palavras, se um campo de vetores v definido em uma variedade
diferenciavel M tem uma singularidade isolada e se o perturbamos levemente, entao a
singularidade p do campo de vetores inicial v podera se dividir em varios pontos singu-
lares, com a propriedade que a soma dos indices do campo de vetores perturbado em seus

pontos singulares é igual ao indice do campo de vetores original v em sua singularidade.

Um indice para campos de vetores sobre variedades singulares que tem essa pro-
priedade é o indice GSV, introduzido nos anos 90 por X. Gémez-Mont, J. Seade e A.
Verjovsky em [8] para germes de hipersuperficies e extendido em [24] (ver também [25])

para intersecoes completas.
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A motivacao dos autores para a definicdo deste indice foi uma questao a cerca de
separatrizes de campos vetoriais levantada por C. Camacho, que buscavam obter, a partir
de um campo de vetores holomorfo sem separatriz em uma superficie singular S de C3,
uma extencao de tal campo, para o espaco ambiente, de forma que esta extensao fosse

tangente as fibras de Milnor, e estudar suas singularidades.

O principal objetivo deste trabalho é estudar estas nog¢oes de indices de campos de

vetores definidos em variedades diferenciaveis e em variedades singulares.

No Capitulo 1, apresentamos algumas defini¢oes basicas que utilizaremos ao longo do
texto. Procuramos nos limitar ao que for realmente necessario para a compreensao dos

capitulos seguintes.

No Capitulo 2, estudaremos o indice de Poincaré-Hopf de uma singularidade isolada p
de um campo de vetores continuo v definido em R?. Primeiramente, daremos a definicao
de campo de vetores e apresentaremos alguns exemplos. Em seguida, definiremos o indice
de Poincaré-Hopf de uma singularidade isolada p de um campo de vetores v em R? e
apresentaremos uma importante interpretacao geométrica deste invariante. Vale ressaltar

que este capitulo, nos servird como uma motivagao para a generalizacao de tal conceito.

Em seguida, estudaremos o grau de uma aplicagao diferenciavel. Com base em [16],
definiremos o conceito de grau de uma aplicacao proépria, e em seguida apresentaremos
algumas propriedades e exemplos de tal conceito. Na Secao 3.2, definiremos o grau local
de uma aplicagao.

No Capitulo 4, primeiramente estudaremos o conceito de campos de vetores definidos
em variedades diferenciaveis. Na Secao 4.2 definiremos o indice de Poincaré-Hopf de uma
singularidade isolada p de um campo de vetores continuo v definido em uma variedade
diferenciavel M. Em seguida, fazeremos um estudo da caracteristica de Euler de uma
variedade diferenciavel compacta M. Posteriormente, baseados em [16], provaremos o
Teorema de Poincaré-Hopf para uma variedade diferenciavel compacta, orientada e sem
bordo M, e apresentaremos uma versao deste resultado no caso em que a variedade M

possui bordo.

O caso singular é estudado no Capitulo 5. Na secao 5.1, definiremos o indice de

Schwartz e faremos uma demonstragao do resultado que relaciona o indice de Schwartz
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com o indice de Poincaré-Hopf. Em seguida, apresentaremos o indice GSV, definido
originalmente por X. Gomez-Mont, J. Seade e A. Verjovsky em [8], 23] e provaremos que o
indice GSV de uma singularidade isolada de um campo de vetores tangente v definido em
uma variedade singular é igual a soma dos indices de Poincaré-Hopf das singularidades
que surgem quando estendemos o campo v para um campo de vetores v tangente a fibra
de Milnor F'. Estudaremos o caso em que a variedade considerada é uma intersecao
completa com singularidade isolada (ICSI), além disso, com base em [3] calcularemos
alguns exemplos deste indice e mostraremos que este indice nos permite recuperar o

Teorema de Poincaré-Hopf no caso singular.



Capitulo

1

Preliminares

Pretendemos neste capitulo dar uma breve introducao aos principais conceitos usados
no decorrer deste texto, tais como, variedades diferenciaveis, homotopia, homologia, vari-
edades algébricas e variedades analiticas, procurando fornecer o minimo necessario dessa

teoria para uma boa compreensao dos resultados dos capitulos a seguir.

1.1 Variedades diferenciaveis

Neste trabalho, estudaremos alguns indices de campos vetoriais definidos sobre varie-
dades diferenciaveis. Assim, nesta secao, daremos a definicao de variedades diferenciaveis,
estudaremos algumas de suas propriedades e veremos alguns conceitos importantes rela-

cionados a variedades, tais como transversalidade e orientagao.

Definicao 1.1.1. Seja M um espago topolégico. Um sistema de coordenadas locais ou
uma carta em M é um homeomorfismo ¢ : U — ¢(U) de um subconjunto aberto U C M

sobre um aberto p(U) C R™.

Definicao 1.1.2. Um atlas &/ m-dimensional de um espaco topolégico M é uma familia
de sistemas de coordenadas locais ¢ : U — ¢(U) C R™, tal que os dominios dos sistemas

de coordenadas cubram M.

17
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Definicao 1.1.3. Dados os sistemas de coordenadas locais ¢ : U - R™ e ¢ : V — R™

no espago topologico M, tais que U NV # (), entdo o homeoforfismo

oy =0 i pUNV) = p(UNV)
¢ chamado mudanca de coordenadas.

Observagao 1.1.4. Seja a mudanga de coordenadas ¢uy = o™, entdo (Yo ™)t =

@ oYt = ¢y, € também uma mudanga de coordenadas.

Defini¢ao 1.1.5. Um atlas &/ em um espaco topolégico M é diferenciavel de classe C*,

se todas as mudancas de coordenadas ¢, forem aplicagoes diferencidveis de classe C*.

Observagao 1.1.6. Da Observagao [1.1.4 e da Definigao seque que em um atlas

diferencidvel U todas as mudangas de coordenadas ¢,y sao difeomorfismos.

Definicao 1.1.7. Uma variedade diferenciavel m-dimensional, de classe C*, ¢ um par
(M,U), em que M é um espago topologico Hausdorff com base enumerével e U é um atlas

m-dimensional de classe C*.

Como vimos na Observagao [1.1.6) em um atlas diferenciavel & todas as mudancas
de coordenadas ¢, sao difeomorfismos. E exatamente esta propriedade que nos permite
transportar todas as noc¢oes de Calculo Diferencial do R™ para as variedade diferenciaveis.

Seja M uma variedade de classe C* e seja p um ponto de M. Indicamos por C, o
conjunto de todos os caminhos A\ : I — M, definidos num intervalo aberto I, contendo
0, tais que A\(0) = p e X\ é diferencidvel em 0. Diremos que dois caminhos A, p € C,
sao equivalentes, e escreveremos A ~ i, quando existir um sistema de coordenadas locais
¢:U —R™em M, com p € U, tal que (o \)'(0) = (¢ o u)'(0). Como as mudancas de
coordenadas sao difeomorfismo, a igualdade (¢ o A)'(0) = (p o u)'(0) sera verdadeira para
todo sistema de coordenada ¢ : U — R™ em M, p € U. Resulta dai que a relagao acima
¢ uma relagao de equivaléncia.

O vetor velocidade A" de um caminho A € C), é, por definicao, a classe de equivaléncia

de X\. Ouseja, N ={pu e C,:pu~ A}
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Definicao 1.1.8. Definimos o espago tangente a variedade M no ponto p como sendo o
conjunto quociente C,/ ~. Denotaremos o espago tangente a variedade M no ponto p

por T, M.

Podemos mostrar que o espaco tangente a uma variedade diferenciavel M em um ponto
p € M é um espaco vetorial de mesma dimensao que M.

Dada uma variedade diferencidvel m-dimensional M, podemos obter uma nova vari-
edade 2m-dimensional a partir de uma “uniao” dos espacgos tangentes 7,M, em todos os

pontos p € M.
Definicao 1.1.9. Seja M uma variedade diferenciavel de dimensao m. O conjunto

T™ = | J {p} x T,M

peEM

de todos os espagos tangente 1T,M, com p € M, “colados” de uma maneira natural ¢

chamado de fibrado tangente de M.

Proposigao 1.1.10. Dada uma variedade diferencidvel m-dimensional M, o fibrado tan-

gente T'M tem naturalmente a estrutura de uma variedade 2m-dimensional.

Informalmente, o fibrado tangente de uma variedade é obtido por considerar-se todos
os espagos tangentes, e reuni-los em um conjunto diferenciavel e sem sobreposi¢ao, como

ilustra a Figura[l.1] onde a variedade em questao é o circulo unitario em R2.

Figura 1.1: Representacao do fibrado tangente de S*

Agora, que ja vimos a definicao de espaco vetorial tangente, podemos definir o con-

ceito de diferenciabilidade de uma aplicagao f : M — N entre variedades diferenciéveis,
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utilizando nosso conhecimento prévio a cerca das aplicagoes deferenciaveis definidas em

um subconjunto aberto de R™ com valores em R".

Definicao 1.1.11. Sejam M, N variedades diferenciaveis e uma aplicacao f : M — N,
dizemos que [ é diferenciavel em p € M se existem cartas ¢ : Uy — V; para M com
peU et : Uy — Vypara N com f(U;) C U, tal que ¢ o f o™t é diferencidvel em
¢(p). Diremos simplesmente que f é diferenciavel se ela o for em todos os pontos de M.

E chamaremos f uma aplicacao de classe C* quando 1) o f o ¢~ ! for de classe C*.

M [ N
¥ (3

bofopt |

1 'i 5

Podemos provar que a definicao acima nao depende das escolhas das parametrizagoes
@ e 1, sendo entao coerente.
Neste trabalho, as variedades diferenciaveis conexas serao de grande importancia, ve-

jamos entao, um resultado relacionado a tais variedades.

Teorema 1.1.12. Seja M uma variedade diferenciavel n-dimensional conexa. Dados dois
pontos quaisquer p,q € M, existe uma carta ¢ : V. — R" de M, com p,q € V, tal que,
p(V) =R".

Nem sempre é fécil verificar se um espago topologico M é uma variedade diferenciavel,
porém, existe um importante resultado relacionado ao conceito de valor reqular que nos

ajuda a decidir se M é uma variedade diferenciavel.

Definicao 1.1.13. Sejam M uma variedade diferenciavel m-dimensional, N uma vari-
edade diferenciavel n-dimensional e f : M — N uma aplicacao diferenciavel. Dizemos

que:

(1) f é uma imersdo em p se a aplicacdo derivada df, ¢ injetiva (portanto n > m) em

p € M. Isto é, o posto da matriz jacobiana [J f(p)],xm € igual a m;



1.1 Variedades diferenciaveis 21

(2) f éuma submersao em p se a aplicagao derivada df, é sobrejetora (portanto m > n)

em p € M. Isto é, o posto da matriz jacobiana [Jf(p)]nxm € igual a n.

Se em p € M a aplicagao f : M — N for uma submersao, p é dito ponto regular de f.
Um ponto ¢ € N é chamado valor regular de f se sua imagem inversa f~'(q) s6 contém
pontos regulares.

Se em p € M a aplicagao f : M — N nao é submersao e nem imersao, entao p é dito

ponto singular de f e f(p) é o valor singular de f.

Teorema 1.1.14. Sejam N uma variedade diferenciavel n-dimensional, P uma variedade
diferenciavel p-dimensional, f : N — P uma aplicagao diferenciavel e p € P um valor
regular de f. Entao, f~!(p) = M é uma subvariedade (n — p)-dimensional de N e dado
q € M, temos T,M = Ker(df,), onde df, representa a aplicagdo derivada de f no ponto

q.
Dada uma aplicacao f : M — N de classe C!, existe um resultado importantissimo

acerca dos valores regulares da aplicacao f. Este resultado é conhecido como Teorema de

Sard e nos sera indispensavel no Capitulo 3.

Teorema 1.1.15. (Teorema de Sard) Seja f : M — N uma aplicacdo de classe C*, o

subconjunto formado pelos valores regulares de f é denso em N.

Sejam M, N variedades diferenciaveis, f : M — N uma aplicacao diferenciavel e um
ponto p € N vimos, no Teorema que uma condicao suficiente para que f~!(p) seja
uma subvariedade de M é que p seja um valor regular de f. Deste fato é natural que
facamos a seguinte pergunta: dada S C N uma subvariedade de N, em que condigoes a
imagem inversa f~1(S) ¢ uma subvariedade de M? Uma resposta a esta questiao é dada
pela nocao de transversalidade. Trata-se de uma generalizacao natural do conceito de

valor regular.

Definigao 1.1.16. Sejam M uma variedade diferenciavel m-dimensional, N uma varie-
dade diferenciavel n-dimensional, f : M — N uma aplicacao diferenciavel e P C N uma
subvariedade p-dimensional de N, dizemos que f é transversal a P no ponto q € f~(P)
quando

dfq(TqM) + Tf(q)P = Tf(CI)N
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ou seja, quando a imagem de df, junto com o espago tangente a P em f(g) geram todo
Tt N. Dizemos ainda que f é transversal a P se, para todo ponto ¢ € f~1(P) f ¢é

transversal a P em q.

Teorema 1.1.17. Sejam M uma variedade diferenciavel m-dimensional, N uma variedade
diferenciavel n-dimensional, f : M — N uma aplicacao diferenciavel e P C N uma
subvariedade p-dimensional de N. Se a aplicagao f é transversal a subvariedade P entao,

ou bem f~1(P) = @ ou bem f~(P) é uma subvariedade (m — n + p)-dimensional de M.

Corolario 1.1.18. Seja f : M — N uma submersao, entao para toda variedade P C N
ou bem f~!(P) =& ou bem f~!(P) ¢ uma subvariedade de M.

O conceito de transversalidade é de grande importancia, tendo varias aplicacgoes.

Como, por exemplo, o teorema que apresentaremos a seguir.

Teorema 1.1.19. Sejam M uma variedade diferenciavel m-dimensional e f : M — R™
uma aplicagao diferenciavel. Consideremos um ponto a € R™, um vetor 7# 0 em R™, e
areta A, = {a+tv:te€R™}, que é uma subvariedade de R™. Definamos a aplicagao
f: M xR — R™ dada por

f(p,t) = f(p) + tv.

Nessas condicoes, f é transversal a A, se, e somente se, a € R™ ¢ valor regular de f.
Demonstracao: Seja ¢ : V — U uma carta de M, se p € V', representaremos por
[Jf(P)|mxm a matriz jacobiana de f, calculada no ponto p. As colunas de [Jf(p)] sao os
vetores imagens, pela aplicacao linear df,, dos vetores da base de T, M associada a carta
Q.

Acrescentemos a direita da matriz [Jf(p)] a coluna formada pelas componentes do
vetor v de R™, e indiquemos a matriz assim obtida com o simbolo [J f(p),?;]me_i_l.
Observemos que [J f(p), E] é exatamente a matriz jacobiana da aplicacdo f, calculada no
ponto (p,t) € M xR. Assim, se f é transversal a A, para todo p € M, tal que f(p) € A,,
entao

dfp(TpM) + Tf(p)Aa =R"™

e notemos que Tr;A, = {tv : t € R}.
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Mas, dado um ponto (p,h) € M x R, temos

dfpn(TpM x R) = df,(T,M) + tv, onde t € R.

Da condigio de transversalidade, temos que dfq,n) (TyM x R) = df,(T,M) + tv = R™,
onde t € R, dai decorre que a matriz [J f(p), 3] tem posto igual m. Por fim notemos que,
se p € M é tal que f(p, t) = a, para algum ¢t € R, entao f(p,t) = f(p) +t V= a, 0 que
implica que f(p) € A,. Logo, o ponto a € R™ é um valor regular de f .

Por outro lado, suponhamos que o ponto a € R™ ¢ valor regular de f , entao para todo
ponto (p,t) € f~(a), temos df(p,t)(TpM x R) = df,(T,M) + tv = R™. Mas, se o ponto
(p,t) pertence a f~'(a) significa que f(p) = a — tv, ou seja, que f(p) € A,. Portanto, f

¢é transversal a A,. n

Dada uma aplicacao diferenciavel f : M — N, no Capitulo 3, definiremos um niimero,
chamado o grau de f, para tanto precisaremos do conceito de variedades orientadas, que
apresentaremos a seguir.

Comecaremos este estudo falando de orientacao em espagos vetoriais. Entao, usaremos
a definicao de orientagao sobre espacos vetoriais e o conceito de espaco tangente para
definirmos orientacao sobre variedades.

Suponha que V' é um espago vetorial real de dimensao finita e § = {vy,...,v,} é uma
base ordenada de V. Se ' = {v],..., v} é outra base ordenada de V', entao existe um

tinico isomorfismo I : V' — V', tal que I(5) = [/, a saber
I{aqvy + ...+ apu,) = aqv] + ... + apu),.

Dizemos que [ e ' tem orientacao equivalente se o determinante da transformacao linear

I é positivo. Isto é, se escrevemos

/
I(v)) =v] = anv + ...+ anv,

A
I(v,) =0, = a1,v1 + . .. + Appy.
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entdo, e /' tém orientagao equivalente se det[I|z > 0, onde

aix - QAip
s =

Ap1 *+ Qpn

Observemos que pelo fato de I ser um isomorfismo, det[/]z # 0. Além disso, notemos
que [I]g =M g ,, ou seja, a matriz da transformacao I com relagao a base g ¢ igual a matriz
de mudanga de base [ para (5'. Entao, gragas a regra do produto para determinantes e

lembrando que

ﬂ/ o /8// 6/
MY = My MY

temos que dadas bases 3, 5" e " de V e I, I, os isomorfismos de V em V, tais que

Li(B)=p0"e L(8') = p", temos
(Lo I] = M = Mj M,

IOgO det[[2 o) Il],B = det[lg]ﬁl det[[1]5
Assim, este processo define uma relacao de equivaléncia, particionando o conjunto de

todas as bases ordenadas de V' em duas classes.

Definicao 1.1.20. Uma orientagiao de V é uma decisao arbitrdria para fixar um sinal
positivo para elementos de uma classe de equivaléncia e um sinal negativo para os outros.
Um espago vetorial orientado V' é um par formado pelo espago vetorial V' e uma orientagao
de V. As bases de V pertencentes a esta orientacao serao chamadas de positivas e as outras

de negativas.

Exemplo 1.1.21. Por exemplo, o espago euclidiano R" seré sempre orientado positiva-

mente pela base canonica.
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el " I

Figura 1.2: Exemplo de orientacao em R?

Observagao 1.1.22. Dado V um espaco vetorial real de dimensao finita, quando falamos
de uma orientacao de V ¢é indispensdvel considerarmos as suas bases ordenadas. Por
exemplo, se considerarmos 3 = {e1,ea} como sendo uma base positiva de R?, onde e; =
(1,0) eex = (0,1), entao a base B’ = {e, e}, come| = (0,1) ee, = (—1,0), € equivalente
a B, porém a base o« = {f1, fo}, com f1 = (=1,0) e fo = (0,1), nao € equivalente a base

3.

Dados V e W dois espagos vetoriais de mesma dimensao n, se I : V — W é um
isomorfismo de V' em W sabemos que [ leva uma base de V' em uma base de W. Assim,

temos a seguinte definigao.

Definicao 1.1.23. Sejam V' e W dois espagos vetoriais n-dimensionais e orientados, se
I :V — W éum isomorfismo de V em W, dizemos que I preserva orintacao se I leva base
positiva de V' em uma base positiva de W, ou equivalentemente se I leva base negativa
de V em uma base negativa de W. Caso contrario, diremos que I inverte orientag¢ao.
Quando um isomorfismo entre espagos vetoriais orientados preserva (inverte) orientagao,

dizemos também que esse isomorfismo é positivo (negativo).
Agora, voltemos para variedades.

Definicao 1.1.24. Seja M uma variedade diferenciavel m-dimensional, dizemos que M ¢é
orientavel se existe uma escolha continua de orientagoes para todos os espacos tangentes

T,M. A condigao de continuidade pode ser interpretada no seguinte sentido: proximo de
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cada ponto p € M deve existir uma carta p : U — V, com p € U, tal que dp, : T, M — R™
preserva orienta¢do em cada ponto u € U. Uma variedade orientada é um par (M, O)

onde M é uma variedade diferenciavel e O é uma orientacao em M.
Exemplo 1.1.25. A circunferéncia unitaria S® ¢ R**! ¢ orientavel.

Exemplo 1.1.26. Dada uma variedade diferenciavel M, o fibrado tangente T'M de M é

uma variedade diferenciavel orientavel, quer M o seja, quer nao.

Observagao 1.1.27. Dada uma variedade diferencidvel M m-dimensional, jd vimos que
para cada ponto p € M obtemos o espago vetorial T,M. Dada ¢ : V — U uma carta de
M comp € V, denotaremos por {8%1(])), ce %(p)} a base {dw;(lp)(el), o ,dgp;(lp)(em)}
de T,M, onde {ey,...,en} denota a base candnica de R™ e p(p) = (x1,...,2,) € R™.
Além disso, consideraremos o espago vetorial T, M positivamente orientado pela base

{a%(p), e awi(p)}, salvo o caso em que digamos o cantrdrio.

Definicao 1.1.28. Sejam M, N variedades diferenciaveis n-dimensionais, orientadas e
f + M — N uma aplicagao diferenciavel. Dados um valor regular p € N de f e os
pontos regulares ¢ € f~!(p) diremos que o ponto ¢ é positivo (¢ > 0) se o isomorfismo
df, - T,M — T,N preserva a orientagao e diremos que o ponto ¢ é negativo (¢ < 0) se o

isomorfismo df, : T, M — T,,N inverte a orientacao.

Teorema 1.1.29. Sejam M e N variedades diferenciaveis m-dimensionais orientadas,
com M conexa. Se f: M — N é um difeomorfismo local, entao df, : T, M — TN &

positivo ou é negativo para todo x € M.

Apresentaremos a seguir, o conceito de variedades diferenciaveis com bordo. Uma

referécia deste assunto é [4].

Definicao 1.1.30. Uma variedade diferenciavel m-dimensional com bordo é um espaco
topolégico M com uma cole¢ao de aplicagoes ¢ : V' — U, onde V é um aberto de M e U
¢ um aberto do subconjunto H” = {(z1,...,2,) : x, > 0}, satisfazendo as condi¢ées da

definigao de variedades diferenciaveis (ver Definigao [1.1.7)).

Podemos definir também o conceito de variedades complexas. Uma referéncia deste

assunto é [20].
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Definicao 1.1.31. Dizemos que uma variedade diferenciavel M de dimensao 2m é uma
variedade complexa de dimensao m, se M tem um atlas formado apenas por cartas em

C™, tais que a mudanga de coordenadas entre estas cartas seja holomorfa.

Dado que aplicacoes holomorfas sao muito mais especiais que as aplicagoes diferen-
ciaveis, temos que a teoria de variedades diferenciaveis e variedades complexas tém aspec-

tos muito diferentes. O teorema a seguir serve de ilustracao para este fato.
Teorema 1.1.32. Toda variedade complexa M é orientével.

A demonstracao do teorema acima pode ser vista em [20].

1.2 Homotopia

Nesta secao introduzimos no¢oes basicas sobre homotopia, procurando ilustra-las com

alguns exemplos.

Definigao 1.2.1. Sejam X e Y espacos topologicos, dizemos que duas aplicagdes con-

tinuas sao homotopicas quando existe uma aplicacao continua
H:XxI—=Y, com I=]10,1]

tal que H(z,0) = f(z) e H(x,1) = g(x) para todo = € X. Chamaremos a aplicacdo H

de homotopia entre f e g e escreveremos f >~ g.

Exemplo 1.2.2. Sejam E um espaco vetorial normado, Y C E um espaco topoldgico com
a topologia induzida de F e X um espago topologico qualquer. Dadas aplica¢oes continuas
f,g: X — Y, suponhamos que, para todo x € X, o segmento de reta [f(x), g(z)] esteja
contido em Y. Entao, f ~ g.

De fato, denotando o intervalo [0, 1] por I, basta definirmos H(z,t) = (1—t) f(z)+tg(z)
para obtermos uma homotopia H : X x Y — Y entre f e g.

Em particular, dada uma aplicagao constante

f: X — FE

T — C
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toda aplicacao continua g : X — E é homotopica a f.

Exemplo 1.2.3. Seja S" a esfera unitaria de R™™!, dadas duas aplicacoes continuas
fig: X —S" se f(x) # —g(z) para todo z € X, isto ¢, se f(z) e g(x) nunca sdo pontos

antipodas, entao f ~ g.

Proposigao 1.2.4. Sejam X, Y e Z espagos topologicos, consideremos aplicagdes f, f’ :
X =Y eg,g:Y — Z aplicagoes continuas. Se f ~ f e g~ ¢, entdo go f ~ ¢’ o f'.
Demonstragao: Seja I = [0, 1], denotemos por H : X x [ — Y uma homotopia entre f
e ffepor K : Y x I — Z uma homotopia entre g e ¢’. Definindo L : X x [ — Z por
L(z,t) = K(H(z,t),t), temos que L é uma homotopia entre go f e ¢’ o f'. n

Existe uma estreita relagao entre homotopia e o problema de estender continuamente
a todo o espac¢o uma aplicacao continua definida num subconjunto fechado desse espaco.

Um exemplo disto pode ser visto na seguinte Proposicao.

Proposicao 1.2.5. Sejam X um espaco topolégico e B;(0) a bola fechada de centro 0 e
raio 1 de R"*!. Uma aplicacdo continua f : S* — X estende-se continuamente & B;(0)
se, e somente se, € homotoépica a uma constante.

Demonstragao: Denotemos por I o intervalo [0, 1] e consideremos a aplicagao

p:S"xI — By(0)
(x,t) — (1 —t)x

que é continua, sobrejetora e igual a 0 em S™ x 1. Se f : B1(0) — X é uma extensdo

continua de f : S” — X, entao
H=fop:S"xI—X

¢ uma homotopia entre f e a aplicacdo constante g : S* — X, definida por g(x) = f(0).
Reciprocamente, suponhamos que H : S — X seja uma homotopia entre f e uma

aplicacao constante g : S* — X, dada por g(z) = p, para todo x € S". Seja a aplicagdo
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f:S" = X definida da seguinte maneira,

Fo) - H(;—|,1—|xy>, se 140

p, se x =20

Assim, temos que f é continua e f lsn = f. [

A seguir apresentamos um resultado, cuja demonstragao pode ser vista em [16], e que
nos sera indispensavel na definicao do indice de Poincaré-Hopf para singularidades de

campos de vetores continuos.

Teorema 1.2.6. Sejam M e N variedades diferencidveis compactas, entao toda aplicacao

continua f : M — N é homoto6pica a uma aplicacao g : M — N de classe C'.

1.3 Homologia singular

Nesta secao apresentamos um estudo da teoria de homologia singular. Faremos o
estudo dos R-mo6dulos de homologia singular com coeficientes em um anel R comutativo

com identidade. Uma referéncia para este assunto é [21].

Simplexos em R”

Definicao 1.3.1. Dados (p + 1) pontos em R", p < n, dizemos que {Xy,...,X,} é uma
colecao geometricamente independente se os vetores 17 = X7 — Xg, 05 = Xo— X, .. .,

v, = X, — X sao linearmente independentes.

Definigao 1.3.2. Seja {Xo,...,X,} C R™ uma colecao geometricamente independente

de R", p < n. O p-simplexo S gerado por Xj,..., X, é a envoltéria convexa:
S =EC(H{Xo,....,X,}).

Os pontos X; sao chamados vértices do p-simplexo S.

Teorema 1.3.3. (Teorema das coordenadas baricéntricas) Sejam { X, ..., X, } uma

colecao de (p + 1) pontos geometricamente independentes em R", com p < n. Considere
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0 seguinte conjunto:

p
Ay={toXo+.. . +,X;; 0<t<1le Y t;=1}CR"

i=0
(i) Ay = EC({Xo,...,X,}) = p-simplexo gerado por Xy, ..., X,;

P p P p
(i) Se ZE‘X@' = ZSin, 0 <t;,s <1com Zti = Zsi =1, entao t; = s; para todo
i=0 i=0 i=0 i=0
i=1,...,p, ouseja: todo elemento de A, se escreve de maneira tnica como combinagao

linear dos pontos {Xo, ..., X,}.

Observagao 1.3.4. Concluimos que escolhida uma ordenagao {Xo, ..., X} para (p+1)
pontos geometricamente independentes em R", com p < n, cada ponto

X € EC({Xo,...,X,}) € univocamente determinado por uma (p+ 1)-upla (to,t1,...,t,),

p
com(0<1 e Zti =1 denominada as coordenadas baricéntricas do ponto X.
=0

Definicao 1.3.5. Sejam X, = e¢; = (1,0,...,0), X; = ex = (0,1,0,...,0),....X, =
epr1 = (0,0,...,0,1). O p-simplexo EC({Xo,...,X,}), nesse caso, ¢ denominado

p-simplexo padrao e sera denotado por A, € RPH!

Homologia singular de um espaco topolégico X com coeficientes

em um anel R

Fixemos R um anel comutativo com a identidade 1 e consideremos A, C RP o
p-simplexo padrao munido da topologia induzida de subespago em RP™! (munido da

topologia usual).

Definicao 1.3.6. Para cada espago topolégico X, um p-simplexo singular em X é uma

funcao continua o : A, — X.

Denotaremos por
Cp(X)={o:A,— X; o ¢écontinua}

o conjunto de todos os p-simplexos singulares de X.
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Definicao 1.3.7. Para cada p > 0, definimos o R-moédulo livre cuja base é o conjunto de

todos os p-simplexos singulares de X:

Sp(Cp(X),R) ={f : Cp(X) = R; f(0) # 0, apenas para um n finito de elementos o}.

Um elemento tipico de S,(C,(X), R) ¢ uma combinacgao linear formal ooy +. . .4+a,.0,,
onde o; € Re o; : A, = X é um p-simplexo singular de X.

Zaiai «— [:C(X) - R

i=0

a;; seo=o0;1=1,...,r

0, seo #o;

o = f(o) =

Os elementos de S,(C,(X); R) sdo chamados p-cadeias singulares de X com coe-

ficientes em R.

A seguir, definiremos o complexo de cadeias {S,(X;R);0},>0. Para isso, conven-

cionaremos que {S,(X; R)} = {0} para todo p < 0.

Os operadores face

Defini¢ao 1.3.8. Seja o : A, — X um p-simplexo singular de X. Considere a inclusao

&

Apy A,

(to,...,ti,...,tp_l) — (to,...,ti_l,o,ti,...,tp_l),

que insere o zero na i-ésima posicao. Para cada ¢ = 1,...,p definimos a i-ésima face de

o como sendo o (p — 1)-simplexo singular de X dado pela composigao
gog;. Ap—l —>X7

que é continua e denotada por 0,0 : A,_; = X.
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Assim, para cada i = 1,...,p e para cada p-simplexo singular o € C,(X), associamos

a sua i-ésima face 0,0 € Cp—1(X). Isso define uma funcao

0 : Cp(X) —> Cpi(X) C Sy 1(X;R)

o — 0,0

para todo i = 1,...,p, e desde que C,(X) é base para o R-modulo livre S,(X; R), 0
se estende por linearidade a um tnico R-homomorfismo 0; : S,(X;R) — S,—1(X; R),
chamado operador face. O R-homomorfismo 0 : S,(X;R) — S,_1(X; R) dado pela

soma alternada dos operadores face

p
0=00— 1+ 02— ...+ (=10, => (-1)'0,
=0
é chamado operador bordo.
P
Teorema 1.3.9. O operador 0 : S,(X; R) — S,—1(X; R), definido por Z(—l)i&-, é tal
=0

que 0o d = 0.

Definicao 1.3.10. Fixado um anel comutativo com identidade R para cada espaco

topologico X, criamos um complexo de cadeias S.(X; R) = {S5,(X; R), 0},>0, ou seja,

S(X:R) - -5 S (X:R) -5 5, 1(X;R) -5 - L 51(X: R) -5 So(X: R) -2 0,

usaremos as seguintes terminologias:
Zy(S«(X;R)) = Z,(X; R) = Ker(d) o submodulo dos p-ciclos,

B,(S.(X;R)) = B,(X; R) = Im(0) o submédulo dos p-bordos e

H,(S.(X;R)) = Hy(X;R) = g’;gfg o p-ésimo R-mo6dulo de homologia de X com coefi-

cientes em R.

Um elemento tipico de H,(X; R) ¢ da forma

pw=z,+ By(X;R),



1.3 Homologia singular 33

onde z, € Z,(X; R) é um p-ciclo; y1 é chamada classe de homologia de X com coefi-

cientes em R, representada pelo p-ciclo z,.

Construcao do R-homomorfismo induzido em homologia

Dada uma funcao continua f : X — Y, queremos definir um R-homomorfismo
fe + Hy(X;R) — H,(Y;R) para cada p > 0. Para isso, precisamos definir uma apli-
cacao de cadeias

fi 2 Sp(X5 R) = Sp(Y5 R)

para cada p > 0, entre os complexos de cadeias S.(X; R) e S.(Y; R).

Observemos que, dado um p-simplexo singular de X, ¢ : A, — X, a composigao
foo:N, DX Ly
é um p-simplexo singular de Y e determina uma funcao

CP(X) — Op(y) CSp(Y§R)

o — foo

para cada p > 0. Desde que C,(X) ¢ base para o R-modulo livre S,(X;R) e
Cp(Y) C S,(Y;R) tal funcao se estende por linearidade a um tunico R-homomorfismo

fu: Sp(X;R) = S,(Y; R), definido por
fulanwor+ ...+ a.0,) =ai(foor)+... +a.(foo,).

Teorema 1.3.11. O R-homomorfismo fz : S,(X;R) — S,(Y;R) ¢ uma aplica¢ao de

cadeias.

Portanto, fx : S,(X;R) — S,(Y;R) induz um bem definido R-homomorfismo
fe: Hy(X;R) — H,(Y; R), dado por

f«(2p) + Bp(X5 R) = fu(2,) + B,(Y; R),
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onde

fu(zp) = falaror + ... +a,0,) =ai(foor) + ... +a,(fooy).

1.4 Teoria de singularidades

Nesta secao, apresentamos as defini¢oes e principais resultados da teoria de singula-
ridades que serao usados para o desenvolvimento deste trabalho. Para o leitor interessado
recomendamos [6} 19} 27].

Um dos nossos objetivos é estudar localmente funcoes analiticas f : C"** — C*. Para
isso, introduzimos uma relagao de equivaléncia no espaco das fung¢oes analiticas definidas

num aberto contendo a origem de C", da seguinte forma:

Definicao 1.4.1. Dizemos que a funcao f : C* — C é equivalente a funcao g : C* — C,
se existe um aberto U C C", com 0 € U, tal que fjy = gjy. As classes de equivaléncia sao
chamadas de germes, denotadas por f : (C", 0) — C, ou simplesmente, por f. A colegao
de todos esses germes de fungoes citados acima é denotada por O,,. Observemos que O,,

¢ um anel noetheriano local cujo ideal maximal é dado por M, = {f € O, : f(0) = 0}.

Definicao 1.4.2. Denotamos por O,,, o conjunto dos germes de aplicagoes analiticas

f:(C",0) = C” e por O) , o conjunto dos germes f : (C*,0) — (C?,0).
Proposicao 1.4.3. O,,, ¢ um O,-moédulo livre de posto p.

O teorema de fibra¢ao de Milnor, descrito em [19] ¢ um dos resultados centrais na

teoria de singularidades, tendo generalizacoes em diversas situagoes.

Teorema 1.4.4 ([19]). Seja f : (C™,0) — (C,0) germe de aplicagao analitica, V = f~1(0),
B. bola centrada na origem e de raio e e K = VNS*~1. Se ¢ for suficientemente pequeno
temos que V N B, é homeomorfo ao cone C(K) = {tz: 0 <t <1,z € K}.

Seja ¢ : S, \ K — S! dada por ¢(z) = ‘}CEZ', e denotemos ¢~ !(e?) = Fy.

O resultado bésico da teoria de Milnor é o teorema da fibracao, que mostra que ¢

define uma fibragao de S, \ K — S! com fibra Fy.
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Teorema 1.4.5 (|I9]). Para e suficientemente pequeno temos que S, \ K é um fibrado

diferenciavel localmente trivial sobre S', com projecao ¢ e fibra Fy como acima.
Definicao 1.4.6. Fy ¢é dita a fibra de Milnor de f.

Em [19] Milnor provou que as fibras Fy sao todas difeomorfas. Também em [19],

Milnor apresentou uma descrigao alternativa da fibra de Milnor.

Teorema 1.4.7. Sejam ¢ € C* um nimero complexo suficientemente proximo de zero e
f:(C"0) — (C,0) germe de aplicagao analitica, entdo a intersegdo da hipersuperficie
complexa f~!(c) com a bola aberta B.(0) de centro 0 e raio € de C" ¢ uma variedade

suave difeomorfa a fibra F.

Nas hipoteses do teorema acima, denotaremos f~*(c) NB.(0) = F;.
O numero de Milnor, que definiremos a seguir, € um invariante de suma importancia
na teoria de singularidades, auxiliando na teoria de classificagao.

Definigao 1.4.8. Sejam f € O, germe de fungao analitica com singularidade isolada na

On_
J(f)

origem, e J(f) o ideal jacobiano de f. Definimos o numero de Milnor y como dim¢
Teorema 1.4.9. Seja f € O, germe de fungao analitica com singularidade isolada na
origem, entao cada fibra Fy tem o mesmo tipo de homotopia de um buqué de esferas

S"~1, e o ntimero de esferas do buqué é exatamente pu.

A defini¢ao de nimero de Milnor que vimos acima foi introduzida por J. Milnor em
[19] para o caso particular de hipersuperficies, porem existe uma definigdo mais geral para

este invariante, para a qual precisaremos da noc¢ao de intersecao completa.

Intersecao completa com singularidade isolada

Seja f : C"** — C* uma aplicacdao holomorfa com uma singularidade isolada em 0 e

consideremos V = f~1(0).

Definicao 1.4.10. Dizemos que V é uma intersecao completa geomeétrica, se é
definida como o conjunto comum de zeros (germes de) k fun¢oes holomorfas. Também, V
¢ uma intersegao completa se o ideal [(V) = {g € O,k : g(x) =0,V x € V'} é gerado

por k fungoes holomorfas.



36 Capitulo 1 — Preliminares

Proposicao 1.4.11. Sejam f : C*** — CF uma aplicacao holomorfa com uma singula-
ridade isolada em 0 e V = f~1(0). Entao, V é uma intersegao completa geométrica se, e

somente se, é uma intersecao completa.

Abreviaremos uma interse¢cao completa com singularidade isolada, por ICSI.

A seguir apresentamos o ntumero de Milnor para uma ICSI, definido em [II] por H.

Hamm.

Teorema 1.4.12 ([11]). Seja f = (fi,...,fr) : C"™ — C* uma aplicagao (germe)
analitica com singularidade isolada na origem, e V' = f~!(0) uma ICIS. Cada fibra F;

tem o mesmo tipo de homotopia de um buqué de esferas S™.

Definigao 1.4.13. Seja f = (f1,..., fx) : C*** — C* uma aplicagdo (germe) analitica
com singularidade isolada na origem, V = f~1(0) uma ICIS e ¢ € CF suficientemente
proximo de 0 € C* . Dada uma fibra F; = f~!(c) NB.(0), definimos o niimero de Milnor

de V, u(V'), como sendo o niimero de esferas do buqué de esferas S™.

1.5 Variedades algébricas e espagos analiticos complexos

Nesta se¢ao trabalharemos com o caso complexo.

Variedades algébricas

O n-espago afim sobre C, denotado por A" é o conjunto de todas as n-uplas de ele-
mentos de C. Um ponto p € A" é dado por p = (aq,...,a,), com a; € C, e a; a i-ésima

coordenada de p.

Seja Clzy,- -+ ,x,] o anel de polindmios em n variaveis sobre C. Podemos interpretar
os elementos de Clzy,---,x,| como fun¢oes do espago afim A™ sobre C, com f(p) =
flai,...,a,),onde f € Clzy,--- ,x,] e p € A™. Desta forma, faz sentido falar no conjunto

de zeros de f, que denotaremos por Z(f) = {p € A"; f(p) = 0}. De uma forma mais
geral, se T' for um subconjunto de Clxy,- - , z,], podemos definir o conjunto de zeros de

T como sendo o conjunto de zeros comuns a todos os elementos de T'. Denotaremos esse
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conjunto da seguinte forma,

Z(T)={pe A" f(p) =0V feT}.

Claramente se [ for o ideal de C|xy,- -+ ,x,] gerado por T entao Z(T) = Z(I). Mais

ainda, como C|xy, - -+, z,] ¢ um anel Noetheriano, qualquer ideal I tem um nimero finito
de geradores f1, ..., f, logo Z(T) pode se expressar como o conjunto de zeros comuns de
um numero finito de polinémios fi, ..., f..

Definicao 1.5.1. Um subconjunto Y de A™ é chamado conjunto algébrico se existe um

subconjunto 7' C Clzy, -+, z,] tal que Y = Z(T)).

Proposigcao 1.5.2. A uniao de dois conjuntos algébricos é um conjunto algébrico. A
interseccao de uma familia arbitraria de conjuntos algébricos também é um conjunto

algébrico.
Para a demonstragao deste resultado e referéncia basica para o assunto ver [12].

Definicao 1.5.3. Os conjuntos algébricos sao os conjuntos fechados de uma topologia de

A™ denominada topologia de Zariski.

Definicao 1.5.4. Dizemos que Y C X, um subconjunto nao vazio Y contido em X ¢é
irredutivel se o0 mesmo nao pode se expressar como uma uniao ¥ = Y; U Ys, onde Y7, Y5

sao fechados em Y.

Definig¢ao 1.5.5. Uma variedade algébrica afim é um subconjunto irredutivel de A" (com

a topologia induzida).

Espacos analiticos complexos

Analogamente ao caso de polindémios, podemos também estudar o conjunto de zeros
de uma ou mais fungoes analiticas. Estes sao os chamados espacos analiticos.

Primeiramente consideremos a seguinte definic¢ao:

Defini¢ao 1.5.6. Consideremos o conjunto de pares (V,, U, ), onde U, ¢ uma vizinhanga

aberta da origem em C" e V,, subconjuntos de U,. Dois tais pares (V;,U;) e (Va,Us) sdo
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equivalentes se existe uma vizinhanca W C U; N U, da origem tal que ViNW = Vo NW.

Uma classe de equivaléncia destes pares é chamada germe na origem em C".

Se f € O,, a classe de equivaléncia do conjunto {x : f(z) = 0}, onde f é um
representante do germe f, é denotada por V(f); se f1 e fo s@o dois representantes de um

mesmo germe, entao os conjuntos V(f1) e V(f2) sao iguais.

Defini¢ao 1.5.7. Um germe de espago analitico (V,0) em torno da origem é o germe do

subconjunto

V=V)n..0v)=Vf,..., [,

para fi,..., f, € O,.

Definimos o ideal de um germe de espago analitico V' por
I(V)={f€0,:V C [ (0)}.

Dizemos que um germe de espago analitico V' ¢ irredutivel quando para quaisquer
germes V) e V5 tais que V = V3 UV, entao V = Vi ou V = V5, neste caso dizemos que V

é uma variedade analitica.

O nosso objetivo é estudar a natureza de tais espacos analiticos na vizinhanca de algum
ponto fixado em C", o qual sem perda de generalidade consideraremos a origem. Para
isso precisamos definir formalmente o conceito de germe de um espaco analitico complexo

(veja [10]).

Proposigao 1.5.8. Seja V' um germe de espago analitico, entao existem um inteiro po-
sitivo p e Vi,...,V, variedades irredutiveis, com V; nao contida em Vj, para todo ¢ # j,
tais que V' = V3 U ... UV,. Essas variedades sao unicamente determinadas, a menos da

ordem, e sao chamadas de componentes irredutiveis de V.

Definicao 1.5.9. Dizemos que um germe de espago analitico V' é equidimensional quando

todas as suas componentes irredutiveis tem a mesma dimensao.

Chamamos de germe de espago analitico em z, um germe de conjunto V' em x tal que,
para alguma vizinhanga U de x, o germe V N U pode ser descrito por V(f1,..., f;), para

alguns f1,..., f, € O,.
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Definigao 1.5.10. Dizemos que um germe V = V(f1,..., f.) é reduzido se a C-algebra

On
<f17"'7f7">

nao possui elementos nilpotentes.

Dizemos que um ponto z de um germe de espago analitico V' é um ponto regular ou
suave se para alguma vizinhanca U de z, o germe U NV pode ser descrito como o conjunto
dos zeros de um namero finito de germes de fung¢oes analiticas que possuem z como ponto

regular. Um ponto de V' nao regular é chamado de ponto singular de V.

Teorema 1.5.11 (Hilbert’s Nullstellensatz - versao local,[9]). Seja I um ideal de O,.
Entao Z(V(I)) = Rad(I), onde Rad(I) é o ideal radical de I, ou seja, o ideal {f € O,, :
dn € Ntal que f* € I}.






Capitulo

2

O indice de Poincaré-Hopf para campos

de vetores em R?

Neste capitulo, como uma motivagao para o estudo deste invariante no caso geral,
apresentamos a defini¢ao do indice de Poincaré-Hopf de uma singularidade isolada p de
um campo de vetores v definido em R2.

Antes de comecarmos, facamos a seguinte observacao: toda vez que nos referirmos a
R2, estaremos considerando-o como o espaco topolégico munido com a topologia usual.

Sao intmeros os fenémenos fisicos e naturais que podem ser estudados através de
campos de vetores. Os vetores podem representar, por exemplo, campos de velocidade,
como a velocidade dos ventos e a velocidade das correntes oceanicas. As Figuras[2.1]e
ilustram vetores velocidade do ar e indicam a rapidez, a direcao e o sentido em pontos 10m
acima da superficie na area da baia de Sao Francisco. A Figura representa os registros
feitos no dia 11 de junho de 2002 as 12 horas, ja a Figura mostra as ocorréncias
registradas no dia 30 de junho de 2002 as 16 horas. Observemos que as duas figuras

apresentam aspectos bastante diferentes.

41
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Figura 2.1: Registros do dia Figura 2.2: Registros do dia
11/06,/2002 30/06/2002

Campos vetoriais também sao utilizados para representar a direcao de ondas. Como

ilustra a Figura gerada pelo Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais (INPE).

Figura 2.3: Dire¢ao da onda

Vejamos entao, a definicao do importante conceito de campos de vetores.
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Definigao 2.0.12. Dado U um subconjunto aberto de R?, um campo de vetores em U é

uma aplicacao v : U — R? que a cada ponto (z,y) € U associa o elemento

v(x,y) = (Ul(xﬂy)a'U?(xvy))'

O campo v : U — R? ¢ dito continuo, diferenciavel ou de classe C* em p € U se suas
funcoes coordenadas

vi : U =R, 1=1,2.

sao continuas, diferenciaveis ou de classe C* em p € U, respectivamente.

O nome se justifica se expressarmos graficamente v do seguinte modo: em cada ponto
(x,y) € U desenhamos um vetor de magnitude e dire¢ao de v(x,y) com a origem em

(z,y). Como podemos ver na figura do exemplo abaixo.

Exemplo 2.0.13. Consideremos a funcao diferenciavel f R? — R dada por

flx,y) = ; — %3 + . A aplicacdo v : R? — R?, definida por

of

ox

aof

ay (.flf,y), -

v(z,y) = ( (2.9)) = (g.2* = 1)

pode ser vista como um campo de vetores em R2.

Figura 2.4: Campo de vetores v em

1 P R ARt bataie s AR F S
f i 7 Ammrayammsmsa A0 0 £ ]
P 1P A e A S Y
P raaspasdsasm f 0 F 1
R g e e o A o A
PP A e i P}
TPl =S A Sl P F U
TriT s g e SN2 T 71
ITI I N P LRI T
TR EhLTd T Td i ERiR
BB AR S e
PR Y hemerd e eRh N 4 1Y
B E L S e s i R R
R e e S T B
RS AR R el lepeesiy BB A B0
R T ke N By

R

2



44 Capitulo 2 — O indice de Poincaré-Hopf para campos de vetores em R?

Observemos, que neste exemplo, o campo de vetores v se anula nos pontos (—1,0) e

(1,0).

Definigcao 2.0.14. Sejam U um aberto de R? e v um campo de vetores em U, dizemos

que um ponto p € U é uma singularidade de v quando v(p) = (0,0).

Assim, os pontos (—1,0) e (1,0) sdo singularidades do campo vetorial apresentado no
exemplo anterior. Além disso, notemos que existem vizinhangas V;, V5 de (—1,0) e (1,0),
respectivamente, em R? tais que v(—1,0) = v(1,0) = (0, 0) e para todos os outros pontos
(x,y) pertencentes a Vi U Vs, temos v(z,y) # (0,0). As singularidades de um campo

vetorial com essa propriedade recebem um nome especial.

Definigao 2.0.15. Sejam U um aberto de R? e v um campo de vetores em U. Se p € U
¢ uma singularidade de v e existe uma vizinhanca V,, de p em U tal que p ¢ a tnica

singularidade de v em V},, entao dizemos que p é uma singularidade isolada de v.

Exemplo 2.0.16. Consideremos o campo de vetores v : R? — R? dado por

v(z,y) = (cos(z)sen(y), sen(x) cos(y)),

que é representado na Figura Dados ki,ky € Z, temos que os pontos da forma
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Figura 2.5: Campo de vetores v em R?

(klg, kgg) e (kim, ko) sao todos singularidades isoladas de v.
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Para definirmos o indice de Poincaré-Hopf precisaremos da noc¢ao de orientagao sobre

ircunferéncias. Se orient R? positi te pela b Oni t-
circunferéncias. Se orientarmos o espaco positivamente pela base candnica, geome

ricamente, fica natural definirmos uma orientacao sobre uma circunferéncia de R?, como

na definicao a seguir.

Definigao 2.0.17. Seja S, uma circunferéncia de raio ¢ em R?, definiremos o sentido
positivo de S. como sendo o sentido anti-horario de S.. O sentido negativo serd o dado

pelo sentido horério de S..

Figura 2.6: Sentido positivo e negativo, respectivamente, em S!.

2.1 O indice de Poincaré-Hopf

Dados U um subconjunto aberto de R* e v : U — R? um campo de vetores com
uma singularidade isolada p. Nesta secao, definiremos o indice de Poincaré-Hopf de v
em p. Para definirmos este conceito utilizaremos a definicao de orientagao sobre uma

ircunferéncia S, de R? t ao anteri també i d
circunferéncia S, de R*, que apresentamos na se¢ao anterior, e também precisaremos de
uma aplicagao bastante especial, chamada de aplicacao de Gauss. Comecemos entao,

apresentando a aplicacao de Gauss.

Definigao 2.1.1. Consideremos U um subconjunto aberto de R? e v : U — R? um campo
de vetores continuo com uma singularidade isolada p. Seja S, C U uma pequena esfera

centrada em p de raio €. Entao, a aplicagao
v: S, — S

definida por y(z) = v(z)/||lv(x)]|, ¢ chamada de aplicagiao de Gauss.
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A aplicagao de Gauss v transforma cada vetor dado pelo campo v em um vetor unitario

de R?, como mostra a Figura 2.7

v(z2)
Ty ’U($1)

o (%)

Figura 2.7: Aplicagao de Gauss

Observacao 2.1.2. Nesta secao, a orientacao das circunferéncias consideradas sera sem-
induzid la orientagao de R? Definigao [2.0.17] :
pre a induzida pela orientacao de ver Definic¢ao [2.0.17]), que por sua vez serd sempre

orientado positivamente pela base canonica.

Definicao 2.1.3. Dados U um subconjunto aberto de R? e v : U — R? um campo de
vetores com uma singularidade isolada p. Se a aplicagao de Gauss v percorre a circunfe-
réncia S' no sentido anti-horario quando o campo v percorre a circunferéncia S, no sentido
anti-horario , diremos que 7y percorre S! positivamente. Caso contrario, diremos que

percorre S! negativamente.

Utilizando a Definicao podemos definir o indice de Poincaré-Hopf de uma singu-

laridade isolada de um campo de vetores da seguinte forma.

Definigao 2.1.4. Considere um aberto U de R? e v um campo de vetores continuo em U
com uma singularidade isolada p. Seja S, uma pequena circunferéncia centrada em p de
raio £. O indice de Poincaré-Hopf de v em p é por definicao o ntumero de voltas positivas
menos o nimero de voltas negativas que a aplicacao 7 faz em torno de S' quando o campo

v percorre toda a circunferéncia S..

Denotaremos o indice de Poincaré-Hopf do campo v em p por Indpg (v, p).
A definicao acima tem um carater bastante geométrico. Assim, os exemplos que

apresentaremos a seguir também assumirao este caréter.
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Exemplo 2.1.5. A Figura 2.8 traz representagoes geométricas de trés campos de vetores

continuos, cada um com uma singularidade isolada no ponto a.

Indpey(v,a)=1 Indpu(v,a)= -1

Indpn(v,a)= 2

Figura 2.8: Campos de vetores em dimensao 2

Exemplo 2.1.6. Consideremos o campo de vetores v : R? — R? dado por v(z,y) =
(cos(z) sen(y), sen(z) cos(y)). Como vimos no Exemplo [2.0.16| dados ki, ko € Z, todos os
pontos da forma (kzlg, /{;Zg) e (kym, kom) sdo singularidades isoladas de v, como mostra a

Figura . Os pontos da forma (klg, ng) tem indice de Poincaré-Hopf é igual a 1, ja
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Figura 2.9: Campo de vetores v em R?

para os pontos da forma (ky7, k) o indice é igual a —1.

Em nosso préximo exemplo, estudaremos um campo de vetores no R? restrito a esfera

S?, motivando assim o estudo de campos de vetores sobre superficies e variedades.
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Exemplo 2.1.7. Consideremos o campo de vetores em R3
v:R* = R?

cuja restricao a esfera unitaria de R3 é a dada pela Figura [2.10]

Observemos que sobre a esfera S? este campo se anula apenas nos pontos (0,0, —1) e

(0,0,1), como ilustra a Figura

a
\
ay
ff?dp;;f:ﬂ'ka]) = f}':(f;:;:f:t'_(jﬂ] — |
x(8?) =2

Figura 2.10: Aplicaciao v sobre S?

Podemos ver esta aplicagao como um modelo simplificado do campo magnético terrestre

(veja a Figura [2.11]).

Figura 2.11: Campo magnético terrestre
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Devido ao comportamento da aplica¢do v em torno dos pontos (0,0,—1) e (0,0, 1),
podemos pensar que o comportamento do campo em torno de suas singularidades, é

similar ao descrito na Figura [2.12]

Figura 2.12: Campo em torno de suas singularidades

entao, parece natural que os indices das singularidades deste campo restrito a esfera sejam
ambos iguais a +1.

Motivados por este exemplo, no decorrer deste trabalho, formalizaremos esta ideia para
definirmos o indice de Poincaré-Hopf para singularidades de campos de vetores definidos
sobre variedades diferenciaveis. Além disso, apds um estudo deste indice generalizaremos

este objeto para variedades singulares.






Capitulo

3

Grau de uma aplicacao

Como dito anteriormente, no capitulo 4 definiremos o indice de Poincaré-Hopf para
singularidades isoladas de campos de vetores continuos sobre uma variedade diferenciavel
M. Tal conceito estara inteiramente relacionado com a noc¢ao de grau de uma aplicagao
diferenciavel propria f: M — N, onde M, N sao variedades diferenciaveis orientadas de
mesma dimensao m.

Na verdade, o indice de Poincaré-Hopf de uma singularidade isolada sera definido como
o grau de uma aplicagao especial. Assim, neste capitulo faremos um estudo do conceito
de grau de uma aplicacao diferencidvel prdpria.

Comecaremos entao, com a definicao de aplica¢oes proprias.

Definigao 3.0.8. Sejam X e Y espacos topologicos localmente compactos. Dizemos que
uma aplicacao continua f : X — Y é propria quando dado um subconjunto compacto K

de Y a sua imagem inversa f~!(K) for um subconjunto compacto de X.
A seguir, apresentaremos alguns exemplos e contra-exemplos de aplicagoes proprias.

Exemplo 3.0.9. A funcio f : R — R dada por f(z) = 2% é propria. De fato, dado
um subconjunto compacto K C R, sabemos que K é fechado e limitado. Agora, como a
funcao f é continua segue que f~(K) ¢ um subconjunto fechado de R, além disso, f~1(K)
também é um subconjunto limitado de R, pois basta observarmos que f~'([0, R]) =

(—=v/R,V/R) para todo R > 0 pertencente a R. Portanto, a funcio f é propria.

51
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Por outro lado, a fungao ¢ : (0,1) — [0, 1] definida por g(z) = 2, nao é propria, uma

vez que g~ 1([0,1]) = (0,1) nao é um compacto.

Exemplo 3.0.10. A funcdo f : R — R definida por f(z) = sen(x) para todo x € R
nao é propria. De fato, tomemos o subconjunto compacto K = {0} de R, temos que
f"YK) = {kr, k€ Z} nao é um subconjunto compacto de R, pois este conjunto nao é

limitado.

Exemplo 3.0.11. Consideremos a fungao

f: R — R
(r,y) — 22+ 9%

Fazendo uma andlise semelhante a que fizemos no Exemplo [3.0.9] concluimos que a apli-
cacdo f é propria, uma vez que f~'([0, R]) = B /z(0), onde B /z(0) denota a bola fechada
de centro 0 e raio VR de R2.

Exemplo 3.0.12. A fun¢io f : R? — R, dada por f(z,y) = x, ndo é propria, uma vez
que para todo ponto a € R a imagem inversa f~!(a) é uma reta em R? passando por

(a,0).

A seguir, apresentaremos uma proposi¢ao, que nos fornece uma importante classe de

exemplos de aplicagoes proprias.

Proposigao 3.0.13. Se X é um espago topologico compacto e Y é um espago topoldgico
localmente compacto Hausdorff, toda aplicagao continua f : X — Y é propria.

Demonstracao: Dado um compacto K C Y, como Y é Hausdorff segue que K é um
fechado em Y, logo f~!(K) ¢ um fechado em X. Mas X é compacto, donde temos que

fHK) é um compacto em X.

Observacgao 3.0.14. Sejam f : X — Y wuma aplicagao propria, B C'Y um subconjunto
aberto emY e A = f~Y(B), entdo a aplicagio f: A— B definida por f(ac) = f(z), para
todo x € A, € também propria. Notemos, que A e B sao localmente compactos, por serem

subconjuntos abertos de espacos localmente compactos.
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3.1 Grau de uma aplicacao

Sejam M, N variedades diferenciaveis n-dimensionais, orientadas e f : M — N uma
aplicacao diferenciavel propria. Como a variedade N é um espago Hausdorff, dado um
ponto p € N temos que K = {p} ¢ um subconjunto compacto de N, e portanto f~!(p) é
um subconjunto compacto de M.

No caso em que p é um valor regular de f, sua imagem inversa f~!(p) ¢ uma sub-
variedade 0-dimensional de M (ver Teorema , o que significa que f~'(p) é uma

quantidade finita de pontos de M, dessa maneira, a seguinte defini¢ao faz sentido.

Definicao 3.1.1. Sejam M, N variedades diferencidveis n-dimensionais, orientadas e
f : M — N uma aplicacao diferenciavel prépria. Dado p € N um valor regular de f, o
grau de f relativamente ao valor regular p é o ntimero algébrico de pontos em f~!(p), isto

¢, o ntimero de pontos positivos menos o nimero de pontos negativos em f~1(p).

A nogao de pontos positivos e pontos negativos pode ser vista na Defini¢ao [1.1.28].

Para indicar o grau de f relativamente a um valor regular p, usaremos a notagao

grp(f)'

Exemplo 3.1.2. Consideremos a funcao f : R — R definida por f(x) = x?. Para todo
h € R, a derivada de f em h é a aplicagao linear df;, : R — R dada por df,(z) = 2hzx.

Assim, temos trés casos a considerar:

1) Se h > 0, entao h ¢ um valor regular de f e f~1(h) = {—\/ﬁ, \/ﬁ}, além disso
df_ j(x) = —2\/5:10,

¢ uma funcao sobrejetora que inverte a orientagao. Por outro lado, df, /;(r) = 2V hz

¢ sobrejetora e preserva a orientacao, logo gry(f) = 0;

2) Se h = 0, entao dfy, é a fungao identicamente nula, assim h = 0 nao é valor regular

de f;

3) Se h <0, entdao f~(h) = & e consequentemente gry,(f) = 0.
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Analisando estes trés casos podemos concluir que gr,(f) = 0.

Exemplo 3.1.3. Seja S! a circunferéncia unitaria do plano. Para cada inteiro n € Z,

consideremos a aplicagao

fo:St— st

definida por f,(cos(8),sen(f)) = (cos(nh),sen(nf)). Pensando cada ponto z = (z,y) =
(cos(6),sen(f)) em S' como o ntimero complexo de moédulo 1, 2 = x+iy = cos(#)+isen(6),

temos f,(z) = 2™

Consideremos primeiro o caso n # 0. Para cada p € S', o subconjunto f, !(p) contém

exatamente |n| pontos, digamos

o) ={a, . qm}-

Como a aplicagao h : (—e,2m) — S* definida por h(f) = (cos(#),sen(f)) é um difeomorfis-
mo local, dado ¢; € f, (p), existe um intervalo aberto (01, 6-), satisfazendo |6, — 6] < 27

tal que a aplicacao
h: (91, 92) — Sl
7 —  (cos(0),sen(f))

¢ um difeomorfismo sobre sua imagem. Da mesma forma, a aplicagao k : (—ne, 2nmw) — S!
definida por k(7) = (cos(7),sen(7)) é um difeomorfismo local, entdao, considerando a
funcao
Gn: (—&,2m) — (—ne,2nn)
0 > no
e denotando por a e 3 os pontos h™1(g;) e g,(), respectivamente, obteremos um intervalo

aberto (71, 72) satisfazendo |7 — 7| < 27 tal que a aplicagao

k: (m,7) — St

T —  (cos(7),sin(T))
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¢ um difeomorfismo sobre sua imagem, com 5 = g,(«) € (71, 7T2). Agora, observemos que

para todo ¢ € h(fy,65), temos

kogyo h_l(Q) = fn<Q)>

como ilustra o diagrama abaixo.

(91,92) o, (71,7'2)

Mas,
d(kog,oh™"), : T,S" — T,S'

é um isomorfismo, logo a aplicacao
A(fn)g; : Ty,S" — T,S!

também é um isomorfismo. Assim, cada ¢; é um ponto regular de f,, e entao p é um
valor regular de f,. Agora, como hl, 0,) € k|(r,7) tem a mesma lei, o sinal do ponto
¢; € S' relativamente a transformacao d(k o g, o h™1),, ¢ igual ao sinal de « relativamente
a transformagao d(g,)a-

Logo, se n < 0, todos os pontos de f, *(p) sdo negativos e se n > 0, todos os pontos
de f,~'(p) sdo positivos, portanto, gr,(f,) = n.

Quando n = 0, temos fo(z) = (1,0) para todo 2z € S', entdo d(fy), = 0, para todo

v € S'. Dessa forma, os valores regulares de f sao os pontos p # (1,0) e gr,(fo) = 0.

Exemplo 3.1.4. Sejam S® C R""! a esfera unitaria n-dimensional e a aplicacao dife-

renciavel f :S” — S" dada por

f(xb s an-‘rl) - ('Ih <oy Ty _xTH-l)?

em outras palavras, f é a reflexao relativamente ao hiperplano x,,,; = 0.
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Consideremos o ponto p = (0,...,0,—1) em S", entao f~!(p) = ¢ = (0,...,0,1).
Os espagos vetoriais tangentes a S™ nos pontos p e ¢, T,S" e T,S", sao paralelos, como
subespacos vetoriais do R"*! ambos coincidem com o conjunto dos vetores v € R"*! tais
que v = (g, ..., qy,,0).

No que diz respeito a orientagao, diremos que uma base {ey,...,e,} de um espago
tangente T,S™ é positiva se, completando-a com o vetor normal v=u—0 que aponta para
o exterior de S™, obtivermos uma base positiva {ey, ..., e,,v} de R"*1.

Por exemplo, a base {ey,...,e,} formada pelos vetores

¢ positiva para o espaco tangente 7,S", pois V= qg—0=1(0,...,0,1) determina a base

positiva {ey, ..., e,, v} em R Por outro lado, no ponto

p:(oa"'?07_1>:f<Q)a

: , : .=

a mesma base {ej,...,e,}, agora considerada como base de T,,S", é negativa, pois w=
— : : n+1

p—0=(0,...,0,—1) determina a base negativa {ey,...,e,,w} para R"™'.

Agora, observemos que a transformagcao linear df, : 7,S™ — T,S™ é dada por

dfq<h1, ey hn, hn+1) - (hl, ey hn, —hn+1)

logo,

dfy(er) = e1, ..., dfy(en) = en.

Assim, df, inverte a orientacao e, por conseguinte, o ponto ¢ ¢ negativo. Podemos entao

afirmar que gr,(f) = —1.

Nesta se¢ao, utilizaremos algumas aplicacoes do Teorema de Sard. Como, por exemplo,
a Proposicao [3.1.5] nos garante que, sendo f : M — N uma aplicagao propria de classe
C!, além do conjunto dos valores regulares de f ser denso em N, esse conjunto é aberto

em NN.
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Proposigao 3.1.5. Sejam M, N variedades diferenciaveis n-dimensionais e f : M — N
uma aplicacio propria de classe C1. Entao, o subconjunto R de N formado por todos os

valores regulares de f é aberto em V.

Demonstragao: Consideremos R; o subconjunto de /N definido abaixo
R, = {p € N: pévalor regular de f e f'(p) # @}.

Entao, dado p € Ry, aimagem inversa f~!(p) é¢ uma subvariedade compacta 0-dimensional

de M, consequentemente ¢ uma quantidade finita de pontos, digamos

fHp) =A{p1,....,px} C M.

Além disso, para cada p; € f~!(p), a aplicagao df,, : T,,M — T,N é um isomorfismo.
Logo, pelo teorema da fungao inversa, existem vizinhangas abertas U, (as quais podemos

tomar duas a duas disjuntas), de p; em M e V},,, de p em N tais que
foUp, = Vo,
¢ um difeomorfismo. Consideremos

k
V=V CVppr i=1,... k.

i=1
Como p € V e a aplicacao

det: M — M,w, — R
z = [Jf(x)] — det([Jf(z)])

¢ continua, existe uma vizinhanca W, de p; (W,, C U,,) tal que det(z) # 0 para todo

x € Wp,, isto &, todos os pontos € W), sao pontos regulares de f,¢=1,... k.

k

Tomemos a vizinhanca V = ﬂ f(W,,) de p em V, temos que todo ¢ € V é um valor
i=1

regular de f. Mas, V' é um aberto de N, assim p é um ponto interior de V' e como V esta
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contido em R; temos que p é um ponto interior de R;. Como podemos fazer isto para
todo p € Ry, segue que R; é aberto.

Consideremos agora o conjunto

Ry={peN: [f(p=0a},

mostremos que Ry é aberto.

Com efeito, suponha que exista algum p € Ry tal que p nao é um ponto interior de Ry,
entao dada uma vizinhaga aberta V,, de p temos V,, € R,, donde obtemos uma sequéncia
{yn} em N, tal que, y, = p e y, ¢ Ry, para todo n € N.

Tomemos entao, o compacto

K= {{yn} Up}a

como f é propria a imagem inversa f1(K) = K ¢ um compacto de M e como f é
continua, o conjunto f(K) é um compacto de N, o que é um absurdo, pois f(K) = {y,}.
Logo, todo ponto p € R, ¢é interior & Rs, isto é, Ry é aberto.

Portanto, o conjunto R é aberto, uma vez que R = R; U R,. [

Até este momento, sabemos que o namero gr,(f) depende do valor regular p consi-
derado, porém mediante a hipétese adicional de que a variedade N seja conexa, veremos
que gr,(f) = gry(f), quaisquer que sejam p e g valores regulares de f.

Dividiremos a prova deste resultado em trés partes, supondo sempre que p,q € N
sejam valores regulares de f. Provaremos, primeiramente, que gr,(f) = gr,(f) se p e ¢
sao pontos suficientemente “proximos”. A seguir, mostraremos que essa igualdade subsiste
se p e q pertencem a uma vizinhanca coordenada que seja homeomorfa a R", isto é, se
p,q € V onde v : V. — R™ é uma carta de N satisfazendo ¢(V) = R". Finalmente,
demonstraremos que a igualdade continua valida, quaisquer que sejam p,q € N, valores

regulares de f, desde que N seja uma variedade conexa.

Lema 3.1.6 ([16]). Sejam M, N variedades diferenciaveis n-dimensionais, orientadas,

com N conexa, e f : M — N uma aplicacao diferenciavel prépria. Entao, todo valor
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regular p € N possui uma vizinhanga aberta V', formada apenas por valores regulares,
tais que gr,(f) = gry(f), para todo ¢ € V.
Demonstragao: Faremos a demonstracao em dois casos.

Caso 1:  Supondo que f~!(p) = @, o resultado segue pelo fato do conjunto

{penN: fp) =0}

ser aberto, como mostramos na Proposigao [3.1.5]
Caso 2:  Consideremos agora o caso em que p € N é um valor regular de f tal que
f~Hp) # 2, digamos f~'(p) = {p1,....p:}.

Em cada ponto p; € f~!(p) a aplicagao linear
For : T M — T,N

é um isomorfismo. Logo, pelo Teorema da Funcao Inversa, existem vizinhancas abertas
W; de p; em M, as quais podemos tomar conexas e duas a duas disjuntas, e V; de p em
N tais que

fWi =V

é um difeomorfismo. Como W; é conexa, todos os pontos de W; tem o mesmo “sinal”
relativamente a f.

Mostremos agora, que existe uma vizinhanca aberta V' de p tal que, para todo ¢ € V,
0 conjunto f‘l(q) consta precisamente de r pontos ¢i,...,q,, com ¢; € W;, isto é, ¢; =
f~Y(q) N W;. Tomando entdo, uma vizinhanga V' de p contida em Vi N ... NV, veremos
que, para todo ¢ € V e todo W;, o conjunto f~*(q) N W; é nao vazio.

Como f é biunfvoca em W;, a intersecao f~!(g) N W; constara de um tnico ponto g;,

mas f _l(q) poderé conter outros pontos fora de
W:W1U...UWT,

entao devemos mostrar que existe uma vizinhanca V' de p contida em Vi N ... N V., com

Yv)ycw.
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Suponhamos, por absurdo, que tal V' nao exista, isto é, suponhamos que para toda
vizinhanga aberta V' de p, contida em V; N ... NV, temos f~1(V) € W, consideremos
¢ : U — R™ uma carta de N, tal que, V C U e ¢(p) = 0, assim ¢(V') = A é um aberto de

R™ contendo a origem.

Para cada n € N consideremos a bola aberta Bi(0), de centro 0 e raio %, em R".

Logo,
o1 (B% (0)N A)

¢ uma vizinhanca de p em N e pela nossa hipotese,

IS (¢>—1 (B;(O) N A)) ¢ w.

n

Entao, existe

o€ fL (¢—1 (B (0) mA))

1

tal que x,, ¢ W, e assim obtemos uma sequéncia {z,}, onde z,, ¢ W para todo n € N.

Defina agora, a sequéncia {y,}, colocando y, = f(x,) para todo n € N, como
o(f(zn)) € B%(O) temos que y, — p quando n — oo, seja U; uma vizinhanca de p,
cujo fecho U; é compacto. Como ¥, — p, podemos supor que y, € U; para todo n € N,
assim cada x, € f~1(U).

Como a aplicacdo f ¢ propria, f~!(U;) é um compacto, passando a uma subsequéncia,
se necessario, podemos admitir que z,, — x € M, assim

f(x) = f(lim z,) = lim f(z,)=p.

n—oo n—o0

Segue entao, que x = p; para algum i = 1,...,r, onde x € W, como W ¢é aberto
e r, — x, segue que x, € W para todo n suficientemente grande, contradizendo a

construgao, segundo a qual tomamos z,, ¢ W para todo n.

Portanto, a vizinhanga V com f~1(V)) C W de fato existe, e o lema esta demonstrado.
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Lema 3.1.7 ([14]). Sejam M, N variedades diferenciaveis n-dimensionais, orientadas,
com N conexa, e f : M — N uma aplicacao propria de classe C*. Dados p e g valores
regulares de f que pertencem a um mesmo aberto V' C N, que ¢ homeomorfo a R™ através
de uma carta, entao gr,(f) = grq(f).
Demonstragao: Pelo Teoremal[l.1.12)existe ¢ : V — R™ uma carta de N, tal que p,q € V
com ¢(V) = R", podemos supor, sem perda de generalidade, que ¢(p) = 0.

Sejam ¢(q) = a, v o vetor 0a=a—0eA areta {tv : t € R}, consideremos a aplicagao
g=wof: M — R"edefinamos g : M x R — R™ colocando g(p,t) = g(p) + tv. De
acordo com o Teorema [I.1.19] a aplicagao g é transversal a reta A se, e somente se, 0 é

um valor regular de g.

Em (W), que é uma vizinhanga aberta de 0 em R"™, tomemos um ponto b que seja valor
regular de g, o Teorema de Sard assegura-nos que tal ponto existe. Seja ¢ = ¢~1(b) € W,

nessas condicoes, gr.(f) = grp(f), e daqui em diante basta provarmos que gr,(f) = gr.(f).

Podemos supor que 0 ¢é valor regular de g, entao, de acordo com o Teorema [1.1.19, a
aplicagdo g é transversal a reta A, e do Teorema [1.1.17] segue que g7*(A) é uma subvari-

edade 1-dimensional de M.

Seja 7 : R" — R" a projecao ortogonal de R™ sobre o hiperplano perpendicular a reta

A na origem, se u = (o, ...,q,) é o vetor unitario de v = 0a = a — 0, obtemos

A imagem 7(R™) é o conjunto

{(xl,...,xn) ceR": Zaixi:()},
i=1

que ¢ justamente o hiperplano descrito acima.

Escolhendo uma base nesse hiperplano, podemos identificid-lo com R"~!, definamos a

aplicacao ¢ = mo g: M — R"! e observemos que

(m0g)71(0) =g (n(0)) = g (A).
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Notemos também que a projecao 7w é uma transformacao linear, e pode ser identificada
com a sua derivada dm, em cada ponto x € R", isto é, dm, = w. Como 7 é sobrejetora

sobre R"™1, o0 ponto 0 € R"! ¢ um valor regular de 1.

Apos essas observagoes, vamos mostrar que sobre a subvariedade g7 '(A) € M &
possivel definir n — 1 campos diferencidveis de vetores linearmente independentes, ao

mesmo tempo tangentes a variedade M e normais a subvariedade g~ (A).

Seja p € g71(A), reconsideremos a aplicagao
Yp=mog: M —R"!
que se exprime por meio de n — 1 fun¢oes coordenadas

iz, .. ) = Y, i=1,....,n—1

onde k > n é a dimensdo do espaco euclidiano R* que contém a variedade M. Considere-
mos as aplicagoes di,,, ..., d,_1,, que sao formas lineares sobre o espago vetorial 7, M.
Por ser euclidiano, o espago vetorial 7,,M ¢é isomorfo ao seu dual T,,M™, esse isomorfismo
é

[:T,M — T,M*

definido da seguinte forma: para cada v € T,M colocamos [(v) = T € T,M"* tal que
T(w) = (v,w), onde w € T,M e {.,.) denota o produto interno usual de R* restrito ao

subespago vetorial T, M.

Sejam, Vi, ..., Vi, os vetores de T,M correspondentes, nesse isomorfismo, as
formas diy,,, ..., dy,_1,, esses vetores sao normais a subvariedade g '(A) C M no ponto

p, de fato, se u é um vetor tangente a g~ *(A) no ponto p, resulta

Wiy, = dis,(u) = 0,

pois v; é constante sobre g~ (A).
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Como p € ¥~1(0) = g7 (A) e 0 & valor regular de 1, a matriz jacobiana [JY(p)],_1xk

tem posto n — 1, mas dipy, ..., dip, 1, sdo exatamente as linhas de [Ji(p)], logo
d¢lp7 s adwn—lp
sao linearmente independentes, consequentemente os n — 1 vetores Vq,..., Vi, 1 sao

linearmente independentes.

O conjunto g7'(A) ¢ uma subvariedade 1-dimensional da variedade M, logo, g~'(A)
¢ uma reuniao de curvas abertas e fechadas, que contém os conjuntos g~ 1(0) = f~!(p) =
{p,- oy ega) = f7Hg) ={q, - a4}

Agora, vamos restringir nossas consideracoes ao segmento 0a C A. Como f é propria
e ¢ ¢ um homeomorfismo, a aplicacdo g = ¢ o f também é propria, logo g~*(0a) é uma
reuniao finita de curvas fechadas e curvas abertas com ponto final e inicial bem definidos.
Os pontos p1,...,p., q1, - - ., (s SA0 necessariamente as extremidades das curvas abertas.

De fato, tomemos uma curva aberta contida em ¢g~'(0a) e seja « : [0,1] — M uma
parametrizacao desta curva. Suponhamos que p; pertenca ao interior de ([0, 1]), como
p; ¢ ponto regular de g a aplicagao linear dg,, : T,,, M — R" ¢ um isomorfismo, entao pelo
Teorema da Aplicacao Inversa, existem vizinhangas abertas U, de p; em M e Vj de 0
em R" tais que a aplicagdo g : Uy, — V4 é um difeomorfismo local. Denotemos por W o

conjunto

((Up, ([0, 1)) \ {ps}) -

Entao, glw : W — g(W) também é um difeomorfismo, o que é um absurdo pois W é
desconexo e g(W) é conexo.

Analogamente, mostramos que p; nao pode pertencer a nenhuma curva fechada. Por-
tanto, para efeito de avaliacao de gr,(f) e de gry(f), as curvas fechadas eventualmente
contidas em ¢g~1(0a) podem ser desconsideradas, j4 que nao contém pontos de f~!(p),
nem de f~1(q).

Resta fazermos um estudo cuidadoso relativo as curvas abertas.

Tomemos uma curva aberta qualquer, que denotaremos por S, cujas extremidades

representaremos por A, B, e seja ¢ : [0,1] — M uma parametrizagao diferenciavel desta
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curva, tal que ¢(0) = A, ¢(1) = B e ¢(t) = p. Chamemos ey, ..., e,_1 aos n— 1 campos de
vetores continuos cuja existéncia ha pouco demonstramos. No ponto p = ¢(t), os vetores

e1(t),...,en—1(t) sdo, como vimos, tangentes a variedade M e normais a S = ¢([0, 1]) .

Seja e, (t) o vetor ¢/(t), tangente a S no ponto p. Entdo, o conjunto

{er(t), .. en1(t), en(t)}

constitui uma base do espaco vetorial tangente T, M.

Podemos admitir que essa base seja compativel com a orientacao existente em T, M
como espago tangente a variedade orientada M, pois se nao a for basta substituirmos um

dos n — 1 primeiro vetores pelo seu simétrico e obteremos uma base na dita condigao.

Consideremos o determinante

D(t) = det(dgy(er(1)), - . dgp(en1(t)), dgp(en(t))),

onde dg,(e;(t)) indica a coluna formada pelas n componentes do vetor dg,(e;(t)) € R™.

Se u é o vetor unitario de v = a — 0, podemos escrever

dgp(en(t)) = dgy(c'(t)) = A(t)u,

onde A(t) é uma fungao real continua.

Consideremos também o determinante

A(t) = det(dgy er (1)), ., dgy(ens (1)), u).

Em virtude da transversalidade de g sobre a reta A, segue que A(t) # 0, para todo

€ [0,1]. Como A(t) depende continuamente de ¢, podemos afirmar que A(t) ndo muda
de sinal quando ¢ percorre o intervalo [0, 1]. Observemos que entre D(t) e A(t) existe a
seguinte relgao

D(t) = A(#)A(). (3.1.1)
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Como os pontos A e B sao elementos do conjunto

f_l(p) Uf_l(Q) = {pla---aps} U{Qla'--7QT}

pode acontecer que A pertenga a um dos conjuntos f~!(p), f~(¢q) e B pertenca ao outro,
mas pode também suceder que A e B estejam ambos num s6 desses conjuntos. Estudemos
as duas possibilidades.

Suponhamos, primeiramente, que A € f~*(p) e B € f~*(q), entao, A = p; e B = ¢;
e temos g(A) = 0, g(B) = a, como os pontos p; e g; sao pontos regulares de g existem

vizinhangas de p; e ¢; em M, que chamaremos de V,, e V;, respectivamente.

As vizinhancas V), e V;, se aplicam difeomorficamente sobre vizinhangas de 0 e de a
em R", dessa forma, podemos afirmar que para valores nao nulos de t suficientemente

proximos de 0, os correspondentes pontos g(p) = g(c(t)) sao vizinhos de 0, mas nao nulos.

De modo anélogo se comportam os pontos g(p) = g(c(t)) que correspondem a valores

de t bastante proximos de 1, e diferentes de 1.

Considerando Oa como o segmento orientado de origem 0, seja a funcao

h(t) = (g(c(t)) = 0)-u,

=, o S - :
onde u é o vetor unitirio de ¥ = a — 0 e o ponto indica o produto escalar. Derivando a
funcao h, obtemos

_>
u

u= \t) u .

H(t)=((goc)(t). u= (dg,(c(t))). = A(t).

Agora, tomemos as vizinhangas V,,, s = V,, NS e Vi, s = V. NS dos pontos p; e q;,
respectivamente, em S. Consideremos os pontos da forma c¢(t) = p pertencentes a V,,, s e
a Vs, como c(t) = ey(t) ¢ uma base para o espago vetorial tangente a subvariedade S,
e como dg,|7,s ¢ um isomorfismo, temos que dgy|r,s(en(t)) = dgy(en(t)) = A(t)u é uma
base para o espago vetorial tangente ao segmento Oa em g(c(t)).

Os pontos da forma c¢(t) = p, pertencentes a Vpis € a Véjyg, sao sempre positivos ou

sempre negativos em relagao ao isomorfismo dg,|z,s, pois as vizinhangas V,, s e V;, s sao
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conexas. Suponhamos que estes pontos sejam negativos, entdao A(¢) < 0 para todo t tal
que c(t) pertence a V,, s e a V. 5, o que significa que h ¢ decrescente a direita de 0 e

também a esquerda de 1, mas isso é um absurdo, pelas consideragoes que fizemos acima.

Concluimos assim, que A(0) > 0 e A(1) > 0, segue disto e da Equacao que D(0)
tem o mesmo sinal que A(0) e que D(1) tem o mesmo sinal que A(1). Mas, ja vimos
que A(0) e A(1) tem o mesmo sinal, portanto o mesmo ocorre com D(0) e D(1), e isso

significa que os pontos p; e ¢; sao ambos positivos ou ambos negativos.

Admitamos agora, que A, B € f~!(p), por exemplo, entdo A = p;, B = p;, onde i # j.
Neste caso, g(A) = g(B) = 0 e empregando a mesma fun¢ao real h definida anteriormente
e utilizando o mesmo argumento que antes, verificamos que A(0) > 0 e A(1) < 0. Assim,
da Equacao temos que D(0) e A(0) tem o mesmo sinal, ao passo que D(1) e A(1)
tem sinais contrarios, como A(0) e A(1) tem o mesmo sinal, segue que D(0) e D(1) tem

sinais contrarios. Logo se p; € positivo, p; € negativo , e vice-versa.

Assim, se a curva aberta S esta no segundo caso, ela nao pesa no calculo de gr,(f), ou
de gr,(f), pois suas extremidades sao pontos de f~'(p), ou f~'(q), de sinais contrérios.
As tnicas curvas que influenciam no calculo dos graus sao as que estao no primeiro caso.
Para estas, as extremidades sao ambas positivas ou ambas negativas, e uma se aplica pela

f em p e a outra em ¢. Portanto, gr,(f) = gry(f), como querfamos demonstrar. n

Teorema 3.1.8 ([16]). Sejam M, N variedades diferenciaveis n-dimensionais, orientadas,
com N conexa, e f: M — N uma aplicagao propria de classe C'. Entao, o grau gr,(f)

independe do valor regular p € N.

Demonstracao: Dada f : M — N uma aplicacdo propria de classe C*, consideremos
p,q € N valores regulares de f. Sendo N conexa e como toda variedade diferenciavel
¢ localmente conexa, segue que N é conexa por caminhos. Logo, existe um caminho

a:[0,1] — N ligando os pontos p e q.

Agora, como a(|[0,1]) é compacto, dada uma cobertura de «([0,1]) por vizinhangas
coordenadas (tal cobertura existe, pois N é variedade diferenciavel) conseguimos uma

subcobertura {Vi, ..., Vi} finita de (][0, 1]) por vizinhangas coordenadas.
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Considerando essa subcobertura, {Vi,...,V;} e chamando p = ag e ¢ = a5 podemos
tomar pontos aq,...,as_1, tais que a;_1 e a; estejam na mesma vizinhanca coordenada V;,
parai=1,...,s.

Como N ¢é conexa podemos considerar que cada vizinhanca V; é difeomorfa a R™, além
disso, deslocando ligeiramente a;_; e a;, se necessario for, sem sair de V;, podemos supor
que os a;’s sao valores regulares de f, em virtude do Teorema de Sard.

Considerando ¢ : V; — R" o difeomorfismo entre V; e o espaco euclidiano R", e

chamando b; 1 = ¢(a;_1) e b; = ¢(a;), pelo Lema temos

gre_, (o f) = gry,(¢o f).

Mas, V; é conexa e ¢ é um difeomorfismo, entao todo ponto v € V; tem o mesmo sinal

relativamente a . Logo,

grai(f):grai,l(f), izl,...,s.

Portanto, gr,(f) = gry(f). -

A conexidade da variedade N é uma hipotese essencial para o Teorema[3.1.8] vejamos,
através do exemplo abaixo, que quando a variedade do contra dominio nao é conexa o

grau de f relativamente a um valor regular pode assumir valores diferentes.

Exemplo 3.1.9. Consideremos a fungao f : (0,1) — (—1,0) U (0,1) dada por f(x) = z2.

Assim, temos dois casos a considerar:

(i) Se h <0, entdao f~(h) = @ e consequentemente gry,(f) = 0;

(ii) Se h > 0, entdao f~'(h) = {\/E} e como vimos no Exemplo [3.1.2| h & positivo. Logo
gra(f) = L.

Tao importante quanto a conexidade da variedade N no Teorema|3.1.8|sao as hipoteses
de que a aplicacao f : M — N é propria e que as variedades M e N consideradas nao

possuem bordo. Vejamos os seguintes exemplos.
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Exemplo 3.1.10. Consideremos a funcgao f : (0,1) — R dada por f(z) = 2. E observe-
mos que tal fungao nao é propria, pois f~1([0,1]) = (0,1), que nao ¢ compacto.

Observemos também que se h < 0 ou h > 1, temos que f~1(h) = @ e consequente-
mente gry,(f) = 0, por outro lado, se h € (0,1), entao f~1(h) = {\/E} e como vimos no
Exemplo h é positivo, logo grn(f) = 1.

Exemplo 3.1.11. Consideremos a fungao f : [0,1) — (—1,1) dada por f(z) = z?. E
observemos que a variedade [0, 1) possue bordo.

Observemos também que se h < 0, temos que f~'(h) = @ e consequentemente
gri(f) = 0, por outro lado, se h € (0,1), entao f~'(h) = {\/E} e como vimos no
Exemplo h & positivo, logo grn(f) = 1.

Em virtude do Teorema|3.1.8] podemos agora definir o grau de uma aplicacao f : M —

N propria de classe C*.

Definicao 3.1.12. Dadas M e N duas variedades diferenciaveis n-dimensionais, orien-
tadas, com N conexa, e f : M — N uma aplicacdo propria de classe C!, chamamos de

grau de f o ntmero,

gr(f) = grp(f),

onde p € N é um valor regular qualquer da aplicacao f.
Como consequéncia do Teorema temos o seguinte resultado.

Proposicao 3.1.13. Sejam M, N variedades diferenciaveis n-dimensionais, orientadas,
com N conexa. Dada f : M — N uma aplicagao propria de classe C*, se gr(f) # 0, entdo
f € sobrejetora.

Demonstragao: Com efeito, suponha que exista y € (M), por definigdo, y sera valor

regular de f. Como f~1(y) = @, temos gr(f) = 0, o que ¢ um absurdo. ]

Da Proposicao|3.1.13] segue que dadas M, N variedades diferenciaveis n-dimensionais,
orientadas, com N conexa, e f : M — N uma aplicacao diferenciavel propria que nao seja

sobrejetora, entao gr(f) = 0.
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Exemplo 3.1.14. Sejam M uma variedade diferenciavel n-dimensional, compacta e ori-
entada, e f : M — R"™ uma aplicacao propria de classe C!.

Como M é compacta e f é uma aplica¢ao continua, temos que f(M) é um subconjunto
compacto de R™, logo, f(M) é um subconjunto fechado e limitado de R". Portanto, a

aplica¢@o f nao é sobrejetora, consequentemente gr(f) = 0.

Porém a reciproca deste fato nao é verdadeira, existem aplicacoes diferenciaveis proprias,
definidas entre variedades orientadas de mesma dimensao, que sao sobrejetoras cujo grau

é igual a 0.

Exemplo 3.1.15. Seja f : (—1,0) U (0,1) — (0,1) a aplicagao dada por f(z) = 22
Temos que f é sobrejetora, além disso, utilizando o Exemplo podemos concluir que
gr(f) =0.

Sejam M, N variedades diferenciaveis n-dimensionais, orientadas, com N conexa.
Dada f : M — N uma aplicagao diferenciavel propria, dependo da natureza das varieda-
des M e N, o célculo do grau de f pode se tornar muito dificil. Em alguns casos, podemos

contornar esta situagao com as seguintes propriedades.

Teorema 3.1.16 ([16]). Sejam M, N e P variedades diferenciaveis n-dimensionais, ori-
entadas, com N e P conexas. Consideremos, f: M — N e g : N — P aplicagoes proprias
de classe C*, entao gr(go f) = gr(g)gr(f).
Demonstragao: Sejam A C P e B C P os conjuntos dos valores regulares de g e go f
respectivamente. Como vimos na Proposi¢ao[3.1.5] os conjuntos A e B sao abertos, segue
entao do Teorema de Sard, que existe um ponto p € P que é valor regular de g e go f
simultaneamente.

Entao, temos dois casos para analisar, se (g o f)"'(p) = @, entdo g~ '(p) = @ ou
Y9 ' (p)) = @, e o resultado segue direto.

No caso em que (g o f)~'(p) # &, e consideremos g~ '(p) = {p1,...,p,}, entao todos

os pontos p; sao valores regulares de f, pois como N e P tem a mesma dimensao

dgy, : Tp,N — T,P
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¢ um isomorfismo.

Para cada p; € ¢ '(p), coloquemos f~'(p;)) = {pi,...,pis;}, entao,
(go /) *p) ={pyj: i=1,...,r, j=1,...,5}, o sinal de p;; relativamente a g o f
¢ o produto do sinal de p;; relativamente a f pelo sinal de p; = f(p;;) relativamente a
g. Seja g; o sinal de p;, isto é, ¢; = +1 se p; é positivo e ; = —1 se p; é negativo.
Analogamente, sejam 7;; o sinal de p;; relativamente a f e p;; o sinal de p;; relativamente

a go f. Temos
gr(g) = Zé‘i e gr(f) = ija
i=1 j=1

independentemente de 7, pelo Teorema Além disso, p;; = 1.6 €

grigo ) =Xy = Sim (i) e
= 2;197"(]6)51‘
= gr(f)X i€
= gr(f)gr(g)-

Do Teorema anterior decorre o seguinte corolario.

Corolario 3.1.17. Sejam M, N variedades diferenciaveis n-dimensionais, P, () varie-
dades diferencidveis r-dimensionais, com M, N, P, () orientadas e N, () conexas. Dadas

f:M— Neg:P — (Q aplicacoes proprias de classe C'!, seja a aplicacao

fxg: MxP — N x@Q
(z.y) = (f(z),9(y))

Entao,

gr(fxg) = gr(f)gr(g).

Demonstragao: Podemos escrever fx g = (fxj)o(ixg)ondei: M - Mej:Q — Q

indicam as aplicagoes identidade.
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Considerando as variedades M x P e N x Q munida da orientagao produto (ver [16],
pagina 9), ¢é facil ver que gr(f x j) = gr(f) e gr(i x g) = gr(g). O corolario segue entao
do Teorema ((3.1.16|). n

Exemplo 3.1.18. A aplicac¢do antipoda « : S* — S”, definida por

Ty, Tpyr) = (=21, .., —Tpy1)

tem grau (—1)"1,

Com efeito, temos o = f1 0 fo0...0 f,.1, onde cada
fi:S"— 8"

¢ dada por fi(xy,...,2p41) = (T1,..., =4, ..., ZTpp1) € tem grau —1, em virtudade do

Exemplo entdo pelo Teorema [3.1.16] concluimos que gr(a) = (—1)"*'.

O Teorema a seguir relaciona os conceitos de homotopia e grau de uma aplicagao.

Teorema 3.1.19. Sejam M, N variedades diferenciaveis n-dimensionais, orientadas, com
M compacta, e f,g : M — N, aplicacoes proprias de classe C' que admitem o mesmo

ponto p € N como valor regular. Se f >~ g, entao gr,(f) = grp(9).

Para a demonstragao deste resultado veja [16] pg 119.

Vimos que a nocao de grau de uma aplicacao envolve o conceito de valor regular,
é natural, entao, pensarmos que este conceito pode ser definido apenas para aplicagoes
diferenciaveis.

Entretanto, pelo Teorema [I.2.6] dada uma aplica¢ao continua f : M — N existe uma
aplicacdo g : M — N de classe C! que é homotopica a f. Assim, utilizando o Teorema

3.1.19] podemos agora definir o conceito de grau de uma aplicacao continua.

Definigao 3.1.20. Sejam M e N variedades diferenciéveis n-dimensionais, compactas e
orientadas, f : M — N uma aplicacao continua, e g : M — N uma aplicacao de classe
C' homotopica a f. Definamos o grau de f, que denotaremos por gr(f), como sendo o

grau da aplicacao g.
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A seguir apresentaremos dois exemplos, que decorrem do Teorema [3.1.19]

Exemplo 3.1.21. (O Teorema Fundamental da Algebra) Seja p : C — C um polinémio
de grau n > 1, entao, p é sobrejetor.

De fato, identificando o conjunto dos ntimeros complexos C com R?, a derivada do
polinémio p em um ponto z € C

dp, : R? —» R?

é uma transformacao linear que consiste na multiplicagao por um ntimero complexo. Logo,
dp, = 0 ou o determinante jacobiano det[Jp(z)] > 0. Assim, se o ponto w € C é um valor
regular de p, entdo gr,(p) é o nimero de elementos em p~!(w).

Sem perda de generalidade, podemos admitir que p(z) = 2" + ¢(z), onde ¢ é um

polinémio de grau < n — 1. A aplicacdo H : C x [0, 1] — C, definida por
H(z,t) = 2"+ (1 - t)g(2),

¢ uma homotopia entre p e o polinomio ¢ : C — C, dado por p(z) = z".
Para todo a # 0 em C, a equagdo z" = a tem exatamente n raizes, assim gr(y) = n,

logo, pelo Teorema [3.1.19 gr(p) = n. Portanto, da Proposi¢ao [3.1.13| temos que p é

sobrejetor.

Exemplo 3.1.22. Seja B;(0) € R™! a bola fechada centrada em 0 € R” e de raio
1. Como vimos na Proposicao [1.2.5, uma aplicagao continua f : S — S" estende-se
continuamente a uma aplicacdo f : B,(0) — S" se, e somente se, f é homotdpica a uma
constante.

Portanto, do Teorema [3.1.19 uma aplica¢ao continua f : S* — S™ estende-se continu-

amente a uma aplicacdo f : B,(0) — S™ se, e somente se, gr(f) = 0.

Teorema 3.1.23. Seja M uma variedade diferenciavel n-dimensional, compacta, conexa
e orientada, e seja S™ uma esfera de mesma dimensao que M. Se duas aplicagoes

f,g9: M — S™ tem o mesmo grau, entao f e g sao homotopicas.

Para a demonstracao deste resultado ver [16] pg 68 ou [13] pg 129.
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Sejam M e N variedades diferenciaveis n-dimensionais, orientadas, compactas e conexas,
como vimos na Secao 1.3, uma aplicacao propria f : M — N induz um homomorfismo
fs: Hy(M) — H,(N), do grupo de homologia de M no grupo de homologia de N. Além
disso, podemos mostrar que os grupos de homologia de M e N na dimensao n, H,(M) e
H,(N), sao isomorfos ao grupo dos inteiros Z.

Como ocorre com todo homomorfismo de Z em Z, f, ¢ a multiplicagao por um nimero

real, que denotaremos por r.

Teorema 3.1.24. Sejam, M e N variedades diferenciaveis n-dimensionais, orientadas e

conexas, e f : M — N uma aplicagao propria de classe C', entao, gr(f) = r.

Para a demonstragao do teorema acima, veja [I5] (Teorema 21, pg 510).
Utilizando o conceito de grau, na proxima secao, apresentaremos a nogao de grau local
de uma aplicacao continua, a partir de informacgoes desta aplicacao em uma vizinhaca de

um dado ponto.

3.2 Grau local de uma aplicagao

Comecaremos esta secao relembrando a definicao de tipo de homotopia entre espagos
topologicos e apresentando um exemplo deste conceito, o qual utilizaremos no decorrer

de toda a segao.

Definicao 3.2.1. Sejam X e Y espacos topoldgicos, dizemos que uma aplicacao continua
f X —= Y é uma equivaléncia homotdpica quando existe uma aplicagao continua g :
Y > Xtalquegof~id: X - Xefog~id:Y — Y. Neste caso, g chama-se uma

equivaléncia inversa de f e os espacos X e Y dizem-se ter o mesmo tipo de homotopia.

Exemplo 3.2.2. Dado um ponto a € R", seja B.(a) a bola fechada de centro a e raio
e > 0 em R". Entdo, B.(a)\ {a} e a esfera unitaria S"~! tém o mesmo tipo de homotopia.

De fato, sejam

P = Pae * Ee<a> \ {a} —S" e J = Jae: St — E:—:(a’) \ {a}
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as aplicacoes definidas por

r—a

p(x) ily) = a+ey,

=——— &€
|z — al

assim, poj = id : S*! — S"!.  Além disso, considerando a aplicacao continua

F:B.(a)\ {a} x I = B.(a)\ {a} dada por
F(z,t) = (1—1t) (a + sﬁ) + t.
temos j o p~id: B.(a)\ {a} — B.(a)\ {a}.

Fazendo € = 0o no Exemplo [3.2.2) obtemos B = R". Continuamos tendo R™ \ {a} e

S*~! do mesmo tipo de homotopia, a equivaléncia homotépica
p=Paco : R"\ {a} — 8"

define-se do mesmo modo, mas sua inversa j = jooo : S"' — R"\ {a} é definida por

ily) =a+y.

Definigao 3.2.3. Sejam U C R” um aberto, a € U, b € R", e f: U\ {a} — R"\ {b}
uma aplicacdo continua. Consideremos B.(a) C U uma bola fechada de centro a e raio &
e as aplicagoes j = joo : S"' — B.(a) \ {a}, p = proo : R*\ {b} — S"~!, introduzidas
acima.

Consideremos também a composicao po foj: S* 1 — S*1, definimos o grau local da
aplica¢do f em a, que denotaremos por 7,(f), como sendo o grau da aplica¢do po foj:

St 871, sto &, 7a(f) = gr(po f o j).

Observemos que 7,(f) ndo depende da escolha da bola fechada B.(a) C U. De fato,
seja Esl(a) C U a bola fechada de centro em a e raio €; > 0, suponhamos que ¢; < ¢,

entdo B, (a) C B.(a), seja

kB, (a)\ {a} = B.(a) \ {a}
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a inclusdo. Tomando a aplicagdo J : S*~! x I — B.(a) \ {a} dada por
J(y,t) =1 —t)(a+e1y) +tla+ey)
vemos que ko j! ~j:S" ' = B.(a) \ {a}. Como
fok:B(a)\{a} = R"\ {b}

é a restricdo de f a B.,(a) \ {a}, o grau local da aplicacdo f, definido por meio da bola

B.,(a) em vez de B.(a), ¢ o grau da aplicacdo

pOfOkOjlisn_l—)Sn_l.

Mas po fokoj! =~ po foj. Portanto, pelo Teorema(3.1.19, gr(po fokoj') = gr(po foj).

Observacao 3.2.4. 1) O grau local v,(f) depende somente do comportamento de f
numa vizinhanca arbitrariamente pequena do ponto a. Mais precisamente, se U,V C

R™ sdo abertos contendo o ponto a, e

frUN{ay = RU\{b}, g:V\{a} = R"\ {b}

s@o aplicagoes continuas tais que f|lw = glw, onde W € um aberto de R"™ satisfazendo
W CcUNV, entao v,(f) = va(g). Basta, na defini¢ao de grau local, tomar a bola
B tio pequena que B C W e usd-la para calcular v,(f) e va(g).

2) Se f~g:U\{a} = R*\ {b}, entao v.(f) = va(g). Com efeito, temos f ~ g :
B\ {a} = R"\ {b}, donde po foj~pogoj e dai

Ya(f) =gr(po foj)=gr(pogoj)=ralg)
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Exemplo 3.2.5. Consideremos cada ponto z = (x,y) € R? como um ntimero complexo

z = x + 1y, e a aplicacao continua

[+ REA{0} — R2\{0}

z —> 2k,

onde k € Z. Denotando por B, a bola fechada unitaria centrada na origem 0 € R"*!, as

equivaléncias homotopicas p : By \ {0} — S' e j : S' — B, \ {0} sdo dadas por

p@):ﬁ e jly) =y

respectivamente, assim, po foj : S! — S! é a restricao de f a S'. Do Exemplo

temos gr(po f o j) = k, portanto, v (f) = k.

A seguir apresentaremos algumas propriedades e exemplos, que além de nos ajudarem

a compreender o conceito de grau local, serao utilizados mais adiante.

Teorema 3.2.6. Sejam U e V subconjuntos abertos de R". Consideremos trés pontos a,
b e c de R™, tais que os pontos a e b estejam contidos em U e V, respectivamente. Consi-
deremos ainda f: U\ {a} = R*\ {b} e g : V' \ {b} — R™\ {c} aplicagbes continuas, com
fF(UN\A{a}) € V\{b}. Entdo, va(g o f) = 1(9)7a(f)-

Demonstragao: Tomemos B., = B, (b) C V a bola fechada de centro b e raio ¢, e,

B. = B.(a) C U a bola fechada de centro a e raio ¢ tais que f(B.) C B.,. Entdo,
Yalgo f) =gr(pogo foj).

Sejam

pl B, \ {0} =S ! e jt:S"! =B, \{b}

as equivaléncias homotopicas naturais, assim, j!op' ~id : B,, \ {b} — B., \ {b}, e temos

pogofoj~pogojloptofoy.
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Logo, pelo Teorema |3.1.16
gr(pogo foj)=gr(pogoj')gr(p' o foj).

Mas, 1(g) = gr(po g o j'), enquanto ,(f) = gr(p' o f o j), onde p* : R* \ {b} — S"~1.

Porém p! = 92‘E61\{b}’ assim

plofoj=pofoj
e dai v,(f) = gr(p' o f o j). Portanto 7a(g o f) = (9)7a(f)- m

Corolario 3.2.7. Sejam U, V e W subconjuntos abertos de R", e os pontos a € W C U,
b e V. Consideremos f : U\ {a} — R"\ {b} uma aplicagao continua. Se f aplica W\ {a}

homeomorficamente sobre V' \ {b}, entao ~,(f) = £1.

Demonstragao: Seja a aplicacio continua f = f lw\{a} © f~! a sua inversa, entdo, do
Teorema m, temos Yo(Id) = vo(f ' o f) = va(f)w(f~"). Portanto, concluimos que
Y (f) = £1. [

Exemplo 3.2.8. Seja f : R” — R" uma aplicagao linear invertivel, entao

f(R"\ {0}) = R*\ {0} .

Mostraremos que vo(f) = 1 se det(f) > 0 e v (f) = —1 se det(f) < 0.
De fato, se det(f) > 0, entdo f pertence a componente conexa da identidade em

Gl(n,R) e entdo existe uma aplica¢do continua

a: [0,1] — Gi(n,R)
t = s

com fo = fe f; =1id : R" — R" Cada aplicacao linear f; é invertivel e tal que

fi (R*\ {0}) € R™\ {0}, assim, considerando a aplicagao continua

F: R"x[0,1] —» Rr
(xvt) = ft<x>7
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obtemos f ~id : R” — R"™. Da Observacao |3.2.4] segue que yo(f) = 1.

Por outro lado, se det(f) < 0, seja
A:R™\ {0} — R"\ {0}

a reflexao relativamente ao hiperplano x,, = 0, isto é, N(xy,...,2,) = (T1,..., Tn_1, —Tp).

Segue do Exemplo que Yo(A) = —1 e, como det(Af) > 0, temos

L=7%(Af) =%A\)(f) = —(f)

e portanto Y (f) = —1.
Do Corolario [3.2.7 e do Exemplo [3.2.8] obtemos a seguinte proposi¢ao.

Proposigao 3.2.9. Sejam f : U — R” uma aplicacao diferenciavel, um pontoa € U C R”
e b= f(a). Suponhamos que f(U \ {a}) C R\ {b} e admitamos ainda que a aplica¢ao
linear df, : R® — R" seja invertivel. Entdo, v,(f) = 1 se o determinante jacobiano
det(df,) > 0 e v, (f) = —1 se det(df,) < 0.
Demonstragao: Pelo Teorema da Funcao Inversa, f aplica homeomorficamente uma
vizinhanga do ponto a sobre uma vizinhanca de b, pelo Corolario |3.2.7, concluimos que
Tl f) = L.

Considerando o Exemplo [3.2.8] basta mostrarmos que v,(f) = 7o(df,), onde df, :
R™\ {0} — R"\ {0}.

Sem perda de generalidade, podemos supor a = 0 e f(a) = 0, seja
i=inf{||dfe(u)ll; weR" [ul|=1},

mostremos que ¢ > 0.

De fato, suponhamos que 7 = 0, logo dado ¢ = % > 0 existiria u, € R™\ {0} com
lunll =1 e ||dfa(un)]| < . Assim, terfamos a sequéncia {[|df,(u,)||} convergindo para 0,
e consequentemente a sequéncia {df,(u,)} também convergiria para 0. Do fato de f ser
de classe C! terfamos u,, — 0, o que ¢ absurdo, pois |lu,|| = 1 para todo n € N, logo

7> 0.
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Além disso, sabemos que numa vizinhanga do 0 podemos escrever

f(x) =df,(z) +0(x), onde lim [o()] = 0.

=0 ||z

Seja W aberto, com 0 € W C U e tal que
———= <14, paratodo x €W, z#0.

Entao, quaisquer que sejam x € W\ {0} e 0 <t < 1, temos

(1 - t)f<x) + tdfa(SE) = (1 — t)dfa(x) + (1 _ t)@(x) + tdfa(l‘)
= df,(z) + (1 —t)0(z)
= el [ar. () + (0 - 5] %0

Assim, podemos definir uma homotopia F': (W \ {0}) x I — R"™\ {0} entre as restrigoes
F.dfa : W\ {0} = R\ {0}, pondo

Fla,t) = (1) f () + tdfu ).

Segue da Observagao que Yo(f) = v(df.) = £1, conforme det(f) é positivo ou

negativo.

Teorema 3.2.10. Sejam U C R"™ um aberto, a € U e f : U\ {a} — R"\ {b} uma
aplica¢do continua, onde b = f(a). Entao 7,(f) = 0 se, e somente se, para toda bola
fechada B.(a) C U de centro a e raio ¢, existe uma aplicacdo continua g : U — R™ \ {b}

que coincide com f em U \ B.(a).

Demonstracao: Se existe g : U — R" \ {b} continua, com g(x) = f(z) para todo
x € U\ B.(a), consideremos a aplicacdo j = j,. : S*! — B.(a) \ {a}, como definida
anterirmente, e chamemos de B; = B;(0) a bola fechada unitaria com centro na origem

0eR"
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A mesma formula que define j, define também um homeomorfismo j : B; — B.(a),

assim se considerarmos i : S*~' — B; a inclusdo, temos
foj=iojog:S"t =R\ {b},
pois f coincide com g em j(S"7!). Isto significa que
h=pofoyj:S"1 st

estende-se a uma aplicacao continua h = pogoj : By — S"!, entdo, pelo Exemplo[3.1.22]
Ya(f) = gr(po foj)=0.
Suponhamos agora que v,(f) = 0 e tomemos uma bola fechada qualquer B.(a) C U,

temos gr(pofoj) =0, com j = jo. : S" ' — B.(a)\{a}, pelo Teorema|3.1.23| concluimos
que

po foj =~ constante. (3.2.1)

Considerando a equivaléncia homotopica j' : S"~! — R" \ {b}, inversa de p, temos

jlop~id: R\ {b} = R"\ {b}. (3.2.2)

Segue das Equagoes (3.2.1)) e (3.2.2)) que

foj=ido(foyj)~jlopofoj=~j'oconstante = constante : S*"* — R™\ {b}.
Na Proposigao [1.2.5) vimos que
foj:S" =R\ {b}

admite uma extensio continua k : B; — R™\ {b}. Considerando novamente o homeomor-

fismo j : B, — B.(a), definimos a aplicacio g : U — R™ \ {b} da seguinte forma

f(x), se zeU\B.a)

(z) = ; _
! k(j7'(2)), se z€B.(a)
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Portanto, g é continua, como queriamos demonstrar.






Capitulo

4

Indice de Poincaré-Hopf

Por volta de 1885, H. Poincaré provou um importante teorema, no qual associou a
cada singularidade isolada de um campo de vetores v sobre uma superficie compacta
e sem bordo M? um ntmero, que é chamado indice da singularidade. Por exemplo,
considerando a esfera S%, o teorema provado por H. Poincaré garante que todo campo

vetorial continuo admite pelo menos uma singularidade.

O surpreendente resultado, provado por H. Poincaré, diz que a soma destes indices
das singularidades de um campo continuo v tangente & uma superficie compacta e sem
bordo M? nao depende do campo v. Esta soma de indices é um ntimero, chamado a

caracteristica de Fuler da superficie M?, denotado por x(M?).

Mais tarde, por volta de 1927, H. Hopf demonstrou que o teorema provado por H.
Poincaré para superficies compactas vale mais geralmente, isto é, H. Hopf provou que
dada uma variedade m-dimensional, compacta e sem bordo M a soma dos indices das
singularidades de um campo continuo v tangente & M nao depende do campo v. Este

resultado passou entao a ser conhecido como Teorema de Poincaré-Hopf.

Neste capitulo, apresentaremos o conceito de campos vetoriais sobre variedades di-
ferenciaveis e de indice de singularidades isoladas de campos vetoriais definidos sobre
tais objetos, demonstraremos algumas propriedades deste indice e por fim provaremos o

Teorema de Poincaré-Hopf.

83
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4.1 Campos de vetores

Campos de vetores sao amplamente estudados, devido a sua importancia em vérios
ramos da matematica e também por suas vérias aplicagoes em outras areas como fisica,
biologia, economia e etc. Neste capitulo, apresentaremos a definicao de campo de vetores

tangente a uma variedade diferenciavel M.

Definicao 4.1.1. Um campo vetorial v, sobre uma variedade diferenciavel M, é uma
correspondencia v : M — TM que associa a cada ponto p € M um ponto (p,v,) do

fibrado tangente 7'M, onde v, € T,M.

b b
Dado um campo vetorial v sobre M e ¢ : V C M — U C R™ uma carta de M, para

todo p € V podemos escrever

onde

denota a base
{deiipen. - dogly(en)}

do espago vetorial tangente T,,M associada a carta ¢ em cada ponto p = ¢ H(x1,. .., Tpm).
Assim, para cada carta ¢, o campo v fica definido pelas m funcgoes reais o;; : V — R.
Diremos que o campo v é continuo, diferenciavel ou de classe C*, quando para toda

carta ¢, as funcoes a; forem continuas, diferenciaveis ou de classe C*, respectivamente.

Exemplo 4.1.2. Os campos de vetores definidos sobre um aberto U de R?, que apresen-
tamos na Definic¢ao [2.0.12] sao campos de vetores tangentes a U, pois para todo p € U

podemos identificar o espago vetorial T,U com R?, para maiores detalhes veja [13] ou [17].

Exemplo 4.1.3. A aplicagao definida por v(z,y) = (—y, x), para todo (z,y) € S!, é um
campo de vetores tangente a S', uma vez que em cada ponto (x,y) € St o espaco tangente

T(2)S" € 0 conjunto dos pontos {(u,v) € R*: ((u,v), (z,y)) = 0}.
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AR
N/

Figura 4.1: Campo de vetores sobre S

Observagao 4.1.4. Seja M uma variedade diferencidvel, entao existe uma projecao natu-
ral w: TM — M definida por m(p,v) = p. Assim, seque diretamente da defini¢ao, que um
campo vetorial na variedade M é uma aplicagio v : M — TM satisfazendo m(v(p)) = p,

para todo p € M.

Teorema 4.1.5. Sejam M uma variedade diferenciavel e TM o seu fibrado tangente.
Todo campo vetorial diferenciavel v : M — T'M é um mergulho.

Demonstracgao: Seja v : M — T'M um campo vetorial diferenciavel na variedade M,
como mov = Id: M — M segue que v é uma imersao de M em T'M.

Dessa forma, para concluirmos a demonstragao s6 falta mostrarmos que v é um home-
omorfismo sobre sua imagem. Segue da definicao de campo de vetores que v : M — T'M
é injetora, logo v é bijetora sobre sua imagem.

Podemos definir sobre v(M) a aplicacdo v™ |,y = T|u(ar), que € continua. Portanto,

v é¢ um mergulho. n

Segue diretamente do Teorema que, dado um campo vetorial diferenciavel v :
M — TM sua imagem v(M) é uma subvariedade de TM.

Definigao 4.1.6. Sejam M uma variedade diferenciédvel e v um campo de vetores tan-
gentes sobre M, uma singularidade do campo v é um ponto p € M, onde o campo v se
anula, ou seja, v(p) :6.

Se p € M é uma singularidade do campo v e se existe uma vizinhanca V' de M tal

que p é a Unica singularidade de v em V', entao p é chamada uma singularidade isolada

do campo v.
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Exemplo 4.1.7. Consideremos v : R® — R? a aplicagao definida por v(z,y,z) =
(—y,,0), para todo (z,y,2) € S%.. Temos que v ¢ um campo de vetores tangente a
S? (ver Figura , e observemos que, os pontos (0,0, —1) e (0,0,1) sdo as tnicas singu-
laridades do campo v, além disso, é facil ver que (0,0,—1) e (0,0, 1) sao singularidades

isoladas de wv.

Figura 4.2: Campo de vetores sobre S

A seguir daremos a nocao de singularidade simples de um campo vetorial diferenciavel
definido sobre uma variedade diferenciavel M. Veremos na se¢ao 4.4 que este conceito

esté relacionado com a caracteristica de Euler de M.

Definicao 4.1.8. Sejam M uma variedade diferenciavel, TM seu fibrado tangente e
v : M — TM um campo de vetores diferenciavel sobre M. Diremos que uma singularidade

p do campo v é simples se
dop(T,M) & dvy(T,M) = Tip0) (TM)

onde ¢ : M — T'M é o campo vetorial nulo, isto é, ¢(p) = (p,0) para todo p € M.
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Se p € M é uma singularidade simples do campo v : M — TM, geometricamente,
significa que as subvariedades ¢(M) e v(M) interceptam-se transversalmente no ponto
(p,0) = v(p) = ¢(p). Como ilustragao vejamos a Figura [£.3] onde o ponto p; ¢ uma
singularidades simples do campo v e o ponto p, é uma singularidade do campo v, porém

nao é simples.

< TM

M x {0}~ M

Figura 4.3: Representacao geométrica de uma singularidade simples

Teorema 4.1.9. Sejam M uma variedade diferenciavel e ¢ : V' — U uma carta de M,
onde V é um aberto de M e U é um aberto de R™. Dado um campo de vetores diferenciavel
v: M — TM, como descrito abaixo

)

i 0
Vg = Zai(q)g(q), para todo g € V.
i=1

Uma singularidade p de v é simples se, e somente se, det ([Ja(p)]) # 0, onde o : V' — R™
¢ a aplicagao diferenciavel dada por a(q) = (a1(q), - .., am(q)).
Demonstracgao: Sejam ¢ : V' — U uma carta de M, onde p € V e U é um subconjunto

aberto de R™ e ¢ : Ty M — U x R™ uma carta de T'M, definida por
@(xla"wxmavlw'wvm) = (p,U)

onde Ty M = U {p} x T,M, p=o¢(x1,...,2,) e u é o vetor tangente a M em p cujas
peEV
coordenadas locais com respeito a ¢ sao (v, ..., V).
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Em termos das cartas ¢ em M e ¢ em T'M, o campo v e o campo vetorial nulo

¢: M — TM se exprimem da forma

¢ (T, Tm) — (T1,...,2p,0,...,0)

V(T X)) = (T Ty 0 (T Ty Qo (T, e T).
Seja a base {a%l(p), . %(p)} de T,M, associada a carta ¢, entdo os vetores

sao bases de do,(T,M) e de dv,(T,M), respectivamente, do fato de p ser uma singularidade

simples de v, segue que

d¢p<aim(p))v e ’d¢p(%<p))a dvp(%(p))v cee ’dvp<%(p))

¢ uma base do espaco vetorial T, o) (T'M).

Em relacao a carta ¢, cada vetor dgzﬁp(%(p)) tem coordenadas (0,...,1,0,...,0), isto
é, todas as coordenadas sao nulas, exceto a i-ésima que é igual a 1, as coordenadas do

vetor dvp(ﬁ(p)), em relacdo a mesma parametrizagdo @ sao

dan dam

0, 1,0,0, 5=(0), - 5= (0)),

onde as m primeiras coordenadas sao nulas, com excecao da i-ésima. Assim, a matriz

quadrada cujas colunas sdo as coordenadas dos vetores dgbp(ai(p)) e dvp(ai(p)), relati-
Ty Zq

vamente a parametrizagao ¢, assume a forma abaixo, onde os quatro blocos sao matrizes

m X m
I 1

0 [Ja(p)]

A—

Os 2m vetores em questao sao linearmente independentes se, e somente se, det(M) # 0.

Mas, det(M) = det([Ja(p)]). Portanto, det([Ja(p)]) # 0. =
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Deste resultado obtemos o seguinte corolério.

Corolario 4.1.10. Sejam M uma variedade diferenciavel e T'M seu fibrado tangente, as
singularidades simples de um campo vetorial diferenciavel v : M — T'M sao isoladas no
conjunto de todas as singularidades de v.
Demonstracgao: Sejam p € M uma singularidade simples de v, ¢ : V — U uma carta
de M, onde V' é um aberto de M contendo p e U é um aberto de R™, podemos descrever
v, da seguinte forma

o= a0 5(a)

=1

para todo g € V.

Consideremos a aplicacao diferenciavel o : V' — R™ definida por

a(g) = (a1(q), - am(9)),

do Teorema segue que det([Ja(p)]) # 0, logo, pelo Teorema da Funcao Inversa,
existe uma vizinhanca W de p em M, tal que a aplicacao o é um difeomorfismo de
W sobre uma vizinhanga de (0,...,0) € R™, portanto, para todo g # p de W, temos
(c1(q), .-, am(q)) # (0,...,0), isto é, nenhum outro ponto g € W, além de p, é uma

singularidade de v. n

Observacao 4.1.11. Sejam M uma variedade diferencidvel compacta, v : M — T M um
campo de vetores continuo e ¢ : M — TM o campo de vetores nulo, entao, ¢p(M) é um
subcongunto compacto de TM, mas TM € um espaco topologico Hausdorff, logo ¢(M) €
um subconjunto fechado de TM. Do fato de v ser continuo e M ser compacta, temos que
v (d(M)) € um subconjunto compacto de M, mas, v~ (¢p(M)) € exatamente o conjunto
dos pontos singulares de v. Segue entao do Coroldrio que se M ¢ uma variedade
diferencidvel compacta e v é um campo diferencidvel sobre M cujas singularidades sao

todas simples, estas sao em numero finito apenas.

A seguir, mostraremos que todo campo diferenciavel v : M — T'M pode ser aproxima-
do por um campo de vetores diferenciavel w : M — T M, cujas singularidades sao todas

simples.
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No entanto, para demonstrar esse resultado, precisaremos dar uma estrutura topolo-
gica para o conjunto F (M, N) das aplicacoes diferenciaveis da variedade M na variedade

N, para isto, apresentamos as seguintes definigoes.
Definicao 4.1.12. Sejam M e N variedades diferenciaveis, dadas f,g : M — N apli-

cagoes diferenciaveis, definimos a distancia

do(f, 9) = sup{|f(p) —g(p)l;p € M},

onde a norma |f(p) — g(p)| é a do espaco R* em que N esta imersa.
Chamaremos de topologia C° a topologia sobre F (M, N) definida pela distancia d.

Definicao 4.1.13. Sejam M e N variedades diferenciaveis, dadas f,g : M — N apli-

cagoes diferenciaveis, definimos a distancia

di(f,9) = max{do(f,g), sup{ldfy(v) —dgy(w)|;u € T,M, |u| =1, pec M}}.

Como na definigao anterior |df,(u) — dg,(u)| é a norma de R¥. A topologia definida pela

distancia d; em F(M, N) ¢ chamada topologia C*.

Teorema 4.1.14. Seja M uma variedade diferenciavel, o conjunto de todos os difeomor-

fismos f : M — M é um aberto na topologia C*.

Além das topologias introduzidas anteriormente, para demonstrar o resultado que
comentamos acima, precisaremos de um resultado conhecido como “Lema da Transversal-

idade”, o qual apresentaremos a seguir.

Teorema 4.1.15. (Lema da Transversalidade) Sejam M, N variedades diferenciaveis,
f M — N uma aplicacao diferenciavel e S C N uma subvariedade de N. Consideremos
X C M um subconjunto fechado de M tal que f é transversal a S em todos os pontos de
X N f71(S). Entao, dado ¢ > 0, existe uma aplicacio diferencidvel g : M — N tal que

di(f,g) < e, além disso g é transversal a S e coincide com f em X.

Demonstraremos a seguir o principal teorema dessa se¢ao.
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Teorema 4.1.16. Sejam M uma variedade diferencidvel e T'M o seu fibrado tangente,
todo campo vetorial diferenciavel v : M — TM pode ser arbitrariamente aproximado,
na topologia C*, por um campo vetorial diferencidvel cujas as singularidades sao todas

simples.

Demonstracao: Consideremos o campo vetorial identicamente nulo ¢ : M — TM.
Fazendo S = ¢(M) no Teorema , vemos que ¢é possivel aproximar arbitrariamente,
na topologia C!, a aplicacdo v : M — T'M por uma aplicacao diferenciavel g : M — T M
que é transversal a ¢(M), isto é, é possivel aproximar v por um campo diferenciavel g,

cujas singularidades sao todas simples. n

Observagao 4.1.17. Na demonstragdao do Teoremalj.1.16 o subconjunto v (¢(M)) C M
desempenha o papel do subconjunto X considerado nas hipoteses do Lema da Transver-

salidade.

4.2 O indice de Poincaré-Hopf

No capitulo anterior, definimos o grau local y,( f) da aplica¢do f no ponto a € U. Nesta
se¢ao, utilizaremos o grau local de uma aplicacao em um dado ponto, para definirmos o
indice de Poincaré-Hopf de uma singularidade isolada de um campo de vetores continuo

v sobre uma variedade diferenciavel M.
Uma defini¢ao equivalente deste indice, porém com outras ferramentas, ¢ dada em [5].

Sejam v um campo vetorial continuo sobre uma variedade diferenciavel m-dimensional
M, p € M uma singularidade isolada de v e V' uma vizinhanga de p tal que v, = 0, mas

vy # 0 para todo ¢ € V' \ {p}.
Podemos supor que V' é dominio de uma carta ¢ : V — U C R™, consideremos

U=¢(V)CR"™ea=¢(p) €U, entao para todo ¢ € V, temos

vo=S" oslp(a) 2 (0)
: ox;
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onde, o; : U — R é uma funcao continua para cada ¢ =1,...,m, e o conjunto

{0 )}

denota a base
{degip(en).- ozl (en) |

do espaco vetorial T, M associada a carta ¢ : V' — U (que como dissemos em [1.1.27]é uma

base positiva de T,M ). Obtemos assim uma aplicacao continua f : U — R™, definida por

fu) = (ar(u),...,am(u), ueUl.

Como p é a tunica singularidade de v em V| temos f(u) = 0 € R™ apenas para u = a,

onde f(U \ {a}) C R™\ {0}.

Definicao 4.2.1. Sejam v um campo vetorial continuo sobre uma variedade diferenciavel
m-dimensional M orientada, p € M uma singularidade isolada de v e ¢ : V' — U uma
carta de M, onde V é uma vizinhanca do ponto p e U é um aberto de R™. Consideremos
a=p(p)eUef:U\{a} - R™\ {0} a aplicagdo continua definida acima. Definimos
o indice de Poincaré-Hopf de v em p como sendo o grau local v,(f) da aplicagao f em a.

Denotaremos tal indice por, Indpy(v,p).

Sejam v : R? — R? um campo de vetores e p € R? uma singularidade isolada de v,
no Capitulo 2, definimos o indice de Poincaré-Hopf de v em p, como sendo o ntimero de
voltas positivas menos o ntimero de voltas negativas que a aplicacao de Gauss v : S, — S*
da em torno de S quando v percorre a circunferéncia S, de centro p e raio €.

Notemos que a aplicagao po foj : St — S!, onde f é a aplicagao definida anteriormente,
desempenha o mesmo papel que a aplicacao de Gauss 7. Além disso, na Secao 3.2,
mostramos que o grau local de uma aplicagao continua em um dado ponto nao depende da
bola fechada que tomamos em torno deste ponto. Entao, podemos dizer que gr(po foj) =
gr(7).

Notemos ainda, que o nimero de voltas positivas (negativas) que a aplicacao de Gauss

~ da em torno de S! quando v percorre a circunferéncia S,, é na verdade o niimero de
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pontos positivos (negativos) em v~ (q), onde ¢ € S* é um valor regular de ~. Portanto,
a definicao de indice de Poincaré-Hopf que apresentamos acima coincide com a defini¢ao

apresentada no Capitulo 2.

Teorema 4.2.2. Sejam v um campo vetorial continuo sobre uma variedade diferenciavel
m-dimensional M orientada, e p € M uma singularidade isolada de v. O indice de

Poincaré-Hopf de v em p nao depende da escolha da carta .

Demonstragao: Sejam ¢ e 1) duas cartas, validas em alguma vizinhanga do ponto p.
Como o grau local depende apenas de uma vizinhaga arbitrariamente pequena do ponto
onde ele é tomado, podemos admitir que as cartas ¢ e 1 sao definidas na mesma vizinhanca

V do ponto p € M e que U = (V') é uma bola de centro a = ¢(p).

Sejam W = (V), b =1(p) e

w3 @5 @, geV,

assim, fica definida a aplicagao continua g : W — R™, onde
g(w) = (B1(w),...,Bn(w)), weW,

com g(b) =0 e g(W\ {b}) C R™\ {0}.

Devemos mostrar que 7,(f) = V(g), a formula de mudanca de coordenadas de um

vetor nos d&, paracadageVei=1,...,m

B0(0) = Y (e (@)as(o(a))

J

se, para cada ponto u € U, indicarmos com T, = d(i) o ¢~'), a aplicacdo linear de R™,
induzida pelo difeomorfismo ¢ o ¢! : U — W no ponto u € U, as equagoes acima
significam que

9(W(q)) = Tpq) [f(2())], qgeV.
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Podemos ainda escrever esta relagao da seguinte forma

[go (o™ (u) =T.,(f(u)), paratodo u € U. (4.2.1)

Consideremos a aplicagao S : U \ {a} — R™ \ {0}, definida por S(u) = T, (f(u)). A
igualdade (4.2.1)) implica
W(9)Va(h 0 97h) = 7a(S). (4.2.2)

Por outro lado, a aplicacao F': (U \ {a}) x I — R™\ {0}, definida por
F(“? t) = T(lft)quta(f(u)%

¢ uma homotopia entre as aplicagoes S : U\{a} — R™\{0} e T,of : U\ {a} — R™\{0}.
Segue desta homotopia, que

Ya(S) = Y0(Ta)val(f)- (4.2.3)

Mas T, = d(1) o 1), é uma aplicagao linear invertivel, logo,

Y(T,) = %(yfl ox)==+l.

Assim, as igualdades (4.2.2)) e (4.2.3)) implicam que 7,(g9) = Ya(f). =

Na secao 4.1, apresentamos o conceito de singularidade simples de um campo veto-
rial diferencidvel v : M — TM. Calculemos agora o indice de Poincaré-Hopf de uma

singularidade simples de v.

Teorema 4.2.3. Sejam M uma variedade diferenciavel orientada, v : M — TM um

campo vetorial diferenciavel e p € M uma singularidade simples de v, entao Indpg (v, p) =

+1.

Demonstracgao: Seja p € M uma singularidade simples do campo vetorial diferenciavel
v. Como vimos no Corolério[4.1.10| a singularidade p é isolada, logo existe uma vizinhanca

V' de p tal que v, = 0, mas v, # 0 para todo g € V' \ {p}.
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Podemos supor que V' seja dominio de uma carta ¢ : V' — U, onde U é um aberto de

R™, consideremos a = ¢(p) € U, entdo para todo ¢ € V', temos

Z @il le (9)

onde, para cada i = 1,...,m, «; : U — R é uma funcgao diferencidvel. Obtemos assim

uma aplicacao diferenciavel f : U — R™, definida por

Definamos a aplicagao avo ¢ : V' — R™ colocando

aop(q) = (a1 op(q),...,amop(q)),

do Teorema [4.1.9] segue que d(c o @), é uma aplicacao linear invertivel, mas ¢ : V. — U
é um difeomorfismo, entao a derivada da aplicacao a = f : U — R™ dada por da, = df,

¢ também uma aplicacao linear invertivel.

Da Proposigao temos que v,(f) = 1 se o determinante jacobiano det [J f(a)] > 0,
e Y.(f) = —1 se o determinante jacobiano det([.Jf(a)]) < 0. Portanto, Indpy(v,p) =1
se det[Jf(a)] >0 e Indpy(v,p) = —1 se det([J f(a)]) < 0. =

Observagao 4.2.4. Sejam M uma variedade diferencidvel complexa e v : M — TM um
campo vetorial holomorfo definido sobre M, neste caso, podemos provar que a reciproca
do Teorema € verdadeira. Mais precisamente, se M é uma variedade diferencidvel
complexa, v : M — T M ¢ um campo vetorial holomorfo e p € M € uma singularidade de

v tal que Indpy(v,p) = 1, entdo p é uma singularidade simples de v.

Sejam M uma variedade diferencidvel compacta e orientada, e v um campo de vetores
cujas singularidades sao todas simples, mostraremos que a soma dos indices destas sin-
gularidades ¢ invariante em relacao a escolha do campo. Para este propodsito, a seguir

definiremos o importante conceito de nimero de intersecao.
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Definicao 4.2.5. Sejam M uma variedade diferenciavel m-dimensional, compacta e ori-
entada, N uma variedade diferenciavel n-dimensional orientada e S uma subvariedade
s-dimensional e compacta de N, onde s = n — m.

Consideremos uma aplicagao diferenciavel f : M — N transversal & subvariedade S,
dizemos que um ponto p € f1(S) é positivo ou negativo conforme a imagem por df,
de uma base positiva {ey,...,e,} de T,M, seguida de uma base positiva {é;,...,és} de

T't(p)S for uma base positiva ou negativa {df,(e1), ..., dfp(en), €1,..., 6} de Ty N.

Nas hipoteses acima, se uma aplicacao diferenciavel f : M — N for transversal a
uma subvariedade S, temos que f~1(9) sera uma subvariedade 0-dimensional fechada de
M, entao f~!(S) ¢ um conjunto com uma quantidade finita de pontos. Assim, temos a

seguinte defini¢ao.

Definicao 4.2.6. Sejam M uma variedade diferenciavel m-dimensional, compacta e ori-
entada, N uma variedade diferenciavel n-dimensional orientada e S uma subvariedade
s-dimensional e compacta de N, onde s = n — m.

Consideremos uma aplicagao diferenciavel f : M — N transversal a subvariedade S,
definimos o nidmero de intersegio de f(M) e S, que denotaremos por f(M)#S, como o

ntmero de pontos positivos menos o niimero de pontos negativos em f~*(S).

Devido ao sinal da base {df,(e1), ..., dfp(em),€1,...,6s} de T,N, a ordem de f(M)#S
(primeiro f(M) depois S) é importante.

Observagao 4.2.7. Sejam M, N wvariedades diferencidveis m-dimensionais orientadas,
com M compacta, f : M — N uma aplicagao diferencidvel e um ponto p € N, a aplicagcao
f € transversal a subvariedade S = {p} se, e somente se, p é um valor reqular de f, nesse
caso, grp(f) = f(M)# {p}, o que inclui a nogao de grau como caso particular do conceito

de nimero de intersecao.

Sejam v : M — T'M um campo vetorial diferenciavel e ¢ : M — T'M o campo vetorial
nulo, se as subvariedades v(M) e ¢(M) sdo transversais podemos definir o ntimero de

intersecao da forma abaixo.

Definicao 4.2.8. Sejam M uma variedade diferenciavel m-dimensional campacta e ori-

entada, e v : M — T M um campo diferenciavel, tal que v(M) e ¢(M) sdo subvariedades
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transversais de 7M. O conjunto v(M)N¢(M) é finito e esta em correspondéncia biunivoca
com o conjunto w(v(M) N ¢(M)) = {p1,...,p.} C M, onde 7 : TM — M & a projegao
7(p,u) = p. Os pontos p; sao precisamente os pontos de M tais que v(p;) = ¢(p;) = (pi, 0).
Diremos que um ponto p; € positivo se, dada uma base positiva {ey, ..., e, } de T,, M o con-
junto {vy,(€1), ..., vp,(€m), dp;(€1), ..., dp,(em)}, assim ordenado, for uma base positiva de
TopyT M. O ntmero de intersecao de v(M) e ¢(M), que denoteremos por v(M)#p(M),

¢ o namero de pontos positivos menos o ntmero de pontos negativos em w(v(M)Np(M)).

Observagao 4.2.9. Se as subvariedades v(M) e ¢(M) sao transversais entao todas as
singularidades de v siao simples. Além disso, v(M)#o(M) € a soma dos indices das

singularidades simples de v.

O fato principal a respeito do niimero de interse¢ao, é que o mesmo é invariante por

homotopia.

Teorema 4.2.10. Sejam M uma variedade diferenciavel m-dimensional, compacta e ori-
entada, N uma variedade diferenciavel n-dimensional orientada e S uma subvariedade
s-dimensional e compacta de N, onde s = n — m.

Consideremos f,g : M — N aplicacoes diferenciaveis transversais a subvariedade S,

se f e g sao homotopicas, entdo f(M)#S = g(M)#S.

Utilizando o Teorema podemos provar que a soma dos indices de um campo
vetorial diferenciavel, sobre uma variedade compacta e orientada, cujas singularidades sao

todas simples é um invariante de M.

Teorema 4.2.11. Sejam M uma variedade diferencidvel compacta e orientada, e v : M —
T M um campo de vetores diferenciavel cujas singularidades sao todas simples. Entao, a
soma dos indices das singularidades de v nao depende da escolha do campo v.
Demonstragao: Seja ¢ : M — T'M o campo diferenciavel nulo, como todas as singulari-
dades do campo v sao simples, segue que as subvariedades v(M) e ¢(M) sao transversais.
Consideremos agora, um outro campo diferencidvel w : M — T'M cujas singularidades

também sao todas simples, a aplicagao H : M x [0,1] — T'M dada por

H(p,t) = (1 = t)v(p) + tw(p)
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¢ uma homotopia entre v e w.

Portanto, do Teorema segue que v(M)#d(M) = w(M)#p(M). n

Sejam M uma variedade diferenciavel compacta e v : M — T'M um campo diferen-
ciavel cujas singularidades sao todas simples, na Secao 4.3, mostraremos que a soma, dos

indices das singularidades de v é igual a caracteristica de Euler de M.

4.3 Caracteristica de Euler

Dado um poliedro P C R? de dimensao 2, L. Euler foi o primeiro a chamar a atencao
para o niumero V — A+ F, onde V' é o nimero de vértices de P, A é o niimero de arestas
e F' o nimero de faces.

Este nimero é, de fato, muito importante, e coube a H. Poincaré descobrir o significado
do niimero que L. Euler encontrou e, a partir dai, o namero V' — A + F' se mostrou muito
fértil, como parte central de notaveis igualdades e como ponto de partida para importantes
generalizagoes. O numero x(P) = V — A+ F é chamado a caracteristica de Euler do
poliedro P.

Nesta secao, apresentaremos uma definicao mais geral deste objeto, que é uma ge-
neralizacao para poliedros P de qualquer dimensao, ou mais geralmente, para espagos
topologicos triangularizaveis.

Além de ser um conceito extremamente importante e de ser considerada como um
verdadeiro trago de uniao entre ramos distintos da matematica, como por exemplo a
Topologia e Geometria Diferencial, provaremos mais adiante, que a soma dos indices de
todas as singularidades isoladas de um campo de vetores continuo v, definido sobre uma
variedade diferenciavel compacta e sem bordo M, é igual a caracteristica de Euler de M.

Em primeiro lugar, vejamos o que é um poliedro n-dimensional.

Definicao 4.3.1. Um poliedro P no espaco R™ é uma colecao finita de simplexos em R"

tais que:

i) Se S é um simplexo de P, entao toda face de S também o é;
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ii) Se S, T s@o simplexos de P, entao a interse¢ao S N7 é uma face comum a S e T,

ou é vazia.
Agora, que sabemos o que é um poliedro, podemos apresentar a seguinte definicao.

Definicao 4.3.2. Seja P um poliedro finito n-dimensional e denotemos por n; o nimero

de simplexos i-dimensionais desse poliedro. A caracteristica de Fuler de P é definida por

A defini¢ao acima, é uma generalizagdo do conceito de caracteristica de FEuler, para
poliedros de dimensao maior ou igual a 2. Dado um espaco topologico X, em quais
condi¢oes podemos definir a caracteristica de Euler deste espaco X7

Com o intuito de responder esta questao, apresentaremos a seguinte defini¢ao.

Definicao 4.3.3. Seja X um espago topologico, dizemos que X ¢é triangularizével se existe
um homeomorfismo h : |K| — X, para algum poliedro K (onde, | K| é o espago topologico
dado pelo conjunto K com a topologia induzida do espa¢o ambiente). Neste caso, (K, h)

¢ dito uma triangularizagao de X.

Dado um espago topolégico X, nem sempre existe uma triangularizacao de X, porém,
quando X ¢é uma variedade diferenciavel uma condicao suficiente para que X admita uma

triangulari¢ao é ser compacta.

Teorema 4.3.4. Seja M uma variedade diferenciavel compacta, entao existe uma trian-

gularizagao (K, h) de M.

No caso em que M é uma superficie, isto é, uma variedade diferencidvel 2-dimensional,
o resultado acima foi demonstrado por Whitehead em 1940 e pode ser visto em [28] (para
o caso geral, veja [4] pg 307).

Dadas duas triangularizagoes de um mesmo espago topolégico X é razoavel esperarmos
que as caracteristicas de Euler dos poliedros associados sejam iguais. O teorema abaixo,

devido a H. Poincaré, mostra exatamente isso.
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Teorema 4.3.5. Sejam (K,h) e (K',h') duas triangulariza¢ées do mesmo espago X.

Entao, x(K) = x(K').

Defini¢ao 4.3.6. Sejam X um espago topologico triangularizavel e (K, h) uma triangula-
rizacao de X, onde K é um poliedro homeomorfo ao espago X, através do homeomorfismo

h:|K| — X. O namero x(K) é chamado caracteristica de Euler de X e denotado por
X(X).

Teorema 4.3.7. Sejam X e Y espacos topologicos triangularizaveis, se o espaco X é
homeomorfo ao espago Y, entao x(X) = x(Y).

Do teorema acima, resulta que y(X) é um invariante topolégico.

Exemplo 4.3.8. Consideremos a esfera S? e o homeomorfismo entre a esfera S? e o cubo

de arestas de comprimento 1. Consideremos a triangularizagao do cubo dada na Figura

4] entao

—_—

"

Figura 4.4: Triangularizacdo da esfera S?

X(S?) =818 +12=2.

Exemplo 4.3.9. Consideremos o toro T obtido pela identificacao dos segmentos de

mesmo nome, como mostra a Figura [£.5] respeitando a orientagado dos mesmos. Entao,

X(T) =9 —27+18 =0.

Exemplo 4.3.10. Consideremos M o toro pincado, obtido pela identificagao dos vértices
e dos segmentos de mesmo nome, como mostra a Figura[4.6, respeitando a orientacao dos

mesmos. Assim,

X(M)=7-18+12=1.
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@ b ¢
€ e ——
d d
a b ¢
Figura 4.5: Triangularizacao do toro T’
c
b d
a a
b d

a

Figura 4.6: Triangularizacao do toro pincado M

Observagao 4.3.11. Dada M uma variedade diferencidvel compacta e orientada, a ca-
racteristica de Euler de M, x(M), mede a “obstru¢ao” para construirmos um campo de
vetores continuo sobre M sem singularidades. Mais precisamente, temos que existe um
campo de vetores continuo v sobre M, sem singularidades, se, e somente se, x(M) =
0. FEste resultado, € na verdade uma consequéncia do Teorema de Poincaré-Hopf, que

demonstraremos na prorima se¢ao.

4.4 O Teorema de Poincaré-Hopf

Nesta segao, demonstraremos o Teorema de Poincaré-Hopf, que associa a soma dos
indices das singularidades isoladas de um campo de vetores continuo sobre uma variedade
diferenciavel compacta M com a caracteristica de Euler de M, este teorema é o mais
importante deste capitulo. Para sua demonstracao necessitaremos de varios teoremas

provados anteriormente e de uma série de resultados que apresentaremos a seguir.
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Lema 4.4.1. Sejam S;,S, C R™ esferas, (m — 1)-dimensionais, mutuamente exteri-

ores, de centros aj, as respectivamente, contidas no interior de uma esfera Sy. Sejam

f:R™\ {ay,a} — S™ ! uma aplicagdo continua e f; = f|s,, i = 0,1,2. Se orientarmos

igualmente as esferas S;, teremos gr(fo) = gr(f1) + gr(f2).

Demonstragao: Primeiramente mostraremos o caso em que a aplicagao f é diferenciavel.
Seja B uma bola fechada contida em R™ \ {a;,as}, tal que f(B) ndo cubra toda a
esfera S™1,
Mediante uma deformagao, podemos transformar as esferas dadas em elipséides, S},

Si, S}, como ilustra a Figura , de modo que as esferas nao toquem a; nem ay durante

Figura 4.7: Deformacao das esferas Sy, Sp e Sy

a deformagao e, no final, S} coincida com S US} fora de B. Mais precisamente, devemos
ter
StNB = (SINBY) U (SN BY).
Definindo f} = f’Si’ i = 0,1,2, temos gr(f;) = gr(f!), pois o grau nao se altera por
deformagoes.
Seja agora ¢ € S™! um valor regular de fi, com ¢ € S™7!\ f(B). Como S™~ !\ f(B) é
nao vazio, tal ponto ¢ existe devido ao teorema de Sard. Além disso, como f~'(c) C B

e, fora de B, fj coincide com f{ ou f;, vemos que ¢ é valor regular de f{ e de f;, e que

(fo) 7 (e) = () (0)U(£2) (o).

Logo,
gr(fo) = ar(fi) + gr(fy),
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como queriamos mostrar.
Finalmente, consideremos o caso em que a aplicacio f : R™ \ {aj,as} — S™7! ¢
apenas continua. Tomamos uma aplicagio diferenciavel g : R™ \ {a1, a2} — S™! tal que

|f(z) —g(2z)|| <2 paraxz € SoUS; US,, isto &, tal que

f|§0US1US2 = g|S0US1US27

o que sempre podemos conseguir devido ao Teorema [1.2.6]
Definindo g; = g|s,, temos que g; ~ f; : S; — S™ !, de onde gr(g;) = gr(f;), recaindo

assim no caso anterior. n

Observagao 4.4.2. Utilizando um processo andlogo ao da demonstra¢io do Lemal[{.4.1],
podemos generalizar este resultado para r > 2, isto €, dadas Sy,...,S, C R™ esferas,
(m — 1)-dimensionais, mutuamente exteriores, de centro aq,. .., a, respectivamente, con-

tidas no interior de uma esfera Sy. Sejam f : R™\ {ay,...,a,} — S™' uma aplicagdo

continua e f; = fls,, ¢+ = 0,...,r. Se orientarmos igualmente as esferas S;, teremos

gr(fo) =gr(fi) +...+gr(fs).

Teorema 4.4.3. Sejam v um campo vetorial continuo sobre uma variedade m-dimensional
M, py e po pertencentes a M duas singularidades isoladas de v. Dado um aberto conexo
V C M tal que p;,ps € V sao as tnicas singularidades de v em V| existe um campo
vetorial continuo u sobre M, que coincide com v em M\V, e que admite apenas uma

singularidade p em V. Além disso, temos

Indpg(u,p) = Indpy(v,p1) + Indpp (v, p2).

Demonstragao: Como V é conexo, pelo Teorema [1.1.12] existe uma carta ¢ : U — R™,
onde U é um aberto de M contido em V tal que p;,ps € U e p(U) = R™. Sejam
a; = p(p1) e az = p(p2) e consideremos uma bola fechada, centrada em 0 € R™ e de
raio 7, que denotaremos por ET(O) C R™, contendo os pontos a; e as em seu interior. A

expressao

Zaz 893 (9), q€U
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do campo v em termos da carta ¢, nos fornece uma aplicagao continua f : R™ — R™,
dada por
flz)=(aq(x),...,an(x)), ze&R™

a qual assume o valor f(z) = 0 apenas para z = ay e © = ap. Em particular, f(z) # 0
sempre que ||z|| = 7, isto é, sempre que x pertence ao bordo de B,(0). Definimos uma

nova aplicagao ¢ : R™ — R, pondo

f(z), se |zl| =~

g(x) = if( z), se 0<|z| <r

)

, se xr =

Entdo g : R™ — R™ ¢ continua, coincide com f fora da bola B,(0), e assume o valor
0 € R™ somente no ponto 0 € R™. Sejam [, ..., 5, : R™ — R as fungoes continuas tais

que

g(x) = (51($), s aﬁm(aj))>

e definamos um campo vetorial u sobre M, pondo u, = v, se ¢ € M\U, e

se ¢ € U. Temos que u é continuo, coincide com v em M\V e a tnica singularidade de u

em V é o ponto p = ¢~ 1(0).

Agora, resta mostrarmos que Indpg(u,p) = Indpy(v,p1) + Indpy (v, p2).

Para isso, consideremos B, (a;) e B.,(as) bolas fechadas disjuntas, de centro a;, as
e raio €, €9, respectivamente, contidas na bola B,.(0). Sejam Sy, S; e S, as esferas que

servem de bordo as bolas B,(0), B., (a;) e B.,(as), respectivamente. Indiquemos por

Sm 1 ( )\{O} ]1 Sm 1 sl(al) \ {al} ]2 Sm 1 62(0’2) \ {GQ}
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as equivaléncias homotopicas descritas na Secao 3.2. Temos

Indpp(v,p1) = gr(po foj),
Indpp(v,p2) = gr(po foj2),
Indpg(u,p) = gr(pogojo) =gr(po foj),

observamos que a tltima igualdade é vélida, pois g|s, = f|s,, uma vez que jo(S™1) = S.

O resultado segue entao do Lema [1.4.1] u

Corolario 4.4.4. Seja v um campo vetorial continuo sobre uma variedade diferenciavel
m-dimensional M, admitindo um ntmero finito de singularidades py,...,p,.. Dado um
aberto conexo V', contendo todas estas singularidades, existe um campo vetorial continuo
u sobre M, que coincide com v em M\V, e que possui apenas uma singularidade p € M,

com

Indpy(u,p) = Z Indpg (v, p;).
i1

Demonstracao: Consideremos primeiramente as singularidades p; e po, seja Vio C V
um aberto conexo dentro do qual as tinicas singularidades de v sao p; e ps.

Aplicando o Teorema[£.4.3] obtemos um campo continuo u; sobre M, coincidindo com
v em M\Viy e, consequentemente em M\V, o qual possui somente uma singularidade
g2 € Vig, com

IndPH(Uh QQ) = IndPH(“aPl) + [ndPH(Ualb)-

Em seguida, consideremos um aberto conexo Va3 C V' contendo ¢s, p3, € nenhuma outra
singularidade de uy. Aplicando novamente o Teorema [4.4.3] obtemos um campo vetorial
continuo us sobre M, coincidinco com u; em M\ Va3 e, consequentemente com v em M\V,

o qual possui apenas uma singularidade g3 € V53, com

Indpg(usz,q3) = Indpy(ui,q2) + Indpy(uy, ps)
= Indpu(v,p1) + Indpp(v,p2) + Indpp (v, ps).

Prosseguindo analogamente, obtemos no final um campo continuo v = u,_; sobre M, o

qual coincide com v em M\V, e admite apenas uma singularidade p = ¢, em M, sendo
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seu indice

Indpy(u,p) = Z Indpg (v, p;),

i=1

como queriamos demonstrar. [

Uma das propriedades do indice de Poincaré-Hopf é estabilidade sobre perturbagoes.
Em outras palavras, se um campo de vetores v definido em uma variedade diferenciavel
M tem uma singularidade isolada e se o perturbamos levemente, entao a singularidade
p do campo de vetores inicial v podera se dividir em varios pontos singulares, com a
propriedade que a soma dos indices do campo de vetores perturbado em seus pontos

singulares é igual ao indice do campo de vetores original v em sua singularidade.

Teorema 4.4.5. Sejam uma variedade diferenciavel compacta e orientada M, e v : M —
TM um campo de vetores diferencidvel, com uma quantidade finita de singularidades
isoladas py,...,p,. Entao, existe um campo vetorial diferenciavel w cujas singularidades
sao todas simples e tal que a soma dos indices das singularidades de v é igual a soma dos

indices das singularidades simples de w.

Demonstracao: Pelo Corolério existe um campo vetorial continuo u sobre M, que

possui somente uma singularidade p, satisfazendo

Indpy(u,p) = Indpu(v, pi).

i=1

Pelo Teorema , existe ¢ : V' — R™ uma carta de M, onde p(V) =R"™ com p € V.
Tomemos uma bola fechada B(a) C R™, de centro a = o(p) e chamemos de S a esfera
que serve de bordo a B(a). Aplicando o Teorema [4.1.16| tomemos um campo vetorial
diferenciavel w sobre M, que possua somente singularidades simples, e estd tao proximo

de u que satisfaca as condi¢Oes seguintes:

1) nao existem singularidades de w em M\ '(B(a));
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2) se f,g : R™ — R™ sdo as aplicagoes definidas por f(x) = (ay(z),...,an(x)) e
g(x) = (B1(x),...,Bn(z)), onde

- 0 - 0
u ; Q; oz, e w ;ﬁj oz, em V,

f(z) g9(x)
g9(z)]

< 2, para todo x € S.

]
=
=
an
o
=
&
|

Da ultima condigao, temos que
pofoj~pogoj: STt S
(ver Exemplo consequentemente, pelo Teorema temos
Indpr(u,p) = va(f) = gr(po foj)=gr(pogoyj).

Assim, Indpgy(u,p) é igual ao grau da restri¢ao (po g)|s, onde g ¢ definida pelo campo w

em termos da carta .

O campo w possui apenas um numero finito de singularidades ¢;,...,qs em M, as
quais pertencem a ¢(B(a)), sejam a1 = ¢(q1), ..., as = p(gs) € B(a) e tomemos pequenas

esferas disjuntas S;, de centro a;, contidas em S. Considerando a aplicagao
h=pog:R™\{ay,...,as} —S" 1,

temos

Indpg(u,p) = gr(hls) e Indpu(w,q;) = gr(hls,).

Mas, pelo Lema (4.4.1), (ver Observagao [4.4.2]) vale

gr(hle) = 3" gr(hl,)
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S
o que implica que Indpy(u,p) = Zgr(h|gj), portanto
j=1

Z I?’Lde("U,pi) = Z [ﬂde(w, Qj)‘

i=1 j=1
Como queriamos demonstrar. m

Observacao 4.4.6. O teorema acima, associa a soma dos indices das singularidades
D1, .-, Pr do campo v com a soma dos indices das singularidades simples q,...,qs do
campo w. Mas, lembremos que o indice de uma singularidade simples ¢ sempre 1 ou
—1. Entao, do teorema acima, podemos concluir que o indice de cada singularidade p; do

campo v, serd igual a soma dos indices de uma certa quantidade de singularidades de w.

Na Secao 4.3, definimos a caracteristica de Euler de uma variedade diferenciavel, a
seguir, mostraremos que dada uma variedade diferencidvel compacta M sua caracteristica
de Euler x(M) ¢é igual a soma dos indices de Poincaré-Hopf de um campo de vetores
diferenciavel cujas singularidades sao todas simples, independente da escolha do campo

nestas condicoes.

Teorema 4.4.7. Sejam uma variedade diferenciavel compacta e orientada M, e v : M —

TM um campo de vetores diferencidvel cujas singularidades sao todas simples. Entao,

a caracteristica de Euler de M é igual a soma dos indices de Poincaré-Hopf de todas as
T

singularidade de v, isto &, x(M) = ZI ndpg (v, p;), onde p; € M sao as singularidades
i=1

de v.

Nao faremos aqui uma demonstragao completa deste resultado, pois para isso sao
necessarios recursos da teoria de cohomologia. Apresentaremos aqui a idéia geométrica
da demonstracao, no caso em que M é uma superficie, ou seja, uma variedade de dimensao
2.

Demonstracgao: Seja M uma variedade diferenciavel 2-dimensional, compacta e orien-
tada, queremos mostrar que dado um campo de vetores diferenciavel v : M — T'M, cujas

singularidades sao todas simples, a caracteristica de Euler de M é igual a soma dos indices

de Poincaré-Hopf de todas as singularidade de v.
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Se mostrarmos que existe um campo de vetores v, nas condigdes anteriores, que sa-
tisfaga essa igualdade o resultado seguird do Teorema [4.2.10 Mostremos entdao que tal
campo existe.

De fato, dada M uma variedade compacta e orientavel de dimensao 2 consideremos
uma triangulacao de M, denotemos por n;, o nimero de simplexos i-dimensionais desta
triangulacao, onde ¢ = 0, 1, 2.

Subdividindo baricentricamente cada triangulo de M, isto é, subdividindo cada trian-
gulo de M em 6 outros triangulos tracando suas 3 medianas. Em seguida, enchemos o
triangulo com linhas integrais do campo, cada linha integral partindo sempre do centro
de um elemento de dimensao menor para o centro de um elemento de dimensao maior, ou
seja, de um vértice para o meio de um lado, de um vértice para o centro de um triangulo,
ou do meio de um lado para o centro de um triangulo.

Cada elemento, vértice, aresta ou face, contribui precisamente com uma singularidade
do campo, o centro deste elemento é um ponto singular. Assim, tal campo tera ng+ni+no

singularidades.

v

Figura 4.8: Campo de Hopf

Observemos, que a situacao geométrica apresentada neste campo é a mesma apresen-
tada no Exemplo [2.1.6] Assim, as singularidades deste campo tem sempre indice +1 ou

—1, além disso, podemos supor que as singularidades deste campo sao simples.
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Agora, notemos que a soma dos indices das singularidades deste campo é ng —ny +no,

que é exatamente a caracteristica de Euler de M. [

Corolario 4.4.8. Seja M uma variedade diferencidvel m-dimensional, compacta e orien-

tada. Se m ¢é fmpar, entdo y(M) = 0.

Demonstracgao: Sejav : M — T'M um campo vetorial diferenciavel, cujas singularidades
P1,-- -, P s20 todas simples. As singularidades do campo vetorial diferenciavel —v sao as
mesmas que as do campo v e também sdo todas simples. Entao, pelo Teorema [4.2.1]]

temos

Zlnde(v,pi) = ZI?’deH(—U,pi). (441)

i=1 i=1
Se consideremos uma carta ¢; : V; — U; de M, onde V; é um aberto de M e U; é um
aberto de R™, tal que, a singularidade p; do campo v esteja contida em V;, entao podemos

escrever

w=Y a0 (o)

i=1
para todo ¢ € V;. Assim, o indice de Poincaré-Hopf da singularidade p; em relagao ao

campo v € o sinal do determinante
3041»
det | —(pi) |,
(3%' (v >>
enquanto o indice de p; em relacao a —v ¢é o sinal de
(‘3% aai
det | —=—(pi) | = (=1)"det | =—(ps) | ,
(~5ei) ) = (-1 den (G20 )

Entao, podemos dizer que

Z Indpy(v,p;) = (—1)™ Z Indpy(—v,pi),

i=1 i=1

como m é ifmpar e por (4.4.1)), segue que ZI ndpg(v,p;) = 0. Portanto, do Teorema
i=1

[EL), temos x(M) = 0, .
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Agora, que fizemos as consideragoes necessérias, provaremos o Teorema de Poincaré-

Hopf, que é um dos resultados principais deste trabalho.

Os esforgos feitos para provarmos os resultados anteriores foram necesséarios para que

pudessemos apresentar uma demonstragao mais clara e objetiva deste teorema.

Teorema 4.4.9. (Poincaré-Hopf) Seja M uma variedade diferenciavel compacta e orien-
tada, dado v um campo vetorial continuo sobre M, com um nimero finito de singulari-

dades pq,...,p,. Entao,
X(M) = Z [nde(v,p,-).

i=1

Demonstracao: No Teorema [4.4.5, mostramos que existe um campo de vetores diferen-

ciavel w : M — T'M, cujas as singularidades ¢y, ..., gs sao todas simples e tal que

Z I’I’Lde(’U7pZ‘) = Z ]ndPH<w7 QJ)

i=1 j=1

Portanto, do Teorema |4.4.7] segue que

> Indpu(v,p;) = x(M).

=1

Como queriamos demonstrar. [

O Teorema de Poincaré-Hopf, foi demonstrado em dimensao 2 por H. Poincaré em
1885, e generalizado para dimensoes maiores por H. Hopf em 1927. E significa que a
caracteristica de Euler calcula a obstrucao para a construcao de um campo de vetores

tangente a M, sem singularidades. Como mostra o teorema abaixo.

Teorema 4.4.10. Seja M uma variedade diferencidvel compacta, existe um campo veto-

rial continuo sem singularidades sobre M se, e somente se, x(M) = 0.

Demonstracao: Suponhamos que exista um campo vetorial continuo sem singularidades,

pelo Teorema temos que x(M) = 0.
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Suponhamos agora, que x(M) = 0, entdo existe um campo vetorial diferenciavel v

sobre M, cujas singularidades p1, ..., p, sao todas simples, e

Z[ndPH(Uapi) = x(M) =0.

i=1
Usando o Corolario [£.4.4] obtemos um campo continuo u sobre M, com uma tnica singu-
laridade p € M, tal que Indpg(u,p) = 0. Seja ¢ : V' — R™ uma carta de M, com p € V

e (V) =R™, assim podemos escrever

ZO" axl (@), g€ V.

Isto define uma aplicacao f : R™ — R™, onde

f(z) = (aq(x),...,an(z)).

Para a = ¢(p), temos f(a) =0 € R™, onde f(R™\ {a}) C R™\ {0}, e 7.(f) = 0.
Tomemos uma bola fechada B.(a) de centro a em R™ e raio . Pelo Teorema [3.2.10}

existe uma aplica¢do continua g : R™ — R™, que coincide com f em R™ \ B.(a), seja

g(x) = (Bi(x),...,Bu(x)), x=e€R™.

Definimos um campo vetorial w sobre M, pondo

wy, =1v, se ¢ M\ {cp_l(@g(a))}

e
= Bile(a)5—(q) se g€ ¢ (B.(a)).
i=1
Portanto, o campo w é continuo e nao possui singularidades. [

Exemplo 4.4.11. Nos Exemplos e vimos que a caracteristica de Euler da
esfera S? e do toro T contido em R? sdao x(S?) = 2 e x(T') = 0, respectivamente. Entao,

do Teorema de Poincaré-Hopf, segue que existe um campo de vetores tangente ao toro T’
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que nao possui singularidades, porém todo campo de vetores sobre a esfera S? apresentara

pelo menos uma singularidade.

A seguir, apresentamos representacoes geométricas de dois campos de vetores, um

sobre a esfera, contendo singularidades, e outro sobre o toro, sem singularidades.

a
\
ai
Indpg(v,a1) = Indpy(v,as) = 1 Campo paralelo x(T) = 0
x(8%) =2

Figura 4.9: Teorema de Poincaré-Hopf para a esfera e o toro.

Se M é uma variedade diferenciavel com bordo, temos o similar teorema.

Teorema 4.4.12. Sejam M uma variedade diferenciavel, compacta, orientada e com
bordo dM, e v um campo de vetores sem singularidades em uma vizinhanca U de 0M.

Entao:

i) O campo de vetores v pode ser estendido para o interior de M com uma quantidade

finita de singularidades;

ii) O indice de Poincaré-Hopf total de v em M é independente da maneira como esten-

demos o campo v para o interior de M;

iii) Seja © uma extensao de v em M, se ¥ é transversal ao bordo de M e aponta para
“fora” de M, entao temos que Indpy (0, M) = x(M). Se v é transversal a OM e
aponta para “dentro” de M, entao Indpy (0, M) = x(M) — x(OM).
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O teorema acima pode ser visto em [3].

Sejam M uma variedade diferenciavel, v um campo de vetores sobre M com uma
singularidade isolada em p e B.(p) uma bola em M (para alguma métrica) de centro
p e raio €. A classe dos campos de vetores, com singularidade isolada em p, que sao
transversais ao bordo de B.(p), desempenhardo um papel fundamental na Secdo 5.1.

Entao, calculemos o indice da singularidade p de tais campos.

Proposicao 4.4.13. Sejam M uma variedade diferencidvel m-dimensional orientada e
v: M — TM um campo de vetores com uma singularidade isolada em p, tal que, v seja

transversal ao bordo da bola B.(p) de centro p e raio € em M. Entdo:
i) Se v aponta para “fora” de S, entdao Indpy(v,p) = +1;

ii) Se v aponta para “dentro” de S., entao Indpy(v,p) = +1 se m é par, no caso em

que m é impar temos Indpy(p,v) = —1.

Basta provarmos o caso em que M = R™, o caso geral, segue deste e da defini¢ao de
indice.
Demonstragao: Seja B.(p) a bola fechada de centro p e raio ¢ de R™ (com a métrica
usual). Da Observagao m temos que Indpy(v,p) = Indpy(w,p), onde w = v\@s(p).
i) Se w é transversal a S, e aponta para “fora”, pelo Teorema segue que

X(Be(p)) = Indpp(w,p),

mas x(B.(p)) = 1, portanto, Indpy(w,p) = Indpy(v,p) = 1;
ii) Se w é transversal a S, e aponta para “dentro”, pelo Teorema [4.4.12] segue que

Indpy(w,p) = x(B=(p)) — x(S2).

No caso em que m ¢ par, a dimensao da esfera S, é m — 1, que é impar, logo x(S;) = 0,
portanto Indpy(w,p) = x(B:(p)) = 1.
Suponhamos agora, que m é impar, nesse caso, a dimensao da esfera S, é m — 1, que

é par, logo x(S.) = 2, portanto Indpg(w,p) = x(B.(p)) — x(S:) =1 -2 = —1. =



Capitulo

5

Indices de campos de vetores em

variedades singulares

No capitulo anterior, definimos o indice de Poincaré-Hopf de v em p, onde v é um
campo de vetores continuo sobre uma variedade diferenciavel M, e p uma singularidade
isolada de v. Além disso, mostramos que quando a variedade M é compacta, e sem bordo,
a soma dos indices de todas as singularidades isoladas de um campo vetorial sobre M é
independente do campo.

Porém, quando V' é uma variedade singular, o Teorema de Poincaré-Hopf nao é mais
verdadeiro (usando um campo de vetores qualquer). Neste caso, é necessario dar sentido
a nocao de campos de vetores “tangente” em uma variedade singular, e é natural que
nos perguntemos, como seria a nocao de “indice” de uma singularidade de um campo de
vetores sobre uma variedade singular.

Neste capitulo, estudaremos alguns tipos de indices de singularidades de campos de
vetores definidos em variedades singulares, tais como o indice de Schwartz e o indice GSV.
Comecaremos, apresentando a definicao de variedade singular e exemplos mostrando que

o teorema de Poincaré-Hopf nao é valido em tal situacao.

115
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Definicao 5.0.14. Seja V um espago topolodgico, dizemos que V' é uma variedade singular
n-dimensional se existe um subconjunto S de V', tal que, V'\ S é uma variedade topolégica
n-dimensional e tal que para todo ponto a € S nao existe uma vizinhanca V, de a em V

homeomorfa & um aberto U de R™.

Definicao 5.0.15. Seja V' uma variedade singular n-dimensional, chamaremos de con-
gunto singular de V' o subconjunto S descrito na definicao acima, e denotaremos este
subconjunto por (V). Cada ponto a € S é chamado de singularidade de V' e diremos
que uma singularidade a ¢é isolada se exister uma vizinhanca W, de a em V', tal que a é

a Unica singularidade de V em W,.

Exemplo 5.0.16. O toro pincado, mergulhado em R? admite uma singularidade no

“ponto de pincamento” a.

a

Figura 5.1: Toro pingado com ponto de pingamento em a

De fato, suponha que exista uma vizinhaga V, de ¢ e um homeomorfismo h : B — V,
onde B é uma bola aberta de R?. Seja b € B tal que h(b) = a, entdo h : B\ {b} — V,\ {a}
¢ um homeomorfismo. Agora, como B\ {b} é conexa e h é um homeomorfismo, segue que

Va\ {a} é conexo, o que é um absurdo.

Dado um campo de vetores sobre uma variedade V', possivelmente com uma singu-
laridade isolada p, definimos o indice de Poincaré-Hopf de p, apenas no caso em que V
era diferenciavel. A seguir apresentaremos uma defini¢ao de tal indice quando V' é uma

variedade singular.

Observacao 5.0.17. Neste capitulo, trabalharemos apenas com wvariedades analiticas,

neste caso V '\ (V') € uma variedade diferencidvel, que denotaremos por V..
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Definicao 5.0.18. Seja uma variedade V', mergulhada em R", com uma singularidade
isolada a. Um campo vetorial continuo v em V' é uma aplicagao continua v : V. — R”
cuja imagem de cada ponto x € V., esta contida no espago linear tangente a V,

egs 1810 €,

dado = € Vi, temos v(z) € T,;V,ey, € v(a) = 0.

Definicao 5.0.19. Seja V uma variedade singular, mergulhada em R", com singularidade
isolada em a € V. Consideremos um campo de vetores continuo v sobre V', tal que v
também possa ser definido sobre uma bola fechada B.(a) de centro a em R" e raio ¢,
com uma tnica singularidade a em B.(a). Definimos o indice de Poincaré-Hopf de v em

a como sendo o indice de Poincaré-Hopf de ¥ em a, onde ¥ = v[g_,-

Exemplo 5.0.20. Seja V o toro pincado, mergulhado em R3, com ponto de pincamento

a. Consideremos dois exemplos de campos de vetores continuos sobre V.

Figura 5.2: Campo w sobre V' Figura 5.3: Campo v sobre V

a) O campo tangente as paralelas do toro T induz sobre o toro pingado V' um campo
w entrando na bola B, (a) ao longo de um dos dois circulos de intersecio de S, com
V e saindo da bola ao longo do outro circulo (ver Figura[5.2). O campo w definido

sobre S, NV é a restricao de um campo w definido sobre S, e de indice 0. Neste
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caso, o Teorema de Poincaré-Hopf nao se verifica porque temos

x(V)=1#0=Indpy(0,a);

b) Consideremos um campo de vetores @ sobre B, (a), saindo de B,(a) ao longo de S, e
tangente a V ao longo de B.(a)N(V,.,). Este campo tem indice +1 em a, ele pode ser
estendido sobre o toro pin¢cado em um campo de vetores v sem outra singularidade
além de a. De fato, podemos construir v de tal maneira que o dngulo entre v(x) e o
espaco tangente ao “meridiano” contendo x diminua conforme z se afasta de a até

ser 0 (no meridiano oposto a a) como ilustra a Figura [5.3)).

Neste caso, o Teorema de Poincaré-Hopf é verificado:

Entao, como dito acima, o Teorema de Poincaré-Hopf nao é mais verdadeiro para
campos de vetores quaisquer sobre uma variedade singular. Vejamos a seguir mais um

exemplo em que isso acontece.

Exemplo 5.0.21. Seja a “figura oito”, que denotaremos por V, e seja v o campo de

vetores sobre V' descrito a seguir: Observemos que Indpy(v,a) = Indpy(v,b3) = 1

Figura 5.4: Campo sobre a figura oito.
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4
e que Indpy(v,by) = Indpy(v,by) = Indpy(v,by) = —1, assim, Zlnde(v, b;) +
i=1
Indpp(v,a) = —1 = x(V), ou seja nesse caso o Teorema de Poincaré-Hopf se verifica.

Observemos, que tanto no Exemplo como no Exemplo [5.0.21] o caso onde o
Teorema de Poincaré-Hopf continua valido é uma consequéncia da escolha do campo.
Veremos posteriormente que classe de campos podemos utilizar para que este teorema
continue valido.

A secdo a seguir foi baseada no livro [2].

5.1 O indice de Schwartz

Indices de campos de vetores em variedades singulares foram considerados primeira-
mente por M.-H. Schwartz em seu estudo do Teorema de Poincaré-Hopf e de Classes de
Chern para variedades singulares.

Em seu estudo, ela considerou uma classe especial de campos de vetores, que ela
chamou de campos ‘“radiais”, os quais sao obtidos pelo importante processo de extensao
radial. Nesta se¢ao, explicaremos a definicao do correspondente indice, definido por M.-
H. Schwartz, no caso em que o espaco considerado é um espaco analitico equidimensional

V € C™ com uma singularidade isolada na origem.

Definicao 5.1.1. Considere um espaco analitico equidimensional V' C C™ de dimensao
n > 1 com uma singularidade isolada em 0. Seja B.(0) uma bola fechada de C™ centrada
em 0 e de raio €, pequena o suficiente para que toda esfera, centrada em 0 e contida em
B.(0), encontre V transversalmente. Seja v,4¢ um campo de vetores em V \ {0}, que seja
transversal a todas as esferas S, centradas em 0, para todo € > 0 suficientemente pequeno,
e que se estenda continuamente a C™|, com uma singularidade isolada em 0. Chamamos

0 campo U,qq de campo de vetores radial em V.

Notemos que v,,4 pode ser estendido a um campo de vetores tangente, vfad, em B.(0)
sendo transversal a todas as esferas S,/ centradas em 0, onde 0 < ¢’ < ¢, obtendo assim

um campo de vetores em B.(0) que é radial.
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Definicao 5.1.2. Por definigao o indice de Schwartz de v,,q € o indice de Poincaré-Hopf

em 0 da extensio radial v7 .

que é +1.

Considere agora um campo de vetores continuo v em V' com uma singularidade isolada
em 0. Queremos definir o indice de Schwartz de v em 0. Este indice esta relacionado “a
falta de radialidade do campo”, por causa disto é conhecido também como indice radial.

Podemos agora definir a diferenca entre v e v,,4 em 0: consideremos pequenas esferas
Se, SL; e > ¢’ >0, e seja w o campo de vetores no cilindro X em V' limitado pelos links
K. =S.nVeK.=S.NV, tal que w tem um ntmero finito de singularidades no interior
de X, e suas restri¢oes a K. e K. sdo v e v,4q respectivamente. A diferenca entre v e v,44
é definida como,

d(v, Vyeq) = Indpy(w, X).

Figura 5.5: Campo de vetores w entre K. e K.

Definicao 5.1.3. Sejam V' C C™ um espaco analitico equidimensional com singularidade
isolada em 0 e v um campo de vetores continuo em V' com singularidade isolada em 0.

Definimos o indice de Schwartz de v em 0 € V' da seguinte forma:

Indgen(v,0; V) =1+ d(v, Vyaq)-

A seguir, apresentaremos um resultado que relaciona o indice de Schwartz com o
indice de Poincaré-Hopf, e que é um “tipo” de Teorema de Poincaré-Hopf para o indice

de Schwartz.
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Teorema 5.1.4. Sejam V' um espago analitico equidimensional compacto, contido em
C™, com singularidades isoladas ¢1,...,q,, e seja v um campo de vetores continuo em
V', singular nos pontos qi,...,q. e possivelmente com outras singularidades, digamos

Yi,--.,Ys de V. Seja,
Indse(v,V) = Indsen(v,¢:) + Y Indpp(v,y;),
=1 =1

entao

Indgen(v, V) = x(V).

Demonstragao: Dividiremos esta demonstragao em dois casos.

Caso 1: Se o campo de vetores v é radial em todas as singularidades ¢, ..., ¢, temos que

Indgen(v,q;) =1, i=1,...,7.

Em cada ponto singular ¢;, consideremos uma bola fechada B.,(g;) de C™, de centro g

e raio g;, suficientemente pequeno, de modo que, ¢; seja a Unica singularidade de v em
B€i<%>‘

Denotando por ID; o conjunto V N B, (¢;), temos que
ve=v\{JD
i=1

¢ uma variedade diferenciavel com bordo. Como o campo de vetores v é transversal ao

bordo de V*, pelo Teorema |4.4.12| temos

x(V*) = Z Indpy(v,y;).

J=1

Mas, sabemos que
,

x(V) =x (U Di) +x(V7),

i=1
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portanto

X(V) = Z [ndSch</U7 Q’L) + Z IndPH<U7 y])

i=1 j=1
Caso 2: Se v nao é radial em alguma singularidade ¢;, procederemos da seguinte forma:
seja ¢ > 0 suficientemente pequeno, denotemos por B;.(¢;) a bola fechada em C™ de

centro g; e raio €, por K; . o conjunto Vﬂ@iﬁ(qi) e por V* o conjunto V\U(V NBi.(q))-

Cada K; . tem uma vizinhanca difeomorfa a um cilindro K, . x [0, 1] (ver Z[19]).
Tomemos €3,e7 > 0 tais que € > €1 > g3 > 0 e sejam X, ., X ., os cilindros em

V' limitados por {K;.,K;., } ¢ {Ki.,,Ki.,}, repectivamente. Definamos sobre o bordo

destes cilindros o seguinte campo: coloquemos o campo de vetores v sobre K; ., e em K .

e K, ., coloquemos um campo de vetores radial v,,4, como ilustra a Figura .

Figura 5.6: Campo de vetores em K, ., K;. e K;,

Entao, Indge(v,q) = 14+ d(v, Vraq)-

Denotemos por X o cilindro em V' limitado por K;., e K., que é uma variedade
diferencidvel com bordo. Coloquemos sobre K., e K;. o campo vetorial v e chamemos
este campo de w.

Consideremos, sobre X, uma extensao continua de w, tal que em K, ., esta extensao
coincida com v,.4 € denotemos esta extensao (sobre X) por w. Como X é um cilindro,
podemos constrir uma outra extensao de w sobre X, que nao possua singularidades, logo,
pelo Teorema , temos que d(v, Vyqq) + d(Vraq, v) = 0, consequentemente, este caso se

reduz ao Caso 1, provando o teorema. [
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5.2 O indice GSV

Esta secao foi baseada no capitulo 3 de [3].

Até aqui, estudamos dois tipos de indices de campos de vetores. Sendo o primeiro o
indice de Poincaré-Hopf, que como vimos no Capitulo 4, é estavel sobre pequenas pertur-

bacoes.

Em seguida, estudamos o indice de Schwartz, definido para singularidades de cam-
pos de vetores sobre variedades singulares, e vimos, que com este indice recuperamos o

Teorema de Poincaré-Hopf.

Se considerarmos agora uma variedade analitica V' definida por uma func¢ao holomorfa
f:(C",0) = (C,0) com um ponto critico isolado em 0, e se v é um campo de vetores
em V', com uma singularidade isolada em 0, gostariamos de um tipo de “indice” que,
primeiramente, fosse estavel sobre pequenas perturbacoes de ambos, a funcao f e o campo
de vetores v, e que satisfizesse, como o indice de Schwartz, um tipo de Teorema de

Poincaré-Hopf.

Isto nos leva naturalmente para outro conceito de indice, chamado indice GSV, intro-
duzido por X. Gomez-Mont, J. Seade e A. Verjovsky em [8] 23] para germes de hipersu-

perficies e estendido em [24] (ver também [25]) para interse¢oes completas.

Para este estudo, os autores tiveram como motivacao uma questao acerca de separa-
trizes de campo de vetores levantada por C. Camacho. Os autores em quetao buscavam
obter, a partir de um campo de vetores holomorfo sem separatriz em uma superficie sin-
gular S de C?, uma extensao de tal campo, para o espaco ambiente, de forma que esta

extensao fosse tangente as fibras de Milnor, e entao estudar suas singularidades.

Nesta secao, definimos este indice e estudamos algumas de suas propriedades bési-
cas. Estudamos o caso em que a variedade considerada é uma intersecao completa com

singularidade isolada (ICSI).

Faremos, também, um rapido estudo, sobre a maneira com que estes campos se es-
tendem para o espago ambiente. Assim, comegaremos com uma breve discussao destes

topicos.
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Denotemos por (V,0) o germe de uma hipersuperficie analitica complexa em C"*!

dada por uma fungao holomorfa
f(C",0) = (C,0)
a qual é definida em uma pequena bola B,, de raio ¢, e tem um tnico ponto critico em 0.

Observagao 5.2.1. Seja f : (C"™ 0) — (C,0) uma fungao holomorfa com uma singula-
ridade isolada em 0 e (V,0) o germe de hipersuperficie definido por f. O espago tangente

a um ponto x € V*, denotado por T,V*, é o conjunto

T,V* = {¢ € T,C" . df (&) = 0} = Ker df,.

Exemplo 5.2.2. Se f ¢ uma aplicagao polinomial em C? definida por f(z21,20) = 212+ 297,
entdo a reta tangente em V = f~1(0) em um ponto z = (21, 23), que nao seja a origem, &

gerada pelo vetor £(21, 20) = (=322, 221).

De fato, temos que

dfz = 221d21 + 3222d22.

Logo, se

df+(€) = 221& + 322°6 = 0

entao,
22161 = —32°6s.
Como z = (z1, 29) # 0, suponhamos sem perca de generalidade que z; # 0, logo

2

& =—5"&

221

Tomando & = 2z;, temos

(&1,&) = (—3222, 221).

Observemos que nao podemos ter z = (z1, z2) = (21,0), pois z € V.
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Agora, um campo vetorial v em V pode ser visto como sendo uma aplica¢ao con-
tinua v : (V,0) — (C""1 0) cuja imagem esta contida no espago linear tangente a V
em cada ponto dado, isto ¢, dado p € V*, temos v(p) € T,V* em outras palavras
df,(v(p)) = 0. Como V' é um subconjunto fechado de B:, pelo teorema da extensao de
Tietze (ver [22]), esta aplicacdo se estende a uma vizinhanga de V' em C"!,

Geometricamente isto significa que o campo de vetores v em V pode sempre ser esten-
dido ao espago ambiente, ou equivalentemente que v pode sempre ser considerado como a
restrigao a V' de um campo de vetores definido no espago ambiente. Além disso, a extensao

de v em V nao precisa ser tnica. Ainda, também geram uma categoria holomorfa:

Teorema 5.2.3 ([1]). Seja V' uma variedade analitica complexa em C™ com uma singu-

laridade isolada em 0. Entao:

1. Existe um campo de vetores holomorfo em V' com uma singularidade isolada em 0.

Na verdade o espago de tais campos de vetores tem dimensao infinita;

2. Se v é um campo de vetores holomorfo em V' com uma singularidade isolada, entao
existem infinitas extensoes de v em uma vizinhanca de 0 no espago ambiente com

singularidade isolada.

Como um exemplo, seja V o germe de uma aplicagao f : (C% 0) — (C,0) que tem uma

singularidade isolada na origem, entdo o campo de vetores ¢ = (_5_2];: g—i) ¢ tangente a
V', pois dado w € V*, temos
7 of . 9of of , . Of of  Of
d w = d w\~ _ y A - — = - —_— B —
FuCw)) = df (=5 (), () = =5 () 2 () + S(w) () = 0

e seu unico ponto critico é a origem, uma vez que esta é a unica singularidade de f.
Notemos que na verdade este campo de vetores é tangente a todas as fibras f~1(¢),

seja ( a restricdo de ¢ a V, note que ¢ pode ser estendido para o espaco ambiente C? de

muitas maneiras; por exemplo, se g é uma fungao holomorfa em C? tal que ¢g71(0) =V e

representa um elemento nao nulo do anel local O, entao

af af

R

£ = (
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coincide com ¢ em V e ja nao é tangente a todas as fibras de f, pois dado w € f~1(¢),

com t # 0 temos

hul&(w) = dhu(910) = 52D, 9(0) + 57 (0)) = g(w) 5T (w) + glw) 5 (w) £0,

uma vez que g(w) # 0 e g (w) # 0 ou 5 ( ) # 0. Além disso, escolhendo g apropriada-

mente podemos também assegurar que 5 tem uma singularidade isolada em 0.

Em C? temos o seguinte exemplo (ver [7]), sejam f : (C*0) — (C,0) uma fungao
holomorfa com um ponto critico isolado em 0, o conjunto V' = f~*(0) e escolha as coor-
denadas (21, 2, 23) de C? tais que V intersecta o conjunto onde as derivadas parciais de

f com relagao a 29 e z3 sao nulas somente em 0, isto &,

of _ of
VN — =0, ={0}.
{822 023 } { }
Defina um campo de vetores holomorfo em C? por

()

(=

note que ¢ tem uma singularidade isolada em 0, pois
of _ of
VNs—=—=0,=10
{622 62’3 } { }

O ).~ L (w)) = sy 2L

AulCw) = dfu(F(w), 5 (), —5 5, ()

consequentemente, df,,({) se anula nos pontos onde f se anula, entdo ¢ é tangente a V.

Tomemos ¢ = (|y, assim temos um campo de vetores holomorfo em V com uma
singularidade isolada na origem, e uma extensao em C3, que também tem um singularidade
isolada na origem. Contudo, ao contrario do exemplo anterior, ( nao é mais tangente a

todas as fibras de f.



5.2 O indice GSV 127

De fato, dado w € f~1(t), com t # 0, temos

df.(C(w)) = f(w w)g.- (W)

ﬁ(w) = 0, assim ( seria tangente a todas as fibras

logo, df.,(((w)) = 0 se, e somente se, 5

of —

de f se, e somente se, 52 =0, mas, se 5:- =0, entao V( ) C? e consequentemente

. af of df
dlm(‘/(azl Dz’ azg>> = louz

o que seria um absurdo, uma vez que f tem singularidade isolada na origem.

Ainda, podemos nos esquecer que foi dado ( e somente considerar o campo vetorial

em V. Como f se anula exatamente em V', ( toma a forma

= (0.55-7%)

e podemos estendé-lo a um campo de vetores holomorfo £ em C?, definido por:

— 0 0
g - <07 _f7 __f> .
823 822
Este campo é tangente a todas as hipersuperficies nao-singulares f~1(¢). O conjunto
singular de £ é a curva V(a—f ﬂ), que ¢ uma interse¢ao completa definida pelo ideal

Ozo ) Ozg
of of
Oz ) Oz3 |

De fato, suponhamos que exista g € O3 tal que (‘?—z]; = gg—zj;, logo

o Of of

821 823 82’3>

J(f) = (5=

o que é um absurdo, pois f tem singularidade isolada na origem e

. af ofy\ _
dim V(a—Zl, 8_2;3) =1 ou 2.
Agora, suponhamos que
_(0f Bfy
dim V(a—zz7 8_23> = 2,
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logo
of of of

dim V
m <821 822 823

) =1ou 2,
o que é um absurdo, uma vez que f tem singularidade isolada na origem.

Portanto, V( if , 88 Zf ) é uma intersegao completa.

Observemos que V(%, g_f) intersecta cada fibra nao-singular f~!(#) em um ntmero
2 Z3

finito de pontos, ou equivalentemente,

dimV(aai gi)mf I(t) =

pois se V(g—zj;, g—i) N f71(t) tivesse dimensao 1, e se considerassemos, para cada t € C*,

a fungdo ¢ : (C3,0) — (C,0) dada por

glx) = flx) —t

terfamos que g~1(0) = f~1(), e consequentemente

of of of

T ey 0oy ) N0 = V(G2 )

dim V( 821 822 823

“1(0) =0 ou 1,

o que seria um absurdo, pois todo t € C* é um valor regular de f. Além disso, a soma total

(contando com as multiplicidades) dos pontos da intersec¢ao de cada fibra nao-singular
of of

f7Ht) com V( £L £L) ¢ uma constante (como veremos mais adiante).
Ozo ) Oz3

Esta constante ¢ um indice que depende apenas de ¢ e da maneira como V' é mergu-

lhado em C3, este ¢ o indice que estudaremos abaixo.

O indice para campos de vetores sobre I1CSI

Seja (V,0) o germe de uma interse¢do completa n-dimensional reduzida com uma

singularidade isolada, definida pela aplicagao holomorfa

f=(f,..., fe): (C* 0) = (C*0),
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isto &, f1,..., fr geram o ideal I(V) onde f; : (C"™* 0) — (C*,0), i = 1,...,k. Além

disso, se n = 1 assumiremos (por enquanto) que V' é irredutivel.

Como 0 é uma singularidade isolada de V', segue que os campos de vetores gradientes

Vfi,...,Vf sao linearmente independentes fora da origem. De fato, como

f=(f1,.., fu): (C"* 0) = (C*,0)

tem uma singularidade isolada na origem, e como k& + n > k, temos que para todo
p € C"**\ {0}
df, : C"t* — C*

¢ uma submersao, logo a matriz jacobiana [J f(p)] kx(nik) tem K linhas linearmente inde-

pendes, mas as k linhas de [Jf(p)]y (1) S80 exatamente os vetores Vf;, i=1,... k.

Portanto, Vfi,...,Vfi, sao linearmente independentes, e consequentemente

Vfi,...,Vfi também o sdo.

Temos também que Vf1(0),...,Vfi(0) sdo todos normais a V, pois

V =V (fi, fo, ..., fx) e como sabemos Vf;(x) é normal a f; *(y), i=1,....k Vac
)

Seja v um campo de vetores continuo em V' com uma singularidade em 0. O conjunto
{v Vii(z ,ka(x)} ¢ um (k + 1)-referéncial em cada ponto de V*, e por homo-
topia, podemos assumir que estes vetores sao ortonormais. Consequentemente, o campo

de vetores v define uma aplica¢@o continua de V* sobre a variedade de Stiefel Wy (n+k).

Seja K = VNS, o link de V em 0, temos que K é uma variedade suave real de

dimensao 2n — 1. De fato, consideremos V e S, como variedades em R?", e a funcao
p:R*™ 5 R

dada por p(z1,...,Te,) = 1% + ... + x9,%. Se tomarmos v+, temos que €2 é um

valor regular de r e r~!(¢?) = K. Portanto, K ¢ uma variedade suave 2n — 1 dimensional.
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Além disso, K ¢ orientada (ver [17] pg 81), e temos uma aplicagdo continua

qbv = (U,vfl, R ,vfk) K — Wk+1(n + k?)

A variedade de Stiefel Wi, 1(n + k) é difeomorfa ao espago U(n + k)/U(n — 1), onde
U(n) denota o grupo das matrizes unitarias n x n. Além disso, em [26] Steenrod mostrou
que Wyiq(n+k) é (2n—2)-conexa e que o, 1 (Wii1(n+k)) = Z, assim podemos concluir
que o 1(Wis1(n + k)) = Hop 1(Wiyi1(n + k)), entdo a homologia de Wy1(n + k) na
dimensao (2n — 1) é isomorfa a Z. Consideraremos, nesta se¢do, o caso em que K é uma
variedade conexa, consequentemente a aplica¢ao ¢, tem um grau bem definido gr(¢,) € Z,

definido por meio do homomorfismo induzido

(f0)s + Hyp1(K) = Hop 1 (Wiya(n +k)).

Definigao 5.2.4. O indice GSV de v em 0 € V, denotado por Indggsy (v,0), é o grau da

aplicacao ¢,.

Dada uma aplicacao f : C"** — CF podemos considerar uma fibracdo de Milnor asso-
ciada a f (ver [I§],[19)]), e a fibra de Milnor F pode ser considerada como uma variedade
diferenciavel compacta 2n-dimensional com bordo OF = K. Além disso, pelo Primeiro
Lema de Isotopia, existe um espac¢o ambiente isotopico a esfera S, tendo K sobre OF, o
qual podemos estender para o colar de K, que vai para um colar de OF em F. Conse-
quentemente, v pode ser considerado como um campo de vetores nao-singular em OF.

A seguir apresentaremos algumas propriedades do indice GSV.

Teorema 5.2.5. Sejam (V,0) o germe de uma interse¢ao completa n-dimensional reduzida
com uma singularidade isolada em 0 e v um campo de vetores em V' com uma singularidade

isolada em 0 € V', o indice GSV tem as seguintes propriedades:

(1) O indice GSV de v em 0 é igual ao indice de Poincaré-Hopf de v (0) na fibra de
Milnor:
Inngv(U, 0) = Inde(f), F),

onde v é a extensao de v para o interior da fibra F.
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(2) Se v é transversal a K, entao
Indgsy (v,0) =1+ (—1)"p,

onde n é a dimensao complexa de V' e p € o nimero de Milnor de 0.

(3) Temos
n= (—1)n(lndgsv(v, 0) - ]ndSch(Ua 0))7

independente da escolha de v.
Demonstragao:

(1) Como (V,0) é uma ICSI, o campo de vetores gradiente conjungado

{vflvavfk}

sao todos linearmente independentes em toda F e normal a esta variedade diferen-
ciavel, entao o grau de ¢, pode ser identificado com a obstrucao para estender v

para um campo de vetores tangente em F;

(2) Agora, (2) segue de (1) juntamente com o Teorema [4.4.12|e do fato que, por [I8] [19],
a caracteristica de Euler de F é 1+ (—1)"u.

(3) Se v ¢ radial temos Indg.(v,0) = 1, e como de (2) temos
n = (—1)n(fndgsv<v, O) - 1)

segue que

w=(—1)"(Indgsv(v,0) — Inds(v,0)).

Seja agora, v um campo de vetores qualquer. Consideremos pequenas esferas S.,
SL; e > e >0, esejaw o campo de vetores no cilindro X em V' limitado pelos links
K. =S.nVeK.=8.NV, tal que w tem um namero finito de singularidades a;

no interior de X, e suas restrigoes a K. e K. sao v e v,44 respectivamente.
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Figura 5.7: Campo de vetores w entre K. e K.

Assim, temos

Indgen,(v,0) =1+ d(v, Vpaq) = Indgen(Vraa, 0) + Zlnde(w, a;).

=1

Agora, notemos que

Indgsy (v,0) = Indgsy (Vrad, 0) + ande(w, a;).

i=1

De fato, como vimos antes, podemos considerar a fibra de Milnor F como uma
variedade diferenciavel 2n-dimensional com bordo OF = K.. Do item (1), sabemos
que Indgsy(v,0) = Indpy (0, F), onde ¥ é uma extensao de v, que é definido em JF,
para o interior da fibra F. E pelo Teorema de Poincaré-Hopf, para variedades com
bordo, a soma dos indices de Poincaré-Hopf Indpy (0, F) independe da extensao de

V.

Entao, consideremos sobre V' o seguinte campo w: da origem até o link K., o campo
w serd igual ao campo v,q4 € no cilindro limitado pelos links K., e K. colocaremos
w = w. Como no bordo JF, o campo w coincide com v, entdao a extensao deste

campo a fibra F é uma extensao de v a F. Logo,

Indgsy (v,0) = Indpy (0, F) = Indgsy (Vraa, 0) + Z Indpy(w, a;).

i=1
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Assim,
Indgsy (v,0) — Indsen(v,0) = Indgsy (Vrad, 0) — Indgen(Vraq, 0)
=1+ (-1)"p—1=(-1)"u
e portanto,
n = (I?’Ldgsv(l}7 0) - ]ndgch(v, 0))(—1)”
E o teorema esta demonstrado. m

Observagao 5.2.6. O Teorema[5.2.5 diz que se perturbarmos a aplicacio f adicionando
uma constante pequena, entdao o indice € preservado, no sentido que, o indice GSV do
campo de vetores sobre a fibra singular serd a soma dos indices de Poincaré-Hopf em fibras
vizinhas. Disto seque que a maneira como o indice GSV muda quando perturbamos f nao
depende da escolha do campo de vetores v, mas somente da maneira como a topologia das

fibras de Milnor muda, isto €, do comportamento do nimero de Milnor sobre perturbagoes.

A seguir, apresentaremos alguns exemplos do céalculo do indice GSV, utilizando as

propriedades acima apresentadas.

Exemplo 5.2.7. No inicio desta se¢ao, vimos que dada uma fungao
f+(C%0) = (C,0)

com uma singularidade isolada na origem, o campo de vetores v : (C?,0) — (C?,0) dado

por
v(w) :( - g—im), g—iw)

¢ tangente a V = f71(0) e a todas as fibras de f, do fato de f ter uma singularidade
isolada na origem, juntamente com o Teorema [5.2.5| segue que Indggy (v,0) = 0.

Mais geralmente, consideremos uma fun¢ao holomorfa

f:(C*,0) — (C,0)
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com uma singularidade isolada na origem. Sua diferencial é

_of of

Seja ¢ um campo de vetores arbitrario obtido permutando aos pares as componentes de

df. e trocando o sinal de um dos componentes de cada par, por exemplo se

f:(C*0)— (C,0)

podemos considerar os seguintes campos

- ( of of of 8f)

C: _8_22’3_21,_8_24’8_23

ou
Fo(- 05 of of
(923’ 8247(921’622

Em todos estes casos temos que dado z = (z1,. .., 29,) € C*"

df(¢(w)) =0,

para todo w € C?", isto significa que todos estes campos de vetores sao tangentes a todas

as fibras de f, em particular a V = f71(0), assim seu indice GSV em 0 & zero.

Exemplo 5.2.8 ([7]). Denote as coordenadas de C***! por (zg, z1, .. ., 22,), dada uma

funcao holomorfa

f (™ 0) — (C,0)

com uma singularidade isolada em 0, considere o campo de vetores:

(922’ 821’ Y 82211’ 8z2n_1

<~:<f, of _of of of )
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Vamos assumir que as coordenadas escolhidas sao tais que ¢ tenha uma singularidade

isolada na origem, isto é,

Vn(ﬁ{gizo}):{()}.

Seja ¢ = C |v, note que
_9f

df(é:) - 820

consequentemente ¢ é tangente a V' e é também a restricao a V' do campo de vetores

£=(0

’ 822’ 821’ Y 822n7 82271,1

~(8f of of af>

definido no espago ambiente e o qual é tangente a todas as hipersuperficies nao-singulares
fHE).

O conjunto singular de € é a intersecao completa definida pelo ideal

(o).

82’17.”’82’271

o qual encontra cada fibra nao-singular f~!(¢) em uma quantidade finita de pontos. Do
Teorema [5.2.5] segue que a soma total destes pontos (contando com suas multiplicidades)
é o indice GSV de ( em V.

Observacao 5.2.9. E possivel mostrar que este indice pode ser calculado pela formula:

O2n+1

af af \’
(f’a_m""’az2n>

isto é, Indgsy((,0;V) € a dimensdo do espago vetorial complezo de germes de fungoes

Indgsv(¢,0; V) = dimg

holomorfas em O dividido pelo ideal

(2L )

’621’ ”782271
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Exemplo 5.2.10. Considere agora um polindmio Pham-Brieskorn em C"™! com coor-

denadas (z1,...,2n41), que é um polindémio
f2)=a%+. .+ zpa
onde d; > 2ed; € Z, paratodoi=1,...,n+ 1. A variedade
V=f10)={z=(21,...,2041) € C""Y 28 4 2B = 0}

¢ uma hipersuperficie de dimensao complexa n com uma singularidade isolada em 0 &€

C"*! logo V é uma ICSI.

Sejam d o minimo multiplo comum dos d;, ¢; = d/d;, i = 1,...,n + 1, e considere a

acao do grupo multiplicativo C* sobre C**! dada por:

t- (2'1, .. .,Zn+1) = (tqlzl, e ,tqn+12n+1).

Para cada t € C*, temos

f(t . (2’1, ey Zn+1)) = f(tqlzl, c. ,tq"+12n+1) = td : f(Zl, c. ,Zn+1). (521)

Lembrando que, dado (21, ..., 2,41) € C**! sua érbita é o conjunto
{t-(z1,...,2n41); t€C},

temos por (5.2.1)) que se (z1,...,2n41) € V, entao {t- (z1,...,2,41)} C V. Consequente-

mente, V' é um conjunto invariante por esta acao, isto é, V' é uniao de C*-érbitas.

Todo fluxo holomorfo determina um campo de vetores holomorfo, além disso, podemos
mostrar que o campo de vetores em V' correspondente a C*-a¢ao acima, que denotaremos
pOr Va4, ¢ radial em V' \ {0}. Assim, se todos os d;s sdo iguais, de forma que V ¢é

homogénio, entao o campo de vetores v,4 € 0 campo de vetores radial usual (21, ..., 2,11)
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a menos de uma constante. Entao, pelo Teorema temos:

IndGSV('UTada Oa V) =1 + (—]_)n/,L(V)7

p(V') é o nimero de Milnor de V. De [19], sabemos

p(V) = (dy = 1)(ds = 1) ... (dpss — 1)

Consequentemente,

IndGSV(vmd, 0, V) =1+ (—1)n(d1 - 1)<d2 - 1) ce (dn+1 — 1)

Entao, concluimos que:

(i) Se n é par, Indgsy(Vraq,0; V) > 0, entdao toda extensao de v,,q & um campo de
vetores continuo no espago ambiente, tangente a alguma fibra de f (ou a todas elas)

teréd singularidades em cada fibra onde ele é tangente;

(ii) Sen é impar e o menor dos d;'s ¢ > 3, entdao Indgsy (vraq, 0; V) < 0. Isto significa que
Vraq D20 pode ser extendido a um campo de vetores holomorfo no espago ambiente
sendo tangente a uma fibra de f e tendo singularidade isolada nesta fibra. Se

pudessemos fazer isso, entao o indice seria positivo;

(iii) Se n é fmpar e todos os d;'s sao 2, entao u(V) = 1, e consequentemente

Indgsy (Vrad, 0;V) =0

e podemos extender v,.,4 para o espaco ambiente sendo tangente e nao-singular nas

fibras de f.

Apresentaremos agora, outra possivel generalizacao do Teorema de Poincaré-Hopf para

o caso singular.
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Teorema 5.2.11. Sejam V uma variedade analitica complexa compacta com singulari-
dades isoladas x1, ..., z,, as quais sao todas germes de intersecao completa com singulari-
dade isolada (reduzida), seja v um campo de vetores continuo em V', singular nos pontos
x1,...,T, € possivelmente em alguns outros pontos regulares, digamos y1,...,ys de V.

Seja Indgsy (v, V) o indice GSV total de v, isto é

Indgsy (v, V) = Zlndcsv(v, z;) + Z]ndpg(v, Yj)-

i=1 Jj=1

Entao, temos:
,

Indgsv(v,V) = x(V) + (—1)RZM(%>7

i=1

onde p(x;) é o nimero de Milnor de V' em ;.

Demonstragao: Pelo Teorema [5.2.5 sabemos que
(=1)"u(z;) + Indsen (v, z;) = Indgsy (v, x;),

entao

r

Indggy (v, V) = Zlndsch(v, x;) + Zlnde(v, yj) + (—1)”2;;(@).

i=1 j=1 i=1

Do Teorema [5.1.4] segue que
Indgsy (v, V) = x(V) + (‘UnZM(%’),

i=1

como querfamos mostrar. [



Capitulo

6

Conclusao

Neste trabalho, inicialmente estudamos o indice de Poincaré-Hopf de singularidades
isoladas de campos de vetores definidos em variedades diferenciaveis. O principal resultado
na primeira etapa, foi o supreendente Teorema de Poincaré-Hopf, que faz uma conexao
entre ramos distintos da matemaética.

No caso de campos de vetores definidos em variedades singulares, investigamos a no¢ao
de indice de Schwartz, que nos permitiu recuperar o Teorema de Poincaré-Hopf.

No caso especifico de campos de vetores definidos em uma intersegao completa com
singularidade isolada, estudamos também o indice GSV, e como vimos, este indice esta
relacionado com o indice de Poincaré-Hopf, com o indice de Schwartz e com o nimero
de Milnor, que é um invariante central em teoria de singularidades. Além disso, assim
como o indice de Schwartz, o indice GSV nos permite recuperar uma versao do Teorema
de Poincaré-Hopf.

Em vérias areas da matematica existem diversas situagoes em que o estudo de campos
de vetores é crucial para o desenvolvimento cientifico. Este trabalho fornece as ferramentas
bésicas para o estudo de campos de vetores definidos tanto em variedades diferenciaveis

como singulares.
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