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ABSTRACT

The main purpose of this work is the study of
stability of solutions for a certain class of functional -
Differential Equations of Neutral Type by perturbation
effects.,

We suppose that the variational equations at the
origin, with respect to the class of non perturbed
equations are uniformly stable (asymptotically uniformly
stable). Using Lyapunov functionals for the class of
nonperturbed equations, we get conclusions about the
uniform stability (asymptotical uniform stability)of the
asymptotically self-invariant sets relatively to the

perturbed equations,
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ESTABILIDADE DE CONJUNTOS ASSINTOTICAMENTE AUTO-INVARIANTES

DE EQUACOES DIFERENCIAIS FUNCIONAIS NEUTRAS.
INTRODUCAO

Pretendemos neste trabalho estudar sistemas de con
trole qﬁe possam ser descritos por Equacoes Diferenciais Fun
cionais Neutras. Nosso principal objetivo € o estudo da esta
bilidade de solugoes de Equagoes Funcionais Neutras, sob o
efeito de perturbacoes. Para tanto,nos apoiamos no trabalho
de Leela [7] sobre estabilidade em variacao de Equagoes Dife
renciais Ordinarias. Este trabalho baseia-se na con;trugéo de
funcionais de Lyapunov supondo que a solugao nula de uma E-~
quagao Funcional Neutra seja uniformemente estavel (assinto-
ticamente uniformemente estavel) em variagao; isto nos permi
te tirar conclusoes sobre a estabilidade uniforme(assintdti-
ca uniforme) de conjuntos assintoticamente auto-invariantes
com relagao a Equacoes Diferenciais Funcionais Neutras, sob
o efeito de perturbacoes., Um trabalho neste sentido foi de-
senvolvido por Montefro [9] relativamente a Equagoes Diferen
ciais Funcionais com Retardamento e por Vila [11] relativa-
mente a uma classe de Equagoes Funcfénais Neutras, baseando-
-se no conceito de equiestabilidade.

Este trabalho é apresentado em quatro capfitulos.

No capitulo zero estudamog'os pré-requisitos neces

sarios para o desenvolvimento da teoria basica sobre Equa-



coes Diferenciais Funcionais Neutras.

No primeiro capitulo apresentamos a definigao de E
quagao Diferencial Funéional Neutra e alguns resultados sobre
existencia, unicidade e dependencia continua de solugoes, em
relagao aos dados iniciais. Estudamos, também, neste capitulo,
a Equagcao Variacional associada a uma Equagao Funcional Neu-
tra e um resultado sobre diferenciabilidade de solugoes, devi
do a Molfetta e Monteiro [8].

0 segundo capitulo € dedicado ao estudo de estabili
dade pelo segundo metodo de Lyapunov para Equagoes Funcionais
Neutras. A definigao de conjunto assintoticamente aute<inva-
riante e as nogoes de estabilidade para tais conjuntés apa-
recem também neste capfitulo.

Por ultimo, no terceiro capitulo,utilizamos os fun
cionais de Lyapunov obtidos no capitulo anterior no estudo de
estabilidade de conjuntos assintoticamente auto-invariantes re
lativamente a Equagoes Diferenciais Neutras perturbadas e e-

xemplificamos os resultados obtidos.



CAPITULO ©

Apresentamos neste capitulo alguns resultados que
serao usados no decorrer do trabalho. As demonstragoes foram
omitidas, pois se referem a resultados bastante conhecidos e

podem ser encontradas na bibliografia indicada.

0.1 - 0 Teonrema de Representacac de Riesz:

0.1.1 - A Integral de Stielties

Seja w uma fungao real nao decrescente definida
em [a,b] « R. Correspondendo a cada particao P de [a,b],

P: a = 6¢g < 0; < ... < Gn = b, |
escrevemos Auj = u(6g) - u(6;.1) > 0.

Seja ¢ wuma fun¢ao limitada em [a,b}.

Definimos:

n .
VP, y,u) = (L, M;0u;, onde M, = sup v(e)
B 9i—1§9§ei
n .
L(Py,u) = iél m;AU[, onde m, = inf v(e)
ei-1§e$ei

A integral superior (inferior) de Stieltjes de y

com respeito a u em [a,b] & definida como sendo:

j au(0)v(8) = Inf{U(P,¥,u))
a

b -
(j du(8)y(8) = sup{L(P,¥,1)})
a
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onde o infimo (supremo) ¢é tomado sobre todas as partigoes P
de [a,b].
b b
se [ au(o)vie) = | au(e)u(o),
a

a

o valor comum € chamado integral de Stielfjes de ¢ «com rela
caoa p em [a,b] e € denotado por

b

[* auterute)

a
Exemplos:

1. Se u(e) =6, v 6 ¢ [a,b], a integral de Stieltjes rec :-

-se a integral de Riemann.

. b )
2. Se U € uma funcao de saltos, a integral J du(e)y(e) e

n a
dada por I p(6;)h,, onde os 6, sao pontos de desc n
tinuidade de u e hi os saltos de u nos ponto:
6,, i =1, ..., n.

0.1.2 - Funcoes de Variagcdo Limitada

Sejam wu: [a,b] = R e

P: a

B8p < 6; < ... < 6 = b,
uma particao de [a,b]. Definimos
Auy = u(e;) - u(ei.y)

A variagao total de py em [a,b] € definida como

sendo
n

V(U,a,b) = Sup iél lAuily

onde o supremo € tomado sobre todas as partigcoes P de [a,b].

-6 -



u e dita de Vardagao Limitada em [a,b] se V(u,a,b) < +o;0n
dicamos este fato escrevendo U € Ev[a,b].

0 espago BV[a,b] com a norma ”ul|= V(u,a,b)+|u(a)|
e um esp;go de Banach.

Pode-se demonstrar que 1y € BV[a,b] se, e somente
se, 4 e diferenga de duas fungoes nao decrescentes em [a,b]
(Veja Kolmogorov e Fomin [4]). Deste modo; se W e BV[a,b] en
tao Uy = u; - U, onde u; e U, sao nao decrescentes em
[a,b], o que nos permite definir a integral de Stieltjes de
uma funcao Yy limitada em [a,b], relativamente a fungao 1y,
como sendo:

b b (b "
J du(8)v(e) = J duy (8)y(e) - j duz (8) % (0)
a

a a

0.1.3 - Representacdo de Funcionais Lineares Continuos em

c(fa,b],R).

Consideremos C([a,b],R) o espago das fungdes reais
continuas munido com a norma da convergéncia uniforme. Se

U € BV[a,b], € obvio que o funcional

b
v e c(la,b],R) » j du(0) v (6)

€ linear e continuo. 0 <Teorema a seguir nos informa sobre a

reciproca deste fato:

Teorema 0.1 (Teorema de Representagao de Riesz)

Seja D: C([a,b],R)>R um funcional linear contf{-

-7 -



nuo. Entao existe u € BV[a,b] . tal que para todo

v € €([a,b],R),

b
D (v) J du (8)u(6)

a

Além disso, |[D]] = v(u,a,b).

Uma demonstragao deste teorema pode ser encontrada

- em Kolmogorov e Fomin [4],

Observacoes:

1. A fungao p dada no Teorema de Riesz nao € Unica; por
exemplo, ¥ + C, C constante, também pode ser escolhida
para representar D como uma integral de Stieltjes. Pode-

'mos‘ ainda, alterar p numa quantidade enumeravel de pon-
tos, sem alterarmos a representagao. Se escolhermos u na
forma normalizada, isto €, pf(a) =0 e p contfinua a di-

reita, entao p € Udnica.

2. Se D: Cc([a,b],R) » R" & contfnua e linear, existe uma G-
nica matriz n x n (a menos de normalizacao) [u(6)] cujos
elementos sao fungoes de variagao limitada em [a,b] tal

que

b
D(y) = j [du(e)] . w(8), v ¢ € C([a,b],R).

a

0.2 - Desdgualdades Diferencials

Afim de estudar a estabilidade de sistemas dife-

- 8 -



renciais, necessitamos muitas vezes estimar uma fungao que sa
tisfaca uma desigualdade diferencial. [sto nos permite, atra

vés da analise de uma equagao escalar da forma:

(0.1) "4 = h(t,u)

u(ty) = u,
(t,u) e @ aberto de R2, onde h: @ + R & continua, dedu-
zir propriedades de estabilidade do sistema diferencial em

estudo.

Definicaoc 0.2

Seja r(t) wuma solugao da equagdo escalar (0.1)de
finida em [tgo,to+a). r(t) & dita uma s0flucdao maximal de
(0.1) se, para toda solugao u(t) de (0.1) existindo em

[to,to+a), tivermos que:

u(t) < r(t), Vv te [to,to+a).

Lema 0.3

Seja [to,to+a) o maior Intervalo de existéncia da
solugao maximal r(t) de (0.1). Se m: (ty,to+a) > R € con~-
tfnua, (t,m(t)) ¢ @, ¥V t € [to,to+a), m(ty) < uy e para uma

derivada fixa.de Dini satisfazendo

Dm(t) < h(t,m(t)), ¥V t € [to,to+a), entao
m(t) < r(t), VvV te [ty,to+a).
Uma demonstragao deste lema pode ser encontrada em

Lakshmikantham e Leela [6].
_9-



CAPITULO 1

1.1 - Definicao de Equacoes Diferencials Funcionadls

Seja R" o espaco vetorial real n-~-dimensional com
uma norma fixa I |. Seja [a,b] um intervalo da reta.
Consideremos C([a,b],Rn) o espago de Banach das

funcoes ¢: [a,b] - R' contfnuas, munido da seguinte norma:

loll = sup [oCo)].

eela,b]
Seja r > 0 um numero real fixo. Se
x ¢ C([a-r,b],R"), definimos para cada t € [a,b] a funcgao

X, € ¢([a,b],R") dada por

x, (6) = x(t+0), -r < 68 < 0.

(o grafico de X, é o transladado &ao longo do eixo t sobre
[-r,0], do grafico de x, restrito ao intervalo [t-r,t]).
Denotemos € = C([-r,0]1,R") e para p > 0
Cp= {¢p e C/ ”¢|| <pl. Pode-se demonstrar facilmente que a
aplicagao:
(t,x) € [a,b] x C([a~r,b],Rn)r+ X, € c
€ continua.

Seja A um aberto de R x C e sejam D, f:A > R"

fungoes continuas. A seguinte felagéo:
(1.1) | 4 op(t,x.) = f(t,x.)
: dt Tt Tt
€ chamada uma Equac¢ao Diferencial Funcional.

- 10 -



£ evidente que a equagao (1.1) inclui como casos par
ticulares as Equagoes Diferenciais Retardadas (D(t,¢) = ¢(0)),

portanto também as Equagoes Ordinarias (r = 0).

Defindicao 1.1

Diz-se que uma fungao x & s0fucdo da equagao(l.1)

se existirem o e R e A >0 tal que:

i) x e C([lo-r,a+A],R"), para, (t,x.) e A e V¥ t e [0,0+A]
( t

ii) D(t,xt) € continuamente diferenciavel e satisfaz a equa

gao (1.1) para todo t € [0,0+A].

Dado (to,C) ¢ A dizemos que x(ty,¢) € uma solu-
956 da equacao (1.1) através de (ty,¢) se existir A > 0 tal
que x(to,$) € uma solucdo de (1.1) em [to-r, to+A] e
xto(to,¢) = ¢. 0 Problema de Valor lInicial para a equagao(l.l)
consiste em procurar solugoes de (1.1) passando por (tgo,¢).

Observemos que na definigao(l.1) exigimos apenas a
diferenciabilidade de D(t,xt), mas a solugao x(t) nao preci
sa, a priorl, ser diferenclavel.: |

Notemos também que o Problema de Valor Inicial:

d
"d"'E' D,(t,xt) = f(t,xt)
Xe, = ¢

€ equivalente a equagao integral:
t
D(t,xt) = D(to,9) + J f(s,x_)ds, t > tg.
to s .

- 11 -
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Um espagco de fase natural para a equagao (1.1) é o
espago C, isto €, uma solugao x dé_ (1.1) pode ser repre-
sentada por uma trajetdria neste espago cujos pontos sao. as

fungoes Xy o

o

Uma Equacgao Diferencial Funcional nem sempre admi-
te solugao; isto pode ser visto tomando-se D(t,¢) = c,c»coni
tante e f(t,¢) 2 0 em R x C., Devido a este fato, nos res-
tringiremos a uma classe de Equagoes Diferenciais Funcionais
onde podemos garantir; sob certas condigdes, a existéncla, u-
nicidade e dependéncia contfnua relativamente as condigoes i

niclais, de solugoes.

1.2 .- Equacoes Difenencialis Funcionais do TAipo Neutro

Uma Equacdo Diferencial Funcional do Tipo Neutro &

uma Equacao Diferencial Funcional

(1.2) _dd_to(t,xt) = f(t,x,)

que satisfaz as seguintés condigoes:
i) D: A > R" possui derivada de Frechet em relagao a segunda
variavel D¢, continua em A aberto de R x C, que pode

ser escrita na forma:

D‘b(t’d))'w = A(t,¢)-¢(0) - B(t,¢,¢),
para todo Yy e €, (t,¢) € A, onde A(t,¢) € uma métriz

- 12 -



nxn continua e inversivel em A e B(t,¢,y) € contfinua
em relagao a (t,¢) ¢ A e linear em relacao a terceira va

riavel.

ii) bado (t,¢) ¢ A existem constantes a > 0, b >0 e c<]
tal que:
|A-1(t+s,&s).B(t+s,$s,xs)I < c.IIxsll, para todo se[0,a)e
qualquer x e B(a,b) = {¢ € C([-r,al,R"):40 = 0 e |[¢]] <ok

-~

onde ¢ € dada por

o(t) = [o(t), t e [-r,0]

#(0), t e [0,a]

Uma outra defini¢ao encontrada na literatura, que

‘adotaremos neste trabalho, € a seguinte:

- Defindicao 1.2

Dizemos que a Equacao Diferencial Fumeilonal (1.2) e

do Tipo Neutrno se D for atomica em zero sobre A, ou seja,

1) p: A » R" possui derivada de Frechet continua
em relagao_a segunda variévél.

2) Como D¢(t,¢): c »R" & linear, continua na se-
gunda variavel, pelo Teorema de RepresentagSo de Riesz, exis-
te.uma’fungéolmatriclal nxn wu(t,¢,*) € BV[-r,0], ¥V t € R,
VéeC (que pode ser escolhida na forma normallizada) tal
que:

Dy (t,0).0 = A(,0)¥(0) - B(t,0,9), V¥ ecC,

- 13 -



v(t,¢) € A, onde
A(t’¢) = U(t,¢,0) - u(t;¢'30-)
0

8(5,0,9) = -| dgult,6,0)19(0)
-r

A condigao de atomicidade em zero sobre A exige
que:

a) A(t,9) seja contlfnua e nao singular V(t,¢) € A

b) Exista uma fungao escalar y(t,¢,s) contlnua para (t,¢)e A

es >0, com y(t,$,0) =0 tal que:
0

[ tagu(e,6,001000) - ACe,00u(0)] < v(t,6,5). sup [v(o)]
-s

-5<6<0
para todo ¢y € C.
Verifica-se que se a definigao 1.2 estiver satisfel
'ta, i) e il) da definigcao de Equagao Funcional Neu-
tra também estao. De fato, a aplicagao
(t,6) € A A”*(t,0)
€ continua nos seus dois argumentos. Assim se s for su-
ficientemente pequeno, (t+s,$s) estara arbitrariamente pro
ximo de (t,¢). Logo IA'I(t+s,5s)| < k, k constante, se
s for suficientemente pequeno,

Tomemos x ¢ B(a,b) = {¢eC([-r,a]l,R")/¢0=0, ”¢llfb}

E claro que x, > 0 quando s » 0. Assim

lAfl(t+s,$s).B(t+s,$s,xs)[ < IA-I(t+s,;S)|.IB(t+s,5s,xs)|
0

5k|j [dgu(tes,b_,6)lx_ (8) - A(tss,d.).x_(0)]
-r

-

0 - .
- klf  Tagultes,5,,0)1x,(0) = Altes, b )x, (0) ]
-s

- 14 -



< koy(tes,0.,s). sup Ixs(e)l < c.“xs“
-s<8<0
onde ¢ < 1, para s suficientemente pequeno, pois
y(t,¢,s) - 0 quando s = 0. |
Para uso posterior vamos estabelecer a seguinte de-

finigao:

Defindicao 1.3

Sejam A C R x C um aberto e § C A. Suponhamos que
D seja atomica em zero sobre A.
Dizemos que D € uniformemente atomica em zero so-

bre  se:

i) Existe k >0 tal que |A ' (t,¢)]|<k e |D¢(t,¢)|§k,

v(t,9) e Q.

ii) y(t,¢,s) - 0 quando s + 0 wuniformemente para (t,¢)eq,

Exemplos:

1. As Equagoes Diferenciais Funcionals com Retardamento
x(t) = f(t,xt)

onde £ A :% Rx ¢+ R" & contfnua, sao Equagoes Diferen-

cials Funcionais do Tipo Neutro. Neste caso

0(t,0) = 0(0) e
0, (¢,6).% = D(t,y) = | [dgult,0)1y(0),¥(t,0) € A,

VY e C, onde



U(tse) =
I, 6 =0
Logo A(t) = u(t,0) - p(t,0”) =1 (contfnua e in-
versivel ¥ t € R) e
0
|| tdgute.01u60) - 1] = [p(0)-u(0)] <
-5

< y(t,s). sup |v(8)],
~-s<06<0

qualquer que seja a fungdao vy(t,s) contfnua e positiva para

teR e se [-r,0], com vy(t,0) = 0.

2. Consideremos a seguinte Equagao Diferencial Funcional:

(1.3) Fe(Ax(t) + x(t-r)) = £(t,x,),

onde r > 0, A € uma matriz nxn constante e

f: A = Rx C»R" & contfnua. Neste exemplo,
ab

D(t,d) = AG(0) + ¢(-r) e

0

0y (t,8) % = 0(e,0) = j_Edeuu,e)]w(e),

vV (t,9) ¢ A, ¥ ¢y € C, onde
0 se 6 = =-r
u(t,e) = |  se -r< 6 < 0

A+l se 6 =0
Assim A(t) = p(t,0) - p(t,07) = A e
0

|| tegute,0).p(0)-A(e) .y (0) |=|av(0)-A(e)y(0) =0
-s
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Se A for inversivel, a equagao (1.3) nos fornece
um exemplo que uma Equacao Diferencial Funcional do Tipo Neu-
tro que nao & retardada. Se A ndo for inversivel, a equa-
¢ao (1.3) nao € do Tipo Neutro.

Apresentaremos agora alguns resultados sobre exis-
tencia, unicidade, contlnua¢ao e dependéncia .contfnua em re-
lagao aos dados iniciais,de solugoes da equagao (1.2). As de

monstracoes de tais fatos podem ser encontradas em Ladeira [5].

Teorema 1.4 (Existencia e Unicidade)

Seja A =R x C um aberto e consideremos a Equagao

Diferencial Funcional do Tipo Neutro

é% D(t,x, ) = flt,x.) (1.2)

onde f € localmente lipschitziana em relagao a segunda va-
riavel em subconjuntos compactos de A. Entao,para cada
(to,9) € A,existe uma unica solugao da equagao (1.2) passando

por (to,9) e definida em [to,to+A]l,A > O,

Teonema 1.5 (Dependéncia contlnua)

Consideremos uma sequéncia de Equagoes Diferencials

Funclionais Neutras:

(lnzk) adT Dk(t’xt) s fk(t'xt)'

com D, f, : A CL RxC+R", nat,2,....
a

- 17 -




Consideremos, também, uma sequeéncia {(tk,¢k)} em A.

Com relagao a equagao (1.2) suponhamos que:

a) b, > D e (Dk)¢ > D¢ (An +A e B - B) quan-
do k + +», wuniformemente em subconjuntos fechados e limita-
dos de A.

b) Para cada (t,y) ¢ A existem constantes a > 0,

b>0 e ¢ <1 e uma vizinhanga U de (t,y) tal que:

IA;1(t+5,$s)3k(t+s,$s,xs)I < c”xsll, V x € B(a,b)

v(t,¢) e U e ¥ s e [0,a], k =1,2,...

c) Para cada (t,y) € A existem uma constante M>0

e uma vizinhanga V do ponto (t,y) tal que:

|f, (s,0)] <M, Vv (s,6) eV
d) fk(t,w) + f(s,0) quando k =+ +o e (t,yP)>(s,0)

e)‘(tk,¢k) + (to,00) € A quando k =+ +o,

f) A solucao x de (1.2) passando por (to,do) €
Gnica e esta definida em [to-r,A]l, A > t,.

Entao, existe ko € N tal que V¥ k > kg, existe uma
solugao de (l.Zk) passando por (tk,¢k), definida em [tk-nA]
e X, *x uniformemente no seguinte sentido: dado € > 0,

e <A - t°+r,.existe K'(e) e N tal que para k > k'(e), X

esta definida em [to-r+e,A] e
ka(s) - x(s)| < e, ¥ s e [t-r+e,A]

Veremos agora condigoes para existéncia de solugoes
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de Equagoes Funcionais Neutras, no futuro.

Defindicao 1.6

Se x(t,to,0) e x(t,to,4) sao solucdoes da equa-
¢3o (1.2) passando por (ty,¢) definidas em [to-r,a) e
[to-r,b) respectivamente, dizemos que x(ty,$) € uma conti~

nuacao de x(t,to,9) se b > a e

x(t,to,0) = x(t,to,¢), V t e [to-r,a).

,/‘ - - . -~ . -
Uma solugcao x de (1.2) e dita nao continuavel
se ela nao admite continuagcao e neste caso, seu intervalo de

definigcao € chamado {ntervalo maximaf de existencia da solu-

cao x.
Lema 1.7

Consideremos a Equagao Funcional Neutra (1.2). Supo
nhamos que f leve qualquer subconjunto fechado e limitado

Q< A comuma d&-vizinhanga também em A em um subconjunto

limitado de R".

Se D(t,¢) e D¢(t,¢) sao uniformemente contfinuas
em § e D €& uniformemente atdomica em zero sobre Q, entao
para toda solugéb nao continuavel x(t,to,¢) em [to-r,a) exis
te t* g [to,a) tal que (t*,xt*) £ Q.

Este lema permite demonstrar o segulnte fato, muito

Gtil mas aplicagoes:



Teonema 1.8

Consideremos a Equagao Funcional Neutra (1.2). Su-
ponhamos que f leve conjuntos limitados de R x C em con-
juntos limitados de R", ent3o toda solucao nao continuavel e
limitada esta definida num intervalo da forma [ty,$x).

Vamos supor de agora em diante, que f na equacao
(1.2) € continua, possui derivada em relacao a segunda varia
vel continua em A e leva conjuntos limitados em conjuntos
limitados, para garantirmos a existéncia, unicidade e depen-
déncia contfnua da solugdo x(t,to,¢) em relagdo a condigado i
nicial (to,9).

Nos preocuparemos a-seguir nao mals com a continui-
dade, mas-com a diferenciabllidade de solugoes relativamente

aos dados iniciais.

1.3 - A_Equacao Varniacdonal

Seja xt(to,¢) a Unica solugao atravées de (to,¢) da
equagao (1.2).
A esta solugao vamos associar uma nova Equagao Dife

renclal Funcional Neutra:

(1.4) iD‘q)(t,Xt(to’d)))'z

dt = f¢(t9xt(t0,¢))-zt

t

chamada Equacdao Variacional de (1.2) associada a solugao

Xt(to )¢)-

Como a Equagao Variacional (1.4) € linear, temos a
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existéncia e unicidade de solugoes zt(to,w) qualquer que se-
ja (to,¥) € A, definidas em [tgo-r,»). Além disso a solugao
zt(to,w)- € continua em seus trés argumentos.

Notemos que deQido a linearidade da equagao (1.4),
para t > tg

Z(t,to,‘): c ~» Rn

€ um operador linear continuo. Deste modo, podemos associar a
Equagao Variacional (1.4) uma famTlia de operadores lineares

continuos definidos por:

T(t,te:¢) : C > C
w > T(t’tozcb)'w = Zt+to(tn,w)
A famTlia {T(t,te:9),t > 0} constitui um semigru-

po de operadores lineares fortemente contlnuos, isto ¢, satis

faz as seguintes condigoes:

1) T(tes,to:d) = T(t,to:9).T(s,te:¢), V' t, s > 0 (devido a

unicidade de solugoes).

i) Vim [|[T(t,te:) ¥ - T(s,te:0) 9] =0, v t, s >0 (devi-~
s>t

do a continuidade de solugoes)

[11) T(0,t0:0) = | (pols z, (to,¥) = ¥, ¥ yeC)

0 gerador Infinitesimal A & dado por

T(t,to:0)y-y
Ay = 11 2
v t*g+ t
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e seu domfnio € o conjunto das fungoes ¢ € C tals que o 1]
mite acima exlista,

Vamos apresentar a seguir um resultado devido a Mol
fetta e Monteiro [8] que nos informa sobre a diferenciabilida
de de solugoes com relagao aos dados iniciais. Veremos que a
solugao xt(to,¢) de (1.2) € derivavel em relagao a ¢ e,

- aléem disso,

%_hxt(to,(p) = T(t-to,to!¢)

(a derivada de uma solugao Xt(to,¢) de (1.2) com relagao a
¢ coincide com a solugao da Equagao Variacional de (].2) asso
ciada a Xt(to,¢))- Para tanto faremos uso de um teorema cuja
demonstragcao pode ser encontrada em [8].

Sejam 1 > 0 e to > 1 fixados. Consideremos os con-

juntos:
D = {D:[1,°)xC + R"/D & de classe C! e atdémica em
zero}
F = {f:[1,») x C > R" / f & de classe ct}

0 conjunto D x [F x C define uma classe de Proble-
mas de Valor Inicial para a equagao (1.2). Fixemos um elemen-
to desta classe:

d =
e D(t,x

o= Fle,x)



e suponhamos que x = x(¢,0,F) seja solugdo deste Problema de

Valor Inicial definida em [t -r,A]. Fixemos M € R, 0 < M < A,

" Teonema 1.9

Nas condicoes acima descritas, existe p > 0 tal
que qualquer que seja a Equagao Diferencial Funclonal Neutral
(D,f) e qualquer que seja a condigao. inicial ¢ € C tais que
llo-6]] < o, lIf-F|]< o e |l¢-8]l < p, a solugdo da Equacio

Neutra (D,f) esta definida em [to-r,M] e a aplicagao
(¢,0,f) >~ x(¢,D,f)

definida no produto cartesiano dos conjuntos ”D-5||< p
"F;?||< o e ||¢-3]l< o com valores em C([tozr,M],Rn) e de
classe C! nestes conjuntos.

Em particular g%x(é,ﬁ,?).Ax para cada Ax € C e

restricao ao intervalo [to-r,M] da solugao da Equagcao Va-

riacional:

B (t,x (5,5,)) . (ax) = B (e,x, (§,5,F). (ax)

(AX)to = Ad

Assim, se xt(t°,¢) é uma solugao do Problema de

Valor Intctal:
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d ,
I D(t,xt) = f(t,xt)

xto = ¢

entao para cada t > tg e ¢ € C temos que

% Xt(to,d))Aq) = (Ax)t('f’-o,Ad)),

onde Ax € solugac do Problema de Valor Inicial para a Equa-

¢3o Variacional:

&0, (tx (£0,0)) (8x) = £, (t,x, (£0,0)) (ax),

(AX)to = Ad

Como o operador solugdao da Equagao Variacional
T(t,to:¢) : C > C, € definido por T(t,ty,0). Ad=

= (Ax)t+to(to,A¢), entdo

T(t-to,to:0).A¢ = g% xt(to,¢).A¢, V Apb € C

Logo g% Xt(to,¢) = T(t-to,to:9).

Demonstraremos agora um lema que estabelece uma re

lagao entre as solugoes da Equagao Funcional Neutra (1.2) e

as solucoes da Equagao Variacional (1.4).
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Lema 1.10

Seja f: [1,o) x C » RT, 1 é 0, de classe Cl‘ e

. seja U um subconjunto convexo de C. Assumamos que xt(to,¢ﬁ
e xt(to,¢2) sao solucoes de (1.2) com to € [T,®) e ¢;,02¢U.
Entao

”Xt(t0s¢1)-xt(tos¢z)ll < sup ”T(t'to:toig)”*”¢1'¢é“
Eel .

Demonstracao:

Seja E(X) = A¢p1+(1-A)d,,0 < A <1, o "segmento"
que une ¢; a ¢,. Como U € conexo E&(X) e U, 0 < X < 1,
Seja xt(to,g(k)) a solugao da equagao (1.2) atra-

vées de (to,£(\)). Derivando-a em relagao a A, obtemos:

Zoox (t0,600) = F x, (t0,600) 5

Logo o x, (ta,E(0)) = T(t-to,ts,E(1)) (02-01)

Integrando agora em relagcao a A, segue que:

1

3 ' 1
- EO))N = | T(t-to,to,E(0)) (6,-01)dA
Jo 5T Xt(to £())) J t-ty,to g(0)) (¢2-¢1)

0

Portanto,

”xt(to,é(l))-xt(to,g(o))|| -

= “JIT(t‘to,to,E(l))(¢z'¢1)dk“

0
Logo, |
lIx, (to,02)-x, (to,02) || < sup |[T(t-to,to:& () ||.]|¢20]l
t t ESU
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CAPTTULO 2

0 objetivo deste capitulo € a construgao de funcio

nais de Lyapunov para o estudo da estabilidade do conjunto
assintoticamente auto-invariante x = 0 relativamente a Equa
¢oes do Tipo Neutro.Para isto, apresentamos primeiro as -no

goes de estabilidade de solugoes; a definigao de conjunto as
sintoticamente auto-invariante e os conceitos de estabilidade

para tais conjuntos.

2.1. Estabilidade de Conjuntos Assintoticamente Auto-lnvarian

tes.
Consideremos a Equagao Diferencial Funcional Neu
tra:
(2.1) L p(t,x,) = f(t,x,)
) dt S Tt

onde f satisfaz condigoes suficientes para garantirmos a exis
tencia, unicidade e dependéncia continua de solugoes.
Vamos supor, nas definigoes 2.1 3 2.5 a seguir, que

x =0 seja solugéo_de (2.1) definida em (T,®), T > 0.

Definicdo 2.1,

A solugdao x = 0 de (2.1) é estavel se para todo
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tg > T, existe p = p(ty) tal que para toda ¢ € Cp, a solugao

x, (to,0) de (2.1) por (to,¢) existe em (to,w.xt(to,¢)e Cp e,

dado € > 0, existe § = 8§(to,e) > tal que
se ||¢l| < §, entao '[xt(to,¢)|| < e, ¥t > tyg.

Deginicao 2.72.

A solugao x = 0 de (2.1) é uniformemente estavel se

~

for estavel e se os numeros p e 8§ da definicao anterior nao

dependerem de t,.

Deéfini¢cao 2.3.

A solugao x = 0 de (2.1) e assintoticamente estdvel

se for estavel e existir o > 0 tal que

se ¢e C;, entao lim let(t°’¢)|| = 0
t >0

Deginigao 2.4.

A solugao x = 0 de (2.1) & assintoticamente unifor
memente estavel se for uniformemente estavel e, dado n>2~0

existir T = T(n) e 6§ = 8§(n) > 0 tal que



se [[o]] <8 entdo |[x (to,0)|] < mn, Vt> to+ T

Defini¢cao 2.5.

A solugao x = 0 de (2.1) é undiformemente Limitada

se para todo p > 0, existir to > T e B(p) > 0 tal que
se [1o]] <o entdo ||x (to,8)]] < B(o)

Vamos introduzir agora o conceito de conjunto assin

toticamente auto-invariante.

Definicao 2.6.

0 conjunto x = 0 e dito Assintoticamente Auto-Inva

niante (A.A.1.) com relagcao a equacao (2.1) se existir uma
funcao decrescente e continua A(t) com lim A(t) = 0 tal que
t oo

l]xt(to,O)ll < A(te), ¥ t > tg.

Observemos que se x = 0 for solugao da equacgao
(2.1), a definigdo acima esta trivialmente satisfeita.

Uma forma equivalente de dizer que o conjunto x = 0
e A.A.1. relativamente a equacgao (2.1), é a seguinte:

Dada uma sequéncia decrescente ep, Ep -0 com
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p > ©, existe uma sequéncia crescente (tp(e)), tp(e) + o com

p > «, tal que:

Se to>tp(€) entao let(to,O)ll< EP,Vtzto,p = 1,2..

"Exemplos simples em que x = 0 € um conjunto A.A.l.
~ -~ * -t . _t.
sao dados pelas equagoes escalares x = e e x = -x + e

Veremos a seguir os conceitos de estabilidade para

conjuntos assintoticamente auto-invariantes.

Definicao 2.7.

Dizemos que o conjunto A.A.T. x = 0 com relagao a

equagao (2.1) e:

a) uniformemente estavel se dado € > 0, existem nil

meros positivos T = 1(e) e 8§(g) tal que

se ||¢]] < & entao ||xt(to,¢)|| < g, para todo

b) assintoticamente uniformemente estaveld se for
uniformemente estavel e, para todo € > 0, existi
rem numeros positivos 8§y = 85(€), To = To(€) e

T = T(e) tal que

Se to > To e ||®]] < &0 entao ||xt(to,¢)|| < e, pa
ra todo t > tg + T.

Observemos que estes conceitos, no caso de x = 0
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ser solucao de (2.1), traduzem a nocao de estabilidade num
sentido mais fraco que o das definigdes (2.2) e (2.4) pois ¢ty
pode variar com €. Se x = 0 for solugcao de (2.1), o conceito
de estabilidade uniforme (ou assintoticamente uniforme) para
conjuntos A.A.l. (definigao 2.7) €& também conhecido como esfta
bilidade eventual uniforme (ou estabilidade eventual assinio
ticamente uniforme].

Nosso proximo passo é estabelecer um método para in
vestigar a estabilidade do conjunto A.A.l. x = O,relativamen

4

te a equagao (2.1). Este método é conhecido como o segundo me

todo de Lyapunov e reduz o problema de estabilidade do conjun
to A.A.l. x = 0 relativamente a Equagao Neutra (2.1). ao estu
do da estabilidade do conjunto A.A.l. u = 0, relativamente a

uma Equagao Escalar do tipo:

(2'2) C‘ = h(t,U), u(tO) = Up,

onde h ¢ C(R+XR+,R).

Para esta equagao podemos formular de maneira analo
ga as definicoes (2.6) e (2.7) feitas para Equagoes do Tipo

Neutro. Vejamos entao um teorema de comparagao:

Teorema 2.§.

Suponhamos que existam fungoes V ¢ C(R+XCp,R+),p>0,
e h e C(R+XR+,R) satisfazendo as seguintes condigoes:
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a) V & localmente lipschitziana na segunda variavel

b) b(1ol1) < V(e,005 ale, oD, v¥(e,0)e R, x €,

onde b: (0,p) - R, e continua e crescente com b(0) £ 0 e
a € A, onde
A = {a:R+X[O,p) - R,/ a € continua, decrescente
em t para r fixo, crescente em r para t fi

xo e tal que 1lim a(t,r) = 0}

tror-—+Q
+ N . . 1 (i ) -
C) D V(t’¢)(2.1) = l_')‘g.,,suP F' QV(t+h’xt+h(t°’¢)
= V(t’¢)] S
< h(t,V(t,¢)), V(t9¢)€ R+‘ x Cp.
Entao a estabilidade uniforme (assintotica unifor
me) do conjunto A.A.l. u = 0 relativamente a Equagao Escalar
(2.2) implica que o conjunto x = 0 & A.A.I. relativamente a
equacao (2.1) e além disso x = 0 & uniformemente estavel (as

sintoticamente uniformemente estavel).

Demonstracdo:

Denotemos por u(t,tp,up) uma solugao da Equagao Es
calar (2.2) passando por (to,up).

Seja € > 0 dado. Consideremos b(e)>0. Como 6 conjun
tou =0 A.A.l. com relagao a equagao (2.2) é uniformemente

estavel, existe &§; = §;(e)>0 e T3 = T1(€)>0 tal que:
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Se Iuolf §, entao lu(t,to,uo)|<b(€); Yt>to2Ty.
Vamos mostrar que existem numeros positivos § e T

tal que

Se [|o][< & entdo ||x, (to,0)||< e, Vtxto2r.

Como lim a(t,r) = 0, existem § >0e T2 > 0 tal que:
tr

r-0

Se ||¢]|< 8 et > 1, entao |a(t,|[|o]]|)] < 8.1.

v

Afirmamos que § e T = max{t,;,T,} satisfazem:
"[1el]< 6, t2toxT implicam |]x (to,¢)][< €.

Suponhamos por absurdo que isto nao ocorresse,entao
existiriam uma solugao xt(Eo,$) com ||¢]]< 8§ e um ty > tg > 1
tal que:

llxtl(E0a$)|| = €
[ [x(to,8) [ ]< €, ¥te [to,ti]

Tomemos ug, = a(Eo,||5||). Assim V(to,$)< ug, devi

do a hipotese b). Pela hipotese c), temos:

D+ V(t,Xt(EO’¢)) < h(t9v(t’xt(20)$)»

Estamos agora nas hipoteses do Lema 0.3 e portanto

podemos concluir que:

(2-3) V(tyxt(EO’a)) < r(t’EO)UO)’ Vte [£09t1]’



onde r(t,to,up) é a solugdo maximal da Equagao Escalar (2.2)
com r(ty) = ugzal(te,||d]]). Logo

b(e) = b([lxtl(zo,i)ll)f V(ty,x 1(Eo.;o)) < r(ty,to,ug)<b(e)

t

"que e absurdo. Logo o conjunto x = 0 é A.A.l. com relacgao a

equagao (2.1) e alem disso € uniformemente estavel.

Mostremos, finalmente, que o conjunto x = 0 € A.A.lL
relativamente a equagao (2.1) e & assintoticamente wuniforme
mente estavel, se u = 0 o for relativamente a equagao (2.2).

Seja € > 0 dado. Por hipotese existem 89 = §o(e)>0,

To = Tg(e) > 0 e T = T(e) tal que:

|U(t:t0’u0)! < b(S), VtOZTOs VtZtO+T9

que |[o]] < 8o.

Como lim a(t,r) = 0, existem 39 e Tg tal que
t>oo '
r-0

se |[o]l < 8o, t > T, entdo la(t,|]o]])] < 8o

Afirmamos que 8¢,Tg = max{Te,To} e T satisfazem:

||Xf(to,¢|| < €, Vto>To, Yt2to+T,

desde que ||¢]|]| < So.
De fato, se isto nao ocorresse, existiriam uma solu

¢3o x, (to,d) com ||B]] < 6o € um t; > to + T, com to > T tal



que:
[1x, (to,8)[] = ¢
[Ix, (t0,8) || < €, Vte [to+T,t1)

Com procedimento analogo ao que foi feito para

obtermos (2.3), podemos escrever que:
'V(t,xt(zo,é)) < r(t,to,ug), VYte (to+T,t;],

tomando-se up = a(to,||®]||) onde r(t,to,us) é solugdo maxi

mal da equacdo (2.2) por (to,up). Logo

b(e) = b(|[x, (to,®)[1) < V(ty,x (t0,8))<r(t,to,u0)<b(e)

que & um absurdo.

0 teorema fica assim demonstrado.

2.2. Estabilidade em Variacao-

Seja xt(to,¢) a solugao da Equagao Funcional Neutra
(2.1) passando por (ty,d). Consideremos a Equagao Variacio

nal de (2.1) associada a esta solugao:

(2.4) ﬁ% D¢(t,xt(to,¢)). z = f¢(t,xt(to,¢)).zt,
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Seja T(t-tgo,te:9) o operador solugao da Equagao Va
riacional.

Vamos estudar propriedades de estabilidade sobre a
Equagao Variacional (2.4) que nos permitirao concluir pro
priedades de estabilidade sobre-a equagao (2.1) e, posterior

mente, sobre Equagoes Neutras sob o efeito de perturbagoes.

Deginicao 2.9.

0 conjunto A.A.l. x = 0 relativamente 2 equagao
(2.1) e dito uniformemente estavel em variacdo se,dado €>0,
existir uma constante M(e) > 0 tal que:

Se ||¢|] < e entdo ||T(t=to,te,¢)|| < M(g),¥t>t,.

Lema 2.10.

Se x = 0 for solucao de (2.1) uniformemente estavel
em variagao entao, dado € > 0, existe M(g)>0 tal que:

se [[o]l<e, tem-se ||x (to,0)|[<M(e)][o]],Yexto.

Demonsthacao:

Por hipotese x = 0 € uniformemente estavel em varia

¢3o assim, dado € ¥ 0, existe M(e)>0 tal que se |[|¢]]|{<e ~ en



|| T(t=to,to:0) || < M(e), V¥t>t,

Sabemos do Lema 1.10 que

[ Ix (to, @) =x (to,¥)[|< sup | [T(t=to,toz¢+x(¢-v)[|.]|o-v]]
0<A< 1

Yo,y € A aberto e convexo de R x (.

Tomando-~se Yy = 0 tem-se

| [x (tos®) || < sup  [|T(t-to,to:d)|].]]0]]
0< A< 1

Logo, se ||¢]]|< €,temos que ||xt(to,¢)|I£M(€)-ll¢fL

Este Lema permite demonstrar, imediatamente, a se
guinte proposigao:

Proposdicao 2.11.

Se x = 0 for solucao de (2.1) uniformemente estavel
em variagao entao ela e uniformemente estavel e

uniformg
mente limitada.



Demonstracao:

Pelo Lema anterior, dado € > 0, existe M(e) > 0 tal

que
Se [|¢]]< e antdo |[x, (to,0)[] < M(e)|[8]], Ye>to
Logo,
xg (ton8) [ € € HGe) se [lo]] < e
e portanto x = 0 e uniformemente limitada.
Dado & > 0, tomamos § < min{&,&/M(E)}. Assim se
[|6]] < &, temos
[ [x, (to,s0) [| < MCe)|lo]] < M(e).s < &,
e disto decorre que a solugao x = 0 de (2.1) e uniformemente
estavel.

Definicao 2.12.

0 conjunto A.A.l. x =0 relativamente a equacao
(2.1) é dito assintoticamente uniformemente estavel em varia
g&o se, dado & > 0, existir uma fungSo continua e decrescen

te A_com lim A _(t) = 0 tal que:
> f oo

Se ||o]]< €, entdo ||T(t-to,to:4)]]< Xe(t‘to), para

todo t>tg.



E obvio que se o conjunto A.A.l. x = 0 relativamen
te a equagao (2.1) for assintoticamente uniformemente  esta
vel em variacao tambem é uniformemente estavel em variagao.
Decorre ainda da definigao acima que se x = 0 for solugao de

(2.1) uniformemente estavel em variacao entao T(t-to,to:9) €

uniformemente limitado e alem disso, dado € > 0,se ||¢]]|< €
entao

Tim ||T(t-to,to:¢)|] = 0

t >0

Proposdicac 2.13.

Se x = 0 for solugao de (2.1) assintoticamente uni
formemente estavel em variagao entao ela é assintoticamente

uniformemente estavel.

Demonstrnacao:

Se x = 0 for solugao de (2.1) assintoticamente uni
formemente estavel em variagao entao ela e uniformemente es
tavel devido a Proposigao 2.11.

Agora, dado € > 0, existe Ae decrescente e continua
com 1im Ae(t)'= 0 tal que ||o]|] < € implica

t~>oco

[T Ce=to,toz o) [| < A_(t-to)

para todo t>ty.

- 38 -



Pelo Lema 1.10 podemos concluir que:

Se [[¢]] < e entdo
[ Ix, (to,®) || < sup HT(t-to,tozp) [|.]1o]] e por
| w]]<e

tanto ||x (to,9) ]| < A (e-to) | [o] ],

Alem disso, para cada n > 0 dado,existe T = T(n)>0
tal que se‘tZto + T entao Ae(t-to)< n, devido as hipoteses
sobre Ae. Logo

|]¢]||] < n implica que ||xt(to,¢)||< n, Yt>to+T, ou
seja, x =0 e solugéo assintoticamente uniformemente estavel

de (2.1).

2.3. Construcao de Funcionais de Lyapunov

Nosso objetivo neste paragrafo e a construgao de
funcionais de Lyapunov supondo que a solucao da equagao(2.1)

seja uniformemente estavel em variagao (ou assintoticamente

uniformemente estavel em variagao). Os dois teoremas a se
. 1 4

guir estabelecem uma forma reciproca do teorema de compara

¢ao 2.8.

Teorema 2.14.

Suponhamos que x = 0 seja solugao da Equagao Funcio

nal do Tipo Neutro: é% D(t,xt) = f(t,xt) (2.1).
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Fixemos p > 0. Se a solugao x = 0 for uniformemente
estavel em variagao, existe um funcional de Lyapunov V(t,¢)

satisfazendo as seguintes propriedades:
i) V(t,¢) esta definido e € continuo para todo

(t,¢)€ R+ x Cp.

ii) J1e]] < v(t,9) < M(p).||¢}|, qualquer que 'se

jav(t,¢)s R+ x Cp, onde M(p) > 0.

iii) |v(t,¢1) - Vv(t,02)|< M(p) ||ld1-92|]|, para todo

(t’q)l)’ (t:¢2)€ R+ X CD'

f
> =

iv) D+V(t,¢)(2.1) lim, sup

pim (V(t+h,xt+h(t,¢)) -

V(t,9)) <0 para qualquer

que seja (t,¢)e R, * Cp.

Demonstrnacao:

-

Como a solugao x = 0 de (2.1) & uniformemente esta

vel em variacao, existe M(p)> 0 tal que:

Se ||¢]|< p entao ||T(t=to,to:0)]|<M(p), Yt>t,.

let(to,¢)|| < sup | [T(t-to,tozE)[].]]0]]
gelCp

devido ao Lema 1.10. Logo



(2.5) [Ix, Ceos 0[] < MY [To]], vexto, []o]] <o

Definimos o seguinte funcional:

V(t,¢) = S (t’ ))
sup | [xpeq (t20)) ]

A unicidade de solugoes, juhtamente com (2.5), im

plica que V(t,$) esta bem definido, para todo (t,9)e R.xCp.
. Vamos mostrar, primeiramente, a propriedade de ii).
€ obvio que ||¢|| < V(t,¢),para todo (t,¢)e R X Cp.

Alem disso

V(t,9) = sup||x,  (t,0)|] < Mp)[[o]],
: s>0 , :

devido a (2.5).
Logo a propriedade ii) esta satisfeita.
Mostremos agora iii)

Se ¢1,9, € Cp e t > 0 entao

[V(t,01)-V(t,d2)| = :;g ||Xt+s(t,¢1))||‘2;E||Xt+s(t,¢z”‘.

< supl]xt+s(t,¢1) - Xt+s(t,¢z)||
s>0

Portanto .

IV(t’¢1)_V(t’¢2)|S :ggllxt+s(t’¢1) - Xt+s(t9¢2)|| "<

< M) | [da-021],
- 4 -



devido ao Lema 1.10. Disto resulta iii).

Vamos, a seguir mostrar que V(t,$) é continua em
R+XCp.

Sejam ¢1, ¢, € Cp e h > 0 quaisquer, tal que
Xeyop(Es02)E Cp, t > 0.

[V(t+hr¢2)'v(t’¢1)l < ‘V(t+h,¢2)"V(t+h,¢1)l +

+|V(trh,00) =V (teh,x (t,00))) ] + [V(t+h,x  (t,01)-V(t,01) |

t+h
Observemos que

[ 1] = |V(t+h,$2)-V(t+h, 1) |< M(p)|]|d2,91]], por (ii).

Jer] = [V (t+h,00) -V (t+h,x (t,00) [< M(p) [ ]dr=x,  (t,00) ],

t+h
devido (ii).

Portanto |[I|,]|11] = 0 quando h > 0 e ¢;>d,, pois
Xeop (£20) € uma funcao continua em h.

Resta estimar somente

RERR

[V (erhx o (6,02 )-V (e, 00) ]

] (oo 1] =

supI|xt+h+s(t+h,Xt+h(t’¢1))|I'SUPllx

+
s>0 s>0 t+s

sup| | x (tyd1)||-sup||x (t,¢ ))|||
s>0 t+h+s '’ Szoll t+s !
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devido a unicidade de solugades,

(em s = 0, xt+h+0(t+h,xt+h(t,¢1)) = xt+h+0(t,¢1)).
Logo
[tee] < Jsupllx,,  (t,00)) || = supl|x,, _(t,00)]]
s>h t+s s>0 t+s
Definimos, agora, j(6) = s;pflxt.»(t,¢1))}|
>0 + 3
Assim |11t < |[J(h)=j(0)]:

Como j(B) e uma funcao continua para 6 > 0 (ja que
||xt+s(t,¢1)|| & continua e limitada em s > 0), segue que
[111| - 0 quando h > 0.

Isto mostra que V(t,¢) & uma fungao contfnua em
R+XCp.

Finalmente, vamos mostrar (iv).

1

D+V(t,¢) = ;ig+sup h[V(t+h,xt+h(t,¢))-V(t,¢)]

= lim_sup % (sup || (t+h, x (t,0))]] -

h~0 530 t+h

Xt+h+s

- supx, (t,0) [
c>0 | t¥s



Devido a unicidade de solugoes concluimos que:

+ . 1
D V(t,$)< Tim,sup + (sup||x (t,0)
hoo h s>hll t4+s  E29 [l - sgp||xt+s(t,¢)||) <
- s2>0
< lim,sup + [sup||x (t,0)]] = sup||x (t,¢)]|]< 0
h+0+ s>0 t+s s> 0 t+s
0 teorema fica, assim, demonstrado.
Obsenvacao: No teorema acima podemos supor que x = 0 seja

A.A.l. relativamente a equagao (2.1) (assim exis

te A(t) decrescente e contifnua com 1lim A(t) = 0 tal que
t>o
||xt(to,0)|| < A(t)). Definindo como antes

V(t,9) = sup [[x .  (t,0) ][],
s>0
as condicbes 1), ii) iv) estdo satisfeitas. A condigao ii)

apresenta-se na forma:

ii) |]e]] < v(t,$)< a(t,9),para todo V(t,$)eR xCp,on

de a(t,9) = M(p)|]|o]]+ A(t)e A.

A demonstracao € inteiremante analoga a que fizemos

no teorema anterior.

Para estabelecermos um teorema analogo a este ul
timo supondo estabilidade assintotica uniforme em variacgao,

necessitamos do seguinte Lema (que & uma generalizagao de
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um réSuItado obtido por Kato e Kurosaki [3”5

Lema 2.15.'

Se a solucao x = 0 da equagao (2.1) for assinfoti

camente uniformemente estavel em variacgao, para cada p > 0,

existem constantes positivas K(p) e a(p) tal que

11T (t=to,to,0) | |< R(p) e @PI(E7ta) 0 1141 < p e

para tedo t>t,.

Demonstracao:

Sendo x = 0 solugao da equagao (2.1),uniformemente
assintoticamente estavel em variagao, para cada p > 0, exis

te uma fungao Ap: R, > R, decrescente e continua com

lim Ap(t) =0,
t>oo
tal que:
| |T(t-to,to,9) |< Ap(t) para todo t > ty, desde que
BCIRRTE

Se xt(to;¢) e solugao de (2.1) por (to,9),aplicando
o Lema 1.10, para cada ¢ > 0, existe uma constante RB(p) > 0
tal que:

Se ||¢]] < p entdo

- Lhg .



| Ix, (to,0) || < sup [|T(t-to,to:E)[] [lo]|<B(p),
telp

conforme a proposicao 2 .11.

1
Escolhemos T(p) tal que AB(D) (T(p) < 5 -

Se ¢e Cp, tomamos tk = tog + kT(a),k = 1,2,...

> > ao:
Se L t > to entao

| |T(t-to,t0,0)|] <

IN

PITCe=t stosd) [ ]ITCe =t _jhtosd) | ]...

e T (e, tos9) | |

IA

AB(p) (t—tm).AB(p)(tm~tm_1)... AB(O)(tl-to)

I A

xB(p) (0). AB(D)(T(D)) . o AB(D)(T(Q))

Ln 0o}

1
‘6 (p) (0).(z)" = ZAB(O)(O)'(T)

IN

R(p) e‘u(p)(t'to)

LAY

onde K(p) = zas(p)(o) e a(p) = T(p)-l. In2.

0 Lema fica assim demonstrado.
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Teornema 2.16.

Suponhamos que x = 0 seja solugao da Equacgao Funcio

nal do Tipo Neutro.

d -

It D(t,xt) = f(t,xt) (2.1),
fixemos p > 0. Se x = 0 for assintoticamente uniformemente
estavel em variacao, entao existe um funcional de Lyapunov

W(t,¢) satisfazendo as sequintes propriedades:

i) W(t,9) esta definido e e continua em R, xCp.

ii) [lo|lsw(t,¢)<t(p) |||, para todo V(t,¢)e R_ x Cp,

onde L(p) > 0.

Pii) [wlt,91)-W(t,d2)|<L(p).||d1-92]|], quaisquer que

sejam (t,01),(t,¢,) em R x Cop.

iv) D+W(t,¢)(2.1) < -c(p)W(t,9) para todo (t,¢)e R _xCp

e para algum c(p) > 0.

Demonstrnacao: .

Como x = 0 € solugao da equacao (2.1), segue do Le

ma 1.10 que
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(2.6)  Tlx(to®) || < sup [1TCeto,taie) ]2 110110 e2t0

EeCp

Devido ao Lema 2.15, existem constantes positivas

K(p) e a(p), tal que:

(2.7) || T(t-te,tg:0) ||<R(p).e @(PI(E7E0)

ra todo t>tg, pois x = 0 e, por hipotese, assintoticamente
uniformemente estavel em variagao.

Definimos o seguinte funcional

a(t,0) = | Tl (6,0)]lds. o (e.0)e R xCo
t

w e bem definida, pois,
[ Ixg Ceos0) |1 Rep). e *PIEE0) g se o] <0, pa

ra todo t > to devido a (2.6) e (2.7).

Vamos verificar algumas propriedades de y(t,¢):

a) Se ||¢]|[<p e teR,  entao:

w(t,¢)=j [ Ixg (t,9) ] |ds sj Rp)e @ (P (578 g as
t t

R(o) |10l j e~ (0) (s=t) 4
t

©0

Ro) ol ] [ ™5 < wio) k(o) |]0]]

0

P(o)]le]]
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b) Se t ¢ R, e 91,92 €Cp

e

aleion)=ute,02) =l 1x (oo 1 1as=[ 11x (a2 []as]
t t

A

J [Ixs(t;¢1)‘xs(t,¢z)||ds
t

j sup [[T(s=t,t58)|].110:-0,]]ds,
¢ EeCp

IA

devido ao Lema 1.10. Portanto

(e, é1)-wlt,00) ] R(o)(f e P (7t gy 14102 |
t

< K(p) N(p)-|]d1-02]]=P(p)||o1-02]]

c) Vamos estimar a derivada D+w(t,¢) (2.1).

0*0(t,0) 5 1y = 1imsup ¢ [a(Erh,x, (6,6)) 0 (£, 0)]

h-+0 -

[+ ]
. 1
;Lg+sup F(f [|xs(t+h,x
t+h

(t,9))] ]

t+h

[ e teontias) -
t

oo

1 o
1im, sup —L[ Flx_(t,9)]|]ds -
h+0t M lien S |

REERCRICERS

t -
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devido & unicidade de solugoes. Portanto

+ 1 t+h
D w(ts0) (5 gy = lim sup FL-J | [x (e,0) [ [ds)
t

- 1l

d) w(t,¢) &€ um funcional continuo:

sejam teR, ¢,,0, € Cp e h>0.
|o (t+h,02)-w(t,d1) ]| <|wlt+h,¢z)-w(t+h,d,) | +

+]w(t+h, 62)-w(t+h,x (t,60)) [+[w(t+h,x (t,01))-w(t, 1) |

P(p) | 1d2-01 | [+P (o) [ [o1-%¢,p (t,00) ]

<

¥ |Jt+h|lxs(t+h’xt+h(t’¢1)||ds )

- [l teenas) -
t

= P() (I ld2=0al|+]d1=x,, (t,02) |])+
t+h

[T g e s,

t

devido a unicidade de solugoes e a propriedade b).

Disto decorre a continuidade de w(t,¢) em R+x Cp.

Definimos, agora, o seguinte funcional:

W(t»fb) = m(tv’(b) + V(t’¢),
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onde V(t,¢) e o funcional cohstruido no'teorema 2.14, (Obser
vemos que as hip6teses ao Teorema 2.14 estao trivialmente ve
rificadas).

Vamos, finalmente, verificar as hipoteses i), .ii),

iii) e iv) do teorema. E claro que W(t,¢) esta definido e €

continuo em R, xCo. Alem disso, devido a propriedade b) de
w(t,9), W(t,¢) € lipschitziana na segunda variavel com
[lw(t, 1) -wit,d2) |[<(P(p)+M(p)) | |01-02]] = L(p)|]d1-02]]

Vamos verificar a propriedade de ii)

116]] < V(t,0) < V(t,0) + w(t,é) = W(t,), qualquer
que seja V(t,d)e R xCo.

Talmbem:

W(t,¢)=V(t,¢)+w(t,¢)sM(p) | |o|[+P(p)]]d][=L(p)[]o]]

devido 3 propriedade a) de w(t,¢).

Por Gltimo, verifiquemos (iv):

A

D+W(t,¢)(2.1) 0+V(t’¢)(2-i)+D+w(t’¢)(2.})

tA

D+w(t’¢)(2.]) S _|l¢|l

bois D+V(t;¢)(2.1) < 0 e pela propriedade c) de w(t,¢)

Como W(t,9)<(M(p)+P(p))|[|d]|] = L(p)]||¢p]]| entao

D+w(t,¢)(2.1) < - T%ET W(it,¢) = -c(p)W(t,9)
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A prova do Teorema esta completa.

Observacao:

Podemos supor, no teorema anterior, que R = 0 seja

A.A.l. relativamente a equacao (2.1) (ou seja, que exista
A(t) decrescente e, continua, com lim A(t) =0 tal que
t>o

]xt(to,0)| < A(ty)), mas devemos impor hipoteses mais fortes
sobre o decaimento A(t). Por exemplo, se A(t) = c.e ot ou

com ¢>0 e 0>0 (ou seja x = 0 & exponencialmente auto-invarian

te), colocamos

~c(p)
W(t,9) = ::8[th+s(t,¢)||,e c(p s]

onde c(p) < o € dado pelo Lema 2.15. As propriedades i),ii),
iii) e iv) podem ser verificadas de modo similar ao que fize

mos no teorema 2.16.



CAPTTULO 3

Os teoremas 2.14 e 2.16 °~ sao basices para o estu-
do de estabilidade do conjunto AA.l. y = 0 relativamente

a Equagcaoc Perturbada:

d

g7 0(t,y,) = flt,y) + glt,y,)

qnde f e g sao fungoes continuas de um aberto A de R+><Cp em
R". Vamos supor, para este estudo, que x = 0 seja solugao

de equagao

d
rE3 D(t,xt) = f(t,xt)

fassintoticamente) uniformemente estavel em variacao e estuda
remos condigoes sobre a perturbacao g(t,¢) de modo a garan-

tir a estabilidade do conjunto AA.l. y = 0 relativamente a

Equagcao Perturbada.

3.1.- A Equacao_ Perturbada

Consideremos a Equagao Diferencial Funcional Neutra

(3.1) é% D(t,xt) = f(t,xt)

onde f possul derivada de Frechet contlnua em relagao a se-
gunda variavel, satisfaz condigoes que possam garantir a exis
téncla, unicidade e dependéncia continua de solugoes com rela

gao aos dados iniciais; e D € linear na segunda variavel e u-
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niformemente atomica em zero sobre A = R+ x C.
Seja xt(to,¢) a sdlugao de (3.1) que passa por
(to,¢) e consideremos a Equacao Variacional de (3.1) associa

da a esta solugao:

(3.2)  p 0y (tux,(t0,0)) .z = £, (t,x (t0,0)).2,

0 objetivo deste capitulo € o estudo da estabilida-

de do conjunto A.A.l, y = 0 com relacao a Equagao Perturbada:
d
(3.3) 35 P(t.y,) = flt,y.) + glt,y.)

onde g tem as mesmas propriedades que f descritas acima.

Antes disto, porém, demonstraremos dols Lemas:

Lema 3.1
Seja Ap(t) wuma fungcao contfnua, decrescente com
[+ o]
Ap(s)ds < . 0 conjunto u =0 €& A.A.l. relativamente a e
0
quagao

0 = c.xp(t), c >0,

e além disso € uniformemente estavel.

Demonstracag

De fato, as solugoes de 0 = c.Ap(t) sao da forma:
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, : t
ult,to,ug) = ug + CJ Ap(s)ds, t > t,
ty

u(to,to,ug) = ug

Como J Ap(s)ds < =, segue que a fungao que leva

t 0
to em J Ap(s)ds para t > ty¢é decrescente e tende a zero
to
quando t, > «. lsto acarreta que u =0 €& A.A.l. relativa-
mente a equagao U = c.Ap(t) e tambem € uniformemente estavel.
Lema 3.2

Consideremos a seguinte equacao escalar:

G = -8u + c.Ap(t), & >0, c >0
' t+1
onde Ap(t) € uma funcao continua tal que A(s)ds + 0
t
quando t > w, Entao o conjunto u =0 ¢é A.A.f. com relagao

a equagao acima e além disso, € assintoticamente uniformemen-

te estavel.

Demonstracado

A solugao geral da equagao U = -8u + cip(t) € da-

da por:

t‘e-d(j-s)

to

u(t,to,ug) = ug e-s(t-t°)+cj Ap(s)ds,t>ty

‘ug = ulto,to,up)



Devido a um lema de Strauss e Yorke ([11],pg 19)

t t
c.J e-é(t's) Ap(s)ds < e-ét[ e6(5+1)p(s)ds
to to-2
t+y
onde p(t) = ¢ J Ap(s)ds.
‘ t
Agora,

-st_ (b 6s
sup e c.J e Ap(s)ds = 0, quando t + +o
t
tozo 0

utilizando-se a regra de L'Hospital.

Além disso,

t t
[ e_é(t—S))\p(s)dS fe-ct'i'GJ eésp(s)ds

ty to-2
§t §
< e St+d sup p(t). 36 = %T . sup p(t) = x(t,)
2t t2to.2

t+3

Como I Ap(s)ds - 0 quando t » o, segue A(ty) €
t

continua, decrescente € 1lim A(ty) = 0. Entao u =0 € A.A.
t0+oo

I. com relagao a equagao 0 = -Su+cip(t) e também € assinto
ticamente uniformemente estavel.

Passemos agora ao estudo de sistemas perturbados. .

Teorema 3.3

Suponhamos que x = 0 seja solugao da equacao
(3.1) wuniformemente estavel em variagao. Suponhamos, tambeém,
que a perturbagao g(t,¢) na equagao (3.3) satisfaca a se-

guinte condigao:
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"”g(t,¢)|| < Ap(t), ¥t >0, para todo ¢ € Cp.

onde p € um numero positivo dado'eﬂlp(t) e uma fungao con-

" tinua para t > 0, satisfazendo:

A < o
Jo p(s)ds

Ent3o o conjunto y =0 & A.A.l. com relac3o a E-

quagao Perturbada (3.3) e é uniformemente estavel.

Demonstracao

Seja V(t,¢) o funcional de Lyapunov construido no

Tebrema 2.14, Tomemos (t,¢) € R+_x‘Cp. Entao:

O'V(E,6) (3 3) = 1M sup f IV(esh,y,p (5,6))-V(E,0)]
onde Yt(to,¢) € a solugao de (3.3) passando por (to,0).

Assim

D+V(t,¢)(3.3) = lim sup %[V(t+h,yt+h(t,¢)) -

h - 0+

|

V(th,x, (6,6)) + V(trh,x (£,0)) = V(t,0)]

[ AN

. 1
11 Y h, ; - Vit, .
\ 2 ggp F[,(t+ Xeop (8 ¢)) (t,0)]1 +

<+

Hin sup FIV(tah,y, 0 (6,8)) = V(ewh,x  (£,0))]
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OV (t,8) (5q) * Lim sup RIV(tehyy p (6,0)) -

A

V(t+h,xt+h(t,¢))] <

S ;lm gﬁp % [V(t+h.Yt+h(t,¢)) - V(t+h’xt+h(t’¢))}’

pOiS DTV(t,¢)(3.]) f 0.
Agora, como V(t,$¢) € lipschitziana em ¢, temos:

v(esh,y  (e,0)) - viesh,x  (e,8))] < M(o)|[¢1-0-l

Logo,

¥V (t,d) < M(p) 1im sup ] ”Y (t,¢)-x (tf@”
*70(3.3) - hoe ot P esh TP T et

Como xt+h(t,¢) e yt+h(t’¢)’ h > 0 sao solugoes das

equagoes (3.1) e (3.3), respectivamente, temos:
t+h

D(t+h,x,  ,(t,4)) = 0(t,¢) + J fls,x (t,¢))ds,h>0
t
' t+h
e D(t+h,yt+h(t,¢)) = D(t,¢) + jt [f(s,ys(t,¢))+g(s,ys(t,@Hds

Como D e linear na segunda variavel,

D(t+h,yt+h(t,¢) - xt+h(t’¢)) =

t+h
- [ TRy, (5,00) ¢ gls,y (£,8))-F (s,x, (£,0)) 1ds
t .

' s s~ @
De acordo com a definigao 1.2, podemos escrever D

na seguinte forma:

D(t+h,yt+h(t,¢)-x (t’¢)) - A(t,¢)(Y(t+h,t,¢) -

t+h
- x(t+h,t,0)) - Blt+h,y  ,(t,0) -x, ,(t,¢))
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Como D € uniformemente atOmica em zero sobre A,
existe K > 0 tal que |A™(t,0)] <k e [D(t,$)]< K,
v (t,¢) ¢ A, além disso vy(t,s) -+ 0, uniformemente quando
s > 0, e como A(t,9¢) € inversivel para todo t > 0, podemos

escrever:

AT (,0)0(tsh,y,  (£,0)-x,  (t,0)) =

= y(t+h,t,9) - x(t+h,t,¢) -

- AT (t,0)B(trh,y,  (6,0)-x, , (€,0))

Portanto

ly(t+h,t,6) - x(t+h,t,0)] <
< AT (e 0) [[oCesh, v (6,0) = x  (6,0))] +
s [ATH(e, ) | B (esh,y  (t,0) - x  (t,0)) ]

Logo

ly(t+h,t,0) - x(t+h,t,0)] <

t+h :
<k T TE Gy (5,00) + a(s,y (6,0))=f (s, (£,0)) a3
t .

+ K|B(t+h,y,  , (t,0) - xt+h(t,¢))|
Agora, para h ¢ [0,r], temos que:
B Cteh,y  p(0,0) = x p(e0))] =

- |J [dgu(t+h,8) 1 (y(t+h+0,t,0) - x(t+h+0,t,¢) |
-r

. 0 :
I[,tdeu(t+h,e)}(y(t+h+e,t,¢) - x(t+h+o,t,0)) |
-h

y(t+h,h) sup |y (t+h+o,t,0) - x(t+h+e,t,¢)“
~h<6<0

A

tA

y(tsh,n) o |y, (6,0) = x  (e,0) ]
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Deste modo
t+h

[y (een,£,0) = x(eshe,0) | < k| ey (e,00) o
t

+ g(S,YS(t,¢)) - f(s,xs(t,¢))ld5 +

+ Koy (eeh,h) ly o (e,0) - x (6,00 (]
e portanto

“yt+h(t’¢) - §t+h(t,¢)ll =

sup ly(t+h+9,t,¢) - x(t+h+e,t,¢)|=
-r<g<0

= sup |y(t+8,t,0) - x(t+6,t,0)] <
0<6<h

ct+h ) ;
< KI |F(s,y (t,8)) + gls,y (t,4)) - fs,x (t,0)|c
t

+ Ky(t+h,h) ”yt+h(t,¢) - xt+n(t,¢)”

Como vy(t+h,h) = 0 quando h > 0, existe

]

he € (0,r) tal que +y(t+h,h) < g 0 < h < ho. Logo, para

0 < h < hy,

ly,,p (6:0) = x, (6,6) ] <

K t+h
< ]-kY(t+ho,ho)Jt |£(s,y (t,0)) - g(s,y_(t,4))
t+h
- f(s,xs(t,¢))|ds 52KJ If(s,ys(t.¢)+g(s,ys(t,¢))-
. t

§

f(syxs(t,¢))ld$

Voltando na derivacao de V em relagao a (3.3),

temos:
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D¥V(t,¢) <2RM(p). lim sup l[Jt+hlf(s (t,9))-
s (3.3) Iy . h N 0+ h ¢ ’YS ]

t+h

- f(S,XS(t,¢))lds + J |g(s,ys(t,¢))|d51 <
t

< 2kM(p) Jg(t,0) ],

pelo Teorema Fundamental do Calculo.

Tomando-se ¢ =2K M(p), obtem-se

D+V(t,¢)(3.3)5c.|g(t,¢)| < c.xp(t), para todo

(t,9) € R, X Cp. Como J Ap(s)ds < », o Lema 3.1 implica
0

que u =0 é A.A.l. com respeito a equacao U = c.ip(t) e,
alem disso, € uniformemente estavel.

Pelo Teorema 2.8 concluimos que o-conjunto y = 0 €
A.A.l. relativaménte & Equag3o Perturbada (3.1) e é uniforme-

mente estavel, concluindo assim a demonstragao do Teorema.

Qbseavacao:

Uma importante classe de operadores onde este teore

ma aplica-se € constituida pelos operadores da forma:

D(t,¢) = ¢(0) - B(t,$) com |D(t,8)]| < k.|[[o]l ,qual
quer que seja (t,9) e R, * Cp, onde B(t,¢) € continua, 1i-
near na segunda variavel (portanto segundo o Teorema de Repre

sentacao de Riesz B(t,¢) = J [dou(t,0)]1d(8)) e satisfaz:
. -r

0

lj [dou(t,8)]o(8)| <
e |

< y(s) sup |o(o)], v(tye) e R, x Cop,
-55950
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onde, vY(s) € continua, nao dewrescente ems, com vy(0) = 0.

2) De acordo com a observagao posterior ao teorema
2,14, ovteorema anterior também é valido supondo que x = 0

seja A.A.l. com relagao a equagao (3.1).

0 proximo teorema nos informa sobre o.comportamento
assintotico do conjunto A.A.l. y = 0 relativamente ao Siste

ma Perturbado (3.3).

Teosrema 3.4

Suponhamos que x = 0 seja solucao da equagao(3.1)
assintoticamente uniformemente estével em variagao e que a
pefturbagéo g(t,¢) na equagao (3.3) satisfaga a seguinte con
digao:

”g(t,¢)|| < Ap(t) quaisquer que sejam t >0,

Y ¢ e Co onde p € um numero positivo dado e Ap(t) €& contl

nua e satisfaz:

t+1
J Ap(s)ds - 0 quando. t + 4w,
t

Entao o conjunto y = 0 € A.A.l.relativamente a E-
quacao Perturbada (3.3) e, além disso, é assintoticamente uni

formemente estavel,

Demonstracac

Seja W(t,¢) o funcional de Lyapunov construido no

- 62 -



teorema 2.16. De modo analogo ao que foi feito na demonstragio

do teorema anterior, podemos escrever:

D+W(t,¢)(3.3) f D+W(t,¢)(3.‘) + ZKL(p)lg(t,¢)|'para
todo (t,9) € R, X Cp, pois W(t,¢) e V(t,$) tem proprie-
dades similares.

Pela propriedade 1iv) do teorema 2.16 temos que

D+W(t;¢)(3;3) f ‘C(Q)W(t,¢)'+ ZKL(D)Ig(t3¢)I:
onde .c(p) > 0.

Por hipotese, podemos escrever que:

D+W(t,¢)(3.3) < —clp)W(t,0) + 2KL(p)Ap(t)

t+1 ) . .
Como Ap(s)ds - 0 quando t > 4+, pelo Lema 3.2
t ,
sabemos que o conjunto u = 0 € A.A.l. relativamente a equa-
cdo: G = -c(p)u + c.ap(t), ¢ = 2kL{p), e é assintoticamen-

te uniformemente estavel. Aplicamos, agora, o teorema de com-
paragaoc 2.8 para concluir que o conjunto y = 0 ¢é A.A.4 rela
tivamente a Equagao Perturbada (3.3) e, além disso, € assinto

ticamente uniformemente estavel.

Obsenvacao:

Se x = 0 for exponencialmente auto-invariante, o
teorema anterior ainda continua valido. Para isto, usamos o]
funcional de Lyapunov dado na observagao posterior ao teorema

2.16.



3.2. Exemplo

Consideremos a equagao
(3.4) x(t) - k x{(t-1) = a senx(t),

onde a <0 e 0< [k[ <1, e sua perturbada

(3.5) y(t) - k y(t-1) = a seny(t) + t.e y(t)

Neste caso D(¢) = ¢(0) - k¢(-1) (este operador é estavel,se
gundo Cruz e Hale [I1]).

Vamos-linearizar o sistema (3.4) em relacao a solu
¢gao x = 0. Como |

f(¢) = a sen¢(0)
entao f¢(¢)w = a cosd(0).y(0), e, portgnto, a equagao va-

“riacional de (3.4) relativa a solugao trivial & dada por:

(3.6) 2(t) - kz(t-1) = a.z(t)

(a solugao nula desta equagao € assintoticamente uniformemen-
te estavel, de acordo com [1]).

A equagao caracteristica associada a (3.6) é

A - ke = a,

nesta equagao a barte real de A,Rel, € negativa se a < 0.En
tdo o operador solucdo de (3.6) ¢é exponencialmente estavel
¢, portanto, a solugcao x = 0 de (3.4) ¢ assintoticamente u
niformemente estavel em variagao. Agora, a perturbagao
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g(t,0) = t.e %9 (0)
satisfaz a condigao
-t

vlg(t,¢)lw < Ap(t) = t.e” ".p se '|¢| <

t+1

e como J Ap(t)dt = p < +=, temos que J Ap(t)dt = 0
t
0

quando. t + «, Estamos, portanto, nas hipoteses tanto do teo-
rema 3.3 como do teorema 3.4, o que nos permite concluir que
o conjunto y = 0 € A.A.l. com relagao a Equagao Perturbada
(3.5) e € assintoticamente uniformemente estavel.

00

Notemos que sempre que J Ap(t)dt < +» tambem
0 N

t+1
I Ap(t)dt - 0 gquando t » +»; se x = 0 for assintotica-
t - . '

mente estavel em variacao e se as hipoteses do teorema 3.3 es

tao verificadas, também as hipoteses do teorema 3.4 estao,mas
, . 1
nao vale a reciproca pois existem fungoes onde jt+ Ap(t)dt~+0
quando t > +® e no entanto [wkp(t)dt = 4+, i
vaservemos que; no exgmplo acima, podemos alterar a
perturba;éé g(t,¢) de modo a éinda termos a estabilidade as

sintotica uniforme de y = 0 relativamente a (3.5).
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