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ABSTRACT

The main purpose of this work is the study of

stability of solutions for a certain class of functional"
Diffecential Equations of Neutral Type by perturbation
effects,

We suppose that the variational equations at the

origin, with respect to the class of non perturbed
equations are uniformly stable (asymptotically uniformly
stable). Using Lyapunov functionals for the class of

nonperturbed equations, we get conclusions about the
uniform stability (asymptotical uniform stability)of the

asymptotically self-invariant sets relatively to the

perturbed equations,.
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ESTABILIDADE DE CONJUNTOS ASSINTOTICAMENTE AUTO-INVARIANTES

DE EQUAÇÕES DIFERENCIAIS FUNCIONAIS NEUTRAS.

INTRODUÇÃO

Pretendemos neste trabalho estudar sistemas de con
trole que possam ser descritos por Equações Diferenciais Fun

cionais Neutras. Nosso principal objetivo é o estudo da esta
bilidade de soluções de Equações Funcionais Neutras, sob o

efeito de perturbações. Para tanto, nos apoiamos no trabalho
de Leela [7] sobre estabilidade em variação de Equações Dife
renciais Ordinárias. Este trabalho baseia-se na construção de

funcionais de Lyapunov supondo que a solução nula de uma E-

quação Funcional Neutra seja uniformemente estavel (assinto-
ticamente uniformemente estável) em variação; isto nos permi
te tirar conclusões sobre a estabilidade uniforme(assintóti-
ca uniforme) de conjuntos assintoticamente auto-invariantes
com relação a Equações Diferenciais Funcionais Neutras, sob

o efeito de perturbações, Um trabalho neste sentido foi de-
senvolvido por Monteiro [9] relativamente a Equações Diferen
ciais Funcionais com Retardamento e por Vila [11] relativa-
mente a uma classe de Equações Funcionais Neutras, baseando-

-se no conceito de equiestabilidade.
Este trabalho é apresentado em quatro capítulos.
No capítulo zero estudamos os pré-requisitos neces

sários para o desenvolvimento da teoria básica sobre Equa-



ções Diferenciais Funcionais Neutras.
No primeiro capítulo apresentamos a definição de E

quação Diferencial Funcional Neutra e alguns resultados sobre

existência, unicidade e dependência contínua de soluções, em

relação aos dados iniciais. Estudamos, também, neste capítulo,
a Equação Variacional associada a uma Equação Funcional Neu-

tra e um resultado sobre diferenciabilidade de soluções, devi
do a Molfetta e Monteiro [8].

O segundo capítulo é dedicado ao estudo de estabili
dade pelo segundo método de Lyapunov para Equações Funcionais
Neutras, A definição de conjunto assintoticamente auto“inva-
riante e as noçoes de estabilidade para tais conjuntos apa-
recem também neste capítulo.

Por último, no terceiro capítulo, utilizamos os fun
cionais de Lyapunov obtidos no capítulo anterior no estudo de

estabilidade de conjuntos assintoticamente auto-invariantes re
lativamente a Equações Diferenciais Neutras perturbadas e e-
xemplificamos os resultados obtidos.



CAPÍTULO O

Apresentamos neste capítulo alguns resultados que

serão usados no decorrer do trabalho. As demonstrações foram

omitidas, pois se referem a resultados bastante conhecidos e

podem ser encontradas na bibliografia indicada.

0.1 - O Teorema de Representação de Riesz:

0.1.1 - A Tntearal de Stielties
Seja uy uma função real não decrescente definida

em [a,b] < R. Correspondendo a cada partição P de [a,b],
P: a = O, < O7 < ... < o, = b,

escrevemos Au; = p(6;) - p(6;.1) > O.

Seja |v uma função limitada em [a,b].
Definimos:

n e

UlP,u,u) = E, M;AWi, onde M; = sup (8): 6j-1<20<O,

n |

L(P,u,u) = ;ã, M;Av(,, onde m, = inf (6): Oi-1<0<0O,

A integral superior (inferior) de Stieltjes de 7v

com respeito a |p| em [a,b] é definida como sendo:

J du(6)V(6) = Inffu(P,u,u))
a

b oo
d du(6)u(0) = suplL(P,U,u)))

a

-— 5



onde o Ínfimo (supremo) é tomado sobre todas as partiçoes P

de [a,b]. —b b
Se S du(e)v(6) = J du(68)v(8),

aa —

o valor comum é chamado integral de Stieltjes de | com reta
ção à up em [a,b] e é denotado por

b
f autoro(o)

a

Exemplos:
1. Se u(8) = 8, V 6 € [a,b], a integral de Stieltjes rec .:-

-se à integral de Riemann.
- b '

2. Se un eé uma função de saltos, a integral f du(6)v(0) e«e

n a
dada por E, vV(6,)h,, onde os 60, são pontos de desc n

tinuidade de p e hi; os salitosde up nos ponto:
O., del, ..., nN.

0.1.2 - Funções de Variação Limitada

Sejam u: [a,b] > R e

P: a = O, < 07 < ... < O. = b,

uma partição de [a,bl. Definimos

dp, = p(6,) - uíei-1)
A variação total de up em [a,b] é definida como

sendo
n

Víu,a,b) = Sup E, lan],
onde o supremo é tomado sobre todas as partições P de [a,b].

- 6 -



p edita de Variação Limitada em [a,b] se Víu,a,b) < +º; in
dicamos este fato escrevendo up E BV[a,b].

O espaço BVíia,b] com a norma Ilull = Víu,a,b)+|u(a)]|
“e um espaço de Banach.

Pode-se demonstrar que up e BV[a,b] se, e somente

se, py e diferença de duas funções não decrescentes em [a,b]
(Veja Kolmogórov e Fomín [4])., Deste modo, se pe BV[a,b] en
tão uy = 2) - ya, onde uy, e py; são não decrescentes em

[a,b], o que nos permite definir a integral de Stieltjes de

uma função V limitada em [a,b], relativamente à função yu,

como sendo:
b b rb |

j du(o)u(9) = S du, (6)y(6) - S du (6)V(6)
aa a

0.1.3 - Representação de Funcionais Lineares Contínuos em

Cí(la,b],R).

Consideremos Cí[a,b]l,R) o espaço das funções reais
contínuas munido com a norma da convergência uniforme. Se

pe BVIa,b], é óbvio que o funcional
b

ve C([a,b],R) - S du(6)v(6)
a

e linear e contínuo. O -<Teorema a seguir nos informa sobre a

recíproca deste fato:

Teorema 0.1 (Teorema de Representação de Riesz)

Seja OD: C([a,b],R)+R um funcional linear contf-
- 7 -



nuo, Então existe u ec BV[a,b] « tal que para todo

ve Cí[a,b],R),
b

D(y) -) du(6)v(6)
a

Além disso, |lo|]l = Vvíu,a,b).

Uma demonstração deste teorema pode ser encontrada
- em Kolmogórov e Fomín [4].

Observações:

lI. A função uy dada no Teorema de Riesz não é unica; por

exemplo, nu + C, C constante, também pode ser escolhida
para representar D como uma integral de Stieltjes. Pode-

“mos ainda, alterar py numa quantidade enumerâvel de pon-

tos, sem alterarmos a representação. Se escolhermos un na

forma normalizada, isto é, up(a)= 0 e up contínua à di-
reita, então 17 e única.

2. Se D: C([a,b],R)+>R' é contínua e linear, existe uma ú-

nica matriz nxn (a menos de normalização) [p(8)] cujos
elementos são funções de variação limitada em [a,b] tal
que

b
D(U) = S [du(6)] . (6), V vu e C([a,b],R).

a

0.2 - Desigualdades Diferenciais
Afim de estudar a estabilidade de sistemas dife-

- 8.



renciais, necessitamos muitas vezes estimar uma função que sa

tisfaça uma desigualdade diferencial. Isto nos permite, atra
vês da analise de uma equação escalar da forma:

(0.1) “us=h(t,u)
ulto,) = u,,

(t,u) E Q aberto de Rº2, onde h: N+R é contínua, dedu-

zir propriedades de estabilidade do sistema diferencial em

estudo.

Definição 0.7

Seja r(t) uma solução da equação escalar (0.1)de
finida em [t1i,tó+a). r(t) é dita uma solução maxíimal de

(0.1) se, para toda solução u(t) de (0.1) existindo em

[to,to+a), tivermos que:

ult) < r(t), Vte [t,,to+a).

lema 0.3

Seja [toó,tó+a) oO maior Intervalo de existência da

solução maximal r(t) de (0.1). WSe m: (tio,tóo+a) > R é con-

tínua, (t,m(t)) e O, V t e [t,,tora), m(to) < uf e para uma

derivada fixa de Dini satisfazendo

Dm(t) < h(t,m(t)), V t e [to,tot+a), então

mít) < r(t), Vte [to,to+a).
Uma demonstração deste lema pode ser encontrada em

Lakshmikantham e Leela [6].
- 9 -



CAPÍTULO |

1.1 - Defínicção de Equações Diferenciais Funcionais

Seja Ro espaço vetorial real n-dimensiíonal com

uma norma fixa | |. Seja [a,b] um intervalo da reta.
Consideremos Cífa,b],R) o espaço de Banach das

funções Qd: [a,b] + R contínuas, munido da seguinte norma:

Hell = sup le(6)|.
es a,b]

Seja r > 0 um número real fixo. Se

x e Cí[a-r,b],R'), definimos para cada t e [a,b] a função

x, E C([a,b],R") dada por

x, (0) = x(t+r0), -r < O < O.

(o gráfico de x, é o transladado ão longo do eixo t sobre

[-r,0], do gráfico de x, restrito ao intervalo [t-r,t]).
Denotemos € = C([-r,0],R!) e para p > 0

Cop = (ode C/ el <p). Pode-se demonstrar facilmente que a

aplicação:
(t,x) e [a,b] x C(fa-r,b],R) = x, E Cc

é contínua.
Seja A um aberto de Rx C e sejam D, f:A > Rº

funçoes contínuas. A seguinte relação:
: d(1.1) Te D(t,x,) = fít,x,.)

e chamada uma Equação Diferencial Funcional.

- 10 -



É evidente que a equação (1.1) inclui como casos par
ticulares as Equações Diferenciais Retardadas (D(t,6) = $(0)),
portanto também as Equações Ordinaâárias (r = O),

Definição 1.1

Diz-se que uma função x e solução da equaçao(1.1)

se existirem o eEe€R e A>0 tal que:

il xe C([o-r,0+A1,R), para, (t,x ) e À e V te [o0,0+A]Í t
ii) D(t,x,.) é continuamente diferenciavel e satisfaz a equa

ção (1.1) para todo t e [0,0+A].

Dado (t,,C)&e A dizemos que x(t6,,0) é uma solu-
ção da equação (1.1) atraves de (t,,d) se existir A > 0 tal
que x(t,,d) é uma solução de (1.1) em [toó-r, to+A] e

t
consiste em procurar soluções de (1.1) passando por (t.,d).
x

2
toso) = d. O Problema de Valor Inicial para a equação(1.1)

Observemos que na definiçao(1.1) exigimos apenas a

diferenciabilidade de D(t,x,), mas a solução x(t) não preci
sa, a priori, ser diferenciavel..

Notemos também que o Problema de Valor Inicial:
d

qe D(t,x,) = f(t,x,)

xt, =
e equivalente à equação integral:

t
D(t,x,) = D(to,0) + S fís,x )ds, t > t,.

to ;
:

- 1 =



-Um espaço de fase natural para a equação (1.1) é o

espaço C, isto é, uma solução x de (1.1) pode ser repre-
sentada por uma trajetória neste espaço cujos pontos são. as

funções x,
es

Uma Equação Diferencial Funcional nem sempre admi-

te solução; isto pode ser visto tomando-se D(t,4) = c,e cons
tante e f(t,d) = 0 em R x C. Devido a este fato, nos res-
tringiremos a uma classe de Equações Diferenciais Funcionais
onde podemos garantir, sob certas condições, a existência, u-

nicidade e dependência contínua relativamente às condições
niciais, de soluções.

1.2.- Equações Diferenciais Funcionais do Tipo Neutro

Uma Equação Diferencial Funcional do Tipo Neutro é

uma Equação Diferencial Funcional

(1.2) É p(t,x,) = f(t,x,)
que satisfaz as seguintes condições:

i) D: À > RO possui derivada de Frechet em relação à segunda

variâvel 4º contínua em A aberto de R x C, que pode

ser escrita na forma:

DD, (t,d).v = A(t,$).v(0) - B(t,d,UV),

para todo ve C€, (t,d) e A, onde A(t,d) é uma matriz

- |2 -



nxn contínua e inversível en A e B(ít,d,y) é contínua
em relação a (t,d) e A e linear em relação a terceira va
riâável.

ii) Dado (t,d)&€e A existem constantes a > 0, b>0ecx<l]
tal que:
JA (trs,0s).B(trs,ds,xs)| < e. fl xsllo para todo sef0,a)e
qualquer x e B(a,b) = (0 e C([-r,a]l,R'):do = 0 e lol] <v),

-
onde à e&é dada por

d(t) = [o(t), te [-r,0]
$(0), te [0,a]

Uma outra definição encontrada na literatura, que

.adotaremos neste trábalho, é a seguinte:

Definição 1.2

Dizemos que a Equação Diferencial Fumeional (1.2) e

do Tipo Neutro se D for atómica em zexo sobre A, ou seja,
1) D: À > RO possui derivada de Frêchet contínua

em relação à segunda variável.
2) Como D,(t,9): Cc>R' &é linear, contínua na se-

gunda variável, pelo Teorema de Representação de Riesz, exis-
te uma função matricial nxn ult,d,º) e BV[-r,0], V t e R,

VdeC (que pode ser escolhida na forma normalizada) tal
que:

D,(t,6).u = A(t,9)U(0) - B(t,0,0), Ve,
- 13 -



Vít,0) ce A, onde

A(t,4) = uít,6,0) - pít,6,0)
. o

B(t,6,0) = -[ Caguír,6,0)10(8)
r

A condição de atomicidade em zero sobre A exige

que:
a) A(t,d) seja contínua e não singular Vít,6) ce A

b) Exista uma função escalar yít,d,s) contínua para (t,d)e A

es>0, com vít,6,0) = 0 tal que:
o| ragult,0,0)14(6) - ACe,9)V(0)] < ylt,6,5). sup lvCo)]|
-s -s<o<0

para todo ve (C.

Verifica-se que se a definição |.2 estiver satisfei
ta, i) e il) da definição de Equação Funcional Neu-

tra tambem estão. De fato, a aplicação
(t,d) e Am A (t,O)

é contínua nos seus dois argumentos. Assim se s for su-
ficientemente pequeno, (t+s,ds) estará arbitrariamente pro
ximo de (t,0). Logo lat (er+s,o,)| <k, k constante, se
s for suficientemente pequeno,

Tomemos x e B(a,b) = (geC([-r,a]l,Rº)/0,0=0, Ile ll <b)
É claro que x. > 0 quando s>+0. Assim

FA[At (tes,0s).B(t+s,0s,x5) | < [nt (tis,0.) |. |BCt+s,6,,x,)|
o

skI[ ragulers,P.,0))x, (0) - Altes,$,).xÇ(0)|
-r

ue

o - -
= kIf  tagultrs,6,,0)]x (0) - Altes,6,)x,(0)|s

-s
- lh



< k.y(trs,d,,5). sup lx (6) | < elx1-s<o<o

onde c< 1], para s suficientemente pequeno, pois
yYít,d,s5) - O quando s + O.

Para uso posterior vamos estabelecer a seguinte de-

finição:

Definição 1.3

Sejan A CR*XC um aberto e RN CA. Suponhamos que
D seja atômica em zero sobre A.

Dizemos que D é uniformemente atómica em zero so-
bre NQ se:

i) Existe k>0 tal que A (t,9)|<k e [0,(t,6) |<k,

Vít,d) ce QN.

ii) yYí(t,d,s5) - O quando s > 0 uniformemente para (t,09)ecnN,

Exemplos:

l. As Equações Diferenciais Funcionais com Retardamento
Xx(t) = f(t,x,)

onde EO Sb Rx C+R' é contínua, são Equações Diferen-
ciais Funcionais do Tipo Neutro, Neste caso

D(t,6) = 6(0) e

DCt,6). = DCt,d) = | fdgu(t,6)1V(0),V(t,6) e A,

VwyeC, onde



v(t,6) =

Logo A(t) = u(t,0) - u(t,07) =| (contínua e in-

versível VteR) e
o

|] taguit,o)IÇ(6) - 1900) = lvto)-p(o)] <
-s

< y(t,s). sup |v(e)|,
-s<o<o0

qualquer que seja a função 7v(t,s) contínua e positiva para

teR e se [-r,0], com vy(t,0) = O,

2. Consideremos a seguinte Equação Diferencial Funcional:

(1.3) Fe (Ax(t) + x(t-r)) = flt,x,),
onde r>0, A e uma matriz nxn constante e

f: ÀS RxC+R' é contínua. Neste exemplo,
ab

D(t,d) = AÇ(O) + d(-r) e
9

DA (t,6).w = DCt,U) =  tegu (t,9)14(O),

V(t,d) e À, Vye C, onde
O se = -r

uv(t,6) = | se -r< 0 <Oo0

A+| se 6 = 0

Assim A(t) = u(t,0) - u1p(t,0) = A e
o| tagult,o).p(o)-A(t).6(0) |=/A(0)-A(e)w(0)|=0
-s

- 16 -



Se A for inversível, a equação (1.3) nos fornece
um exemplo que uma Equação Diferencial Funcional do Tipo Neu-

tro que não é retardada. Se A não for inversível, a equa-
ção (1.3) não é do Tipo Neutro.

Apresentaremos agora alguns resultados sobre exis-
tência, unicidade, continuação e dependência - contínua em re-
lação aos dados iniciais,de soluções da equação (1.2). As de
monstraçõoes de tais fatos podem ser encontradas em Ladeira [5],

Teorema 1,4 (Existência e Unicidade)

Seja A —=R xC um aberto e consideremos a Equação

Diferencial Funcional do Tipo Neutro

Ad
dt D(t,x,.) = f(t,x,.) (1.2)

onde f e localmente lipschitziana em relação a segunda va-
riaável em subconjuntos compactos de A. Entaão,para cada

(to,d) e A,existe uma única solução da equação (1.2) passando

por (to,d) e definida em f[t,,t,+AJ,A > O.

Teorema 1.5 (Dependência contínua)

Consideremos uma sequência de Equaçoes Diferenciais
Funcionais Neutras:

(1.2) + DL (t,x,) = f (t,x,),
com Dj fi: A = Rx C+R, ne l,2,....

â

- 17 -



Consideremos, também, uma sequência (td, )) em A.

Com relação à equação (1.2) suponhamos que:

k

do k > +%, uniformemente em subconjuntos fechados e limita-
a) D), > D e (Px), > , (A, + A e B > B) quan-

dos de ÀA.

b) Para cada (t,y) e A existem constantes a > O,

b>0 e c<1 e uma vizinhança U de (t,y) tal que:

[Ar (t+s,0,)BQ (trs, dg x()| < elx. V xe B(a,b)
vVít,d) e U e V se [0,al, k = 1,2,...

c) Para cada (t,y) e A existem uma constante M>O

e uma vizinhança V do ponto (t,y) tal que:

|, (s,6)| <M, V(s,6) e V

d) f/(t,y) - f(s,0) quando k > + e (t,0)>(s,0)

e) (tó) — (to, do) E À quando k > +.
f) A solução x de (1.2) passando por (to,do) &é

única e estã definida em [t,-r,A], A > t,.
Então, existe k, e N tal que V k > ko", existe uma

solução de (1.2) passando por (td), definida em [t] -rA]

ex >x uniformemente no seguinte sentido: dado e > O,

E <A- totr, existe K'(e) e N tal que para k > k'(c), x.
estã definida em [t,i-r+e,A] e

x, (s) - x(s)| <e, Vs e [t-r+ec,A]

Veremos agora condições para existência de soluções
- 18 -



de Equações Funcionais Neutras, no futuro.

Definição 1.6

Se x(t,t,d) e xí(t,to,d) são soluções da equa-
ção (1.2) passando por (t,,d) definidas em [tó-r,a) e

[to-r,b) respectivamente, dizemos que x(t6,,d) ée uma conti-
nuação de x(t,to,d) se b>a e

x(t,to,d) = x(t,to,0), V t e [to-r,a).
É —- - - . -Uma solução x de (1.2) e dita não contínuavel

se ela não admite continuação e neste caso, seu intervalo de

definição é chamado intexvalo maximal de existencia da solu-
çao x.

Lema 1.7

Consideremos a Equação Funcional Neutra (1.2). Supo

nhamos que f leve qualquer subconjunto fechado e limitado
NTE A comuma SóS-vizinhança também em A em um subconjunto
limitado de Rº

Se D(t,69) e D,(t,$) são uniformemente contínuas
em NQ e D é unlformemente atômica em zero sobre £f, então

para toda solução não continuável x(t,to,d) em [toóo-r,a) exis
te tt e [to,a) tal que (t*,x,,) go.

Este lema permite demonstrar o seguinte fato, muito

útil mas aplicações:



Teorema 1.65

Consideremos a Equação Funcional Neutra (1.2). Su-

ponhamos que f leve conjuntos limitados de R x C em con-

juntos limitados de R', então toda solução não continuável e

limitada estã definida num intervalo da forma [t,,+%).
Vamos supor de agora em diante, que f na equação

(1.2) é contínua, possui derivada em relação a segunda variã
vel contínua em A e leva conjuntos limitados em conjuntos
limitados, para garantirmos a existência, unicidade e depen-
dência contínua da solução x(t,t,,d) em relação a condição à
nicial (t,.,d).

Nos preocuparemos a:seguir não mais com a continui-
dade, mas- com a diferenciabilidade de soluções relativamente
aos dados iniciais.

1.3 - À Equação Vaníacional

Seja x, (tod) a única solução através de (t1.,d) da

equação (1.2).
A esta solução vamos associar uma nova Equação Dife

rencial Funcional Neutra:

(1.4) e D,(t.x,(to,d)).z, = Ff, (t,x,(to,0)).z,
chamada Equação Variacional de (1.2) associada à solução

x, (to é).
Como a Equação Variacional (1.4) é linear, temos a

- 20 -



existência e unicidade de soluções z. (to,w) qualquer que se-
ja (tóo,vy) &e A, definidas em [t,-r,m-). Alem disso a. solução

z, (to,V) é contínua em seus três argumentos.
Notemos que devido à linearidade da equação (1.4),

para t > t,
z(t,to,*): Cc + RR"

é um operador linear contínuo. Deste modo, podemos associar à

Equação Variacional (1.4) uma família de operadores lineares
contínuos definidos por:

T(t,to:d) : C + C

VW > T(t,to:d).y = Z, 1, (tow)

A família (T(t,to:0),t > O) constitui um semigru-
po de operadores lineares fortemente contínuos, isto e€, satis
faz as seguintes condições:

1) Tí(t+s,to:d) = T(t,to:d).T(s,toid), V t, s > O (devido a

unicidade de soluções).

11) lim [[T(t,toio).w - T(s,toio).vull| = 0, V t,s>0 (devi-
s>+t

do à continuidade de soluções)

til) T(0,to:d) = l (pois 2, (to,u) = vv, V ve C)

O gerador Infinitesimal A é dado por

Ay = lim, Tít,to:d)U-Y
t+O t

- 21) -



e seu domínio é o conjunto das funçoes ye C tais que o li
mite acima exista,

Vamos apresentar a seguir um resultado devido a Mol

fetta e Monteiro [8] que nos informa sobre a diferenciabilida
de de soluções com relação aos dados íniciais. Veremos que a

solução x, (to,?d) de (1.2) é derivável em relação à | e,
- além disso,

pc lto, o) = T(t-to,to:d)

(a derivada de uma solução x, (to,d) de (1.2) com relação a

d coincide com a solução da Equação Variacional de (1.2) asso
ciada a x, (to,$)). Para tanto faremos uso de um teorema cuja
demonstração pode ser encontrada em [8].

Sejam 1 > Oetç>7 fixados. Consideremos os con-

juntos:
D = (D:[tT,w-)xC + R'/D é de classe C!* e atômica em

zero)
EF = (f:ilt,o) x C> RO /f é de classe c*)

O conjunto D x |fx C define uma classe de Proble-
mas de Valor Inicial para a equação (1.2). Fixemos um elemen-

to desta classe:

d -
de D(t,x £) = f(t,x,)



e suponhamos que X = x(0,D,f) seja solução deste Problema de

Valor Inicial definida em [t -r,Ã]. Fixemos Me R, 0 <M < Ã,

Teórema 1.9

Nas condiçoes acima descritas, existe p > 0 tal
que qualquer que seja a Equação Diferencial Funcional Neutra

(D,f) e qualquer que seja a condição inicial q € C tais que

llo-5|| <p, lle-fll< o e lle-dll< p, a solução da Equação

Neutra (D,f) está definida em [tó-r,M] e a aplicação

(d,0,f) > x(0,D,f)

definida no produto cartesiano dos conjuntos |lo-5]|) < Pp

|f-fll< op e lle-dll< o com valores em C([to-r,MI,R') é de

classe C* nestes conjuntos.
Em particular apr ($,5,F).dx para cada Ax e C ê

restrição ao intervalo [to-r,M] da solução da Equação Va-

riacional:

2 bo(t,x,(8,5,F)). (0x), = Fo lt,x,(3,5,F). (dx),

(dx), = 8

Assim, se x, (to,d) é uma solução do Problema de

Valor Inicial:
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d Dt,x,) = flt,x,)dt
xt, = +

então para cada t > t, e del temos que

3

TE x, (to,9)ÃO = (4x), (to,4d),

onde Ax e solução do Problema de Valor Inicial para a Equa-

ção Variacional:

dd (t,x,(to,0)) (Ax), = fo(t,x,(to,0)) (dx),

(4x),, = A

.
Como o operador solução da Equação Variacional

T(t,to:d) : C + C, é definido por Tít,t.,d). Ad=

= (Ax)., 2
(to,06), entãot

T(t-to,to:0).Ag = 5 x, (to,6).do, VAÇdeEC

Logo x, (to,d) = T(t-to,to:d).

Demonstraremos agora um lema que estabelece uma re
lação entre as soluções da Equação Funcional Neutra (1.2) e

as soluções da Equação Variacional (1.4),
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Lema 1.10

Seja f: [1,m) x CC > Root > 0, de classe o e

:
seja U um subconjunto convexo de C. Assumamos que x, (tod)
e x, (tosa) são soluções de (1.2) com t, e [t1,%) e d1,02EU.

Então

Ilxi (to,d1)-x, (to,d2) || < sup IltT(t-to, to:sNDAdlo1-o2]
EeU

|

Demonstração:

Seja &E(2) = Ada+(1-2)02,0 < A < 1, o "segmento"

que une d&;7 à d,2. Como U e conexo E(X) eU, 0< 2 < 1,

Seja x, (to,8E(2)) a solução da equação (1.2) atra-
vês de (t1,,E(X)). Derivando-a em relação à A, obtemos:

92 x (to, E(A)) = E xf(to,5(1))

Logo De x, (to,E(1)) = T(t-to,to,E(2)) (92-01)

Integrando agora em relação à A, segue que:
1

; À

!

; (to,E(2))da =|T(t-to,to,E(2)) (02-02)d)f. Fr Xi (tosE S torto, $2-d
o

Portanto,

lx, (to, E (1)) =x, (to,E(0))]| =

= If Tso EO) Garoa
0

Logo,
|

:

Ilx, (to ,d2a)=-x,C(to,d1) || < sup I||TCt-to,to:s (2) 1. Io 2a]t t Eeu
- 25 -



CAPÍTULO 2

O objetivo deste capítulo é à construção de funcio
nais de Lyapunov para o estudo da estabilidade do conjunto
assintoticamente auto-invariante x = O relativamente a Equa
ções do Tipo Neutro.Para isto, apresentamos primeiro as no
ções de estabilidade de soluções; a definição de conjunto as
sintoticamente auto-invariante e os conceitos de estabilidade
para tais conjuntos.

2.1]. Estabilidade de Conjuntos Assintoticamente Auto-lnvarian
tes.

Consideremos a Equação Diferencial Funcional Neu

tra:

(2.1) de p(t,x,) = flt,x,)dt Pt Pt

onde f satisfaz condiçoes suficientes para garantirmos a exis
tência, unicidade e dependência contínua de soluções.

Vamos supor, nas definições 2.1 a 2.5 a seguir, que

x = O seja solução de (2.1) definida em (t,%), 1 > O.

Definiçao 2.1.

A solução x = 0 de (2.1) é estavel se para todo
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t, > Tt, existe p = p(t,) tal que para toda dp e Cp, a solução

x, (to,d) de (2.1) por (to.,d) existe em (tosºLx, (to,d)e Cp e,
dado e > O, existe 8 = ó(t,,6e) > tal que

se [gl] < 6868, então lx (torso) || < e, Vt>t,.

Definição 2.2.

A solução x = 0 de (2.1) é uniformemente estavel se
-for estavel e se os numeros p e 8 da definição anterior não

dependerem de t,.

Definição 2.3.

A solução x = O de (2.1) «é assintoticamente estável
se for estável e existir O > O tal que

yu ose de CJ, então lim [x Ctosd)||
p>oo

Definição 2.4.

A solução x = O de (2,1) e assiíntoticamente unigor
memente estável se for uniformemente estável e, dado n>0
existir T = T(n) e ó = S(n) > O tal que



se [loll<S então Ilx/(to,6)|| <mn, vt> tor T

Definição 2.5.

A solução x = 0 de (2.1) é uniformemente Limitada

se para todo p > O, existir to, > 17 e B(p) > O tal que

se lló6l| <p então ||x,/(to,d)I|| < B(p)

Vamos introduzir agora o conceito de conjunto assin
toticamente auto*“invariante.

Definição 2.6.

O conjunto x = 0 e dito Assintoticamente Auto-Inva
hiante (A.A.l.) com relação à equação (2.1) se existir uma

função decrescente e contínua A(t) com lim A(t) = O tal que
t->co

[lx Cto,O)|| < Alto), WVWVt> to.

Observemos que se x = O for solução da equação

(2.1), a definição acima estã trivialmente satisfeita.
Uma forma equivalente de dizer que O conjunto x = O

é A.A.l. relativamente à equação (2.1), é a seguinte:
Dada uma sequência decrescente Ep E + O com
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p>+m, existe uma sequência crescente (t,(e)), t, (e) + ow com

p*+%&<*, tal que:

Se t,>t, (e) então [Ix, (too) [|< En VtZtosP = 1,2..

Exemplos simples em que x = 0 é um conjunto A.A.Il.
- - U -t .* -sao dados pelas equaçoes escalares x = e Ex=- "x+te

Veremos a seguir os conceitos de estabilidade para
conjuntos assintoticamente auto-invariantes.

Definição 2.7.

Dizemos que o conjfunto A.A.IT.x = 0 com relação à

equação (2.1) e:

a) uniformemente estavel se dado e > O, existem nú

meros positivos T = TtT(e) e S(e) tal que

Se ||6|| < 6 então xi (too) || < e, para todo

b) assintoticamente uniformemente estavel se for
uniformemente estavel e, para todo e > O, existi
rem números positivos 69 = ó,(e), tº = tTo(CE) e

T = T(c) tal que

Se to > to e ||| < 6, então [lx (tod) || < e, pa

ra todo t > tÁ, + T.

Observemos que estes conceitos, no caso de x = O
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ser solução de (2.1), traduzem a noção de estabilidade num

sentido mais fraco que o das definições (2.2) e (2.h) pois t,
pode variar com e. Se x = 0 for solução de (2.1), o conceito
de estabilidade uniforme (ou assintoticamente uniforme) para

conjuntos A.A.l. (definição 2.7) é tambem conhecido como esta
bilidade eventual uniforme (ou estabilidade eventual assinto
ticamente uniforme).

Nosso proximo passo é estabelecer um metodo para in

vestigar a estabilidade do conjunto A.A.l. x = O0O,relativamen
4

te à equação (2.1). Este método éê conhecido como o segundo me

todo de Lyapunov e reduz o problema de estabilidade do conjun
to A.A.l. x = O relativamente à Equação Neutra (2.1) ao estu
do da estabilidade do conjunto A.A.l. u = O, relativamente a

uma Equação Escalar do tipo:

(2.2) ú = h(t,u), uíto) = Uso,

onde h e CÓR,xR ,R).
Qu. toPara esta equação podemos formular de maneira an

ga as definiçoes (2.6) e (2.7) feitas para Equações do Tipo

Neutro. Vejamos então um teorema de comparação:

Teorema 27.58.

Suponhamos que existam funções V e CIR, xCp,R,),p>0,
ehe C(R,xR ,R) satisfazendo as seguintes condições:
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a) V e localmente lipschitziana na segunda variavel

b) bUllol|) < vít,0)s alt, | 91]),v(t,0)e R, x C,

onde b:(0,p) - R, é contínua e crescente com b(0) & O e

à E A, onde

A = fa:R x[0,p) > R/a é contínua, decrescente
em t para r fixo, crescente em r para t fi
xo e tal que lim a(t,r) = o)

t>0or+0O

c) Di VIt,d) (oa. 1) = lim,sup r CV(trh,x,,, (tos?) =?

t>+0

7 V(t,0)) S

< h(t,V(t,d)), Vít,d)e RR x Cp.

Então a estabilidade uniforme (assintótica unifor
me) do conjunto A.A.l. u = O relativamente à Equação Escalar
(2.2) implica que o conjunto x = 0 é A.A.l. relativamente E

equação (2.1) e além disso x = O é uniformemente estável (as
sintoticamente uniformemente estavel).

Demonstração:

Denotemos por u(t,tó,un) uma solução da Equação Es

calar (2.2) passando por (to,u').
Seja e > O dado. Consideremos b(e)>0. Como o conjun

to u = O A.A.l. com relação à equação (2.2) &é uniformemente

estável, existe 6,7 = S1(c€)>0.e 1,7 = tT1(6€)>O0 tal que:
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Se luç|< 61 então lul(t,to,uo) |<b(e), Vt>to2T1.
Vamos mostrar que existem numeros positivos é e 71

tal que
Se [|&||< 6 então [x (to,é) | |< e, VWVt>to>T.

Como lim a(t,r) = O, existem ó >O0e 1, > O tal que:
too
r>+0

Se ||é||< 6 et>n72, então Ja(t,||É/|)] < 671.

Afirmamos que 8 e Tt = máxlt;i,t,)) satisfazem:

"lol < 6, t>to2T implicam ||x,(to,0)||< e".

Suponhamos por absurdo que isto não ocorresse,então
existiriam uma solução x, (to,6) com ||6||< 6 eum tr, > ta > 7

tal que:

|lx, (Eo,6)I| = e

[xi (to,6)||< e, Vte [to,tl]

Tomemos u, = alto, [[6||). Assim Víto,$0)< us, devi
do a hipotese b). Pela hipótese c), temos:

p* Vít,x, (to,d)) <q h(t,V(t,x,(to,d)))

Estamos agora nas hipóteses do Lema 0.3 e portanto
podemos concluir que:

(2.3) Vít,x, (to,0)) < rít,tosuo), Vte [tosti1l,



onde rít,to,uf) é a solução maximal da Equação Escalar (2.2)
com r(t.) = us=za(to, | |&/|). Logo

b(ec) = b(llx, (tod) |Ds Vítisx, (Ctosxo)) < r(ti,to,uo)<b(c)

"que é absurdo. Logo o conjunto x = O é A.A.l. com relação à

equação (2.1) e alem disso é uniformemente estâvel.
Mostremos, finalmente, que o conjunto x = 0 é A.A.L.

relativamente à equação (2.1) e é assintoticamente uniforme
mente estavel, se u = 0 o for relativamente à equação (2.2).

Seja e > O dado. Por hipotese existem 9, = ô,(c)>O0,

To = tTo(6) > O e T = T(c) tal que:

|ult,to,uo)]| < b(e), Vto>Tos Vt>to+T,

que |j6/| < o.
Como lim a(t,r) = O, existem ô, e T,º, tal que

po
r>0

se |||] < So, t > To então Ja(t, || ol|)] < o
Afirmamos que Sºo,To = máxlto,.To) e T satisfazem:

[xi Cto,ol| < E, Vto>To, Vt>to+T,

desde que ||g|| < o.
De fato, se isto não ocorresse, existiriam uma solu

(to,0) com [||| < So, eum t], > to + T, com to > t tal



que:

lx, (tod) || = e

[lx (to,d) || < e, Vte CtotT,t1]

Com procedimento análogo ao que foi feito para
obtermos (2.3), podemos escrever que:

Vít,x,(to,d)) < rít,to,ug), Vte Cto+T,tal,

tomando-se u, = a(to,||&|]|) onde rít,to,uo) é solução máxi
mal da equação (2.2) por (to,uon). Logo

b(e) = bl lx, (tod) 1]) < Vítiix, (to,d))Sr(trtoruo)<b(e)

que e um absurdo.
O teorema fica assim demonstrado.

2.2. Estabilidade em Variação.

Seja x, (tod) a solução da Equação Funcional Neutra

(2.1) passando por (t6,,d). Consideremos a Equação Variacio
nal de (2.1) associada a esta solução:

(2.4) < DA (t,x,(to,$)). z, faltix,(tosd)).z,.
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Seja T(t-to,to:d) O operador solução da Equação Va

riacional.
Vamos estudar propriedades de estabilidade sobre a

Equação Variacional (2.4) que nos permitirão concluir pro
priedades de estabilidade sobre-.a equação (2.1) e, posterior
mente, sobre Equaçoes Neutras sob o efeito de perturbações.

Definição 2.9.

O conjunto A.A.l. x = O relativamente à equação

(2.1) é dito uniformemente estavel em variação se,dado ec>0,

existir uma constante M(ce) > O tal que:
se [lol] < e então ||T(t-to,to,d) || < M(e),Vt>to.

Lema 2.10.

Se x = 0 for solução de (2.1) uniformemente estâvel
em variação então, dado e > O, existe M(c)>O0 tal que:

se ||é|l<e, tem-se ||x,(to,6)||<M(e) | o] |,Vt>to.

Demonsthação:

Por hipótese x = O é uniformemente estável em varia
ção assim, dado € * 0, existe M(e)>0 tal que se |lé||<e "en



||T(t=to,toid)|| < M(ec), Vt>t,

Sabemos do Lema 1.10 que

x, C(to,d)=x,(to,v)[|< sup || T(t-to,to:zêera(o-u) ||. 1 /o-wl|
0<A<1

Vd,V e À aberto e convexo de R x C.

Tomando-se |y = O tem-se

[lx (to,d) || < sup —[IT(E-to,to:o) | |.1/o||
0<A<1

Logo, se ||o||< e,temos que [x (tod) | I<M(e). lol],
Vt>to.

Este Lema permite demonstrar, imediatamente, a se
guinte proposição:

Proposíçao 2.11,

Se x = 0 for solução de (2.1) uniformemente estável
em variação então ela é uniformemente estável e uniforme
mente limitada.



Demonstração:

Pelo Lema anterior, dado e > O, existe M(ce) > O tal
que

se ||oll<e antão ||x,(to,d) || < M(e) || ol], vt>to

Logo,

[lx (tosd)|| < eM(E) se ||ol| < e,

e portanto x = O e uniformemente limitada.
Dado E. > O, tomamos $ < mintE,E/v(2)): Assim se

I|ld|| < 6, temos

[lx, (tod) || < M(e).||o|| < M(e).S < E,

e disto decorre que a solução x = O de (2.1) e uniformemente

estável.

Definição 2.12.

O conjunto A.A.l. x = O relativamente à equação

(2.1) é dito assintoticamente uniformemente estavel em varia
ção se, dado £e€ > O, existir uma função contínua e decrescen
te À com lim à (t) = O tal que:E temo

E

Se ||éd||< e, então ||T(t-to,to:d)||< A (t-to), para
todo t>t,.



É obvio que se o conjunto A.A.l. x = O relativamen
te à equação (2.1) for assintoticamente uniformemente estã
vel em variação tambem é uniformemente estável em variação.
Decorre ainda da definição acima que se x = O for solução de

(2.1) uniformemente estável em variação então T(t-to,to:0) E

uniformemente limitado e além disso, dado € > 0,se ||é||< e

então

lim ||T(t-to,to:d)|| = O

too

Proposição 2.13,

Se x = 0 for solução de (2.1) assintoticamente uni
formemente estável em variação então ela é assintoticamente
uniformemente estâvel.

Demonstração:

Se x = 0 for solução de (2.1) assintoticamente uni
formemente estável em variação então ela é uniformemente es
tavel devido à Proposição 2.11.

Agora, dado E > O, existe A decrescente e contínua

com lim A, (tt) = O tal que ||&|] < e implica
p->o0o

IlTOt-tostoid) || < rn, (t-to)

para todo t>t,.
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Pelo Lema 1.10 podemos concluir que:
se [[9|] <e então

x, (tod) |] < " TCt-to,tosw) ||. /6/] e porPp

Vl <e

tanto ||x, (to,6)]|] < a. (t-to) [ol].
Alem disso, para cada n > O dado,existe T = T(n)>O

tal que se t>to + T então a, (t-to)< n, devido às hipóteses
sobre he Logo

|Ilél| <n implica que | lx,Ctoso) | |< n, Vt>t,+T, ou

seja, x = 0 e solução assintoticamente uniformemente estável
de (2.1).

2.3. Construção de Funcionais de Lyapunov

Nosso objetivo neste parágrafo é a construção de

funcionais de Lyapunov supondo que a solução da equaçao(2.1)

seja uniformemente estavel em variação (ou assintoticamente
uniformemente estavel em variação). Os dois teoremas à se

” rguir estabelecem uma forma reciproca do teorema de compara

ção 2.8.

Teorema 2.14.

Suponhamos que x = O seja solução da Equação Funcio
nal do Tipo Neutro: + D(t,x,) = f(t,x,) (2.1).
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Fixemos p > 0. Se a solução x = O for uniformemente

estavel em variação, existe um funcional de Lyapunov VíÍ(t,4)

satisfazendo as seguintes propriedades:

i) V(t,0) esta definido e é contínuo para todo

(t,d)e R, x Cp.

ii) | ol) < v(t,d) < M(p). || ol], qualquer que se.
ja (t,d)e R, x Cp, onde M(p) > O.

iii) |V(t,d1) - Vít,d2)|< M(p) ||d1-d02]|, para todo

(t,$1), (t,d2)e R, x Cp.

, 1

lim sup — (V(t+h,x (t,9)) -
poot h t+hiv) D'VIt.dI (2.1)

V(t,d)) < O para qualquer
que seja (t,d)c R, x Co.

Demonstração:

e

Como a solução x = 0 de (2.1) é uniformemente esta
vel em variação, existe M(p)> O tal que:

Se ||o||< p então ||T(t-to,to:o) | |<M(p), Vt>t,.

[x too) || < sup |[[T(t-to,to:E) |. [/o]]|
&eCp

devido ao Lema 1.10. Logo



(2.5) [x (tod) |] < mo) lol], ve>to, lloll<o

Definimos o seguinte funcional:

vVít,0) = sup [xi(ts) |
A unicidade de soluções, juntamente com (2.5), im

plica que V(t,4) esta bem definido, para todo (t,d)c R,xCp.
Vamos mostrar, primeiramente, a propriedade de ii).
É obvio que [el] < Vít,d),para todo (t,d)e RX Cp.

Além disso

V(t,0) = suplix,, (td) 1] < MCo) | [el],
| s>O0

|
:

devido a (2.5).
Logo a propriedade ii) estã satisfeita.
Mostremos agora iii)
Se d1,d>o E Cp e t > O então

IV(t,d1)-Vít,d2)| sup
sos ças (8619) Hesse Da Ce s2

sup| x. ,,(t;d1) - x. 45 (tda) ||<
s>0

Portanto.

IV(t,d1)-V(t,02) |< sup] |x,,,(t,61) r x.46 (ts 2) || <
s>0

< M(p) | I91-821],
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devido ao Lema 1.10. Disto resulta iii).
Vamos, a seguir mostrar que V(t,d) é continua em

R xCp.
Sejam d$d1, d2 E Cp eh >O0 quaisquer, tal que

x 4hnttrd1)E Cp, t > O,

|V(t+h,d2)-V(t,01)| < |V(t+h,d2)-Vít+h,d1)| +

+|V(t+h,d1)-V(trh,x,,  (t,91)))] + [Vítrh,x,  (t,d1)-V(t,d1) |t+h

Observemos que

[1] = |V(trh,d2)-V(trh,61)|< Mp) | d2,01]]|, por (ii).

[11] = |V(trh,91])-V(trh,x,p/(t,01)]< M(p) | o17x,(tdi),t+h
devido (ii).

Portanto |1|,[/11|] > O quando h > 0 e $1*$2, pois
xi4hp(trd) e uma função contínua em h.

Resta estimar somente

la |V(e+h,x, Ca )-VOE, 01) ||

[11] sup| x,hi. (tthox, ip (td1)) | |-supl lx (6,01) [| -+s>0 s>0 t+s

sup] |x (t,01) | |-sup] x (919) 11|
s>O0

t+h+s5 1 supl t+s :
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devido à unicidade de soluções,

[111]

(em Ss = 0, Xe 4h+o (tthsx, 1 (E$1)) = xra4paçttrd1))

Logo

sup| x,,Ct.d1))|] - suplix,,  (t61) 1].
s>h t+s O

s>0 t+s
Definimos, agora, j(6) = sup lx2 td1)) ||

s>O +rs

Assim [111] < [J(h)-3(0)]:
Como j(8) é uma função contínua para 8 > O (já que

xi. Ctsd1)|| é contínua e limitada em s > 0), segue que|| >

R,xCp.

O quando h > O.

Isto mostra que V(t,d) é uma função contínua em

Finalmente, vamos mostrar (iv).

oºVt,O) = lim,sup RUV(teh,x,,  (t,0))-V(t,0)) =

. 1

= lim,sup — (sup || (t+h,x (t,d))|| -
ho0 s>0 t+hXt+h+s

- supl|x,.  (t,6)]||)
so tt



Devido à unicidade de soluções concluimos que:

+ ; 1

D V(ít,d)< lim sup — (su x (t,0)
ho0o* h sup | e+s E || - supl|x,,,(t.6) 11) <

" s>0

;
1

< lim sup — [sup] ]|x (t,6) || - supllx (t,9) [|97< o
ph>o* h

s>0 t+s s>0
t+s

O teorema fica, assim, demonstrado.

Observação: No teorema acima podemos supor que x = O seja
A.A.l. relativamente à equação (2.1) (assim exis

te 14(t) decrescente e contínua com lim A(t) = O tal queto
[x (to,0) || < A(t)). Definindo como antes

Vít,0) = sup [I|x,, (t,9)1],
s>0

as condições 1), ii) iv) estão satisfeitas. A condição ido)

apresenta-se na forma:

ii) ||ol| < V(t,09)< alt,d),para todo V(t,d)eR, xCp,on
de aí(t,0) = M(p) ||| |+ a(t)e A.

A demonstração é inteiremante anãaloga à que fizemos

no teorema anterior.
Para estabelecermos um teorema análogo à este ul

timo supondo estabilidade assintotica uniforme em variação,
necessitamos do seguinte lema (que é uma generalização de
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um resultado obtido por Kato e Kurosaki [3]):

Lema 2.15.

Se a solução x = O da equação (2.1) for assintoti
camente uniformemente estável em variação, para cada p > O,

existem constantes positivas K(p) e a(p) tal que

[TC(t-to,to,0)]|]|< R(9) e (PI (toto) se | gl] <p e

para tedo t>t,.

Demonstração:

Sendo x = O solução da equação (2.1) ,uniformemente
assintoticamente estavel em variação, para cada p > 0, exis
te uma função Ap: R > R, decrescente e contínua com

lim Ap(t) = O,
t>co

tal que:

| |T(t-to,to,dI |< ap(t) para todo t > tó, desde que

|Heli<co.

Se x, (to,d) e solução de (2.1) por (t”,$),aplicando
o Lema 1.10, para cada P > 0, existe uma constante Bí(p) > O

tal que:
Se ||é|| < p então
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| lx,(to,6) |] < sup ||TCE-to,to:E) |] [|o/|<BCO),
&eCp

conforme a proposição 2.11.
1

Escolhemos T(p) tal que Ag(p) (T(p) < 7"
Se de Cp, tomamos t. = to + kT(a)k = 1,2,...

> > ao:Se tu+1 t > tao entao

|| T(t-to,to,d)|] <

IA | IT(t-t tos) || TCE tniotosd) ||...
ec IT(tistoso) ||

IA Ng (p) (t- tn): Agr) (tm tn=a)ooo *g(p) (tinto)

TA A

B(p) (0). *g(p) (T(0)) e... Agp) (T(9))

pm TT)
1

"B(p) (0)-(Z) 2rgçp) (9) (Z)In

K(p) elo) (t-t,)IA

onde K(p) = 22g(p) (9) e a(p) = T(p)” . ln2.

O Lema fica assim demonstrado.
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Teorema 2.16.

Suponhamos que x = O seja solução da Equação Funcio
nal do Tipo Neutro.

d =TE D(t,x,) = f(t,x,) (2.1),

fixemos p > 0. Se x = 0 for assintoticamente uniformemente

estavel em variação, então existe um funcional de Lyapunov

W(t,0) satisfazendo as seguintes propriedades:

i) W(t,d) estã definido e é contínua em R,xCp.

ii) [é|<WwCt,d)<L(p) | |||, para todo Vít,d)e R, x Co,

onde L(p) > O.

iii) |W6Ot,01)-W(t,02) |<L(p). | d1-02]], quaisquer que

sejam (t,d1),(t,d2) em R, x Cop.

iv) DD WIt,d) (2.1) < -c(p)W(t,0) para todo (t,d)e R,xCp

e para algum c(p) > O.

Demonstração:.

Como x = 0 é solução da equação (2.1), segue do Le

ma 1.10 que

- h7 -



(2.6)

—
[[xçCto,o)|] < sup ||TCe-to,toie) [| [1Ol], teto

EeCp

Devido ao Lema 2.15, existem constantes positivas
K(p) e a(p), tal que:

(2.7)—|lTCE- to, toi) | |<R(p).e Alo) (t-to),

ra todo t>to”, pois x = 0 e, por hipótese, assintoticamente
uniformemente estavel em variação.

Definimos o seguinte funcional
co

wlt,9) = [ [lx(t6)[[ds. , (t,6)e RyxCo
t

w e bem definida, pois,

[x (to,6) || < R(p).e PI toto)|[91|,se ||6]|/<o,pa

ra todo t > to devido a (2.6) e (2.7).
Vamos verificar algumas propriedades de w(t,6):
a) Se ||o||<p e teR, então:

w(t,0)=| [x (t,6) | |ds <| R(p) eta) (st) Iojjas
t t

R(o)|Iel|. Í elo) (s-t),,
t

oo

RK(9) [el] feel, = mCo). RC) [11]

P(p)Ilel|
- 148 -
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b) Se t e Red, $d2 E Cp

oo

lultigi) ole, 92) |=lf lx Con las-f [lxs(e92) [las]
t t

IA / [x (t,d1)-x (t,62)||ds
t.

/ sup ||T(s-t,t;8)]| |. 61-21 ds,
£&

EECP
TW

devido ao Lema 1.10. Portanto

Je(t,91)-o(t,62)|s K(9) (| ealo)(s"t)gi) [91-02]
t

< K(p) N(p). | 61-02] |=P(p) | |o1-92]|

c) Vamos estimar a derivada Di wlt,o) (2.1).

Drmlt,6) (2 7)
= lim,sup & fult+h,x,,,(t,9))-0(t,6)]' h+0

oo

;
1

LimSuP e [x (trh,x
t+h

(t,$))|t+h

| Ilxçtton[ das)
t oo

| NA
lim,sup e x. (t,0) || ds -hot PUROS

j [x Ce,6) | (ds),
t o

|
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devido à unicidade de soluções. Portanto

1
t+h

lim,sup te [x, (to) | |ds)Dmlt.d) (2.1) h+0 t

- le.
d) w(t,d) é um funcional contínuo:

Sejam teR”, d1,027 E Cp e h>0.

|w (t+h;d2)-w(t,d1) |< |] wÂlt+h,d2)-wlt+h,01)] +

+ Ju(tr+h,d1)-Oltrh,x,,Ct,91))  +lwltrh,x,,,(t,d1))-w(t,$1)|t+h t+h

P(p) | 62-81 | |+PCop) | |da-R EO) [|q

+ Ifsãos as -

SI NIPROTNITADO
t

= P(o) (|| 62-01 | |+| |da17x(td) |1)+

t+h
+ [ Ilxçteon[lds,

t

devido à unicidade de soluções e à propriedade b).

Disto decorre a continuidade de w(t,d) em Rx Cp.
Definimos, agora, o seguinte funcional:

WÍt,0) = w(ty7d) + V(t,d),
- 50 -



onde V(t,d) é o funcional construido no teorema 2.1h, (Obser
vemos que as hipoteses do Teorema 2.14 estão trivialmente ve

rificadas).
Vamos, finalmente, verificar as hipóteses i), .ii),

iii) e iv) do teorema. É claro que W(t,d) estã definido e &é

contínuo em R,xCp. Alem disso, devido à propriedade b) de

wít,d), Wit,d) e lipschitziana na segunda variaâvel com

| WwWCt,d1)-wOt,d2) |<(P(p)+M(p)) | [d1-d21]| = Lp) |Id1-82]|

Vamos verificar a propriedade de ii)

[|6ll < vit,0) < VOt,0) + w(t,0) = W(t,0), qualquer

que seja V(t,d)c R,xCp.

Tabhbem:

W(t,0)=V(t,d)+w(t,69)<M(p) ||| |+P(p) | io| =L(p)|1e|]
devido à propriedade a) de wW(t,0).

Por último, verifiquemos (iv):

TA
DD WIt,6) (2.1) DI V(t,d) (2, 7)TD Dt.) (2 4)

A DT Dlt,d) (2.1) Ss -Jlel|
pois DVIt;d) (2.1) < 0 e pela propriedade c) de w(t,4)

Como W(t,0)<(M(p)+P(o)) | [ol] = L(p) ||] então

DWIt,d) (2.1) <- TG) W(t,d) = -c(p)W(t,d)
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A prova do Teorema estã completa.

Observação:

Podemos supor, no teorema anterior, que Rn = O seja
A.A.l. relativamente à equação (2.1) (ou seja, que exista
24(t) decrescente e, contínua, com lim A(t) = O tal que

too

x, (too) | < 1(to)), mas devemos impor hipóteses mais fortes
sobre o decaimento 2X(t). Por exemplo, se X4(t) = c.e ot ou

com c>O0 e à>0 (ou seja x = O é exponencialmente auto-invarian
te), colocamos

-c(p)W(t,0) =
sup [Ines (80) [+ c(o 5]

onde c(p) <a é dado pelo Lema 2.15. As propriedades i),ii),
iii) e iv) podem ser verificadas de modo similar ao que fize
mos no teorema 2.16.



CAPITULO 3

Os teoremas 2.14 e 2.16 são bâásices para o estu-
do de estabilidade do conjunto A.A.l. y = O relativamente
à Equação Perturbada:

d
Te Dlt,y,) = flt,y,) + g(t,y,)

onde f eg são funções contínuas de um aberto À de R,xC, em

Rº. Vamos supor, para este estudo, que x = 0 seja solução
de equação

d
TE D(t,x.) = f(t,x,)

tassintoticamente) uniformemente estavel em variação e estuda
remos condições sobre a perturbação g(t,4) de modo a garan-
tir a estabilidade do conjunto A.A.l. y = 0 relativamente a

Equação Perturbada.

3.1.- A Eguação Perturbada

Consideremos a Equação Diferencial Funcional Neutra

(3.1) E D(t,x,) = f(t,x.)
onde f possui derivada de Frechet contínua em relação a se-
gunda variavel, satisfaz condições que possam garantir a exis
tência, unicidade e dependência contínua de soluções com rela
ção aos dados iniciais; e D é linear na segunda variável e u-
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niformemente atômica em zero sobre A = R x C.

Seja x, (to,d) a sêlução de (3,1) que passa por

(to,d) e consideremos a Equação Variacional de (3.1) associa
da a esta solução:

(3.2)

—
ge dAltix lto,6)).2, = fÁltix,(to,0)).z,

O objetivo deste capítulo é o estudo da estabilida-
de do conjunto A.A.l, y = O com relação à Equação Perturbada:

d(3.3) e D(t,y,) = f(t,y,) + olt,y,)

onde g tem as mesmas propriedades que f descritas acima.

Antes disto, porém, demonstraremos dois Lemas:

Lema 3.1

Seja 2X2p(t) uma função contínua, decrescente com
co

Apís)ds < -, O conjunto u = 0 & A.A.l. relativamente à e
o

quação
ú = c.ip(t), c >O0,

e além disso é uniformemente estavel,

Demonstração

De fato, as soluções de à = c.*º»p(t) são da forma:
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: tult,to, ug) = uq + ef Apís)ds, t>t,to

ulto,to,uo) = u,

Como S Ap(ís)ds < =, segue que a função que leva
t o

t, em S Apís)ds para t > t,ºeé decrescente e tende a zero
to

quando t, > 0%, |sto acarreta que u = O E A.A.l. relativa-
mente à equação U = c.)ºp(t) e também é uniformemente estâvel.

Lema 53.72

Consideremos àá seguinte equação escalar:
Ú = -óOu + c.Xrp(t), 6 >0, c>O0

| t+1
onde Ap(t) e uma função contínua tal que Mí(s)ds > O

t
quando t + =, Então o conjunto u =0 é A.A.l., com relação
à equação acima e além disso, é assintoticamente uniformemen-

te estâvel..

Demonstração

A solução geral da equação UU = -Su + cAp(t) e da-
da por: tr (t-s)

tao
ult,to,ug) = u, e Ctotodic| rp(s)ds,t>t,

Uuo = últo,to,uo)



Devido a um lema de Strauss e Yorke ([11],pg 19)

t
e. | en (t-s) ip(s)ds < etto 7

t e (Stº) (5) ds
to-2

t+, rp(s)ds.
t À

onde p(t) &=c S

Agora,
t

sup e te | eós A1p(s)ds + O, quando t > +mtt.>O o

utilizando-se a regra de L'Hospital.
Além disso,

tt
S e Stt-s),(s)ds corro eº p(s)ds
t, to-2

6t 6

< e tt sup p(t). Ss = &— . sup p(t) = 1(t,)trt. t2to-s
t+,

Como S Ap(ís)ds + O quando t > =, segue »X(t,) e
t

contínua, decrescente e lim »X(t6,) = 0. Então u = 0 é A.A.
t>+%

IT. com relação à equação ú = -Surclp(t) e também é assinto
ticamente uniformemente estável.

Passemos agora ao estudo de sistemas perturbados...

Teorema 3.3

a

Suponhamos que x = 0 seja solução da equação

(3.1) uniformemente estavel em variação. Suponhamos, também, 6

que a perturbação gí(t,d) na equação (3.3) satisfaça a se-
guinte condição:
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flatt,o)]| < a, (t), Vt>0, paratodo de Cc,

onde p é um número positivo dado e à (t) € uma função con-

"tínua para t > O, satisfazendo:

A 8ff 2, (s)ds

Então o conjunto y = 0 é A.A.l. com relação à E-

quação Perturbada (3.3) e é uniformemente estável.

Demonstração

Seja Ví(t,d) o funcional de Lyapunov construído no

Teorema 2.1h, Tomemos (t,6) e Rx C, Então:

DVit,0) (3,3) = lim sup & [V(tHh,y, 2h (t,0))-V(t,0)]

onde vi lto,d) e a solução de (3.3) passando por (t,.,%$).

Assim

DV(t,0) (3.3) = lim sup p[V(teh,y, 1 (t,0)) -
h > o+

1 Vít+h,x canltro)) + Vtah,x  n(t,6)) - V(t,6)]

EA

!

1

1] V h, $ - V , ,

' n SUP gIv(t+ Neghtt $)) (t,9)] +

+ Tim suo LIVOteh,y, hn (80)) = Víteh,x, /(t,6))] «
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Dv(t,0) (3,1) + lim sup plV(th,y, pí(t,9)) -TA

Vítsh,x, 1 (t,9))] <

imo q r [V(t+h,y,, , (t,0)) -” Vít+h,x, 1 (t,0))],IA

FApois DVIt,d)(3 1) 0.

Agora, como V(t,d) &é lipschitziana em d&, temos:

IV(t+h,y, 1 (t,0)) - Víteh,x, p(t,9))| < Míp)lle1-e21|

Logo,

DV(t,0) (3,3) É No) Tim suo é llvittação
Como xi httro) e Yeíhttod), h>0 são soluções das

equações (3.1) e (3.3), respectivamente, temos:
t+h

D(t+h,x,,  (t,0)) = D(t,6) + S f(s,x (t,0))ds,h>0
t

t+h
e D(t+h,y, 1 (t,6)) = D(t,6) + f. [f(s,y.(t,0))+g(s,y, (t,dNds

Como D e linear na segunda variavel,

D(t+h,y, 1 (t,d) ” xi ihnttrd)) =

t+h
= [O Irlsiy2Ct0)) + gls,y (t,0))-f (s,x (t,0))]ds

t :

: o aDe acordo com a definiçao 1.2, podemos escrever D

na seguinte forma:

D(t+h,y, pít,o)-x,1(t,0)) = A(t,0) (y(tih,t,0) -t+h
- x(t+h,t,d)) - B(t+h,y, np (t,0) x, pttrO))
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Como D eé uniformemente atômica em zero sobre A,

existe K >0 tal que |A(t,9)|] <kKk e |[o(t,69)]<k,
V (t,d) ce A, além disso vy(t,s) >O, uniformemente quando

“s>0, e como A(t,d) é inversível para todo t > 0, podemos

escrever:
A (t,6)D(t+h,y,  (t,d)-x,  (t,0)) =

& yítrh,t,0) - x(trh,t,6) -

- AU (t,0)B(tr+h,y,  (t,0)-x, 1 (t,0))

Portanto
|y(t+h,t,0) - xí(trh,t,0)] <

< [A (t,o) [[DCt+h,y, p (t,0) - x  p(t,6))] +
+ [At (t,9) | |BCteh,y,(to) - x. Ct.o))|
Logo

|y(t+h,t,0) - x(t+h,t,9)| <

t+h :

cf [ets,y2(t,0)) + gls,y,(t,0))-f(s,x (1,9) [ds
t i

+ KlB(t+h,y, (1,6) - x, ntt.o))|
Agora, para h e [0,r]l, temos que:

canltoo) = xinlt.o))] =|B(t+h,yço
= /S [dágu(t+h,6)](y(t+h+0,t,0) - x(t+h+68,t,0) |

-r
: 0

'| tagu(t+h,0)] (y (t+h+o,t,0) - x(trh+6,t,6))|
-h

vít+h,h) sup [|ly(t+h+9,t,d) - x(tr+hr0,t,0)]|
“h<o<0

AA

IA yíteh,h). ly,pt.) = x,  Ct.o) |
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Deste modo
t+h

|y(t+h,t,d) - x(t+h,t,6)] < J [f(s,y (t,6)) +
t

+ g(s,y.(t,6)) - f(s,x (t,6))| ds +

+ K.y(trh,h) ly, t,0) - x,(6,0),
e portanto

Ilvc4p (to) - xe inttso) Il =

sup |y(t+h+8,t,g) - x(t+h+6,t,0)|=
-r<o<oO

= sup |y(t+6,t,0) - x(tro,t,0)] <

0<9<h

t+h |

;

< J [Ff (s,y,(t,9)) + g(s,y (t,0)) - f(s,x, (t,9))[as
t

+ Ky(t+h,h) ly.nto) - xi intro)

Como vlt+h,h) > 0 quando h > 0, existe
ho é (O,r) tal que vít+h,h) < TE 0 <h<hoº. Logo, para
0 <h< h,,

Ilyinttoo) = xiteek t+h
I-ky(t+ho,ho f. [8 (s,y[(t,6))

t+h

IA g(s,y,(t,$))

f(s,x, (t,6))|ds sak| [f(s,y,(t,0)+g(s,y, (t,6))-
t

GS

f(s,x (t,9)) lds

Voltando na derivação de V em relação a (3.3), &

temos:
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DVv(t,4) <2kM(p). lim su fe (t,0))-s (3.3) DER pl. Pp h SsY;s t,Ó
h + Ot t

t+h
- f(s,x (t,6)) ds + S |g(s,y,(t,69)) ds] <

t
< 2Kxm(p) |g(t,0)],

pelo Teorema Fundamental do Cálculo.

Tomando-se Cc =2KM(p), obtem-se

DVit,d); 3)$e-l9(t,9)| < c.*p(t), para todo

(t,d) e Rx Cc, Como Apís)ds <%-, o Lema 3.1 implica
o

-que u = 0 e hA.A.l. com respeito à equação à = c.Xip(t) e,
além disso, é uniformemente estaâvel.

Pelo Teorema 2.8 concluímos que o: conjunto y = 0 e

A.A.I. relativamente à Equáção Perturbada (3.1) e é uniforme-
mente estável, concluindo assim a demonstração do Teorema.

Obsexvação:

Uma importante classe de operadores onde este teore
ma aplica-se é constituída pelos operadores da forma:

D(t,d) = $(0) - B(t,6) com |n(t,o)]| < k.Ilell ,quar
quer que seja (t,0) e R *x* Cp, onde B(t,d) & contínua, li-
near na segunda variavel (portanto segundo o Teorema de Repre

sentação de Riesz Bí(t,4) = J [dôou(t,86)I6(0)) e satisfaz:
. r '

o

1 [dou(t,0)16(9)]| «

< y(s) sup |o(6)], vítio) e R, x Cp,
-s<O<s,
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onde, vy(s) é contínua, não deurescente em s, com v(0) = O.

2) De acordo com a observação posterior ao teorema

2.14, orteorema anterior também é válido supondo que x = O

seja A.A.l. com relação à equação (3.1).

O próximo teorema nos informa sobre o.comportamento
assintotico do conjunto A.A.l. y = 0 relativamente ao Siste

ma Perturbado (3.3).

Teorema 3,4

Suponhamos que x = 0 seja solução da equação(3.1)
assintoticamente uniformemente estavel em variação e que a

perturbação gít,d) na equação (3.3) satisfaça a seguinte con
dição:

Naít,o)|| < Ap(t) quaisquer que sejam t > O,

VideClp onde p é um número positivo dado e AXp(t) é contf
nua e satisfaz:

t+2
j Ap(ís)ds + O quando. t > +,t

Então o conjunto y = O e A.A.l. relativamente à E-

quação Perturbada (3.3) e, além disso, é assintoticamente uni
formemente estável.

Demonstração

Seja W(t,d) o funcional de Lyapunov construído no
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teorema 2.16. De modo análogo ao que foi feito na demonstração
do teorema anterior, podemos escrever:

DWIt,0) (3,3) < DTWCt,0) (3 7, + 2KL(p)|g(t,9)]| para
todo (t,d) e Rx Cp, pois WÍt,6) e Vít,d) tem proprie-
dades similares.

Pela propriedade iv) do teorema 2.16 temos que

DW(t,0) (3.3) < -c(o)W(t,9) + 2KkL(p) |g(t,6)],
onde c(p) > O.

Por hipotese, podemos escrever que:

DWIt,d) (3 3) < -c(p)W(t,d) + 2KL(p)Ap(t)
t+, .: .

Como Ap(ís)ds > O quando t > +%<, pelo Lema 3.2
t :

sabemos que o conjunto u = 0 é A.A.l. relativamente à equa-
ção: à = -c(p)u + c.íºp(t), c = 2KL(p), e é assintoticamen-
te uniformemente estável. Aplicamos, agora, o teorema de com-

paração 2.8 para concluir que o conjunto y = O é A.A.4d rela
tivamente à Equação Perturbada (3.3) e, além disso, é assinto
ticamente uniformemente estável.

Observação:

Se x= 0 for exponencialmente auto-invariante, o

teorema anterior ainda continua válido, Para isto, usamos o

funcional de Lyapunov dado na observação posterior ao teorema

2.16.
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3.2. Exemplo

Consideremos a equação

(3.4) X(t) - k x(t-1) = a senx(t),

onde a < 0 e 0< lk| < ], e sua perturbada

(3.5) v(t) - k YV(t-1) = a seny(t) + t.e ív(t)

Neste caso D(g) =4Ç4(0) - kg$(-l1) (este operador é estâvel,se
gundo Cruz e Hale [1]).

Vamos-linearizar o sistema (3.4) em relação à solu
ção x = 0, Como

f(d) = a senç(0O)

então (d)w = a cos$(0).vy(0), e, portanto, a equação va-fg
"“riacional de (3.4) relativa à solução trivial e dada por:

(3.6) 3(t) - kZ(t-1) = a.z(t)

(a solução nula desta equação € assintoticamente uniformemen-

te estável, de acordo com [1]).
A equação característica associada a (3.6) e

1 ke? za,
nesta equação a parte real de »X*,ReA, é negativa se àa < D.En

tão o operador solução de (3.6) &é& exponencialmente estável
e, portanto, a solução x = 0 de (3.4) &é assintoticamente u
niformemente estável em variação. Agora, a perturbação
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g(t,6) = t.e"“ç(0)

satisfaz a condição

-t «Pp se le] <o
t+

e como / Apít)dt = p < +%w, temos que J Apít)dt > O

to

Jott,6) |, < ro(t) = t.e

quando. t > m, Estamos, portanto, nas hipoteses tanto do teo-
rema 3.3 como do teorema 3.h, o que nos permite concluir que
o conjunto y = O e A.A.l. com relação à Equação Perturbada
(3.5) e é assintoticamente uniformemente estavel.

oo

Notemos que sempre que f Apít)dt < +º também
o

'

t+!
S Apí(t)dt > O quando t > +%; se x =0 for assintotica-t .

!

mente estável em variação e se as hipóteses do teorema 3.3 es
tão verificadas, também as hipóteses do teorema 3.4 estão,mas

: : 2

não vale a recíproca pois existem funçoes onde f Ap(t)dt+0

quando t + 4+º e no entanto foto) ar = +,
Observemos que, no exemplo acima, podemos alterar a

perturbação gít,d) de modo a ainda termos a estabilidade as
sintotica uni forme de y=0 relátivamente a (3.5).
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