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Resumo

Estudamos o efeito de uma tangéncia homoclinica na variacdo da
entropia topoldgica.  Provamos que um difeomorfismo com uma
tangéncia homoclinica associada a uma pega béasica com maxima
entropia é um ponto de variagdo da entropia na topologia C'°°. Além
disso, discutimos o problema variacional na topologia C'!' e apresentamos
um exemplo de descontinuidade da entropia em dimensao trés.

Um resultado devido a Newhouse afirma que um difeomorfismo
genérico sobre uma superficie com um conjunto homoclinico que
contém uma tangéncia correspondente a um ponto peridédico dissipativo,
nao pode ter medidas de SRB suportadas no conjunto homoclinico.
Generalizamos este resultado para dimensoes maiores, no caso em que
a tangéncia homoclinica estd associada com uma sela seccionalmente

dissipativa.






Abstract

We study the effect of a homoclinic tangency in the variation of
the topological entropy. We prove that a diffeomorphism with a
homoclinic tangency associated to a basic hyperbolic set with maximal
entropy is a point of entropy variation in the C*°— topology. We also
discuss variational problem in C'—topology and we show an example of
discontinuity of the entropy in dimension three.

A result due to Newhouse states that a generic surface
diffeomorphism with a homoclinic set containing a tangency associated
to a dissipative periodic point, can not have SRB (Sinai-Ruelle-Bowen)
measures supported on the homoclinic set. We generalize this result
to higher dimensions, in the case where the homoclinic tangency is

associated to a sectionally dissipative saddle.
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Introducao

A teoria de sistemas dinamicos hiperbolicos foi introduzida hé cerca de quatro décadas, com a
meta inicial de caracterizar os sistemas conhecidos como estruturalmente estaveis e provar que
eles correspondem & maioria dos casos: um subconjunto aberto e denso. Parte desta meta ja foi
atingida para difeomorfismos de classe C'!, com a demonstracio da Conjectura da Estabilidade
de Palis-Smale por Ricardo Mané na década de oitenta, e depois por Hayashi para fluxos de
classe C'. No inicio da década de sessenta conjecturou-se que a classe de sistemas dinamicos
hiperbélicos tinha cardter universal, porém logo depois mostrou-se que esta classe nao era
tao geral. Muitos sistemas importantes, incluindo a maioria daqueles que correspondem
a4 modelagem de aplicacbes praticas, nao sao abrangidos por esta teoria. KEstes sistemas
apresentam frequentemente comportamento dindmico muito complexo e sua descrigao é feita
nao s6 em termos geométricos, como o ocorrido basicamente no caso hiperbélico, mas
também em termos ergddicos ou probabilisticos. O estudo de certos modelos, tais como
os atratores caodticos de Hénon e de Lorenz, bem como o desenvolvimento de ferramentas
importantes, especialmente na teoria das bifurcacées e na teoria de hiperbolicidade nao-
uniforme, conduziram j& nos anos noventa a uma nova tentativa de formular uma abordagem
global da dindmica que conduzisse a uma descri¢ao tao rica quanto possivel do comportamento
dindmico, com grande generalidade.

Os trabalhos de Newhouse, Palis, Takens, Yoccoz e Moreira desenvolveram uma poderosa
abordagem geométrica no estudo de tangéncias homoclinicas em superficies. Em dimensoes
maiores do que dois hé diversas dificuldades adicionais, principalmente ligadas ao fato de que
folheagoes invariantes em geral deixam de ser diferenciaveis. Isto mantém em aberto algumas
questdes bésicas sobre conjuntos hiperbélicos. Apesar disso, Moreira, Palis, Viana ,Yoccoz
[MYO01], [PYO01], [PV94] estenderam para dimensoes arbitrarias a conexao entre dimensoes
fractais e a frequéncia de hiperbolicidade no desdobramento de tangéncias.

Recentemente, em 2000, Pujals e Sambarino [PS00a| resolveram um caso da conjectura de
Palis que afirma que todo difeomorfismo de uma superficie pode ser C' aproximado por outro

que é ou hiperbolico ou exibe uma tangéncia homoclinica. Uma consequéncia deste trabalho
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foi a demonstragao, também por Pujals e Sambarino [PS00b|, de que a variagao da entropia
topoldgica ao longo de uma familia de difeomorfismos sempre envolve o desdobramento de
tangéncias homoclinicas.

Para dimensoes maiores que dois, Palis conjecturou que todo difeomorfismo pode ser C”
aproximado por um hiperbélico, ou um exibindo uma tangéncia homoclinica ou um ciclo
heteroclinico.

Nessa diregao, alguns resultados parciais foram obtidos por [Wen04| and [Puj08]. Na
dltima referéncia, Pujals exibe um conjunto atrator topologicamente hiperbdlico de um
difeomorfismo Kupka-Smale numa variedade tridimensional suave e prova que, sob algumas
hipoteses de dissipatividade, ou o conjunto é hiperbélico ou o difeomorfismo é C-aproximado
por outro que exibe ou um ciclo heterodimensional ou uma tangéncia homoclinica. Outro
resultado recente é um preprint de Sylvain Crovisier |Cro08|, onde o autor prova que qualquer
difeomorfismo de uma variedade compacta pode ser C'-aproximado por um difeomorfismo que

exibe uma bifurcagdo homoclinica ou por um difeomorfismo que é parcialmente hiperbolico.

A tese apresenta uma contribuicdo para a Teoria Ergodica no que diz respeito & variacao
de entropia topologica. Estudamos algumas relagoes da variacao da entropia topoldgica
com sistemas que apresentam tangéncia homoclinica. Nessa direcao, como j& mencionamos
anteriormente, Pujals and Sambarino [PS00b| provaram que difeomorfismos em superficies
longe de tangéncias homoclinicas sao pontos de consténcia da entropia topolégica na topologia
C*. Estudamos a questao reciproca. Isto é, estamos interessados no efeito que uma
tangéncia homoclinica de um difeomorfismo de uma superficie causa na entropia topoldgica.
Consideramos uma classe de difeomorfismos na fronteira dos sistemas Axioma A que exibem
uma tangéncia homoclinica correspondente a um ponto periédico de uma peca bésica. Essa
tangéncia fica fora do conjunto hiperbolico. Mostramos que a entropia topolégica cresce
depois de pequenas perturbagoes C'*°. Para isso, o sistema deve atender uma condigao
imposta nas pecas béasicas: que a entropia do sistema restrito & peca bésica associada a
tangéncia homoclinica seja igual & entropia do sistema. Nesse caso denominamos tal pega
bésica de pega responsdvel pela entropia. Mostramos também que se a pega bésica associada
4 tangéncia homoclinica nao tem entropia igual & do sistema, entdo a entropia topoldgica
pode permanecer constante numa vizinhanca de um dado difeomorfismo que apresente uma
tangéncia homoclinica ou pode até mesmo variar, dependendo da topologia considerada. Além
disso, mostramos que existem exemplos de sistemas que possuem uma peca béasica responsavel
pela entropia e sdo um ponto de variacdo da entropia na topologia C'!.

A entropia topoldgica é geralmente muito dificil de ser computada e a sua dependéncia do
sistema, suas propriedades de continuidade, sdo muito delicadas. A entropia é estavel para
sistemas uniformemente hiperbolicos, isto é, permanece a mesma por pequenas perturbagoes
do sistema. Mas em geral, a entropia nio é continua para difeomorfismo de classe C!, veja
[Mis71], [Pol93| e [HSX08| para exemplos. Por Yomdin [Yom87| e Katok [Pol93|, a entropia
varia continuamente na classe de difeomorfismos C*° definidos numa superficie compacta.

Em outro contexto, Hua, Saghin e Xia [HSX08| mostram que para uma grande classe de
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difeomorfismos C* parcialmente hiperbolicos com folheagdes centrais bi-dimensionais (e com
certas condigoes homologicas na variedade), a entropia topologica varia continuamente. Neste
altimo trabalho, os autores afirmam que sem as condigoes sobre a homologia o resultado nao
é valido e eles apresentam exemplos em dimensoes maiores ou iguais do que quatro onde o
resultado falha sem tais hipoteses. A questdo natural que surge é sobre a continuidade da
entropia na topologia C'*° para sistemas sobre variedades tri-dimensionais. Nesta tese, damos
uma resposta para esta questao, isto é, apresentamos um contra-exemplo da continuidade da
entropia em dimensao trés. Porém ainda nao se sabe se existe um tal exemplo no conjunto

dos sistemas parcialmente hiperbélicos.

Na década de 70, Sinai, Ruelle e Bowen introduziram as chamadas medidas de SRB, as
quais desempenham um papel importante na teoria de sistemas dindmicos dissipativos com
comportamento cadtico. Seus trabalhos iniciais foram no contexto de atratores hiperbodlicos
[Bow08]. Depois, no contexto de sistemas nao-uniformemente hiperbolicos, a teoria de
medidas de SRB foi bastante desenvolvida por Pesin, Katok, Ledrappier, Young e por muitos
outros matematicos |[LY85|, |Pes76], [PS89]. Para contribuigdes na teoria de medidas de
SRB em sistemas parcialmente hiperboélicos mencionamos os trabalhos Bonatti, Viana e
Alves [BV00] e [ABV00]. Newhouse, além de seu trabalho conhecido como “o fenoémeno
de Newhouse” [New79|,|[New74| que garante a existéncia subconjuntos residuais (interseccao
enumeravel de conjuntos abertos e densos) de difeomorfismos de classe C? exibindo infinitos
pogos (ou fontes) e que tem como consequéncia a persisténcia de tangéncias homoclinicas,
descobriu também um novo fendmeno associado as tangéncias homoclinicas: existe um
subconjunto residual do conjunto dos difeomorfismos de classe C",2 < r < oo, para os
quais a presenca de um ponto fixo de sela dissipativo e uma tangéncia homoclinica em
sua classe homoclinica impede a existéncia de uma medida de SRB que dé peso total a
esta classe homoclinica. O fené6meno de Newhouse inicialmente foi feito em dimensao dois,
posteriormente Palis e Viana fizeram a generalizagao para dimensoes maiores [PV94] de uma
maneira mais geral do que Romero [Rom95|. Assim, o entendimento mais profundo das

bifurcacoes homoclinicas é parte fundamental do estudo de sistemas dindmicos.

Apresentamos aqui uma extensdo natural de um resultado de Newhouse [New04].
Newhouse afirma que existe um subconjunto residual U do conjunto dos difeomorfismos de
clagsse C",2 < r < oo, munido com a topologia uniforme tal que se f € U e A é uma classe
homoclinica de f contendo uma sela (ponto fixo) dissipativa p (isto é, o valor absoluto do
produto dos autovalores da derivada de f em p é menor do que um) com uma tangéncia

homoclinica, entdo A nao carrega uma medida de SRB (veja Defini¢ao 1.4).

Nesta tese apresentamos uma generalizagao desse resultado para dimensées maiores no
caso em que a tangéncia homoclinica esté associada a uma sela seccionalmente dissipativa. A
idéia da demonstracao é semelhante aquela usada por Newhouse. Primeiramente mostramos
que se A é uma classe homoclinica de uma sela p que carrega uma medida de SRB v, entéo o
suporte de v é o fecho da variedade instavel da 6rbita do ponto p para dimensoes arbitrarias.

Para provar esse fato utilizamos um resultado de Tsujii [Tsu91]. Depois, utilizando o artigo
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de Palis-Viana [PV94|, mostramos para dimensoes finitas arbitrarias o seguinte fato: se f é
um difeomorfismo que tem uma classe homoclinica com uma tangéncia associada a uma sela
seccionalmente dissipativa p, entao existe g arbitrariamente proxima de f, que tem um pogo
q(g) tal que a W*(q(g)) N W*(p(g)) # @. E concluimos a prova por uma contradicao desses

dois fatos, de modo semelhante ao feito por Newhouse.

No primeiro capitulo, listamos alguns resultados basicos da Teoria Hiperbélica e Teoria
Ergodica necessarios para uma boa compreensao de todo o texto. Além disso refazemos e
modificamos ligeiramente algumas construgoes ja conhecidas destas teorias. Nesta parte do
texto, recordamos as defini¢oes e as principais propriedades e resultados sobre hiperbolicidade
uniforme e nao-uniforme e sobre medidas de SRB (Sinai-Ruele-Bowen). Além disso, fazemos
uma breve revisao das renormalizagoes em dimensoes altas de Palis-Viana [PV94], destacando
um ponto importante que sera utilizado nesta tese. E fechamos o capitulo apresentando a
construcao de um modelo de desdobramento de uma tangéncia homoclinica como em Palis-
Takens [PT93].

No segundo capitulo colocamos os resultados novos obtidos neste trabalho juntamente com
algumas defini¢oes e resultados ja conhecidos que foram deixados nas segdes deste capitulo
para um melhor entendimento dos argumentos utilizados nas demonstracgoes destes resultados.
Este capitulo estd dividido em trés segoes. Na primeira secao, apresentamos resultados
novos que relacionam a entropia topoldgica com sistemas que apresentam alguma tangéncia
homoclinica. O primeiro resultado trata de sistemas cuja peca responsével pela entropia
estd ou nao associada com a tangéncia homoclinica, sendo que no primeiro caso obtemos
um ponto de variacao da entropia e no segundo caso um ponto de constancia da entropia.
O segundo resultado apresenta um exemplo onde a pega responsavel esta associada com a
tangéncia homoclinica, mas a entropia varia. O resultado subsequente é uma obstrucgao a
uma possivel generalizagdo de um teorema de perturbagao (do tipo “snake”) de Newhouse.
Na secao seguinte, relacionamos a variagao da entropia topoldgica com a férmula de Yomdin
[Yom87|. Na terceira segdo apresentamos um exemplo de descontinuidade da entropia em
dimensdo trés. E bem conhecido que a entropia ¢ descontinua na topologia C'*°, quando
restrita & difeomorfismos cujos dominios sao variedades de dimensOes maiores ou iguais a
trés. Miziurewicz [Mis71] construiu uma familia de exemplos de descontinuidade da entropia
topologica onde a dimensao da variedade é maior ou igual a quatro.

No quarto capitulo enunciamos um dos teoremas principais deste texto, que é uma

generalizagao do resultado dado por Newhouse em |[New04].



CAPITULO

I

Preliminares

1.1 Conceitos Basicos e Definicoes

Nesta secao veremos conceitos basicos e defini¢oes que serao utilizados no decorrer desta tese.

De um modo geral sempre consideramos como espago ambiente uma variedade fechada
(sem bordo e compacta) e suave M, isto é, de classe C*°. Em alguns momentos exigimos que
além de variedade, M seja um espago mensurével Boreleano. Consideremos f : M — M um
difeomorfismo de classe C" para r > 1. Denotamos o conjunto dos difeomorfismos de classe
C" sobre M por Diff "(M), 0 <r < oco.

Um ponto x € M é ndo errante se para todo conjunto aberto U contendo z existe um
N > 0 tal que fN¥(U)NU # @. Denotamos o conjunto de todos pontos nao-errantes de f por
Q(f) ou simplesmente (.

Um ponto = € M é periddico quando existe um inteiro p > 0 tal que fP(z) = z, o menor
p > 0 com tal propriedade é o periodo de x. Denotamos o conjunto de todos pontos peridédico
de f por Per(f).

Note que sempre temos Per(f) C Q(f).

1.1.1 Hiperbolicidade Uniforme

Seja M uma variedade suave, U C M um conjunto aberto e f : U — M um difeomorfismo de

classe C'!' sobre sua imagem. Considere d uma métrica sobre M.
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Definicao 1.1. Um conjunto compacto f-invariante A C M ¢é hiperbolico para f se existe
uma decomposicao D f-invariante Ty = E“ ® E° e constantes positivas C' e A < 1 tais que,

para todo x € A e todo n € N, se tem

IDf o]l < CA™||v]|, para v e EZ, e
IDf; "ol < CAM||of|, para v € E;.

Um difeomorfismo f é Anosov se M é um conjunto hiperbdlico para f. Uma pergunta
natural é quando podemos garantir que Q(f) = M, se Q for hiperbédlico. Para isso, basta
exigirmos que o sistema f é conservativo e a conclusao segue do Teorema de Recorréncia
de Poincaré. Quando Q(f) é hiperbolico e o conjunto dos pontos periddicos Per(f) é denso
em Q(f), dizemos que f é ou satisfaz o Azioma A. Note que é sempre possivel fazer uma
mudanga da métrica proximo do conjunto hiperbolico de modo que C' = 1. Tal métrica é
chamada métrica adaptada.

Para ¢ > 0 pequeno o suficiente e x € A as variedades estdvel e instdvel locais de f no

ponto x sao, respectivamente,

Wiz, f) ={y € M| para todon € N, d(f"(z), f"(y)) <e} e
Wiz, f) ={y € M| paratodon € N,d(f "(z), f"(y)) <¢e}.

As variedades estdvel e instdvel de f em x sdo respectivamente

= J (@), ) e

n>0

H=U rwzs @, ).
n>0
Quando nao houver perigo de ambiguidade omitiremos f nas notacoes de variedades estéavel
e instavel acima. Também denotamos as variedades estavel e instavel local em x por W (x)
e W.(x), respectivamente, quando nao houver necessidade de expressar o seu tamanho. As

principais propriedades das variedades estavel e instavel sao dadas pelo seguinte teorema:

Teorema 1.1 (Teorema da Variedade Estavel). Seja f : U — M wum difeomorfismo de
classe C* (k > 1) sobre sua imagem. Seja A um conjunto hiperbélico para f com constantes
hiperbolicas 0 < A < 1 e C > 1. FEntao, existe um € > 0 tal que para cada p € A, existe
um disco C*-mergulhado W2(p) que é tangente a E;. Além disso, W2(p) € o grifico de uma
aplicagdo ;, = E5(c) — Ef(e) de classe C*, com ©p(0) =0 e D(p;)(0) = 0, a funcio ¢, e

suas primeiras k derivadas variam continuamente com p e

W2(p) = {(¢p(),y) [y € Ep(e)}

Um teorema analogo se verifica para variedades instéveis. As consequéncias do Teorema

da Variedade Estavel s@o as seguintes: primeiro, se W*(x) NW*#(y) # & para algum x,y € M,
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onde = # y, entdao W?(x) = W*(x). Além disso, a variedade estavel ¢ uma copia imersa do
subespago linear E.

Para um difeomorfismo f de classe C" de uma vizinhanga V' de R™ tendo 0 como ponto fixo
hiperbélico, o isomorfismo hiperbélico A = Df(0) gera a seguinte decomposigao invariante
R™ = E* & E". Pelo Teorema da Variedade Estavel, W£(0) é o grafico de uma aplicagao C”,
s : B%(e) — E* tal que ¢4(0) = 0 e Dy,(0) = 0, onde B*(e) C E® denota a bola de centro
0 e raio € > 0. De modo semelhante, a variedade instavel local W (0) é o grafico de uma

aplicagao C", ¢, : B%(e) — E* tal que ¢, (0) = 0 e Dy, (0) = 0. Desse modo, a aplica¢ao
2 Bs(s) X Bu(s) — E° x Eua SO(CCSa:Cu) = (xs - Spu(xu),xu - Sos(xs))

é um difeomorfismo local de uma vizinhanca de 0 em R", uma vez que ¢ é de classe C" e

Dy(0) é a identidade do R™. Consideremos o difeomorfismo f = ¢, f = @ o fo ™!

. Entao,
f ¢ um difeomorfismo de uma vizinhanca da origem com f(O) =0e Df(O) = A. Além disso,
a variedade estavel local de f é uma vizinhanca da origem em E?®, enquanto que a variedade
instavel local é uma vizinhancga da origem em E*. Em outras palavras, podemos sempre supor
que a variedade estavel local (respectivamente, instavel local) de um ponto fixo hiperbdlico de
um difeomorfismo f é uma vizinhanca do ponto fixo no subespago estavel (respectivamente,
instavel) da parte linear de f.

Como veremos na demonstragdo da Proposi¢ado A.1, podemos tomar uma métrica em R™
tal que as restrigoes A° = A|ps e A% = A|gu satisfazem [|A°|| < a < 1le [[(AY)7Y <a< 1.
Assim, se £ > 0 é suficientemente pequeno, entdo a restrigdo f* de f a WS(0) C B¥(e) C E® é
uma contrac¢do, uma vez que D f*(0) = A® é uma contrac¢do. Logo, para toda bola aberta B*
de centro na origem contida em B*(¢) temos que o bordo B* = B*\ B® satisfaz f(0B*) C B°.
O anel B*\ f(B*) é chamado um dominio fundamental da variedade estavel de 0.

Sejam B® C E* uma bola contida em W$(0), B* C E" uma bola contida em WX*(0) e
V = B® x B". Considere um ponto ¢ € W?(0) e um disco D" de dimensao u = dim E"
transversal a W7 (0) em ¢. Um resultado muito util a respeito de variedades estavel e instavel

é o seguinte:

Teorema 1.2 (A-Lema ou Lema da Inclina¢ao). Seja p um ponto fixo hiperbélico para um
difeomorfismo f de classe C*. Sejam e > 0, V.= B% x B* e q € W*(p) \ {p} como acima.
Seja D" um disco mergulhado da mesma dimensao que E" e tal que D" € transversal a W2 (p).
Seja DY = f(D") N (E"(e) x E*(¢)) e Dy = f(Dy) N (E"(e) x E*(¢)). Entao, Dy converge

para W(p) na topologia C*.

Denotemos a érbita de um ponto z pela aplicagao f por Of(z). Um ponto y é um ponto
w-limite de x se existe uma sequéncia {f™ (x) ;?‘;0 tal que n; vai para infinito quando j vai
para infinito e lim;j_,o d(f" (x),y) = 0. O conjunto w-limite de = é denotado por w(z, f) (ou
apenas w(x)) e consiste de todos pontos w-limite de x para f. O conjunto a-limite ¢ definido

de modo semelhante, com n; convergindo para infinito negativo, e é denotado por a(z, f) (ou

a(x)).
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Se A é um conjunto invariante de uma variedade M, a variedade estdvel de A, denotada por
W#(A), é definida como o conjunto de todos os pontos x € M tais que w(z) C A. De maneira
semelhante, a variedade instdvel de A, denotada por W"(A), é definida como o conjunto de
todos os pontos = € M tais que a(x) C A.

Seja f: M — M um difeomorfismo de uma variedade suave M. Um conjunto hiperbdlico
A & localmente mazimal (ou isolado) se existe uma vizinhanga V' de A em M tal que
A= ﬂnez f(v).

Conjuntos localmente maximais tem as seguintes boas propriedades quando sao

hiperbdlicos:

Proposicao 1.1 (|[KH95]). Seja A um conjunto invariante hiperbolico localmente maximal.

Entao,

WeA) = W) e WA) =] W)
TrEA TrEA
Teorema 1.3 (Estabilidade Estrutural Forte para Conjuntos Hiperbolicos, [PT93] ). Seja
A C M um conjunto hiperbdlico para um difeomorfismo f : U — M. FEntdo, para toda
vizinhanga aberta V-C U de A e todo § > 0 existee > 0 tal que se f' : U — M edea(f', f) <e,
entdo existe um conjunto hiperbolico ' = f'(A") C V' para um homeomorfismo h : A" — A
com dcy(Id, k) +dco(Id,h ™) < 6 tal que ho f'|nr = flaoh. O conjunto A =,z (f)" (V).

Mais ainda, h € unica se & for suficientemente pequeno.

Uma consequéncia deste tltimo teorema é que um conjunto hiperboélico ser localmente
maximal é uma propriedade robusta, isto €, se mantém por pequenas perturbagoes no sistema.
Para um conjunto hiperbélico A de um difeomorfismo f denotaremos a continua¢do de A para
um difeomorfismo f’ proximo de f por A(f’). De modo semelhante, para um ponto p € A a
continuagao sera denotada por p(f’) e as continuagoes das variedades estavel e instavel de p
por W4(p, f) e W¥(p, '), respectivamente.

Uma outra propriedade dos conjuntos hiperbdlicos localmente maximais é a seguinte:

Proposicao 1.2 (|[KH95|). Se A é um conjunto hiperbolico localmente mazimal de um
difeomorfismo f, entao cl(Per(f|p)) = Q(f|a)-

Aqui cl(X) denota o fecho do conjunto X.

Outro resultado fundamental em teoria hiperboélica é o Teorema de Decomposicao
Espectral em conjuntos hiperbdlicos devida & Smale [Sma67]|. Dizemos que uma aplicagao
f: M — M é topologicamente transitiva sobre um conjunto invariante X se a orbita positiva

de algum ponto p é densa em X.

Teorema 1.4 (Decomposigdo Espectral de Smale, [Sma67]|). Sejam M wma wvariedade
diferencidvel compacta e f : M — M um difeomorfismo de classe C'. Suponha que cl(Per(f))
€ hiperbdlico para f. Entao, existem subconjuntos fechados disjuntos Aq,..., A, tais que

c(Per(f)) = A1 U---UA,,, cada A; € fechado, f-invariante, os pontos periddicos sao densos
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e f € topologicamente transitivo sobre A;. Além disso, cada A; tem estrutura de produto local.

Em particular, se f € Azioma A, entao o teorema € vdlido para Q(f).

Os conjuntos A; do teorema anterior sao chamados de pegas bésicas. O que nos conduz a

seguinte defini¢ao.

Definigao 1.2. Um conjunto f-invariante A é uma pega basica se € hiperbilico,

topologicamente transitivo e localmente maximal.

Vamos agora recordar os pontos e conjuntos homoclinicos definidos por Newhouse em
[New04].

Definigao 1.3. Um ponto q é um ponto homoclinico para f se existe uma pega bdsica A e

pontos x,y € A tais que
e W)\ M) n(W2(y) \ A).

O ponto homoclinico q é chamado ponto homoclinico transversal se W"(z) e W#(y) sao
transversais, isto €, o espaco tangente a M mo ponto q pode ser escrito como a soma direta

TyM =T, W"(x) @ T,W*(y). Caso contrdrio, dizemos que g € uma tangéncia homoclinica.

Dadas duas pegas basicas Ay e Ao, definimos a relagao de equivaléncia “~” por A; ~ Ag
se A1 = As ou se existem pontos z1,y1 € Ag e x2,y2 € Ao tais que as intersecgOes
(W (x1) \ A1) N (W3 (z2) \ A2) e (W™ (y1) \ A1) N (W#(y2) \ Ag) sao transversais. Quando o
fecho A de uma classe de equivaléncia C gerada pela relagdo ~ tem mais do que uma 6rbita
periodica, a chamamos de conjunto homoclinico (da classe C). Um ponto periddico p cuja
orbita estd em C é chamado ponto associado a A. Se um conjunto homoclinico A contém
uma peca basica Ay com uma tangéncia homoclinica, dizemos que A contém uma tangéncia
homoclinica.

Devemos ressaltar que a relacao “~” acima ja é conhecida quando as pegas bésicas se
reduzem a Orbitas periddicas hiperbolicas [New80|. Nesse caso o fecho da classe de equivaléncia
de um ponto periddico p é chamado de classe homoclinica de p e é denotada por m O

seguinte fato pode ser encontrado em [New80| ou em [New04| pag. 1727.

Proposicao 1.3 (|New04|). Todo conjunto homoclinico é um conjunto topologicamente
transitivo e nao-enumerdvel contendo um conjunto denso de pontos periddicos associados.
Além disso, ele coincide com o fecho dos pontos homoclinicos transversais das drbitas de

qualquer um de seus pontos periddicos associados.

1.1.2 Hiperbolicidade Ndo-Uniforme

Consideremos f : M — M uma aplicagao mensuravel sobre uma variedade n-dimensional M e
v uma medida de probabilidade sobre M. Dizemos que a medida v é f-invariante quando para
todo conjunto mensuravel A se verifica v(f~1(A)) = A. A aplicacao f ¢é ergddica com relacio

a medida v (ou a medida v é ergodica com relagao a f) se para todo conjunto mensuravel
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f-invariante A temos v(A) = 0 ou v(A) = 1. Equivalentemente, v é ergodica se toda fungao
mensuravel f-invariante ¢ (isto é, ¢ o f = ¢ v-qtp) é constante v-qtp. Se além disso M é
um espago topolégico munido com a o-algebra de Borel, isto é, a menor o-élgebra de M que

contém os abertos de M, definimos o suporte de v como o conjunto
supp(p) := {x € M | U, aberto, x € U, = u(U,) > 0}.

Um ponto = de M é regular se existem nameros Aj(x) > -+ > )\s(x)(x) e uma decomposicao
ToM = E1(x) @ -+ © Egz)(x) do espago tangente, tais que para todo vetor ve E(z) \ {0},
1
lim —log||Dfyv| = N\i(x) e
n

n—+oo

5(x)
ngrfoo%logmet Dfr| = ;)\i(:ﬂ) dim E;(z).

Os ntmeros A;(z) sdo chamados expoentes de Lyapunov de v em z e dimF;(x) é a
dimensao F;(x), que significa a multiplicidade de A;(x). As fungoes z — A;(z), x — s(z) e
x +— dim FE;(z) sao mensuraveis e invariantes ao longo das érbitas, logo quando consideramos
v medida ergodica, estas fungoes sdo constantes v-qtp. Nesse caso, denotamos A;(xz) = \;,
s(z) = s e dim E;(x) = dim E;.

A decomposicdo acima T,M = Ei(z) © --- @ Eyy)(r) é chamada decomposicio
de Oseledets. O seguinte teorema é uma resultado chave no estudo de trajetérias de
sistemas dindmicos (pode ser encontrado em |[FHY83|) é conhecido como Teorema Ergodico
Multiplicativo de Oseledets. Ele mostra que a regularidade é “tipica” do ponto de vista da

teoria da medida.

Teorema 1.5 (Teorema de Oseledets, [FHY83|). Se f € Diff }(M) e M ¢ uma variedade suave
compacta, entao o conjunto R dos pontos regqulares tem v-medida total para toda medida de

probabilidade boreleana f-invariante v.

Uma medida invariante v é hiperbolica se todos expoentes de Lyapunov de v sao diferentes
de zero. O Teorema de Oseledets nos conduz ao conceito de hiperbolicidade nao-uniforme
definida na seguinte se¢éo.

Conjuntos Nao-uniformemente Hiperbdlicos

Sejam f : M — M um difeomorfismo de uma variedade riemanniana suave e compacta M
e v uma probabilidade f-invariante. Dizemos que um subconjunto R de M, f-invariante,

boreleano é nao-uniformemente hiperbélico se v(R) =1 e se existem
(a) nameros A e p tais que 0 < A < 1 < p;
(b) um namero £ > 0 e fungoes boreleanas C,k : R — (0,00) e

(c) subespagos E*(z) e E"(z) para cada x em R
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que satisfazem as seguintes condigoes

(NH1) os subespagos E*(x) e E"(x) variam mensuravelmente com z e formam uma

decomposi¢ao invariante do espago tangente
- T, M = E*(z) ® E*(x)
- DfoE*(z) = E°(f(x)) e Df: E"(x) = E"(f(2));
(NH2) o subespago E*(z) é estavel: para todo v em E*(x) en >0

1D froll < Cla)A"e™ |[o]l;

(NH3) o subespago E"(z) é instavel: para todo v em E%(z)en >0

1D f "]l < Cla)p" e [v]l;

(NH4) <(E%(x), E"(z)) < k(x);
(NH5) para todo n inteiro,

C(f"(x)) < Cla)e™ e w(f"(x)) = mla)e .

Agora consideremos que v é ergddica e hiperbolica e fixemos
As =max{\; <0|1<i<s}, Ay =min{\; >0]|1<:<s},

E(z) = P E(z), E"(x)=EP Eila).

Ai<0 Ai>0
Entao estes espagos sdo D f,-invariantes e satisfazem T, M = E*(z) @ E*(x). Fixe ¢ > 0
suficientemente pequeno e escreva A; (I > 0) ao conjunto dos pontos x € M satisfazendo as

seguintes propriedades

(i) parave E*(z) en >0
IDf7v]| < e Cet o).

(ii) parav € E*(x) en >0
1D f5"ol| < ety

(iii) paran € Z
sin [<(Df2(E*(x)), Df(E%(x)))] > e~s+nD,

Entao, A; é fechado, f(A;) C Aj4q1 para I > 0, os subespagos E*(z) e E"(z) variam
continuamente com x € A; e o conjunto A := |J;2;A; é f-invariante.
Este conjunto A definido acima é chamado conjunto de Pesin com relacdo & v, e os

conjuntos A; sao chamados de conjuntos regulares (de Pesin) ou blocos de Pesin.
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Nos proximos paragrafos discutiremos conjuntos conhecidos como as variedades estavel e
instavel de Pesin. Utilizamos a mesma notagao para variedades estavel e instével utilizada
no caso de conjuntos uniformemente hiperbdlicos para que no decorrer desta tese nao haja
confusoes.

Pode-se construir em cada ponto z € A uma variedade estavel local W (f, z) tal que toda
orbita {f"(y)} com y € W _(f,x) se aproxima de {f™(x)}, quando n — oo, com uma razao
exponencial que pode variar de érbita para orbita e que pode deteriorar ao longo da oérbita.
Uma descrigao mais precisa é dada pelo seguinte teorema que é um resultado fundamental na

teoria hiperbdlica.

Teorema 1.6 (Pesin, [BP02|). Seja f um difeomorfismo de classe C1*® de uma variedade
compacta e riemanniana M. Entdo, para todo ponto reqular © € R e € > 0 suficientemente
pequenos existem conjuntos Wi (f,x) e W .(f,z) (omitimos f na notagao por simplicidade)
tais que

F7 (Wige(@)) € Wige(@) e f(Wike(w)) € Wike(@),

para todo y € W (x), z€ W (x) en >0
d“(f 7" (@), [ (y)) < Cla)eTHFMma (2, y),

& (f" (@), [ (y) < Cla)e M (2, y),
T, WeE(x) = E%x) e T,W; () = E*(x), onde d’° denota a métrica riemanniana sobre

Wp . (x), o =wu,s, e C(x) satisfaz

lim log C(f"(x)) = 0.

n—too N

O conjunto W} (x) e W _(z) sao chamados respectivamente variedade instdvel e estdvel

local e definimos as variedade instdvel e estdvel (globais) por

W) = [ Ve (@) e Wiz) = f"(Wi(f"(x)),

n>0 n>0

respectivamente. Estes conjuntos sao subvariedades suaves (de classe O™ se f for de classe
C™®) invariantes por f e formam laminagoes denotadas, respectivamente, por W% e W5,

Além disso, tém as seguintes propriedades: para todo z,y € R
L W3 @) NW3(y) =@ sey & W (z); We(z) N Wy) = & se y & W(x);
2. Wo(z) = W¥(y) se y € W(x); W*(z) = W"(y) se y € W"(x);

3. para todoy € W*(z) (ouy € W"(x)) temos que p(f"(x), f*(y)) — 0 quando n — 400

(respectivamente, n — —o0) com razao exponencial.
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1.1.3 Medidas Condicionais

Dados uma medida v e uma particao v-mensuravel P, isto é, cada atomo P de P é v-
mensuravel, considere a aplicagao 7 : M — P que associa cada x de M ao atomo 7(x) := P(x)
de P que contém . Definimos que Q C P é mensurével se e somente se 7~ (Q) ¢ um conjunto

v-mensuravel em M e colocamos
#(Q) = v(r1(Q)).

Um sistema de medidas condicionais de v em relacdo & particio P é uma familia de

probabilidades (vp)pep sobre M tal que
1. vp(P) =1 para v-qtp P € P.

2. Para cada fungao continua ¢ : M — R, a fun¢do P 3 P — [ pdvp é D-mensuravel e

Jewr=[ < / WP) a(P).

Note que pelo Teorema de Convergéncia Monoétona da Teoria da Medida, podemos trocar
a aplicagdo continua ¢ acima por uma apenas mensurdvel. No caso particular onde ¢ é a
funcao caracteristica de um dado conjunto mensuravel E de M, obtemos que P — vp(E) é

U-mensuravel e
v(E) = /Vp(E)dﬁ(P).

Uma particao P é uma particio mensurdvel se existe uma sequéncia enumerével de
particoes P; X Po < - < P; < ... tais que P = \/;’i1 P;. Recorde aqui que para duas
particoes P; e Po, P1 < Po significa que todo elemento de Py é escrito como unido de
elementos de Po, e

PiVPy={PINPy| P, €Py,P € Ps}.

Teorema 1.7 (Rokhlin [Roh52|). Se P é uma particao mensurdvel, entao existe um unico (a

menos de conjuntos de medida nula) sistema de medidas condicionais de v em rela¢io a P.

1.1.4 Medida de SRB

Assumimos que uma particdo mensuravel £* de M é subordinada & laminacao instavel WY,

isto é, que &“ satisfaz as seguintes condi¢Oes para v-qtp x:
1. &% (x) Cc WH(x) e
2. £"(z) contém um conjunto aberto de W*(x).

Seja {v¥} (v-qtp x) um sistema de medidas condicionais de v com relagdo a " e m¥ a
medida de Lebesgue em W"(x). Se p¥ é absolutamente continua em rela¢do a m¥ para v-qtp

x entdo dizemos que v satisfaz a condi¢cdo de SRB para f.
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Definigao 1.4. Uma medida de probabilidade f-invariante v de um difeomorfismo f: M —
M € uma medida de SRB se € ergddica, tem suporte compacto e satisfaz a condi¢do de SRB.

Considere v a medida de Lebesgue sobre M. Uma medida de probabilidade v sobre M
¢ uma medida fisica se existe um subconjunto de medida de Lebesgue p positiva de pontos

x € M tais que
n—1 .

lim — Zgo(f](:ﬂ)) = /gody, para toda p € CO(M).
=0

O conjunto dos pontos satisfazendo esta iltima igualdade € chamado de bacia da medida v.

Para uma classe de sistemas dindmicos que inclui os sistemas uniformemente hiperbolicos,
as nogoes de medida fisica e medida de SRB coincidem (veja por exemplo [AT08]). Em
particular, se uma medida é de SRB e seus expoentes de Lyapunov sao todos nao nulos, entao

a medida é fisica.

1.1.5 Propriedades da Medida de SRB

Vamos agora mostrar alguns fatos conhecidos sobre u-estados de Gibbs. Recorde que um
u-estado de Gibbs é uma medida de probabilidade cuja desintegracao ao longo das folhas da
folheagao instével forte gera medidas que s@o absolutamente continuas em relagdo a medida
de Lebesgue das folhas. Mais precisamente, usamos a seguinte propriedade que é parte da
definigdo proposta por [PS82].

Seja W a folha instavel-forte por um ponto = € A arbitrario. Dado r > 0 e T"um C'-disco
aberto centrado em x e transversal a W, denotemos por R(z,T,r) a unido de todas u-bolas
v(z,r) de raio r centradas nos pontos z € T'N A. Por defini¢ao, a restri¢ao de u a esta caiza
folheada R(z,T,r) tem desintegracdo (u).erna em relagao a folheagao {y(z,7): z € TNA},
tal que toda p, é absolutamente continua em relagao & medida de Lebesgue m,, ) sobre
~(z,7). Mais ainda,

dpz(y) = p(y, 2)dm. r) (1.1)

para alguma fungdo positiva p que é limitada longe de zero e de infinito, em termos de r e
de T'. Denotaremos por i a medida quociente induzida pela medida p no espago das folhas
v(z,r). Este espago quociente pode ser naturalmente identificado com a intersec¢ao de A com
o disco W e ¢é isso o que faremos. O seguinte resultado tem uma prova alternativa que pode

ser encontrado no livro [BDVO05|.

Lema 1.1. O suporte de qualquer u-estado de Gibbs i de f sobre A € saturado por W', isto

é, consiste das folhas inteiras de W*".

Demonstra¢ao. Suponha que isto nao ocorre, isto €, que existe alguma folha estével forte W
que intercepta supp(i) e que nao esteja inteiramente contida em supp(u). Tome um ponto z
no bordo de supp(p) N W contido em W (recorde que W é uma subvariedade imersa de M e

vamos muni-la com a métrica induzida pela imersao). Fixemos qualquer r e T' e consideremos
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a correspondente caixa folheada R(x,T,r). Como escolhemos = na fronteira de supp(u) "W,
existe algum yo € y(z,r) Nsupp(u)© e, entdo, existe alguma pequena vizinhanga aberta V' de
yo em A, contida em R(z,T,r), tal que u(V) = 0. Agora, pela propriedade de desintregagao
de @ e por 1.1, segue que

0=n(V) = [ iV (i) = [ ( / ( )p(w)dmw,r)(y)) ai(2).
Ny(z,r

Assim, como [i é a medida quociente de p no espago das folhas y(z,7) e como p é estritamente
positiva, entdo u(V) = 0 na expressao acima acarreta que existe alguma vizinhanga de z
em A NT (que representa um subconjunto no espago das folhas) com medida nula. Mais
precisamente,

a(To) =0, onde Ty ={z € ANW : V Nry(z,1) # T}

Como uma consequéncia deste fato, obtemos que a vizinhanca R(x,Tp,r) de = em A tem

p-medida nula. Isto contradiz o fato de que x pertence ao suporte de p. ]

1.2 Renormalizacdo em Dimensdes Altas

Nesta subsecao apresentamos técnicas de renormalizacao em dimensoes altas, que podem
ser encontradas no texto de Palis-Viana [PV94| (pag. 237), as quais serdo muito uteis na
demonstracao dos teoremas dos capitulos seguintes.

Considere M uma variedade m—dimensional compacta e g : M — M um difeomorfismo
de classe C? com uma tangéncia homoclinica associada a um ponto fixo p. Suponha que
o ponto p é seccionalmente dissipativo, isto é, que quaisquer dois autovalores A\; e Ay da

diferencial Dy (p) satisfaz a condigao
[Arl[Az] < 1.

Denotamos por ¢ o tnico autovalor de médulo maior do que um.

Palis-Viana [PV94]| mostram que, sob algumas condigoes genéricas, o desdobramento de
uma familia a um pardmetro de difeomorfismo {¢,}, (ver definicdo no Capitulo 1.3) contém
o desdobramento de familias de difeomorfismos quase-quadréticas. Mais especificamente, eles
mostram que restrigoes de iterados de ¢, a dominios apropriados, préximos do ponto de

tangéncia, teem a forma:
Fon:(x,Y)— (® + v, zA) + (v, 2,Y),

para algum vetor A € R™~! e uma aplicacio € pequena na topologia C2, quando escrita em
coordenadas (7,Y) € R x R™~! e parametro real v convenientemente escolhidos. Deixamos
um detalhamento desta construcdo para o Apéndice A.

Pela definicdo dessas mudangas de coordenadas (expressao (A.5)), um cilindro m-

dimensional (ou m-cilindro) da forma C = [ry, 9] x B™~1(0,r) contido em R x R™~! tem
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como imagem também um m-cilindro, que denotamos por C,, com base (isto é, a imagem

—n

“w
Ou seja, o cilindro C), vai ficando cada vez mais

de {x} x B™1(0,r), x € [ry,r2]) proporcional & o™ e altura (imagem de [r1,7s] x {Y},

—2n

Y € B™1(0,r)) proporcional & o,

estreito quando n cresce.
A seguinte proposicio sera ttil na demonstracio da Proposicao 3.2. E importante ressaltar

que o Apéndice A ajuda a ter um melhor entendimento dos argumentos utilizados.

Proposicgao 1.4. Cada m-cilindro C C R x R™~! como definido anteriormente, € levado por
F,,, num cilindro curvado proximo do ponto de tangéncia Qo que fica cada vez mais estreito

quando n cresce (veja a Figura 3.1).

Demonstracio. Para a prova desta proposi¢ao usaremos as expressoes das renormalizagoes que
estao no Apéndice A. Neste apéndice denotamos F),,, = \IJT_Ll 0 ®"tN o I, . Inicialmente, note
que na expressao (A.8) de z1, a variavel Y aparece na forma agaﬁSﬁ(f/—i—VUﬁ ), onde o termo
Vo, converge para Vpo/v (por A.10) e o coeficiente az07;S); converge para zero (pelo Lema
A.1) quando n vai para infinito. Assim, quando n é suficientemente grande, a variavel Y perde
cada vez mais sua influéncia na primeira coordenada da aplicagao ¥, o @™tV oW, isto &, seu
coeficiente fica cada vez mais proximo de zero. Desse modo, um m-cilindro C ¢ RxR™~! como
definido acima, contido no dominio das coordenadas linearizantes, é levado por ¥, Lo®"+NoWw,,
num cilindro curvado préximo do ponto de tangéncia Qg que fica bastante estreito quando
maior é o n e, portanto, menor é o coeficiente az0,S); que acompanha a varidvel Y (veja a
Figura 3.1). O

Esta proposicao serd muito importante para a demonstragao da Proposigao 3.2.

1.3 Desdobramento de Tangéncias Homoclinicas

Neste capitulo vamos recordar o conceito de tangéncia homoclinica, rever um modelo de
ferradura com uma tangéncia homoclinica externa devido a Palis-Takens [PT93] e também o
conceito de familia de difeomorfismos que desdobra genericamente uma tangéncia homoclinica
[NPTS83].

Seja M uma variedade diferencidvel de classe C'>° sem bordo. Um arco de difeomorfismos
ou M — M, ;€ R éuma aplicagao ® : M xR — M xR definida por ®(x, 1) = (¢ (), 1) de
classe C*°, onde a aplicagao = — ¢, () ¢ um difeomorfismo de classe C* para cada parametro
p € R. Tais arcos sao também chamados de familias a um pardmetro de difeomorfismos e sao
geralmente denotadas por {¢, : M — M} ou apenas {¢,}.

Dizemos que uma familia a um parametro de difeomorfismos {¢,}, © € R, de uma
variedade M desdobra genericamente uma tangéncia homoclinica de codimensao u > 1 em
i = 0 se pp tem um ponto fixo (ou periddico) py € M tal que suas variedades estavel
e instavel, W*(pg) e W¥(pg) com dim W*(pg) = u, teem uma orbita de tangéncia que,

genericamente, assumimos ser parabolica (de contato quadrético) e para valores de p € (0,¢),
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interseccoes transversais sdo criadas entre as continuagoes analiticas, W*(p,) e W*(p,), das
variedades estéavel e instavel de pg, respectivamente. Mais ainda, estas variedades invariantes
movem-se com relativa velocidade nao-nula com a tangéncia quando o pardmetro varia. Em

geral podemos assumir que o ponto fixo py pertence a uma peca basica Ay e genericamente

| det(Dwo)(po)| # 1.

Observagao 1.1. Um defini¢ao um pouco mais técnica encontrada em [NPT83] é a sequinte:
2

d d
seja um arco de difeomorfismos {p, : R = R} tal que p(0) =0, d—SOO(O) =1, ﬁgoo(O) #0
x T
2

e %300(0) # 0. Podemos assumir sem perder a generalidade que %300(0) >0e %@0(0) >
0. Tais arcos sio chamados de arcos sela-né. Seja {¢,} um arco de difeomorfismos de uma
variedade n-dimensional M com um ponto fixo sela-noé (xg, po) € M x R, isto €, sua derivada
Dyyou, tem um autovalor igual a 1 e os outros com nmormas diferentes de 1 e ewiste uma
curva g, -invariante a passando por xg tal que @, lq tem primeira mas nao sequnda ordem
de contato com a identidade em xg. Seja ®(z, ) = (pu(x), ). Dizemos que (xo, po) desdobra
genericamente se para alguma (ou qualquer) variedade central W¢ em (xq, o) temos que ®|yye

€ um arco sela-nd.

Definigao 1.5. Um par (z,u) € M x R é um ponto de bifurcagdo se x é um ponto de
intersec¢ao nao-transversal (ou seja, uma tangéncia homoclinica) entre as variedades instdvel

e estavel de p,,.

1.3.1 Modelo de Desdobramento de Tangéncia Homoclinica

Vamos agora apresentar um modelo de aplicacdo ferradura definida na esfera S? ~ R? U oo
que pode ser encontrado em [PT93| e também em [Rob99]. Faremos a construcio no R?, mas
cla se estende naturalmente para S?. Considere a regido R contida em R? formada por um

quadrado ) unido com dois semi-discos Dy e Do, onde

Q = [0,1] > [0, 1];

2 1\2 2
Dy ={(@y) eR?| (z-3) +y* <Ly <0};

2 1\2 2
Dzz{(sc,y)ER |<x—§) +(y—1) Sl,yzl}.

Vamos agora dividir () nas seguinte cinco regioes:
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Considere uma funcgao real g de classe C*° que leva o intervalo [0, %} em [ 36’0] de

forma bijetiva, tal que ¢'(0) =4 e Ql(%) = %. Definimos f : R — R como segue:
z+1 z+1 1
o) = (520w Alasten) = (St aw - 5 )

1 x—i—l r+1\ . 7
flos(z,y) = <§ 5 cos(2(8y—3)),1+( 5 )sm(§(8y—3)));
5—x 7 5—x
floa(z,y) = ( 5 4y>; f!Qs(%y):(T,Q(l—y));
z+1 y d5—x 11—y 1
f’Dlxy ( 6 6 )§ f’D2(x7y):< 6 77—%>-
A
2 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
(T2
7
8
5
g
3
B
1
8
2 a5 11
36|\ 6\_/6 6\_/6
B

Figura 1.1: Aplicagao ferradura.

Note que f envia os 5egmentos {0}x[2,5] e {1} x [2, 2] nos arcos {(5+# cost, 1+ cost) :
0<t<m}e{(5+gcost,1+ tcost):0 <t <}, respectivamente. Além disso, f envia
as faixas horizontais Q2 = [0,1] x [,2] e Q4 = [0,1] x [2, £] nas respectivas faixas verticais
[2,2] x [0,1] e [2, 2] x [0,1]. As regides Q1 e Q5 tem imagens contidas em D;.

6’6
/(y) bl L J QZ 1) 9

Temos que as derivadas sao
<@—$>—Mﬂ%mma@—a>>
8y —3))  4n(%F) cos(5(8y — 3)

S ol

D(fla)(x,y) = <

s}

D(flas)(x,y) =

IS ERTE]

(
(

D(flg,)(x,y) = < 0 4 > e D(flgs)(x,y) = ( _06 i1 —y) )

1
5 Ccos
l .
G sin
1
g O



1.3 Desdobramento de Tangéncias Homoclinicas 19

Note que por nossa construgao temos que ‘ (Qf:”)(ag y)‘ = %. Além disso, temos que

f(Dy) C Dy e f(D3) C Dy, com
1 9
) C e D(flp)(ay) = ( K ) .
6

(Flo)" (@ 9) = (5o +Z6z,6ny——ié) 5 (5 35)

Assim, como f(Q2) C Do, f(D2) C Dy, obtemos que todo ponto em R\ (Q2 U Q4) converge

para o pogo pg = (%, —%) pertencente ao semi-disco Di. A aplicacdo f pode ser estendida

S ol
()

D(f|D1)(‘T’y) = (

o=

Observe que

para todo o R? de modo que todos os pontos fora de R entrem em R por iterados positivos de
f. E para extender para S?, basta tomar o ponto no infinito ps, como sendo ponto fixo e que
seja uma fonte para f. Por outro lado, obtemos que o conjunto A = (7, f™(R) & hiperbdlico
com constantes de hiperbolicidade \ = % e 0 = 4. Este conjunto A possui dois pontos fixos

(hiperbolicos) em @, um deles fica localizado na parte inferior da faixa f(Q2). As variedades

@

estavel e instavel de p sao como na Figura 1.3.

/\ A
’ (c
p
A 4
A
C
B ( o
' N v -
p
Pl
J U N
v
A 4
Figura 1.2: Pontos fixos. Figura 1.3: Variedades estével e instével.

Agora vamos construir uma tangéncia baseado neste modelo construido acima. Essa
técnica pode ser encontrada em [PT93]. Seja ¢ uma curva ligando os pontos as € W?*(p)
e a, € W"(p) como na Figura 1.4. Considere uma vizinhanga U desta curva c. Esta
vizinhanga pode ser tomada bem pequena de modo que W*(p)NU e W*(p)NU sejam dominios
fundamentais em W#(p) e W*"(p), respectivamente, isto ¢, f(W*(p)NU) N (W*(p)NU) =
para * = s,u. Esta vizinhanca contém as componentes W#(p)NU e W*(p)NU das variedades
estavel e instavel de p, as quais dividem U em trés regides Uy, Us e Us. Podemos ainda tomar

U suficientemente pequena de modo que para todo ponto x € Uy U Uy tenha 6rbita positiva
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convergindo para o pogo pg e todo ponto x € U UUj; tenha 6rbita negativa convergindo para a
fonte poo. Note que para ponto x € Us a orbita positiva f(x) permanece proxima de W#(p),
porém com duas possibilidades: ou converge para o poco pg ou permanecem proximos do
conjunto A, mas de qualquer modo, usando o A-Lema concluimos que existem pontos x € Us
tais que para algum n > 0 tem imagem f"(z) € U;. De modo semelhante existem pontos z
em U; que teem imagem inversa f~"(x) em Us.

Modificamos a fungao f nesta vizinhanga U de modo a obter a tangéncia homoclinica.
Na verdade obtemos mais que isso, construimos um arco de difeomorfismo que desdobra esta

tangéncia genericamente.

»- < - s
p AN
JU Ya U
v
Figura 1.4: Regiao de perturbacao. Figura 1.5: Perturbacao em U, para y = 0.

Para isso, considere a seguinte familia de aplicacdes definida em S?. Seja ©,, uma familia
a um pardmetro de aplicagoes (veja Figura 1.5) que no complementar de U sdo iguais a

identidade e que move os pontos de U do seguinte modo:
e para pu < —1, ©, ¢ a identidade;

e para p > —1, ©, empurra os pontos de U para baixo, na direcao de Uy, de modo que

para p < 0, a regiao U; é ainda enviada em Uy U Us;

e para u = 0 existe uma tangéncia de Og(W%(p)) = Og(U1NU3) e W3(p) = UaNUs que

é quadratica e desdobra genericamente para p > 0 em duas intersecgdes transversais.

Agora definimos o arco de difeomorfismo f, = ©, o f. As variedades estéveis e instaveis
de fo sdo como na Figura A.

Note que para p < 0 a dindmica dos pontos de U para f, ¢ a mesma que a de f neste
conjunto. Deste modo, é no conjunto {y | © > 0} que ocorre a mudanga na dindmica.
Nesse caso, dizemos que a tangéncia homoclinica para p = 0 é uma primeira bifurcagao (ver
Definicao 1.5).
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A 4

[l

Figura 1.6: Variedades estéaveis e instaveis com tangéncia homoclinica.

Observagao 1.2. Baseado em nossa discussao da dindmica dos pontos de U, observe que
para i = 0 o conjunto ndao errante de fo € essencialmente o mesmo que o de f, porém a
drbita de tangéncia também faz parte do conjunto nao-errante de fo. Ou seja, denotando o
ponto de tangéncia homoclinica por q, temos Q(fo) = {po} U {psc } UAUO(q). Denotamos A,
a ferradura para f,, isto €, para p < 0 este conjunto € Q(f,)NQ e para p > 0 € a continuagdo
de Ny (veja Teorema 1.3).

1.4 Entropia Topolégica

Uma maneira de caracterizar a complexidade ou caoticidade de um dado sistema dindmico é
analisando suas 6rbitas peridédicas ou, mais geralmente, seu conjunto nao-errante. Existe um
nimero real que representa esta complexidade do sistema o qual denominamos por entropia
topologica. Essencialmente este nimero determina quantas “6rbitas distintas” existem para

um dado sistema.

Intuitivamente, podemos introduzir este conceito do seguinte modo: imagine que vocé
nao consegue distinguir dois pontos que estdo proximos numa dada resolucao € > 0. Assim,
dadas duas 6rbitas de tamanho n, vocé s6 contabiliza duas se algum par de iterados delas
distam mais do que €. Num sistema f definido num espago métrico compacto, sabe-se que
o namero 7(n,e, f) de tais orbitas de tamanho n que sdo distinguiveis é finito. O sistema
é considerado complexo quando este nimero cresce exponencialmente, quando n tende ao
infinito, e é denotada por h(e, f). Fazendo nossa resolu¢do € extremamente precisa (isto é,

e — 0) obtemos a entropia de f, denotada por h(f). Em detalhes temos:
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Definigao 1.6. Seja f : X — X wuma aplicacao continua de um espago métrico X com
métrica d. Um conjunto S C X € (n,e)-separado para f, para um inteiro n > 0 e e > 0,
se para todos © # y em S ewiste algum inteiro k, 0 < k < n tal que d(f*(x), fF(y)) > «.

Denotamos a quantidade de tais pontos por
r(n, e, f) = max{#(S) : S C X € (n,¢e)-separado para f},

onde #(S) é a cardinalidade de elementos de S. O crescimento exponencial do nimero

r(n,e, f) quando n — oo € definido por

he, f) = limsup % log(r(n, , f)).

n—oo

Finalmente, definimos a entropia topologica de f como

h(f) = lim h(e, f).

n—0

Esta defini¢ao é devida & Bowen [Bow70|, embora o conceito de entropia topolégica tenha
sido introduzido inicialmente por Adler, Konheim e McAndew [AKM65| em 1965. Neste

trabalho, os autores demonstram as seguintes propriedades da entropia topolégica.

Proposicao 1.5 (JAKM65]|). Sejam X e Y espagos métricos compactos, f : X — X uma

aplicacao continua e Y : X — Y um homeomorfismo. Entao,

(@) h(p o foyp™') = Rh(f), ou seja, a entropia topoldgica € preservada por conjugagao

topoldgica;
(b) h(f*) = kh(f), para k € N;
(c) se Y C X € um subconjunto f-invariante, entao h(fly) < h(f);

(d) se X = X3 U---UX, € uma decomposicio em subconjuntos disjuntos invariantes e

fechados, entao h(f) = max{h(f|x,),---,h(flx,)};

Note que no item (d) acima, a entropia do sistema é igual ao méximo da entropia nas
restri¢oes em cada um destes subconjuntos invariantes. Suponhamos que h(f) = h(f|x,),
nesse caso dizemos que o conjunto X7 é responsdvel pela entropia topolégica do sistema.

Mas uma propriedade fundamental da entropia foi mostrada por Bowen em [Bow70] e diz
que toda a entropia estd contida no conjunto nao-errante, isto é, érbitas fora do conjunto

nao-errante nao contribuem para a entropia.

Teorema 1.8 (|[Bow70]|). Seja f: X — X uma aplicagio continua sobre um espago métrico

compacto X. Entao, h(f) = h(flay)), onde Q(f) é o conjunto dos pontos nao-errantes de f.
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1.4.1 Continuidade da Entropia Topoldgica

Nesta secdo recordamos o teorema sobre a continuidade da funcéo entropia. Aproveitamos
também para destacar algumas propriedades basicas sobre a entropia que serao utilizadas em
secoes posteriores.

Dada uma aplicacao continua f : M — M, com M espago métrico compacto, podemos
associd-la com sua entropia topolégica h(f) € RT. Denotemos C°(M) o espaco das aplicagoes
continuas sobre M. Podemos definir uma aplicacdo h : C°(M) — RT por f + h(f). Surge
a questao natural: o que acontece com h(f) quando variamos f? Uma resposta foi dada por

Katok para o caso de difeomorfismos sobre uma superficie compacta.

Teorema 1.9 (Katok [Kat84]). Seja f: M — M um difeomorfismo de classe C1*® de uma
superficie compacta tal que h(f) > 0. Entdo h : Diff 1T%(M) — RT ¢ semi-continua inferior.

Aqui ressaltamos que a semi-continuidade inferior da entropia tende a falhar em dimensoes
maiores do que 2. Existem exemplos em dimensao 4, devidos a Miziurewicz [Mis71|, onde a
entropia deixa de ser semi-continua.

Juntamente com um resultado sobre semi-continuidade superior da entropia devido a

Yomdin (veja Teorema 2.7), temos o seguinte teorema.

Teorema 1.10 (Katok [Kat84|, Yomdin [Yom87|). Seja M uma superficie compacta, entdo
a fungdo entropia h : Diff (M) — R ¢ continua.

No trabalho [HSX08| de Hua, Saghin e Xia é apresentado um exemplo de descontinuidade

da entropia para sistemas definidos em variedades de dimensoes maiores ou iguais que quatro.






CAPITULO

Resultados Novos

Neste capitulo apresentamos os resultados obtidos e recordamos algumas das principais
defini¢bes e teoremas utilizados que deixamos de apresentar no capitulo das preliminares
por serem pequenos e facilitar o entendimentos dos argumentos apresentados. Este capitulo

estd dividido da seguinte forma.

Na primeira se¢ao apresentamos resultados novos que relacionam a entropia topologica
com sistemas que apresentam alguma tangéncia homoclinica. O primeiro resultado trata
de sistemas cuja pega responsavel pela entropia estd ou ndo associada com a tangéncia
homoclinica, sendo que no primeiro caso obtemos um ponto de variacao da entropia e no
segundo caso um ponto de constincia da entropia. O segundo resultado apresenta um
exemplo onde a pecga responsével esta associada com a tangéncia homoclinica, mas a entropia
varia. O préximo resultado é uma obstrugao a uma possivel generalizagdo de um teorema de

perturbagao (do tipo “Snake like”) de Newhouse.

Na segunda secao, relacionamos a variagdo da entropia topoldgica com a féormula de
Yomdin [Yom87|.

Na terceira se¢ao apresentamos um exemplo de descontinuidade da entropia em dimensao
trés. E conhecido que a entropia ¢ descontinua na topologia C*°, quando restrita a
difeomorfismos cujos dominios sao variedades de dimensdes maiores ou iguais a trés.
Miziurewicz |[Mis71] construiu uma familia de exemplos de descontinuidade da entropia

topologica onde a dimensao da variedade é maior ou igual a quatro.

25
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2.1 Variacao de Entropia e Tangéncias Homoclinicas

Nesta secao apresentamos resultados novos que relacionam a entropia topologica com sistemas
que apresentam alguma tangéncia homoclinica. O primeiro deles afirma que, sob a condigao
de a pega basica associada a tangéncia homoclinica ser responsével (ver Defini¢ao 2.2), um
sistema bidimensional com uma tangéncia quadratica genérica nao possui vizinhanca alguma
(na topologia C*°) na qual todos os sistemas teem a mesma entropia que o sistema inicial.
Por outro lado, este mesmo teorema afirma também que se a peca béasica nao satisfaz tal
condicao, entao a entropia permanece constante numa pequena vizinhanca, para o caso em
que a variedade em questdo ¢ S?. Depois podemos ver que esta condicdo nio é necessaria, ou
seja, que existem sistemas cuja peca bésica associada & tangéncia nao é responsével mas ainda
satisfazem a conclusao anterior. O outro teorema relaciona a variacao da entropia topologica

com a férmula de Yomdin.

2.1.1 Contextualizacdo e Enunciados dos Teoremas

Entropia topolégica é um dos invariantes por conjugacao topoldgica mais importante em
sistemas dindmicos. Pela (1—estabilidade dos difeomorfismos Axioma A com a propriedade

de néo-ciclos, segue que a entropia é uma funcdo C'—localmente constante de tais dinamicas.

Definicao 2.1. Dizemos que um difeomorfismo f é um ponto de constdncia da entropia
topoldgica na topologia C* se existe uma C*-vizinhancaU de f tal que para todo difeomorfismo
g €U, h(g) = h(f). Além disso, chamamos um difeomorfismo de ponto de variagao da entropia

se ele ndo € um ponto de constdncia.

Em [PS00b|, Pujals e Sambarino provaram que difeomorfismos em superficies longe de
tangéncias homoclinicas sao os pontos de constancia da entropia topologica na topologia C°°.
Estudamos a questao reciproca. Isto é, estamos interessados no efeito que uma tangéncia
homoclinica de um difeomorfismo de uma superficie causa na entropia topolégica. E claro
que depois de desdobrar uma tangéncia homoclinica novos pontos peridédicos surgem, mas nao
é claro se eles contribuem para a variagao da entropia topolégica. Mencionamos que Diaz-Rios
estudaram o desdobramento de uma ferradura sela-né critica e, quando a ferradura sela-né
nao é um atrator, eles provaram que a entropia cresce depois da bifurcacdo. Aqui, a tangéncia

ocorre fora da pega basica.

Definigao 2.2 (Pega Responsével). Para difeomorfismos Axioma A, pela decomposi¢ao
espectral de Smale (veja o Teorema 1.4 ou [Sma67])), temos que Q(f) = Ay UAa U -+ U Ay,
onde cada A; € uma pega bdsica, isto €, um conjunto hiperbdlico f-invariante isolado com uma

drbita densa. Pela propriedade da entropia topoldgica dada na Proposi¢ao 1.5, temos

h(f) = max h(f‘Az)

0<i<k
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Logo, concluimos que existe (pelo menos) um conjunto que é responsavel pela entropia
topoldgica de um Azioma A, isto é, existe algum ko € {1,...,k} tal que h(f) = h(f’AkO)'

Sem perda de generalidade assumimos que ko = k.

Consideramos uma classe de difeomorfismos na fronteira dos sistemas Axioma A que
exibem uma tangéncia homoclinica correspondente a um ponto periédico de Ap. Mostramos
que a entropia topologica cresce depois de pequenas perturbagoes C°°.

Mais precisamente, consideramos uma familia parametrizada f, : M — M de
difeomorfismos de uma superficie fechada M desdobrando genericamente uma tangéncia
homoclinica em p = 0, onde Q(fp) = A U--- A UO(q) e cada A; é um conjunto hiperbolico

isolado e g é uma tangéncia homoclinica associada a um ponto fixo de sela p de algum A;.

Teorema 2.1. Seja f, uma famdlia de difeomorfismos de classe C? de uma superficie como

actma, entao

1. Se A; € responsdvel pela entropia, entdo fo € um ponto de variagdo da entropia topoldgica

na topologia C.

2. Se A; nao for responsdvel pela entropia, entao fo € ponto de constincia da entropia

topoldgica na topologia C>, no caso em que M = S?.

Observe que no primeiro item (o qual é a parte principal) do teorema acima, afirmamos
que a variacao da entropia é na topologia C'™°. Este teorema nos diz que, na topologia C'*°, se
a tangéncia estiver no lugar correto (pega responsével), entao a entropia varia e, se a tangéncia

estiver no lugar errado, entao a entropia permanece constante.

Teorema 2.2. Existem exemplos onde A; nao € responsdvel pela entropia e fo € um ponto de

variagdo da entropia na topologia C'.

No teorema anterior damos um exemplo que mostra que ainda que a tangéncia corresponda
a uma pega bésica que nao é responsavel pela entropia, podemos aumentar a entropia depois
de perturbacoes de classe C'. Este exemplo é facilmente obtido de uma ferradura e uma
tangéncia homoclinica correspondente a um ponto fixo hiperbélico fora da ferradura.

Recordamos também um método de perturbar dindmicas com alguma tangéncia
homoclinica, devido a Newhouse, chamado perturbagao “Snake like”. Embora depois de
tais perturbagdes o conjunto nao errante torna-se mais rico, a entropia topolégica nao
necessariamente cresce. Veja o Teorema 2.3 para a relagdo entre uma estimativa da entropia
depois da perturbagao e os autovalores dos pontos periédicos correspondentes a tangéncia

homoclinica.

Teorema 2.3 (|[New78|). Seja p um ponto periddico hiperbdlico (conservativo) de um
difeomorfismo f de classe C1, tal que W™ (O(p)) € tangente a W*(O(p)) em algum ponto.
Dado € > 0, para toda vizinhanc¢a N de f existe g € N tal que

h(g) > % log |A(p)] — <.
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Como um corolario da continuidade da entropia topolégica para difeomorfismos de classe

C*° numa superficie, provamos que:
Teorema 2.4. Nio ¢ possivel substituir C> por C' no teorema acima.

Finalmente, vamos mencionar um resultado devido a Hua, Saghin and Xia [HSX08| onde
eles provam que a entropia topoldgica é localmente constante para alguns difeomorfismos
fibrado central unidimensional. Eles mostram que para uma grande classe de difeomorfismos
C*° parcialmente hiperbolicos com folheagoes centrais bi-dimensionais (e com certas condigoes
homolégicas na variedade), a entropia topologica varia continuamente. Os autores afirmam
ainda que sem as condi¢oes sobre a homologia o resultado nao é vélido e eles apresentam
exemplos em dimensdo maior ou igual que quatro onde o resultado falha sem tais hipdteses.
A questao natural que surge é sobre a continuidade da entropia na topologia C*° para sistemas
sobre variedades tri-dimensionais. No final desta se¢do, damos uma resposta para esta questao,

isto é, apresentamos um contra-exemplo da continuidade da entropia em dimensao trés.

2.1.2 Principais Ingredientes

Entropia Topoldgica e Subshift do Tipo Finito

Considere ¥y = {1,...,N} e o shift 0 : ¥y — X dado por o(x) = y onde y; = x;y1,
i € Z. Para uma 0 — 1-matriz quadrada A = (aij)fyjzl de ordem N definimos ¥4 = {x € ¥ |
a2,y = 1 para i € Z}, isto é, a matriz A determina todas as possiveis transigdes entre os
simbolos 1,2,...,N. A restri¢do o|x, =: 04 € chamada subshift do tipo finito.

A seguinte proposicao é um resultado bem conhecido que pode ser encontrado por exemplo
em [Rob99].

Proposicao 2.1 (JRob99|). Se 04 : 34 — X4 € um subshift do tipo finito, entdo

h(UA) = log()\m(w)a
onde Apaz € 0 maior autovalor de A em mddulo.

As principais propriedades da entropia topolégica que utilizamos neste texto podem ser
encontradas em [KH95|

-Explosdes Homoclinicas e Partices de Markov

FEnunciamos o celebrado resultado devido a Bowen sobre construcao de parti¢oes de Markov

para sistemas hiperboélicos:

Teorema 2.5 ([Bow08|). Seja A um conjunto invariante hiperbdlico com estrutura de produto
local para um difeomorfismo f. FEntao, existe uma particio de Markov de A para f com

retdngulos de didmetros arbitrariamente pequenos.
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Em particular, para as pecas bésicas da decomposicao espectral de um difeomorfismo
Axioma A, existem parti¢oes de Markov com retangulos arbitrariamente pequenos.

Uma importante conseqiiéncia desse resultado de Bowen é a existéncia de uma conjugagao
topologica entre os sistemas f|x e algum subshift do tipo finito o|x,.

Para provar nosso teorema principal, focamos 2—explosées como no modelo do resultado
de Palis-Takens [PT93|, claro, sem a hipotese de dimensao fractal.

Isto ¢, consideramos uma familia a um parametro f,, onde, para o parametro u = 0, o
conjunto nao errante Q(fp) = A UAyU--- U A tal que Aj,i < k, é uma peca bésica e
A, = A, UO(q), onde A, é uma peca basica e O(q) é a orbita de uma tangéncia homoclinica
associada & um ponto fixo de sela p € Ay.

Para p > 0 podemos considerar os pega bésicas A;(u) como a continuacao de A; (veja
Observagao 1.2 ou Teorema 1.3). Assim, temos que A;(p) é hiperbolico e f, |4, () ¢ conjugado

com fo|a,. Entao, temos que
h(fula, ) = h(fola,)

para todo¢=1,...,k e todo u positivo ou negativo.

No entanto, quando desdobramos a familia {f,},, novos pontos periédicos sao criados e
a entropia dos conjuntos nao-errantes podem crescer para parametros p positivos. Veremos
que, de fato, a entropia cresce para parametros positivos pequenos. Isto pode ser mostrado
construindo um subsistema de f,, que nao é topologicamente conjugado com fo|s,. Estes
fatos serdo importantes para a demonstracao do Teorema 2.1.

Para construir um sistema como o mencionado acima, encontramos um subconjunto de
Q(fu) contendo Ay () usando particoes de Markov. Tome um parémetro p muito proximo
de p = 0. Como {f,} desdobra genericamente, a aplicacao f, tem intersec¢des homoclinicas
transversais perto de O(qp), a Orbita de tangéncia de fy. Temos a situac¢ao representada na

Figura 2.1 abaixo.

wH (p) we (pu)

n
N

p W*(p) q Py W*(pu) \/qu

Figura 2.1: Desdobramento de uma tangéncia homoclinica perto de p = 0.

Seja g, um ponto de interseccao homoclinica transversal entre W*(p,) e W*(p,) perto de
qo (a tangéncia para fy). Como Ay (u) é hiperbélico e conjunto invariante maximal para f,,

digamos Vj,. Suponha que g, € V.
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Agora, obtemos um conjunto contendo Ag (i) cuja dindmica é conjugada com um subshift
do tipo finito. Provamos mais adiante que a entropia da dindmica restrita a este conjunto é

estritamente maior do que a entropia da restri¢ao em Ag(p), que & igual a h(fo).

Mais ainda, podemos usar a construgao de partigoes de Markov devida a Bowen [Bow08].

Considere {Ry,..., Rs} uma partigao de Markov de Ag(u) tal que

Ar(p) = | R C Vi
j=1

Além disso, como g, € Vi temos que uma parte de O(q,) permanece fora de Vj. Tome
N, N € N tal que fYi(g) € Ry fi™(q)) € Rie fi(q) ¢ Uy R; para j =
—No+1,...,0,...,N; —1. Em outras palavras, R é o retdngulo contendo o primeiro iterado
positivo de g, que pertence a Vj, e Ry é o retangulo contendo o primeiro iterado negativo de

qu que pertence a V.

f;2(ql,L)
—J f;l(LZu)

R \

[ 1 [

| |

i i fA(aw)

[ l |

Pu \? f,u(‘ht)\/q#

Ry ()

Figura 2.2: Construgao da particao de Markov.

Dada a partigao de Markov para Ag(p), queremos estender esta partigdo para um
conjunto maijor que contenha Ag(p) U O(g,). Para isto, construimos outros retangulos
contendo {f;Nl (Qu)s- s Qus - - - ,fliV? (qu)} da seguinte maneira: se iterarmos Ry por fNV2,
obtemos uma faixa estreita em torno de W*(p,) contendo g,. E se iterarmos R, por f; N
obtemos uma faixa estreita em torno de W?*(p,) contendo g,. Sabemos que W¥(p,) e
W*(p,) tém interseccao transversal em ¢,. Como podemos tomar o didmetro da particao
de Markov suficientemente pequena, segue que ngl (Rs) e fPJLV?(Rl) sdo transversais. Seja
C .= fu_N1 (Rs)N fliV?(Rl). E claro que C pe disjunto de |J;_; R; e contém g,,.

Note que f1(C) é uma faixa vertical de altura total contida em Ry e que f,;V2(C) ¢ uma
faixa horizontal de largura total contida em R;. Considere os conjunto disjuntos S; definidos

por

S = £;H()
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paraj=1,2,...,Na, No+1,..., N+ Na—1. Note que Sy, = C. Agora denote ¢ = N;+No—1
e considere P = {Ry,...,Rs,S1,...,S¢} e

Logo, Ar = ﬂ [ (R) é um conjunto hiperbolico tal que Ax(u) C Ag C Q(fy). O sistema
nez
desejado ¢ a restricao f, : Agp — Ag.

Lema 2.1. P é uma particao de Markov para Ag.
Demonstracao. J& sabemos que todos os R;’s satisfazem a defini¢ao de particao de Markov.
Resta verificar se o0 mesmo vale para os S;’s. Por construcao, todos R;’s e S;’s sao disjuntos
dois a dois. Além disso, f,(S;) = Sj41 para j = 1,...,£ — 1. Em particular, temos que
fu(Se) C Rs é uma faixa vertical de altura total. Logo,

f,u(SE) mRS ?é @’

Ju(So)NR; =@, fori=1,...,se

Ju(Se)NS; =, para j=1,...,L.

Por outro lado, somente R; tem imagem por f,, que intersecta algum S;. Na verdade,
Ju(R)NS1 # D e fu(Rs) =@, paraj=2,...,L

Note que como f, 1(S1) € Ry é uma faixa horizontal de largura total em R;, entdo
S = fu(fljl(Sl)) C fu(R1). Logo, fu.(R1)NS1 # @ e, pela construgao de S1, esta interseccao
satisfaz as condi¢oes de parti¢do de Markov. Portanto, P é uma particdo de Markov para
Ag. O

Podemos associar o sistema f, : Ag — Ag a um subshift do tipo finito como segue.
Consideramos a partigao de Markov P = {P,..., Psy¢} como acima e definimos uma matriz
de transicdo A, = (@ij)(s44)x (s+¢) Para f, tomando

Qi —
Y 0, if fu(P)NP =0

para i,j € {1,...,s+ ¢}. Deste modo obtemos uma conjugagao topologica entre os sistemas
fu i Ar — AR e o subshift do tipo finito 4, : ¥4, — X4, onde ¥4, C ¥s1p. A matriz de
transicao A, tem a seguinte forma

Hi;, it1<id,j<s;

1, ifi=1,j=s+1lori=s4+4,j=s;

1, ifj=i4+1lfors+1<i<s+/{—1;

CLZ‘J' =

0, nos outros casos.

onde H, = (H;j)sxs ¢ a matriz de transicao de f, : AAu — AA;L a qual é irredutivel, uma vez

que fy|a, é topologicamente transitivo (veja (2.1) na proxima segao).
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2.1.3 Prova dos Teoremas 2.1, 2.2 e 2.4

Primeira Afirmacdo do Teorema 2.1

Seja f, a familia a um parametro como no Teorema 2.1. Na secao anterior, construimos uma
partigao de Markov para f,|a,, para i > 0. Por se tratar de uma particdo de Markov, pode-se
dar uma conjugacao entre f,|a, e a dindmica de um subshift do tipo finito.

Seja A, a matriz de transicao de fy|a,, para p > 0 suficientemente pequeno. Recordemos
que h(f,) ¢ i igual a logA, onde X\, é o maior autovalor de A, (pelo Teorema 2.1). Pela

construcao da particao de Markov da secao anterior, concluimos que

H, 0 0
00 0 0 |
A= ¢ 1 r - 2.1
" 0 Lo (2.1)
0 0 00 1 0
00 -~ 0 000 - 1
00 --- 1 000 -~ 0

A seguinte proposi¢ao afirma que o maior autovalor da matriz A, ¢ estritamente maior do
que o maior autovalor da matriz Ay = Hy. Desta proposi¢ao podemos concluir que a entropia

do sistema f,[y, () € maior do que a entropia de fola, -

Proposigao 2.2. Seja A, como definido anteriormente. Se A\, é o maior autovalor de A,

em mddulo, entao para todo > 0 perto de zero, A, > Ag.

Para provar a proposicao usamos propriedades matriciais dadas pelo seguinte teorema

devido a Perron e Frobenius.

Teorema 2.6 (|Ganb9|). Toda matriz s X s A nao-negativa tem um autovetor nao-negativo,
AU = XU, com a propriedade que o autovalor \ associado € igual ao raio espectral || mas. Se a
matriz A € irredutivel, entdo existe um unico autovetor nao-negativo a menos de multiplica¢io
por uma constante positiva, e este autovetor € estritamente positivo. Além disso, o autovalor
mazimal X' de todo menor principal (de ordem menor que s) de A satisfaz ' < X\. Se A €

irredutivel, entao X' S \.

Para usar este teorema de forma conveniente, precisamos que a matriz Au seja irredutivel,
isto ¢, para todo par 7,j existe alguma poténcia n(i,j) de A, tal que (AZ(Z’J))(Z-J-) > 0. Pela
defini¢ao da matriz de transicao A, obtemos uma caracterizacao da irredutibilidade usando

particoes de Markov.
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Lema 2.2. A matriz de transi¢ao A, para a particao de Markov P = {P;} € irredutivel se, e

somente se, para cada par i,j existe n =n(i,j) tal que f"(P;) N P; # @.
Demonstracao. Segue diretamente da construcdo da matriz de transicao. U

Demonstragao da Proposicao 2.2. Considere a matriz A, como no enunciado. Note que as
parti¢des de Markov P = {Ry,...,R,, S1,...,S5¢} para os sistemas fu|a, (1 > 0 pequeno)
construidos na secao anterior satisfazem as condi¢oes do lema anterior. Logo, temos que A,
é irredutivel. De fato, estas condigOes sao satisfeitas pelos retangulos R;’s porque o sistema
fula, ¢ transitivo. Como para cada Sj, o iterado f7(S;) intersecta R e o iterado f7(Ry)
intersecta S;j, obtemos a propriedade desejada para todos os elementos de P.

Agora podemos aplicar o Teorema de Perron-Frobenius para a submatriz A, ; da matriz de
transicao irredutivel A, obtida pela exclusao da tltima linha e da tltima coluna da matriz A,,.
Logo, obtemos que o maior autovalor )\, de A, ¢ estritamente maior do que o maior autovalor
A1 de Ay 1. Apesar de A, 1 nao ser necessariamente uma matriz irredutivel, podemos usar
novamente o Teorema de Perron-Frobenius para a submatriz A, > (obtida de A, 1 excluindo-se
a tltima linha e tltima coluna) cujo maior autovalor é A, 2 e obtemos que A\, 2 < A\,1 S Au.
Repetimos este processo até obtermos a submatriz H,, cujo maior autovalor A, , € igual a Ao,
uma vez que os sistemas f,,| Ap(u) € fola, sa@o topologicamente conjugados. Portanto, obtemos
que A, = Ao. O

Para concluir a prova do primeiro item do Teorema 2.1 observe que para toda
C%—vizinhanga V de f = fy podemos tomar f, com p muito perto de 0 tal que f, € V
e a Proposicao 2.2 verificam. Logo, como Ay é responsével pela entropia de fo, h(f,) >
h(fulag(w) > h(folAx) = h(fo). Entdo, h(f,) # h(fo) e portanto fo é um ponto de variagao
da entropia. O

Segunda Afirmacdo do Teorema 2.1

A demonstragao deste item é uma consequéncia do Teorema 2.8 que esta na Secao 2.2. O

Prova do Teorema 2.2

Para provar o segundo item do Teorema 2.1, construimos um sistema com uma ferradura e uma
tangéncia correspondente a um ponto fixo hiperbdlico fora da ferradura. Entao perturbamos
o sistema numa pequena vizinhanga da tangéncia para criar intersecgoes transversais (usando
perturbagoes de classe C'! “Snake like” como em Newhouse [New78]) e obter um novo sistema
com entropia topolégica maior.

Considere o sistema f sobre a esfera S? cujas oérbitas percorrem os meridianos do ponto
Poo (0 polo Norte) para o ponto pg (o polo Sul). Suponha que o sistema tem uma ferradura e
um lago homoclinico em duas regides disjuntas. Estas regioes sao delimitadas por meridianos.

Veja a Figura 2.3.
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g

Figura 2.3: Sistema com uma ferradura e

um laco homoclinico. Figura 2.4: Regiao da ferradura I'.

Suponhamos que este lago homoclinico esta associado com um ponto fixo hiperbélico p
que tem derivada com autovalores A\(p) = 3 e A(p)~! = 371, A ferradura I" na primeira regido
é uma ferradura-de-duas-pernas, p, é uma fonte que envia as 6rbitas de um disco topolédgico
@ cujo interior é uma vizinhanga captadora para I'. O pogo desta ferradura coincide com py.
Veja a Figura 2.4.

Portanto, o conjunto nao-errante Q(f) consiste de trés pogos, uma fonte, uma ferradura
(isolada) e um ponto hiperbolico sobre o lago homoclinico. Entéo, a entropia topoléogica de f
¢ h(flr) =2.

Agora, perturbamos f na topologia C'' para obter g a qual tem uma outra ferradura A no
lugar do lago homoclinico. Escolha um ponto g em W} (p) e uma vizinhanca U de ¢ tal que
U é um dominio fundamental. Considere I = W?*(q)NU. Em U fazemos uma perturbagao do
mesmo modo que em Newhouse [New78]. Suponha que ¢ : U — ¢(U) C R? ¢ uma coordenada
linearizante com ¢(q) = 0. Considere a > 0 tal que ¢~ 1([a,a]) C I. Para cada N > 0 grande
pegue A = A(N) > 0 tal que A.N — 0 quando N — oo. Considere a seguinte fungao

a

N
O(x,y) = <x,y—|—Acos W;C >

N
)

Note que ® envia [—a, a] sobre a curva v, onde v é o grafico da fun¢ao = — y + A cos(

A distancia maximal entre 7 e o eixo x ¢ A. Além disso, v intercepta [—a, a] N-vezes e

1 0
D@(x’y) - AN TI'CEN) 1 ’

2a Sil’l( 2a

entdo, ® é conservativa. Tome A suficientemente pequeno, entdo para ¢ > 0 existe um
difeomorfismo h §-proximo de Id na topologia C! tal que, h = ® proximo da origem e h = Id

fora de uma vizinhanca da origem. Ponha ¢ = ho f. Temos que ¢ estd 6-C'—proximo de f,
9(2) = f(2) para z € f71(U), [~a,a] C W*(p,g) e v C W¥(p,9).
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A partir daqui, o argumento é o mesmo que o usado por Newhouse. Escolha um
retangulo estreito R perto da W} (p,g) que retorna , depois de n iterados por g, proximo de
W"(p,g) NU e o intercepta (transversalmente) N vezes. Definimos A’ o conjunto invariante
maximal por ¢"|r e obtemos que h(g"|x/) = log N. Considere A = Ué-v;ol g’ (N') e segue que
h(g[a) = 5 log N.

Temos que A C H(p, g), onde p = p(f) = p(g), porque como p & f~(U), g(p) = f(p) = p-
Aqui H(p, g) denota a classe homoclinica de p para g (como foi definido no final da Segao

1.1.1). Portanto, por Newhouse [New78|, obtemos
lim ~log N = log [A(p)|
im — = .
Noson 8 08 IAP
Tome N suficientemente grande tal que

1
h(g|a) = —log N > log [A(p)| — e.

Neste caso, temos |A(p)| = 3 e podemos considerar ¢ < log(2). Logo, h(g|s) > log(3) >
h(glr).

Note que g é diferente de f somente dentro de uma regiao delimitada por dois meridianos.
Entao, a entropia de g restrita a I' coincide com a entropia de f restrita a I'. Portanto, o

sistema g : S — S? tem H(p,g) D A como sua pega bésica responsavel. O

Prova do Teorema 2.4

E conhecido que a funcio entropia topologica f — hiop(f) € uma fungao continua na topologia
C*, quando f : M — M com M superficie compacta. Usando esta observagao, nosso exemplo
na prova do Teorema 2.2 mostra que a pertubagao de Newhouse (Teorema 2.3) nao pode ser

aplicada na topologia C'*°. U

2.2 Relacdao com um Resultado de Yomdin

Nesta secao apresentamos uma questao que relaciona a variagao da entropia topolégica com
uma férmula de entropia devida a Yomdin. Damos uma resposta & uma simplificagdo desta

questao num caso particular.

Recordemos inicialmente de um resultado devido a Yomdin [Yom87] sobre o defeito da

semi-continuidade da funcao entropia no espaco dos difeomorfismos C*.

Teorema 2.7 ([Yom87|). Para f: M — M de classe C* e g, — f na topologia C*,

limsup h(gn) < h(f) + 22 R(f), (2:2)

n—o0 k

1
onde k>1, m=dimM e R(f) = lim —logm%\)}HDf"(x)H.
n—oo N xe
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Questao 2.1. Seja f um C'—difeomorfismo com Q(f) = Ay U--- U Ap UO(q) onde A; sio
pegas bdsicas e O(q) € a tangéncia homoclinica correspondente & pega nao responsdvel pela
entropia, por exemplo, Ag. Eziste k > 0 tal que se |h(f) — h(f|A2)| > K entao f é um ponto

de constancia na topologia C1?

Pode-se conjecturar que x > 4R(f) para o caso de superficies, onde m = 2. no entanto,
usando nosso exemplo concluimos que tal k na questao acima poderia ser maior do que R(f).

Com relagdo a esta questdo que fizemos acima, temos respostas numa situagdo mais
restrita, onde o dominio de nossas aplicacdes é a esfera S?. Note que no exemplo dado
na Subsecdo 2.1.3, também construido em S?, a topologia considerada é baixa, é a topologia
C'. Em sua construcao usamos fortemente esse fato topolégico e o Teorema 2.3 de Newhouse.
Ressaltamos que para a construgao feita para provar o Teorema 2.8 na proxima segao, a

topologia considerada é alta.

Caso de um Difeomorfismo na Esfera S?

Vamos estudar o caso f : M — M em que M = S?, onde S? = {(z,y,2) € R? | 22 + 9% + 2% =
1}. Identificamos aqui S? ~ R2U{oo} onde oo ~ (0,0, 1) e, para todos os sistemas considerados
aqui, oo serd um ponto fixo repulsor, isto é, uma fonte.

Considere f:S? — S? um difeomorfismo de modo que Q(f) = Aj UAs U ---UAr UO(q),
onde Ay = {oo} e ¢ (e sua orbita) ¢ o tnico ponto de tangéncia entre as variedades estavel e

instavel de um ponto fixo (ou periddico) p € A;,, para algum ip € {1,...,k}.

Teorema 2.8. Seja f : S* — S% um difeomorfismo como acima, tal que a tangéncia
homoclinica O(q) € correspondente & peca bdsica nao responsdvel pela entropia. Entao f

€ um ponto de constdncia na topologia C°.

Recordemos aqui o conceito de filtragdo. Em [Shu78|, Shub define filtragoes da seguinte
maneira. Seja f : M — M um homeomorfismo sobre M. Uma filtracio M adaptada a f
¢ uma sequéncia @ = My C My C --- C My = M, onde M; sdo subvariedades C*° de M,

compactas, com bordo e tais que
e dim M; = dim M,
° f(Mz) C ’LTLt(MZ)

Dada uma filtragio M adaptada a f, o conjunto K (M) = Mpez fH(M; \ M;—1) é o
conjunto f-invariante maximal de M; \ M;_1 o qual é compacto. Além disso, denotamos
KI(M) = Ule Klf(/\/l) Se € denota o conjunto dos pontos nao-errantes de f, denotamos

Q,=0nN (Mz \ Mz;l).

Proposicao 2.3 (|Shu78|). Seja M uma filtragcao adaptada o f e seja U uma vizinhanga de
K1(M). Entio existe uma C°-vizinhanga U de f no conjunto dos homeomorfismo de M tal
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que, para toda g € U, M ¢é uma filtracao adaptada o g e K9(M) estd contido em U. Mais
ainda, tomando U; = (M; \ M;—1) N U, podemos escolher a vizinhan¢a de U de modo que

Agora, por Palis-Takens [PT93], para um difeomorfismo com uma tangéncia homoclinica,
como o que consideramos acima, existe uma filtracio M para a decomposi¢ao Q(f) =
A UA U~ UALUO(g) tal que

(1) Ai = Npez MM\ M;_1), para i # io;

(i) Aig UO(a) = ez [ (Mig \ Mig—1).
Por esta tltima propriedade (ii), podemos escolher uma vizinhanga aberta U;, de A;,UO(q)

suficientemente pequena de modo que
f(Uiy) € Mg\ Mig—1 e [~ (Usy) © Mig \ Miy—1.

Esta vizinhanga tem a forma U;, = mt(ﬂ\mgo (M, \ M;jy—1)), para algum nyg € N
suficientemente grande.
Consideremos uma vizinhanga U de ambos f(U;,) e f~H(U;,) tal que U C M, \ M;,_1.
Note que
A, UO(q) CU;y CU C My \ Miy—1. (2.3)
O seguinte fato nao é encontrado desta forma nas referéncias, por essa razao enunciamos

e provamos a seguinte proposicao.

Proposigao 2.4. Considere duas aplicagdes diferencidveis f,g : R™ — R™ de classe C™,
um conjunto compacto K C R™ e um aberto U C R™ tais que K C U. Seja r € N. FEntdo,

existe um operador T : Diff °(R™) — C"(R™), continuo numa vizinhanga de f, tal que
T(N)lk = flx e T(H)lrmuv) = gl@m\v)-

Demonstra¢ao. Primeiramente, consideremos uma fungao “bump” com suporte em U, isto é,

uma fungao b: R™ — [0, 1] de classe C*° tal que
1, sexeK
bz) = se x
0, sexzeR™\U
e0<bz)<lsexeU\K.

Considere as aplicagoes f e g como no enunciado, fixe um r € N e seja ¢ > 0 arbitrario.

Definimos uma nova aplicagao T'(f) : R™ — R™ por

T(f)(x) = b(z)f(x) + (1 - b(x))g(z).
Temos que para z € K, H(f)(z) = f(z) e para z € R™\ U, H(f)(z) = g(z). Além disso, se
f1 & outro difeomorfismo em Diff ®(R™) entio para z € U \ K temos
T(f)(@) = T(f1)(@)| = [b(x) f(x) + (1 = b(x))g(x) — (b(x)f1(x) + (1 — b(x))g(x))|
= [b(@)|f (z) = fi(z)] <|f(z) = fr(@)].



38 Capitulo 2 — Resultados Novos

Mais ainda, por inducao na r-ésima derivada obtemos

DT(f)(z) = Dy(x) + Db(z) - (f(z) = g(x)) + b(z) - (Df(x) = Dg());
D*T(f)(z) = D*g(x) + D*b(x) - (f(z) — g(x)) + 2Db(z) - (D f(x) — Dg(x))+
+b(x) - (D*f(x) — D?g(2));

DT() = Da(a)+ 3 ()0 bte) - (D7 f(2) - Diglo))
=0

o

Nas expressoes anteriores o simbolo representa a forma bilinear dada por

RxR"3 (a,2) —» a-z=az=(az1,...,0z,),

e utilizando a Regra de Derivagao de Leibniz com a Regra da Cadeia (veja [AR67] pag 3)
obtemos a expressao da derivada D"T'(f)(x) acima tomando a = b(x) e z = f(z) — g(z) e
suas derivadas.

Assim, se dgoe (f, f1) < 9, temos

ID"T(f)(@) = DT(F))] <, (T :7> ID"b(@) |l D7 f (x) — D fa()l|

<(3 (rﬁj)HD“ﬂuwm>&

J=0

Desse modo, dado 7 € N, como a aplicacao b e todas suas derivadas sao limitadas, entao
a soma acima Z;ZO (rij) |D"=7b|| é limitada, digamos, por L > 0. Logo, a proposicio esté

provada tomando-se § < %.

O
Vamos agora demonstrar o Teorema 2.8.

Demonstragio. Considere f : S? — S?, como no enunciado. Por simplicidade, assumiremos
que £k = 4 e que Ay é um ponto fixo atrator pg. Ou seja, que o sistema f tem 4 pecas
bésicas, sendo que duas delas se resumem a pontos fixos. Assim, como a entropia se anula
em conjuntos invariantes finitos, restam apenas duas pecas basicas com entropias positivas a
considerar, as quais denotaremos por A; e Ao. Suponhamos que a tangéncia ¢ esta associada
a pega basica A (ou seja, que ig = 2) e que h(f|r,) < h(f|a,). Mais ainda, identificamos
S? ~ R2 U {o0}.

Considere uma aplicacdo g : S> — S? que tem oo como um ponto fixo repulsor, tem py
como ponto fixo atrator e que Q(g) = {oo,pp}. Seja Uy como em 2.3, para ig = 2. Suponha
que K é uma vizinhanga compacta de Ay U O(q) tal que K C Us C U.

Agora, considere a funcio T(f) : R? — R? (aqui m = 2) construida acima na Proposi¢io

2.4, a qual é uma “colagem” de f com g. Vamos encontrar uma vizinhanga de 7'(f) na topologia
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C" (para algum r grande) na qual a entropia nao mude de pega responsavel. Primeiro,

denotamos por
d = h(f) = h(flaz) = h(flar) = M(T(f)las)- (24)

Note que na tltima igualdade acima usamos o fato que T'(f)|x = f|x e aplicamos a Proposi¢ao
2.3 na vizinhanga compacta K C Us da pecga basica Ao. Esta proposigdo garante que a parte
do conjunto nao-errante que estd em K se mantém em K.
Considere r > 0 grande o suficiente para que
2m 2m
max {—R(f), —R

r r

()} (2.5)

< 0’
10
onde R(.) é definido em 2.2.
Seja € > 0 arbitrario e considere § > 0 como na demonstragdo da Proposi¢do 2.4 acima.
Desse modo, pelo Teorema 2.7 de Yomdin podemos tomar uma vizinhanca V de T'(f) na

topologia C" tal que para toda aplicagdo 7 € V temos

2m 3
h(r) < (T (f)) + —-R(f) + 5
r 10
Note que por nossa escolha do conjunto K, temos que T'(f)|a, = fla,- Como h(T(f)) =

T (f)|a,) = h(f|a,), usando a estimativa 2.5 obtemos

e+d

A(r) < h(flaa) + 5

(2.6)

para toda aplicagdo 7 € V, para r suficientemente grande.
Tomemos uma vizinhanga Y de f na topologia C* (contida na topologia C") tal que

para toda f; € W tenhamos

-1
n
n .
do(f1,f) <9 D™ b . 2.7
o~(f1.) (Z(n_j)u u) 1)
7=0
Mais ainda, pela Proposicao 2.3 podemos escolher a vizinhanga VW suficientemente pequena
de tal modo que para toda f; € W, a parte do conjunto nao errante I'y, := KQf1 (M) C K.
Logo, pela Proposicao 2.4, segue que para cada f; € W o operador T tem como imagem

a aplicacao T'(f1) de classe C" satisfazendo

T(fH)lk = filk,  T)lemo) =TH)lemo) = gleno) e (2.8)

n

dor (T(11), T(1)) < (Z (")) IID”‘ij)dcw(fl,f)- (29)

7=0

Diminuindo § > 0 se for necessario, podemos supor que toda aplicagdo 7 satisfazendo

der (1,T(f)) < 6, pertence a V. Donde obtemos que toda aplicagdo fi em W satisfaz 2.7,

logo satisfaz 2.9 e, portanto, pertence a V. Isto é, T'(f1) verifica a relagao 2.6
e+d

MT() < h(flng) +

(2.10)
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Em particular, pela definigdo do operador T e por 2.8, temos

h(filry, ) = MT(f)lry,) < (T (f1)- (2.11)

Entao, para f; € W temos

h(f1) = max{h(filr, ), h(fi|a,)}

= max{h(fﬂl“fl)v h(flay)}

< max{h(f\/b) + dl——i(_)g,h(f\/\l)} (por 2.10 e 2.11)

= h(f|a,) = h(f)- (por 2.4)

Portanto, na C'"*°-vizinhanga W a entropia topoldgica nao muda de peca responsavel.

O

Observagao 2.1. A Questdo 2.1 € verdadeira para difeomorfismos f : S* — S% como acima
se consideramos k > 4R(f).

A justificativa deste fato é muito semelhante & prova do Teorema 2.8. Suponhamos que
f:S? = S? e suas pecas bdsicas sio como na demonstracio do Teorema 2.8 e identifiquemos
S? = R2U{o0}. Sejar =1 eT o operador da Proposicio 2.4 o qual é continuo em Diff 1(R?).

Estamos supondo que h(f) = h(fa,) e

h(f) = h(flr,) > 4R(f).

Seja e > 0 suficientemente pequeno de modo que h(f)—h(f|pr,) > 4R(f)+e. Pelo Teorema
2.7 de Yomdin, existe uma vizinhanca V de T(f), na topologia C*t, tal que para toda T € V,

h(r) < R(T(f)) + 4R(f) +&. (2.12)

Como o operador T € continuo, se fi estd suficientemente prozimo de f na topologia C,
entao T(f1) € V e, portanto, por 2.12

T (f1)) <h(T(f)) +4R(f) +e. (2.13)

Assim, do mesmo modo que na demonstracio do Teorema 2.8, temos para f; C'—prézimo
de f,

h(f1) = max{h(fi|r; ), h(fila,)}
= max{h(filr,, ), h(f]a,)}
< max {h(fln,) +4R(f) + & h(fa))} ~ (por 2.13)
= h(fIn,) = h().

Portanto, se k > 4R(f), entdo numa pequena C'-vizinhanca de f a entropia topoldgica ndo

muda de peca responsduvel.
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2.3 Exemplo de Descontinuidade da Entropia Topolégica

Nesta secao vamos apresentar um exemplo de descontinuidade da entropia topolbgica em
dimensao trés, isto é, quando a func¢ao entropia estd definida num espago de aplicagoes as

quais tem como dominio uma variedade de dimensao trés.

Teorema 2.9. Existe uma aplicacdo da bola fechada 3-dimensional que é uma descontinuidade

da entropia topologica na topologia C™.

Demonstragio. Considere a aplicacdo ferradura f : R — R (ainda ndo estendida para S?)
construida na Secdao 1.3.1. Queremos que a regiao R seja o disco do R? de raio unitario
D = D(0,1). Para definir uma aplicacao ferradura em D, vamos utilizar esta ja construida

anteriormente. Inicialmente, consideramos as seguintes regioes anélogas aquelas criadas

Qs =

1 ~ 1
DlZ{(%y)GD!—lﬁyS—g} e Dgz{(x,y)eD\§§y§1}_

anteriormente:
3 1 17 - 1 1
Qz{wy GDI——<y<—Z}, sz{(wy)GDl——<y§—ﬁ},
1 1 - 1 1
_ D|-—— < <—}, :{ eD| =< <—},
{wyG | 5 SYS T3 @ (z,y) € |12_y_4

1
(z,y) GD!—<y<3}

Definimos a nova aplicagao ferradura como segue. Note que podemos transladar e deformar

D de modo que fique contido em R como definido na Secao 1.3.1. Primeiro contraimos D

horizontalmente por uma razao % e expandimos verticalmente por uma razao % Agora
transladamos a origem (0,0) para o ponto (%, %) e com isso colocamos D dentro de R.

Analiticamente fazemos a transformacao

r+1 3y+1
w(x’y):< 2 ' 2 )
Desse modo obtemos que (Q;) C Q; e (D i) C Djparai=1,...,5ej =12 Observe
que os segmentos {(z,y) € D : y = g} {(z,y) e D : y = —g} sao levado via 1 em
[%, %] x {0} e [#, %ﬁ] x {1}, respectivamente.

Para que nossa aplicacdo esteja bem definida, queremos que (D) contenha f(R)
estritamente, ou seja, int(y(D)) N f(R) = f(R). Em particular, isto ocorre quando

f({(O,t); % <t < %}) nao intercepta w({(cos s,8ins);0 < s < 7r}) Analisando o sistema

{f(Ot) (3 + cost, 1+ Lsint), 0<t<m

¥ (cos s,sin s) = (%+%coss,%+%sins), 0<s<m

obtemos o sistema equivalente
cost = 3cos s
sint = 9sin s + 3,
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) p
R
1 D 1 ¥(D)
(| W S
S\ 0 J1 . ?
~1 (0
-1 ’ % 1
-1

com 0 < t,s < m. Tomando o quadrado de cada sentenga e depois somando obtemos a equagao
72sins + 54sins + 17 = 0, a qual tem discriminante estritamente negativo e, portanto, nao
tem solugoes reais. Isso mostra que ¢ (D) contém estritamente f(R).

Note que ¢ é um difeomorfismo de classe C*° do disco D sobre ¥ (D). Deste modo, a
aplicacdo ¢ : D — D dada por g = ¢! o f o4 continua sendo uma aplicacdo diferenciavel,

de classe C*°, e age como na Figura 2.5.

s
Si

Figura 2.5: Aplicacdo ferradura no disco.

»
'

~—_ |
\ 4

Além disso, Dg(x,y) e Df(¢(x,y)) teem os mesmos autovalores. Mais ainda, como
g" = 9t o f" o, para todo n € Z, segue que o conjunto invariante maximal A em D
para g satisfaz

A= " @) = () @),

nez neZ
ou seja,

Y(A) =[] @) c () fM(R) =A

nez neL

Desse modo, A é um conjunto hiperboélico com constantes de hiperbolicidade A= % eoc=4.



2.3 Exemplo de Descontinuidade da Entropia Topolégica 43

Vamos agora construir uma isotopia que deforma a aplicagao ferradura e a torna uma
contracao. Vamos construir uma familia g; como segue. Definimos inicialmente as aplicagoes
ar 1 R? = R? por ay(z,y) = (z,(1 — t)y), com 12 < t < 1. Agora definimos g, = g o oy
e temos que pata tg = %, a aplicacao gy, ¢ uma contragao que tem um tunico ponto fixo, o
qual é atrator. Podemos, a menos de uma reparametrizagdo, assumir que a familia g; tem
parametros em ¢t € [0,1] e que gy = g. Estendemos esta familia para ¢ € [—1, 1] definindo
gt = g— quando t € [—1,0). Mais ainda, para cada t € (—1, 1), vamos contrair o espago onde
cada g; diminuindo o raio do disco D para v/1 — t2, ou seja, definimos a aplicacdo Cy : D — Dy,
onde D; = {(z,y) : 2* + y? < 1 — %}, dada por Ci(z,y) = (V1 —2)z, (V1 —t?)y). Assim
para cada t € (—1,1) definimos §; = C; ' o g; 0 Cy.

=

A

Figura 2.6:

Agora construimos uma aplicacdo G definida no disco 3-dimensional D3 = {(x,y,2) € R3 :
22 +y%+2% < 1} do seguinte modo: em cada disco 2-dimensional D? = {(x,y,2) € D?: z = t},
para te (_17 1)7 G(x,y,z - t) = (gt(xvy)at)'

Figura 2.7: Figura 2.8:

Considere agora um fluxo Z(t,(x,y,2)) de classe C*™ no disco 3-dimensional D? =
{(z,y,2) € R? : 224y?4+2% < 1} que tem como tnicas singularidades o polo norte N = (0,0, 1)
e o polo sul S = (0,0,—1) e cujas érbitas de qualquer ponto em D? \ {N, S} tem como a-
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limite N e como w-limite S. Além disso, vamos supor que o tempo t de cada oOrbita esta

parametrizado de modo que cada disco 2-dimensional ]DZO = {(z,y,2) € D3 : 2 = 2}, para

2
21

Denotemos o difeomorfismo tempo 7 desse fluxo por =, : D> — D3. Note que isto forma

zp € (—1,1), é enviado em outro disco D? , com 21 < zp.
uma familia a um paradmetro de difeomorfismos que no pardmetro 7 = 0 coincide com a
identidade em D3,

Agora consideramos a familia de difeomorfismos ¥, = =, o G. Para 7 = 0, temos que
U, = @G, o disco D3 é G-invariante e G\Dg = g. Mais ainda, a entropia de g é h(g) = log2,
o que implica que h(G) > h(G|D(2) ) = log2. Porém, quando consideramos qualquer 7 > 0
pequeno, a entropia de G, se anula, uma vez que o conjunto Q(G,) é formado apenas por S
e N.

Em resumo, obtemos uma curva de difeomorfismo G, que para todo 7 > 0 tem entropia
nula e que em 7 = 0, a entropia salta para log 2. Isto mostra que a entropia topologica nao é

continua em Gj. ]



CAPITULO

3

Teorema de Newhouse em

Dimensoes Maiores

Neste capitulo vamos enunciar um dos teoremas principais deste texto, que é uma
generalizagao do resultado dado por Newhouse em [New04].

Considere uma variedade M n-dimensional, n > 2, compacta e de classe C'° e seja
f: M — M um difeomorfismo de classe C", r > 2 (denotamos f € Diff "(M)).

Dizemos que um ponto hiperboélico do tipo sela (ou apenas uma sela) é seccionalmente
dissipativo quando sua diferencial tem um autovalor expansor e o produto de quaisquer dois
autovalores tem valor absoluto menor do que um.

Um conjunto A carrega uma probabilidade v quando v(A) = 1.

Teorema 3.1. Existe um subconjunto residual U em Diff (M), r > 2, tal que se f € U
e A é um conjunto homoclinico para f que contém uma tangéncia homoclinica e tem um

ponto periddico seccionalmente dissipativo associado, entdo A mndao carrega uma medida de
SRB hiperbdlica.

3.1 Ingredientes para a Prova do Teorema

O lema que faremos a seguir nos diz que se um conjunto homoclinico tem medida de SRB
total, entao o suporte dessa medida contém a variedade instavel de qualquer ponto peridédico

associado ao conjunto homoclinico.

45
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Lema 3.1. Suponha que A é um conjunto homoclinico que carrega uma medida de SRB v.
Entao, supp(v) consiste do fecho das variedades instdveis de todo ponto periddico associado &
A.

Demonstracio. Como estamos supondo que v é medida hiperbdlica, entao existe Ay C A com
v(A) = 1 tal que, para todo x € Aq, existem W¥(x) e W"(x) (pelo Teorema da Variedade
Estéavel de Pesin, vide por exemplo |[BP02]).

Inicialmente, o Lema 1.1 nos garante que para todo x € A1, a variedade instavel W*"(x)
estd completamente contida no suporte de v. Queremos garantir que bastam os fechos das
variedades instéveis dos pontos perioédicos para obtermos todo o suporte supp(v).

Vamos mostrar agora que todo ponto peridédico associado & A tem sua variedade instével
completamente contida em supp(r). Considere p um ponto periddico associado a A, isto é,
p estd em alguma classe homoclinica de A. Pelo artigo de Tsujii (|Tsu91]), temos o seguinte

resultado:

Proposicao 3.1 (Tsujii [Tsu91|). Para cada medida de SRB hiperbdlica p existe um ponto

periodico hiperbolico ¢ com pontos homoclinicos transversais tal que

supp(p) = W(o(q)) = W(o(g)) N W*(o(q)),
onde W#(o(p)) e W"(o(p)) sao as variedades estdvel e instdvel da drbita de p, respectivamente.

Pela Proposi¢ao 1.3, temos que a classe homoclinica H(p, f) de um ponto periddico
hiperbélico p coincide com o conjunto homoclinico A que contém p como um ponto associado,

ou seja,

A=H(p,f)

Por outro lado, como p é ponto associado & A = H(p, f), entao estd homoclinicamente

relacionado com q. Isso significa que

W¥(o(q)) N W?(o(p)) # @ e W¥(o(p)) N W?(o(q)) # 2.

Agora, com um argumento direto de A-Lema (Teorema 1.2) e utilizando o resultado de

Tsujii (Proposigao 3.1) concluimos que

W(o(p)) € W(o(q)) = supp(v).

Assim, concluimos que toda orbita periodica associada & A tem o fecho de sua variedade

instavel contido em supp(v). Mais ainda, o resultado de Tsujii garante que
supp(v) = | W*(o(p)),
P

onde p percorre o conjunto de todos os pontos peridédicos hiperbolicos associados & A. ]

Para o préximo passo, vamos recordar o conceito de pontos u-relacionados.
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Definigao 3.1. Seja p um ponto periddico do tipo sela e g um pogo hiperbolico. Dizemos que

q € u-relacionado com p se
W*(o(p)) N W*(o(q)) # 2.

Dizemos que g € u-relacionado com um conjunto homoclinico A se existe um ponto periddico

de sela p € A associado a A tal que q € u-relacionado com p.

A seguinte proposicdo nos diz que proximo de um difeomorfismo com uma tangéncia
e um ponto seccionalmente dissipativo sempre encontramos outra funcao com um pogo u-
relacionado. Mas antes de enunciar tal proposicao, vamos recorrer a dois lemas fundamentais
para a sua demonstragao.

Em [New80| pag. 96, newhouse prova o seguinte

Lema 3.2 (|New80|). Seja A uma pega basica para f tal que W*(A) e W*(A) sao tangentes
num ponto q. Seja p um ponto periddico em A. Entdo f pode ser C" perturbada para uma g
tal que p € periddico para g e W*(o(p),g) e W#(o(p),g) teem uma tangéncia arbitrariamente

proxima de q.
Além disso, em [PV94| pag. 246, Palis-Viana obtém a seguinte perturbagao.

Lema 3.3 ([PV94]). Seja f um difeomorfismo de classe C? com uma tangéncia homoclinica
q associada a um ponto de sela seccionalmente dissipativo p. Entao, (a menos de algumas
condigoes genéricas) existe uma perturba¢ao g, arbitrariamente proxima de f, tal que a
tangéncia homoclinica q € quadrdtica, p é C?-linearizdvel e tem apenas wm menor autovalor
contrativo. Além disso, pode-se tomar g tal que o ponto de tangéncia nao esteja contido na

variedade estdvel forte de p.

Mais ainda, em [Rob71], temos o seguinte teorema de continuagdo de pontos fixos

hiperbolicos (pogos). Aqui estamos usando a mesma notagao que na Observagao A.1.

Teorema 3.2 (Robbin [Rob71], Teor. 3.1). Seja Z uma vizinhanga de (z*,Y*) em R x R™~1
e seja B — Hy,g(x,Y) definida em Z uma aplicagcdo de classe Ck, k> 1. Seja By tal que
(x*,Y™) € um ponto fixo atrator de H, g,(x,Y). Entao, existem vizinhancas B de 3 e Zy de
(x*,Y™) tais que para § € B, a aplicagio H, g(x,Y") tem um inico ponto fizo atrator em 2o,

0 qual é a continuagao de (x*,Y™).
Estamos aptos a enunciar e provar a proposi¢cao mencionada anteriormente.

Proposicao 3.2. Seja f € Difft"(M), r > 1, e p(f) um ponto periddico hiperblico
seccionalmente dissipativo de f cujo fecho homoclinico contém uma tangéncia homoclinica.
Entao, arbitrariamente C"-préozimo de f podemos encontrar um difeomorfismo g tal que p(g)

tem um poco u-relacionado.

Demonstracao. Seja f um difeomorfismo com uma tangéncia homoclinica ¢ associada ao fecho
homoclinico de um ponto periddico seccionalmente dissipativo p. Pelo Lema 3.2, sempre

podemos supor que a tangéncia q estd associada ao ponto seccionalmente dissipativo p.
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Vamos fazer agora uma sequéncia de perturbagoes em f idénticas aquelas feitas em [PV94],
pag. 246. Pelo Lema 3.3, tomamos uma perturbagdo ¢g de f de modo que a tangéncia
homoclinica é quadrética, o ponto de sela p é C?-linearizavel e tem somente um menores
(em modulo) autovalores contratores, o qual denotamos por A (o autovalor expansor sera
denotado por o). Note que sempre podemos supor que o dominio das linearizagdes (v-
dependentes) comteem uma vizinhanga de uma hiperficie compacta (um disco centrado em p)
D3(v) € W*(p,) de modo que D*(0) contém a tangéncia g e o ponto de sela p = p(g). Agora,
mergulhamos g = fy numa familia de difeomorfismos a um parametro {f,} que desdobra
genericamente.

Nessas condigoes, utilizando técnicas de renormalizacdo em dimensoes altas (veja Secao
1.2 e o Apéndice A deste texto ou [PV94|), podemos encontrar restrigoes de iterados de f, a

dominios apropriados proximos a tangéncia que teem a forma
F,: (x,Y)— (22 +v,2A) +e(v,z,Y), para algum A € R™ ! e £ C*-pequeno, (3.1)

quando escritos em coordenadas (z,Y) € R x R™™! e parametro v convenientes. Esses
dominios sao m-cilindros C, curvilineares v-dependentes localizados préximos do ponto de
tangéncia que denotaremos por ¢. Na verdade, pelo Lema A.3, existe uma seqiiéncia de
intervalos I,, no espago de pardmetros v, préoximos de 0 e com didmetro convergindo para

zero, tais que se v € I, entdo pelas expressées A.6 no Apéndice A a “altura” do cilindro C,,

2 n

é proporcional a 0~*" e o diametro da “base” é proporcional a o=,

Note que a aplicagdo x : (—6,8) x R x R™~! — R x R™~! dada por
x(v,z,Y) = x,(x,Y) = (2 + v, Az),

tem Orbitas periddicas contratoras para v, digamos, proximo de zero. A presenca de tais
orbitas é um fendmeno persistente por pequenas perturbagoes. Segue deste fato que para
valores pequenos e arbitrarios do parametro v (v préximo de zero) a aplicagao f, tem uma
orbita periodica atratora numa vizinhanga (v-dependente) da orbita de tangéncia. Para
entender melhor esta afirmagdo, vamos analisar um pouco mais a aplicacdo x,. Os seus

pontos fixos sao

(1_m (1_m>-A> . (1—}-\/1—41/ <1+\/1—41/>.A>
2 2 2 2

)

mas o que nos interessa é o primeiro deles, que denotaremos por (z*,Y™), pois é atrator. A
diferencial de x, é dada por
22 0

Dxy(z,Y) = A o

)

onde A! é o vetor transposto de A e 0 é a matriz quadrada nula de ordem m — 1. Logo,

(1—I—4v) 0]
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e seus autovalores sdo 0 e 1 —+/1 — 4v. Basta entdo verificar quando |1 — /1 —4v| < 1. Isso

ocorre quando

3 cy< 1
——<rv< -,
4 4

Por outro lado, no outro ponto fixo, a diferencial é
(1+VI—4) 0]

Dxfat ¥y =10

e seus autovalores sao 0 e 1 + /1 —4r, o segundo com moédulo maior do que um, logo

—1—-+V1—-4v 1++/1—-4v 1 .
, 5 )xR é a

bacia de atracdo do ponto fixo atrator (z*,Y™), para v suficientemente pequeno. Para que o

temos um ponto de sela. Assim, a vizinhanca

77
conjunto [— 3’ g] x R™~1 esteja contido na bacia de atracio de (z*,Y™), basta exigir que
1++vV1—4v 7 . .
s > 3’ 1sto é,

< 7 4 n 3 1 n 3
1% _— = _— = — —_—
64 64 64 16 64

Deste modo, basta exigirmos v < 6 Note que se v > 0, a primeira coordenada do ponto

fixo de sela fica no intervalo [—1,1]. Logo, se v € [ ], entao temos ambas condigoes

64’16
anteriores satisfeitas. Em particular, o m-cilindro C' = {

na variedade estavel W*(z*,Y™).

7
g g] x B™71(0,1) esta contido

Figura 3.1:

Agora, como a aplicagdo F,, em (3.1) é uma pequena perturbacdo de x,, entdo a
continuagao do ponto fixo atrator (z*,Y™*) é também um ponto fixo atrator (veja a Proposigao
3.2) e a variedade estavel deste ponto contém o m-cilindro C'. Temos assim a situa¢do como
na Figura 3.1.

No dominio das coordenadas linearizantes, aumentamos a largura (base B™~1(0,1)) do
cilindro C,, para um novo cilindro C,, O C,, de mesma altura que C,, que contém agora uma

curva y* C W*(p,). Veja a Figura 3.2 abaixo.
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Como o ponto periddico p,, é seccionalmente dissipativo, e usando a Proposi¢ao 1.4, temos
para n grande que a imagem F,,(C’,,) ¢ um cilindro curvado estreito, um pouco mais espesso
do que F,(C,), que contém um segmento curvado de W*(p,) e que tem uma regiao contida
em C,. Isso faz com que um trecho de W*(p,) fique contido na bacia de atragdo do ponto
fixo atrator, na verdade, é o trecho F,(y") de W"(p,) que intercepta a variedade estével do
ponto fixo atrator. Logo, obtemos que o ponto fixo atrator esté wu-relacionado com p,. Isso

prova a proposicao. ]

Figura 3.2:

3.2 Demonstracao do Teorema 3.1
Demonstragao. Para cada n € N, seja U,, C Diff "(M) definido por
Up, = {f € Diff "(M) : ¥p € Pery,(f) ¢ hiperbolico,det D f, # 1 e [A\;.\;| # 1,Vi # j}.

Pela demonstragdo do Teorema de Kupka-Smale (Robinson, [Rob99| pag 450), sabemos

que os conjuntos da forma
Hy, :={f € Diff "(M) : Vp € Per,(f) é hiperbdlico}
sao abertos e densos em Diff "(M). Além disso, o conjunto
I, :={f €Diff (M) : Vp € Per,,(f) det Df, # 1 e |N\;i.\j| # 1,Vi # j}

¢ também aberto e denso em Diff "(M). Assim, U,, := H,, NI, é aberto e denso Diff "(M)
pois este é um espago de Baire com a topologia C”.
Para cada f € U, considere
PL(f) := {p € Per,(f) : p é seccionalmente dissipativo e existe uma sequéncia
de difeomorfismos g, — f em Diff "(M) tal que para todo n € N

o h-fecho de p(g,) contém uma tangéncia homoclinica},
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ou seja, p é periddico seccionalmente dissipativo e f é aproximada por difeomorfismos que
contém alguma tangéncia.

Considere agora V, o subconjunto das aplicagbes de U, cujos pontos periddicos
seccionalmente dissipativos, se existirem, nao podem ser aproximados por tangéncias, isto
é7

Vo :={f €U, P.(f) =2}

Afirmagao. V,, é um subconjunto aberto de U,,.

Justificativa da Afirmagao. Para uma dada f € V), tal que PL(f) = @ e tal que existe
algum p € Per,(f) seccionalmente dissipativo, existe uma vizinhanca de f em Diff (M), e
portanto também em U, tal que a continuagao de p para aplicagbes nesta vizinha ainda sao
seccionalmente dissipativos. Se além disso f ndo é aproximada por difeomorfismos contendo
tangéncias em seus h-fechos, significa que alguma vizinhanga pequena de f deve manter esta
mesma propriedade. A interseccao destas duas vizinhancas de f ainda esta contida em V), e,

portanto, este conjunto é aberto.

Continuando a prova, consideremos o conjunto F, := U, \ V,,. Assim, se f € F,, entdo

PL(f) é um conjunto nao vazio e finito de pontos periddicos. Rotulemos estes pontos por

,sz(f) = {pl(f)7p2(f)7 s 7psn(f)(f)}

Vamos agora fatiar F,,. Para cada m > 0, seja

Fom =A{f € Fn:sn(f) =m}

e consideremos o conjunto dos indices m tais que existe alguma f € F,, com ntmeros de

pontos rotulados igual a m, isto é,
T, :={meN:F,, #a}

Em outras palavras, F,,, ¢ o conjunto dos difeomorfismos, que possuem m pontos
periddicos seccionalmente dissipativos de periodo no méximo n, os quais sao aproximados
por outros difeomorfismos exibindo tangéncias homoclinicas.

Notemos que s,,(f) ¢ no maximo igual a #Per, (f) < co. Assim, T}, ¢ um conjunto finito

de ntimeros naturais tal que

Fo=J Fam
meT,
Param € T, e j € {1,...,m}, consideremos

Fum,j :={f € Fnm | h-fecho de p;(f) tem persisténcia

de tangéncias e tem um pogo u-relacionado}.
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Com o Main Theorem do artigo de Palis-Viana [PV94| e pela Proposi¢ao 3.2, obtemos
que Fp . € denso e aberto em F, .

De fato, a Proposicao 3.2 prova que o conjunto F, ,, ; € denso em F,, ,,,. Pois, se f € F, ,
e A é um aberto em F, ,, contendo f (e que ja podemos supor que é um aberto no qual
persistem as tangéncias de f), entdo para cada k = 1,...,m existe g; ; muito proxima de f
contida também em A tal que o h-fecho de py(g; ) contém uma tangéncia homoclinica, onde
Pr(gik) € a continuacao de pi(f). Como cada py(f) é seccionalmente dissipativo, perto de
f (isto é, para i suficientemente grande) cada pg(g; ) também o é, logo cada g;, satisfaz a
Proposicao 3.2 e entdo existem g; j, arbitrariamente proximas de g;  (isto é, contidas em A)
tais que pg(Ggi k) tem um pogo u-relacionado. Em particular, para k = j, temos que g; ; esta
em AN Fpm,j-

Para concluirmos que F, ,,; ¢ aberto em F, ,,, basta observarmos que a condicao de
persisténcia de tangéncias homoclinicas é uma condi¢do aberta (pela definicdo) e que a
condicao de ter um pocgo u-relacionado também é condi¢ao aberta, uma vez que a condigao
W(p) N W*#(q) # @ persiste por pequenas perturbagoes.

Portanto, F, ., ; ¢ denso e aberto em F, 5.

Desse modo, o seguinte conjunto é também aberto e denso em F,

En = U [ ﬂ Fn,m,j},

meTy, 1<j<m

uma vez que JF,, = U Fnm-
mETn
Consideremos agora G,, o conjunto das aplicagoes de U,, com P! (f) = & unido com as
aplicagoes de &, isto é,

Gn =V UE,.

Afirmagao. Para cada n € N, o conjunto G, é aberto e denso em Diff "(M).

Justificativa da Afirmagao. Seja f € G, C V, U F,, logo ou f estd em V,, ou f estd em
En. Se f estiver em V,, entdo o proprio V,, é um aberto de U, que contém f. Agora, se f
estiver em &,, como este conjunto é um aberto de F,, e F,, é fechado, entdao f pode estar em
int(F,) ou entdo f € dF,. No primeiro caso, o conjunto &, Nint(F,) é o aberto de U, que
contém f. No segundo caso, pelo fato de que &, é aberto de F,, com a topologia induzida de
Uy, segue que existe aberto (induzido) A = O N F,, contendo f, onde O é um aberto de U,.
Assim, se provarmos que AUV, 5 f é aberto de U,,, obtemos o desejado. Para isso basta

observarmos que

AUV, = (ONF,) UV,
=(OUV,) N(F,UV,) = (0OUV,) NUy,
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e como O e V, sao ambos abertos de U,,, essa tltima interseccao também o é. Portanto, G,
é aberto em U, e, entao, aberto de Diff "(M).

Para ver que G, é denso em Diff "(M), basta observarmos que

Gn

I
tﬁ <|

Ué&,
Vo, UE,

I
||
Q| ‘f|

= Diff "(M).

Agora, para concluirmos a demonstragdo do Teorema, consideremos f € G, = V, U &,
e suponhamos que de f possui um conjunto homoclinico A que contém uma tangéncia
homoclinica associada a um ponto peridédico dissipativo. Logo, f nao pode estar em V),
porque, se estivesse, f nao teria pontos periddicos seccionalmente dissipativos de periodo < n
ou nao seria aproximada por difeomorfismos com h-fecho contendo uma tangéncia; o que nao
pode ocorrer. Nesse caso, f pertence a &, e conseqiientemente f tem um pogo u-relacionado.
Pelo Lema 3.1, como esse pogo esta contido no fecho da variedade instavel do ponto periédico
seccionalmente dissipativo, segue que o h-fecho relacionado com este ponto periédico nao pode
carregar uma medida de SRB. Finalmente, como G,, é aberto e denso em Diff "(M), provamos

o resultado. O






APENDICE

Renormalizacoes em Dimensoes

Altas - Construcao

Faremos neste apéndice um detalhamento da construgao feita na Secao 1.2.

Considere M uma variedade m—dimensional compacta e ¢g : M — M um difeomorfismo
de classe C? com uma tangéncia homoclinica associada a um ponto fixo p. Suponha que
o ponto p é seccionalmente dissipativo, isto é, que quaisquer dois autovalores A\; e Ay da

diferencial Dyy(p) satisfaz a condigao
‘)\1”)\2’ < 1.

Denotamos por ¢ o tinico autovalor de médulo maior do que um.

Palis-Viana [PV94]| mostram que, sob algumas condigoes genéricas, o desdobramento de
uma familia a um pardmetro de difeomorfismo {¢,}, (ver definicdo no Capitulo 1.3) contém
o desdobramento de familias de difeomorfismos quase-quadraticas. Mais especificamente, eles
mostram que restrigoes de iterados de ¢, a dominios apropriados, préximos do ponto de

tangéncia, teem a forma:
Fon:(x,Y)— (® + v, zA) + (v, 2,Y),

para algum vetor A € R™~! e uma aplicacio € pequena na topologia C?, quando escrita em
coordenadas (z,Y) € R x R™~! e parametro real v convenientemente escolhidos.
Assumimos que, para p pequeno, o difeomorfismo ¢, admite coordenadas linearizantes

de classe C% p—dependentes (¢, Z) € R x R™~! sobre uma vizinhanga do ponto fixo p (por

55
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exemplo, veja em Hartmann [Har64|). Fixamos essas coordenadas de tal modo que
I/Vlsoc(pu) - {C = 0} € m%c(pu) - {Z = O}

Assim, supondo que ¢,, ja estd nas coordenadas linearizantes, escrevemos

ou(C, Z) = (0uC, Su(2)), (A1)

onde oy, ¢ o autovalor expansor de Dy, (pu) e Si = Dopulpsp,)-

A hipotese de dissipatividade do ponto p nos garante o seguinte:
Lema A.1. Existe uma norma em R™ tal que, para todo i pequeno,
ol - 1Sl < 1.

Para a demonstragao do lema, utilizaremos o seguinte fato encontrado em [KH95| (livro
de Hasselblat-Katok, Proposi¢ao 1.2.2)

Proposicao A.1 ([KH95|). Seja A : R™ — R™ uma aplicagao linear. Para todo 6 > 0 dado,

existe uma norma ||.|| em R™ tal que
151 < r(A) +4,
onde r(A) = max{|\| : A € Spec(A4)}.

Demonstracao do Lema A.1. Como p = pg é seccionalmente dissipativo e esta propriedade é
aberta, para p suficientemente pequeno temos que p,, mantém essa propriedade. Logo, para

1 bem pequeno, existe 6>0 para o qual
max{|A,i|-lou| : Aui» 0 € Spec(Dp(pu)), 1 <i<m—1}+6 < 1.

Seja & < 4. min{|o,|~'}. Entdo, pela Proposi¢aoA.1 acima, existe uma norma ||.|; em
R™ ! tal que

1) -\ 1 1
<750 455 max il + == = (max Dallogl +5) - <
||S/J«H(S — T(S/L) + — 1r§nzi§n| /1«71| + ‘Uu‘ 122}?(%| M71||O-/1«| + ’Ju‘ < ’Ju’

ou seja, |oy].[| Syl < 1. Basta agora definirmos a norma da soma em R™ =R x R™ 1 por
1S, D)l = I<I+ [12][5-

O

Consideremos os pontos gy = (0,Q¢) € W} .(p) e ro = (po,0) € W}t .(p) pertencentes a

orbita de tangéncia tais que, paraum N > 1 fixado de agora em diante, tenhamos @év (ro) = qo-
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Lema A.2. Para (u,(,Z) prozimo de (0,pp,0), podemos expressar gpg(C,Z) da sequinte

forma
(vie + a2 Z +b(¢ = po)® + b1(C — po)p =+ bap® + h(p, ¢ — po, Z),
Qo+ Vp+Ai(C—po)+ AsZ + H(p, ¢ — po, Z)),
onde v,b,b;,by €R, az € LIR™ L R), V,A; € L(R,R™ 1), Ay € LR™L R™ 1) ¢
Dh =0,DH = 0,0¢ch = 0¢y = Ouuh =0 no ponto (0,0,0). (A.2)

Demonstracdo. Para ver isso, basta expandirmos @ﬁ em Série de Taylor em torno de (0, po, 0).
Denotemos, somente para facilitar a notagio nesta demonstracao, o~ = (f1, f2) : R™ x Rm~1,

Assim,
SOSI(IMC’ Z) = ()0’[];7(07p070)+D()0’[]>7(07p070) : (Mvc — Po, Z)+
1
+ EDQQOLV(O’va 0) : (M7C — Po, Z)2 + 0(3)7

onde O(3) significa termos de ordem 3 e as derivadas sao da seguinte forma:
Dy 7 1 Ocfi Ozf
g(o’po’o)(u’g L0, ) = ” < ]

C—p
| Oufo Ocfo Ozfo ; ’

[ Oufr o+ Ocfi - (C—po) +0zf1- Z
| Oufo -+ 0cf2- (C—po)+0zfa- Z

e a segunda derivada DQQOSI(O, 00,0) - (11, — po, Z)? tem sua i-ésima coordenada, i = 1,2, na

forma
Ouuti - B2+ 0ucfi - (C— po)pt+ Ouz fi - Zpn+ Ocpfi - 11(C — po) + Occ fi - (€ — po)*+
+0czfir Z(C = po) + Ozufi - nZ + Oz fi- (C— po)Z + Oz fi - Z°

onde todas a derivadas parciais estao avaliadas no ponto (0, pg, 0).

Note também que

@™ (0, p0,0) = ©§ (p0,0) = ¢ (r0) = a0 = (0, Qo).

Assim, como @év (ro) = qo € ponto de tangéncia, entao ele é extremo local da aplicacao

¢ — fi(p,¢,0) € W (p), para ¢ numa pequena vizinhanga de ro em W} (p); ou seja,

0f1(0,p0,0) =0 e ¢ f1(0, po,0) # 0.

Logo, obtemos a seguinte expressao local para a primeira coordenada

f1(, ¢ = po, Z) = (Oufr)u + (02f1)Z + (%5«]‘1)(6 — 00)* + (Ouc 1) (¢ — po)ut

+ @1 + Bz 120+ 0z Z(C o) + 502217+ O3],
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ou seja,
il €= po, Z) = v+ a2 Z + (¢ — po)? + b1(¢ — po)pt + bop® + A, ¢ — po, Z),

com v = Ouf1, a2 = Ozf1, b = 30ccfr, bt = Ouchr, bo = Ouufi e h(u, ¢ — po) =
Ouz [LZp~+0czf1Z(C—po)+ %622]‘1 Z24+0(3). Aqui, todas as derivadas parciais sdo avaliadas

no ponto (0, po,0). Note que, diretamente da expressao de h, obtemos que
Dh(0,0,0) = ((Ouz/1)Z,(0cz.1)Z. Ouz J1)k + (92 [1)(C = po) + (922f1)Z) + O(2)|0,0,0)
= (0,0).
Além disso, obtemos diretamente desta tltima expressao que
0¢¢h(0,0,0) = 0 = 0¢,h(0,0,0) = 9,,(0,0,0).
Agora, a expressdo local da segunda coordenada é

fo(1,¢ = po, Z) = Qo + Vi + Ai1(C = po) + A2Z + O(2),

com V =0y fa, Ay = O fo e H(p, ¢ — po, Z) = O(2). Além disso,
DH(0,0,0) = O(1)(0,0,0) = (0,0).

E concluimos a demonstracao do lema. U

Hipotese extra: Queremos que a tangéncia homoclinica seja quadratica e desdobre

genericamente a familia {¢,} (veja Observagao 1.1), para isso, assumiremos que
b#0 e v#0. (A.3)

Vamos introduzir, inicialmente, reparametrizagoes n-dependentes para o parametro u,
dadas por:
U:i=0,(n) = vai”,u + CLQO’Z”SZQO — P00, (A4)

Esta reparametrizacao fica mais intuitiva nos calculos que aparecem mais abaixo. Fixemos

um inteiro K > 0 grande.

(n)  (n)

Lema A.3. Para cada n > 1 suficientemente grande, existe um intervalo I, = [t ',y | no
espaco R dos pardametros p tal que §n|ln ¢ um difeomorfismo, én(ln) = [-K, K], Lgn) >0 e,
quando n — o0,

Lgn) =0 e |I|= L(Qn) — Lgn) — 0.

Demonstracdo. Note que podemos escrever
On (1) = 02" (v + 251 Qo — poo;,™) = o2 (v — b)),

onde 8, = a25]1Qo — poo;," > 0. Mas como escolhemos a norma em R™ tal que ||S,|| < |o,|™*

(ver Lema A.1), entdo temos que &, = O(a,,").
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Para que —K < 9~n(,u) < K, basta exigir que

—2n —2n
n

1) o k) o
—K<olMop—6,] S K= 2 - L K<pu< =24+ LK

v v v v

Assim, como 0 < §,, = O(c™ "), entdo para n suficientemente grande temos que

Op — J;2n > 0.

2n

—2n —
Definindo Lgn) = ‘%" — J”TK e Lgn) = ‘%" + J”TK, obtemos o resultado. ]

Denotemos agora 6, = (6,|r,)~" e definamos as novas coordenadas (Z,Y), que sao (n, )-

dependentes, por
(¢, 2) = Ynu(®,Y) := (0,°"F + poo,,",0,"Y + Qo + Vp). (A.5)

Desse modo, podemos definir a aplicagdo, que muda simultaneamente o parmetro e as
coordenadas, ¥, : [-K, K]™*! — R x M dada por

U (0,2,Y) = (11,6, Z) = 0n(P), Y pu(F,Y)).

Para simplificar notagoes, denotaremos ® : R x M — R x M a aplicagdo dada por
D(p,m) = (1, 0u(n)). Com essas mudangas de parametros e coordenadas definidas, vamos
agora expressar ®" TV nas variaveis (0,2, f/), ou seja, \Ilgl o®™"tN oW, . Primeiro calcularemos
Ul o &N nas variaveis (u,(,Z) e depois, no resultado obtido, mudamos as varidveis

utilizando as seguintes relagoes obtidas de (A.5)

_ ~—2ns -n S g2 T
R »
Z=0,"Y+Qo+Vpu Y=0,2—-0,Q0—0,Vpu.
Também utilizaremos a relagdo (A.4) e sua inversa
| P —
p==(0," — aS;Qo + ;" po).- (A7)

v

Utilizando (A.1) e o Lema A.2, temos que
"N (1, ¢, Z) = N (p,041¢, 511 Z) = (1, G, Z1),
onde

G =vp+ agSiEZ + b(0]i¢ — po)® + bi(0]iC — po)u + bap® + h,
Zy = Qo+ Vyu+ Ai(o)¢ — po) + A2S)iZ + H

e por simplicidade, denotamos h = h(p,0,¢,SpZ) e H = H(p,0,(,S;1Z).
Assim, calculando ¥, (u, (1, Z1) = (17,561,171) e depois substituindo ¢ e Z utilizando as

relagoes (A.6), obtemos que

1 = b8 + bioip + baoa 1 + U+ apotSH(Y + Vo) + o®"h (A.8)
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e que
Vi = A17 + Ay (SJY + 01lSiH(Qo + Vi) + o H,

onde h e H sdo avaliados na terna (6, (v),o, ", Sﬁ(a;”f/ + Qo+ Vp)).

Estudemos agora a convergéncia de certos termos das coordenadas (Z1, }71) quando n — oc.
Primeiro, note que pelo Lema A.1, temos que |o,|"||S,||" converge para 0, quando n cresce.
Agora pela expressao (A.7), temos

1

-n
=0 —_
K [

logo, existem constantes cq,co > 0 tais que

il |zn| < erlon]™ e [[Yall < cal [Sull”, (A9)

o
as expressoes Uﬁ"h(,u,xn, Y,) e Ji"H (u, xp,Yy) quanto suas primeiras e segundas derivadas
n+1

onde z, = o,"T e Y, = Sﬁ(a;”f/ + Qo + V). Isto nos diz que quando n cresce, tanto

convergem para zero, uniformemente quando (7, Z, 17) € [-K,K]

Além disso, pela expressao A.7, obtemos

P Po
UZ'u, = ;(Uuny — LLQJZSZQQ + po) — o (A.10)
2
quando n vai para infinito. Note que também temos Jﬁ",uz — 5—3.

Assim, as expressoes de #1 e Y; convergem uniformemente, quando n vai para infinito,
2
para b2 + bl%oi + bgﬁ—g + v e AT, respectivamente. Ou seja, a sequéncia de aplicagoes
(U1 o®" N oW, )(7,%,Y) converge uniformemente na topologia C? para
Y 2 Po 0%
X@jﬁﬂ:(i%&+h;@+h%§+aA@) (A.11)
Ainda é possivel fazer mais uma mudanga de pardmetro e varidveis que torne a expressao
de ®"tN mais parecida com uma funcdo quadratica da reta real. Para isso, fazemos as
seguintes mudangas
2 2 2
_ . bipo _ bipy | bbapp

=b
v v +b v 49?2 v2
=7+ 2P0 (A.12)
2v
Y =V 4 4,220
+ 2vb

Assim, a expressdo de ®" TV nas variaveis (v, z,Y) converge na topologia C? para

A
x(v,z,Y) = (1/, 2?4, Tlx> (A.13)

A
Se definirmos A = Tl, obtemos o resultado desejado.
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Observagao A.1l. Note que se aplicarmos as mudangas de varidveis (A.12) nas expressoes
de Z1 e Y] acima, antes de fazer o limite de n — 0o, obtemos a sequinte expressao para ®* TN,

que denotamos por Xn,
Xn(v,2,Y) = <1/, 22+ v+ a0, S, Y, A:c) +e(v,z,Y),

onde e(v,z,Y) — 0 quando n — oo. Essa familia de aplicagoes xn(v,z,Y) é conjugada a

sequinte familia de aplicagoes
H,3(z,Y) = (x2 + v+ By, Aw)

onde B = az0,,S);, se n € grande.
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