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Resumo

Neste trabalho, estudamos a a¢do dos grupos metaciclicos D1y nas esferas. Encontramos
uma regido fundamental dos espacos quocientes, chamados de Formas Espaciais
Esféricas Metaciclicas, que foi utilizado para construirmos um conveniente complexo de cadeias
destas formas com o qual calculamos o anel de cohomologia e a torcio de Reidemeister.
Obtivemos também uma relagdo entre as diferentes tor¢cdes encontradas.

Palavras-chaves: grupos metaciclicos, anel de cohomologia, tor¢do de Reidemeister, formas
espaciais esféricas.






Abstract

In this work, we study the action of the metacyclic groups D1y on the spheres. We
find a fundamental domain of the quotient spaces, called Metacyclic Spherical Space Forms.
Through this region we have built a convenient chain complex of these spaces and we used it to
calculate their cohomology ring and Reidemeister torsion. We obtained also a relation between
the different torsions founded.

Keywords: metacyclic groups, cohomology ring, Reidemeister torsion, spherical space
forms.






Sumario

Introducao xiii
1 Preliminares 1
1.1 Sobreaneleacdes . . . ... ... .. ... ... 1

1.2 (Co)homologia de um complexodecadeia . . . . . .. ... .. ... ..... 4
1.2.1 Sequéncias Exatas . . . ... .. .. ... .. ... .. .. ... ... 4

1.2.2 Homologiae Cohomologia . . . . .. ... ... ............ 6

1.3 Resolugbes Livres . . . . . . . . . . . . e 7

1.4 Mboébdulo de Homomorfismos . . . . . . . ... . ... ... . ... .. ..., 8

1.5 ProdutoCup . . . . . . . . 10
1.5.1 Interpretacdo Geométrica . . . . . . . . . . . . . ... .. 11

1.6 Representacdo de grupos finitos . . . . . . .. ... 13

1.7 Regido Fundamental . . . .. ... ... ... ... ... ... . ..., 17

1.8 Produto direto e semidireto . . . . . . . ... ... 18

1.9 Grupo de Whitetheaddeum grupo . . . . . . ... ... ... ... ... ... 19
1.9.1 Tor¢ao de Whitehead de um complexode cadeia . . . .. .. ... .. 21

2 Formas Espaciais Esféricas Metaciclicas 23
2.1 Grupos Split Metaciclicos . . . . . . . . . ... ... .. 23
2.2 Regido Fundamental para a a¢do de D(y;4+1)2 em S S 24
22.1 AcdodeDsgemS> . . . . .. ... 27

222 AcdodeDsjgemS> . ... 34

223 AcioDiypemS? ... 38

224 Agiode DpjppppremS3 . .o 42

2.3 Complexo de Cadeias para a a¢do de D(y;41)2 em S S 80
23.1 AcdodeDzgemS> . . . . .. ... 80

232 AciodeDsjgemS> . ... 89

233 Ac¢dode D3y emS® ... 105

234 Aciode Doy emS3 .o 109

2.4 Agﬁo de D(2h+1)_2t em SYTU L 131

2.4.1 Regidao Fundamental e Complexode Cadeia . . . . . . . .. .. .. .. 132



3 Homologia das Formas Espaciais Esféricas Metaciclicas

3.1 Grupos de Homologia de D((2h + 1).2%; ky, 1)

3.1.1 Coeficientes em Z e Representacdo trivial . . . . . . . ... ... ...
3.1.2 Coeficientes em Z e Representacdo ndo-trivial . . . . . . . .. ... ..
3.1.3 CoeficienteS€m Zy . . . . v v v i e e e e e e e e e e e e e
3.2 Grupos de Homologia de D((2h + 1).2"; ki, kpy oo Ky L1y by o ) o o 0 oo oL
3.2.1 Coeficientes em Z e Representagdo trivial . . . . . .. ... ... ...
3.2.2 Coeficientes em Z e Representacdo ndo-trivial . . . . . . . ... .. ..
323 CoeficienteS€m Zo . . . . v v i i e e e e e e e e e e

4 Anel de Cohomologia das Formas Espaciais Esféricas Metaciclicas

4.1 Grupos de Cohomologia de D((2h + 1).2"; k1, 1)

4.1.1 CoeficienteS €M Z . . . . . . o . e e e e e
4.1.2 CoeficienteS €M Zy . . . . v . oo e e e e e e e e e e e e
413 CoeficientesemZ, . . . . . . . . ...

4.2  Anel de cohomologia de D((2h + 1).2%; ky, 1)

42.1 CoeficienteS €M Z . . . . . . oo e e e e e e
422 CoeficienteS €M Zy . . . . . . .o e e e
423 CoeficientesemZ, . . . . . ... ...

5 Calculo das Torcoes

5.1 Torgdode D((2h+ 1).2% ki, 1) o o o o o o
5.1.1 Relagdoentretorgcdes . . . . . . . . . . . . .

5.2 Tor¢do de D((2h + 1).2"; ki, ky, ..o ku, Iy, Lo,y ...

Referéncias Bibliograficas

152
152
153
160
167
171
171
174
177

180
180
181
182
182
183
183
184
186

188
200
210
214

219



Introducao

O problema de espacos de forma esférica de Clifford-Klein, proposto por
Killing em 1891, consiste na classificacio isométrica de variedades Riemannianas
completas de curvatura constante positiva. Por um resultado de Killing e Hopf tais

variedades sao quocientes de esferas por alguma ac¢ao livre de um grupo finito G.

Uma classificacdo completa das formas espaciais esféricas foi feita por J. Wolf
em (23). Em resumo, dados um grupo finito G e uma representacio ortogonal livre
de ponto fixo o : G — O(n + 1;R), temos uma variedade Riemanniana conexa
completa §”/0(G), de dimensdo n e curvatura constante positiva. Por [(23), Teo-
rema 5.1.2], toda variedade Riemanniana conexa completa de curvatura constante
positiva é isométrica a uma variedade obtida deste modo e duas representacdes de
G dao origem a variedades isométricas se, € somente se, sao representacoes equi-
valentes. Portanto, o problema de classificacdo das formas espaciais esféricas se
divide em duas partes: (1) descrever os possiveis grupos que podem ocorrer e (2)
como tais grupos podem agir. Ambas as partes dependem essencialmente da teoria
de representagdo de grupos finitos. A divisao em duas partes foi observada em (22),
porém a maior parte do trabalho na busca de tais grupos foi feita em (25) em um

outro contexto.

Nesse trabalho, enfatizamos os grupos split metaciclicos (split metacyclic groups)

2h+1 = y21 = 1,yxy_l = y_1>, h Z 1 etZ 3

Dopiiy = (x,y | x

Existem diferentes acdes do Dppi1)» em S 4n-1" resultando em vdrias formas
espaciais esféricas, a qual chamamos formas espaciais esféricas metaciclicas. Essas
acoes sdo classificadas em (23). Fizemos uma construcio da regido fundamental

para as diferentes representacdes das acdes dos grupos split metaciclicos sobre a
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esfera de dimensdo impar 4n—1. Essa foi uma das nossas metas nesse projeto, sendo
uma continuacao do trabalho (10), cujos grupos em questdo eram os quartenionicos
(t = 2). Entretanto, essa tarefa foi mais complicada, uma vez que os grupos split
metaciclicos apresentam uma maquinaria mais sofisticada. Com isso, conseguimos
uma descricao completa da estrutura geométrica do complexo celular, resultando
em uma descri¢do explicita do complexo de cadeia de ZDyzj+1)-mddulos associado

ao complexo celular.

A relevancia desse trabalho € que através da constru¢c@o do complexo de cadeias
coerente com a a¢ao de D(y;+1)2 nas esferas, calculamos a tor¢cdo de Reidemeister
e o anel de cohomologia dos espacos quocientes, ou seja, das formas espaciais

esféricas metaciclicas.

Assim, uma das aplicac¢des do nosso projeto foi calcular o anel de cohomologia
dos espagos de formas esféricas obtidos pelas diferentes agdes de Dop1yp, através
de algumas ferramentas algébricas e geométricas. A teoria de cohomologia foi
introduzida em 1930 e uma das vantangens dessa teoria € que os grupos de coho-
mologia admitem uma estrutura multiplicativa, conhecida como produto cup, o que

o torna um anel graduado.

J4 a tor¢cdo de Reidemeister (R-tor¢do) € um importante invariante topologico
introduzido originalmente por Reidemeister (17), Franz (5) e Rham (16) para clas-
sificar os espacos lenticulados. Através do complexo de cadeia construido para as
formas espaciais esféricas metaciclicas, calculamos a R-torcao desses espacos para

uma dada representacao do seu grupo fundamental.
A seguir relatamos sucintamente o objeto de estudo de cada capitulo.

No capitulo 1, colocamos alguns requisitos essenciais para a compreensao do
trabalho. As quatros primeiras secdes t€ém como referéncias principais (2) e (8),
nessas secodes introduziremos o conceito de anel grupo RG, onde R € um anel co-
mutativo com unidade e G é um grupo denotado multiplicativamente, a partir do
qual definimos RG-médulos, seguimos com a defini¢do de homologia e cohomolo-
gia de complexo de cadeias, resolugdes livres e mddulos de homomorfimos. A
quinta se¢do deste capitulo trata da interpretacdo geométrica do produto cup, ferra-
menta essencial que utilizamos para o cédlculo do anel de cohomologia das formas
espacias esféricas metaciclicas. As referéncias sdo (1), (12) e (13) . Terminamos
o capitulo com uma introducdo a representacdo de grupos finitos, a defini¢do de
regido fundamental, bem como a defini¢do de tor¢ao de Reidemeister (R-tor¢do).

As principais referéncias sao (11) e (23).
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No capitulo 2, construimos uma regiao fundamental das formas espaciais es-
féricas metaciclicas. Na primeira sec¢do, apresentamos o0 grupo D 41y €OMO O pro-
duto semidireto de dois grupos ciclicos, bem como as principais relacdes existentes
entre seus geradores. A principal referéncia é (26). Na secdo 2, fazemos um es-
tudo sobre as possiveis representacdes do grupo split metaciclico (referéncia (23)).
Construimos uma regido fundamental para as diferentes representagdes das acoes
dos grupos split metaciclicos sobre a esfera de dimensdo 4n — 1, e o complexo de
cadeia de ZDyp+1)-modulos associados ao complexo celular. Diferente do caso
dos quaternionicos (referéncia (10)), no caso dos grupos split metaciclicos a regido
fundamental e seus respectivos complexos de cadeias sdo divididos em dois casos:
272> 2h+1e272<2h+ 1.

No capitulo 3, através do complexo de cadeia construido no capitulo 2, cal-
culamos os grupos de homologia das formas espaciais esféricas metaciclicas com
coeficientes em Z, representacdo trivial e ndo-trivial, e os grupos de homologia

desses espacos com coeficientes em Z,.

No capitulo 4, aplicamos a constru¢do do complexo de cadeias feito no capitulo
2, para o célculo dos grupos de cohomologia e através da interpretacdo
geomética do produto cup, obtemos o anel de cohomologia das forma espaciais

esféricas metaciclicas de dimensao trés.

No capitulo 5, calculamos a R-tor¢cdo desses espacos para uma dada represen-
tacdo do seu grupo fundamental. Esse cdlculo é dividido em dois casos:
272 > 2h+ 1 e 272 < 2h + 1, finalizamos demonstrando uma relacdo entre os

diferentes resultados obtidos.






Capitulo

1

Preliminares

Neste capitulo, relatamos alguns resultados de fundamental importancia para o
desenvolvimento dos capitulos posteriores. Destacamos, especialmente, a defini¢dao
de regido fundamental, a interpretacdo geométrica do produto cup e a torcdo de
Reidemeister, que sdo essenciais para o entendimento dos resultados obtidos para

as formas espaciais esféricas metaciclicas.

1.1 Sobre anel e acoes

Definicao 1.1.1. Um anel de divisao é um anel D com identidade, tal que:
e 1+0;
e para todo elemento ndo-nulo a € D, existe b € D com a.b = b.a =1

Exemplo 1.1.2. Todo corpo é um anel de divisdo comutativo.

Definicao 1.1.3. Sejam R um anel comutativo com unidade 1 e G um grupo denotado multi-
plicativamente. Seja RG o R-modulo livre gerado pelos elementos de G. Um elemento de RG

€ expresso unicamente na forma Z .8, onde a, € R e ay, = 0 para quase todo g. Em RG
geG
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definimos a multiplicacdo

O @) By = > aybugh

geG heG g,heG
e asoma
Q@)+ (D Beg) = ) (g +By)g
geG geG g€G

que fazem de RG um anel com unidade e, onde e é o elemento neutro de G, chamado de anel

grupo de G sobre R.

Definicao 1.1.4. Sejam G um grupo e X um conjunto ndo vazio. Uma agdo (a esquerda) de G
em X é uma aplicacdo ¢ : G X X — X, (g, x) — ¢(g, x) = gx satisfazendo, para todo x € X, as
condigoes:

i)ex =x (e: elemento neutro de G).

ii) (8182)x = g1(g2x), Vg1, € G.

Equivalentemente, podemos escrever esta definicdo da seguinte forma: uma agdo de
G em X é um homomorfismo ¢ : G — B(X) dado por ¢(g) = ¢, tal que @,(x) = gx onde

B(X) ={f : X = X; féuma bijecao} é um grupo com a operagcdo de composicdo.

Observacao 1.1.5. Sempre que tivermos um grupo G atuando em um conjunto X chamaremos

este conjunto de G-conjunto.

Definicao 1.1.6. Dizemos que X é um G-conjunto livre se a acdo de G em X é livre, isto é,
gx = X, para algum x € X se, e somente se, g = e.
Dizemos que X é um G-conjunto trivial se a acdo de G em X é trivial, isto é, gx = x, para

todo x € X e para todo g € G.

Proposicao 1.1.7. Sejam G um grupo (multiplicativo) e A um conjunto ndo vazio. Entdo, A é
um ZG-modulo (a esquerda) se, e somente se, A é um Z-modulo munido com uma acdo de G

em A.

Demonstracdo: Seja A um ZG-moédulo. Temos que A consiste de um grupo abeliano munido

com um homomorfismo
p: ZG — End(A)

B = pPB) =y
onde End(A) denota a anel dos homomorfismos de A e gg(a) = B.a, para todo a € A.

Este homomorfismo p induz uma acdo de G em A, dada pela aplicacao

p: GXA — A
(g.a) P ¢(g,a)=p(gla)=ga,
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Além disso, podemos definir um homomorfismo p* : Z — End(A), dado por p*(r) = p(re),
onde e denota um elemento neutro de G. Com este homomorfismo p*, fazemos de A um Z-
modulo.

Reciprocamente, dado um Z-médulo A munido de uma a¢do ¢ : G — Aut(A), temos in-

duzido um homomorfismo p : ZG — End(A), dado por

p(z @,8) = Z g p(8)-

geG

Este homomorfismo, junto com a estrutura de grupo abeliano do Z-mdédulo A, faz de A um

ZG-mobdulo, como queriamos. O

Observacao 1.1.8. (a) Seja € : ZG — Z a aplicagdo aumentagdo usual, definida por

eg=1VgeG e S(Z 8) = Z @ e(g) = Z a,.

g€G geG g€G

(b) Todo Z-modulo M pode ser visto como um ZG-modulo se considerarmos em M a G-agdo
trivial.

Em particular, o anel Z pode ser visto como um ZG-mddulo trivial.

Definicao 1.1.9. Sejam X e Y G-conjuntos. Uma funcgdo [ : X — Y é dita ser equivariante se

fg.x) =g.f(x),

para todo g € G.

Definicao 1.1.10. Seja X um G-conjunto e x € X. Definimos a G-orbita de x como o conjunto
G(x) ={gx| g€ G}

Proposicao 1.1.11. As orbitas de X formam uma particdo de X, isto é, existe E = {x;;i € I},

conjunto de representantes para as orbitas distintas, tal que

Demonstragdo: Se G(x;) N G(x;) # 0 entdo, G(x;) = G(x;).

Pois,

Gx)NGx)#0=>AxeGx)NG(xj)) > g, heG|x=gx;=hx;.
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Sejay € G(x;).

Entdo, y = g x;, para algum ¢ € G. Desta forma, y = g'g7'gx; = g¢g7'x = g'g7'hx; =
(g' g‘lh)xj. Assim, y € G(x;) e, temos G(x;) C G(x;). Analogamente podemos mostrar que
G(x;) C G(x;).

Em vista disto, para todo x;, x; € G, temos G(x;) N G(x;) = 0 ou G(x;) = G(x;).

Agora, mostremos que X = U G(x;).

xieE
E claro que U G(x;) C X.
x.€E

Vamos mostrar que X C U G(x;).
x;€E
Para isto, seja x € X. Entdo, x € G(x). Se x € E entdo, x = x;, para algum i. Logo, x € G(x;).

Se x ¢ E entdo, como E representa todas as oOrbitas distintas, temos que G(x) = G(x;), para

algum x; € E. Logo, x € G(x). Assim, x € U G(x)).

x;,€E

Portanto, X C U G(x;). O

x;€E

1.2 (Co)homologia de um complexo de cadeia

1.2.1 Sequéncias Exatas

Seja R um anel, dado arbitrariamente, com unidade 1 # O.
Escrevemos uma sequéncia finita ou infinita de homomorfismos de R-mddulos da seguinte
forma:

s x v

Deste modo, para cada médulo que ndo esteja nos extremos da sequéncia, por exemplo, para
o Y desta sequéncia, existe um homomorfismo f indo para ¥ € um homomorfismo g saindo de
Y. Definimos f como sendo o homomorfismo de entrada e g como sendo o homomorfismo

de saida da sequéncia no médulo Y.

Definicao 1.2.1. Uma sequéncia exata de R-modulos é uma sequéncia, como definida anterior-
mente, tal que a imagem do homomorfismo de entrada coincide com o niicleo do homomorfismo

de saida em todos os modulos, exceto nos extremos da sequéncia.

Para exemplificarmos, se considerarmos a sequéncia

s x Ly
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como exata, devemos ter Im(f) = Ker(g).

Observacao 1.2.2. (i) A sequénciaQ) — X J, Y é exata, se e somente se, f é um monomorfismo.
(ii) A sequéncia X ER Y — 0 é exata, se e somente se, [ é um epimorfismo.

(iii) Das observagoes acima vem imediatamente que a sequéncia: 0 — X EN Y — 0 € exata, se
e somente se, [ é um isomorfismo.

(iv) A sequéncia 0 - M — 0 ¢é exata, se e somente se, M = Q.

Definicao 1.2.3. Toda sequéncia exata da forma
f g
0—bX—>Y—>Z—0

serd chamada sequéncia exata curta.

Exemplo 1.2.4. (Exemplo de sequéncia exata curta)

Consideremos um submoédulo Y de um R-médulo X e o médulo quociente Q = X/Y. Como
0 homomorfismo inclusdo i : ¥ — X € um monomorfismo, a projecdo natural p : X — Q é um
epimorfismo e Im(i) = Y = Ker(p).

Dai, obtemos uma sequéncia exata curta
0—Y LN x 00— 0.
Definicao 1.2.5. Uma sequéncia exata
f 8
. X —>Y —>7Z— ..
cinde no modulo Y se, e somente se, o submodulo
A = Im(f) = Ker(g)

do modulo Y é um somando direto de Y. Em outras palavras, a sequéncia exata cinde no

modulo Y se, e somente se, Y é decomponivel na soma direta de A e um outro submodulo de Y.

Definicao 1.2.6. Dizemos que uma sequéncia exata cinde se esta cinde em cada um de seus

maodulos, exceto nos seus extremos.

Teorema 1.2.7. Se uma sequéncia exata

—SX—>Y—>7Z— ...
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de homomorfismos de R-modulos cinde no modulo Y, entdo Y é isomorfo a soma direta

Im(f) ® Im(g).

Demonstracdo: (8),1.5.6. O

Corolario 1.2.8. Se uma sequéncia exata curta

0— A R B-Cc—0
de homomorfismos de R-modulos cinde, entdo B é isomorfo a soma direta A @ C.
Demonstracdo: (8),1.5.7. O

Definicao 1.2.9. Uma sequéncia finita ou infinita

s x Ly

de homomorfismos de R-mdodulos, é dita uma sequéncia semi-exata se, e somente se, a imagem
do homomorfismo de entrada estd contida no niicleo do homomorfismo de saida para todo

modulo, exceto nos extremos da sequéncia (Im(f) C Ker(g)).

Observacao 1.2.10. A sequéncia é semi-exata se, e somente se, a composi¢do g o [ de dois

homomorfismos consecutivos f e g na sequéncia é o homomorfismo trivial.

Observacao 1.2.11. Toda sequéncia exata de homomorfismos de R-modulos é semi-exata, mas

nem toda sequéncia semi-exata é exata.

1.2.2 Homologia e Cohomologia

Os moédulos de uma sequéncia semi-exata C sdo usualmente indexados por inteiros cres-
centes ou por inteiros decrescentes. Se inteiros decrescentes sdo usados como indices, a sequén-
cia semi-exata C é chamada Complexo de Cadeia (ou sequéncia baixa) e os homomorfismos
em C, serdo denotados pelo simbolo d e indexados da mesma forma como nos médulos. Deste
modo um complexo de cadeia C é da seguinte forma:

On+2 On+1 O On-1
C.:..—mCyyy —C,—C_y — ...

comd,od,.; =0.

Os elementos de C; sdo chamados cadeias i-dimensionais de C e os homomorfismos 0; sdo

chamados operadores bordo.
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O nitcleo de 0; é denotado por Z;(C) e chamado mdédulo i-dimensional de ciclos de C. A

imagem de 0;,; em C; é denotada por B;(C) e é chamado médulo i-dimensional de bordos de C.

Definicao 1.2.12. O médulo quociente

Hi(C) = Z(C)/Bi{(C) = Ker(9;)/Im(0;+1)

¢ denominado Médulo de Homologia i-dimensional de C.

Quando inteiros crescentes sao usados como indices, a sequéncia semi-exata C ¢ chamada
Complexo de Cocadeia (ou sequéncia superior) e os homomorfismos em C serdo denotados

por ¢ e indexados como nos médulos. Desta forma, um complexo de cocadeia C € da seguinte

forma:
6n—2 6n—| P 1 6)1+1
C:...—C"" s —Cc*' — ...
com 6" o 8! = 0. Neste caso, os termos cocadeia, cociclo e cobordo sdo usados em lugar de

cadeia, ciclo, e bordo dos complexos de cadeia. E ainda, sobrescritos sdo usados no lugar de

subscritos.

Definicao 1.2.13. O médulo quociente
H(C) = Z(C)/B(C) = Ker(6")/Im(6'™)

é chamado Médulo de Cohomologia i-dimensional de C.

1.3 Resolucoes Livres

Definicao 1.3.1. Seja X um R-modulo arbitrdrio. Uma resolucdo de X sobre R, ou uma R-
resolucdo de X, é uma sequéncia exata de R-modulos

6,1+1 an anfl
c....—C 4 —C,—C,.1 — ...,

a qual satisfaz as seguintes condigoes:
(RI)C_; =X
(R2)C, =0,Yn < -1
Equivalentemente, podemos escrever esta definicdo da seguinte forma: uma resolucdo de X

sobre R, ou uma R-resolucdo de X, é uma sequéncia exata de R-moédulos

C:.. -2, c, 5 x—o.
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Definicao 1.3.2. A aplicacdo € : Cy — X é chamada aplicacdo aumentacio. Se cada C; é

livre, dizemos que a resolucao é livre.

Notacao: € : C — X denotard uma resolucdo de X.

Proposicao 1.3.3. Dado um R-modulo X sempre podemos construir uma R-resolucdo livre de
X.

Demonstracdo: (8), I11.1.1. O

1.4 Modulo de Homomorfismos

Sejam A e B R-mddulos a esquerda arbitrarios e consideremos o conjunto

® = Homg(A, B)

de todos os homomorfismos do médulo A no médulo B.
Quando ndo temos problemas de ambiguidade, como € este 0 caso ja que estamos traba-

lhando com mddulos sobre um anel R fixado, denotaremos simplesmente
® = Hom(A, B).

Definamos uma adicdo (+) no conjunto @, sendo que para dois homomorfismos
$,¥ : A — B o homomorfismo
¢+¢y:A—>B

¢ definido por

(@ +¥)(x) = ¢(x) + Y(x),Vx € A.

Esta adi¢@o (+) torna ® um grupo abeliano.

Agora, para todo a € R e para todo ¢ € ®, consideremos a funcao

ap: A — B,

definida por
(@g)(x) = alp(x)], Vx € A.
Podemos verificar que a¢ é um homomorfismo do médulo A no médulo B e a aplicacao

(@, @) — a¢ define uma multiplicacdo escalar

U:RXD—> D
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no grupo abeliano ®.
Isto torna @ um R-mo6dulo a esquerda, sendo o elemento neutro de ® o homomorfismo

trivial O.

Definicao 1.4.1. O R-médulo ® = Hom(A, B) é chamado modulo de homomorfismos do modulo

A no médulo B.
Proposicao 1.4.2. Para qualquer R-modulo X a esquerda, sempre temos
Hom(R, X) =~ X.

Demonstragdo: (8),1.8.1. O

Sejam f: A" —> Ae g : B— B homomorfismos de R-médulos a esquerda e consideremos

os médulos Hom(A, B) e Hom(A', B'). Definamos uma funcio
h : Hom(A, B) » Hom(A', B) tal que h(¢p) = gopo f,¥Y ¢ € Hom(A, B).

Esta funcio 4 é um homomorfismo do médulo Hom(A, B) no médulo Hom(A', B'), a qual
denotamos por Hom(f, g). Se g = id, denotaremos simplesmente por Hom(f) : Hom(A, B) —
Hom(A', B).

Proposicao 1.4.3. Sei: A - Ae j: B — B sdo homomorfismos idénticos dos R-modulos a
esquerda A e B, entdo
Hom(i, j) : Hom(A, B) — Hom(A, B)

é 0 homomorfismo idéntico do médulo Hom(A,B). Se f : A" = A, f 1 A" = A,

g:B— B.,g : B — B sdo homomorfismos de R-médulos & esquerda, entéio

Hom(f o f,g og)=Hom(f,g) o Hom(f,g).

Demonstragdo: (8),1.8.2. O

Corolario 1.4.4. Se f : A" — Aeg: B— B sdo isomorfismos de R-mddulos & esquerda, entdo
Hom(f,g) : Hom(A, B) — Hom(A', B) também é isomorfismo.

Demonstragao: (8),1.8.3. O

Definicao 1.4.5. Seja A um grupo abeliano, e F(A) denota o grupo abeliano livre gerado pelos

elementos de A, considere R(A) o kernel da projecdo natural F(A) — A. A sequéncia

0 > RA) 5 F(A) > A — 0
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é chamada de resolugdo canonica livre de A. Seja ¢ = Hom(e)

O grupo
cokernel(¢) = Hom(R(A), B) /E(Hom(F (A), B))

é denotado por Ext(A, B).

Teorema 1.4.6. (Teorema dos Coeficientes Universais para Cohomologia) Seja C um com-

plexo de cadeia livre e seja G um grupo abeliano, entdo existe uma sequéncia exata

0 < Hom(H,(C),G) i H?(C;G) « Ext(H,_(C); G) « 0,

onde as aplicacoes sdo os homomorfismos naturais induzidos pelo complexo de cadeia e a

sequéncia acima cinde. Logo,

H?(C;G) ~ Hom(H,(C),G) ® Ext(H,_,(C); G)
Demonstracdo: (13), Teorema 53.1. ad
Em (13, §54), temos algumas regras para calcular Hom e Ext, quando os grupos sao finita-

mente gerados. Resumimos na tabela abaixo, as equivaléncias que utilizaremos nesse trabalho,

onde d = mdc (m, n).

Hom(Z,G) ~ G Ext(Z,G)=0
Hom(Z/m,Z) =0 Ext(Z/m,G) ~ G/mG
Hom(Z/m,Z/n) = Z/d | Ext(Z/m,Z) ~7Z|m
Ext(Z/m,Z/n) ~Z/d

1.5 Produto Cup

Definicao 1.5.1. Seja X um espago topoldgico. Seja SP(X;R) = Hom(S ,(X,R)) o grupo das

p-cocadeias singulares de X, com coeficientes em R. Definimos uma aplicagcdo
SP(X;R) x SUX; R) = SP*(X;R)
da seguinte maneira: Se T : A,,, — X é um p + g-simplexo singular, seja

c? U T = (T o le, ..., €,)).cU(T o l(€p, ..., €p1q))
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A cocadeia c? U ¢ é chamada de produto cup das cocadeias c? e ci.

A aplicagdo T o (e, ...,€,) € apenas a restrigdo de T a p-face A, de A,.,; que é um
p-simplexo singular em X. Similarmente, T o l(€,, ..., €p+4) € a restri¢do de T a g-face de A4,
que é um g-simplexo singular em X. A multiplicacdo indicada no lado direito da igualdade é a

multiplicacdo no anel R.

Defini¢iio 1.5.2. Seja H*(X; R) a soma direta € H'(X; R). A operagdo do produto cup torna
esse grupo em um anel com elemento unitdrio. Esse anel é chamada anel de cohomologia de

X com coeficientes em R.

1.5.1 Interpretacao Geométrica

Nesta secdo, o objetivo € explicar uma interpretagdo geométrica do produto cup.

Primeiramente, relembremos o Teorema da Dualidade de Poincaré.

Teorema 1.5.3. (Dualidade de Poincaré) Seja X uma variedade compacta, fechada, orien-

tavel, n-dimensional, entdo para todo p, existe um isomorfismo
H(X;G) =~ H,_,(X; G),

onde G é um grupo de coeficientes arbitrdrios. Se X é ndo-orientdvel, existe um isomorfismo
H"(X;Zy) = H,_p)(X; Zy),

para todo p.

Demonstracdo: (13), Teorema 65.1. O

Se X é uma variedade suave fechada orientada, e se A e B sdo subvariedades orientadas de
X, que se interceptam transversalmente, entdo o produto cup do dual de Poincaré de A e B ¢
o dual de Poincaré de A N B, ou seja, o produto cup é o dual de Poincaré da intersec¢do das
subvariedades.

Seja X uma variedade suave fechada orientdvel de dimensdo n. Sejam A e B subvarie-
dades suaves fechadas orientaveis de dimensdo n — i € n — j, respectivamente. Suponha que
A e B se interceptam transversalmente. Isso significa que para todo p € A N B, a aplicacao
T,A® TpB — T,X induzida pelas inclusdes € sobrejetiva. Essa condi¢do pode ser obtida por
pequenas perturbacdes nos mergulhos de A e B em X. Entdo A N B € uma subvariedade de

dimensao n — (i + j).
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Considere as classes de homologia [A] € H,_(X;Z), [B] € H,_j(X;Z)e [ANB] € H,_;_{(X; Z).
Denotamos o dual de Poincaré de cada classe por [A]* € H'(X;Z), [B]* € H/(X;Z),e [ANB]* €
HY(X;7Z).

Nas condi¢des acima, enunciamos o seguinte teorema:

Teorema 1.5.4. O produto cup do dual de Poincaré de A e B é o dual de Poincaré da inter-
seccdo:
[A]* U[B]* = [AN Bl € HY(X;7Z).

Demonstragdo: (1), capitulo VI, secdo 11. O

Este teorema sé responde parcialmente qual o significado geométrico do produto cup, porque
s6 funciona em uma variedade suave, e além disso nem toda classe de homologia em uma va-
riedade pode ser representada por uma subvariedade. No entanto, este teorema € muito util.

Analogamente, existe uma versao do Teorema 1.5.4 para variedades ndo orientdveis, usando

Z, como coeficientes.

Exemplo 1.5.5. Seja X = T? = R?/Z%. Entdo H\(T?) = 7? = Z ® Z, onde seus geradores sdo
[A] e [B] e Hy(T?) = Z, com gerador [p).

P A p
B4 1B
> }-\ )

Sejam [A]*,[B]* € H'(T*Z) e [p]* € H*(T?*;Z) o dual de Poincaré de [A],[B] e [p],
respectivamente. Considerando positiva a orientacdo anti-hordrio, temos que ANB = p é
orientado positivamente, e BN A = —p é orientada negativamente. Assim, pelo teorema 1.5.4,

temos
[AT'U[BI" =[ANB]" =[pI" e [BI"VI[A]"=[BNA] =[-p]" = -[pl"

Por outro lado,

[A]" U[A]" = [BI" U[B]' =0

Nas condigoes do Teorema 1.5.4, para calcular [A]* U [A]*, precisamos calcular o niimero
de interseccoes de duas subvariedades A, e A,, que representam a mesma classe [A] e se in-
terceptam transversalmente. Ndo podemos escolher A\ = A,, mas podemos escolher A, e A,
paralelos, como nesse caso, logo A, e A, ndo se interceptam. Analogamente, para calcular

[B]* U [B]*, utilizamos By e B, que representam a mesma classe [B] (vide figura abaixo).
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1.6 Representacao de grupos finitos

Definicao 1.6.1. Sejam G um grupo e V um espaco vetorial sobre um corpo . Uma represen-
tacao de G em V é um homomorfismo n de G no grupo das transformagoes lineares invertiveis

de V, m é uma representagdo sobre It' e V é chamado o espago representacdo de m.

Se V € de dimensao finita (e neste caso dizemos que 7 € de dimensao finita), entdo a dimen-

sao de V é chamada de grau de n. A representacdo n € chamada de ‘faithful’ se € injetora.

Definicao 1.6.2. Se  é uma representacdo de G em um espago vetorial W sobre o mesmo corpo
I, entdo n e ¥ sdo equivalentes se existe um isomorfismo f : V. — W tal que fon(g) = y(g)o f

para todo g € G.

Definiciio 1.6.3. Se U C V é um subespaco n(G) — invariante, entdo n'(g) : u — n(g)u
define uma representacdo n’ : G — U. Representacoes n' desta forma sdo chamadas de sub-
representacées de w. Uma sub-representacdo n’ em U é propria se U é um subespago proprio
de V, isto é, se 0 ¢ U ¢ V. A representacdo n é chamada irredutivel se ndo possui sub-

representagoes proprias.

Definicao 1.6.4. Se {n;} sdo representacoes em espagos vetoriais {V;} sobre I, entdo a soma
direta @ m; é a representagcdo na soma direta ® V; dada por (® m;)(g) : ® v, = ® mi(g)v;, v; € V.
A representagdo r é totalmente irredutivel se é equivalente a uma soma direta de representagoes

irredutiveis.

Consideremos agora um grupo finito G de ordem N e representacdes de G sobre o corpo
dos nimeros reais R ou sobre o corpo dos nimeros complexos C. Uma representacio sobre
R (respectivamente sobre C) € chamada representacdo real (respectivamente complexa). Se
uma representagdo complexa m € equivalente a o, para alguma representacdo real o, entdo

cometeremos um abuso de linguagem e diremos que 7 € equivalente a uma representagao real.

Definicao 1.6.5. As isometrias lineares f : V. — V formam um grupo, chamado grupo or-
togonal de V no caso real e grupo unitdrio de V no caso complexo. Se V é real (respecti-

vamente complexo), entdo uma representacdo de G em V é chamada representacdo ortogonal
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(respectivamente representagdo unitdria) se sua imagem estd contida no grupo ortogonal (re-
spectivamente unitdrio) de V. Se V e W sdo reais (respectivamente complexos) e se o e T sdo
representacoes de G em 'V e W, entdo o e T sdo ortogonalmente equivalentes (respectivamente
unitariamente equivalentes) se existe uma isometria linear f : V. — W tal que foo(g) = 1(g)of,

para todo g € G, e neste caso, o e T sdo equivalentes.

Definicao 1.6.6. Se 7 é uma representacdo de um grupo G e se 1 # g € G implica que n(g) ndo
tem +1 como autovalor, entdo n é livre de ponto fixo. Um grupo livre de ponto fixo é um grupo

finito que possui uma representagdo livre de ponto fixo.

Proposicao 1.6.7. Se G é um grupo livre de ponto fixo que atua na esfera S" de dimensdo par
entdo G = 7Z,.

Demonstracdo: (10), proposi¢ao 2.6. O

Observacao 1.6.8. Se r é equivalente a uma representacdo livre de ponto fixo, entdo m é livre
de ponto de fixo. Se 1 é livre de ponto fixo, entdo n é ‘faithful’ e m é uma soma direta de
representagoes irredutiveis livres de ponto fixo. Se {r;} sdo livres de ponto fixo, entdo ® n; é

livre de ponto fixo.

Definicao 1.6.9. Seja G um grupo finito que age livremente sobre a esfera de dimensdo i, ou

seja S', chamamos o espaco quociente

M=,
G

de forma espacial esférica de dimensao i.
Definicao 1.6.10. Sejam G um grupo de ordem N e p um niimero primo, entdo um p-grupo é
um grupo no qual a ordem de todo elemento é uma poténcia de p.

Assim, se H é um subgrupo de G de ordem p“, entdo p® divide N e H € um p-subgrupo de
G. Além disso, se p® € a maior poténcia de p que divide N, entdo H é chamado de p-subgrupo
de Sylow de G.

Definicao 1.6.11. Sejam G um grupo finito e p, q primos. Se todo subgrupo de ordem pg em G

é ciclico, dizemos que G satisfaz a pq-condigdo.

Teorema 1.6.12. Seja G um grupo finito de ordem N no qual todo subgrupo de Sylow é ciclico.

Entdo G é gerado por {A, B} com relacoes

A"=B"=1, BAB'=A", N=mn, mdc(r-Dnm)=1, " =1modm. (1.6.1)
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O grupo comutador G’ é gerado por {A} e o grupo quociente G|G ' é gerado pela classe {BG ).
Seja d a ordem de r no grupo multiplicativo de residuos modulo m dos inteiros primos com m.
Entdo d divide n e G satisfaz todas as pq-condicoes se, e somente se, n/d é divisivel por todo
divisor primo de d.

Reciprocamente, qualquer grupo dado por 1.6.1 tem ordem N e todo subgrupo de Sylow é
ciclico. Também sdo equivalentes: (1) G é ciclico, (2)A=1,(3)r=1,(4)d = 1.

Demonstracdo: (23), Teorema 5.4.1. O

Seja H um grupo, chamamos de grupo derivado o subgrupo comutador H = HV = [H, H].
Por defini¢io H"™D = [H™ H™] e

H>oH >H ' >..oH®P>H®D 5 |

é chamada série derivada. Dizemos que H é soliivel se H™ = {1} para algum m.
Lema 1.6.13. Seja G um grupo finito com todo subgrupo de Sylow ciclico entdo G é soliivel.

Demonstragdo: (23), lema 5.4.3. O

O seguinte teorema foi provado por Vincent (22, Théoreme III*), utilizando calculos diretos
ao invés de representacdes induzidas do subgrupo H, ¢ denota a funcdo de Euler e todas as

representacdes sao complexas de dimensao finita.

Teorema 1.6.14. Seja G um grupo de ordem N que satisfaz todas as pq-condicdes e tem
todo subgrupo de Sylow ciclico. Em outras palavras, G tem geradores {A, B} com relacoes
A" = B" = 1,BAB™' = A", N = mn = mn'd e mdc (r — )n,m) = 1, onde d é a ordem de
r em K,, e todo divisor primo de d divide n’. Seja H o subgrupo de G gerado por {A, BY).
Entdo H é subgrupo ciclico normal de ordem mn’ e indice d em G, gerado por {AB?} e suas

representagoes irredutiveis sdo de grau 1 e dadas por
O_k(ABd) — eZﬂik/mn )

Seja m; a representacdo de G induzida por o, necessariamente de grau d. Entdo m; é
equivalente a i se, e somente se, k = | mod n ek=r'lmodmcom0 < u<d. Além disto, sdo
equivalentes:

(i) m é uma representagdo irredutivel ‘faithful’ de G.

(ii) m é uma representacdo irredutivel livre de ponto fixo de G.

(iii)  é equivalente a alguma rty, com mdc (k,N) = 1.
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Em particular, as representacoes irredutiveis livres de ponto fixo de G tém grau d e sdo em
quantia de ¢(N)/ d>.

Demonstragdo: (23), Teorema 5.5.1. O

Teorema 1.6.15. Seja G um grupo de ordem N que tem geradores {A, B} com relacoes A" =
B"=1 BAB™' = A", N = mn = mn'd, onde d é a ordem de r em K,, e mdc((r—1)n,m) = 1, além
disso, G satisfaz todas as pq-condigées e tem todo subgrupo de Sylow ciclico. Dados k,l € Z

com mdc(k,m) = 1 = mdc(l, n), definimos

2nki

e m
2nkri
e m
2kr2i
m(A) = e e
k41
e m
0 1
m(B) =
0 1
il
e’ 0 ... 0

Dados s,t,u € Z com mdc(s,m) = 1 = mdc(t,n) e t = 1 mod d, definimos ¥, ,(A) = A® e
Ys..(B) = B'A". Entdo:

1. As representagoes complexas irredutiveis de G sdo exatamente as my,; de grau d e livres
de ponto fixo.

2. Os automorfismos de G sdo exatamente 0S Y.

3. M Wsu € equivalente a g e T,y € equivalente a i,y se, e somente se, b =bmodn e
a = ar® mod m, para algum inteiro ¢ com 0 < ¢ < d.

4. Se G é ciclico entdo ny, é equivalente a sua conjugada se, e somente se, N < 2, e neste
caso my; € equivalente a uma representagao real. Se G ndo é ciclico, entdo . ndo é equivalente

a uma representacdo real e my; é equivalente a sua conjugada se, e somente se, n = 2.

Demonstragdo: (23), Teorema 5.5.6. O
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Observacao 1.6.16. Neste trabalho, utilizaremos a notagdo transposta para iy (A) e my (B).

Teorema 1.6.17. Seja G um grupo soliivel finito. Entdo todo subgrupo abeliano de G é ciclico

se, e somente se, G é isomorfo a um dos seguinte grupos

Tipo | Geradores Relacoes Condicoes Ordem
1 A, B A"=B"=1 m>1,n>1, mn
BAB™!' = A" mdc (n(r —1),m) = 1
r"=1modm
11 A,B,R Como em I; e também Como em I; e também 2mn
R? = B3, P=r!"=1modm
RAR™' = A, RBR™' = Bf n=2%vu>?2,
k =-1mod 2"
k* =1 modn
111 A,B,P,Q Como em I; e também Como em I; e também 8mn
P*=1,P?> = Q> = (PQ), n=1mod?2
AP = PA,AQ = QA m = 0mod 3
BPB™' = Q,BOB™' = PQ
IV | A,B,P,OQ,R | Comoemlll; etambém | Como emlll; etambém | 16mn
R?> = P2, RPR™' = QP, k* =1 mod n
ROR!' = Q! =—1mod 3
RAR'=ARBR'=B* | /*'=P=1modm

Além disso, as seguintes condicdes sdo equivalentes

1. G tem uma representag¢do complexa livre de ponto fixo;

2. G satisfaz todas as pq-condigoes;

3. G édo tipo I, II, Il ou 1V acima, com a seguinte condi¢do adicional: se d é a ordem de r
no grupo multiplicativo de residuos modulo m, dos inteiros primos com m, entdo g é divisivel

por todo divisor primo de d.

Demonstragcdo: (23), Teorema 6.1.11 O

1.7 Regiao Fundamental

Definicao 1.7.1. Dada uma acdo de um grupo finito G em um espaco topologico X, por ho-

meomorfismos, uma regiao fundamental para esta agdo é um subconjunto conexo § de X,
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que contém representantes de todas as classes de X|G, com repeticoes permitidas apenas na
fronteira de §, ou seja, pontos diferentes do interior de § representam classes diferentes de
X/G.

Observacao 1.7.2. X/G pode ser obtida de & com identificacoes apenas na fronteira de ,
X = U g% e g¥ N g' & tem interior vazio para todo g # g € G.

3
Exemplo 1.7.3. Sejam X = R* e G = Z x Z agindo em X por translagées, o quociente X|G
€ o toro 2-dimensional. Uma regido fundamental para essa agdo é representada pela figura

abaixo.

o

 — &=

1.8 Produto direto e semidireto

Definicao 1.8.1. Se H e K sdo grupos, entdo o seu produto direto, denotado por H X K, é o
grupo formado por todos os elementos ordenados (h,k), onde h € H e k € K, com a seguinte
operacdo

(h,k).(h k') = (hh',kk ).

Teorema 1.8.2. Seja G um grupo com subgrupos normais H e K. Se HK = Ge HNK =1,
entdo G ~ H X K.

Demonstracdo: (18), Teorema 2.29. |

Definicao 1.8.3. Seja K um subgrupo (ndo necessariamente normal) de G. Entdo um subgrupo
Q de G é um complemento de K emGse KNQ =1e KQ =0G.
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Definicao 1.8.4. Um grupo G é o produto semidireto de K por Q, denotado por G = K = Q, se

K é um subgrupo normal de G e tem complemento Qy =~ Q.

Observacao 1.8.5. Se Q; é um subgrupo normal, entdo pelo teorema 1.8.2 temos que G é o
produto direto K X Q.

Lema 1.8.6. Se G é um produto semidireto de K por Q, entdo existe um homomorfismo

¢ : Q — Aut(K), definido por

¢.(a) = xax",

paratodo x € Qeac€ K.
Além disso, para todo x,y,1 € Qea € K,

pi(a) = a e o py(a) = py(a).

Demonstragdo: (18), Lema 7.21. O

Definicao 1.8.7. Sejam Q e K grupos, e seja ¢ : Q — Aut(K) um homomorfismo. Um produto
semidireto G de K por Q realiza ¢ se, para todo x € Q e a € K,

o(a) = xax~'.

Definicao 1.8.8. Considere os grupos Q e K, e um homomorfismo ¢ : Q — Aut(K), defina

G = K =, Q como sendo o conjunto de todos os pares ordenados (a, x) € K X Q com a operagdo
(a,x).(b,y) = (ap(b), xy).

Teorema 1.8.9. Considere os grupos Q e K, e um homomorfismo ¢ : Q — Aut(K), entdo

G = K =, Q é um produto semidireto de K por Q que realiza .
Demonstracdo: (18), Teorema 7.22. O

Teorema 1.8.10. Se G é um produto semidireto de K por Q, entdo existe um homomorfismo
¢: 0 — Aut(K) com G = K =, Q.

Demonstracdo: (18), Teorema 7.23. O

1.9 Grupo de Whitehead de um grupo

Seja R um anel associativo com unidade. O grupo (aditivo) de todas as matrizes n X n
nao singulares sobre R serd denotado por Gl(n, R) (por vezes usaremos uma estrutura de anel).

Indetificamos cada M € Gl(n, R) com a matriz
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M 0
[ )eGl(n+1,R)
0 1

e obtemos inclusdes GI(1,R) € GI(2,R) C --- . A unido é chamada grupo linear geral infinito,
denotado por GI(R).
Uma matriz é chamada elementar se coincide com a identidade exceto para um udnico ele-

mento fora da diagonal principal.

Lema 1.9.1. O subgrupo E(R) C GI(R) gerado por todas as matrizes elementares é igual ao

subgrupo comutador de GI(R).

Demonstracdo: (11), Lema 1.1. O

Segue que E(R) € um subgrupo normal de GI(R), com grupo quociente comutativo. O

quociente serd chamado de grupo de Whitehead

GI(R)

K](R) = m

Geralmente pensamos em K;(R) como um grupo aditivo.

Definicao 1.9.2. Seja [—1] € K;(R) o elemento de ordem 2 correspondendo a unidade (—1) €

GI(1,R) C GI(R). O quociente
Ki(R)

{{1], [-1]}
serd chamado de grupo de Whitehead reduzido de R.

K\(R) =

A classe [A] em K;(R) ou fl (R) é chamada de torcdo da matriz A, e a projecdo € denotada
por 7 : GI(R) = K,(R) ou 7 : GI(R) > K\(R).

Seja G um grupo e R um anel, considere RG o anel grupo. Entdo claramente G estd contido
no grupo das unidades (RG)* = GI(1,RG) C GI(RG). Sejam i : G — GI(R) o homomorfismo
inclusdo, e 7 : GI(R) — El (RG), fazendo a composi¢do 7 o i, temos um homomorfismo G —

Ki(RG), o qual denotamos pela mesma letra 7 (desde que € apenas uma restri¢ao).

Definicao 1.9.3. O grupo de Whitehead de um anel grupo RG é o grupo abeliano

Wh(RG) = K,(RG)/7(G).

Em particular, o grupo de Whitehead de um grupo G é o grupo de Whitehead do anel grupo
Z7G, e serd denotado por Wh(G). Consideramos w : K 1(RG) —» Wh(RG), a projecdo natural.
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O grupo Wh(RG) aparece na seguinte sequéncia exata:

0 — G/[G,G] = K,(RG) —» Wh(RG) — 0;

desde que K|(RG) = GI(RG)/[GI(RG), GI(RG)].

1.9.1 Torc¢ao de Whitehead de um complexo de cadeia

Suponha que R possui nimero de base invariante, ou seja, se M é qualquer médulo sobre R
finitamente gerado, entdo qualquer duas bases de M tem a mesma cardinalidade. Note que essa
afirmacao € satisfeita se R = ZG € o anel grupo de algum grupo G (vide (3), 9.2) e se R é um
anel de divisao (vide (3), 9.1).

Todos os médulos considerados sdo R-mddulos a esquerda finitamente gerados. Seja M um
R-médulo livre. Seja x = {xy, x2, ..., X} € ¥ = {y1, 2, ..., ym} duas bases de M. Denotamos por
(v/x) a matriz quadrada de ordem m ndo singular sobre R, definida como sendo a matriz A de
mudanca de base, isto €, (y/x) = A, onde y; = A;,xi, € [y/x] representa a classe de A em Ki(R).
Seja

c: GBS . B0,
o complexo de cadeias de comprimento m de R-mddulo livres (de dimensao finita). Considere
Z,=Kerd,, B, =Imd,..,e H,(C) = Z,/B, os grupos de homologia de C. A fim de definirmos
a tor¢do de C, assumimos que B, ¢ um R-mddulo livre para cada g. Note que se R € um anel
de divisdo (em particular um corpo), qualquer médulo sobre R € livre, e cada submoédulo de um
modulo livre finitamente gerado, sobre um dominio de ideias principais € livre e finitamente
gerado. Consideremos que H, ¢ um R-mddulo livre para todo g.

Para cada ¢, fixe uma base ¢, para C,, € um conjunto de elementos linearmente indepen-
dentes h, em Z,, cuja projecao h_q ¢ base de H,. Seja b, um conjunto de elementos de C, tal que
d,(b,) é uma base de B,_; (claramente isto implica que b, € linearmente independente). Usando
as inclusdes 0 € B, € Z, € C, e os isomorfismos Z,/B, ~ H, e C,/Z, ~ B,_;, vemos que 0

conjunto de elementos {0,.1(by+1), hy, b,} € uma base para C,.

Definicao 1.9.4. Nas condicoes acima, seja C um complexo de cadeias de R-modulos livres.
Fixe uma base graduada c = {c,} e h= {Eq}. Entdo a torgdo de Whitehead do complexo C com

relacdo a base c e h é definida como sendo a classe

Tw(Cs 1) = ) (=D [0g1(byar)s g, byl g,

q=0
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em El (R).

A tor¢do Tw(C; h) ndo depende da escolha da base graduada b = {b,}, (vide (11), pg. 365).
Entretanto, Ty (C; E) depende da base graduada h= {Eq} da homologia, e ndo depende da escolha

dos ciclos h, € Z,. Para simplificar a notagdo escrevemos tw(C; h) ao invés de 7w (C; E).

Definicao 1.9.5. (R Tor¢ao de um Complexo de Cadeias): Se o anel R é comutativo, a tor¢do

de Reidemeister do complexo C com relacdo a base graduada h = {Eq} é

TR(Cih) = | | det@yu1(bgir), by, by/c) ™" € R*/(=1).

q=0

Novamente, para facilitar a notacdo, escreveremos 7g(C; h).



Capitulo

2

Formas Espaciais Esféricas Metaciclicas

Neste capitulo, apresentamos os grupos split metaciclicos e suas relacoes. Estu-
damos a acdo deste grupo nas esferas de dimensao impar, construimos uma regiao
fundamental e um complexo de cadeias coerente com tal acdo a fim de lidarmos

com o espago quociente, o qual chamaremos de forma espacial esférica metaciclica.

2.1 Grupos Split Metaciclicos

Denotaremos por Dp1y2:, comt > 2 e h > 0, o grupo split metaciclico de ordem (24+1).2/,
com presentacdo (26, 2.2)

2h+1

Doy = {6,y | P =y = Lyxy™ = x71). 2.1.1)

O caso trivial ¥ = h = 0 ndo serd considerado. O caso & = 0 € o grupo ciclico Cy
(Z/2" na notacdo multiplicativa). O caso t = 0 é o grupo ciclico Cy;,1 (Z/(2h + 1) na no-
tacdo multiplicativa). No caso t = 1, temos o grupo diedral D), consideragdes sobre tal
grupo podem ser vistas em (6). No caso ¢ = 2, temos Qu 24+1), OU seja, 0 grupo dos quatérnios
generalizado, cujas agdes de Qu 2441y nas esferas j foi estudado no trabalho (10). Como todos
esses casos ja foram considerados na literatura, iremos trabalhar com ¢t >3 e h > 1.

Os grupos split metaciclicos tem a seguinte estrutura de produto semidireto (21, 5.2)
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D(2h+1).2’ =~ Cops ) Cy,

com ¢ : Cy — Aut(Cypy1), definido por ¢(1) = —1. Isso é mostrado pela sequéncia exata curta

abaixo, a qual cinde:

1 — Copey —=> Dpany ij Cop —> 1,
onde i € a inclusdo do subgrupo normal gerado por i(x) = x, p(y) = y (o gerador de Cy),

p(x) = 1, e a aplicacdo pela qual a sequencia cinde € s(y) = y.
Note que (D(2h+1).2t)ab = Czr.

Podemos obter algumas relagdes uteis para os grupos split metaciclicos:

yxs — x—sy yZSx — xy2s y25+1x — x—1y2s+1

xyx =y X°yx’ =y yxy =271y
Listando os elementos do grupo, temos

2 2h 2h 21-2  2'—1 201 .2 2'—1 2h 21
x ),

2h 2
Dopena = {1, 2, X7, oo X7 Y, X0, X7y, ey Xy, XY T YT T Xy T XYy Xy

ou seja, |Dapny 2| = 2h + 1).2%

2.2 Regiao Fundamental para a acao de Dy, 1) em S 3

Os grupos Dop1y2 s@0 grupos do tipo I de acordo com a tabela do teorema 1.6.17, com
A=x,B=y,m=2h+1,n=2"r=~-1,d=2,n" =2"", esatisfazem as trés condicdes dadas
abaixo da tabela, onde d e n’ estio definidos no teorema 1.6.14. Entio, pelo teorema 1.6.15
as representagdes complexas irredutiveis de D(»;41)2 tem grau 2, sdo livres de ponto fixo, e sdo

dadas explicitamente por (note que usamos a notagdo transposta a de (23)):

ki 2nmil

e 2h+1 0 0 ez T
T (x) = 0 eﬂ e my(y) = 1 0 ,

onde k e [ sdo inteiros com mdc (k,2h + 1) = mdc (I,2) = 1. Pelo mesmo teorema, todos os

possiveis automorfismos de D(y;+1)2 sdo da seguinte forma

X — x4,
Pap - X
y yhxc’
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com inteiros a, b, ¢ tal que mdc (a,2h + 1) = mdc (b,2) = 1 e b = 1 mod 2. Além disso,
a composi¢do o, € equivalente a myp, € m; € equivalente a m- ;- se, € somente se,
I"=1lmod2 ' ek =+kmod(2h+1).

Esses fatos nos permitem determinar as representacdes complexas irredutiveis ndo equiva-

lentes de D(yp41)2, as quais sdo

mig - Dopenyo — UQ2,C),

ki
e+ 0

=2nki | *
0 e 2h+

Ty - 2ni
0 eztfl

yl—)

comk=12,.,h [=13,..2"" =1 emdck,2h + 1) = mdc(l,2) = 1.
Note que [ = 1,3,...,271 — 1.

Como existem 2"~ ndmeros de 1 a 2! — 1, e queremos apenas os niimeros impares nesse
-1

intervalo entdo, obtemos que o nimero de representacdes com / distintos € - = 272,

Todas essas representagdes sao livres de ponto fixo.

Seja S3 a esfera unitdria no espaco real de dimensao 4.

Existem diferentes agdes do grupo Dpp1y2 em S 3 resultando em formas espaciais esféricas.
Essas acoes sdo classificadas no teorema 1.6.15.

Como de costume, identificamos C> com R* de modo que uma c6pia de C seja gerada pelos
vetores candnicos ej,e; € R? e a outra pelos vetores candnicos e3,es € R?. Deste modo, o
plano gerado por {e;, e,} serd chamado de plano-12 e o plano gerado por {es, e4} serd chamado
de plano-34. Note que o plano-12 e o plano-34 interceptam-se apenas na origem.

Sejam Cy, C, subconjuntos das circunferéncias de raio 1 centradas na origem contidas no
plano-12 e no plano-34, respectivamente. Dados dois pontos A € C; e B € (5, existem a,f8 €
[0,27] tais que A = (cosa,sina,0,0) e B = (0,0,cosB,sinf), ou seja, as Unicas entradas
nio nulas de A (resp. B) sdo 1,2 (resp. 3,4). Assim, existe um plano em C? passando pela
origem e por A, B, interceptando S* em uma circunferéncia de raio 1. Como os vetores A, B sdo
ortogonais, entdo o menor arco que liga A a B tem comprimento /2. Tais arcos serdo usados

para a descric@o da regido fundamental.
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Definicao 2.2.1. Na situagdo descrita acima, o conjunto de todos os arcos de comprimento
/2 que ligam pontos de C, com pontos de C, serd chamado de ‘curved join’ e denotado por
C, % C,.

Observacao 2.2.2. Difere do ‘join’ convencional pois este ultimo é construido através de seg-

mentos e ndo de arcos.

Descreveremos o processo de construcdo da regido fundamental, a qual sempre denotaremos

por Fgixs, onde |G| indica a ordem do grupo split metaciclico e k, [ a representagdo escolhida.

Afirmacao 2.2.1. A imagem de (rty (x)) em U(2,C) é igual a imagem de (m; ;(x)) comk # 1 em
UQR2,C), onde

_2mi _2mki
e+ 0 e+ 0
my(x) = 2mi e m(x)= ki |-

0 e @m 0 e T

De fato, mdc(k,2h+ 1) = 1, logo mvl(x)k também € um gerador do subgrupo ciclico (rr; ;(x))
de ordem 2A + 1.
Note que

k ki

e+ 0
Ok = mi(x).

2ni

e Qh+l) 0 )

2ni _
0 e @+ 0 e @n+h)

m(x)t = [
Temos que (my /(x)) = (i (x)).

Logo, a imagem de (mry ;(x)) em U(2,C) é igual a imagem de (m;;(x)) em U(2,C). O

Afirmacao 2.2.2. A imagem de (m;.1(y)) em U(2,C) ndo é igual a imagem de {r; (y)) com [ # 1
em U(2,C), onde

0 err 0 err
mi(y) = 1 0 e m(y) = 1 0 .

De fato, mdc(2',1) = 1, logo nk,l(y)l também é um gerador do subgrupo ciclico (m;1(y)) de
ordem 2'.

Agora, se y for um niimero natural par

Oez%y_ez%O
1 0 ) | o et )

se vy for um niimero natural impar, temos
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2ni Y m(y+Di
O eztfl 0 e ot=1
= aty-Di .
1 0 e 21 0

Assim, para a imagem de (. 1(y)) em U(2,C) ser igual a imagem de {m;(y)) com | # 1 em
U(2,C), deveria existir ' natural tal que mdc(2',I') =1 e nk,l(y)l, = i (y)
Mas,

0 = 1) = | STN_(0 F [ rer=a
7T :71- (! —1i = = = .
o o = 10 r-1=0

Logo, ﬂk,l(y)l, = () se, e somente se, I' =1 =1.
Portanto, a imagem de (m;1(y)) em U(2,C) é diferente da imagem de (. (y)) com | # 1 em
UR2,C).
O

Pelas afirmagdes acima, sem perda de generalidade, consideremos k = 1, ja que a regido

fundamental ndo sera alterada quando tivermos k # 1.
2.2.1 Acdode D;gem S

Sejah=1et=3em(2.1.1), ou seja, o grupo split metaciclico
Dss = {1, x, 5%y, xy, £y, 3%, 5%, 9%, 3, 00,y T )

logo, |Ds.g| = 24.
Nas condi¢des do teorema 1.6.15,temos A =x,B=y,m=3,n=8,r=-1,d = 2, n =4,

Note que para k = 1, temos dois possiveis valores para [/ que sdo 1 e 3. Ou seja,

es 0 0 e%
ma(x) = ema(y) = [1 ) (2.2.1)

0 e 0

que definem uma D;g-acdo a esquerda sobre S3, quando [ = 1 = k. Equando [ = 3 ek = 1

temos

0 %
m3(x) = . em3(y) = | (2.2.2)
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que também definem uma D;g-a¢do a esquerda sobre S °3.
Construiremos %41, paral = 1 e [ = 3. Iniciaremos com / = 1.

Sejamy; : D3g — U(2,C) dada por (2.2.1). Ou equivalentemente, 71 1(x), 11 1(y) : R* — R*

\3
40 o
\/_
£ 0o

7T1,1(JC)E e
0 0 4 ¥
0 0 -f -
0 0 0 -1
001 O
Ty =
1 00 O
010 O

Uma base ordenada sobre R para C? € {e}, e, €3, e4} = {(1,0), (i, 0), (0, 1), (0, )}, e nesta base
calculamos as acdes de x, y, xy em cada e;, obtendo

X'€1:—§€1+7€2 y-e=e3 Xy-e = -5e = e
V31 Vi1

X'€2=—7€1—§€2 y-eér=éy XY'€2:7€3—§€4
1 V3 V31

X‘€3=—§€3—7€4 y-ée=e xy'€3:—7€1—§€2

x-e4:£e3—le4 Ve = —e xy~e4:1e1—£ez
2 2 2 2

2n
Observacao 2.2.3. Notemos que a ac¢do de x corresponde a uma rotagdo de 3 no sentido
hordrio (resp. anti-hordrio) no plano-34 (resp. plano-12), a acdo de y aplica o plano-12 no

plano-34 e o plano-34 no plano-12 seguido de uma rotacdo de 7_2r no sentido anti-hordrio, a
2
acdo de xy aplica o plano-12 no plano-34 seguido de uma rotagdo de ?ﬂ no sentido hordrio e

2
a agdo de xy aplica o plano-34 no plano-12 seguido de uma rotagdo de (g + ?ﬂ) no sentido

anti-hordrio.
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Observacao 2.2.4. O sentido anti-hordrio serd denotado como positivo e o sentido hordrio

como negativo.

Calculando a acdo de todos os elementos do grupo D g em ey, e, €3 € e4 aparecem todos 0s

pontos que estdo na figura abaixo, que é uma representagio tridimensional da esfera S 3.

Queremos encontrar a regido Fundamental da acdo de Dsg sobre S° quando [ = 1 = k, para
isso devemos verificar que ¥4, cobre toda S 3e que dados g, g’ € D3g,comge g’ distintos,
a a¢do de g e a aco de g sobre 4,11 possuem interiores disjuntos. Para melhor visualizago
desse fato, usaremos o curved join.

Para a regidao fundamental cobrir toda S3. basta fazermos uma conta simples envolvendo
volume, ou seja, o volume da regido fundamental dever ser igual ao volume da S°, o qual
denotamos por Vi3, dividido pela ordem do grupo, pois assim quando aplicarmos cada elemento
do grupo Ds g, teremos que a regido fundamental cobrird toda a S, ja que g Ng & tem interior
vazio, para todo g # g € Dsg.

Uma maneira disso ocorrer seria tomarmos a regido fundamental como a figura abaixo:

e, e,
/— ..... - -
. .
-ee ée, €. ‘€,
FY . LY .':
., ) ., e
® e -
-e, -e,

Essa figura representa %411 como [es, —gel + %ez] % [es,eq], abaixo a visualizacdo da

regido fundamental na representacio tridimensional da esfera S°.
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‘n . ;2 3 _ 1
O volume da regido acima € 5.5 Vss = 57 Vss.

Observemos que cada S! na figura acima estd dividida em 12 partes. Esse niimero € facil-

mente encontrado, uma vez que temos a acdo de 24 elementos logo, cada arco terd um angulo
minimo & que indicard todos os pontos encontrados pela acdo de Dsg sobre os elementos da
base. Esse angulo minimo € a divisdo de 47 (uma vez que estamos considerando S° = S§!' ¥ S1)

pela ordem do grupo D;g.

dr  4n 2 2w
£ — = — = = (2.2.3)
24 38 34 12
Segue abaixo a agdo de todos os elementos de Ds g sobre 4.1 1.
e, e, e, e,
- o.-..., - - o...., .. - o...., . o-.... -
o ° .' '0, . “ '.,
-6 se, -egs se, -6 )e1 -€y se,
-€, Acdo de x -€, -€, Acdo de x -,
e, e, e, e,
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e, e,
@, e....,
" T4 -
° . °
-e,é e, -es ée,
. k é
., 0 \. o
e Mg
-6, Aciodex’y €
e, e,
..... o-.... JUTEY TV
- .., »
s - s
-6 ée,  -eq e,
Ky »
o E ., )
et e P
-€, Acdo de xy €,
e, e,
- LR P e y
s . s K
-e, ve, -eg ‘e,
. s
.. . -
T o
-, Acdo de y’ -€,
e, e,
/\m - ..., -
; ".‘_ L) L]
-e,¢ s€,  -es e,
® s ®
Te..... P - “u..... o
-€, Agdo de X'y -e,
e, e,
- "\ /‘\
e se, -egs ‘e,
Y o kY .
o ) .., o
Agdo de xy -,
e, e,
- e...., - - ... .
° L4 ..:' "‘.‘
-e¢ e, €0 ‘e,
L [} i
®..... 0 _/
-€, Acdo dey -e,
e, e,
- e..... - - -\
[ ) ..'" >
-e, te,  -es ‘e,
. 0 .
o e o

Aciodex’y’ -e,

e, e,
-~ o-.... N -
s kK ®
-e¢ se,  -ey e,
s * s
. ,‘o" '®, )
e e ®.
-e, Agdodey -e,
e, e,
L I
...0 0‘. ..:' '-.“
€, *€, 'ea':: ’ €;
L] ) “ '..':
®. -® \./
e @anet
€, Agdo de Xy’ "€
e, e,
- L . A
o o kY
-6 e, €4 ée,
® “.,' @
... e T g ®
@t S ®..-
-€, Acao de xy €,
e, e,
..... o-.... @,
- ... - .
[ ] ".‘_ o L]
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Para ocorrer interseccdo entre a regido fundamental e sua imagem, pela acdo de qualquer
elemento ndo trivial do grupo, deve haver interseccao nos dois arcos do curved join, ou seja,
tanto no arco do plano-12 como no arco do plano-34, exceto pelos pontos do bordo do arco.

Assim, dados g, g' € D3g,com g e g' distintos, a acdo de g e a acdo de g' sobre 41,1
possuem interiores disjuntos, basta verificar nas figuras acima.

Uma pergunta natural seria se essa € a Uinica possibilidade para a regiao fundamental da acdo
de D;g, com [ = 1 = k, usando esse procedimento.

A resposta € nao!

O numero total de possibilidades para a regido fundamental € 12, uma vez que para manter o
volume da regido fundamental é necessdrio que os comprimentos dos arcos permanecem iguais.
Sem perda de generalidade, fixaremos o arco do plano-34 e rotacionaremos o arco do plano-12

percorrendo todas as possibilidades, as quais seguem abaixo:
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-e,® ée, -e. e, e ée, e e,
® ) [} o ". ) “.“ Ld
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-e, -e, -e, -e,

Regido 0 Regido 1
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Fazendo a acdo de todos os elementos de D3 g nas regides acima, verifica-se que as regides 0,

2,4, 6, 8 e 10 sdo regides fundamentais para a agdo de D3 g com/ = 1. Easregides 1,3,5,7,9¢

11 sdo regides fundamentais para a agdo de D3 g com [ = 3, ou seja, 13 : D33 — U(2,C) dada

por (2.2.2). Assim, considerando os comprimentos de arcos escolhidos existem exatamente 6

regides fundamentais distintas para cada /.



2.2 Regido Fundamental para a a¢do de Dp1y2 em S 3 34

2.2.2 Acdo de D; s em S°>

Consideremos 7 =1 et =4 em (2.1.1), ou seja, o grupo split metaciclico

Diis = (1,5, 2%y, 00, 29,2 02 220, oy 15, xytS ) x2y15)
10g0, |D3.16| =48.
Existem diferentes acdes do Ds 14 em S resultando em formas espaciais esféricas.
No caso Djs ¢ temos, nas condi¢des do teorema 1.6.15, A = x, B=y,m = 3, n = 16,

r=-1,d =2,n =8. Temos quatro possiveis valores para [ que sdo 1, 3, 5 e 7. Ou seja,

0 €%
ma(x) = Jemai(y) = (2.2.4)
1 0

que definem uma Dj j6-agdo a esquerda sobre S°, quando k = 1 e [ = 1.

Parak=1el =3 temos

e’ 0 0 e%
ma(x) = l1e m3(y) = > (2.2.5)
0 e 1 0
parak =1el =5 temos
6% 0 0 e%
my5(x) = | emsO) = ; (2.2.6)
0 e% 1 0
eparak =1e /=7 temos
e* 0 0 e
mi7(x) = | ema(y) = ; (2.2.7)
0 e% 1 0

que definem uma Dj j6-agd0 a esquerda sobre S°.

Descreveremos o processo de construcdo da regido fundamental ¥4, paral=1,3,5,7.
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Para a regido fundamental cobrir toda S3, o volume da regido fundamental dever ser igual
ao volume da S dividido pela ordem do grupo, como visto anteriormente.

Para isso ocorrer tomamos a regiao fundamental como a figura abaixo:

-e, -e,

x4 4 3 _ 1
O volume da regido acima € 5;.5; Vg3 = £ Vss.

Cada S! na figura acima estd dividida em 24&, uma vez que o Angulo minimo & é:

_47r_ 4 _27r_27r
7187316 38 24

Fixando o arco do plano-34 e rotacionando o arco do plano-12 temos que o nimero total de

(2.2.8)

possibilidades para a regido fundamental de D; ;4 € 24, que sdo as regides abaixo:
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Fazendo a a¢do de todos os elementos de Djs ;¢ nas regides acima, verifica-se que sao regides
fundamentais para a acdo de D3 s com [ = 1, ou seja, 1y : D316 — U(2,C) dada por (2.2.4),
as regioes 0, 4, 8, 12, 16 e 20. As regides 3, 7, 11, 15, 19 e 23 sdo regides fundamentais para
aacdode Dsjgcom ! = 3 (m3 : D3 — U(2,C) dada por (2.2.5)). As regides 2, 6, 10, 14,
18 e 22 sdo regides fundamentais para a agdo de D36 com [ = 5 (75 : D316 — U(2,C) dada
por (2.2.6)). E asregides 1, 5,9, 13, 17 e 21 sdo regides fundamentais para a agao de D3 1, com
[ =7 (m, : D316 — U(2,C) dada por (2.2.7)). Assim, considerando os comprimentos de arcos

escolhidos existem exatamente 6 regidoes fundamentais distintas para cada /.

2.2.3 A(}ﬁO D3,32 cm S3

Consideremos 7 = 1 et =5em (2.1.1), ou seja, o grupo split metaciclico

D33 = {1, x, X%, y, xy, Xy, ¥, xy%, x5, %, .., 290,y oyt Py

logo, |Ds.3,| = 96.

Existem diferentes acdes do Ds 3, em S* resultando em formas espaciais esféricas.

No caso Dj3, temos, nas condi¢des do teorema 1.6.15, A = x, B=y,m = 3, n = 32,
r=-1,d =2,n = 16. Temos oito possiveis valores para [ que sio 1, 3,5,7,9, 11, 13 e 15. Ou

seja,

es 0 0 e%
ma(x) = , em,l(y)=[1 0) (2.2.9)
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que definem uma Dj 3,-agdo a esquerda sobre S°, quando k = 1 e [/ = 1.
Para k = 1 el =3 temos
¥ 0 0 e¥
ma(x) = l1e m3(y) = > (2.2.10)
0 e 10
parak =1el =5 temos
et 0 0 e¥
mys5(x) = | emsO) = ; (2.2.11)
0 e% 1 0
parak =1 el =7 temos
et 0 0 €%
mi7(x) = | ema() = ; (2.2.12)
0 e% 1 0
parak =1 el =9 temos
et 0 0 et
mio(x) = | emo(y) = ; (2.2.13)
0 e% 1 0
parak =1el =11 temos
e 0 0 et
ma1(x) = Jemu(y) = ; (2.2.14)
parak =1 el = 13 temos
6% 0 0 e%ﬂi
m13(x) = em(y) = ; (2.2.15)
eparak =1el=15temos
e 0 0 e
my15(x) = em1s5(y) = 5 (2.2.16)

0 e

que definem uma Ds 3,-acfo a esquerda sobre S 3.

Descreveremos o processo de construgdo da regido fundamental Foe;; para

[=1,3,5,7,9,11,13,15.
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A regidao fundamental deve cobrir toda a S 3 uma maneira disso ocorrer seria tomarmos a

regido fundamental como a figura abaixo:
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®eo,q. o ‘ oo ® .\.
s ® c". ° L
L) s e
[ [ !.

; [} [ d
. L] ° ®
. . . .

_e1 . ® e1 'ea [ ] . e3

° ° ° :

L) [] L) g

° 4 L] d
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[ [ ] . o
o o® % P

Se 0.9.9.-90® o
-e, -e,

.~ . . 8 3 _ L
O volume da regido acima € ;.7 Vss = 5 Vsa.

Cada S na figura acima est4 dividida em 48 &, pois

_47r_ 47 B 2 _27r
®T96 332 3.16 48

O numero total de possibilidades para a regido fundamental de D53, € 48. Abaixo, apre-

(2.2.17)

sentamos apenas as 8 primeiras possibilidades para tais regides, uma vez que, como Visto nos
exemplos anteriores, as regioes fundamentais se repetem no padrdo das primeiras, tendo nova-
mente exatamente 6 regides fundamentais distintas para cada /, segundo os comprimentos de

arcos escolhidos inicialmente.
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Fazendo a acdo de todos os elementos de D3, nas regides acima, verifica-se que € regiao
fundamental para a agdo de D33, com [ = 1, ou seja, my; : D33 — U(2,C) dada por (2.2.9), a
regido 0. A regido 3 € regido fundamental para a agcdo de D33 com [ = 3
(m13 : D33, = U(2,C) dada por (2.2.10)). A regido 6 é regido fundamental para a acio de Ds 3,
com!/ =75 (ms: D3 — UQ2,C) dada por (2.2.11)). A regido 1 é regido fundamental para a
acdo de D33 com [ =7 (my7 : D33y — U(2,C) dada por (2.2.12)). A regido 4 é regido funda-
mental para a agdo de D33, com [ =9 (79 : D33y — U(2,C) dada por (2.2.13)). A regido 7 é
regido fundamental para a acdo de D33, com [ = 11 (711, : D332 — U(2,C) dada por (2.2.14)).
A regido 2 € regido fundamental para a acdo de D33 com [ = 13 (w113 : D33 — U(2,C)
dada por (2.2.15)). E a regido 5 é regido fundamental para a acdo de D33 com [ = 15
(71,15 : D33y — U(2,C) dada por (2.2.16)).

2.2.4 AQﬁO de D(2h+1)2t em S3

2+l _

Seja Dapyyar = (X, y | x y'=1,yxy ' =x",comh>1let>3.



2.2 Regido Fundamental para a a¢do de Dp1y2 em S 3 43

Detalharemos a regido fundamental para a a¢io do grupo D(aj. 1) sobre S3. Sem perda de
generalidade, consideremos a representacdo k = 1 e [ arbitrario.

O angulo minimo &, que indicard todos os pontos encontrados pela acdo de Dy;41)2 sobre
os elementos da base, € encontrado através da divisdo de 4 (uma vez que estamos considerando
§3=S8! % §1) pela ordem do grupo Dy 1).2:-

Entao,

dr 2

CT R+ D2 T Qht )2
Logo, cada S' é dividida em (24 + 1).2" !¢ .

Dado D;+1)2 teremos diferentes representacdes para k = 1 e [ distintos. Para construirmos

a regido fundamental, sempre tomaremos no plano-12 um arco de comprimento 2% e no
plano-34 tomaremos um arco de comprimento (24 + 1)¢, pois dessa forma o volume da regido

fundamental sera

2i-2 2+l 27 L1
Qh+ D2V 2h+ D271 S T Qh+ D22 S T QR 2 S

ou seja, a regido fundamental cobrird toda a S 3.

O niimero total de possibilidades distintas para a regido fundamental é (2h+1).2""! , uma vez
que para manter o volume da regido fundamental é necessario que os comprimentos dos arcos
permanecgam iguais. Sem perda de generalidade, fixaremos o arco do plano-34 e rotacionaremos
o arco do plano-12 percorrendo todas as possibilidades, as quais sdo (2 + 1).2"7!.

Cada representacdo da forma k = 1 e [ arbitrdrio possui regido fundamental distinta de outra
representacdo com k = 1 e [ diferente do anterior. Com os comprimentos de arcos escolhidos,

teremos mais de uma regido fundamental para cada representacio k = 1 e [ arbitrério.

Afirmacao 2.2.3. Para cada representagdo com k = 1 e [ fixo, temos exatamente 2.(2h+1)

regioes fundamentais distintas.

De fato, temos (24 + 1).2'~! possibilidades e 2/~2 [ distintos, logo

(Qh +1).21!

S = 2.2kt

Enumeramos as regides comecando no 0, pois assim a primeira regido tem no plano-12 o
arco comecando no e;. A regido 1 indica que o arco do plano-12 rotacionou & no sentido anti-
horério e sempre mantemos o arco do plano-34 na mesma posic@o. A regido 2 indica que o arco
do plano-12 rotacionou 2 no sentido anti-horario e assim por diante, até a regidio (2h+1).2""' 1

que indica que o arco do plano-12 rotacionou [(2A + 1).2/~! — 1]& no sentido anti-hordrio.
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Para descobrirmos uma regido fundamental para cada / basta aplicarmos uma férmula que
serd especificada abaixo.

Lembrando que mdc(l,2") = 1, logo [ é impar, ou seja, [ = 2j+ 1, j € N.

A nossa regido fundamental terd um arco de 2'~2g no plano-12 comecando a partir de um
ponto que rotacionard uma quantia z € do ponto e, indo no sentido anti-hordrio, e no plano-34
tomaremos um arco de (24 + 1)e comecando no ponto e, indo para o sentido hordrio. Para

calcularmos z temos a seguinte férmula:

2= jCh+ 1)

Assim, ap6s descobrirmos uma regiao fundamental para cada /, teremos as proximas regioes:
a g-regido fundamental de / comeca com o arco a [(2h + 1)j + g2"~%]e do ponto e, no sentido

anti-horario e mantém o arco do plano-34,onde ¢ =0, 1,2,...,2(2h+ 1) - 1

Para melhor entendimento iremos refazer o caso Ds 6.

Exemplo 2.2.5. Seja h =1 et = 4, ou seja, D3 6.

Cada S serd dividida em (2h + 1).2""' = 3.2° = 24¢ . O niimero de [ distintos é 2'~* = 4.

Para construirmos a regido fundamental, sempre tomaremos no plano-12 um arco de com-
primento 2'2g = 4 e no plano-34 um arco de comprimento (2h + 1)e = 3e.

Sabemos que | = 2j + 1 e como o niimero de [ distintos é 4, temos j = 0, 1,2,3, ou seja,
l =1,3,5,7. E cada l terd exatamente 2.(2h + 1) = 2.3 = 6 regioes fundamentais distintas,
considerando os arcos escolhidos inicialmente.

Vamos calcular o z para cada l:

Para l = 1, temos j = 0, entdo

Z:j.(2h+1):>220_3:Z:()

Deste modo, uma regido fundamental paral =1 é

e, €,
"®., @
/" . . P » o,

s ® I )
$ * s o
€ *€, S * €,
e ¢ * ¢
) o L3 L
., B .. .
®.o.0. .0 ®e.0o®
-€, . -€,

Regido 0

Para l = 3, temos j = 1, entdo
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Z:j.(2h+1):>Z:1,3:Zz3

Logo, uma regido fundamental para l = 3 é

e, e,

.‘,‘......._u."- N

Regido 3

Para l = 5, temos j = 2, entdo

72=j2h+1)=7=23=17=6

Dessa forma, uma regido fundamental paral =5 é

e, e,
"..--.-'.. Lo
..0". ° . Ed o »
s L] s ®
¢ ® ¢ L
-4 ec, -e ee,
\ ® ® [ ]
o e ¢
KJ », L)
".-...-." .'...... o
-e, -e,
Regido 6

Para l =77, temos j = 3, entdo

z2=j2h+1)=7z=33=72=9

Assim, uma regido fundamental paral =7 é

e, e,
gl M o
«° "o TN,
s ° ' ®
¢ ¢ ¢ ’
€0 *€, € e €,
¢ ® ® ?
Ld o ° o
o ) LY s
- .'.......“
-e, -e,
Regido 9

Calculemos todas as 6 regioes fundamentais distintas para cada L.

A g-regido fundamental de | comeca com o arco do plano-12 a [(2h + 1)j + g2'%]e =
= [3] + 4qle do ponto e, no sentido anti-hordrio e mantém o arco do plano-34, para q =
0,1,..,22h+ 1) - 1.
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Assim, fazendo os cdlculos para todos os s, verifica-se que sdo regides fundamentais para
a acdo de D316 com | = 1, as regides 0, 4, 8, 12, 16 e 20. As regives 3, 7, 11, 15, 19 e 23
sdo regioes fundamentais para a acdo de D316 com | = 3. As regioes 2, 6, 10, 14, 18 e 22 sdo
regioes fundamentais para a agdo de D314 com | = 5. E as regives 1, 5, 9, 13, 17 e 21 sdo

regioes fundamentais para a a¢do de D316 com [ = 1.

Nosso préximo objetivo € demonstrar o seguinte resultado:

2h+1

Teorema 2.2.6. Seja Dojiyy = X,y | x =y =Lyxy!'=x"Ycom h>1let>30

grupo metaciclico de ordem (2h + 1).2". Considerando a representacdo k = 1 = [, temos que

a regido §oni1y2.1,1 abaixo é uma regido fundamental para a agdo de Dopi1yy em S3, onde
2

Tt Do

-e¢ ee, €5 ¢ ¢,

Antes de enunciar e demonstrar duas proposi¢des necessdrias para a prova do resultado

acima, vamos descrever as acoes dos elementos de D+1) 2 com representagdo k = 1 = [.

SejaX;, j = 1,2 a l-esfera unitdria S ! na j-ésima cépia C em C2. Considere A; um arco em
J
21 e A um arco em X,.

Aacdode xemA; ¥ A, é:
e xrotaciona A; em 2'"'¢ no sentido positivo em X;
e xrotaciona A, em 2" !¢ no sentido negativo em X,.
Aacdodeyem A; ¥ A, é:
e ymove A; de X, para X,;

e ymove A, de X, para X, e rotaciona A, em (2h + 1)e no sentido positivo em X;.
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Generalizando, a agdo de x”,y = 1,2,...,2hem A; % A, é:

(X1) x” rotaciona A, em 2'~'ye no sentido positivo em X;

(X2) x” rotaciona A, em 2""'ye no sentido negativo em X,.
Aaciodey* ! p=1,2,.,27 em A, ¥ A, é:

(Y1) ymove A, de X, para X, e rotaciona A; em (22 + 1)(p — 1)e no sentido positivo em X,.;

(Y2) y move A, de X, para X; e rotaciona A, em (24 + 1)pe no sentido positivo em X.
Aaciodey*,p=1,2,..,2" —1emA, ¥ A, é:

(Y3) y rotaciona A; em (24 + 1)pe no sentido positivo em X .;

(Y4) y rotaciona A, em (24 + 1)pe no sentido positivo em ;.

Proposicao 2.2.7. a) A agdo do elemento x” em §@p+1)2::1.1 no plano-12 e no plano-34 é menor
que uma volta, onde y = 1,2, ...,2h.

b) A acdo do elemento y*~' em Fn+1y21,1 no plano-12 é menor ou igual a uma volta e no
plano-34 é menor que uma volta, onde p = 1,2, ..., 2"

¢) A agdo do elemento x?y*~!

em onin2s1,1 no plano-12 é menor que duas voltas e no
plano-34 é menor que uma volta, onde y = 1,2, ..,2hep =1,2,...,2"7",

d) A agdo do elemento y* em S@n+1)211.1 no plano-12 e no plano-34 é menor que uma volta,
ondep=1,2,..,27" - 1.

e) A agdo do elemento xX'y* em S@n+1)21:1,1 no plano-12 é menor que duas voltas e no plano-

34 é menor que uma volta, ondey = 1,2,..,2hep =1,2,..,27 - 1.

Demonstracdo: a) A agdo do elemento x” em §n+1)2:1,1 € uma rotagao de 2'~lyg no sentindo

anti-horario no plano-12, logo

27 lye <2y, e =271 2he < Qh + 1)25 s

Como [2""!(2h + 1)]e corresponde a uma volta completa temos que a rotacdo de x” no
plano-12 € menor que uma volta.
A agdo do elemento x” em Fopr1y2:1,1 € uma rotagdo de 2"-lye no sentindo horario no

plano-34. Analogamente ao plano-12, temos que a rotagdo de x” no plano-34 é menor que
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uma volta.

b) Por (Y2) a agio de y*~! é p(2h + 1)& no sentido anti-horario no plano-12.

Tomando p maximo, ou seja, Pyax = 27"
[(2h + 1)pmax]8 = [21_1(2}1 + 1)]8

Como [2""!(2h + 1)]e corresponde a uma volta completa segue que a rotacdo de y*~! no
plano-12 € menor ou igual a uma volta.

2p—-1

Por (Y1) aacdodey € (0o — 1)(2h + 1)& no sentido anti-horério no plano-34.

Tomando p maximo, ou seja, Pyax = 2/~ temos que a rotagio de y*m=! é:
[(Omax = D)2A + D]e = [(27' = DQ2h + D]e < [27'2h + 1)]e

Como [2""1(2h + 1)]e corresponde a uma volta completa temos que a rotacio de y*~! no

plano-34 € menor que 1 volta.

%=1 no plano-12 é de [2""'y + p(2h + 1)]&, uma vez que a a¢do de

¢) A agdo do elemento x”y
y*7 1 é p(2h + 1)e e a de x” é 2"y, ambas no sentido anti-hordrio ( (Y2) e (X1)).

Tomando p e Y maximos, ou Seja, Ppax = 2/~ € Vyar = 2h temos que a rotacdo de x?ravy?Pmar=!

[N

2™ Wax + QA+ Dppaxle = 27120+ 271 Qh + D]e = 2'h + 27'Qh + 1]e

Observe que 2'h < 271(2h + 1) Assim,

2h+27'2h+ 1) <2272k + 1)

Assim, para quaisquer p € y temos,

27 + p2h + D]e < 127 max + Pmax(Rh + Dle < [2.27120 + 1)]e.

%=1 no

Como [2/7!(2h + 1)]e corresponde a uma volta completa temos que a rotagdo de x”y
plano-12 € menor que 2 voltas.

Ao aplicarmos o elemento x”y*~!, teremos uma rotacio de [-2""'y + (o — 1)(2h + 1)]e no
plano-34, uma vez que a acio de y*~! € (o — 1)(2h + 1)& no sentido anti-hordrio e a agdo de x”
é 2'~!ye no sentido hordrio no plano-34 ((Y1) e (X2)).

Tomando p m4ximo e y minimo, ou seja, Ppax = 27" € Yuin = 1 temos que a rotagio de
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7z

xymin yzpmax_ 1 e:

(=2 in + (Omax— DA+ D]e = [-27'+ 27 = 1D)Q2h+ D]e = [2'=2)h—1]e < 27 'Q2h+1)]e

20—-1

Como [2"71(2h + 1)]e corresponde a uma volta completa temos que a rotagdo de x’y*~! no

plano-34 € menor que 1 volta.

d) A acio do elemento y* em F@n+1)2:1,1 € uma rotacdo de (2h + 1)pe no sentindo anti-

horério no plano-12, logo

Qh+ Dpe < Ch+ Dppare = Qh+ 1).27" = De < Qh + 1)2" ¢

Como [2'7!(2h + 1)]e corresponde a uma volta completa, temos que a rotagdo de y* no
plano-12 € menor que uma volta.

A acdo do elemento y* em S@n+ny21,1 DO plano-34 € também uma rotacdo de (24 + 1)pe
no sentindo anti-hordrio. Analogamente ao plano-12, temos que a rotagdo de (2k + 1)pe no

plano-34 € menor que uma volta.

e) A acdo do elemento x”y* € de [y2'~! + p(2h + 1)]e no plano-12, uma vez que a rotagio
de y* é p(2h + 1) e a de x” é y2'~'g, ambas no sentido anti-hordrio ((Y3) e (X1)).

Tomando p e y maximos, ou seja, Ppax = 21 — 1 € Ymax = 2h temos que a rotacdo de
xymaxy2plrla.x é:
[Yimax2™ L + ppaxh + D]e = 2027 + 27 = DA+ D]e =
=227+ 27 2h+ D) =2k = 1le = [27'Qh + 1) + QW27 = 2k - 1)]e.

Observe que 2h2/~' < (2h + 1)2'7!. Assim,

227N —2h -1 < 2h + 1)2"7!

Assim, para quaisquer p e y temos,
V2 + ph+D]e < [Ymar2 ™ +pmar(Rh+ D]e < 27 QA+ 1)+ QA+ 1)2 e = [2Q2h+1)2" 1 e.

Como [(2h + 1).2""']& corresponde a uma volta completa temos que a rotacdo de x*y* no
plano-12 € menor que 2 voltas.
Ao agdo do elemento x'y* € de [-y2"~! + p(2h + 1)]& no plano-34, uma vez que a rotagio

de y* é p(2h + 1)& no sentido anti-horério e a acdo de x” é y2'~'& no sentido hordrio ((Y4) e
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(X2)).
Tomando p maximo e y minimo, ou Seja, Py = 271 — 1 € Ypin = 1 temos que a rotacao de

x’)’min yzpmax é:

[~Ymin2 ™"+ a2l + D]e = [-27 + 27 = DA+ 1)]e =
=27'Qh+ D - Ch+ 1D -2"e=2"'Qh+ 1) = (Qh + D) + 27 H]e < 27 QA + D]e

Como [(2h + 1)27']e corresponde a uma volta completa temos que a rotacdo de x’y* no

plano-34 € menor que 1 volta. O

Proposicao 2.2.8. Ndo existe intersec¢do da agdo dos elementos de Dop.1) 2 sobre Fopr1) 21,1
com a regido original, ou seja,

a) Int(xX Fansn2m1) N Int(Fonen2m11) = D, ondey = 1,2, ..., 2h.

b) Int(y* ' Foniny2n1.1) N Int(Fensy21.1) = @, ondep =1,2,...,27".

c) Int(x7y2p‘13(2h+1)2:;1,1) N Int(Fonsy2e11) =@, ondey =1,2,...,2hep =1,2,.., 21

d) Int(y* Fone1)2:1,1) O Int(Fneny211) = @, onde p =1,2,..,271 - 1.

e) Int(xX'y* Fonsyara1) N InH(Fonsyonn) = @, ondey = 1,2,..,2hep =1,2,..,27" = 1.

Demonstragdo: a) Analisemos os casos em que ocorrem interseccao no plano-12 da regido
Int(x”F2n+1y21,1) com o plano-12 da regido Int(Fons1y2:1,1). A rotagdo do elemento x” €
2'-lye. Lembremos que o arco que estd no plano-12 possui comprimento 2/">¢ e pelo item
a) da proposicao 2.2.7, existe uma unica possibilidade para haver interseccao.

1°)2"'y =6,onde 6 =1,2,..,272 - 1.

Assim, L

v= g S = e <
Portanto, v ndo € inteiro, e como nao ha interseccdo intersec¢do no plano-12, segue que

Int(X” Fan+1)21,1) N Int(Faney21,1) = 0

b) Analisemos os casos em que ocorrem intersec¢do no plano-12 da regido Int(y*" Fnena:1)
com o plano-12 da regido Int(Fons1)2r:1.1)- A rotagdo do elemento y*~! € (2h + 1)pe. Lembre-

20—-1

mos que o arco que estd no plano-12 apds a agcdao de y*~" possui comprimento (24 + 1)g, logo

existe uma unica possibilidade para haver interseccao.

1°) 2h+ 1)p=6,onde 0 =1,2,...,2h + 2.
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Analisemos os casos em que ocorrem intersec¢do no plano-34 da regido Int(y* ™' Fons1).21:1.1)
com o plano-34 da regido Int(Fon+1)2:1,1)- A rotagdo do elemento y*7 1 ¢ (2h+1)(p—1)e. Lem-

2r=1 possui comprimento 2'~2g, logo

bremos que o arco que estd no plano-34 apds a acdo de y
existem 2 possibilidades para haver intersec¢do, as quais denotaremos por segundo e terceiro

caso.
2°)Qh+ 1)(p—1)=—-6,0onde ¥ =1,2,...,2h + 2.
3)2h+ D(—-1)=2""Qh+1)—6,onde ¢ =1,2,..,2h + 2.

Note que as trés possibilidades sado possiveis, pois pelo item a) da proposi¢do 2.2.7, a rotagao

do elemento y*~!

no plano-12 € menor ou igual a uma volta e no plano-34 é menor que uma
volta.
Lembramos que para ocorrer intersec¢do entre a regido original e sua imagem pela acdo

do elemento y*~!

deve haver intersec¢do nos dois arcos do curved join, ou seja, tanto no arco
do plano-12 como no arco do plano-34, exceto pelos pontos do bordo do arco, logo devemos
provar que ndo € possivel encontrar p inteiro que satisfaca ao mesmo tempo as equagdes 1° e

2°,0u 1° e 3°.
Analisemos os casos 1° e 2°:

Suponhamos que exista intersec¢ao no plano-12 (caso 1°) e no plano-34 (caso 2°) a0 mesmo

tempo, ou seja, devem existir p inteiro que satisfaca o sistema abaixo:

Qh+1)p=6
Qh+1Dp-1)=-6
0

Na primeira equagao, temos p = D)
Como 8 = 1,2,...,2h+2, segue que a Unica possibilidade de p ser inteiro € termos 6 = 2h+1.
Assim, p =1

Na segunda equagdo temos

q

g
Qh+1)

Qh+Dp-1)=-60 e Qh+1)p=2hh+1-6 = p=1-

Logo, como 6§ = 1,2, ...,2h + 2, segue que a tnica possibilidade de p ser inteiro e termos

0 =2h+1,0u seja, p = 0.
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Portanto, ndo existe p inteiro que satisfaca as duas equagdes.

Analisemos os casos 1° e 3°:

Suponhamos que exista intersec¢ao no plano-12 (caso 1°) e no plano-34 (caso 3°) a0 mesmo

tempo, ou seja, devem existir p inteiro que satisfaga o sistema abaixo:

Qh+1)p=6
Qh+D-1)=2"1Qh+1)—§

Como vimos na primeira equagao do caso anterior, temos p = 1.
Na segunda equacdo, temos

q

Qh+1)(p-1) = 27'2h+1)-0 & Qh+1)p = 2h+1+2"7'2h+1)-60 = p = 1+2f—1—m.
Logo, como 6 = 1,2, ...,2h + 2, segue que a tnica possibilidade de p ser inteiro é termos
6 =2h+1,o0useja, p =2"".

Portanto, ndo existe p inteiro que satisfaca as duas equagdes.

c) Analisemos o0s casos em que ocorrem interseccdo no plano-12 da regido

Int(nyz‘D_l 8’(2;1_'_ 1).2t;1’1) como plano- 12da regiéo Il’lt(g’(zm_ 1).24:1,1 ) A rotagﬁo do elemento ny2p_l

é [2"'y+(2h+1)p]e. Lembremos que o arco que estd no plano-12 apés a a¢io de x?y*~! possui

comprimento (24 + 1)e, logo existem 2 possibilidades para haver intersec¢ao.
1°) 2y + 2h+ 1)p =0, onde 0 = 1,2, ..., 2h + 2.
2°) 2y + 2h+ 1)p =2"'2h + 1) -0, onde # = 1,2, ..., 2h + 2.

Analisemos o0s casos em que ocorrem interseccdo no plano-34 da regido

Int(x*y** "' Fans1)21.1) com o plano-34 da regido Inf(Fnr1)2:1.1)- A rotagdo do elemento x?y> !

é [-2"" 'y +(2h+1)(p—1)]e. Lembremos que o arco que estd no plano-34 ap6s a ag¢io de x7y*~!
possui comprimento 2/ g, logo existem 2 possibilidades para haver intersec¢o, as quais deno-

taremos por terceiro e quarto caso.

3°) 2"y + Qh+1)(p—1)=—-6,0onde § =1,2,....2h + 2.
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4°) 2y + Qh+ D(p-1)=2"'"2h+1) -6 ,0onde 6 =1,2,....2h + 2.

Note que as quatro possibilidades sdo possiveis, pois pelo item b) da proposi¢do 2.2.7, a

20-1

rotacdo do elemento x”y*~" no plano-12 e no plano-34 € menor que 2 e 1 volta, respectivamente.

Novamente, lembramos que para ocorrer interseccdo entre a regido original € sua imagem

2p—1

pela acdo do elemento x”y deve haver interseccdo nos dois arcos do curved join, ou seja,

tanto no arco do plano-12 como no arco do plano-34, exceto pelos pontos do bordo do arco,
logo devemos provar que ndo € possivel encontrar y e p inteiros que satisfagam ao mesmo

tempo as equacodes 1° e 3°, ou 1° e 4°, ou 2° € 3°, ou 2° e 4°.

Analisemos os casos 1° e 3°:

Suponhamos que exista intersec¢ao no plano-12 (caso 1°) e no plano-34 (caso 3°) a0 mesmo

tempo, ou seja, devem existir p e y inteiros que satisfacam o sistema abaixo:

271y + Qh+ 1)p =6
2 ly+ Qh+ Dp-1) = —

Cancelando 2"17, ficamos com

2Qh+Dp-Rh+1)=60-6

_L 0-¢
Py 20n+ 1)

Calculemos v:

27y + Qh+1)p =6

-6
7+(2h+1)[2 —2(2h+1)] 9

2[_1y —g— (2h + 1) [9 0 ]
L

2

yly - Qh+ 1) ¢
2 2732

Qh+1) 6+6
Ty T

i) Suponhamos 6 = 6.
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1 .
Neste caso, p = 5 Dessa forma, p ndo € um nimero inteiro.

ii) Suponhamos 6 # 6.
Tomando 6,,,, =2h+2e6 =1 temos

06 _Onax=0y 2h+2-1 1

min __

20h+1) = 22h+1)  2Q2h+1) 2

Agora, tomando 6,,;,, = 1 e §, . = 2h + 2 obtemos

0—6 Opin — 0. 1-2h-2 1
> — —

max

2Qh+1) = 2Qh+1)  2Qh+1) 2

Assim, segue que
1 -6 1
——<——— <.
2 2h+1) " 2

Analisando p temos 0 < p < 1.

Dessa forma, a unica possibilidade € p = 1 (6,4, € o

min

) entdo

(2h+1)+ 1+2h+2

2! 2!
B 2h—-1+1+2h+2
B 1
Y=5a

Logo, ¥ ndo é um nimero inteiro para qualquer # > 1.

Analisemos os casos 1° e 4°:

Suponhamos que exista intersec¢do no plano-12 (caso 1°) e no plano-34 (caso 4°) a0 mesmo

tempo, ou seja, devem existir p e y inteiros que satisfacam o sistema abaixo:

2y + 2h+ 1)p =6
2" ly+ Qh+ Dp-1)=2"1Qh+ 1) -

Cancelando 2!y, obtemos

22h+ Dp—Rh+ 1) =2"'Qh+ 1)+ 6 -6

22h+ Dp=2""+ D2h+1)+6—-6
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_27 4t 0-6
2 22h+ 1)

ol

Calculemos vy:

27y + Qh+1)p =6

Q7'+ 1) 0—-6 ]:

-1 2h+ 1
v+ Ch+ D] T22h+

. @7+ 0—6
2 y—Q—T(2h+1)—[—]
_ Q-1+ 1) 0 6
27y = — —CQh+ D)+ + =
Y > ( ) 5t 3
7'+ 6+40
y:—T(2h+ 1)+ T
i) Suponhamos 6 = 4.
Q7'+ 1)
Obtemos neste caso, p = — Assim, p ndo é um nimero inteiro.

ii) Suponhamos 6 # 6'.

Analogamente ao que foi feito nos casos 1° e 3°, ficamos com

0—6

Lo 026 1
2 202h+ 1) "2

Analisando p temos 22 < p < 22 + 1.

Agora, se p =22 (Oin € 0 JOUP =22+ 1 (Bar € 6, ) entdo
Q2 '+ 1) 1+2h+2
y=- e e
2h =214 2
1 1
Y = —h - 5 - F

Logo, ¥ ndo é um nimero inteiro qualquer que seja i > 1.

Analisemos os casos 2° e 3°:

Suponhamos que exista interseccao no plano-12 (caso 2°) e no plano-34 (caso 3°) a0 mesmo

tempo, ou seja, devem existir p e y inteiros que satisfagcam o sistema abaixo:
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27y + Qh+ 1)p =2"12h+ 1)+ 6
2"y + Qh+ D -1)=-6

Cancelando 2"y, temos

22h+ p-QRh+1)=2""2h+ 1) +0-6

22h+ Dp ="'+ DRh+ 1) +6—-6

Q271 +1) -6
p= + .
2 2Qh+ 1)

Calculemos v:

27y 4+ Qh+ Dp=2""'Qh+ 1)+ 6

Q2 '+ 1) . -6
2 20h + 1

t—1 _n
e +D +1)(2h+1)—[¥]

27y +@2h+1)| )] =27'Qh+1)+6

27y =271 2h+ 1) + 6 -

_ Q7' -1)
2t 1 —
4 2

6 6
2h+ 1D+ =+ <
( )H5+ 3

2~ -1) 0+6

Y= > (2h+1)+T.

i) Suponhamos 6 = 4.
Q'+ 1)

Neste caso temos p = 5

, ou seja, p nao € um nimero inteiro.

ii) Suponhamos 6 # 6.
De maneira andloga ao que foi feito nos casos 1° e 3°, obtemos

1 -6
<

—_,< <
2 20h+ 1) "

1
X

Dessa forma, analisando p temos 22 < p <272 + 1.

Agora, se p =22 (Oin € 0 JOUP =272+ 1 (Oar € 6, ) entdo
2t -1 1+2h+2
y= T D
1 1
vy=h+ -+

2 -l
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Logo, ¥ ndo é um nimero inteiro para qualquer z > 1.

Analisemos os casos 2° e 4°:

Suponhamos que exista intersec¢ao no plano-12 (caso 2°) e no plano-34 (caso 4°) a0 mesmo

tempo, ou seja, devem existir p e y inteiros que satisfagcam o sistema abaixo:
25y + Qh+ Dp =27'Q2h+ 1) + 6
27y + Qh+D(p-1)=2"12h+ 1) - ¢

Cancelando 2/~!y, temos

22h+ Dp-Ch+1)=2Qh+1)+0-6

22h+ p=Q + DRh+1)+6 -6

_ (2'+1)Jr 0—6
2 2Qh+ 1)

Agora, calculemos y:

27"y Qh+ Dp=2"12h+ 1) + 6
2"+ 1) -6

27y + 2h+ 1 =2"'2h +1

v+ (2h+ )[ > +2(2h+1)] 2h+1)+06
2+ 1 0-6

2’_1y:2’_1(2h+1)+9—( ; )(2h+1)—[T]

q

1 6 6
27y = ——Qh+ D)+ = + =
Y 2( ) )

h+1) 6+6
T T

i) Suponhamos 6 = 6.
2'+1)

Analisando p obtemos, p = , ou seja, p nao € um nimero inteiro.

ii) Suponhamos 6 # 6.

De modo andlogo ao que foi feito nos casos 1° e 3°, ficamos com
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Assim, analisando p temos 2""! < p <271 + 1.

Agora, se p = 2" (Oin € 0 JOUP =27+ 1 (Br € 6, ) entdo
1 14+2h+2
y=-5@he D+ =
_ 2h-1+4+1+2h+2
Y = Y
1
’)/:h+F.

Dessa forma, y ndo é um nimero inteiro qualquer que seja & > 1.

d) Analisemos quando ocorre intersec¢io no plano-34 da regido Int(yzf"f‘;(z,,ﬂ).zz;u) com o
plano-34 da regido Int(Fn+1)2:1.1)- A rotagdo do elemento y* é (2h + 1)pe. Lembremos que
0 arco que estd no plano-34 possui comprimento (24 + 1)e e pelo item d) da proposicao 2.2.7,

existe uma Unica possibilidade para haver intersec¢ao.

1°) 2h+ 1)p = (2h + 1)2"' — 6, onde 6 = 1,2, ..., 2h.

6
2h+1°
Uma vez que 6 = 1,2, ...,2h e temos que 0 <

Assim, p = 27! -

2
< 1, segue que p ndo € inteiro, € como
2h+ 1 siedier
ndo hd intersecgdo intersec¢do no plano-34, segue que Int(yY* Fon1y21.1) N It Faneny211) = 0

e) Analisemos os casos em que ocorre intersec¢do no plano-12 da regiao Int(x"y* Fn+1)2:1.1)
com o plano-12 da regido Int(Fop+1)2:1.1). A rotagdo do elemento Xy é 27y + 2h + 1)ple.
Lembremos que o arco do plano-12 possui comprimento 2/~2g, logo existem 2 possibilidades

para haver interseccao.
1°)27y + 2h+ 1)p=6,0onde 0 = 1,2,...,2"> — 1.
2°)27 Yy + 2h+ 1)p=2"'2h +1) -6, 0onde 6 = 1,2,...,2"7> — 1.
Note que o primeiro caso ndo possui solucao, ja que y e p sdo inteiros positivos, entretanto

pelo item e) da proposi¢do 2.2.7 temos que a rotagdo x”y* é menor que 2 voltas, ou seja, pode

ocorrer que a rotacao ultrapasse 1 volta inteira, assim podemos reescrever o primeiro caso como:
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1) 27y + 2h+ Dp = 27" 2k + 1) + 6,0nde 6 = 1,2,...,2"7 — 1.

O segundo caso € possivel, logo nao é necessario nenhum ajuste.

Analisemos os casos em que ocorre intersec¢do no plano-34 da regido Int(x?y* Sn+1)2:1.1)
com o plano-34 da regido Int(Fani121.1)- A rotagdo do elemento x7y* é [-21y + 2h + 1)p]e.
Lembremos que o arco do plano-34 possui comprimento (2 + 1)e, logo existem 4 possibili-

dades para haver intersec¢ao, as quais denotaremos por terceiro, quarto e quinto caso.
3°) 2"y + 2h+ 1)p = -0, onde § = 1,2, ...,2h.
4°) 2y + Qh+ Dp =2"'Qh+1)-6,onde ¥ =1,2,...,2h.
5°) 2"y + 2h+ 1)p=6,onde 6 = 1,2,...,2h.

Note que as trés possibilidades sdo possiveis, pois pelo item e) da proposic¢ao 2.2.7 a rotacao
do elemento x”y* no plano-34 é menor que 1 volta.

Novamente, lembramos que para ocorrer interseccao entre a regido fundamental e sua im-
agem pela acdo do elemento x”y* deve haver intersec¢do nos dois arcos do curved join, ou seja,
tanto no arco do plano-12 como no arco do plano-34, exceto pelos pontos do bordo do arco,
logo devemos provar que ndo € possivel ocorrer a0 mesmo tempo o caso 1° e 3°, ou 1° e 4°, ou

1°e5° 0u2°e3° ou2’ed® ou2®ebs°.

Primeiramente analisemos o caso 1° e 3°:

Suponhamos que exista interseccao no plano-12 (caso 1°) e no plano-34 (caso 3°) a0 mesmo

tempo, ou seja, deve existir p € y inteiros que satisfagam o sistema abaixo:
25y + Qh+ Dp =27'R2h+ 1) + 6
~27ly + 2h+ 1)p =6

Cancelando 2/~!y, temos

22h+ Dp=2"'2h+1)+60-6

_27'Qh+ 1)+ 06
B 2Qh + 1)
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Calculemos vy:
2"y + Qh+ Dp=—-6

27'2h+ 1) +60-6
22h + 1)

—27ly + 20+ 1) |=-¢

27y =0 = 2722h+ 1) -2 + 427!

0 +272Qh+ D +27(0-6)
- 2i-1 :

Multiplicando o numerador e o denominador por 2 temos:

Y

200 +27'2h+ 1)+ 60— 6
’)/:

2t
0 +27'Qh+ 1)+ 0
=h+ =+ 0 + 0
L T
i) Suponhamos 6 = 6.
Analisemos vy:
6 6 1 26
—ht—F —F—=h+ —+ —
yERTR T Ty 2"
Note que
26 0 Opae 272-1 272 1
— = < = < = —,
2t -1 211 2t-1 -1 2
Assim,
1 26 1 1
h<h+-+4+—<h+-+=-=h+1,
ATty ST

ou seja, h <y < h+ 1, logo y ndo inteiro, o que é um absurdo.

ii) Suponhamos h <23 e @ # 6.
Analisemos y:
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=h+ =+ ﬂ + 9
L I T
Note que
0  Opax 272-1 272 1
— < = < = —
2! 2! 2! 20 4

Como h < 273 entdo

0 6 20 h27% 23
E < T ot T 9l -1 22913 ~ 4
Assim,
1 6 6 1 1
h<h+-+—+—<h+-+-+-—-=h+1,
DR I TR TR SR

ou seja, h <y < h+ 1, logo y ndo inteiro, o que é um absurdo.

iii) Suponhamos & > 23 e 6 # 6.

Analisemos p:

_ 27T Qh+ D +0-6 2, -6
22h+ 1) 2h+ 1)

Tomando 6,,,, =2 —1e@ . =1 obtemos

q

0—6 <9,W—9 . 277-1-1 227-1)

min

2Qh+1) ~ 22h+1)  2Qh+1)  2Qh+1)°

Observe que
2h+1>h>273>273-1,
0—6

22h + 1)
Considerando 6,,;, = 1 e 6, = 2h, temos

ou seja, —————

_—2(2h+1)<—(2h—1) 1-2h em,»,l—e;mx< 0—-6
 2h+1) 2h+1)  2Qh+1)  2Qh+1) T 22h+1)

0—6

Assim, -1 < —— < 1, consequentemente, p = 272 4 — ——  nido é inteiro.

2Qh+1) 2R+ 1)

Analisemos o caso 1° e 4°:
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Suponhamos que exista intersec¢do no plano-12 (caso 1°) e no plano-34 (caso 4°) ao mesmo

tempo, ou seja, deve existir p € y inteiros que satisfacam o sistema abaixo:

2-ly + Qh+ Dp=2"12h+ 1)+ 6
2y + Qh+ Dp=2"1Qh+ 1) - ¢

Cancelando 2/"'y, temos

22h+ D =2'Qh+ 1) +60-6

_2Qh+1)+0-6
B 2Qh+1)

Calculemos vy:
2"y + Qh+ Dp =2""1Ch+ 1) -6

2Qh+1)+6-46
22h + 1)

—QHy+Qh+D[ ]:f*@h+n—é

2y =271 Qh+ 1) -6 — 27\ h+ - 627 + 627

EPRCELD
- 2i-1 :

Multiplicando o numerador e o denominador por 2, obtemos:

Y

_20+6-46
0 +0
i)Suponhamos 6 = 6.
Analisemos v:
g 6 26
YERty T o

Note que

26 0 Opax  2072-1 272

1
D e s Yo B Y | < -1 " o
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. 1 R .
Lembrando que 6 € positivo, temos 0 < y < > logo ¥ ndo € inteiro, o que é um absurdo.

ii) Suponhamos h <23 e @ # 6.

Analisemos vy:

Note que

Como h < 273 entdo

Assim,
0,9
2 2

/ P 1 s’ . 7
Lembrando que 8 e € sdo positivos, temos 0 < y < 3 logo y ndo € inteiro, o que é um

absurdo.

iii) Suponhamos h > 2" 3 e 6 # 4.

Analisemos p:

_2’(2h+1)+0—9'_2t_1+ -6
B 2Qh + 1) B 2Qh+ 1)

Tomando 6,,,, =22 —-1ef

in = 1 temos

6-6 Onax = 0, 272—1-1 20273 -1)

2Qh+1) ~ 2Qh+1)  22h+1)  2Qh+1)"

Observe que
2h+1>h>27>27 -1,

ou seja 6-6 <1
u , ——
™50+ 1

Considerando 6,,;,, = 1 € 4, . = 2h temos

q

[ _2@hx ) —@h=1)  1=2h i O _ 0-6

max

20h+ 1) 2Qh+1) 20h+ D) 2Qh+1) S 22h+ D)
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< & < 1, consequentemente, p = 2! + 6_—0 nao € inteiro
20h+ 1) o P ‘

Assim, —1
ssim 2020+ 1)

Analisemos o caso 1° e 5°:

Suponhamos que exista intersec¢ao no plano-12 (caso 1°) e no plano-34 (caso 5°) a0 mesmo

tempo, ou seja, deve existir p € y inteiros que satisfacam o sistema abaixo:

25y + Qh+ Dp =27'R2h+ 1) + 6
2y + Qh+ p =6

Cancelando 2"y, temos

22h+ Dp =2"'2h+ 1) +0+6

_27'Qh+ 1)+ 0+ 6
B 2Qh + 1)

Calculemos vy:
2"y + Qh+1p=6

25'Qh+ )+ 0+ 6
2h+ 1)

/

—27ly + 20+ 1) =0

2y = - 22Qh+ 1) -2 — 427!

=0 +270+60)+ 27220+ 1)
- 2i-1 :

Multiplicando o numerador e o denominador por 2 temos:

Y

20040460 +27'2h+ 1)

-0 +0+27'2h+1)
1 6 @6
y=h+--=—+—=

B 2 2t
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i) Suponhamos h < 22,

Analisemos y:

Tomando 6, = 1€ O, =272 — 1

0 60 Opox 0, 272-1-1 22
< — -2 = <

1
20 20T 2 20 T 2 4

Considerando 9;”“ =2he8,, =1, temos

L_ =22 —h _2h 241 Gy G _ O O

- = < = < B Sy
2 2[—1 21‘—1 2[ 2t 2t 2t 2[ 2t
1 0 6 1 , . ,
Portanto, ) < Ty < T ouseja, h <y < h+ 1, logo y ndo inteiro, o que € um absurdo.

ii) Suponhamos h > 272,

Analisemos p:

_27'Qh+ D+ (0+6) NN 0+6
B 2k + 1) B 2h+ 1)

Tomando 6, = 2h € 0, = 22 — 1, obtemos

0+6 Oar + 6.
<

max __

272_142h 227 +h-1)
20h+1) = 22h+1)  2Qh+1)  202h+ 1)

Observe que

1
h22"2>2t‘3(=>2h>2t‘3+h(=>2h+1>2h>2t‘3+h>2"3+h—§,

ou seja,

0+6 Omax + 6,
< <1
2Qh+1) ~ 2Q2h+1)

Considerando 9;%1.” =1leéb,;, =1, temos

1 2 Ountb,,  O+6

0 = = .
< 2h+1  2.2h+1) 2Q2h+1)  22h+1)
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q

0+6
Portanto, 0 < m < 1,o0useja, p = 212 4 m ndo € inteiro.

Analisemos o caso 2° e 3°:

Suponhamos que exista intersec¢ao no plano-12 (caso 2°) e no plano-34 (caso 3°) a0 mesmo

tempo, ou seja, deve existir p € y inteiros que satisfacam o sistema abaixo:

2-ly + Qh+ Dp=2"12h+ 1) -6
2y + Qh+ 1)p = -6

Cancelando 2"y, temos

22h+ Dp=2"'2h+1)-0-46

_27'2h+ 1) - (0+6)
- 2Qh + 1) '

Calculemos vy:
2"y + Qh+ Dp =6

27'2h+1)-0-6
22h + 1)

/

—27ly+ 2h+ 1) |=-0

2y =0 —272Qh+ )+ 027 + 927!

_ 0 + 2t_2(2h +1)— 2_1(9 + 0')
- 2i-1 :

Multiplicando o numerador e o denominador por 2 temos:

Y

20 +27'2h+ D) -0+ 6)
0 +27'Qh+1)-06




2.2 Regido Fundamental para a a¢do de Dp1y2 em S 3

67

i) Suponhamos h < 22,
Analisemos y:
1 6 0
=h+-+=--=.
y 2y
Considerando 6, = 2h e 6,,;,, = 1, obtemos
¢ 6 6., 6w 2n—1 2n h 272
< - = < == < —
21‘ 21‘ 2t 21‘ 2t 21‘ 2t—1 2t—l

Tomando 6, =1 € 6,5, = 27> — 1, temos

| —

I_-27 2742 1-Q7-1) Onin _ Onax _ 8 _ 6
47 2 2 2 2t T2 2r
Dessa forma, —1 < g - g < l

4 720 202

Assim, h <y < h + 1, logo vy ndo inteiro, o que é um absurdo.

ii) Suponhamos 4 > 2/72.

Analisemos p:
_27'@h+ ) -0+ 6) _ si2_ 0+ 6
2Qh+ 1) 2Qh+ 1)
Tomando 6, = 2h € 6., = 22 — 1, temos
046 Onart by 22— 1+20 207 +h- 3)
2Qh+1) ~ 2h+1)  22h+1)  202h+1)
Note que
1
h>272>027 <=>2h>2'-3+h<=>2h+1>2h>2f—3+h>2’-3+h—5,

ou seja,

max

22h+1)  22h+1)

0+6 Oar + 6.
<

Considerando 6, ., = 1€ 6, = 1, temos

1 2 gmi” + 9;111'11 0+ 9,

O i~ 2hsD - 22ht)) S 20h+ D)
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q

0+6
Portanto, 0 < m < 1,o0useja, p = 212 _ m ndo € inteiro.

Analisemos o caso 2° e 4°:

Suponhamos que exista intersec¢ao no plano-12 (caso 2°) e no plano-34 (caso 4°) a0 mesmo

tempo, ou seja, deve existir p € y inteiros que satisfacam o sistema abaixo:

2-ly + Qh+ Dp=2"12h+ 1) -0
2y + Qh+ Dp=2"12h+ 1) - ¢

Cancelando 2"y, temos

22h+ Dp=2'Qh+1)-60-6

_2Qh+ 1) —(0+6)
B 2Qh + 1) '

Calculemos vy:
2"y + Qh+ Dp =2""1Ch+ 1) -6

2Qh+1)—-6-4¢
22h + 1)

“27ly + @h+ 1) |=2""en+1)-4

2y =27 Qh+ 1) -6 27 h+ D+ 627 + 627

0 -2710+86)
2t-1 '

Multiplicando o numerador e o denominador por 2 temos:

")/:

20 —(0+6)
’y:—

i) Suponhamos A < 272,

Analisemos vy:
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Tomando 6, = 2h € 6,,;, = 1, temos

g 0 B Opax  Owin 2h—1 2h h 272

1
= < — = < — = —,
21‘ 21‘ 2t 21‘ 2t 21‘ 21‘—1 2t—1 2
Agora, considerando H;m.n =1e68,, =2"2—1, obtemos
L_ 27 2742 1-Q7-1) Onin _ Onax _ 8 _ 6
4 2 20 2! I T T

1 1
Portanto, ~2 <y < =

> logo a tunica possibilidade para y ser inteiro € y = 0, mas y =
1,2,...,2h, logo é um absurdo.

ii) Suponhamos A > 22,

Analisemos p:

_2Qh+1)-(0+6)
B 2k + 1) a

Considerando 6, = 2h € 6,,,. = 22 — 1, obtemos

o 0+ o
2Qh+ 1)

0+6 - Onax + Oy 22— 1+2h 227 +h—73)

2h+1) ~ 2Qh+1)  2Q2h+1) 22h + 1)

Note que

1
hzzf-2>2f-3(=>2h>2’-3+h<=>2h+1>2h>2’—3+h>2’-3+h—5,
ou seja,

0+6 Oar + 0.
<

max

2h+1) — 2Q2h+1)
Tomando O;nm =1ed,;, =1, temos

N _Onint 6y, 0+6
2h+1 2.2h+1) 2Qh+1) ~ 2Qh+1)
0+6 0+6
Portanto, 0 <

Z(T-I-l) <1, ouseja, p=2"" - m ndo é inteiro.

Analisemos o caso 2° e 5°:
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Suponhamos que exista intersec¢ao no plano-12 (caso 2°) e no plano-34 (caso 5°) a0 mesmo

tempo, ou seja, deve existir p e y inteiros que satisfacam o sistema abaixo:
27y + Qh+ 1)p=2"12h+1)-6
2"y L Qh+1)p =6

Cancelando 2"y, temos

22h+ Dp =2"'Qh+1)-0+6

_27'Qh+ ) -0+6
B 2Qh + 1)

Calculemos vy:
27y + Qh+Dp =6

2712h+1)-0+6
20h + 1)

=27y + 2h+ 1) |=¢

27y =6 - 2722h+ 1)+ 627 — 927!

=0 +2722h+ D)+ 2710 - 0)
- 2i-1 :

Multiplicando o numerador e o denominador por 2 temos:

Y

200 4+27'Qh+ D) -0+ 6

Y

2t
3 -6 +27'2h+1)-0
1 ¢ 0
=h+=-—-——-—=
7 272
i) Suponhamos 6 = 6.
Analisemos vy:
1 6 6 1 26
’y:h+————_—h P

=h+ .
2 202 2 2
Note que
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26 0 Opax 20721 272 1
— = < = < = —,
2t 201 = 21-1 2t-1 -1 2
: 10 _ . .
Logoh<y<h+1,assimy =h+ TS nao € inteiro.

ii) Suponhamos 7 <23 e # 6.

6 6
Consideremos % + TR
Veja que

Como h < 273 entdo

Assim,
0 .
2

) . 6 1 1 )
Lembrando que 8 e € sdo positivos temos 0 < > + > < 7 logoh<y<h+ > ou seja, y
nao € inteiro, o que ¢ um absurdo.
iii) Suponhamos & > 23 e 6 # 6.

Analisemos p:

27N 2h+ ) -0+6 -2, 0 -0
B 2h + 1) - 2Qh+ 1)

Tomando 6,,,, = 1 e §,,. = 2h, temos

max

0 =6 O = Onin _ 201 _20h—3 3
2Qh+1) ~ 2h+1)  2Qh+1) 202h+1)

Considerando 6,,,, =22 —1e 0;,”.” = 1 temos

_ 20kt ) 2= 21-h) _2(1-27)

22k + 1) < 2Qh+1) 2Qh+1)~ 2Qh+1)
1-@272-1) 6~ O B 0 -6
 2Qh+1) 2Qh+1) T 2Qh+1)
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q

0 —
<—
22h + 1)

-6 . .
< 1, consequentemente, p = 272 4 ——~_ ndo é inteiro . O

Assim, —1
ssim 2020+ 1)

Demonstracao do Teorema 2.2.6:

2h+1

Seja Doy = X,y | ¥ =y% = 1,yxy™! = x7!), com h > 1et> 3 o grupo metaciclico

de ordem (24 + 1).2". Considerando a representagdo k = 1 = [, temos que a regido Fon+1)21:1.1 €

2
uma regiao fundamental para a acdo de D cem S>3, ondee = ———.
g para a ag @132 Qh+ 1).2-1
'zk. ________ ® (2htl)e
" -;2 -;4 .........
O volume da regido Fon+1)211,1 €
2172 2h + 1 1
V53,

Qh+ 1271 2k + 1).21! V52 = Qh+ 1).2°
ou seja, a regido considerada cobrird toda a S°3.
Pela proposicdo 2.2.8, ndo haverd intersec¢do da agdo dos elementos de D ;41) 2 sobre
Sn+1)2:1,1 € aregido original.

Portanto, a regido §opr1)21:1,1, € uma regido fundamental para a agdo de Dp1) 2 em S 3o

Agora, exemplificaremos a relagdo que queremos demonstrar no proximo lema:

Exemplo 2.2.9. Considere a regido ¥,4.13 representada abaixo:

Segue abaixo a acdo de todos os elementos de D3 g com representacdok =1 el = 3.
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e, €,
..... o...., JRTrY e
- e, - ..,
-€¢ : € -e3°:: }es
. "._. 3
TP ’%,\—/
-e, Acao de x -e,
e, e,
e @ ...,
o .., 0 ..

s . s .
e e, -es e,
-, )
e o
-€, Agdo dey €,

e, e,
- o...., - - ..., ..
-e, se,  -es ‘e,
I,
..... ...--". 5 ) .'~--.....--
-€, Agdo de x'y -e,
e, e,
@ e o-...,
- ‘. - ‘.
® . ®
X e, - e,

o
L)
]
0
§
o

e, e,
@,
r e
/—\ . o y
-e,é é€, €4 ¢e,
° N P .
e ® \_ ...... o
-6, Aciodex’y’  -e,
e, e,
_____ ......‘

/ . /—\ "o
-e, se, -eg ‘e,
. ¢ » é
... P ... P

e, e,
. ,\ ..... LN,

s o °
e e, -e e,
., o “e., o
B @

-€, Acido de x° -,

e, €,

s . s °
'e1’. ’ €, 'es':: *€,
. é . o
., o ., o
B P
€, Acaodexy €4
e, e,

/— ..... .. I -
! e . )
'e1'. ’ €, € €,
Y . ®
Te..... @ o g '.'. .....
-€, Acdo dey -€,
e, e,
@,
- . /‘\

s s "
e e, -es e,
Y Ky .

.. o ., o
et B P
-, Agio de Xy’ ~€s

e, e,
..... o-.... JUCEY TV
~ - ~ e,
'eﬁ: €, 'e3':: €,
Ky .
. .‘ “e. o
S L S P
€, Acdo de xy €,
e, e,
e @, ®-...
- . P
. . Y
e e, -es e,
» . o
.-,. ..... - ° o ."...
-€, Acdo dey -e,
e, e,
@ e o.....
- - ~ -
. O .
’ €, 'e3':: €
Y é S

-e, Aciode x’y*  -€,
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eZ e4 ez e4
----- - JUCEY THU JUEeY SRee JUUCEY TV
0" .a". ...'. - .
. p \ § . . .
-€ *€, 'es‘:: A —616; ;91 € *€;
L] () » . P . ® )
®...ou® ®.....qu® \/ ; — e’
-e, Agdo dey -e, -e, Acdo de xy -e,
e, e, e, e,
..... e.-..., JRUTTY TP JOTTY THON
- . .., . .. .

: / K s ) .
€2 €, € ;es 'e1é; s, -€4 *€,
® 0 o '0,' ; ® .

.. .. ) .. o ", _/ ... .
et . ) s @t . e @aret
-e, Acdo de X'y -€, -e, Acdo dey -e,

e, e, e, e,
......... e...., @i, JUCEY TRV
'.'. \ ™ - e .'.. '.."

s . s E 4 *
e e, -egs e, -e, te, -eg e,
L] 'y ® ¢ B ..
e....0n® . ©e @ ® e ® i 6\_/
-, Acdo de xy = -e, Acdo de X'y -€,

e, e, e, e,
.......... ®-..., JRCTY THN JORCLL JLTNN
- K4 .. g - Rt -

e ] 0, L} L4
-e¢ e, -8 8 e, -e, ée, -84 ¢e,
L] ) L} ; ) g
O ® 7 “e..... ./ ... u® ...

-e, Agaodey -, -8, Acdo de xy -€,

62 e4

e @, e
e - '\
s ® s 3

-€, Aciode X’y  -€

A regido $a.13 corresponde a y2824;1,1 no plano-12 e a ¥a4.11 no plano-34, ou seja,
T3 = y2$24;1,1 NZ % Foara N2y Veja as agoes dos elementos de D3g em §ra:11 na
pdgina 30.

Dessa forma, temos a tabela abaixo, que pode ser verificada comparando os desenhos das
agoes de todos os elementos de D3 g em §24.1.1 Visto anteriormente (pdgina 30), e as figuras das

agoes de D3 g em &4 3 acima.
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Plano-12 | Plano-34 Acdo
V8211 24:1.1 1d&24,13
xy2$z4;1,1 x3§24;1,1 Xi§24;1,3
x2y2 824:1.1 x? 824:1.1 x? 824:13
Y a1 YV &a4:1.1 Y&2u:13
xy5 Fo4:11 )Q’3 Fo4:11 XyE24:13
x2y5 824:1.1 Xz)’3 24:1.1 x2y324;1,3
1d§24:1 1 y6%24;1,1 )’2%24;1,3
X824:1,1 xy6 Fo4:11 xy2 824,13
X2324;1,1 x2y6?¥24;1,1 x2y2 824:13
y3 82411 Y&o4:11 )’3%24;1,3
X Founn | Foan | X Foa s
XY Foang | XY | XV Foana
y6 824:1,1 y4 824:1,1 )’4%24;1,3
Xy6324;1,1 Xy4i§24;1,1 xy4 824:13
XY oan | X2V Foann | XV Touna
Y&24:11 y7 Fo4:1.1 )’5 §24:13
XY§24:1,1 X)’7 824:1.1 xys 824:13
yFoann | XY Foarn | XY Foss
y“ 824:1,1 y2 824:1,1 ))6%24;1,3
xy4i924;1,1 xy2 24:1,1 xy6 824:13
xzy“ 824:1.1 x2y2324;1,1 x2y68’24;1,3
y7 824:1,1 )’5 824:1,1 )’7 824:13
xy7 24:1.1 Xys 824:1.1 xy7 824:13
x2y7 824:1,1 x2y5 2411 x2y7 824:1.3

Com base no exemplo visto acima, enunciamos e demonstramos o lema abaixo:

Lema 2.2.10. Considere a regido Fundamental §opi1)2:1,1 abaixo para a representagdo

k=1 =1lda agdo de Dapipyo em S3:

-, ’

ée,

-€; ’
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Para a representagcdo | = 2j + 1, com j # 0, considere a seguinte regido §on+1y2:1,1-

ze=Chthje® & (2h+1)e
-e, 0 . €, 'es‘:. . €,
. ............. P
-e, -€,

Dado x”yp S D(2h+l).2’) temos

Ip+2j o oy
XY Fonnaig = XV Fanennn NZ0 F Xy Fanen g N Lo,

onde ;, j = 1,2 corresponde a I-esfera unitdria S' na j-ésima cépia C em C?, ou seja,
aplicar x'y° em §op+1)2:1,1 corresponde ao arco de XYyl Senen211 no plano-12, e ao arco

de xyylp Fn+1y21,1 ho plano-34.

Demonstraci@o: Quando aplicamos y*/ em Sn+1)2:1,1 temos uma rotagdo de (24 + 1) je no
sentido anti-hordrio no plano-12 (vide (Y3)), logo &n+1)21:1, corresponde a y3 S@n+1)21:1,1 NO

plano-12 e a Id §2x+1)2:1,1 nO plano-34, ou seja,

2j -
Senen2:1 =Y ' Fonn s NV Z1 F Fanenaiia N Zo.

Como [/ =2j+ 1, comj # 0, aacdo de y em Fou+1)2:14 leva o arco do plano-34 para o
plano-12 rotacionando (24 + 1)le e, leva o arco do plano-12 para o plano-34 sem rotacgao.

A agdo de y em Fp+1)2::1, corresponde a agdo de y*% em F@n+ey2:1,1 O plano-12, uma
vez que a agdo de y"*>/ em Fnen2e1,1 leva o arco do plano-34 para o plano-12 rotacionando
2h + 1)le.

De fato, considere y**!

,p €N, a agiio de y*" ' Fpi1)2:1.1 N0 arco do plano-34, leva esse
arco para o plano-12 seguido de uma rotag¢do (24 + 1)(p + 1)e (vide (Y2)). Assim como [+2j =
=4j+1=2(2j)+ 1, entdo o y*¥ rotaciona (2 + 1)(2j + 1)e = 2h + 1)le.

Agora, o arco do plano-12 de & p+1).21;1,; corresponde ao arco do plano-12 de y* Fnt1)2:1.15
dessa forma, a acdo de y em Fop+1)2:1; no arco do plano-12 corresponde a agdo de
yy2j8(2h+1).2t;1,1 = y2j+li~8’(2h+1).2t;1,1 = ylg’(zhﬂ).zt;l,], lembrando que ylg’(zhﬂ).zt;],] leva o arco do

plano-12 para o plano-34. Ou seja, temos a seguinte tabela

Plano-12 Plano-34 Acido

YIS nen 211 Sonn2ein | 1dEonenoig

yl+2]i§(2h+1).2f;1,1 y18(2h+1).2’;1,1 Y8 @h+1).21:11
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Note que

P 1+2j -
Y Benn2as = YOFann2:1) = YO Fanen s NE1 F Y Fenenanin N X).

Agora,
1+2j ) = 1+2j+1 3, = 21 3
YOS, NZ) =y Senrn2i11 N2 =y Sansn2nin N Xo

I 1+2j+1 242)
YO'Fenn 21 N Z2) = Y " Fanrn o NZ =y I Fenen e N 2,

lembrando que acdo de y troca os arcos de plano, isto €, leva o arco do plano-12 para o plano-34
e leva o arco do plano-34 para o plano-12 seguido de uma rotacio (24 + 1)le em Fps1y21,, A
qual vimos que corresponde a y"*%/ em Fni1)20:1.1-

Ou seja,

Plano-12 Plano-34 Acdo

YIS ans1y2n1.1 Fonsn g | 1dEonen) 21y

yl+2jg(2h+l).2’;1,l y13(2h+1).27;1,1 y§(2h+1).2t;1,l

2042 21 2
y ]3(2h+1).2f;1,1 y $(2h+1>.2t;1,1 )’?‘f(zhu).zf;l,z

Consideremos a seguinte hipodtese de inducio:

—1,.0j ~ —1)i+2) s (-1
YO Eonnaaa NZ F Fanenoni NZp) = y(p o IFonsn 21 Ny * y(" )l$(2h+1).27;1,1 ap»)

Tese de Inducao:

2 ~ [+2j = [
YO Gann2:1 N 21 F Fonen2ai N Z2) = Y I Fanen2t N2 % YW Fonena N Zn

De fato,

2j ~ =y ~ ar
YO om0 N1 F Fonenonn N22) = y0 0V Fanen2a NE1 F Fanenon N X)) =

—-1)I+2j ~ ~1)I aplicando y
= Y(y(p o IFonsn 21 NZy * y(p )§(2h+1).2t;1,1 NX) =

1+2] =l
=Y Eanen 1 NZ1 F Y Tanen2a N s
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Note que x” rotaciona 2~ ye no sentido anti-horario no plano-12 e 2"'ye no sentido hordrio

no plano-34, tanto em §2p+1)2::1,1 COMO em F2p+1y.21:1,1 1020 X7 F2p41y21:1, corresponde a

XV Eonn2 NZ1 F Fonenoni N o) = XY Fonen2a NZ1 F X Fanen2sin N 2o

Portanto, dado x"y* € Dgpi1)» entdo a agdo de x?’y’ em Fop+1)2:1, corresponde a

XY 2 onr1 21,1 10 plano-12 € X7y Fape1) 21,1 10 plano-34. =

Teorema 2.2.11. Seja Fon+1)2:11 a regido especificada no lema anterior, entdo §ops1)2:1, €

regido fundamental para a a¢do de D1y com representacdok =1el=2j+1, j#0.

Demonstragdo: Consideremos §s+1)2:1,1 a regido fundamental para a a¢do de D(2;41) 2 com
k =1 = [, especificada no teorema 2.2.6.

Dado x7y* € Dgp1y2:, aplicando X7y em §ops1).21511 = yzjg'(zml).zf;l,lmzl * Tnn2s1,1 N,
temos pelo lema anterior

_ lp+2j ~ 1
nypg’(zhﬂ).zf;l,l = x"y* ]3’(2h+1).2f;1,1 NX; xyypg'(ZhH).Z’;l,l N,

Se Int(xX*y** 2 Fopi1),2001,) NI F oy 21 )NE1 = @ 0w Int (XY Fopaty 2, )N 2pe1).26:1,1)0
N, = @ para todo X7y’ € D(p41)2 €nta0 Fpe1)2::1, Serd regido fundamental para representacao
k=1lel=2j+1,j#0.

Suponhamos que

lo+2] 2j
Int(X"y* ™ Fonrnae1.1) NIty Faneny ) N2y # 2.

Multiplicando por y~>/ obtemos

Int(xX"Y'Fansnona) N It (Fansy200) N 1) # .

Pelo Teorema 2.2.6 provamos que &on+1)2:1,1 € regido fundamental para k = 1 = [ entdo

Im(xyypl%(zhﬂ).zf;l,l) N Int(Fons1y2:11) N2y = .

Por outro lado, suponhamos que

Int(X" Y’ Sonny2n11) N Int(Fonenonig) N Xy # .

Novamente, como §p+1).2:1,1 € regido fundamental para [ = 1 temos

Inf(xyypl%(zh+1).2t;1,1) N Int(Fonsy2:11) N2 = .
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Multiplicando por y*/:

iy 2j
Int(X"Y"" ' Fonn 1) N Int(y Faneny ) NZy = .

Portanto, §n+1)2:1, € regido fundamental para a a¢do de D41y com representagdo k = 1

el=2j+1,j#0. O

O préximo teorema nos diz que a regido fundamental ndo € tnica.

Teorema 2.2.12. Seja Dy 1) = (x,y | X = V=1lyxy'=x"h>1et>3o0grupo
metaciclico de ordem (2h + 1).2". Considerando a representacdo k = 1 = I, temos que a
regido abaixo (a qual denotaremos por ‘Zséhﬂw;l’l, onde q =0,1,....,2Q2h + 1) — 1) é a regido

Sfundamental para a a¢do de Dop.1) o sobre S 3,

2 e, e, +
e — (2h+1) e
2"2/
-€, ’ ' & €, ’ . €;
............. .“ .‘
_ez -e4

7 %0 -
Por convengdo &y, 1) o1 = Senen2sii-

Demonstracdo: E andloga a prova do teorema 2.2.6, o qual considerava a regidao
?2h+1)_2,;1’1 = Fon+1)2:1,1, UMAa vez que os comprimentos de arcos sdo 0s mesmos, € apenas
mudamos a posi¢do do arco do plano-12, rotacionando um multiplo de seu comprimento, o que

conservara os resultados (proposi¢des 2.2.7 e 2.2.8) necessdrios para a prova. m|

Corolario 2.2.13. Seja Doy = (x,y | X =y = Lyxy' = x'),h > 1 et >3 0 grupo
metaciclico de ordem (2h + 1).2'. Se a regido abaixo 8?2}”1).2,_1 pondeq=0,1,...,22h+ 1) -1

@’e 2 hRCiOT

Z'y

-4 ee, -e,¢ ¢e
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€ a regido fundamental para a representacdo k = 1 el = 1. Entdo a regido abaixo “&Z’Zh 121
[@h+Dirq2?e 2L ® (htl)e
-e, 0 . €, 'ea‘: . €,
. ............. P
-e, -e,

€ a regido fundamental para representacdok = 1lel=2j+1,j+#0
Demonstracdo: Segue lema 2.2.10 e do teorema 2.2.11. |

Observacao 2.2.14. Por convengdo, consideramos sempre k = 1, mas os resultados sdo vdlidos

para k arbitrarioel =2j+ 1, je N.

2.3 Complexo de Cadeias para a acao de Dy, 1) em S 3

Estudaremos a acdo de D)2 na esfera de dimensdo trés, construiremos um complexo
de cadeias coerente com tal acdo, a fim de lidarmos com o espago quociente, ou seja, a forma

espacial esférica.

Observacao 2.3.1. Sem perda de generalidade, consideremos q = 0 nas regioes fundamentais
q . . ~ ~ 3 . s .
Qhe1)20: 1 associadas as diferentes representagoes das agoes de Dy 1) em S° (vide coroldrio

2.2.13 e observacdo 2.2.14).

2.3.1 Acdode D;gem S

Primeiramente consideremos o grupo metaciclico D;g com a representacdo k = 1 el = 1.

Como vimos, uma regido fundamental para a acdo de Dsg sobre S 3¢ T =

= [e,, —gel + %62] % [es, e4] representada abaixo:

e, e,

/- ..... - -

. .

-€¢ $€, -es €,

® P ® .

., .o ., .o
D N ®-.e
-e, -e,

Regido 0
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Como todas as regides fundamentais sempre mantiveram no plano-34 o arco comec¢ando em
ey, € natural que escolhemos e, como sendo a 0-célula fundamental.

Logo, precisamos descobrir dois elementos fundamentais para determinarmos os outros
pontos que aparecem na regido fundamental.

O primeiro elemento, o qual serd da forma x*y*, é aquele que leva o ponto e; no préximo
ponto do arco escolhido no plano-34. Precisamos que esse elemento tenha uma rotacao de € no

. s . ~ 2z 7T ~
sentido hordrio, lembrando que a rotagdo do elemento y* é ﬁi = B3¢ e a rotacao do elemento
2r

a A —

x* € —a? = —a4e no plano-34, uma vez que € = % (vide equagdes 2.2.1 e 2.2.3). Observe
que a poténcia de y € par, pois assim a acdo de y ndo troca o ponto de plano. Nesse caso, esse

elemento precisa satisfazer a seguinte equagao:
—&=—ade+PB3e(mod 12) &< -1 =—-4a+38(mod 12) — a=1ep=1

Ou seja, o elemento procurado é xy?.

Note que a equagdo é mod 12, ja que cada S' esté dividida em 12 partes.

Assim, os pontos no plano-34 no sentido hordrio sdo ey, xy’es, (xy*)%es, (xy*)’es.
Usando as relagdes, obtemos ey, xy*es, x>y*es, yoey.

r_
Observe que sempre e, = y* !

e4. Assim, como nesse caso ¢ = 3 temos, e, = y’ey.

O segundo elemento, que serd da forma X yzﬂ,, é aquele que leva o ponto e, = y’e4 no
préximo ponto do arco escolhido no plano-12. Precisamos que esse elemento tenha uma rotagao
de £ no sentido anti-horario, lembrando que a rotacdo do elemento yzﬁ' é 3¢ e a rotagio do
elemento x* é o4& no plano-12. Novamente, a poténcia de y € par, pois assim a a¢ao de y ndo

troca o ponto de plano. Nesse caso, esse elemento precisa satisfazer a seguinte equacao:

e=adde+B3emod12) = 1 =4a +38 (mod 12) = a =1ep =3

O elemento procurado é xy°.
Assim, os pontos no plano-12 no sentido anti-hordrio sdo y’es, (xy®)y’es, (xy°)*y’es.
Usando as relagdes, obtemos y’ey, xy°es, x2yey.

Pelas relacdes do Ds g, escolhemos como 1-células fundamentais:

I=e4 % xy2e4 J=e4 % x2y3e4 K=e4 % y7e4.

Deste modo, 41,1 € mostrado na figura abaixo com as 0-celulas e 1-células em funcdo das

células fundamentais.
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Abaixo, temos cada face da regido fundamental e suas identificacdes.
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Xzys e, J e,

Xyl
5

X
ye, Xy5| y7e4

Escolhemos, dentre as células acima, um conjunto de representantes (células fundamentais)

em cada dimensao:

_ _ _ _ 7 = 6, =~ 2.3
co=es, ciu=1, cip=J, c13=K, 1 =yes ¥ yes % xye
I S S I SRRV
Crp =Xy €4 % Yy €4 *y €4, Cp3=6€4 % Xy €4 %Y ey

c3 = (xzy3 + xyS)I F(1+ xy2 + (xy2)2)1

Obtemos o complexo de cadeias sobre o anel ZD;g, possuindo apenas uma 0-célula, trés

1-células, trés 2-células e uma 3-célula:

P a P
0 — ZDsg(c3) = ZD3g{c21,C22,C23) 3 ZDsg{cy1,C12,C13) 2 ZDsglco) = 0, (2.3.1)
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onde os bordos sdo

di(er) = (* = Deg

d1(c12) = (x*y’ = ey

di(c13) = (' = Deo

0r(c21) = (Y’ + xy”)ery — Xy e +yers
0r(c22) = (xy* + XyNers + ¥ e —ylers
Or(c23) = cri =y ez — i3

d3(c3) = (1 — ¥y )eas + (1 = y)eas + (1 = X*yHeps3

Observacao 2.3.2. Sempre que calcularmos a composicdo 0; o 0;41, utilizaremos a notagdo

matricial [6, o (9,‘+1] = [6,~+1].[6,~].

Afirmacao 2.3.1. O complexo de cadeias 2.3.1 é semi-exato.

A xS -y Y 0 -1 0
[0100] = x* +xHy* 7 - ] ¥y -11]=]0
1 - -1 y' =1 0
De fato,
o (XY + )y = 1) = XY - D+ Y - 1) = Xy + xyxy - Xy - xy -

2y 4 2y )Ty =y = xS 4y — xS — 0 436 — 37 = 0.
o (xy + Ny - D+ Yy - D=y -1 = oy - xf + Ayt - x4+
1723 =y =y 4y = 2 - x4 30 — 2 4t =y —yS 437 = 0.

exy’ = 1-y (A -D-0"-D=x)-1-yx2y +y -y + Il =xp* —xp* = 0.

PSP R N
[62063]:(1—x2y5 I-y 1—x2y4). x? +x3yt oy 7 =(O 0 O)
1 - -1

De fato,
o (I = V)Y + x0°) + (1 = y* + ) + (1 =2 = &y + 0 - 2y -
2 o A e — iy Al -yt = A S — 1 — 0P+ x4y —
x5 —xy +1=x*y*=0.
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o (1 = Xy)(=x2y) + (1 —y)y" + (1 = Xy (=y") = =xy> + 2932y +y7 —yy7 —y7 + 22y =

=-xy+1-1+x*=0.

(1 =22 + (1 = (=y) + (1 = xyH(=1) = ¥y = 2%y =y + 3y = 1 + 2y =
=-xHy*+1-1+xH*=0. o

Agora, consideremos o grupo metaciclico D3 g com a representacdo k = 1 e [ = 3. Como vi-

mos, uma regiio fundamental para a acdo de Dsg sobre S°® §é &24:13 =

= [—ey, —%el - gez] % [es, e4] representada abaixo:

Regido 3

Assim como fizemos no caso anterior, vamos descobrir os dois elementos fundamentais para
determinarmos os outros pontos que aparecem na regido fundamental.

Lembramos que o primeiro elemento, o qual serd da forma x*y?, é aquele que leva o ponto
e4 no proximo ponto do arco escolhido no plano-34. Precisamos que esse elemento tenha uma
rotacdo de & no sentido hordrio, agora a rotagdo do elemento y* é I83s = 98¢ e a rotagdo
do elemento x* € —ade no plano-34, de acordo com (vide equagdo 2.2.2). Nesse caso, esse

elemento precisa satisfazer a seguinte equagao:
—&=—ade+ 9% (mod 12) & —1 =—-4a+96 (mod 12) e a=-2ef=-1

O elemento é x 2y~ = x)°.

Dessa forma, os pontos no plano-34 no sentido hordrio sdo e, xy°es, (xy°)%es, (xy°)3es.

Usando as relagdes, obtemos ey, xyes, x*y*es, y’es.

O segundo elemento, o qual serd da forma x* y* , é aquele que leva o ponto e, = ye,
no primeiro ponto do arco escolhido no plano-12. Precisamos que esse elemento tenha uma
rotacdo de € no sentido anti-hordrio, agora a rotagdo do elemento y2ﬁ, ¢ I8 3 = 9B & e a rotacdo
do elemento x* é a'4e no plano-12. Nesse caso, esse elemento precisa satisfazer a seguinte

equacio:

e=ad4e+B9% (mod12) = 1=4a +98 (mod 12) == o =1ef =1

Assim, obtemos x* y*# = xy?.
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Os pontos no plano-12 no sentido anti-hordrio sio (xy*)*y’es, (xy*)*y’es, (xy?)3y ey.
Usando as relagdes, obtemos yey, xy’es, x*yes.

Através das relagdes do Ds g, escolhemos como 1-células fundamentais:

I=e4 % xy6e4 J=e4 % x2y64 K=e¢4 % yse4.

Deste modo, $24.1 3 € mostrado na figura abaixo:

r yze4

Abaixo, temos cada face da regido fundamental e suas identificagdes.
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x’ye, J

Escolhemos, dentre as células acima, um conjunto de representantes (células fundamentais)

em cada dimensao:
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_ _ _ _ S5 m2 x 2
co=es, cri=1, cip=J, c13=K, 1 =yes ¥ yeq ¥ xyey
b, 22, 35 s 6, = .5
Cr2 =Xy €4 * Yy €4 * Yy €4, Cp3=8€4 % Xy €4 * Y€y

c3 = (1+x° + () % Py + xy)I

Obtemos o complexo de cadeias sobre o anel ZD;g, possuindo apenas uma 0-célula, trés

1-células, trés 2-células e uma 3-célula:
P 9 9
0 — ZDsg{c3) = ZD3g(ca1,C20,C23) = ZD3g{C11, 1, C13) — ZD3glcoy — 0,  (2.3.2)
onde os bordos sido

d1(c11) = (x° = ey

di(c12) = (x°y = D)o

di(c13) = (° = Deo

0r(ca1) = (Py + xy))er — Xyeip +yers
0r(c20) = (° + X¥yNer +Yeia - yers
0r(c23) = cri—Ycia—ci3

d(c3) = (1 = xX*yeas + (1= y)ean + (1 = ¥yHeas

Afirmacao 2.3.2. O complexo de cadeias 2.3.2 é semi-exato.

Xy +xy! =xty ¥ x° -1 0
[D10d]=| 00 +xH* Yy [ | ¥y-1[=]0
1 - -1 y -1 0

De fato,
o (Py+xy)(xy®—D)—2y(2y—1D)+y’ (" —1) = Xyxy®—x2y+xy xy’—xy’ =Pyl y+x2y+y°y -y =
xy —xy+y —xy =y + x2y+y* -y’ =0.
o (y°+ 2y (0 = D+y (Py— D=y’ (° —1) = xy°xy°—xy°+ 12y xy = x4y a2y —y =y y 4y =

Pyt =+ -2y 0t -y -y +y =0

e (¥ -D-yy-D--D=xy’-1-yxy+y -y +1=x°-x°=0.
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Zy+x] -y
[02083]2(1—x2y7 1 -y 1—x2y4). S+t Yy I(O 0 O)
1 -y -1

De fato,
o (1-Xy)(Py+xy7) + (1= y) 00+ x%yH) + (1= 2y = Py +xy7 = x2yTxly = yTay” + 00 +
V=Y =Yyt -y =y + )" -1 -0 + 0 =Xy —xy’ +1=0.

27,2 2045 —

o (1= yN(=x%y) + (1 = y)y* + (1 = 2yH(=y”) = =y + 2%y + 37 = 37y =37 + 2%y

-xXy+1-1+x*y=0.

o (1=yNy +(1=y")(=y")+ (1= (= 1) = Y=Yy =y +y°y = L+xy* = =yt 1-1+4x%)" =
0. m|

2.3.2 Acdo de D3 s em S

Agora, consideremos o grupo metaciclico D3 ;¢ com a representagdo k = 1 e/ = 1. Como vi-

mos, uma regido fundamental para a acdo de Dsjs sobre S 3¢ Fas:1.1 =

= [ey, —gel + %ez] ¥ [geg + ge% e4] representada abaixo:

e, e,
//" .., . "‘\
® s .
s 2 $ 5
-€ ®C, - e,
® @ ® ®
° . EY [
., o . -
® .00 ® .o
€, ) -€,
Regido 0

Novamente, vamos descobrir os dois elementos fundamentais para determinarmos os outros
pontos que aparecem na regido fundamental.

O primeiro elemento da forma x*y*, é aquele que leva o ponto e no préximo ponto do
arco escolhido no plano-34. Precisamos que esse elemento tenha uma rotagao de & no sentido
horério, agora a rotacdo do elemento y* € I83e = 3B¢ e a rotacdo do elemento x? é —a8e

no plano-34, de acordo com a equagdo 2.2.4. Nesse caso, esse elemento precisa satisfazer a
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seguinte equacao:

—e=—-a8e+ L3 (mod?24) & —1=-8a+38(mod24) = a=2e =5

O elemento é x?y'°,

Assim, os pontos no plano-34 no sentido hordrio sdo ey, x*y'%,, (x%y'%)%e4, (x*y19)3ey.

Usando as relagdes, obtemos ey, x%y'%e,, xytes, y'te,.

O segundo elemento, o qual serd da forma x* % , & aquele que leva o ponto e> = y'Se, no
préximo ponto do arco escolhido no plano-12. Precisamos que esse elemento tenha uma rotagao
de & no sentido anti-horério, lembrando que agora a rotacao do elemento yzﬁ/ él83c=3F¢ce
a rotacdo do elemento x¥ é a'8 no plano-12. Nesse caso, esse elemento precisa satisfazer a

seguinte equacao:

e=a8s+f3e(mod24) = 1=8a +38 (mod?24) = a =2¢p =3

Logo, o elemento procurado é x2y°.

Os pontos no plano-12 no sentido anti-hordrio sdo yes, (x*y®)yes, (x*y%)*yey,
(203 yey, (x2y0)*yey

Usando as relagdes, obtemos y'dey, x*y ey, xy'les, yes, x*y’es.

Pelas relacdes do Dj 16, escolhemos como 1-células fundamentais:

I=e4 % xzyloe4 J=e4 % x2y7e4 K=e¢e4 % ylse4.

Deste modo, $§4s.1,1 € mostrado na figura abaixo:
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Abaixo, temos cada face da regido fundamental e suas identificagdes.

x2y7 e,

Xyl
Y1 ve,

1

yl xy''e,

1
Xyl xyoe, xiyl

r y14e4

X2y7 s J

b xy'e,
10|

2
\ <Y

X2y10e4

Escolhemos, dentre as células acima, um conjunto de representantes (células fundamentais)

em cada dimensao:

_ _ _ _ _ 2.7 ~ 2.5 ~ 14
co=ey, cri=1, crpo=J, ci3=K, c1=xyeqs % xyes ¥ yey

_ 25 2 15 =~ .14 _15 0 2 - 14
Cop =Xy eq Yy €4 xYy €4, C23=) €4 % €4 %Y €4
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c;=(1+ xzy10 + (xzylo)z)l % (xzy7 +y+ xy11 + xzys)l

Obtemos o complexo de cadeias sobre o anel ZD; 6, possuindo apenas uma 0-célula, trés

1-células, trés 2-células e uma 3-célula:
9 3 9
0 — ZDs 16{(c3) = ZD316(Ca.1,C22, C23) = ZD3 16{C1.1, €12, C13) = ZD316{co) — 0, (2.3.3)
onde os bordos sdo

di(cry) = (°y'" = Do

di(c12) = (Y = Deg

d1(c13) = " = Deo

Or(ca1) = (Y +y+x3' ey — &y + e,
0r(c20) = X¥ycry +ytein +yPcis

02(c23) = (1 + Y0 + (YD) — 0 + Deys

d3(c3) = (1 = x*y)eas + (1 = yH)ean + (1 = y)eas

Afirmacao 2.3.3. O complexo de cadeias 2.3.3 é semi-exato.

2y +y+ 't a2y — M 0 2yl0— 1 0
[0, 0 0,] = 2y yl4 y1s 17 -1]=lo0
1+ x2y'% + xy* 0 —y5 -1 y -1 0
De fato,
° (x2y7 +y+ xyll)(x2y10 _ 1) + (—x2y7 _ y14)(x2y7 _ 1) — x2y7x2y10 _ x2y7 + yx2y10 -y +
oy 210 — eyt — a2y Ta2y7 4+ 22y —yla2yT £yt =y oyl —y a2y — xyll —yl4 = 2yS 4 yl4 = 0,

0 2P (210 — 1)+ M2y — 1)+ y5 (3015 — 1) = 250210 — x2y5 4 y1a2yT — yl4 41515 15 =
= P15 — 325 4+ x2S — M 4 yld 15 =,

° (1 +x2y10 +xy4)(x2y10 _ 1) + (_yIS _ 1)(y15 _ 1) — x2y10 -1 +x2y10x2y10 _x2y10 +xy4x2y10 _xy4 _

_y15y15 +y15 _ y15 1= xy4 i y14 _ xy4 _ y14 - 0.
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By 4y 4 apll a2yl -yl 0
[0, 0 03] = (1 -x 1-y* 1 —y). Xy’ yi4 yheoo = (() 0 0)
1+ x*'0 + xy* 0 |
De fato,
o (1 =)y +y+ ™) + (1 =y + (=1 + 20+ x") = 2y +y+ !~
202y — 20y — 20yl 4 x2S — 22y 4 14 10+t —y — yyl0 oyt = a2y 4

+xy11 -1- x2y10 - xy4 + x2y5 — x2y7 +1+ xzy10 + xy4 — xy11 — xzy5 =0.

o (1 — ) (=227 — y) 4+ (1 =y = —x2y7 — yH 4 29027 4 20yl 4 pld 214 =
=—xy+1+xy'-1=0

e(I—y P+ Q=P =D =y =y =y —1+1+y=—y+y=0 O

Agora, consideremos o grupo metaciclico D; 4 com a representacdo k = 1 e [ = 3. Como

vimos, uma regido fundamental para a acdo de D3 ;5 sobre S é &as:1.3 representada abaixo:

e, e,

‘c"".'."'...“‘ . -® -\

Regiao 3

O primeiro elemento da forma x?y?, é aquele que leva o ponto e, no préximo ponto do
arco escolhido no plano-34. Precisamos que esse elemento tenha uma rotagdo de & no sentido
hordrio, agora a rotagdo do elemento y* é [83e = 9B¢ e a rotagdo do elemento x* é —a8& no

plano-34. Nesse caso, esse elemento precisa satisfazer a seguinte equacao:
—&=—-a8e+ B9 (mod 24) — —1 =-8a+9B (mod24) — a=-1ep=-1

Assim, o elemento procurado é x~'y=2 = x?y'4.

Dessa forma, os pontos no plano-34 no sentido horério sdo

2 14 2 14y2 2 143
eq, X7y "eq, (X7y ) ey, (Xy ) ey.
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Usando as relagdes, obtemos ey, x*y'*ey, xy'2ey, y'0e,y.

O segundo elemento, o qual serd da forma X yzﬁ', é aquele que leva o ponto e; = y'®e4 no
primeiro ponto do arco escolhido no plano-12. Precisamos que esse elemento tenha uma rotagao
de £ no sentido anti-horério, lembrando que agora a rotacao do elemento yzﬂ, 83 =98¢ce
a rotacdo do elemento x¥ € a'8 no plano-12. Nesse caso, esse elemento precisa satisfazer a

seguinte equagao:

e=a'8s+ 9% (mod24) = 1 =8a +98 (mod?24) = a =2¢f =1

O segundo elemento é x*y?.
Portanto, os pontos no plano-12 no sentido anti-horério sao
2.2\3.15 2. 2\4 15 2.2\5.15 2,216, 15 2. 2\7.15
(Xy)y e, (XY y Tes, (XY y Ve, (Xy7)yTes, (x7y7)'y Ve
Usando as relagdes, obtemos yey, x*yes, xy°es, y''es, x*yey.

Pelas relagdes do Dj 16, escolhemos como 1-células fundamentais:

I=e4 % x2y14e4 J=e4 % x2y13e4 K=e4 % yse4.

Deste modo, $§4s.13 € mostrado na figura abaixo:

y'e,
xy"l
Xy12e4
Xy

X2y14eA

14
|

e,

4 2.7 5
Xyl Y€

Abaixo, temos cada face da regido fundamental e suas identificagcdes.
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5
ye,

X2y1ile4 J

Xy12e4
14|

2,
<Y

x2y14e4

Escolhemos, dentre as células, acima um conjunto de representantes (células fundamentais)

em cada dimensao:

_ _ _ _ _ 213, =~ 2.7 ~ 10
co=es4, cii=1, cip=J, ci3=K, cr1=x7y es ¥ Xy'es ¥y ey

_ 2.7, = 5, =~ .10 5, s, = 0
Crp =Xy eq * Yy *y €, C3=Y€4 * €4 *xYy €4
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c;=(1+ xzy14 + (x2y14)2)1 ¥ (xzy13 + y11 + xy9 + x2y7)I

Obtemos o complexo de cadeias sobre o anel ZD; 6, possuindo apenas uma 0-célula, trés

1-células, trés 2-células e uma 3-célula:
9 3 9
0 — ZDs 16{(c3) = ZD316{Ca.1,C22,C23) = ZD3 16(C1.1, €12, C13) = ZD316{co) — 0, (2.3.4)
onde os bordos sdo

di(ern) = (' = Deg

di(cr) = (" = Dey

di(cr3) = (7 = Deg

0r(ca1) = (Y + " + xy)ers — (PP +yNer
0r(c20) = Xy e+ cin +yers

0r(c23) = (1 + Xy + (YD) — 07 + Ders

93(c3) = (1 = xX*yeay + (1 =y + (1= yMeas

Afirmacao 2.3.4. O complexo de cadeias 2.3.4 é semi-exato.

Ryl oyl g oy®  —x2yl3 —yl0 0 Pyl 0
[al o 82] — X2y7 y10 yS . x2yl3 —11=10
1+ x3y! + xy'? 0 - -1 y -1 0

De fato,
° (x2y9 +y11 + xy9)(x2yl4 _ 1) + (—x2y13 _le)(x2y13 _ 1) — x2y13x2y14 _ x2y13 +yllx 2y14 _yll +

9.,2,,14 2,13,2,,13 2,13 10,2,,13 10

+Xy’ X7y —xyg—xy Xy +xy T =y Xty +y1°:y“+xy9—y“+x2y7—xy9—y —x2y7+

+y'%=0.
° x2y7(x2y14 _ 1) +y10(x2y13 _ 1) +y5(y5 _ 1) — x2y7x2y14 _ X2y7 +y10x2y13 _yIO +y5y5 _yS —
:yS _x2y7+x2y7_y10+y10_y5 =0

° (1 + X2y14 + xyIZ)(XZyM _ 1) + (_yS _ 1)(y5 _ 1) — X2y14 -1+ x2y14x2y14 _ X2y14 + xy12x2y14 _

2 =5y S oS 1= 2 4 yl0 - 12 10 =
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2y Lyl poxy®  _y2yl3 10 0
[0, 0 03] :(l—xzy3 1 —y° 1—y”). x%y’ yio y’ :(0 0 0)
1+ x3y!* + xy'? 0 - -1
De fato,

° (1 _ x2y3)(x2y13 +y11 + Xy9) + (1 _y6)x2y7 + (1 _yll)(l + x2yl4 + Xy12) — X2y13 +y11 + Xy9 _

232yt = a2yl 23y 4 a2y — 302y 4 1 4 a2yt g ayt2 -yl L2yl 2

= 2 40 — 1= 2y — 2 4 2y — 21 4 L+ a2y 2 — 0 — a2y = 0.
o (1 — 223 (=x2y13 — y10) 4 (1 = yS)y!0 = —x2y13 — 10 4 23352913 | 203010 4 10 _ 46,10 _

=Xy +1+xyB -1=0.

o (1Y) + 1=y ==y =y =y’ = T+y+yl =-1+1=0. =

Agora, consideremos o grupo metaciclico Ds 14 com a representacdo k = 1 e [ = 5. Como

vimos, uma regido fundamental para a acdo de D3 ;5 sobre S é &as:1.5 representada abaixo:

e, e,
e e
."‘o e - "‘. .\
] ® ] e
4 ® s 4
-€, *€, €3¢ *€;
® ® ¢
\ @ e o
K4 ., »
".....-.". .'.....-.“.
'92 -e4
Regido 6

O primeiro elemento, o qual serd da forma x*y*, é aquele que leva o ponto e4 no préximo
ponto do arco escolhido no plano-34. Precisamos que esse elemento tenha uma rotacao de € no
sentido hordrio, agora a rotacdo do elemento y% € [33e = 158¢ e a rotagdo do elemento x? é

—a8e no plano-34. Nesse caso, esse elemento precisa satisfazer a seguinte equacao:
—&=—a8e+ P15 (mod 24) &< -1 = -8a + 156 (mod 24) = a=2ep =1

O primeiro elemento é x*y>.

Assim, os pontos no plano-34 no sentido horario sdo

2.2 2.2\2 2.2°\3
es, Xy“es, (x°y)eq, (x°y7) 4.
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Usando as relagdes, obtemos ey, x>y*es, xy*es, yoey.

O segundo elemento, o qual serd da forma X yzﬁ', é aquele que leva o ponto e; = y'®e4 no
primeiro ponto do arco escolhido no plano-12. Precisamos que esse elemento tenha uma rotagao
de £ no sentido anti-horario, lembrando que agora a rotagdo do elemento y2'3’ ¢33 = 15B¢
e a rotacdo do elemento x¥ é a/8& no plano-12. Nesse caso, esse elemento precisa satisfazer a

seguinte equagao:
e=a 8+ 15 (mod 24) = 1 =8a + 158 (mod24) = o =2ep = -1

Portanto, o elemento procurado é x*y~2 = x?y'4.
Assim, os pontos no plano-12 no sentido anti-hordrio sdo (x>y'*)5yPe,, (x2y'*)7y'ey,
Oy )ByI5e,. (214915, (x2y'H)10y15,

Usando as relacdes, obtemos

3 2 15 13 211
Y€y, X7Ylq, Xy €4, Y "€4,Xy €4.

Através das relacdes do Djs 16, escolhemos como 1-células fundamentais:

I=e4 % x2y264 J=e4 ¥ xzy”e4 K=e4 % y3e4.

Deste modo, $§4s.1 5 € mostrado na figura abaixo:

y'e,
xy'l
xy'e,
Xyl

2 2

xXye,

Abaixo, temos cada face da regido fundamental e suas identificagdes.
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6
ye,

yPl o 15 y'e
Xy € 4
y e, xy "l Xye, Xyl

6

rye4

xzy”e4 J

Escolhemos, dentre as células acima, um conjunto de representantes (células fundamentais)

em cada dimensao:

— _ _ _ _ 211 ~ 2 ~ .6
co=es, cii=1, cip=J, c13=K, 1 =Xy es % x7yes ¥ yey

_ 2 2 3, oz 6 _ 3, = = 6
Cop = X'yey * yeq * yeq, Cr3=Yy€4 * €4 %Yyey
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11

c;=(1+ xzy2 + (xzyz)z)l % (xzy + y13 + xy15 + xzy)l

Obtemos o complexo de cadeias sobre o anel ZD; 6, possuindo apenas uma 0-célula, trés

1-células, trés 2-células e uma 3-célula:
8 p) P
0 — ZDs 16{(c3) = ZD316{Ca.1,C22, C23) = ZD3 16(C1.1, €12, C13) = ZD316{co) — 0, (2.3.5)

onde os bordos sdo

di(cry) = (xX*y* = 1)co

d1(c12) = (Y = Dy

di(c13) = (° — Do

Ox(c1) = (Y + 37+ xyP)er = 00+ 2y era
02(c20) = X*yery +Yocia +ye1s

0r(c23) = (1 + Xy + (¥ e — (7 + Deys

d3(c3) = (1 = *yVeas + (1 =y Dern + (1= yP)eps

Afirmacao 2.3.5. O complexo de cadeias 2.3.5 é semi-exato.

Ryl yl3 4 oxyls g6 2yl 0 2y -1 0
[(9] o 52] — xzy y6 y3 . xzyu —1t=10
1+ x%y* + xy* 0 | y =1 0

De fato,

o (2 498 4 ) (22 — 1) + (=)0 — 2y — 1) = a2yl a2y — 21T 41322 — 13 4

+xy15x2y2—xy15 _y6x2y11 +y6_x2y11x2y11 +x2y11 — yl3+xy15 _y13+x2y_xy15 _x2y+y6_y6 —

=0.

° x2y(x2y2 _ 1) + y6(x2y11 _ 1) + y3(y3 _ 1) — x2yx2y2 _ x2y + y5X2y11 _ y6 + y6 _ y3 —
:y3—xzy+xzy—y3 =0.

e (1 +xXy + Ny = D+ (=) = DG = 1) = x2y* = 1 + x2y2x%? — x3? + xy*xhy? —
=y +y -y H =0t +y -t -y =0.
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2y B lS g6 2yl 0
[0,005] = (1 -x3y 1=y 1 —y13). x%y ° y? = (O 0 O)
1 +x%? + xy* 0 - =1

De fato,

° (1 _ nyS)(XZyll +y13 + xyIS) + (1 _yIO)XZy + (l _y13)(1 + x2y2 + xy4) — x2y11 +y13 + xy15 _

—2yS a2yt a2ySyI 20515 2y pl002y 4 a2 4oyt B B2y it o

= xzy11 + xy15 -1- x2y2 - xy4 + xzy - x2y11 +1+ xzy2 + xy4 - xy15 - xzy =0.

o (1 = 2y)(—y0 — 2y + (1 = plO)0 = —y6 — x2pll 4 32536 4 x2y5x2yl1 4 36 _ 1046
=-xy + Y+ 1-1=0.

o 1=y + (1 =)=y’ =D =y =P =y =1 +y+yP =-1+1=0. =

Agora, consideremos o grupo metaciclico D; 14 com a representacdo k = 1 e [ = 7. Como

vimos, uma regido fundamental para a acdo de D3 ;5 sobre S é &as:1.7 representada abaixo:

e, e,
_'..--.-..' .o
o “e o .-\

s ° s ®
¢ ¢ ¢ ’
-€,é *€, €2 *€;
H $ ) s
o . o g
L1 ) L &

& .'.-...
-e, -e,
Regido 9

O primeiro elemento, o qual serd da forma x*y*, é aquele que leva o ponto e, no préximo
ponto do arco escolhido no plano-34. Precisamos que esse elemento tenha uma rotacao de € no
sentido hordrio, agora a rotacdo do elemento y** é I33e = 21B¢ e a rotacdo do elemento x® é

—a8¢ no plano-34. Nesse caso, esse elemento precisa satisfazer a seguinte equacao:
—&=—-a8e+PB2le (mod 24) — -1 = -8a + 21 (mod24) < a =8¢ =3

O elemento procurado é x3y% = x%yS.

Assim, os pontos no plano-34 no sentido horario sdao

2.6 2.6\2 2.6\3
e, X°y’es, (X°y°) es, (Xx°y°) €.



2.3 Complexo de Cadeias para a acdo de Dpi1y em S 3 102

Usando as relacdes, obtemos ey, xHyoey, xy'2es, Yey.

O segundo elemento, o qual serd da forma X yzﬁ', é aquele que leva o ponto e; = y'®e4 no
primeiro ponto do arco escolhido no plano-12. Precisamos que esse elemento tenha uma rotagao
de £ no sentido anti-horario, lembrando que agora a rotagdo do elemento y2'3’ é33e =21f¢
e a rotacdo do elemento x¥ é a/8& no plano-12. Nesse caso, esse elemento precisa satisfazer a

seguinte equagao:
e=a8+p2le(mod24) = 1 =8 +218 (mod24) = o =2ef =5

Dessa forma, o elemento procurado é x*y'°.

Assim, os pontos no plano-12 no sentido anti-horério sdo

10)9y15 10)10y15 10)11y15 10)12y15 1564.

(x*y e4, (X% ey, (x7y es4, (X% es, (Fy'%)1y

Usando as relagdes, obtemos yey, x*y3es, xy3ey, y'es, x*vey.

Pelas relacdes do Djs 1, escolhemos como 1-células fundamentais:

I=e4 % x2y6e4 J=e4 % xzye4 K=e4 % y964.

Deste modo, 45,17 ¢ mostrado na figura abaixo:

ye,
xy "l

Xy12e4
Xy

xy’e,

e,

Abaixo, temos cada face da regido fundamental e suas identificacoes.



2.3 Complexo de Cadeias para a agdo de Dpi1y em S 3 103

ye,

2.3
Xy'e, Xyl

r y2e4

xye,

2y3| y934

Escolhemos, dentre as células acima, um conjunto de representantes (células fundamentais)

em cada dimensao:

2 - 23 - 2
co=es4, cri=1, cip=J, ci3=K, o1 =x"yes ¥ Xyes ¥ yey

_ 23 9~ .9 - 2 _ .9 = s 2
Crp =Xy €y * Yy €y * Y€y, Cr3=Ye€4* €4 %Yyey

=1+ xzy6 + (x2y6)2)1 ¥ (x2y + y7 + xy13 + x2y3)l
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Obtemos o complexo de cadeias sobre o anel ZD; 6, possuindo apenas uma 0-célula, trés

1-células, trés 2-células e uma 3-célula:
8 P P
0 — ZDs 16(c3) = ZD316(Ca.1, C22,€23) = ZD3 16(C1.1, €12, C13) = ZD316{co) — 0, (2.3.6)

onde os bordos sdo

d1(c11) = (*° = ey

di(er2) = (x*y = Deg

di(c13) = () = Deo

Or(ca) = Py + ¥+ x3)ers — 07 + Fy)er
0r(c20) = X*ycry +yeip +Ye1s

da(c23) = (1+ 2" + (e = 07 + Dews

A3(c3) = (1 = xX*y)eag + (1 = yMepn + (1 =y )eas

Afirmacao 2.3.6. O complexo de cadeias 2.3.6 é semi-exato.

Xy +y" +xyB3 =2 =%y 0 x4y -1 0
[01 0 0,] = x%y? y? y | xy=-1]=]0
1+ x2y% + xy'? 0 - -1 y -1 0
De fato,
o (y + )+ xyNOH = 1)+ (= - Py - 1) = Pyt - Py + Y0y -y +
a2y — 1 — 322y 432 - yly =y 4y — T 4 2P -y — 2P 4y — )P =

=0.

e X0 = D)+ Yy — D+ - 1) = xR - x iy -y + ) -y =
= =P a2 =2 42—y = 0,

° (1 + x2y6 + Xyl2)(x2y6 _ 1) + (_y9 _ 1)(y9 _ 1) — X2y6 -1+ x2y6x2y6 _ X2y6 + xy12x2y6 _

2=y 4y =y 1= 24y — 12—y = 0.
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Py +y + 3 -y — a2y 0
[0, 0 03] = (1 —xyB 1=y 1 —y7). x*y?3 y? y | = (() 0 0)
1+ x2y5 + xy'? 0 -’ -1
De fato,
o (1 =Xy + "+ ™) + (1 =y + (1 =y + 2% + 2y") = Py +y" + " —

—2y1Sa2y = 25T a2y xytd g a2y a2y ] a2y 4 ayl2 2 T 70y Tyl2 =

= x2y + )cy13 -1- xzy6 - xy12 + xzy3 - x2y +1+ x2y6 + )cy12 - xy13 - )czy3 =0.

° (1 _ x2y15)(_y2 _ x2y) + (1 _ yl4)y2 — _y2 _ x2y + x2y15y2 + X2y15X2y + y2 _ y14y2 —
:—x2y+x2y+1—l =0.

e (1" + A=y =D =y =y =y —1+y0+y =7 -1+1+y" =0. O

2.3.3 Acdode D33 em S°

Consideremos o grupo metaciclico D33, com a representagdo k = 1 e / = 1. Faremos
apenas esse caso, pois como vimos no grupo Dsg e Dj 16 as identificacdes dos lados das regides
fundamentais e a quantidade de células sdo mantidas, indepedente da representacdo escolhida
para o grupo em questdo, mudando apenas os bordos.

Uma regido fundamental para a acdo de Ds 3, sobre S 3¢ Fos:1.1 TEpresentada abaixo:

e, e,
= Y ) ° ® @ \
/ .. "'o,,,. . % .
K [ L
. ® ® Q_.
.-". o : .
Py ® ° e
-e . [ ] e1 -e, e . e3
1 4 ® 8 ® [4
®
."o _.: .o o
[) o [ [
® ¥} [} [}
.. ..o'". .".‘ ,..
A'.""'v-o............‘...“"". ."'"‘--o---o-»-»r.""..
€, Regido 0 e

Novamente, vamos descobrir os dois elementos fundamentais para determinarmos os outros
pontos que aparecem na regido fundamental.
Lembramos que o primeiro elemento, o qual ser4 da forma x*y*, é aquele que leva o ponto

e4 no proximo ponto do arco escolhido no plano-34. Precisamos que esse elemento tenha uma
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rotacdo de & no sentido hordrio, agora a rotacdo do elemento y* é |83 = 3¢ e a rotagdo
do elemento x* € —a16¢ no plano-34. Nesse caso, esse elemento precisa satisfazer a seguinte

equacao:
—&=—alb6e + B3 (mod 48) < —1 = —-16a+ 3B (mod48) < a=1e =5

O elemento procurado é xy'°.

Logo, os pontos no plano-34 no sentido hordrio sio e4, xy'%e4, (xy'9)%e4, (xy'°)ey.

Usando as relagdes, obtemos ey, xy'%ey, x°y* ey, y¥ey.

O segundo elemento, o qual serd da forma X yzﬁ,, é aquele que leva o ponto e; = y*'es no
préximo ponto do arco escolhido no plano-12. Precisamos que esse elemento tenha uma rotagao
de € no sentido anti-horério, lembrando que agora a rotagdo do elemento yzﬁ, ¢l83s=3B¢ce
a rotacdo do elemento x* é a'16& no plano-12. Nesse caso, esse elemento precisa satisfazer a

seguinte equagao:
£=0a 168+ 3e (mod 48) = 1 = 16a + 38 (mod 48) == a =1ef =11

Assim, o elemento procurado é xy**.
Dessa forma, os pontos no plano-12 no sentido anti-horario sdo y*'e,, (xy*?)y*'es, (xy**)*yles,
2y s, () yMes, () e, ()00 ey, (07 ey, (97)Py ey

2,,13

Usando as relacdes, obtemos y*ley, xy*les, x*y!es, ves, xy*2es, x2yPes, v es, xy* ey, x2yPey.

(xy
Usando as relagdes do Dj 35, temos como 1-células fundamentais:

I =e4 % xyloe4 J=e4 % x2y1564 K=e4 % y3le4.
Deste modo, .11 € mostrado na figura abaixo:

X2y15 J

p y”e,
X2y20|
X2y2064
xy"l

XymeA

€,

Abaixo, temos cada face da regido fundamental e suas identificagcdes.
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X2y15 o J y31 e,

Escolhemos, dentre as células acima, um conjunto de representantes (células fundamentais)

em cada dimensao:

— — — 424,15 ~ 213 ~ .30
co=es, cri=1, cipo=J, c3=K, c1=x"y es ¥ Xy eq ¥ yTey

_ 213~ 31~ 30 _ 3, = = 30
cz,z—xzy €4 * Yy ey * Yy o€y, Crp3=Y) €4 % €4 ¥y €4
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c3=(1+ xylo + x2y20)1 2 ()czy15 + xy25 + y3 + x2y13 + xy23 +y+ xzy“ + xy21)1

Obtemos o complexo de cadeias sobre o anel ZDj 3,, possuindo apenas uma 0-célula, trés

1-células, trés 2-células e uma 3-célula:
8 P P
0 — ZD335{(c3) = ZD33{(Ca.1,C22,€23) = ZD332(C11, €10, C13) = ZD335{co) — 0, (2.3.7)

onde os bordos sdo

di(crn) = (' = Do

di(c12) = (Fy" = Dey

di(c13) = (™' = Deo

0r(ca1) = (Y2 + 097 + s — (YR +yNer

0x(c22) = (Y7 + 1y +y + 2y + 1y ey + ¥ e+ e
0r(c23) = (1 + 19" + (') )ery = 0 + Dey s

d3(c3) = (1 = x>y Neay + (1= yH)ern + (1 = y)eas

Afirmacao 2.3.7. O complexo de cadeias 2.3.7 é semi-exato.

x2y15 + xy25 + y3 _x2y15 _ y30 0 xyIO 1 0
[al o 62] — x2y13 + xy23 +y+ xzyu + xy21 y30 y31 . x2y15 —1l=10
1+ xyIO + x2y20 0 _y31 -1 y31 -1 0
De fato,
° (x2y15 + xy25 + yS)(xyIO _ 1) + (_x2y15 _ y30)(x2y15 _ 1) — x2y15xy10 _ x2y15 +
+xy25xy10 _ xyZS +y3xy10 _y3 _ x2y15x2y15 + x2y15 _y30x2y15 + y30 — xyZS +y3 _ Xy25 + x2yl3 _
_y3 _ y30 _ x2y13 + y30 =0.
° (x2y13 + xy23 +y+ xzyll + xy21)(xy10 _ 1) +y30(x2y15 _ 1) +y31(y31 _ 1) — x2y13xy10 _ x2y13 +
+xy23xyl() _ xy23 + yxylo —y+ x2yllxy10 _ x2yll + xy21xy10 _ xy21 + y30x2y15 _ y30 + y31y31 _

3 =y - 2y ey B 2y 02— a2yl 3l g2l a2y 13 30 30 (31



2.3 Complexo de Cadeias para a acdo de Dpi1y em S 3 109

° (1 + xylo + x2y20)(xy10 _ 1) + (_y31 _ 1)(y31 _ 1) — xyIO -1+ xyloxylo _ xylo + x2y20xy10 _
_xzyzo _ y31y31 " y31 _ y31 +1= xzyzo " y3o _ xzyzo _ y3o - 0.
x2y15 " xyzs " y3 _x2y15 _y3o 0
[0,005] = (1 _ x2y17 1 _yz 1 —y)- x2y13 4 xy23 +y+ x2y“ n xy21 y30 y31
1+ xyIO + x2y20 0 _y31 -1
=(0 0 0)
De fato,
o (1 —xy")PYR + 9% +y) + (1 = )Py + 97 +y + 2y + xp?) + (1 = (A + "0 +
+xzyzo) _ x2y15 " xyzs " y3 _ xzy”xzyls _ x2y17xy25 _ x2y17y3 " x2y13 " xy23 +y+ xzyn "
+xy2] _ y2x2y13 _ yzxy23 _ y3 _ yzxzyn _ y2xy2l +1+ xylo " xzyzo —y- yxylo _ yx2y20 _
= 215 4 0 - 1= xyl0 - 220 4 213 4 2 4 2yl g2l 215 25 213

R R e e e L8 R oe L gy )

o (1 = X2y (=x2y'5 = 330) 4 (1 = y2)y® = —x2y!5 — 30 4 2y174 2915 4 12017330 4 (30 12,30 _
=Xy +1+ x5 -1=0.

e(I-y)'+ (A== =D =yt =y =y —1+y2+y=-y-1+1+y=0. O

2.34 AQ.‘?IO de D(2h+1).2t cm S3

Com base em todos os exemplos vistos anteriormente, podemos generalizar o complexo de

cadeias para a a¢do do grupo Dy41)2: na esfera de dimensdo trés, através do seguinte resultado:

Teorema 2.3.3. Considere a agdo de Dyy.1)2: na esfera de dimensdo trés, com representagdo
keNel=2j+1,jeN, onde mdc(k,2h+1) =1 emdc(l,2") = 1, temos o seguinte complexo de
cadeias sobre o anel ZDpp.1) 2, possuindo apenas uma 0-célula, trés 1-células, trés 2-células e

uma 3-célula:
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P P a1
0 — ZDopi1y2:{c3) = ZDopi1y2:{C2,1, €22, €23) = ZDps1)2{C11,C12,C13) = ZD2ps1y2:{co) = 0.

Sejam z = (2h + 1)j e inteiros a, B, e 8 que satisfazem as seguintes equagdes:

—& = —ak2™'e + BI2h + 1)e [mod 2h + 1).271]
e=a k27 e+ BIQ2h + e [mod 2h + 1).2"7']

Se 2h + 1 > 22 as células sdo

Co = €4
. 2
cri=es ¥ (x%y ﬁ)€4

_ o o 2f \z+202 20—
Clp =e4 ¥ (X yﬁ) y

€4
_ % ( o 2/5')z 201
0173 = é4 Xy y

S BN R 28\2h+l | = " 28 \z+2072 211
e = (XY )y ey ® (xyP) ey % (1 yF )y ey

2ﬂ)2h+1—2"2 e 2,8)2h+1

cro = (x%y 4 % (X% es ¥ (x* y2'3 )Zy2t_le4
Coz = ey ¥ (xay2ﬁ)2h+l—2"2 es ¥ (xa’yzﬁ')zyzf—l e
c3 = [1 + xa/y2,3 + (xa/yZﬁ)Z + .+ (xayZﬁ)Zh]I 3 [(xa yZﬁ )Z+1y2t—1 + (xa/ y2,3 )Z+2y2t—l+

Fo (T YF )Z+2t_2y21_1]1,

e os bordos sdao:

di(cry) = [(xy*) = ey

1(c12) = [ y# 275 ey

d1(c13) = [y ¥y = 1eg

a(can) = [y Y1y (22 ()T ey = (e y Ty e+
+ (XO/)’ZB , )Zy2t_lC1,3

Br(c22) = [V P ey + (0 Y P ens — (2 3P e

O (cr3) =[1+ ...+ (xay2ﬁ)2h+1—2"2—1]cl’l - (Xa,yzﬁ,)zyzt_lcl,z -C13

83(c3) = [1 =[x Y27y egr + [1 = [y 1 ean + [1 = (%) Jeas
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Se 2172 > 2h + 1, as células sdo

Co = ¢4
. 2
Ci1 = €4 * (x%y ﬁ)€4

_ o o 2B \z+2i2 20—
Clp =e4 ¥ (X yﬁ) Yy e
_ ~ oa 28 \z.20-1

iz =e4 ¥ (X yﬁ)
& 28 \z+2"2—(2h+1), 2! -1
) y

Zﬁ)2h+1 28 )z+2'-2 y2'—1

= (x ey ¥ (x%y eq ¥ (x“,y ey

Crp = (xa 28 )y Xy, 3 (xyP) 2+, % (xa’yzp”)z+2f-2—(2h+1)y2’—1 es

Cr3=ey ¥ (x(yyZﬁ)2h+1 es ¥ (x"/yzﬂ, )zyZ’—l €4

ey = [1+x5% + (Y2 4 .+ (Y] % [(xa 268 )y 2 1+(xa 26 )2y 2-1
+ .+ (x yzﬁ )“ztfzyzt_l]l

e os bordos sdo:

di(cry) = [(xy*) = ey

B1(c12) = [ y# 27y — ey
0i(c13) = [(Xa * Yy* ! = 1]co
82(c2,1) — [(xa yz,e )z+2”2—(2h+1)+1y2’—1 R (xa 28 )z+2f 2 ol 1]01 - [(xa 25 )z+2f 2 i + (xayZ,B)ZhH]c
az(Cz,z) — [(xa/ 28 )z+l 201 + +(xa 25 )z+2’ 2—(2h+1) 20— ]]c +(xay2,8)2h+lcl,2 +(xa/ 28 )z 20— 1C]’3
9(c23) = [1+ () + oo+ (Y Mery = 160 Y + 1ers

d5(c3) = [1 — [(x* y*¥)7 27y ey 1+ [1 = [y 1 e + [1 = [ 3 )y 11 eas.

De fato, como vimos uma regido fundamental para a a¢do de D(y;+1)2 sobre S 3 € Fonet) 2l
representada abaixo:

€ e

e, o8 -9 ¢ &
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Lembrando que z = j.(2h + 1), uma vez que estamos consideremos ¢ = 0 nas regides

fundamentais & associadas as diferentes representagdes das a¢oes de D(yj41)2 em S 3

q
(h+1).23k1
(vide observagdo 2.3.1).

Como todas as regides fundamentais sempre mantiveram no plano-34 o arco comec¢ando em
ey, € natural que escolhemos e, como sendo a 0-célula fundamental.

Precisamos descobrir os dois elementos fundamentais para determinarmos 0s outros pontos
que aparecem na regido fundamental.

O primeiro elemento, o qual serd da forma x*y?, é aquele que leva o ponto e, no préximo
ponto do arco escolhido no plano-34. Precisamos que esse elemento tenha uma rotagdo de € no
sentido hordrio, lembrando que a rotacdo do elemento y* é BI(2h + 1)& e a rotacdo do elemento
x® é —a2""'e no plano-34. Observe que a poténcia de y € par, pois assim a a¢do de y ndo troca

o ponto de plano. Nesse caso, esse elemento precisa satisfazer a seguinte equagao:

—& = —ak2"'e + BI2h + De [mod (2h + 1).2"71]

Assim, os pontos no plano-34 no sentido hordrio sio es, (x*y*)es, (x*y%#)es, (xy#)ey,
o (0 P)2 L g.

Observe que sempre e, = y* ~'ey.

O segundo elemento, o qual serd da forma x* y%, é aquele que leva o ponto e, = y* e,
nos pontos do arco escolhido no plano-12. Precisamos que esse elemento tenha uma rotacdo de
€ no sentido anti-hordario, lembrando que a rotagdo do elemento yzﬁ, é B'1(2h + 1)e e a rotacdo
do elemento x* é @’2""'& no plano-12. Observe que a poténcia de y € par, pois assim a agcao de

y ndo troca o ponto de plano. Esse elemento nesse caso, precisa satisfazer a seguinte equagao:

e=a k2 e+ B12h + De [mod 2h + 1).2'71]
Assim, os pontos no plano-12 no sentido anti-hordrio so (x? y%# )7y ~le,, (x@ y%# )7+1y2~l¢,,
(x“ y2,6' )z+2y2’—1 hy oy (X yZﬁ )z+2"2y2’—1 es.
Temos como 1-células fundamentais:

I=e; % xyPey J=ey & (Y8327 ey K=ey & (3% ) ey

Deste modo, &op+1)2:41 € dada pelo seguinte curved join:

[1+xay2ﬁ+(xa/y2ﬁ)2+m+(xay2ﬁ)2h]l z [(xa’yzﬁ' )z+1y2f—1+(xa'y2ﬁ’ )z+2y2f—1+m+(xa’y2ﬁ' )z+2"2y2’—1]1
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Observacao 2.3.4. Nos exemplos anteriores, estdvamos escrevendo a tiltima parcela desse join
! 4 =2 Ht_ 4 / r_ / 4 r_ . . . .

como [(x¥ £ Y2y 4+ (x@ y¥# )y 2yP Ly (x@ y?B )2 UL pois considerdvamos o sentido

das flechas, porém na generalizacdo optamos pelo contrdrio, apenas para as poténcias ficarem

crescentes.

Independente da representacdo do grupo Dz+1)2, teremos as seguintes identificagdes de
cada face da regido fundamental:

1°) 2h + 1 > 2172

-2
2%

(2h+1)e-2"%

t-2
27¢

Regido I Regido II
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(2h+1)e-2"%

t-2
P 27¢

4’

-2
2%

Regido III Regido IV
Na Regido I, os 2/~2¢ sdo identificados com os 2'2¢ finais da Regido III, os 2'"2& da Regido
II sdo identificado com a Regido IV, os (2h + 1)e — 2/~ da Regido II sdo identificados com os

primeiros (2 + 1)e — 2'~2g da Regido II1.

2°)272 > 2h + 1

(2h+1)e

Q2ht+1)2
2% - (2h+1)e

Regido | Regido II
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! 2h+1)e

2% - (2h+1)e

(2h+1)e
Regido III Regido IV

Na Regido I, os primeiros (24 + 1)e sdo identificados com os (2h + 1)e da Regido III, os
2'=2g — (2h + 1)& da Regido I sdo identificados com os primeiros 2/~ — (2h + 1)& da Regido IV,
a Regido II € identificada com os (24 + 1)e finais da Regido IV.

Agora, descreveremos as células de cada caso:

1°)2h+1> 2172

(X(x 2B)2h+1 e4

Regido I

(XOL 2B’ )Z+2"2y2'-1J

(ch y2[3 )zy2| 1 K

( (x 2[3)Z+2‘2 21

2[3)2 21

(X"y
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.y 220+
Regiao 11 >
(Xa y2[3‘)zy2 1K
(XayZB 2h+1-2"ze4
(xy")e,
I
K o
(x"y"Yy""e,
Regiao 111
(
(Xoc 2p’ ) 2t2
(x'y")’e,

t

y'e,

_ AN

(Xa 2B’ )Z +2'
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Regiao IV

2B’ \z+2% 21
(X y ) y €, e,

%

o\ 2B'\2, , 21
(X'y")y e
Acima temos cada lado da regido fundamental com suas respectivas nomeagdes, considerando
as relacdes do grupo metaciclico Dpj41y2:-

Escolhemos, dentre as células acima, um conjunto de representantes (células fundamentais)

em cada dimensdo:

Co = ey
cia=1

cip=J

ci3=K

2y = (xa 28 )y Xly, 3 (xy$)2tl e, 5 (xa/yZ,B/)z+2”2 Xy,
2 = (xayZﬂ)2h+l—2‘2€ % (xayZ,B)ZhHe % (xa 28 )z 20— 1e4
Cry=e4 ¥ (X y2,3)2h+1 -2 2e % (xa 28 Yy 21— e,

¢y = [1 +x%y 28 4 (x° y2,8)2 - (xayZﬁ)2h]I % [(xa’yzﬁ’)z+1y2’—1 " (xa’yzﬁ’)z+2y2f—1+

+ o+ (X" yw )Z+2t_2y2t_1]1

Assim, obtemos o complexo de cadeias sobre o anel ZDyj41y2:, possuindo apenas uma

0-célula, trés 1-células, trés 2-células e uma 3-célula:

a3 62 61
0— ZD(2h+1),2t<C3> - ZD(2h+1).2f<C2,1’ C22, Cz,3> - ZD(2h+l).2’<Cl,1a C1,2, 6‘1,3> - ZD(2h+1),2f<Co> — 0,
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onde o0s bordos sdo:

di(cry) = [(x*y*) = 1]co

81(61’2) — [(xa,y2,8,)z+2t*2 2] _ 1]CO

0i(c13) = [y yy* ' = 1

x(car) = [ YE Yy = o (2 Yy 2yl h o (e T e - (6 y ¥ ) et
+ (xa/yZﬁ/ )ZyZ’—lc

Or(c22) = [V 127 4+ ) ers + Y )y s — (@ y¥ 2 e,

_yi2_
Ox(cr3) =[1+ ...+ (JCQ)’Zﬁ)Zh+1 2 1]6‘1,1 - (xa » )y - 1012 —C13

B3(c3) = [1 = [(x* y* )27y ey + [1 = [y )y 1 eas + [1 = (9)* " 1eas

1,3

Afirmacao 2.3.8. O complexo de cadeias acima é semi-exato.

Antes de comecgarmos a calcular [0; o 0;] e [0, o 03] faremos algumas consideragdes, as

quais serdo de grande valia para mostrar as igualdades desejadas.

2+l = | =y

xz — x(2h+l)j — (x2h+1)j — 1] — 1

. =a[mod2h + 1)]

De fato, na regido II temos que K = [es, (x* ¥ )7y?"le,] € na regido III obtemos que
(Y TK = [(x#) e, (x ym’ )y 27y -1e,]. Agora,

(x(xyZB)Z’_zK — [(xayzﬁ)21_284, (xay2ﬁ)2t_2.(xa’y2ﬁ, )Zyzt 1 ] [(xayZﬂ)Zt 2 2r— y2"lﬂ+2ﬁ'z—le4]

Assim,

X

-2 -1 /
2 ayZ B+28 z—1 e,.

’ / 72 _
ey = (xa/ yZﬁ )z+2r y2’ 1

4 4 =2 At_ =2/ 4 =10 _
Como (x? y# )27 y2-le, = x¥ @ 2P =278 ~1¢, obtemos
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-2 -1 o =2/ 4 -1 _ -2 =2/
x2 a/yZ B+26 z 164:)‘:2 ay2ﬁ1+2 B 164: :x2 a/:x2 a : 5

= 220 =224 [mod(2h + 1)] & a = a [mod(2h + 1)].

pB=21-p

De fato, temos as seguintes equacoes:

() —e=-a2""e+BI2h+ e [mod 2h + 1).2"1

(I e=a27'e+BI2h+ e [mod 2h +1).2"7]

Como a = « , obtemos

() —e=-a2""e+BI2h+ De [mod 2h + 1).2"1]

(I &=a2""e+B12h+ De [mod 2h + 1).2"']

Substituindo (II) em (I), temos

a2 e = BIQ2h + e = —a2''e + BIQh + Ve [mod 2h + 1).2'71]
—BI2h+1) =BICh+ 1) [mod 2h + 1).27" = B+ B)I2h+1) =0 [mod 2h + 1).2"7']

Assim, (B +8)I(2h + 1) é multiplo de (24 + 1).27!, ou seja,

B+L)ICh+1)=QRh+ 12" 'p, neZ = B+L) =25
Agora, [ é impar, isso implica que [ # 2!, Além disso, como a ordem de y € 2’ e 23 é
poténcia de y, obtemos que 28 < 2. Analogamente, 23 < 2'. Dessa forma,
B<2lef <2 = p+p <227 =B+ <2
Pelas consideragdes acima, temos 8+ 8 = 2'~!, ou seja, 8 = 2! — 3. m|

_nt-1 -1
A=A

De fato,
2t71 2t71 2!71 2t71 2.2#1 ot
yoy o=y o=yt o=yt =1,
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. _2171 _ 2771
ou seja, y =y .

Assim,

= (2 = () =2

Ly 2 = 26N

De fato, na regido III temos que J = [64, (x@' y%# )Z+2’_2y2t‘le4] e na regido II obtemos que
(X”/yzﬁ ’ yy*lJ = [(x“,yzﬁ , Y32 ey, (x*yP)2h1-27 6,1, Agora,

Y Y21 = (0 P [ es, (X% 3 )z+2”2y2’—1 64] a=a
—-28\z,,~1 —-28\z+2'72 ~1 2671 2172 —2Bz-21"15-1
= (Y Py ew (Y ey | =y eq, x Ty P gy | =
— [y—Zﬂz es, x—aZ”zy—4ﬁz—2H,B—2 64] )
Assim,

—a2i72 —ABz-2"718-2 _ _a 2B\2h+1-2'"2
X y & P2 = (x y ?) €4.

Como (xayZﬁ)2h+l—2"2 — x—z“zay2ﬁ(2h+l)—2"1,6" obtemos

2”201y—4ﬁz—2”1,6'—2 — x—z”zayZﬁ(2h+1)—2”1,6.

Portanto, y~ 472 = y?@h+D)

(xa'yzﬁ’)z+1y2f—1 4 (xa’yZﬁ/)HZ”zyZ’—l _(xa/yZB’)HZ”ZyZ’—l

(e y# )iy
[0, 0 0,] = (xay2ﬁ)2h+1—2"2 .+ (xaylﬁ)Zh (xa' yzﬁ’ )zyZ’—l _(xa’yzﬁ' )zyZ’—l
[ (xaylﬁ)2h+1—2”2—1 _(xa’yzﬁ')zyz'—l 1
(xy*) -1 0
(xo/yZﬁ' )z+2"2y2’—1 —11=1o0
o Yy -1 0
De fato,
. (x® yZﬁ )z+1y2’—1 o+ y2,8 )z+2"2y2’—1 ) [(X(yyZﬁ) _ 1] " [_(xa y2,8 )z+2“2y2’—1] )
’ ’ -2 r ’ ’ r (X, r
.[(xa y2,8 )z+2 yz 1 _ 1] + (@ y2/5 )zy2 L [(x y2ﬁ )zyZ 1_ 1] _

[(xay—Z,B)zHy—l + (xay—Z,B)z+2y—l + (xay—Z,B)z+3y—l + .+ (xcxy—Zﬁ)z+2”2y—1] ) [(xayZﬁ) _ 1] +
+ [_(xay—Z,B)z+2"2y—l] ' [(xay—Z,B)z+2"2y—l _ 1] + (xay—zﬁ)zy—l_ [(xay—Z,B)zy—l _ 1] _
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— y—2ﬂzxay—2ﬂ—1xay2ﬁ + y—2,31x2(1y—4,8—1xay2,8 + y—Zﬁzx3ay—65— 1 xayZﬂ +
+ y—2,6‘z x2"zay—2"1,8—1 xayZ,B _ y—2ﬁz xay—Z,B—l _ y—Z,BZ x2ay—4,8—1 _ y—2,6'z x3ay—6,8—1

_ -2 _nt-lp_ _ 1-2 _nt=lp_ _ 1-2 _nt=lp_ _ -2 _nt-1p_
2B2,2 a/y2 B-1 2Bz )2 ey -2 B 1,22 2 ey -2 B 2Bz 42 ayz B-1

+

-y
—2B7—1,,-28z—1 _
+y y y
— y—Zﬁz—Z,B—HZﬁ + xay—Zﬁz—4,B—l+2ﬁ + x2ay—2ﬁz—6ﬁ—1+2/3 + o+ x2"2a—ay—2,81—2"1,8—1+2,3

y y y y Y

—26z-1 _

+

_xa/y—Zﬂz—Z,B—l _ x2ay—2,8z—4ﬁ—l _ x3ay—2ﬁz—6ﬁ—l - .. - x2'_2a/y—2ﬁz—2’_],8—1 _ y—4,6’z—2’ﬁ—2
+ XZ”zay—Zﬁsz’l/j—l 4y 2 2Bl =
— y—Z,Bz—l + xay—zﬁz—zﬁ—1 + x2(zy—2ﬁz—4,3—1 + .+ x2”za—ay—2ﬁz—2”l,3—1+2ﬁ _ x(xy—Zﬁz—2,B—1 _

—-2pz-4p—1 “2pe-6p-1 _ x2"2(yy—232—2"'ﬁ—1 —4p=2 x2"2a' —26z-2"1p-1

+

_x2cry _ x30y

+y—4ﬁz—2 _ y—Z,Bz—l =0.

- y

. [(xayZﬁ)ZhH—Z”z o+ (xayZﬁ)Zh] . [(x“yzﬁ) _ 1] " [(xa’yzﬁ/ )zyZ’—l] . [(xa’yzﬁ’ )z+2”2y2’—1 _ 1] 4
[y ey -1 =

— [(xay2ﬁ)2h+1—2"2 P (xayZ,B)Zh] _ [(xayZ,B) _ 1] + [(xay—Zﬁ)zy—l] _ [(xay—Z,B)z+2’"2y—l _ 1] +
+ [~y 2y | ey Py - 1] =

= ( xayZﬁ)2h+l—2”2+l + ( xay2,3)2h+1—2”2+2 + o+ xa/yZB)Zh + ( xayZ,B)2h+l —( xay2ﬂ)2h+l—2”2 _
_(xay2,8)2h+1—2"2+1 — = xayZ,B)Zh + y—zﬁz—l_ [ xczZ"Zy—Zﬁz—Z"l,B—l _ 1] _ y—Z,Bz—l- [y—Zﬂz—l _ 1] —
=y _ x—zf-2ay2ﬂ(2h+1)—2f-‘ﬁ " x—a2“2y—4,6z—2"1ﬂ—2 — oyl 2 2]

— y—4ﬁz—2 _ x—aZ”zy—4ﬁz—2”l,B—2 + x—aZ”zy—4ﬂz—2Hﬁ—2 _ y—4,8z—2 = 0.

. [1 o+ (xayZB)2h+l—2”2—l] ‘ [(xa/yZ,B) _ 1] _ (xa’yzﬁ’ )zyzf—l_ [(xa,yZﬁ,)z+2”2y2’—l _ 1] _
_ [(xa’yzﬁ')zyzf—l _ 1] =
— xayZB + (xayZﬁ)Z + .+ (xayZﬂ)2h+l—2"2 -1 = (xa'yZ,B) - - (xay2,8)2h—2"2

_ _ . -2 _ o _

—(xy 2,8)zy I [(x y 2,8)z+2 y 1 _ 1] _ [(x y 2,8)zy 1 _ 1] —

— (xay2ﬁ)2h+l—2"2 1= y—Z,Bz—l- [xcﬂ"zy—ZBz—Z"lﬁ—l _ 1] _ (xay—Zﬁ)zy—l +1=
— x—2"2ay2ﬁ(2h+l)—2"],6' _ x—azf-2y—4ﬁz—2f-1ﬁ—2 + y—Z,B’z—l —2Bz-1 _

— x—2”2ay—4ﬁz—2”1/5—2 _ x—2”2(xy—4ﬁz—2”lﬁ—2 =0.

-y

[0, 0 03] = ( 1 — [(xa,yZ,B’ )z+2”2);2’—1]_1 1— [(xa'yZﬁ, )zyzf_l]_l 1 — ()Cayzﬁ)ffz )

4 4 r_ (l, / =2 ~r_ (l, 4 =2 ~t_ (l, 4 r_
(xa yzﬂ )z+1y2 1 + ...+ ()C yZﬁ )z+2 y2 1 —(X yZﬁ )z+2 y2 1 (X y2,8 )zyZ 1
(xayZﬁ)2h+1—2”2 - (xayZﬁ)Zh (x* y2,B )zy2’—1 —(x® y2ﬁ )zy2’—l — ( 00 0 )
1+.. . + (xayZB)ZhH—Z"Z—l —(x“ yz,e )zyZ’—l -1
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De fato,
L4 [1 - [(X‘Y/yzﬁ/ )z+2"2 2’—1]_1] o 28 '
J(x z+1,,2'-1 ’ ’ -
b ) y [((x* yP )y + ...+ " ylﬁ )z+2 1—(2h+1)y2'_1 +
+(x* y2,6’ )z+2' L_@h+1)+1,2'-1 -
P @ e |
.[(xafyZ,B)Zh+1_2f—2 n + 028 (2h+l)—2"2 5l - [(X y )y ] ]
ce (X y ) +27 =(2h+1)~1 + (xayzﬁ)(zh"'l)—2'_2—(2h+1)+2"'
L+ (xay2/j)2h] +11 @, 2B\212
- (x"y?) ] J1+ . (2821271 o
= 1 = [(xey28y27y1 -1 gl —
[ [ Yy ] Ty By y=l L (xey 282 @Dyl
+(xay—2ﬁ)z+2'-‘—(2h+1)+1 -1
U @y [ [ay ]
.[x‘z”za 28(2h+1)-2"'p 2 - B [(x Yy ] ]
y + . + x2 a—ayZ’ lﬁ—zﬂ 2124 2171[3
+ [1 _ 2% 218 -2 o Y ot x2hay4hﬁ] +
x= 7y ].[1 + .+ x? “—“y2ﬁ<2h+l)—2"1ﬁ—2ﬁ] —
= [1 _ (k2 ey 22 —1] o -2B-2p-1
o Y DRl I e S S e e o Al
42 ara 2B+ 2BCR1)-2B-1 -2 . y +
y +o o+ XY ey 2Bz+1 -2
+ x2"26¥y2"‘ﬁ—2ﬁ b 228 I+ [1 -y ]'[x_z ayzﬂ(2h+l)_2Hﬁ +
X 2ha 4h -
2 VB 4 a2y 4 4 4 x 2Ty 2R -2 p0p
—x° %y B_  _ x—ay2ﬁ(2h+])—2,8 — -
= [1 _ x2r72(,y2Bz+2t—lﬁ+l] [ @\, ~2Bz-28—
JAX y Z ﬁ 1 + 2r—1 )
2 vy 2B 2B )21 22 L cy eIy
+ oo 4 xFTay BTl g 2y 2Rk 2
+ xFTamey 22 L 2 e 2B o Y P+
2 - Y T I A s e
—  x2Tarey2TIE0pEl 2 ey 2B 42 o
- — 2hay )
+ x—2'720—a 28(2h+1)-2""18-28 9124 ot-1 e X ay Ferledph 4+ 1+
y i N e e e e
= a,—2f7-26-1 -
Xy & e 1f¥y—2ﬁ2+2ﬂ(2h+1)—1 + 2 latay,~2Be2B(2h+ 1)-26-1
4+ 2Py 2B-2 -1 (2P 271 B0, - Y o
y -X y B=28 _  _  ~21"2q 21512B80h+1) _ 2 2q—q 2!
- Lo X y —x 212 q—a, 2171 B+2B8(2h+1)-28
+x2 ayZﬁ(2h+1)_2H,3 N o 2-ig y —..—1+
+ X2 amay 250 22 21!
¥y HB226 220 ,~2B7-2""15-1 _ot=2 - g N * ay g +
y x= Ty Pl —xE ey 1B-2p+2pet] _ (~2Pary 2pe+2 2
_ _ DG
+1+ ...+ x—Z’_za—ay2ﬂ(2h+1)—2"‘ﬂ_2ﬂ 22 2i-lg Y s XY P21y
212 71-1 - X y — ... x—a'yZ,B(Q}Hl)—Qﬁ =
= —X a—a - ﬂ—zﬁ _ _ _2,,2 _2!*1
o ) X2 ey 2TBBQ D) 2y 2T pdRRD-25
— 1 + x2 ay2,3(2h+1)—2’ B4 4+ 2 a2 0B 2124 ot-1 o
e X y + X “yz B 4+ 4 xay22h+DB-28
+1+...+x “—“y2ﬂ(2h+1)—2"‘ﬁ—2ﬁ 22 o-lg y +
X y - .. x—“y2ﬁ(2h+1)_zﬁ -0

+

o |1 = [(x@ 28 )22y - @ 28 \g+22 0 ’
[ [(x y7) y ] ]'[_(X yP ) 2)’2 I N [ 26\ 21| (28 ey 2
221 v ot 2d O I KCa e
1= Gy ey )y =
= —(xry 2By Ryl ay-28\+22 1] e -
ay,=2\24,~1 _1) Y M [(X Y )Z+ Y 1] .(X y_Zﬂ)Z+2 zy_l + (xay_Zﬂ)Zy_l -
|Gy iy |y Pyt — ey )yt (a2  (ey Pyy! =
— 2By, —2B8Y22 - - -
YRy Byt [y a2yt | o 2y
@, —2BN\2""" — 251171
+(xay2:8)2’—2y_22ﬁ—1 = [ Y ) Y ] Y (x Y ) Y - [y e l] y_ZZﬁ_l +

— 21"2q —2’_]ﬁ—2 — - —
X y -1 22q —2"1,6—243 1 ! 2q -1
y 2 2718-27p-1 270+
+ [X ] X y — y 1y 2zp-1
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+ xzt’zayZHB—Zzﬁ—l —
- _ x2"2ay—2"1,8—22ﬁ—1 + xzf-2ay2f-1ﬁ+2zﬁ+1 x2"2ay—2"1,8—22ﬁ—1 1+ xzf-2ay2f-1ﬁ—2zﬁ—1 —
— _x2"2czy—2"1,6—22ﬁ—1 + x2"2a—2"2ay2"]ﬁ+21,6+1—2"1,8—22/3—1 1+ x2"2ay—2"1,3—22,8—1 —

=1-1=0.

. [1 _ [(xo"yzﬂ, )z+2’2y2f_1]_1] _(x“,yz'g, )Zy2’—1 " [1 _ [(x“,yzﬁ/)zyzt‘l]_l] .[_(xa’yZﬂ, )zth—l]
-1+ (xayZB)Z"z —

i N [T el e T B e ) N [ Sl I
.(xay—Zﬁ)zy—l 1+ (xayZB)Z"Z —

- [y—ZZﬁ(xay—Zﬁ)Z"zy—l]_l Y281y [y—2zﬂ—l]_1 yEBT ] g (xry ) =

- _ [x2"2ay—2"‘ﬁ—2zﬂ—1]‘1 S R e

- _ x2"20/y2"1ﬁ+22ﬁ+1y—22,8—ly—ZZﬂ—l +1-14+ xzt—zayzr—lﬁ _

— _xzt—Zayzt— lﬁ + xzt—Za,yzt— lﬁ — 0.

Observacao 2.3.5. O complexo é exato em todas as dimensoes, exceto 0 e 3.

2°)272 > 2h + 1

Abaixo temos cada lado da regido fundamental com suas respectivas nomeagdes, con-

siderando as rela¢des do grupo metaciclico D 1)2::

)2h+1

Regido I oy

(Xa’yZB' ) z+2" y2‘-1 J

(Xa'yZB’ )Zy2'-1 K

(Xa yZB )z+2' y2-1 e4

o’y 2B \z+27-(2h+1)+ o 2B \2, ,2-1
(X'y™) 'y'e, Xy )y e,
o 2[3)z+2 -(2h+1) . 21

(x y e,
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(Xay2ﬁ)2h+1 e4

Regiao 11

z, 21

xXy*)yy e,

Regiao 111 e,

(Xa'y2[3’ ) z+2" y2'—1 J

)z+2"2 21

(X“y*)" y* e

o

(xy")"e,
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Regiao IV
y*'e, J

(Xoc 2p’ )z+2t2

o 2B)z+2‘2(2h+1) 211

(X yo e,

(Xoc’yZB )zy2 1e

Escolhemos, dentre as células acima, um conjunto de representantes (células fundamentais)

em cada dimensao:

Co = €4
01’1 =]
01’2 =J
6‘173 =K

o 28 )z+2’ 2—(2h+l)y2’ 2Byl g, 28 )z+2"2y2’—1

4 ¥ (X" % (xa'y

" y2/3 )zy2 loy % (xy#Ple, % (xa’yZﬁ' )z+2"2—(2h+1)y2’—1

="y ey

ez =es F (xyPY ey & (7 y¥ )y* ey
cy = [1 + xayZﬂ + (xayZ,B)Z + .+ (xafyZ,B)Zh]I i [(xa' yZ,B )Z+1y2t—l + (xa/ 2,3 )Z+2 20— 1+

+ ..+ (x", yzﬁ’ )Z+2Hy2t'1]l

Assim, obtemos o complexo de cadeias sobre o anel ZDyj41y2:, possuindo apenas uma
0-célula, trés 1-células, trés 2-células e uma 3-cé€lula:

03 i) 01
0 — ZDp11y2{c3) = ZDppi1)2:{C2,1, €22, €23) = ZDp1)2C1 1, C12, C13) = ZDps1y2:{co) — 0,



2.3 Complexo de Cadeias para a acdo de Dpi1y em S 3 126

onde o0s bordos sdo:

di(cry) = [(xy*) = ey
B1(c12) = [ y# 27y — ey
d1(c13) = [y ¥y = 1eg

l'/ / -2 r_ (t -2 (l =2 of_
Or(car) = [(x y2/:1' )z+2 (2h+1)+1y2 L (x"y 28 )z+2 yz 1]61,1 Iy 28 )z+2 1y (xayZﬁ)ZhH]Cl )
(92(6‘2,2) — [(X(l 2,3 )Z+l 21 + .+ (x(l Zﬁ )Z+2t 2—(2h+1) 20— I]C + (xay2ﬁ)2h+lcl’2 + (xa/ 2,3 )Z 20— 101’3
O0x(cr3) =[1 + (xayZﬁ) +...+ (xayzﬂ)Zh]Cl,l - [(x* yzﬂ )Zyz “ e s

B3(c3) = [1 = [(x* ¥y 7y eyt + [1 = [y 1 e + [1 = [ 3 )y 1 eas

Afirmacao 2.3.9. O complexo de cadeias acima é semi-exato.

Antes de comecarmos a calcular [0 o d;] e [0, o 03] faremos algumas consideragdes, as

quais serdo de grande valia para mostrar as igualdades desejadas.

=S R R

. X
=1

Justificativa andloga ao primeiro caso.

—2ha 4

De fato,

x.x2h - x2h+1 — 1’

ou seja, x 2 = x.

Logo,

x—Zha — ( —Zh) (x)a _ (l

L@ = a[mod2h + 1)]
De fato, na regido III temos que ¢ = [(x yzﬁ, Y27y e, (x*y?)?he,] e na regido I obtemos
que (xa’ yzﬂ' )z+2"2y2’—1 ¢ = [(x2y$)hle, ( X yzﬁ’ )z+2"2—(2h+1)+1y2’—1 el
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Agora,
’ / ’ / / ’ / / ’ /

@ 2B \e+4272 201 2720 2B 42071 -1 . 21200 28 742718 1 e (28 \z+272 20-1 @, 2B\2h _
(¥ yP Y2y e = ey P Pl = ey PR B (P Ty ey, (a0 y ) ey ] =
_ 22 28 015 1 22 28 74215 -1 2ha . ABh _ 4B 72 2120  2ha 28 7421718 —1+48h
=x0 PR P e e B ey 2y Whey] = YV x y e p o

Assim,

2724 2ha 28 742718 —1+4Bh _ ;@ 28 \e+2 2 —(2h+1)+1 211
X N Y CUl el Y ey

’ ’ -2 r =2 ’ ’ -1 /_ ’ ’
Como (xa yZB )z+2 (2h+1)+1y2 164 — )C2 a +a yZ,B 4278 —h+1)B +B e, obtemos

-2/ 4 -1 _ =20 4 -1 _ i =2/ =20
x2 a 2hay2ﬁ 427 B —144Bh _ )C2 a +a yZﬁ 74278 —(2h+1)B +8 eq )C2 @ —2ha _ )C2 a +a

= 224 1o 220/ +d/ 4
— x =x — a=a [mod2h+ 1)].

pB=271-p

Justificativa andloga ao primeiro caso.

_nt-1 -1
2B =yrA

Justificativa andloga ao primeiro caso.

~452-2 — 2R+
De fato, na regidao IV temos que K = [64,(x“,y2ﬁ/ )Zy2[‘le4] e na regido I obtemos que
(xa yZ,B )zyZ’—lK — [(xa yZ,B )zyZ’—le4, (Xay2ﬁ)2h+1€4].

Dessa forma,

-y

(@ Yy IK = (P )y [64, (x y* )Zyzt‘leét] B

= (Y Py ew Y Py ey =y eay P e | =

— [y—2z,8—1 es, y—4z,8—2 64] )

—478-2 a. 28\2h+

Como, (xayZ,B)ZhH — yzﬁ(2h+1)_
Portanto,

—475-2 26(2h+1
yAB=2 2PN,
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[0)00,] =
(xa’ yZ,B/ )z+2"2—(2h+1)+1y2’—1 + o+ (xa’ yzﬁ’ )z+2"2y2’—1 _(xo/ yzﬁ' )z+2"2y2’—1 _ (xayZﬁ)ZhH 0
— (xa y2,8 )z+1y2’—1 + .+ (xaf yZ,B )z+2"2—(2h+1)y2’—1 (xay2ﬂ)2h+1 (xa yZ,B )zyZ’—l
L+ (%) + .+ (27 0 —(x Yy -1
(x*y?#) -1 0
¢ xa/ yZﬁ’ )z+2’_2y2’—1 “1l=1o0
(xa,yZ,B, )zyZ’—] -1 0
De fato,
o [( v y2ﬁ’ )z+2”2—(2h+1)+1y2’—1 + ( s yzp" )z+2”2—(2h+1)+2y2’—1 o+ (xa’ yzﬂ’ )z+2”2—1y2’—1 "
+(xa’ yzﬁ’ )z+2"2y2’—]]. [(xayzﬁ) _ 1] " [_(xo/ yzﬁ’ )Z+2,_2y2,_1 _ (xayzﬁ)2h+1] )
) [(xa,yzﬁ, )z+2”2y2’—1 _ 1] —
— [( xay—Z,B)z+2”2—(2h+l)+ly—l + ( xay—Zﬁ)z+2”2—(2h+l)+2y—1 R xay—Zﬂ)z+2”2—ly—l +
+(xay—2,8)z+2f-2y—1]_ [(xayzﬁ) _ 1] + [_(xay—ZB)z+2"2y—l _ y2ﬁ(2h+1)] ) [(xay—Zﬁ)z+2"2y—l _ 1] —
— [ x2"2cy+a'y—2ﬁz—2"] B+22h+1)B3-28-1 + xZ’_2(1+2a/y—2ﬁz—2'_1 B+2(2h+1)B-45-1 +

+ XZ”za—ay—Z,Bz—ZHB+2ﬁ—l + x2”2ay—2ﬁz—2"lﬂ—l]‘[(xayZB)_ 1] + [_XZ”zay—Zﬁz—ZH,B—l _y25(2h+1)].

‘[XZ"zay—Zﬁz—Z"lﬁ—l —1] =

x2"2ay—2,8z—2"1ﬁ+2(2h+1),8—1 + xZ"za+ay—2,Bz—2"1,6+2(2h+1),6—2[1’—1 + .+ x2"2a—2ay—2ﬁz—2‘_],8+4,8—1 +
+ x2”za—ay—2ﬁz—2”lﬁ—l+2,8 _ x2”2a+ay—2,8z—2”1ﬂ+2(2h+1)ﬁ—2ﬂ—l _ x2”2a/+2ay—2ﬁz—2”1ﬁ+2(2h+l)ﬂ—4,3—1 _
_ x2"za—ay—2ﬁz—2"1,3+2ﬁ—1 _ xz’-zay—zﬁz—zf-lﬁ—l y—4ﬁz—2’ﬁ—2 + va"zy—Z,Bz—Z"lﬁ—l
_ x2"2ay—2ﬁz—2"],6'+2(2h+1)ﬁ—] + y2(2h+1),8 —
— x2”2(zy—2ﬁz—2”lﬁ+2(2h+l)ﬁ—1 _ xz”z(xy—Zﬁz—Z”l,B—l y—4ﬁz—2 + wa”zy—Zﬁz—Z”l,B—l
_ x2”2(xy—2/3z—2”1,3+2(2h+l)ﬁ—l + y2(2h+l),8 —
— _y2(2h+1)ﬁ + y2(2h+1),8 - 0.
. [(xa’yzﬁ’ )z+l y2’—1 i (xa' yzﬁ’ )z+2y21—1 + (xa’ yZ,B/ )z+2“2—(2h+1)—1y2’—1 4
+(xa yZﬂ )z+2"2—(2h+1)y2’—1]_ [(xayZﬁ) _ 1] + (xayZﬁ)2h+l_ [(xa yZﬁ )z+2”2y2’—1 _ 1] +

+(xo/y2/3’ )zyZ’—l. [(xa’yzﬁ' )zyZ’—l _ 1] —

— [(xafy—Z,B)zH y—] + (xay—Z,B)z+2y—l + .+ (xay—zﬁ)z+2f—2—(2h+1)—1 y—l + (xay—Zﬁ)z+2'-2—(2h+1)y—1]_
.[(xayZﬁ) _ 1] 4 y2(2h+1),8. [(xay—Zﬁ)HZ”zy—l _ 1] + (xay—zﬁ)zy—y [y—Zﬂz—l _ 1] —

_ [ xay—2,3z—2/3—1 + x2(1y—2ﬁz—4ﬁ—l + + x2”za—ay—2ﬁz—2”1,B+2(2h+1)/3+2ﬁ—l +



2.3 Complexo de Cadeias para a acdo de Dpi1y em S 3 129

+ x2”2ay—2ﬁz—2”lﬁ+2(2h+1)/3—1]' [(xa/yZﬂ) _ 1] + y2(2h+l),8‘ [ x2”2ay—25z—2”1ﬁ—1 _ 1] +
+y—2ﬁz—1_ [y—Z,Bz—l _ 1] —

— y—2,6'z—1 4 xay—z,gz—zﬁ—l + .+ x2"za—2czy—2ﬁz—2"',B+2(2h+1)ﬁ+4ﬁ—1 4 x2"2a—ay—2,6z—2"1ﬂ+2(2h+1),6’—1+2ﬁ _
_ xay—Zﬂz—2ﬁ—l _ x2ay—2ﬁz—4,3—l - = x2”za—ay—2ﬂz—2”'ﬁ+2(2h+1),B+2ﬁ—1 _ xz”zay—2,8z—2”lﬂ+2(2h+1),8—1 +
+ x2"2£xy—2,8z—2"1,8+2(2h+l)ﬁ—l _ y2(2h+1)ﬁ + y—4/3z—2 _ y—2ﬁz—1 —

— y—Zﬁz—l _ y2(2h+1),6’ + y—4,8z—2 _ y—Zﬁz—l —

— _y2(2h+l)ﬂ i y2(2h+1)ﬁ —0.

[1 + (xB) + (xYPY + .+ (x“yzB)Zh] . [(x“yzﬂ) — 1] + [—(x“,yzﬂ, )Zyzt‘1 - 1] .
ooyt - 1] =

= X% 1 B + (9B L+ ey ] ey (B ()
=Gy Pyt 1] ey ey - 1 =

— y2(2h+1)ﬁ 1+ [_y—z,li’z—l _ 1] _ [y—Zﬁz—l _ 1] —

O R T

2(2h+1)B 22h+1)B _ 0

=Y -y

[62 o (93] — (1 _ [(xa/yZB,)z+2"2y2’—l]—l 1= [(xayZﬁ)ZhH]—l 1— [(xa,yZﬁ,)zyZ’—]]—l) .

( v yZﬁ/ )z+2”2—(2h+1)+1y2’—1 +ot( X y2/3' )z+2”2y2’—1 —( v yzﬁ’ )z+2”2y2’—1 — (xoy)2hel 0
/ / r_ a// / =2_ r_ a a// / r_
(e Y2 YT g (x y e  hey2 (xty2)2e] (x y2 )z
14+ (x)%) + 4 (27 0 —(x Y Pl -1
=(0 0 0)
De fato,
. [1 _ [(xa/’y2ﬁ')z+2”2y2’—1]—1] .[(xa/yZB’)z+2”2—(2h+1)+1y2’—1 L 4 (xa'yzﬁ’)z+(2h+1)y2f—1 4

7 ’ r ’ ’ -2 I _ ’ ’ r
+(x? y2ﬁ )z+(2h+1)+1y2 Ly (xayw )z+2 yz 1] + [1_[(xafy2,8)2h+1] 1]'[(xay2,8 )z+1y2 (-
_— (xa,yZﬁI)z+2(2h+1)—2”2y2’—1 n (xalylﬁ/)z+2(2h+1)—2”2+1y2’—1 o+ (xw/yZ,B’)z+2”2—(2h+1)y2’—1] 4

1= 1 L+ )+ ) =

— (xay—2ﬁ)1+2"2—(2h+1)+1y2’—1 + .+ (xay—2,8)2+(2h+1)y2‘—1 + (xay—Zﬁ)z+(2h+l)+1y2’—l +
+( xay—2,8)z+2"2 y2‘—1 —[( xay—Zﬁ)z+2"2 yz‘—l ]—1 ( xay—2,8)z+2"2—(2h+1)+1 y2’—1 — xay—Zﬂ)z+2“2 yzl—1 ]—1 )
( xay—Zﬁ)z+2”2 y2’—1 + ( xay—Zﬁ)z+1 y2’—1 + . + ( xay—2,8)z+2(2h+l )22 y2’—1 +

_ _ -2 t_ _ 1—2_ f_ _ _ f_
+(xy 2)e+202h+1)-2 +1y2 Ly g (x%y 28242 (2h+1)y2 1 _ [y2(2h+1)ﬁ] 1.(xa/y 2ﬁ)z+1y2 1 _
_ [yZ(2h+l)ﬁ]—l ( xay—Z,B)z+2(2h+l)—2"2 y2’—1 _ [y2(2h+l)ﬁ]—l ( xay—2,8)z+2(2h+l)—2"2+1 y2’—1 _ [yZ(2h+l)ﬁ]—l '
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_(xay—Zﬁ)z+2”2—(2h+1)y2’—1 + 1 + (xayZB) + .+ (xayZﬁ)Zh _ [y—2z,8—1]—1 _

_ 17— _ 14— _nt=2_ _ 2 _nt-2
—ly 278 1] 1_(xay2ﬁ) — =y 278 1] 1'(xay2ﬁ)2(2h+1) 2721 _ [y 275 1] 1'(xozy2,8)2(2h+1) 272
_ [y—2zﬂ—l]—l’(xay2ﬁ)2h —
— y—2zﬁx2”zay—2"1ﬂ+2(2h+1)ﬁxay—2ﬂ—l + o+ y—Zzﬂy—2(2h+l),B—1 + y—2zﬂy—2(2h+l)ﬂxay—2ﬁ—l + .
+ y—ZZ,B x2"2ay—2"1/3—1 _ [y—22,8 x2"2ay—2"lﬁ— 1 ] -1 _y—zw xz"zay—Z"l,B+2(2h+l)ﬁ xay—Z,B—l
_ [y—ZZﬂ xz’-zay—zf-l B-1 ]—1 ) y—zzﬁ x2’_2a y—zf-l B-1 + y—ZZﬂ X y—Z,B—l +
+ y72z,8 xzﬂayfz'* 18+2(2h+1)8-1 _ y—2(2h+1)ﬁy—21,8 xay72ﬁfl _

y—2(2h+ l)ﬁy—22,8—4(2h+1)ﬂ x—2”2a/y2”1 B-1 y—2(2h+1)ﬁy—2z,3—4(2h+1)ﬁ x—zﬂayzf* B xa/y—Zﬁ—l

y—2(2h+1)ﬁy—zzﬁxzf-2ay—2f-‘5+2(2h+1)/3—1 + 1 + xayzﬁ + .+ x2hary4hﬁ _ yzz;m
_ylz,B+1 xay2ﬁ_. ) ._y22ﬂ+1 y4(2h+1)/5 x—szzay—zf*' B x—ay—Zﬁ_yZZﬂH y4(2h+1)ﬁ X—Z”zwy—Z”l B_ ._y22,6’+1 x2h(yy4h,8 —
— x2”za+ay—2zﬁ—2”lﬂ+2(2h+l),B—Zﬂ—l + o+ y—ZZﬁy—2(2h+1)ﬂ—1 + xay—Zzﬁ—2(2h+1)B—2,B—1 +
+ xzf-zay—zz,g—zf- 18-1 _ x2’_zay22ﬁ+2’_ 18+1 x2"za+ay—22,8—2’_1 B+2(2h+1)B-2p-1 _
_ x2“2ay2zﬁ+2"1ﬁ+1 xZ"zay—Zzﬁ—Z"'B—l + xay—ZZﬂ—Zﬁ—l + .+ x2“2ay—2zﬁ—2"1,6‘+2(2h+1)ﬁ—l
_xay—2(2h+l)ﬂ—2zﬁ—2ﬂ—l - - x2”zay—2z,6—2"lﬂ—l + 1 + xa/yZﬂ + .+ x2hay4hﬂ _ y2z,8+1 _

278+1+23 x2"2cy+ay2;8+1+4(2h+1)ﬁ—2"1ﬁ—2,3 _ 2120 278+ 1+4(2h+1)8-2""13

AT

_x_ay
_ x—2hay
— x2”2a+ay—2z,8—2”1,3+2(2h+l)ﬁ—Zﬂ—l + .+ y2zﬁ+1 + xay2z/j72ﬁ+l + .+ x2”2cyy72z,372”1ﬂ71 _

_ x—ay4h,b’_. 1+ xay—2z,3—2ﬁ—1 + .+ x2”2ay—22,3—2”1 B+22h+1)B-1_ xayZZﬁ—ZﬁH - - x2”2cxy—22,8—2”1,3—1 +

2z7p+1+4hs

+1 " x0y$ + o + xayhe — e _ xayB1428
_ x2”2(1+(zy—22ﬁ+2(2h+l)ﬂ—l”'ﬁ—Z,B—l _ x2”2(yy—22ﬂ—2”lﬁ+2(2h+l)ﬂ—l Xy EBE 2,

. [1 ~ [(x"’yz’g/ )z+2’2y2"1]_1] .[—(x"/yzﬁ/ )z+2”2y2"1 _ (xay2ﬁ)2h+l] 4 [1 _ [(xwyZﬂ)2h+1:|_l].
'[(xayZﬁ)ZhH] —
_ _(xay_zﬁ)z+2t—2y27_l _ (xayZﬁ)2h+l + I:(x(l’y—Zﬁ)Zq-zf*zyzt_l:l_l ‘(xay_zﬂ)z_'_zt—Zyzt_l 4
_ -2 f_ -1 -1
+ [(xay Zﬂ)z+2 yz 1] ‘(xayZﬁ)ZhH + (xayZ,B)ZhH _ [(xay2ﬂ)2h+l] '(xayZﬂ)ZhH —
_ =2 ~i-lg _ =2 a-lp 17l =2 hi-lp_ _ =2 _s-lg 1771
— _y22,8x2 a/y2 B-1 4 [y2z,8x2 ayZ ,Bl] 'y2z,3x2 ay2 p-1 4 [y2zﬂx2 ayZ ﬁl] )
-1
_y2(2h+1)/3 _ [y2(2h+1),3] _y2(2h+1)/3 —
— _xzf-zay—zzﬁ—zf-lﬁ—l + x2"2afy22,8+2"1,8+ly—ZZﬂXZ"Zay—Z’"I,B—I + x2"2ay22ﬁ+2"1,3+1y2(2h+l)ﬁ

_y—2(2h+1),6'+2(2h+1)ﬁ —
— _ x2”2ay—2z,3—2”lﬂ—l +1+ x2”zay2zﬂ+2”lﬁ+1y2(2h+1),3 1=

2 Py 22 By (2252 B2 B
2 ey 22Ty (2 D2 4B

_ x2”2a/y—2z,3—2”lﬁ—l + x2”20/y—2z,8—2”1/3—1 - 0.

o [1 = LGy ey [ = e ) L Yy - 1 =
=(- y—2(2h+1>ﬂ)_ [(xa/y—Zﬁ)zy—l] + [1 _ (y—Zzﬁ—l)—l] _(_y—2z,3—1 1) =
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= (1 —y?2@h) 2 D) + (1 -y (™ - 1) =
I C T B B N
o N G QR

=y ABD2Bl 2Bl

— _y22,3+1 + y22ﬂ+1 =0.

Observacao 2.3.6. O complexo é exato em todas as dimensaes, exceto 0 e 3.

2.4 A(;ﬁO de D(2h+1).2t cm S4n_1

Inicialmente, introduziremos algumas notacdes que serdo utilizadas daqui em diante.

Como de costume, identificamos C" com o R*" de modo que cada c6pia de C seja gerada
pelos vetores candnicos e;, €, € R?", Deste modo, o plano gerado por {e,, ¢,} serd chamado
de plano-pq.

Sejam X; a l-esfera unitdria S' na j-ésima cépia de C em C* e
=3 % .. % 2, com ¥ = @, de modo que a esfera unitdria S*-1 nada mais é que
M=% F .. D

Considere os pontos v; = e3 e %, J € N, ki, ks, ...,k, inteiros (ndo necessariamente
distintos) com mdc(k;,2h+ 1) = 1 e [}, 5, ..., I, inteiros (também ndo necessariamente distintos)
com mdc(l;,2') = 1.

Considere o elemento x*y*i, que leva o ponto v; no préximo ponto do arco escolhido no
%, ;. Precisamos que esse elemento tenha uma rota¢do de € no sentido hordério, lembrando que a
rotagdo do elemento y*i é B;1,(2h + 1)e e a rotagdo do elemento x% é —a ;2" ke no ;.

Nesse caso, esse elemento precisa satisfazer a seguinte equacao:

—& = —a;2" ke + Bilj(2h + 1)e [mod(2h + 1).2"'] (2.4.1)

Considere o elemento x“;yz'g /, que leva o ponto y*~!v ; no proximo ponto do arco escolhido
no plano X,; ;. Precisamos que esse elemento tenha uma rotagdo de £ no sentido horario,
lembrando que a rota¢do do elemento yzﬁ; é ,B'jl j(2h+1)e e arotacdo do elemento X é a'j2"‘ ke
no 22 j—1-

Nesse caso, esse elemento precisa satisfazer a seguinte equacao:

e = a2 ke + Bil;(2h + e [mod(2h + 1).2''] (2.4.2)

Também utilizaremos a notagdo z;, onde z; = p;.(2h + 1), e l; = 2p; + 1,p; € N. Além
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. . . . . ’. /, a0t=2 Ht_
disso, consideremos os seguintes arcos I; = [v;,x%y#iv], J; = [v;, (x%yP)a 27y 1y )

! ' s f_ . - - .
K, = [|v, (x iy*Piyiy? 'v;], os quais serdo relevantes para a constru¢do da regido
fundamental.

A agio do grupo Doy, 1y2 em S 4! € dada pela representagio

=T @My, @My s @ ... 7y, g, - D(2h+1)_2t — U(2n, C), (2.4.3)

onde i, : Donsny — U(2, C) € dada por

27rkji 27(//-1
e m 0 0 e W
m,0,(x) = e . (y) =
k1 (%) o ki1, ()
0 e 1 0
- _ . -~ 27Tkj . L.
Tal representacdo faz com que a acdo de x seja uma rotagdo de —— no sentido horario

(respectivamente anti-hordrio) em X,; (respectivamente X,;_;). A ac¢do de y aplica X,;_; em Xy;

2l ;
. ~ J . . L .
€ Xo; em Xy;_; seguido de uma rotacdo de —— no sentido anti-horario.
n

2.4.1 Regidao Fundamental e Complexo de Cadeia

Considerando a ac¢do de Dyj41y2 em S 4n-1 descrita acima, a regido fundamental da acdo de

D(2h+1).2‘ em S4n_l é:

1°) 2h + 1 > 2172

_ U . - 28, B2 V2B T =
D2k odrdiondy = 21 F Zp F o F Dy 53 & Tp g F[L 4+ XMy 4+ (PP 4 L+ (XYL, %

% [(xa/nyZIBn)zn+ly2[—l + (xanyZﬁ”)z,,+2y2r—l + .. +(xanyZIBn)zn+2t72y2t—l]In

cujas células fundamentais sdao
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C4q—1 — 22(1—2 % [1 + xaquBq + (xa/qu,Bq)Z + .+ (xaqu,Bq)Zh]Iq z [(xa/quﬂq)zq+ly2f_l+

+ (xa"yzﬂ ")Z"+2 P+ (xa;yZﬁ;)Zq”’_zyz’—l] I,

Cigar = TH72 & [(x0y¥ ;)Z"“yzt_l o (ay Py 2 g (e,
Cagrs = 242 g (xa;yzzi;)zqyzf—lvq z [(x(zquﬁq)2h+l—2”2 o (a0 Bay2he I,
Cagons = Z277 % (x0yryay? Ny b [1 + (x@y) + .+ (xyPo2127
Cag-31 = YU 5 % 1,
Cagzn =M% % J,
Cig33 =297 % K,

Cag-4 = =372 5 @

com operadores bordo dados por

[0ag-11 = (1 = [y o2 )21 1= [y 71— ()

( xa;yzﬂ;)zqﬂyzf—l +ot ( x(tqy2ﬁq)zq R xa;yZB;)zq+2”2y2’—l ( xa;yzﬂ;)zqyzf—l
[0ag2] = (x<qu2ﬁq)2h+1—2”2 o (xay2Bay2h (xaquﬂq)zqu’—l _(xa;yzﬁ;)zqyz'—l

1+ .+ (xaquﬁq)2h+l—2"2—] _(xa;yzﬁ;)zqyzf—l 1

(x0y0) - 1

[04g-3] = (xa;yZﬂ;)zqﬂr—zyzt_l 1

(xa;yzﬁ;)quzr—l _ 1
[0ag-4] = ((1 x4+ DA +y+ o+ y2’—1))

Dessa forma, obtemos o complexo de cadeias sobre o anel ZD . 1y2::

O4q-2
T ZD(2h+1)zt<C4q 1> ZD(2h+1)2t<C4q 2,1, C4g-22,C4g- 23) -

ZD(2h+1)2f<C4q 3,15 C4q—3,25 Cag-3, %) ZD(2/1+1)2I<C44 4> : (2.4.4)
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Afirmacao 2.4.1. O complexo de cadeias acima é semi-exato.

A demonstracdo que Jyg-3 © 0432 = 0 € Jyg2 © 04y-1 = 0 € analéga a demonstragio de
0100, =0¢e 0, 005 =0 da afirmagdo 2.3.8, respectivamente.

Resta provar que 0441 © 04g-s = 0 € 0s5-4 0 0453 = 0.

[0ag-1 © Osg—4] = [04g-4].[04g-1] = ( 000 )

De fato,

[0ag-a] = ((1+x+...+x2h)(1+y+...+y2"1)) =l4+x+x2+.  +xX+y+xy+ 2%y +

+... + xz’ly + ...+ thyzt‘2 + yzt‘1 + xyzt‘1 + )czyzr‘1 + ...+ x2hy2t_1.

Isto €, a multiplicagdo acima resulta na soma de todos os elementos de D(y;41)2:. Assim,

((1 X+ DA +y+.+ yzl“)) (1- [(x“;yz'g;)z"+2t_2y2t_1]_1) =0.

Uma vez que, ao multiplicarmos 04,-4 por 1, teremos todos os elementos de D yj.1) 2 com
. .. . g 4 / =2 Af_1+_
sinal positivo e ao multiplicarmos a4 por [(x%y*a)** " y* 117! teremos todos os elementos
de Dop1y2r com sinal negativo, ou seja, a soma desses elementos serd zero.

Analogamente,

((1 x4+ DA +y+ .+ yzr‘l)) (1 - [(xa;yzﬁ;)z"yf_ll_l) =0,

((1 x4+ XA +y+ .+ yzt‘l)) (1 = (x2y¥0)?7) = 0,

Agora,
0
[0ag-1 © Oay-a] = [0ag-4].[0445-1]1 = | O
0
De fato,
[04g-4] = ((1 +x+...+ M1 +y+...+y2"1)) =l4+x+x2+. .+ +y+xy+ 2Py +

2h\2!-2 2/-1

too+ Xy 4 x4y 221 2hy2 =1

+xy? 2y e+ xy

Isto €, a multiplicacdo acima resulta na soma de todos os elementos de Dj41) 2. Assim,

(y#0) = D) (14 x4 e+ 201+ y 4o+ D)1 = [0y 7211 = 0,
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Uma vez que, ao multiplicarmos (x¥ayPa) por 0s,-4, teremos todos os elementos de D 41 o
com sinal positivo e ao multiplicarmos —1 por d,,-4, teremos todos os elementos de D212
com sinal negativo, ou seja, a soma desses elementos serd zero.

Analogamente,

(P 2 D) (14 x4+ (1 4y + 432 7D) (= [Ty P07y 1) = 0

(ay Py = D) (1 x4 224y 4y D)) (= [y 2 1) = 0

2°)2h+1 <212

Ty FZ F o F Do F Zonn F[L 42y (2P 4+ (xyPIL, %

S+ 120k il oo

*

’ / _ 2
[(xanyZ,Bn)zn+ly2t l+(xa/ 2ﬂ,1)zn+2 20— l+.”+(xa Z,Bn)zn+2t 20 l]I

cujas células fundamentais sdao

Cig-1 = 224—2 % [1 + xa/qyzﬁq + (xaquﬁq)Z + .+ (xaquﬁq)Zh]I

[(x(y;ylﬁ;)z,ﬁlylt—l + (xa;yZ,B;)zq+2y2’ 1 4 (x(yqylﬁq)zq +2172 2’ I]Iq

*

_ ’ -2_ - -2 i ~
¥24-2 Wy 2@ L2 (xaqyzﬂq)qurzf ¥ I, % (xarquBq)ZlHlvq

[(x%y

4 4 t 4 4 -2 t
[(xa/qu,Bq)Zq+1y2 -1 + .+ (xaquﬁq)Zq+2 7(2h+1)y2 71]Iq ¥ (xaqy2ﬂ4)2h+lvq

*

C4g-2,1 =

*1

2g-2
Cag-22 =X
(xafquBq)quZ’—lvq % [1 +(xa/qy2ﬁq) + .. +(xa/qy2,8q)2h+l]lq

@ %1,

*

242
Cag-23 = X

*

_ 22
Cag-3, = 21

_v2g2
Cag3p = X177 %

!
-~

22
Cag33 = X177 %

e

Q

Cag-4 = qu*Z ¥

com operadores bordo dados por
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[0ag11 = (1 = [yt 211 1 = [y ] = [(aayayay? 1)

(xaqy2ﬂq)zq+2”2—(2h+1)+1y2’—1 4 (xaquﬂ;)zq+2”2y2’—l _(xa;yZ,B;)zq+2”2y2’—l — (x%ay2Ba)2ht1 0

[644—2] =

[04g-3] =

(ay a1y L (xy 2T g2
1+ (x%yPa) + ... + (x@ay?Pa)h
(xrayi) = 1
(xa;yZB;)zq+2”2y2’—l _1

( x(l; yZﬁ; )zq yZ’ -1 1

[04g-4] = ((1 x4+ DA +y+ .+ y2’—1))

Obtemos o complexo de cadeias sobre o anel ZD 1)

O4g-1

T ZD(2h+l).2’<c4q—1> - ZD(2h+1).2f<C4q—2,1, C4g-22,Cag-23

O4q4-2 0443

(x*y

26)2h+1

0

O4q-2

O4g-4

y —

- ZD(2h+1).2t<C4q—3,1,C4q—3,2,C4q—3,3> - ZD(2h+1).2t<C4q—4> - -

Afirmacao 2.4.2. O complexo acima é semi-exato.

( xa; y2ﬂ; )zq y2’ -1

_(xa;yZﬁ;)zqyzl_l -1

(2.4.5)

A demonstracdo que 043 © Os3-2 = 0 € J4g2 © 04y-1 = 0 € analéga a demonstragio de

0100, =0¢e 0, 005 =0 da afirmagdo 2.3.9, respectivamente.

Resta provar que 041 © 04g-4 = 0 € 0sy-4 © 04g-3 = 0.

[0ag-1 © Osg-4] = [04g-4].[04g-1] = ( 000 )

De fato,
[0ag-4] = ((1 +x+ ..+ +y+...+y2"‘)) =l+x+x2+... +x+y+xy+ 22y +

oot Xy X2y P P 4

Isto €, a multiplicagdo acima resulta na soma de todos os elementos de Dy;41) 2. Assim,

((1 X+ o+ A+y+ .+ yz"l)) (1 = [y oyt ™\ 21171y =
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Uma vez que, ao multiplicarmos 0a,-4 por 1, teremos todos os elementos de D1y com
. L. .. ! / =2 Af_1+_
sinal positivo e ao multiplicarmos 4,4 por [(x%y?a)*> " y? 1171 teremos todos os elementos
de D412 com sinal negativo, ou seja, a soma desses elementos serd zero.

Analogamente,

((1 Fx+. DA +y+.+ yzt‘l)) (1 = [(xayPay?Hi=hy =

((1 x4+ XA +y+..+ y2"1)) (- [(Xa:’yzﬁ;)zqyzt_l]_l) =0.

Agora,
0
[04g-1 © Osg—4] = [049-4].[04g-11 = | O
0
De fato,
[0ag-a] = ((1 + x4+ ...+ 21 +y+...+y2"1)) =l+x+x2+. . +x+y+xy+xPy+

+... + x2hy + ...+ )c2hy2"2 + yzt‘1 + )cyzt‘1 + )czyzt‘1 + ...+ x2hy2t‘1.

Isto €, a multiplicagdo acima resulta na soma de todos os elementos de Dy;41) 2. Assim,
() = D((1+ x4+ o+ 214y + 432 7D) (1 = [y P2 7)1 = g,

Uma vez que, ao multiplicarmos (x%y*) por 0444, teremos todos os elementos de Dop 1.2
com sinal positivo e ao multiplicarmos —1 por ds,-4, teremos todos os elementos de D(z;12:
com sinal negativo, ou seja, a soma desses elementos serd zero.

Analogamente,

(P ) (14 x4+ (1 4y 4+ )2 7D) (1= [y ¥y 2721 = g,

((x";yzﬁ;)z"yzr_1 -1 ((1 X+ o+ DA +y+ o+ yzr_l)) (1 - [(x";yzﬁ;)zq”’*zyz"l]‘1) =0.

Apresentamos alguns exemplos para melhor entendimento.
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Exemplo 2.4.1. Considere a figura abaixo:

e, €,
-e, e, -e, e,
-e, -e,
3, 2,
e e |
/46‘ "’ _____ 8 2 XyZe8
) :."'

-€g® *€; 'e7':: ' e
. ¢ | ‘
... @ ° ... PPt od 3
-, -e,

2 3 5 2 2\2
Oy +xy’)l, (1+xy"+(xy") ),

Seja ¥, uma cépia de S' no plano-34 possuindo uma decomposicdo celular com doze
0-células {es, xy*es, ...,(xy*) ey} e doze 1-células {es % xy’es, xy*les ¥ xy’es,], ...,
() 'es ¥ xy’esl).

Note que X % X, é uma 3-esfera.

A regido fundamental da acdo de Dsg em S” com representacio ky = 1 =1, ek, = 1 =1,
serd

Fasann =21 F I & (Y +07)L F (1+0° + () )b,
onde I, = eg ¥ xy’es.

Note que (x*y* + xy°), ¥ (1 + xy* + (xy*)*)I, se comporta da mesma forma que na regido
Fs.1.1 (agdo de Dsg com representagdo k =1 =1lem S 3), permitindo o uso das decomposicdes
jd obtidas anteriormente. As células fundamentais sdo especificadas abaixo, levando em con-

sideragdo as identificagcoes obtidas nas faces da regido ¥s.,.1. Consideremos

_ ) _ 2 2.3 _ = 7
Iy =eq % xy“es, Jy =e4 % X'y'es, Ky = €4 % y'ey,

Jr =eg ¥ x2y3eg e K, = eg ¥ y7eg
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As células fundamentais sdo:

C7
Co,1
Co,2
Co,3
Cs,1
C52
(53

Cy4

C3
21
€22
23
C1,1
C1.2
€13

Co

*

= 3
= 3
_—
= 3
= 3,
= X ¥% 5L 50
= X ¥ %K F0

Y % (Y +00)h F (1 +xy* + (o))
%, % (Y +x0)L % Yoeg
I

*

yes & (xy* + (xy))h

*
*

22 % y7€8 ¥ 12

*

*

DRI BN Y

= 2 ¥2 ¥ QD ¥ eg

= (xzy3 + xy5)11 F(1+ xy2 + (xy2)2)11 F0 %= (xzy3 + xy5)11 F(1+ xy2 + (xyz)z)ll
= Y+ %Y ¥ 0 F 0= + 07 % e

=yYeartlh Fo0Fo=ye ¥

>+ ()DL F 2 % @ =yes & (03 + (o))

*

= )’764
= Jl ¥FO % Q0 ¥ @:Jl

:KI;Q;(@%@:KI

*1

= @ ey ¥ @ % @ =ey

E os operadores bordos sdo dados por
[0 =16:1=(1-2° 1-y 1-x%?)

2y +xy° =x3 oy
[06] = [02] = | xy* + X%y y' =y
1 |
xy? =1
[0s] = [01] = |x*y° -1

y-1
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[34]=((1+x+x2)(1+y+y2+y3+y4+y5+y6+y7))

Obtemos o complexo de cadeias sobre o anel ZDsg, possuindo apenas uma 0-célula, trés
1-células, trés 2-células, uma 3-célula, uma 4-célula, trés 5-células, trés 6-células e uma

7-célula.

P P 8 P P
0 — ZDsg(c7) = ZD3 (6.1, 625 C63) = ZDs g{C5,1,C52,C53) S ZDsg(cs) = ZDsglcs) =

03 0> 1
— ZDsg{c2,1,C22,C23) = ZDs3g{c1,1,C12,C13) = ZD3g{co) — 0

Afirmacao 2.4.3. O complexo de cadeias acima é semi-exato.

AP+’ —p -1 0
[0s006] =[0100:] =| x> +x*y* ¥y =" || x5 =1 [=[0
1 - -1 y' =1 0

De fato,
o (X + xy)y? — 1) = X - D+ Y07 = 1) = 2P+ xpx? — 3 - xy -
2y 2y )Ty =y = xSy — x5 — 0 + 36 —y7 = 0.

o (xy? + 2y - D)+ Y% - D =y - 1) = xy'xn? - x? + Aytny? - Byt
172 =y =y 4y = 2 — 2 430 — 2yt 4 02—y =S 437 = 0.

oxyz—1—y7(x2y3—1)—(y7—1):xy2—1—y7x2y3+y7—y7+1:xyz—xyZ:O.

2y xS -y

[06007] = [02005] :( 1—x3 1-y 1-x%* ) xy? +xyt oyt 7 =( 000 )
1 |

De fato,
o (1 =)y + x9) + (I = pxy” + xyH) + (1 =AY = ¥y +x° = ¥y -
S 0y oy r - = A+t = 1 -t 4ot -
x5 —xy +1=x*y*=0.
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o (1 =Xy + (1= y)y" + (1 =2y, =y = =% + 229722 + 37— yy” =37 + x2ylyT =

=—xy+1-1+x*=0.

o (1 =)y + (1 =y=y) + (1 = xHyH=D = ¥ = x5y =y + 39" = 1+ 1B =
=-xHy*+1-1+xH*=0.

03004 = (1 +x+ )1 +y+y2+ ¥ +y*+35+30+)) ). (1-22° 1-y 1-x%* )=
=(0 0 0)

De fato,
e (l+y+y+y +y"+y¥ + 0 +y +x+xy+ 02+ +0* + x° + 0 + " + x* +
+2y + 22+ X+ 2+ 2+ YDA =) = L+y+ 2+ +y Y 00+
'+ x+xy+ 07 +x07 + 00+ 00+ 08+ 0+ Py + 0+ B+ Y+
20+ a2y — a2 = =2y —x =y — o — xR — ot =y =y -y — 2 —y -

22—y =2y — xS =y — T — 1 —xy— 2 — xy® —y* = 0.

e (1+y+y+y +y"+y¥ + 0 +y +x+xy+ 02+ +0* + x° + 0 + " + x* +
3y + XY+ Y Y+ DA -y = L+y+ P+ v+ 0+
Y Hx+xy+ 0+ 0+ 0+ 0% " 2+ Py B+ Y+ +
+ Y =y = =y = =y = =y -y - - -t - - 00 -

T —x = 2y — 22— 2y — Ay — a2y — 2y — %y — 2 = 0.

e (l+y+ Y+ + ¥y +y + ¥ +y +x+xy+x* + 0 + 0t + 0’ + 0 + 0y + 2% +
+)c2y+)c2yz+)62y3 +xzy4+xzy5 +x2y6+x2y7)(1 —x2y4) = 1+y+y2+y3+y4+y5 +y6+
Y+ x+xy+ P+ x0 + 0+ 00 + 0% + "+ x2+ Py + x5y B+ Py + By +
+2y0 + a2y — 2yt — xS — a2y — T — 2 = xy — 2 — =yt — xS — 0 — 2T —

1=y -y -y -0t -y -0 -y —x-y-xy’ -y =0.

xy? -1 0
[0400s] =] x*y* -1 ( QI+x+x)A+y+y* +y +y +y +y0 +y)) )=

7

y' -1 0
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De fato,
e (=D +y+y+y +y* +y +y0 +y  + x+ xy + xp* + xp> + 0yt + 0y + 00 +xy + 2% +
+x5y+ 2+ 2P+ 2y + Y S YD) =0 P + x0t 0 00 ) +x+xy +
+x222 + x93 + iy + 2 a2y 2+ aly P+ Y Sy Ly 1 -y -y -
P Yy kY KPP — X — Y — 1 — 1P — 2y — B — By — 22— Y — Ay —

—2yS — 220 — 22y = 0.

(X —DA+y+y? +y  + ¥+ + ¥ +y +x+xy+ x0? + 0P + 0t + 00 + 00 + ) + X2+
+x%y + 322+ 32+ 2+ 2+ B0 + xB) = 2y Py + A + xy + xR+ Py +
+22? +x + 0yt + 0 00 0y x+xy 0t Y 0 Y Ly - -y -y -
3y Y 30—y —x—xy— xy? — a1y — 0yt — xS — 100 — 1y — 2 — 2y — 2y — 2y — 2y —
—2yS — 220 — 22y = 0.

eV DU +y+Y+y + ¥+ +y°+y +x+xy+ 07 +x° + 0t + 0 + 0 + xy7 + 17 +
+x22y + 22 + P + x + 2Y +x + 2y ) =y + L+ y + P+ v Y O+ xBYT + a% +
2y + 3+ 2+ Y Y+ )+ x+txy+xt +xt t ) +0f —- 1 —y -
2y Y 0y~ ay— iy — 1 — 0t — S — 00 — xyT — 22 — Py — %% — 2y —

—x2y4 _ x2y5 _ x2y6 _ x2y7 =0. O

Exemplo 2.4.2. Considere a agdo de D3y em S’ com representagdo coml; =1 =k, , =3 e

ko = 1, ou seja, a agdo do grupo D33 em S’ é dada pela representacdo
n=m1®ms: Dig— UQ2,OC),

onde my; : D3g — U(2,C) é dado por

es 0 0 e+
m1(x) = e ma(y) = ,
0 e 1 O
ems:Dsg — UQR2,C) édado por
et 0 0 7
m1(x) = e ma(y) =
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A regido fundamental da acdo de Dyg em S’ com representacdo m = my 1 ® 7, 3 serd

Fasrr3 =21 F 5 & (1+0° + ()L ¥ Py +xy)h

onde I, = eg ¥ xyles.

e, e,

-€, €, -€, e,
_e2 -e4
z, 2,

(Xy+xy")l, (1+xy"+(xy®))L,

Note que (x*y+xy")l, % (1+xy%+(xy®)?)I, se comporta da mesma forma que na regido §s., 3
(agdo de Dsg com representacdo k = 1 el = 3 em S?), permitindo o uso das decomposicoes jd

obtidas anteriormente. Temos que

I = es % xy2e4
Ji = e4 % x2y3e4
_ =
K] = €4 * Yy ey

_ 5 6
L, = eg % xyeg

_ s .2
Jo = eg % x“yeg

_ .5
Ky, = eg % yleg

As células fundamentais sdo especificadas abaixo:
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C7
Co,1
Co,2
Co,3
Cs,1
C52
(53

Cy4

C3
21
€22
23
C1,1
C1.2
€13

Co

= 3
= 3
= 3
= 3
= 3
= 3
= 3
= 3

* *1 * *

*

%
*

*k

¥ & (Py+xy)hL F (1+x0° + (0L
% ¥ (Py+xy)h F yleg

T, & yleg ¥ (0 + (0D

*

Y, ¥ yes ¥ I
2 %0 %I
LiLE 0
K, %@

22;15@;68

= Y+ F A+ + L F 0 % 0=0 + 000 % 1+ xy* + (D))

= (Y 4+ F Yl 50 % 0= + ) F )0

_
= Yeé

_
= Yeé

5L 50%0=yes # 1

*

:J1§<@§<®;®:J1

:KI;Q;(@%@:KI

= O

*1

ey ¥ @ % @ =ey

E os operadores bordos sdo dados por

[07] = (1 x5y 1=y 1= x2y4)

Xy+xy’ =Xy y

[66] — xy6 + x2y4 y5

1 -y
xy® -1
[05] = | x*y — 1
Y -1

[0a] = ((1+ x+ 221 +y+)7 +37 43" +)° +30 +)7))

>+ ()DL F 2 % @ =yes & (03 + (o))
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[05] = (1 -x 1=y 1- x2y4)

2+ xy —x oy

[6,] = |12 + 29y -y
1 |
e
xy? -1
[01]1 = |x3* =1
y -1

Obtemos o complexo de cadeias sobre o anel ZDsg, possuindo apenas uma 0-célula, trés
1-células, trés 2-células, uma 3-célula, uma 4-célula, trés 5-células, trés 6-células e uma

7-célula.

P P P P P
0 — ZDsg{c7) = ZD3g{ce 1, C62,C63) = ZD33(cs.1,C52,C53) = ZDsg(cy) = ZDsglc3) =

03 0> 01
— ZD33(c2,1,C22,C23) — ZD33{C1,1,C12,C13) = ZD3g{cp) = 0

Afirmacao 2.4.4. O complexo de cadeias acima é semi-exato.

Y xS -y Y 02 -1 0
[D10d]=| x> +xH*  y 7 [ =1 ]=]0
1 - -1 y' =1 0
De fato,
o (Y + ) = D) =YY = D+ Y0 - D = Byt + oyt -2y -y -

22+ 2P 4y =y =+ — xS =0 +3° —y7 = 0.
o (' + XN - D+ =D —y'07 - D) = oty - x? + xyin? -yt 4

72,3

+y7y? =y =Yy YT = 2y = 0?4y -yt -y =)0 4y = 0.

e’ =1y =D =-0"-D=xy>-1-y x5 +y =y +1 =xy* = xy* = 0.
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B+’ -3y
[62083]:(1—x2y5 -y 1—x2y4). x? +xyt oy 7 I(O 0 O)

1 |

De fato,
o (I = 2)@y +x) + (1 = »@? + 2% + (1 -2 = £y + x° - 2yxy’ -
—xXxy + 17 + 2y =y — oyt + 1 - = Y+ -1 - x4+ -
x>y —xy +1-xy*=0.

2,5,23 2. 4.7 _

o (1-XV)=y) + (L —y)y" + (1 = x2yN(=y") = =2y’ + 2y +y" —yy” =y + 1%ty

=-x+1-1+x%°=0.

e (L= + (A ==y)+ A =xHH=D = ¥y = x3yy =y +yy" = 1+ 1B =
=—xy'+1-1+x%*=0.

[63084]:((1+x+x2)(1+y+y2+y3+y4+y5+y6+y7)).(1—x2y5 -y 1—x2y4)
=(0 0 0)

De fato,
e (l+y+ Y+ + ¥y +y +y0+y +x+xy+x* +x° + 0" + 0° + 0° + 0y + 2% +
+2y + X+ T X A+ YDA =) = T+y+ Yy + Y 40+
' Hx+xy+ 0+ + 0+ 07+ 0%+ 0"+ 2+ Py + a4+ 2y +
120+ 22y — 2 — i — a2y —x— 2y — 0 = 2 -t =y = a — ) — -y

2

=y =y =y -y =y -y =Ty -y -y’ =yt =0

e (I+y+ Y+ + ¥y +y +y0+y +x+xy+x* +x° + 0" + 0° + 0° + 0y + x° +
+2y+ X2+ Y+ X xS )M —y) = T+y+ ¥+ + 7+ +y0 +
' Hx+xy+ 0+ 0t 0+ 08+ 0" 2+ Py + B+ + Y+ +
S A e L A e e A A A Ll e s Je s AR s e Ae WP s L

—Xy7 —x— x2y _ x2y2 _ x2y3 _ x2y4 _ x2y5 _ x2y6 _ x2y7 _ XZ =0.

e(l+y+ Y+ + ¥y +y +y0+y +x+xy+x* +x° + 00" + 0° + 0° + 0y + 2% +
+xzy+xzyz+xzy3 +x2y4+xzy5 +x2y6+x2y7)(1 —x2y4) = 1+y+yz+y3+y4+y5 +y6+
T+ x+xy+xP+x7 +0f 00 + 00 + 9"+ X2+ Py + 2+ B+ 2y 4+ B+

120 + 22y — 2y — x5 — 20 — T — 2 — xy — 2 — P =yt — a2y — 0 — 2y —
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1=y -y -y -0t -y -0 -y —x-y-xy’ -y =0.

x° -1 0
[04005] =| x*y—1 -((1+x+x2)(1+y+y2+y3+y4+y5+y6+y7)): 0

5

y -1 0

De fato,
e (¥’ —D(1+y+y?+y +y* + Y + 0 +y  + x+xy + xp? + xy* + 0yt + 7 + 00 + 1y + 2+ Xy +
+222 + 2y + 2y + 2 + 20 + 2 = 0+ xyT +x+xy + x? + a0y + ot + x + x50+
e e Sl S VR S o I R VLR v (AR o T L L T B S Al o A o AT o Al U
A A S A Al A L e L A A s A e e

—x2y? — 223 — 2yt — x2S — 20 — a7 = 0,

o(xzy—l)(l +y+y2+y3+y4+y5+y6+y7+x+xy+xy2+xy3+xy4+xy5+xy6+
+xy” + 32+ 2y + x2?2 + 1297 + 12y + 33 + 20+ x%yT) = Py + a2y + 2+ 2yt xS + B0 +

2ty +x+x + 0t 0+ x+ry+ Yy Y+

+x2y7 + x
S L B B B e ANl Al e L e R A Al 5 A s AEe s Al

—xy6 7 — 2 = 2y — 2 — 2y — 2yt — 25 — 20 — 2y = 0.

e -DUA+y+yY¥+y +y " +y¥ +y¥0+y +x+x+ 07 + 0 + 0+ 00 + 00 +
+x)) + 2+ Py + Y+ Y A+ xA) = Yy Ly +
Y+ Y T + 2+ Py P 0 0 oy’ x+xy +

S R L A B e i e A A A e e S Al e s A

_xy6 — 7 — 2 = 2y — 2 — 2y — 2yt — a2y — x2y6 —xy =0,

y+xy’ =x?y Y’ 8 -1 0
[Os0d] = ©°+x%y* y = || x¥2y-11]=]|0
1 | y -1 0

De fato,
o (Py+xy)(xy®— D)= x2y(Py—1D)+y’ (" —1) = Pyxy®—x2y+xy xy’—xy’ =2y ly+x7y+y°y -y =
xy —xty+y —xy =+ xty+y* -y’ =0.
o (0y°+ 22y (0 - D+y (Py— 1D -y’ (’ — 1) = xy°xy°—xy°+ 12y xy = x2y 4y x2y—y =y +y° =

2yt =0 +y =yt -y =y 4y = 0.

e (-1 =yHy-D-(-D=x-1-yxy+y -y +1=x°-x°=0.
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2y+xy =y Y
[06087]:(1—)62)77 1-y? 1—x2y4). 0 +xyt Yy =(0 0 0)
1 -y -1

De fato,
o (1=xyNy +xy7) + (1= y)(0y° + 2294 + (1= 22y = Py + a0y = yTly = yTxy” + 20 +
V=Yl =yt -yt =y’ -1 -0+ 0 - Xy —xy" +1=0.
° (1 _ x2y7)(_x2y) + (1 _ y3)y5 + (1 _ x2y4)(_y5) — _x2y + x2y7x2y + y5 _y3y5 _ y5 + x2y4y5 —
-xX*y+1-1+x*=0.

o (1=2y)y* +(1=y )=y )+(1=xy)(=1) = y =2y =y 4y 'y =142y = —yt+1-1+0%y* =
0.

Definicio 2.4.3. (Forma Espacial Esférica Metaciclica) Seja D y.1)2 0 grupo dos metacicli-
cos de ordem 2h+1).2". Sejam ki, ky, ...k, e I}, 5, ..., L, inteiros (ndo necessariamente distintos)
commdc(l;,2") = 1 = mdc(k;,2h+1). Com a agdo de D11y em S =1 descrita anteriormente,

formamos o espagco quociente

S4n—1

D(QRh+ D.2% Ky ko, ok s by oy ) = ————
(( ) 1, ko Db ) “Dorma)

chamado de forma espacial esférica metaciclica.

A ag¢do do grupo Dgy.1)2 em S *! € dada pela representagdo

=T 1 © Mgty @ Miypy ® .. ® 7,1, - Doneny.r = U(2n, €), (2.4.6)

onde i, : Dopyyr — U(2, C) € dada por

ok ji 2nl ji
e m O 0 e W
e Ty. 1. =
~2nk ji kil (y)
0 e 1 0

ﬂkj,zj(x) =

2ni

ey ~ 2mi B .
Para facilitar a notacdo, denotaremos { = e e £ = e« , assim:

gkj 0 0 é:lj
;.0 (x) = ey, (y) =
0 ¢k 1 0
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Assim, para qualquer (21, 22, ..., Z2n-1,22n) € S 4n-1 temos que:

k —k kn _k"
(215225 wos Z2n-1,22n) = ({21, 20,5 oo 2001, 220)

! Iy
TYZ1,5 22, ey Zan-15220) = (§'225 215 05 § " 2005 Z20-1)
Lema 2.4.4. Qualquer forma espacial esférica metaciclica é homeomorfa a uma do tipo

@((Zh + 1).2t;k1,...,kn,ll,...,ln), onde 1 < k1

< < kb £ .. £ k, < 2h+1)e
1<hi<h<..<Il,<2.

Demonstragdo: Primeiramente, mostremos que

DA+ 1).25 k1 cees kigy eeor ki Ly vy Lo ) ~ DR+ 1).27 k1 ooy =Ky vy by Ly ooy =Ly ).

Considerando f : $*! — §%~! o homeomorfismo definido por

S @1y s 20n) = (215225 ooy 225-15 L2550 -5 22015 220>

vemos que f é equivariante com as acdes m; € 7, as quais sdo definidas por

k —k kg —ks kn —kn
TU(X)(Z15 225 +vs 225-15 2255 s 2215 22n) = ({12158 " 205 ey £ 20515 £ 2055 wos £ " Zon-1, £ " Z0n)

/ I, "
T (Y)(Z15 225 +os Z25-15 2255 +ves Zan—15 Z2n) = (€122, 215 woes 72055 22515 +ves € 200y Z20n-1)
k —k &, ks ko &,
7T2(.X)(Z1, L2y eees L25—15 K255 +++5 X2n—1>5 Z2n) = ({ lzl’ g 1Z2a ceey f L2515 é/ L5 oees g L2n—1s é Z2n)

1 —lI .
ﬂZ(y)(ZhZZ’ cees Z25—15 %255 «++92n—1> Z2n) = (§1Z2’ Zl,---,f "5 ZZS—19-'-9§ 2ns ZZn—l)-
De fato,

115 225 ovs 2251 2255 woos Zan15 220)) = S 21, LM 20, ey 2251, E 2050 o0y Fr200m1, R0 20,) =
= (M2, 720, 0 C5T0 1, T oo 20001, L0 20)

T2 (X)(f (215 22y evr 22515 2255 ++es Z2n—15221)) = T2(X)(Z15 225 +ves Z25—1> Z2s» +-es L2015 Z2n) =

= (M2, M2, 0 C5 010 T oo 20001, 0 200).

Dessa forma,

f(7T1 (021522, +ves 225-15 2255 ++os L2n—1> Zzn)) = ﬂz(x)(f(Zl 5 %25 005 L25—152s5 +++5 L2n—1> Z2n))

Temos também que
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f(ﬂl(y)(Zl 3 %25 eeey LD5—15 %259 +++9 X2n—1> Zzn)) = f(fl'ZL L1y eees é:lSZm, 225-15 u-,‘fanZn, ZZn—l) =
= (fllZZ, VAT é:_l”Z_zs, Q25-15 coes fl"sz Zzn—l)

ﬂz(y)(f(Zl,Zz, cees 0251525 ---,Zzn—l,Zzn)) = Mo(V)(Z1, 22, -es T25—15 Z2s» ++es L2n—1» Z2n) =

= (é:llZZa Ty eees f_l“Z_Zs, L2515 ++es é:anZn’ ZZn—l)-

Logo,

f(7T1 (215225 o5 22515 2255 +oer L2015 Zzn)) = ﬂz(y)(f(Zb 25 05 25—15%255 +++5 L2n—1> Zzn))-

Assim, temos o seguinte diagrama comutativo

S 4n—1 S 4n-1

D(2h+ 1).25 ke kigy ooy ks Ly oy Ly 1) 1 D(2h+ 1).25 kyy ey =gy ooy ki Ly ooy =gy L),

definindo assim 0s espacos D(Rh + D24 ky, kg okl e 1) e
D(2h + 1).2% ky,y oy —kgy ooy ko Iy ..., =L, 1,). Tomando o quociente, temos 0 homeomorfismo
desejado.

Por fim, mostremos que
DA+ 1).2% ki e Ky ooy i Ly ey Ly ) ~ DR+ 1).25 o kg oy ki oy ooy Loy Ly 2.
Seja h: S*! — §4=! o0 homeomorfismo definido por

h(, L2u—152u» +++5 L25—15L2s> ) = (’ L25—15 %255 =+05 L2u—15L2u> )

Temos que s € equivariante com as acoes 7 € 7, as quais sdo definidas por
_ s —k k -k
T Q) eor 2215 Z2us 005 22515 225 ++0) = (oons £ 200158 Zos o0 £ 2051, L 2055 1)

Ly L
771()’)(, L2u—15%2us +++5 L25—15 X255 ) = (’é‘: L2us Z2u—1» 5§ 3255 325—1> )
k; —kx ku _ku
T2 (X) ey Z2u—15 2215 ++es 22515 2255 o0) = (eoes £ 20015 & Zous vees £ 2051, £ 2055 o)
I, L,
ﬂz(y)(---,ZQM—l,Zzu,---,Zzs—l,Zzs,---) = (---,f Lus =15 s & ZZS’ZZS—])-

De fato,

B(70 () oy 220> Zaus o5 22515 2255 ++)) = Bevs iz 1, E R0 200y ooy Fozos 1, L0205, 00 =
= (s o201, 2050 00y K201, TR0, 00)
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ﬂz(x)(h(m, 2u—1532us +++5L25—15 225> )) = T02(X) (oo s 22515 Z255 +o0s L2015 L2us +o) =
(oo 52051, E5 2055 o0 C 2001, LR, 00).

Dessa forma,
h(ﬂl () (oo Z2u=15 22us ++0s 22515 2255 )) = ﬂz(x)(h(---, 22u—1522us ++5 L25—15 255 ))
Temos também que

B 1Y) oy 221 Z2us +o0r 22515 2255 ) = Heons E% 2005 Zoumts eoes €5 2055 225215 00) =
= (e EB 26y 2515 eoer E"Z00s Tusts ..

ﬂz(y)(h(---,ZZM—l,Zzu, ey 0251525 )) = (V) (eevs 22515 2255 +oo> L2u—15 L2us +o0) =
= (a ngZZSa L25—15 +e2s é‘luZZI,t’ 22u-1» )

Logo,

h(ﬂl(Y)(, L2u—152us =5 L2515 K255 )) = 7T2(Y)(h(’ L2u—15%2us +++9L25—15 X255 ))

Assim, temos o seguinte diagrama comutativo

g4n-1 h g4n-1
DRh+ D25 o kyy ek, ey ooy Ly oy 122 ke DRh+ 1).2% kg ki ey ey Ly 1y, 200,
definindo assim 0s espagos DRh  + D2 ks nkgy ey by 1) e
D(QRh+ 1).25 . kg, eos iy ey ooy L.y 1, ...). Tomando o quociente, temos o homeomorfismo de-

sejado.

Portanto, o lema fica provado. [



Capitulo

3

Homologia das Formas Espaciais Esféricas

Metaciclicas

Neste capitulo, utilizamos o complexo de cadeias construido no capitulo ante-
rior e calculamos os grupos de homologia das formas espaciais esféricas metacicli-

cas com coeficientes em Z (representacdo trivial e ndo-trivial) e coeficientes em
Z.

3.1 Grupos de Homologia de D((24 + 1).2%; k1, 1))

S3

' m(D@ns1)21)
representagdes 7 : D1y — Zp. As possiveis representagdes para Doy,1y2 devem preser-

Vamos calcular os grupos de homologia de D(2h + 1).2";k;, 1)) = com

var as relacdes do grupo, ou seja, devem satisfazer as seguintes equacoes:
(0 = 70y = (1) = 1
LT =10 =) =1
- T()T(T(x) = T(xyx) = 7(y)
Apenas duas satisfazem as condi¢des, que sdo a representacdo trivial € uma representacao

ndo trivial, 7y : (x,y) — (1, 1) e 7y(x,y) — (1, —1), respectivamente.
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3.1.1 Coeficientes em Z e Representacao trivial

Consideremos a representagdo trivial com coefiecientes em Z, ou seja, 7o : (x,y) — (1, 1).
1°)2h+1 > 2172

Para isto, relembremos o seguinte complexo de cadeias:
03 22 0
0 — ZD@pi1y2{¢c3) — ZDp+1)2{C2.15 €225 €23) — ZDnr1)2:{C1.15 €12, €13) —> ZDaps1y2:{co) — 0.
Os bordos mencionados no complexo de cadeias acima sdo:

(e = [(x"y*) = e

di(erz) = [y )27y 1

0i(c13) = [(Xa # )y = ey

Or(car) = [(x yZﬁ )z+1y2—l + (xa 28 )z+2 21, (xa'yZﬁ,)z+2”2y2’—l]cl’l _ (xa 28 )z+2 -2 o C1,2+
(Yl

Dr(ean) = [P e P egy + (3% )y ey — (% )y e

Or(cz)=[1+...+ (x(lyzﬁ)zml_ztiz_l]cl,l - (xw * )y o lC1 2~ C13

B3(c3) = [1 = [(x* )79 1 eyt + [1 = [ ¥ 1 eas + [1 = () Neas.

Lembramos que, esses bordos sdo vélidos para todas as representacdes k € Ne l = 2j + 1,
jeN,onde z = j(2h + 1), mdc(k,2h + 1) = 1 e mdc(1,2") = 1.
Para facilitar a notacdo denotaremos D((2h + 1).2'; k1, [;), simplesmente, por D.

Calculemos entdo a homologia:

e Hy(D;Z)
Ker 0 Z 0
er Ogp .
Hy(D;Z) = =—=17, 0] =
o(D;2) Imd, 0] pois [04] g

o H(D;2)
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Ker 0 Z[cy 1,1,
H(D:7Z) = eroy _ [c11, €12, C15] .
Im 0, Z[272c1y — i+ 13,2721+ cip— 13, Qh+ 1 =272)cy ) — c12 — ¢15]
Considere
212 -1 1
[02] = 212 1 -1

2h+1-272 -1 -1

Fazendo a mudanca de base de {c; 1, 12, c1 3} para {w;, wy, w3} = {c13, 12,11}, temos
0 01
010
1 00

Note que a matriz mudancga de base tem determinante —1.

Aea) =221y —cip+ 13 =W —wy +27%w;

6(c2,2) = 21_2C1’1 +Clp—Ci3=-—w +wy+ 2t_20.)3

6(6273) = (2]’l +1- 2[_2)C1,1 —Cip—C13=—W] — Wy + (2]1 +1- 21_2)0)3.

Agora, fazendo a mudangca de base de ({cj,c22,c23) para {01,02,03) =

= {ca1,C21 + €22, €21 + €23}, Obtemos a matriz mudanca de base

—_ = =
S = O
- O O

cujo determinante € 1.
Assim,
0(61) = wy — wy + 2 %ws
0(6,) = 2.2 2w3 = 2" ws
0(03) = 2w, + 2h + Nws.
Logo,
Zlwy, Wy, ws]

H(D;2) = .
]( ’ ) Z[an — Wy + 2f‘2a)3, 2t_1(4)3, —2&)2 + (2]’1 + 1)(1)3]

Fazendo uma mudanca de base de {w;,wr, w3} para (Y, ¥, Y3} =

={w; — wy + 2'w;3, Wy — w3, w3}, obtemos

1 -1 22
o 1 -1,
0 0 1

cujo determinante € 1.
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Dessa forma,

0(6) = w) — wy +22w3 = Y
3(62) = 2" ws = 2"y

0(83) = =242 + 2h — )ys.

Assim,

ZIY1, Y2, 3]
Zpr, 273, =24 + 2R = D3]
Fazendo agora a mudanca de base de {¥y,¥s, 3} para {Yy,uy, it} =
= {1, =2y, + 2h — 1)Y3, =¥, + hf3} temos a matriz

H(D:Z) =

1 0 0
0 -2 2h-1 |,
0 -1 h
que possui determinante 1.
0(61) = ¥
0(6,) =273 = =27y + 2y
A(63) = 1.
Dessa forma,
Z[Y, py, po]

H\(D;2) =

ZI1, =2y + 2", i1
E finalmente, fazendo uma mudanca de base de {0;,0,,03} para {oy,03,03} =
= {01,216 + 6, 3}, temos

1 0 O
0 1 2!
00 1

Observe que a matriz mudanga de base tem determinante 1.
d(o1) = 9(61) = ¢

(o) = 27163 + 6, = 2'uy

d(03) = 0(63) = 1.

Logo,

ZI, py, po] Zus]
H :D,Z = =~ >~ Zor.
D) = 2] - Zm] 2

* Hy(D;Z)
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Ker@z_@_o 018
mo, 07 P

Hy(D;Z) =

2172 -1 1
[0:2] = 202 I -1
2h+1-272 -1 -1

possui o determinante ndo nulo, portanto 9, € injetor, ou seja, Ker 0, = {0}.

* H3(D;Z)

Kerd; 7
er 3__:Z,pois[(93]:(0 0 O)'

H3(D;Z) = Imé, (0]

Portanto, a homologia de ® = D((2h + 1).2";k;,1;), considerando 2i + 1 > 272 ke |

arbitrarios, é

zZ, 1=0,3;
HI(D,Z) = er, 1:1,
0, 1=2.

29 2h+1 <2172
Para isto, relembremos o seguinte complexo de cadeias:

03 o 01
0 — ZDpi1)2{c3) —> ZD2ps1)2(C21,C22,C23) — ZDppi1y2{C1,1,C12,C13) —> ZD2ps1)2:{co) — 0.

Neste caso, os bordos mencionados no complexo de cadeias acima sao:

d1(c11) = [(x"y*) = 1co
d1(c12) = [y 7273~ e
d1(c13) = [y ¥y = 1eo
Ba(cay) = [y )22 T e = [ )T (P e
a2(02,2) = [(xa’y%" )ZH)’ZL1 +...+F (xa/yzﬂ, )Z+2t72_(2h+1)y2t_1]6‘1,1 + (xayzﬁ)zhﬂcl,z"‘
+ (xa,yzﬁl )Zyzt_lcm

Ba(c23) = [1+ @) + o+ )M er, - 160y 7y + ey

B3(c3) = [1 = [ y* Y7 eay + 11 = [P M epo

+[1 =[xy 7y 1 ey
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Novamente, esses bordos sdo validos para todas as representacdes consideradas e iremos
denotar a forma espacial esférica, simplesmente, por D.

Calculemos a homologia:

® Hy(D:;2)
Kerdo, Z 0
er Oy .
Hy(D;Z) = =— =7, 1=
o(D;2) Imo, (0] pois [01]=] 0
0
e H(D;2)
H](D,Z) = Ker 01 — Z[cl,lacl,Z’ 01,3] .
Im 0, Z[(Zh + l)cl,l - 2C1,2, (21_2 - (2]’1 + 1))01’1 + Cip t+ C13, (2h + 1)C1’1 - 2C1’3]
Considere
2h+1 -2 0
[2]=] 272-@2h+1) 1 1
2h + 1 0 -2

Fazendo a mudanca de base de {c 1, c12, c1 3} para {w;, wy, w3} = {c12, 13,11}, temos
010
0 0 1
1 00
Note que a matriz mudanga de base tem determinante —1.
8(62,1) = (Zl’l + 1)C1,1 — 2C1,2 = —20.)1 + (Zl’l + 1)(,()3
3(02,2) = [2t_2 - (2]’1 + 1)]01’1 +Cip+Cig=w +wy + [2t_2 - (2]’1 + 1)](,()3
a(C2’3) = (2h + 1)C1,1 - 2C1’3 = —2(_4)2 + (2h + l)a)q
Assim,

-2 0 2h +1

[0,]=] 1 1 272—-Q2h+1)
0o -2 2h + 1

Agora, fazendo a mudanga de base de ({cy,c22,c23) para {01,02,03) =

= {cy.1 + 2¢22, €22, C23}, Obtemos a matriz mudanca de base

o o -
S = N
= =)

cujo determinante € 1.

Assim,
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6(51) = 6(6‘2,] + 2C2,2) =2w, + [2t_1 — (2]’1 + 1)]&)3
6(52) =w; +wy+ [21_2 - (2]’l + 1)](1)3
6(63) = 2w, + (2h + Dws.

Logo,

Zlwy, wy, ws]
Z[2wy + 271 = 2h + 1)ws, wy + wy + (2772 — 2h + 1))ws, —2w, + (2h + l)a)3]'

H\(D;Z) =

Fazendo a mudanca de base de {wi,w;,ws} para {Yq,¥s, Y3} =

={w; + wy + [27%2 = 2h + D]ws, —w> + w3, w3}, obtemos

1 1 272-Qh+1)
0 -1 1
0 0 1

Dessa forma,

3(61) = 2wy + [27" = 2h + D]ws = =24 + [27' = 2h = D]y
3(6) = wy +wr + 27" = (2h + D]ws =y,

0(03) = =2wy + Qh + Dws = 2¢, + 2h — 1)ys.

Assim,

LY, 2, Y3

) = 30, ¥ @ = Gh— D, 1, 20 + @h = D]’

Fazendo agora a mudanca de base de {Yy,¥o,¢¥3} para {Yy,uy, o} =
= {Y1, ¥ + hy3, 24, + (2h — 1)Y3} obtemos a matriz

10 0
0 1 h
0 2 2h-1
que possui determinante —1.
361) = 2'uy = 27 + Dy
9(62) = Y
9(03) = po.
Dessa forma,
ZIY 1, p1s o]

H(D;7) =
08 = o = + Dy o]
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Obtemos,
0 20 21—
[0,]=11 0 0
0 0 1

Finalmente, fazendo a mudanca de base de ({0;,0,,03} para {oy,03,03} =
={2"' + 1)8; + 8;, 62, 03}, obtemos

1 0 27t+1
01 0
00 1

Observe que a matriz mudanca de base tem determinante 1.

Logo,

Ao) = AR+ 16y +6) = 27 + Dpp + 2y — 27 + Do = 2y
A(0o2) = 0(62) = Y

Ao3) = 0(63) = pa.

Assim, Iy | Ziw]
s M1, U2 1
H(D:7) = ! ~ N~
D) = o] - 2 P
o Hy(D;7)
Ker 32 {O} .
H,(D;72) = =—=0,
2(D32) = o= = 1o = 0. pois
2h+1 -2 0
[0.] = 2"2—(2h+1) 1 1
2h+1 0o -2

possui o determinante ndo nulo, portanto d, € injetor, ou seja, Ker 9, = {0}.

* H3(D;Z)

_Kero; Z

=, _{O}:Z,pois[83]:(0 00).

Portanto, a homologia de ® = D((2h + 1).2";k;,1;), considerando 2i + 1 < 272 kel
arbitrarios, é
Z, 1=0,3;
H(D;Z) =% Zy, i=1;
0, i=2.
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3.1.2 Coeficientes em Z e Representacao nao-trivial

Faremos agora, o cilculo das homologias de © = D((2h + 1).2; ky, [;) para a representagdo

ndo-trivial 7, : (x,y) — (1, —1), com coeficientes em Z.
192h+1>2"2

Recordemos o complexo de cadeias:
83 8 4
0— ZD(2h+1).2f<C3> B ZD(2h+1).2f<Cz,1,C2,2, C2,3> B ZD(2h+1).2’<C1,1’ 01,2,61,3> B ZD(2h+1).2f<Co> — 0.

Os bordos mencionados no complexo de cadeias acima sdo:

di(er) = [(x*y¥) = 1eo

01(c12) = [ 27 e

di(er) = [y )y = e

dr(ca) = [(x"/yzﬁ/)“lyzt_l " (xa 28 ) +2y 2-1, (x° yZB )z+2’ 2 2 1]C1 (xa/ Zﬁ’)z+2’ 2y2 161,2+
+ (XO/)’ZB , ¥y ers

D(can) = [y 7 e ey Pey + (3 )y e = (6 Y ) e

28\2h+1-2/"2-1 2, 201
0r(caz) = [1+ ...+ (xTyF)* ler = (Xa 4 )y~ Tcia—ci3

d3(c3) = [1 = [ ) 7+ 1 ey + [1 = [y 2 1 ean + [1 — (") " Jeas.

Calculemos a homologia:

o Hy(D;Z)

0

~  Ker 0y Z[co] Z .
Hy(D;Z) = = =— =17, ol=| -
0(D;2) Imd ~ Zae 22 P pois [0] Z

o H/(D;Z)
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Considere

[0:]1=] -2

Analisemos o Ker 0;:

Seja o uma 1-cadeia representada por (a;, a, as).

61(0') = —2612C() - 203C0 = —2(612 + ag)C()
o c Keré?l — 81(0’) =0 &= a, = —as.
Assim, 0 = ajcy + axc1p — axcy3 = ajcyy + ax(cip — ¢13).

Portanto, Ker (91 = Z[Cl,l,cl’z - C1,3].

Como

22 I -1
[82] = 2t_2 _1 1 H
Qh+1)—272 1 -1

temos que Im 8, = Z[2"%c1 — c15 + 13, Qh + 1 =27 + c15 — 13).

~  Ker 0, Z[ci,c12 — i3]
L ,H(D;Z2) = = - - - .
0g0, Hi ) Imo,  Z[272c;) —cip+ 13, RQh+ 1 =272)cy 1 + c15 — ¢13]

Para facilitar denotamos ¢y ; por w; € ¢;, — ¢1.3 por w,, ou seja,

Zlwy, wo]
Z[2[_2W1 — Wo, (2]1 +1- 21_2)W1 + ws] '

H(D;Z) =

Fazendo a mudanca de base de {w, w»} para {u;, u»} = {2"7>w| — w», w;}, temos

272 1
3
Note que, a matriz mudanca de base tem determinante 1.
Dessa forma,
A(c20) = 277w —wy =

0(c23) = Qh+1=2"2w; + wy = —uy + 2h + Dy
De fato,
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212 -1 1 0
[02] = 5 ~ .
2h+1-21 1 -1 2h+1

Z[ﬂl?ﬂZ]
Zlpy, —p1 + Qh+ Dol

Fazendo a mudanca de base de {c;,, c23} para {01, 02} = {c22, 22 + 23}, obtemos a matriz

V)

Logo,
H(D;Z) =

mudanga de base

que possui determinante 1.
Assim,
0(61) = d(c22) =
0(62) = d(c22 + €23) = 2h + Dp,.

Portanto, 2l : Z00]
D) = G i+ Tyl ~ 2+ 1y = 2
o Hy(D:7)
Considere
—-21=2 I -1
[0,] = 22 -1 1 |,

Qr+1)-27%2 1 -1

Analisemos Ker 0, :

Seja o uma 2-cadeia representada por (a;, ay, a3), temos que

) ) )
0(0) =ar(-2"cri+cia—c13)+ a2 ey —cip+ cz) +as[Rh+ 1 =27 ey + 1o — c15]

=[-27%a; + 2%a, + Qh + 1 =27 D)az)er ) + (a) — az + az)cip + (—ay + ay — az)c 3

—272a, + 224, + Rh + 1 = 2"%)a; =0
ocgeKerd, =< a—-a+a3;=0

—a1+a2—a3:0
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—272a, + 224, + Qh + 1 = 2"%)a; = 0
—
ap—ay +az = 0

Multiplicando a segunda linha por 22, obtemos
2720 + 224y + Qh + 1 = 2)a3 = 0
2"2a1 - 21_2(12 + 2t_26l3 =0

Somando a primeira linha com a segunda, temos
—2t_2611 + 2t_202 + (2h +1- 2t‘2)a3 =0
2t_2613 =0

Segue que az; = 0e a; = a,.
Logo, o = ajcy + axcrp + azcrz = ajcp +ajcap = ai(ca + ¢22).

Dessa forma, Ker 0, = Z[cy1 + ¢22].

Observe que

[(93]:<2 2 O),

ou seja, Im (93 = Z[262,1 + 2C272] = Z[Z(Cz,l + C2,2)].

Ker 0, Z[cay + c22] Z
= ~ — = Zg.

Portanto, H D;i = - B
ortanto, H»(D;Z) Imds  Z[2(cyy +cr2)] 27

o Hy(D:2Z)

Considere

[0s1=(2 2 0).

Analisemos ker 05 :

Seja o uma 3-cadeia representada por a, temos que

(93(0') = 2aC2,1 + 2616‘2’2 = 2a(C2,1 + C2’2)
o€ kerd; = a=0.

Assim, Ker 95 = {0}.

Logo, Hg(D;Z) =
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Portanto, a homologia de © = D((2h + 1).2"; k, 1), considerando 2k + 1 > 272 k e [ arbi-

trarios, €

2, 1=0,2;
H{(D;2) =1 Zonsr), i=1;
0, 1=3.

2°)2h +1 < 212

Para isto, relembremos o seguinte complexo de cadeias:

03 0> 01
0— ZD(2h+l).2’<C3> — ZD(2h+1).2f<C2,1, €22, C2,3> — ZD(2h+l).2’<Cl,l, C1,2, C1,3> — ZD(2h+l)‘2’<CO> — 0.

Neste caso, os bordos mencionados no complexo de cadeias acima sdo:

di(cry) = [(x*y*) = 1]ey
=2
d1(c1a) = [(x* y¥ )27y _ 1]e
01(c13) = [(x* v )y = 1]e
8r(cay) = [( xa’yzﬁ’ )z+2”2—(2h+1)+1y2’—1 +o 4 xa’yzﬁ’ )Z+2,,2y2,_1] CLy— [(xa’y2ﬁ’)z+2f*2y2f_1 4
+ (x yZﬁ)2h+1]C
a - o =2_(2h @ o ’ —
0a(c22) = [(6 Y)Y (PO e ey (6 Py e

O0x(cr3) =[1 + (xayzﬁ) +...+ (xayzﬁ)M]Cl,l —[(x* y2'8 )Z)’Z -y Ileis

d3(c3) = [1 = [(x* y* )7+ eyt + [1 = [y eas + [1 = [ 3% ) 11 eaa.

Calculemos a homologia:
o Hy(D;2)
0
Ker 0() Z[Co] Z

Hy(M:Z) = = = — =7, pois [0]=]| —
ML) = s T Fae 2z~ L Pois 19 z

o H\(D;Z)
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Considere

[0:]1=] -2

Analisemos o Ker 0;:

Seja o uma 1-cadeia representada por (a;, a, as).

61(0') = —2612C() - 203C0 = —2(612 + ag)C()
o c Keré?l — 81(0’) =0 &= a, = —as.
Assim, 0 = ajcy + axc1p — axcy3 = ajcyy + ax(cip — ¢13).

Portanto, Ker (91 = Z[Cl,l,cl’z - C1,3].

Como

-2h+1) 0 0
(0] =| 272+ QRh+1) 1 -1 |,
2h+ 1 0 0

temos que Im 8, = Z[(2h + 1)cy 1, (=22 + 2h + 1)y + c12 — ¢13).

~  Ker 0, Z[ci,c12 = c13]
Logo, H,(D;Z) = = e :
0g0, \(D2) = = o = oy Derr, (272 + 2h+ Dery + ¢z — ¢13]]

Para facilitar denotamos ¢y ; por w; € ¢;, — ¢1.3 por w,, ou seja,

ZIwi, wr]
ZI2h+ Dw;, Qh+ 1 =272)w; + wy]

H(D;Z) =

Fazendo a mudanca de base de {w, w,} para {u;, o} = {(2h + 1 — 272)w; + wy, w;}, temos

2h+1-22 1
1 0)

Note que, a matriz mudanca de base tem determinante —1.
Dessa forma,

Acap) = Rh+1=-2"Hw +wy =

0(c23) = Ch+ 1w, =Ch+ Dy

De fato,
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2h+1-2"7 1 1 0
)

0 2h+ 1 0 2h+1
Portanto, 2l : Z00]
= s M2 2
H(D:;Z) = ! ~ ~ Zoome ).
N ) = G Ch+ Dl - ZI@h+ Dyl 20
o Hy(D;Z)
Considere
—-2h+1) 0 0
(0] =| 272+ QRh+1) 1 -1 |,

2h+ 1 0 0

Analisemos Ker 0, :

Seja o uma 2-cadeia representada por (a;, a,, as), temos que

02(0) = —=h + Dajcry + a[(=272 + 2h + Deyy + 1o — ¢13) + Qh + Dasey,

= [—(2]’1 + 1)611 + (—Zt_z +2h + 1)612 + (2]1 + 1)(13]6‘171 +axCip — a3

~2h+ Da; + (=272 +2h + Da, + RQh + 1)az =0
ogeKerd, = ¢ a, =0

—a2:0

Segue que a, = 0e a; = as.
Logo, o = ajcy) + axcrp + azcaz = ajca) +ajcyz = ai(ca) + ¢23).

Dessa forma, Ker 0, = Z[cy + 23]

Observe que

[63]:(2 0 2),

ou seja, Im 03 = Z[2C2’1 + 2C2,3] = Z[Z(Cz’l + 62,3)].

Ker 0,  Zlcoi+esl  Z

= ~ = ~7,
Imd;  Z[2coy +c23)] 22

Portanto, H,(D;Z) =

o Hy(D;Z)

Considere
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[@s1=(2 0 2).

Analisemos ker 05 :

Seja o uma 3-cadeia representada por a, temos que

(93(0') = 2aC2,1 + 2616‘2’3 = 20(C2’1 + C2’3)
o€ kerd; = a=0.

Assim, Ker 05 = {0}.

Ker%_@_o
Imo, {0}

Logo, H3(TD;Z) =

Portanto, a homologia de © = D((2h + 1).2"); k;,1,), considerando 24 + 1 < 272, ke |

arbitrarios, é

Zs, 1=0,2;
H{(D;Z) =4 Zoneny, i=1;
0, i=3.
3.1.3 Coeficientes em Z,
S3
Vamos calcular os grupos de homologia de © = D((2h + 1).2";k,l})) = ————, com a
(Dant1y2r)

representacdo trivial 7y : (x,y) — (1, 1).

1°) 2h + 1 > 2172

o 0 01
0 — Zo{c3) — Zo{car, Ca2r €23) — Zoc1y, €12y €13) — Zo{co) — O.

Usando a representagdo trivial, os bordos sao:

51(011) =0
61(c12) =0
0i(c13) =0

0x(ca1) = —cpp + 13
0x(cn) = cia—c13
0x(c23) = ci1—ca—cu3
03(c33) =0



3.1 Grupos de Homologia de D((2h + 1).2"; ky, 1) 168

Vamos calcular os grupos de homologia:

e Hy(D;Z,)
Ker60 ZZ[CQ]
Hy(D;7Z,) = = = 7.
0(D;Z,) ) 0] 2
e H\(D;Z,)
Hy(D:Zy) = Ker 0, _ Zy[cyi, cr2, €13l '
Imd,  Zs[—ci2 +ci3,¢120 — C13,¢11 — €12 — €13]
0 -1 1
Considere [0,] =] 0 1 -1
1 -1 -1

Fazendo a mudanca de base de {c,1, c22, €23} para {01, 02, 03} = {c21, €21 + €22, €21 + C23}-
Assim,

9(61) = d(c21) = —cn+ i3

0(62) = 0(ca1 +¢2) =0

0(03) = 0(ca1 + c23) = €11 — 2¢12 = ¢y

Lolen, crasci3l  Zaolen, c13l

H\(D;Z,) = x .
Zyl—cip +ciz, el Zo[—cip + ci3]

Fazendo a mudanca de base de {c|», c13} para {u;, u2} = {c12, —c12 + c13}, obtemos

Zoluy, 42l

H((®,Z) = —————=>~7 ~ 7.
1(D:;2,) Zolita] ol] = Z,y
® Hy(D;7Z,)
Ker o,
H>,(D;7,) = .
2(D;Z,) T

Seja o uma 2-cadeia representada por (a;, a,, as), temos que
02(0) = a1(—c1z + c13) + ax(cia — c13) + as(cir — c12 — €13)
= azcn + (—ay + ax — az)en + (a1 — ax — az)cys.

. a3 =0
Assim o pertence a Ker 0, se, e somente se,
a = ap

LOgO, O = a1cy +aicy = Cll(Czl + C22).
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Zy(ca1 + €22) _

Hy(D;7Z,) = 0] Zs.
o H3(D;Z,)
Ker(93 ZQ[C3]
H;(0;7,) = = = 7.
3(D;2) ) (0] 2
Portanto,
Zy, 1=0;
Zy, 1=1;
H{(D;Z,) = .
2, 1=25
Zz, 1:3

Observacao 3.1.1. O gerador do H\(D;7Z,) € c1a, 0 gerador do Hy(D;Z,) € cy1 +¢x, e 0 gerador
do H3(D,Zz) é C3.

2°)2h + 1 < 22

P P P
0 — Zo(c3) — Zo{ca1, Ca2r €23) — Zo(C11, 12y €13) — Zo{co) — O.

Considerando a representagao trivial, os bordos sao:

O0i(c11) =0
51(6’12) =0
51(013) =0

0x(c21) = ¢y
Ox(cp) =cip+cip+ci3
0x(c3) = ¢y

05(c33) =0

Calculemos os grupos de homologia:

e Hy(D;Z,)

Ker(90 _ ZQ[CO] _

Hy(D;Z,) = Imd, - {0)
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e H(D;Z,)
H((D:Z,) = Kerd, _ Zy[cyi, cr2, C13] _ Zy[c1, cr2, C13] .
Imd, Zylcyr, e +cia+ciz,cnl  Zolen, e + cia + ¢i3]
1 00
Considere [0,]=| 1 1 1
1 00

Fazendo a mudanca de base de {c,;, c22} para {01, 02} = {c21, €20 — €21}
Assim,
d(61) = 0(ca1) = 1y

0(62) = 0(c2 — €21) = Cc12 + C13.

Zolcy, €12, €13l - Zy[ciz, €13]

H\(D;Z,) = = .
Zolcii,cip +ci3]  Zaolcin + i3]

Fazendo a mudanga de base de {ci,, c13} para {u, uz} = {c12, c12 + c13}, obtemos

Zolpy, 12l
H(D;Z2) = —————=~7 >~ 7.
1(D;Z,) Zolito] olpi] = Z,
o Hy)(D;Z,)
Ker@z
H, (D7) = .
2(D:Z,) T

Seja o uma 2-cadeia representada por (a;, a,, az), temos que

02(0) = aj(ciy) + ax(cyy + ¢z + ¢13) + as(cnr) = (a) + ax + az)cyy + axcrp + axcys.

a2:0

Assim o pertence a Ker 0, se, € somente se, {
a)p = —as

Logo, o = a ¢y — ajcy3 = ai(cy — ¢23).

Hy(D: Z5) = Z—Z(CZ{IO}‘ ) _g
o Hy(D;Z,)

K€7'63 _ Zz[C’j] _
Imo, {0}

H;(D;Z,) = Zy.

Portanto,
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Zy, 1=0;
Zy, 1=1;

2, 1=2;
Zy, 1=3.

H(D;Zy) =

Observacao 3.1.2. O gerador do H\(D;Z,) é c1a, 0 gerador do Hy(D;Z,) € 1 — 3 e 0 gerador
do Hg(D;ZQ) é C3.

3.2 Grupos de Homologia de D((2h+1).2% k1, ko, ..., ky, L1, b, ..oy 1)

Calculemos os grupos de homologia de © = D((2h + 1).2%;ky, ko, ..., kyy 11, b, ..., 1), com
representacdes T : Dopsno — Zp. Como vimos anteriormente, existe duas representacdes
possiveis, que sdo a representagdo trivial e a representacdo ndo trivial, 7y : (x,y) — (1,1) e

7,(x,y) — (1, -1), respectivamente.

3.2.1 Coeficientes em Z e Representacao trivial

Seja 1o : (x,y) — (1, 1) a representagdo trivial.

1°)2h + 1 > 272

O4q-1 Oag-2
= ZDop1)2{Cag-1) = ZDps1)2{Cag-2,15 Cag-22> Cag-23) =

O4q-2 0443 O4g-4
- ZD(2h+1).2’<C4q—3,1»C4q—3,2’C4q—3,3> - ZD(2h+1).2’<C4q—4> -

Os operadores bordo sdao dados por
[044-1] :( 0 00 ),
22 -1 1

[04g-2] = 22 1 -1,
Qh+1)-272 —1 —1
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)

[044-31 =] O |,

o

[Bag-al = ( QR+ 1).27),
exceto por dy = 0.

Analogamente, ao cdlculo da homologia de D((2h+1).2"; k1, [;) com 2h+ 1 > 2!=2, obtemos

Hy (D52) =~ Hy(D; Z) =~ Z,
H4q—2(D;Z) ~ 0,

H4q—3(D;Z) ~ Loy,
Resta calcular Hy,—4(D;Z) € Hyy1(D; Z):

d H4q—4(D; Z)

Analisemos o Ker 04,-4, seja o uma (4q — 4)-cadeia representada por a.

Osg-2(0) =2h+ 1)2"a=0 = a=0.
Logo, Ker 044-4 = {0}.
Ker 844_4 {O}
Portanto, Hy, 4(0;72) = ——— =
ortanto, Hy,_4( ) T Gng 0]
d H4q—l(D; Z)

O Ker 044-1 = Z, uma vez que d4y-; € a aplicacdo nula.
Além disso, note que Im 04y-4 = (2h + 1)2' Z.

Dessa forma,

Ker 64(]_1 _ Z
Imdsys (Qh+1)2'Z

Hy, (D7) = = Z@n+1).2:-

2°)2h+1 <212

(34471 a4q—2
= ZDopi1)2{Cag-1) = ZD@p11)2:{Cag-2,1 Cag—22 Cag-23) —
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O4g—2 04q-3 04g-4
— ZDopi1y2:{Cag-3,1, Cag-32, Cag-33) — LD@pp1)2{Cag-4) — -

Os operadores bordo sao dados por
[04-11=(0 0 0),

2h +1 -2 0
[(94q_2] = 22 - (2h +1) 1 1 ,
2h+1) 0 -2

0
[044-31=1] O |,
0
[Bag-al = ( QR+ 1).2),
exceto por dy = 0.

Analogamente, ao calculo da homologia de D((2h+1).2";k;,[;) com 2h+ 1 < 2!=2, obtemos

Hy 1(D52) =~ Hy(D; Z2) =~ Z,
H4q—2(D;Z) ~ 0,

Hyy3(DZ) = Zy,

Resta calcular Hy,—4(D;Z) € Hay1(D; Z):
o Hy 4(D;2)

Analisemos 0 Ker 04,-4, seja 0 uma (4q — 4)-cadeia representada por a.

044_4(0') =2h+ 1).2’61 =0=a=0.

Logo, Ker 044-4 = {0}.

Ker 04, 0
Portanto, Hy,—4(D;Z) = Y

B _ O,
Im 043 {0}

b H4q—l(D;Z)

O Ker 044-1 = Z, uma vez que 04,1 € a aplicagdo nula.
Além disso, note que Im 04y-4 = (2h + 1)2' Z.
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Dessa forma,

Ker 64q_1 _ Z
Imdsy, s (Qh+1)2'Z

Hy (D7) = = Zoh+1)2!

3.2.2 Coeficientes em Z e Representacio nao-trivial

Seja 7y : (x,y) — (1,—1) a representacdo nao-trivial.

1°)2h+1 > 272
0441 O04g—2
= ZDopi1)2{Cag-1) = ZD@an11)2:(Cag-2,1, Cag-22, Cag-23) —
O4q-2

0443 O4g-4
- ZD(2h+l).2’<C4q—3,19C4q—3,2’C4q—3,3> - ZD(2h+1).2’<C4q—4> -

Os operadores bordo sdao dados por
[04g-1] :( 220 ),

-2 1 -1
[04g-2] = 22 -1 1 |,
Qh+1)-272 1 -1

0
[04931 =] -2 [,
-2

[04g-4] = ( 0 ),

exceto por dy = 0.

Analogamente, ao cdlculo da homologia de D((2h + 1).2;k;,[;) com 2k + 1 > 2'=2, obtemos

Hy(D:Z) ~ Zy,
Hyp (D3 Z) ~ 0,

H4q—2(D; Z) ~ 7y,
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Hyy 3(D3Z) = Zopenys
Resta calcular Hy,_4(D; i) e Hyy 1 (9 i):
o Hiy s(D:2)

O Ker 044-4 =~ Z, uma vez que 04,4 € a aplicacdo nula.
Além disso, note que Im 0443 = 27Z.

Dessa forma,
~ Ker 84q_4 Z
Hy, 4y(D;2)= ——— = — =7,.
4g-4(D32) Tm oy 22 2

g H4q—l(D;z)

Analisemos o Ker 0.4,-1, seja o uma (4¢g — 1)-cadeia representada por a.

644_1(0') = 2(1C4q_2,1 + 2(16‘4(]_2’2 = 2(1(C4q_2,1 + C4q_2,2) =0c=a=0.

Logo, Ker 044-1 = {0}.

~  Ker 04, 0
Portanto, Hy, 1(D;Z) = er 041 {0}

—— ==
Im(94q—4 {0}

29)2h+1 <2172
(74q,1 a4q—2
= ZDopi1)2{Cag-1) = ZD@ap11)2:{Cag-2,1> Cag—22 Cag-23) —
O4q4—2 0443 04q-4

— ZDp11)2:{Cag-3,1, Cag-32, Cag-33) —> LD ops1)2{Cag-4) — -

Os operadores bordo sdao dados por
[Ga1=(2 0 2),

-2h+1) 0 O

[(94q_2] = 22 + (2]’1 +1) 1 -1,
2h+1 0 O
0
[04g31 =] -2 [,
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[04g-4] = ( 0 ),

exceto por dy = 0.

Analogamente, ao calculo da homologia de D((2h+ 1).2";k;,1;) com 2h+ 1 < 2=2 obtemos

Hy(D;Z) ~ Z,,
Hyp (D3 Z) ~ 0,
H4q—2(D;i) ~ 7y,

Hiy 3(D;Z) = Zopsny,
Resta calcular Hy,_4(D; Z) e Hyy 1 (9 Z):
d H4q—4(b;i)

O Ker 044-4 ~ Z, uma vez que d4,-4 € a aplicacdo nula.
Além disso, note que Im 0443 = 27Z.

Dessa forma,

—~ Ker6‘4 —4 Z
Hiy, s(D;Z)= ——1= = — =7,.
g4 Im(94q_3 27, >

b H4q—1(3§z)

Analisemos o Ker 0.4,-1, seja o uma (4g — 1)-cadeia representada por a.

64q_1(0') = 261C4q_2’1 + 2ac4q_2’3 = 261(04(1_2,1 + C4q_2,3) =0c=a=0.

Logo, Ker 0441 = {0}.

Ker 644_1 _ @ —0

Portanto, H4q_1(D;Z) = i) = 0]
4q—4
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3.2.3 Coeficientes em Z,
Vamos calcular os grupos de homologia de © = D((2h + 1).2"; ky, ka, ..., ku, 11, b, ..., 1), com

a representacao trivial ¢ : (x,y) — (1, 1) e coeficientes em Z,.

1°9)2h+1>2172
54q_1 8411—2
T ZZD(2h+1).2’<C4q—1> - ZZD(2h+1).2’<C4q—2,ls C4g-272, C4q—2,3> -

4g-2 0443 O4q-4
— ZoDopi1y2:{Cag-3,1, Cag—32,Cag-33) — ZoD@pi1)2{Cag-a) — -+

Os operadores bordo sd@o dados por

[0a-11=(0 0 0),

0 -1 1
[0sg21=| 0O 1 -1,
1 -1 -1
0
[04g-31 =] O |,
0
[04g-4] = ( 0 ),

exceto por dy = 0.
Analogamente, ao cdlculo da homologia de D((2h + 1).2"; k;,1;) com 2h + 1 > 2!~2 e coefi-

cientes em Z,, obtemos

Hy (D5 Zy) = Hy(D;Zy) = Zo,
Hyy 2 (D52y) = Zs,

Hyy 3(D:Zy) = Zy,
Resta calcular Hy,_4(D;7Z) € Hyy—1(D; Zy):

o Hyy 4(D52,)
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O Ker 044-4 = Zy, pois 0u4-4 € a aplicagdo nula.

Portanto,

Ker (94(]_4 _ Z2

Hiy, 4(0;7) = —— = =7
4g-4(D; Zo) Imoms - (0) 2
® Hyy (D7)
O Ker 044-1 = Z, uma vez que 04, € a aplicacdo nula.
Além disso, note que Im d4y-4 = {0}.
Dessa forma,
Ker 04[1_1 Zz
Hy (D7) = ——— = — =7,.
4g-1(D3Zy) T Onya 0] 2

2°)2h+1 <2172

O4q-1 Oag-2
i ZZD(2h+1).2’<C4q—1> - ZZD(2h+1).2’<C4q—2,l’ C4g-2725 C4q—2,3> -

O4g-2 044-3 O4g-4
- ZzD(2h+1).2f<C4q—3,1,C4q—3,2,C4q—3,3> - ZzD(2h+1).2f<C4q—4> —

Os operadores bordo sdao dados por

[04-1=(0 0 0),
1 00
[Oa2]l=] 1 1 11|,
1 00
0
[04g-31=] O |,
0

[04g-4] = ( 0 ),

exceto por dy = 0.
Analogamente, ao célculo da homologia de D((2h + 1).2";k;, ;) com 2h + 1 < 2172 ¢ coefi-

cientes em Z,, obtemos
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Hy (D5 Z5) = Hy(D;Zy) = Zo,

Hyy 2 (D5 2) = Zs,

Hyy 3(05Zy) = Zy,

Resta calcular Hy,_4(D;Z,) € Hyy1(D; Zs):
® Hy, 4(D;Z)
O Ker 044-4 = Zy, pois 0a4-4 € a aplicagdo nula.

Portanto,
Ker (94(]_4 ZZ
Hy, y(0;72)= ——=—=7
4g-4(D; Zs) Imoms - 10) 2
® Hyy (D7)
O Ker 044-1 = Z,, uma vez que 04, € a aplicacdo nula.
Além disso, note que Im d4y-4 = {0}.
Dessa forma, 5
Ker 04,1 Z,
Hyy((D3Zy) = ———— = = = 7,,

Im 54q—4 {0}



Capitulo

4

Anel de Cohomologia das Formas

Espaciais Esféricas Metaciclicas

Neste capitulo, utilizamos o complexo de cadeias construido no capitulo 2,
para calcular os grupos de cohomologia das formas espaciais esféricas metacicli-
cas de dimensdo trés com coeficientes em Z, Z, € Z,, € através da interpretacdo
geométrica do produto cup abordada no capitulo 1, calculamos o anel de coho-
mologia desses espagos com coeficientes em Z, Z, € Z,,.

4.1 Grupos de Cohomologia de D((24 + 1).2";ky, 1)

Considere o complexo de cadeia abaixo:

03 0>
cC: 0— ZD(2h+1).2’<C3> B ZD(2h+1).2t<62,1, Cz,z,C2,3> B
(92 61
— ZD(2h+1).2’<Cl,1’ Cl,z,C1,3> B ZD(2h+1).2f<Co> — 0.

Seja 2h+1 > 2, considerando a representacao trivial, temos que os bordos mencionados no
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complexo de cadeia acima sdo:

01(c11) =0
01(c12) =0
di(c13) =0
0r(c21) =21 —cra + €13

)
0x(c22) =2 ¢c11 + €12 — €13

)
0x(c23) = 2h+1-2")c1 1 —cr1a—cC13

93(c3) =0

4.1.1 Coeficientes em 7Z

Calculemos a cohomologia do complexo de cadeia C com coeficientes em Z, usando o
teorema dos coeficientes universias para cohomologia (teorema 1.4.6).

Para g = 0, temos
HY(C;Z) ~ Hom(Hy(C),Z) ® Ext(H_1(C);Z) ~Z&®0~2Z
Para g = 1, temos
HY(C;Z) ~ Hom(H\(C),Z) ® Ext(Hy(C); Z) ~ Hom(Z,;Z) ® Ext(Z;Z) ~ 0

Para g = 2, temos

HY(C;Z) ~ Hom(H(C),Z) ® Ext(H\(C);Z) ~ Hom(0;Z) ® Ext(Zy;Z) ~ 0 ® Zy1 ~ Zy
Para g = 3, temos

HY(C;Z) ~ Hom(H5(C),Z) ® Ext(H,(C);Z) ~ Hom(Z;Z) ®0 ~ Z

Portanto,

Z seq=0,3
HY(C;Z)={ 0 seqg=1
Zy seq=2
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4.1.2 Coeficientes em Z,

Agora, calculemos a cohomologia do complexo de cadeia C com coeficientes em Z,.

Para g = 0, temos
HY(C;Zy) ~ Hom(Hy(C),Zy) ® Ext(H_1(C); Z;) ~ Hom(Z;Z,) ® 0 ~ Z,
Para g = 1, temos
HY(C;Zy) ~ Hom(H(C),Z,) ® Ext(Hy(C); Z,) ~ Hom(Zy;Zy) ® Ext(Z;Z,) ~Z, ®0 ~ Z,
Para g = 2, temos
HY(C;7Z,) ~ Hom(H,(C),Z,) ® Ext(H\(C);Z,) ~ Hom(0;Zy) ® Ext(Zo;7Zy) ~ 0D Zy ~ 7,
Para g = 3, temos

HY(C:Z,) ~ Hom(H+(C), Z>) ® Ext(H>(C); Zs) ~ Hom(Z;Z,) ®0 =~ Z,

Portanto,
Zy, seq=0
Z, seq=1
HY(C;Zy) =] > 1
Z2 seq = 2
Z, seq=3

4.1.3 Coeficientes em Z,

Finalmente, calculemos a cohomologia do complexo de cadeia C com coeficientes em Z,,
onde p € primo, p > 2.

Para g = 0, temos
HY(C;Z,) ~ Hom(H(C),Z,) ® Ext(H_|(C); Z,) ~ Hom(Z;Z,) ®0 ~ Z,
Para g = 1, temos

HY(C;Z,) ~ Hom(H,(C),Z,) ® Ext(Hy(C); Z,) ~ Hom(Zy:;Z,) ® Ext(Z; Z),) ~ 0



4.2 Anel de cohomologia de D((2h + 1).2%; ki, ) 183

Para g = 2, temos
HY(C;Z,) ~ Hom(H,(C),Z,) ® Ext(H,(C); Z,) ~ Hom(0; Z,) ® Ext(Zy;Z,) = 0
Para g = 3, temos
HY(C;Z,) ~ Hom(H5(C),Z,) ® Ext(H,(C);Z,) ~ Hom(Z;Z,)®0 ~ Z,
Portanto,

Z, seq=0,3

HI(C;Z,) =
(€ 2,) {0 seq=1,2

Observacao 4.1.1. Lembramos que calcular a cohomologia do complexo de cadeias C, nada

mais é, do que calcular a cohomologia da forma espacial esférica metaciclica D((2h+1).2"; ky, ).

4.2 Anel de cohomologia de D((2h + 1).2"; ky, 1))

Nesta se¢@o, vamos calcular o anel de cohomologia.

4.2.1 Coeficientes em 7Z

O anel de cohomologia de © = D((2h + 1).2"; k1, ;) com coeficientes em Z é H*(D;7Z) =
=Z[o?,03]/(2'0? = 0).

De fato,
Z seq=0,3
HI(D;Z)={ 0 seq=1
Zzt s€qg = 2

Assim, segue a tabela com o produto cup em H*(D; Z).

ulo®|o?|o’
oo | o?| P
o?lo?| 0|0
oo 0] 0
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4.2.2 Coeficientes em Z,

O anel de cohomologia de ® = D(2h + 1).2%;k,1;) com coeficientes em Z, €
H*(D;Z,) = Zo[o', 0%, 03] /(e Ul =0,0' Uo? = ).
De fato,
Zy, seq=0
Z =1
H(D:Z)={ > 1
Z, seq=2
Z, seq=3

1°)2h+1 > 22

Regido I C Regiao I
0
C11
C12
C11
C13 CO
CO
Cy Cis
Cy c Co
0
C11 CO
Regido IV
G, Ciz C,
AN
Ci C,
c
C11 CO 3

Cy Cis Co

Sejam 0 o gerador de HY(D;Z,), para todo q.
Vimos que Hy(D;Z,) = Z,, com gerador [cy], H1(D;Z,) ~ Z,, com gerador [c1,], Hy(D;Z,) ~

~ 7Z,, com gerador [cy; + ¢x] € H3(D;Z,) ~ Z,, com gerador c¢3 (vide secao 3.1.3).
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Sejam [co]* = 02, [c12]* = 0% e [ca + cn]” = 0! e [c3]" = 0 o dual de Poincaré de [cy],
[c12], [c21 + €22] € [c3], respectivamente.
Claramente, 0 é o elemento neutro de H*(D;Z,).

Considerando positiva a orientag¢do anti-hordrio, pelo teorema 1.5.4, temos que

ol Uo? = [c + enl" Ulen]” = [(car + cxn) Nenl” = [co]” € H (D;Zy)

Logo, o' Uc? = o°.

Analogamente, 0> U 0! = 0.

Por outro lado,
al Ut = [cy +enl* Ulea + enl” = [(ca1 + c22) N (a1 + c)]” = [en]” = 0 € HA(D; Zy),

uma vez que [cy;] € homéloga a 0, pois d(ca; + ¢23) = c1y-
Para ver que a interseccao acima € ¢, consideramos um representante de c,; + ¢, na regiao

I e Il e outro, na regido Il e IV.

2°)2h +1 < 272

Regido | Regido 11
C
C11
C13
C11
CO
C
CO 13
Regiao 111 c, Regido IV
C11
C12
C21
C11
Co— %CO
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Sejam 0 o gerador de HY(D; Z,), para todo q.

Vimos que Hy(D; Z,) = Z,, com gerador [cy], H1(D;Z,) ~ Z,, com gerador [c1,], Hy(D;Z,) ~
~ 7,, com gerador [cy; — ¢3] € H3(D;Z,) ~ Z,, com gerador c3 (vide secao 3.1.3).

Sejam [co]* = 02, [c12]* = 0% e [ca1 — ¢x3]" = 0! e [c3]* = 0 o dual de Poincaré de [cy],
[c12], [c21 — €23] € [c3], respectivamente.

Claramente, 0 é o elemento neutro de H*(D;Z,).

Considerando positiva a orientag¢do anti-hordrio, pelo teorema 1.5.4, temos que

clUo? =[cy - c23]" Ulen] = [(ca — ) Nepnl” =[] € H3(D§Zz)

Logo, o' Uc? = o°.

Analogamente, 0> U 0! = .

Por outro lado,
ol Ua! = [ca — ] Ulea — ens]* = [(ca1 — €23) N (a1 — c3)]* = 12 — c13]” = 0 € HX(D;Z,),

_]fl que [c12 — c13] é hom(’)loga ao, pOiS 6(6’21 + C22) = C12 — C13.
Para ver que a interseccdo acima € cj, — ¢;3, consideramos um representante de c;; — ¢p3 ha
regido I e II e outro, na regido Ill e IV.

Assim, segue a tabela com o produto cup em H*(D;Z,).

Uulo|o'|o?|o?
Poaall o s I L 0 S 0
ol 02| 0
ol d?|o3| 010
ol 0] 0] 0

4.2.3 Coeficientes em Z,

O anel de cohomologia de D = D((2h + 1).2; k1, ;) com coeficientes em Z, é H*(D;Z,) =
Z[o3]/(p.o? = 0).
De fato,

HY(D;Z,) =

Z, seq=0,3
0 seq=1,2
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Assim, segue a tabela com o produto cup em H*(D;Z,).

S
S
S

S
S
o




Capitulo

5

Calculo das Tor¢oes

Neste capitulo, calculamos a tor¢do de Reidemeister para formas espaciais es-
féricas metaciclicas, utilizando uma dada representacdo do seu grupo fundamental,
esse célculo foi dividido em dois casos, finalizamos demonstrando uma relagao dos

resultados obtidos.

Quando definimos as formas espaciais esféricas metaciclicas, fizemos uso da representa-
c¢do complexa m : Dupnz — U@2n,C), definida na equacio (2.4.6). Como
T (D((2h + 1).2% ki, ko, ooy ks 1y, b,y ..y 1)) = Diapery2r, faremos o célculo da R torgdo utilizando
a seguinte representacdo em U(2, C)

P Dansnya = M(2,C),

onde

w=|" Y eom-= S (5.0.1)
PO 0 1) 5P77 0 e ) -

Para facilitar a notagdo, utilizaremos a seguinte identificacao

x—1
y— 1, onden=erT’
Portanto, os complexos de cadeia de Z[D;+1)2:]-médulos ( equagdes (2.4.4) e (2.4.5)) pas-

sam a ser complexos de cadeia de Z[C]-moddulos (ou seja, C-mddulos) e além disso deverd ser
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aciclico. Provemos isto.

Proposicao 5.0.1. O complexo de cadeias de Z|C)-modulos
54,1_] 194(1—2
I Z[C]<C4q71> - Z[C]<C4q72,1’ C4q-22, C4q72,3> -

(5.0.2)

0443

O4q-2 O4g-4
— Z[CI(Cag-3,1, Cag-32, Cag-33) — Z[C[Cag-4) — -+-

com operadores bordo dados por

1°) 2h+1> 22

Bagor = (1 — ipPoar? Bl | — gl ] — 2 "h)

n—zﬁqzq—zﬁq—l + o+ U—Zﬂqzq—Z"lﬁq—l _n—Zﬁqzq—ZHﬁq—l n—2ﬁqzq—1
(94q_2 — (n2,8q)2h+1—2”2 R (n2ﬂq)2h n—2,3qzq—l _n—zﬂ,,zq—l
1+ 2 4 .+ (PPa)2h1-2721 —y 2B -1

nzﬁq —_ 1
Dages = | oAt — 1

p P! — |

Big-s = (@h+ D1 + 7+ . +777H) = (2h + 1).0) = (0)

2°)2h + 1 < 22

Dagor = (1 _ b #2741 22 ] n2ﬁqzq+1)

04[172 =

n—Zﬁqzq—Z”lﬁq+2ﬁq(2h+1)—2,Bq—1 + o+ n—Zquq—T’lﬁq—l _n—Zﬁqzq—Z”l,Bq—l _ n2ﬂq(2h+1) 0
n PB4 n—2ﬁqzq—2"1ﬂq+2(2h+l)ﬂq—l n2,8q(2h+1) - 2Peia!
0 Pl — ]

1+ %0+ .+ (P
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e —1

Bags = | P2 Bl —

n—Zﬁqzq—l -1

Big-s = (@h+ D1 + 7+ . +7771) = (2h + 1).0) = (0)

¢é aciclico.

7z

Demonstrac@o: Ja temos que o complexo acima é semi-exato quando 2k + 1 > 272 ¢
2h + 1 <272 (Afirmagdes (2.4.1) € (2.4.2)).

1°) 2h+ 1> 22

o Ker 041

O4g-1 = ( 1 - n2ﬁqzq+2'71ﬂq+1 A nztfl,gq )

Seja uma (4g — 1)-cadeia representada por d pertencente ao Ker 04,1, €ntdo
d(] _ n2ﬁqzq+2f-1ﬁq+1) Cag21 =0

d (1 — nzﬁqzq“) Cag-22 =0

d (1 - nzt_l'gq) Cag—23 =0

Dessa forma, temos d = 0.

Logo, Ker 044-1 = 0, ou seja, dim (Ker 044-1) = 0.

o /m 04,1_1
Como a matriz do d4,-; € linearmente independente, segue que dim (Im 044-1) = 1.

o Ker 044_2

n—Zquq—Z,Bq—l + o+ n—lﬁqzq—Z"],Bq—l _n—lﬁqzq—Z"],Bq—l n—zﬁqzq—l
64(]_2 — (n2,6’q)2h+1—2l*2 + .+ (772&{)2]1 n—Zﬁqzq—l _n—lﬁqzq—l
1+ % + ...+ (gPPay2h=2" —np P! -1

Considere uma (4g — 2)-cadeia o representada por (d, e, f), entdo
04g2(0) = Oaq—2(d cagny + € Cagar + f Cag23)
= dl PPt U_zﬁ"z"_zt_lﬁ"_l)c4q—31 + (—U_ZB"Z‘I_Qt_IB"_l)C4q—32 +
2Bz 2 2Bz
+(n Bazq 1)C4q—3,3] + e[((ﬂzﬁ")Zh+1 2 + .t (Uzﬂ“)Zh)C4q—3,1 + Bazq 1)044—3,2 -
_ — _t=2 _ —
—( P ey s3] + FIA + %P0+ o+ PP N eagsn — (P N eaga = cagossl
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= [dar PPt 4B (PRI 4 L+ PP 4
+f(1 + n2ﬁq + ..+ (772'84)%_2’_2)]@61_3,1 4 [ _ d(n—Zﬁqzq—zt—lﬁq—l) + e(n—Zquq—l)
= Do+ [y ) = el ) = Fle s

A (4g — 2)-cadeia o pertence ao Ker 04,-» se, € somente se,

d(n—Z,quq—Zﬁq—l + mn—Zﬁqzq—Z"l,Bq—l) + e((n2ﬁq)2h+1—2"2 + o+ (nzﬁq)zh) +
L+ 4 o+ (PP 2Ty =0

—d(y 7B 4 e( i) — f Pty = 0

d(p™aly —e(p ey — f =0

Somando a segunda com a terceira equagdo anterior, obtemos

d( _ n—ZBqu—Z"l,Bq—l + n—Zﬁqzq—l) _ f(n—Z,quq—l + 1) =0
d( _ n—Zﬂqzq—ZHﬂq—l + n—Z,quq—l) — f(n—2,3qzq—l + 1)

fa et +1)

d= .
(82 BT )

Substituindo tal valor encontrado anteriormente para d na terceira equagao, obtemos
_n—2ﬁqzq—1(n—2ﬁqzq—l + 1)

n—zﬁqzq_l( - n‘zt_lﬂq + 1)

Or ¥ +1)

= (_ n_zz—lﬁq + 1)

(2t + 1) f
(= e D)t ety

fom¥te—f=0

—2B424—1 e

n f=r

Dessa forma, temos

S (e + 1) /
o= [( T n—zﬁqzq—l)]c“q‘z’ﬁ[( — 2By 4 1) (2B ) _(n—zﬁqzq—l)]c“q‘z’ﬁf Cag-23
(P! + 1) (P! 1+ 1) 1
o= [( _ n_zﬁqzq_zt—lﬁq_l + n_zﬁqu—l)C4q_2’l+(( _ T]_zt—lﬁq + 1)(n_2ﬁqzq_1)_(n—Zﬂqzq—l))c4(]—2,2+ C4q—2,3]f'

Assim, dim (Ker 044-,) = 1.

Portanto, como vimos que o complexo € semi-exato, a Im 94, estd contida no Ker 04,-»,
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e pelos resultados obtidos acima, temos que a dim (Im 044-1) = dim (Ker 044-2) = 1. Dessa

forma, Im 64q_1 = Ker 64q_2.
o /m 84q_2

n—Zﬂqzq—Zﬁq—l + o+ n—Zﬁqzq—Z"lﬁq—l _n—Zﬁqzq—Z"lﬁq—l n—2ﬁqzq—1
34q_2 — (nz,eq)zml_zt—z + o+ (nzﬂq)zh n—Zﬁ’qzq—l _n—Zﬁqzq—l
1+ T]2'8" + ...+ (ﬂ2ﬁ4)2h_2t72 —7’_2:3tlzq_1 -1

Somando a primeira linha com a segunda linha da matriz anterior, teremos a segunda linha
da nova matriz, equivalente a matriz inicial. E, fazendo (np~2%+%~!) multiplicado pela terceira
linha e somado com a primeira linha da matriz anterior, obtemos a terceira linha da nova matriz.

Dessa forma, a matriz obtida pelas equagdes citadas anteriormente € a seguinte:

n—zﬁqzq—zﬁq—l + 4 n—Zﬁqzq—Z”l,Bq—l _n—Zﬁqzq—Z”lﬁq—l n—2,3qzq—l
Osg—2 = (%) _n—zﬁqzq—zf-‘ﬂq—1 + 2o 0
() _7"4ﬁq1q—2 — ,7—2/5qzq—2"lﬁq—1 0

() = n—Zﬁqzq—Z,Bq—l + o+ n—Z,quq—Z"lﬁq—l + (n2ﬁq)2h+1—2"2 + o+ (n2ﬁq)2h
(%) = n—Z,quq—l + n—Z,quq—l+2ﬁq + .+ n4,8qh—2"lﬁq—2,8qzq—l + n—Zﬁqzq—Z,Bq—l + o4 U—Z,quq—Z’_l,Bq—l
Agora, somando (17 %+%~2 4 ~%s%~2"'B~1) multiplicado pela segunda linha da matriz ante-

rior, com (—n~2As%~2"'B=1 4 n=2Bs%~1) multiplicado pela terceira linha da matriz anterior, obtemos

a terceira linha da nova matriz abaixo:

n—zﬁqu_zﬂq_l + ...+ 77_2ﬁqzq_2r71,3q_1 _n_zﬂqzq_ztilﬁq_l n—ZBqu—l
Dag2 = (*) P A et 0
0 0 0

Como a matriz anterior possui posto dois, segue que dim (Im 04y-2) = 2.
e Ker 84(]_3

b1
Oags =| 7+ a2 Bt
U—Zﬁqzq—l -1

Considere uma (4q — 3)-cadeia o representada por (d, e, f), entdo
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04g-3(0) = 0ay—3(d cag31 + € Cag32 + f Cag-33)
= d(s = Deaga + (i Pt = Dyegy g + fOr P! = 1eag s
= [d@s = 1) + e(p e Bt — 1) + for Pt = D]esgs

A (4q — 3)-cadeia o pertence ao Ker 04,-3 se, € somente se,

Ao = 1) + e(p P2 Bt 1) 4 fp ¥ — 1) = 0
drr = 1) = —e(r PPt — 1) — for et - 1)

U VI LU B )

R = 1)

Dessa forma, temos

e e Pl 1) fare - 1)
Ty T

(n—Zﬁqzq—Z"lﬁq—l _ 1)
(e — 1)

]C4q—3,1 +ecCy3pt [ eag3z

(2 - 1)
(e = 1)

o= [ Cag-31 T C4q—3,2]€ + [ - Cig-31 T C4q—3,3]f .

Logo, dim (Ker 044-3) = 2.

Portanto, como o complexo é semi-exato, a Im 0, estd contida no Ker 04,3, € pelos
resultados obtidos acima, temos que a dim (Im 0sy-2) = dim (Ker 04,-3) = 2. Dessa forma,

Im 64(]_2 = Ker 84,]_3.
o /m (94q_3

e —1
Osgs =| % a2 Bl
U—Zﬁqzq—l -1

Somando (—n~?+%~! + 1) multiplicado pela primeira linha, com (7%’ — 1) multiplicado pela

terceira linha da matriz anterior, teremos a terceira linha da seguinte matriz:

nzﬁq —_ 1
Oags = | i Bl

0
Agora, somando (—;~%+%~2"'8=1 4 1) multiplicado pela primeira linha da matriz anterior,

com (7%« — 1) multiplicado pela segunda linha da matriz anterior, obtemos a segunda linha da

nova matriz abaixo:
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e —1
641;—3 = 0
0

Como a matriz anterior possui posto um, segue que dim (Im d4y-3) = 1

o Ker 04(]—4

Big-s = (@h+ D1 + 7+ . +777H) = (2h + 1).0) = (0)
Como 04y-4 = 0, temos que Ker 0454 = Z[Cl{(c4g-4), OU s€ja, dim (Im 0sy-4) = 1.
Portanto, como o complexo € semi-exato, a Im 04,3 estd contida no Ker 04,-4, € pelos

resultados obtidos acima, temos que a dim (Im 04y-3) = dim (Ker 044-4) = 1. Dessa forma,

Im 04q—3 = Ker 64(]_4.

o /m (94q_4

Como 04,4 € a aplicagdo nula, segue que dim (Im 04y-4) = 0.

Novamente, como o complexo € semi-exato, a Im 04,4 estd contida no Ker 04,1, € pelos
resultados obtidos acima, temos que a dim (Im 04y-4) = dim (Ker 04,-1) = 0. Dessa forma,

Im 04q—4 = Ker 64(]_1.
2°) 2h+1 <22

e Ker (94q_1

Dugr = (1 B Uzﬁ"zqﬂt_]ﬂq“ 1 — g 2Baheh) 772,8(,zq+1)

Seja uma (4g — 1)-cadeia representada por d pertercente ao Ker 04,1 , €ntdo
d(l _ n2,8qzq+2”1,3q+1) Caga1 = 0

d(l - U_ZB"(%H)) Cag-22 =0

d(l - Uzﬁ"z"H) C4g-23 =0

Dessa forma, temos d = 0.

Logo, Ker 044-1 = 0, ou seja, dim (Ker 044-1) = 0.

o [m 844_1

Como a matriz do d4,-; € linearmente independente, segue que dim (Im 04,-1) = 1.
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o Ker 04q_2
a4q—2 =
n—Zﬁqzq—Z"lﬁq+2,8q(2h+1)—2,84—1 + .+ U—Zﬁqzq—Z"lﬁq—l _n—Zﬁqzq—Z"l,Bq—l _ n2ﬁq(2h+1) 0
n—Zﬁqu—Zﬂq—l + o+ U—Zﬁqzq—Z”lﬁq+2(2h+l)ﬁq—1 n2ﬁq(2h+1) n—Zﬁqzq—l
1+ 17% + ...+ (772/34)2’1 0 —n‘zﬁqzq‘l -1

Considere uma (4q — 2)-cadeia o representada por (d, e, f), entdo

04g-2(0) = O4q—2(d Cag—21 + € Cag20 + [ Cag-23)

— d[(n—Zﬁqu—zklﬂq+2ﬂq(2h+1)—2ﬁq—1 + .+ n—zﬁqu—ztflﬂq—l)C“.q_?’,] + (n—zﬁqlq—zlilﬁq_l — UZBq(2h+1))C4q—3,2]+

-2, -2B,-1 -2, —2i-1 2(2h+1)8,-1 2B,(2h+1 -2, -1
+ e[(n PPt 4 P B2 DBy ey (PP D) ey a0 + (7P eyya 5]+

2 2842k ~2B424-1
+ fIL+ 7P + o+ () )Cag-31 + (-7 Poza=l — Dcag-33]
= d(n—Zﬁqzq—Z"lﬁq+2ﬁq(2h+1)—2,Bq—1 + o+ n—Zﬁqzq—2"l,Bq—l) + e(n—Z,quq—Z,Bq—l R

+ n_zﬁqzq_zr—lﬂq+2(2h+1)ﬁq—1) + f(l + ’72&1 + .+ (n2ﬂq)211)]c4q_3’1 + [d(_n—zﬁqzq_szlﬁq_l _ nzﬂq(2h+1))+

+e(P M N eays0 + [eGr Py + f(—7 P = 1)]egyoss.

A (4g — 2)-cadeia o pertence ao Ker 04, se, € somente se,

d(n72ﬁq1472”lﬂq+2ﬂq(2h+1)72ﬂ471 + o+ n72ﬂqzq72”lﬁq—l) +e(p P2l 4| 4
+n_2ﬁqzq_2t—lﬁq+2(2h+l)ﬁq—l) + f(l + nzﬁq + o+ (n2ﬁq)2h) =0

d(_n—Z,quq—Z"lﬁq—l _ nZﬁq(ZhH)) + 6(7]2ﬁq(2h+1)) =0

e ) + f(p e = 1) = 0

Da segunda equacdo, segue que

-1
e(PBi DY = G Paza 2Bl g 2820+
e (PP D)

d =
(n—Zﬁqzq—Z*l,Bq—l + 2Pah D)

Pela terceira equagao, obtemos
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eOr ity = flr ¥t 1)

fe (s e
(et 1+ 1)

Assim, temos que

( n2ﬁ4(2h+1)e ) N N ( T’_z,Bqu_le )
o= Cag— e Cyy- —)C4y
22 Bl g i )42 T €G22 TG g e S a2
nZﬂq(ZhH) U—Zﬁqzq—l
0':[( = )04 2,1 T ¢4 —22+(— C4 —23]6
n—Zﬁqu—Zl '4-1 + 772511(2/7"'1) == == n_zﬂqzq_l +1 =

Logo, dim (Ker 044-5) = 1.

Portanto, como o complexo € semi-exato, a Im 04, estd contida no Ker 044, € pelos
resultados obtidos acima, temos que a dim (Im 044-1) = dim (Ker 04,») = 1. Dessa forma,

Im 844_1 = Ker 644_2.

olm (94q_2
0461—2 =
n—Zﬁqzq—Z"lﬁq+ZBq(2h+l)—2,Bq—1 + .+ U—Zﬁqzq—zf-lﬁq—l _n—zﬁqzq—zf-lﬁq—l _ n2ﬁq(2h+1) 0
el 4 n—Zﬁqu—Z"lﬂq+2(2h+l)ﬂq—1 B2+ D) y 2t
1+ n2ﬁq + .+ (UZﬁq)2h 0 _n—Z,quq—l -1

Primeiramente, trocando a primeira linha com a segunda linha da matriz anterior, obtemos:

0442 =
e B n—Zﬁqu—Z”lﬂq+2(2h+l)ﬂq—l n2Pah+D) y e
r]—Zﬂqzq—ZI’lﬁq+2ﬁq(2h+l)—Zﬁq—l + o+ U—Zﬁqzq—Z”lﬁq—l _n—Zﬁqzq—Z"lﬂq—l _ n2ﬂq(2h+1) 0
1+ %+ .+ (o) 0 - Pt — ]

Agora, multiplicando (2%+%~! + 1) pela primeira linha e somando com a terceira linha,
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multiplicada pelo elemento (177%%%~!) da matriz anterior, obtemos a terceira linha da nova matriz

abaixo:

a4q—2 =
n—zﬁqzq—z,eq—1 + o+ U—Zquq—Z“],Bq+2(2h+l),Bq—l nZﬁq(2h+1) n—Zﬂqzq—l
77—2quq—2"1,3q+2ﬁq(2h+1)—2ﬁq—1 + o+ n—Z,quq—Z"lﬁq—l _n—Z,quq—Z"lﬁq—l _ n2ﬁq(2h+1) 0 ,
(%) n—zﬁqzq—1+2(2h+1)ﬁq+q2<2”“)ﬁq 0

(*) — n—4ﬁqzq—2ﬂq—2 + .+ n_4ﬁqzq_2t—1,5'q—2(2h+l)ﬁq—Z + U—Zﬂqzq—Zﬁq—l + .+ n‘zﬁqzq—l"'ﬁq—2(2h+1)ﬁq—1 n

e e e B g L

Finalmente, fazemos a seguinte operacdo elementar: multiplicamos a terceira linha por
(= 2Pazg=2 "B 1 _ 22+ DBgy & somamos com a segunda linha, multiplicada pelo elemento
(=1~ 2Pazg= 1120+ DBy 4 2Ch+DBy) - para obtermos a terceira linha da nova matriz, equivalente a
anterior.

Logo,
a4q—2 =
n—zﬂqzq—Zﬁq—l + o+ U—Zﬁqzq—Z“]ﬁq+2(2h+l),Bq—l nzﬁq(zhn) n—Zﬂqzq—l
n—Z,quq—Z"lﬂq+2ﬁq(2h+1)—2ﬁq—1 + .+ n—Z,quq—Z"lﬁq—l _n—Zﬂqzq—Z"lﬁq—l _ n2,8q(2h+1) 0 ,
0 0 0

Como a matriz final possui posto dois, segue que a dim (Im 044->) = 2.
o Ker 044-3
e~ 1
Oag3 = |77 |

p P! — |

Considere uma (4q — 3)-cadeia o representada por (d, e, f), entdo
04g-3(0) = 04q-3(d Cag-31 + € Cag-30 + [ C49-33)
= dP — Dcsgs + 6(77_2'8"“_2’71[;[’_1 — Deags + fOr P! — Dieyggy
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= (PP = 1) + el o Bt = 1) 4 fOp 28 = 1)]esyy

A (4q — 3)-cadeia o pertence ao Ker 04,-3 se, € somente se,

AP = 1) + e(p i Bt 1y 4 forat 1) = 0

(PP = 1) = —e(q P2 Pt = 1) = f et - 1)

e —e( ez 27 Bl _ 1) — f(Pesat — 1)
e — 1)

Assim, temos que

—e( e A — 1) - far e — 1)
7= (7% = 1) )
“2B424+27'Bg=1 4

772,3q -1

Cag-31 * € Cag32 + fCag33

_n—2ﬁqzq—1 +1
nzﬁq -1

—n
o= [ Cag-31 F C4q—3,2]€ + [ Cag-31 F C4q—3,3]f

Logo, dim (Ker 044-3) = 2.

Portanto, como o complexo € semi-exato, a Im 04, estd contida no Ker 04,-3, € pelos
resultados obtidos acima, temos que a dim (Im 0sy-2) = dim (Ker 04,-3) = 2. Dessa forma,

Im 04,1_2 = Ker 64(]_3.
o /m 84q_3

b1
O4g-3 = R, |
n—Zﬁqzq—l -1

Agora, multiplicando (7%¢~!) pela terceira linha e somando com a primeira linha, multi-
plicada pelo elemento —(;~2%+%~!) da matriz anterior, obtemos a terceira linha da nova matriz

abaixo:
nzﬁq —_ 1
O4g-3 = U_zﬁ w271

0

Finalmente, fazemos a seguinte operacdo elementar: multiplicamos a segunda linha por
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(n*") e somamos com a primeira linha, multiplicada pelo elemento —(n~2fs%~2""8=1 _ 1), para

obtermos a segunda linha da nova matriz, equivalente a anterior.

nzﬁq —_ 1
84(]—3 = 0

0

Como a matriz final possui posto um, segue que a dim (Im 04,-3) = 1.

o Ker 044-4

Big-s = (Qh+ D1+ 7+ .+ 7)) = (2 + 1).0) = (0)

Como 04y-4 = 0, temos que Ker 044 = Z[Cl{C4g-4), Ou s€ja, dim (Im 0sy-4) = 1.

Portanto, como o complexo € semi-exato, a Im 04,3 estd contida no Ker J4,-4, € pelos
resultados obtidos acima, temos que a dim (Im 04y-3) = dim (Ker 044-4) = 1. Dessa forma,

Im (94q_3 = Ker (94q_4.

o m 64(1_4

Como 0444 € a aplicacgdo nula, segue que dim (Im 04y-4) = 0.

Novamente, como o complexo € semi-exato, a Im 04,4 estd contida no Ker 04,-1, € pelos
resultados obtidos acima, temos que a dim (Im 04y-4) = dim (Ker 044-1) = 0. Dessa forma,
Im 04q_4 = Ker (9451—1-

Concluimos, pelos resultados vistos anteriormente, que o complexo € exato em ambos 0s

casos. O

5.1 Torcao de D((2h + 1).2"; k1, 11)

Calculemos a R torcio 7(D((2h + 1).2%ki,l;)) da forma espacial esférica
S 3
D((2h+1).2"; ky,1;) = ———, considerando a representagdo p descrita na equagao (5.0.1).
P(Dani1y2r)
Dessa forma, temos o seguinte complexo

0 0 0
0 — Z[Cl{c3) = ZICKcas €22, €23) = ZICKe11, €12, €13) = ZI[Ceo)—0 (5.1.1)
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Lembramos que os bordos sio definidos diferentemente para (2h+1) > 22 e (2h+1) < 2!72.
Pela proposi¢do (5.0.1), temos que o complexo acima € exato, em ambos 0s casos.
Agora podemos calcular a R tor¢ao 7(D((2h + 1).2%; k1, 1)):

19) Qh + 1) > 22

Escolhemos as bases da seguinte maneira:

by = {c3}

by = {ca1; ¢22}

by ={(* = 7'y}
byp=0

Entao, aplicando a construcao detalhada na se¢do (1.9), temos

B3 = {0o(bo)} = 0

By = {95(bs)} = {(1 = P25 ey + (1= iP5 ey s + (1 = 7 Phcas)

By = {6} = A o4+ L+ U_Zﬁz_zt_lﬁ_l)cl,l - (ﬂ_zﬂz_zt_lﬁ_l)cl,z +
+(77 P ey 33 [(772'6'))2}1“_2[72 + o+ (7P ey + 7P Ne1n = (7P Nes)

By = {01(b1)} = {co}

As matrizes de mudanga de base sdo:
(B3 b3/c3) = [1]
(Bo bo/co) = [1]

As outras matrizes relevantes de mudanca de base (distintas da matriz identidade) ocorrem

nas dimensdes 2 e 1, e serdo apresentadas abaixo:

1 - 772ﬂ1+2”1ﬁ+1 1 — n2,8z+1 1 — n2”'ﬁ
(B by/cr) = 1 0 0
0 1 0

77—2ﬁz—2ﬂ—1 + o+ n—Zﬂz—ZHﬁ—l _n—Zﬁz—ZH,B—l n—Zﬂz—l
B: bi/c:) = 28\2h+1-21"2 28\2h -2Bz-1 o 2pz-1
(B1 bi/cy) ) + .. +@P n n
o - 1) 0 0
cujos determinantes sao:
det (By byfcy) = 1 — 1 #

det (By by/cy) = (¥ PP = )™ = () - 1)
= O I e - )7
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Dessa forma,

\det (B, by/c)| -4

t. — —
T(D((zh + 1)-2 ,k, l)) - |d€t (B] b]/C1)| - |(n_4ﬁz_217113_2 _ T]_4,BZ_2)(772,B _ 1)_1| =

_ 0= 0P - DI s I =P A6 - DI _ ¥ - 1]
= (8 (1 = 278)| (- #2)(A =2 D) I #

= - 1].

Portanto, 7(D((2h + 1).2; k, 1)) = 7% - 1].
Antes de fazermos o segundo caso, iremos fazer alguns exemplos.

3

p(D3g)
Escolhemos as bases da seguinte maneira:
by = {cs}

by = {ca,15 €22}

by ={(* = D)7lery)

by =0

Exemplo 5.1.1. Seja ©(3.8;1,1) =

Entdo, aplicando a construgdo descrita na segdo (1.9), temos
B3 = {do(bo)} =
B2 =1{05(D3)} {(1 —1)ean + (1= meaz + (1 = 1*)ez3)
={0,(b2)} = {7 + )1 — ez +n'crz: (F + ey +n'cia —n'eis)
Bo = {01(b1)} = {co}

As matrizes de mudanga de base sdo:
(B3 b3/c31) = [1]
(Bo bo/co) = [1]

As outras matrizes relevantes de mudanca de base (distintas da matriz identidade) ocorrem

nas dimensoes 2 e 1, e serdo apresentadas abaixo:

-7 1-n 1-7
(B2 by/cr) = 1 0 0
0 1 0

o +) -n'
(Bibifey=| P+ 7 - |,
@-bt' 0 0
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cujos determinantes sdo:
det (By by/c;) =1 -7
det (By by/c1) = (7 =) (> = D7\

Dessa forma,

|det (By by/c2)| _ 11—’
\det (By bi/c)l  1(n* = n®)(@m* = 1)7']

7(D(3.8;1,1)) =

B e/ e O e N Y
(1 = n*)| ual

3

p(D3g)
Escolhemos as bases da seguinte maneira:
bz = {c3}

by = {ca,15 €22}

by ={(° - D)7lery)

by =10

Exemplo 5.1.2. Seja ©(3.8;1,3) =

Entdo, aplicando a construgdo descrita na se¢do (1.9), temos

B3 = {0y(bo)} = 0

By = {03(b3)} = {(1 = n")cay + (1 = P)can + (1 = 7*)ca3}
By ={0:(b)} = {(m+n")cry —nein +Pcrs; ° +ner +n’cia — cis)
By = {0:(b1)} = {co}

As matrizes de mudanga de base sdo:
(B3 b3/c3) = [1]
(Bo bo/co) = [1]

As outras matrizes relevantes de mudanca de base (distintas da matriz identidade) ocorrem

nas dimensoes 2 e 1, e serdo apresentadas abaixo:

(B by/cr) = 1 0 0
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m+n) -n @

By bi/e)=| ®+nY n° - |,
@*-D"' 0 0
cujos determinantes sdo:
det (By by/c;) =1 -7
det (By bifc)) = (° —n>)(° — )71

Dessa forma,

| det (By by/c2)| _ 11—’
\det (By bi/cp)l  (n® = 7*)(@® — 1)7']

7(D(3.8;1,3)) =

11 —nHin® =11 n° -1

I o

Finalmente, calculemos a R tor¢ao 7(D((2h + 1).2%; ky, 1)) para o segundo caso:

2°) 2h + 1) < 212

Escolhemos as bases da seguinte maneira:

by = {cs}

by = {ca1; €22}

by ={(* = 7'y}
byp=0

Entao, aplicando a construcao descrita na secdo (1.9), temos

B3 = {0y(bo)} = 0

By = {35(b3)} = (1 — P27 B 0yey 4+ (1 = 200 DB) ey o + (1 — P )ey5)

By = {0(by)} = (G2 BR0mDEol g B2 ey g (m BT
LBy e (Bl | B2 B2 R L (RO DY (2 e o)

By = {01(b1)} = {co}

As matrizes de mudanga de base sdo:
(B3 bs3/c3) = [1]
(Bo bo/co) = [1]
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As outras matrizes relevantes de mudanca de base (distintas da matriz identidade) ocorrem

nas dimensoes 2 e 1, e serdo apresentadas abaixo:

1 - n2,3z+2"‘ﬂ+1 1 — n—2(2h+1)ﬁ 1- n2ﬁz+1

(B2 by/c2) = 1 0 0
0 1 0
(*) _n—2ﬁz—2"‘ﬁ—l _ n2(2h+1)ﬁ 0
(B1 bi/cy) = (%) ,72(2h+1)ﬁ n—Z,Bz—l ,
ar? - 1! 0 0

(x) = n—2ﬁz—2”‘,8+2(2h+l)ﬁ—2ﬂ—l + o+ n—Zﬁz—ZHﬁ—l
(%) = n—Z,Bz—Z,B—l + o+ n—2,81—2"1,3+2(2h+1),8—1

cujos determinantes sao:
det (By by/cy) = 1 — <!
det (By byfcy) = —( 247 4 P o hop? — 1),

Logo,
f(w(D(2h + 1.2k, 1)) = 9L Ba bafeal Lil/saiel -
> |det (By by/c))| |- (n—lﬁz—ZH,B—l + 2@h+ DB (n=28=1)(n%8 — 1)~
_ 11— 1 -1 =P -
- |n—2ﬁz—zHﬁ—1 + p2Ch+DB| |p=282-1] - |n—4ﬂz—2’*1ﬁ—2 + 42281 -
_ 1 =7 | -1 I st s |
- |(n—4ﬂz—2"'ﬂ—2)(1 + ,7—4ﬁz—2—2ﬁz—1+4ﬁz+2+2f-1ﬁ)| a |,7—4ﬁz—2f-15—2| 11+ n—2ﬂz—l+2f"ﬂ| a
_ (1 = 7D = 1) _ 1A =P hH@? - D)
N |(p=46-2718-2)(] + 2B 1421) N (1 + 2814278y

(1 =D - 1)

t. —
Portanto, 7(D(2h + 1).2";k,1)) = (s 25y

Para melhor entendimento, exemplificaremos esse caso.

3

p(D3.16)
Escolhemos as bases da seguinte maneira:
by = {c3}

b, = {02,1; 02,2}

Exemplo 5.1.3. Seja ©(3.16;1,1) =
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by ={(n"° - D7'er s}
bo =0

Entdo, aplicando a construgdo descrita na secdo (1.9), temos
B3 ={d(bo)} =
B2 = {05(b3)} {(1 —1)ean + (1 =7)ean + (1 = meas)
= {020} = (" +n+ 0"y + (=" =n'eias Pen +n'tein +nPe )
Bo ={01(b1)} = {co}

As matrizes de mudanga de base sdo:
(B3 b3/c3) = [1]
(Bo bo/co) = [1]

As outras matrizes relevantes de mudancga de base (distintas da matriz identidade) ocorrem

nas dimensoes 2 e 1, e serdo apresentadas abaixo:

9 2

-7 1-n° 1-n
(By by/cy) = 1 0 0
0 1 0

@ +n+n'y (-7 =n'" 0
(B1 bi/cy) = 7 n' s |,
n" -1 0 0

cujos determinantes sdo:
det (By by/c2) =1-n
det (By bi/c1) = =(p" +n'H(n™)n'" - D7

Logo,

det (B> ba/cy)] _ L= )
det (B bi/enl — 1= @7 + )@@ = D]

7(D(3.16;1,1)) =

I L it VO [/ e O L e {
=M +n™ | =n(1 +77) L+’

3
p(D3.16)

Escolhemos as bases da seguinte maneira:

Exemplo 5.1.4. Seja D(3.16;1,3) =
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by = {cs}

by = {ca,15 €22}

by ={(n" = Dlery)
by=0

Entdo, aplicando a construgdo descrita na se¢do (1.9), temos
B3 ={0o(bo)} = 0
Bz = {03(b3)} = {(1 = )cay + (1 = n®)can + (1 = n'Dea s}
= {020} = (@ + 0" + )ery + (=0 = n'O)eras nlery + 0 +10er3)
Bo = {01(b1)} = {co}

As matrizes de mudanga de base sdo:
(B3 b3/c3) = [1]
(Bo bo/co) = [1]

As outras matrizes relevantes de mudanca de base (distintas da matriz identidade) ocorrem

nas dimensoes 2 e 1, e serdo apresentadas abaixo:

1_n3 1_776 1_n11
(By by/co) = 1 0 0
0 1 0

@40+’ (-n® -7 0
(B1 by/cy) = n' n' 7
" -1 0 0

cujos determinantes sdo:
det (B, by/cy) = 1 —np'!
det (B bi/c)) = =" + n')@")(n' = D7

Logo,

ldet (By by/cy)l 11 —n"|

GG = e By by e ~ =P O =D

=gt =1 =nig't =11 1 =p"p"t -1
| = (7% + ") | —7(1 + ') 11+,
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3

p(D3.16)
Escolhemos as bases da seguinte maneira:
by = {c3}

by = {ca1; €22}

by = {(* = D)7'ery)

by =0

Exemplo 5.1.5. Seja ©(3.16;1,5) =

Entdo, aplicando a construgdo descrita na secdo (1.9), temos

B3 = {0¢(bo)} = 0

By = {05(b3)} = {(1 = p°)cas + (1 = 7'can + (1 = n')cp3}
By = {02(b)} = {(" + 1 + 7)ery + (—n° ="M meng +nlein + P cagos )
By = {0:(b1)} = {co}

As matrizes de mudanga de base sdo:
(B3 b3/c3) = [1]
(Bo bo/co) = [1]

As outras matrizes relevantes de mudanca de base (distintas da matriz identidade) ocorrem

nas dimensoes 2 e 1, e serdo apresentadas abaixo:

1_7]5 1_7710 1_7713
(B2 by/cr) = 1 0 0
0 1 0

@' +n%+n") (=n°-n') 0
(Bi bi/c1) = n n° 7,
(172 -t 0 0

cujos determinantes sdo:
det (B, by/c;) =1 —nP?
det (By bi/c1) = =" + ")) o = D7

Logo,

|det (B; by/c))l 11— 7"

OGA6: 5 = e B, by jen] ~ 1= G+ R =D
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3

p(D3.16)
Escolhemos as bases da seguinte maneira:
bz = {c3}

by = {ca,15 €22}

by ={(n° - D7'ery)

by =10

Exemplo 5.1.6. Seja (3.16;1,7) =

Entdo, aplicando a construgdo descrita na se¢do (1.9), temos
B3 = {0o(bo)} = 0

By = {35(b3)} = {(1 = n")coy + (1 = 7"can + (1 = n')c2s)
By = {0:(bo)} = {(+ 1" + )iy + (=7 —meip; ey + 1P cag-zn + 113}
By = {0:(b1)} = {co}

As matrizes de mudanga de base sdo:
(B3 b3/c3) = [1]
(Bo bo/co) = [1]

As outras matrizes relevantes de mudanca de base (distintas da matriz identidade) ocorrem

nas dimensoes 2 e 1, e serdo apresentadas abaixo:

15 14 7

l-n> 1-n" 1-n
(B2 by/cr) = 1 0 0
0 1 0

m+n"+n%) (-*-n) 0O
(B1 bi/c1) = n m i
a-n' 00

cujos determinantes sdo:
det (B, by/cy) =1 -1
det (B bi/c)) = =(p* + m()@° = D"

Logo,

7
2(D(3.16,1.7)) = ldet (By Dy/c2)l |1 -7l

idet By bijen)l |- (2 + ) — D)1
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I LA O e VR S/ /A |
=" +7'0 (=70 + D) m+1

5.1.1 Relacao entre tor¢oes

Primeiramente, analisemos quando (24 + 1) > 22, Temos que
7(D(2h + 1).2% k1) = [ = 1].
Proposicao 5.1.7. Existe um automorfismo n — 1n°, de forma que
7(D(2h + 1).25 1, 1)) = 7(D((2h + 1).2"; k, 1)),
com k e | arbitrdrios.
Demonstracd@o: Quando k = 1 = [, temos
(D(h+ 121, 1) = |71 - 1].
Para [ e k arbitrérios, se existe um automorfismo n — 71, entdao
7(D(Q2h + 1).2%; k1) = 7% - 1].

Estamos considerando S, paral =1 = k e 3, para k e [ arbitrérios.
Como queremos 7(D(2h + 1).251,1)) = 1(D(Qh + 1).2;k,1)), segue que
2B>¢ = 23 [mod 2'].
Além disso, pela esquagdo 2.4.1, temos
-1 = —@;k2™" + B;l;2h + 1) [mod (2h + 1).2"7"]
k2™ = Bil;2h + 1) = 1 = 0 [mod 2h + 1).271].

Agora, sendo @;k;2"~! — 1 impar, e como queremos
a;k2™ = Bil;2h + 1) — 1 = 0 [mod (2h + 1).27'],

devemos ter —5;/;(2h + 1) impar. Como /; e (2h + 1) sdao impares, segue que B; é impar.
Logo, (B;,2") = 1 e assim, B; é inversivel com relagcdo a multiplicacéo.
Dessa forma, 2¢ = 23,3, [mod 2'].
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Note que ¢ = 18, [mod 2'] satisfaz a equag@o acima.

Portanto, existe um automorfismo n — 7751551 , de forma que
T(D(2h + 1).2"; 1, 1)) = 7(D((2h + 1).2"; k, 1)),

com k e [ arbitrarios. [ ]

Exemplo 5.1.8. Sejam 7(D(3.8;1,1)) = > = 1|,onde ], = 1,7, =0, 5, =5, e 7(D(3.8; 1,3)) =
% —1|, onde I, = 3, 2o = 3, B> = —1(exemplos(5.1.1) e (5.1.2)). Neste caso, o valor encontrado

para c é o seguinte:
c=p1B" [mod?2 & c=5.(-1)"[mod 8] & ¢ =5.7[mod 8] & ¢ =35 [mod 8] & ¢ =3,
ou seja, pela proposicdo anterior segue que, existe um automorfismo n — n° de forma que

(D3.8;1,3) = 7)) = 1l =n"* = 1| = |p" = 1| = (D(3.8; 1, 1)).

Agora, analisemos quando (24 + 1) < 2/-2. Temos que

1= - 1]

(D@ + D25k D) = S

Proposicao 5.1.9. Existe um automorfismo n — 1°, de forma que
T(D(2h + 1).25;1,1)) = 7(D((2h + 1).2"; k, 1)),

com k e | arbitrdrios.
Demonstracdo: Quando ! =1 =k, temos z = 0 e assim,

11 —nlln? - 1]

(D(2h +1).251,1)) = T

Para k e [ arbitrarios, se existe um automorfismo n — n°, entao

|1 =y Defppie — 1

O T T

Estamos considerando B, para/ =1 = k e 3, para k e [ arbitrérios.
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Como queremos, 7(D((2h + 1).2";1,1)) = 7(D((2h + 1).2; k, 1)), obtemos

2Br20¢ + ¢ = 1 [mod 2'] ()
2Bsc = 28, [mod 2] )
—2B225¢ — ¢+ 27 Bre = =1 + 21718} [mod 2'] (I11)

Note que se valem as duas primeiras equacdes acima, a terceira equacdo também vale.

De fato, da equacdo (/) temos,
2B27¢+ ¢ =1[mod 2"l © —2B75¢ — ¢ = —1 [mod 2') (1)
e da equacdo (/1) temos,
2B>¢ = 231 [mod 2'] & 27 Boc =218, [mod 2'].  (2)
Somando as equagdes (1) e (2), obtemos a equagdo (//1), como queriamos.

Dessa forma, basta considerarmos apenas as equacgdes (/) e (/1) iniciais.

Substituindo a equagdo (/1) na equagao (/), obtemos
28120+ c=1[mod 2] & c=-2B12, + 1 [mod 2'].
Observe que para c satisfazer as trés equagdes precisamos que
2B5(=2B1z2 + 1) = 23; [mod 2'], (3)

ou seja, que a equagao (/1) seja satisfeita.

De fato, vimos anteriormente que y~ #2272 = y?2Ch+D "oy geja:
—4B275 — 2 = 2B>(2h + 1) [mod 2']. 4)
Dessa forma,
“)
2B,(=2B1z2 + 1) = 28, [mod 2'] & —4B22:81 + 2B, — 23) = 0 [mod 2'] &

& [28:2h+1)+2181+2B> 2B = 0[mod 2'] & 2B2(2h+ 1)1 +2B1 +2B>—2B1 = 0 [mod 2']
& 2B[81(2h + 1) + 1] = 0 [mod 2'1.

Se provarmos que (3;(2h + 1) + 1) é miiltiplo de 2'~!, a igualdade acima ¢é valida.
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Sabemos que,
-1 = —a k27 48,1, (2h+1) [mod (2h+1).2"1] P BiRh+1)—a1ki2 +1 = 0 [mod 2h+1).2"" &

edneZtalque Si2h+ 1)+ 1 - k2™ =nRh+ 127" &
SBIRh+ 1) +1=n2h+ D27+ a1k 27 © B1R2h+ 1)+ 1 =2""nQh+ 1) + a ki ].

Portanto, (8;(2h + 1) + 1) é muiltiplo de 2'~!, assim
2B,[8:2h + 1) + 1] = 0 [mod 2'].

Logo, vale
2B2(=2B122 + 1) = 23 [mod 2'].

Agora, substituindo o valor encontrado para ¢ na equacao (), obtemos
Wrza(=2B1z0 + 1) + (<2120 + 1) 2 2B120 — 2122 + 1 [mod 2'] = 1 [mod 2'].

Assim, a equacdo (/) fica satisfeita.

Portanto, existe um automorfismo 17 — n~2#12*1 de forma que
(DA + 10251, 1)) = 7(D(2h + 1).2%:k, D)),

com k e [ arbitrarios.

1-nln'° -1
Exemplo 5.1.10. Sejam 7(©(3.16;1,1)) = %, ondely = 1,z1 =0,8 =5, e
n
11— n'"in"™ - 1|
7(9(3.16;1,3)) = s ,onde ly =3, 20 = 3, By = —1 (exemplos (5.1.3) e (5.1.4)).
n

Neste caso, o valor encontrado para c é o seguinte:
c=-2B122+1[mod 2"l ©c=-253+1[mod 16] & ¢ = =29 [mod 16] © ¢ = 3 [mod 16],

ou seja, pela proposicdo anterior segue que, existe um automorfismo 1 — 17° de forma que

11 =)D =11 1= g? =11 11 = 7llp'"® - 1]

TOGIE L) = = a T @ 4]

= 7(D(3.16; 1, 1)).
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1 —nllp"® - 1
Exemplo 5.1.11. Sejam 7(D(3.16;1,1)) = % ondely, =1,z =08 =5 ¢
n
_ 1L =5"l? =1 _ _ _
7(D(3.16;1,5)) = T onde ly =5, 20 = 6, B, = 1 (exemplos (5.1.3) e (5.1.5)).
n

Neste caso, o valor encontrado para c é o seguinte:
c=-2B1z0+ 1 [mod?2" & c=-256+1[mod 16] © ¢ = -59 [mod 16] &

S c=-11[mod 16] © ¢ = 5 [mod 16],

ou seja, pela proposicdo anterior segue que, existe um automorfismo 1 — n° de forma que

11— GP)PN0P)° -1 11 =n®lp'® 1] _ |1 —nlig' -1

TGS L) = = ST T e it

= 7(D(3.16; 1, 1)).

5.2 Torcao de D((2h + 1).2% ki, ko, oo ki, I, oy ..y 1)

Calculemos a R tor¢ao 7(D((2h + 1).2"; ky, ka, ..., kyy 1y, bo, .., [,)) da forma espacial esférica

S4n—1
D((Zh + 1).2t; kl, kz, cees kn, l], lz, . ln) = —————
P(Dapsi1)2r)
em (5.0.1) .

Dessa forma, temos o seguinte complexo

, considerando a representacdo p descrita

54q,1 a4q—2
B Z[C]<C4q—l> - Z[C]<C4q—2,l’ C4q-22, C4q—2,3> -

64,,_2 04,,_3 644—4
— Z[CCag-3,1Cag-32,Cag-33) = Z[CKcag-4) — ---

Lembramos que os bordos sio definidos diferentemente para (2h+1) > 22 e (2h+1) < 2172,
Pela proposicdo (5.0.1), temos que o complexo acima € exato, em ambos 0s casos.
Agora podemos calcular a R tor¢ao 7(D((2h + 1).2% ky, ky, .os ks 11, by .y 1))

Escolhemos as bases da seguinte maneira:

b4q—l = {C4q—]}

b4q72 = {C4q72,1; C4q72,2}
bag-3 = {1 = 1) eagsi)
bag-4 =0

Entao, aplicando a construcao detalhada na se¢do (1.9), temos
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Bug—1 = {04g-4(bag-a)} =

Bag-z = {0ag-1(bag-1)} = {(1 = PP Pt yey oy 4 (1= Pt Nyeyg 0 + (1= 1?7 Fo)caya3)

Buyos = {04g-2(bag2)} = {(p Pt i Py ey sy — (i P ey +
+(77_2ﬁ"z"_1)c4q—3,3; [('72ﬂ")2h+1_2t72 + ...+ (Uzﬁq)Zh]Qq—a,l + (U_zﬂqz"_l)&q—a,z - (U_zﬂqz"_l)c4q—3 3)

Big—4 = {04g-3(bag-3)} = {cag-4}

As matrizes de mudanga de base sdo:
(Bag-1 bag-1/caq-1) = [1]
(Bag-4 bag-4/caq-4) = [1]

As outras matrizes relevantes de mudanca de base (distintas da matriz identidade) ocorrem
nas dimensdes 4q — 2 e 4q — 3, e serdo apresentadas abaixo:

1 - nZﬂqzq+2”lﬁq+l 1 - nZﬂqzq+l 1 — UZ"lﬂq
(B4q—2 b4q—2/ C4q—2) = 1 0 0
0 1 0

n—2ﬁqzq—2,8q—l + +n—2ﬁqzq—2’_1ﬁq—l _n—Zﬁqzq—Z"lﬁq—l n—2ﬁqzq—1

_nt-2 _ _ _ _
(B4q_3 b4q_3/C4q_3) — (nZ,Bq)ZhH 21 + .+ (772,8q)2h n 284241 -7 2B4zq—1

(e - 17! 0 0
cujos determinantes sao:
det (Bag—> bygo/cs9-2) =1 - UzHﬁ"

det (Bags bagsfcags) = (¥ be2yopbe — 1)1 — (r )b — 1)
= ()7‘4/51114_2’71:34_2 — 77_4ﬁqzq_2)(772ﬁq — 1)_1.

Dessa forma,

det (Byy—a bay—2/Ca4-2)|
T(D(QRh + 1).2% ki, s ki 1y s 1)) = =
( ! ! Dl det (Byy—3 bay—3/Caq-3)|

_ 1—[ L =% ﬂ R U VI
= . |(n_4ﬁqzq—2f-lﬁq—2 _ n—4ﬂqzq—2)(n2ﬁq _ 1)_1| | _ (77 4B,z4— 2)(1 zt_lﬁq)l—

gzt 1 10 = P PGP = 1) l—llnzﬁ"—ll ﬁqu_u
et (07787 2)(L =2 B ]
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2°) 2h+1) <22
Escolhemos as bases da seguinte maneira:

b4q—l = {C4q—1}

b4q—2 = {C4q—2,1; C4q—2,2}
bag-3 = {1 = 1) cagsi)
b4q—4 =0

Entao, aplicando a construcao detalhada na se¢do (1.9), temos

Byg—1 = {04g-4(bsag-4)} = 0
1—1 _
Buyz = {0ag-1(bag-1)} = {(1=nPrat2 Bty 1+ (1= 2@ DBa)ey 5 5+ (1—1Po%t ey 0 5)
Bug3 = {Oag-2(bag-2)} = {(™% w2 R DB =28y | g2 sz 1+ (- vl
2B 25— 2B -] _ Y
_n2(2h+1)ﬂq)c4q—3,2; (77 2B424—2B4 1+"-+77 2B42q=2"" B4 +2(2h+1)B, 1)C4q_371+(7]2(2h+1)‘8")C4q_3’2+(n 2B424 1)C4q—3,3}

Bay-4 = {044-3(bag-3)} = {cag-4}

As matrizes de mudanca de base sao:

(Bag-1 bag-1/caq-1) = [1]

(B4q74 b4q74/ C4q74) = [1]

As outras matrizes relevantes de mudanca de base (distintas da matriz identidade) ocorrem

nas dimensdes 4g — 2 e 4q — 3, e serdo apresentadas abaixo:

1 - n2ﬁqzq+2"lﬁq+l 1 - n—2(2h+1)ﬁq 1- n2ﬁq1q+l

(Bag—2 bag-2/Caq—2) = 1 0 0
0 1 0
(%) _n—Z,quq—Z"'ﬁq—l _ n2(2h+1),8q 0
(Big-3 bag-3/cag-3) = (s5) DBy R
(P = 1) 0 0

() = n—ZBqu—Z”I,Bq+2(2h+l)ﬁq—2ﬁq—1 + .+ n—Z,quq—ZHﬁq—l

() = g 2Paza=2Be=1 4y 2Bzg=2 T By 22k D

cujos determinantes sao:
det (Byy— byy-a/Cag2) = 1 — p?Pazatl
_ _ot-1p _ _ _ _
det (Bag—3 bag-3/caq—3) = —( PBoza=2"Fal 4 DB (g Paza= Ny (e — 1)~
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Logo,

“ |det (Bsy—» bag- _
(DR + 1).25 Ky, s i Ly s 1) = l_[l et (Buga bagafcago)l _
g=1

\det (Bay—s bag3/cag3)l

n |1 _ n2ﬁqzq+1|
- 1—[ | _ (n—Zﬁqzq—Z"'ﬁq—l + n2(2h+l)ﬁq)(n—Z,quq—l)(nZ,Bq _ 1)—1' -

q=1
n 11— nz,eqzqul |n2,3q —1| n 1 - ,72,6’qzq+1| |n2ﬁq -1
- 1;[ 2802271641 4 2 DBy | =221 - g 746022702 4 p=4B42g=2-24z | N
L |1 — ezt e — 1 - |1 — st e — 1]
= ] |(n_4ﬁqzq—2"1ﬁq—2)(1 + 77—4,8qzq—2—2,3qzq—1+4ﬁqzq+2+2’-'ﬂq)l - 11:1[ |n—4ﬁqzq—2"1ﬂq—2| 1+ U—Zﬁqzq—1+2f—1ﬁq| =
s |1 — Pz e - 1| 11 = Pt P — 1
= lq:ll |n_4ﬂqzq—2"'ﬂq—2”1 + U—Zﬁqzq—l+2'-1ﬁq| - - 11+ n—zﬂqzq—lﬂf—lﬂql .

Observacao 5.2.1. Podemos considerar, no cdlculo das tor¢éoes de D((2h+1).2" ky, ..., ky, 11, ...y 1),

as mesmas relacdes vistas no cdlculo das torcoes de D((2h + 1).2"; k1, 1)
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