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Resumo

Esta dissertação tem como objetivo principal estudar a estabilidade assintótica de

Equações Diferenciais com Retardamento utilizando as técnicas desenvolvidas por Faria e

Liz (2003). Para analisar a estabilidade assintótica, a abordagem utilizada neste trabalho

é a de impor uma condição de dominância do termo sem retardo sobre a parte com

retardo, possibilitando o estudo de soluções oscilatórias. Além disso, o estudo culminará

em um teorema que garante essa estabilidade em uma Equação do tipo Lotka-Volterra,

para a qual o método de Liapunov não se aplica. Para atingir o objetivo, estudou-se

inicialmente a teoria geral de estabilidade de Equações Diferenciais Funcionais e a teoria

de estabilidade para alguns tipos dessas equações.



Abstract

This paper's main objective is to study the asymptotic stability of Di�erential Equa-

tions with Delay using the techniques developed by Faria and Liz (2003). To analyze the

asymptotic stability, the approach used in this study is to impose a condition of domi-

nance of the term without delay on the part delayed, allowing the study of oscillatory

solutions. In addition, the study will culminate in a theorem ensures such stability in an

equation Lotka-Volterra type, for which the Liapunov method does not apply. To achieve

the objective, we studied initially the general theory of stability of Functional Di�erential

Equations and stability theory for some types of these equations.



Introdução

As Equações Diferenciais com Retardamento têm sido bastante utilizadas para modelar

muitos problemas em Biologia e outras ciências, principalmente modelos de dinâmica

populacional.

Existem muitos trabalhos que abordam as Equações do tipo Lotka-Volterra e Logís-

ticas com Retardamento. Condições de limitação com relação ao número de coe�cientes

e de retardos são utilizadas para impor que soluções oscilatórias tendam a zero quando t

tende a in�nito.

Outra forma de se analisar a estabilidade assintótica é impor uma condição de do-

minância do termo sem retardo sobre a parte com retardo, possibilitando o estudo de

soluções oscilatórias. É nesse contexto que este trabalho se encaixa. O objetivo é estu-

dar as técnicas utilizadas por Faria e Liz (2003), no que diz respeito à estabilidade de

Equações Diferenciais com Retardamento. Para isso, foi necessário estudar inicialmente a

teoria geral de Equações Diferenciais com Retardamento e a Teoria de Estabilidade para

alguns tipos dessas equações. O principal material utilizado foram os capítulos 1, 2 e 5

de Hale e Lunel (1993).

O estudo da teoria básica e teoria de estabilidade das Equações Diferenciais Retar-

dadas está descrito no Capítulo 1. Nele são apresentados conceitos relativos às equações

diferenciais funcionais com retardo e notações que serão utilizados em toda a dissertação.

Além disso, são abordados teoremas de existência, dependência contínua e unicidade das

equações diferenciais funcionais retardadas.

O Capítulo 2 tem como objetivo investigar a estabilidade assintótica das Equações



Logísticas com Retardo que são da forma:

ẋ(t) = b(t)x(t)[1− L(xt)],

onde b : R→ R é uma função contínua e L : C([−r, 0];R)→ R é um operador linear po-

sitivo. São estabelecidas condições su�cientes para garantir que soluções x(t) oscilatórias

ou não em torno de x∗ = ‖L‖−1 tendam a x∗ quando t tender ao in�nito. Além disso,

quando o operador L tiver uma componente sem retardo que domine a parte com retardo,

então o equilíbrio positivo x∗ será a única solução que é limitada e limitada inferiormente

longe do zero.

Estendendo as técnicas empregadas no segundo capítulo a equações um pouco mais

gerais, da forma:

ẋ(t) = b(t)x(t)[a(t)− L(t, xt)],

cuja linearidade é não autônoma e a : R → T é uma função contínua, o Capítulo 3

traz condições que garantem que todas as soluções positivas dessa equação tendem ao

equilíbrio positivo x∗.

Já o Capítulo 4 destina-se ao estudo da Equação Logística Retardada Autônoma de

forma mais geral, ou seja, diferentemente da equação vista no segundo capítulo, agora

o operador L não precisa ser positivo. Ainda assim, é possível garantir a estabilidade

assintótica global do equilíbrio positivo, quando ele existir. Além disso, o estudo culminará

em um teorema que garante essa estabilidade em uma Equação do tipo Lotka-Volterra,

para a qual o método de Liapunov não se aplica.



Capítulo

1

Preliminares

Neste capítulo, são apresentados alguns conceitos básicos, notações e resultados im-

portantes que serão utilizados ao longo de toda a dissertação. Além disso, são abordados

teoremas centrais relacionados à existência, unicidade e dependência contínua envolvendo

as equações diferenciais funcionais com retardo.

1.1 Alguns resultados importantes

Os teoremas enunciados a seguir são bastante utilizados em diversas áreas da Mate-

mática e desempenham um importante papel neste trabalho, auxiliando na demonstração

de diversos resultados.

Teorema do Grá�co Fechado. Sejam E e F espaços de Banach e T : E → F um

operador linear. Se GT = {(x, y) ∈ E × F ; y = T (x)} é fechado em E × F , então T é

contínuo.

Teorema da Convergência Dominada. Seja fn uma sequência de funções mensuráveis

tal que |fn(x)| ≤ g(x), com g integrável e fn → f quase sempre. Então, f é integrável e

lim

∫
fndµ =

∫
fdµ.
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Teorema de Ascoli. Seja W um espaço compacto. K ⊂ C(W,Rn) é relativamente

compacto se, e somente se, K é equicontínuo e uniformemente limitado.

Teorema do Ponto Fixo de Schauder. Se U é um subconjunto fechado, limitado e

convexo de um espaço de Banach X e T : U → U é completamente contínuo, então T tem

um ponto �xo em U.

1.2 Equação Diferencial Funcional com Retardo - Con-

ceitos básicos

De�nição 1.1. De�na C = C([−r, 0];R) como sendo o espaço das funções contínuas de

[−r, 0] em R, r > 0, munido da norma:

|ϕ|C = max
−r≤θ≤0

|ϕ(θ)|.

De�nição 1.2. Considere D um subconjunto de R×C, f : D → Rn uma função e xt ∈ C

de�nido por xt(θ) = x(t+ θ), para −r ≤ θ ≤ 0. A relação

ẋ(t) = f(t, xt) (1.1)

é uma Equação Diferencial Funcional com Retardo em D e pode ser denotada por EDFR

ou, ainda, EDFR(f), quando se deseja enfatizar que tal equação é de�nida por f.

A seguir, alguns exemplos desse tipo de equação.

(i) Equação diferencial ordinária (r = 0): ẋ(t) = F (x(t)).

(ii) Equação diferencial de diferença: ẋ(t) = f(t, x(t), x(t− τ1(t)), . . . , x(t− τp(t))), com

0 ≤ τj(t) ≤ r, j = 1, 2, . . . , p.

(iii) Equação diferencial-integral: ẋ(t) =
∫ 0

−r g(t, θ, x(t+ θ))dθ.

De�nição 1.3. Uma função x é uma solução de (1.1) em [σ−r, σ+A) se existem σ ∈ R e

A > 0 tais que x ∈ C([σ−r, σ+A),Rn), (t, xt) ∈ D e x(t) satisfaz (1.1) para t ∈ [σ, σ+A).
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De�nição 1.4. Dados σ ∈ R e φ ∈ C, x(σ, φ, f) é uma solução da equação (1.1) com

condição inicial φ em σ se existe um A > 0 tal que x(σ, φ, f) é uma solução de (1.1) em

[σ−r, σ+A) e xσ(σ, φ, f) = φ. É equivalente dizer que x(σ, φ, f) é uma solução passando

por (σ, φ).

De�nição 1.5. Uma solução x(t) será limitada inferiormente longe do zero em um in-

tervalo I quando existir uma constante positiva c tal que x(t) ≥ c para todo t no intervalo

I. Se existir uma sequência (tn) ⊂ R satisfazendo tn → ∞ quando n → ∞ e x(tn) = x∗,

para todo n ∈ N, então x(t) será uma solução oscilatória em torno de x∗. Caso contrário,

ela será não oscilatória em torno de x∗.

De�nição 1.6. A equação (1.1) é chamada de linear se f(t, φ) = L(t)φ + h(t), com L

um operador linear. É autônoma se f(t, φ) = g(φ), com g não dependendo de t.

De�nição 1.7. Sendo V um subconjunto de R×C, C(V,Rn) é a classe de todas as funções

f : V → Rn que são contínuas. Além disso, C0(V,Rn) ⊆ C(V,Rn) é o subconjunto das

funções contínuas e limitadas de V em Rn que, munido da norma

|f |V = sup
(t,φ)∈V

|f(t, φ)|,

torna-se um espaço de Banach.

Ao longo deste capítulo, as seguintes notações serão utilizadas:

De�nição 1.8. Para qualquer (σ, φ) ∈ R × C, considere φ̃ ∈ C([σ − r,∞),Rn) de�nido

por

φ̃σ = φ e φ̃(t+ σ) = φ(0), t ≥ 0. (1.2)

De�nição 1.9. Para quaisquer α e β reais, de�ne-se:

Iα = [0, α], Bβ = {ψ ∈ C : |ψ| ≤ β}

A(α, β) = {y ∈ C([−r, α],Rn) : y0 = 0, yt ∈ Bβ, t ∈ Iα} (1.3)
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1.3 Resultados sobre existência, unicidade e dependên-

cia contínua

Os lemas a seguir são de grande importância para facilitar o entendimento e a de-

monstração dos teoremas centrais estudados neste capítulo.

Lema 1.1. Considere σ ∈ R, φ ∈ C e f(t, φ) função contínua. Encontrar uma solução

da equação (1.1) passando por (σ, φ) é equivalente a resolver a equação integral

xσ =φ,

x(t) = φ(0)+

∫ t

0

f(s, xs)ds, t ≥ σ.

Lema 1.2. Se x ∈ C([σ − r, σ + α],Rn), então a função que associa t à xt é contínua

para t ∈ [σ, σ + α].

Prova: A função x é contínua no intervalo fechado [σ − r, σ + α], que é compacto.

Sendo assim, x é uniformemente contínua. Logo, para ε > 0 dado existe um δ > 0 tal

que |x(t) − x(τ)| < ε
2
quando |t − τ | < δ, quaisquer que sejam t, τ ∈ [σ − r, σ + α].

Consequentemente, para t ∈ [σ, σ + α], |t− τ | < δ, segue que:

|x(t+ θ)− x(τ + θ)| < ε para todo θ ∈ [−r, 0].

Portanto,

|xt − xτ | = sup
−r≤θ≤0

|x(t+ θ)− x(τ + θ)| ≤ ε

2
< ε

e o resultado está demonstrado.

Lema 1.3. Considere Ω ⊆ R×C um aberto , W ⊆ Ω um compacto e f 0 ∈ C(Ω,Rn) uma

função dada, então:

A) Existe uma vizinhança V ⊆ Ω de W tal que f 0 ∈ C0(V,Rn).
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B) Existem uma vizinhança U ⊆ C0(V,Rn) de f 0 e constantes positivas M, α, β tais

que

|f(σ, φ)| < M para (σ, φ) ∈ V e f ∈ U. (1.4)

C) Além disso, para qualquer (σ0, φ0) ∈ W , (σ0 + t, yt + φ̃σ0+t0) ∈ V para t ∈ Iα e

y ∈ A(α, β).

Prova: Como W é compacto e f 0 é contínua, existe uma constante M > 0 tal que

|f 0(σ0, φ0)| < M, para (σ0, φ0) ∈ W. (1.5)

Além disso, é possível encontrar constantes positivas α, β e ε tais que

|f 0(σ0 + t, φ0 + ψ)| < M − ε, ∀ (σ0, φ0) ∈ W e (t, ψ) ∈ Iα ×Bβ.

Suponha que não existam tais contantes. Então, para quaisquer α, β e ε positivos

existem (σ0, φ0) ∈ W e (t, ψ) ∈ Iα ×Bβ tais que

|f 0(σ0 + t, φ0 + ψ)| ≥M − ε.

Considere αn, βn e εn sequências convergindo para zero. Então existem (σ0
n, φ

0
n) ∈ W

e (tn, ψn) ∈ Iαn ×Bβn
tais que

|f 0(σ0
n + tn, φ

0
n + ψn)| ≥M − εn. (1.6)

ComoW é compacto, σ0
n e φ

0
n possuem subsequências, aqui representadas com a mesma

notação, que são convergentes, isto é, existe (σ0, φ0) ∈ W tais que σ0
n → σ0 e φ0

n → φ0.

De acordo com (1.5) segue que

lim
n→∞

|f 0(σ0
n + tn, φ

0
n + ψn)| ≥ lim

n→∞
(M − εn)
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e, como f 0 é contínua,

| lim
n→∞

f 0(σ0
n + tn, φ

0
n + ψn)| ≥M.

Portanto,

|f 0(σ0 + lim
n→∞

tn, φ
0 + lim

n→∞
ψn)| ≥M. (1.7)

Por construção, αn → 0 e tn ∈ Iαn = [0, αn], logo, tn → 0. Além disso, βn → 0 e

ψn ∈ Bβn
, logo, |ψn| ≤ βn, e conclui-se que ψn → 0. Dessa forma, de (1.7) segue que

|f 0(σ0, φ0)| ≥M,

o que é uma contradição, pois, de acordo com (1.5), |f 0(σ0, φ0)| < M para todo (σ0, φ0) ∈

W .

Para concluir a prova do item A), basta de�nir

V = {(σ0 + t, φ0 + ψ) : (σ0, φ0) ∈ W, (t, ψ) ∈ Iα ×Bβ},

e observar que V ⊆ Ω e f 0 ∈ C0(V,Rn).

B) Considere ε obtido no item A) e de�na

U = {f ∈ C(V,Rn); |f − f 0| < ε}.

Sendo assim, se (σ, φ) ∈ V e f ∈ U , segue que

|f(σ, φ)| ≤ |f(σ, φ)− f 0(σ, φ)|+ |f 0(σ, φ)| < ε+M − ε = M.

Portanto, f ∈ C0(V,Rn), ou seja, U ⊆ C0(V,Rn) é vizinhança de f 0 e |f(σ, φ)| < M ,

para todo (σ, φ) ∈ V e f ∈ U .

C) Considere β de tal modo que

0 < β < β. (1.8)
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Dessa forma, pode-se tomar α de tal modo que

α < α e |φ̃σ0+t0 − φ0| < β − β, ∀ (σ0, φ0) ∈ W, t ∈ Iα.

Suponha que não seja possível. Então, para cada α < α existem (σ0
α, φ

0
α) ∈ W e

tα ∈ Iα tais que |φ̃σ0
α+tα − φ0

α| ≥ β − β.

Considere αn uma sequência convergindo pra zero. Como tαn ∈ [0, αn] para todo n, a

sequência tαn também converge para zero. Além disso, (φ0
αn , φ

0
αn) ∈ W e

|σ̃α0
n+tαn

− φ0
αn| ≥ β − β. (1.9)

Sendo W compacto, as sequências σ0
αn e φ

0
αn possuem subsequências convergentes, aqui

representadas com a mesma notação. Ou seja, existe (σ0, φ0) ∈ W tal que σ0
αn → σ0 e

φ0
αn → φ0. Logo, por (1.9) segue que

| lim φ̃σ0
αn+tαn

− limφ0
αn| ≥ β − β.

Dessa forma,

0 = |φ̃σ0 − φ0| ≥ β − β,

o que implica que β ≤ β, contradizendo (1.8) e, portanto, provando a existência de tal α.

Considere t ∈ Iα, y ∈ A(α, β) e α e β como descritos acima. Então, para todo

(σ0, φ0) ∈ W , conclui-se que (σ0 + t, yt + φ̃σ0+t0) ∈ V . Para isso, basta ver que t ∈ Iα̃ e

que yt + φ̃σ0+t0 = φ0 + yt + φ̃σ0+t0 − φ0 = φ0 + ψ, com ψ ∈ Bβ, pois, |yt + φ̃σ0+t0 − φ0| ≤

|yt|+ |φ̃σ0+t0 − φ0| < β + β − β = β.

Lema 1.4. Considere Ω ∈ R×C um aberto, W ⊆ Ω um compacto e f 0 ∈ C(Ω,Rn) uma

função dada. Considere também as vizinhanças U, V e as constantes M , α e β obtidas

no Lema 1.3. Se

T : W × U ×A(α, β)→ C([−r, α],Rn)



14 Preliminares

é de�nido por

T (σ, φ, f, y)(t) = 0, t ∈ [−r, 0]

T (σ, φ, f, y)(t) =

∫ t

0

f(σ + s, φ̃σ+s + ys)ds, t ∈ [0, α],
(1.10)

então:

(A) T é contínuo.

(B) Existe um compacto K em C([−r, α],Rn) tal que

T : W × U ×A(α, β)→ K.

(C) Além disso, se Mα ≤ β então

T : W × U ×A(α, β)→ A(α, β).

Prova: Observe inicialmente que T : W × U ×A(α, β)→ C([−r, α],Rn).

B) O Lema 1.3 a�rma que existem vizinhanças V ⊂ Ω de W tal que f 0 ∈ C0(V,Rn),

U ⊂ C0(V,Rn) de f 0 e constantes positivas M,α e β tais que |f(σ.φ) < M |, para todo

(σ, φ) ∈ V e f ∈ U .

Além disso, para t, τ ∈ [−r, α], segue que:

|T (σ, φ, f, y)(t)− T (σ, φ, f, y)(τ)| = 0 ≤M |t− τ |, t, τ ∈ [−r, 0].
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|T (σ, φ, f, y)(t)− T (σ, φ, f, y)(τ)| =
∣∣∣∣∫ t

0

f(σ + s, φ̃σ+s + ys)ds

∣∣∣∣ ≤ ∫ t

0

∣∣∣f(σ + s, φ̃σ+s + ys)
∣∣∣ ds

≤Mt ≤M |t− τ |, t ∈ Iα e τ ∈ [−r, 0].

|T (σ, φ, f, y)(t)− T (σ, φ, f, y)(τ)| =
∣∣∣∣∫ τ

0

f(σ + s, φ̃σ+s + ys)ds

∣∣∣∣ ≤ ∫ τ

0

∣∣∣f(σ + s, φ̃σ+s + ys)
∣∣∣ ds

≤Mτ ≤M |t− τ |, t ∈ [−r, 0] e τ ∈ Iα.

|T (σ, φ, f, y)(t)− T (σ, φ, f, y)(τ)| =
∣∣∣∣∫ τ

t

f(σ + s, φ̃σ+s + ys)ds

∣∣∣∣ ≤ ∫ τ

t

∣∣∣f(σ + s, φ̃σ+s + ys)
∣∣∣ ds

≤M |t− τ |, t, τ ∈ Iα.

Dessa forma, conclui-se que, para t, τ ∈ [−r, α],

|T (σ, φ, f, y)(t)− T (σ, φ, f, y)(τ)| ≤M |t− τ |.

De�na

K = {g ∈ C([−r, α],Rn); |g(t)− g(τ)| ≤M |t− τ | e |g(t)| ≤Mα}.

Para completar a prova do item B), resta mostrar que K é compacto. Para isso, é

su�ciente provar que K é compacto e K é fechado.

Para g ∈ K, tem-se:

‖g‖ = sup
t∈[−r,α]

|g(t)| ≤Mα.

Logo,

|g(t)| ≤Mα, ∀ t ∈ [−r, α], ∀ g ∈ K

Tome ε > 0 arbitrário e considere δ = ε
M
. Se t, τ ∈ [−r, α] são tais que |t − τ | < δ,

segue que |g(t)− g(τ)| ≤M |t− τ | < Mδ < ε, para todo g ∈ K.

Portanto, K é uniformemente limitado e equicontínuo e o Teorema de Ascoli garante

que K é compacto.

Considere agora uma sequência (gn) ⊂ K que convirja para g. Dessa forma, para cada

n, gn ∈ C([−r, α],Rn), logo, g ∈ C([−r, α],Rn). Além disso, |gn(t) − gn(τ)| ≤ M |t − τ |.
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Logo, lim |gn(t)− gn(τ)| ≤M |t− τ |, o que implica que |g(t)− g(τ)| ≤M |t− τ |.

E como |gn(t)| ≤ Mα para todo n, segue que |g(t)| ≤ Mα. Portanto g ∈ K e,

consequentemente, K é fechado, completando a prova.

A) De acordo com o Teorema do Grá�co Fechado, é su�ciente provar que T é fechado

para garantir que T seja contínuo.

Dessa forma, considere (σk, φk, fk, yk), (σ0, φ0, f 0, y0) sequências em W ×U ×A(α, β)

tais que (σk, φk, fk, yk)→ (σ0, φ0, f 0, y0).

Observe que T (σk, φk, fk, yk) ∈ K, que é compacto. Logo, existe uma subsequência

de T (σk, φk, fk, yk), aqui representada com a mesma notação, e γ ∈ K, de tal modo que

T (σk, φk, fk, yk)→ γ.

Para t no intervalo [−r, 0], vale: T (σk, φk, fk, yk)(t) = T (σ0, φ0, f 0, y0)(t) = 0. Logo,

limk→∞ T (σk, φk, fk, yk)(t) = 0. E, portanto, γ(t) = T (σ0, φ0, f 0, y0)(t).

Quando t ∈ Iα, limk→∞ T (σk, φk, fk, yk)(t) = limk→∞
∫ t

0
fk(σk + s, φ̃σk+s + ys)ds.

De acordo com o Lema 1.3, todas essas fk são limitadas. Além disso, para todo s ∈ Iα,

fk(σk + s, φ̃σk+s + ys)→ f 0(σ0 + s, φ̃σ0+s + ys). Dessa forma, pode-se aplicar o Teorema

da Convergência Dominada e obtém-se que

∫ t

0

fk(σk + s, φ̃σk+s + ys)ds→
∫ t

0

f 0(σ0 + s, φ̃σ0+s + ys).

Logo,

γ(t) =

∫ t

0

f 0(σ0 + s, φ̃σ0+s + ys)ds = T (σ0, φ0, f 0, y0)(t).

Portanto,

T (σk, φk, fk, yk)→ T (σ0, φ0, f 0, y0).

Observe que esse resultado é válido para qualquer subsequência de T (σk, φk, fk, yk)

que convirja. E, assim, o seguinte resultado é valido:

Proposição 1.1. Seja (xn) sequência contida em um compacto K. Se existir uma sub-

sequência (xnk) convergindo para x e qualquer subsequência convergente de (xn) também

convergir para x, então xn converge para x,
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permitindo concluir que T é fechado, consequentemente contínuo.

C) Suponha queMα ≤ β e tome T (σ, φ, f, y) ∈ K. Então, T (σ, φ, f, y) ∈ C([−r, α,Rn])

e T (σ, φ, f, y)0 = T (σ, φ, f, y)(θ), com θ ∈ [−r, 0]. Sendo assim, T (σ, φ, f, y)0 = 0 e, para

t ∈ Iα e θ ∈ [−r, 0], ‖T (σ, φ, f, y)t‖ = |T (σ, φ, f, y)(t+ θ)| ≤Mα ≤ β.

Portanto, T (σ, φ, f, y) ∈ A(α, β), ou seja, T : W × U ×A(α, β)→ A(α, β).

Teorema 1.2. (Existência). Considere Ω um subconjunto aberto de R×C. Se W ⊆ Ω é

compacto e f 0 ∈ C(Ω,Rn) uma função, então existem uma vizinhança V ⊆ Ω de W tal que

f 0 ∈ C0(V,Rn), uma vizinhança U ⊆ C0(V,Rn) de f 0 e um α > 0 tal que, para qualquer

(σ, φ) ∈ W , existe uma solução x(σ, φ, f 0) da RFDE(f 0) em [σ − r, σ + α] passando por

(σ, φ).

Prova: Considere (σ, φ) ∈ Ω e tome as vizinhanças U, V e as constantes M , α e β

obtidas no Lema 1.3 com Mα ≤ β.

A�rmação 1:A(α, β) é um subconjunto fechado, convexo e limitado de C([−r, α],Rn).

Considere λ ∈ [0, 1] e x, y ∈ A(α, β). Dessa forma, x0 = 0 = y0 e xt, yt ∈ Bβ para

todo t ∈ Iα. Logo,

(1− λ)x0 + λy0 = 0, (1− λ)x+ λy ∈ C e

|(1− λ)xt + λyt| ≤ |1− λ||xt|+ |λ||yt| ≤ |1− λ|β + λβ ≤ β,

o que mostra que A(α, β) é convexo.

Provar que A(α, β) é limitado é encontrar R > 0 de tal forma que A(α, β) ⊂ B(0, R).

Para isso, tome R = β e considere y ∈ A(α, β). Então

|y| = sup
−r≤θ≤α

|y(t)| ≤ β,

pois, por pertencer à A(α, β) segue que y(t) = y0 = 0, para t ∈ [−r, 0] e y(t) = yt, para

t ∈ [0, α]. Além disso, |yt| ≤ β, já que yt ∈ Bβ, para todo t ∈ [0, α].

Portanto, y ∈ B(0, R), para R = β, ou seja, A(α, β) é limitado.

Falta mostrar que A(α, β) é fechado. Para isso, considere uma sequência (yn) ⊂
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A(α, β) tal que yn → y. Assim,

|y| = sup
t∈Iα
|yt| = sup

t∈Iα θ∈[−r,0]

|y(t+ θ)| = sup
t∈Iα θ∈[−r,0]

∣∣∣ lim
n→∞

yn(t+ θ)
∣∣∣

≤ lim sup
n→∞

|yn(t+ θ)| ≤ lim
n→∞

β ≤ β,

logo, y ∈ A(α, β), completando a prova da A�rmação 1.

A�rmação 2: o operador

F : A(α, β)→ A(α, β)

y 7→ Fy = T (σ, φ, f 0, y),

de�nido como em (1.10), é completamente contínuo.

Inicialmente, observe que A(α, β) ⊂ C0([−r, α],Rn) e que C0([−r, α],Rn) é um espaço

de Banach com a norma descrita De�nição 1.7. Observe também que F está bem de�nido.

De fato, para y ∈ A(α, β), Fy ∈ C([−r, α],Rn) e Fy0 = Fy(0 + θ) = Fy(θ) = 0, para

θ ∈ [−r, 0]. E, para t ∈ Iα, segue que

|Fyt |C = sup
−r≤θ≤0

|Fyt(θ)| = sup
−r≤θ≤α

|Fy(t+ θ)| = sup
−r≤θ≤0

∣∣∣∣∫ t+θ

0

f 0(σ + s, φ̃σ+s + ys)ds

∣∣∣∣
≤ sup
−r≤θ≤α

∫ t+θ

0

∣∣∣f 0(σ + s, φ̃σ+s + ys)
∣∣∣ ds ≤Mα ≤ β.

Além disso, F é um operador contínuo. Dessa forma, resta mostrar que, dado L ⊂

A(α, β) limitado, é verdade que F (L) = T (σ, φ, f 0, L) = A é compacto.

O Lema 1.4 a�rma que existe K ⊂ C([−r, α],Rn) compacto tal que T : W × U ×

A(α, β)→ K. Logo, T (σ, φ, f 0, L) ⊂ K e, portanto, T (σ, φ, f 0, L) = A ⊂ K = K. Dessa

forma, A é limitado. Mais ainda, A é uniformemente limitado.

Além disso, A é equicontínuo. Para mostrar que esse fato é verdadeiro, considere

f ∈ A. Então, existe uma sequência (fn) ⊂ T (σ, φ, f 0, L) tal que fn → f . Isto é, dado

ε > 0, existe um N de tal modo que, se n ≥ N , segue que |fn − f | ≤ ε
4
. Tome δ = ε

2M
.
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Para t, τ satisfazendo |t− τ | < δ, tem-se que:

|f(t)− f(τ)| ≤ |f(t)− fN(t)|+ |fN(t)− fN(τ)|+ |fN(τ)− f(τ)|

≤ ε

4
+ |T (σ, φ, f 0, LN)(t)− T (σ, φ, f 0, LN)(τ)|+ ε

4

≤ ε

2
+M |t− τ | < ε

2
+Mδ = ε.

Portanto, A é uniformemente limitado e equicontínuo e, de acordo com o Teorema de

Ascoli, A é compacto, ou seja, A é compacto.

Sendo verdadeiras as A�rmações 1 e 2, o Teorema do Ponto Fixo de Schauder garante

que F tem um único ponto �xo, isto é, que existe y ∈ A(α, β) tal que

T (σ, φ, f 0, y) = y,

ou seja,

y0 = 0 e y(t) =

∫ t

0

f 0(σ + s, φ̃σ+s + ys)ds, t ∈ Iα.

E o Lema 1.1 permite concluir que existe uma única solução passando por (σ, φ), o

que prova o teorema.

Teorema 1.3. (Dependência contínua). Considere Ω ⊆ R× C um aberto, (σ0, φ0) ∈ Ω,

f 0 ∈ C(Ω,Rn) e x0 uma solução da EDFR(f 0) passando por (σ0, φ0) que existe e é única

em [σ0 − r, b]. Tome W 0 ⊆ Ω compacto de�nido por

W 0 = {(t, x0
t ) : t ∈ [σ0, b]}

e V 0 uma vizinhança de W 0 na qual f 0 é limitada.

Se (σk, φk, fk), k = 1, 2, . . . são sequências satisfazendo σk → σ0, φk → φ0 e |fk −

f 0|V 0 → 0, quando k →∞, então existe um k0 de tal forma que a EDFR(fk), para k ≥ k0,

é tal que cada solução xk = xk(σk, φk, fk) passando por (σk, φk) existe em [σk − r, b] e

xk → x0 uniformemente em [σ0 − r, β].

Como todo xk pode não estar de�nido em [σ0 − r, b] por xk → x0 uniformemente em
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[σ0−r, b], isso quer dizer que, para qualquer ε > 0, existe um k1(ε) tal que xk(t), k ≥ k1(ε),

está de�nida em [σ0 − r + ε, b] e xk → x0 uniformemente em [σ0 − r + ε, b].

Prova: Considere sequências (σk, φk) ∈ Ω satisfazendo σk → σ0 e φk → φ0.

Observe inicialmente que, sendo W 0 compacto, o conjunto W 0 ∪ {(σk, φk)} também

é compacto. Para demonstrar esse fato, considere
⋃∞
i=1Ai cobertura aberta de W 0 ∪

{(σk, φk)}. Suponha, sem perda de generalidade que (σ0, φ0) ∈ A1.

Como (σk, φk) → (σ0, φ0), existem apenas �nitos índices k tais que (σk, φk) /∈ A1.

Sendo assim, é possível cobrir {(σk, φk)} com um número �nito de Ai's. Além disso, por ser

compacto, W 0 possui subcobertura �nita. Portanto, W 0∪{(σk, φk)} possui subcobertura

�nita; logo, é compacto.

Como (σk, φk)→ (σ0, φ0) ∈ W 0 ⊂ V 0, existe k1 ∈ N tal que (σk, φk) ∈ V 0, para todo

k ≥ k1.

De�na o compacto

W ′ = W 0 ∪ {(σk, φk); k ≥ k1} ⊂ V 0.

O Lema 1.3 a�rma que existem V ⊂ V 0 vizinhança de W ′ tal que f 0 ∈ C0(V,Rn),

U ⊂ C0(V,Rn) vizinhança de f 0 e constantes M , α e β > 0 tais que

|f(σ, φ)| < M, ∀ (σ, φ) ∈ V e f ∈ U.

Se t ∈ Iα e y ∈ Bβ, então (σ0 + t, φ̃0
σ0+t + yt) ∈ V para todo (σ0, φ0) ∈ W ′. Como

fk → f 0 uniformemente em V 0 e f 0 ∈ U , existe k2 ∈ N tal que fk ∈ U , para todo k ≥ k2.

Tome

W = W 0 ∪ {(σk, φk), k ≥ k0},

onde k0 = max{k1, k2}.

Para todo k ≥ k0, fk ∈ U e (σk, φk) ∈ W o Teorema 1.1 a�rma que existe α0 > 0

tal que xk = xk(σk, φk, fk) passa por (σk, φk) e está de�nida em [σk − r, σk + α0], α0 não

dependendo de k.
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Tome yk(t) = xk(σk + t)− φ̃k(σk + t), para todo k ≥ k0, onde yk é solução de

y0 = 0

y(t) =

∫ t

0

fk(σk + s, φ̃kσk+s + ys)ds, t ∈ Iα0 .

Pelo Lema 1.4, yk = T (σk, φk, fk, yk) ⊂ C([−r, α0],Rn) e, portanto, existe uma sub-

sequência ykj de yk tal que ykj → y∗ uniformemente em [−r, α0], com y∗ ∈ C([−r, α0],Rn).

T é contínuo e (σkj , φkj , fkj , ykj)→ (σ0, φ0, f 0, y0). Logo, ykj = T (σkj , φkj , fkj , ykj)→

T (σ0, φ0, f 0, y0). Portanto,

T (σ0, φ0, f 0, y0) = y∗. (1.11)

É verdade que x0 é a única solução de ẋ = f(t, xt), xσ0 = φ0 e, portanto, y0(t) =

x0(t+ σ0)− φ̃0(σ0 + t), t ∈ [−r, α0] é a única solução de y = T (σ0, φ0, f 0, y0). Logo (1.11)

permite concluir que y0 = y∗.

Dessa maneira, yk converge para y0 em C([−r, α0],Rn).

Como para cada k ≥ k0, xk existe em [σk − r, σk + α0] e σk → σ0, dado ε > 0, existe

k′1 = k′1(k1, ε) tal que para todo k ≥ k′1, x
k existe em [σ0 − r + ε, σ0 + α0 − ε].

Como yk → y0 em C([−r, α0],Rn), a convergência é uniforme.

Logo, para k ≥ max{k0, k
′
1}, segue que xk(σk + t) − φ̃k(σk + t) = yk(t) → y0(t) =

x0(σ0 + t) − φ̃0(σ0 + t) uniformemente, mas φ̃k → φ̃0 uniformemente, pois, φk → φ0 em

C([−r, 0],Rn). Portanto, xk(σk + t)→ x0 uniformemente em [σ0 − r + ε, σ0 + α0 − ε].

Se σ0 + α0 > b, o teorema está provado.

Se σ0 + α0 ≤ b; existe k′ ≥ 0 tal que, para todo k ≥ k′, σk + α0 ≤ b.

De�nindo σk1 = σk + α0 e φk1 = xσk1 , para todo k ≥ k′, obtém-se que σ0 + α0 = φ0
1 e

xσ0+α0
= φ0

1

Assim, é obtida uma sequência (αn) de números positivos não nulos e, de�nindo

ξn =
n∑
i=1

αi,

segue que (ξn) ⊂ [σ0 − r, b], (ξn) é crescente e, portanto, existe α = supn ξn.

Note que, se α + σ0 < b, existe k1 ≥ 0 tal que k ≥ k1 implica que σk + α < b.
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Tomando σk = σk +α e φ
k

= xσk +α, aplica-se novamente a parte anterior e obtém-se

α∗ tal que, para k ≥ k∗, xk é solução de ẋ = fk(t, xt) passando por (σk, φ
k
) que existe em

[σk − r, σk + α∗] e xk → x0 uniformemente em [σ0 − r, σ0 + α∗], o que contraria o fato de

α = supn
∑n

i=1 αi.

Desse modo, α + σ0 ≥ b.

Teorema 1.4. (Unicidade) Considere Ω um aberto em R × C, f : Ω → Rn uma função

contínua tal que f(t, φ) é Lipschitiziana em φ em cada compacto em Ω. Se (σ, φ) ∈ Ω,

então existe uma única solução de (1.1) passando por (σ, φ).

Prova: Suponha que x e y sejam soluções da equação (1.1) em [σ − r, σ + α]. De

acordo com o Lema 1.1, x e y satisfazem:

xσ = φ e x(t) = φ(0) +

∫ t

σ

f(s, xs)ds,

yσ = φ e y(t) = φ(0) +

∫ t

σ

f(s, ys)ds.

Considere os compactos

Wx = {(t, xt); t ∈ [σ, σ + α]} e Wy = {(t, yt); t ∈ [σ, σ + α]}.

Então, W = Wx ×Wy também é compacto. Sendo assim, tome k = k(W ) a constante de

Lipschtz de f(t, φ) em W e α1 ∈ [0, α] satisfazendo kα1 = λ < 1.

Se t ∈ [σ, σ + α1], então

|x(t)− y(t)| =
[∫ t

σ

[f(s, xs)− f(s, ys)]ds

]
≤
∫ t

σ

[f(s, xs)− f(s, ys)] ds

≤
∫ t

σ

k|xs, ys|ds ≤ k|t− σ| sup
s∈[σ,t]

|xs − ys|

≤ kα1 sup
s∈[σ,t]

|xs − ys| ≤ λ sup
s∈[σ,t]

|xs − ys|, λ ∈ [0, 1)

≤ λ sup
s∈[σ,σ+α1]

|xs − ys| ≤ λ sup
t∈[σ−r,σ+α1]

|x(t)− y(t)|.
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E, portanto,

sup
t∈[σ,σ+α1]

|x(t)− y(t)| ≤ λ sup
t∈σ−r,σ+α1

|x(t)− y(t)|. (1.12)

Note que, se t ∈ [σ− r, σ], então x(t)− y(t) = x(σ+ θ)− y(σ+ θ) = (xσ− yσ)(θ), para

θ ∈ [−r, 0]. Portanto,

sup
t∈[σ−r,σ+α1]

|x(t)− y(t)| ≤ sup
t∈[σ,σ+α1]

|x(t)− y(t)|.

Aplicando o resultado acima na equação (1.12), segue que

sup
t∈[σ−r,σ+α1]

|x(t)− y(t)| ≤ λ sup
t∈[σ−r,σ+α1]

|x(t)− y(t)|.

Dessa forma,

(1− λ) sup
t∈[σ−r,σ+α1]

|x(t)− y(t)| ≤ 0,

o que implica que x(t) = y(t) para todo t ∈ [σ − r, σ + α1].

Se α1 = α o teorema está demonstrado. Caso contrário, α1 < α, tome σ′ = σ + α1

e φ′ = xσ′ = yσ′ . Nesse caso, x e y são soluções passando por (σ′, φ′) de�nidas em

[σ − r, σ + α1]. De maneira análoga, é possível obter α2 > 0 de tal forma que α2 ≤ α1,

kα2 < 1 e x = y em [σ − r, σ′ + α2].

Repetindo esse processo, obtém-se uma sequência (ξn), onde ξn =
∑n

i=1 α1 e x = y em

[σ − r, σ + ξn], para todo n.

A sequência (ξn) é crescente e limitada por α, logo existe α∗ = supn∈N ξn.

A�rmação: α∗ = α.

Suponha que a a�rmação não seja verdadeira, ou seja, α∗ < α. Então, o maior intervalo

em que x = y é [σ − r, σ − α∗]. Entretanto, tomando σ∗ = σ + α∗ e φ∗ = xσ∗ = yσ∗ ,

o processo aplicado acima garante que x = y em [σ − r, σ + α], contrariando o fato de

[σ − r, σ − α∗] ser o maior intervalo em que as funções x e y coincidem.

Portanto existem uma única solução de (1.1) passando por [σ − r, σ + α].





Capítulo

2

Equação autônoma com linearidade

positiva

Neste capítulo, será estudado o comportamento global de soluções positivas da

equação logística retardada com uma linearidade autônoma positiva. Serão estabelecidas

condições su�cientes para garantir a estabilidade global das soluções em torno do equilíbrio

positivo. As técnicas desenvolvidas serão também utilizadas nos capítulos subsequentes,

buscando estender o estudo a equações mais gerais.

2.1 Equação Logística Retardada

Considere a equação logística retardada:

ẋ(t) = b(t)x(t)[1− L(xt)], (2.1)

onde L : C → R é um operador linear positivo. Dessa forma, ele é limitado e existe uma

função não decrescente η : [−r, 0]→ R tal que

L(ϕ) =

∫ 0

−r
ϕ(θ)dη(θ), ϕ ∈ C.
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Para ϕ ∈ C, tome o P.V.I. (2.1) com condição inicial

x0 = ϕ com ϕ(θ) ≥ 0, θ ∈ [−r, 0) e ϕ(0) > 0. (2.2)

Além disso, considere as hipóteses adicionais (H1) e (H2), onde:

(H1) (i) b : R → R é uma função contínua e existem constantes β0 e β0 tais que

0 < β0 ≤ b(t) ≤ β0,∀ t ∈ R.

(ii) L : C → R é um operador linear positivo com l := ‖L‖ > 0.

(H2) Para toda ϕ ∈ C tal que |ϕ|C = ϕ(0) > 0, segue que L(ϕ) > 0.

Observação 1. A "ideia"da hipótese (H2) é que a função não descrescente η : [−r, 0]→ R

tenha "mais relevância"perto de zero. Este é o caso em que L tem uma parte sem retardo

que "domina"a parte com retardo. O exemplo a seguir ilustra essa a�rmação.

Considere o operador

L(ϕ) = b0ϕ(0) + L0(ϕ), (2.3)

onde L0 : C → R é um operador linear positivo e b0 > 0. Se b0 > ‖L0‖, então, para

|ϕ|C = ϕ(0) > 0, tem-se que

L(ϕ) ≥ b0ϕ(0)− ‖L0‖|ϕ|C > 0,

isto é, (H2) é satisfeita.

No caso de um operador L : C → R linear positivo, a hipótese (H2) estará satisfeita

quando a seguinte condição for verdadeira:

(H2*) Existe uma constante d ∈ (0, 1) tal que se ϕ ∈ C, ϕ(0) > 0 e L(ϕ) = 0, então

ϕ(0) ≤ d|ϕ|C .

Suponha que a hipótese (H2*) está satisfeita. Para mostrar que (H2) é verdadeira,

tome ϕ ∈ C tal que |ϕ|C = ϕ(0) > 0 e suponha que L(ϕ) = 0. Então,

ϕ(0) ≤ d|ϕ|C = dϕ(0),
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ou seja, (1−d)ϕ(0) ≥ 1, mostrando que d ≤ 1, o que é uma contradição. Logo, L(ϕ) > 0.

Considere agora o operador

L(ϕ) = ϕ(0) +

∫ 0

−1

ϕ(θ)dθ,

que é um caso particular de (2.3). Dessa forma, (H2) está satisfeita.

Além disso, com este exemplo, é possível mostrar que (H2*) é "mais restritiva"que

(H2). De fato, seja ε ∈ (0, 1), t0 = −2ε
2+ε

e ϕε : [−1, 0]→ R de�nida por

ϕε(x) =


−1− ε, x ∈ [−1, t0]

(2 + ε)2x

2ε
+ 1, x ∈ (t0, 0]

Dessa forma, ϕε(0) = 1 > 0.

A�rmação 1 : |ϕε|C = 1 + ε.

Se x ∈ [−1, t0], então |ϕε|C = 1 + ε. Se t0 < x ≤ 0, então

t0
(2 + ε)2

2ε
<

(2 + ε)2

2ε
x ≤ 0,

ou seja, (
−2ε

2 + ε

)
(2 + ε)2

2ε
<

(2 + ε)2

2ε
x ≤ 0,

logo,

−(2 + ε) + 1 <
(2 + ε)2

2ε
x+ 1 ≤ 1,

e, portanto, para x ∈ (t0, 0],

−1− ε < ϕε(x) ≤ 1.

Dessa forma, conclui-se que |ϕε|C = maxx∈[−1,0] |ϕε(x)| = 1 + ε.
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A�rmação 2 : L(ϕε) = 0. De fato,

L(ϕε) = ϕε(0) +

∫ 0

−1

ϕε(θ)dθ = 1 +

∫ t0

−1

(−1− ε)dθ +

∫ 0

t0

(
(2 + ε)2θ

2ε
+ 1

)
dθ

= 1− (t0 + 1)− ε(t0 + 1) +
(2 + ε)2

2ε

(
−t

2
0

2

)
− t0

= t0(−2− ε)− ε− (2 + ε)2

4ε
t20 =

(
−2ε

2 + ε

)
(−2− ε)− ε− (2 + ε)2

4ε

4ε2

(2 + ε)2

= 2ε− ε− ε = 0

Para que a condição (H2*) esteja satisfeita, deve existir d ∈ (0, 1) tal que |ϕε(0) ≤

d|ϕε|C , ou seja, 1 ≤ d(1 + ε). Como ε > 0 é arbitrário, d ≥ 1, contradição.

Portanto vale (H2) mas não vale (H2*).

2.2 Resultados importantes

Teorema 2.1. Considere a equação (2.1) e suponha que (H1) esteja satisfeita. De�na

x∗ = l−1 e considere o P.V.I. (2.1) com condição inicial (2.2) e solução x(ϕ)(t).

Então valem:

(1) x(ϕ)(t) é de�nida para t ≥ 0, limitada em [0,∞) e limitada inferiormente longe do

zero.

(2) Se x(ϕ)(t) é solução não-oscilatória em torno de x∗, então x(ϕ)(t) → x∗, quando

t→∞.

Prova:

(1) Considere a equação (2.1) com a seguinte troca de variáveis: y =
x− x∗
x∗

.

Dessa forma, 
ẋ(t) = b(t)x(t)[1− L(xt)]

y(t) =
x(t)− x∗

x∗
.

(2.4)

Note que, como L é um operador linear, L(xt) = x∗L(yt) + 1. Dessa forma,

ẏ(t) =
ẋ(t)

x∗
=
b(t)x(t)[1− L(xt)]

x∗
= −x∗b(t)(y(t) + 1)L(yt).
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Equivalentemente,

ẏ(t) = −x∗b(t)(y(t) + 1)

∫ t

t−r
y(s)dη(s− t). (2.5)

A hipótese (H1) garante que b(t) ≤ β0 para todo t ∈ R. Dessa forma, para y > −1

segue que b(t)y > −β0. Além disso, para y(t) 6= −1, (2.5) pode ser reescrita da seguinte

forma:
ẏ(t)

1 + y(t)
= −

∫ t

t−r
x∗b(t)y(s)dη(s− t).

Integrando a expressão acima de 0 a t, obtém-se que

∫ t

0

y′(τ)

1 + y(τ)
d(τ) = −

∫ t

0

x∗b(τ)

∫ τ

τ−r
y(τ)dη(s− τ)dτ = −

∫ t

0

x∗b(τ)L(yτ )dτ.

Assim,

ln(1 + y(t))− ln(1 + y(0)) =

∫ t

0

x∗b(τ)L(yτ )dτ,

logo,

1 + y(t) = (1 + y(0))e−
∫ t
0 x∗b(τ)L(yτ )dτ .

Portanto,

y(t) =

(
1 +

ϕ(0)− x∗
x∗

)
e−

∫ t
0 x∗b(τ)L(yτ )dτ − 1,

mostrando que y(t) > −1,∀t ≥ 0.

Note que foi considerado que 1 + y(t) 6= 0, o que é sempre verdade. De fato, suponha

que exista t > 0 tal que y(ϕ̃)(t) = −1 e y(ϕ̃)(t) > −1 para t < t. Assim, existe M > 0

tal que |y(φ̃)(t)| ≤M , quando t ≤ t.

Sendo assim, se t ≤ t e s ∈ [t− r, t], então y(φ̃)(t) ≤M . Dessa forma

∫ t

t−r
y(s)dη(s− t) ≤M

∫ t

t−r
dη(s− t) = M

1

x∗
.

Portanto,

−x∗b(t)
∫ t

t−r
y(s)dη(s− t) ≥ −Mb(t) ≥ −Mβ0,∀ t ≤ t,
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e assim,

y′(t) ≥ −(1 + y(t))Mβ0,∀ t ≤ t.

Integrando a expressão acima de 0 a t̃, com t̃ < t obtém-se que

ln(1 + y(t̃))− ln(1− φ̃(0)) ≥ −Mβ0t̃.

Logo,

1 + y(t̃) ≥ [1 + φ̃(0)]e−Mβ0 t̃, t̃ < t.

Portanto,

lim
t̃→t

y(t̃) ≥ (1 + φ̃(0))e−Mβ0 t̃ − 1 > −1,

fornecendo uma contradição.

(2) Suponha que x(ϕ)(t) é não oscilatória.

Sendo assim, existe T > 0 tal que, se t > T , y(t) não muda de sinal. Suponha, sem

perda de generalidade, que y(t) > 0, para t > T .

Considere T1 = T + r. Dessa forma,

−y′(t) = x∗b(t)(y(t) + 1)

∫ t

t−r
y(s)dη(s− t), para t > T1,

ou seja, −y′(t) > 0,∀t > T1, o que implica que y é decrescente.

Assim, existe c ≥ 0 tal que

lim
t→∞

y(t) = c.

Suponha c > 0. Então, para t su�cientemente grande, existe K tal que y(t) > K > 0.

Logo, ∣∣∣∣∣
∫ t

0

∫ τ

τ−r
x∗b(τ)y(s)dη(s− τ)dτ

∣∣∣∣∣ > x∗β0K

∫ t

0

∫ τ

τ−r
dη(s− τ)dτ

>
x∗β0Kt

x∗
= β0Kt

t→∞−→ ∞.
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Ou seja,

lim
t→∞

∫ t

0

∫ τ

τ−r
x∗b(τ)y(s)dη(s− τ)dτ =∞.

E como

ln

(
1 + y(t)

1 + ϕ̃(0)

)
= −

∫ t

0

∫ τ

τ−r
x∗b(τ)y(s)dη(s− τ)dτ,

obtém-se que

lim
t→∞

ln

(
1 + y(t)

1 + ϕ̃(0)

)
= −∞,

o que implica que

lim
t→∞

1 + y(t)

1 + ϕ̃(0)
= 0,

permitindo conluir que

lim
t→∞

y(t) = −1,

contradizendo o fato de c > 0. Portanto,

lim
t→∞

y(t) = 0.

Para o próximo teorema, o seguinte lema será necessário:

Lema 2.1. Seja 0 < α < 1
2
. Então, o sistema de desigualdades

u ≤ ev−αv
2 − 1

v ≤ 1− e−u−αu2

tem uma única solução (v,u) = (0,0) no primeiro quadrante.

Prova: Suponha que exista uma solução (v0, u0) 6= (0, 0) no primeiro quadrante. Logo,

u0 > 0 e 0 < v0 < 1.

De�na as curvas

Γ1 : u = ev−αv
2 − 1 e Γ2 : v = 1− e−u−αu2 .
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Com relação à curva Γ1, tem-se:

1.
∂u

∂v
= ev−αv

2

(1− 2αv)

• ∂u

∂v
(0, 0) = 1.

2.
∂2u

∂v2
= ev−αv

2

[(1− 2αv)2 − 2α]

• ∂2u

∂v2
(0, 0) = 1− 2α.

3.
∂3u

∂v3
= ev−αv

2

[(1− 2αv)3 − 6α(1− 2αv)]

• ∂3u

∂v3
(0, 0) = 1− 6α.

E com relação à Γ2:

1.
∂u

∂v
=

1

(1 + 2αu)e−u−αu2

• ∂u

∂v
(0, 0) = 1.

2.
∂2u

∂v2
=

(
∂u
∂v

)2
[(1 + 2αu)2 − 2α]

1 + 2αu

• ∂2u

∂v2
(0, 0) = 1− 2α.

3.
∂3u

∂v3
=

(
∂u
∂v

)3
(−8α3u3 + 18α3u2 − 12α2u2 + 20α2u− 6αu+ 6α− 1)

1 + 2αu

+
∂u
∂v

∂2u
∂v2

(12α2u2 + 12αu− 6α + 3)

1 + 2αu

• ∂3u

∂v3
(0, 0) = 12α2 − 6α + 2.

Tudo isso permite ver que Γ2 está acima de Γ1 próximo de (0, 0).

Como (v0, u0) é solução do primeiro quadrante, Γ1 e Γ2 devem se interceptar em algum

ponto próximo de (0, 0).
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Considere (v1, u1) ponto de intersecção de Γ1 e Γ2 tal que v1 é o menor com essa

propriedade. Assim, a inclinação de Γ1 em (v1, u1) não pode ser menor que a de Γ2 em

(v1, u1), isto é,

∂u

∂v

∣∣∣∣∣
Γ1

(v1, u1) = ev1−αv
2
1(1− 2αv1) ≥ 1

(1 + 2αu1)e−u1−αu
2
1

=
∂u

∂v

∣∣∣∣∣
Γ2

(v1, u1)

ou seja,

(1− 2αv1)(1 + 2αu1) ≥ eu1−v1+α(u21+v21). (2.6)

Note que, u1 > v1. Para mostrar que essa a�rmação é verdadeira, de�na

φ(x) = 1− e−x−αx2 − x.

Então, φ(0) = φ′(0) = 0 e φ′′(x) = −e−x−αx2 [1 + 4αx + 4α2x2 − 2α] < 0 para x > 0.

Dessa forma, φ′(x) é descrescente quando x > 0. E, como φ(0) = 0, conclui-se que

φ(x) < 0 quando x > 0. Em particular, φ(u1) + u1 < u1. Além disso,

φ(u1) + u1 = 1− e−u1−αu21 = v1.

Portanto, u1 > v1.

É fato que u1 − v1 + α(u2
1 + v2

1) > 0, já que u1 > v1 e α > 0. Além disso, sabe-se que

ex > 1− x para x > 0. Dessa forma

eu1−v1+α(u21+v21) > u1 − v1 + α(u2
1 + v2

1) + 1.

Substituindo o resultado acima em (2.6), segue que

(1− 2αv1)(1 + 2αu1) > u1 − v1 + α(u2
1 + v2

1) + 1,

ou seja,

(2α− 1)(u1 − v1)− 4α2u1v1 > α(u2
1 + v2

1).

Como 0 < α < 1
2
, tem-se que −4α2u1v1 > α(u2

1 + v2
1) e, então, −4αu1v1 > u2

1 + v2
1, o
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que é uma contradição.

Teorema 2.2. Considere a equação (2.1) e suponha que (H1) esteja satisfeita. Sendo

x(ϕ)(t) solução oscilatória em torno de x∗ e∫ t

t−r
b(τ)dτ ≤ 3

2
, (2.7)

para t su�cientemente grande, então limt→∞ x(ϕ)(t) = x∗

Prova: Considere x(t) solução oscilatória de (2.1) e a troca de variáveis y =
x− x∗
x∗

.

Dessa forma, y(t) é solução oscilatória de

ẏ(t) = −x∗b(t)(y(t) + 1)L(yt). (2.8)

Do Teorema 2.1, segue que y(t) > −1,∀t ≥ 0

y(t) < e
3
2 − 1,∀t ≥ 0.

(2.9)

De�na:

u = lim sup
t→∞

y(t) e v = − lim inf
t→∞

y(t).

Dessa forma, 0 ≤ v < 1 e 0 ≤ u <∞.

A prova estará completa ao mostrar-se que u = v = 0. Para isso, considere 0 < ε <

1− v. Então, existe t0 = t0(ε) de tal forma que

−v − ε < y(t) < u+ ε,∀t ≥ t0 − r (2.10)

e ∫ t

t−r
b(τ)dτ ≤ 3

2
,∀t ≥ t0 − r. (2.11)
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A partir de (2.10), as seguintes desigualdades �cam satisfeitas:

ẏ(t) ≤ b(t)(y(t) + 1)(v + ε), ∀t ≥ t0 − r (2.12)

ẏ(t) ≥ −b(t)(y(t) + 1)(u+ ε),∀t ≥ t0 − r. (2.13)

Considere a sequência crescente {t∗m} satisfazendo

t∗m ≥ t0, ẏ(t∗m) = 0, lim
m→∞

t∗m =∞ e lim
t∗m→∞

y(t∗m) = u.

De (2.8) conclui-se que L(yt∗m) = 0. Assim, existe ξm ∈ (t∗m − r, t∗m) de tal forma que

y(ξm) = 0 e y(s) > 0, s ∈ (ξm, t
∗
m).

Integrando (2.12) de s a ξm, segue que:∫ ξm

s

ẏ(τ)

y(τ) + 1
dτ ≤

∫ ξm

s

b(τ)(v + ε)dτ, para s ≤ ξm.

Assim, para s ≤ ξm,

ln(y(ξm) + 1)− ln(y(s) + 1) ≤ (v + ε)

∫ ξm

s

b(τ)dτ,

o que implica que

ln(y(s) + 1) ≥ −(v + ε)

∫ ξm

s

b(τ)dτ.

E, portanto,

y(s) ≥ e−(v+ε)
∫ ξm
s b(τ)dτ − 1.

Em particular, para todo t ∈ R,

−b(t)y(s) ≤ b(t)(1− e−(v+ε)
∫ ξm
s b(τ)dτ ).
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Para ξm ≤ t ≤ t∗m, tem-se que t− r < ξm e

ẏ(t) ≤ −x∗(y(t) + 1)

∫ ξm

t−r
b(τ)y(s)dη(s− τ)

≤ x∗b(t)(y(t) + 1)

∫ ξm

t−r
(1− e−(v+ε)

∫ ξm
s b(τ)dτ )dη(s− τ)

≤ x∗b(t)(y(t) + 1)
[ ∫ t

t−r
dη(s− τ)− e−(v+ε)

∫ ξm
t−r b(τ)dτ

∫ t

t−r
dη(s− τ)

]
≤ b(t)(y(t) + 1)[1− e−(v+ε)

∫ ξm
t−r b(τ)dτ ]

(2.14)

De (2.12) e (2.14), obtém-se que

ẏ(t)

y(t) + 1
≤ min{b(t)(v + ε), b(t)[1− e−(v+ε)

∫ ξm
t−r b(τ)dτ ]},∀t ∈ [ξm, t

∗
m] (2.15)

A�rmação 1:

ln(1 + y(t∗m) ≤ v1 −
1

6
v2

1,

onde v1 = v + ε.

Esta a�rmação estará provada ao se concluir o resultado para os dois seguintes casos:

Caso 1 :
∫ t∗m
ξm
b(τ)dτ ≤ − ln(1− v1)

v1

Nas condições do Caso 1, de (2.15) segue que

∫ t∗m

ξm

ẏ(t)

y(t) + 1
dt = ln(y(t∗m) + 1) ≤

∫ t∗m

ξm

b(t)
[
1− e−v1

∫ ξm
t−r b(τ)dτ

]
dt

=

∫ t∗m

ξm

b(t)
[
1− e−v1(

∫ t
t−r b(τ)dτ−

∫ t
ξm

b(τ)dτ)
]
dt

≤
∫ t∗m

ξm

b(t)
[
1− e−

3
2

+v1
∫ t
ξm

b(τ)dτ
]
dt

=

∫ t∗m

ξm

b(t)dt−
∫ t∗m

ξm

b(t)e−
3
2

+v1
∫ t
ξm

b(τ)dτdt

=

∫ t∗m

ξm

b(t)dt− e−
3
2
v1

∫ t∗m

ξm

b(t)ev1
∫ t
ξm

b(τ)dτdt.

(2.16)

Utilizando a mudança de variáveis u =
∫ t
ξm
b(τ)dτ , du = b(t)dt, obtém-se a solução da
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segunda integral do lado direito e, assim:

∫ t∗m

ξm

b(t)ev1
∫ t
ξm

b(τ)dτdt =
1

v1

[
ev1

∫ t∗m
ξm

b(τ)dτ − 1

]

Substituindo em (2.16), obtém-se que

ln(y(t∗m) + 1) ≤
∫ t∗m

ξm

b(t)dt− 1

v1

e
3
2
v1 [ev1

∫ t∗m
ξm

b(τ)dτ − 1]

=

∫ t∗m

ξm

b(t)dt− 1

v1

e
−v1

(
3
2
−
∫ t∗m
ξm

b(τ)dτ

) [
1− e−v1

∫ t∗m
ξm

b(τ)dτ

]
.

(2.17)

Note que, para φ(x) = x − 1
v1
e−v1(

3
2
−x)(1 − e−v1x), φ(x) é crescente para 0 ≤ x ≤ 3

2
.

De fato,

φ̇(x) = 1− 1

v1

e−v1(
3
2
−x)v1(1− e−v1x)− 1

v1

e−v1(
3
2
−x)[−e−v1(−v1)]

= 1− e−v1(
3
2
−x) + e−v1x(

3
2
−x)−v1x − e−v1(

3
2
−x)+v1x

= 1− e−v1(
3
2
−x).

Como 0 ≤ x ≤ 3
2
segue que 3

2
− x ≥ 0. Além disso, −v1(3

2
− x) ≤ 0, já que v1 > 0.

Dessa forma, e−v1(
3
2
−x) ≤ 1. E, portanto, φ̇(x) = 1− e−v1(

3
2
−x) ≥ 0.

Então, como
∫ t∗m
ξm
b(τ)dτ ≤ − ln(1− v1)

v1

, segue que

ln(1 + y(t∗m)) ≤ − ln(1− v1)

v1

− 1

v1

[
e
−v1

(
3
2

+
ln(1−v1)

v1

)] [
1− ev1

ln(1−v1)
v1

]
≤ − ln(1− v1)

v1

+
1

v1

[
v1

(
3

2
+

ln(1− v1)

v1

)
− 1

]
[−1 + 1 + v1]

≤ − ln(1− v1)

v1

+ v1

(
3

2
+

ln(1− v1)

v1

)
− 1

=
3

2
v1 − 1− ln(1− v1)

(
1− v1

v1

)
.

(2.18)

A�rmação 2: para 0 < v1 < 1, vale:

v + (1− v) ln(1− v) =

∫ v

0

(∫ x

0

1

1− y
dy

)
dx.
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De fato, ∫ x

0

1

1− y
dy = − ln(1− x),

logo, ∫ v

0

∫ x

0

1

1− y
dydx = −

∫ v

0

ln(1− x)dx.

Resolvendo a integral do lado direito, prova-se a A�rmação 2.

Além disso, para 0 < v < 1,
1

1− v
> 1 + v. De fato, se existisse v ∈ (0, 1) tal que

1

1− v
≤ 1 + v, 1− v2 ≥ 1 deveria ser verdadeiro, o que não ocorre.

Dessa forma, da A�rmação 2 e do argumento acima decorre que

v + (1− v) ln(1− v) =

∫ v

0

(∫ x

0

dy

1− y

)
dx >

∫ v

0

∫ x

0

(1 + y)dydx

=
1

2
v2 +

1

6
v3.

(2.19)

Utilizando (2.19) com v1 ao invés de v e dividindo por −v1, segue que

−1− (1− v)

v1

ln(1− v1) < −1

2
v1 −

1

6
v2

1.

Somando-se 3
2
v1 à desigualdade acima e aplicando o resultado obtido a (2.18) aA�rmação 1

está provada:

ln(1 + y(t∗m)) ≤ 3

2
v1 − 1− (1− v1)

v1

ln(1− v1) < v1 −
1

6
v2

1.

Caso 2 : − ln(1− v1)

v1

<

∫ t∗m

ξm

b(τ)dτ ≤ 3

2
.

Falta ainda provar a A�rmação 1 nas condições do Caso 2. Para isso, escolha ηm ∈

[ξm, t
∗
m] tal que

∫ t∗m

ηm

b(τ)dτ = − ln(1− v1)

v1

. (2.20)
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Para t ∈ [ξm, ηm], de (2.15) tem-se que

y′(t)

1 + y(t)
≤ b(t)v1.

Logo,

∫ ηm

ξm

y′(t)

1 + y(t)
dt ≤

∫ ηm

ξm

v1b(t)dt. (2.21)

Além disso, para t ∈ [ηm, t
∗
m],

y′(t)

1 + y(t)
≤ b(t)[1− e−v1

∫ ξm
t−r b(τ)dτ ].

Logo,

∫ t∗m

ηm

y′(t)

1 + y(t)
dt ≤

∫ t∗m

ηm

b(t)[1− e−v1
∫ ξm
t−r b(τ)dτ ]dt. (2.22)

Como ∫ ηm

ξm

y′(t)

1 + y(t)
dt+

∫ t∗m

ηm

y′(t)

1 + y(t)
dt =

∫ t∗m

ξm

y′(t)

1 + y(t)
dt (2.23)

e ∫ t∗m

ξm

y′(t)

1 + y(t)
dt = ln(1 + y(t∗m))− ln(1 + y(ξm)) = ln(1 + y(t∗m)), (2.24)

as desigualdades (2.21), (2.22), (2.23) e (2.24) permitem concluir que

ln(1 + y(t∗m)) ≤
∫ ηm

ξm

v1b(t)dt+

∫ t∗m

ηm

b(t)[1− e−v1
∫ ξm
t−r b(τ)dτ ]dt

= v1

∫ ηm

ξm

b(t)dt+

∫ t∗m

ηm

b(t)dt−
∫ t∗m

ηm

b(t)e−v1[
∫ t
t−r b(τ)dτ−

∫ t
ξm

b(τ)dτ ]dt.

(2.25)

Aplicando a segunda desigualdade do Caso 2 a (2.25), segue que

ln(1 + y(t∗m)) ≤ v1

∫ ηm

ξm

b(t)dt+

∫ t∗m

ηm

b(t)dt−
∫ t∗m

ηm

b(t)e−3/2v1+v1
∫ t
ξm

b(τ)dτdt. (2.26)

Utilizando a substituição u = v1

∫ t
ξm
b(τ)dτ , du = v1b(t)dt, resolve-se a última integral
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do lado direito possibilitando obter:

∫ t∗m

ηm

b(t)e−3/2v1+v1
∫ t
ξm

b(τ)dτdt =
e−3/2v1

v1

[
ev1

∫ t∗m
ξm

b(τ)dτ − ev1
∫ ηm
ξm

b(τ)dτ

]

Voltando a (2.26),

ln(1 + y(t∗m)) ≤ v1

∫ ηm

ξm

b(t)dt+

∫ t∗m

ηm

b(t)dt− e−3/2v1

v1

[
ev1

∫ t∗m
ξm

b(τ)dτ − ev1
∫ ηm
ξm

b(τ)dτ

]
= v1

∫ ηm

ξm

b(t)dt+

∫ t∗m

ηm

b(t)dt− e−3/2v1

v1

[
ev1

∫ t∗m
ξm

b(τ)dτ − e
v1

[∫ t∗m
ξm

b(τ)dτ−
∫ t∗m
ηm

b(τ)dτ

]]

Segundo (2.20), segue que

ln(1 + y(t∗m)) ≤ v1

∫ ηm

ξm

b(t)dt+

∫ t∗m

ηm

b(t)dt− e−3/2v1

v1

[ev1
∫ t∗m
ξm

b(τ)dτ − ev1
∫ t∗m
ξm · eln(1−v1)]

= v1

∫ ηm

ξm

b(t)dt+

∫ t∗m

ηm

b(t)dt− e−3/2v1

v1

[ev1
∫ t∗m
ξm

b(τ)dτ − ev1
∫ t∗m
ξm · (1− v1)]

= v1

∫ ηm

ξm

b(t)dt+

∫ t∗m

ηm

b(t)dt− e−3/2v1

v1

[ev1
∫ t∗m
ξm

b(τ)dτ (1− 1 + v1)]

= v1

∫ ηm

ξm

b(t)dt+

∫ t∗m

ηm

b(t)dt− e−
3
2
v1+v1

∫ t∗m
ξm

b(τ)dτ

= v1

∫ t∗m

ξm

b(t)dt+ (1− v1)

∫ t∗m

ηm

b(t)dt− e−
3
2
v1+v1

∫ t∗m
ξm

b(τ)dτ .

(2.27)

Sabendo-se que v1 ∈ (0, 1), e−x > 1 − x quando x > 0 e utilizando a hipótese∫ t∗m
ξm
b(τ)dτ = 3

2
, segue que

ln(1 + y(t∗m)) ≤ 3

2
v1 − (1− v1)

(
ln(1− v1)

v1

)
− 1

=
3

2
v1 −

(
1− v1

v1

)
ln(1− v1)− 1.

(2.28)

Da mesma forma como o Caso 1, conclui-se que

ln(1 + y(t∗m)) ≤ v1 −
1

6
v2

1,
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o que prova a A�rmação 1.

Fazendo m→∞ e ε→ 0, segue que v1 → v e y(t∗m)→ u. Logo,

ln(1 + u) ≤ v − 1

6
v2.

Resta mostrar que

− ln(1− v) ≤ u+
1

6
u2.

Para isso, considere uma sequência (s∗m) satisfazendo

s∗m ≤ t0, ẏ(s∗m) = 0, lim
m→∞

s∗m =∞ e lim
s∗m→∞

y(s∗m) = −v.

Analogamente ao que foi feito anteriormente, obtém-se uma sequência {σm} de tal

forma que σm ∈ (s∗m − r, s∗m), y(σm) = 0 e

−
(

ẏ(t)

1 + y(t)

)
≤ min{b(t)u1, b(t)[e

u1
∫ σm
t−r b(τ)dτ − 1]}, ∀t ∈ [σm, s

∗
m]. (2.29)

A�rmação 3:

− ln(1 + y(s∗m)) ≤ u1 +
1

6
u2

1 ,

onde u1 = u+ ε.

A prova da A�rmação 3 pode ser dividida em três etapas:

Caso 1 :
∫ s∗m
σm

b(τ)dτ ≤ 1.

Nas condições do Caso 1 e considerando (2.29), segue que

− ln(1 + y(s∗m)) = −
∫ s∗m

σm

ẏ(t)

1 + y(t)
dt ≤ u1

∫ s∗m

σm

b(τ)dτ ≤ u1 ≤ u1 +
1

6
u2

1.

Caso 2 : 1 <
∫ s∗m
σm

b(τ)dτ ≤ 3

2
− ln(1 + u1)

u1

.
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A expressão em (2.29) garante que:

− ln(1 + y(s∗m)) = −
∫ s∗m

σm

ẏ(t)

1 + y(t)
dt ≤ u1

∫ s∗m

σm

b(τ)dτ

≤ u1

(
3

2
− ln(1 + u1)

u1

)
=

3

2
u1 − ln(1 + u1).

Note que, por hipótese, 1 <
3

2
− ln(1 + u1)

u1

. Assim, −1

2
< − ln(1 + u1)

u1

. E, então
u1

2
> ln(1 + u1), logo, u1 > 2 ln(1 + u1) > 2.

Se u1 ≥ 3:
3

2
u1 = u1 +

u1

2
≤ u1 +

u2
1

6
. Portanto,

3

2
u1 − ln(1 + u1) ≤ u1 +

u2
1

6
.

Caso contrário, se 2 < u1 < 3, segue que

u1

2
<

3

2
<

2

3
+ ln 3 <

2

3
+ ln(u1 + 1) <

1

6
u2

1 + ln(u1 + 1).

Logo,
u1

2
− ln(1 + u1) <

1

6
u2

1,

e, portanto,
3

2
u1 − ln(1 + u1) < u1 +

1

6
u2

1.

Caso 3 :
3

2
− ln(1 + u1)

u1

<

∫ s∗m

σm

b(τ)dτ ≤ 3

2
.

Seja ηm ∈ [σm, s
∗
m] tal que

3

2
− ln(1 + u1)

u1

=

∫ ηm

σm

b(τ)dτ. (2.30)

Para t ∈ [σm, ηm], de (2.29) obtém-se que

y′(t)

1 + y(t)
≤ b(t)u1.
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Logo,

∫ ηm

ξm

y′(t)

1 + y(t)
dt ≤ u1

∫ ηm

ξm

b(t)dt. (2.31)

Além disso, para t ∈ [ηm, s
∗
m],

y′(t)

1 + y(t)
≤ b(t)[eu1

∫ σm
t−r b(τ)dτ − 1].

Logo,

∫ s∗m

ηm

y′(t)

1 + y(t)
dt ≤

∫ s∗m

ηm

b(t)[eu1
∫ σm
t−r b(τ)dτ − 1]dt. (2.32)

Note que ∫ ηm

σm

y′(t)

1 + y(t)
dt+

∫ s∗m

ηm

y′(t)

1 + y(t)
dt =

∫ s∗m

σm

y′(t)

1 + y(t)
dt (2.33)

e

−
∫ s∗m

σm

y′(t)

1 + y(t)
dt = − ln(1 + y(s∗m)) + ln(1 + y(σm)) = − ln(1 + y(s∗m)) (2.34)

Dessa forma, as desigualdades (2.31), (2.32), (2.33) e (2.34) mostram que

− ln(1 + y(s∗m)) ≤
∫ s∗m

ηm

b(t)eu1
∫ σm
t−r bτdτdt+ u1

∫ ηm

σm

b(t)dt−
∫ s∗m

ηm

b(t)dt (2.35)

Além disso, utilizando (2.30), obtém-se que

− ln(1 + y(s∗m)) ≤
∫ s∗m

ηm

b(t)eu1(
∫ t
t−r b(τ)dτ−

∫ t
σm

b(τ)dτ)dt

+ u1

(
3

2
− ln(1 + u1)

u1

)
−
∫ s∗m

ηm

b(t)dt.

(2.36)
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De acordo com (2.7), segue que

− ln(1 + y(s∗m)) ≤ e
3
2
u1

∫ s∗m

ηm

b(t)e−u1
∫ t
σm

d(τ)dτdt

+ u1

(
3

2
− ln(1 + u1)

u1

)
−
∫ s∗m

ηm

b(t)dt.

(2.37)

A solução da primeira integral do lado direito é obtida a partir da substituição v =

−u1

∫ t
σm
b(τ)dτ , dv = −u1b(t)dt e, dessa forma,

∫ s∗m

ηm

b(t)e−u1
∫ t
σm

d(τ)dτdt = − 1

u1

[
e−u1

∫ s∗m
σm

b(τ)dτ − e−u1
∫ ηm
σm

b(τ)dτ
]
.

Voltando a (2.37),

− ln(1 + y(s∗m)) ≤ −e
3
2
u1

u1

[
e−u1

∫ s∗m
σm

b(τ)dτ − e−u1
∫ ηm
σm

b(τ)dτ
]

+ u1

(
3

2
− ln(1 + u1)

u1

)
−
∫ s∗m

ηm

b(t)dt

=
e

3
2
u1

u1

[
e−u1

∫ ηm
σm

b(τ)dτ − e−u1
∫ s∗m
σm

b(τ)dτ
]

+ u1

(
3

2
− ln(1 + u1)

u1

)
−
∫ s∗m

ηm

b(t)dt.

De (2.30), segue que

− ln(1 + y(s∗m)) ≤ e
3
2
u1

u1

[
e−

3
2
u1+ln(1+u1) − e−u1

∫ s∗m
σm

b(τ)dτ
]

+ u1

(
3

2
− ln(1 + u1)

u1

)
−
∫ s∗m

ηm

b(t)dt

=
1

u1

[
1 + u1 − e

3
2
u1−u1

∫ s∗m
σm

b(τ)dτ
]

+ u1

(
3

2
− ln(1 + u1)

u1

)
−
∫ s∗m

ηm

b(t)dt.

Utilizando o fato que e−x < 1− x quando x > 0 na desigualdade acima, segue que

− ln(1 + y(s∗m)) ≤ 1

u1

[
1 + u1 − 1− 3

2
u1 + u1

∫ s∗m

σm

b(τ)dτ

]
+ u1

(
3

2
− ln(1 + u1)

u1

)
−
∫ s∗m

ηm

b(t)dt

= 1− 3

2
+

∫ s∗m

ηm

b(t)dt+ u1

(
3

2
− ln(1 + u1)

u1

)
−
∫ s∗m

ηm

b(t)dt.
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Aplicando (2.30) novamente,

− ln(1 + y(s∗m)) ≤ −1

2
+

3

2
− ln(1 + u1)

u1

+ u1

(
3

2
− ln(1 + u1)

u1

)
=

3

2
u1 + 1−

(
1 + u1

u1

)
ln(1 + u1).

(2.38)

A�rmação 4: para u > 0, segue que

(1 + u) ln(1 + u)− u =

∫ u

0

(∫ x

0

dy

1 + y

)
dx.

De fato, ∫ x

0

dy

1 + y
= ln(1 + x),

logo, ∫ u

0

(∫ x

0

dy

1 + y

)
dx =

∫ u

0

ln(1 + x)dx.

Resolvendo a integral do lado direito, prova-se a A�rmação 4.

Além disso, para u > 0 tem que
1

1 + u
> (1 − u). De fato, se existisse u > 0 tal que

1

1 + u
≤ (1− u), 1 ≤ 1− u2 deveria ser verdadeiro, o que não ocorre.

Dessa forma, da A�rmação 4 e do argumento acima decorre que

(1 + u) ln(1 + u)− u =

∫ u

0

(∫ x

0

dy

1 + y

)
dx >

∫ u

0

∫ x

0

(1− y)dydx

=
u2

2
− u3

6
.

(2.39)

Utilizando (2.39) com u1 no lugar de u e dividindo os dois lados por −u1:

1−
(

1 + u1

u1

)
ln(1 + u1) < −u1

2
+
u2

1

6
.

Somando-se 3
2
u1 à desigualdade acima e aplicando o resultado obtido a (2.38) a

A�rmação 3 está provada:

− ln(1 + y(s∗m)) ≤ 3

2
u1 + 1−

(
1 + u1

u1

)
ln(1 + u1) <

u1

2
+
u2

1

6
.
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Fazendo ε→∞ e m→∞, conclui-se que

− ln(1− v) ≤ u+
1

6
u2

E, com α =
1

6
, pelo Lema 2.1, a prova do Teorema 2.2 está �nalizada.

Teorema 2.3. Assuma que (H1) e (H2) estejam satisfeitas. Então, as soluções x(t) do

P.V.I (2.1), (2.2) satisfazem:

lim
t→∞

x(t) = x∗,

onde x∗ = l−1.

Prova: O caso em que x(t) é não oscilatória foi provado no Teorema 2.1. Dessa forma,

basta analisar o caso em que x(t) é solução oscilatória em torno de x∗.

Considere a mudança de variáveis y =
x− x∗
x∗

. Então, y(t) é solução de (2.8).

De�na

lim inf
t→∞

y(t) = −v e lim sup
t→∞

y(t) = u.

Então, 0 ≤ v < 1 e 0 ≤ u <∞.

Tome ε > 0 e T > 0 tais que

−v − ε ≤ y(t) ≤ u+ ε, ∀ t > T. (2.40)

Para provar o teorema, basta mostrar que u = v = 0.

Caso 1: v ≤ u.

Considere {tn} ⊂ R uma sequência tal que

tn − r > T, ẏ(tn) = 0, y(tn) > 0. lim
n→∞

tn =∞ e lim
t→∞

y(tn) = u.

De acordo com (2.8), L(ytn) = 0.

Note que, de acordo com o Teorema 2.1 sabe-se que y é limitada. Além disso, (2.8) in-

dica que y é limitada. Logo, y é Lipschitz. Mais ainda, ytn é equicontínua e uniformemente
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limitada. Sendo assim, o Teorema de Ascoli garante que ytn possui uma subsequência,

aqui representada com a mesma notação, tal que ytn converge para alguma ϕ ∈ C

Como L(ytn) = 0, para todo tn, segue que L(ϕ) = 0. Por outro lado, a equação (2.40)

juntamento com o fato de que v ≤ u implicam que

|ytn|C = sup
s∈[0,∞)

|ytn(s)| ≤ u+ ε.

Como ε é arbitrário, fazendo n→∞ segue que

|ϕ|C ≤ u = ϕ(0).

Da hipótese (H2) conclui-se que u = v = 0.

Caso 2: v ≥ u.

A prova é análoga à do Caso 1. Basta considerar uma sequência {sn} ⊂ R tal que

sn − r > T, ẏ(sn) = 0, y(sn) < 0, lim
n→∞

sn =∞ e lim
t→∞

y(sn) = −v.

Lema 2.2. Considere a equação (2.1), com b : R → R uma função contínua positiva e

suponha que as hipóteses (H1)(ii) e (H2) estejam satisfeitas. De�na x∗ = l−1 e considere

x(t) = x(ϕ)(t) solução de (2.1). Suponha que x(t) está de�nida em I = (a,∞), com

a ∈ R ou a = −∞ e que existam K > 0, t0 > a+ r tais que x(t) satisfaz:

|x(t)− x∗| ≤ K, para t ∈ (a, t0].

Então,

|x(t)− x∗| ≤ K, para t ∈ [t0,∞).

Prova : Suponha que exista t1 > t0 tal que |x(t1)− x∗| > K. De�na

T = min{t ∈ [t0, t1] : |x(t)− x∗| = sup
t0≤s≤t1

|x(s)− x∗|}.
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Então T ∈ (t0, t1] e |x(s)− x∗| < |x(T )− x∗|,∀ s ∈ (t0, T ). Logo,

|x(s)− x∗| ≤ K < |x(T )− x∗|,∀ s ∈ (a, t0].

Em particular,

|x(s)− x∗| < |x(T )− x∗|,∀ s ∈ (a, T ).

Se x(T )− x∗ > 0, então |x(s)− x∗| < x(T )− x∗,∀ s ∈ (a, T ), o que implica que,

x(s)− x∗ < x(T )− x∗, ∀ s ∈ (a, T ).

Logo, x(s) < x(T ),∀ s ∈ (a, T ), mostrando que ẋ(T ) ≥ 0. Por outro lado, (H2)

implica que

ẋ(T ) = −b(T )x(T )L(xT − x∗) < 0,

gerando uma contradição.

Se x(T )− x∗ < 0, então |x(s)− x∗| < x∗ − x(T ),∀ s ∈ (a, T ), o que implica que,

x∗ − x(s) < x∗ − x(T ), ∀ s ∈ (a, T ).

Logo, x(s) > x(T ),∀ s ∈ (a, T ), mostrando que ẋ(T ) ≤ 0. Por outro lado, (H2)

implica que

ẋ(T ) = −b(T )x(T )L(xT − x∗) > 0,

fornecendo outra contradição.

Sendo assim, conclui-se que

|x(t)− x∗| ≤ K, ∀ t ∈ [t0,∞).

Lema 2.3. Seja x∗ = l1. Assuma que (H1) e (H2) estejam satisfeitas. Se x(t) = x(ϕ)(t)

for uma solução global de (2.1) que é limitada em (−∞,∞) e limitada inferiormente longe
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do zero, então

lim
t→∞

x(t) = x∗

Prova : Considere a mudança de variáveis y =
x− x∗
x∗

. Então y(t) é solução de (2.8)

em R com

−1 < m ≤ y(t) ≤M,∀ t ∈ R.

Se y(t) < 0 para todo t ∈ (−∞, T0] e algum T0 ∈ R, como L é positivo, segue que y(t)

é não decrescente em (−∞, T0] e, assim, existe c tal que

c = lim
t→−∞

y(t) < 0.

Para t ≤ T1, −T1 > 0 su�cientemente grande, segue que L(yt) ≤
1

2
lc e, assim,

ẏ(t) ≥ −1

2
(1 + y(t))β0c.

Integrando a expressão acima de t a T1,

ln(1 + y(T1))− ln(1 + y(t)) ≥ −1

2
β0c(T1 − t), t ≤ T1,

o que implica que

1 + y(T1) ≥ e−
1
2
β0c(T1−t) (1 + y(t)) , t ≤ T1.

Note que o lado direito tende a ∞ quando t → ∞, contradizendo o fato de y ser

limitada.

O caso em que y(t) > 0, t ∈ (∞, T0] para algum T0 ∈ R também não ocorre.

Assim, y(t) é oscilatória perto de −∞, isto é, y(t) é oscilatória.

A prova que limt→−∞ y(t) = 0 é análoga à do Teorema 2.3, bastando substituir a

função y(t) pela z(t) = y(−t).

Teorema 2.4. Assuma que (H1) e (H2) estejam satisfeitas. Então, a única solução de

(2.1) que é de�nida em R, limitada e limitada inferiormente longe do zero é a solução
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constante x(t) = x∗, onde x∗ = l−1.

Prova : Seja x(t) solução global de (2.1) que é limitada iferiormente longe do zero e

limitada.

Segundo o Lema 2.3, tem-se limt→∞ x(t) = x∗.

Assim, para ε > 0 arbitrário existe t0 = t0(ε) tal que

|x(t)− x∗| ≤ ε,∀ t ≥ t0.

Por outro lado, o Lema 2.2 garante que

|x(t)− x∗| ≤ ε,∀ t ∈ R.

E, portanto,

lim
t→∞

x(t) = x∗.

Corolário 2.2.1. Considere a equação diferencial funcional escalar autônoma,

ẋ(t) = b0x(t)[1− L(xt)], (2.41)

onde b0 > 0 e L : C → R é um operador linear positivo não nulo. Assuma que L satisfaz

(H2).

Então, todas as soluções x(ϕ)(t) de (2.41) com condição inicial ϕ como em (2.2),

tendem a x∗ quando t tende a in�nito, onde x∗ = l−1.

Além disso, x∗ é a única solução global de (2.41) que é limitada inferiormente longe

do zero e limitada em R.
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2.3 Exemplo

Exemplo 1. Considere a seguinte equação diferencial com retardo escalar, com um nú-

mero �nito de retardos

ẋ(t) = x(t)

[
α− b0x(t)−

n∑
i=1

bix(t− ri)

]
, (2.1)

onde todas as constantes α, bi, ri, i = 0, . . . , n, são positivas.

Se b0 >
∑n

i=1 bi então (H1) e (H2*) estão satisfeitas e x∗ = α (
∑n

i=0 bi)
−1 é um

equilíbrio globalmente estável.

Do Teorema 2.4, x∗ é a única solução global de (2.42) que é limitada e limitada

inferiormente longe do zero.





Capítulo

3

Equação não autônoma com linearidade

positiva

Este capítulo destina-se ao estudo da equação logística retardada com uma linearidade

não autônoma. Considerando-se certas condições, será mostrado que todas as soluções

positivas dessa equação tendem ao equilíbrio positivo x∗ quando t tende ao in�nito.

3.1 Equação Logística Retardada com uma linearidade

não autônoma

Considere a Equação Logística Não Autônoma e retardada

ẋ(t) = b(t)x(t)[a(t)− L(t, xt)]. (3.1)

Para ϕ ∈ C, considere o P.V.I. (3.1) com condição inicial

x0 = ϕ com ϕ(θ) ≥ 0, θ ∈ [−r, 0) e ϕ(0) > 0. (3.2)

Ao longo deste capítulo, também serão consideradas as seguintes hipóteses:

(H1) (i) b : R → R é uma função contínua e existem constantes β0 e β0 tais que
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0 < β0 ≤ b(t) ≤ β0,∀ t ∈ R.

(ii) L : C → R é um operador linear positivo com l := ‖L‖ > 0.

(H2) Para toda ϕ ∈ C tal que |ϕ|C = ϕ(0) > 0, segue que L(ϕ) > 0.

(H2*) Existe uma constante d ∈ (0, 1) tal que se ϕ ∈ C, ϕ(0) > 0 e L(ϕ) = 0, então

ϕ(0) ≤ d|ϕ|C .

(A1) a : R→ R e b : R→ R funções contínuas e existem constantes β0, β0 tais que

0 < β0 ≤ b(t) ≤ β0, ∀ t ∈ R.

(A2) O operador L(t, ·) é linear e positivo para todo t ∈ R.

(A3) Para todo M > 0, a função

(t, ϕ) 7→ a(t)− L(t, ϕ)

é uniformemente limitada para (t, ϕ) ∈ R× C, |ϕ|C ≤M .

(A4) Existe um α0 > 0 tal que

L(t, 1) = ‖L(t, .)‖ ≥ α0,∀ t ∈ R.

(A5) Para toda ϕ ∈ C, existe o limt→∞ L(t, ϕ) e é de�nido por

lim
t→∞

L(t, ϕ) := L(ϕ).

Observação 2. A hipótese (A3) leva à conclusão de que a(t) é necessariamente limitada

em R, já que a(t) pode ser vista como:

a(t) = a(t)− L(t, 0).

Sendo assim, pode-se dizer que |a(t)| ≤Ma, para algum Ma > 0.
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Além disso, (A3) também garante a limitação uniforme de L(t, ·) para todo t ∈ R.

Basta observar que

L(t, ϕ) = a(t)− (a(t)− L(t, ϕ)).

3.2 Resultados importantes

Lema 3.1. Assumindo verdadeiras as hipóteses (A1) − (A3), obtem-se que a solução

x(ϕ)(t) de (3.1), (3.2) é positiva e de�nida em [0,∞).

Prova: Sendo x(t) = x(ϕ)(t) solução do P.V.I. (3.1), (3.2) e considerando a troca de

variáveis: y(t) =
x(t)− x∗

x∗
, y(t) se torna solução de

ẏ(t) = b(t)(y(t) + 1)[a(t)− x∗L(t, yt)− x∗L(t, 1)]. (3.3)

Integrando (3.3) de 0 a t:

∫ t

0

ẏ(s)

y(s) + 1
ds =

∫ t

0

b(s)[a(s)− x∗L(s, ys)− x∗L(s, 1)]ds.

Resolvendo-se o lado esquerdo da expressão acima, obtém-se que

ln(y(t) + 1)− ln(y(0) + 1) =

∫ t

0

b(s)[a(s)− x∗L(s, ys)− x∗L(s, 1)]ds,

logo,

y(t) =

(
1− ϕ(0)− x∗

x∗

)
e
∫ t
0 b(s)[a(s)−x∗L(s,ys)−x∗L(s,1)]ds − 1.

ou seja, y(t) > −1, para todo t positivo, o que permite concluir que

x(t) > 0, para todo t ≥ 0.

Os dois lemas a seguir serão de grande utilidade para garantir, sob certas condições,

a limitação da solução.
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Lema 3.2. Considere a equação

ẋ = xf(t, x) (3.4)

e suponha que f em (3.4) satisfaz as hipóteses (B1)-(B3), onde:

(B1) A função f é contínua e diferenciável com respeito a x em R2
+0 e

∂f

∂x
é contínua em

R2
+0.

(B2) A função
∂f

∂x
≤ 0 em R2

+0.

(B3) Para constantes β ≥ 0 e k > 0 tem-se

(i) f(t, k) ≤ β para t ≥ 0,

(ii)
∫ t+1

t
f(s, k)ds ≤ 0 para t ≥ 0.

Dado qualquer ξ > 0, o problema de valor inicial

ẋ = xf(t, x), x(0) = ξ. (3.5)

tem uma única solução que existe para todo t ≥ 0. Se 0 < ξ ≤ k, então

0 < x(t) ≤ keβ para t ≥ 0, (3.6)

e se ξ > k existe um τ ≥ 0 tal que

0 < x(t) ≤ ξeβ para t ≥ τ. (3.7)

Prova: A existência local e a unicidade da solução x(t) são garantidas pela hipótese

(B1). Como a função nula é uma solução de (3.4), a solução de (3.5) satisfaz x(t) > 0 em

seu intervalo maximal de existência.

Suponha que ξ > k. Então, ou x(t) > k para todo t ≥ 0 para os quais x(t) existe ou

existe um τ > 0 tal que x(τ) ≤ k.

Caso 1: x(t) > k onde a solução existe. Tome t ≥ 0 e N o inteiro não negativo tal que

N ≤ t < N + 1.
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Integrando (3.4) de 0 a t, segue que

∫ t

0

ẋ(s)

x(s)
ds ≤

∫ t

0

f(s, x(s))ds.

E, assim,

ln(x(t))− ln(x(0)) ≤
∫ t

0

f(s, x(s))ds,

logo,

ln(x(t)) ≤ ln(ξ) +

∫ t

0

f(s, x(s))ds.

Portanto,

x(t) ≤ ξ exp

∫ t

0

f(s, x(s))ds

= ξ exp

(∫ 1

0

f(s, x(s))ds+ . . .+

∫ N

N−1

f(s, x(s))ds+

∫ t

N

f(s, x(s))ds

)
≤ ξ exp

∫ t

N

f(s, x(s))ds.

A função f é decrescente. Logo, x(s) > k implica que f(s, x(s)) < f(s, k) e, assim,∫ t
N
f(s, x(s))ds <

∫ t
N
f(s, k)ds. Aplicando na desigualdade acima, juntamente com a

hipótese (B3)(i), obtém-se que

x(t) ≤ ξeβ(t−N) ≤ ξeβ,

pois t−N ≤ 1.

Portanto, 0 < k < x(t) ≤ ξeβ para todo t ≥ 0 onde x(t) existe. Consequentemente,

x(t) existe para todo t ≥ 0 e (3.7) é obtida tomando τ = 0.

Caso 2: existe τ > 0 tal que x(τ) ≤ k.

Suponha que exista T > τ tal que x(T ) > keβ. De�na

t1 = sup{t : x(t) = k, τ ≤ t ≤ T}.

Então, τ ≤ t1 ≤ T , x(t1) = k, e x(t) > k, t1 < t ≤ T .
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A�rmação : T − t1 < 1.

De fato, se T − t1 ≥ 1, então T > t1 + 1 e x(t) > k, para t1 < t ≤ t1 + 1.

Integrando (3.5) de t1 a t1 + 1, obtém-se que

x(t1 + 1) = xt1e
∫ t1+1
t1

f(s,x(s)ds).

Logo,

k < x(t1 + 1) = x(t1)e
∫ t1+1
t1

f(s,x(s))ds ≤ ke
∫ t1+1
t1

f(s,k)ds ≤ k,

fornecendo uma contradição.

Portanto, T − t1 < 1 e, assim,

keβ < x(T ) = x(t1) exp

∫ T

t1

f(s, x(s))ds ≤ k exp

∫ T

t1

f(s, k)ds ≤ keβ(T−t1) ≤ keβ

outra contradição. Esse argumento estabelece que não existe tal T > τ que satisfaça

x(T ) > keβ.

Portanto,

x(t) ≤ keβ < ξ,

concluindo a prova de (3.6).

O caso em que ξ ≤ k. é análogo ao Caso 2, considerando agora τ = 0.

Lema 3.3. Suponha que f em (3.4) satisfaz (B1), (B2) e (B4), onde:

(B4) Para constantes α ≥ 0 e 0 < δ ≤ k,

(i) f(t, δ) ≥ −α para t ≥ 0,

(ii)
∫ t+1

t
f(s, δ)ds ≥ 0 para t ≥ 0.

Se ξ ≥ δ, então a solução de (3.5) satisfaz

x(t) ≥ δe−α para t ≥ 0. (3.8)
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E, se 0 < ξ < δ, então existe um τ ≥ 0 tal que a solução de (3.5) satisfaz

x(t) ≥ ξe−α para t ≥ τ. (3.9)

A prova é análoga à do lema anterior.

Teorema 3.1. Assuma que (A1) − (A4) estejam satisfeitas e que, para algum δ > 0,

tem-se a(t) ≥ δ para t su�cientemente grande. Então, as soluções x(ϕ)(t) de (3.1), (3.2)

estão de�nidas, são limitadas em [0,∞) e limitadas inferiormente longe do zero.

Prova: Para x(t) = x(ϕ)(t), t ≥ 0, a desigualdade

ẋ(t) ≤ γ(t)x(t), (3.10)

é válida para γ(t) = a(t)b(t).

Integrando (3.10) de t0 a t, com 0 ≤ t0 ≤ t, segue que

∫ t

t0

ẋ(s)

x(s)
ds ≤

∫ t

t0

γ(s)ds,

o que implica que

ln(x(t))− ln(x(t0)) ≤
∫ t

t0

γ(s)ds.

Logo,

ln(x(t0)) ≥ ln(x(t))−
∫ t

t0

γ(s)ds.

Portanto,

x(t0) ≥ x(t)e
−
∫ t
t0
γ(s)ds

, 0 ≤ t0 ≤ t. (3.11)

A Observação 1 garante a limitação de a(t). Além disso, (A1) mostra que b também é

limitada em R. Sendo assim, γ(t) é limitada em R e é possível tomar m real de tal forma

tal que

sup
θ∈[−r,0]

∫ t

t+θ

γ(s)ds ≤ m, t ≥ 0. (3.12)
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Assim (3.11) e (3.12) implicam que xt(θ) ≥ x(t)e−m, para −r ≤ θ ≤ 0. E, de (3.1),

ẋ(t) ≤ b(t)x(t)[a(t)− L(t, x(t)e−m)] = b(t)x(t)[a(t)− L(t, 1)x(t)e−m]

= x(t)[γ(t)− g(t)x(t)],

onde g(t) = b(t)L(t, 1)e−m é uma função contínua e satisfaz:

0 < α0β0e
−m ≤ b(t)L(t, 1)e−m ≤ β0c0e

−m,

já que as hipóteses (A1) e (A4) estão satisfeitas.

O Lema 3.2 permite concluir que x está de�nida e é limitada em [0,∞). Para que

ele possa ser aplicado, basta conferir que suas seguintes hipóteses, relativas à f(t, y) =

γ(t)− g(t)y e g(t) estão satisfeitas.

1. Inicialmente, nota-se que f é contínua, tendo em vista a continuidade das funções a,

b e g. Além disso, f é diferenciável com respeito a y e ∂f
∂y

(t, y) = −g(t) é contínua

em R2
+0.

2. A derivada ∂f
∂y

(t, y) = −g(t) ≤ 0, pois, g(t) = b(t)L(t, 1)e−m ≥ 0 para todo t ≥ 0.

3. Dadas as constantes β ≤ 0 e k > 0, onde β = β0Ma e k ≥
Mae

mβ0

α0β0

, tem-se

f(t, k) = γ(t)− g(t)k ≤ a(t)β0 − α0β0e
−mk ≤ a(t)β0 ≤ β.

Além disso, ∀ t ≥ 0,

∫ t+1

t

f(s, k)ds =

∫ t+1

t

(γ(s)− kg(s))ds ≤ β0Ma − kα0β0e
−m ≤ 0.

Seja K como na hipótese (A3), isto é, |a(t) − L(t, ϕ)| ≤ K, ∀ t ≥ 0. Então, a(t) −

L(t, ϕ) ≥ −K, ∀ t ≥ 0. Dessa forma, de (3.1) e de (A1) para t ≥ 0 vale

ẋ(t) ≥ −b(t)x(t)K ≤ −Kβ0x(t). (3.13)
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Integrando (3.13) de t+ θ a t, com θ ∈ [−r, 0],

∫ t

t+θ

ẋ(s)

x(s)
ds ≥ −

∫ t

t+θ

Kβ0ds,

logo,

ln(x(t))− ln(x(t+ θ)) ≥ −Kβ0θ,

permitindo concluir que

x(t+ θ) ≤ x(t)e−Kβ
0θ ≤ x(t)eKβ

0r,

ou seja,

xt(θ) ≤ x(t)eβ
0Kr, para θ ∈ [−r, 0] e t ≥ r.

De�nindo h(t) = eKrβ
0
b(t)L(t, 1) e utilizando (3.1), segue que

ẋ(t) ≥ x(t)[γ(t)− h(t)x(t)].

Além disso, por hipótese, a(t) ≥ δ para t su�cientemente grande, o que implica que,

γ(t) ≥ δβ0 > 0. Aplicando o Lema 3.3 conclui-se que x(t) é limitada inferiormente longe

do zero.

Teorema 3.2. Assuma que as hipóteses (A1)-(A5) são verdadeiras e que:

(i) a(t)→ a0 quando t→∞.

(ii) L em (A5) satisfaz (H2). Então,

lim
t→∞

x(t) = x∗

onde x(t) = x(ϕ)(t) é a solução do PVI (3.1), (3.2) e x∗ = a0
‖L‖

Prova: Sendo x(t) solução de (3.1), (3.2) e, através da mudança de variáveis y(t) =
x(t)− x∗

x∗
, y(t) é solução de (3.3). A demonstração pode ser dividida em dois casos:



62 Equação não autônoma com linearidade positiva

Caso 1: Suponha que y(t) seja eventualmente monótona, isto é, que exista T ∈ R tal

que y(t) seja monótona quando t ≥ T .

O Teorema 3.1 a�rma que y(t) é limitada em [0,∞) e limitada inferiormente longe de

zero. Dessa forma, a monotonicidade eventual de y garante a existência de c tal que

lim
t→∞

y(t) = c. (3.14)

Caso 1.1: Suponha que c > 0.

Fixe ε > 0 su�cientemente pequeno de tal maneira que

c− ε > 0 e ε+ a0[ε− (c− ε)(1− ε)] < 0. (3.15)

As hipóteses (i), (A5) e (3.15) garantem que existe T1 de tal forma que

y(t) ≥ c− ε, ∀t ≥ T1 − r,

a(t) ≤ a0 + ε e L(t, 1) ≥ ‖L‖(1− ε), ∀t ≥ T1 (3.16)

Dessa forma, para t ≥ T1, integrando (3.1) de T1 a t:

∫ t

T1

ẏ(s)

y(s) + 1
ds =

∫ t

T1

b(s)[a(s)− x∗L(s, ys)− x∗L(s, 1)]ds

logo,

ln(y(t) + 1)− ln(y(T1) + 1) =

∫ t

T1

b(s)[a(s)− x∗L(s, ys)− x∗L(s, 1)]ds,

mostrando que

y(t) + 1 ≤ (y(T1) + 1)e
∫ t
T1
b(s)[a(s)−x∗L(s,ys)−x∗L(s,1)]ds

≤ (y(T1) + 1)eβ0[ε+a0[ε−(c−ε)(1−ε)](t−T1), t ≥ T1.

Fazendo t→∞, conclui-se que c ≤ −1, o que contraria o fato de que c > 0.

Caso 1.2: Ao supor-se c < 0, chega-se a uma contradição de maneira análoga à do

Caso 1.1.
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Portanto c = 0 e o resultado está provado.

Caso 2: Suponha que y(t) não seja eventualmente monótona. De�na

lim inf
t→∞

y(t) = −v lim sup
t→∞

y(t) = u.

O Teorema 3.1 a�rma que y é limitada em [0,∞) e limitada inferiormente longe de

zero, logo −1 < −v ≤ u <∞.

Fixe ε > 0 e considere T > 0 tal que

−v − ε ≤ y(t) ≤ u+ ε, t > T (3.17)

Para concluir a prova do teorema, basta mostrar que u = v = 0. Para isso, suponha

que |v| ≤ u e tome (tn) ⊂ R uma sequência tal que

tn − r > T, y′(tn) = 0, y(tn) > 0, lim
n→∞

y(tn) = u e lim
n→∞

tn =∞.

Então

y′(tn) = b(tn)(y(tn) + 1)[a(tn)− x∗L(tn, ytn)− x∗L(tn, 1)] = 0,

logo,

a(tn)− x∗L(tn, ytn)− x∗L(tn, 1) = 0

As funções y e ẏ são limitadas. Sendo assim, y é Lipschitz e, portanto, ytn é equicontí-

nua e uniformemente limitada. O Teorema de Ascoli garante que ytn possui subsequência,

aqui representada com a mesma notação, de tal forma que ytn → ϕ, para alguma ϕ ∈ C.

Como y(tn)→ u, pela unicidade do limite, segue que ϕ(0) = u. Por outro lado,

0 = a(tn)− x∗L(tn, ytn)− x∗L(tn, 1)

= a(tn)− x∗L(tn, ytn)− x∗L(tn, 1)− x∗L(tn, ϕ) + x∗L(tn, ϕ)

= [a(tn)− x∗L(tn, 1)]− x∗[L(tn, ytn)− L(tn, ϕ)]− x∗L(tn, ϕ).



64 Equação não autônoma com linearidade positiva

Fazendo n → ∞, segue que L(ϕ) = 0; pois a(tn) → a0, L(tn, ϕ) → L(ϕ), L(tn, 1) →

L(1) = ‖L‖ e x∗ = a0
‖L‖ .

De (3.17) e da hipótese |v| ≤ u, segue que

|ytn|C = sup
s∈[0,∞)

|ytn(s)| ≤ u+ ε.

Fazendo n→∞ obtém-se:

|ytn|C → |ϕ|C ≤ u+ ε

e, como ε é arbitrário, conclui-se que

|ϕ|C ≤ u = ϕ(0).

Da hipótese (H2), u = |ϕ|C = 0, o que implica que v = 0.

Para o caso em que |u| ≤ v, a demonstração segue da mesma forma. Basta agora

considerar (sn) ⊂ R uma sequência tal que

sn − r > T, y′(sn) = 0, y(sn) < 0, lim
n→∞

y(sn) = −v e lim
n→∞

sn =∞.

O corolário a seguir pode ser visto como um caso particular de (3.1), sob as hipóteses

(A1)-(A5).

Corolário 3.2.1. Considere a equação diferencial funcional:

ẋ(t) = x(t)[a(t)− h(t)S(xt)], (3.18)

onde a, h : R → R são funções contínuas, L : C → R é um operador linear positivo não

nulo e existem constantes α0, α0, β0 e β0 tais que

α0 ≤ a(t) ≤ α0, e 0 < β0 ≤ h(t) ≤ β0,∀ t ∈ R.
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Então, todas as soluções x(ϕ)(t) do P.V.I. (3.18), (3.2) são limitadas em [0,∞) e

limitadas inferiormente longe do zero. Além disso, se

lim
t→∞

a(t) = a0, lim
t→∞

h(t) = h0

e L satisfaz (H2), então

lim
t→∞

x(ϕ)(t) = x∗,

onde x∗ =
a0

h0‖S‖
.





Capítulo

4

Equação autônoma com linearidade não

positiva

Este capítulo aborda um caso mais geral da equação (2.1), na qual o operador L :

C → R é linear, não nulo e limitado, mas não necessariamente positivo. Para esse tipo

de equação, será desenvolvido um importante teorema visando garantir a estabilidade

assintótica, o qual poderá ser aplicado em casos em que não há a possibilidade de se

utilizar técnicas usualmente empregadas, tal como o Método de Liapunov.

4.1 Equação Logística Retardada com uma linearidade

autônoma não positiva

Considere a equação (2.1) e η : [−r, 0] → R uma função de variação limitada de tal

forma que, para ϕ ∈ C,

L(ϕ) =

∫ 0

−r
ϕ(θ)dη(θ).

Dessa forma, é possível decompor η = η1 − η2, onde as funções ηi : [−r, 0] → R,

i = 1, 2, são não decrescentes, o que é sempre possível já que η é de variação limitada.
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Logo, L pode ser visto como:

L(ϕ) = L1(ϕ)− L2(ϕ), ϕ ∈ C,

onde os operadores L1 e L2 são lineares, positivos e da forma

Li(ϕ) =

∫ 0

−r
ϕ(θ)dηi(θ), i = 1, 2.

A partir daí, a equação (2.1) se torna da forma:

ẋ(t) = b(t)x(t)[1− L1(xt) + L2(xt)]. (4.1)

Note que (4.1) tem um equilíbrio positivo dado por

x∗ =
1

‖L1‖ − ‖L2‖
⇔ ‖L1‖ > ‖L2‖

Além disso, bem como nos capítulos anteriores, serão consideradas condições iniciais

admissíveis

x0 = ϕ tal que ϕ(θ) ≥ 0, θ ∈ [−r, 0) e ϕ(0) > 0, (4.2)

e as hipóteses

(H1) (i) b : R → R é uma função contínua e existem constantes β0 e β0 tais que

0 < β0 ≤ b(t) ≤ β0,∀ t ∈ R.

(ii) L : C → R é um operador linear positivo com l := ‖L‖ > 0.

(H2) Para toda ϕ ∈ C tal que |ϕ|C = ϕ(0) > 0, segue que L(ϕ) > 0.

(H2*) Existe uma constante d ∈ (0, 1) tal que se ϕ ∈ C, ϕ(0) > 0 e L(ϕ) = 0, então

ϕ(0) ≤ d|ϕ|C .

Observação 3. Quando a hipótese (H2) for satisfeita, necessariamente tem-se ‖L1‖ >

‖L2‖. De fato, tomando ϕ ∈ C tal que ϕ ≡ 1, segue que |ϕ|C = 1 = ϕ(0) > 0. Assim, de



4.2 Resultados importantes 69

(H2), L(ϕ ≡ 1) > 0. Logo,

L(1) =

∫ 0

−r
dη1(θ)−

∫ 0

−r
dη2(θ) = ‖L1‖ − ‖L2‖ > 0.

Consequentemente, a solução x(ϕ)(t) de (4.1), (4.2) é positiva para t ≥ 0 no intervalo

maximal de existência.

4.2 Resultados importantes

Teorema 4.1. Considere L = L1 − L2, onde L1 e L2 são operadores lineares positivos.

Assuma que as hipóteses (H1)(i) e (H2) estejam satisfeitas. Então, as soluções x(t) =

x(ϕ)(t) de (4.1) estão de�nidas, são limitadas em [0,∞) e são limitadas inferiormente

longe do zero. Mais ainda,

lim
t→∞

x(t) = x∗,

onde x∗ =
1

‖L1‖ − ‖L2‖
é o único equilíbrio positivo de (4.1).

Prova: Tome x(t) = x(ϕ)(t) solução do P.V.I. (4.1), (4.2) de�nida em I = [−r, a),

onde a ∈ R ou a = +∞. Fixe t0 ∈ [0, a) e de�na k = max−r≤t≤t0 |x(t)−x∗|. Dessa forma,

|x(t)− x∗| ≤ k,∀ t ∈ [−r, t0]. (4.3)

Pelo Lema 4.5, segue que |x(t)− x∗| ≤ k,∀ t ∈ I.

Suponha que exista t1 ∈ (t0, a) tal que |x(t1)− x∗| > k. De�na

T = min{t ∈ [t0, t1] : |x(t)− x∗| = sup
t0≤s≤t1

|x(s)− x∗|}

Assim, T ∈ (t0, t1] e

|x(s)− x∗| < |x(T )− x∗|,∀ s ∈ (t0, T ). (4.4)

Dessa forma, de (4.3) e (4.4) segue que |x(s) − x∗| ≤ k < |x(T ) − x∗|,∀ s ∈ [−r, t0].
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Logo,

|x(s)− x∗| < |x(T )− x∗|,∀ s ∈ [−r, T ).

Se |x(T ) − x∗| > 0, então |x(s) − x∗| < x(T ) − x∗, ∀ s ∈ [−r, T ). Logo, x(s) − x∗ <

x(T )−x∗,∀s ∈ [−r, T ), mostrando que x(s) < x(T ),∀ s ∈ [−r, T ). Portanto, ẋ(T ) ≥ 0, o

que contradiz a hipótese (H2), pois (H2) implica que L(xT −x∗) = L1(xT −x∗)−L2(xT −

x∗)] > 0, já que x(T )− x∗ > 0. Logo,

ẋ(T ) = −b(T )x(T )[L1(xT − x∗)− L2(xT − x∗)] < 0.

Para o caso em que |x(T )− x∗| < 0, segue que |x(s)− x∗| < x∗ − x(T ), ∀ s ∈ [−r, T ).

Logo, x∗ − x(s) < x∗ − x(T ),∀ s ∈ [−r, T ), o que implica que x(s) > x(T ),∀ s ∈ [−r, T ),

mostrando que ẋ(T ) ≤ 0. Por outro lado, (H2) implica que L(xT − x∗) = L1(xT − x∗)−

L2(xT − x∗)] < 0, já que x(T )− x∗ < 0. Logo,

ẋ(T ) = −b(T )x(T )[L1(xT − x∗)− L2(xT − x∗)] > 0,

fornecendo uma contradição.

Então conclui-se que não existe tal t1, ou seja,

|x(T )− x∗| ≤ k,∀t ∈ I.

Sendo assim, obtém-se que x(t) está de�nida para todo t ≥ 0, é limitada em todo o

seu domínio e é limitada inferiormente longe do zero.

Para �nalizar a demonstração, falta provar que

lim
t→∞

x(t) = x∗.

Para isso, considere a troca de variáveis y =
x− x∗
x∗

.

Então, y(t) é solução de

ẏ(t) = −x∗b(t)(1 + y(t))[L1(yt)− L2(yt)]. (4.5)
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Caso 1: a função y(t) é eventualmente monótona.

Considere c = limt→∞ y(t).

Suponha que c > 0. Fixe ε > 0 tal que

ε <
c(‖L1‖ − ‖L2‖)
‖L1‖+ ‖L2‖

≤ c (4.6)

e tome T1 tal que

c− ε ≤ yt ≤ c+ ε,∀ t ≥ T1. (4.7)

Integrando (4.5) de T1 a t, obtém-se que:

∫ t

T1

ẏ(τ)

1 + y(τ)
d(τ) = −

∫ t

T1

x∗b(τ)[L1(yτ )− L2(yτ )]d(τ).

Assim,

ln(1 + y(t))− ln(1 + y(T1)) = −
∫ t

T1

x∗b(τ)[L1(yτ )− L2(yτ )]d(τ).

Logo,

y(t) = (1 + y(T1))e
−
∫ t
T1
x∗b(τ)[L1(yτ )−L2(yτ )]d(τ)

.

Para t ≥ T1, de (4.6) e (4.7), segue que:

L1(yt)− L2(yt) ≥ (c− ε)‖L1‖ − (c+ ε)‖L2‖ = c(‖L1‖ − ‖L2‖)− ε(‖L1‖+ ‖L2‖) > 0.

Sendo assim, para t ≥ T1, vale:

y(t) ≤ (1 + y(T1))e−x∗β0(t−T1)[c(‖L1‖−‖L2‖)−ε(‖L1‖+‖L2‖)] − 1.

Fazendo t→∞, conclui-se que c ≤ −1, contrariando a hipótese c > 0.

Ao supor-se que c < 0, procedendo de maneira análoga, chega-se também a uma

contradição. Dessa forma, pode-se concluir que c = 0.

Caso 2: y(t) não é eventualmente monótona.
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De�na

lim inf
t→∞

y(t) = −v e lim sup
t→∞

y(t) = u.

Então, 0 ≤ v < 1 e 0 ≤ u <∞. Note que a prova estará �nalizada ao mostrar-se que

u = v = 0.

Fixe ε > 0 e considere T > 0 tal que

−v − ε ≤ y(t) ≤ u+ ε, para t > T. (4.8)

Caso 2.1: v ≤ u.

Considere (tn) ⊂ R uma sequência tal que

tn − r > T, y′(tn) = 0, y(tn) > 0, lim
n→∞

y(tn) = u e lim
n→∞

tn =∞.

Então, de (4.5) segue que:

0 = ẏ(tn) = −x∗b(tn)(1 + y(tn))[L1(ytn)− L2(ytn)].

Logo,

L1(ytn)− L2(ytn) = 0. (4.9)

Segundo o Teorema 4.1 sabe-se que y é limitada. Além disso, de (4.5) percebe-se

que ẏ é limitada. Logo, y é Lipschitz. Mais ainda, ytn é equicontínua e uniformemente

limitada. Sendo assim, o Teorema de Ascoli garante que ytn possui uma subsequência,

aqui representada com a mesma notação, tal que ytn → ϕ, para alguma ϕ ∈ C.

De acordo com (4.9), L(ϕ) = 0. Por outro lado, analisandos-e (4.8) juntamente

com o fato de que v ≤ u, obtém-se que: |y(t)| ≤ u + ε, ∀ t > T . Logo, |ytn|C =

sups∈[0,∞) |y(tn + s)| ≤ u+ ε.

Fazendo ε→∞ e, como ε > 0 é arbitrário, obtém-se que

|ϕ|C ≤ u = ϕ(0).

Conclui-se que u = 0, pois, como L(ϕ) = 0, (H2) implica que |ϕ|C = ϕ(0) = 0. Assim,
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v = 0.

Caso 2.2: v ≥ u.

A prova é análoga à do Caso 2.1. Basta considerar uma sequência (sn) ⊂ R satisfa-

zendo:

sn − r > T, y′(sn) = 0, y(sn) < 0, lim
n→∞

y(sn) = −v e lim
n→∞

sn =∞.

Teorema 4.2. Assuma que (H1)(i) esteja satisfeita. Tome ϕ ∈ C e considere

L(ϕ) = b0ϕ(0) + L̃1(ϕ)− L2(ϕ), (4.10)

onde b0 > 0, L̃1 e L2 são operadores lineares positivos.

Se b0 > ‖L2‖, então a solução de (4.1), (4.2) está de�nida, é limitada para t ≥ 0 e é

limitada inferiormente longe do zero.

Prova : Considere x(t) = x(ϕ)(t) solução de (4.1), (4.2) de�nida em I = [−r, a), onde

a ∈ R ou a = +∞.

A�rmação : x(t) < M , para todo t ∈ I, onde

M < max
[
|ϕ|C , (b0 − ‖L2‖)−1

]
. (4.11)

De fato, suponha que exista T1 > 0 tal que

0 ≤ x(t) < M, ∀t ∈ [−r, T1] e x(T1) = M.

Então, ẋ(T1) ≥ 0. Mas, de (4.1), segue que

ẋ(T1) = b(T1)x(T1) [1− L(xT1)] = b(T1)x(T1)
[
1− b0x(T1)− L̃1(xT1) + L2(xT1)

]
≤ b(T1)x(T1) [1− b0x(T1) + L2(xT1)] ≤ b(T1)x(T1) [1− b0M + ‖L2‖M ]]

= b(T1)x(T1) [1−M(b0 − ‖L2‖)] < 0,
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gerando uma contradição.

Assim, conclui-se que x(t) está de�nida e é limitada para t ≥ 0. Além disso, x(t) é

limitada inferiormente longe do zero.

Corolário 4.2.1. Assuma que a hipótese (H1)(i) esteja satisfeita e considere L como em

(4.10), onde b0 > 0, L̃1 e L2 são operadores lineares positivos. Se (H2) estiver satisfeita,

então a solução do P.V.I. (4.1), (4.2) está de�nida, é limitada para t ≥ 0 e é limitada

inferiormente longe do zero. Além disso, satisfaz

lim
t→∞

x(t) = x∗,

onde x∗ = (b0 + ‖L̃1‖ − ‖L2‖)−1.

4.3 Aplicação

Para �nalizar, vamos considerar a seguinte aplicação.

Aplicação 4.1. Considere a equação escalar Lotka-Volterra com retardos distribuídos:

ẋ(t) = β(t)x(t)

[
γ − ax(t) + b

∫ 0

−r
x(t+ θ)dµ1(θ)− c

∫ 0

−r
x(t+ θ)dµ2(θ)

]
, (4.10)

onde a função β : R→ R é contínua e existem constantes β0, β0 tais que 0 < β0 ≤ β(t) ≤

β0, para todo t ∈ R. Além disso, γ, a, b e c são constantes não negativas, as funções µi

são não decrescentes e
∫ 0

−r dµi(θ) = 1, i = 1, 2.

Considere o operador

L(ϕ) = aϕ(0) + L0(ϕ),

com

L0(ϕ) = c

∫ 0

−r
ϕ(θ)dµ2(θ)− b

∫ 0

−r
ϕ(θ)dµ1(θ)

Pelo Corolário 4.3, se L satisfaz (H2), então todas as soluções de (4.10), com condições

iniciais admissíveis, estão de�nidas para t ≥ 0 e convergem para x∗ =
γ

a+ c− b
.
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Para o caso em que β(t) ≡ 1, Kuang (1993) demonstrou, utilizando o Método de

Liapunov com as hipóteses,

b+ c ≤ a, b− c < 1,

a estabilidade assintótica global do equilíbrio positivo x∗ através do teorema:

Teorema 4.1. A equação

ẋ(t) = x(t)

[
γ − ax(t) + b

∫ 0

−r
x(t+ θ)dµ1(θ)− c

∫ 0

−r
x(t+ θ)dµ2(θ)

]

é estável assintotica e globalmente para todo µi(θ), i = 1, 2 e para todas condições iniciais

φ satisfazendo φ(θ) > 0, φ ∈ C, se

b+ c ≤ a e b− c < a.

Ou seja,

lim
t→∞

x(φ)(t) =
γ

a+ c− b
.

Note que, se c = 0 e b < a, o teorema acima é satisfeito. E o mesmo resultado pode

ser obtido utilizando o Corolário 4.3. Basta mostrar que L satisfaz (H2). De fato,

L(ϕ) = aϕ(0)− b
∫ 0

−r
ϕ(θ)dµ1(θ) ≥ aϕ(0)− bϕ(0) = ϕ(0)(a− b) > 0.

Quando c > 0, as hipóteses do Teorema 4.4 estão satisfeitas e a função µ2 é tal que

existe ε ∈ (0, r) satisfazendo µ2(θ) < µ2(0), para todo −ε < θ < 0. Então, a condição

b + c ≤ a implica na hipótese (H2). De fato, seja ϕ ∈ C tal que |ϕ|C = ϕ(0) > 0. Para

mostrar que L(ϕ) > 0, considere os dois casos:

Caso 1: b+ c < a. Dessa forma,

L(ϕ) = a0ϕ(0) + c

∫ 0

−r
ϕ(θ)dµ2(θ)− b

∫ 0

−r
ϕ(θ)dµ1(θ)

≥ a0ϕ(0)− c
∫ 0

−r
ϕ(θ)dµ2(θ)− b

∫ 0

−r
ϕ(θ)dµ1(θ)

≥ a0ϕ(0)− (c+ b)|ϕ|C > 0.
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Caso 2: b+ c = a.

L(ϕ) = (b+ c)ϕ(0) + c

∫ 0

−r
ϕ(θ)dµ2(θ)− b

∫ 0

−r
ϕ(θ)dµ1(θ)

= cϕ(0) + c

∫ 0

−r
ϕ(θ)dµ2(θ) + b

∫ 0

−r
[ϕ(0)− ϕ(θ)] dµ1(θ)

≥ cϕ(0) + c

∫ 0

−r
ϕ(θ)dµ2(θ).

Escolha ξ ∈ (−ε, 0) tal que ϕ(θ) > 0, para θ ∈ [ξ, 0]. Sendo assim,

L(ϕ) ≥ cϕ(0) + c

∫ 0

−r
ϕ(θ)dµ2(θ) ≥ cϕ(0) + c

∫ ξ

−r
ϕ(θ)dµ2(θ)

≥ cϕ(0)− cϕ(0)(µ2(ξ)− µ2(−r)) > cϕ(0)(1− ‖L2‖) = 0.

Considere agora o caso em que c > 0 e ‖L0‖ < a < b+ c.

Note que

|L0(ϕ)| =
[
c

∫ 0

−r
ϕ(θ)dµ2(θ)− b

∫ 0

−r
ϕ(θ)dµ1(θ)

]
≤ c|ϕ|C + b|ϕ|C = |ϕ|C(c+ b),

ou seja,

‖L0‖ ≤ c+ b.

Nesse caso, o Teorema 4.4 não se aplica. Entretanto, o operador L satisfaz a hipótese

(H2*), logo, as hipóteses do Corolário 4.3 estão satisfeitas e, portanto, a estabilidade

assintótica global está garantida.

Para mostrar que (H2*) realmente está satisfeita, tome ϕ ∈ C tal que ϕ(0) > 0 e

L(ϕ) = 0. Então,

0 = L(ϕ) = a0ϕ(0) + L0(ϕ) ≥ a0ϕ(0)− |L0(ϕ)| ≥ a0ϕ(0)− ‖L0‖|ϕ|C ,

ou seja,

‖L0‖|ϕ|C ≥ a0ϕ(0).
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E, portanto, tomando-se d = ‖L0‖
a0
∈ (0, 1), obtém-se que

ϕ(0) ≤ ‖L0‖
a0

|ϕ|C = d|ϕ|C .

Dessa forma, a conclusão é que, nos casos em que é possível aplicar o Teorema 4.4, o

mesmo resultado pode ser obtido através do Corolário 4.3 Entretanto, há casos em que o

Teorema 4.4 não pode ser utilizado, mas a estabilidade assintótica do equilíbrio positivo é

garantida aplicando-se o Corolário 4.3.
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