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Resumo

Esta dissertacao tem como objetivo principal estudar a estabilidade assintotica de
Equacoes Diferenciais com Retardamento utilizando as técnicas desenvolvidas por Faria e
Liz (2003). Para analisar a estabilidade assintética, a abordagem utilizada neste trabalho
¢ a de impor uma condicao de dominancia do termo sem retardo sobre a parte com
retardo, possibilitando o estudo de solucoes oscilatorias. Além disso, o estudo culminara
em um teorema que garante essa estabilidade em uma Equacao do tipo Lotka-Volterra,
para a qual o método de Liapunov nao se aplica. Para atingir o objetivo, estudou-se
inicialmente a teoria geral de estabilidade de Equacgoes Diferenciais Funcionais e a teoria

de estabilidade para alguns tipos dessas equagoes.



Abstract

This paper’s main objective is to study the asymptotic stability of Differential Equa-
tions with Delay using the techniques developed by Faria and Liz (2003). To analyze the
asymptotic stability, the approach used in this study is to impose a condition of domi-
nance of the term without delay on the part delayed, allowing the study of oscillatory
solutions. In addition, the study will culminate in a theorem ensures such stability in an
equation Lotka-Volterra type, for which the Liapunov method does not apply. To achieve
the objective, we studied initially the general theory of stability of Functional Differential

Equations and stability theory for some types of these equations.



Introducao

As Equacoes Diferenciais com Retardamento tém sido bastante utilizadas para modelar
muitos problemas em Biologia e outras ciéncias, principalmente modelos de dinamica

populacional.

Existem muitos trabalhos que abordam as Equagoes do tipo Lotka-Volterra e Logis-
ticas com Retardamento. Condicoes de limitacao com relacao ao niimero de coeficientes
e de retardos sao utilizadas para impor que solucoes oscilatorias tendam a zero quando t

tende a infinito.

Outra forma de se analisar a estabilidade assintotica ¢ impor uma condicao de do-
minancia do termo sem retardo sobre a parte com retardo, possibilitando o estudo de
solucdes oscilatérias. E nesse contexto que este trabalho se encaixa. O objetivo é estu-
dar as técnicas utilizadas por Faria e Liz (2003), no que diz respeito & estabilidade de
Equacoes Diferenciais com Retardamento. Para isso, foi necessario estudar inicialmente a
teoria geral de Equagoes Diferenciais com Retardamento e a Teoria de Estabilidade para
alguns tipos dessas equacoes. O principal material utilizado foram os capitulos 1, 2 e 5

de Hale e Lunel (1993).

O estudo da teoria bésica e teoria de estabilidade das Equacoes Diferenciais Retar-
dadas esta descrito no Capitulo 1. Nele sao apresentados conceitos relativos as equacoes
diferenciais funcionais com retardo e notacoes que serao utilizados em toda a dissertacao.
Além disso, sao abordados teoremas de existéncia, dependéncia continua e unicidade das

equacoes diferenciais funcionais retardadas.

O Capitulo 2 tem como objetivo investigar a estabilidade assintotica das Equacoes



Logisticas com Retardo que sao da forma:

#(t) = b()x(t)[1 = L(z,)],

onde b: R — R é uma fungao continua e L : C([—r,0];R) — R é um operador linear po-
sitivo. Sao estabelecidas condigbes suficientes para garantir que solugoes z(t) oscilatorias
ou nao em torno de z, = ||L||™! tendam a z, quando t tender ao infinito. Além disso,
quando o operador L tiver uma componente sem retardo que domine a parte com retardo,
entao o equilibrio positivo x, serd a tnica solug¢ao que é limitada e limitada inferiormente
longe do zero.

Estendendo as técnicas empregadas no segundo capitulo a equacoes um pouco mais

gerais, da forma:

#(t) = b(t)x(t)]a(t) — L(t, z0)],

cuja linearidade é nao autonoma e a : R — T é uma funcao continua, o Capitulo 3
traz condicoes que garantem que todas as solugoes positivas dessa equacao tendem ao
equilibrio positivo xx.

J&a o Capitulo 4 destina-se ao estudo da Equacao Logistica Retardada Autonoma de
forma mais geral, ou seja, diferentemente da equacao vista no segundo capitulo, agora
o operador L nao precisa ser positivo. Ainda assim, é possivel garantir a estabilidade
assintotica global do equilibrio positivo, quando ele existir. Além disso, o estudo culminara
em um teorema que garante essa estabilidade em uma Equacao do tipo Lotka-Volterra,

para a qual o método de Liapunov nao se aplica.



Capitulo

1

Preliminares

Neste capitulo, sao apresentados alguns conceitos basicos, notagoes e resultados im-
portantes que serao utilizados ao longo de toda a dissertacao. Além disso, sao abordados
teoremas centrais relacionados a existéncia, unicidade e dependéncia continua envolvendo

as equacoes diferenciais funcionais com retardo.

1.1 Alguns resultados importantes

Os teoremas enunciados a seguir sao bastante utilizados em diversas areas da Mate-
matica e desempenham um importante papel neste trabalho, auxiliando na demonstracao

de diversos resultados.

Teorema do Grafico Fechado. Sejam E e F espacos de Banach e T : E — F um
operador linear. Se Gy = {(z,y) € E x F;y = T(x)} € fechado em E X F, entao T €

continuo.

Teorema da Convergéncia Dominada. Seja f,, uma sequéncia de funcoes mensurdveis

tal que |f.(x)| < g(x), com g integravel e f, — [ quase sempre. Entao, f é integrdvel e

lim / Fudp = / fdy.
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Teorema de Ascoli. Seja W um espago compacto. K C C(W,R"™) é relativamente

compacto se, e somente se, K € equicontinuo e uniformemente limitado.

Teorema do Ponto Fixo de Schauder. Se U é um subconjunto fechado, limitado e
convexo de um espaco de Banach X e T : U — U ¢é completamente continuo, entao T tem

um ponto fixo em U.

1.2 Equacao Diferencial Funcional com Retardo - Con-
ceitos basicos

Defini¢ao 1.1. Defina C' = C([—r,0];R) como sendo o espaco das fungdes conlinuas de

[—7,0] em R, r > 0, munido da norma:

lolc = max [p(6)].

—r<6<0
Definicao 1.2. Considere D um subconjunto de RxC, f: D — R"™ uma fung¢ao e x; € C

definido por x4(0) = x(t +0), para —r < 0 < 0. A relagio

2(t) = f(t, ) (1.1)

¢ uma FEquagao Diferencial Funcional com Retardo em D e pode ser denotada por EDFR
ou, ainda, EDFR(f), quando se deseja enfatizar que tal equagio é definida por f.
A seguir, alguns exemplos desse tipo de equagao.
(i) Equacao diferencial ordinaria (r = 0): @(t) = F(xz(t)).

(ii) Equacao diferencial de diferenca: &(t) = f(¢,x(t), z(t — 71 (t)),...,x(t —1,(t))), com
0<7(t)<rj=12,...,p

(iii) Equagao diferencial-integral: @(t) = ffr g(t,0,z(t+6))deb.

Definicao 1.3. Uma fungao x € uma solugio de (1.1) em [oc—r,0+A) se existem o € R e

A > 0 tais quex € C(lo—r,0+A),R"), (t,x;) € D e x(t) satisfaz (1.1) parat € [o,0+A).
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Defini¢ao 1.4. Dados 0 € R e ¢ € C, x(0,9, f) € uma solucio da equacio (1.1) com
condi¢ao inicial ¢ em o se existe um A > 0 tal que x(o, ¢, f) é uma solugdo de (1.1) em
[0—7r,04+A) ex,(0,0, f) = ¢. E equivalente dizer que x(0, ¢, f) € uma solugdo passando

por (o, ¢).

Defini¢ao 1.5. Uma solugio x(t) serd limitada inferiormente longe do zero em um in-
tervalo I quando existir uma constante positiva ¢ tal que x(t) > ¢ para todo t no intervalo
L. Se existir uma sequéncia (t,) C R satisfazendo t, — oo quando n — oo e z(t,) = .,
para todo n € N, entdao x(t) serd uma solucdo oscilatdria em torno de x.. Caso contrdrio,

ela serd nao oscilatdria em torno de x,.

Definigao 1.6. A equagao (1.1) é chamada de linear se f(t,¢) = L(t)¢ + h(t), com L

um operador linear. E autonoma se f(t,0) = g(¢), com g nio dependendo de t.

Definigao 1.7. Sendo V um subconjunto de RxC', C(V,R") € a classe de todas as fungoes
f:V — R"™ que sio continuas. Além disso, C°(V,R") C C(V,R") € o subconjunto das

funcoes continuas e limitadas de V em R" que, munido da norma

[flv = sup [f(t, ®)l,

(t,0)eV

torna-se um espago de Banach.
Ao longo deste capitulo, as seguintes notacoes serao utilizadas:

Defini¢ao 1.8. Para qualquer (o,¢) € R x C, considere 5 € C(lo — r,00),R"™) definido

por

bo=0 ¢  Ht+o)=0(0), 20, (1.2)

Definicao 1.9. Para quaisquer o e B reais, define-se:

I, = [0, By ={yeC: Y| <p}
Ala, p) ={y € C([-r,a|,R") : yo =0,y € Bg,t € 1} (1.3)
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1.3 Resultados sobre existéncia, unicidade e dependén-

cla continua

Os lemas a seguir sao de grande importancia para facilitar o entendimento e a de-

monstracao dos teoremas centrais estudados neste capitulo.

Lema 1.1. Considere 0 € R, ¢ € C e f(t,¢) funcdo continua. Encontrar uma solu¢do

da equagao (1.1) passando por (o,¢) é equivalente a resolver a equacao integral

x :¢7
z(t) = ¢(0)+ /tf(s,ass)ds, t>o.
0

Lema 1.2. Se x € C([o — r,0 + «f,R"), entdo a fun¢ao que associa t & x4 é continua

para t € (0,0 + al.

Prova: A fungdo x é continua no intervalo fechado [0 — r,0 + «], que é compacto.
Sendo assim, x é uniformemente continua. Logo, para ¢ > 0 dado existe um § > 0 tal
[

que |x(t) — z(7)] < § quando [t — 7| < 6, quaisquer que sejam t,7 € [0 — 1,0 + .

Consequentemente, para t € 0,0 + af, |t — 7| < J, segue que:
|z(t +0) —x(T+0)| <e paratodo 6 € [—r0].

Portanto,

lzy — x| = sup |x(t+0)—xz(t+0) < ‘ce
—r<6<0 2

e o resultado estéd demonstrado.

Lema 1.3. Considere Q C R x C um aberto , W C Q um compacto e f* € C(Q,R") uma

funcao dada, entdo:

A) Eriste uma vizinhan¢a V C Q de W tal que f° € C°(V,R"™).
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B) Ezistem uma vizinhan¢a U C CO(V,R") de f° e constantes positivas M, «, 3 tais

que

|f(o,0) < M para (o,90) €V e fel. (1.4)

C) Além disso, para qualquer (6°,¢°) € W, (6% + t, 4y, + dpo0) € V para t € I, e
y € Ala, B).

Prova: Como W ¢ compacto e f° é continua, existe uma constante M > 0 tal que
120", %) < M, para (c°, ¢°) € W. (1.5)
Alem disso, é possivel encontrar constantes positivas @, /5 e ¢ tais que
2@+t + ) <M—e, V(%) eW e (t¥)€ Iz x By

Suponha que nao existam tais contantes. Entao, para quaisquer @, [ e £ positivos

existem (0°,¢") € W e (t,9)) € Iz X By tais que
[f2(0% +1,6° + )| > M —e.

Considere a,,, 3, e &, sequéncias convergindo para zero. Entdo existem (62, %) € W

e (tn, Vn) € I, X BB tais que
|f0<0-2+tn7¢2+¢n>| 2 M_€7L~ (16)
Como W & compacto, o0 e ¢0 possuem subsequéncias, aqui representadas com a mesma
notagao, que sao convergentes, isto é, existe (¢°,¢%) € W tais que 00 — 0% e ¢? — ¢°.

De acordo com (1.5) segue que

lim | (00 4 t,, @2 + )| > lim (M —¢,,)
n—oo n—oo
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e, como f¥ é continua,

i (0% + b 60 + )| 2 M.

Portanto,

/20 + lim t,,¢° + lim v,)| > M. (1.7)
n—oo n—oo

Por construcdo, @, — 0 e t, € Iy, = [0,a,], logo, t, — 0. Além disso, 3, — 0 e

Yn € B, logo, || < B,,, e conclui-se que 1, — 0. Dessa forma, de (1.7) segue que
f2(0°,¢")| > M

o que ¢ uma contradigao, pois, de acordo com (1.5), | f%(c?, ¢")| < M para todo (¢, ¢°) €

w.

Para concluir a prova do item A), basta definir
V={(0"+t,¢"+v): (c°,¢°) € W, (t,¥) € Iz x Bz},

e observar que V. C Qe f0 e C°(V,R").

B) Considere € obtido no item A) e defina

U={feCV.R");|f - f°| <e}.

Sendo assim, se (0,¢) € V e f € U, segue que
[f(0.0)] < |f(o,¢) = f(0,9)| + (0. 9)| <e + M —ec=M.

Portanto, f € C°(V,R"), ou seja, U C C°(V,R") é vizinhanca de f° e |f(0,¢)| < M,
para todo (o,0) € Ve f € U.

C) Considere § de tal modo que

0<B<8 (1.8)
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Dessa forma, pode-se tomar « de tal modo que
a<a e |ppouw—¢°| <B—B, V(") eW, tel,.

Suponha que nio seja possivel. Entdo, para cada a < @ existem (09,¢2) € W e
ta S Ia tais que |¢Ug+ta - ¢g| > B - 6
Considere «,, uma sequéncia convergindo pra zero. Como t,, € [0, a,] para todo n, a

sequéncia t,, também converge para zero. Além disso, (¢2 ,¢0 ) e W e

Qn? 7 0n

> B - (1.9)

~ 0
|0—a91,+t0¢n - ¢047L

Sendo W compacto, as sequéncias agn e (bgn possuem subsequéncias convergentes, aqui

0

representadas com a mesma notacdo. Ou seja, existe (0°,¢°) € W tal que 00 — 0° e

0

Qn

— ¢°. Logo, por (1.9) segue que
’ lim gogn—l-tan — lim ¢gn > B - p.

Dessa forma,
0= |pp0 — ¢°| > B — B,
o que implica que 8 < 3, contradizendo (1.8) e, portanto, provando a existéncia de tal a.

Considere t € I,, y € A(a,f) e a e § como descritos acima. Entao, para todo
(0%, ¢°) € W, conclui-se que (0° + t,y; + ¢N500+to) € V. Para isso, basta ver que t € Iz e
que y; + gggoHo =" +y + agoﬂo — ¢% = ¢° + 1), com ¢ € B, pois, |y; + 5Uo+to — ¢’ <
el + |Goo0 — ¢°) < B+ B — B =B.

Lema 1.4. Considere Q € R x C' um aberto, W C Q um compacto e f° € C(Q,R") uma
funcdo dada. Considere também as vizinhancas U, V e as constantes M, o e B obtidas
no Lema 1.3. Se

T:W xUx A(a, p) = C([-r,a],R")
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€ definido por

T(Uv o, f, y)(t) =0, te [_T’ 0]

: N (1.10)
(0.6, f,y)(t) = / F(0+ 5, uss+y)ds, e (0,0,

entao:
(A) T é continuo.
(B) Eziste um compacto K em C([—r,a],R™) tal que

T:WxUxAla,p) = K.

(C) Além disso, se Ma < 3 entao

T:W xUx Ao, 8) = A, 5).

Prova: Observe inicialmente que T : W x U x A(«, 8) — C([—r, o], R™).

B) O Lema 1.3 afirma que existem vizinhancas V C Q de W tal que f° € C°(V,R"),
U C C°%V,R") de f° e constantes positivas M, « e 3 tais que |f(0.¢) < M|, para todo
(o,9) eVefel.

Além disso, para t,7 € [—r, al, segue que:

|T(Uv ¢7 fa y)(t) - T(Uv ¢7 fa y)(T> =0< M|t - T|7 1, T € [_T7 0]
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700,500 = (0.6, F) ) = | [ 500+ 5Bt uts| < [ [0+ 5.500s 40 s
<Mt<Mlt—7|, tel,ere|-r0].

70,6, £)(®) = (00 L)) = | [ o+ 0wt )ds| < [ [70 45,600+ 90| s
<Mt <Mft—r7], t€[-r0]erTe€l,.

70,0, £)(®) = (00 L)) = | [ o+ bt )ds| < [ [#0 45,600+ 90| s

<Mt —r7|, t,7 € I,.

Dessa forma, conclui-se que, para t,7 € [—r, ],
T (o, ¢, ,y)(t) = T(0, 0, f,y)(T)] < Mt —7].
Defina
K ={geC(-ral,R"); [g(t) —g(7)| < M|t —7[ e |g(t)] < Ma}.

Para completar a prova do item B), resta mostrar que K é compacto. Para isso, é
suficiente provar que K é compacto e K é fechado.
Para g € K, tem-se:
lgll = sup |g(t)] < Ma.

te[—r,al
Logo,
lgt)| < Ma, YVte[-ra], Vge K

Tome ¢ > 0 arbitrario e considere 0 = . Se t,7 € [—r,a] sdo tais que [t — 7| < 0,
segue que |g(t) — g(7)| < M|t — 7| < M < ¢, para todo g € K.

Portanto, K é uniformemente limitado e equicontinuo e o Teorema de Ascoli garante
que K é compacto.

Considere agora uma sequéncia (g,) C K que convirja para g. Dessa forma, para cada

n, g, € C([-r,a],R"), logo, g € C([—r,a],R™). Além disso, |g,(t) — g.(7)| < M|t — 7.
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Logo, lim |g,(t) — g.(7)| < M|t — 7|, 0 que implica que |g(t) — g(7)| < M|t — 7|.

E como |g,(t)] < Ma para todo n, segue que |g(t)] < Ma. Portanto g € K e,
consequentemente, K é fechado, completando a prova.

A) De acordo com o Teorema do Grafico Fechado, é suficiente provar que T é fechado
para garantir que T seja continuo.

Dessa forma, considere (o, ¢*, f* y*), (00, ¢°, °,9°) sequéncias em W x U x A(a, )
tais que (0%, ¢, ¥, %) = (0%, ¢°, f%,9°).

Observe que T'(a*, ¢*, f* y*) € K, que é compacto. Logo, existe uma subsequéncia

de T(o%, ¢, f*,y*), aqui representada com a mesma notacao, e v € K, de tal modo que
T(o*, 6", f*. %) = .

Para t no intervalo [—r, 0], vale: T(c%, ¢, f*,v*)(t) = T(0°,¢°, f°,4°)(¢t) = 0. Logo,
limy o0 T(0®, %, f¥,4%)(t) = 0. E, portanto, y(t) = T(c°, ¢°, £°,4°)(¢).

Quando t € I, limy_,o T(c*, &%, f5, %) (t) = limp_s00 fot FE(O" + 5, Byrss + ys)ds.

De acordo com o Lema 1.3, todas essas f* sao limitadas. Além disso, para todo s € I,
i + s, 50”“—&-5 +ys) = fO>0° + s, Govss + ys). Dessa forma, pode-se aplicar o Teorema

da Convergéncia Dominada e obtém-se que

t " t .
/ fk(o-k+87¢ak+s+y5)d8 — / fo(00+57¢00+5+y8)~
0 0

Logo,
t ~
1O = [ 10"+ 55001+ 3 = T0” 6, £, 470
0
Portanto,
T(o", ", f*,4") = T(a% ¢° 0, 9").

Observe que esse resultado é valido para qualquer subsequéncia de T'(o*, ¢k, f*, y*)

que convirja. [, assim, o seguinte resultado é valido:

Proposicao 1.1. Seja (x,) sequéncia contida em um compacto K. Se existir uma sub-
sequéncia (xy,) convergindo para x e qualquer subsequéncia convergente de (x,) também

convergir para T, entao T, CONVErge para T,
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permitindo concluir que T é fechado, consequentemente continuo.
C) Suponha que Ma < Setome T (o, ¢, f,y) € K. Entao, T(o, ¢, f,y) € C([—r,a,R"])
e T(o,0,f,y)0o =T(o,0, f,y)(0), com § € [—r,0]. Sendo assim, T'(o, ¢, f,y)o = 0 e, para
tel,ebe -0 IT(c,6, f,y)ll = [T(0, 6, f.y)(t +0)| < Ma < .
Portanto, T'(o, ¢, f,y) € A(«, 8), ouseja, T : W x U x A(«, 5) = A(a, B).
|

Teorema 1.2. (Ezisténcia). Considere Q um subconjunto aberto de Rx C. Se W C Q ¢
compacto e fO € C(Q,R") uma funcao, entao existem uma vizinhanga V C Q de W tal que
0 e CO%V,R"), uma vizinhanga U C CO(V,R") de f° e um o > 0 tal que, para qualquer
(0,0) € W, existe uma solugio (o, ¢, f°) da REDE(f°) em [0 — r,0 + o passando por
(0,0).

Prova: Considere (0,¢) € Q e tome as vizinhangas U, V e as constantes M, « e 3
obtidas no Lema 1.3 com Ma < f3.

Afirmacao 1: A(«, 8) é¢ um subconjunto fechado, convexo e limitado de C([—r, o], R™).

Considere A € [0,1] e z, y € A(a, ). Dessa forma, o = 0 = yo e =, y: € B para
todo t € I,. Logo,

(1 —=XNxo+ Ay =0, (I=XNzx+IxyeCe

(1= Ny + Aye| < 1= Al + [Al|ye] < [1=A[F+ A8 <5,

o que mostra que A(q, 3) é convexo.
Provar que A(a, ) é limitado é encontrar R > 0 de tal forma que A(«, 5) C B(0, R).

Para isso, tome R = (3 e considere y € A(«, ). Entdo

lyl = sup |y(t)] <5,

—r<0<a

pois, por pertencer a A(cq, ) segue que y(t) = yo = 0, para t € [—r,0] e y(t) = y;, para
t €10, ). Além disso, |y;| < S, ja que y; € Bg, para todo t € [0, a.
Portanto, y € B(0, R), para R = 3, ou seja, A(«, ) é limitado.

Falta mostrar que A(a, ) é fechado. Para isso, considere uma sequéncia (y,) C
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A(a, B) tal que y,, — y. Assim,

lyl=suply;| = sup |yt +0)[= sup |lim y,(t+0)
tely tel, 0€[—r0] tely 0€[—r,0] "7

< limsup |y,(t + 0)| < lim g < 3,
n—o0

n—o0

logo, y € A(a, B), completando a prova da Afirmagao 1.

Afirmacao 2: o operador

F:Ala, ) = Ao, 8)

yr Fy=T(0,0,f°y),
definido como em (1.10), é completamente continuo.

Inicialmente, observe que A(a, 8) C C°([—r, a],R™) e que C°([—7, a], R™) é um espago
de Banach com a norma descrita Definicao 1.7. Observe também que F esta bem definido.
De fato, para y € A(a, ), F, € C([-r,a],R") e F,, = F,(0+ 0) = F,(0) = 0, para
0 € [-r,0]. E, para t € I,, segue que

t+0 _
Fule = sup [F @)= sup [Fy(t+0)= sw | [ 0+ 5.00 s u)ds

—r<f<a —r<6<0

t+6 _
< sup / ‘f°(0+57¢a+s + Ys)
0

—r<0<a

ds < Ma < 8.

Além disso, F é um operador continuo. Dessa forma, resta mostrar que, dado L C

A(a, B) limitado, é verdade que F(L) = T(o, ¢, f°, L) = A é compacto.

O Lema 1.4 afirma que existe K C C([—r,a],R") compacto tal que 7" : W x U x
A(a, B) — K. Logo, T(c,¢, f°, L) C K e, portanto, T(c, ¢, f0, L) = A C K = K. Dessa

forma, A é limitado. Mais ainda, A é uniformemente limitado.

Além disso, A é equicontinuo. Para mostrar que esse fato é verdadeiro, considere
f € A. Entao, existe uma sequéncia (f,) C T(c, ¢, f°, L) tal que f, — f. Isto ¢, dado

e > 0, existe um N de tal modo que, se n > N, segue que |f, — f| < §. Tome ¢ = 55;.
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Para t, 7 satisfazendo |t — 7| < ¢, tem-se que:

[f(&) = FOI < 1F@) = In@O] + [fn(E) = I (D] + [fn(7) = f(7)]

£ £
S Z + ’T(O-u ¢7 foaLN)(t) _T(Ua ¢7 foaLN)(T)‘ + Z
STHMii-tl<S+Mo=c

Portanto, A é uniformemente limitado e equicontinuo e, de acordo com o Teorema de

Ascoli, A é compacto, ou seja, A é compacto.

Sendo verdadeiras as Afirmacgoes 1 e 2, o Teorema do Ponto Fixo de Schauder garante

que F tem um tnico ponto fixo, isto é, que existe y € A(«q, 5) tal que

T(o,0, [ y) =y,

ou seja,

t
=0 e y(t) = / o0+ 8, 0015 + ys)ds, t € L.
0

E o Lema 1.1 permite concluir que existe uma tnica solu¢ao passando por (o, ®), o

que prova o teorema.

Teorema 1.3. (Dependéncia continua). Considere 2 C R x C um aberto, (c°,¢°) € 0,
f0e C(Q,R") e 2° uma solugio da EDFR(f°) passando por (c°,¢°) que existe e é inica

em [0 — r,b]. Tome W° C Q compacto definido por
WO = {(t,2)) : t € [0°, 0]}

e VO uma vizinhanca de W° na qual f° é limitada.

Se (o*, ¢%, ), k = 1,2,... sdo sequéncias satisfazendo o* — 0%, ¢F — ¢° e |fF —
fOlyo = 0, quando k — oo, entdo existe um k° de tal forma que a EDFR(f*), para k > k°,
¢ tal que cada solugio x* = x*(o*, ¢*, f¥) passando por (o®, %) existe em [oF — r,b] e
xF — 2% uniformemente em [0° —r, f].

Como todo x* pode ndo estar definido em [0° — r,b] por ¥ — 20 uniformemente em
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(0% —7,b], isso quer dizer que, para qualquer € > 0, existe um ki () tal que z*(t),k > ki (e),

estd definida em [0° —r + €,b] e 2% — 2° uniformemente em [0° —r + €, b].

Prova: Considere sequéncias (o%, ¢*) € Q satisfazendo o — 0% e ¢* — ¢°.

Observe inicialmente que, sendo W compacto, o conjunto W° U {(c*, ¢*)} também
é compacto. Para demonstrar esse fato, considere | J;°, A; cobertura aberta de W° U
{(c*,¢*)}. Suponha, sem perda de generalidade que (0, ¢°) € A;.

Como (0%, ¢F) — (09, ¢°), existem apenas finitos indices k tais que (0%, ¢*) ¢ A;.
Sendo assim, é possivel cobrir {(o*, ¢*)} com um ntimero finito de A;’s. Além disso, por ser
compacto, W0 possui subcobertura finita. Portanto, WU {(c*, ¢*)} possui subcobertura
finita; logo, é compacto.

Como (%, ¢F) — (09, ¢%) € WO C VO, existe k; € N tal que (0%, ¢F) € VO, para todo
k> k.

Defina o compacto
W' =Wou{(o" ¢*);k >k} c V.

O Lema 1.3 afirma que existem V C V° vizinhanca de W’ tal que f° € C°(V,R"),
U C C°(V,R") vizinhanga de f° e constantes M, a e 8 > 0 tais que

1f(o,0)| < M, ¥ (0,0) €V e feclU.

Set e l, ey € Bg, entao (o¥ + ¢, 520“ + ;) € V para todo (0%, ¢°) € W’. Como
f* — f9 uniformemente em VO e fO € U, existe ky € N tal que f* € U, para todo k > k.

Tome

W =wou{(o" ¢"), k >k},

onde ko = max{ky, ka2 }.

Para todo k > ko, f* € U e (oF,¢*) € W o Teorema 1.1 afirma que existe g > 0

k

tal que o* = 2¥ (0, ¢, f¥) passa por (oF, ¢*) e esta definida em [o* — r, 0% + ], ap ndo

dependendo de k.
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Tome y*(t) = 2*(o* +t) — (;N5k(0k +t), para todo k > kg, onde y* & solucio de

Yo =10

t ~
y(t) = /0 fHo" + 5,08+ ys)ds, t € Ly,

Pelo Lema 1.4, y* = T(c%, ¢*, f¥,4*) Cc C([-r, ap],R") e, portanto, existe uma sub-
sequéncia y* de y* tal que y* — y* uniformemente em [—r, ag), com y* € C([—r, ap], R™).
T & continuo e (%, g%, fFi y*) — (09, ¢°, f°,4°). Logo, y* = T(a%i, g%, fri y*) —

T(c% ¢°, f°,4°). Portanto,
T, 8", £°,4°) = y*. (1.11)

E verdade que z°

é a tnica solugao de & = f(t,x;), x,0 = ¢° e, portanto, y°(t) =
20(t+0°) — ° (6" + 1), t € [—7, o] ¢ a tinica solucio de y = T(c°, ¢°, f°,4°). Logo (1.11)
permite concluir que 3° = y*.

Dessa maneira, y* converge para y° em C([—7, ap], R™).

k

Como para cada k > ko, 2% existe em [o* — 7, 0% + o] e 0% — 07, dado € > 0, existe

K} = k| (k1,¢) tal que para todo k > k|, 2" existe em [0° —r +¢,0° + ag — €].

Como y* — ¢y° em C([—r, ag], R"), a convergéncia ¢ uniforme.

Logo, para k > max{ko, k,}, segue que z*(c* + t) — ¢*(c* + 1) = y*(t) — y°(t) =
29(0° + t) — ¢°(0° + t) uniformemente, mas ¢* — ¢° uniformemente, pois, ¢* — ¢° em
C([~r,0],R"). Portanto, z*(c* +t) — 2° uniformemente em [0° —r +¢,0% + ag — €].

Se 0 + ag > b, 0 teorema esta provado.

Se 0% + o < b; existe k' > 0 tal que, para todo k > k', o + ay < b.

Definindo of = o* + ap e ¢F = o, para todo k > k', obtém-se que o +ayg=¢Ye
T tay = P

Assim, é obtida uma sequéncia («,,) de niimeros positivos nao nulos e, definindo

n
gn = Z Q;,
i=1

segue que (&,) C [0 —r,b], (&) é crescente e, portanto, existe @ = sup,, &,.

Note que, se @ + 0¥ < b, existe k; > 0 tal que k > k; implica que o* +a < b.
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—k . .
Tomando " = 0"+ @ e ¢ = . +a, aplica-se novamente a parte anterior e obtém-se
~ . . —k .
a* tal que, para k > k*, 2% é solugdo de i = f*(¢,x;) passando por (5%, ¢ ) que existe em

[c8 —7,5" + a*] e 2¥ — 2° uniformemente em [ — 7,5° + a*], 0 que contraria o fato de

Desse modo, @ + o > b.

Teorema 1.4. (Unicidade) Considere Q um aberto em R x C| f : Q@ — R"™ uma fungdo
continua tal que f(t,¢) é Lipschitiziana em ¢ em cada compacto em Q. Se (o,¢) € Q,

entao existe uma Unica solugao de (1.1) passando por (o, ).

Prova: Suponha que z e y sejam solugoes da equagao (1.1) em [0 — r,0 + «]. De

acordo com o Lema 1.1, x e y satisfazem:

Considere os compactos
W, =A{(t,zy);t € 0,0 + ]} e W, = {(t,y:);t € [o,0 + al}.

Entao, W = W, x W, também é compacto. Sendo assim, tome k = k(W) a constante de

Lipschtz de f(t,¢) em W e «a; € [0, o] satisfazendo ka; = A < 1.

Se t € [0,0 + a1, entdo

0wl = | [ Ws2) = 15, wits] < [ Fs.20) — flsp)] ds

t
< / Kls, yulds < K[t — o] sup |z, — yi]

s€o,t]

< kay sup |xs - ys| < A sup |xs - ysla)‘ € [07 1)
s€[o,t] s€lo,t]

<A osup Jws—ys <A sup |z(t) —y(2)].

s€lo,otai] telo—r,o0+ai]
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E, portanto,

sup [z(t) —y(O)] <A supa(t) —y(0)]- (1.12)
t€[o,o+ai] teo—r,o+a
Note que, se t € [0 —r, 0], entdao z(t) —y(t) = x(c +0) —y(oc +0) = (v, — y,)(0), para
0 € [—-r,0]. Portanto,

sup  |z(t) —y(@)| < sup  a(t) —y(t)]-

telo—r,o+ai] te€lo,o+ai]

Aplicando o resultado acima na equacao (1.12), segue que

sup  |2(t) —y(@®)] <A sup Jz(t) —y(t)]-

t€lo—r,o+ai] telo—r,otai]

Dessa forma,

(1=A) sup fa(t) —y(®)] <0,

telo—r,o+aq]
o que implica que x(t) = y(t) para todo t € [0 — 1,0 + ).

Se a; = « 0 teorema estd demonstrado. Caso contréario, oy < «a, tome o' = o + o
e ¢ = x5 = y,. Nesse caso, x e y sao solugoes passando por (o',¢') definidas em
[0 —r,0 + a1]. De maneira analoga, é possivel obter ap > 0 de tal forma que as < oy,
kas <lex=yem[o—ro + a.

Repetindo esse processo, obtém-se uma sequéncia (&,), onde &, = > " @ e z =y em
[0 —r,0+&,], para todo n.

A sequéncia (&,) é crescente e limitada por «, logo existe o = sup,,cy &p-

Afirmacao: o* = a.

Suponha que a afirmacao nao seja verdadeira, ou seja, a* < a. Entao, o maior intervalo
em que x = y é [0 — 1,0 — a*]. Entretanto, tomando ¢* = 0 + a* e ¢* = T5r = Yoo,
o processo aplicado acima garante que x = y em [0 — r,0 + @], contrariando o fato de
[0 — 1,0 — ] ser o maior intervalo em que as funcoes z e y coincidem.

Portanto existem uma tnica solugao de (1.1) passando por [o —r, 0 + af.






Capitulo

2

Equacao autéonoma com linearidade

positiva

Neste capitulo, serd estudado o comportamento global de solugoes positivas da
equacao logistica retardada com uma linearidade autéonoma positiva. Serao estabelecidas
condicoes suficientes para garantir a estabilidade global das solucoes em torno do equilibrio
positivo. As técnicas desenvolvidas serdao também utilizadas nos capitulos subsequentes,

buscando estender o estudo a equacoes mais gerais.

2.1 Equacao Logistica Retardada
Considere a equacao logistica retardada:
#(t) = b(t)a(t)[1 — L(x,)) (2.1)

onde L : C'— R é um operador linear positivo. Dessa forma, ele é limitado e existe uma

fungao ndo decrescente 1 : [—r, 0] — R tal que

L(p) = / oO)dn(), peC.

-r
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Para ¢ € C, tome o P.V.I. (2.1) com condigao inicial
rg=¢ com (@) >0, 6e€[-r0) e ¢0)>0. (2.2)

Além disso, considere as hipoteses adicionais (H1) e (H2), onde:

(H1) (i) b : R — R ¢ uma fungao continua e existem constantes 5y e % tais que

0<By<bt)<poVteR.

(ii) L:C — R é um operador linear positivo com [ := ||L|| > 0.
(H2) Para toda ¢ € C tal que |p|c = ¢(0) > 0, segue que L(p) > 0.

Observacao 1. A "ideia"da hipdtese (H2) é que a fungao nao descrescenten : [—r,0] — R
tenha "mais releviancia"perto de zero. Este € o caso em que L tem uma parte sem retardo

que "domina"a parte com retardo. O exemplo a sequir ilustra essa afirmagao.

Considere o operador

L(p) = bow(0) + Lo(¢), (2.3)
onde Ly : C' — R é um operador linear positivo e by > 0. Se by > ||Lygl|, entdo, para
lole = ¢(0) > 0, tem-se que

L(¢) = bop(0) = [[Lolll¢lc > 0,

isto é, (H2) é satisfeita.
No caso de um operador L : C' — R linear positivo, a hipotese (H2) estara satisfeita

quando a seguinte condigao for verdadeira:

(H2*) Existe uma constante d € (0,1) tal que se ¢ € C, p(0) > 0 e L(p) = 0, entdo

©(0) < d|plc.

Suponha que a hipotese (H2*) esta satisfeita. Para mostrar que (H2) é verdadeira,

tome ¢ € C tal que |¢|c = ¢(0) > 0 e suponha que L(¢) = 0. Entao,

©(0) < dlplc = dp(0),
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ou seja, (1 —d)p(0) > 1, mostrando que d < 1, o que é uma contradi¢do. Logo, L(y) > 0.

Considere agora o operador

0

L(g) = o(0) + / (0)d6,

-1

que é um caso particular de (2.3). Dessa forma, (H2) esta satisfeita.

Além disso, com este exemplo, é possivel mostrar que (H2*) é "mais restritiva"que

(H2). De fato, seja e € (0,1), to = 7= e ¢ : [~1,0] = R definida por

—1—e,z € [-1,1t)
Pe(x) = (2+¢e)x

1,z € (¢5,0
% +,I’ (07]

Dessa forma, ¢.(0) =1 > 0.
Afirmacdo 1: |p.|c =1+e¢.

Se x € [—1,1¢], entdo |p:lc =1+¢€. Se tyg < x <0, entdo

(2 +¢)? _ (2 +¢)?

fo 2¢ 2¢ r<0,
ou seja, , )
-2 2 2
(=) & <t co
logo,
—(2+4e)+1< (2;;5)29;+1 <1,

e, portanto, para = € (g, 0],

—1l—e<p(r) <L

Dessa forma, conclui-se que [p.|c = max,c[_1,0] |¢e(x)| =1 + €.
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Afirmacgao 2 : L(p.) = 0. De fato,

L(@E)—ws(O)Jr/O ¢5(9)d8—1+/t0(—1—5)d0+/t0 (erl) d9

1 -1 2e
(24?2 [
=1—(to+1) —e(to+1 —— | =1
(to+1) —elto+1) + 9% 5 0
(2+¢)? , —2¢ (2+¢e) 4e?
—ty(—2—g) e T e (TN (9 ) o
o(2-e)—e- = g5 ) (2 E m e T g
=2—-ec—-¢e=0

Para que a condigao (H2*) esteja satisfeita, deve existir d € (0,1) tal que |p.(0) <
d|eclc, ou seja, 1 < d(1+¢). Como e > 0 é arbitrario, d > 1, contradicao.

Portanto vale (H2) mas nao vale (H2*).

2.2 Resultados importantes

Teorema 2.1. Considere a equacao (2.1) e suponha que (H1) esteja satisfeita. Defina

x* =171 e considere o P.V.I. (2.1) com condi¢io inicial (2.2) e solugdo x(p)(t).

Entao valem:
(1) x()(t) € definida para t > 0, limitada em [0, 00) e limitada inferiormente longe do
zero.
(2) Se x(p)(t) é solugdo nao-oscilatoria em torno de x., entdo x(p)(t) — x., quando
t — 00.

Prova:

T — X,

(1) Considere a equacao (2.1) com a seguinte troca de varidveis: y =
Ty

Dessa forma,
#(t) = b(t)z(t)[1 — L(z)]

o) ==

(2.4)

Note que, como L é um operador linear, L(z;) = z,.L(y;) + 1. Dessa forma,

gy = 10 BOrORL = Lol oy 06) + 1) L),

Ty Lx
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Equivalentemente,
i) =~z OO +1) [ yins =), (2.5

A hipotese (H1) garante que b(t) < 3° para todo ¢ € R. Dessa forma, para y > —1
segue que b(t)y > —B° Além disso, para y(t) # —1, (2.5) pode ser reescrita da seguinte

forma:
y(t)
1+ y(t)

_ / £b(t)y(s)dn(s — t).

Integrando a expressao acima de 0 a t, obtém-se que

/ot Md(ﬂ =— /Ot 2.b(T) /T; y(T)dn(s — 7)dT = — /Ot 2.b(7)L(y, )dr.

1+ y(7)
Assim,
t
In(1 + y(t)) — In(1 + y(0)) = / £.b()L(y,)dr,
0
logo,
1+ y(t) = (1 + y(0))e™ Jo z=b(Ll-)dr,
Portanto,

y(t) = (1 N W_—x) o b L
Lx

mostrando que y(t) > —1,Vt > 0.

Note que foi considerado que 1+ y(t) # 0, o que é sempre verdade. De fato, suponha

que exista > 0 tal que y(P)(f) = —1 e y(@)(f) > —1 para t < f. Assim, existe M > 0

tal que |y(¢)(f)| < M, quando ¢ < 1.

Sendo assim, se t <t e s € [t — 1], entdo y(¢)(f) < M. Dessa forma

/t; y(s)dn(s —t) < M/; dn(s —t) = Mi

Ty

Portanto,
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e assim,

y(t) > —(1+yt))MB Yt <1

Integrando a expressao acima de 0 a t, com t < t obtém-se que
In(1 + y()) — In(1 — $(0)) > —MB°.

Logo,

1+y(®) > [1+o(0)e M7, T<

!

Portanto,

limy(?) > (1+ ¢(0))e M7 — 1> 1,

t—t

fornecendo uma contradicao.
(2) Suponha que z(p)(t) é ndo oscilatoria.

Sendo assim, existe 7' > 0 tal que, se t > T, y(¢) ndo muda de sinal. Suponha, sem

perda de generalidade, que y(t) > 0, para t > T.

Considere T} = T + r. Dessa forma,

—y'(t) = zb(t)(y(t) + 1) /tj y(s)dn(s —t), parat > T,

ou seja, —y'(t) > 0,Vt > T1, o que implica que y é decrescente.
Assim, existe ¢ > 0 tal que

lim y(t) =

t—o00

Suponha ¢ > 0. Entao, para t suficientemente grande, existe K tal que y(t) > K > 0.

Logo,

// 2. b(T)y(s)dn(s — 7)dr

>x*BOK// dy(s — 7)dr

Lo Kt
>$ﬁo

g
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Ou seja,
li «b — .
tg?o/ / x (s)dn(s — T)dT = o0
E como
1 (t)
In 1yt / / x.b(T)y(s)dn(s — 7)dr,
1+ 3(0) ©(0)
obtém-se que
1 t
lim In +—g() = —00,
t=oe - \ 1+ ¢(0)
o que implica que
1 t
i L9 _
t=o0 1+ ¢(0)
permitindo conluir que
lim y(t) = —1,
t—o0
contradizendo o fato de ¢ > 0. Portanto,
lim y(t) = 0.
t—o0
|
Para o préximo teorema, o seguinte lema serd necessario:
Lema 2.1. Seja 0 < a < % Entao, o sistema de desigualdades
U < e’U O(U2 1
v S 1 — e—u—au2
tem uma dnica solu¢io (v,u) = (0,0) no primeiro quadrante.
Prova: Suponha que exista uma solugao (v, ug) # (0, 0) no primeiro quadrante. Logo,

ug > 0e 0 < vy < 1.

Defina as curvas

I:iu=€e"*" -1 e I'y:v=1—¢e 4",
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Com relacao a curva I'y, tem-se:

1. %— vmev?(1 _ 9qu)
. %(0,0) =1
2. % = " "[(1 — 2av)? — 20
222(0 0)=1- 20
3. % ="’ [(1 — 200)® — 60(1 — 2aw)]
233(0 0) =1— 60

E com relagao a I's:

ou 1

Cov (14 20m)e v

ou

¢ 5. (0.0)=1

2
5 0%u _ (24)7[(1 + 20m)? — 20
ov? 1+ 2au

82

e 2(O 0)=1-2a.

5 Pu (2—5)3 (—8a3u® + 18a’u? — 12au? + 200*u — 6au + 6 — 1)

ov3 14 2au
N 9u 94 (1202u? + 120u — 6a + 3)
14 2au
33
. 6—13‘(0, 0) = 1202 — 6a + 2.
(%

Tudo isso permite ver que ['y esta acima de I'; proximo de (0,0).
Como (vg, ug) é solucao do primeiro quadrante, I'; e 'y devem se interceptar em algum

ponto proximo de (0,0).
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Considere (v, u;) ponto de interseccao de I'y e I's tal que v; é o menor com essa
9
propriedade. Assim, a inclina¢do de I'y em (v, u1) ndo pode ser menor que a de I'y em

(v1,u1), isto &,

@
ov

I

— a1 _ 9 > 1 — Ou
(o, m) =e ( avy) 2 (1+ 20my)evr—oui Qv (01, 1)

I'y

ou seja,

(1 — 201 )(1 + 20y > e vrtaluited) (2.6)
Note que, uy > vy. Para mostrar que essa afirmacao é verdadeira, defina

2

dlr)=1—e "7 — 1.

Entio, ¢(0) = ¢/'(0) = 0 e ¢(z) = —e *~*’[1 + dax + 402> — 2a] < 0 para z > 0.
Dessa forma, ¢'(z) é descrescente quando = > 0. E, como ¢(0) = 0, conclui-se que

#(r) < 0 quando x > 0. Em particular, ¢(uy) + u; < uy. Além disso,
Slur) +up =1 —e 7" =0y,

Portanto, u; > v;.
E fato que u; — vy + a(u? +v?) > 0, ja que u; > v; e a > 0. Além disso, sabe-se que

e’ > 1— x para x > 0. Dessa forma
errmvrtald o) Sy — oy + a(u? +0?) + 1.
Substituindo o resultado acima em (2.6), segue que
(1 —2av;)(1 + 20uy) > up — vy + a(ui +v7) + 1,

ou seja,

(2a — 1) (uy — vy) — 4a’ugvy > a(ud +vi).

Como 0 < o < 1, tem-se que —4da?uiv; > a(uf + v}) e, entdo, —dauivy > uf + v%, 0
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que é uma contradigao.

Teorema 2.2. Considere a equagao (2.1) e suponha que (H1) esteja satisfeita. Sendo

z(p)(t) solugdo oscilatoria em torno de x, e

¢ 3
/tr b(r)dr < 2 (2.7)

para t suficientemente grande, entdo limy ., x(p)(t) = x.

Prova: Considere z(t) solu¢ao oscilatoria de (2.1) e a troca de variaveis y = S
Ty
Dessa forma, y(t) é solucao oscilatoria de
y(t) = —2.b(t)(y(t) + 1) L) (2.8)
Do Teorema 2.1, segue que
y(t) >-1,vt>0
(2.9)

y(t) <ez —1,vt>0.

Defina:

u = limsup y(t) e v = — liminf y(t).
t—00 t—00

Dessa forma, 0 <v <1le0<wu< oo.

A prova estard completa ao mostrar-se que u = v = 0. Para isso, considere 0 < ¢ <

1 — v. Entdo, existe to = to(e) de tal forma que

—v—e<y(t) <u+eVt>ty—r (2.10)

t
/ b(r)dr < g,Vt >ty — . (2.11)
t—r
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A partir de (2.10), as seguintes desigualdades ficam satisfeitas:

y(t) <o) (y(t) + )(v+e€),Vt>tg—r

y(t) > =b(t)(y(t) + 1)(u+€),¥t > to — 7.

Considere a sequéncia crescente {t! } satisfazendo

*

tr. >to, y(tr)=0, lim ¢ =oc0 e lim y(t,)=u.

m
m—0o0 tr, —00

(2.12)

(2.13)

De (2.8) conclui-se que L(y: ) = 0. Assim, existe &,, € (¢, —r,1;,) de tal forma que

y(Sm) =0 e y(S) >0,s € (fmat:‘n)

Integrando (2.12) de s a &,,, segue que:

/S o y(yich < / " o) (v + £)dr, paras < &

T)+1
Assim, para s < &,
Em
In(y(6m) + 1) — Iny(s) + 1) < (v +¢) / b(r)dr.

o que implica que

Em
In(y(s)+1) > —(v+ 5)/ b(T)dr.

E, portanto,
y(s) > e A b g,

Em particular, para todo t € R,

—b(t)y(s) < b(t)(1 — e (v+9) [ b(r)dry
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Para &, <t <t , tem-se quet —r < ¢, e

Em
i) <~ o)+ 1) [ wry)dnls =7
S :L‘*b(t) (y(t) + 1) /tsm(l _ 6—(1)-1—6) ffm b(T)dT)d’I](S . 7_) (2 14)
<)+ D[ [ dnls =) =00 [y -]

< bt (y(t) + D1 — e H LT 00ar)

De (2.12) e (2.14), obtém-se que

S S min{b() (v ), b1 e OO e [ 1) (2.15)
Afirmacao 1:
1
In(1+y(t;,) < v — cvf,

onde v1 = v + €.

Esta afirmacao estara provada ao se concluir o resultado para os dois seguintes casos:

Caso 1 : f;zl b(r)dr < —

Nas condigoes do Caso 1, de (2.15) segue que

o u(t tr, N
/ y( ) dt = ln(y(t:‘n) + 1) < / b(t) [1 —_e fir b(’T‘)dTi| dt
3

. Yt +1 em

5,

_ / b(#) [1 _ U b= f b(T)dT)} i
Em
tr, .

< / b(t) [1 P LR WT} dt (2.16)
Em
tr tx , .

= / b(t)dt — / b(t)e 201 e MDA gy
&m Em
tx, , tr .

= / b(t)dt — e 2™ / b(t)e" Jem YT gy
&m Em

Utilizando a mudanga de varidveis u = f;m b(T)dTt, du = b(t)dt, obtém-se a solucdo da
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segunda integral do lado direito e, assim:

t .
/ b(t)e? Jem P gy — 1 {evl Jem brydr _ 1}
¢

U1

m

Substituindo em (2.16), obtém-se que

2

b(t)dt — e fen i bmar _

In(y(t;) +1) < /

Em U1
tm 1 5 [im p(r)d “ (2.17)
— / b(t)dt _ _e_vl (i_fém (1) 7') |i1 . e—Ul f&:: b(T)dT:| )
Em U1

Note que, para ¢(z) = = — ie_vl(%_@(l — e ") ¢(x) é crescente para 0 < z <
De fato,

N[O

Como 0 <z < % segue que % —x > 0. Além disso, —vl(% —xz) <0, ja que v; > 0.

Dessa forma, evi(3-2) < 1. E, portanto, ¢(z) = 1 — evi(5-2) > 0.

Entao, como fgm b(r)dr < —u, segue que
In(1 — 1 oy (3 y0=v1) vy BA=v1)
In(1 + y(£)) < l-vw) 1 [6 e )} [1 e }
U1 U1
In(1 —w 1 3 In(l—w
< 1)+—{v1(—+—( 1>)—1}[—1+1+v1]
Uy Uy 2 U1 (2.18)
S_111(1—1}1) o <§+ln(1—v1)) .
(%1 2 (%]
3 1—
= 2o —1—In(1 —wvy) ( Ul)
01

Afirmacao 2: para 0 < v; < 1, vale:

v—i—(l—v)ln(l—v):/ov(/Oxﬁdy>dm.
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De fato,

/ —dy_ In(1—x),

/ / _dydx_—/ovln(l—x)dx.

Resolvendo a integral do lado direito, prova-se a Afirmacgao 2.

logo,

1
Além disso, para 0 < v < 1, ' T—w > 1+ v. De fato, se existisse v € (0,1) tal que

< 14w, 1—v%>1 deveria ser verdadeiro, o que nao ocorre.

1—w

Dessa forma, da Afirmacao 2 e do argumento acima decorre que

u+Q—vﬂM1—UF:£U<A 1— )Mﬁ>/‘/ v (2.19)

—§v +61)

Utilizando (2.19) com vy ao invés de v e dividindo por —uvy, segue que

(1—v) 11,
90— oy — =,
o n(l—wv) < 5V~ gl

—1—

Somando-se %vl a desigualdade acima e aplicando o resultado obtido a (2.18) a Afirmacao 1

esta provada:

3 1-— 1
(1 +y()) < Sor— 1= S ) <oy — L2,
2 U1 6

(%1

In(1 — i
Caso 2 : =) < / b(T)dr < g
¢

m

Falta ainda provar a Afirmagao 1 nas condi¢oes do Caso 2. Para isso, escolha 7, €

[Em, t5] tal que

/tfn p(rydr — — L =) (2.20)
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Para t € [, 1m], de (2.15) tem-se que
y'(t)
< b(t)v;.
Ty = '0n
Logo,
m / t Nm
/ GRS / vib(t)dt. (2.21)
Além disso, para t € [0y, th ],
y'(t) —v1 [5™ b(7)d
< b(t)[1 — e )= PTAT]
SerELCIEE |
Logo,
t::n / t tjn m
/ SAGE < / b(t)[L — e~ S b gy, (2.22)
Nm 1 + y(t) Nm
Como
Nm / t t;m / t tf;n / t
/ y—()dt+/ 40, dt:/ A (2.23)
en 1Hy(t) L) e LT y(t)
e
/t:n vt) dt =In(14+y(t;,)) — In(1 +y(&§n)) = In(1 + y(&,)) (2.24)
as desigualdades (2.21), (2.22), (2.23) e (2.24) permitem concluir que
Im i
In(1+y(t:)) < / vib(t)dt + / b(t)[1 — e~ b gy
Em Nm
. " " t t (2.25)
= / b(t)dt + / b(t)dt — / b(t)e 1ler MDA g,, b(T)dT] gy
Em TIm Nm
Aplicando a segunda desigualdade do Caso 2 a (2.25), segue que
Nm t:n, t’tn t
In(1+y(t,)) < v / b(t)dt + / b(t)dt — / b(t)e ¥/ 2tvnfe, (O g (2.96)

E m Nm NMm

Utilizando a substituicao u = vy f;m b(T)dr, du = v1b(t)dt, resolve-se a tltima integral
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do lado direito possibilitando obter:

. vlf mb(T)d’T:|

- { Jim b(r)dr— fim b(T)dT}]

t;kn t _3/2’01 1%
/ b(t)ef3/2v1+vl f&m b(T)det - _ |:e'u1 fér’n" b(r)dr i g;n b(‘r)dT:|
Voltando a (2.26),
—3/21)1 m
ln(l—I—y(t;‘n))gvl/ dt+/ bt [ o
U1
t* 3/27)1 *
- Ul/ t)dt +/ b(t [evl Jemb(rydr _
U1
Segundo (2.20), segue que
6—3/2’01

Em (%1
—3/2U1 ;(n
:Ul/ b(t dt—l—/ b(t)dt — [”1fgtmb(7)d7_
U1
3/2U1
:vl/ b(t dt+/ b(t)dt — E[er S o (g
Em U1
t¥, .
:Ul/ b(t dt—i—/ b(t —gurtor Je b(r)dr
Em

vl/mb( )dt + (1 — U1)/ b(t)dt — e R fgmb

&m Im

Sabendo-se que v; € (0,1),

f;*:’ b(T)dr = 2, segue que

tm
[evl fém b(r)dr

ell f;}:’; . eln(lfvl)]
e Jem (1 —vq)]
1+ v)]
d .
(2.27)

e > 1— 2 quando x > 0 e utilizando a hipo6tese

(2.28)
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o que prova a Afirmacao 1.

Fazendo m — oo e € — 0, segue que v; — v e y(t:) — u. Logo,

1
ln(1 -+ U) S v — 6?]2.

Resta mostrar que

1
—In(l—v) <u+ 6u2.
Para isso, considere uma sequéncia (s*,) satisfazendo

s <to, 9(sp,) =0, lim sp, =00 e lim y(s})=—v.
m—00 S —>00

Analogamente ao que foi feito anteriormente, obtém-se uma sequéncia {o,,} de tal

forma que o, € (s, —r,s,), y(om) =0 e

- (1 _gi(?(t)) < min{b(t)uy, b(t)[e" 7 PO — 1]} VE € [0, 57 (2.29)

Afirmacao 3:

1
—In(1 +y(s},)) < wi + cud

onde u; = u + €.

A prova da Afirmacgao 3 pode ser dividida em trés etapas:
Caso 1 : f;ﬂ’: b(r)dr < 1.

Nas condigoes do Caso 1 e considerando (2.29), segue que

s* *

m oyt Sm 1
—In(1+y(s),)) = _/ - j/_(y)(t) dt < ul/ b(T)dT <wup <wup + gu%

)

s In(1
Caso 2 : 1 < [>mb(r)dr < % — w
" 1
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A expressao em (2.29) garante que:

. o g(t) /sfn
—In(1 = — dt < b(T)d
(L y(s) = - [P i
3 In(l4+u 3
<u <§ — —( " 1)) = §u1 —In(1 4 uy).
3  In(1 1 In(1
Note que, por hipétese, 1 < = — n(——i—ul) Assim, —= < —M. E, entao
2 U1 2 Uy
U
71 > In(1 + uq), logo, uy > 21In(1 4+ wy) > 2.
3 2
Se u; > 3: §u1 = + % < up + % Portanto,

3 2
§U1 — ln(l + Ul) S Uy + %

Caso contrario, se 2 < u; < 3, segue que

3 2 2 1
% <5< §—|—ln3 < §+ln(u1+1) < 6u§+ln(u1+1).
Logo,
U 1
El - hl(l ‘|‘U1) < gu%,
e, portanto,

3 1
§u1 —In(14+wu) <uy + gu%

3 In(l o 3
Caso 3 : §_n(u——:m></am b(T)dTgé.

Seja N, € [om, s5,] tal que

§_m0+w):/wmﬂm_ (2.30)

2 U1l

Para t € [0, m], de (2.29) obtém-se que

y'(t)
1+ y(t)

< b(t)u;.
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Logo,
Nm '(t im
/ AORSA ul/ b(t)dt. (2.31)
& 1TY() e
Além disso, para t € [0, st
/
t om
Y ( ) < b(t) [eul Somb(rydr 1]
14+ y(t)
Logo,
Sy, / e om
/ YOy < / b(t)[em 7o ]t (2.32)
o L Y(t) .
Note que
Nm /(¢ Sy '(t E (¢
/ y() dt+/ ) dt:/ v g (2.33)
om 1Hy(t) L+ y() om 11+ y(t)
e
™yt . .
- / —dt = —In(l+y(s;,)) + (1 +y(om)) = —In(1 +y(s,,)) (2.34)
o 1Y)
Dessa forma, as desigualdades (2.31), (2.32), (2.33) e (2.34) mostram que
Sy, om Nm S
CIn(14y(s5)) < / b()en Kb gy |y / b(#)dt — / bdt (2.35)
m Om Tim
Além disso, utilizando (2.30), obtém-se que
—In(1+y(s,)) < / bty (i b=, b)) gy
i (2.36)

In(1 Sm
o (§ _ n<_+uﬂ) _ / b(t)dt.
2 U1 NMm
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De acordo com (2.7), segue que

_Jn(1+gxs;>>g<£u{/“mbuyaUIﬁmdﬁﬂnﬁ
m ) (2.37)

A solugao da primeira integral do lado direito é obtida a partir da substituicao v =

—uy f;m b(t)dr, dv = —uyb(t)dt e, dessa forma,

*

/ B b(t)e "t Jom AOVIT gy — A [ @ o [ b
Nm

U

Voltando a (2.37),

3 *
2% S:n nm 3 l 1 Sm

_ hl(l + y(s;kn)) < e [e—ul Jomb(r)dr _ o1 Lo b(T)dT] + oy (_ _ M) — / b(t)dt
NMm

" 2 U1
3, . o

_ e2tl |:€7’U,1 f;]:: b(T)dT . eiul f:;’:; b(T)dTi| + Uy <§ _ M) — / b(t)dt
u1 2 ul Nm

De (2.30), segue que

3y . 1
—In(1+y(s},)) < 6; |:€7%u1+ln(l+u1) o i b(T)dT} oy ( + Uy ) / bt
1
L n 3 In(l i
:—[1+u1—e2“1 w |, b(r)dr]+ 1(__ n( +U1) / "
(751 2

Utilizando o fato que e ™ < 1 — x quando x > 0 na desigualdade acima, segue que

1 i‘n In(1 i
—In(1+y(s),) < —|1+u —1— §u1 + ul/ b(r)dr| + uy 3 _Irw)) / b(t)dt
Uy 2 2 U1 Im

Om

3 S 3 In(14u) Sm
=1-—= b(t)dt -] - b(t)dt.
2+/ ®) +m<2 = ) l (*)

Tm m

S
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Aplicando (2.30) novamente,

1 3 In(l 3 In(1
—1n<1+y<s;>>s—§+§_w+m(é_w)
3 1+1 1 (2.38)
Uu
=§u1+1—( o 1)1n(1+u1)_

Afirmacao 4: para u > 0, segue que

(i) —u= [ (A%)d:c

—— =In(1+ z),
Ty (1+x)

/0“ (/0 %) dz = /Ou In(1+ z)dx.

Resolvendo a integral do lado direito, prova-se a Afirmacao 4.

De fato,

logo,

Além disso, para u > 0 tem que 1

1
14w
Dessa forma, da Afirmacao 4 e do argumento acima decorre que

(1+u)In(l+u) —u= /0“ (/Om 1C—l|——yy) > /ou /Ox(1 ~ e (2.39)

u

5

> (1 —u). De fato, se existisse u > 0 tal que
u

< (1 —wu), 1 <1 —u? deveria ser verdadeiro, o que nao ocorre.

w

| S,

Utilizando (2.39) com wu; no lugar de u e dividindo os dois lados por —u;:

1+ uy up o u?
1-— In(1 < —— 4+ —.
( ” ) n(l+wu) 5 T %

Somando-se %ul a desigualdade acima e aplicando o resultado obtido a (2.38) a

Afirmagao 3 esta provada:
uy

. 3 14w u 2
—In(1+y(s))) < §u1—|—1—( - 1)1n(1+u1) < é—l—E
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Fazendo ¢ — oo e m — oo, conclui-se que

1
—In(1 —v) §u+6u2

1
E, com a = 6’ pelo Lema 2.1, a prova do Teorema 2.2 esta finalizada.

Teorema 2.3. Assuma que (H1) e (H2) estejam satisfeitas. Entdao, as solugées x(t) do

P.V.I(2.1), (2.2) satisfazem:

lim z(t) = .,
t—o0

onde , = |71,

Prova: O caso em que x(t) é ndo oscilatoria foi provado no Teorema 2.1. Dessa forma,
basta analisar o caso em que z(t) é solucao oscilatoria em torno de z,.
. ., . T — Ty
Considere a mudanca de variaveis y =

Defina

. Entdo, y(t) é solugao de (2.8).

*

liminfy(t) = —v e limsupy(t) = u.
t—o0 t—o0

Entao, 0 <v<lel<u<oo.

Tome € > 0 e T > 0 tais que

—v—e<ylt)<u+e Vt>T. (2.40)

Para provar o teorema, basta mostrar que u = v = 0.
Caso 1: v < .
Considere {t,,} C R uma sequéncia tal que

tn—r>T, y(t,) =0, y(t,) >0. limt,=c0 e limy(t,) =u.

n—00 t—o00

De acordo com (2.8), L(y;,) = 0.
Note que, de acordo com o Teorema 2.1 sabe-se que y é limitada. Além disso, (2.8) in-

dica que y ¢é limitada. Logo, y é Lipschitz. Mais ainda, ¥, € equicontinua e uniformemente
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limitada. Sendo assim, o Teorema de Ascoli garante que y;, possui uma subsequéncia,
aqui representada com a mesma notagao, tal que y;, converge para alguma ¢ € C
Como L(y;,) = 0, para todo t,, segue que L(y) = 0. Por outro lado, a equagao (2.40)

juntamento com o fato de que v < u implicam que

Yo = sup |y, (s)] Su+e.
s€[0,00)

Como ¢ é arbitrério, fazendo n — oo segue que

lole < u=¢(0).

Da hipotese (H2) conclui-se que u = v = 0.
Caso 2: v > u.
A prova é andloga a do Caso 1. Basta considerar uma sequéncia {s,} C R tal que

sp—r>T, y(sp) =0, y(s,) <0, lims,=00 e limy(s,) =—v.

n—o0 t—o00

Lema 2.2. Considere a equacao (2.1), com b : R — R uma func¢io continua positiva e
suponha que as hipdteses (H1)(i1) e (H2) estejam satisfeitas. Defina x, = =" e considere
z(t) = x(p)(t) solugio de (2.1). Suponha que x(t) estd definida em I = (a,00), com

a € R oua=—oo e que existam K > 0, tg > a +r tais que x(t) satisfaz:

|z(t) — z.| < K, parat € (a,to.

Entao,

|z(t) — 2| < K, parat € [tg, 00).
Prova : Suponha que exista t; > ty tal que |z(t;) — z,| > K. Defina

T =min{t € [to,t1] : |x(t) — x| = sup |z(s) — x|}

to<s<ty
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Entdo T € (tg,t1] e |z(s) — x| < |2(T) — x|,V s € (to, T). Logo,

|z(s) — 2. < K <|z(T) — x|,V s € (a,to).

Em particular,

|z(s) — x| < |2(T) — x|,V s € (a,T).
Se z(T) — z, > 0, entdo |z(s) — x| < z(T) — z.,V s € (a,T), o que implica que,
z(s) —x. < x(T) — 2,V s € (a,T).
Logo, z(s) < z(T),V s € (a,T), mostrando que &(7) > 0. Por outro lado, (H2)
implica que
gerando uma contradicao.
Se z(T) — x, <0, entdo |z(s) — x| < . —x(T),Y s € (a,T), o que implica que,
. —x(s) < xy —x(T),Vs € (a,7T).
Logo, z(s) > z(T),Y s € (a,T), mostrando que #(7) < 0. Por outro lado, (H2)
implica que
fornecendo outra contradicao.

Sendo assim, conclui-se que

|z(t) — x| < K,V t € [tg,0).

Lema 2.3. Seja v, = 1;. Assuma que (H1) e (H2) estejam satisfeitas. Se x(t) = x(p)(t)

for uma solugao global de (2.1) que é limitada em (—o0, 00) e limitada inferiormente longe
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do zero, entao

) = o

T — X

Prova : Considere a mudanga de variaveis y = . Entao y(t) ¢ solucao de (2.8)

Ty
em R com

—1<m<y(t)<MVteR.
Se y(t) < 0 para todo t € (—o0,Tp| e algum T € R, como L é positivo, segue que y(t)
é nao decrescente em (—oo, Ty] e, assim, existe ¢ tal que

c= lim y(t) <O0.

t——o00

1
Para t < Ty, —T; > 0 suficientemente grande, segue que L(y;) < §lc e, assim,

. 1
(t) > =5 (1+ y(1) foc:
Integrando a expressao acima de ¢t a 717,
1
ln(l + y(Tl)) - ln(l + y(t)) = _EBOC(Tl - t)at < Tl?

o que implica que

1+ y(Th) > e 2500 (1 4 y(1)) £ < T

Note que o lado direito tende a oo quando t — oo, contradizendo o fato de y ser
limitada.
O caso em que y(t) > 0, t € (00, Ty| para algum Ty € R também nao ocorre.
Assim, y(t) é oscilatoria perto de —oo, isto é, y(t) é oscilatoria.
A prova que lim;, . y(t) = 0 é andloga a do Teorema 2.3, bastando substituir a
fungao y(t) pela z(t) = y(—t).
|

Teorema 2.4. Assuma que (H1) e (H2) estejam satisfeitas. Entao, a inica solugao de

(2.1) que é definida em R, limitada e limitada inferiormente longe do zero é a solu¢do
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constante x(t) = x,, onde z, = 1.

Prova : Seja x(t) solugao global de (2.1) que ¢ limitada iferiormente longe do zero e

limitada.
Segundo o Lema 2.3, tem-se lim; ., 2(t) = ..

Assim, para € > 0 arbitrario existe ¢y = to(¢) tal que

|z(t) — x| < e,V it > 1.

Por outro lado, o Lema 2.2 garante que

|z(t) — x| <e,VteR

E, portanto,

lim z(t) = x,.
t—o0

Corolario 2.2.1. Considere a equacao diferencial funcional escalar autonoma,

&(t) = box(t)[1 — L(zy)], (2.41)
onde by >0 e L:C — R é um operador linear positivo nao nulo. Assuma que L satisfaz
(H2).

Entao, todas as solugées x(p)(t) de (2.41) com condigdo inicial ¢ como em (2.2),

tendem a x, quando t tende a infinito, onde x, = 171,

Além disso, x, € a unica solugao global de (2.41) que é limitada inferiormente longe

do zero e limitada em R.
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2.3 Exemplo

Exemplo 1. Considere a sequinte equacao diferencial com retardo escalar, com um ni-

mero finito de retardos

n

(t) = 2(t) | — box(t) — Y _ bt —ry)| (2.1)

i=1
onde todas as constantes o, b;,r;, 1 =0,...,n, $G40 positivas.
Se by > S0, b entdo (H1) e (H2*) estio satisfeitas e x. = a (X1 b)) ¢ um

equilibrio globalmente estdvel.
Do Teorema 2.4, x, é a tunica solucao global de (2.42) que é limitada e limitada

inferiormente longe do zero.






Capitulo

3

Equacao nao autonoma com linearidade

positiva

Este capitulo destina-se ao estudo da equagao logistica retardada com uma linearidade

nao autonoma. Considerando-se certas condicoes, serd mostrado que todas as solugoes

positivas dessa equacao tendem ao equilibrio positivo x, quando t tende ao infinito.

3.1 Equacao Logistica Retardada com uma linearidade

nao auténoma

Considere a Equacao Logistica Nao Autonoma e retardada

#(t) = b(t)x(t)]a(t) — L(t, 21)].

Para ¢ € C, considere o P.V.I. (3.1) com condigao inicial

rg=¢ com @(0) >0, 6e&[-r0) e ¢0)>0.

Ao longo deste capitulo, também serao consideradas as seguintes hipoteses:

(3.1)

(3.2)

(H1) (i) b : R — R é uma func¢ao continua e existem constantes 3y e¢ 3° tais que
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0<By<bt)<p’VteR.

(ii) L:C — R & um operador linear positivo com [ := ||L|| > 0.
(H2) Para toda ¢ € C tal que |p|c = ¢(0) > 0, segue que L(p) > 0.

(H2*) Existe uma constante d € (0,1) tal que se ¢ € C, p(0) > 0 e L(p) = 0, entdo
0(0) < dlplc.

Al) a: R = Reb:R — R funcoes continuas e existem constantes 3y, 3° tais que
¢ ; q

0<fBy<b(t)<p’ VteR.

(A2) O operador L(t,-) ¢ linear e positivo para todo ¢t € R.

(A3) Para todo M > 0, a funcdo

(t7 90> = a(t) - L(tv 90)

¢ uniformemente limitada para (t,9) € R x C, |plc < M.

(A4) Existe um o > 0 tal que

L(t,1) = |IL(t, ]| = a0,V ¢ € R.

(A5) Para toda ¢ € C, existe o limy_, L(t, ) e é definido por

lim L(t, ) := L(p).

t—o00

Observagao 2. A hipdtese (A3) leva & conclusio de que a(t) € necessariamente limitada

em R, jd que a(t) pode ser vista como:
a(t) = a(t) — L(t,0).

Sendo assim, pode-se dizer que |a(t)| < M,, para algum M, > 0.
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Além disso, (A3) também garante a limitacdo uniforme de L(t,-) para todo t € R.

Basta observar que

L(t, ¢) = a(t) = (a(t) — L(t, ¢)).

3.2 Resultados importantes

Lema 3.1. Assumindo verdadeiras as hipdteses (Al) — (A3), obtem-se que a solugdio

z(p)(t) de (3.1), (3.2) é positiva e definida em [0, 00).

Prova: Sendo z(t) = z(¢)(t) solugao do P.V.I. (3.1), (3.2) e considerando a troca de

x(t) — @

variaveis: y(t) = , y(t) se torna solugao de

*

y(t) = o(6)(y(t) + Da(t) — z.L(t, ye) — 2. L(¢, 1)]. (3.3)

Integrando (3.3) de 0 a t:

t y(S) B t . . » S S
/0 y<s)+1d5—/0 b(s)[a(s) — z.L(s,ys) — z.L(s,1)]ds.

Resolvendo-se o lado esquerdo da expressao acima, obtém-se que

In(y(t) +1) = In(y(0) + 1) = /0 b(s)la(s) — =.L(s, ys) — x.L(s, 1)]ds,

logo,

y(t) _ (1 . (10(0) - -'13*) ef(f b(s)la(s)—z«L(s,ys)—z+«L(s,1)]ds __ 1.
Ty

ou seja, y(t) > —1, para todo t positivo, o que permite concluir que
z(t) >0, paratodo t>0.

Os dois lemas a seguir serao de grande utilidade para garantir, sob certas condicoes,

a limitacao da solucao.
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Lema 3.2. Considere a equacado

Tt =uzf(t ) (3.4)
e suponha que f em (3.4) satisfaz as hipdteses (B1)-(B3), onde:

. . . . of
(B1) A fungao f é continua e diferencidvel com respeito a © em R% ) e == € continua em

oz
R?’_O-
A 0 97 2
(B2) A fungao E <0 em RZ,.
(B3) Para constantes f >0 e k > 0 tem-se

(i) f(t,k) < B parat>0,

(ii) [T f(s,k)ds <0 parat > 0.

t

Dado qualquer &€ > 0, o problema de valor inicial
T =xf(t,x), z(0) =¢&. (3.5)
tem uma unica solucao que existe para todot > 0. Se 0 < & < k, entao
0<a(t) <ke’ para t>0, (3.6)
e se & > k existe um T > 0 tal que
0<az(t) <&’ para t>T. (3.7)

Prova: A existéncia local e a unicidade da soluc¢ao x(t) sdo garantidas pela hipotese
(B1). Como a fungao nula é uma solucao de (3.4), a solucao de (3.5) satisfaz z(t) > 0 em
seu intervalo maximal de existéncia.

Suponha que £ > k. Entao, ou x(t) > k para todo t > 0 para os quais z(t) existe ou
existe um 7 > 0 tal que z(7) < k.

Caso 1: z(t) > k onde a solucao existe. Tome ¢ > 0 e N o inteiro ndo negativo tal que

N<t<N+1.
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Integrando (3.4) de 0 a t, segue que

[ sy [ s et

E, assim, .
In(z(t)) — In(z(0)) < i (s,x(s))ds,
logo, t
In(z(t)) < In(§) + i (s,x(s))ds.
Portanto,

) < o |  Fls,a(s))ds

~ o [ ftscatonts +ox [ st + [ g ofs))is)

gfexp/]\:f(s,:c(s))ds

A fungéo f é decrescente. Logo, x(s) > k implica que f(s,z(s)) < f(s,k) e, assim,
fN ))ds < fN s,k)ds. Aplicando na desigualdade acima, juntamente com a

hipotese (BS)(Z), obtém-se que

z(t) < €PN < gef,

poist— N < 1.
Portanto, 0 < k < x(t) < e para todo t > 0 onde x(t) existe. Consequentemente,

x(t) existe para todo t > 0 e (3.7) é obtida tomando 7 = 0.
Caso 2: existe 7 > 0 tal que z(7) < k.

Suponha que exista T > 7 tal que 2(T) > ke”. Defina
ty =sup{t:z(t) =k 1<t <T}.

Entao, 7 <t; <T, z(ty) =k, ex(t) >k, t; <t <T.
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Afirmacao: T —t; < 1.
De fato,se T'—t; > 1, entao T >t + 1 e x(t) > k, para t; <t <ty + 1.

Integrando (3.5) de t; a t; + 1, obtém-se que
x(tl -+ 1) = xtleftt11+l f(s,m(s)ds).

Logo,

t1+1

k< SL’(tl + 1) — x(h) ft11+ (s,x(s))ds < k;ef (s,k)ds < k},

fornecendo uma contradicao.

Portanto, T'— t; < 1 e, assim,
T T
ke < x(T) = z(t) exp/ f(s,z(s))ds < kexp/ f(s,k)ds < kePT~1) < eP
t1 t1

outra contradicao. Esse argumento estabelece que nao existe tal 7' > 7 que satisfaca
z(T) > keP.
Portanto,

a(t) < ke’ <&,

concluindo a prova de (3.6).

O caso em que £ < k. é andlogo ao Caso 2, considerando agora 7 = 0.

Lema 3.3. Suponha que f em (3.4) satisfaz (B1), (B2) e (B4), onde:
(B4) Para constantes o >0 e 0 < <k,

(i) f(t,0) > —a parat >0,

(i1) ftH (s,0)ds > 0 para t > 0.

Se £ > 0, entao a solucao de (3.5) satisfaz

xz(t) > e para t>0. (3.8)
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E, se 0 < & <4, entao existe um T > 0 tal que a solugcdo de (3.5) satisfaz
x(t) > €™ para t>T. (3.9)

A prova é analoga a do lema anterior.

Teorema 3.1. Assuma que (Al) — (A4) estejam satisfeitas e que, para algum 6 > 0,
tem-se a(t) > 0 para t suficientemente grande. Entao, as solucoes x(p)(t) de (3.1), (5.2)

estao definidas, sao limitadas em [0,00) e limitadas inferiormente longe do zero.

Prova: Para z(t) = z(p)(t), t > 0, a desigualdade

(t) < y(t)x(t), (3.10)

¢ valida para (t) = a(t)b(t).

Integrando (3.10) de tg a t, com 0 < ¢y < t, segue que
t t

/ @ds < / ~v(s)ds,
to I(S) to

In(z(t)) — In(z(tp)) < / v(s)ds.

to

o que implica que

Logo, .
In(x(tg)) > In(z(t)) —/ v(s)ds.

to
Portanto,

2(te) = a(t)e Fo 7 0 < hy < 1. (3.11)

A Observagao 1 garante a limitacao de a(t). Além disso, (A1) mostra que b também ¢é
limitada em R. Sendo assim, y(t) é limitada em R e é possivel tomar m real de tal forma

tal que

t
sup / v(s)ds <m, t > 0. (3.12)
oel—r,0] Jt+0
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Assim (3.11) e (3.12) implicam que z4(0) > x(t)e™™, para —r < 0 < 0. E, de (3.1),
#(t) < b(t)(t)[a(t) — Lt, 2(t)e™™)] = b(t)x(t)]al(t) — L(t, 1) (t)e™™]

= z(t)[y(t) — g(t)z(t)],

onde g(t) = b(t)L(t,1)e™™ & uma fungao continua e satisfaz:
0 < agfoe ™ < b(t)L(t,1)e™™ < Bcpe™™,

j& que as hipoteses (A1) e (A4) estao satisfeitas.
O Lema 3.2 permite concluir que = esta definida e é limitada em [0,00). Para que
ele possa ser aplicado, basta conferir que suas seguintes hipoteses, relativas a f(t,y) =

v(t) — g(t)y e g(t) estao satisfeitas.

1. Inicialmente, nota-se que f é continua, tendo em vista a continuidade das funcoes a,
b e g. Além disso, f é diferenciavel com respeito a y e g—g(t, y) = —g(t) é continua

em RZ,.
2. A derivada g—i(t, y) = —g(t) <0, pois, g(t) = b(t)L(t,1)e~™ > 0 para todo t > 0.
M emﬂo

3. Dadas as constantes 3 < 0e k > 0, onde 3 = M, e k > a—ﬁ, tem-se
QoPo

flt k) =~(t) — g(t)k < a(t)8” — apfoe™ ™k < a(t)8° < 6.
Além disso, V t > 0,
t+1 t+1
/ f(s,k)ds = / (v(s) — kg(s))ds < B°M, — kagBee ™ < 0.

Seja K como na hipotese (A3), isto ¢, |a(t) — L(t,¢)] < K, V¥Vt > 0. Entao, a(t) —
L(t,p) > —K,V t > 0. Dessa forma, de (3.1) e de (A1) para t > 0 vale

#(t) > —b(O)a(t) K < —K Box(t). (3.13)
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Integrando (3.13) de t +6 a t, com 6 € [—r, 0],

t t
/ ﬁds > — K3%ds,
t

+6 z(s) t+6

logo,
In(z(t)) — In(z(t + 0)) > —K3°0,

permitindo concluir que
2t +0) < x(t)e K00 < p ()Xo,
ou seja,
2,(0) < x(t)e”’ 5", para O € [-r,0)et>r.

Definindo h(t) = eX"#°b(t)L(t, 1) e utilizando (3.1), segue que

#(t) = w(t)[y(t) — h(t)z(t)].

Além disso, por hipotese, a(t) > § para t suficientemente grande, o que implica que,
v(t) > d5y > 0. Aplicando o Lema 3.3 conclui-se que z(t) é limitada inferiormente longe

do zero.

Teorema 3.2. Assuma que as hipdteses (A1)-(A5) sao verdadeiras e que:
(i) a(t) — ag quando t — oo.

(i) L em (A5) satisfaz (H2). Entao,

) =

onde x(t) = x(¢)(t) € a solugcdo do PVI (3.1), (3.2) e x, = ﬁ

Prova: Sendo z(t) solucao de (3.1), (3.2) e, através da mudanga de variaveis y(t) =

t - * ~ ~ PR .
W—x, y(t) é solugao de (3.3). A demonstracdo pode ser dividida em dois casos:
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Caso 1: Suponha que y(t) seja eventualmente monodtona, isto é, que exista 7' € R tal

que y(t) seja mondtona quando t > T

O Teorema 3.1 afirma que y(t) é limitada em [0, c0) e limitada inferiormente longe de

zero. Dessa forma, a monotonicidade eventual de y garante a existéncia de ¢ tal que

lim y(t) = c. (3.14)

t—o00

Caso 1.1: Suponha que ¢ > 0.

Fixe € > 0 suficientemente pequeno de tal maneira que
c—e>0 e e+ale—(c—e€)(l—¢)] <O. (3.15)
As hipoteses (i), (A5) e (3.15) garantem que existe 77 de tal forma que

ylt) >c—e, Vt>T)—r,

a(t) <ap+e e L(t,1)>|L|(1—¢€), VEt>T, (3.16)

Dessa forma, para t > Tj, integrando (3.1) de T} a t:

K y<8) _ ' — S — S S
/T1 WCZS = /Tl b(s)[a(s) *L( 7ys) *L( 71)]d

logo,
t

In(y(t) + 1) = In(y(T1) + 1) = / b(s)a(s) — . L(s, ys) — =.L(s, 1)]ds,

T

mostrando que

y(t) + 1 < (y(T1) + 1)ePh Moo=z Llsan)-a.LisDds

< <y(T1) + 1)eﬁo[€+ao[6*(0*€)(1*€)}(t*Tl) t>T.

)

Fazendo t — oo, conclui-se que ¢ < —1, o que contraria o fato de que ¢ > 0.

Caso 1.2: Ao supor-se ¢ < 0, chega-se a uma contradicio de maneira analoga a do

Caso 1.1.
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Portanto ¢ = 0 e o resultado esta provado.

Caso 2: Suponha que y(t) ndo seja eventualmente mondtona. Defina

liminfy(t) = —v limsup y(t) = .

t—o0 t—00

O Teorema 3.1 afirma que y é limitada em [0, 00) e limitada inferiormente longe de

zero, logo —1 < —v < u < 0.

Fixe € > 0 e considere T" > 0 tal que

—v—e<ylt)<u+et>T (3.17)

Para concluir a prova do teorema, basta mostrar que v = v = 0. Para isso, suponha

que |v| <u e tome (t,) C R uma sequéncia tal que

th—r>T, 9(t,) =0, y(t,) >0, limy(t,)=u e limt,=o0.

n—oo n—o0

Entao

Y (tn) = b(tn)(y(tn) + Dla(tn) — 2. L(tn, yr,) — v L(t,, 1)] = 0,

logo,
a(t,) — xoL(tn, yi,) — zL(t,,1) =0

As fungoes y e ¢ sao limitadas. Sendo assim, y é Lipschitz e, portanto, y;, ¢ equiconti-
nua e uniformemente limitada. O Teorema de Ascoli garante que ¥, possui subsequéncia,

aqui representada com a mesma notacgao, de tal forma que v, — ¢, para alguma ¢ € C.

Como y(t,) — u, pela unicidade do limite, segue que ¢(0) = u. Por outro lado,

0=a(ty) — x.L(tn,yr,) — xL(tn, 1)
=a(ty) — v L(tn,ys,) — T L(ty, 1) — 2 L(tn, @) + 2 L(ty, )

= [a(tn) = @ L(tn, 1)] = @[ L(tn, yr,,) = L(tn, ©)] = 2. L(tn, @)
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Fazendo n — oo, segue que L(¢) = 0; pois a(t,) — ao, L(tn, ) — L(p), L(t,, 1) —

L(1) = L] ¢ 2. = 3.

De (3.17) e da hipotese |v| < u, segue que

[Yinlc = sup |y, (s)] <u+te.
s€[0,00)

Fazendo n — oo obtém-se:

Yenlc = |ole Su+e

e, como ¢ é arbitrario, conclui-se que

lole < u=¢(0).

Da hipotese (H2), u = |p|c = 0, o que implica que v = 0.
Para o caso em que |u| < v, a demonstragao segue da mesma forma. Basta agora

considerar (s,) C R uma sequéncia tal que

Sp—r>T, y(s,)=0, y(s,) <0, limy(s,)=-v e lim s, = 0.

n—oo n—o0

O corolario a seguir pode ser visto como um caso particular de (3.1), sob as hipoteses

(A1)-(A5).

Corolario 3.2.1. Considere a equacao diferencial funcional:

#(t) = w(t)[a(t) — h(t)S (2], (3.18)

onde a,h : R — R sao funcoes continuas, L : C'— R é um operador linear positivo nao

nulo e existem constantes ag, o, By e (Y tais que

ap<alt)<a’, e 0<By<h(t)<phvVteR
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Entao, todas as solugées x(p)(t) do P.V.I. (3.18), (3.2) sao limitadas em [0,00) e

limitadas inferiormente longe do zero. Além disso, se

tliglo alt) = ao, tll{& ht) = ho

e L satisfaz (H2), entdo

lim x(@)(t) = T,
t—o0
onde r, = _a0

hollSI°






Capitulo

4

Equacao auténoma com linearidade nao

positiva

Este capitulo aborda um caso mais geral da equacao (2.1), na qual o operador L :
C — R é linear, nao nulo e limitado, mas nao necessariamente positivo. Para esse tipo
de equacgao, sera desenvolvido um importante teorema visando garantir a estabilidade
assintotica, o qual poderd ser aplicado em casos em que nao ha a possibilidade de se

utilizar técnicas usualmente empregadas, tal como o Método de Liapunov.

4.1 Equacao Logistica Retardada com uma linearidade

autonoma nao positiva

Considere a equacao (2.1) e n : [-r,0] — R uma funcao de varia¢do limitada de tal

forma que, para ¢ € C,
0

uw—[wwww.

Dessa forma, é possivel decompor n = 1, — 12, onde as fungoes n; : [—r,0] — R,

t = 1,2, sao nao decrescentes, o que ¢ sempre possivel ja que n é de variacao limitada.
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Logo, L pode ser visto como:

L(p) = Li(¢) — La(p), @ €C,

onde os operadores L1 e Lo sao lineares, positivos e da forma

Li(g) = / S(O)dni(60), i =1,2

r

A partir dai, a equacao (2.1) se torna da forma:
(t) = b(t)x(t)[1 — Li(z¢) + La(xy)]. (4.1)

Note que (4.1) tem um equilibrio positivo dado por

1

Ty = 7
[ Lall = [ L]

& [[La]l > [ Lo

Além disso, bem como nos capitulos anteriores, serdao consideradas condicoes iniciais

admissiveis

xg=¢ talque (@) >0,60¢€c[-r0) e ¢0)>0, (4.2)

e as hipoteses

(H1) (i) b : R — R ¢ uma fungao continua e existem constantes 3y e 3° tais que

0< By <b(t)<B,VteR,

(ii) L:C — R & um operador linear positivo com [ := ||L|| > 0.
(H2) Para toda ¢ € C tal que |p|c = ¢(0) > 0, segue que L(yp) > 0.

(H2*) Existe uma constante d € (0,1) tal que se ¢ € C, ¢(0) > 0 e L(p) = 0, entao
p(0) < dlglc.

Observagao 3. Quando a hipdtese (H2) for satisfeita, necessariamente tem-se || Ly| >

||Lz2||. De fato, tomando ¢ € C tal que ¢ =1, seque que |plc =1 = ¢(0) > 0. Assim, de
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(H2), L(p = 1) > 0. Logo,

L= [ an®) ~ [ dn©) = 1L - 12a] > 0.

-r —r

Consequentemente, a solucao x(¢)(t) de (4.1), (4.2) é positiva para t > 0 no intervalo

maximal de existéncia.

4.2 Resultados importantes

Teorema 4.1. Considere L = Ly — Lo, onde Ly e Ly sao operadores lineares positivos.
Assuma que as hipdteses (H1)(i) e (H2) estejam satisfeitas. Entdo, as solugoes z(t) =
z(p)(t) de (4.1) estao definidas, sao limitadas em [0,00) e sdo limitadas inferiormente
longe do zero. Mais ainda,

Jin ) = .

1

onde t, = —————
[E P2

é 0 unico equilibrio positivo de (4.1).

Prova: Tome z(t) = z(p)(t) solucao do P.V.I. (4.1), (4.2) definida em [ = [—7,a),

onde a € R ou a = +00. Fixe ty € [0,a) e defina k = max_,<;<4, |x(t) — z.|. Dessa forma,

|z(t) — xu| < K,V t € [—r,to). (4.3)

Pelo Lema 4.5, segue que |z(t) — x,| < k,Vt € I.

Suponha que exista t; € (to,a) tal que |x(t;) — x.| > k. Defina
T = min{t € [to,t1] : |x(t) — x| = sup |z(s) — x|}
to<s<ty
Assim, T € (to,t1] e

|z(s) — x| < |2(T) — x|,V s € (to,T). (4.4)

Dessa forma, de (4.3) e (4.4) segue que |z(s) — x| < k < |2(T) — x|,V s € [—r, o).
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Logo,
|z(s) — x| < |2(T) — x|,V s € [-r,T).
Se |x(T) — x| > 0, entao |z(s) — x| < x(T) — x4, V s € [-r,T). Logo, z(s) — z, <
z(T) —x,,Vs € [—r,T), mostrando que z(s) < z(7),V s € [-r,T). Portanto, (1) > 0, o

que contradiz a hipotese (H2), pois (H2) implica que L(xy —x,.) = Ly (27 — x4) — Lo(xr —
z.)] > 0, ja que z(T) — x, > 0. Logo,

#(T) = =b(T)x(T)[Li(zr — z4) — Lo(zr — z,)] < 0.

Para o caso em que |z(T) — x| < 0, segue que |x(s) — .| < x. —x(T),V s € [-r,T).
Logo, . — x(s) < x, —x(T"),V s € [-r,T), o que implica que z(s) > z(T),V s € [-r,T),
mostrando que #(7T") < 0. Por outro lado, (H2) implica que L(xp — x.) = Li(zr — ) —

Lo(zr — 24)] <0, ja que z(T) — z. < 0. Logo,
#(T) = =b(T)x(T)[L1(xr — x4) — Lo(xr — )] > 0,

fornecendo uma contradicao.

Entao conclui-se que nao existe tal 1, ou seja,
|2(T) — .| < k,Vt e I

Sendo assim, obtém-se que x(t) esta definida para todo ¢ > 0, é limitada em todo o

seu dominio e é limitada inferiormente longe do zero.

Para finalizar a demonstracao, falta provar que

lim z(t) = x,.
t—o0

T — Ty

Para isso, considere a troca de variaveis y =
Ly

Entao, y(t) é solucao de

y(t) = —2.(t) (1 + y(t)) [La(ye) — La(ye)]. (4.5)
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Caso 1: a funcdo y(t) é eventualmente monotona.
Considere ¢ = limy_, y(t).

Suponha que ¢ > 0. Fixe € > 0 tal que

Ly|| — || L
ALl = L) _ (46)
[ L[ + 1] La]]
e tome T} tal que
C—€§yt§6+€,thT1. (47)

Integrando (4.5) de T; a t, obtém-se que:

/ I gy = - / 2.b(7)[La(yr) = La(y,)]d(7).

7 1+y(7) T

Assim,

t

In(1+y(t)) — In(1 +y(T1)) = —/ 2.:0(7)[ L1 (y-) — La(yz)]d(7).

T

Logo,
y(t) = (1 y(Ty))e =l 002l

Para t > T}, de (4.6) e (4.7), segue que:
Li(ye) = La(ye) = (e = )| Ll = (e + )| L2ll = c(lILall = [1L2[) — ([ Lol + [ L2][) > 0.

Sendo assim, para t > T}, vale:

y(t) < (14 y(Ty))e @ bot=TolelILall =Lzl —e(Lall+1E2D] _

Fazendo t — oo, conclui-se que ¢ < —1, contrariando a hipotese ¢ > 0.

Ao supor-se que ¢ < 0, procedendo de maneira anéloga, chega-se também a uma

contradi¢ao. Dessa forma, pode-se concluir que ¢ = 0.

Caso 2: y(t) ndo é eventualmente mondtona.
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Defina

liminfy(t) = —v e limsupy(t) = wu.

t—00 t—o00
Entao, 0 <v <1e0<u< oco. Note que a prova estara finalizada ao mostrar-se que
u=uv=0.

Fixe € > 0 e considere T" > 0 tal que
—v—e<y(t)<u+e, para t>T. (4.8)

Caso 2.1: v < u.
Considere (t,) C R uma sequéncia tal que

th—r>T, 9(t,) =0, y(t,) >0, limy(t,)=u e limt,=oc.

n—oo n—o0

Entao, de (4.5) segue que:

0=y(tn) = —2.b(t,) (1 + y(tn))[L1(ye,.) — La(ye,)]-

Logo,

Segundo o Teorema 4.1 sabe-se que y é limitada. Além disso, de (4.5) percebe-se
que y é limitada. Logo, y é Lipschitz. Mais ainda, y;, é equicontinua e uniformemente
limitada. Sendo assim, o Teorema de Ascoli garante que y;, possui uma subsequéncia,
aqui representada com a mesma notagao, tal que y;, — ¢, para alguma ¢ € C.

De acordo com (4.9), L(p) = 0. Por outro lado, analisandos-e (4.8) juntamente
com o fato de que v < w, obtém-se que: |y(t)] < w+e¢e, Vt > T. Logo, |y |c =
SUPse[0,00) y(tn +s)| Su+e.

Fazendo € — oo e, como ¢ > 0 é arbitrario, obtém-se que

lole < u=¢(0).

Conclui-se que u = 0, pois, como L(p) = 0, (H2) implica que |p|c = ¢(0) = 0. Assim,
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v=0.
Caso 2.2: v > u.

A prova é analoga a do Caso 2.1. Basta considerar uma sequéncia (s,) C R satisfa-

zendo:

Sn—r>T, y(s,)=0, y(s,) <0, limy(s,)=-v e lim s, =oc.

n—oo n—o0

Teorema 4.2. Assuma que (H1)(i) esteja satisfeita. Tome ¢ € C e considere

L(¢) = bop(0) + Zl(@) — Ly(y), (4.10)

onde by > 0, Zl e Ly sao operadores lineares positivos.
Se by > ||Ls||, entdo a solugdo de (4.1), (4.2) estd definida, € limitada parat >0 e é

limitada inferiormente longe do zero.

Prova : Considere z(t) = z(p)(t) solu¢ao de (4.1), (4.2) definida em [ = [—r,a), onde

a € Roua=+o0.

Afirmacgao : z(t) < M, para todo t € I, onde
M < max [|¢|e, (bo — ||L2f) 7] - (4.11)
De fato, suponha que exista 77 > 0 tal que
0<z(t) <M, VvVt € [-r,T1] e z(Ty)= M.
Entao, #(77) > 0. Mas, de (4.1), segue que

#(T1) = b(T1)x(Th) [1 — L(zgy)] = b(T1)x(T3) |1 — box(T1) — Lu(zy) + L2(5L“T1)]
< b(Th)z(Th) [1 — box(Th) + Lo(xr, )] < b(T1)z(Th) [1 — boM + || Lo || M]]
= b(Th)z(T1) [1 — M(bo — || L2|)] < O,
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gerando uma contradic¢ao.
Assim, conclui-se que z(t) esta definida e é limitada para ¢ > 0. Além disso, x(t) é
limitada inferiormente longe do zero.

Corolario 4.2.1. Assuma que a hipdtese (H1)(i) esteja satisfeita e considere L como em
(4.10), onde by > 0, Ly e Ly sdo operadores lineares positivos. Se (H2) estiver satisfeita,
entao a solugao do P.V.I. (4.1), (4.2) estd definida, € limitada para t > 0 e € limitada
wnferiormente longe do zero. Além disso, satisfaz

fim +(0) = .,

onde x, = (bo + || L1 || — || L2]) "

4.3 Aplicacao
Para finalizar, vamos considerar a seguinte aplicacao.

Aplicacao 4.1. Considere a equacao escalar Lotka-Volterra com retardos distribuidos:

0 0

z(t) = B(t)xz(t) [fy —az(t) + b/ x(t + 0)du, (0) — c/

—r -r

z(t + H)dug(é)} : (4.10)

onde a fungdo B : R — R € continua e existem constantes By, 8° tais que 0 < By < B(t) <
B9, para todo t € R. Além disso, v, a, b e ¢ sGo constantes ndo negativas, as funcoes ji;
$G0 nao decrescentes e fi du;(0) = 1,i=1,2.

Considere o operador

com
0

0
Lole) = [ o 0dna®) =0 [ o0 (o)
Pelo Coroldrio 4.3, se L satisfaz (H2), entdo todas as solugoes de (4.10), com condigoes

v

miciais admissiveis, estao definidas para t > 0 e convergem para x, = parip—
a+c—
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Para o caso em que (t) = 1, Kuang (1993) demonstrou, utilizando o Método de
Liapunov com as hipdteses,

b+c<a, b—c<1,

a estabilidade assintotica global do equilibrio positivo x, através do teorema:

Teorema 4.1. A equacado

0 0

x(t) = x(t) {'y —ax(t) + b/ x(t 4 0)du,(0) — c/

-r -r

ot + 9>du2<9)]

é estdvel assintotica e globalmente para todo p;(0), i = 1,2 e para todas condi¢oes iniciais

¢ satisfazendo ¢(0) >0, ¢ € C, se
b+c<a e b—c<a.

Ou seja,
lim () (t) = ——

t—o0 a+c—b

Note que, se c =0 e b < a, o teorema acima € satisfeito. E o mesmo resultado pode

ser obtido utilizando o Coroldrio 4.53. Basta mostrar que L satisfaz (H2). De fato,

L(g) = ap(0) — b / 2(6)dpn (6) > ap(0) — bip(0) = p(0)(a — b) > 0

-

Quando ¢ > 0, as hipdteses do Teorema 4.4 estao satisfeitas e a funcao po € tal que
eriste € € (0,71) satisfazendo ps(0) < po(0), para todo —e < 6 < 0. Entao, a condi¢io
b+ ¢ < a implica na hipdtese (H2). De fato, seja ¢ € C tal que |p|c = ¢(0) > 0. Para
mostrar que L(p) > 0, considere os dois casos:

Caso 1: b+ c < a. Dessa forma,

0 0
L(p) = agp(0) +c/ 0)dypo(0 b/ ©(0)dpy (6

T

0
Zaow(o)—C/ 0)dus (0 b/go Y (0)

T

> agp(0) — (c+ )¢l > 0.
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Caso 2: b+ c=a.

0 0

L(g) = (b+ )p(0) + ¢ / o (O)dps(6) — b / o (0)dpn(0)

- -r

0

— cp(0) + ¢ / o(O)dps(6) + / (0(0) — 0(6)] dyus(9)

- -

0

> ep(0) + ¢ / o(0)dps(0).

-7

FEscolha & € (—¢,0) tal que p(0) > 0, para 0 € [£,0]. Sendo assim,

0 13

Lo 2 col0) +¢ [ oO)dua(6) 2 e0) + ¢ [ o(0)dua(®)

> cp(0) = cp(0)(u2(€) — pa(=7)) > cp(0)(1 = || Lo[[) = 0.
Considere agora o caso em que ¢ >0 e || Lo|]| < a < b+ c.

Note que

—r -

Lol = [c [ o0)dua®) b [ p6)n(6)] <l -+ lele = lolete+ )

ou seja,

| Lo|| < c+0.

Nesse caso, o Teorema 4.4 nao se aplica. Entretanto, o operador L satisfaz a hipotese

(H2%), logo, as hipdteses do Coroldrio 4.3 estdo satisfeitas e, portanto, a estabilidade

assintotica global estd garantida.

Para mostrar que (H2%) realmente estd satisfeita, tome ¢ € C tal que p(0) > 0 e
L(p) = 0. Entao,

0= L(p) = aop(0) + Lo(p) = aop(0) — [Lo(w)| = aop(0) — || Loll|¢lc,

ou seja,

[ Lolll¢lc = aop(0).
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[l Loll
0

E, portanto, tomando-se d = € (0,1), obtém-se que

HLoH

©(0) < lole = dlp|c.

Dessa forma, a conclusao é que, nos casos em que € possivel aplicar o Teorema 4.4, o
mesmo resultado pode ser obtido através do Coroldrio 4.3 Entretanto, hd casos em que o
Teorema 4.4 nao pode ser utilizado, mas a estabilidade assintotica do equilibrio positivo €

garantida aplicando-se o Coroldrio 4.3.
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