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Resumo

Neste projeto inicia-se o estudo de classificacao de aplicacoes estaveis. Para isto usa-
mos grafos que irdo corresponder ao conjunto singular destas aplicagoes. Em um primeiro
momento estudamos o caso de aplicacoes estéveis de superficies no plano e depois estu-

damos aplicacoes estéveis de 3-variedades em R3.

Palavras-chave: Aplicagoes estaveis e grafos.
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Abstract

In this project we began the study of classification of stable maps. For this we use
graphs that correspond to the singular set of these applications. At first we study the case
of stable maps of surfaces in the plane and then we study stable maps of a 3-manifold in

R3.

Key words: Stables maps and graphs.
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5.2 Cirurgias de Aplicagoes Estaveis

6 Consideragoes finais



Introducao

Este trabalho insere-se na linha de pesquisa de Invariantes topologicos de aplicagoes
estaveis: Consiste no estudo de invariantes que permitem a classificacao global de apli-
cacoes estaveis entre variedades. Um dos principais objetos de estudo destes invariantes
consiste nos grafos associados, que foi inicialmente desenvolvido por Hacon, Mendes e
Romero Fuster para o caso orientavel, com extensao ao caso nao orientavel.

Inicialmente, a titulo de ilustracao, estudamos o caso de aplicacoes estaveis de su-
perficies no plano e depois, como principal objetivo estudamos aplicacoes estaveis de
3-variedades em R3.

Para isto usamos grafos que correspondem ao conjunto singular destas aplicacoes, que
sao estudados na secao 1.2. Intuitivamente um grafo é um conjunto finito de pontos no
espaco, chamados de vértices do grafo, e alguns pares de vértices sao ligados por arcos,
chamados de arestas do grafo. Definimos um grafo abstrato orientado e como realizar um
grafo em R”. A realizacdo de um grafo abstrato orientado, chamado de grafo orientado, é
apenas a realizacao do grafo abstrato correspondente ordenando cada aresta do grafo de
maneira 6bvia. Ainda na sec@o 1.2 vemos as defini¢oes de grafo conexo, loops e o conceito
de arvore que nada mais é que um grafo sem loops. Definimos um grafo bipartido e vemos
um importante resultado que nos diz que um grafo é bipartido se e somente se todo loop
tem um nimero par de arestas.

Para o estudo do caso de aplicacoes de 3-variedades em R? iniciamos na secdo 1.3
o estudo sobre grupos de homologia. Estudamos sequéncias exatas, suas propriedades
e definimos a sequéncia de Mayer-Vietoris. A seguir estudamos poliedros na se¢ao 1.4.,

que sao espagos subjacentes em R” a algum complexo simplicial. Com estes conceitos



chegamos a teoria de homologia simplicial na se¢ao 1.5 e vemos exemplos como a homologia
de dimensao zero, a homologia do cone e a de uma esfera S™ que sao usadas para descrever
casos mais complexos.

Na secao 1.6 apresentamos conceitos que sao usados também na classificagao das apli-
cacoes estaveis, tais como Caracteristica de Euler, Numero de Betti e Genus. Estabelece-
mos uma conexao entre a Caracteristica de Euler de um poliedro e os grupos de homologia
desse poliedro. Devemos ressaltar que é possivel definirmos a caracteristica de Euler sem
mencionar grupos de homologia, mas o tinico modo de falar sobre invariancia topologica
é usando a teoria de homologia. Essa conexao é feita usando os niimeros de Betti.

No capitulo 2 estudamos a realizacao de um par superficie e familia de curvas em um
grafo pesado. No caso de aplicagoes estaveis de uma superficie no plano o conjunto singu-
lar dessa aplicacao f consiste de uma quantidade finita de curvas fechadas mergulhadas
disjuntas de M. O conjunto discriminante consiste de um nimero finito de curvas planas
imersas com cuspides, intersecgoes transversais e auto-interseccoes (disjuntas do conjunto
de cuspides).

O conjunto singular ) f é um invariante isotopico de aplica¢des estaveis. Portanto o
nimero de componentes conexas de Y f, bem como o tipo topologico de seu complemento
em M também sao invariantes isotopicos. Dai a ideia de termos um grafo pesado onde
toda essa informagdo ¢ guardada. A partir do grafo o par M, > f pode ser reconstruido
(a menos de equivaléncia). E entdo no capitulos 3 estudamos os grafos no caso em que as
familias de curvas sao os conjuntos singulares destas aplicacoes.

No capitulo 4 é feito um trabalho semelhante ao do capitulo 2. Contudo é realizado o
grafo pesado de uma 3-variedade com superficies disjuntas mergulhadas, pois o conjunto
singular > f de uma aplicacao estével f consiste de superficies disjuntas mergulhadas.
Cada superficies consiste de pontos de dobra juntos com curvas de pontos de (i.e. pontos
cuja a imagem é um ponto de ciuspide do conjunto discriminante f(>_ f)), onde podem
existir pontos de rabo de andorinha isolados. Além disso vemos alguns resultados que
permitem a classificacao e realizagao das 3-variedades com superficies mergulhadas em
grafos como o resultado a seguir:

Qualquer grafo pesado pode ser visto como o grafo de alguma colecao de superficies

fechadas mergulhadas em uma 3-variedade.
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Agora, dada uma aplicacao estavel f : M — R3, vamos considerar o conjunto singular
de f como a colecao de superficies para construirmos o grafo. O grafo correspondente é
definido como o grafo de f.

Nao é dificil ver que, como no caso de aplicacoes estaveis de superficies orientéveis
fechadas no planos, se uma 3-variedade M é orientével, entao o grafo de qualquer aplica-
cao estavel de M em R? precisa ser bipartido, pois cada componente do conjunto singular
separa (globalmente) M em regides diferentes, uma em que preserva a orientacao e outra

em que reverte. Deste modo aparecem vérias questoes que podem ser feitas:

e Qualquer grafo pode ser representado por uma aplicagao estével de uma 3-variedade

fechada em R3?

e Qualquer cole¢ao de superficies fechadas disjuntas mergulhadas em uma 3-variedade

fechada M pode ser o conjunto singular de uma aplicacdo estével de M em R3?

e Quais sao todos os possiveis grafos para aplicacoes estaveis de uma dada 3-variedade

fechada M em R3?

e Para um dado grafo G, como construir diferentes A — classes de aplicagbes estaveis

em M cujo grafo seja G7

Este estudo ¢ feito no capitulo 5 usando resultados como o teorema de Eliashberg e
conceitos como superficie de Heegaard. Além disso estudamos transi¢oes de codimensao

1 e cirurgias vendo como elas afetam o grafo resultante de cada aplicacao.






Capitulo

1

Preliminares

1.1 Aplicacoes estaveis

Para as definicoes a seguir consideremos M e N como duas superficies orientaveis
compactas com fronteira vazia de dimensdes m e n respectivamente. Seja C*°(M, N) o

conjunto de todas as aplicacoes de classe C*> com dominio em M e contradominio em V.

Definigao 1.1.1. Duas aplicacoes suaves f e g pertencentes & C*°(M, N) sao equivalentes

(f ~ g) se existem difeomorfismosl: M — M e k: N — N tais que ko f =1log.

Definigao 1.1.2. A topologia C* de Whitney em C>°(M, N) € definida da sequinte forma:

Seja € > 0, entdao uma vizinnhanca fundamental de f € C*°(M, N) é o conjunto

- olelf  glelg
{g € C®(M,N) Z‘axa Sl <€

la=1

onde « percorre todas as m-uplas de nimeros naturais o = (..., ) e tal que |a| =

o+ ...+ . Além disso,
olelf olelf

0x®  Oxg,...0%q4,

Definicao 1.1.3. Uma aplicacao suave [ € estavel se todas as aplicagoes suficientemente

prozimas o f (no sentido da topologia C> de Whitney) sao equivalentes a f.
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Defini¢ao 1.1.4. Um ponto singular (ou uma singularidade) de uma aplicacio f: M —
N ¢é um ponto x € N em que o germe € singular (O germe é chamado singular quando

nao é uma imersao e nem uma submersao).

Defini¢ao 1.1.5. O conjunto singular > f de uma aplicacao f : M — N é o conjunto

de todos 0s pontos singulares de f.

Definigao 1.1.6. Seja > f o conjunto singular de f. Chamamos a imagem deste conjunto

pela funcao f de conjunto discriminante de f.

1.2 Grafos

Intuitivamente um grafo ¢ um conjunto finito de pontos no espaco, chamados de
vértices do grafo, e alguns pares de vértices sao ligados por arcos, chamados de arestas
do grafo. Dois arcos se encontram apenas em um vértice, nenhuma aresta liga um vértice
a si mesmo e dois vértices nunca sao conectados por mais de uma aresta. A posicao dos
vértices e o comprimento das arestas nao sao importantes; o que nos importa é o ntimero
de vértices e os pares de vértices que sao ligados por uma aresta. Assim temos a seguinte

definicao:

Definicao 1.2.1. Um grafo abstrato é um par (V, E) em que V é um conjunto finito e E
€ um conjunto de pares nao ordenados de elementos distintos de V. Entao um elemento
de E é da forma {v,w} em que v e w pertencem a V e v # w. Os elementos de v sao

chamados de vértices e o elemento {v,w} de E é chamado de aresta que conecta v e w.

Exemplo: Seja V = {u,v,w} e E = {{u,v},{u,w}}. Este grafo abstrato pode ser

desenhado, ou “realizado” como na figura 1.

Defini¢ao 1.2.2. Um grafo abstrato orientado é um par (V, E) em que V € um conjunto
finito e E € um conjunto de pares ordenados de elementos distintos de V com a propriedade
de que se (v,w) € E entao (w,v) ¢ E. Os elementos de v sao chamados de vértices e o

elemento {v,w} de E é chamado de aresta que liga v a w.
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Figura 1: Exemplo de grafo.

Definigao 1.2.3. Seja (V,E) um grafo abstrato. Uma realizac¢ao de (V,E) é um conjunto
de pontos em um espaco vetorial real R™, um ponto para cada vértice, ligados por segmen-
tos unindo precisamente aqueles pares de pontos que correspondem as arestas. Os pontos
sao chamados de vértices e os segmentos de arestas; a realizacao € chamada de grafo.
Ezrigimos as sequintes condicoes:

(1) duas arestas se encontram, no mdzimo, em um ponto final, e

(11) nenhum vértice pertence & uma aresta exceto aqueles que sao pontos finais.

A aresta ligando v e w é denotada como (vw) ou (wv).

A realizacao de um grafo abstrato orientado, chamado de grafo orientado, é apenas a
realizacao do grafo abstrato correspondente ordenando cada aresta do grafo de maneira

obvia.
Teorema 1.2.1. [2] Todo grafo abstrato pode ser realizado em R3.

Definicao 1.2.4. Dois grafos abstratos (V,E) e (V’,E’) sao dito isomorfos se existe uma
aplicacao bijetora f:V — V' tal que

{v,w} € B {f(v), f(w)} € "
Dois grafos sao ditos isormorfos se sao realizacoes de grafos abstratos isomofos.

Definicao 1.2.5. Um caminho em um grafo G de v' até v € uma sequéncia de vértices
e arestas v' e! v? €2 . o™ " V"L em que e" = (v, v"1). O caminho é chamado simples
se as arestas sao todas distintas e os vértices sao todos distintos exceto possivelmente o

vértice inicial e final do caminho. Se isto acontece ele é chamado um loop.
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Definicao 1.2.6. Um grafo G € conexo se, dados quaisquer dois vértices v e w de G existe

um caminho de v até w.

Definicao 1.2.7. Um grafo conexo que nao possui loops é chamado de drvore.

Exemplo: Na figura 2 o grafo da esquerda é uma arvore, mas grafo o da direita nao

é uma arvore.

Figura 2

Definicao 1.2.8. Dado um grafo G, um grafo H é chamado um subgrafo de G se os
vértices de H sao vértices de G e as arestas de H sao arestas de G. H € um subgrafo

proprio de G se H # G.

Todo grafo G terd um subgrafo que é uma arvore. Entao o conjunto & dos subgrafos
de G que sao arvores terd elementos maximais. Isto é, existird pelo menos uma arvore

T € $ tal que 7 nao é um subgrafo proprio de nenhum 7' € S.

Definicao 1.2.9. Uma drvore definida como acima é chamada de drvore mazimal.

Proposicao 1.2.2. Seja G um grafo conexo. Um subgrafo T de G € uma drvore mazimal

de G se e somente se T é uma drvore e contém lodos os vértices de G.

Definicao 1.2.10. Seja G um grafo conero com g vértices e oy arestas. O nimero
ciclomdtico de G é o inteiro

Ww=ao; —ay+ 1.
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Teorema 1.2.3. Seja G um grafo com numero ciclomdtico . Entao:
(1) p=0;
(2) n =0 se e somente se G € uma drvore;
(3) Toda drvore mazimal de G tem oy — p arestas. Isto €, toda drvore mazimal pode

ser obtida a partir de G removendo p arestas convenientes (e nenhum vértice).
Observagao 1. Seja G um grafo com u(G) = 1. Entdao G tem exatamente 1 loop.

Demonstragao: Pelo teorema acima G tem pelo menos um loop ja que u(G) > 0.
Se G tem pelo menos dois loops, seja e uma aresta de um loop que nao passa pelo outro
loop. Retirando e de G deixa G conexo, e ainda contendo um loop, mas isto diminui p

em um, tornando ele zero. O que é uma contradicao ao teorema.

Observacao 2. Loops Bdsicos: Sejam G um grafo conexo com nimero ciclomdtico p e
el ...,e! arestas que quando removidas de G ele se torna uma drvore mazimal T (teorema
anterior). Seja T + €' o grafo obtido adicionando a aresta €' a T. Entao u(T +¢') =1
e pela observacdo acima existe um inico loop I* em T + €. Entdo o nimero ciclomdtico

determina o numero de loops de um grafo conexo.

Definigao 1.2.11. Um grafo G é chamado bipartido se o seu conjunto de vértices pode
ser particionado em dois subconjuntos distintos Vi, Vy de maneira que toda aresta de G

lyga um vértice de Vi a um vértice de V5.

Teorema 1.2.4. Um grafo é bipartido se e somente se todo loop tem um nimero par de

arestas.

1.3 Homologia
Seja A um anel comutativo com unidade.

Definicao 1.3.1. Um complexo de cadeias com coeficientes em A € uma sequéncia C =
(Cp, 0p) de A-mddulos C,, p > 0, inteiro, e homomorfismos 0, : C, — C,_1 tais que
(9p o) 8p_1 =0.
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Para representar este complexo de cadeias usamos a seguinte notagao

0, 0,
Civoe = Cpp1 250, 5 Cpy = - = O 25 Cy 25 0.
Definig¢ao 1.3.2. Cada elemento x € C, é chamado uma p — cadeia ou uma cadeia de

dimensao p. Se 0,x =0, diz-se que x ¢ um p-ciclo ou simplesmente um ciclo.

O conjunto Z, dos p-ciclos é um submoédulo de C),. De fato, Z, é o niicleo do homo-

morfismo 9, : C, = C),_.
Definicao 1.3.3. Se y = 0,112, diz-se que a p-cadeia y € o bordo da (p+1)-cadeia x.

O conjunto B, das p-cadeias que sdo bordos de (p+1)-cadeias é um submodulo de Cp;
B, é¢ a imagem do homomorfismo 0,41 : Cpp1 — C).

Cada homomorfismo 9, : C;, = C),_; é chamado de operador-bordo. A menos que seja
necessario ser mais explicito, escreve-se 0 em vez de 9,, de modo que 00z = 0 para toda

cadeia x € ). Desta relagao vemos que B, C Z,,.

Definicao 1.3.4. O A-mddulo quociente H, = H,(C) = Z,/B, chama-se o grupo de
homologia p-dimensional do complexo C com coeficientes em A.

Seus elementos sao as classes de homologia
2] =2+ B, ={z+0zr;z € Cpi1}
dos ciclos z € Z,,.

Se z e z' sdo ciclos p-dimensionais com [z] = [2], entdo dizemos que z e z’ sdo ciclos
homologos.

Se para cada p > 0, tivermos um submodulo C;, C C,, tal que 9C,,, C C) entao,
pondo J, = 9, | C,, a sequéncia C" = (C;,0,) é um complexo de cadeias, chamado um
subcomplexo de C.

Considerando, para cada p > 0, o A-médulo quociente C, = C,/C}, existe um tnico

homomorfismo 9, : C,, = C),_1 que torna comutativo o diagrama abaixo
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5, —
C, —Cp
onde j é a aplicacio quociente. Por definicio d(jz) = j(0z). Logo, a sequéncia C é um

complexo de cadeias, chamado o quociente de C por C'.

Defini¢ao 1.3.5. Sejam X = (X,,0,) e N = (Y,,0,) complezos de cadeias, cujos
operadores-bordo indicamos com o mesmo simbolo 0, = 0. Um morfismo [ : X — N
€ uma sequéncia de homomorfismos f, : X, — Y, tais que f,(0x) = 0fp1(x) para todo

x € X,
Isto significa que, no diagrama abaixo, todos os retangulos sao comutativos

G o
= X — X, — X == X

\prJrl \pr \prfl \LfO
o d
= X — X, — X == X

Segue-se entao que f, induz, por passagem ao quociente, um homomorfismo (f,). :
H,(X) — Hy(N), definido por (f,)«[z] = [f,(2)] para toda classe [z] € H,(X) de um ciclo
2 € Zy(X).

O homomorfismo induzido f. : H,(X) — H,(N') é natural no seguinte sentido: se
g : N — M é outro morfismo entre complexos de cadeias, induzindo, para cada p > 0
o homomorfismo g, : H,(N) — H,(M) entao o morfismo composto go f : X — M e
tem-se (g o f). = g« o f.. Evidentemente se id : X — X é o morfismo identidade, entdo
id. : Hy(X) — Hy(X) é a aplicacdo identidade.

Segue-se entao que o morfismo f : X — N admite o morfismo inverso g : N — X e

entao f, : H,(X) — H,(N') é invertivel para todo p > 0 sendo (f.)™* = g..
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1.3.1 Sequéncias Exatas

Iniciamos esta secao com a definicao de sequéncia exata que serd importante para

0 nosso estudo.

Definicao 1.3.6. Uma sequéncia de homomorfismos de A-mddulos
Sp+1 Ip
— Mpyy — M, — My — ---

chama-se exata quando o nicleo de cada homomorfismo f, € igual a imagem do homo-

morfismo anterior fpii.

Um complexo de cadeias cujos grupos de homologia sao iguais a zero em todas as
dimensoes é uma sequéncia exata.

Numa sequéncia exata, o homomorfismo f, é injetivo se, e somente se, f,y1 = 0.
Por sua vez, f,11 € sobrejetivo se, e somente se, f, = 0. Em particular, as sequéncias
0— M- NeM -2 N = 0sio exatas se, e somente se, f é injetivo e g é sobrejetivo.
Portanto, a sequéncia 0 — M Ly N 506 exata se, e somente se, f ¢ um isomorfismo

entre os A-modulos M e N.

Definicao 1.3.7. Uma sequéncia exata do tipo 0 — M N L3 P 5 0 ¢ chamada

curta.

Neste caso, i ¢ injetivo, j é sobrejetivo e j71(0) = i(M). O exemplo tipico de uma
sequéncia exata curta é aquele em que M é um submoédulo de N, i : M — N é a inclusao,

P = N/M é o modulo quociente e j : M — P é a aplicacdo quociente.

Definicao 1.3.8. Um morfismo entre duas sequéncias exatas (My, f,) e (Np, gp) € uma
sequéncia @, : M, = N, tais que @,_1 o f, = g, © ¢, para todo p > 0.

M, 5 M

Spp \lf \l/ Spp—l

9p
Np — Np—l
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Teorema 1.3.1. Num morfismo entre as sequéncias exatas de A-mddulos,

M M4 Mz == My —= M,

los Loa Loz Lo Lo

Ny £ N, 25 Ny 25 N, E5 Ny

S€ 1, Po, Py € Y5 SGo 1somorfismos entao w3 também € um isomorfismo.

Agora iremos mostrar a existéncia da sequéncia exata de homologia associada a uma

sequéncia exata curta de morfismos entre complexos de cadeias.

Teorema 1.3.2. Seja 0 — C’ 10" =0 uma sequéncia exata curta de morfismos
entre complezos de cadeias. Existe, para cada p > 0, um homomorfismo 0, : H,(C") —

H, 1(C') tal que a sequéncia
C = H,(C') -5 Hy(C) 2 Hy(C") 2 Hyoo(C) -5 Hyot(C) = -+

€ exata.

Héa dois exemplos particularmente importantes de sequéncias exatas de homologia. O
primeiro é quando se tem um subcomplexo C' C C e se toma C” = C/C'. Neste caso,
i:C" — C é a aplicacao de inclusao e j : C — C” é a aplicacdo quociente. A sequéncia
exata curta 0 — C' — C —2» C/C" — 0 chama-se a sequéncia exata do par (C,C’) e os
grupos de homologia H,(C/C") = H,(C") chamam-se os grupos de homologia relativa do

par (C,C').

O segundo exemplo é o da sequéncia de Mayer-Vietoris, que serd muito importante
para nosso estudo.

Para obter a sequéncia de Mayer-Vietoris, parte-se de dois subcomplexos C',C" C C,
tais que C = C' + (", isto ¢, tem-se C;, = C}, + C}, para todo p > 0. Entao os A-modulos
C,NCy, com o mesmo operador & de C, formam um complexo C'NC". Também as somas

diretas C, = C} @© C}/, cujos elementos escreveremos como pares (2',2") com 2’ € C) e
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2" € ¢}, munidas do operador 9 : C;®C)) — C,_&C,_,, dado por d(z', 2") = (9', 9x"),
formam o complexo C'&C", cujos grupos de homologia sdo H,(C'®C") = H,(C") & H,(C").
Os morfismos i : C'NC" — C' & C"ej:C &C" — C, dados por i(z) = (z,x) e

j(x,y) = x — y, compdem a sequéncia curta

7

0=cnc"ScecL5C—0
que ¢é exata. E temos entao a sequéncia de homologia
oo Hy(C'NC") -5 H,(C') @ Hy(C") L H,(C) 2 Hy 1 (C'NC") = -

chamada a sequéncia de Mayer-Vietoris do termo (C,C’,C"). Nela, usamos a notagao A
em vez de 0,. Os homomorfismos i, e j. sdo 6bvios: i.[z] = ([2], [2]) e j.([2], [w]) = [z —w].

Quanto a A, tem-se A[z] = [0z] = [0y] onde v —y =z, x € C}, y € ] e O = 0y.

1.4 Poliedros

Definicao 1.4.1. Pontos aq,aq,...,a, sao chamados pontos independentes quando os

vetores a; — ag, Ao — ag, ..., 4, — g SA0 linearmente independentes.

Definicao 1.4.2. Uma combinacdo afim de pontos ag,ay,...,a, em R™ € uma expressao
do tipop = ag-ag+ay-a1+...+a,-a, comag+a;+....+a, = 1. Se além disso tivermos

ag > 0,1 >0,....,a, > 0, diremos que p é uma combinacao convexa dos ag, ay, ..., a,.

Definicao 1.4.3. Um conjunto X C R™ € convexo se, e somente se, toda combinac¢ao

convexra de X ainda pertence a X.

Definicao 1.4.4. O conjunto de todas as combinacoes converas de um conjunto X €

chamado de envoltoria convexa de X.
Perceba entao que a envoltoria convexa é o menor conjunto convexo contendo X.

Definicao 1.4.5. Sejam ag, ay, ..., a, pontos independentes em R™. O simplexo r-dimensi-

onal que tem estes pontos como vértices € o conjunto s = (ag,as,...,a,) de todas as

-
combinagoes converas p = E o;0;.
i=0
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Ou seja, O simplexo r-dimensional definido como acima ¢ a envoltéria convexa do
conjunto {ag, ay, ..., }.
T
Definicao 1.4.6. Sep = Z&iai escomag> 0,00 >20,.....,a0 >0, e g+ +....4, =

i=0
1, 0s numeros aq, aq, ..., o, sao chamados de coordenadas baricéntricas do ponto p.

Definicao 1.4.7. Se todas as coordenadas baricéntricas do ponto p € s sao positivas,
diz-se que p € um ponto interior de s. O conjunto dos pontos interiores é chamado um

stmplexo aberto. Os pontos de s que nao sao interiores formam o bordo de s.

Definigao 1.4.8. Fizado um subconjunto {ig,i1,...,ix} C {0,1,...,7}, o simplexo {(a;,,a;,,
<oy Gy,) € chamado uma face de s. Para cadai=0,1,....r a face sg) = (ao, a1, ..., Gy, ..., Gy)

chama-se a face oposta ao vértice a;.

Definicao 1.4.9. Dado um conjunto convero C' C R", diz-se que p € C' é um ponto

extremo de C quando nao pertence a segmento de reto aberto algum contido em C.
Teorema 1.4.1. Os pontos extremos do simplexo s = {(ag, ay, ..., a,) $aGo 0s seus vértices.
Agora que ja estudamos o conceito de simplexo podemos definir o seguinte:

Definicao 1.4.10. Um complexo simplicial é um conjunto finito K de simplexos em R"
com as sequintes propriedades:
1) Toda face de um simplexo de K ¢ ainda um simplezo de K;

2) Se s et sao simplexos de K entao s Nk € vazio ou é uma face comum a s e t.

Definicao 1.4.11. A dimensdo de um complexo simplicial € a maior dimensdo de um

dos seus simplexos.

Definigao 1.4.12. O espago subjacente de K, denotado por |K|, € o conjunto de pontos
em R™ que pertence a pelo menos um simplexo de K. Isto é, |K| é a unido de simplezos

de K.

Exemplos:
(1) Um grafo ¢ um complexo simplicial de dimensao 1.
(2) O conjunto de todas as faces de um n-simplexo s, é um complexo simplicial de

dimensao n.
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Definicao 1.4.13. Um subcomplexo de um complexo simplicial K é um subconjunto L

de K que também ¢ um complexo simplicial.
O subcomplexo ¢é dito proprio se L # K.

Definicao 1.4.14. Seja r um inteiro > 0. O esqueleto r-dimensional de um complezxo
simplicial K € o conjunto de todos os simplexos de K com dimensao < r; denotaremos

por K.

Perceba que o K" é um subcomplexo de K. E também que o esqueleto 1-dimensional

K de qualquer complexo simplicial é um grafo.

Definicao 1.4.15. Um complexo simplicial K é dito conexo se K* é um grafo conezxo,

i.e., existe um caminho de arestas de K' ligando quaisquer dois vértices.

Um subcojunto U de R™ que é um espaco subjacente de algum complexo simplicial
é também chamado de poliedro. A partir de agora iremos trabalhar com os poliedros ao
invés de complexos simpliciais. De outra forma podemos definir um poliedro da seguinte

maneira;

Definicao 1.4.16. Um poliedro é um subconjunto K C R", no qual foi especificada uma
colecao finita de simplexos de R™, chamados os simplexos de K, satisfazendo as sequintes
condicoes:

1) Todo ponto de K pertence a algum simplezo de K;

2) Toda face de um simplexo de K é ainda um simplezo de K;

3) Se s et sao simpleros de K entao s Nk € vazio ou € uma face comum a s e t.

Figura 3: Exemplos de Poliedros.

Exemplo: O poliedro mais simples é um simplexo, juntamente com suas faces. Em

dimensoes 0, 1, 2 e 3, ele é respectivamente um ponto, um segmento de reta, um triangulo
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ou um tetraedro (ver figura 3).

Todas as definicoes e propriedades de complexo simplicial como subcomplexo, esque-

leto, dimensao valem para poliedros e é tudo definido de maneira analoga.

Definicao 1.4.17. Uma aplicacao f : K — L do poliedro K no poliedro L chama-se
simplicial quando, para todo simplexo s = {(ag, ay, ..., a,) € K, as imagens f(ao), f(a1), ...,
f(a,) sao vértices de um mesmo simplexo t € L e, além disso, para todo p = > «;-a; em

s, temese [(p) = Yo - flai) €.

Toda aplicacao simplicial é continua pois K é uma reuniao finita de conjuntos compac-
tos, restrita a cada um dos quais f é continua. A fim de definir uma aplicacdo simplicial
f : K — L basta especificar a imagem f(a) de cada vértice a € K contanto que, para
todo simplexo s = (ag, ay, ...,a,) € K, os pontos f(ao), f(a1),-.., f(a,) sejam vértices de

um mesmo simplexo t € L.

Por exemplo, se K é o poliedro que se resume a um tnico simplexo (n+1)-dimensional
s, com suas faces, seu esqueleto n-dimensional K™ é o bordo do simplexo s, portanto
homeomorfo & esfera S™. Isto mostra que S™ é um espaco triangulavel. Uma triangulagao
(homeomorfismo) f : K™ — S™ é por exemplo a projegao central a partir do baricentro

de s.

Definicao 1.4.18. Os poliedros K e L sao isomorfos quando existem aplicacoes simpli-
ciais f -+ K — L eg: L — k tais que go f = idg e fog = idr. Entdo f e g sio

1S0Morfismos.

A fim de obter um isomorfismo entre os poliedros K e L, basta estabelecer uma bijecao
entre os vértices de K e os de L, de tal modo que a vértices de K pertencentes ao mesmo
simplexo correspondam vértices de L que também estao num mesmo simplexo.

Por isso um poliedro fica determinado (a menos de isomorfismo) pelo esquema simpli-

cial por ele definido.
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1.5 Homologia Simplicial

Existem (r+1)! maneiras de ordenar os vértices de um simplexo de dimenséo r.
[remos considerar duas ordenacgoes equivalentes quando uma delas puder ser obtida por
meio de uma permutacao par dos r+1 vértices. H4 duas classes de equivaléncia segundo
esta relacao. Cada uma dessas classes chama-se uma orientacdo do simplexo. Orientar
um simplexo é dota-lo de uma dessas orientages possiveis. Escrevemos s = [ag, a1, ..., a,]
para indicar o simplexo s = (ag, aj, ..., @) munido da orientagao determinada pela ordem
ap < ai; < ... < a,. O mesmo simplexo quando munido da orientacao oposta seré indicado
com -S.
Assim, por exemplo, se tomarmos no tridngulo sy = (a, b, c) a orientagao s = [a, b, c|
(ver figura 4), a orientagdo oposta serd —s = [b,a,c|. Note que [a,b,c] = [c,a,b] =
b,c,a] = —[a,c,b] = —[b,a,c] = —[c,b,a]. Analogamente, as duas orientacoes possiveis

do tetraedro sy = (a,b,c,d) sdo s = [a,b,c,d] e —s = [b, a, c,d|

Figura 4: Triangulo orientado

Dado o simplexo orientado s = [ag,ay, ..., a,], a orientagdo induzida por s na face
sy = (a1, ag, ..., ay), oposta ao vértice ag, € sy = [a1, ag, ..., ar]

Quando orientarmos um simplexo r-dimensional, suas faces de dimensao r-1 herdam
as orientacoes induzidas. O mesmo nao se da com as faces de dimensao r-2, conforme

esclarece o teorema seguinte.
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Teorema 1.5.1. Num simplexo r-dimensional orientado s toda face (r-2)-dimensional t
pertence a duas faces de dimensao r-1, as quais, com as orientacoes nelas induzidas por

s, induzem orientacoes opostas em t.

Dados os poliedros K e o anel comutativo com unidade A (anel dos coeficientes),
consideramos, para cada inteiro r > 0, o A-modulo C,.(K, A), que chamaremos de grupo e
denotaremos por C,.(K), salvo quando houver necessidade de sermos mais explicitos. Os
elementos de C,(K), chamados cadeias r — dimensionais, sao as combinacoes lineares
formais * = ) x;s; de simplexos r-dimensionais orientados s; € K, com coeficientes
xr; € A.

Cada C.(K), r=0,1,... ¢ um A-modulo livre: escolhendo em cada r-simplexo s € K
uma orientacado, as r-cadeias s assim obtidas formam uma base de C,(K).

A fim de definir o operador bordo 0 : C,.(K) — C,._1(K) basta dar o significado de 0s
para cada r-simplexo oriegtado S.

Poremos entao ds = Z 5(i), onde s(;y € a i-ésima face de s com a orientacao induzida.

i=0

Se s = [ag, a1, ..., a,] entdo s = (—1)'[ag, ..., @, ..., a,]. Portanto

T

Olao, a1, ...a,) = > (=1)'[ag, .., @, ... a]

=0

Segue-se do Teorema 4.2 que 0 o d = 0 e, se dim K= n, a sequéncia

¢ um complexo de cadeias. Por completeza, pomos 0z = 0 para toda cadeia de dimensao
0, z = ) m;a;, combinac¢ao linear dos vértices a; do poliedro K. Mais geralmente, se
x =) x;8; ¢ uma combinacao linear dos r-simplexos orientados s; € K com coeficientes

x; € A, por defini¢do tem-se dx = Y x;0s;.

A partir de agora ao escrevermos s = [ag, dg, ..., @, vamos permitir a; = a; com i # j.
Mas continuaremos impondo que se submetermos os vértices de s a uma permutacao

fmpar, passa-se de s a —s. Imporemos que [ag, a1, ...,a,] = 0 caso se tenha a; = a; para
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i # j. Logo todo simplexo degenerado (com um ou mais vértices repetidos) é igual a zero.
E necessario mostrar que a definicao de 0 ainda vale mesmo com a imposi¢ao acima.
Com efeito, seja s = [ag, a1, ...,a,|, onde a; = a;(= b) com 0 < i < j < r. Por

definicao, temos
.,

0s =Y (=1)*ao, ... ak, ..., a,].

k=0
No somatorio acima, exceto as parcela em que k=i ou k=j, as demais correspondem a

simplexos degenerados, logo sao nulas. A soma reduz-se portanto a
i
0s = (—1) [CL(), ey A1, Ay 15 +ey Aj—1, b, Ajq1y ey CLT]

+(—1)j[a0, ey i1, b7 @it 1y eeey A1y Ajg1y -eny CLT] =0

pois o segundo simplexo se transforma no primeiro fazendo b dar j-i-1 saltos, apds cada
um dos quais ha uma mudanca de sinal. No fim, a segunda parcela aparece com o coefi-

ciente (—1)777"1 = (=1)"" logo anula a primeira.

Temos assim associado a cada poliedro K e cada anel comutativo com unidade A, o

complexo de cadeias

C(K; A) = C(K) : Co(K) L5 Cpy (K) -2 -+

— C1(K) — Cy(k).

Isto nos deixa em condigoes de utilizar todo o formalismo da teoria sobre homologia
formal. Por exemplo, se L C K é um subpoliedro, temos a homologia relativa H,.(K; L)
com a respectiva sequéncia exata e, se K = Ky U Ky em que K; e K5 sao subpoliedros,

vale a sequéncia de Mayer-Vietoris correspondente.

Uma aplicacao simplicial f : K — L, do poliedro K no poliedro L induz um mor-
fismo do complexo de cadeias C(K) em C(L), o qual indicamos com o mesmo simbolo
f. Para cada r > 0, o homomorfismo f : C.(K) — C,(L) é definido, de modo natural
pondo, para cada r-simplexo orientado s = [ay, ..., a,]. f(s) = [f(ao), ..., f(a,)]. Isto nos

da imediatamente f(s) =0 se f(a;) = f(a;) com ¢ # j. Além disso, vé-se facilmente que
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f(0s) = 0f(s), logo f : C(K) — C(L) é, de fato, um morfismo, o qual determina, em cada
dimensao r, o homomorfismo f, : H,(K) — H,(L), dado por f.([z]) = [f(2)]. Diz-se que

f« € 0 homomor fismo induzido pela aplicacao simplicial f : K — L.

Se f: K — Leg:L— M sao aplicacoes simpliciais entao go f : K — M também é
simplicial e tem-se (g o f). = g« o f.. Além disso, como a aplicagio identidade de K em
K induz o homomorfismo identidade de H,(K) em H,(K), segue-se que um isomorfismo

de poliedros f : K — L induz isomorfismos f, : H,.(M) — H,.(L) em todas as dimensoes.

1.5.1 Exemplos de Homologia Simplicial

Exemplo 1: A homologia de dimensao zero. Como o bordo de um vértice é zero,
toda cadeia 0-dimensional x = ) ;a; no poliedro K é um ciclo, ou seja Co(K) = Zy(K).
A fim de determinar o conjunto By(K') dos bordos de dimensao 0, suporemos inicialmente
que o poliedro K seja conexo. Isto equivale a dizer que existe um caminho de arestas
em K ligando dois vértices quaisquer. Explicitamente: dados dois vértices arbitrarios
a,b € K, existem vértices ay = a,ay,...,a, = b em K tais que [a;_1,a;] é uma aresta
(simplexo unidimensional) em K parai=1,2,...,m.

Dado o poliedro conexo K, definimos o homomorfismo In(z) : Co(K) — A pondo,
para cada O-cadeia z = Y x;a; em K, In(z) = Y x;. O elemento In(z) € A chama-se
o indice de Kronecker de O-cadeia x. Pois bem, a cadeia x € Cy(K) é um bordo se, e
somente se, seu indice de Kronecer é igual a zero.

De fato, se existir y € C(K) tal que dy = z entao, escrevendo y = > y;[b;, ¢;] temos
doxia; =x =0y = > yic; — ». yib; portanto In(x) =Y y; — > y; = 0. Reciprocamente,
se a O-cadeia x = ) x;a; € tal que In(z) = > z; = 0 entdo, fixando um vértice arbitrario
a € K, usamos a conexidade de K a fim de obter, para cada 7, um caminho de arestas
em K ligando a e a;, ou seja, uma l-cadeia ¢; tal que d¢; = a; — a. Entao, considerando
a l-cadeia y = > x;¢; vemos que 0y = > z;a; — (O x;)a = > x;a; = x, portanto x é um
bordo.

m
O caso em que o poliedro K nao é conexo resulta de um fato mais geral: se K = U K;
i=1
é a expressao de K como reunido de suas componentes conexas (cada uma das quais
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¢ um poliedro, pois todo simplexo é conexo) entdo, para todo r > 0 tem-se H,.(K) =
H.(K,)® H.(K3) & --- & H.(K,,), como se vé sem dificuldade. Em particular, tomando

r = 0 obtemos Hy(K) = A™, onde m é o numero de componentes de K.

Exemplo 2: A homologia de um cone. Quando t = (a, ag, ...,a,) e s = (ag, ..., a,) € a
face de t oposta ao vértice a, escrevemos t = a* s. Se a é um vértice do poliedro K, diz-se
que K é um cone de vértice a quando, para todo simplexo s € K que nao tem a como
vértice, t = a* s é um simplexo de K. A reunidao L dos simplexos de K dos quais a nao é

vértice é um subpoliedro. Tem-se K = U a * s, portanto é natural escrever K = ax* L e

seL
dizer que L é a base do cone K com vértice a. Um caso particular ocorre quando L é um

poliedro contido numa variedade afim V' C R" de dimensao <n—1,a ¢ Ve K = U a*s.
seL
Seja K um cone de vértice a. Como todo ponto de K pode ser ligado a a por um

segmento de reta, K é conexo, logo Hy(K) = A. Com o objetivo de calcular H,(K) com
r > 1, consideremos a aplicacdo A-linear ax : C,.(K) — C,;1 definida pondo-se, para
cada s = [ag, a1, ...,a,] € C.(K),a* s = [a,aq,...,a.], logo a*xx = > x;-a*s; quando

xr =) x;5;. Notemos que a* s = 0 quando a ¢ um vértice do simplexo s.

Podemos verificar que, quando s € K tem dimensdo > 1, d(a * s) = s — a * Js para
todo s € K e dai 0(a*x) = v — a* Ox para toda cadeia z € C,.(K). Entao, se z € Z,.(K)
é um ciclo de dimensdo > 1, tem-se z = J(a * z). Portanto, quando r > 1, todo r-ciclo é

um bordo, ou seja, H,(K) = 0.

Em particular, se s ¢ um simplexo, podemos considera-lo como um cone em relacao a

qualquer dos seus vértices, portanto H,(s) =0ser > 1e Hy(s) = A.

Exemplo 3: A homologia da esfera S™. Seja K o poliedro formado pelo simplexo
s = (ag, a1, ...,an41) € suas faces. A esfera S™ é o esqueleto n-dimensional de K. Como
K é um cone (com vértice em qualquer um dos a;) temos H,(K) = 0 para todo r > 0
e Hy(K) = A. Se 0 < r < n tem-se também H,(S™) = 0 pois, para esse valores de r,
todo ciclo z € Z,.(S") = Z,(K) é da forma z = 0z, com x € C,11(K) = C.11(S™). Resta
determinar H,(S™). A cadeia z = Js, soma de todas as n-faces de S™ com as orientagoes

induzidas por s, é certamente um n-ciclo em S”, o qual nao é bordo pois nao ha simplexos



1.5 Homologia Simplicial 23

de dimensao n+1 em S™. Portando [z] # 0. Na verdade, [z] ¢ um gerador de H,(S™) pois
se tomarmos arbitrariamente um ciclo w € Z,(S™) = Z,(K), como H,(K) = 0, existe
x € Cpp1(K) tal que 0x = w. Como K tem apenas o simplexo s em dimensdo n+1, temos
r=a-s a€ A, logow=0r=a-0s=«a-z Portanto todo n-ciclo em S™ é multiplo de

z edai H,(S") = A.

Exemplo 4: A homologia do Anel Circular. O anel circular, subconjunto compacto
do plano compreendido entre duas circunferéncias concéntricas, pode ser triangulado na
forma da figura abaixo e assim é identificado a um poliedro bidimensional K com 6

vértices.

Figura 5

Como K é conexo, temos Hy(K) = A. Para determinar H,(K), consideremos um
ciclo z = Y a4t € Z1(K). A soma estende-se a todas as arestas t de K e, para obtermos
uma base de C(K), fixamos arbitrariamente uma orienta¢do em cada uma dessas arestas.
Se alguma ¢ esta situada na circunferéncia externa de K, ela é lado de um tnico triangulo
S.

Ajustando a orientacdo de s, vemos que 2/ = z — d(xy, - s) € um ciclo homologo a
z, em cuja expressdo 2/ = Y myt a aresta t, aparece um coeficiente 0. Repetindo este
argumento, concluimos que todo ciclo z € Z;(K) é homologo a um w € Z;(K) que é
combinacao linear de arestas, nenhuma das quais esta sobre a circunfréncia externa de K.
Assim, w é um ciclo do segundo poliedro da figura 5.

O mesmo tipo de raciocinio nos diz que w, por sua vez, é homoélogo a um ciclo do

terceiro poliedro da figura 5, o qual é, na realidade, um ciclo na circunferéncia interna
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(pois, do contrario, seu bordo conteria pelo menos um dos vértices salientes). Se chamar-
mos de S’ a circunferéncia interna de K, vemos entao que H;(K) = H;(S') = A. Resta
mostrar que Ho(K) = 0. A razdo para isto é simplesmente que Zy(K) = 0, ou seja, ndo
h& 2-ciclos nao nulos no poliedro K.

De fato, se atribuirmos a cada 2-simplexo de K a orientacao indicada na figura 6
e tivermos z — > x5 - s € Z3(K) entdo, como cada aresta de K situada numa das duas
circunferéncias da fronteira é face de apenas um tridngulo, de 0z = 0 concluimos que
xs = 0 para todo tridngulo s que tenha um lado na fronteira, ou seja, para todo triangulo
s. Portanto z = 0. Assim os grupos de homologia do anel circular K, com coeficientes em

A, sao H(](K> = A,Hl(K) =Ae HQ(K) = 0.

Figura 6

1.6 Caracteristica de Euler, Numero de Betti e Genus

Nesta secao iremos estabelecer uma conexao entre a Caracteristica de Euler de
um poliedro e os grupos de homologia desse poliedro. Devemos ressaltar que é possivel
definirmos a caracteristica de Euler sem mencionar grupos de homologia, mas o tnico

modo de falar sobre invariancia topologica é usando a teoria de homologia.

Definicao 1.6.1. Seja K um poliedro de dimensio n e L um subpoliedro de K. Seja a,(K)

e a,(K,L) o numero de simplexos p-dimensionais em K e em K \ L respectivamente.
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Entao

n n

X(K)=) (-1)ay(K) e X(K,L)=Y) (~1)’a)(K,L)

p=0 p=0
¢ chamado de Caracteristica de Euler (ou Euler-Poincaré) de K e de K\ L respectiva-

mente.

Pensando no caso de superficies trianguladas, podemos definir a Caracteristica de

Euler da seguinte maneira
X(K) =ay(K) —a1(K) + ay(K)

em que ao(K), oy (K) e az(K) sdo respectivamente o niimero de vértices, arestas e trian-

gulos dessa triangulacao.

Exemplo: [11] Para calcularmos a caracteristica de Euler da esfera e do toro, considere
as triangulagoes como na figura 7. Em (i) temos um poliedro de dimensao 2 em S?, sendo
ap=2,01(K) =2 e az = 2. Assim X(S?) = 2. Em (i) temos um poliedro em T?. Neste
caso ag = 4,1 (K) = 8 e ag = 4. Assim X (T?) = 0.

(i)

Figura 7: Esfera e Toro triangulados

A conexao entre a Caracteristica de Euler e os grupos de Homologia do poliedro

K é dada no préximo teorema onde ji assumimos que o poliedro K acima é orientavel.

Definicao 1.6.2. Seja

Bp(K) = dim(H,(K)) e B,(K,L)=dim(H,(K,L)).

FEstes nimeros sao chamados de p-ésimos nimeros de Betti de K e de K \L respectiva-
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mente.
Teorema 1.6.1. [2]

n n
— p — p
X(K) = (Z1PB(K) e X(K,L)=)Y (~1)"8,(K,L)
p=0 p=0
Informalmente o k-ésimo nimero de Betti nada mais é que o nimero de superficies
k-dimensionais desconexas. Por exemplo podemos dar as seguintes definicoes intuitivas
para os primeiros numeros de Betti:
e by é 0 nimero de componentes conexas;
e b, é o niimero de buracos 2-dimensionais ou “circulares”;

® by é o numero de buracos 3-dimensionais.

Exemplo: Um toro tem uma componente conexa, dois buracos circulares (um no
centro e outro no meio do “tubo”), e um buraco 3-dimensional (dentro do “tubo”). Sendo

assim, temos a seguinte sequéncia de niimeros de Betti para o toro:

® by = 1;

o b =2;

L] bQ =1.
Exemplos:

(1) A sequéncia dos numeros de Betti do circulo é 1,1,0,0,0...
(77) A sequéncia dos nimeros de Betti do bitoro é 1,2,1,0,0...

(77i) A sequéncia dos niimeros de Betti do tritoro é 1,3,1,0...
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Agora iremos introduzir o conceito de genus de uma superficie pois este serd usado

como peso nas definicoes do grafo pesado e por isso serao muito importantes.

Definicao 1.6.3. Uma superficie de genus p € uma variedade 2-dimensional homeomorfa
ao espaco obtido removendo 2p discos disjuntos de S? e adicionando p cilindros disjuntos

as suas fronteiras. (ver figura abaizo)

Figura 9: Superficie de genus 1

Exemplos:

(1) Como podemos perceber o toro é homeomorfo a figura acima. Portanto o genus do
toro é igual a 1.

(77) Da mesma forma, um bitoro é homeomorfo a uma esfera com 4 circulos retirados
e adicionando dois cilindros disjuntos. Assim o seu genus serd igual a 2.

(#7i) Da mesma forma, um tritoro tem genus 3. Seguindo com este raciocinio teremos
que um n-toro terd genus igual a n. Dessa forma podemos ver de certa forma que o genus

de superficie (orientével) é igual ao numero de “buracos” que ela possui.

No nosso estudo trabalharemos frequentemente com superficies com bordo e preci-

saremos da seguinte defini¢ao:

Definicao 1.6.4. O genus de uma superficie com bordo é definido como o genus de uma

superficie fechada obtida por adicionar um disco em cada componente de fronteira.

Exemplo: A semi-esfera com uma alca (ver figura 10) é uma superficie com bordo.

Para calcular o seu genus, fechamos a “tampa” da esfera com um disco e teremos nova-
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Figura 10: Superficie com bordo de genus 1

mente uma superficie homeomorfa & um toro. Portanto possuird genus igual a 1.

Neste trabalho teremos objetos um pouco mais complicados como na figura abaixo.
Desta forma, precisaremos calcular o genus de cada uma das superficies limitadas por
curvas disjuntas imersas na superficie. Ou seja, obteremos superficies com bordo onde as

curvas que limitam as superficies serao os bordos.

Figura 11: Superficies com regioes limitadas por curvas de bordo

No exemplo da figura acima (ver figura 11) temos a seguinte configuragdo para as

regioes delimitadas:

Regiao a: genus igual a 1, devido ao “buraco” contido nela.

Regiao b: genus igual a 0, pois apds adicionarmos o disco ao bordo, a regiao b sera
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homeomorfa a uma esfera.
Regiao c: genus igual a 0, pois ap6s adicionarmos o disco ao bordo “tampamos” o

buraco que a regiao possui.

Definicao 1.6.5. A soma conezra de duas superficies disjuntas My e M, é dada pela
remocao de um pequeno disco de cada uma delas, e unindo o bordo circular destes discos

para formar uma nova superficie. Denotamos por Mi§Ms (ver figura abaizo)

Exemplo: A figura abaixo (ver figura 12) mostra claramente como é feita a construcao
da soma conexa entre um toro e um bitoro, desde a etapa de remocao do disco de cada

uma das superficies e a “colagem” delas formando um tritoro.

CICONCICRECES

toro 2-toro 3-toro

Figura 12: Soma conexa entre um toro e um bitoro

Proposicao 1.6.2. [11] Para a soma conexa de duas superficies, My e M, temos que
X (MifMs) = X (M) + X (M2) — 2.

Observacao 3. Quando fazemos a soma conexa de uma superficie qualquer com uma
esfera, nao alteramos (a menos de homeomorfismo) a superficie. Ou seja, M#S* = M,

para uma superficie M.

Teorema 1.6.3. [11] Uma superficie compacta, orientdvel e com bordo é homeomorfa a

esfera ou a soma conexa de n toros, com um numero finito de discos removidos.

Teorema 1.6.4. [11] Seja M uma superficie orientdvel sem bordo. A caracteristica de
Euler de M € dada por
(M) =2 - 29(M)

onde g(M) € o genus da superficie.
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Corolario 1.6.5. [11] Se M ¢é uma superficie orientdvel com k componentes de bordo,
entao

X(M) =2 — 2g(M) — k.



Capitulo

2

Grafos associados a colecoes de curvas

fechadas em superficies

Neste capitulo associamos um par (superficie, familia de curvas) com um grafo
pesado. A seguir faremos o estudo em que essas curvas sao o conjunto singular de uma
aplicacao estavel de uma superficie no plano. Para isto, iniciaremos relembrando defini¢oes

e propriedades importantes sobre aplicagoes estaveis de superficies no plano.

2.1 Aplicacoes estaveis de superficies no plano

Seja f : R? — R? uma aplicagao estavel. Entao a forma normal de f no ponto (z,y)

serd uma das seguintes:

a)f(z,y) = (z,y) regular;
b)f(x,y) = (z,y?) dobra;

) f(x,y) = (z,y° + xy) cispide.

Assim, se f é estavel, entao suas singularidades serdo dobras e ctispides (que aparecem
em quantidade finita).

Na figura 13 podemos ver os pontos em verde no conjunto singular, formando as



32 Grafos associados a colecoes de curvas fechadas em superficies

Discriminante Conjunto Singular
Figura 13: Conjuntos discriminante e singular da aplicagao (z,y* + 2y* — zy)
cuspides no discriminante, e os pontos azuis formando o ponto duplo de dobra.
O conjunto singular de uma aplicacao estavel f € C*°(M,R?) consiste de uma quan-
tidade finita de curvas fechadas mergulhadas e disjuntas de M. O conjunto discriminante

consiste de um namero finito de curvas planas imersas com cuspides, interseccoes trans-

versais e auto-intersecgoes (disjuntas do conjunto de cispides).

Para estudarmos estes conjuntos singulares (conjuntos de curvas) usaremos as classes

de isotopia correspondentes.

Definicao 2.1.1. Sejam P,(Q variedades. Uma isotopia de P em @) é uma homotopia
F:PxI—Q , F(x,t)=F(x)
tal que a aplicacao relacionada
F:PxI—=QxI , F(xt)=(F(),t)

¢ um mergulho.

Chamamos F' de caminho da funcao F'. Também dizemos que F' é uma isotopia de [y

em Fi. Ou seja, uma isotopia é uma familia de 1-parametro suave F; de aplicagoes estaveis,
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0 <t < 1. Classes de isotopia correspondem a caminhos componentes de (M, R?), o
subespago de C*°(M,R?) consistindo de aplicagoes estéveis.

Isotopia implica equivaléncia, dai a importancia de usarmos as classes de isotopoia.
Mas o contrario nao vale sempre.

Se f e g sao func¢oes isotopicas, entdo Y f e Y g sdo subconjuntos isotopicos de M
(i.e. existe um difeomorfismo de M, que é isotopico a identidade e leva ) f em ) g)
e similarmente para f(>_ f) e f(3_g). Assim qualquer invariante isotopico do conjunto

singular ou do conjunto discriminante de f serd um invariante isotépico de f.

Na se¢ao 2.2 iremos associar um grafo pesado a ) f, cuja classe de isomorfismo é um
invariante isotopico de f. Outro invariante global de f que iremos considerar é o nimero

de curvas de > f, denotado por p.

2.2 Construcao do grafo pesado

O conjunto singular Y~ f é um invariante isotopico de aplicacoes estaveis. Por-
tanto o nimero de componentes conexas de > f, bem como o tipo topologico de seu
complemento em M também serdao invariantes isotopicos. Dai a ideia de termos um grafo
pesado onde toda essa informagao sera guardada. E a partir do grafo o par M, > f podera

ser reconstruido (a menos de equivaléncia).

Explicaremos agora, dado uma superficie e uma cole¢do de curvas C mergulhadas
disjuntas nela, como construir o grafo deste par M,C.

O complemento em M de uma colecao C' de curvas mergulhadas disjuntas ¢ a uniao
disjunta de regioes conexas. A fronteira de cada regiao consiste de um nimero finito de
curvas (bordo). O grafo pesado G(M, C) é definido da seguinte forma: Existe um vértice
para cada componente conexa de M\C' e uma aresta para cada curva em C. Os dois (ou
um) vértices de uma aresta correspondem as duas (ou uma) regides que tem como parte
de seu bordo a curva da aresta em questao. Ressaltamos que podem ocorrer loops. Por

exemplo, o grafo correspondente a uma superficie com uma tnica curva que nao separa
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a superficie em mais de uma regiao diferente terd um vértice e uma aresta (ver Ezemplo
1 abaizo). Cada vértice do grafo terd um peso que serd dado pelo genus da regido da
superficie correspondente a este vértice no grafo (basta lembrar a defini¢do de genus de

uma superficie fechadada dada nas preliminares).

Exemplo 1: Toro com uma curva f que nao o separa em mais de uma regiao. O seu

grafo serd apenas um loop ligando o vértice correspondente a tnica regiao a nele mesmo

(ver figura 14).

R
I a
O/ O

e e

Figura 14

Exemplo 2: Considere agora a superficie com uma familia de curvas dada na figura
11, pagina 28 no Capitulo 1. L4 j4 foi calculado o genus de cada regiao. O seu grafo cor-

respondente terd 3 vértices (um para cada regido) com pesos dados pelo genus da regiao

(ver figura 15).

0

Figura 15: Grafo da superficie dada na figura 11, pagina 28.

Exemplo 3: E da mesma forma podemos tomar uma superfice com um maior niimero

de curvas, como na figura 16.
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et

—

Figura 16: Superficie com uma familia de curvas imersas e seu grafo.

Dois conjuntos de curvas C' e C' em uma superficie M sao ditos isotopicos se existe
uma isotopia de M que leva C' em C’. Isto implica que existe um difeomorfismo de M
levando C' em C'. Se C' e C' sdo conjuntos de curvas em M e M’ respectivamente, entao
dizemos que os pares M,C e M’', C’ sao equivalentes se existe um difeomorfismo entre M
e M’ levando C' em C’. Claramente, pares equivalentes tem grafos com peso isomorfos
(isomorfismo de grafos preservam pesos). Na verdade define-se uma bije¢ao entre classes

de equivaléncia de pares e isomorfismos de grafos com peso.

Teorema 2.2.1. Todo grafo pesado é isomorfo ao grafo de um par M,C e este par é inico

a menos de equivaléncia. O genus g(M) é dado por

g(M):a—l/+1+Zg(v)

em que o é o numero de arestas, v o nimero de vértices e Y representa a somatoria dos

pesos de todos os vertices do grafo.

Demonstracao.: Inicialmente mergulhamos o grafo em um 3-espaco e seja M a
fronteira de uma vizinhanca tubular adequada do grafo, com curvas definidas de maneira
6bvia, uma para cada aresta.

Assim obtemos um par (M, C) que tem como grafo correspondente G, mas com todos
os pesos iguais a zero. Note que para cada vértice de G esté associado naturalmente uma
regiao do complemento My—C. Podemos observar também que o genus de M, corresponde

ao nimero de ciclos de G.
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M ¢é entao a soma conexa de M, com superficies de genus apropriado: para cada
vértice v fazemos a soma conexa da regiao M, correspondente a v com uma superficie
fechada de genus g(v).

O grafo pesado do par M, C' é o grafo original.

Por outro lado, dado um par M, C, ele pode ser visto como a soma conexa de uma
par W,C com superficies de genus g(v), um para cada vértice.

Os dois pares tem o mesmo grafo, mas W,C tem todos pesos iguais a zero. A super-
ficie W, sendo orientavel, ¢ difeomorfa a bordo de uma vizinhanca apropriada do grafo
mergulhado no 3-espaco.

Pela unicidade da soma conexa, o par M, C' é equivalente ao par obtido reconstruindo
o grafo como antes. Da descrigdo anterior do par como uma soma conexa, o genus de M

éasoma y. g(v) e o genus de My. Mas o tltimo é o — v + 1.

A construgao feita acima nos mostra como sair de um grafo pesado e chegar na su-
perficie com a familia de curvas que correspondem a este grafo. Esta construcao pode ser

melhor visualizada no exemplo da figura abaixo (ver [11]):

(M, C)

Figura 17: Realizagao do Grafo Pesado em uma Superficie com uma familia
de Curvas

Uma consequéncia imediata disto é:

Corolario 2.2.2. Para qualquer par M,C a superficie M € uma esfera se e somente se o

grafo pesado associado é uma drvore com todos 0s pesos igquais & zero.
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Demonstracao: Como M ¢é uma esfera, entdao g(M) = 0. Mas dada qualquer cole¢ao

de curvas disjuntas em uma esfera temos que o« — v = —1. Pelo teorema acima temos que

gM)=a-v+1+> g(v).

Portanto ) g(v) = 0. Reciprocamente se G é uma arvore com todos os pesos iguais a
zero entdo o — v + 1 = 0 pois nao possui loops (lembrando que o — v + 1 é o nimero
cicloméatico de um grafo (ver Defini¢ao 1.2.10)) ¢ > g(v) = 0. Entao g(M) = 0. Entao

M é uma esfera.
[ |

Observamos que o caso da esfera ¢ especial uma vez que dois conjuntos de curvas
na esfera sao isotopicos se e somente se sao equivalentes. A razao disto é que qualquer
par M,C pode ser levado nele mesmo por um difeomorfismo que reverte a orientacao.
No entanto, se um difeomorfismo da esfera levando um conjunto de curvas em outro
conjunto de curvas reverte a orientagao, este pode ser substituido por um difeomorfismo
que preserva orientacao e entao serd isotopico a identidade. Logo os dois conjuntos de
curvas sao isotopicos na esfera. Para superficies de genus maior, isotopia e equivaléncia

sao condicoes diferentes.
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Capitulo

3

Grafos de aplicacoes estaveis de uma

superficie no plano

Dada qualquer aplicacao estavel f teremos um grafo pesado G(M, C') associado a esta
aplicagao. Claramente aplicacoes estaveis equivalentes possuem grafos pesados isomorfos.

Uma questao natural é:

“Quais conjuntos de curvas podem ser vistos como conjuntos singulares de aplicacoes
estaveis?”

No caso da esfera, qualquer conjunto de curvas nao vazio serd um conjunto singular
se permite cuspides (se cispides ndo sdo permitidas, entdo a questao parece ser bem mais
dificil de responder). Relembre que para M ser uma esfera o grafo precisa ser uma arvore
com todos os pesos iguais a zero. Uma arvore com uma aresta claramente pode ser vista
como projecao ortogonal de uma esfera no plano. Agora considere uma arvore T com
mais de duas arestas. Escolha uma aresta nos extremos (i.e. uma que encontra o resto
da arvore em somente um vértice, digamos v). Por inducdo, a arvore menos esta aresta
pode dar origem a um conjunto singular. Dentro da regiao correspondente ao vértice v
criamos um par de ctspides dando origem a uma curva-dobra (contendo as duas cuspides),
delimitando um disco que é mapeado em uma regiao em forma de labio no plano. Isto
nos da a arvore T.

Consequentemente temos o seguinte
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Teorema 3.0.3. [/] Qualquer drvore com todos pesos iguais a zero dao origem a um grafo

de uma aplicacao estdvel da esfera no plano.

Para a questao de dar origem a grafos por aplicagdes simples (i.e. aplicagoes que nao
possuem cuspides) temos os seguintes exemplos. Primeiro, é claro que se T é uma arvore
gerada por um aplicacdo estavel simples da esfera no plano, entao a arvore obtida adicio-
nando uma arvore de duas arestas a T no vértice v de T pode ser similarmente realizada.
Modifique f dentro de um disco pequeno contendo a regiao correspondente a v introdu-
zindo duas curvas dobras paralelas (sem ciispides). Isto tem o efeito de adicionar uma
arvore de duas arestas em v. Claramente, qualquer arvore com todos pesos iguais a zero
e que pode ser obtida através de uma arvore de uma aresta adicionando sucessivamente

arvores com duas arestas como anteriormente podem ser geradas sem cuspides.

Uma segunda classe de exemplos pode ser construida por projecoes ortogonais de
superficies adequadas mergulhadas em um 3-espaco. Um simples exemplo com pesos 1 e
1 é dado por uma aplicagdo de uma superficie de genus par com exatamente uma curva

dobra simples, como mostrado na figura abaixo.
Ny — \
b

Figura 18
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Grafos associados a superficies em uma

3-variedade

4.1 Aplicacoes estaveis de 3-variedades em R?

Comecaremos relembrando algumas defini¢oes basicas e resultados sobre aplica-

¢oes estaveis de 3-variedades em R3. Os reultados citados aqui sao de [9], [10] e [3].

Relembrando e adaptando algumas definicoes da secao 1.1 temos que duas aplicagoes
suaves f e g de uma 3-variedade M em um 3-espaco sao chamadas A — equivalentes se
existem difeomorfismos, [ e k, tais que [o f = go k. Uma aplicacao suave f é dita estdvel
se todas as aplicagoes suficientemente proximas a f (na topologia C*° de Whitney) sao
A — equivalentes a f. O conjunto singular ) f de uma aplicacdo estavel f consiste de
superficies disjuntas mergulhadas. Cada superficie consiste de pontos de dobra juntos
com curvas de pontos de cuspide (i.e. pontos cuja a imagem é um ponto de caspide do
conjunto discriminante f(>_ f)) onde podem existir pontos de rabo de andorinha isolados.

A seguir temos as formas normais dos germes desses pontos singulares:

a) f(x,y,2) = (z,y, 2?) ponto de dobra,
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b) f(x,y,2) = (x,y, 2> + z2) ponto de ctspide,
¢) f(z,y,2) = (z,y,2* + zz + y2?) ponto de rabo de andorinha.

Por outro lado, o conjunto discriminante de uma aplicacao estavel pode ter auto-

interseccoes das seguintes formas:
a) cruzamento transversal de superficies dobra (ao longo de curvas regulares),

b) interseccao transversal de uma aresta cuspidal com uma superficie dobra (em pon-

tos isolados),
¢) pontos triplos isolados obtidos pela intersec¢ao de superficies dobra em posicao geral.

A figura 19 nos mostra todas as possibilidades para a geometria local do conjunto
singular e do conjunto discriminante de uma aplicagao estavel. Os pontos vermelhos sao
eixos cuspidais, os pontos azuis sao uma curva de pontos duplos. O ponto A; , representa
um cruzamento de um eixo cuspidal com a curva de pontos duplos. O ponto As representa
um rabo de andorinha. O A;;; é um ponto triplo. E o A; representa os pontos de dobra.

Se f e g sao A — equivalentes entao existe um difeomorfismo da 3-variedade levando
o conjunto singular de f no conjunto singular de g e similarmente para os conjuntos dis-
criminantes de f e de g. Claramente, qualquer invariante por difeomorfismo do conjunto
singular ou do conjunto discriminante sera um A — invariante de f. O nimero de com-
ponentes conexas do conjunto singular e o tipo topologico do seu complemento sao inva-

riantes.

4.2 3-variedades e grafos

Nesta secao iniciaremos o estudo dos grafos dos pares formados por uma 3-
variedade e uma familia de superficies mergulhadas nessa 3-variedade. Para este estudo

foi usado [9] e [10].
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Figura 19: Geometria local do Conjunto Discriminante de uma Aplicagao
Estavel

Vamos comecar com algumas informacoes basicas sobre 3-variedades. Seja M uma
3-variedade com bordo compacta, conexa e orientavel. E seja b; = dim(H;(M)) o i-ésimo
ntimero de Betti de M. Perceba que by = b3 = 1. Por outro lado, temos pela desigualdade

de Poincaré que b; = by. Entao X(M) = 0, onde X é a caracteristica de Euler, pois
3

X(M) = (~1)b;.
i=0
Seja U S; C M uma colecao de superficies mergulhadas orientadas disjuntas em uma
i=1
3-variedade compacta. Definimos o grafo pesado G associado a esta colecao de superficies

em M como segue: associamos a cada superdicie S; uma aresta e a cada componente M; de
n

M — U S; um vértice. Entao temos que uma aresta esta ligada a um vértice se e somente
i=1

se a superficie correspondente & aresta estd no bordo da 3-variedade representada pelo

vértice. Os pesos sdo definidos da seguinte forma: dado um vértice v; (correspondente

a regidao M;) definimos seu peso como ¢; = by(M;) — s; + 1, em que s; é o namero de

componentes conexas do bordo de M;. Intuitivamente, ¢; pode ser visto como o niimero

de geradores de Hy(M) em M; que ndo sdo determinados pelo bordo de M;. E para

cada aresta associamos o peso dado pelo genus, g;, da superficie S; que ele representa.
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Chamaremos de p o nimero de arestas (que ¢ o ntimero de superficies ;) do grafo e de

V' o nimero de vértices.
Proposigao 4.2.1. Se M = S? entio ¢; = 0, para todo j.

Demonstracao: Considere M, a variedade obtida de S? apos a remocao do interior
S

de s superficies solidas e seja USi a uniao dos bordos das superficies solidas, i.e., o
i=0

bordo da 3-variedade resultante M;. Para calcularmos o segundo nimero de Betti de M,

consideramos M, a uniao das superficies solidas.
S
Temos entao que My N My = U S; e My U M, = S3. Considere agora a sequéncia

i=0
exata de Mayer-Vietoris para esta particao de S°:

e — Hg(Ml) D Hg(MQ) i} H3(33> ﬁ} HQ(Ml N Mg)
O Hy(My) @ Hy(Msy) 25 Ho(S%) 2% Hy (M N My)...

Substituindo na sequéncia a informacao que temos, obtemos a seguinte sequéncia:

0@l B2 g Iy ge(n) gy g e gy

Usando o primeiro teorema do isomorfismo e fato de que a sequéncia é exata temos

que bo(M;) =s—1.
|

Relembrando o capitulo 1, um grafo é dito bipartido se seus vértices podem ser in-
dexados com sinais £ de tal forma que 2 vértices de uma aresta qualquer possuem sinais
opostos. Isto é equivalente a pedir que qualquer loop no grafo seja composto por um
nimero par de arestas. Percebe-se que qualquer arvore (grafos sem loops) é um grafo

bipartido.

Existem algumas consequéncias imediatas que podem ser tiradas da forma que defi-
"

nimos o grafo. Seja U S; C M uma colecao de superficies mergulhadas fechadas disjuntas

i=1
na variedade. O complemento desta colecao de superficies é uma colegao de 3-variedades
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v

com fonteira U M (cujas componentes de bordo sdo as superficies dadas). Temos tam-
j=1

bém uma relagao entre a homologia de M e a topologia do grafo para as quais precisamos

provar o seguinte:

Lema 4.2.2. Dado um grafo G temos b1(G) = u—V +1, em que u é o niimero de arestas

eV € o numero de vértices.

Demonstracao: Iremos fazer a prova por indugao sobre o niimero de arestas. O grafo
com uma aresta e dois vértices claramente satisfaz a propriedade desejada.

Suponha agora que vale para qualquer grafo com p arestas e considere um grafo G com
i+ 1 arestas. Se o grafo tem loop, remova uma das arestas no loop. O grafo resultante
G, tem p arestas, logo b1(G,) = p— V + 1. Se adicionarmos a aresta removida estaremos
adicionando um loop. Entao temos que b;(G) =01(G,) +1=(n+1) -V + 1.

Se o grafo nao tem loop, remova uma aresta e vértice que nao esteja ligado a nenhuma
outra aresta (uma aresta “final”). O grafo resultante G, tem p arestas e portanto by (G,) =
w—V,+1,V, =V —1. Se adicionarmos a aresta novamente temos que b;(G) = b1(G,) =
p—=Ve+l=p—(V-1)+1=@p+1)-V+1

Logo o 1° ntimero de Betti de um grafo é igual ao seu nimero ciclomético.

Proposicao 4.2.3. Dada uma 3-variedade M orientdvel e uma colecaio de superficies
fechadas orientdveis Sit_, em M, suponha que G é o grafo associado a eles. Entao, se G

¢ um grafo bipartido temos que:

\%

\%4 14
ch+bl(g)\ ZC +bl Zzgl
Jj=1 Jj=1

=1

A igualdade € alcancada quando g; = 0,1 =1, ..., u.
Demonstracao: Por definicao temos que
1% 1%

ZCJ +01(G) =D (ba(My) — 55+ 1) +b1(G) = Y (ba(M;)) =21+ V + by(G)

Jj=1 Jj=1
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pois o grafo é bipartido. Entao cada superficie é contada duas vezes uma vez que ela faz

fronteira com duas componentes conexas do complemento.

Pelo lema anterior temos que b(G) = u — V + 1, o que é o suficiente pra provar
que Z;-/Zl(bg(Mj)) — u+ 1 < by(M). Para isto, usaremos a sequéncia longa exata de
Mayer-Vietoris associada a uma decomposicao conveniente de M em 3-variedades. Dado
que o grafo é bipartido, o complemento do conjunto singular pode ser separado em duas
3-variedades com bordo Ny e N,. Seja Ni e N as suas extensoes adicionando um colar nos
seus bordos em comum, entao podemos definir a sequéncia de Mayer-Vietoris associada a
cobertura (N7, N5) de M. Claramente, a homologia de N/ coincide com a de N; e que a
de Ny N N, é a mesma que a do bordo em comum. Entao a sequéncia de Mayer-Vietoris

pode ser escrita como
3
e — Hg(Nl) D Hg(NQ) i) Hg(M) ﬂ) Hg(Nl N NQ)
2 2
L H2(N1) @ HZ(NQ) A HQ(M) i) Hl(Nl N Nz)

Substituindo na sequéncia a informacao que temos obtemos a seguinte sequéncia

54 Ao
.— 0p0 — Z, — 7 ...

ﬂ Zb2(N1) gy b2 (N2) T h_£> 7b2(M) T, ﬂ TR2i—1 9

onde g; é o genus da superficie S;.

Hy(M) e Hy(Ny)@® Hy(Ny) podem ter partes de torsao, que sdo 17 e Ty respectivamente.
Nos apenas estamos preocupados com a dimensao de todos os grupos que aparecem, que

depende somentes das partes livres.

Temos que Z?zl(bQ(Nj)) = Z;/:l(b2<Mj)). Como a sequéncia é exata temos que
0 = Imh? = ker/,.

Pelo primeiro teorema do isomorfismo

Hy(M) _ Z 2 2
=—=2ImAy =K =K ~ 7
KerAy 0 e I I
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Hy(Ny N Ny) 2V

Ker? 7 >~ Img? = Kerh? = Kerh? = 7'

Hy(N1) ® Ha(Na) 752N @1y

~ 2 _
Kerl? = = Imh;, = KerA; =

2
dim(KerA,) = Zbg(Nj) —p+1

Jj=1

H(M) 7 eT,

- ~ ImA, = Kergt =
KerlA, ZZizlbz(Nj)—uH@Tl mag erg,

dim(Kergl) = by(M) = " by(Nj) +p— 1

2
obtemos que by(M) — Z ba(N;) + p— 1 = dim(Kerg;).
j=1

Como 2> | g; > dim(Kerg!) > 0 substituindo pelos valores ja conseguidos acima,
chegamos no resultado desejado. Se g; = 0 para qualquer i ou ¢! é injetora teremos a
igualdade. Neste caso, como by (M) = by(M), determinamos completamente a homologia

de M salvo partes de torsao.
|

Entretanto, o grafo nao determina necessariamente o tipo topologico da 3-variedade.
Ainda mais, a topologia do complemento da colecao das superficies nao é determinado

completamente pelo grafo na maioria dos casos, como veremos no exemplo a seguir.

Exemplo: Considere o seguinte grafo de uma cole¢ao de superficies em R? (ver figura
20): Ele representa dois toros em S®. A componente do complemento entre os dois toros
¢ uma 3-variedade com os dois toros como fronteira. Seu by é igual a 1 e seu ¢; = 0,
mas isso nao distingue do caso onde seu componente ¢ topologicamente T2 x I (I ¢ um
intervalo) ou T24T? (onde T2 & toro solido). O que distingue essas duas situagdes é o

segundo grupo de homotopia .



48 Grafos associados a superficies em uma 3-variedade

@ O
1

@ O
]

@ o0

Figura 20: Duas superficies com o mesmo grafo

Em particular:
Corolario 4.2.4. M = S = G é uma drvore e Z;/:l ¢j = 0.

A reciproca nao é verdadeira, como podemos ver no exemplo abaixo:

Exemplo: Seja M = S%x S. Agora considere um circulo S* C S? x p, em que p € S*
e seja o toro T2 = S1 x St c §% x St. O grafo associado & este caso é uma Arvore porque
tem somente uma aresta com peso 1 e dois vértices com peso 0 (cada vértice representa

um toro solido), mas by(S? x S') = 1.

Teorema 4.2.5. Qualquer grafo pesado pode ser visto como o grafo de alguma colecio de

superficies fechadas mergulhadas em uma 3-variedade.

Demonstracao: Suponha primeiro que G é um grafo pesado com pesos 0 em seus
vértices e pesos p; aleatorios em suas arestas.

Seja G; o fecho do subconjunto de G composto pelo vértice V; e todas as semi-arestas
(arestas cortadas nos seus pontos médios) incidentes a ele.

Associamos entdo a G; uma 3-variedade com bordo em R* da seguinte forma: Mergulhe
G; em R* e seja R; uma vizinhanca tubular de G; em R*.

Esta vizinhanca tubular pode ser vista como a uniao de vizinhancas tubulares do
vértice V;, das semi-arestas e dos pontos finais de cada semi-aresta. Em cada um desses

pontos finais podemos considerar o bordo S? de um 4-disco.
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Esta S® pode ser decomposta como a unido de dois p-toros orientaveis solidos com
seus bordos convenientemente identificados, onde p é o peso da aresta correspondente.

Deste modo, tomando o bordo de R; e removendo dele o interior de um dos p;-toros
orientaveis solidos para cada um dos seus pontos finais, obtemos uma 3-variedade M; com
bordo, cujo bordo tem tantas componentes quanto arestas incidentes em V;, e cada um
destas componentes de bordo é uma superficie fechada orientada, cujo genus é determinado
pelo peso da aresta correspondente.

Unindo convenientemente todas essas 3-variedades pelo seu bordo de acordo com a
distribuicao dos seus vértices no grafo obtemos uma 3-variedade compacta com bordo M
e uma colecao de superficies orientaveis fechadas em M cujo grafo é G.

Quando os vértices de G tem pesos nao nulos, precisamos apenas adicionar em cada
regiao M; da construcao anterior tantas alcas do tipo S? x I quanto indicadas pelo peso

do vértice correspondente.
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Capitulo

5

Grafos de aplicacoes estaveis de

3-variedades em R’

Agora, dada uma aplicacdo estavel f : M — R3, vamos considerar o conjunto
singular de f como a colecao de superficies para construirmos o grafo. O grafo correspon-
dente é definido como o grafo de f.

Para esse estudo dos grafos junto com as aplicacoes estaveis foi usado [9] e [10].

Nao é dificil de ver que, como no caso de aplicacoes estaveis de superficies orientéveis
fechadas no planos, se uma 3-variedade M ¢é orientavel, entao o grafo de qualquer aplica-
cao estavel de M em R? precisa ser bipartido, pois cada componente do conjunto singular
separa (globalmente) M em regioes diferentes, uma em que preserva a orientacao e outra

em que reverte. Deste modo aparecem varias questoes que podem ser feitas:

e Qualquer grafo pode ser representado por uma aplicagao estavel de uma 3-variedade

fechada em R3?

e Qualquer cole¢ao de superficies fechadas disjuntas mergulhadas em uma 3-variedade
fechada M pode ser o conjunto singular de uma aplicacdo estével de M em R3?

e (Quais sao todos os possiveis grafos para aplicacoes estaveis de uma dada 3-variedade

fechada M em R3?

e Para um dado grafo G, como construir diferentes A — classes de aplicagbes estaveis
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em M cujo grafo seja G?7

Dada uma aplicacdo f : M — N, onde M e N sdo n-variedades e uma (n-1)-
subvariedade ), f é dita ser uma ) -imersao se f|yn v e f[s> sdo imersoes e o conjunto
singular de f é precisamente Y que é exclusivamente composto pelos pontos de dobra
da f. Entao temos o seguinte resultado que nao serd provado, apenas o usaremos para

demonstrarmos outros resultados mais adiante:

Teorema 5.0.6. [1] (Y. Eliashberg) Seja M uma n-variedade estavelmente paralelizivel,
fechada e conezxa, e >’ uma (n-1)-subvariedade fechada nao vazia que divide M em duas

variedades My e My (possivelmente desconexas) com bordo comum ) . Entdo

a) sen=1,3,7, entao existe uma » -imersao M — R";

b) sen € par, entao existe umay -imersao M — R™ se e somente se X (M) = X (My);

c) se n € impar e diferente de 1, 3 ou 7, entdo uma »_-imersio M — R™ existe se e
somente se X(>) = 2X*(M)(mod4), onde X*(X) = Zg(ﬁgnx/ﬂ(—l)ibi()().

Variedades estaveis paralelizaveis sao caracterizadas por Hirsch como variedades orienté-
veis que podem ser imersas em R™1,

Este resultado pode ser reinterpretado na linguagem de grafos da seguinte forma:

divide M em duas variedades (possivelmente desconexas) M; e My com bordo em comum

>, significa que o grafo deve ser bipartido.

Teorema 5.0.7. Qualquer grafo pesado pode ser visto como uma colecao de superficies

mergulhadas em uma 3-variedade.

Na demonstracao deste teorema, esta 3-variedade é construida como uma 3-esfera
com alcas, que é orientavel e pode ser mergulhada em R*, e desta forma é estavelmente
paralelizavel. Isto junto com o teorema de Eliashberg e o fato de que dada qualquer ) -
imersao podemos encontrar uma aplicagao (dobra) estavel tao proxima quanto quisermos

(de tal forma que o conjunto singular equivalente) nos mostra o seguinte:

Corolario 5.0.8. Qualquer grafo bipartido é o grafo de alguma aplicacdo (dobra) estdvel

de uma S® com alcas em R3.

No caso particular da 3-esfera, temos o seguinte:
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Corolario 5.0.9. Qualquer drvore com c¢; = 0,Vj = 1,...,V € o grafo de uma aplicag¢ao

(dobra) estdvel f: S3 — R3.

A partir de agora vamos mostrar como construir grafos associados a aplicacoes estaveis
comecando de um grafo basico. E a motivacao vem do seguinte fato:

Dada qualquer 3-variedade estavelmente paralelizavel M, gracas ao teorema de Elia-
shberg, existe uma aplicacdo estavel de M em R3 com uma S? como conjunto singular
dividindo a variedade em duas regioes, uma difeomorfa a uma 3-bola e outra equivalente
por homotopia a M menos um ponto.

Isto nos da as condigoes necessarias para comecar a investigar os possiveis grafos que
podem ser associados a aplicacoes estaveis sobre uma 3-variedade M, i.e. comecando do
grafo onde a tnica aresta tem peso zero e um dos vértice tem pesos zero e outro vértice
tem peso by(M).

Também podemos usar separacoes de Heegaard como origem de grafos basicos.

Definicao 5.0.1. Um corpo com al¢as de genus g € uma variedade obtida ao se adicionar
g 1-alcas a uma 3-bola. Em outras palavras, pegue uma 3-bola com 2q discos disjuntos
em seu bordo, e considere como ¢ pares de discos. Para cada par, anere uma copia de
[0,1] x D? ao longo de {0,1} x D?. Se a aplicagdo de anexar reverte a orienta¢io, o corpo

com alcas € orientdvel.

Definicao 5.0.2. Dados dois corpos com alcas orientdveis Wy e Wy de mesmo genus
g, e um difeomorfismo que reverte orientacao f : OW, — OWs, podemos construir uma

variedade orientdvel M? como

M3 =W, ]_[ Ws.
OW1=0W5

A decomposicao de M em W1 e Wy € chamada uma divisao de Heegaard de M e a superficie

H = 0W,; = 0W, € chamada uma superficie de Heeegaard.
Teorema 5.0.10. [5] Todas 3-variedades possuem uma divisao de Heegaard.

Dada uma divisao de Heegaard de uma 3-variedade estavelmente paralelizavel M, a

superficie de Heegaard é separavel. Pelo teorema de Eliashberg entao existe uma aplicacao
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dobra de M em R3 que tem essa superficie como conjunto singular. O grafo associado a
esta aplicacao tem 2 vértices e uma aresta. Ambos vértices tem peso zero, pois o segundo
nimero de Betti de corpos com alcas é igual a zero, e a aresta tem peso g (genus da

superficie de Heegaard).

0
¢ 'y
q

Figura 21: Grafo associado a uma divisao de Heegaard de genus g

Tomando a divisao de Heegaard minima de uma dada variedade, i.e. a divisao de Hee-
gaard com a superficie de Heegaard de genus minimo (conhecido como genus de Heegaard
da variedade) temos um exemplo muito basico de um grafo de uma aplicagao estavel de
M em R3. Entdo por transi¢oes convenientes e cirurgias, podemos obter diferentes exem-
plos de aplicacoes estaveis em M ou em somas conexas de M com outras 3-variedades.
Uma vez que o espaco das aplicagdes estéveis (com a topologia C*° de Whitney) de uma
3-variedade conexa M em R3 é conexo por caminhos, podemos obter qualquer aplicacao
estavel de M em R3 de uma aplicacdo basica dada. Mas isto ndo é uma tarefa trivial. Por
exemplo, por Eliashberg podemos ter dois toros como o conjunto dobra de uma aplicacao
estavel de S® em R?, mas encontrar um caminho entre esta aplicacao e o exemplo simples

dobrando a 3-esfera ao longo do seu equador ainda é um problema em aberto.

5.1 Transicoes de Codimensao 1

Na figura abaixo temos estratos de codimensao 1 no espaco das aplicagoes suaves
de uma 3-variedade em R? com suas transigoes (a seta aponta na diregao do cruzamento
positivo do estrato) e notacoes. As ilustragoes abaixo (figura 22) representam a defor-
macao local na imagem do conjunto singular quando cruza o estrato de codimensao 1 do
discriminante (subconjunto de aplicagdes ndo estaveis). A linha preta representa arestas

cuspidais.

Para mostrar o papel das transi¢coes nos construiremos um exemplo de uma aplicacao
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4

A4

N

Figura 22: Transicoes de alguns estratos de codimensao 1

estavel que passa por certas singularidades e veremos como o grafo associado ird variar.
Lembre que as imagens na figura a seguir representam o conjunto discriminante, nao o
conjunto singular. O conjunto discriminante é bidimensional, mas para podermos simpli-
ficar a figura desenhamos apenas uma se¢ao das superficies em questao. As figuras sao
simétricas e o conjunto discriminante é obtido como uma superficie de revolucao através
do eixo de simetria. Assim, um circulo na imagem representa uma esfera no conjunto

discriminante.

Comecamos com uma aplicacao f : S® — R? cujo conjunto singular ¢ uma simples
S? sem arestas cuspidais. Entdo cruzamos um estrato 371 e uma nova S? topologica é
criada dentro da outra. Entdo esticamos a aresta cuspidal (isto ndo muda a A-classe da
aplicacdo) até cruzar o estrato 3] na diregao positiva de sua transigdo (Caso 2 abaixo).
Terminamos com uma aplicagao estével cujo conjunto singular (e conjunto discriminante)
¢ uma colecao de trés 2-esferas sem cuspides. Todos os pesos dos vértices e das arestas

dos grafos abaixo sdo zero (ver figura 23).

Na figura 24 temos outro exemplo. Novamente, somente uma secao do conjunto dis-
criminante ¢ desenhada e o mesmo é obtido como uma revolucao sobre o eixo de simetria,
tendo assim uma superficie de revolucao. Aqui obtemos um toro com arestas cuspidais

dentro de uma esfera (Caso 1 abaixo).
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Figura 23: Exemplo de uma aplicacao submetida a transi¢coes de codimensao
1 e seu grafo.

(s @@ ©9
SOES SN

Figura 24: Um toro com arestas cuspldals dentro de uma esfera
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Podemos ver que as tinicas transicoes que podem adicionar ou remover arestas (e, de
tal forma, um vértice), ou mudar o peso de uma aresta sao as singularidades 3;. Em
ticul ingularidade 37 cri t termi
particular, a singularidade 37" cria (ou remove) uma aresta com peso zero que termina
em um vértice de peso zero. Por outro lado, singularidades 37~ e 37, quando indo na
dire¢ao positiva de sua transi¢do, mudam o peso de uma aresta (mudam o peso do genus
da superficie que esta sujeita a essa singularidade) se as duas componentes locais no fim

da transicao pertencem a mesma componente conexa, e cria uma nova aresta no outro caso.

E com essas transi¢oes podemos provar o seguinte:

Teorema 5.1.1. Qualquer drvore com c¢; = 0,Vj = 1,...,V pode ser realizado como o

grafo de uma aplicacio estdvel f: S3 — R3.

Demonstragao: A ideia é criar um caminho no espago das aplicagoes C>°(S3, R?)
entre uma aplicacao basica conhecida e outra aplicacao cujo seu grafo é o mesmo que
a arvore dada. Isto serd feito indutivamente aplicando as transicoes acima conveniente-
mente, de forma que mudemos o grafo da aplicacdo inicial até chegarmos na aplicagao
desejada. Podemos comecar de um grafo com uma tnica aresta com peso zero ligando
dois vértices de peso também zero. Este grafo pode ser realizado como o grafo de uma
aplicacao cujo conjunto singular é uma simples esfera. Por exemplo, podemos pegar a
aplicagao estavel obtida por dobrar a 3-esfera em seu equador e mandar as duas partes
homeomorficamente sobre uma 3-bola em R3. Por meio de singularidades 3] podemos
adicionar quantas arestas de peso zero desejarmos. Assim que obtemos a arvore desejada,
basta ajustar os pesos das arestas para conseguirmos, com exatidao, o grafo que estamos
buscando. Isto é feito através das singularidades 3]~ ou das singularidades 3; ~. Como a

construcao toda foi feita apenas com cruzamentos de certos estratos de codimensao 1 em

C>=(S3,R?) é claro que a aplicagao obtida é uma aplicagao estavel de S® em R3.
|

Outro exemplo de como transi¢oes de codimensao 1 podem ser usadas para determinar

grafos de aplicacoes estaveis em uma dada 3-variedade é o seguinte:
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Exemplo: Um tritoro (S* x S! x S1) tem genus de Heegaard 3.

Podemos entao comegar de uma aplicacao estavel associada a este grafo (em virtude do
Teorema de Eliashberg) e aplicar convenientes 1-transi¢oes a fim de obter todos os outros
grafos associados a aplicacoes estaveis em S! x S x S1. Observe que este processo também
nos fornece todas as colecoes possiveis de superficies fechadas que separa S x S x S em

dois pedagos (ndo necessariamente conexas).

5.2 Cirurgias de Aplicacoes Estaveis

Introduziremos agora dois tipos de cirurgia entre aplicagoes estaveis e vamos ana-
lisar seus efeitos no grafo.

Considere aplicacoes estéveis f : M — R3>e g : N — R3 em que M e N sao 3-
variedades. Definimos a soma conexa ffig : MEN — R® como segue: comecamos remo-
vendo duas 3-bolas By e By em M e N, respectivamente, tais que suas interseccoes com
o conjunto de singular de f e g sdo dois discos Dy e Dy de pontos dobra (i.e. sem arestas
cuspidais ou curvas dobras duplas). Entao juntamos as variedades em 0B; e 0By por um
tubo S? x I com um tubo S* x I que une dD; com OD, (I ¢ um intervalo). A proje¢ao no
R? deste tubo nao intersecciona nenhuma parte do conjunto discriminante. Para poder
fazer isto os conjuntos discriminantes originais de f e g podem ser feitos para pertencerem
a diferentes semi-espacos de R3. O conjunto discrimante da aplicacdo resultante é a soma

conexa dos conjuntos discriminantes de f e g.
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Figura 25: Efeito de uma cirurgia horizontal nos grafos
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Seja G(f) o grafo associado a aplicacdo f. O efeito desta cirurgia sobre G(f) e G(g)
¢ mostrado na figura 26. A soma conexa dos conjuntos singulares (que ndo é nada mais
que a soma conexa de superficies) se torna uma superficie com genus igual a soma dos
genus das duas superficies envolvidas. O peso dos vértices sao adicionados também, pois
se M; e M; sao as regioes correspondentes aos dois vértices envolvidos com pesos ¢; e ¢;

e My é a regiao resultante, entao temos

Cr — bQ(Mk) — Sk + 1= bQ(MZ) —+ bg(M]) — (Si + 8]‘ — 1) + 1= C; + Cj.

Falaremos agora de outro tipo de cirurgia. Dada uma aplicacao estavel f : M — R3
em uma 3-variedade M nao necessariamente conexa, tome duas 3-bolas em M tais que
elas nao interseccionem o conjunto singular e tais que tenham a mesma imagem em R3,
uma delas preservando a orientagao e a outra aplicada revertendo orientacao. Depois una
os bordos das duas 3-bolas removidas com um tubo S? x I. Esse tubo adiciona uma, S?
ao conjunto singular adjacente aos dois componentes do conjunto singular da aplicacao
original de onde as duas 3-bolas foram retiradas. Chamaremos a aplicacao resultante
de f,. Os dois vértices envolvidos, apos a cirurgia, tem um novo gerador de H,, a S?
adicionada ao conjunto singular, mas eles tem uma nova superficies no bordo (a mesma

S?), entao o peso nao varia. O grafo resultante pode ser visto na figura 26.

Figura 26: Efeito de uma cirurgia vertical nos grafos
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Capitulo

6

Consideracoes finais

Tendo em vista o estudo desenvolvido, enunciamos abaixo questoes que podem ser
estudadas no futuro:

a) Aplicagoes estaveis de superficies fechadas nao orientaveis compactas em R2.

b) Caracterizagao das superficies compactas (imersas) em R? que podem ser imagem
do bordo de uma 3-variedade imersa.

¢) Estudo dos grafos associados as aplicagoes de Gauss estaveis sobre superficies imer-
sas em R3 e 3-variedades em R*%.

d) Invariantes de Vassiliev de aplicacoes estaveis de superficies em 3-variedades em
R,

e) Propriedade do levantamento padrio para superficies em R* e sua relagio com os

invariantes de Arnol’d para curvas planas.
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