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Resumo

Neste projeto inicia-se o estudo de classi�cação de aplicações estáveis. Para isto usa-

mos grafos que irão corresponder ao conjunto singular destas aplicações. Em um primeiro

momento estudamos o caso de aplicações estáveis de superfícies no plano e depois estu-

damos aplicações estáveis de 3-variedades em R3.

Palavras-chave: Aplicações estáveis e grafos.
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Abstract

In this project we began the study of classi�cation of stable maps. For this we use

graphs that correspond to the singular set of these applications. At �rst we study the case

of stable maps of surfaces in the plane and then we study stable maps of a 3-manifold in

R3.

Key words: Stables maps and graphs.
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Introdução

Este trabalho insere-se na linha de pesquisa de Invariantes topológicos de aplicações

estáveis: Consiste no estudo de invariantes que permitem a classi�cação global de apli-

cações estáveis entre variedades. Um dos principais objetos de estudo destes invariantes

consiste nos grafos associados, que foi inicialmente desenvolvido por Hacon, Mendes e

Romero Fuster para o caso orientável, com extensão ao caso não orientável.

Inicialmente, a título de ilustração, estudamos o caso de aplicações estáveis de su-

perfícies no plano e depois, como principal objetivo estudamos aplicações estáveis de

3-variedades em R3.

Para isto usamos grafos que correspondem ao conjunto singular destas aplicações, que

são estudados na seção 1.2. Intuitivamente um grafo é um conjunto �nito de pontos no

espaço, chamados de vértices do grafo, e alguns pares de vértices são ligados por arcos,

chamados de arestas do grafo. De�nimos um grafo abstrato orientado e como realizar um

grafo em Rn. A realização de um grafo abstrato orientado, chamado de grafo orientado, é

apenas a realização do grafo abstrato correspondente ordenando cada aresta do grafo de

maneira óbvia. Ainda na seção 1.2 vemos as de�nições de grafo conexo, loops e o conceito

de árvore que nada mais é que um grafo sem loops. De�nimos um grafo bipartido e vemos

um importante resultado que nos diz que um grafo é bipartido se e somente se todo loop

tem um número par de arestas.

Para o estudo do caso de aplicações de 3-variedades em R3 iniciamos na seção 1.3

o estudo sobre grupos de homologia. Estudamos sequências exatas, suas propriedades

e de�nimos a sequência de Mayer-Vietoris. A seguir estudamos poliedros na seção 1.4.,

que são espaços subjacentes em Rn a algum complexo simplicial. Com estes conceitos
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chegamos à teoria de homologia simplicial na seção 1.5 e vemos exemplos como a homologia

de dimensão zero, a homologia do cone e a de uma esfera Sn que são usadas para descrever

casos mais complexos.

Na seção 1.6 apresentamos conceitos que são usados também na classi�cação das apli-

cações estáveis, tais como Característica de Euler, Número de Betti e Genus. Estabelece-

mos uma conexão entre a Característica de Euler de um poliedro e os grupos de homologia

desse poliedro. Devemos ressaltar que é possível de�nirmos a característica de Euler sem

mencionar grupos de homologia, mas o único modo de falar sobre invariância topológica

é usando a teoria de homologia. Essa conexão é feita usando os números de Betti.

No capítulo 2 estudamos a realização de um par superfície e família de curvas em um

grafo pesado. No caso de aplicações estáveis de uma superfície no plano o conjunto singu-

lar dessa aplicação f consiste de uma quantidade �nita de curvas fechadas mergulhadas

disjuntas de M . O conjunto discriminante consiste de um número �nito de curvas planas

imersas com cúspides, intersecções transversais e auto-intersecções (disjuntas do conjunto

de cúspides).

O conjunto singular
∑
f é um invariante isotópico de aplicações estáveis. Portanto o

número de componentes conexas de
∑
f , bem como o tipo topológico de seu complemento

em M também são invariantes isotópicos. Daí a ideia de termos um grafo pesado onde

toda essa informação é guardada. A partir do grafo o par M,
∑
f pode ser reconstruído

(a menos de equivalência). E então no capítulos 3 estudamos os grafos no caso em que as

famílias de curvas são os conjuntos singulares destas aplicações.

No capítulo 4 é feito um trabalho semelhante ao do capítulo 2. Contudo é realizado o

grafo pesado de uma 3-variedade com superfícies disjuntas mergulhadas, pois o conjunto

singular
∑
f de uma aplicação estável f consiste de superfícies disjuntas mergulhadas.

Cada superfícies consiste de pontos de dobra juntos com curvas de pontos de (i.e. pontos

cuja a imagem é um ponto de cúspide do conjunto discriminante f(
∑
f)), onde podem

existir pontos de rabo de andorinha isolados. Além disso vemos alguns resultados que

permitem a classi�cação e realização das 3-variedades com superfícies mergulhadas em

grafos como o resultado a seguir:

Qualquer grafo pesado pode ser visto como o grafo de alguma coleção de superfícies

fechadas mergulhadas em uma 3-variedade.
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Agora, dada uma aplicação estável f : M → R3, vamos considerar o conjunto singular

de f como a coleção de superfícies para construirmos o grafo. O grafo correspondente é

de�nido como o grafo de f .

Não é difícil ver que, como no caso de aplicações estáveis de superfícies orientáveis

fechadas no planos, se uma 3-variedade M é orientável, então o grafo de qualquer aplica-

ção estável de M em R3 precisa ser bipartido, pois cada componente do conjunto singular

separa (globalmente) M em regiões diferentes, uma em que preserva a orientação e outra

em que reverte. Deste modo aparecem várias questões que podem ser feitas:

• Qualquer grafo pode ser representado por uma aplicação estável de uma 3-variedade

fechada em R3?

• Qualquer coleção de superfícies fechadas disjuntas mergulhadas em uma 3-variedade

fechada M pode ser o conjunto singular de uma aplicação estável de M em R3?

• Quais são todos os possíveis grafos para aplicações estáveis de uma dada 3-variedade

fechada M em R3?

• Para um dado grafo G, como construir diferentes A− classes de aplicações estáveis

em M cujo grafo seja G?

Este estudo é feito no capítulo 5 usando resultados como o teorema de Eliashberg e

conceitos como superfície de Heegaard. Além disso estudamos transições de codimensão

1 e cirurgias vendo como elas afetam o grafo resultante de cada aplicação.
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Capítulo

1

Preliminares

1.1 Aplicações estáveis

Para as de�nições a seguir consideremos M e N como duas superfícies orientáveis

compactas com fronteira vazia de dimensões m e n respectivamente. Seja C∞(M,N) o

conjunto de todas as aplicações de classe C∞ com domínio em M e contradomínio em N .

De�nição 1.1.1. Duas aplicações suaves f e g pertencentes à C∞(M,N) são equivalentes

(f ∼ g) se existem difeomor�smos l : M →M e k : N → N tais que k ◦ f = l ◦ g.

De�nição 1.1.2. A topologia C∞ de Whitney em C∞(M,N) é de�nida da seguinte forma:

Seja ε > 0, então uma vizinnhança fundamental de f ∈ C∞(M,N) é o conjunto

{g ∈ C∞(M,N) :
∞∑
|α|=1

|∂
|α|f

∂xα
− ∂|α|g

∂xα
| < ε},

onde α percorre todas as m-uplas de números naturais α = (α1, ..., αm) e tal que |α| =

α1 + ...+ αm. Além disso,
∂|α|f

∂xα
=

∂|α|f

∂xα1 ...∂xαm
.

De�nição 1.1.3. Uma aplicação suave f é estável se todas as aplicações su�cientemente

próximas à f (no sentido da topologia C∞ de Whitney) são equivalentes à f .
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De�nição 1.1.4. Um ponto singular (ou uma singularidade) de uma aplicação f : M →

N é um ponto x ∈ N em que o germe é singular (O germe é chamado singular quando

não é uma imersão e nem uma submersão).

De�nição 1.1.5. O conjunto singular
∑
f de uma aplicação f : M → N é o conjunto

de todos os pontos singulares de f .

De�nição 1.1.6. Seja
∑
f o conjunto singular de f. Chamamos a imagem deste conjunto

pela função f de conjunto discriminante de f .

1.2 Grafos

Intuitivamente um grafo é um conjunto �nito de pontos no espaço, chamados de

vértices do grafo, e alguns pares de vértices são ligados por arcos, chamados de arestas

do grafo. Dois arcos se encontram apenas em um vértice, nenhuma aresta liga um vértice

a si mesmo e dois vértices nunca são conectados por mais de uma aresta. A posição dos

vértices e o comprimento das arestas não são importantes; o que nos importa é o número

de vértices e os pares de vértices que são ligados por uma aresta. Assim temos a seguinte

de�nição:

De�nição 1.2.1. Um grafo abstrato é um par (V,E) em que V é um conjunto �nito e E

é um conjunto de pares não ordenados de elementos distintos de V. Então um elemento

de E é da forma {v, w} em que v e w pertencem a V e v 6= w. Os elementos de v são

chamados de vértices e o elemento {v, w} de E é chamado de aresta que conecta v e w.

Exemplo: Seja V = {u, v, w} e E = {{u, v}, {u,w}}. Este grafo abstrato pode ser

desenhado, ou �realizado” como na �gura 1.

De�nição 1.2.2. Um grafo abstrato orientado é um par (V,E) em que V é um conjunto

�nito e E é um conjunto de pares ordenados de elementos distintos de V com a propriedade

de que se (v, w) ∈ E então (w, v) /∈ E. Os elementos de v são chamados de vértices e o

elemento {v, w} de E é chamado de aresta que liga v à w.
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Figura 1: Exemplo de grafo.

De�nição 1.2.3. Seja (V,E) um grafo abstrato. Uma realização de (V,E) é um conjunto

de pontos em um espaço vetorial real Rn, um ponto para cada vértice, ligados por segmen-

tos unindo precisamente aqueles pares de pontos que correspondem às arestas. Os pontos

são chamados de vértices e os segmentos de arestas; a realização é chamada de grafo.

Exigimos as seguintes condições:

(i) duas arestas se encontram, no máximo, em um ponto �nal, e

(ii) nenhum vértice pertence à uma aresta exceto aqueles que são pontos �nais.

A aresta ligando v e w é denotada como (vw) ou (wv).

A realização de um grafo abstrato orientado, chamado de grafo orientado, é apenas a

realização do grafo abstrato correspondente ordenando cada aresta do grafo de maneira

óbvia.

Teorema 1.2.1. [2] Todo grafo abstrato pode ser realizado em R3.

De�nição 1.2.4. Dois grafos abstratos (V,E) e (V',E') são dito isomorfos se existe uma

aplicação bijetora f : V → V ′ tal que

{v, w} ∈ E ⇔ {f(v), f(w)} ∈ E ′.

Dois grafos são ditos isormorfos se são realizações de grafos abstratos isomofos.

De�nição 1.2.5. Um caminho em um grafo G de v1 até vn é uma sequência de vértices

e arestas v1 e1 v2 e2 ... vn en vn+1 em que er = (vr, vr+1). O caminho é chamado simples

se as arestas são todas distintas e os vértices são todos distintos exceto possivelmente o

vértice inicial e �nal do caminho. Se isto acontece ele é chamado um loop.
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De�nição 1.2.6. Um grafo G é conexo se, dados quaisquer dois vértices v e w de G existe

um caminho de v até w.

De�nição 1.2.7. Um grafo conexo que não possui loops é chamado de árvore.

Exemplo: Na �gura 2 o grafo da esquerda é uma árvore, mas grafo o da direita não

é uma árvore.

Figura 2

De�nição 1.2.8. Dado um grafo G, um grafo H é chamado um subgrafo de G se os

vértices de H são vértices de G e as arestas de H são arestas de G. H é um subgrafo

próprio de G se H 6= G.

Todo grafo G terá um subgrafo que é uma árvore. Então o conjunto = dos subgrafos

de G que são árvores terá elementos maximais. Isto é, existirá pelo menos uma árvore

T ∈ = tal que T não é um subgrafo próprio de nenhum T ′ ∈ =.

De�nição 1.2.9. Uma árvore de�nida como acima é chamada de árvore maximal.

Proposição 1.2.2. Seja G um grafo conexo. Um subgrafo T de G é uma árvore maximal

de G se e somente se T é uma árvore e contêm todos os vértices de G.

De�nição 1.2.10. Seja G um grafo conexo com α0 vértices e α1 arestas. O número

ciclomático de G é o inteiro

µ = α1 − α0 + 1.
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Teorema 1.2.3. Seja G um grafo com número ciclomático µ. Então:

(1) µ ≥ 0;

(2) µ = 0 se e somente se G é uma árvore;

(3) Toda árvore maximal de G tem α1 − µ arestas. Isto é, toda árvore maximal pode

ser obtida a partir de G removendo µ arestas convenientes (e nenhum vértice).

Observação 1. Seja G um grafo com µ(G) = 1. Então G tem exatamente 1 loop.

Demonstração: Pelo teorema acima G tem pelo menos um loop já que µ(G) > 0.

Se G tem pelo menos dois loops, seja e uma aresta de um loop que não passa pelo outro

loop. Retirando e de G deixa G conexo, e ainda contendo um loop, mas isto diminui µ

em um, tornando ele zero. O que é uma contradição ao teorema.

Observação 2. Loops Básicos: Sejam G um grafo conexo com número ciclomático µ e

e1, ..., eµ arestas que quando removidas de G ele se torna uma árvore maximal T (teorema

anterior). Seja T + ei o grafo obtido adicionando a aresta ei à T . Então µ(T + ei) = 1

e pela observação acima existe um único loop li em T + ei. Então o número ciclomático

determina o número de loops de um grafo conexo.

De�nição 1.2.11. Um grafo G é chamado bipartido se o seu conjunto de vértices pode

ser particionado em dois subconjuntos distintos V1, V2 de maneira que toda aresta de G

liga um vértice de V1 a um vértice de V2.

Teorema 1.2.4. Um grafo é bipartido se e somente se todo loop tem um número par de

arestas.

1.3 Homologia

Seja A um anel comutativo com unidade.

De�nição 1.3.1. Um complexo de cadeias com coe�cientes em A é uma sequência C =

(Cp, ∂p) de A-módulos Cp, p ≥ 0, inteiro, e homomor�smos ∂p : Cp → Cp−1 tais que

∂p ◦ ∂p−1 = 0.
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Para representar este complexo de cadeias usamos a seguinte notação

C : · · · → Cp+1
∂p+1−→ Cp

∂p−→ Cp−1 → · · · → C1
∂1−→ C0

∂0−→ 0.

De�nição 1.3.2. Cada elemento x ∈ Cp é chamado uma p − cadeia ou uma cadeia de

dimensão p. Se ∂px = 0, diz-se que x é um p-ciclo ou simplesmente um ciclo.

O conjunto Zp dos p-ciclos é um submódulo de Cp. De fato, Zp é o núcleo do homo-

mor�smo ∂p : Cp → Cp−1.

De�nição 1.3.3. Se y = ∂p+1x, diz-se que a p-cadeia y é o bordo da (p+1)-cadeia x.

O conjunto Bp das p-cadeias que são bordos de (p+1)-cadeias é um submódulo de Cp;

Bp é a imagem do homomor�smo ∂p+1 : Cp+1 → Cp.

Cada homomor�smo ∂p : Cp → Cp−1 é chamado de operador-bordo. A menos que seja

necessário ser mais explícito, escreve-se ∂ em vez de ∂p, de modo que ∂∂x = 0 para toda

cadeia x ∈ Cp. Desta relação vemos que Bp ⊂ Zp.

De�nição 1.3.4. O A-módulo quociente Hp = Hp(C) = Zp/Bp chama-se o grupo de

homologia p-dimensional do complexo C com coe�cientes em A.

Seus elementos são as classes de homologia

[z] = z +Bp = {z + ∂x;x ∈ Cp+1}

dos ciclos z ∈ Zp.

Se z e z′ são ciclos p-dimensionais com [z] = [z′], então dizemos que z e z′ são ciclos

homólogos.

Se para cada p ≥ 0, tivermos um submódulo C ′p ⊂ Cp tal que ∂C ′p+1 ⊂ C ′p então,

pondo ∂′p = ∂p | C ′p, a sequência C ′ = (C ′p, ∂
′
p) é um complexo de cadeias, chamado um

subcomplexo de C.

Considerando, para cada p ≥ 0, o A-módulo quociente Cp = Cp/C
′
p, existe um único

homomor�smo ∂p : Cp → Cp−1 que torna comutativo o diagrama abaixo
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Cp
∂p−→ Cp−1

↓ j j ↓

Cp
∂p−→ Cp−1

onde j é a aplicação quociente. Por de�nição ∂(jx) = j(∂x). Logo, a sequência C é um

complexo de cadeias, chamado o quociente de C por C ′.

De�nição 1.3.5. Sejam X = (Xp, ∂p) e N = (Yp, ∂p) complexos de cadeias, cujos

operadores-bordo indicamos com o mesmo símbolo ∂p = ∂. Um mor�smo f : X → N

é uma sequência de homomor�smos fp : Xp → Yp tais que fp(∂x) = ∂fp+1(x) para todo

x ∈ Xp.

Isto signi�ca que, no diagrama abaixo, todos os retângulos são comutativos

· · · → Xp+1
∂−→ Xp

∂−→ Xp−1 → · · · → X0

↓ fp+1 ↓ fp ↓ fp−1 ↓ f0

· · · → Xp+1
∂−→ Xp

∂−→ Xp−1 → · · · → X0

Segue-se então que fp induz, por passagem ao quociente, um homomor�smo (fp)∗ :

Hp(X )→ Hp(N ), de�nido por (fp)∗[z] = [fp(z)] para toda classe [z] ∈ Hp(X ) de um ciclo

z ∈ Zp(X ).

O homomor�smo induzido f∗ : Hp(X ) → Hp(N ) é natural no seguinte sentido: se

g : N → M é outro mor�smo entre complexos de cadeias, induzindo, para cada p ≥ 0

o homomor�smo g∗ : Hp(N ) → Hp(M) então o mor�smo composto g ◦ f : X → M e

tem-se (g ◦ f)∗ = g∗ ◦ f∗. Evidentemente se id : X → X é o mor�smo identidade, então

id∗ : Hp(X )→ Hp(X ) é a aplicação identidade.

Segue-se então que o mor�smo f : X → N admite o mor�smo inverso g : N → X e

então f∗ : Hp(X )→ Hp(N ) é invertível para todo p ≥ 0 sendo (f∗)
−1 = g∗.



12 Preliminares

1.3.1 Sequências Exatas

Iniciamos esta seção com a de�nição de sequência exata que será importante para

o nosso estudo.

De�nição 1.3.6. Uma sequência de homomor�smos de A-módulos

−→Mp+1
fp+1−→Mp

fp−→Mp−1 −→ · · ·

chama-se exata quando o núcleo de cada homomor�smo fp é igual à imagem do homo-

mor�smo anterior fp+1.

Um complexo de cadeias cujos grupos de homologia são iguais a zero em todas as

dimensões é uma sequência exata.

Numa sequência exata, o homomor�smo fp é injetivo se, e somente se, fp+1 = 0.

Por sua vez, fp+1 é sobrejetivo se, e somente se, fp = 0. Em particular, as sequências

0→M
f−→ N e M

g−→ N → 0 são exatas se, e somente se, f é injetivo e g é sobrejetivo.

Portanto, a sequência 0 → M
f−→ N → 0 é exata se, e somente se, f é um isomor�smo

entre os A-módulos M e N .

De�nição 1.3.7. Uma sequência exata do tipo 0 → M
i−→ N

j−→ P → 0 é chamada

curta.

Neste caso, i é injetivo, j é sobrejetivo e j−1(0) = i(M). O exemplo típico de uma

sequência exata curta é aquele em queM é um submódulo de N , i : M → N é a inclusão,

P = N/M é o módulo quociente e j : M → P é a aplicação quociente.

De�nição 1.3.8. Um mor�smo entre duas sequências exatas (Mp, fp) e (Np, gp) é uma

sequência ϕp : Mp → Np tais que ϕp−1 ◦ fp = gp ◦ ϕp para todo p ≥ 0.

Mp
fp−→Mp−1

ϕp ↓ ↓ ϕp−1

Np
gp−→ Np−1
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Teorema 1.3.1. Num mor�smo entre as sequências exatas de A-módulos,

M5
f5−→M4

f4−→M3
f3−→M2

f2−→M1

↓ ϕ5 ↓ ϕ4 ↓ ϕ3 ↓ ϕ2 ↓ ϕ1

N5
g5−→ N4

g4−→ N3
g3−→ N2

g2−→ N1

se ϕ1, ϕ2, ϕ4 e ϕ5 são isomor�smos então ϕ3 também é um isomor�smo.

Agora iremos mostrar a existência da sequência exata de homologia associada a uma

sequência exata curta de mor�smos entre complexos de cadeias.

Teorema 1.3.2. Seja 0→ C ′ i−→ C j−→ C ′′ → 0 uma sequência exata curta de mor�smos

entre complexos de cadeias. Existe, para cada p ≥ 0, um homomor�smo ∂∗ : Hp(C ′′) →

Hp−1(C ′) tal que a sequência

· · · → Hp(C ′)
i∗−→ Hp(C)

j∗−→ Hp(C ′′)
∂∗−→ Hp−1(C ′) i∗−→ Hp−1(C)→ · · ·

é exata.

Há dois exemplos particularmente importantes de sequências exatas de homologia. O

primeiro é quando se tem um subcomplexo C ′ ⊂ C e se toma C ′′ = C/C ′. Neste caso,

i : C ′ → C é a aplicação de inclusão e j : C → C ′′ é a aplicação quociente. A sequência

exata curta 0 → C ′ i−→ C j−→ C/C ′ → 0 chama-se a sequência exata do par (C, C ′) e os

grupos de homologia Hp(C/C ′) = Hp(C ′′) chamam-se os grupos de homologia relativa do

par (C, C ′).

O segundo exemplo é o da sequência de Mayer-Vietoris, que será muito importante

para nosso estudo.

Para obter a sequência de Mayer-Vietoris, parte-se de dois subcomplexos C ′, C ′′ ⊂ C,

tais que C = C ′ + C ′′, isto é, tem-se Cp = C ′p + C ′′p , para todo p ≥ 0. Então os A-módulos

C ′p∩C ′′p , com o mesmo operador ∂ de C, formam um complexo C ′∩C ′′. Também as somas

diretas Cp = C ′p ⊕ C ′′p , cujos elementos escreveremos como pares (x′, x′′) com x′ ∈ C ′p e
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x′′ ∈ C ′′p , munidas do operador ∂ : C ′p⊕C ′′p → C ′p−1⊕C ′′p−1, dado por ∂(x′, x′′) = (∂x′, ∂x′′),

formam o complexo C ′⊕C ′′, cujos grupos de homologia são Hp(C ′⊕C ′′) ≈ Hp(C ′)⊕Hp(C ′′).

Os mor�smos i : C ′ ∩ C ′′ → C ′ ⊕ C ′′ e j : C ′ ⊕ C ′′ → C, dados por i(x) = (x, x) e

j(x, y) = x− y, compõem a sequência curta

0→ C ′ ∩ C ′′ i−→ C ′ ⊕ C ′′ j−→ C → 0

que é exata. E temos então a sequência de homologia

· · · → Hp(C ′ ∩ C ′′)
i∗−→ Hp(C ′)⊕Hp(C ′′)

j∗−→ Hp(C)
∆−→ Hp−1(C ′ ∩ C ′′)→ · · ·

chamada a sequência de Mayer-Vietoris do termo (C, C ′, C ′′). Nela, usamos a notação ∆

em vez de ∂∗. Os homomor�smos i∗ e j∗ são óbvios: i∗[z] = ([z], [z]) e j∗([z], [w]) = [z−w].

Quanto a ∆, tem-se ∆[z] = [∂x] = [∂y] onde x− y = z, x ∈ C ′p, y ∈ C ′′p e ∂x = ∂y.

1.4 Poliedros

De�nição 1.4.1. Pontos a0, a1, ..., ar são chamados pontos independentes quando os

vetores a1 − a0, a2 − a0, ..., ar − a0 são linearmente independentes.

De�nição 1.4.2. Uma combinação a�m de pontos a0, a1, ..., ar em Rn é uma expressão

do tipo p = α0 ·a0 +α1 ·a1 + ...+αr ·ar com α0 +α1 + ....+αr = 1. Se além disso tivermos

α0 ≥ 0, α1 ≥ 0, ...., αr ≥ 0, diremos que p é uma combinação convexa dos a0, a1, ..., ar.

De�nição 1.4.3. Um conjunto X ⊂ Rn é convexo se, e somente se, toda combinação

convexa de X ainda pertence a X.

De�nição 1.4.4. O conjunto de todas as combinações convexas de um conjunto X é

chamado de envoltória convexa de X.

Perceba então que a envoltória convexa é o menor conjunto convexo contendo X.

De�nição 1.4.5. Sejam a0, a1, ..., ar pontos independentes em Rn. O simplexo r-dimensi-

onal que tem estes pontos como vértices é o conjunto s = 〈a0, a1, ..., ar〉 de todas as

combinações convexas p =
r∑
i=0

αiai.
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Ou seja, O simplexo r-dimensional de�nido como acima é a envoltória convexa do

conjunto {a0, a1, ..., ar}.

De�nição 1.4.6. Se p =
r∑
i=0

αiai ∈ s com α0 ≥ 0, α1 ≥ 0, ...., αr ≥ 0, e α0+α1+....+αr =

1, os números α0, α1, ..., αr são chamados de coordenadas baricêntricas do ponto p.

De�nição 1.4.7. Se todas as coordenadas baricêntricas do ponto p ∈ s são positivas,

diz-se que p é um ponto interior de s. O conjunto dos pontos interiores é chamado um

simplexo aberto. Os pontos de s que não são interiores formam o bordo de s.

De�nição 1.4.8. Fixado um subconjunto {i0, i1, ..., ik} ⊂ {0, 1, ..., r}, o simplexo 〈ai0 , ai1 ,

..., aik〉 é chamado uma face de s. Para cada i = 0, 1, ..., r a face s(i) = 〈a0, a1, ..., âi, ..., ar〉

chama-se a face oposta ao vértice ai.

De�nição 1.4.9. Dado um conjunto convexo C ⊂ Rn, diz-se que p ∈ C é um ponto

extremo de C quando não pertence a segmento de reto aberto algum contido em C.

Teorema 1.4.1. Os pontos extremos do simplexo s = 〈a0, a1, ..., ar〉 são os seus vértices.

Agora que já estudamos o conceito de simplexo podemos de�nir o seguinte:

De�nição 1.4.10. Um complexo simplicial é um conjunto �nito K de simplexos em Rn

com as seguintes propriedades:

1) Toda face de um simplexo de K é ainda um simplexo de K;

2) Se s e t são simplexos de K então s ∩ k é vazio ou é uma face comum a s e t.

De�nição 1.4.11. A dimensão de um complexo simplicial é a maior dimensão de um

dos seus simplexos.

De�nição 1.4.12. O espaço subjacente de K, denotado por |K|, é o conjunto de pontos

em Rn que pertence a pelo menos um simplexo de K. Isto é, |K| é a união de simplexos

de K.

Exemplos:

(1) Um grafo é um complexo simplicial de dimensão 1.

(2) O conjunto de todas as faces de um n-simplexo sn é um complexo simplicial de

dimensão n.
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De�nição 1.4.13. Um subcomplexo de um complexo simplicial K é um subconjunto L

de K que também é um complexo simplicial.

O subcomplexo é dito próprio se L 6= K.

De�nição 1.4.14. Seja r um inteiro > 0. O esqueleto r-dimensional de um complexo

simplicial K é o conjunto de todos os simplexos de K com dimensão 6 r; denotaremos

por Kr.

Perceba que o Kr é um subcomplexo de K. E também que o esqueleto 1-dimensional

K1 de qualquer complexo simplicial é um grafo.

De�nição 1.4.15. Um complexo simplicial K é dito conexo se K1 é um grafo conexo,

i.e., existe um caminho de arestas de K1 ligando quaisquer dois vértices.

Um subcojunto U de Rn que é um espaço subjacente de algum complexo simplicial

é também chamado de poliedro. A partir de agora iremos trabalhar com os poliedros ao

invés de complexos simpliciais. De outra forma podemos de�nir um poliedro da seguinte

maneira:

De�nição 1.4.16. Um poliedro é um subconjunto K ⊂ Rn, no qual foi especi�cada uma

coleção �nita de simplexos de Rn, chamados os simplexos de K, satisfazendo as seguintes

condições:

1) Todo ponto de K pertence a algum simplexo de K;

2) Toda face de um simplexo de K é ainda um simplexo de K;

3) Se s e t são simplexos de K então s ∩ k é vazio ou é uma face comum a s e t.

Figura 3: Exemplos de Poliedros.

Exemplo: O poliedro mais simples é um simplexo, juntamente com suas faces. Em

dimensões 0, 1, 2 e 3, ele é respectivamente um ponto, um segmento de reta, um triângulo
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ou um tetraedro (ver �gura 3).

Todas as de�nições e propriedades de complexo simplicial como subcomplexo, esque-

leto, dimensão valem para poliedros e é tudo de�nido de maneira análoga.

De�nição 1.4.17. Uma aplicação f : K → L do poliedro K no poliedro L chama-se

simplicial quando, para todo simplexo s = 〈a0, a1, ..., ar〉 ∈ K, as imagens f(a0), f(a1), ...,

f(ar) são vértices de um mesmo simplexo t ∈ L e, além disso, para todo p =
∑
αi · ai em

s, tem-se f(p) =
∑
αi · f(ai) ∈ t.

Toda aplicação simplicial é contínua pois K é uma reunião �nita de conjuntos compac-

tos, restrita a cada um dos quais f é contínua. A �m de de�nir uma aplicação simplicial

f : K → L basta especi�car a imagem f(a) de cada vértice a ∈ K contanto que, para

todo simplexo s = 〈a0, a1, ..., ar〉 ∈ K, os pontos f(a0), f(a1), ..., f(ar) sejam vértices de

um mesmo simplexo t ∈ L.

Por exemplo, se K é o poliedro que se resume a um único simplexo (n+1)-dimensional

s, com suas faces, seu esqueleto n-dimensional Kn é o bordo do simplexo s, portanto

homeomorfo à esfera Sn. Isto mostra que Sn é um espaço triangulável. Uma triangulação

(homeomor�smo) f : Kn → Sn é por exemplo a projeção central a partir do baricentro

de s.

De�nição 1.4.18. Os poliedros K e L são isomorfos quando existem aplicações simpli-

ciais f : K → L e g : L → k tais que g ◦ f = idK e f ◦ g = idL. Então f e g são

isomor�smos.

A �m de obter um isomor�smo entre os poliedros K e L, basta estabelecer uma bijeção

entre os vértices de K e os de L, de tal modo que a vértices de K pertencentes ao mesmo

simplexo correspondam vértices de L que também estão num mesmo simplexo.

Por isso um poliedro �ca determinado (a menos de isomor�smo) pelo esquema simpli-

cial por ele de�nido.
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1.5 Homologia Simplicial

Existem (r+1)! maneiras de ordenar os vértices de um simplexo de dimensão r.

Iremos considerar duas ordenações equivalentes quando uma delas puder ser obtida por

meio de uma permutação par dos r+1 vértices. Há duas classes de equivalência segundo

esta relação. Cada uma dessas classes chama-se uma orientação do simplexo. Orientar

um simplexo é dotá-lo de uma dessas orientações possíveis. Escrevemos s = [a0, a1, ..., ar]

para indicar o simplexo s = 〈a0, a1, ..., ar〉 munido da orientação determinada pela ordem

a0 < a1 < ... < ar. O mesmo simplexo quando munido da orientação oposta seré indicado

com -s.

Assim, por exemplo, se tomarmos no triângulo s(0) = 〈a, b, c〉 a orientação s = [a, b, c]

(ver �gura 4), a orientação oposta será −s = [b, a, c]. Note que [a, b, c] = [c, a, b] =

[b, c, a] = −[a, c, b] = −[b, a, c] = −[c, b, a]. Analogamente, as duas orientações possíveis

do tetraedro s(0) = 〈a, b, c, d〉 são s = [a, b, c, d] e −s = [b, a, c, d]

Figura 4: Triângulo orientado

Dado o simplexo orientado s = [a0, a1, ..., ar], a orientação induzida por s na face

s(0) = 〈a1, a2, ..., ar〉, oposta ao vértice a0, é s(0) = [a1, a2, ..., ar]

Quando orientarmos um simplexo r-dimensional, suas faces de dimensão r-1 herdam

as orientações induzidas. O mesmo não se dá com as faces de dimensão r-2, conforme

esclarece o teorema seguinte.
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Teorema 1.5.1. Num simplexo r-dimensional orientado s toda face (r-2)-dimensional t

pertence a duas faces de dimensão r-1, as quais, com as orientações nelas induzidas por

s, induzem orientações opostas em t.

Dados os poliedros K e o anel comutativo com unidade A (anel dos coe�cientes),

consideramos, para cada inteiro r ≥ 0, o A-módulo Cr(K,A), que chamaremos de grupo e

denotaremos por Cr(K), salvo quando houver necessidade de sermos mais explícitos. Os

elementos de Cr(K), chamados cadeias r − dimensionais, são as combinações lineares

formais x =
∑
xisi de simplexos r-dimensionais orientados si ∈ K, com coe�cientes

xi ∈ A.

Cada Cr(K), r = 0, 1, ... é um A-módulo livre: escolhendo em cada r-simplexo s ∈ K

uma orientação, as r-cadeias s assim obtidas formam uma base de Cr(K).

A �m de de�nir o operador bordo ∂ : Cr(K)→ Cr−1(K) basta dar o signi�cado de ∂s

para cada r-simplexo orientado s.

Poremos então ∂s =
r∑
i=0

s(i), onde s(i) é a i-ésima face de s com a orientação induzida.

Se s = [a0, a1, ..., ar] então s(i) = (−1)i[a0, ..., âi, ..., ar]. Portanto

∂[a0, a1, ..., ar] =
r∑
i=0

(−1)i[a0, ..., âi, ..., ar]

Segue-se do Teorema 4.2 que ∂ ◦ ∂ = 0 e, se dim K= n, a sequência

C(K) : Cn(K)
∂−→ Cn−1(K)

∂−→ ...
∂−→ C1(K)

∂−→ C0(K)→ 0

é um complexo de cadeias. Por completeza, pomos ∂x = 0 para toda cadeia de dimensão

0, x =
∑
xiai, combinação linear dos vértices ai do poliedro K. Mais geralmente, se

x =
∑
xisi é uma combinação linear dos r-simplexos orientados si ∈ K com coe�cientes

xi ∈ A, por de�nição tem-se ∂x =
∑
xi∂si.

A partir de agora ao escrevermos s = [a0, a2, ..., ar] vamos permitir ai = aj com i 6= j.

Mas continuaremos impondo que se submetermos os vértices de s a uma permutação

ímpar, passa-se de s a −s. Imporemos que [a0, a1, ..., ar] = 0 caso se tenha ai = aj para
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i 6= j. Logo todo simplexo degenerado (com um ou mais vértices repetidos) é igual a zero.

É necessário mostrar que a de�nição de ∂ ainda vale mesmo com a imposição acima.

Com efeito, seja s = [a0, a1, ..., ar], onde ai = aj(= b) com 0 ≤ i < j ≤ r. Por

de�nição, temos

∂s =
r∑

k=0

(−1)k[a0, ..., âk, ..., ar].

No somatório acima, exceto as parcela em que k=i ou k=j, as demais correspondem a

simplexos degenerados, logo são nulas. A soma reduz-se portanto a

∂s = (−1)i[a0, ..., ai−1, ai+1, ..., aj−1, b, aj+1, ..., ar]

+(−1)j[a0, ..., ai−1, b, ai+1, ..., aj−1, aj+1, ..., ar] = 0

pois o segundo simplexo se transforma no primeiro fazendo b dar j-i-1 saltos, após cada

um dos quais há uma mudança de sinal. No �m, a segunda parcela aparece com o coe�-

ciente (−1)j+j−i−1 = (−1)i+1, logo anula a primeira.

Temos assim associado a cada poliedro K e cada anel comutativo com unidade A, o

complexo de cadeias

C(K;A) = C(K) : Cn(K)
∂−→ Cn−1(K)

∂−→ · · · ∂−→ C1(K)
∂−→ C0(k).

Isto nos deixa em condições de utilizar todo o formalismo da teoria sobre homologia

formal. Por exemplo, se L ⊂ K é um subpoliedro, temos a homologia relativa Hr(K;L)

com a respectiva sequência exata e, se K = K1 ∪K2 em que K1 e K2 são subpoliedros,

vale a sequência de Mayer-Vietoris correspondente.

Uma aplicação simplicial f : K → L, do poliedro K no poliedro L induz um mor-

�smo do complexo de cadeias C(K) em C(L), o qual indicamos com o mesmo símbolo

f . Para cada r ≥ 0, o homomor�smo f : Cr(K) → Cr(L) é de�nido, de modo natural

pondo, para cada r-simplexo orientado s = [a0, ..., ar]. f(s) = [f(a0), ..., f(ar)]. Isto nos

dá imediatamente f(s) = 0 se f(ai) = f(aj) com i 6= j. Além disso, vê-se facilmente que
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f(∂s) = ∂f(s), logo f : C(K)→ C(L) é, de fato, um mor�smo, o qual determina, em cada

dimensão r, o homomor�smo f∗ : Hr(K)→ Hr(L), dado por f∗([z]) = [f(z)]. Diz-se que

f∗ é o homomorfismo induzido pela aplicação simplicial f : K → L.

Se f : K → L e g : L→M são aplicações simpliciais então g ◦ f : K →M também é

simplicial e tem-se (g ◦ f)∗ = g∗ ◦ f∗. Além disso, como a aplicação identidade de K em

K induz o homomor�smo identidade de Hr(K) em Hr(K), segue-se que um isomor�smo

de poliedros f : K → L induz isomor�smos f∗ : Hr(M)→ Hr(L) em todas as dimensões.

1.5.1 Exemplos de Homologia Simplicial

Exemplo 1: A homologia de dimensão zero. Como o bordo de um vértice é zero,

toda cadeia 0-dimensional x =
∑
xiai no poliedro K é um ciclo, ou seja C0(K) = Z0(K).

A �m de determinar o conjunto B0(K) dos bordos de dimensão 0, suporemos inicialmente

que o poliedro K seja conexo. Isto equivale a dizer que existe um caminho de arestas

em K ligando dois vértices quaisquer. Explicitamente: dados dois vértices arbitrários

a, b ∈ K, existem vértices a0 = a, a1, ..., am = b em K tais que [ai−1, ai] é uma aresta

(simplexo unidimensional) em K para i = 1, 2, ...,m.

Dado o poliedro conexo K, de�nimos o homomor�smo In(x) : C0(K) → A pondo,

para cada 0-cadeia x =
∑
xiai em K, In(x) =

∑
xi. O elemento In(x) ∈ A chama-se

o índice de Kronecker de 0-cadeia x. Pois bem, a cadeia x ∈ C0(K) é um bordo se, e

somente se, seu índice de Kronecer é igual a zero.

De fato, se existir y ∈ C1(K) tal que ∂y = x então, escrevendo y =
∑
yi[bi, ci] temos∑

xiai = x = ∂y =
∑
yici −

∑
yibi portanto In(x) =

∑
yi −

∑
yi = 0. Reciprocamente,

se a 0-cadeia x =
∑
xiai é tal que In(x) =

∑
xi = 0 então, �xando um vértice arbitrário

a ∈ K, usamos a conexidade de K a �m de obter, para cada i, um caminho de arestas

em K ligando a e ai, ou seja, uma 1-cadeia ci tal que ∂ci = ai − a. Então, considerando

a 1-cadeia y =
∑
xici vemos que ∂y =

∑
xiai − (

∑
xi)a =

∑
xiai = x, portanto x é um

bordo.

O caso em que o poliedro K não é conexo resulta de um fato mais geral: se K =
m⋃
i=1

Ki

é a expressão de K como reunião de suas componentes conexas (cada uma das quais
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é um poliedro, pois todo simplexo é conexo) então, para todo r ≥ 0 tem-se Hr(K) =

Hr(K1)⊕Hr(K2)⊕ · · · ⊕Hr(Km), como se vê sem di�culdade. Em particular, tomando

r = 0 obtemos H0(K) = Am, onde m é o número de componentes de K.

Exemplo 2: A homologia de um cone. Quando t = 〈a, a0, ..., ar〉 e s = 〈a0, ..., ar〉 é a

face de t oposta ao vértice a, escrevemos t = a∗s. Se a é um vértice do poliedro K, diz-se

que K é um cone de vértice a quando, para todo simplexo s ∈ K que não tem a como

vértice, t = a ∗ s é um simplexo de K. A reunião L dos simplexos de K dos quais a não é

vértice é um subpoliedro. Tem-se K =
⋃
s∈L

a ∗ s, portanto é natural escrever K = a ∗ L e

dizer que L é a base do cone K com vértice a. Um caso particular ocorre quando L é um

poliedro contido numa variedade a�m V ⊂ Rn de dimensão ≤ n−1, a 6∈ V e K =
⋃
s∈L

a∗s.

Seja K um cone de vértice a. Como todo ponto de K pode ser ligado a a por um

segmento de reta, K é conexo, logo H0(K) = A. Com o objetivo de calcular Hr(K) com

r ≥ 1, consideremos a aplicação A-linear a∗ : Cr(K) → Cr+1 de�nida pondo-se, para

cada s = [a0, a1, ..., ar] ∈ Cr(K), a ∗ s = [a, a0, ..., ar], logo a ∗ x =
∑
xi · a ∗ si quando

x =
∑
xisi. Notemos que a ∗ s = 0 quando a é um vértice do simplexo s.

Podemos veri�car que, quando s ∈ K tem dimensão ≥ 1, ∂(a ∗ s) = s − a ∗ ∂s para

todo s ∈ K e daí ∂(a ∗ x) = x− a ∗ ∂x para toda cadeia x ∈ Cr(K). Então, se z ∈ Zr(K)

é um ciclo de dimensão ≥ 1, tem-se z = ∂(a ∗ z). Portanto, quando r ≥ 1, todo r-ciclo é

um bordo, ou seja, Hr(K) = 0.

Em particular, se s é um simplexo, podemos considerá-lo como um cone em relação a

qualquer dos seus vértices, portanto Hr(s) = 0 se r ≥ 1 e H0(s) = A.

Exemplo 3: A homologia da esfera Sn. Seja K o poliedro formado pelo simplexo

s = 〈a0, a1, ..., an+1〉 e suas faces. A esfera Sn é o esqueleto n-dimensional de K. Como

K é um cone (com vértice em qualquer um dos ai) temos Hr(K) = 0 para todo r ≥ 0

e H0(K) = A. Se 0 < r < n tem-se também Hr(S
n) = 0 pois, para esse valores de r,

todo ciclo z ∈ Zr(Sn) = Zr(K) é da forma z = ∂x, com x ∈ Cr+1(K) = Cr+1(Sn). Resta

determinar Hn(Sn). A cadeia z = ∂s, soma de todas as n-faces de Sn com as orientações

induzidas por s, é certamente um n-ciclo em Sn, o qual não é bordo pois não há simplexos
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de dimensão n+1 em Sn. Portando [z] 6= 0. Na verdade, [z] é um gerador de Hn(Sn) pois

se tomarmos arbitrariamente um ciclo w ∈ Zn(Sn) = Zn(K), como Hn(K) = 0, existe

x ∈ Cn+1(K) tal que ∂x = w. Como K tem apenas o simplexo s em dimensão n+1, temos

x = α · s, α ∈ A, logo w = ∂x = α · ∂s = α · z. Portanto todo n-ciclo em Sn é múltiplo de

z e daí Hn(Sn) = A.

Exemplo 4: A homologia do Anel Circular. O anel circular, subconjunto compacto

do plano compreendido entre duas circunferências concêntricas, pode ser triangulado na

forma da �gura abaixo e assim é identi�cado a um poliedro bidimensional K com 6

vértices.

Figura 5

Como K é conexo, temos H0(K) = A. Para determinar H1(K), consideremos um

ciclo z =
∑
xtt ∈ Z1(K). A soma estende-se a todas as arestas t de K e, para obtermos

uma base de C1(K), �xamos arbitrariamente uma orientação em cada uma dessas arestas.

Se alguma t0 está situada na circunferência externa de K, ela é lado de um único triângulo

s.

Ajustando a orientação de s, vemos que z′ = z − ∂(xt0 · s) é um ciclo homólogo a

z, em cuja expressão z′ =
∑
mtt a aresta t0 aparece um coe�ciente 0. Repetindo este

argumento, concluímos que todo ciclo z ∈ Z1(K) é homólogo a um w ∈ Z1(K) que é

combinação linear de arestas, nenhuma das quais está sobre a circunfrência externa de K.

Assim, w é um ciclo do segundo poliedro da �gura 5.

O mesmo tipo de raciocínio nos diz que w, por sua vez, é homólogo a um ciclo do

terceiro poliedro da �gura 5, o qual é, na realidade, um ciclo na circunferência interna
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(pois, do contrário, seu bordo conteria pelo menos um dos vértices salientes). Se chamar-

mos de S1 a circunferência interna de K, vemos então que H1(K) = H1(S1) = A. Resta

mostrar que H2(K) = 0. A razão para isto é simplesmente que Z2(K) = 0, ou seja, não

há 2-ciclos não nulos no poliedro K.

De fato, se atribuirmos a cada 2-simplexo de K a orientação indicada na �gura 6

e tivermos z −
∑
xs · s ∈ Z2(K) então, como cada aresta de K situada numa das duas

circunferências da fronteira é face de apenas um triângulo, de ∂z = 0 concluímos que

xs = 0 para todo triângulo s que tenha um lado na fronteira, ou seja, para todo triângulo

s. Portanto z = 0. Assim os grupos de homologia do anel circular K, com coe�cientes em

A, são H0(K) = A,H1(K) = A e H2(K) = 0.

Figura 6

1.6 Característica de Euler, Número de Betti e Genus

Nesta seção iremos estabelecer uma conexão entre a Característica de Euler de

um poliedro e os grupos de homologia desse poliedro. Devemos ressaltar que é possível

de�nirmos a característica de Euler sem mencionar grupos de homologia, mas o único

modo de falar sobre invariância topológica é usando a teoria de homologia.

De�nição 1.6.1. Seja K um poliedro de dimensão n e L um subpoliedro de K. Seja αp(K)

e αp(K,L) o número de simplexos p-dimensionais em K e em K \ L respectivamente.
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Então

X (K) =
n∑
p=0

(−1)pαp(K) e X (K,L) =
n∑
p=0

(−1)pαp(K,L)

é chamado de Característica de Euler (ou Euler-Poincaré) de K e de K\ L respectiva-

mente.

Pensando no caso de superfícies trianguladas, podemos de�nir a Característica de

Euler da seguinte maneira

X (K) = α0(K)− α1(K) + α2(K)

em que α0(K), α1(K) e α2(K) são respectivamente o número de vértices, arestas e triân-

gulos dessa triangulação.

Exemplo: [11] Para calcularmos a característica de Euler da esfera e do toro, considere

as triangulações como na �gura 7. Em (i) temos um poliedro de dimensão 2 em S2, sendo

α0 = 2, α1(K) = 2 e α2 = 2. Assim X (S2) = 2. Em (ii) temos um poliedro em T2. Neste

caso α0 = 4, α1(K) = 8 e α2 = 4. Assim X (T2) = 0.

Figura 7: Esfera e Toro triangulados

A conexão entre a Característica de Euler e os grupos de Homologia do poliedro

K é dada no próximo teorema onde já assumimos que o poliedro K acima é orientável.

De�nição 1.6.2. Seja

βp(K) = dim(Hp(K)) e βp(K,L) = dim(Hp(K,L)).

Estes números são chamados de p-ésimos números de Betti de K e de K \L respectiva-
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mente.

Teorema 1.6.1. [2]

X (K) =
n∑
p=0

(−1)pβp(K) e X (K,L) =
n∑
p=0

(−1)pβp(K,L)

Informalmente o k-ésimo número de Betti nada mais é que o número de superfícies

k-dimensionais desconexas. Por exemplo podemos dar as seguintes de�nições intuitivas

para os primeiros números de Betti:

• b0 é o número de componentes conexas;

• b1 é o número de buracos 2-dimensionais ou �circulares”;

• b2 é o número de buracos 3-dimensionais.

Exemplo: Um toro tem uma componente conexa, dois buracos circulares (um no

centro e outro no meio do �tubo”), e um buraco 3-dimensional (dentro do �tubo”). Sendo

assim, temos a seguinte sequência de números de Betti para o toro:

• b0 = 1;

• b1 = 2;

• b2 = 1.

Figura 8: Toro.

Exemplos:

(i) A sequência dos números de Betti do círculo é 1,1,0,0,0...

(ii) A sequência dos números de Betti do bitoro é 1,2,1,0,0...

(iii) A sequência dos números de Betti do tritoro é 1,3,1,0...
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Agora iremos introduzir o conceito de genus de uma superfície pois este será usado

como peso nas de�nições do grafo pesado e por isso serão muito importantes.

De�nição 1.6.3. Uma superfície de genus p é uma variedade 2-dimensional homeomorfa

ao espaço obtido removendo 2p discos disjuntos de S2 e adicionando p cilindros disjuntos

as suas fronteiras. (ver �gura abaixo)

Figura 9: Superfície de genus 1

Exemplos:

(i) Como podemos perceber o toro é homeomorfo à �gura acima. Portanto o genus do

toro é igual à 1.

(ii) Da mesma forma, um bitoro é homeomorfo a uma esfera com 4 círculos retirados

e adicionando dois cilindros disjuntos. Assim o seu genus será igual à 2.

(iii) Da mesma forma, um tritoro tem genus 3. Seguindo com este raciocínio teremos

que um n-toro terá genus igual à n. Dessa forma podemos ver de certa forma que o genus

de superfície (orientável) é igual ao número de �buracos” que ela possui.

No nosso estudo trabalharemos frequentemente com superfícies com bordo e preci-

saremos da seguinte de�nição:

De�nição 1.6.4. O genus de uma superfície com bordo é de�nido como o genus de uma

superfície fechada obtida por adicionar um disco em cada componente de fronteira.

Exemplo: A semi-esfera com uma alça (ver �gura 10) é uma superfície com bordo.

Para calcular o seu genus, fechamos a �tampa” da esfera com um disco e teremos nova-
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Figura 10: Superfície com bordo de genus 1

mente uma superfície homeomorfa à um toro. Portanto possuirá genus igual à 1.

Neste trabalho teremos objetos um pouco mais complicados como na �gura abaixo.

Desta forma, precisaremos calcular o genus de cada uma das superfícies limitadas por

curvas disjuntas imersas na superfície. Ou seja, obteremos superfícies com bordo onde as

curvas que limitam as superfícies serão os bordos.

Figura 11: Superfícies com regiões limitadas por curvas de bordo

No exemplo da �gura acima (ver �gura 11) temos a seguinte con�guração para as

regiões delimitadas:

Região a: genus igual à 1, devido ao �buraco” contido nela.

Região b: genus igual à 0, pois após adicionarmos o disco ao bordo, a região b será
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homeomorfa a uma esfera.

Região c: genus igual à 0, pois após adicionarmos o disco ao bordo �tampamos” o

buraco que a região possui.

De�nição 1.6.5. A soma conexa de duas superfícies disjuntas M1 e M2 é dada pela

remoção de um pequeno disco de cada uma delas, e unindo o bordo circular destes discos

para formar uma nova superfície. Denotamos por M1]M2(ver �gura abaixo)

Exemplo: A �gura abaixo (ver �gura 12) mostra claramente como é feita a construção

da soma conexa entre um toro e um bitoro, desde a etapa de remoção do disco de cada

uma das superfícies e a �colagem” delas formando um tritoro.

Figura 12: Soma conexa entre um toro e um bitoro

Proposição 1.6.2. [11] Para a soma conexa de duas superfícies, M1 e M2, temos que

X (M1]M2) = X (M1) + X (M2)− 2.

Observação 3. Quando fazemos a soma conexa de uma superfície qualquer com uma

esfera, não alteramos (a menos de homeomor�smo) a superfície. Ou seja, M]S2 = M ,

para uma superfície M.

Teorema 1.6.3. [11] Uma superfície compacta, orientável e com bordo é homeomorfa à

esfera ou à soma conexa de n toros, com um número �nito de discos removidos.

Teorema 1.6.4. [11] Seja M uma superfície orientável sem bordo. A característica de

Euler de M é dada por

X (M) = 2− 2g(M)

onde g(M) é o genus da superfície.
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Corolário 1.6.5. [11] Se M é uma superfície orientável com k componentes de bordo,

então

X (M) = 2− 2g(M)− k.



Capítulo

2

Grafos associados a coleções de curvas

fechadas em superfícies

Neste capítulo associamos um par (superfície, família de curvas) com um grafo

pesado. A seguir faremos o estudo em que essas curvas são o conjunto singular de uma

aplicação estável de uma superfície no plano. Para isto, iniciaremos relembrando de�nições

e propriedades importantes sobre aplicações estáveis de superfícies no plano.

2.1 Aplicações estáveis de superfícies no plano

Seja f : R2 → R2 uma aplicação estável. Então a forma normal de f no ponto (x, y)

será uma das seguintes:

a)f(x, y) = (x, y) regular;

b)f(x, y) = (x, y2) dobra;

c)f(x, y) = (x, y3 + xy) cúspide.

Assim, se f é estável, então suas singularidades serão dobras e cúspides (que aparecem

em quantidade �nita).

Na �gura 13 podemos ver os pontos em verde no conjunto singular, formando as
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Figura 13: Conjuntos discriminante e singular da aplicação (x, y4 + xy2 − xy)

cúspides no discriminante, e os pontos azuis formando o ponto duplo de dobra.

O conjunto singular de uma aplicação estável f ∈ C∞(M,R2) consiste de uma quan-

tidade �nita de curvas fechadas mergulhadas e disjuntas de M . O conjunto discriminante

consiste de um número �nito de curvas planas imersas com cúspides, intersecções trans-

versais e auto-intersecções (disjuntas do conjunto de cúspides).

Para estudarmos estes conjuntos singulares (conjuntos de curvas) usaremos as classes

de isotopia correspondentes.

De�nição 2.1.1. Sejam P,Q variedades. Uma isotopia de P em Q é uma homotopia

F : P × I → Q , F (x, t) = Ft(x)

tal que a aplicação relacionada

F̂ : P × I → Q× I , F̂ (x, t) = (Ft(x), t)

é um mergulho.

Chamamos F̂ de caminho da função F . Também dizemos que F é uma isotopia de F0

em F1. Ou seja, uma isotopia é uma família de 1-parâmetro suave Ft de aplicações estáveis,
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0 6 t 6 1. Classes de isotopia correspondem a caminhos componentes de ε(M,R2), o

subespaço de C∞(M,R2) consistindo de aplicações estáveis.

Isotopia implica equivalência, daí a importância de usarmos as classes de isotopoia.

Mas o contrário não vale sempre.

Se f e g são funções isotópicas, então
∑
f e

∑
g são subconjuntos isotópicos de M

(i.e. existe um difeomor�smo de M, que é isotópico à identidade e leva
∑
f em

∑
g)

e similarmente para f(
∑
f) e f(

∑
g). Assim qualquer invariante isotópico do conjunto

singular ou do conjunto discriminante de f será um invariante isotópico de f .

Na seção 2.2 iremos associar um grafo pesado à
∑
f , cuja classe de isomor�smo é um

invariante isotópico de f . Outro invariante global de f que iremos considerar é o número

de curvas de
∑
f , denotado por µ.

2.2 Construção do grafo pesado

O conjunto singular
∑
f é um invariante isotópico de aplicações estáveis. Por-

tanto o número de componentes conexas de
∑
f , bem como o tipo topológico de seu

complemento em M também serão invariantes isotópicos. Daí a ideia de termos um grafo

pesado onde toda essa informação será guardada. E a partir do grafo o parM,
∑
f poderá

ser reconstruído (a menos de equivalência).

Explicaremos agora, dado uma superfície e uma coleção de curvas C mergulhadas

disjuntas nela, como construir o grafo deste par M, C.

O complemento em M de uma coleção C de curvas mergulhadas disjuntas é a união

disjunta de regiões conexas. A fronteira de cada região consiste de um número �nito de

curvas (bordo). O grafo pesado G(M,C) é de�nido da seguinte forma: Existe um vértice

para cada componente conexa de M\C e uma aresta para cada curva em C. Os dois (ou

um) vértices de uma aresta correspondem as duas (ou uma) regiões que tem como parte

de seu bordo a curva da aresta em questão. Ressaltamos que podem ocorrer loops. Por

exemplo, o grafo correspondente a uma superfície com uma única curva que não separa
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a superfície em mais de uma região diferente terá um vértice e uma aresta (ver Exemplo

1 abaixo). Cada vértice do grafo terá um peso que será dado pelo genus da região da

superfície correspondente a este vértice no grafo (basta lembrar a de�nição de genus de

uma superfície fechadada dada nas preliminares).

Exemplo 1: Toro com uma curva f que não o separa em mais de uma região. O seu

grafo será apenas um loop ligando o vértice correspondente a única região a nele mesmo

(ver �gura 14 ).

Figura 14

Exemplo 2: Considere agora a superfície com uma família de curvas dada na �gura

11, página 28 no Capítulo 1. Lá já foi calculado o genus de cada região. O seu grafo cor-

respondente terá 3 vértices (um para cada região) com pesos dados pelo genus da região

(ver �gura 15).

Figura 15: Grafo da superfície dada na �gura 11, página 28.

Exemplo 3: E da mesma forma podemos tomar uma superfíce com um maior número

de curvas, como na �gura 16.
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Figura 16: Superfície com uma família de curvas imersas e seu grafo.

Dois conjuntos de curvas C e C ′ em uma superfície M são ditos isotópicos se existe

uma isotopia de M que leva C em C ′. Isto implica que existe um difeomor�smo de M

levando C em C ′. Se C e C ′ são conjuntos de curvas em M e M ′ respectivamente, então

dizemos que os pares M,C e M ′, C ′ são equivalentes se existe um difeomor�smo entre M

e M ′ levando C em C ′. Claramente, pares equivalentes tem grafos com peso isomorfos

(isomor�smo de grafos preservam pesos). Na verdade de�ne-se uma bijeção entre classes

de equivalência de pares e isomor�smos de grafos com peso.

Teorema 2.2.1. Todo grafo pesado é isomorfo ao grafo de um par M,C e este par é único

a menos de equivalência. O genus g(M) é dado por

g(M) = α− ν + 1 +
∑

g(v)

em que α é o número de arestas, ν o número de vértices e
∑

representa a somatória dos

pesos de todos os vertices do grafo.

Demonstração.: Inicialmente mergulhamos o grafo em um 3-espaço e seja M0 a

fronteira de uma vizinhança tubular adequada do grafo, com curvas de�nidas de maneira

óbvia, uma para cada aresta.

Assim obtemos um par (M0, C) que tem como grafo correspondente G, mas com todos

os pesos iguais à zero. Note que para cada vértice de G está associado naturalmente uma

região do complementoM0−C. Podemos observar também que o genus deM0 corresponde

ao número de ciclos de G.
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M é então a soma conexa de M0 com superfícies de genus apropriado: para cada

vértice v fazemos a soma conexa da região M0 correspondente a v com uma superfície

fechada de genus g(v).

O grafo pesado do par M,C é o grafo original.

Por outro lado, dado um par M,C, ele pode ser visto como a soma conexa de uma

par W,C com superfícies de genus g(v), um para cada vértice.

Os dois pares tem o mesmo grafo, mas W,C tem todos pesos iguais a zero. A super-

fície W, sendo orientável, é difeomorfa a bordo de uma vizinhança apropriada do grafo

mergulhado no 3-espaço.

Pela unicidade da soma conexa, o par M,C é equivalente ao par obtido reconstruindo

o grafo como antes. Da descrição anterior do par como uma soma conexa, o genus de M

é a soma
∑

v g(v) e o genus de M0. Mas o último é α− ν + 1.

�

A construção feita acima nos mostra como sair de um grafo pesado e chegar na su-

perfície com a família de curvas que correspondem a este grafo. Esta construção pode ser

melhor visualizada no exemplo da �gura abaixo (ver [11]):

Figura 17: Realização do Grafo Pesado em uma Superfície com uma família
de Curvas

Uma consequência imediata disto é:

Corolário 2.2.2. Para qualquer par M, C a superfície M é uma esfera se e somente se o

grafo pesado associado é uma árvore com todos os pesos iguais à zero.
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Demonstração: ComoM é uma esfera, então g(M) = 0. Mas dada qualquer coleção

de curvas disjuntas em uma esfera temos que α− ν = −1. Pelo teorema acima temos que

g(M) = α− ν + 1 +
∑

g(v).

Portanto
∑
g(v) = 0. Reciprocamente se G é uma árvore com todos os pesos iguais a

zero então α − ν + 1 = 0 pois não possui loops (lembrando que α − ν + 1 é o número

ciclomático de um grafo (ver De�nição 1.2.10)) e
∑
g(v) = 0. Então g(M) = 0. Então

M é uma esfera.

�

Observamos que o caso da esfera é especial uma vez que dois conjuntos de curvas

na esfera são isotópicos se e somente se são equivalentes. A razão disto é que qualquer

par M,C pode ser levado nele mesmo por um difeomor�smo que reverte a orientação.

No entanto, se um difeomor�smo da esfera levando um conjunto de curvas em outro

conjunto de curvas reverte a orientação, este pode ser substituído por um difeomor�smo

que preserva orientação e então será isotópico à identidade. Logo os dois conjuntos de

curvas são isotópicos na esfera. Para superfícies de genus maior, isotopia e equivalência

são condições diferentes.
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Capítulo

3

Grafos de aplicações estáveis de uma

superfície no plano

Dada qualquer aplicação estável f teremos um grafo pesado G(M,C) associado a esta

aplicação. Claramente aplicações estáveis equivalentes possuem grafos pesados isomorfos.

Uma questão natural é:

�Quais conjuntos de curvas podem ser vistos como conjuntos singulares de aplicações

estáveis?”

No caso da esfera, qualquer conjunto de curvas não vazio será um conjunto singular

se permite cúspides (se cúspides não são permitidas, então a questão parece ser bem mais

difícil de responder). Relembre que para M ser uma esfera o grafo precisa ser uma árvore

com todos os pesos iguais a zero. Uma árvore com uma aresta claramente pode ser vista

como projeção ortogonal de uma esfera no plano. Agora considere uma árvore T com

mais de duas arestas. Escolha uma aresta nos extremos (i.e. uma que encontra o resto

da árvore em somente um vértice, digamos v). Por indução, a árvore menos esta aresta

pode dar origem a um conjunto singular. Dentro da região correspondente ao vértice v

criamos um par de cúspides dando origem a uma curva-dobra (contendo as duas cúspides),

delimitando um disco que é mapeado em uma região em forma de lábio no plano. Isto

nos da a árvore T.

Consequentemente temos o seguinte
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Teorema 3.0.3. [4] Qualquer árvore com todos pesos iguais a zero dão origem a um grafo

de uma aplicação estável da esfera no plano.

Para a questão de dar origem a grafos por aplicações simples (i.e. aplicações que não

possuem cúspides) temos os seguintes exemplos. Primeiro, é claro que se T é uma árvore

gerada por um aplicação estável simples da esfera no plano, então a árvore obtida adicio-

nando uma árvore de duas arestas a T no vértice v de T pode ser similarmente realizada.

Modi�que f dentro de um disco pequeno contendo a região correspondente a v introdu-

zindo duas curvas dobras paralelas (sem cúspides). Isto tem o efeito de adicionar uma

árvore de duas arestas em v. Claramente, qualquer árvore com todos pesos iguais a zero

e que pode ser obtida através de uma árvore de uma aresta adicionando sucessivamente

árvores com duas arestas como anteriormente podem ser geradas sem cúspides.

Uma segunda classe de exemplos pode ser construída por projeções ortogonais de

superfícies adequadas mergulhadas em um 3-espaço. Um simples exemplo com pesos 1 e

1 é dado por uma aplicação de uma superfície de genus par com exatamente uma curva

dobra simples, como mostrado na �gura abaixo.

Figura 18
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Grafos associados à superfícies em uma

3-variedade

4.1 Aplicações estáveis de 3-variedades em R3

Começaremos relembrando algumas de�nições básicas e resultados sobre aplica-

ções estáveis de 3-variedades em R3. Os reultados citados aqui são de [9], [10] e [3].

Relembrando e adaptando algumas de�nições da seção 1.1 temos que duas aplicações

suaves f e g de uma 3-variedade M em um 3-espaço são chamadas A − equivalentes se

existem difeomor�smos, l e k, tais que l ◦ f = g ◦ k. Uma aplicação suave f é dita estável

se todas as aplicações su�cientemente próximas à f (na topologia C∞ de Whitney) são

A − equivalentes à f. O conjunto singular
∑
f de uma aplicação estável f consiste de

superfícies disjuntas mergulhadas. Cada superfície consiste de pontos de dobra juntos

com curvas de pontos de cúspide (i.e. pontos cuja a imagem é um ponto de cúspide do

conjunto discriminante f(
∑
f)) onde podem existir pontos de rabo de andorinha isolados.

A seguir temos as formas normais dos germes desses pontos singulares:

a) f(x, y, z) = (x, y, z2) ponto de dobra,
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b) f(x, y, z) = (x, y, z3 + xz) ponto de cúspide,

c) f(x, y, z) = (x, y, z4 + xz + yz2) ponto de rabo de andorinha.

Por outro lado, o conjunto discriminante de uma aplicação estável pode ter auto-

intersecções das seguintes formas:

a) cruzamento transversal de superfícies dobra (ao longo de curvas regulares),

b) intersecção transversal de uma aresta cuspidal com uma superfície dobra (em pon-

tos isolados),

c) pontos triplos isolados obtidos pela intersecção de superfícies dobra em posição geral.

A �gura 19 nos mostra todas as possibilidades para a geometria local do conjunto

singular e do conjunto discriminante de uma aplicação estável. Os pontos vermelhos são

eixos cuspidais, os pontos azuis são uma curva de pontos duplos. O ponto A1,2 representa

um cruzamento de um eixo cuspidal com a curva de pontos duplos. O ponto A3 representa

um rabo de andorinha. O A1,1,1 é um ponto triplo. E o A1 representa os pontos de dobra.

Se f e g são A− equivalentes então existe um difeomor�smo da 3-variedade levando

o conjunto singular de f no conjunto singular de g e similarmente para os conjuntos dis-

criminantes de f e de g. Claramente, qualquer invariante por difeomor�smo do conjunto

singular ou do conjunto discriminante será um A− invariante de f . O número de com-

ponentes conexas do conjunto singular e o tipo topológico do seu complemento são inva-

riantes.

4.2 3-variedades e grafos

Nesta seção iniciaremos o estudo dos grafos dos pares formados por uma 3-

variedade e uma família de superfícies mergulhadas nessa 3-variedade. Para este estudo

foi usado [9] e [10].
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Figura 19: Geometria local do Conjunto Discriminante de uma Aplicação
Estável

Vamos começar com algumas informações básicas sobre 3-variedades. Seja M uma

3-variedade com bordo compacta, conexa e orientável. E seja bi = dim(Hi(M)) o i-ésimo

número de Betti deM . Perceba que b0 = b3 = 1. Por outro lado, temos pela desigualdade

de Poincaré que b1 = b2. Então X (M) = 0, onde X é a característica de Euler, pois

X (M) =
3∑
i=0

(−1)ibi.

Seja
n⋃
i=1

Si ⊂M uma coleção de superfícies mergulhadas orientadas disjuntas em uma

3-variedade compacta. De�nimos o grafo pesado G associado a esta coleção de superfícies

emM como segue: associamos a cada superdície Si uma aresta e a cada componenteMj de

M −
n⋃
i=1

Si um vértice. Então temos que uma aresta está ligada a um vértice se e somente

se a superfície correspondente à aresta está no bordo da 3-variedade representada pelo

vértice. Os pesos são de�nidos da seguinte forma: dado um vértice vj (correspondente

a região Mj) de�nimos seu peso como cj = b2(Mj) − sj + 1, em que sj é o número de

componentes conexas do bordo de Mj. Intuitivamente, cj pode ser visto como o número

de geradores de H2(M) em Mj que não são determinados pelo bordo de Mj. E para

cada aresta associamos o peso dado pelo genus, gi, da superfície Si que ele representa.
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Chamaremos de µ o número de arestas (que é o número de superfícies Si) do grafo e de

V o número de vértices.

Proposição 4.2.1. Se M = S3 então cj = 0, para todo j.

Demonstração: Considere M1 a variedade obtida de S3 após a remoção do interior

de s superfícies sólidas e seja
s⋃
i=0

Si a união dos bordos das superfícies sólidas, i.e., o

bordo da 3-variedade resultante M1. Para calcularmos o segundo número de Betti de M1,

consideramos M2 a união das superfícies sólidas.

Temos então que M1 ∩M2 =
s⋃
i=0

Si e M1 ∪M2 = S3. Considere agora a sequência

exata de Mayer-Vietoris para esta partição de S3:

...→ H3(M1)⊕H3(M2)
h∗−→ H3(S3)

∆2−→ H2(M1 ∩M2)...

g∗−→ H2(M1)⊕H2(M2)
h∗−→ H2(S3)

∆1−→ H1(M1 ∩M2)...

Substituindo na sequência a informação que temos, obtemos a seguinte sequência:

...→ 0⊕ 0
h∗−→ Z ∆2−→ Zs g∗−→ Zb2(M1) ⊕ 0

h∗−→ 0→ ...

Usando o primeiro teorema do isomor�smo e fato de que a sequência é exata temos

que b2(M1) = s− 1.

�

Relembrando o capítulo 1, um grafo é dito bipartido se seus vértices podem ser in-

dexados com sinais ± de tal forma que 2 vértices de uma aresta qualquer possuem sinais

opostos. Isto é equivalente a pedir que qualquer loop no grafo seja composto por um

número par de arestas. Percebe-se que qualquer árvore (grafos sem loops) é um grafo

bipartido.

Existem algumas consequências imediatas que podem ser tiradas da forma que de�-

nimos o grafo. Seja
µ⋃
i=1

Si ⊂M uma coleção de superfícies mergulhadas fechadas disjuntas

na variedade. O complemento desta coleção de superfícies é uma coleção de 3-variedades
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com fonteira
V⋃
j=1

MJ (cujas componentes de bordo são as superfícies dadas). Temos tam-

bém uma relação entre a homologia de M e a topologia do grafo para as quais precisamos

provar o seguinte:

Lema 4.2.2. Dado um grafo G temos b1(G) = µ−V +1, em que µ é o número de arestas

e V é o número de vértices.

Demonstração: Iremos fazer a prova por indução sobre o número de arestas. O grafo

com uma aresta e dois vértices claramente satisfaz a propriedade desejada.

Suponha agora que vale para qualquer grafo com µ arestas e considere um grafo G com

µ + 1 arestas. Se o grafo tem loop, remova uma das arestas no loop. O grafo resultante

Gr tem µ arestas, logo b1(Gr) = µ− V + 1. Se adicionarmos a aresta removida estaremos

adicionando um loop. Então temos que bi(G) = b1(Gr) + 1 = (µ+ 1)− V + 1.

Se o grafo não tem loop, remova uma aresta e vértice que não esteja ligado a nenhuma

outra aresta (uma aresta “�nal”). O grafo resultante Gr tem µ arestas e portanto b1(Gr) =

µ− Vr + 1, Vr = V − 1. Se adicionarmos a aresta novamente temos que b1(G) = b1(Gr) =

µ− Vr + 1 = µ− (V − 1) + 1 = (µ+ 1)− V + 1.

�

Logo o 1o número de Betti de um grafo é igual ao seu número ciclomático.

Proposição 4.2.3. Dada uma 3-variedade M orientável e uma coleção de superfícies

fechadas orientáveis Si
µ
i=1 em M, suponha que G é o grafo associado a eles. Então, se G

é um grafo bipartido temos que:

V∑
j=1

cj + b1(G) 6 b2(M) 6
V∑
j=1

cj + b1(G) + 2
V∑
i=1

gi

A igualdade é alcançada quando gi = 0, i = 1, ..., µ.

Demonstração: Por de�nição temos que

V∑
j=1

cj + b1(G) =
V∑
j=1

(b2(Mj)− sj + 1) + b1(G) =
V∑
j=1

(b2(Mj))− 2µ+ V + b1(G)
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pois o grafo é bipartido. Então cada superfície é contada duas vezes uma vez que ela faz

fronteira com duas componentes conexas do complemento.

Pelo lema anterior temos que b1(G) = µ − V + 1, o que é o su�ciente pra provar

que
∑V

j=1(b2(Mj)) − µ + 1 6 b2(M). Para isto, usaremos a sequência longa exata de

Mayer-Vietoris associada a uma decomposição conveniente de M em 3-variedades. Dado

que o grafo é bipartido, o complemento do conjunto singular pode ser separado em duas

3-variedades com bordo N1 e N2. Seja N ′1 e N
′
2 as suas extensões adicionando um colar nos

seus bordos em comum, então podemos de�nir a sequência de Mayer-Vietoris associada a

cobertura (N ′1, N
′
2) de M . Claramente, a homologia de N ′i coincide com a de Ni e que a

de N1 ∩N2 é a mesma que a do bordo em comum. Então a sequência de Mayer-Vietoris

pode ser escrita como

...→ H3(N1)⊕H3(N2)
h3∗−→ H3(M)

∆2−→ H2(N1 ∩N2)...

g2∗−→ H2(N1)⊕H2(N2)
h2∗−→ H2(M)

∆1−→ H1(N1 ∩N2)...

Substituindo na sequência a informação que temos obtemos a seguinte sequência

... −→ 0⊕ 0
h3∗−→ Z ∆2−→ Zµ...

g2∗−→ Zb2(N1) ⊕ Zb2(N2) + T1
h2∗−→ Zb2(M) + T2

∆1−→ Z2
∑µ
i=1 gi ...

onde gi é o genus da superfície Si.

H2(M) eH2(N1)⊕H2(N2) podem ter partes de torsão, que são T1 e T2 respectivamente.

Nós apenas estamos preocupados com a dimensão de todos os grupos que aparecem, que

depende somentes das partes livres.

Temos que
∑2

j=1(b2(Nj)) =
∑V

j=1(b2(Mj)). Como a sequência é exata temos que

0 = Imh3
∗ = ker∆2.

Pelo primeiro teorema do isomor�smo

H3(M)

Ker∆2

=
Z
0
∼= Im∆2 = Kerg2

∗ ⇒ Kerg2
∗
∼= Z
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H2(N1 ∩N2)

Kerg2
∗

=
Zµ

Z
∼= Img2

∗ = Kerh2
∗ ⇒ Kerh2

∗
∼= Zµ−1

H2(N1)⊕H2(N2)

Kerh2
∗

=
Z

∑2
j=1 b2(Nj) ⊕ T1

Zµ−1
∼= Imh2

∗ = Ker∆1 ⇒

dim(Ker∆1) =
2∑
j=1

b2(Nj)− µ+ 1

H2(M)

Ker∆1

=
Zb2(M) ⊕ T2

Z
∑2
j=1 b2(Nj)−µ+1 ⊕ T1

∼= Im∆1 = Kerg1
∗ ⇒

dim(Kerg1
∗) = b2(M)−

2∑
j=1

b2(Nj) + µ− 1

obtemos que b2(M)−
2∑
j=1

b2(Nj) + µ− 1 = dim(Kerg1
∗).

Como 2
∑µ

i=1 gi ≥ dim(Kerg1
∗) ≥ 0 substituindo pelos valores já conseguidos acima,

chegamos no resultado desejado. Se gi = 0 para qualquer i ou g1
∗ é injetora teremos a

igualdade. Neste caso, como b1(M) = b2(M), determinamos completamente a homologia

de M salvo partes de torsão.

�

Entretanto, o grafo não determina necessariamente o tipo topológico da 3-variedade.

Ainda mais, a topologia do complemento da coleção das superfícies não é determinado

completamente pelo grafo na maioria dos casos, como veremos no exemplo a seguir.

Exemplo: Considere o seguinte grafo de uma coleção de superfícies em R3 (ver �gura

20): Ele representa dois toros em S3. A componente do complemento entre os dois toros

é uma 3-variedade com os dois toros como fronteira. Seu b2 é igual a 1 e seu cj = 0,

mas isso não distingue do caso onde seu componente é topologicamente T 2 × I (I é um

intervalo) ou T 2
s ]T

2
s (onde T 2

s é toro sólido). O que distingue essas duas situações é o

segundo grupo de homotopia π2.
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Figura 20: Duas superfícies com o mesmo grafo

Em particular:

Corolário 4.2.4. M = S3 ⇒ G é uma árvore e
∑V

j=1 cj = 0.

A recíproca não é verdadeira, como podemos ver no exemplo abaixo:

Exemplo: SejaM = S2×S1. Agora considere um círculo S1 ⊂ S2×p, em que p ∈ S1

e seja o toro T 2 = S1×S1 ⊂ S2×S1. O grafo associado à este caso é uma árvore porque

tem somente uma aresta com peso 1 e dois vértices com peso 0 (cada vértice representa

um toro sólido), mas b2(S2 × S1) = 1.

Teorema 4.2.5. Qualquer grafo pesado pode ser visto como o grafo de alguma coleção de

superfícies fechadas mergulhadas em uma 3-variedade.

Demonstração: Suponha primeiro que G é um grafo pesado com pesos 0 em seus

vértices e pesos pj aleatórios em suas arestas.

Seja Gi o fecho do subconjunto de G composto pelo vértice Vi e todas as semi-arestas

(arestas cortadas nos seus pontos médios) incidentes a ele.

Associamos então à Gi uma 3-variedade com bordo em R4 da seguinte forma: Mergulhe

Gi em R4 e seja Ri uma vizinhança tubular de Gi em R4.

Esta vizinhança tubular pode ser vista como a união de vizinhanças tubulares do

vértice Vi, das semi-arestas e dos pontos �nais de cada semi-aresta. Em cada um desses

pontos �nais podemos considerar o bordo S3 de um 4-disco.
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Esta S3 pode ser decomposta como a união de dois p-toros orientáveis sólidos com

seus bordos convenientemente identi�cados, onde p é o peso da aresta correspondente.

Deste modo, tomando o bordo de Ri e removendo dele o interior de um dos pj-toros

orientáveis sólidos para cada um dos seus pontos �nais, obtemos uma 3-variedadeMi com

bordo, cujo bordo tem tantas componentes quanto arestas incidentes em Vi, e cada um

destas componentes de bordo é uma superfície fechada orientada, cujo genus é determinado

pelo peso da aresta correspondente.

Unindo convenientemente todas essas 3-variedades pelo seu bordo de acordo com a

distribuição dos seus vértices no grafo obtemos uma 3-variedade compacta com bordo M

e uma coleção de superfícies orientáveis fechadas em M cujo grafo é G.

Quando os vértices de G tem pesos não nulos, precisamos apenas adicionar em cada

região Mi da construção anterior tantas alças do tipo S2 × I quanto indicadas pelo peso

do vértice correspondente.

�
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Capítulo

5

Grafos de aplicações estáveis de

3-variedades em R3

Agora, dada uma aplicação estável f : M → R3, vamos considerar o conjunto

singular de f como a coleção de superfícies para construirmos o grafo. O grafo correspon-

dente é de�nido como o grafo de f .

Para esse estudo dos grafos junto com as aplicações estáveis foi usado [9] e [10].

Não é difícil de ver que, como no caso de aplicações estáveis de superfícies orientáveis

fechadas no planos, se uma 3-variedade M é orientável, então o grafo de qualquer aplica-

ção estável de M em R3 precisa ser bipartido, pois cada componente do conjunto singular

separa (globalmente) M em regiões diferentes, uma em que preserva a orientação e outra

em que reverte. Deste modo aparecem várias questões que podem ser feitas:

• Qualquer grafo pode ser representado por uma aplicação estável de uma 3-variedade

fechada em R3?

• Qualquer coleção de superfícies fechadas disjuntas mergulhadas em uma 3-variedade

fechada M pode ser o conjunto singular de uma aplicação estável de M em R3?

• Quais são todos os possíveis grafos para aplicações estáveis de uma dada 3-variedade

fechada M em R3?

• Para um dado grafo G, como construir diferentes A− classes de aplicações estáveis
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em M cujo grafo seja G?

Dada uma aplicação f : M → N , onde M e N são n-variedades e uma (n-1)-

subvariedade
∑
, f é dita ser uma

∑
-imersão se f |M\∑ e f |∑ são imersões e o conjunto

singular de f é precisamente
∑

que é exclusivamente composto pelos pontos de dobra

da f . Então temos o seguinte resultado que não será provado, apenas o usaremos para

demonstrarmos outros resultados mais adiante:

Teorema 5.0.6. [1] (Y. Eliashberg) Seja M uma n-variedade estavelmente paralelizável,

fechada e conexa, e
∑

uma (n-1)-subvariedade fechada não vazia que divide M em duas

variedades M1 e M2 (possivelmente desconexas) com bordo comum
∑

. Então

a) se n = 1, 3, 7, então existe uma
∑

-imersão M → Rn;

b) se n é par, então existe uma
∑

-imersãoM → Rn se e somente se X (M1) = X (M2);

c) se n é ímpar e diferente de 1, 3 ou 7, então uma
∑

-imersão M → Rn existe se e

somente se X (
∑

) ≡ 2X ∗(M)(mod4), onde X ∗(X) =
∑[dimX/2]

i=0 (−1)ibi(X).

Variedades estáveis paralelizáveis são caracterizadas por Hirsch como variedades orientá-

veis que podem ser imersas em Rn+1.

Este resultado pode ser reinterpretado na linguagem de grafos da seguinte forma:
∑

divideM em duas variedades (possivelmente desconexas)M1 eM2 com bordo em comum∑
, signi�ca que o grafo deve ser bipartido.

Teorema 5.0.7. Qualquer grafo pesado pode ser visto como uma coleção de superfícies

mergulhadas em uma 3-variedade.

Na demonstração deste teorema, esta 3-variedade é construída como uma 3-esfera

com alças, que é orientável e pode ser mergulhada em R4, e desta forma é estavelmente

paralelizável. Isto junto com o teorema de Eliashberg e o fato de que dada qualquer
∑
-

imersão podemos encontrar uma aplicação (dobra) estável tão próxima quanto quisermos

(de tal forma que o conjunto singular equivalente) nos mostra o seguinte:

Corolário 5.0.8. Qualquer grafo bipartido é o grafo de alguma aplicação (dobra) estável

de uma S3 com alças em R3.

No caso particular da 3-esfera, temos o seguinte:
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Corolário 5.0.9. Qualquer árvore com cj = 0,∀j = 1, ..., V é o grafo de uma aplicação

(dobra) estável f : S3 → R3.

A partir de agora vamos mostrar como construir grafos associados à aplicações estáveis

começando de um grafo básico. E a motivação vem do seguinte fato:

Dada qualquer 3-variedade estavelmente paralelizável M , graças ao teorema de Elia-

shberg, existe uma aplicação estável de M em R3 com uma S2 como conjunto singular

dividindo a variedade em duas regiões, uma difeomorfa a uma 3-bola e outra equivalente

por homotopia à M menos um ponto.

Isto nos dá as condições necessárias para começar a investigar os possíveis grafos que

podem ser associados à aplicações estáveis sobre uma 3-variedade M, i.e. começando do

grafo onde a única aresta tem peso zero e um dos vértice tem pesos zero e outro vértice

tem peso b2(M).

Também podemos usar separações de Heegaard como origem de grafos básicos.

De�nição 5.0.1. Um corpo com alças de genus g é uma variedade obtida ao se adicionar

g 1-alças a uma 3-bola. Em outras palavras, pegue uma 3-bola com 2g discos disjuntos

em seu bordo, e considere como g pares de discos. Para cada par, anexe uma cópia de

[0, 1]×D2 ao longo de {0, 1}×D2. Se a aplicação de anexar reverte a orientação, o corpo

com alças é orientável.

De�nição 5.0.2. Dados dois corpos com alças orientáveis W1 e W2 de mesmo genus

g, e um difeomor�smo que reverte orientação f : ∂W1 → ∂W2, podemos construir uma

variedade orientável M3 como

M3 = W1

∐
∂W1=∂W2

W2.

A decomposição de M emW1 eW2 é chamada uma divisão de Heegaard de M e a superfície

H = ∂W1 = ∂W2 é chamada uma superfície de Heeegaard.

Teorema 5.0.10. [5] Todas 3-variedades possuem uma divisão de Heegaard.

Dada uma divisão de Heegaard de uma 3-variedade estavelmente paralelizável M , a

superfície de Heegaard é separável. Pelo teorema de Eliashberg então existe uma aplicação
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dobra de M em R3 que tem essa superfície como conjunto singular. O grafo associado a

esta aplicação tem 2 vértices e uma aresta. Ambos vértices tem peso zero, pois o segundo

número de Betti de corpos com alças é igual à zero, e a aresta tem peso g (genus da

superfície de Heegaard).

Figura 21: Grafo associado a uma divisão de Heegaard de genus g

Tomando a divisão de Heegaard mínima de uma dada variedade, i.e. a divisão de Hee-

gaard com a superfície de Heegaard de genus mínimo (conhecido como genus de Heegaard

da variedade) temos um exemplo muito básico de um grafo de uma aplicação estável de

M em R3. Então por transições convenientes e cirurgias, podemos obter diferentes exem-

plos de aplicações estáveis em M ou em somas conexas de M com outras 3-variedades.

Uma vez que o espaço das aplicações estáveis (com a topologia C∞ de Whitney) de uma

3-variedade conexa M em R3 é conexo por caminhos, podemos obter qualquer aplicação

estável deM em R3 de uma aplicação basica dada. Mas isto não é uma tarefa trivial. Por

exemplo, por Eliashberg podemos ter dois toros como o conjunto dobra de uma aplicação

estável de S3 em R3, mas encontrar um caminho entre esta aplicação e o exemplo simples

dobrando a 3-esfera ao longo do seu equador ainda é um problema em aberto.

5.1 Transições de Codimensão 1

Na �gura abaixo temos estratos de codimensão 1 no espaço das aplicações suaves

de uma 3-variedade em R3 com suas transições (a seta aponta na direção do cruzamento

positivo do estrato) e notações. As ilustrações abaixo (�gura 22) representam a defor-

mação local na imagem do conjunto singular quando cruza o estrato de codimensão 1 do

discriminante (subconjunto de aplicações não estáveis). A linha preta representa arestas

cuspidais.

Para mostrar o papel das transições nós construíremos um exemplo de uma aplicação
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Figura 22: Transições de alguns estratos de codimensão 1

estável que passa por certas singularidades e veremos como o grafo associado irá variar.

Lembre que as imagens na �gura a seguir representam o conjunto discriminante, não o

conjunto singular. O conjunto discriminante é bidimensional, mas para podermos simpli-

�car a �gura desenhamos apenas uma seção das superfícies em questão. As �guras são

simétricas e o conjunto discriminante é obtido como uma superfície de revolução através

do eixo de simetria. Assim, um círculo na imagem representa uma esfera no conjunto

discriminante.

Começamos com uma aplicação f : S3 → R3 cujo conjunto singular é uma simples

S2 sem arestas cuspidais. Então cruzamos um estrato 3++
1 e uma nova S2 topológica é

criada dentro da outra. Então esticamos a aresta cuspidal (isto não muda a A-classe da

aplicação) até cruzar o estrato 3−−1 na direção positiva de sua transição (Caso 2 abaixo).

Terminamos com uma aplicação estável cujo conjunto singular (e conjunto discriminante)

é uma coleção de três 2-esferas sem cúspides. Todos os pesos dos vértices e das arestas

dos grafos abaixo são zero (ver �gura 23).

Na �gura 24 temos outro exemplo. Novamente, somente uma seção do conjunto dis-

criminante é desenhada e o mesmo é obtido como uma revolução sobre o eixo de simetria,

tendo assim uma superfície de revolução. Aqui obtemos um toro com arestas cuspidais

dentro de uma esfera (Caso 1 abaixo).
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Figura 23: Exemplo de uma aplicação submetida a transições de codimensão
1 e seu grafo.

Figura 24: Um toro com arestas cuspidais dentro de uma esfera
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Podemos ver que as únicas transições que podem adicionar ou remover arestas (e, de

tal forma, um vértice), ou mudar o peso de uma aresta são as singularidades 31. Em

particular, a singularidade 3++
1 cria (ou remove) uma aresta com peso zero que termina

em um vértice de peso zero. Por outro lado, singularidades 3+−
1 e 3−−1 , quando indo na

direção positiva de sua transição, mudam o peso de uma aresta (mudam o peso do genus

da superfície que está sujeita a essa singularidade) se as duas componentes locais no �m

da transição pertencem a mesma componente conexa, e cria uma nova aresta no outro caso.

E com essas transições podemos provar o seguinte:

Teorema 5.1.1. Qualquer árvore com cj = 0, ∀j = 1, ..., V pode ser realizado como o

grafo de uma aplicação estável f : S3 → R3.

Demonstração: A ideia é criar um caminho no espaço das aplicações C∞(S3,R3)

entre uma aplicação básica conhecida e outra aplicação cujo seu grafo é o mesmo que

a árvore dada. Isto será feito indutivamente aplicando as transições acima conveniente-

mente, de forma que mudemos o grafo da aplicação inicial até chegarmos na aplicação

desejada. Podemos começar de um grafo com uma única aresta com peso zero ligando

dois vértices de peso também zero. Este grafo pode ser realizado como o grafo de uma

aplicação cujo conjunto singular é uma simples esfera. Por exemplo, podemos pegar a

aplicação estável obtida por dobrar a 3-esfera em seu equador e mandar as duas partes

homeomor�camente sobre uma 3-bola em R3. Por meio de singularidades 3++
1 podemos

adicionar quantas arestas de peso zero desejarmos. Assim que obtemos a árvore desejada,

basta ajustar os pesos das arestas para conseguirmos, com exatidão, o grafo que estamos

buscando. Isto é feito através das singularidades 3+−
1 ou das singularidades 3−−1 . Como a

construção toda foi feita apenas com cruzamentos de certos estratos de codimensão 1 em

C∞(S3,R3) é claro que a aplicação obtida é uma aplicação estável de S3 em R3.

�

Outro exemplo de como transições de codimensão 1 podem ser usadas para determinar

grafos de aplicações estáveis em uma dada 3-variedade é o seguinte:



58 Grafos de aplicações estáveis de 3-variedades em R3

Exemplo: Um tritoro (S1 × S1 × S1) tem genus de Heegaard 3.

Podemos então começar de uma aplicação estável associada a este grafo (em virtude do

Teorema de Eliashberg) e aplicar convenientes 1-transições a �m de obter todos os outros

grafos associados a aplicações estáveis em S1×S1×S1. Observe que este processo também

nos fornece todas as coleções possíveis de superfícies fechadas que separa S1×S1×S1 em

dois pedaços (não necessariamente conexas).

5.2 Cirurgias de Aplicações Estáveis

Introduziremos agora dois tipos de cirurgia entre aplicações estáveis e vamos ana-

lisar seus efeitos no grafo.

Considere aplicações estáveis f : M → R3 e g : N → R3 em que M e N são 3-

variedades. De�nimos a soma conexa f]g : M]N → R3 como segue: começamos remo-

vendo duas 3-bolas B1 e B2 em M e N , respectivamente, tais que suas intersecções com

o conjunto de singular de f e g são dois discos D1 e D2 de pontos dobra (i.e. sem arestas

cuspidais ou curvas dobras duplas). Então juntamos as variedades em ∂B1 e ∂B2 por um

tubo S2× I com um tubo S1× I que une ∂D1 com ∂D2 (I é um intervalo). A projeção no

R3 deste tubo não intersecciona nenhuma parte do conjunto discriminante. Para poder

fazer isto os conjuntos discriminantes originais de f e g podem ser feitos para pertencerem

a diferentes semi-espaços de R3. O conjunto discrimante da aplicação resultante é a soma

conexa dos conjuntos discriminantes de f e g.

Figura 25: Efeito de uma cirurgia horizontal nos grafos
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Seja G(f) o grafo associado a aplicação f . O efeito desta cirurgia sobre G(f) e G(g)

é mostrado na �gura 26. A soma conexa dos conjuntos singulares (que não é nada mais

que a soma conexa de superfícies) se torna uma superfície com genus igual a soma dos

genus das duas superfícies envolvidas. O peso dos vértices são adicionados também, pois

se Mi e Mj são as regiões correspondentes aos dois vértices envolvidos com pesos ci e cj

e Mk é a região resultante, então temos

ck = b2(Mk)− sk + 1 = b2(Mi) + b2(Mj)− (si + sj − 1) + 1 = ci + cj.

Falaremos agora de outro tipo de cirurgia. Dada uma aplicação estável f : M → R3

em uma 3-variedade M não necessariamente conexa, tome duas 3-bolas em M tais que

elas não interseccionem o conjunto singular e tais que tenham a mesma imagem em R3,

uma delas preservando a orientação e a outra aplicada revertendo orientação. Depois una

os bordos das duas 3-bolas removidas com um tubo S2 × I. Esse tubo adiciona uma S2

ao conjunto singular adjacente aos dois componentes do conjunto singular da aplicação

original de onde as duas 3-bolas foram retiradas. Chamaremos a aplicação resultante

de fv. Os dois vértices envolvidos, após a cirurgia, tem um novo gerador de H2, a S2

adicionada ao conjunto singular, mas eles tem uma nova superfícies no bordo (a mesma

S2), então o peso não varia. O grafo resultante pode ser visto na �gura 26.

Figura 26: Efeito de uma cirurgia vertical nos grafos
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Capítulo

6

Considerações �nais

Tendo em vista o estudo desenvolvido, enunciamos abaixo questões que podem ser

estudadas no futuro:

a) Aplicações estáveis de superfícies fechadas não orientáveis compactas em R2.

b) Caracterização das superfícies compactas (imersas) em R3 que podem ser imagem

do bordo de uma 3-variedade imersa.

c) Estudo dos grafos associados às aplicações de Gauss estáveis sobre superfícies imer-

sas em R3 e 3-variedades em R4.

d) Invariantes de Vassiliev de aplicações estáveis de superfícies em 3-variedades em

R4.

e) Propriedade do levantamento padrão para superfícies em R4 e sua relação com os

invariantes de Arnol'd para curvas planas.
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