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Abstract 

In this thesis we study in a systematic way pairs of germs of foliations defined by differential 

1-forms in the plane using three different techniques: singularity theory, polar blowing up and 

formal reduction. 

Using singularity theory, we present a smooth and complete classification of pairs of germs 

of finite codimension of regular and regular/singular exact foliations in the plane and in 2-

dimensional manifolds with regular boundary. We investigate the geometry of the classified 

pairs and associate invariants to them. 

With the blowing up method we obtain topological models of pairs of singular and regu-

lar/singular foliations in the plane, when the singularity is of type saddle, node or focus. We 

also study theses cases using the formal reduction technique. 

Finally, we prove a desingularization theorem for pairs of germs of differential 1-forms in the 

plane, similar to Seidenberg and Dumortier's theorems for 1-form. 



Resumo 

Nesta tese estudamos de maneira sistemática pares de germes de folheações determinadas 

por 1-formas diferenciais no plano, usando três diferentes técnicas: a teoria de singularidades, o 

método do blowing up polar e a redução formal. 

Usando a teoria de singularidades, apresentamos uma classificação suave e completa dos 

pares de germes de codimensão finita de folheações regulares ou da forma regular/singular-exata 

no plano e em variedades bidimensionais com bordo regular. Fizemos um estudo geométrico dos 

pares encontrados nas classificações e associamos invariantes à tais pares. 

Com o método do blowing up obtivemos um estudo topológico dos pares de folheações 

regular/singular e singular/singular com singularidades do tipo sela, nó ou foco. Usamos também 

o método da redução formal para estudar estes casos. 

Finalmente, estabelecemos um teorema de desingularização de pares de 1-formas diferenciais 

no plano, análogo aos teoremas de Seidenberg e Dumortier sobre a desingularização de 1-formas 

diferenciais no plano. 
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Introdução 

O objetivo do nosso trabalho é estudar de maneira sistemática pares de folheações determinadas 

por 1-formas diferenciais no plano, ou equivalentemente, pares de campos de direções no plano. 

Alguns modelos de pares de campos de direções foram apresentados em trabalhos anteriores. 

Em [37], Teixeira caracterizou pares estáveis (e, f), onde e é um campo de vetores e f uma 

função real cujas singularidades são disjuntas das singularidades de e e provou a existência de 

um par estruturalmente estável (e, f) na esfera. travydov [16] provou que pares estruturalmente 

estáveis em [37] são de fato estáveis por difeomorfismos e exibiu formas normais para tais pares. 

Além disso Davydov mostra aplicações do estudo de pares de 1-formas diferenciais no plano na 

Teoria de Controle. 

Bruce e Fidal em [6] classificaram alguns pares de campos de direções para obter for-

mas normais topológica.s para equações diferenciais binárias (EDB), isto é equações da forma 

a(x, y)dy2  + 26(x,y)dxdy + c(x,y)dx2  = 0, onde a, b,c são germes de funções suaves que se 

anulam em (0,0). Em [6] o caso c = —a é estudado. Esta condição é substituída em [11] pela 

hipótese da função discriminante possuir singularidade do Tipo Morse. Estas situações ocorrem 

quando estudamos, por exemplo, a configuração das linhas de curvatura na vizinhança de pontos 

umbilicos. Outros exemplos de EDB podem ser encontrados em [12]. 

O método utilizado em [6] e [11] é o seguinte. O campo de direções bivalorado no plano 

determinado pela equação é levantado a um campo univalorado no cilindro M, sendo que o 

círculo central do cilindro é o levantamento da origem. Além disso pontos sobre o cilindro que 

correspondem ao mesmo ponto no plano são identificados, definindo assim uma involução em 

M. O problema se reduz a classificar certos pares de campos de direções no espaco quociente, a 

faixa de Mobius M'. A linha central da faixa de Mobius é uma curva integral comum a ambos 

os campos, então modelos locais de pares de campos de direções regulares ou regular/singular 

com uma curva integral em comi= são dados em [6]. 

Em [30] Michel estudou pares de campos singulares com uma singularidade do tipo sela ou 

nó e com as duas separatrizes em comum. Em [7] é dado um modelo para o caso onde os campos 

têm os mesmos autovalores e uma separatriz em comum. 

Observamos que os casos onde as 1-formas têm uma folha em comum são infinitamente 
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degenerados, no entanto acontecem naturalmente quando aplicamos um "blowing up"ao par de 

1-formas. 

Neste trabalho utilizamos três diferentes técnicas para estudar pares de folheações, a teoria 

de singularidades, o método do blowing up polar e a redução formal. 

A teoria de singularidades oferece técnicas poderosas para o estudo dos pares (a, f3) regulares 

ou a regular e f3 exata. Em ambos os casos podemos supor que a = dy e f3 = df, onde f é um 

germe de função de classe C. Então a classificação do par (a, f3) se reduz a classificação de f 

por mudanças de coordenadas que preservam as retas horizontais, isto é, as folhas de dy. 

Este formalismo nos possibilita ainda obter modelos para as deformações de (a, f3) e meios 

para associar invariantes a tais pares. 

No capítulo 1, estudamos o caso onde a e f3 são regulares e no capítulo 2, o caso f3 sin-

gular exata. Obtemos uma classificação suave e completa dos germes de codimenssão finita e 

estudamos a geometria dos pares classificados. 

Estendemos estes resultados no capítulo 3 para os pares acima sobre variedades com bordo 

regular. Tratamos dois casos, primeiro quando o bordo não é uma folha de a nem de f3 e depois, 

quando o bordo coincide com a folha da 1-forma a na origem. 

Usando o método do blowing up polar, obtemos no capítulo 4, modelos topológicos para 

os pares de 1-formas regular/singular e singular/singular com singularidade do tipo sela, nó 

ou foco, no plano. A idéia usada aqui foi estender a técnica do blowing up de um germe de 

1-forma para dois germes, assim substituímos uma singularidade comum às 1-formas por um 

círculo, chamado de curva excepcional, que é uma folha comum ao par de 1-formas. Obtendo 

modelos locais para os pontos ao longo da curva excepcional, colamo-os através das técnicas 

desenvolvidas por Bruce e Fidal [6], e por blowing down temos modelos topológicos. 

Exploramos também a técnica da redução formal no capítulo 5. Mostramos que nos casos 

regular/singular ou singular/singular com singularidade do tipo sela, nó ou foco, podemos reduzir 

os pares à formas mais simples. A redução formal consiste em eliminar sucessivamente os termos 

de ordem k (k > 2) nas funções que definem as 1-formas diferenciais. A questão da convergência 

deste processo ainda esta aberta para os pares acima e no caso geral. 

Estudamos no capítulo 6, um teorema de desingularização dos pares de 1-formas diferenciais 

no plano, análogo aos teoremas de Seidenberg e Dumortier sobre a redução das singularidades 

de uma 1-forma diferencial no plano. 

Algumas das figuras deste trabalho foram obtida usando "The Liverpool Surface Modeling 

Pacicage" [32]. 
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Capítulo 1 

Classificação suave dos pares de 

folheações regulares em variedades 

de dimensão 2 

Neste capitulo apresentamos uma classificação suave e completa de pares de germes de 1-formas 

diferenciais regulares (a, 0) de codimensão finita, definidos na vizinhança de um ponto p de 

uma variedade M de dimensão 2 A classificação é obtida através das técnicas da teoria de 

singularidades, que nos possibilita apresentar as formas normais, o grau de determinação, as 

perturbações versais, determinar a codimensão,• estudar a geometria dos pares classificados e 

associarmos invariantes aos pares de 1-formas diferenciais no plano. 

• Nesta classificação nos restringimos ao caso onde a folha de ,0 na origem tem contato finito 

com a folha de a. O estudo dos pares com contato infinito (uma folha em comum) pode ser 

encontrado em [6, 30, 37, 38], por exemplo. 

Antes de dar início ao nosso estudo sobre pares de 1-formas vamos ver definições básicas 

sobre 1-formas diferenciais no plano. 

Por uma 1-forma diferencia/ em um conjunto aberto do 111.2  entendemos uma aplicação a, que 

associa a cada ponto do aberto um funcional linear que denotamos por a(x , y) = a1(x, y)dx + 

a2(x, y)dy, onde a1, a2  são funções C°' neste aberto. Note que dada uma 1-forma diferencial 

no plano temos uma folheação do aberto cujas folhas são as soluções da equação diferencial 

ai  (x, y)dx + a2  (x, y)dy = 0. 

Enquanto que dado um aberto do 111.2, um campo de direções de classe C' é uma função X 

de classe C" que associa a cada ponto p um vetor X(p) E TpM , onde X pode ser identificado, 

numa vizinhança do aberto com a aplicação dada por X(x, y) = A(x , y) g; + B (x, y) g, onde A, 
B, são os funções de classe C' que definem o campo. 

. Uma curva C é dita curva integral de um campo de direções se em cada ponto dela o vetor 
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tangente coincide com o vetor associado pelo campo a este ponto. Dada uma 1-forma diferencial 

no plano podemos associar um campo de direções w, cujas curvas integrais são as folhas da 

1-forma a, denotado por 
a 	a 

Neste sentido, o estudo dos campos de direções no plano é equivalente ao estudo das 1-formas 

diferenciais no plano. 

Diremos ainda que uma 1-forma diferencial a definida em. U é singular em p E U, se a(p) = O, 

neste caso p é dito ponto crítico, ou ponto singular ou ainda, uma singularidade de a. Para os 

pontos p onde a(p) O dizemos que a é regular, assim como o ponto p. 

Definimos o k-jato da 1-forma a = A(x,y)dy + .13(x,y)dx como jk (a) = jk  A(x,y)dy + 

jk B (x, y)dx, onde jkA e jkB representam o truncamento da expansão da série de Taylor de A 

e B respectivamente, ou seja, ignoramos os termos de grau maior do que k. 

Podemos definir relações de equivalência no conjunto das 1-formas diferenciais. Dadas duas 1-

formas diferenciais a, fi num aberto U C R2, diremos que a e fi são topologicamente equivalentes 

(respec. suavemente) se existe um homeomorfismo (respec. difeomorfismo) h: U —> Cf levando 

as folhas de a às folhas de fl. Aos representantes convenientes das classes de equivalência pela 

relação acima, chamamos modelos ou formas normais (note que podemos ainda multiplicar uma 

1-forma a por uma função não nula e obter modelos equivalentes). 

Estudamos agora preliminares sobre a teoria de singularidades, método utilizado na classifi-

cação dos pares de 1-formas neste capítulo. 

1.1 	Preliminares sobre a teoria de singularidades 

SejaxERnef,g:UCE"—> RP aplicações diferenciáveis definidas em uma vizinhança aberta 

U de x. Dizemos que f e g são equivalentes e escrevemos f — g, se existir uma vizinhança V de 

x em R" tal que fjV = gV, ou seja, se f e g coincidem em uma vizinhança V de x. As classes 

de equivalência desta relação são chamadas germes de aplicações diferenciáveis de R" —> RP 

em x e os elementos de uma classe são chamados representantes do germe. Representantes do 

mesmo germe assumem o mesmo valor em x, assim como todas as suas derivadas: Dn f (x) = 

Dng(x),Vn E 1N. Usa-se a notação f : R", x —> R" para indicar um germe de uma aplicação 

em x. 

Consideramos, sem perda de generalidade, os germes em O de aplicações IR" —> IR. 

Observe que usando as operações na meta R, podemos somar e multiplicar tais aplicações, 

então o conjunto dos germes adquire uma estrutura de anel, o qual denotamos por E,. Este anel 

tem um ideal Mn  constituído dos germes de funções : IR", O 	R, O, ou seja, funções com 

0(0) = O. Este é o único ideal maximal do anel, logo E, é um anel local. 
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Sendo assim, dado um germe de aplicação f : R", O 	IRP temos f = f ( 	 ra 
NJ 15 J f 27 •••7 fP)7 co  

fl ..*, fp E Sn. Podemos identificar o espaço dos germes IR", O 	IR P com o 4-m6du10 livre 

&(n, =En  x x Sn  (p-cópias). 

Podemos introduzir uma outra relação de equivalência entre as aplicações IR", O 	IRP. 

Dado x E IR" e f , g : IR", x IR P germes de aplicações em x, dizemos que f e g têm o mesmo 

k-jato em x se f (x) = g(x) e para algum sistema local de coordenadas em x E IR" e f (x) E IRP 

todas as derivadas parciais de ordem < k de f e g coincidem em x. Sendo assim esta definição 

depende apenas de f e g. O conjunto de todos os k-jatos dos germes de aplicações IR", O IR', O 

(conjunto das aplicações polinomiais de grau <k com termos constantes nulos) é denotado por 

Tk (n, p). O conjunto dos germes de aplicações R", O IR, O cujas derivadas de ordem < k — 1 

se anulam em O é denotado por M. 

Logo dada a definição acima temos 

Mng(n
' 
 p) 

Jk(71714= 	. 
Mirrig(n,  

1.1.1 Grupos de Mather 

Denotamos por 7Z. o grupo dos germes de difeomorfismos R", O IR", O, E o grupo dos germes 

de difeomorfismos IRP, O 	RP, O, e A o produto semi-direto R. x E. Estes grupos agem sobre 

Mn.0(n, p) por composição, como segue: 

h. f = f o 11-1, h E TC 

k. f = kof, k Er 

(h, k). f = k o f o h-1, (h, k) E A 

onde f E Mn.g(n,p). O grupo R. (resp. E) é chamado também o grupo de mudanças de 

coordenadas na fonte (resp. na  meta). Dessa forma, dados dois germes de aplicações f, g E 

Mn•g(n,p) diremos que! e g são A-equivalentes se existirem (h, k) E A tal que g =kof o 

Por C denotamos o grupo de difeomorfismos IR° x IR', 0 	IR" x IR', O que são escritos na 

forma H(x, y) = (x,-11(x,y)) com T-1(x, O) = 0 para x E IR" próximo à origem. A ação de C 

sobre mn.g(n,p) é definida como 

H. f (w) = H(x, f (x)), H E C, f E mn.S(n, p). 

C pode ser visto como o grupo de difeomorfismos IR, O IR", O parametrizados para x E IR". 

Temos ainda o grupo C, o grupo dos germes de difeomorfismos IR" x IR, O IFt" x IR", O 

que são escritos na forma 

H(x, y) = (h(x), T-1(x, y)) 
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onde h E R., (x,0) = O para x E R" próximo à origem. A ação de /C sobre M n.8(n,p) é 

definida como 

H. f (x) = H(h-1(x), f (h-1  (x))), H E )C, f E mn.8(n,p). 

O grupo /C é chamado grupo de contato. O grupo C é um subgrupo normal de /C e os grupos 

R,, A A podem ser identificados com subgrupos de /C. 

O grupo de contato tem ainda uma interpretação geométrica (para tal interpretação ver 

[31]). 

R-, .C, A, C, IC são conhecidos como Grupos de Mather. Daqui por diante, quando uma afir-

mação for válida para qualquer um dos grupos de Mather acima, diremos apenas o grupo Ç. 

Vamos descrever os espaços tangentes às órbitas dos grupos de Mather. Faremos isso des-

crevendo primeiramente os espaços tangentes às órbitas dos grupos R-, G. 

Seja Ç um dos grupos de Mather. Definimos álgebra de Lie do grupo g como segue. 

Considere Ø: (—e, e) x R"±P, O -÷ ift."±P, O uma curva em G tal que 00  é a identidade em g. 

Derivando-a temos um campo de vetores 

00 
x 	w(t, x)itr_o. 

O conjunto de todos estes campos é denotado por LG e é chamado a álgebra de Lie do grupo G. 

Então a álgebra de Lie do grupo R. é dada por LR. = Mn.en, afinal se 00  é a identidade 

	

temos 0(4 x) = (xi + tal (t,x), xn  + tan  (t, x)), então 	= (ai, ...,a). Desde que Ot  E R. e 

= Id temos que ai(0, O) = O, logo a =- (ai, ...,an) E Mnen- 

Analogamente temos que a álgebra de Lie do grupo .0 é dada por L.0 = 

Para definir o espaço tangente às órbitas do grupo g, podemos generalizar a noção geométrica 

de espaço tangente em um ponto p para variedade de dimensão finita. Ou seja, dada uma 

variedade, tomamos uma curva suave passando por p em t = O, em seguida derivamos esta 

curva e avaliamos-a em O. O conjunto de todos os vetores obtidos dessa maneira é o espaço 

tangente a variedade em p. 

Em nosso caso, consideramos um caminho na órbita R.. f 

Ø(t, x) = f (xi + tai (t, x), xn  + tan(t, x)) E 

onde x = (xi, ...,x,i), t próximo de zero e ai (t, O) = O. Derivando-o em relação ao tempo temos 

o vetor 
ao, 	,, 	, a f 	a f 
wit,x)it.o = 	• • • I 	axn  )) 

onde oti (O, x) E M n8„, logo temos que o R.-espaço tangente a! é dado por 

= 
af af 

DR. • f - Mut-• • 	i' vx1' v rxn 
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Da mesma maneira, obtemos os espaços tangentes para os demais grupos de Mather, basta 

observar como é a ação do grupo sobre Mne(n,P): 

LC • f = f *(mp).{ei , • • • , e p} 

LC • f = f * (mp)m{ei, • • • , e p} 

LA • f =- LR. • f + LC•f 

LIC • f = LR. • f + LC • f 

onde el, • • , ep  são elementos da base canônica em RP (considerados como elementos de E (n, p)). 

Toda a construção acima foi feita para mudanças de coordenadas na fonte e na meta que 

preservam a origem. Se permitirmos que estas mudanças não fixem a origem, obtemos os espaços 

tangentes estendidos: 

LIZ, • f = En.{14, • • • , gin-} 

LEg  • f = f * (Cp).{ei, • • • , ep} 

LC-1  f =- f * (4).En {el., • • • ep} 

LA€  f = LR, f + LEg  • f 

L1Ce  • f = Lne  • f + LCe • f 

Definimos a Ç6-codimensão de um germe f como segue: 

g e — CO dirn( f ) = dimEeLgeriet 

1.1.2 Determinação finita 

Dado um germe f,  existem mudanças de coordenadas de modo que este germe seja expresso de 

maneira "mais simples"? Ou ainda, de modo que f seja Ç-equivalente a seu polinômio de Taylor 

de grau k para algum k? 

Estas questões motivam a seguinte definição: 

Definição 1.1.1 Ura germe f E MnE(n,p) é dito k — Ç - determinado se qualquer g E 

MnE (n, p) tal que ik  f = jk  g é Ç- equivalente a f. 

Então um germe finitamente determinado é Ç-equivalente ao seu polinômio de Taylor para 

algum grau k. 

A investigação sobre o grau da determinação finita teve inicio com os trabalhos de Mather [25, 

26, 27, 28, 29] na década de 60, onde temos uma estimativa grosseira do grau de determinação. 

Nos anos 70, Gaffney e du Plessis deram melhores aproximações (ver [39]). Apenas na década 

de 80, com o trabalho de Bruce-du Plessis-Wall [8] o problema foi resolvido. 

O estudo da determinação finita começou com o objetivo de classificar os germes de apli-

cações, isto é, obter formas mais simples, porém equivalentes para expressar um dado germe. Os 
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germes obtidos na classificação têm expressões mais simples, o que facilita o estudo dos mesmos. 

A determinação finita reduz o problema da classificação dos germes de aplicações ao espaço dos 

k-jatos, um espaço vetorial de dimensão finita. 

Uma das técnicas utilizadas para a classificação é a indução sobre o espaço dos jatos. Da-

do um jk  f verificamos se este é k-determinado, em caso afirmativo o processo pára, se não 

consideramos o k + 1-jato dos germes cujo k-jato é igual a jk  f 

Uma das ferramentas fundamentais para a classificação é o Teorema da Transversal Completa 

apresentado por Bruce, Kirk e du Plessis [9]. 

Antes de enunciar o teorema vejamos uma definição. 

Definição 1.1.2 Um conjunto A é um espaço afim se existem um espaço vetorial VA e uma 

aplicação A x VA 	A, (x, v) x + v tais que 

(i)x+0=xex+ (u v) = (x ti) + v Vx E A, u, v E VA; 

(ii) para qualquer x,y E A existe um 'único v E VA tal que y = x + v. 

Teorema 1.1.3 [9] Teorema da Transversal Completa Seja G um grupo de Lie agindo 

suavemente sobre um espaço afim A, e seja W um subespaço vetorial de VA COM 

LG.(x + y)= LG.x, VxEllemEW. 

Então 

(i) Vx E A 

x + {LG.x n Tv} c G.x n {x + W}. 

(ii) Se x0EAeTéum subespaço vetorial de W tal que 

W C T + LG.x0 

então Vive W, existe 9 60, t € T tal que 9.(x0 + w)= xo + t. 

O subespaço T é conhecido como Transversal Completa. 

1.1.3 Desdobramentos versais 

Seja f : 	O 4 IRP, O um germe de aplicação diferenciável. Um desdobramento a s-parâmetros 

de fé uma aplicação 

F : IR" x 	, O 	IRP x 	O 

(x, u) 	F (x , u) = (x , u) , u) 

tal que 7(x, O) = (f (x), O). A aplicação fé chamada deformação de f. 

Consideramos agora o grupo A, mas os resultados são análogos para qualquer grupo de 

Mather. Dois desdobramentos F, G : IR" x Rs,  O IRP x IRS  O de f são isomorfos se existirem 

dois germes de difeomorfismos 
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:1R'x1R5,O 	IRn X IRs, O 	e 

:111P x 	O 	IRP x 1115,0 

que são desdobramentos a s-parâmetros dos germes da identidade em IRn e IR" respectivamente, 

tal que 

G=-00F00-1. 

Dentre os desdobramentos de f,  destacam-se os desdobramentos versais. Dizemos que um 

desdobramento F do germe f é versal se qualquer outro desdobramento a r- parâmetros G desse 

germe é induzido por F, ou seja, existe um germe h: IRr, Q 	O tal que G é isomorfo a h*F, 

onde h* (x, u) = ( f (x,h(u)), u). 

Temos uma caracterização algébrica dos desdobramentos versais pelo seguinte teorema de-

vido à Martinet, a:qui enunciado para o grupo Á, porém válido para todos os grupos de Mather. 

Teorema 1.1.4 [24] F : IRn x líts, O 9. IRP, O é um desdobramento versal do germe f se, e 

somente se, 

T.Át  f + 	= E(n,p) 	 (1.1) 

onde 7 = 	(x, O) é a velocidade inicial da deformação 7, i = 1,..., s. 

Sendo assim, o número mínimo de parâmetros em um desdobramento versal de f é igual a 

.4,-codirnensão de f. 

Dado um desdobramento F do germe f, diremos que F é trivial se é isomorfo ao desdobra- 

mento constante (x, u) 	(7(x), u). Donde temos a seguinte definição. Um germe f é estável se 

todos os desdobramentos de f forem triviais. Como conseqüência desta definição temos que um 

germe f é estável se, e somente se, sua codimensão é nula. 

Dado um desdobramento versal F de um germe f podemos obter informações geométricas 

sobre f através de alguns conjuntos associados a esse desdobramento, tais como o conjunto dos 

pontos críticos, o discriminante e o conjunto de bifurcação. 

O conjunto dos pontos críticos de F é definido por 

	

EF = {(x, u) : DF,(x,u) é singular} 	 (1.2) 

À imagem do conjunto dos pontos críticos pela F, as(F) = F(EF), chamamos discriminante. 

O conjunto de bifurcação é definido por 

Bi f (F) = {u E IR' : ax E IRn, O com Ai  instável em x} 	 (1.3) 

Um dos resultados essenciais para a aplicação da teoria de desdobramentos versais é o se-

guinte: 

Teorema 1.1.5 ([24]) Quaisquer dois desdobramentos versais com mesmo número de parâme-

tros têm conjuntos críticos, discriminantes e conjuntos de bifurcação dife,ornorfos. 
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1.2 O subgrupo A* 

Dado um par de 1-formas diferenciais (a, p) numa vizinhança de um ponto pEMC 1R2, 

podemos considerar cartas locais de modo que essa vizinhança do ponto p E M seja a imagem 

de um aberto U c 1R2, 0 por uma carta : U M com 0(0, 0) = p. Dessa maneira podemos 

considerar M localmente como o plano. Além disso, se a é germe de 1-forma regular podemos 

supor que a = dy, através do Teorema da Retificação [2]. Se p também é regular, existe um 

germe de função regular f :1R2  , O 1R, O tal que p = df.  . Sendo assim, classificar os pares (a, p) 

é equivalente a classificar germes de funções regulares f,  através de mudanças de coordenadas 

que preservem as folhas do germe de 1-forma dy (as retas horizontais y = c E 1R, O) na. fonte e 

qualquer mudança de coordenadas na meta. 

Portanto as mudanças de coordenadas na fonte são da forma 

h(x,y) = (hi(x,Y),h2 (Y))• 

Essas mudanças de coordenadas formam um subgrupo do grupo À, que denotamos por A*. 

O grupo A* é dado por A* = 7Z x E, onde 7Z* é o grupo dos germes de difeomorfismos 

h : 1R2  ,0 	1R2, O que preservam as retas y = constante, isto é, h(x,y) = (hi(x,y),h2(y)). 

Desde que h é difeomofismo local, temos 

az 
	 0. 	 (1.4) 

A ação de A* sobre M2 é a ação do grupo A restrita a A. 

Usaremos a notação Mi; para denotar as funções que se anulam na origem e dependem 

apenas da variável y, ressaltando assim qual variável está sendo considerada em 1R2. 

Para a classificação precisamos ainda descrever o espaço tangente às órbitas de A* em f : 

1R2, O 	1R, O. Desde que as mudanças de coordenadas na meta são arbitrárias o E-espaço 

tangente é dado por LE • f. Quanto a fonte, temos que o conjunto dos campos de vetores 

tangentes a 7Z*—órbita de f é ER* • f, dado por LR* • f = M2{fx} Mytfy}. Portanto 

LAV = m2U.} + my{fy}+ f(M) 
	

(1.5) 

onde fx  e fy  são as derivadas parciais de f em relação a x ey respectivamente. 

Uma questão natural é se ainda temos um teorema sobre determinação finita e desdobra-

mentos versais para o grupo A*. A questão foi respondida pelos estudos de Damon [15]. Damon 

demonstrou que existem subgrupos dos grupos A e K para os quais existem teoremas da deter-

minação finita e do desdobramento versal, chamou-os de subgrupos geométricos. Vamos verificar 

que o grupo A* satisfaz a definição dada por Damon aos subgrupos geométricos. 
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1.2.1 O subgrupo geométrico Á* e suas propriedades 

Primeiramente vamos estudar as propriedades que definem os subgrupos geométricos e em se-

guida verificar que A* satisfaz tais propriedades. Para isso algumas definições são necessárias. 

Definição 1.2.1 Seja (1) : R —> 5 um hornomorfismo de anéis. N um R-módulo e M um 

5-módulo, então a N —> M é um hornornorfisrno de módulos sobre (1) se satisfaz a(r.n) = 

(1)(r).a (n) ,Vr ER e ri E N. 

Definição 1.2.2 [22] Uma álgebra diferencial ou uma DA-dlgebra consiste de uma IR-álgebra 

e um hornornorfisrno de álgebras sobrejetor &: Ey  —> A. Em geral, A é um anel local com ideal 

maxirnal MÁ. 

Dadas duas álgebras diferenciais (A, is') e (B,çb), um hornornorfismo de DA-álgebras é uma 

aplicação a: A —> E que levanta o diagrama comutativo abaixo 

tPl 
A 	B 

onde"c-i coincide com o pull-back do germe g : IFtm , O —} IR" , O. 

Um sistema de anéis associados a um conjunto D (finito e parcialmente ordenado) é um 

conjunto de anéis {Ra  : a E D} e homomorfismos de anéis {0ap : 	—> Rp} para a 5. 13, tal 

que 07  o Oaat  = Ocry  para a < [3 < 7 e Oac, = id. 

Notação: {Ra} denota um sistema de anéis. 

Um sistema de anéis é dito sistema adequadamente ordenado de anéis se cada elemento de 

D tem apenas um predecessor imediato. 

Um sistema de DA-álgebras é um sistema de anéis {Ra} para os quais Ra  é uma DA-álgebra 

e os homomorfismos de conexão são homomorfismos de DA-álgebras. 

Exemplo: E(x,y), Ey  e Ez  são anéis locais e podemos definir os homomorfismos de conexão 

por 
r

L' 	g ,  

onde 

C'Y7 

onde f E 82  e i : IR, O —> IR2, O é definida por i(y) = (O, y). Além disso cada anel tem apenas 

um predecessor imediato, logo {8(x,y), Ey, tz} formam um sistema adequadamente ordenado de 
anéis. 

Um {R(,,)}-rrtódulo M consiste de uma soma direta M1  e M2  e M3  tal que M1  é um 

E(xiy)-módulo e M2 é um Eu-módulo e M3  é um Es-módulo. 

Dizemos que M é finitamente gerado se cada Mi for um módulo finitamente gerado sobre o 

anel correspondente, 1 < i < 3. 
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Um {R(,,y,e)} homomorfismo de módulos tfr : M /5/ consiste de uma soma de homomor- 

fismos 	:M1 —> Ni para 1 < j < i < 3 os quais são homomorfismos sobre os homomorfismos 

de conexão 

Exemplo: Para X temos M = TA =s(i,y){&} e sy{ty-} e &{ I} e da f  : T —> 

8(x,y){&} que é um homomorfismo de módulos: 

da f le(..,)  é um homomorfismo de 8(11y)-módu1os. Defina »11 	M e 0(h) = h,Vh E e(x,y) • 

da flEy  é homomorfismo de 4-módu1o, definindo 	gi6 e O(s) .= s. 

da f lez  é homomorfismo de Ez-módulo, se -tz 	1 e çb(r) = f*(r). 

N é um {R(1,,2)}-submódulo de M se N = N1  EB N2 EB N3, onde Ni  é subm6dulo de Mi para 

1< i <3. 

Se {2- }= {2-(z,y),/y,24 é um sistema de ideais de {/i}, definimos {2-(1,y,.)}M ----- 

2-(x,y)M1 e ry M2 e 2; M3 

Observe que cada anel em {R(1,q,e)} é uma 8z-á1gebra. {R(1,y,z)} é um sistema adequada-

mente ordenado de DA-álgebras sobre Se  se cada homomorfismo de conexão é um homomorfismo 

de 82-álgebras e cada anel tem exatamente um predecessor. 

Observação: Os homomorfismos de conexão para um sistema de anéis {Ri} dependem de 

certos germes. Contudo, a estrutura de {12}-módulos não dependem desses homomorfismos, o 

que torna possível especificar um {R}-modulo sem especificar os homomorfismos de conexão. 

Mas para homomorfismos de {17}-módulos estes homomorfismo precisam ser especificados. 

Definição 1.2.3 Seja F um desdobramento de fo E S2 . Então ..4(k) = {(0, tP) E 7)2±k X 

são desdobramentos à k parâmetros de (4,'o) E A}, isto é, (0,0) • F é desdo-

bramento à k-parâmetros de (00, IN) • fo. 

Dizemos que dois desdobramentos FeGá r-parâmetros são A-equivalentes se existem 

(0,0) E Atm  e um difeomorfismo À: IR" —> IR` tal que tfr o F o 	= A*G. Isto define uma 

relação em ./lun. O conjunto de todos os desdobramentos equivalentes formam um grupo que 

denotamos por Aeq(r). 

Definição 1.2.4 Um grupo g agindo em .F (junto com o grupo de desdobramento correspon-

dente) será um subgrupo geométrico de A se satisfizer as quatro seguintes propriedades: 

- naturalidade; 

- estrutura de espaço tangente; 

- aplicação exponencial; 

- condição de filtração. 

12 



Vejamos o que significa cada uma dessas propriedades: 

Naturalidade: o grupo e o espaço de desdobramentos são naturais com relação ao pull-bacic. 

É possível considerar elementos de Ç(q +1) e Fun(q +1) como desdobramentos a 1-parâmetro 

de elementos de Ç(q)  e F(q) via pull-back pela imersão IRq 	IRq+1. 

Estrutura do espaço tangente: Descreve a estrutura algébrica dos espaços tangentes e 

espaços tangentes estendidos e suas relações: 

i) Existe uma coleção de DA-álgebras {Ri} de E, tal que para cada IRq com coordenadas 

locais ,6, LA,,(q) e LeFun(q) são {R(1,,(3)}-m6dulo finitamente gerados, com Lgun(q)  e LF„,-,(q) 

{R(,,p)}-submódulo finitamente gerados e, contendo (via naturalidade) LeÇ e LeF como {R,}-

submódulo. 

Para cada F E Fun, {R(1,0)} torna-se um sistema de DA-álgebras sobre Et; tal que 

deF Legun(q) LeFun(q) 

é um homomorfismo de {R( d)}-módulos. 

Requer que as aplicações naturais 

frilisefnegatn) --LeÇ e fritireu.rn,fr(q) 

sejam isomorfismos de {R,}-módulos. 

iv) M x.LA C LÇ e M xLeF C LF. Esta condição implica que os espaços tangentes estendi-

dos diferem dos espaços tangentes por "campos de direções constantes". 

Aplicação exponencial: O espaço estendido ao grupo Çgq  na identidade é dado por 

a 
Leçgq(q) = Leçun(q) s Efi{ã73}. 

A restrição da aplicação exponencial para Á induz uma aplicação bem definida 

exp : LeÇo(q) 	Çeq(q +1) 

Ot 

onde -1-icfrt = e • Ot e (fro = id, sendo que ot(x, À, y) = (ikt(x, À), ti)(Y, À), ht (À)). Esta aplicação é 

um difeomorfismo para cada t, obtida pela integração do campo de direções (o fluxo). 

Condição de Filtração: Ç(q)  preserva a filtração {{Mlx}Fun(q)} sobre F(q) e induz 

uma ação no quociente t  riji","F(q)ç,q,, para todo 1 O un 

Para o nosso estudo, denotamos por R. o grupo dos difeomorfismos em IR2, O. Lembremos 

que Á = {(0,0) E R, X .C} é um grupo de difeomorfismos que age sobre 5(2,1) da seguinte 

maneira: (0, 0) • f = o ir o 0-1. 
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Como vimos anteriormente 

LÁ* f =.A4r'Y ar 
	49 

{—
a 

e .m y{—
a

Y 
 e f*(A4z), 

onde z E IR, O. 

Conseqüentemente, para /3 E 	e F E 5(2 + g,l+ g) temos 

a f 
LeArt„- F = 	e Ey fi{—} e In(Ez,p)eEp{—

a
}. ,y, az 	ay 

Vamos verificar que as quatro propriedades que caracterizam um subgrupo geométrico são 

válidas para o grupo Á. 

1. Naturalidade pelo pull-back 

Sejam F : IR2" -4 IR1" um desdobramento à q-parâmetros de f : IR62, O -4 IR, O e 

h :IRt O -4 IR'', O. Definimos o pull-back de F por h por h*F(x,v) = (j(x,h(v)),v), onde 

7(x, O) = f(x). Assim se (0, tfi) E ,Árn.,(q +1) e i :IR,  O -4 IRq+1, O é a aplicação inclusão, temos 

i"45(x, Yo(3) = (451(x, Y, i(M),452(Y,i(P)), 

istfi(u, /(3) 	=  

portanto (iscfr, istfi) E ./4(q). 

Esta propriedade para 	E(2+g,1+ g), segue da definição. 

2. Estrutura do espaço tangente 

(i) Observe que L..41,"•f é dado pela soma direta de módulos finitamente gerados sobre anéis 

locais. Na verdade isso motiva a definição do seguinte sistema de anéis 

{Ez 4 4,y 4 Ey}, 

onde f : IR2  , O -4 IR, O e i: IR, O -4 1R2,0 é a aplicação inclusão. Já vimos que este é um 

sistema adequadamente ordenado de DA-álgebras em Ei,y  com os homomorfismos de conexão 

apresentados acima. Denotamos este sistema de DA-álgebras por {R,,y}. Logo para 13 E IR,  O, 

definimos o seguinte sistema de DA-álgebras 

{5i3 7L; ez,p 	4,y,fi 	Ey ,f3} 

com ir : IR1±q, O -4 IR'', O como a aplicação projeção natural. Denotamos este sistema por 

Observe então que LeÁ n • f é um {R1,y4-módulo finitamente gerado em Ex,y  desde que 

é definido como soma direta de módulos finitamente gerados sobre este sistema de anéis (ver 

definição de {R11 ,}-inódulo). Assim também LeE24.q  = Ex,y,0{ 4fr } é um {/?..,,y,0}-módulo cujos 

somandos com respeito aos anéis Ep,Ey,p,Ez,p são triviais. 

Ainda mais, LA:. e LE24.q  são {Rx,y4-submódulos finitamente gerados desde que, 

My,5, Mz,p, .A45 são ideais maximais dos anéis 4,y,p, Ey,e,Ez,p,Ep, respectivamente. 
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Note ainda que 

	

Of 	Of 

	

Lese • f = 4,y{} e { — 	—} e fa(Ez), 

	

ax 	ay 
é um {R,}-módulo finitamente gerado e contido em Le..4.:„ • f com a parcela referente a go  

trivial. 

(ii) Seja F E Fun = 8(2 + q,1+ q) e defina a aplicação órbita por F dada por 

s
AS
1,1 	run 

(O, 0) 1-} //, o F o O-4. 

A "derivada"da aplicação EF  é dada pela aplicação 

dEF  : 	Lesign  -> LeE (2 + q, 1)  

cei, e25 n,  

Vamos então demonstrar que esta aplicação é um homomorfismo de {Rs,y,o}-módulos. 

Defina os homomorfismos dos módulos da seguinte maneira: 

O 	OF 	a 	OF 
N 	 w, 

O 1, 	a 	OF D.-A; 1-+  

e os homomorfismos de anéis por 

01: ex,0 -> ex,y,fi  identidade de ex,y,P 

152 	SY,O 	ey,s 	identidade de 4,0  

3: ez,fi 	Ez,s 	pull back de f 

4: Co - C,3 	identidade de Cs 

A partir das aplicações acima temos o seguinte diagrama: 

F' 
SO 	ez,0 ----± 4,11,P ----± 413  

EP 	ez, —+ 410 
que é comutativo desde que os dois diagramas da direita são comutativos, em função de re- 

presentarem o grupo A que é geométrico, e o Ultimo diagrama à esquerda é comutativo por 

construção. 

Assim segue da definição de homomorfismo de {R0}-módulos que a aplicação dEF é um 

homomorfismo de {R1,y,0}-módulos. 

(iii) Defina p: Le,A(q) 	Le.A.  como a restrição da aplicação identidade a ,6 = O. Então 

temos que 

e(x,y„6){&} + e2(y„6){g} +n(z,,6){&} + n(e){4.}  

e(x,y){L} +e2(y){-g} + n(z){-&}, 
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sendo assim 

ker(w) = {(EI,C2, O) e Ledgn Ci(x,Y,O) = E2(Y,O) = 17(2,0) = O} 

= moLe.41,:n- 

Se aplicamos o Teorema do Isomorfismo temos que 

mLyetAceArs„q)q —>LeA* e  mL0tb: +g 	e 82  

são isomorfismos de {R,}-módulos, basta definir a = id nas bases e os homormorfismos de 

anéis como os homomorfismos de conexão, veremos que o kernel será um sistema de ideais que 

irão gerar o ker(w). 

(iv) Observamos que dado o sistema de ideais maximais {M1,y} = 	M, M} temos 

as seguintes igualdades: 

{Mx,y} • Lede = Mx,y{£} My{g} Mz{:"} = LÁ*, 

{Mx,y} • Le82 = L82. 

Com isso temos a condição sobre a estrutura do espaço tangente satisfeita para o grupo Á. 

3. Aplicação exponencial 

Considerando a restrição da aplicação exponencial definida no espaço tangente estendido ao 

grup o 	para o grupo .c„ temos 

	

axP 	LÁ(  q) -4  •4gq(4 + 1) 

e 	(fit 

{ :o,  = id 

at = 

então se e E LeA(q) temos e = e(x, y, z, 0) = (et  (x, y, f3), e2  (y, 0), ri(z, f3), f3). Além disso 

sabemos que St  E .46,7(q + 1), ou seja, tfit (x, y, z, 0) ----: (0(x, y, 0), R (x, y, 0), •St  (z, 0), iãt), resta 

apenas mostrarmos que R = R (y, 0), ou seja, (fit preserva as curvas y = c E R, O, para concluir 

que St  E .A.:q(q + 1). 

Observe no entanto que St  = (SI, 	é solução do seguinte sistema: 

= 	(x, Y) 

= 6(Y) 

onde St  é o difeomorfismo obtido pela integração do campo e, sendo que este é dado pela soma 

direta dos campos el{&} + 2 { g}, rd  } e 
Esta aplicação está bem definida se dado e E Le..4.:n(q) o difeomorfismo obtido pela inte-

gração de e pertencer ao grupo il:y(q + 1). Mas o que sabemos é que a aplicação exponencial 

satisfaz 
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numa vizinhança da origem, isto é, satisfazendo x(0) = xo e y(0) = yo. Então pelo teorema de 

existência e unicidade de soluções temos y(t) = çot(t, yo), ou seja, Ot  : IR2 	IR2  com t e yo fixos 

leva y = c em y = c'. 

O que faz com que a aplicação exponencial esteja bem definida para o grupo Jr. 

4. Condição sobre a filtração 

.4(q) preserva a filtração {{.A4x,y} • E2+q} sobre .Fun(q)=-- E2-1-q  e induz a ação natural sobre 

o quociente 
821-q  

para todo 1 > O, afinal a filtração acima nos dá a seguinte seqüencia: 

4+ D .A42-Eq  D D i1/44±q D 

Então dado um germe F E .A4±q  para algum k > O e (q5, tP) E .4.  o germe g = «o je o q5-1  E 

como conseqüência da construção das mudanças de coordenadas para o grupo A, o grupo 

A preserva o grau dos germes de aplicação, portanto .4* também. 

Portanto as quatro propriedades que definem um subgrupo geométrico se verificam para o 

grupo A* . Isto é, Á* é um subgrupo geométrico de A. Portanto temos assegurado por Damon, 

a validade dos teoremas da determinação finita e dos desdobramento versais para este grupo e 

o Teorema da Transversal Completa. Tudo isso nos dá ferramentas para a ..4*- classificação de 

germes f :R2, -} R, O. 

Resta-nos então estimar o grau de determinação do germe f.  Para isso temos o seguinte 

teorema válido para um sistema de DA-álgebras, dado em [15]. 

Teorema 1.2.5 [15] Seja f :1R2, O 	O germe na origem satisfazendo 

Mr1  C LA* f + 
	

(1.6) 

onde p é um polinômio que depende de k. Então f é k — As-determinado. 

Como em geral, o p do teorema acima é grande, vamos usar o Teorema da Transversal 

Completa para mostrar que todas as s -tranversais para s > k são vazias e assim obter a 

inclusão acima para o p desejado. 

Observação 1.2.6 Vale observar que foi preciso classificar por mudanças em 	em vez de 

= R.* x C. O grupo ,C* classifica os germes de acordo com o seu contato na origem, inde-

pendente do comportamento fora dela. Assim torna equivalentes germes que apesar de mesmo 

contato na origem têm comportamento distinto fora dela. Isso pode ser observado no exemplo 

abaixo. 
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Exemplo: Considere os germes de funções f (x, y) = y — x3  e g(x, y) = y + xy + x3. As 

curvas de nível de ambos os germes possuem contato 3 com as folhas de a = dy na origem e além 

disso é fácil verificar que f e g são germes C-equivalentes. Mas se consideramos uma vizinhança 

da origem veremos que o discriminante (veja Definição 1.4.1) do par (dy, d(y — x3)) é dado por 

{x2  = O}, onde o contato é sempre 3, enquanto que o discriminante do par (dy, d(y + xy + x3)) 

é uma parábola, onde com a exceção da origem, o contato é dois. Queremos classificar pares de 

1-formas de modo que fatos como esse signifiquem que os pares não são equivalentes. Veremos 

que os germes y + xy +X3  e y +x3  não são X-equivalentes, sendo que o primeiro é X-finitamente 

determinado e o segundo não. 

1.3 	.N-classificação de germes regulares lR2, O —> R, O 

Os germes IR2, O —> IR, O em consideração são os germes de submersões. O principal resultado 

deste capítulo se resume no seguinte teorema: 

Teorema 1.3.1 Os únicos germes A*-finitamente determinados estão descritos na tabela abai-

xo, onde exibimos a .4:—codimensão dos germes e o número máximo de singularidades 31  que 

aparecem em uma deformação genérica do germe (ver seção 1.6). 

nome modelo de -codimensão 01 

1 x O O 

2 y + x2  . O O 

32p+1  y ± xy2p+1 + x3,  p > O 2p 2p + 1 
i 

32 y ± xy2  + X3  1 2 

32p y ± xy2P + Axy5P-1  +x3, 1?? 2 2p 2p 

A demonstração do Teorema 1.3.1 é dada neste capítulo como conseqüência de algumas 

proposições que seguem abaixo. 

Lema 1.3.2 Lema Preparatório Seja f :IR2,0 IR, O germe de aplicação diferenciável na 

origem, com jlf (0,0) 	O. Se f-1(0) é uma curva que tem contato k +1 com a reta y = O, 

então existem mudanças de coordenadas em As tal que f pode ser escrita na forma 

f (x,  y) 	xk+1 	 i(y)xk .  1 	

hl(Y)X y 
	

(1.7) 

para alguns germes de funções ht  E My, com i = 1,...,k —1. 

Demonstração: Desde que f —1(0) tem contato k +1 com a curva y = O, podemos escrever 

f (x,0) = ±Xk+1  t.o.rn, ou seja, f (x,0) 	±xlc+1 
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Um desdobramento R.-versal da singularidade ±xk+1  é dado por 

F(x,uk_1,...,u0) 	xk+1  +uk_ixk-1 	+fio 
	 (1.8) 

enquanto que a própria f é um desdobramento a 1-parâmetro de ±xk+1, onde o parâmetro é a 

variável y. Logo existe h: IR, O 	IRk, O, germe de aplicação diferenciável, tal que f é isomorfa 

a h* F, isto é, 

f (x, y) = h* F(sb(x, y),y) = F(sb(x,Y), h(y)) 

= ±0+1(x, y) + hk-1(00-1(x,y) + • • • + h1(Y)sb(x,y) + ho(Y) 

para algum germe sb : IR2, O 	R. Como (5b(x,y), y) é difeomorfismo temos 	(O, O) 	O. 

Além disso, por hipótese, ji f (O, O) 	O, mas M(0, O) = O, logo gy  (O, O) = h(  O) O. Portanto 

(',h0) E Á*. As mudanças de coordenadas X = sb(x, y), Y = ho(y) e a multiplicação por ±1 

(que é a mudança ±id em .C), reduzem o germe f na forma descrita acima. 

Vamos então classificar f de acordo com o contato da curva f -1(0) com y = O, como no 

Lema 1.3.2. Diremos contato de f na origem com y = O em vez do contato da curva f-1(0) com 

a curva y = O. O nosso objetivo é classificar os germes de A:-codimensão finita. 

1.3.1 Classificação de germes com contato 1 e 2 na origem 

Proposição 1.3.3 Seja f : R2, O R, O com ji f (O, O) O. 

(i) Se f é transversal a reta y = O na origem, então existe um difeomorfismo em A* que leva 

f ao germe x. Este é um germe X-estável. 

(ii) Se f têm ordem de contato 2 na origem com a reta y = O, então f é .4-equivalente a 

y + x2, que é .4* estável. 

Demonstração: (i) Do Lema Preparatório 1.3.2 temos f equivalente a g(x , y) = x + y. Con-

siderando a mudança de coordenadas X = x + y ,Y = y em .4* temos f(x,y) •••-•„4. X. Então 

o germe f é 1-At-determinado e estável. De fato para encontrarmos a s-transversal completa, 

para s > 2, observamos que fx  = 1 e fy  = O, logo todas as transversais são vazias e temos 

LÁ* • f = .442. 
oo Se o contato de f na origem com y = O é igual a 2, pelo Lema Preparatório 1.3.2 temos o 

f(x, y) 	y + x2. Então a s-transversal completa, para s > 3, é vazia, afinal fx  = 2x e fy  = 1. 

Portanto o As-espaço tangente a f coincide com M2. Como no item (i) temos ainda um germe 

estável (Ate  -codimensão zero). 
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1.3.2 Classificação de germes com contato 3 na origem 

Proposição 1.3.4 Seja f :IR2, O -> IR, O tal que ji f (0,0) O. Suponha que f é de codimensão 

finita e têm contato 3 na origem com a reta y = O. Então existe um difeomorfismo levando o f 

a um dos modelos abaixo: 

32p4-1 
	y ry2p4-1 	p > o,  

32: 	y xy2  + x3  ou 

32p 	y + x(±y2P + Ay5P-1) + x3, p > 2 

onde À é um módulo suave. Além disso, se f(x,y) = y+x4'(y)+x3  sendo que todas as derivadas 

de rb se anulam na origem, existe um difeomorfismo formal levando f a y + x3. 

Uma deformação versal dos modelos acima são dados por 

F (x, Y,u) = y + x(Y2P+I  u2p-IY2P-1  + • • • uo) + x3, 

F (x , y, 	y + (±y2  +u0) +x3, 

F (x, y, ti) = y + x(±y2P + (À + n2p--1)Y5P 	u2p-2Y2P-2  + • • • + tio) + x3. 

Em particular, o germe 31  é o caso estável. 

Demonstração: Desde que f têm contato 3 na origem com y = O, pelo Lema Preparatório 

1.3 2 existe um sistema de coordenadas conveniente de modo que f se escreve na forma 

f (x, y) = x3  + rb(y)x +y. 

Logo vamos classificar f por indução sobre os jatos de 0. 

Suponha que jk-10 = O e jkifr O. Após mudanças escalares podemos escrever j(y) = 

±yk. Considere o (k + 1)-jato 

jk+If(x, y)
3  = X ±xy + y. 

que ainda denotamos por f. Portanto temos fx  = 3x2  ± yk  e fy  =1±kxyk-1. Vamos analisar 

3 casos. 

Caso 1 Se k = 1, temos fx  = 3x2  +y e fy  = 1+x. Usando fx  mostramos que todos os monômios 

de grau s, com exceção de 1', serão gerados como produto de um polinômio de grau s -1 por 

fx  em LÁ* • f + M 41. Para obter x5, considere os seguintes vetores em EA* • f + 

xs-2j yj-lfr  = 3x5-2(j-1)yj-1 x5-2,jvj, 	j > 1, s -2j > O. 

Então se s é par (s = 2j, para algum j), basta que mostremos que o monômio yi pertence 

a L.A* • f + M 44, se s é impar (s = 25 + 1, para algum j), precisamos mostrar que o monômio 
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yl E LA* f + An+1. Em ambos os casos considere o sistema de vetores abaixo 

zyi-i 	= xyj + 3x3yj-1  

Yi fv  = yj + xyj 
	

(1.9) 

fi 	= yi + jxyi + jx3yi-1  + t.0.772. 

e mostre que todas as parcelas de fi  pertencem a LÁ* f + »ir, exceto y,  xyj e x3yi-1. São 

elas: 

	

	(ry)i, yi-jr3€, (ry)ix3i , onde 1 < i < . Basta que xiyi, X3iyi , com 2 < i < j e 

com 1 < i < j sejam vetores em LÁ* f + M5+1. Mas 2i + j+ j - = 2j + i > s +1, 

para i 1. Para i = 1 temos o monômio Xj+2  yi-1, então considere os vetores: 

xj-1-2ryj-r-lfx  = 	 xj-I-2ryj-r, 	1  < r  < J.  

Fazendo j = r temos j + 2r = 3j > s + 1. Então x2i±j±lyi-i  é vetor de LA* • f + »Cl, para 

todo j. 

Para as parcelas da forma xiyj considere os vetores 

xi-I-2(r- 1) yj-r fx 	3x1-E2ryj-r xi+2(r-1)yj-r-I-1,  1 < r < j 

- x 	 ij- fazendo j = r temos xi±2j2 f = 3xi+23 r+22  y. Como i + 2j > s + i, i > 2, temos 

xiyj E LA* • f + Mtl  , com 2 < i < j. Para as parcelas da forma x3iy1-i  considere os vetores 

da forma 

fx  = 3x3i-E2ryj-i-r x3i+2(r- 1) yj-i-r+1,  1 < r  < j  

Fazendo r = j - i temos 

x3i-E2j-2i-2fx  = 3x3i-1-2(j-i) 	x3i-I-2 -2-2i 
Y• 

Como 3i + 2j - 2- 2i + 1 = i + 2j - 1 > s + 1, com i > 2, temos que a inclusão desejada. 

Portanto que a matriz associada ao sistema (1.9) é 

cujo determinante é (-3 +4j) 0. Concluímos assim que todos os monômios acima pertencem 

a LA* • f + Mr. Sendo assim temos x' E LA* • f + Mr. 

Do estudo acima concluímoà que as (s + 1)-transversais completas são vazias, para todo 

s > 4. Então o germe f (x, y) = X3  ± xy+y é 3- A*-determinado. Além disso o germe é também 

estável, desde que possui A:-codimensão nula. 

Caso 2 Se k = 2, temos fx  = 3x2  ± y2  e f, = 1 2xy. Vamos mostrar que o germe f é 

3 - A*-determinado. 
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Através do vetor h temos duas formas de monômios a considerar: xm-23y21 e  xm-2j+1y
2.1+1,  

onde j > 0 e m > 4. Vamos trata-los separadamente. 

Os monômios da forma Xm-2-iy2-1  são gerados pelos vetores 

xm-2jy2j-2fx  = 3xm-2,1-1-2y23-2 1m-2,1y2j 
	

(1.10) 

Se mostrarmos que o monômio xm-2-1y23  pertence a L.A* • f + .44T+1 para algum j teremos 

a inclusão para todos os demais monômios como conseqüência. Mas notemos que se m é par, 

então existe j tal que rn = 2j, sendo assim temos: 

y7fl-2 fx  = 3x2ym.-2 

logo basta considerar o vetor 

ym fy  = ym  ± 2xym+1  

para concluir que ym E L.A* • f + M2n+1. Logo xm-2iy2i E LÁ* • f + Mrl  , para todo j. 

Se m é ímpar, existe j tal que m = 2j + 1, sendo assim temos 

xym-3  fz  = 3x3ym-3  ±xym-1. 

Considere os vetores 

ym-2 fy  = ym-2 2xym-1 

f m-2  = y7n-2 ± (m - 2)xy'n+1 ± (m - 2)x3ym-1  + Lorn. 

Observe que, com exceção de ym-2, os demais monômios em f m-2  pertencem a M2, logo 

ym-2  E LÁ : f + Ntrl, assim como os monômios da forma xin-2-1y2-1. 

y  Quanto aos monômios da forma xm-2j-E12j+1,  eles são gerados pelos vetores 

m-2j+ 1 y2j- 1 fx  = 3xm-2/-1-3y2j-1 xm-2j+ly2j-1-1 X 

Daqui a análise segue de modo análogo a anterior 

Sendo assim temos que f (x, y) = y±xy2+x3  é 3-r-determinada. Quanto ao desdobramento 

versai de f,  ele é dado como no enunciado da proposição, desde que utilizando um sistema 

semelhante ao encontrado acima, somos capazes de mostrar que o germe f tem .4:-codimensão 

1, pois £2/LÁ: • f = IR • {x}. 

Caso 3 Se k > 3, temos h = 3x2  ±yk  e fy  = 1 ± kxyk-I  , logo todos os monômios divisíveis 

por x2  e aqueles monômios da forma yk±l±i pertencem a L,A* • f + Mr2±i, para i > 1. 

Resta verificarmos se os monômios xyk+i  também pertencem. Verifiquemos que as (k + 1 + i)-

transversais completas são vazias. Então pelo Teorema 1.2.5 temos que o germe f é (k +1)- 

determinado. Para Para isso basta considerar os seguintes vetores: 

	

xyi fz  = 	3x3yj  + Xyk±i  

	

yi+1 fy  = 	kxylc+i 

fi+1 „A. yi+1 (i i)xyk-bi (i 1)x3 yi 
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As demais parcelas de fi+1  pertencem a LA* • f + Mr2+i, basta proceder como no caso k =1. 

O determinante da matriz associada ao sistema acima é dado por 3k -2(i +1). Logo não se 

anula se k é ímpar. Anula-se para k = 2p e i = 3p - 1. 

Sendo assim, quando k = 2p +1 o germe y xy2p+1 4. x3 é (k +1)- As-determinado. Além 

disso, o germe tem A:- codimensão k - 1, pois 82ILA:- f =1R.• {x,xy,...,xyk-2}. Então um 

desdobramento versai é dado como no enunciado do teorema. 

Quando k = 2p, o determinante da matriz é não nulo, exceto para i = 3p-1, indicando que, 

um dos monômios do sistema acima não pertencem a L..4* • f. Digamos que seja o monômio 

xy5P-1. Concluímos então que a (5p- 1)-transversal é dada por T = R.{xy5P-1}. Então j5P-1f 

é equivalente a y + x(±y2P + 45P-1) + x3, para algum A E R. Vale observar que não podemos 

eliminar A através de mudanças de coordenadas pertencentes a A`, logo A é um módulo suave. 

Voltando a matriz associada ao sistema temos que todas as s-transversais com s > 5p + 1 

são vazias, sendo assim y ± x(y2P + 4512-1) + x3  é 5p - As-determinado para todo A 	O. 

Além disso este germe tem codimensão k (o estrato tem codimensão k -1), afinal 82/LA: • f = 

lR • {z,xy,...,Xyk-2,xy5P-1}. Logo um desdobramento versai de f é dado como no enunciado 

do teorema. 

Passemos a estudar o caso em que as derivadas de todas as ordens de são nulas em O. 

Neste caso, f (x, y) = x3  + 0(y)x + y é formalmente equivalente ao germe X3  y, pois V/ > 3, 

ji f x3  y e este germe não é As-finitamente determinado. 

1.3.3 Contato > 4 na origem 

Vamos mostrar primeiramente que para contato k = 4 não existe nenhum germe finitamente 

As-determinado. 

Supondo que j'f (O, O) O, temos pelo Lema Preparatório 1.3.2 que nos permite escrever 

f (x,v) = 	x11'2(y) + x211'1(v) + x4. 

No caso menos degenerado j1th (y) O e j2 (y) O O. Uma mudança escalar reduz jl(th,IP2) = 

(y, 4). Note que A não pode ser eliminado por mudanças em À. Com  isso temos a seguinte 

Proposição: 

Proposição 1.3.5 Seja f germe de função em R2,0 dada por f (x, y) = y + x1P2(y) + x2IPI (y) + 

x4, cora »(11)1 1P2) = (y, Ày)• Então f não é .4-finitamente determinado. 

Demonstração: Vamos trabalhar nos níveis de k-jatos de etpl, *02). Considerando o 1-jato, 

temos fx  = y + 2.Xxy + 4x3  e fy  =1+ x + Ax2. Fazendo Pk_ifi, onde Pk_i é um monômio de 
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grau k -1, temos que todos os monômios de grau k pertencem a LÃ • f + Mrl, exceto xk. O 

que faremos então é verificar se x/' pertence à LÃ f + Mrl. Considere os vetores: 

= 	 2AXk-3-1-1-1y3 	j > 2, k -3j O. (1.11) 

Nestas condições temos três possibilidades para k : k = 3j, 3j +1,3j + 2, para algum j. 

Caso 1: k = 3j. Neste caso obtemos o seguinte vetor 	= yi + 2Àxy + 4x3y-1-1. 

Considere então o vetor yify  = yi + xyi + Àx2yi e LÃ • f + Mr. Vamos mostrar que os 

monômios da forma ilyi e LX f + M 1  ,Vr > 1, para isso considere os seguintes vetores 

neste espaço: 

xr+3iyj— 	xr-1-3itt 	 + 	 O < i < j - 1, 	(1.12) 

escolhendo i = j -1 e teremos 

Xr+3ifx  = Xr+3iy 2ÀXr+3i+ly 4x7±3i+3, 

desde que r + 3i + 3 -= r + 3j - 3 + 3 = r + 3j = k + r > k + 1, r+3i+3  e LÃS • f + Mri  

O mesmo acontece ao monômio Xr+3i+ly, pois r + 3i + 2 = r +3j -1= k+r -1> k, e 

todos os monômios de grau k estão em LÃ • f + Mrl, exceto possivelmente xk. Portanto o 

monômio xr+3iy também pertence ao mesmo espaço tangente. Retornando através de (1.12), 

usando os passos acima teremos que os monômios da forma xryi e LÃ • f + Mrl, Vr > 1. 

Logo do vetor yify  temos que o monômio yi também pertence a esse espaço, o que implica que 

x3i e LÃ f + Mrl  (através dos vetores em 1.11). 

Caso 2: Se k = 3j +1 temos xyi- 1  f z  = xyi + 2..Xx2yi + 4x4yi-1. Considere os vetores 

try = + xyi + 

fi 	= 	+ jxyi ±t.o.M.. 

Primeiramente verifiquemos que 	j. yi + jxyi x4y , yify  - • A. yj xyl, e xtlfx  

iyi 	4X4  yi . 

Lembremos que as parcelas de fj são: y ,xt yi,  x2iy3 3-1-i yj,  

COM 1 < i < 

Seguindo os passos do Caso 1, para xryi, > 2 temos os vetores em (1.12), considerei = j -1 

e obtemos o vetor 

xr±3i-3  = Xr+3i-3y 2AXr+33-2y 4xr+3i. 

Note que r+ 3j = r +k -1 > k+1, Vr > 2. Além disso os vetores da forma Xr+35-2y pertencem a 

LÃ • f +Mrl, basta gerá-los na primeira parcela de fx  assim como os monômios que aparecem 

nas demais parcelas, até que o grau dos monômios envolvidos na equação seja maior ou igual a 

k +1. Dessa forma os monômios xy1, x2iyi, xj+iyi também pertencem a LÃ* • f + Mrl. 
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Em relação aos monômios da forma xry3—', como no caso anterior usaremos k e a equação 

(1.12), desta vez com 1 < i < j —1. Pelo argumento feito no primeiro caso temos r + 3j = 

r + k — 1 > k + 1, afinal r > 2 e lembrando que todos os monômios gerados na segunda 

parcela de fi  pertencem a LÁ* • f +M 44  como feito no caso anterior, concluímos que xry3—i  E 

LA* • f + 	> 2. 

Sendo assim temos as equivalências desejadas e podemos considerar o seguinte sistema de 

vetores: 
= 	xyj + 4x4yj-1  

yjk r=',4• yj + xyj 

f 	e=-• 	yj + jxyj + jx4y2-1  

cujo determinante da matriz associada é dado por 3j — 4 O. Sendo assim temos que X3i+1  E 

LA* • f + Mr., para todo j > 2. 

Caso 3: k = 3j + 2. Vamos mostrar que para todo j > 2, x3j+2  Ø  LÁ* • f + Mr3. 

Portanto para todo k, existe j de modo que X3i4.2  LÁ* • f + 	, isto é, o germe f não é 

A*-finitamente determinado. 

Considere o germe f(x, y) = y+ xy + Ai x2y + x4 À2x8 À3xi 	Anx3n+2, mostramos 

que comparando os monômios de grau menor ou igual a 3m +2, param > n como os vetores em 

LÁ* • f + mri+3  envolvendo estes monômios, sempre teremos mais monômios do que vetores, 

logo existe monômio em Mr+2  que não pertence a LÁ* • f + Mr+3. 

Começamos pela lista dos monômios de grau menor ou igual a 3m + 2 para m > n. Obser-

vamos que a partir de k temos todos os monômios de grau 3m + 2 em L.A* • f +Mr+3, exceto 

X3m+2. Logo o monômio 13r11- 1  também não pertence L.A* • f + Mr+3, afinal x3m—lk 

X3711-1  y + 2Ax3my + 4x3m+2  + ..., com x3my E Lir • f + Mr+3. Assim seguindo temos: 

Xk  

Sk-1  

1k-2 	X
k-3y 

Xic-3 	Xk-4y 

••• 

xk-2m-1 	1k-3Tryrz 

xk-2m- 1 xk-2m-2 	1k -3m- lvm 

m-1 	 m-1 X171  X y 	xy 

•• 

X4 	X3  y 	x2y2 xy3 Y
4 

X
2y 	xy2 y3 

xy 	Y
2 
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onde k = 3j + 2. 

Observe que encontramos 	2i + t1  (i + 1) —3 monómios, ou seja, nosso sistema tem 

3m2+29m-2  incógnitas (não consideramos os monôMios /3,12, X porque eles não irão aparecem 

como parcelas nos vetores em LÁ* • f + 

Vejamos então os vetores em LÁ* • f + Mr+3  envolvendo os monómios acima. O monômio 
1, para 4 < r < 3m + 2 pode ser gerado por X3m-lfz, x3"2-2  fx, ...,xfx. Analogamente ocorre 

com os monómios da forma xryl  , com O < r < 3m — 31 + 2 para cada 1 fixado em 1 < 1 < m. 

Então temos os seguintes vetores a considerar : 

13m-1  f J XI 	 x fr  

X3m-1-3iY
i
fx, 	yifz, 2 Si < m — 1. 

Além dos vetores y fy, ...,ym f y  e f2, fm. 

Portanto temos Eim7.1  3i + 5m 2 = 3m2+27"2-4  vetores. 

Fazendo a diferença entre eles temos: VETORES - INCÓGNITAS = 3m2  +27m-4 3m2+29m-2  = 

—(m+1) <O. Ou seja, nosso sistema é impossível. Consequentemente X3m+2  LÃ* • f +Mr+3, 

para todo m > 2. 

Concluímos portanto que o germe f (x,y) = y xy AX2y ± x4 não é Ás-finitamente deter-

minado. 

E 

Mostramos agora que não existe germe finitamente ir-determinado com contato 4 na origem, 

usando a proposição anterior e a que segue abaixo. A proposição a seguir é válida para todo 

subgrupo geométrico de Á e /Cdesde que neste caso temos garantida a existência de um teorema 

de determinação finita. 

Proposição 1.3.6 Seja G subgrupo geométrico de Á ou IC f : IR", O —> IR, O germe finitamente 

G-determinado e F um desdobramento versai de f com parâmetro u E Irtg. Então todos os 

germes F. são finitamente G-determinados. 

Demonstração: Um germe f : R", O 	1R, O é G-finitamente determinado se existe k tal 

que Mknen  C TG • f + Mrn, com r > k, dado pelo teorema da determinação finita. O que é 

equivalente a existência de um sistema determinado formado por vetores em Tg • f + Mrr, e 

tendo por variáveis os monômios g de grau s, tal que k < s < r. Portanto a matriz A, associada 

a este sistema tem determinante não nulo 

Seja F um desdobramento versai do germe f.  A matriz Au  associada ao sistema formado 

pelos vetores em Tg • F. +Mn*, onde as variáveis são os monômios de grau s, com k < s < r, está 

suficientemente próxima da matriz A. Além disso, desde que a função determinante é contínua, 

det(A.) é não nulo, afinal detA é não nulo. Portanto Fn  é g-finitamente determinado. 
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A partir da proposição anterior, temos que se um elemento h de uma deformação de f não 

é At-finitamente determinado, então f não é At-finitamente determinado. Esse argumento será 

usado para demonstrar que a classificação obtida é completa. 

Proposição 1.3.7 Seja f : 1R2,0 —> IR, O germe na origem tal que ji f (0,0) 	O. Se f têm 

contato > 4 na origem com y = O, então o germe não é finitamente At-determinado. 

Demonstração: Pelo Lema Preparatório, se um germe tem contato k > 4 na origem ele pode 

ser escrito da forma 

f (x,y) = y + xhI(Y) 
x2h2 (y) Xk..2hic (y) wk 

com k > 4. 

Além disso existe uma deformação do germe f tal que h(x, y, = y + (uly + hi(Y))x + 

(u2y + h2(Y)) X2 	± (U4 ± h4(y))x4  + + Xk  . Este germe por sua vez, é equivalente ao 

germe 	= Y +(ü1.Y +iii(Y))x + (li2Y + T.4 2(Y))x2  + x4 se u4  O. Logo Jeu  não é germe 

At-finitamente determinado pela Proposição 1.3.5, portanto não existe germe At-finitamente 

determinado com contato > 4 pela Proposição 1.3.6. 

1.4 Classificação dos pares de 1-formas regulares 

Para o estudo dos pares de 1-formas regulares precisamos da seguinte definição. 

Definição 1.4.1 Dados dois germes de 1-formas diferenciais a e 13 definimos o conjunto dis-

criminante do par (a, 13) como 

= {(x, y) : (a A /3)(x, 	=O}. 

Além disso, dado p E A, diremos que p é um ponto do Tipo 2, se p pertence a uma folha comum 

a ambas as 1-formas, caso contrário p é dito do Tipo 1. Veja Figura 1.1. 

Note que se 

= A(x,y)dx B(x,y)dy 

M(x,y)dx N(x,y)dy 

e 5 = AN — BM, então o conjunto A é a pré-imagem.  do zero pela função 5. Ainda mais, 

Proposição 1.4.2 Se (a,13) e (7, ri) são suavemente equivalentes então seus discriminantes são 

difeomorfos. 
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Tipo I 
	

Tipo 2 

Figura 1.1: Discriminante de um par-de 1-formas 

Demonstração: Seja (1. uma mudança de coordenadas que leva as folhas de (a, fl) às folhas de 

(7,77). Escrevendo (1. = (0,0), temos 

x = 0(X, Y) dx = OxdX 0ydY 

= tP(X: Y") 
	

dy 	dX iPy dY 

então 0,c1Py — 0Y-Ox 0 O e enquanto que 7 := (A(0)0)0X B(0:0)0x)dX (A(0:0)0y 

B(0,I,b)*PY)dY e 77 = (m(0, 11))0x +N(0, 0)0,c)dx + (m(0, tb)Or +N(0, 0)0y)dY. Conseqüen-

temente, o discriminante do par (7,7)) é dado por 

5(X, Y) = (AN — BM)(0,0)(0x1Py — Ortc)(x, Y) 

= 	45(0(X, 11: 0(X,17))(0,c1PY — Ortbx)(X, Y). 

Ou seja, (X, Y) = k(X,Y) • (5 0 e' (x, y), onde k é uma função não nula. 

Observamos que em muita S situações, abusando da linguagem, diremos que dois pares de 

1-formas (dy, df) e (dy, dg) são A*—equivalentes, em vez de dizer que os pares são suavemente 

equivalentes desde que f rr:A. g. 

Da classificação dos germes de funções pelo grupo A* temos o seguinte teorema: 

Teorema 1.4.3 Sejam a e fl dois germes de 1-formas diferenciais regulares com discriminante 

consistindo de pontos do Tipo 1. Então temos as seguintes possibilidades para o par (a, /3): 

(i) Se as duas 1-formas forem transversais, então o par (a,/3) é suavemente equivalente a 

(dy,dx), o qual é estável. Ver Figura 1.2(i). 

(ii) Se as duas 1-formas têm contato 2 na origem então o discriminante é uma curva suave e 

o par (a, fl) é suavemente equivalente ao par (dy,d(y, 	— x2)), o qual é estável. Ver Figura 

1.2(ü). 

(iii) Suponha que as 1-formas têm contato 3 na origem. Então o discriminante tem uma 
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singularidade Ak>0. Se k < co, (a,/3) é suavemente equivalente a um dos pares abaixo: 

32p+I 	(CIYI d(ti XY2P+1  x3)), p > O 

: 	(dy, d(y xy2  + x3)) 

32p 	(dy, d(y + x(±y2P + .Xy3P-I) + x3)), p > 2, 

onde A é um módulo suave. Quando o discriminante tem uma singularidade Ax„ existe 

difeomorfismo formal levando o par (a,/3) ao par (dy, d(y + x3)). 

As deformações versais destes pares são dadas por: 

(dy, d(y x(y2p+I.  + u2p_iy2P-I  + • • • + uo) + x3)) 

(dy, d(y + x(±y2  + u0) + x3)) 

(dy, d(y + x (±y2p (A + u2p_i)y5p I + u2p_2y2p 2 • • • 4- tio) -4- x3)) 

respectivamente. Em particular, 31  é o caso estável. 

(iv) Se o contato é > 4, não existem modelos suaves de codimensão finita para o par de 1-

formas. 

Demonstração: Dado o par (a, fi) de 1-formas regulares, podemos supor que a = dy (Teorema 

da Retificação, [21) e fi = 1J. Então o discriminante do par de 1-formas é dado por fx(x,y) = O. 

Desde que y = O é folha de a e por hipótese o discriminante possui apenas pontos do Tipo 1, 

temos f (0) não coincide com a curva y = O. 

(ii) Supor que as 1-formas são transversais ou têm contato 2 na origem significa que f 

é X-equivalente a f (x, y) = x + y ou f (x, y) = y - x2, respectivamente (ver Proposição 1.3.3), 

portanto (dy,df) é suavemente equivalente a (dy, dx) ou (dy, d(y - x2)L respectivamente. Além 

disso estes pares são estáveis desde que x e y- x2  são germes X-estáveis e o grupo A* preserva 

as folhas da 1-forma dy. 

- 
--- --- --- 

--- 

--- 

--- 

--- 

--- --- -- 

Figura 1.2: Pares regulares estaveis:(i) (dy, dx) à esquerda, (ii) (4, d(y - x2)) à direita 

(iii) Se o contato entre as folhas de a e fi na origem é 3 vimos na Proposição 1.3.4 que f é 

equivalente a um dos pares de 1-formas acima e como o desdobramento versai depende apenas 

do germe f temos as deformações apresentadas anteriormente. 

(iv) Se o contato é > 4 as Proposições 1.3.5 e 1.3.6 asseguram a não existência de modelos 

X-finitamente determinados para a função f, portanto não temos pares de 1-formas regulares 

no plano de codimensão finita com contato > 4. 
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Observações 1.4.4 1. Na Figura 1.2 assim como nas figuras que seguem, as retas tracejadas 

indicam as folhas da 1-forma dy, a curva em negrito é o discriminante e as demais curvas são 

as folhas da 1-forma df. 

2. No Teorema 1.4.3 temos a lista completa dos pares de 1-formas diferenciais no plano 

de codimensão finita, a menos de mudanças suaves, desde que a At-classificação dos germes 

1R2,0 	IR, O obtida no Teorema 1.3.1 é completa. 

3. Mancini, Ruas e Teixeira, [23] obtiveram a classificação formal completa dos diagramas 

divergentes do tipo (f, g) : (IR, O) 	(IR2, O) 	(IR, O) de codimensão finita. Eles reduziram o 

problema à classificação de germes de funções IR2,0 	IR, 0. Notamos que as formas normais 

por eles obtidas são as mesmas que encontramos na At-classificação. Porém na classificação dos 

diagramas divergentes o grupo de mudanças de coordenadas não é geométrico como ocorre com 

o grupo Jr. Sendo assim a classificação dos diagramas divergentes é apenas formal, enquanto 

que a classificação dos pares de 1-formas é suave. 

1.5 Estudo geométrico 

Dado o par de germes de 1-formas diferenciais (dy, df), temos 8(x, y) = fx(x, y). Além disso, 

se f é um germe À'-finitamente determinado, todas as informações sobre o par (dy, df) são 

dadas pelas .4-singularidades de f.  Em particular todas as deformações do par podem ser 

obtidas através das deformações de f.  Desde que as deformações de f são obtidas a partir de 

um desdobramento versa!, basta estudarmos a geometria do desdobramento versal de f. 

Notamos que os únicos germes de interesse são aqueles com singularidade 3k, k > 1. Neste 

caso o conjunto de bifurcação de um desdobramento versai F é o conjunto dos valores de u para 

os quais o contato entre dy e dfu na origem é 3 e o discriminante do par de folheações é singular. 

Logo podemos escrever 

	

Bi f (F) = {u : 3x com fu 	— instável em x} 

Bi f (F) = {u : = dxx  = f -= O} xy 

• Dado o par (dy, d(y + xy + x9), temos 8(x, y) = 3x2  + y, isto é, o discriminante é uma 

parábola (uma curva suave), logo o conjunto de bifurcação é vazio. Veja Figura 1.3. 

• Dada a família (4, d(y + x(±y2  + tio) + x3), temos Õu(x, y) = ±y2  + 3x2  + tio, ou seja, 

o discriminante 50  tem uma singularidade Morse e a família 5" é um desdobramento 

versai desta singularidade, sendo assim 6° passa pelas deformações genéricas de Morse 

(ver Figura 1.4). O conjunto de bifurcação neste caso é um ponto isolado, a origem, que 

30 



Figura 1.3: As folheações do par (dy, d(y + xy + x3)) 

é o 7Z-conjunto de bifurcação da singularidade Ai  do discriminante. Na Figura 1.4 temos 

acima as deformações genéricas de uma singularidades At do discriminante e, abaixo, A. 

Figura 1.4: Deformações genéricas dos pares de 1-formas: (dy, d(y + xy2  + x3) (acima) e (dy, d(y — xy2  + 

x3)) (abaixo) 

• Dada a família (dy,d(y + x(y3  + uoy + ui) + x3)) e denotando por u = (uo, ui), temos 

5n (x, y) = y3  + 3x2  + uoy + ui. Note que para u = (0,0) o discriminante apresenta 

singularidade A2 (cúspide) com 5" um desdobramento versal de tal singularidade. Ao 

conjunto de bifurcação pertencem os pontos ta = (uo, ui) tais que (5" tem singularidade 

A>1. Estes pontos satisfazem as equações 

{

5 = 3x2  +y3  + uoy + ui -= O 

õt  = 6x = 0 

by  = 3y2  + tio = O 

. ou seja, os pontos da forma no, u1) = (-3y2, 2y3) (cúspide). O diagrama de bifurcação 

da família é dado na Figura 1.5, onde a cada ponto do conjunto dos parâmetros (uo, ui) 

temos o par de germes para esses valores dos parâmetros. 

Observemos ainda que o conjunto de bifurcação divide o conjunto dos parâmetros em dois 

abertos, em ambos o discriminante é regular. Em um dos ramos da cúspide o discrimi-

nante tem uma singularidade At e no outro ramo, Ar. O par de folheações realizam as 

bifurcações da Figura 1.4 atravessando os ramos da cúspide. 
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Figura 1.5: Diagrama de bifurcação do par de germes (dy, d(y + xy3  + x3)) 

Neste estudo geométrico, assim como nos demais capítulos, estudamos com mais detalhes os 

germes de codimensão menor ou igual a 2, desenhamos seus desdobramentos versais e observamos 

o que ocorre nos conjuntos de bifurcação. 

Observação 1.5.1 (1) Em geral, dada a familia (dy, d(y + x (±y2p+t +u2p....1 y2p— 1 + 	uo) 

= 3w2 y2p-1-1 u2p_ry2p-1 x3), temos 5"(x,y) 	 + + uo, ou seja, o discriminante 0 

tem singularidade A2p e a família 5" é um 7t-desdobramento versal desta singularidade. O 

mesmo acontece com a familia dada por (dy, d(y+x(±y2P+ (À +u2p-1)Y5P-1)+u2p-2Y2P-2  + 

+ uo) + x3)). O discriminante 0 tem singularidade A2p_1  e õu é um 7Z-desdobramento 

versal de tal singularidade. O conjunto de bifurcação da deformação de f é igual ao 

conjunto de de bifurcação da singularidade Ai, do discriminante (k = 2p, ou k = 2p — 1). 

(2) Na Proposição 1.3.4 encontramos um germe com módulo, isto é, um escalar À que não pode 

ser eliminado por mudanças em At. No entanto observemos que tal módulo não altera 

a configuração do par de 1-formas, o tipo de singularidade do discriminante nem suas 

deformações (se À O). Na seção 1.8 tratamos da eliminação desse módulo. 

1.6 Invariantes 

Dado um germe f : IR2  , O —r IR, O finitamente determinado temos invariantes a ele associados, 

por exemplo, o grau da As-determinação de f e a .4*-codimensão deste germe são invariantes 

naturais vindos da teoria de singularidades. 
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Dado um par de germes de 1-formas (dy, df) no plano, onde f é germe ils-finitamente 

determinado, vimos que uma deformação versai deste par é dada por (dy,dF), onde F é uma 

deformação versai de f. 

Além disso observamos que existe uma singularidade estável que aparece em número finito 

nas deformações dos pares instáveis. Esta singularidade é caracterizada pelo contato de ordem 

3 da folha de )3 com a folha de a enquanto que o discriminante tem contato 2 com essa mesma 

folha. Usando a convenção anterior (a, fl) = (dy,df), esta singularidade é caracterizada por 

f. = fx. = O, fxxx  O, fxy O e é modelada pela singularidade 31  do Teorema 1.4.3. Dado um 

germe f :R2, O —> IR, O definimos o seguinte número 

£2  (f) = dimjp 	>. 
< Jr.  

	

Lembremos que a multiplicidade de um germe de aplicação holomorfa F 	—> 011', O dado 

por F = 	fp), é definido como sendo a dimensão do ideal gerado por {fi, ..., fp}, ou seja, 

0„  
dzmc<í1 í> i 

 

que representa o número de soluções do sistema fi  = 	= fp  = O, quando F é deformada. 

Para um germe real nem sempre encontramos o mesmo número de soluções para esse sistema, 

no entanto podemos interpretar a dimensão acima como sendo o número máximo de soluções 

que o sistema pode ter. Em alguns casos podemos garantir que o número máximo de soluções 

é atingido por uma deformação real de F. 

Abusando da notação, denotamos-o por ti31(f) em vez de pi(dy,df) e assim podemos in-

terpretar o, (f) como sendo o número máximo de pontos caracterizados por fr  = frx  = O que 
aparecem numa deformação versai do par (dy,df). 

Mostramos no lema abaixo que 031  como definido acima é um invariante suave para pares 

de germes de 1-formas regulares no plano. 

Lema 1.6.1 Dados dois germes f, g :R2,0 —> R, O tal que f 	g temos 

ti31(dy, df) = 031(dy, dg). 

Demonstração: Desde que fi".•-',A* g existem (h, k) = ((h1(x, y), h2(y)), k (z)) E * tal que 

g=kofoh. Vamos mostrar que 

£2 	 £2  dimut 	= dimiR  
< g., g„ > 	< „fx, f.. > 

Observe que 

g. = le(f oh). (f1  oh) • hl 

g.. = k"(f oh) • Rfx  oh) • hW + ki(f oh) • [(fri o h) (h1)2  + (f,,  o h) • 
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Supondo que 	= • {Oh  ...Op}, para todo H €82 existem únicos Ai E IR, i = 1, P 

e 4'1,4'2 €82 tal que H = 	Aigi +(.1fx +562f$. 

Dados el, e2, e3  funções unitárias (e(  O) Ø  O) temos 

82  
= R • {OH •••ep}. < 	e2fx+ 	> 

Além disso 
82  

	

= R{01 o h, 	o h}. 
< fx ° fx. o h > 

Portanto a codimensão dos ideais < fx, f,> e < gx, g xx  > são coincidentes se f e g são germes 

R-equivalentes. 

No entanto 031  não é um invariante topológico, como veremos através do seguinte exemplo: 

Exemplo 1.1 Considere os pares (dy,d(y+ x2)) e (dy,d(y + X2y2  ± x4)), denotados por (dy,df) 

e (dy, dg), respectivamente. 

Primeiramente notamos que existe um homeomorfimo h preservando as folhas da 1-forma 

dy, dado por h(x,y) = (x(x2 + y2)1/2,  y) tal que goh= f, ou seja f e g são topologicamente 

equivalentes. 

Mas 

	

82 	 
3'(f) = dirran 	= O 

< 2x,2 > 

enquanto que 

82  
031(g) = clima< 

4x3  + 2xy2,12x2  + 2y2 > 

Portanto d31  não é um invariante topológico. 

= dim R.{1, x, x2  , y, xy, x2y} =6. 

Observação 1.6.2 O cálculo da codimensão do ideal acima foi feita com o auxílio do software 

Maple. Seguindo os comandos 

>with(grobner): 

1= [f1, f1]: 

> gbasis(I , tdeg (x , y)); 

temos a base J de Grobner do ideal .1 de acordo com a ordem lexicográfica definida(x > y). 

Calcule então os termos líderes desse ideal (LT(J)) e construa o ideal K =< LT(J) >. Os 

elementos divisíveis por LT(J) formam um base para 

No caso da família (dy, d(y±xyk  +x3+uk_2xyk-2+...+uox)), PI  depende do número máximo 

de zeros da equação 3 ± yk  uk_2yk-2  + + uo = O. Note que se escolhemos convenientemente 

os valores de uk_2, tio temos k soluções para a equação acima, portanto f13i (f) = k. Note 
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ainda que no caso de k = 2, o desdobramento versai do par (dy, d(y ± xy2  + x3)) (ver Figura 

1.4) tem em um dos lados da transição 2 pontos de tipo 31  e nenhum ponto do outro. O que 

mostra que o número máximo de pontos 31  neste caso é atingido por uma deformação versai 

deste par. Olhando para o caso k = 3, temos que o conjunto de bifurcação define dois abertos 

numa vizinhança da origem onde os pares são estáveis (ver Figura 1.5), então observamos 3 

pontos do tipo 31  em um aberto enquanto que apenas 1 no outro, sendo que sobre o conjunto de 

bifurcação temos sempre 2 pontos do tipo 31, portanto PI  também é atingido neste caso. Uma 

pergunta natural é se isso ocorre em geral. A resposta é dada pela proposição abaixo. 

/3+ Proposição 1.6.3 Dados os pares de germes (dy,df) = (dy, d(y xy21 4. x3)) e (dy, dg) = 

(dy, d(y + x(±y2P + Ay5P-1) + x3)) temos 1131(f) = 2p +1 e 1131(g) = 2p. Além disso, o número 

máximo de pontos 31  é observado numa deformação real dos pares de germes acima. 

Demonstração: Uma deformação versai do primeiro par acima é dada pela família (dy, d(y + 
xy2p+1 4. x3 4. uk_2xyk-2 ±... +1104) COM k > 2 logo temos 

= 3x2 y2p+1 u2py2p-1 	 uo  

f"L' = x 

e o número de zeros do polinômio ±y2P+1+u2py2P-1+ ...+uiy+uo é que determinam o número 

de pontos 31  que aparecem num desdobramento deste par. Desde que existem u2p, 	ua de 

modo que o polinômio acima admite 2p + 1 raizes, o número máximo de pontos 31  que é 2p + 1 

é atingido. 

Analogamente para o segundo par, uma deformação versal é dada pela família (dy, d(y 

xy2P + Axy5P-1  + x3  + u2p-2xy2P-2  + + uox)) com k > O. Então procedendo como acima 

teremos 2p raizes. 

• 

1.7 Eliminação do módulo na classificação suave 

Observamos que o módulo A não altera a geometria do par de germes de 1-formas no plano dado 

por (dy, d(y + x(±y2P + Ay5P-1) + x3)), o discriminante tem singularidade A2p_1, ff3 = 2p - 1, 

para todo A E IR. Parece bastante natural questionarmos a possibilidade de eliminarmos esse 

módulo por uma relação de equivalência via homeomorfismos. 

Lembremos que duas folheações (a, f3) e (7,n) são topologicamente equivalentes se existe 

um homeomorfismo que leva as folhas da 1-forma a nas folhas da 1-forma 7 e leva as folhas da 

1-forma f3 nas folhas da 1-forma ri. 

No próximo teorema demonstramos que os pares 3E são topológicamente equivalentes ao par 

(dy, dx). 
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Teorema 1.7.1 O par de 1-formas regulares e suaves (dy,d(y, 	+ x(y2P + Ay3P-1) + x3)) é topo- 

logicamente equivalente ao par (dy, dx). 

Demonstração: Vamos construir uma vizinhança U da origem e verificar que existe um home- 

omorfismo levando as folhas do par de germe (dy,d(y, 	+ x(y2P + 43P-1) + x3)) em U nas folhas 

do par (dy, dx). 

Escolha E > O (suficientemente pequeno) e considere as curvas de nível do germe f = 

y + x(y2P + Ay3P-1) + x3  passando por (E, O) e (—E, O). Escolha também 5 > O e considere as 

folhas de dy por (0,8) e (0, —5). Por U entendemos a região limitada pelas quatro curvas acima. 

Denotamos por J1  o intervalo dos pontos da forma (x, á) da reta y = 5 que estão limitados 

pelas intersecções das curvas de nível de f por (e, 0) e (—E, 0), que denotamos por L(e) e 

respectivamente. E por /1, o intervalo dos pontos em L f(—e), limitados pelas intersecções desta 

curva com y = —5 e y = 5. 

Dado p E U, existem únicas folhas de dy e df por p (desde que o discriminante deste 

par é um ponto isolado), denotando-as por L(p) e Lo(p). Seguindo-as até alcançar Ji e li, 

respectivamente, defina os pontos intersecção pi = L0(p) n ./.1  e p2  = L(p) n th. Abusando da 

notação, chamamos (p, p) E ./.1 x J1 as coordenadas de p E U. 

Seja V uma vizinhança da origem da forma /2  x J2, onde /2  = (-1,1) e J2  = (-1 , 1). Vamos 

construir um homemorfismo H : U —> V que leva as folhas de (dy, df) as folhas de (dy,dx). 

	

low 	
J P2 2 

	

MSS 	 

'Ar  £
TI 

ral 
h(pi) H( 3) 

12 

V 

Figura 1.6: Pares topologicamente equivalentes 

Considere dois homeomorfismos h :1 —>hek:J1 —» J2  e defina a aplicação 

H : 1.1  X J. 	12 X ..7.2 por H(p) = H(131, p2) = (h(pi), k(p2)). É fácil verificar que esta aplicação 

é um homeomorfimo levando as folhas do par (dy, d(y + x(±y2P + 43P-1) + x3)) que estão em 

U às folhas do par (dy,dx) em V. Portanto esses pares são topologicamente equivalentes. 

Vale observar que neste resultado foi fundamental a hipótese sobre o discriminante ser um 

ponto isolado. 

No teorema seguinte exibimos um modelo topológico para os pares 32—. 
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JI 

o 

k(p) 

o 

h(p) 

Teorema 1.7.2 O par de germes de 1.-formas (dy,d(y, 	+ x(-0' + Ay5P-1) + x3)) é topologiea- 

mente equivalente ao par (dy, d(y — xy2  + x3)). 

Demonstração: Observe que o discriminante do primeiro par de 1-formas é formado por duas 

curvas com tangência de ordem p na origem enquanto que o discriminante do segundo par é for-

mado por duas retas concorrentes pela origem, sendo assim, em ambos os pares, temos 4 regiões 

distintas definidas pelas curvas discriminante em qualquer vizinhança da origem. Definindo uma 

correspondência entre as quatro regiões como na Figura 1.7, vamos mostrar que os dois pares 

de folheações são homeomorfos em cada uma dessas regiões. Mostramos também que para estes 

homeomorfismos a colagem fica bem definida. 

Figura 1.7: Regiões definidas pelo discriminante 

Denotamos por a = dy, = d(y — xy2  +x3) e PI  = d(y + x (—y2" + Ay5P-1) + x3). Sendo que 

L,a(p) e Lp(p) indicam as folhas de a e 9, respectivamente, por p. 

Região 1. Veja a Figura 1.8. Nesta região ./.1  denota um segmento da semi-reta y = —x, 

para x < O e ..11 denota um segmento da semi-reta y = x, para x > O. As folhas de definem 

um homeomorfismo h • 11 	J1, que associa a cada ponto p E 1, o ponto h(p) E Ji dado pela 

intersecção de J1  e Lp(p). Podemos definir também um homeomorfismo k em 1/  que associa a 

cada ponto p de ./.1  o ponto k(p), intersecção de La(h(p)) e li. 

11411111111111111111,1"4 

) 	J; ip 

kt(11(p) fp)) 

Figura 1.8: Região 1 e 1' 

Da mesma maneira definimos os homeomorfismos h' : 	„I{ e k' : 	N na região l' 

para configuração do par (a, ff). 

Escolha a orientação para o segmento ./.1  de po  para a origem e para 11 da mesma forma, 

com essas orientações os homeomorfismos h, /i', k, k' são crescentes. 

Observe que existe um homeomorfismo H entre as regiões 1 e 1' acima se, e somente se, 

existir um homeomorfismo crescente h tal que kl = l o ko 1171. 
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g o 

De fato, se existe tal homeomorfismo H, ele deve preservar as folheações e induzir uni 

homeomorfismo 1:I -+ /[, tal que, dado p E 11, H(Lp(p)) = L(11.(P)) e H(La(h(P))) = 
4,(1-11(11(p))). Portanto /i(k(p)) = k'(/(p)), ou ainda, 

o k = 	011. 	 (1.13) 

Além disso, não é difícil verificar que a aplicação 1 é crescente pela construção acima. 

Inversamente, se existe um homeomorfismo crescente 11 :li  -+ ./1 satisfazendo (1.13) pode-

mos construir um homeomorfismo H entre as regiões 1 e 1' da seguinte maneira. Seja q um ponto 

na região 1, então q é a intersecção das folhas Ls(qp) e 1..0,(q0). Além disso, qa < qa  < k(qp), 

pois as folhas de fi são transversais as folhas de a nesta região. Desde que /I  é crescente temos 

/1(qp) C 11(q0) 5 li(k(qp)) = kl(11(qp)) (ver Figura 1.9). 

I (q ) 
fi 

".•  

(113) 	k'01(q0))=11(k(93) 
H 

Figura 1.9: Construção do homeomorfismo na região I 

Sendo assim Lm (11(qp)) intercepta 1,,,(11(q0)) em um único ponto que denotamos por H(q) 

e a aplicação H assim construída é um homeomorfismo, desde que a aplicação li  é bijetiva e 

andar ao longo das folhas de a e fi define uma aplicação contínua com inversa contínua. 

Note que o homeomorfismo 11  existe desde que as aplicações k, k' não têm pontos fixos em /1.  

e /1 respectivamente, como mostrado em [35], página 19-20, o que acontece neste caso, portanto 

podemos garantir a existência do homeomorfismo H entre as regiões 1 e 1'. Observe ainda que 

as folheações na região 1 são levadas nas folheações da região 1', por essa construção . 

Região 3. É tratada da mesma maneira que a região 1 acima, apenas definimos a orientação 

oposta para /2  e A, isto é da origem para os extremos dos intervalos /2  e I. 

Região 2. Nesta região é preciso definir o homeomorfismo de maneira conveniente para que 

a colagem esteja bem definida, isto é, os homeomorfismo coincidam no conjunto discriminante 

e assim tenhamos um par de folheação sendo levado em outro par de folheação 

Das regiões 1 e 3, temos os homeomorfismos 11  :I -+ ./1 e /2  : 	I. Defina a aplicação 

I U 12 	U I satisfazendo as seguintes condições /1/1  = 	e 1112  = 12. Então dado q 

na região 2, existirão qa  e qa em /I  U /2  definidos pela intersecção das folhas La(qp) e 

com ./1  U /2, sendo que q > qa (orientação definida nas regiões 1 e 3), portanto, Liy(/(qp)) e 

L0(1(qa)) se interceptam em um ponto da região 2', que denotaremos por H(q). 

A aplicação H está bem definida, afinal H111  = 1 e Hih = /2, donde temos que a colagem 

está bem definida também e é homeomorfismo por construção. 
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Figura 1.10: O homeomorfismo na região 2 

Região 4. Como na região 2, usaremos os homeomorfismos /1  e /2  definidos anteriormente 

para definir homeomorfismos gi : J1  --* ,n e g2  : J2  -+ J . Consideramos que J1  está orientado 

de qo para a origem, assim como Jf enquanto que J2  e .4 tem a orientação da origem para os 

extremos (ver Figura 1.11). 

Para todo g e J1, existe um único p E It  tal que g = h(p), ou seja, p = h(g). Do homeo-

morfismo definido na região 1 temos que g = h(p) é levado em h' (11(p)) = h' (11(h-1  (g))) . Logo 

definimos g (  q) = (h' 011 0 h-1)(g) em J1. Analogamente definimos 92  = hi2  012 o h2-1, onde h'2  e 

h2  são os homeomorfismos obtidos na construção do homeomorfismo entre as regiões 3 e 3'. 

Ji 

g(ci 	— HM 

g(q )  

, 

Figura 1.11: O homeomorfismo na região 3 

Considere g: .Ii U J2 -+ ‘n U ,n tal que gij, = 91  e g I j, = 92. 

Além disso, dado um ponto g na região 4, existem os pontos go e ga, intersecção de L(q) e 

L0(q) com J1  satisfazendo gc, <q, logo as folhas L0(g(q0)) e 1,0(g(g0)) também se interceptam 

na região 4` pois g é crescente nesta região. Definimos então a aplicação H, que associa ao ponto 

g o ponto definido pela intersecção acima (ver a Figura 1.11). H é um homeomorfismo e define 

uma boa colagem das regiões 1, 2, 3 e 4. 

Observe ainda, que pela construção acima o par de folheações (a, O) é levado ao par de 

folheações (a, f3') nas respectivas regiões, sendo ainda que a colagem esta bem definida, pois 

os homeomorfismos coincidem no bordo das regiões consideradas. Portanto podemos concluir 

que o pares de folheação (a, /3) é levado ao par (a, (3') pelo homeomorfismo construído nesta 

proposição. 	 • 

39 



Capítulo 2 

Classificação suave de pares de 

1-formas diferenciais (dy,  , df) em 

variedades de dimensão 2 

No capitulo anterior estudamos pares de germes de 1-formas do tipo regular/regular no plano e 

vimos que sempre podemos escrever o par (a, fi) da forma (4, df), onde f é germe de função 

diferenciável definida em IR2, O. Neste capitulo queremos estudar os pares de germes de 1-formas 

diferenciais (a, fi) no plano, onde a folheação a é regular e fi é uma folheação singular. Neste 

caso não podemos assegurar que fi é 1-forma exata, então vamos restringir nosso estudo àquelas 

folheações onde fi é definida pelas curvas de nível de um germe de função f : IR2  O -4 IR, O 

singular e classificar pares de folheações da forma (4, df). Os casos estáveis e de codimensão 

1 foram estudados por Teixeira em [37] e [38]. Em [37] encontramos ainda um exemplo de um 

par estável sobre S2, que em uma situação idealizada, representa o campo magnético da Terra 

e os paralelos. 

Como no primeiro capitulo, a classificação dos germes de funções f : IR2  O -4 IR, O com 

f(0, O) = O, através de mudanças pertencentes ao grupo A* (mudanças que preservam as 

folhas da 1-forma dy) nos leva a modelos suaves para o par desejado. Neste caso a classificação 

é feita através da indução sobre os jatos de f. 

2.1 Classificação 

Na tabela abaixo temos um resumo da classificação que se encontra neste capitulo. 

Teorema 2.1.1 Os únicos germes singulares A.*-finitamente determinados estão descritos na 

tabela a seguir, onde exibimos as formas normais, a A? -codimensão dos germes e o número 

mciximo de singularidades 21  que ocorrem em uma deformação genérica. 
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nome modelo A* -codimensão C21  

2k  x2 ± yk+1 i k-1 k 

A demonstração deste teorema segue do estudo feito neste capitulo. 

Proposição 2.1.2 Seja f 	 IR, O um germe na origem com ji f O. Então as As- 

órbitas de f em J2(2, 1) são 
x2 ± y2, 2;2, xy,  y2, O. 

Demonstração: Desde que j1  f O podemos escrever j2  f (x, y) = a0x2+aixy+a2y2. Aplicando 

mudanças em A* temos 

X2 ± y2 se 	— 4a0a2 	O, ao O 
2 se 	aï — 4a0a2 = O, ao O 

.i2f (x,y) *-=.41* xy se 	ao = O, ai 	O 

y2 

O 

se 	ao 	ai = O, a2  

se 	ao = ai = a2 = O 

O 

Estudemos cada uma das órbitas de j2f.  

Proposição 2.1.3 O germe f(x,y)= X2  ± y2  é 2— As-determinado e estável. 

Demonstração: Dado o germe f (x, y) = X2  ± y2  temos 

fT = 2x 

fy  = ±2y 

Sendo assim, de fx  temos todos os monómios de grau k em LÃ* f +M/2̀+1, exceto yk. Mas 

este é gerado através de fy. Logo MV2 C LÃ* • f + Mrl, para todo k. Então pelo Teorema 

1.2.5 temos que f (x, y) = x2 ±y2  é um germe 2-X-determinado. Além disso £2 = LÃ, ou seja, 

o germe f é estável. 

Quanto as demais órbitas temos 

Proposição 2.1.4 Seja f : 1R2,0 -4 IR, O tal que j2  f = x2. As As-órbitas em Jk(2,1) com 
ik—i f  = x2 são  

x2 ± yk, x2 

para todo k > 3. Ainda mais, f(x,y)= X2  ± yk  é um germe k— At-determinado cujo desdobra-

mento versal é dado por F(x,y,uk _2,...ui) = x2  ± Yk  + uk-2Yk-2  + ••• +uiY• 
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Demonstração: Dado o germe fiz, y) = x2  temos h = 2z e fy  = O, então os monômios da 

forma yk  não pertencem a L,A* • f, portanto f não é finitamente ir-determinado. 

Estudemos então o k-jato dos germes que possuem (k- 1)-jato igual x2. Através do Teorema 

x2  ± yk, ou 
da Transversal Completa temos ik  f (x, y) -A• 

X2  

Considerando o germe f (x, y) = x2  ± yk temos 

.fx = 2x 
4 	±kyk-i.  

Então todos os monômios de grau r > k pertencem a LÃ* • f + Mr.. Pelo Teorema 1.2.5, o 

germe f é k - ..4*-determinado. Ainda mais, 82/.L.A: • f = IR,{y, yk-2}, ou seja, este germe é 

de codimensão k - 2. 

Proposição 2.1.5 Não existe germe f : IR2  , O -> IR, O finitamente 	-determinado tal que 

j2f(x,y) = zY • 

Demonstração: Considere o germe f (x,y) = xy. Então h = y e fy  = x. Conseqüentemente 

os monômios da forma lk não pertencem a LÃ * • f, ou seja, este germe não é finitamente 

Ás-determinado. Passando ao 3-jato de f,  usando o Teorema da Transversal Completa temos 

j3f (x, y) xy + X3  OU zy 

Denotando por f(x, y) = xy x3  temos h = y + 3x2  e fy  = x. Notemos então que os 
• monômios da forma X2n+1  pertencem a LÃ* f  .4_ mr+2. Basta considerar os seguintes vetores: 

X271-1 fx  = x2n-1y  .4_ 3x2n+1 

x2n-1-2iyifx  = x2n-1-2iyi+1 .4_ 3x2n+1-2iyi, (O < i < n - 1) 

xyn—lfx  = xyn .4_ 3x3yn-1 

ynfy  = xyn. 

• O mesmo ocorre com os monômios da forma x3". Considere o seguinte sistema, formado por 

vetores em L.A* f + Mr+I  • 

x3n-2 	— X372-2y -f-  3X3" 

x3n-2-2iyifx  = x3n-2-2iyi+1 .4_ 3x3"-2 yi 	(O < i < n -1) 

xn yn- 	= xnyn 3xn+2yn-I. 

fn = Xnyn 	chz-ix3n-2iyi 
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onde Cri denota o número máximo de possíveis combinações de ri elementos formando grupos 

de ri - i elementos. A matriz associada ao sistema acima tem a forma 

3 1 O 	... O O 

0 3 1 	... 0 0 

0 0 O 	... 3 1 

1 ' ar1 n 1 

cujo determinante é dado por Er_0(-1)i3i0., + 371  + (-1)" 0. 

Resta-nos então verificar que não é possível gerar os monômios da forma x271  tal que 2n 3k, 

para todo 7/ e k. Notemos que se 2n 3k então 2n = 6k + 2 ou 2n = 6k +4, para algum k. 

Mostraremos que por maior que seja o jato considerado, os monômio da forma x2m, com 2m 3k 

não podem ser gerados pelo germe considerado, ou seja, dado um germe da forma 

f (x,y) = xy + x3  + A04X4  ... Ak2X6k+2 
Ak4x6k+4, 

todos os monômios da forma x2m, com rn > ri = 3k+1, 3k+2 não pertencem a L,A* • f + 

Para provar a afirmação acima vamos considerar o conjunto de todos os possíveis vetores 

em L,A* • f + Mr1+1  envolvendo os monômios de grau menor ou igual a 2n que não podem 

ser gerados através de fx  como elementos de T,A* f + Mr+1. Mostraremos que para todo 

par (na, n) de inteiros positivos com tu> ri obtemos mais monômios do que vetores, portanto o 

sistema formado pelos vetores descritos acima é impossível. 

Observe que dos monômios de grau 2rn, apenas o monônio 12m  não é gerado como elemento 

de T,A* • f + Mr.°, via fx. Dos monômios de grau 2rn - 1 apenas x2m-1  e x2m-2y não são 

gerados como vetores de T,A* • f + mr+1, por f,. Enquanto que dos monômios de grau 2rn - r 
temos os seguintes monômios nas condições acima: x2m—T, x2rn—r— 1 y,  x 2rn — r — 	X2n1~.2r r Y - 

Portanto a partir de r =- rn, com exceção de xyr-i, j < r, todos os monômios de grau menor 

ou igual a r não serão gerados como elementos de T,A* • f + Mr+1  via fx, portanto serão 

monômios considerados em nosso sistema. Na diagrama a seguir, exibimos todos os monômios 

considerados em nosso sistema. Note que os monômios x, y, z2  não serão considerados pois não 

pertencem a T,A* • f enquanto que os monômios xyr-i, j <r pertencem a T,A* • f + Mr+1  via 

fy, logo também não serão considerados aqui. Lembramos que rn = 3k + 1 ou rn = 3k + 2. 
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X2m 

X2m-1 
	

X2m-2y  

X2111-2 X2m-3y  x2m-4y2 

X2m-r X2m-r- 1  y x2m-r -2 y2 X2m-r-3 y3 ... X2m-2ryr 

Xm 
	m-1 	 xm-3y3 x 	y 	xm -2 y2 
	

••• 	- 	ym 

m-1 	Xm-2y 	xm-3 y2 	Xm -4 y3 
	 ym-1 

X3 	X2y 	 Y
3 

2 

Então o sistema possui m2  + m - 2 monômios. 

Enquanto que os vetores em 11,4* • f + Mr+1, envolvendo os monômios acima, são os 

seguintes: 

xifx; 1 < i < 2m — 2, geram xt; 3 <t < 2m 

xtyfx; O < < 2m — 4, geram xt y, 2 < t < 2m - 2 

xi yr fx; O < < 2m - 2r _ 2,  geram  xtyr; t = 0,2 < t < 2m - 2r 

onde 1< r < m - 1. E ainda temos os vetores f2,..., fk, onde m = 3k+1 ou m= 3k + 2, afinal 

para j > k, todos os monômios que aparecem em p pertencem a T„4* • f + Mr+1. Logo temos 

2m- 2+ Ermill  (2m -2r -1)+k-1 vetores, isto é, m2  -1+k -1 vetores envolvendo as m2  +m- 2 

incógnitas. Portanto a diferença entre o número de incógnitas e o número de vetores é igual a 

2k - 1 para m = 3k + 1 ou 2k para m = 3k + 2. Sendo k > 1 temos sempre mais incógnitas 

do que vetores, isto é um sistema impossível. Assim concluímos que x2".  11,4* • f + Mr+1, 

para todo par (ri, m) com n < m. Logo Mr çt LÃ* • f, o que implica que o germe não é 

„4-finitamente determinado. 

Considerando f (x, y) = y2  temos fx  = O e fy  = 2y, logo apenas os monômios da forma Yk  

pertencem a 71,4* f + »r', isto é, o germe f não é finitamente determinado. Mas será que 

existe um k tal que ik  f é finitamente ,4* determinado? 

A resposta é negativa. 

Dado o germe f com j2  f (x, y) = y2, se existisse germe g tal que f(x, y) = y2  + g(x,y) 

fosse ,4-finitamente determinado, teríamos Fli(x, y) = y2  + g(x, y) + uxy como elemento do 

desdobramento versai de f, pois xy LÃ* f, então F„ seria „C-finitamente determinado. 
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Mas já vimos na Proposição 2.1.5 que germes cujo 2-jato é xy + y2  ,•-• xy não são finitamente 

ir-determinados, logo f não é germe finitamente X-determinado. 

O mesmo acontece com os germe cujo j2f = O, afinal o germe xy sempre será um elemento 

de seu desdobramento versai. Portanto os únicos germes finitamente X-determinados são dados 

pela série fk(x, y) = x2  yk 

Do estudo acima temos o seguinte teorema: 

Teorema 2.1.6 Dado um par de germes de 1-formas diferenciais (dy, df), com ji f O, os 

únicos modelos suaves de codimensão finita são 

(dy,d(x2  ±yk)), k k. 2, 

com codimensá o k — 2. Em particular o único germe estável ocorre para k = 2. Além disso, um 

desdobramento do par é dado por (dy, d(x2 ± yk  Uk-2Yk  ± • ± UM) • 

2.2 Estudo geométrico 

Dado o par de germes de 1-formas diferenciais (dy, df ), com ji f O temos o conjunto discrimi-

nante dado por (5(x, y) = fx(x,y). 

Desde que os únicos pares de germes finitamente ir-determinados são (dy, d(x2  ±yk)), temos 

o discriminante õk(x, y) = 2x = O, que é uma curva suave para todo k. Além disso para k = 2 

temos um germe estável, logo o conjunto de bifurcação é vazio. Ver figura 2.1. 

Figura 2.1: Par de 1-formas (dy,d(x 2  + y2)) à esquerda (regular/centro), (dy, d(x2  — y2)) à direita 

(regular/sela) 

• Novamente as deformações do par de germes (dy, df) são obtidas a partir das deformações 

do germe f. Então vamos estudar a geometria dos desdobramentos versais de f. 

Neste caso o conjunto de bifurcação do germe f é dado por: 

Bi f (F) = {u: dx comfn — instável em x} 

{u: ft tem singularidade Ak, k> 1} 

{u  : g 	= 	fxxfyy = 0}. 

Para k = 3 observamos que os pares (dy, d(x2  + y3)) e (dy, d(x2  — y3)) são suavemente 

equivalentes e que um desdobramento versal é dado por (dy, d(x2  + y3  + uoy)). Quanto ao 
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conjunto de bifurcação, desde que 

= 2x; 	fy = 3Y2  +uo; 

fxx = 2; 	fyx  = O; 	fyy = 6y; 

temos uo = O, ou seja, o conjunto de bifurcação é a origem. As deformações desse par de germe 

estão na Figura 2.2. 

Figura 2.2: Deformações genéricas do par (dy, d(x2  + y3)) 

Se k = 4 temos a família (dy,d(x2  ± y4  + uoy + uly2)). Então 

ft = 2x -= O; 	fy  = ±4y3  + 2uiy + uo = O; 

fr. = 2; 	fyy  = ±12y2  + 2ui = O 	fxy = O. 

Portanto o conjunto de bifurcação é dado por {(ui, uo) e 1R2; 	= ±6y2, uo = ±8y3}, uma 
cúspide. As deformações genéricas desse par estão representadas na Figura 2.3. Novamente 

observamos que o conjunto de bifurcação divide o conjunto dos parâmetros em duas regiões, 

onde observamos pares estáveis. Atravessando os ramos do conjunto de bifurcação observamos 

as deformações genéricas dos pares de codimensão 1. 

Vale observar que na Figura 2.3 temos simetria em relação ao eixo Ox, o que pode ser 

verificado diretamente pelas equações que as define. Além disso o conjunto de bifurcação tem 

uma componente multi-local, isto é, 

{u: 3 p1,p2, pontos singulares de h com f(i) = Jeu032)}- 

Afinal pi,p2  são pontos singulares de f no mesmo nível se, e somente se, pi = (O, p) e os p são 

raízes duplas de ±y4+uy2+vy+w = O, para algum w e 111, i = 1,2, ou seja, ±y4+uy2+vy+w = 

(y — pli)2(y — p'2)2  Dessa igualdade temos = —p/2  e v = O, u = 6p?, = 

Logo o conjunto dos u' = (u, v) tal que existem p1,p2  pontos singulares de fu tal que 

Jell(Pi) = fu(p2) é formado pelos pontos da forma til = (u, O). 

Como no capítulo 1, restringimos nosso estudo geométrico aos pares de codimensão menor 

ou igual a 2. 

2.3 Invariantes 

Dado um par de germes de 1-formas (dy, df) com f singular, temos a .,4*-codimensão de f 

e o grau de determinação de f como invariantes mas ainda podemos associar um invariante 
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Figura 2.3: Deformações genéricas do par (dy,d(x 2  + y4))(acima) e do par (dy,d(x 2  — y4))(embaixo) 

geométrico a este par de 1-formas dado pelo tipo de singularidade de f, que é definido por 

tl 2 (dy, df ) = dimm 	
82  

< fx, fy > 

Novamente vamos abusar da notação e escrever ti2j(f) para 112i (dy, df). 

Esta definição foi motivada pela observação dos desdobramentos versais dos germes R-

finitamente determinados apresentados na seção anterior. Observamos que os pontos singulares 

de f sempre aparecem em número finito nas deformações versais dos germes mencionados além 

de aparecer em pontos isolados.. 

Como no caso anterior, vamos interpretar esse número como o número máximo de pontos 

que satisfazem o sistema fx  = fy  = O. A proposição abaixo mostra que este é um invariante 

suave para pares de germes de 1-formas. 
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Proposição 2.3.1 Dados dois germes de aplicações f,  g: IR2  , O 	IR, O ...4-equivalentes, então 

1121(f) = 1121(g). 

Demonstração: Se f 	g então g = k o f oh sendo que h(x, y) = (h' (x, y), h2  (y)), logo 

g. 	= k'(f o h) • (f o h) • hl 

g y  = k'(f o h) • (f. o h • + fy  o h • ç) 

Sendo assim </> = IR Oh •••, 9p}, isto é, para todo H E £2, existem Ai E IR, i = 1,2, •-p f 
tal que H = E 	+ ychfx +Wily• 

Então se ei, €2, e3  são funções unitárias temos 	e2 	- IR • {01, 02, ..., ey}, e ainda, <ed,e2f.1-eafy> 

dimR<fO 'f = 

Portanto diraut 	= 

Observamos que se complexificamos f, temos dirac<fa>  = p(f). Desde que este invariante 

coincide com o número de Milnor do germe de aplicação f este é um invariante topológico, 

conseqüentemente também é suave. 

Outro fato que observa-se é que este invariante é sempre atingido por uma deformação real 

dos pares finitamente As-determinados, como mostra a proposição abaixo. 

Proposição 2.3.2 Dado um par de germes (dy, df), f :1R2, O 	IR, O tal que »1(0,0) = O e 

f é germe .4* -.finitamente determinado, temos pi  (f) = k - 1 e ainda, existe uma deformação 
real tal que o número máximo de pontos 21  é observado. 

Demonstração: Dado o par (dy, df) nas condições da proposição, podemos escrever (dy,d(x2± 

yk)). Logo fx  = 2x e fy  = kyk-1  então ,<. 21;3-, - IR • {yk-2, 	y, 1}, ou seja, tizi(f). k -1. 
Além disso, dada a família (dy, d(x2  ± yk  + uk_2yk-2  + + uly)), deformação versai de 

(dy, df), as soluções do sistema de equações fx  = fy  = O coincidem com as raizes do polinômio 

= O. Desde que é podemos escolher uk_2, u1  convenientemente 

tal que o polinômio acima tenha k - 1 raizes, o número máximo de pontos 21  é atingido por 

uma deformação real de f. 
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Capítulo 3 

Classificação suave de pares de 

folheações (dy, df) sobre variedades 

de dimensão 2 com bordo regular 

Podemos estudar também pares de folheações definidas sobre uma variedade de dimensão 2 

com bordo regular, através da teoria de singularidades. Como nos capítulos anteriores vamos 

apresentar as formas normais, o grau de determinação, as perturbações versais, a codimensão, 

estudar a geometria e ainda apresentar invariantes aos pares de folheações definidos por 1-formas 

diferenciais no semiplano. 

Estes pares aparecem no estudo da configuração das linhas de curvatura e das curvas as-

sintóticas em superfícies com bordo. 

Exemplo 3.1 Linhas de curvatura 

Seja M uma superfície com bordo regular e p E M. As linhas de curvatura de M em p 

satisfazem a equação diferencial binária dada por 

( f E — eF)(x, y)dy2  + (gE — eG)(x, y)dxdy + (gF — f G)(x, y)dx2  = O, 	(3.1) 

onde E, F,G,e, f,  g são os coeficientes da primeira e segunda forma fundamental, respectiva-

mente. Então se p é um ponto não urnbilico os coeficientes de 3.1 não são todos nulos, portanto 

a equação determina duas direções ortogonais no plano, afinal ela pode ser escrita localmente 

na forma 

(ai  (x, y)dx + a2(x, y)dy)(191(x, y)dx + b2(x, y)dy) = O. 	 (3.2) 

para alguns germes de funções suaves ai, b, i = 1,2, com ai e bi  não todos nulos em p. Então a 

configuração das linhas de curvatura na vizinhança dos pontos não umbílicos é dada pelo estudo 

dos pares de 1-formas diferenciais no plano. Se p é um ponto umbilico no interior de M, temos 
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os trabalhos de Sotornayor e Gutierrez, PO e de Bruce e Fidal, [6], sobre a configuração das 

linhas de curvatura numa vizinhança do ponto urnbilico. 

Para estudar o caso da configuração das linhas de curvatura numa vizinhança de um ponto 

de bordo da superfície M, quando o bordo não passa por pontos urnbílicos, basta considerar pares 

de 1-formas regulares sobre o bordo. 

Exemplo 3.2 Curvas assintóticas 

Seja p um ponto de M. As curvas assintóticas também satisfazem uma equação diferencial 

binária dada por 

e(x, y)dy2  + 2 f (x , y)dydx + g (x , y)dx2  = O. 	 (3.3) 

onde e, f, g são os coeficientes da segunda forma fundamental. Então de acordo com o sinal 

do discriminante 8 = f2  — eg temos duas, uma ou nenhuma direção assintótica. Em pontos 

elípticos não existem direções assintóticas, desde que o discriminante 5 é negativo, nos pontos 

parabólicos temos apenas uma direção (6 = 0) e duas direções nos pontos hiperbólicos (6 > 0). 

Sendo assim, dado um ponto p E M, se p é um ponto elíptico não teremos curvas assintóticas 

por p. Se p é ponto hiperbólico temos um par de campos de direções cujas curvas integrais são 

as curvas assintóticas e finalmente, se p é um ponto parabólico temos a configuração das curvas 

assintóticas numa vizinhança de p dada em RJ e 116.1, veja também [33]. 

Suponha que desejamos estudar a configuração das curvas assintóticas numa vizinhança de 

um ponto p de bordo da superfície M. Se p pertence a região hiperbólica da superfície a equação 

3.3 define urn par de 1-formas diferenciais sobre a superfície com bordo regular. 

Considere o par (a, )3) de germes de 1-formas definidas sobre uma variedade de dimensão 2 

com bordo regular e p E am. Podemos considerar cartas locais de modo que uma vizinhança de p 

seja a imagem de U = {(x, y) E IR2, O y > O} por uma carta yo :U AJ com yo(0,0) =p. Dessa 

maneira o bordo é dado por 0(y = 0) e o par (a, )3) pode ser estudado em {(x, y) E IR2, O; ti > 0}. 

Dado o par de folheações (a, 0) em uma variedade com bordo regular, onde a é regular, 

vamos considerar dois casos em relação a posição do bordo y = O e a folha de a na origem: 

• o bordo é transversal a folha de a na origem (seção 3.1); 

• o bordo coincide com uma folha da 1-forma a (seção 3.2); 

Nos Exemplos 3.1 e 3.2, o bordo é transversal a folha de a na origem, então estamos no 

primeiro caso acima. 

Neste caso, como a é 1-forma regular podemos supor que a = dx e se /3 é também regular, 

podemos supor que )3 = df, onde f : IR2,0 	1E1,0 é germe diferenciável em {(x, y) E 1R2,0 : 

y > O}. No caso em que p é singular, apenas estudaremos as folheações exatas (0 = df). 
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Nestas condições para obter as configurações do par (dxydf) vamos classificar f usando 

mudanças de coordenadas que preservem as folhas da 1-forma a e o bordo da superfície, ou seja, 

mudanças de coordenadas na fonte da forma h(x,y)= (h1(x),yh2(x, y)) e qualquer mudança na 

meta. 

Tais mudanças pertencem a um subgrupo do grupo A, o qual denotamos por B (B de 

bordo). Então B é dado por B = R,* x f, onde R,* é o grupo dos germes de difeomorfismos 

h : IR2  , O 	IR2, 0 que preservam as retas verticais x = c E IR e o bordo y = O, isto é 

h(x, y) = (hi(x), h2(x, y)), com 14(0)h2(0,0) 	O e h2  (O, O) > 0. 	é o grupo dos germes de 

difeomorfismo na meta. A ação de B sobre M2 é a ação do grupo À restrita a B. 

Vamos estudar o espaço tangente LB • f, para f e M2. Desde que o E-espaço tangente é 

conhecido (ver as preliminares sobre a teoria de singularidades no capítulo 1), resta-nos encontrar 

o 72,s-espaço tangente. Para isso considere o seguinte caminho em 72,* f 

: (6,—e) x IR2 	IR 

(t, x, y) 	f o at(x,y), 

satisfazendo 
(1.(0, x, y) = f (x, y) 

ao = Id, 

at(x, 	(x + tal  (t, x), y + yta2(t,x,Y)) 

com ce1  e Mi  e a2  c82. 

Sendo assim 
aí 	aí 

—It=o -= 	+ ya2—ay
It=o, 

ax 

então 
aa f 

LR: • f = 	f +Ye2— ay ax  

Vf e A42. 
Enquanto que 

LB • f = Mx{fx} +82{yfy} + f*(M,), 

onde Mx  denota os germes de funções que se anulam na origem e dependem apenas da variável 

x. 

Seguindo o estudo feito no capítulo 1 para o grupo À*, podemos demonstrar que B também 

é um subgrupo geométrico e portanto temos válido o Teorema da Transversal Completa, assim 

como o seguinte teorema. 

Teorema 3.0.3 [15] Seja f : IR2  , O IR, O germe na origem satisfazendo 

Mr C LB • f + 
	

(3.4) 

onde p é um polinômio em k, independente do germe f. Então f é k — 13-determinado. 
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Utilizando a técnica da indução sobre os jatos, já somos capazes de classificar os germes f. 

3.1 	8-Classificação dos germes IR2, O -4 IR, O 

O teorema a seguir apresenta um resumo dos resultados obtidos na 5-classificação dos germes 

1R2,0 —) IR, O. 

Teorema 3.1.1 Os germes 5-finitamente determinados são dados na tabela abaixo, assim como 

sua codimensão e número máximo de singularidades 962  (sobre o bordo) e 9d1  que aparecem em 

uma deformação genérica do germe 

nomes modelos Ercodimensão 962 lid1 

bit 

dt, 
y ± xk 

x + y2  ± xky 
k — 2 

k — 1 

k — 1 

O 

0 

k 

A demonstração deste teorema é feita através de uma sequência de resultados neste capitulo. 

Proposição 3.1.2 Seja f 1R2,0: 	R, O um germe na origem. Então as 5-órbitas de f em 

P (2, 1) são 

y + x, y, x, 0. 

Demonstração: Dada f podemos escrevê-la na forma 

f (x,y) = 1P(x) + yq5(x,v). 

Sendo assim temos dois casos a considerar: 

(i) (0,0)0 	# 0, 

(ii) (0.0)0 	=0. 

Se (i) ocorre, podemos fazer mudanças escalares de modo que f (x, y) = Ift(x)+ y(1 +(p(x, y)). 

Fazendo X = x, Y =- y(1 + w(x, y)) temos f suavemente equivalente ao germe y + Ift(x). Sendo 

assim, jif (x, y)= y ou ji f (x,y) = y x, de acordo com o gi-tp. 

Se (ii) ocorre, temos ji f (x, y) = x ou jif (x, y) = 0, dependendo do j1-0(x). 

Sendo assim as únicas órbitas em P(2,1) são x, y, y x, 0. 

Vamos estudar cada órbita no 31f. 

Proposição 3.1.3 O germe f (x, y) =y x é 1— 5-determinado e estável. 
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Demonstração: Considerando o germe f (x, y) = y + x temos 

A = 1 

Yfy = Y. 

De A temos xk, para todo k > 2, enquanto que, a partir de yfy  temos os monômios da forma 

para todo k > 2 e 1 < j < k. Logo concluímos que 

.44; C LB • f + .4412.+1, Vr > 2. 

Pelo Teorema 3.0.3, temos que o germe f (x, y) = y + x é 1 - 8-determinado. Além disso temos 

LBe  • f = 62, logo o germe tem codimensão nula, ou seja, é estável. 

Proposição 3.1.4 Seja f :1R2,0 	IR, O tal que j1f(x,y) = y. As 8-órbitas em Jk(2,1) com 

f(x,Y) = y, são 

para todo k > 2. Além disso, o germe f (x, y) = y ±wk  é k -13-determinado com Be-codirrzensão 

k - 2. Um desdobramento versal deste germe é dado por 

= y ± xk ilk_2?-2 

Demonstração: Usando o Teorema da Transversal Completa temos que se um germe possui 

ik-1  f(X, y) = y, então jk  f (x, y) 	y ± axk, para todo k > 2. Aplicando mudanças escalares 

temos 

k 
f (x,Y) -=13= 	

y Xk, se a O, 

y, 	caso contrário. 

Denotando por f o germe y ± xk temos fr  = ±krk-1  e yfy = y. Portanto de yfy  obtemos 

os todos monômios de grau r > k +1, exceto xr. O monômio xr por sua vez é obtido de fx. 

Concluímos assim que 

MS C LB • f + .44;+1, Vr > k + 1. 

Então o Teorema 3.0.3 nos garante que o germe f(x, y) = y ± xk é k - 8-determinado. 

Quanto a /30-codimensão de f temos 62/L86  r=1f . {x,x2,..., } isto é, a /36-codimensão de 

f é k - 2. Com  isso o desdobramento versai deste germe é dado por 

f (x, Y,uk-22 -2 141) = y ±? 	 ••• ±U1X. 

• 

Observação 3.1.5 Vale observar que os germes f(x,y) = y + xk  e g(x, y) = y - xk  não são 

germes 8-equivalentes se k é par. Considere k = 2s e as seguintes as curvas de nível, f-1(0) e 

g-1(0) em {(x,y) E 1R2; y > 0}. A primeira é um ponto, a origem, enquanto que a segunda é 

urna curva pela origem. No caso k ímpar os germes são equivalentes. 
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Proposição 3.1.6 Seja f : R2, 0 	IR,0 tal que ji f(x,y) = x. As 8-Orbitas em J2(2,1) cujo 

ji f (x,y) =x são 
± y2, x  X xy 	 y x xy, x (3.5) 

Demonstração: Pelo Teorema da Transversal Completa, podemos considerar o 2-jato de f na 

forma 

j2f (x, y) = x + axy + by2. 

Através de mudanças de coordenadas, o 2-jato de f pode ser escrito na forma 

i2f(x, y) •-= 

x+xy+y2, se a0b, 

x±y2, 	se a=0,b0 

x+xy, 	se b =- O, a O 

x, 	se a=b=0. 

 

Nosso próximo passo, seguindo a indução sobre os jatos, é classificar os germes cujo o 2-jatos 

são as órbitas acima. 

Proposição 3.1.7 O germe f(x,y) = x +xy+ y2  42 - 5-determinado e estável. 

Demonstração: Seja f (x,y) = x + xy + y2, então temos 

fx  = 1+1/ 

yfy  = xy + 2y2. 

Usando fx  temos Xk, para todo k > 1. Para os demais monómios considere os vetores abaixo, 

pertencentes a LB • f +.A/C+162: 

yk-2 {yfy  } = xyk 	 2yk 

(3.6) 

xiyk-0-1-2) {yfy  } = xi+ 1 yk-(i+i)  4- 2Xiyk-i  

Com O < i < k - 2. 

Fazendo i = k - 2 construímos o seguinte sistema: 

xk-2{yf 	xlc-l y  2xk-2y2 y  = 

xk-l{fx11  = xk-1 rk-ly   
fk-1 C-45 xk-1 4- (k -1)xk-ly+ (k -1)xk-2 y2  

para verificar que as demais parcelas de fk-1  pertencem a LB • f + M 41  basta usar yfy, como 

fizemos na Proposição 1.3.4. 
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A matriz associada ao sistema acima é 

	

( O 	1 

1 k — 1 1c — 1 

	

1 	1 	O 

2 ) 

cujo determinante é não nulo para todo k inteiro positivo. Voltando através das equações em 

(3.6) temos »e C LB f + Mr, para todo /c > 3, logo f (x, y) =- x xy + y2  é um germe 

2 — 5—determinado. 

Além disso este é um germe estável, afinal sua 56-codimensão é nula. 

Considere o germe f (x, y) = x ± y2. Este germe não é finitamente 5-determinado, afinal os 

monômios da forma xky, com /c > 3, não pertencem a LB • f, para todo k > 1. 

Seguindo o processo indutivo vamos considerar o k-jato cujo (1c — 1)-jato é x ± y2, para todo 

k >3. 

Proposição 3.1.8 Seja f : IR2  , O 	IR, O tal que j2  f (x, y) = x±y2. As 5-órbitas em Jk+1  (2,1) 

cujo jkle  (x, = x ± y2, para lc > 2, são dadas por 

x 	y2 xky, x  ± y2 	 (3.7) 

Além disso o germe f (x,y) = x±  y2 ± xky é (k +1)— 5-determinado, com Be—codimensão /c-1 

e desdobramento versal dado por 

F(x, uk_2, 110) = 
x  ± y2 ± y(xk , ± ihk-2Xk  ± • 	U2X2  ± Ui X -I- 120)- 

Demonstração: Pelo Teorema da Transversal Completa, dado um germe cujo ik  f (x, y) = x±y2  

temos que 	f ( x , 
y) 	 x  ± y2 ± axk y, para todo 1c > 3, este por sua vez é 5-equivalente ao 

germe 
{ x  ± y2 ± xk y,  

x ± y2, 	

se a O, 

caso contrário. 

Ainda denotando por f o germe x ± y2  + xky, temos 

h = 1 + kZ"  Y 

	

yfy 	= ±2y2 ± xlc y  

Sendo assim, de fr  temos os monômios da forma xr, para todo inteiro positivo r > k ± 1 e de 

yr--ix,. r - yf, 	 yr, 	.., y2 x 2 . y, os monômios da forma 	 Então resta-nos analisar se os monômios da 

forma xr—iy, para todo r > k + 1, também pertencem a L5- f ± M 1. Considere os seguintes 

vetores: 
xr-k {fx} = xr-k kxr- 1 y  

xr-k -1 tyfy 	 = ±2X7 
y2 ± xr y 

fr—k czs  9—k ± (r — k)xr—k -1 y2 (r — k)xr—l y 
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(como nos casos anteriores as demais parcelas de fr —(c pertencem a LB • f + Mr1). A matriz 

associada ao sistema de equações acima é dada por 

	

(1 k 	0 ) 

O 	1 	±2 

1 ±(r — k) r — k. 

cujo determinante é não nulo. Sendo assim temos MS C LB • f + ms+1, para todo r > k + 2. 

Pelo Teorema 3.0.3 o germe f(x, y) = x ± y2  + Xk y é (k +1) — 5—determinado. Quanto a 

codimensão deste germe temos que 

LBe  • f 

logo o germe tem 56-codimensão (k — 1) e um desdobramento versal é dado por 

F(X, y, uk-2, tio) = x ± y2 . y(xk  + uk-2xk-2  + + U2X2 —I—  tzix ± U0)- 

Considere agora o germe f (x, y) = x + xy, ele não é 5-determinado, afinal os monômios da 

forma yk, para k > 3 não pertencem a LB • f. 

Aplicando o Teorema da Transversal Completa, temos o 3-jato da forma 

x + xy + y3, se a O 
f (x, y) ="6 X I—  xy + czy3 rjç 

X ± xy, 	caso contrário 

Vamos então estudar a determinação do germe f(x, y) = x + xy + y3. Veremos que este 

germe não é 5-finitamente determinado, isto é, »i I2c  Çt LB- f, para todo inteiro positivo k. 

Proposição 3.1.9 Todo germe de função f 	IR, O com j3  f (x, y) = x + xy + y3  não é 

5-finitamente determinado. 

Demonstração: Observe que dado o germe f (x, y) = x + xy + y3, temos 

fz  = 1+ y 

yfy  = xy + 3y3  

logo a única maneira de obter o monômio y4  como elementos de LB • f é através de y{yfy} = 

xy2  + 3y4, portanto o germe f não é 3-5-determinado. 

Passando ao 4-jato dos germes que possuem 3-jato dado por x + xy + y3  pelo Teorema da 

Transversal Completa, basta considerarmos o germe F(x, y) = x + xy + Àxy2  + y3. Note que À 

não pode ser eliminado por mudanças pertencentes ao grupo 5, logo À é um módulo suave. 

E2 	_ IR  {xk-2y, xy,  y},  
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Observe ainda que para obter alguma informação sobre a determinação finita do germe F 

com respeito ao grupo 5, basta estudarmos os monômios da forma yn, para TI > 4, afinal os 

demais monômios em »1721  podem ser gerados em LB • F + »112141  usando yfy. 

Não é difícil verificar que y2"-1  E LB • F + Pen para todo ri > 2 inteiro positivo, basta 

considerar os seguintes vetores em LB • F + Pqn: 

xiy2n-4-2i {yFy} = xi+1y2n-3-2i 	 3xiy2n-1-2i,  

xn-1Fx  = xn-1 xn- ly  Àxn-ly2 

x71-1  (n - 1)xi+ly + (n - 1)xn-2y3  

Quanto aos monômios da forma xi+1y2n22 , para todo O < i < n, - 2, estes pertencem a --i  

LB • F +Pen (use yFy  sucessivamente), assim como os demais monômios em 

Desde que a matriz associada ao sistema formado pelos três últimos vetores em (3.8) possui 

determinante não nulo, temos por recorrência que y2n-1  E LB • F + Mr, para todo inteiro 

positivo ti> 3. 

Por outro lado, verificaremos que para todo inteiro rrt > 2, o germe F(x, y) = x + xy + 

Àxy2  + y3  + À3y6  + + Aray2m não é 5-finitamente determinado, afinal os monômios da forma 

y2n, com ti > rrt inteiro positivo, não pertencem a LB • F +Mr+1. 

Para isso considere todos os possíveis vetores pertencentes a LB • F + Mr+1  envolvendo 

os monômios de grau menor ou igual a 2n que não podem ser gerados através de yFy  como 

elementos de LB • F +Mr+1. Mostraremos que para todo par (m, ri) de inteiros positivos com 

n > m obtemos mais monômios do que vetores, portanto o sistema formado pelos vetores e 

monômios acima é impossível. 

No 2n-jato, apenas o monônio y2n não é gerado como elemento de LB • F + Mr., via 

yFy. No (2n -1)-jato temos os monômios y 2n-1 e xy2n-2, que não são gerados como vetores em 

LB-F+Mr+1. Sendo que no (2n-r)-jato temos os monômios y2n-r, xy2n-r-1, xi y2n-r-i,  

x7y2n-2r nas condições acima. Portanto a partir de r = n todos os monômios de grau menor 

ou igual a r não serão gerados como elementos de LB • F+Mr+1  via yFy, logo serão monômios 

considerados em nosso sistema. Os monômios y 4 9 não serão considerados em nosso sistema 

pois não pertencem a LB • F + M 7z+1. Com isso temos um sistema com n2  +2n -2 monômios. 

No diagrama abaixo exibimos todos os monômios envolvidos neste sistema: 

O < i < n - 2 

(3.8) 
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y2n 

4,2n-1 Xy2n-2 

Y 
,,,2n 2- Xy2n3 	X 2y  2n-4 -  

Y2n 
 -r xy2n-r-1 -" 
	 X

r
y
2n-2r 

X
n 

yn 	xyn-1  

yn-1 n-1 Xyn-2  

Y3 	xy
2 

X
2y 	x3  

xy 	x2 

X 

Passando aos vetores em LB • F +Mr+1, gerados em yFy, que envolvem os monômios acima 

temos no 2n-jato: 
2n-2i {yFy}, 3 < i < rn 
2n-3 {yFy}. 

No (2n — 1)-jato temos 

2n-2i-1 {yFy}, 3 < i < rn 

Y
2n-4 {yFy} 

2n-2i-2 xy 	{yFy}, 3 < i < rn 

xy2n-5 {yFy}. 

E finalmente, no (2n — r)-jato, para 2 < r < ri — m 

2n-2m-r 

xiy2n-2m-r-i 

xr-2y2n-2r-2m+2 

xr -2y2n-2r-1 

xr-ly2n-2r-2 

xry2n-2r-2i 

xr y2n-2r-3 

{yFy} 

{yFv}, 1<i<r-3 

{yFy} 

{yFy} 

{yFy}, 3<i<m 

{yFy} 

{yFy}, 3<i<m 

{yFy} 
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Para r = n — ri + t, os monômios xty2n—r—i  não podem ser gerados na última parcela de 

yFy, logo temos um número menor de equações. São elas: 

x n-m-t-i y {yFy}, 0<i<n—m—t, 1<t<n—m 

xn—m4-2-2 z.-22-1 Yni 
	{yFy} 

x 2-m-14-2 2m-2t-2 
Y 	{yFy} 

xn—m+t-1 2m-2t-F1-2i 
Y 	{yFy}, 3<i<m—t 

xn-m-FtY  2m-2t-3 {yFy} 
1n-m+t 2m-2t-2i 

Y 	{yFy}, 3<i<m—t 

Quando r = n — 2, estamos no n + 2-jato, onde temos os seguintes vetores pertencentes a 

LB • F + Mr+1: 
n-2y {yFy} 

xn-3y2 {yFy} 

x'4 y3 {yFy} 

para os demais monômios neste jato, os vetores já foram considerados anteriormente. 

Quando r = n — 1 temos os vetores 

xn-3y {yFy} 

x"-2  {yFy}. 

Sendo que para r > n todos os vetores envolvendo os moôômios desejados já foram conside-

rados usando yFy, resta apenas os vetores 

pn-1,  pn-2,  F2 

e 
xn-lpx,  xn-2Fx, x2  F, xFx. 

Com isso temos que o número de vetores envolvendo os n2  + 2n — 2 monômios desejados é 

n2  — n. A diferença entre o número de monômios e o número de vetores é 3n — 2. Desde que n 

é um inteiro positivo estritamente maior que 2, sempre teremos mais monômios do que vetores 

pertencentes a LB • F + Mr+1  em nosso sistema. Portanto o sistema é impossível. 

Concluímos assim que os monômios da forma y2" 1$ LB • F + Mr., para todo n > 2, 

independente do valor de m. Isto é y2" 	LB • f, o que é equivalente a dizer que o germe 

f(x, y) = x + xy + y3  não é finitamente 5-determinado, afinal não existe inteiro k ta 1 que 

A/C C LB • f 	 • 

Além disso não existem outros germes finitamente 5-determinados além daqueles já citados 

acima, como segue da seguinte proposição: 
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Proposição 3.1.10 Seja f : 1R.2,0 IR, O cujo 3-jato é dado por x + xy, ou cujo 2-jato é x, ou 

ainda cujo 1-jato é nulo (0 é singular). Nenhum desses germes é E-finitamente determinado. 

Demonstração: Vamos analisar cada caso separadamente. Primeiramente suponha que 

j3f(x, y) = x + xy. Então :14  f (x, y) -=-13z + zy  + ay4, portanto h = 1 + y e yfy  = xy + 4ay4  

e o monômio y3  não pertence a LEB  • f, sendo assim, fu(x,y) = x + xy + uy3  + ay4  é elemento 

do E-desdobramento do germe f.  Mas vimos pela Proposição 3.1.9 que este não é um germe 

E-finitamente determinado. Portanto o Lema 1.3.6 assegura que o germe f (z,y) = x+ xy+ ay4  

não é E-finitamente determinado. Note ainda que isso acontece para todo ik f = x + xy, com 

k > 3. 

Considere agora o germe j2  f (x, y) = x. Neste caso j3  f (x, y) ••-.'13  X + ax2y + bxy2  + cy3  e 

denotando o por f temos h = 1 + 2axy + by2  e yfy  = ax2y + 26xy2  + 3cy3. Sendo assim o 

monômio xy não pertence a LB,- f e f„(z, y) = x+uixy+cy3+ax2y + bxy2  é um elemento do E-

desdobramento do germe f.  A Proposição 3.1.9 mostrou-nos que este germe não é E-finitamente 

determinado, logo pelo Lema 1 3 6 concluímos que o mesmo é válido para o germe cujo 2-jato 

é x. Novamente esse procedimento pode ser feito para todo k-jato, com k > 2, mostrando que 

não existe germe E-finitamente determinado com ik f = x, para todo k > 2. 

Quanto ao germe ji  f = 0, o procedimento é análogo. Temos j2f (x, y) r.213  ax2  + bxy + cy2, 

portanto os monômios x, xy e y3  não pertencem ao espaço tangente estendido. Sendo assim irão 

ser parcelas das deformações do germe f.  Novamente teremos um germe como na Proposição 

3.1.9 e do Lema 1.3.6 concluímos que não existe germe E-finitamente determinado cujo k-jato é 

nulo para k > 1. 

Observação 3.1.11 Da proposição anterior temos que a E-classificação dos germes 

IR.2, O 	IR, O de codimensão finita obtida é completa. 

3.1.1 Classificação dos pares de folheações 

Dada a classificação anterior podemos enunciar a seguinte proposição sobre pares de folheações. 

Proposição 3.1.12 Sejam a e fl dois germes de 1-formas diferenciais regulares definidas em 

uma variedade de dimensão 2 com bordo regular. Se a folha da 1-forma a na origem é transversal 

ao bordo da variedade, temos as seguintes casos: 

(i) Se a e fi são transversais temos (a, fl) suavemente equivalente a 

• (dx, d(y + x)), guando a folha de fl pela origem é transversal ao bordo. Par estável. 

• bt : (dx, d(y ± xk), guando a folha de fl pela origem tem contato k > 2 com o bordo. 

Um desdobramento versal é dada par (dx, d(y ± xic + uk_2ZC"-2  + + uix))- 
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(ii) Se as folhas de a e /3 pela origem têm contato 2 entre si e são ambas transversais ao bordo, 

o par (a, /3) é equivalente a 

• c1-2±8  : (dx, d(x + x2s y y2)), ou 

y2)) 
• d23-1 (dx, d(x x28-ly   

(temos contato k =- 2s ou 25 — 1 entre o discriminante e o bordo). Um desdobramento 

versal do par é dado por (dx,d(x ± y2  + y(til + u2x +... + uk_ixk-1  +x")). 

(iv) Se as folhas de a e f3 pela origem têm contato > 3, não existem modelos suaves de codi-

inensão finita para o par (a, 0). 

Na Figura 3.1 temos os pares estáveis, onde com exceção da figura no canto inferior direito, 

as folheações são transversais. Nas Figuras 3.2 — —3.5 temos as deformações dos pares de 

Be-codimensão 1 e 2. 

Observação 3.1.13 Nas figuras a seguir as retas tracejadas são as folhas da 1-forma dx, as 

curvas em negrito são o discriminante e o bordo e as demais curvas são as folhas da 1-forma 

df.  

Oxelem+x» 
	

(dx. d(y-x 2)) 

(dx, d(y+x3) 	 (dx,d(x+xy+y2)) 

Figura 3.1: Pares estáveis 

Demonstração: Como vimos no inicio deste capitulo, podemos supor que a = dx e fi = df,  , 

com f : IR, O 	IR, O um germe em {(x,y); y > O}, ou seja, as folhas de fi são as curvas de nível 

do germe f. Nestas condições temos 

õ(x,Y) = fy(x,v). 

Então se a e f3 são transversais temos fy(x,y) 	O, 	y) E 1R2,0, o que implica que 

ji  f (x,y) = y ou y + x. Então pelas Proposições 3.1.3 e 3.1.4 temos f (x, y) 4n-s y + x, germe 

estável, portanto temos o par estável (dx, d(y + x)). 
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Se o contato da folha de fl na origem com o bordo é k, ela pode ser escrita da forma 

y = axk + ..., ou equivalentemente f (x, = y + 2k  0. 	(x)) + ytfi(x, y). Aplicando mudanças 

de coordenadas pertencentes a B temos que o germe f pode ser escrito na forma f (x, y) = y± 2k  

(germe 8-finitamente determinado, ver Proposição 3.1.4). De onde obtemos o par (dy, d(y±xk)). 

Além disso, segue da mesma proposição que um desdobramento versai é dado como no enunciado. 

Sendo assim, se a folha de fl na origem é transversal ao bordo, temos o par equivalente a 

(dx, d(y + x)). Se a folha de fi em zero têm contato k > 2 com o bordo temos o par equivalente 

a (dx, d(y ± xk)). 

Por outro lado se as folhas de a e fi na origem têm contato 2 entre si, temos 

= x 	Y2, 

então f (x, y) = x ± y2  + g (x, y). Logo o discriminante é dado por 5(x, y) = ±2y + gy(x, y). Mas 

se o contato entre o discriminante e o bordo é k, õ = ±2y + 2k  (1 + (x, y)). Então 

f 	= x Y2  + xkY(1 ± 91(x1Y)) r=t3 x ± Y2  + XkY 

(germe 8-finitamente determinado). 

Observe que para k = 2s-1, os germes x +x2s—ly— y2  e x +x23-1y+ y2  são 8-equivalentes, 

basta considerar o difeomorfismo h(x, y) = (—x, y) e multiplicar f por —1. 

Sendo assim temos dois pares distintos: 

(i) (dx, d(X ± y2 ± x2sy)) 

(dx, d(x — y2  + x23-1y))• . 

Um desdobramento versal para esses pares segue do desdobramento versal do germe f,  veja 

Proposição 3.1.8. 

Se o contato for > 3 temos a Proposição 3.1.9 e a Proposição 3.1.10 que asseguram que não 

existe germe 8-finitamente determinado. 	 E 

A partir da classificação acima podemos enunciar o seguinte corolário: 

Corolário 3.1.14 As configurações genéricas das linhas de curvatura e das linhas assintóti-

cas numa vizinhança de um ponto p do bordo (fora da curva parabólica, no caso das linhas 

assintóticas) são dadas na Figura 3.1. 

3.1.2 Estudo geométrico 

Como no capitulo 2, todas as informações sobre o par (dx, df ) são dadas pelas 8-singularidades 

de f,  em particular todas as deformações deste par podem ser obtidas a partir das deformações 

versais de f. 

Neste caso temos que o conjunto de bifurcação é dado por duas componentes: 
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(1) O conjunto dos valores u para os quais a e /3 são transversais e o contato entre as folhas de 

13 e o bordo é maior ou igual a 3, chamamos este conjunto de componente de bordo. 

(2) O conjunto dos valores ta tal que o contato entre as folhas de a efié 2, sendo ambas 

transversais ao bordo e o contato entre o discriminante e o bordo é maior ou igual a 2. 

Sendo assim temos que: 

Bi f (F) = {u: f = f:x  = y = O} U {u : f = flyx  = o = y}. 

Vamos estudar o conjunto de bifurcação de cada par de germe classificado de Be-codimensão 

menor ou igual a 2: 

(i) Dado o par (dx, d(y + x)) (folhas de 13 transversal ao bordo), 5 = 1 (folhas transversais entre 

si), logo Bi f (f) = 0 (veja Figura 3.1, no canto superior esquerdo). 

(ii) Dada a família (dx, d(y ± xk  + uk _22k-2  + + uix)), com k > 2 temos (5(x, y) = 1, logo o 

conjunto de bifurcação tem apenas a componente de bordo. Para k = 2 o par é estável, 

então o conjunto de bifurcação é vazio. Observe ainda que as folhas de 13 têm contato k com 

o bordo, então o conjunto de bifurcação do germe f coincide com o conjunto de bifurcação 

das Rrsingularidades A.k>2 de f (x, O). Veja na Figura 3.2 as deformações genéricas desse 

par para k = 3 e na Figura 3.3 as deformações versais do par de germes (dx, d(y ± x4)). 

Figura 3.2: Deformações genéricas do par (dx, d(y - x3)) 

Figura 3.3: Deformações genéricas dos pares (dx,d(y + x4)) e (dx, d(y — x4)) 

Na Figura 3.3 observamos que as deformações apresentam duas singularidades no mesmo 

nível. Para verificar esse fato, basta observar que se m é um ponto singular de f no mesmo 
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nível então p = (á, O), com p raiz dupla de ±x4  + ux2  + vx + tu = O, para algum tu E IR 

e i = 1, 2. Agora proceda exatamente como no capitulo 3, no estudo geométrico do par 

(dx, d(x ± y4)) e obterá v=OeuE IR, O. 

(iii) Dado o par (dx, d(x + xy + y2)), temos 5 = 2y + x, ou seja, o discriminante é regular e é 

transversal ao bordo, logo Bi f (f) = 0. Ver Figura 3.1 (canto inferior direito). 

(iv) Dada a família (dx, d(x + Xk y ± y2  + uk_2xk-2y + + uixy + uoY)), Para k > 2, temos 

(x, y) =-- —2y + xk + uk_2xk-2  + + u2x2  + uix + tio, Y > O, ou seja, o discriminante é 

regular para todos os valores de k > 2. 

Observe que 4°(x, O) = Xk, ou seja, fy°(x, 0) possui uma singularidade do tipo 	k > 2, 

sendo f;(x, O) uma deformação versal de tal singularidade. 

Para k = 2 temos f;(x, y) = ±2y + x2  + tio, logo o contato entre as folhas de dx e df é 

dois, como também o contato entre o discriminante e o bordo, portanto temos Bif (f) = 

{u : (x, O) = f:y(x , O) = O} = {0}. As deformações genéricas do par de 1-formas com 

k = 2 são dadas pela Figura 3.4. Na parte superior temos as deformações genéricas do 

caso positivo(+) e embaixo, do caso negativo(—). 

Figura 3.4: Deformações genéricas de (dx, d(x + x 2y + y2)) e (dx, d(x + x2  y — y2)) 

Para ocaso k = 3, temos (5' = f = x3 + u,x +220  ± 2y = O, então 50  tem contato 3 com 

y=0e o conjunto de bifurcação é dado pelos valores de u que satisfazem fy  = ky = O. 

Desde que 

fy(x, O) = x3  + uix + no = O 

fxv(x O) = 3x2  + ui = O 

ou seja, (tio, ui ) = (2x3, —3x2), uma cúspide. As deformações genéricas desse par são 

dadas pela Figura 3.5 

3.1.3 Invariantes 

A classificação dos pares de germes de 1-formas (dx, df) em variedades com bordo regular sugere 

alguns invariantes. Porém notemos que fora do bordo as folhas são transversais, ou possuem 

contato 2 entre si, logo os pontos que merecem maior atenção aparecem sobre o bordo. 
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Figura 3.5: Deformações genéricas do par (clx,d(x + x3y — y3)) 

Em deformações versais dos pares classificados observamos que os pontos do bordo que têm 

tangência de ordem 2 com uma folha de df (singularidade do tipo bt) ou os pontos do bordo 

que pertencem ao discriminante (singularidade do tipo d1) são pontos isolados, portanto espera-

mos poder enumerá-los em deformações genéricas de pares (dx, df) com f germe /3-finitamente 

determinado. Observando esse comportamento associamos dois invariantes. O primeiro deles 

é o número máximo de pontos soluções da equação fx(x, O) = O (tangência maior ou igual a 

dois entre a folha da 1-forma df e o bordo, singularidade bt) e o segundo, o número máximo 

de soluções da equação fy(x, O) = O (pontos de intersecção entre o discriminante e o bordo, 

singularidade da). Estes números são denotados por 

tib(f) = clima 

 

< fx(x, O) > 

e 
El  (f) = clima 

< fy(x,0) >' 

respectivamente. 

Novamente abusamos da notação escrevendo j1)t(f)  para tibt(dy, df), analogamente para 

Na próxima proposição verificamos que esses são de fato invariantes. 

Proposição 3.1.15 Dados os pares de germes (dx,df) e (dx, dg) com f r_-s g, temos tib(f). 

tib(g) e dt(f) = 	(g)• 

Demonstração: A demonstração segue os passos da demonstração feita nos capítulos 2 e 3 

para t3/  e PI. 
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Além disso, pbt é um invariante topológico desde que coincide com o número de Milnor 

do germe f 'bordo complexificado. Quanto ao invariante pd, sabemos que este é suave como 
conseqüência da Proposição 3.1.15. Porém este não é topológico, como mostra o exemplo abaixo. 

Exemplo 3.3 Sejam f , g : 1R2  ,O lR, O definidos por f (x,y) = x+y2  e g(x,y) = x-2x2y+y2. 

Observamos que f e g são germes topologicamente equivalentes, através do homeomorfismo que 

preserva as folhas da 1-forma a = dx, dado por h(x,y) = (x(1 - l3),Y x2). 

No entanto, pd1(f) = co enquanto que pcii(g) = 2. 

Como ocorre com os invariantes anteriormente estudados, o número máximo de pontos bt e 

é atingido por urna deformação real do par (dx,df) tal que f é germe 5-finitamente determinado. 

Lema 3.1.16 Seja (dx,df) um par de germes de 1-formas com f germe 5-finitamente deter-

minado. Então pbt(f) = k -1 e Ød1(f) = O ou Øb(f) = o e PM» = k. Além disso existe uma 

deformação real de f tal que o número máximo de pontos bt e d1  são observados. 

Demonstração: Da classificação dos germes /3 determinados temos os pares (dx, d(y ± x k)) e 

(dx, d(x ± x k y + 

Dado o par de germes (dx, d(y xk), k > 2 temos f (x, O) = kxk-1  então 	= 111- 

{1,x,...,xk-2} e Obt (h = k - 1. Além disso uma deformação genérica desse par é dada por 

(dx, d(y 	Uk_22k-2 	ulx)) donde temos f (x, O) = O se e somente se, kxk-1  + (k - 

2)uk-2xk-1  + ••• + u1  = O. Escolhendo uk_2, ..., u i  de modo conveniente o polinômio anterior 

terá k -1 zeros, portanto o número máximo de pontos bt é atingido por deformação real de f. 

Dado o par (dx, d(x ±xk  y + y2)), temos um par transversal ao bordo e com contato 2 entre si, 

sendo que 	et 	- 111• {1, x,...,xk-1}, ou seja, MI  (f ) = k. Analogamente temos que existe 

deformação real do par de germes de modo que o número máximo de pontos d1  é observado, pois 

uma deformação genérica deste par é dada por (dx, d(x±:ck 
 
Y+y2+uk-2xk-2y+•••+uin+uoY)). 

• 

3.2 	Ba-Classificação de germes R2,0 —> R, O 

Estudamos agora pares de folheações definidas por 1-formas diferenciais (a, ,6) sobre uma va-

riedade de dimensão 2 com bordo regular supondo que o bordo desta variedade é uma folha da 

1-forma a. 

Considerando cartas locais podemos supor que esta variedade é parametrizada por {(x, y) : 

y > O} e y= Oéo bordo da variedade. Então se a tem o bordo como folha e é germe de 1-forma 

regular, podemos supor que a = dy. Vamos nos restringir ao caso em que 13 = df e estudar 

pares de germes de 1-formas (dy, df). 
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Considerando mudanças de coordenadas que preservem as folhas da 1-forma dy e o bordo 

y = O, a classificação do germe f nos dará a classificação dos pares de germes de 1-formas 

(dy, df). Então as mudanças na fonte devem ter a forma 

h(x, Y) = (111(x, Y), 	(Y)) 

com P-ÁlxL (O, O) • h2(0) > O sem restrições para mudança na meta. 

Estas mudanças formam um subgrupo do grupo A, que denotamos por B. Além disso, o 

espaço tangente a B„, é dado por 

LBa  • f = M 2{fx} +0y{y f y} + IX • f. 

Logo os espaços LÁ* • f e LBa  • f coincidem, a diferença ocorre apenas nos espaços tan-

gentes estendidos. Conseqüentemente todo germe .4-finitamente determinado é também Ba-

finitamente determinado, apenas as codimensões podem ser diferentes. 

Além disso estamos considerando os germes definidos em {(x, y) E R2  : y > O}, logo os 

germes acima apresentarão também geometrias diferentes. 

3.2.1 Caso regular 

Da classificação obtida no capitulo 2 pelo grupo ir, para pares regulares, temos o seguinte 

teorema: 

Teorema 3.2.1 Seja (a, fi) um par de germes de 1-formas regulares definidas numa variedade 

bidimensional com bordo regular, tal que o bordo é folha da 1-forma a. Então, de acordo com o 

contato de fi na origem com o bordo, temos os seguintes casos: 

(i)Se fi é 1-forma transversal ao bordo então (a, fi) é suavemente equivalente o par (dy, dx) o 

qual é estável. 

(ii) Se o contato de fi na origem com o bordo é 2 então (a, fi) é suavemente equivalente a 

(dy, d(y x2)), o qual é estável. 

(iii)Se o contato de fi na origem com o bordo é 3, então (a, fi) é suavemente equivalente a um 

dos seguintes pares: 

• (dy, d(y xy2P+1  + xa)), com p > O, com desdobramento versa! (dy, d(y + x(y2P+1  + 

u2pY2P + + 	+ x3)) 

• (dy, d(y xy2  + x3)), com desdobramento versal (dy, d(y + x(±y2  + u1 y + uo) + x3)) 

• (dy, d(y + x(±y2P + 45P-1) + x3)), com p > 1 e desdobramento versai (dy, d(y + 

x(±y2p ± (À ± th)ysp-i + u2p_ y2P-1  + + u0)  + x3)) 
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(iv) Se o contato de /3 na origem com o bordo é > 4, não existem modelos suaves de codimensão 

finito para o par de 1-formas (ce,i3). 

Demonstração: Nas condições do teorema podemos supor que a = dy e /3 = df, com 

f : IR2  , O 	O. Então a folha de df tem contato k com o bordo na origem significa que 

dy e df tem contato k na origem, portanto a partir da At-classificação dos pares (dy, df), (que 

coincide com a Ba-classificação) temos (dy, df) suavemente equivalente a um dos pares em (i), 

(iii) se o contato for < 3. Caso o contato seja > 4 vimos na X-classificação, que não 

existem pares de codimensão finita, logo temos (iv). 

Quanto a Baccodimensão temos: 

• (i) Para f (x, y) = x temos fr  = 1 e y fy  = O então //Bac • f = 02, isto é, este é um germe 

Ba-estável. 

• (ii) Para f(x, y) = y ± X2  temos fr  = ±2x e yfy  = y logo este também é um germe 

6w-estável. No entanto neste caso os germes f (x, y) = y - x2  e g (x, = y + X2  não são 

Bcrequivalentes, basta considerar as curvas de nível f-1(0) e 9-1(0). r1(0) é um ponto, 

enquanto que f (0) é uma curva suave 

• (iii) Para f (x, y) = y xy2p-F1 ± x3, com p > O temos e2fL13,,, • f = IR • {x,xy, ...,xy2P}, 

ou seja, este é um germe de Bae-codimensão 2p + 1. 

• (iv) Se f (x, y) = y xy2  + X3  temos h  = ±y2 +3x2 e  y j"ty = y 2xy2, então 82/1/Bae • f = 

R • {x,xy} e a codimenáão é dois. 

• (v) Se f (x, = y + x(±y2P + )1/4 y5P-1) + x3, COM p> 1 temos um par de B 6-codimensão 

2p + 1 e estrato de codimensão 2p, afinal 62/113ay • f = IR • {x,xy, Xy2P-1, Xy5P-1}. 

3.2.2 Estudo geométrico 

Seja (dy, df) um par de 1-formas diferenciais com f Bc,-finitamente determinada, como nos casos 

anteriores, todas as informações sobre o par de 1-formas são dadas pelas Bccsingularidades do 

germe f.  Vamos então estudar as deformações de f através de uma deformação versal deste 

germe e do conjunto de bifurcação. 

O conjunto de bifurcação é dado pelos valores de ti tais que ft, não é estável. Temos duas 

possibilidades: 

• o ponto pertence ao bordo: o contato de df y na origem com o bordo é > 3. 
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• o ponto não pertence ao bordo: então o ponto pertence ao discriminante que é uma curva 

singular e o contato entre uma folha de df,, e dy é 3. (compare com o capitulo 1). 

Então podemos escrever 

Bi f (F) = {u; y = = f:x  = O} U {u; f = gx = 	= 0}1 

Os pares em descritos nos items (i) e (ii) da Proposição 3.2.1 são os pares estáveis, logo 

nestes casos o conjunto de bifurcação é vazio. Veja a Figura 3.6. 

--- --- 

Figura 3.6: Pares estáveis em variedade bidimensional com bordo 

Quanto aos demais pares temos: 

• Dada a família (dy, d(y ± xy + x3  + uox)), temos que o contato entre df na origem e o 

bordo é 3, além disso 6 é regular, então o conjunto de bifurcação é dado pela primeira 

componente. Como 

= ±y + 3x2  + uo = O 

= 6x = O 

e para y = O temos uo = 0,.o conjunto de bifurcação é um ponto isolado, a origem. Na 

Figura 3.7 temos as deformações genéricas dessa família. Note que nx, O) tem singula-

ridade B2  (para singularidades Bk, singularidades de funções em variedades com bordo, 

veja [3]). 

Figura 3.7: Deformações genéricas do par (dy,d(y, 	+ xy + x3)) 

• Dada a família (dy, d(y ±.xy2  + x3  u/xy + uox)), temos contato 3 entre a 1-forma df 

na origem e o bordo e 6 é uma curva singular então o conjunto de bifurcação é tem duas 

componentes. Observe ainda que 

g = ±y2  + 3x2  + ul y + uo 	f, = 1 + 2xy + uix 

f:x  = 6x 	 gy  

fU 
Jx 

f:x 
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então da primeira componente temos f zu(x, O) = 3x2  + ui) = O e f;(x, O) = 1 + uix = 

O, o que significa que em uma vizinhança suficientemente pequena de zero, temos que 

tio = O e ui O. Enquanto que da segunda componente do conjunto de bifurcação temos 

ui = p2y, ui  = ±y2  com y > O. Portanto 

Bi f (F) = {(u1,0)} U 	no) :ti1  = 2y,tiç = ±y2, y 

Na Figura 3.8 exibimos as deformações das duas famílias acima:estudadas. Observe que o 

discriminante é formado pelo eixo Oz  e por um ramo de parábola apenas. O ramo oposto 

não pertence ao discriminante devido a restrição imposta pelo bordo (y > O). 

                    

                 

kC" nen 

  

                   

      

Nikairtik, 

        

               

               

                    

                    

                    

  

%rã.. 

              

                    

              

    

t eia 

     

              

       

Figura 3.8: Deformações genéricas dos pares (dy,d(y, 	+xy2  + x3)) e (dy,d(y, 	— xy2  + x3)) 

Observações 3.2.2 1. Em geral, dada a família (dy, d(Y + x(±Y 2P-I  + n2py2P + + nlY 

no) + x3)) temos át = ±y2P-1  + u2py21-' + + uly + uo + 3x2, ou seja, o discriminante 613  
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tem singularidade B2p_1  e a família 8u é um desdobramento versai de tal singularidade. O 

mesmo acontece a família (dy,d(y, 	+ x(±y2P + (A + µ)y5P-1  + u2p—iy2P-1  + + uo) + x3)), o 

discriminante 6° tem singularidade B2p  e á" é o desdobramento de tal singularidade. Em ambos 

os casos o conjunto de bifurcação de F é igual ao R.,,-conjunto de bifurcação da singularidade 

Bk  do discriminante. 

2. Como no plano, o módulo não altera a configuração do par de 1-formas, mas não pode 

ser eliminado por mudanças no grupo B. Porém de maneira semelhante aos Teoremas 1.7.1 

e 1.7.2 obtemos uma equivalência topológica entre os pares (dy,d(y, 	+ x(y2P + 4513-1) + x3)) e 

(dy,dx) e, o par (dy,d(y, 	+ x(—y2P Ày5P-1) 4- x3)) e (dy,d(y, 	— xy2  + x3)) restritos a y > O, em 

variedades com bordo regular. 

3.2.3 Caso singular 

Quando estudamos pares de 1-formas regular/singular, não podemos assegurar que a 1-forma fi 

é exata. Contudo neste capítulo restringimos nosso estudo aos pares de 1-formas (a, f3), onde as 

folhas de f3 são curvas de nível de um germe de função diferenciável f no plano, isto é, pares da 

forma (dy, df) com ji f (0,0) = O. A classificação desses pares de germes segue, assim como no 

caso regular, da A*-cla.ssificação do germe f. Donde temos o seguinte teorema: 

Teorema 3.2.3 Seja (a, 0) um par de germes de 1-formas diferenciais regular/singular tal que 

,(3 é 1-forma exata. Então os únicos modelos suaves de codimensão finita são dados pelos pares 

(dy , d(x 2  ±yk)), 

para algum valor de k > 2. Além disso, as deformação versais dos pares acima são dadas por 
(dv, d(x2 yk uk_iyk-1 	ul y)). Em particular, não temos pares de germes estáveis. 

Demonstração: Segue da classificação dos pares (dy,  , df ) em lR2, O pelo grupo 4*,  ver Teorema 

2.1.6. 

Quanto a 8„-codimensão temos: 

= 2x 

yfy 	= kyk  , 

logo segue que e21 LB°, f =  IR • {y, 
	 } donde temos o desdobramento enunciado. 	• 

3.2.4 Estudo geométrico 

Como nos demais casos a geometria do par (dy,  , df ) depende do desdobramento versal do germe 

f no bordo. 

Neste caso o conjunto de bifurcação é dado por duas componentes: 
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• O conjunto dos valores de u para os quais f" tem uma singularidade no bordo 

• O conjunto dos valores de u para os quais fu tem uma singularidade Bk>2 fora do bordo. 

Ou seja, 

Bi f (F) = {u : = = y = 0} U {u: f = f -= (f4)2  — flizgy  = 0}. 

Dado o germe (dy, d(x2  ± y2)) temos sua deformação versai dada por (dy,d(x2  ± y2  + 

uoy)). Neste caso fu tem singularidade Morse, logo o conjunto de bifurcação é dado por 

Bi f (F) = {u : f = f; = y = 0}. Desde que f:(x, O) = 2x = 0, f:(x, O) = tio = 0,0 

conjunto de bifurcação é a origem. Ver a Figura 3.9 para as deformações versais dessa família. 

ii INA 

Figura 3.9: Deformações genéricas de (dy,d(x2  ± y2  +uoY)) 

Para k = 3 a família é dada por (dy, d(x2  ±y3  + u0y2  + uly)), f" tem singularidade E2 então 

o conjunto de bifurcação é formado pelas duas componentes. Desde que 

g =2z 
	 = ±3y2+2uoy+ui  

( 	2 	•.= o — 2±6y+ 2gy) gzgy 	( 	u0)  

temos Mx, 0) = x = 0, f;(x,0) = ui = 0. Portanto da primeira componente do conjunto de 

bifurcação temos os pontos ui  = 0 e da segunda componente temos uo = p3y, ui = ±3y2, y > 0. 

Sendo assim Bi f (F) = {(uo, O)} U {(uo, ui) : uo = p3y, ui = ±3y2, y > 0}, que é uma curva 

regular. Na Figura 3.10 temos as deformações genéricas dessa família. Como no caso regular 

não vemos o outro ramo da parábola devido a restrição y > 0. 

3.2.5 Invariantes 

A classificação dos pares de germes de 1-formas em variedades com bordo regular sugere um 

invariante geométrico, o número de singularidades do tipo 31 e 20  que aparecem nos pares de 

1-formas fora do bordo, afinal a Ba-classificação coincide com a .,4"-classificação fora dos pontos 

do bordo; e as singularidades do tipo 1i2 que aparecem no bordo. 

Como no capitulo 1, vamos interpretar estes invariantes como o número máximo de zeros 
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Figura 3.10: Deformações genéricas dos pares (dy,d(x2  + y3)) e (dy,  , d(x2  — y3)) 

das equações que definem o ideal. Sendo assim definimos: 

VI(f) 	= dimia 

1120(f) = dimrt  <.5,4> 
qb2(f) clima si  <Mx,o)> 

Como vimos no capitulo 1, 1131  e po são invariantes suaves, mais ainda, 20 é um invariante 

topológico. Além disso, sempre podemos definir uma deformação real do germe f de modo que 

o número máximo de pontos do tipo 31  e 20 sejam observados, esse fato pode ser demonstrado 

seguindo os passos do Lema 1.6.3. 

Quanto a 02, vimos no capítulo 2 que este é um invariante topológico, afinal coincide com o 

número de Milnor do germe f 'bordo complexificado. Neste caso 062  é igual a 1 se f é um germe 

Ba-finitamente determinado, afinal f (x, y) x2  ± yk  , portanto fx(x, 0) = 2x. 
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Capítulo 4 

Classificação topológica de pares de 

folheações em variedades de 

dimensão 2 

Neste capítulo apresentamos uma lista de modelos topológicos de pares de germes de 1-formas 

diferenciais (a, fl), onde a, fi são ambos regulares ou têm uma singularidade do tipo sela, nó 

ou foco. Esta lista cobre todos os fenômenos de codimensão < 1 exceto aqueles vindos da 

instabilidade de uma das 1-formas. 

Observamos que a folheação com singularidade do tipo nó na origem é topologicamente equi-

valente a folheação com singularidade do tipo foco [2], mas podemos usar argumentos topológicos 

para mostrar que o par (regular, nó) não é topologicamente equivalente ao par (regular, foco). 

As formas normais deste capitulo foram obtidas usando duas técnicas diferentes. No caso 

quando ambos os germes de 1-formas são regulares recorremos aos resultados do capítulo 1. 

Quando um ou ambos os germes de 1-formas são singulares usamos o método do blowing up 

polar e analisamos o par numa vizinhança da fibra excepcional. 

A idéia principal no método do blowing up polar é levantar o par de 1-formas (a, fl) a um 

par (a', fl') em 9 x IR e produzir modelos via homeomorfismo que se estendam para a fibra 

excepcional. Assim através do blowing down obtemos um par equivalente na vizinhança da 

origem. Note que a fibra excepcional é uma folha comum ao par de 1-formas após o blowing up, 

portanto temos uma situação muito degenerada, de codimensão infinita quando considerada no 

espaço de todos os pares de 1-formas, mas que não pode ser evitada quando usamos o blowing 

up. 

O estudo feito neste capitulo é topológico mas cobre os pares de folheações da forma regu-

lar/singular e singular/singular, onde a folheação singular não é necessariamente definida como 

curva de nível de função. Estes resultados se aplicam aos sistemas bidimensionais e aos sistemas 
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de controle como em [16]. 

Iniciamos este capítulo com alguns conceitos sobre genericidade e transversalidade. Estes 

conceitos são usados para definir de maneira mais rigorosa a codimensão dos pares de 1-formas 

diferenciais no plano nos casos acima mencionados. 

4.1 Genericidade e transversalidade 

O conceito de transversalidade e genericidade é apresentado de maneira clara por Bruce e Giblin 

em [10] e por Gibson em [18]. Aqui apenas enunciamos os principais resultados que serão 

necessários no estudo da co dimensão de pares de 1-formas no plano. Os principais resultados 

aqui apresentados foram estabelecidos por R. Thom, mas nos referimos ao livro de Gibson [18] 

para as demonstrações. 

Definição 4.1.1 Seja f : 	IR' uma aplicação de classe Cc° e 5 C IR' uma variedade 

suave. Dizemos que f é transversal a S em x E 111" se f (x) Ø  S ou para f (x) E S temos 

Tz  f (111") + TitAS = 111P. 

Notação: frh S. Veja Figura 4.1 

f /I S 
	 rik s 
	 rks 

Figura 4.1: Transversalidade de f e S 

Observe que a equação de transversalidade implica que codimS < n. Se codimS > TI então 

f (IR") n S = 0. Além disso, se S é apenas um ponto, dizer que f é transversal a S é equivalente 

a dizer que f é germe de submersão ou p Ø  f (111"). 

Proposição 4.1.2 Seja f : 111" 	IR' de classe C°° e 5 C 111P subvariedade suave com frh S. 

Então M = f 1(S) é uma variedade suave em 111" de mesma codimensão que S ou então M = 0. 

Lema 4.1.3 Lema da Transversalidade Seja F : IR n x 1Rq lRP uma aplicação de classe 

C' e transversal a subvariedade S C IR". Então existe um conjunto denso de parâmetros t E Nig 

• tal que ftrh S, onde ft(x) = F(t,x). 
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Ou seja, o lema nos diz que se to E 1R1  é tal que a transversalidade entre ho  e S não se 

verifica, existe t suficientemente próximo de to tal que ftrh S. 

Temos o seguinte teorema: 

Teorema 4.1.4 O conjunto das aplicações C(111",IR.P) que são transversais a um variedade 

S C IR" é denso. 

O seguinte teorema é fundamental desde que nos garante que podemos nos restringir ao 

k-jato das aplicações no estudo da transversalidade. 

Teorema 4.1.5 Seja S uma subvariedade suave no Jk(n,p). O conjunto das aplicações suaves 

f : IR" 	RP para os quais ik f : IR" Jk (n, p) é transversal a S é denso em  

Diremos que uma propriedade P é genérica se ela se verifica para um conjunto residual, ou 

seja, para uma intersecção enumerável de conjuntos abertos e densos de aplicações (para uma 

definição mais rigorosa veja [10]). 

Vejamos agora o que acontece no estudo de pares de folheações no plano definidas por 1-

formas diferenciais, conjunto que denotamos por W. Vamos identificar W com o módulo e;1  

dos germes de aplicações 1R2,0 	1R4,0. Dadas duas 1-formas a = a(x,y)dx,±b(x,y)dy e 

(3 = c(x, y)dx + d(x, y)dy, considere a aplicação Bo : 1R2, 	J"(2,4) dada por 00(x, y) = 

jk (a, b, c, d)(x, y). Consideramos este espaço com a topologia de Whitney [19]. Um par (a,(3) é 

dito estável se existe uma vizinhança V de (a, (3) em W tal que todos os elementos de V sejam 

equivalentes a (a,(3). 

Em geral, seja P uma propriedade em J"(2, 4) dos pares (a, (3), por exemplo, (a, (3) é da forma 

regular/singular. Suponha que o conjunto S de k-jatos de pares que satisfazem a propriedade 

P é definido por uma aplicação regular g : Jk(2,4) -) IR', ou seja, S = g-1(0). Dizemos que 

(a, (3) E S tem codimensão s se existir uma família O : 1R2  x U 	Jk(2,4), onde U é uma 

vizinhança da origem em 1R8  tal que O(-.,0) = 00, OrfiS es é a dimensão mínima de U para que 

o satisfaça as duas propriedades acima. 

Pela Definição 4.1.1 é claro que s = codirnS - 2, ou seja, a codimensão de (a, (3) é o número 

de condições que definem a propriedade P menos 2 (número de parâmetros (x, y)). 

Por exemplo, suponha que S é conjunto dos pares de 1-formas da forma regular/singular. 

Defina a aplicação g : J"(2,4) -) IR2  dada por g(jk (a, b, c, d)) = (c o , do), onde co e do são 

os termos constantes de c e d respectivamente. Então S = g'(0) é uma subvariedade de 

codimensão 2, desde que g é regular. Portanto os pares (a, (3) E S são de codimensão zero, ou 

seja, estáveis. 

Mas se adicionamos mais uma condição aos pares de 1-formas teremos S de codimensão 3, 

portanto os pares não serão mais estáveis, é preciso mais um parâmetro para ter a transversali- 
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dade. De modo análogo tratamos os pares singulares que terão codimensã.o dois, pois precisamos 

de 4 condições para definir estes pares (todos os termos constantes de a, b, c e d devem ser nulos). 

4.2 Método de blowing up polar 

F. Dumortier [17] usou o método do blowing up polar para o estudo das singularidades de 

1-formas diferenciais. A idéia baseia-se em substituir um ponto singular pelo círculo SI. 

Seja a é uma 1-forma diferencial definida na vizinhança da origem e seja (P : S1  x IR —> R2  

a aplicação definida por 0(0,r) = (rcos9,rsen9). Existe uma 1-forma fiem S1  x R, tal que em 

cada ponto p E S1  x R, tem-se 0.(3(p)) = 

Denotando por R.±  o conjunto dos número reais positivos, notamos que a restrição de (P à 

S1  x IFÇ é um chfeomorfismo definido no plano exceto a origem. 

Sendo assim a 1-forma )3 não é nada mais do que a 1-forma a escrita em coordenadas polares. 

Se a 1-forma diferencial tem a propriedade que jk  (a)(0) -= O e jk±i(a)(0) O, então dividi- 

mos fi  por rk, o que não altera a configuração das folhas da 1-forma. Então daqui para frente, 

por blowing up, entendemos a forma a = (1/rk))3, onde k é o maior inteiro tal que jk  (a)(0) = O. 

Vejamos alguns exemplos: 

Seja a 1-forma linearizável a = xcly— Aydx, com singularidade do tipo sela ou nó dependendo 

do sinal de A. Considere a aplicação (D definida em S1  x R por (9,r)(D 	= (rcos9,rsen9), assim 

temos 
x = rcosO 

y = rsenO 

então 
dx = cose — rsenOdO 

dy = seu° rcas9c10, 

portanto 

r(a) = rcosesen0(1 — A)dr + r2(cos20 + Asen20)c/0 
	

(4.1) 

e dividindo a equação (4.1) por r obtemos 

r(a) = cosOserthil — Mdr r(cos29 Asen20)c/0 
	

(4.2) 

Estudando os pontos singulares sobre o círculo r = O encontramos O = 0, St, ir,t. 

O polinômio característico de a em (0,9), para O := 0,7r é dado por t2  — (2 — A)t + (1— A) o 

que implica que 6 = À2  > O, ou seja, (O, O) serão pontos de sela ou nó, dependendo do sinal de 

A. Para O = 4r-, o polinômio é dado por t2  — (2A — 	— A(1 — A), assim 5 = 1 > O e, como 

no caso acima, a singularidade dependerá do sinal de A. 
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Assim se a possui singularidade do tipo sela na origem temos que A < O, logo r (a) também 

possui singularidade do tipo sela nos pontos O = O, 71", 3tr e é regular nos demais pontos do 

circulo r = O. 

Para o caso de a possuir singularidade do tipo nó temos que A > O, então para O < A < 1, 

()*(a) possui singularidade do tipo sela para O = 0,ir e do tipo nó, para O = ,tr e, é regular 

nos demais pontos do circulo r = 0. Para A > 1, (:)* (a) possui singularidade do tipo nó, para 

O •=-• 0, 71" e, do tipo sela para O = !,,, sendo regular nos demais pontos do círculo r = O. 

O mesmo pode ser feito para uma forma diferencial com singularidade do tipo foco na origem. 

Temos que a = (x — Ay)dy — (Ax + y)dx após a blow up polar como feito no caso sela e nó temos 

V (a) = kir + rdO. 

Ou seja, r (a) não possui pontos singulares sobre a curva r = O. 

4.3 Resultados auxiliares 

Como mencionamos na introdução deste trabalho, alguns resultados sobre pares de folheações 

foram demonstrados por Bruce e Fidal [6], Michel [30], Bruce, Fletcher e Tari [7], entre outros. 

Vamos relembrar as formas normais conhecidas e estabelecer alguns resultados auxiliares que 

serão usados neste capitulo. 

Proposição 4.3.1 ([6]) Sejam a e 13 dois germes de 1-formas regulares com uma folha em 

comum. Suponha que a — /3 tem um zero não degenerado, então existe um germe de um difeo-

morfismo levando o par ao modelo (dy,(1 + x)dy — ydx). 

Michel provou uma versão geral da proposição acima. 

Proposição 4.3.2 (130.1) Sejam a e /5' dois germes de 1-formas regulares com uma folha comum. 

Suponha que o discriminante é dado por 5 = yk+160 com 50(0,0) Ø  O, em um sistema de 

•coordenadas adequado. Então existe um germe de um difeomorfismo conjugando o par ao modelo 

(dy, d(yeYkr)). 

Note que a condição a — ,3 tendo um zero não degenerado na Proposição 4.3.1 é equivalente 

a 5 = y50. Também temos o seguinte resultado estabelecido. 

Proposição 4.3.3 (16.1) Sejam a e )3 dois germes de 1-formas diferenciais com a regular e 

/3 com uma singularidade do tipo sela ou nó na origem. Suponha que o par tem uma folha 

comum pela origem. Então existe um germe de um homeomorfismo levando o par ao modelo 

(dy, xdy ± ydx). 
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É importante observar que na proposição acima os autovalores do campo de vetores asso-

ciado à 1-forma singular não precisam satisfazer a condição de não-resonância (ver [14] para a 

definição). 

Nós precisamos de um modelo local para o caso de pares regulares cujo discriminante tem 

uma singularidade Ar, sendo que um ramo do discriminante é uma folha comum ao par de 

1-formas e o outro ramo consiste de pontos críticos do Tipo 1 (ver Definição 1.4.1). 

Proposição 4.3.4 Sejam a e fl dois germes de 1-formas regulares. Suponha que o discrimi-

nante tem uma singularidade Ar onde um dos ramos do discriminante é urna folha comum do 

par de 1-formas e o outro consiste de pontos do Tipo 1. Então existe um difeomorfismo levando 

o par (a, fl) ao par (dy,d(y(1±x2))). 

Figura 4.2: Par (a, )3) regular/regular onde o discriminante tem singularidade do tipo Morse e uma 

folha em comum 

Demonstração: Pelo Teorema da Retificação podemos assumir que a = dy e que a folheação 

de 13 é dada pelas curvas de nível de f(x,y) = y(1 + ay + g(x, y)), para alguma função suave g 

com 1-jato nulo, e um escalar a. Neste caso o discriminante é dado por f x  (x, y) = ygx(x, y) = O 

e segue das hipóteses que g,(0, O) = O e gxx(0, O) O. 

Usando o Splitting Lemma [5], podemos escrever g(x, y) = ±x2  + k(y) através de um difeo-

morfismo da forma (q5(x,y),0(y)), que preserva a folheação a. Logo um segundo difeomorfismo 

preservando as folhas da 1-forma a reduz f à y(1 ± x2). 

Observamos ainda que os pares (dy, d(y(1+x2))) e (dy, d(y(1 — x2))) não são topologicamente 

equivalentes (ver Figura 4.2). 	 • 

Alguns aspectos do caso onde as duas 1-formas são singulares com separatrizes em comum 

são estudadas em [7], contudo precisamos do seguinte resultado: 

Teorema 4.3.5 Sejam a e 13 dois germes de 1-formas singulares com separatrizes em comum 

e autovalores (do campos de vetores associados às 1-formas) distintos. Então existe um homeo-

márfismo levando o par (a, fl) ao par 

(xdy ± ydx, xdy — pydr), p O. 
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Demonstração: A prova segue a construção feita na Proposição 4.3 em [6] para o caso de uma 

1-forma regular e a outra com singularidade do tipo sela ou nó. A idéia é a seguinte. Por [21], 

existe um difeomorfismo Cl o qual leva a folheação de a às curvas de nível do conjunto definido 

por x-Ay = =st. Então podemos fixar a = xdy - Aydr. 

Seja »13 = xdy - pydx. Novamente por [21], existe um difeomorfismo local de classe Cl, 

(x, y) = (wi  (x, y), w2(x, y)), com 1-jato igual a identidade, que leva o germe de 1-forma fia 

»13. Contudo a folheação de jifi é dado pelas curvas de nível do conjunto x-Py = canst. 

Considere a linha x = E para um E pequeno e trabalhe no primeiro quadrante. A folha C de 13 

pelo ponto (x, y) intercepta a linha x = E em um ponto (E, c). Determine c resolvendo a equação 

Wr 1(x, Y) • 502(x, y) = yor 1(E, c) • w2(E, c). Considere agora o germe de função h : IR., O -> IR., O 

definido por h(c) = yo-1. 1  (c, c) • w2(c, c). Como mostrado em [6], h é de classe Cl então a função 

g(x, y) = 11-1  (yor 1  (x, y) • w2(x,y)) é de classe Cl fora do eixo Oy  e g(0, y) = 0.(0 valor de g (x, y) 

é exatamente o escalar c). 

A idéia agora é ir da folha C até a folha de jifi andando ao longo das curvas de nível de 

x-Ay, veja a Figura 4.3. Esta transformação envia um ponto (x, y) a um ponto (X, Y) cujas 

coordenadas são obtidas pela solução do sistema X-AY = x-Ay e X-AY = 	= Cm g(x,y). 

Assumindo que À> µ, a solução é dada por 

X = (C-Tnux-AY(x,Y)/Y)'" 

Y = 	g(x,y)X-m 

(C) 

Figura 4.3: Andando ao longo das folhas de a 

Usando as propriedades da função g em [6] podemos mostrar que X e Y estão bem definidos 

e que (X, Y) é um homeomorfismo no primeiro quadrante. A mesma construção é feita para 

os demais quadrantes. O homeomorfismo construido é de fato um difeomorfismo fora dos eixos 

coordenados. Além disso podemos fixar A = ±1 usando o homeomorfismo (si gn(x) • IxL, y). 

O caso onde as separatrizes são comuns e os autovalores coincidem (esta é uma condição 

necessária para as 1-formas serem transversais fora da separatriz comum) é dado em [7]. Quando 
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temos um par de 1-formas singulares com uma separatriz em comum e autovalores distintos, 

podemos supor que 
iia  = xdy — Aydx 
jifi 	(x + y)dy — pydx. 

O 2-jato do discriminante é dado por y((À — p)x + 4). Desde que À — p O, o discriminante 

tem uma singularidade A7 com um ramo das separatrizes em comum e o outro do Tipo 1, o qual 

nós assumimos ser transversal as separatrizes de a e [3. Portanto temos o seguinte resultado.  

Teorema 4.3.6 Sejam a e f3 dois germes de 1-formas singulares com uma separatriz comum e 

suponha que os autovalores dos campos de vetores associados às 1-formas são distintos. Suponha 

ainda que um dos ramos do discriminante, aquele formado por pontos do Tipo 1, é transversal 

às separatrizes das 1-formas diferenciais. Então existe um homeomorfismo levando o par (a, /3) 

ao par 

(xdy ± ydx, (x + y)dy — pydx), p  O. 

A prova deste teorema é feita como a prova do Teorema 4.4.6 abaixo e usa o Teorema 4 3 5 

4.4 Classificação topológica de pares de folheações no plano 

Apresentamos aqui modelos topológicos para pares de 1-formas diferenciais no plano da forma 

regular/regular, regular/singular e singular/singular com singularidade do tipo sela, nó ou foco. 

Nosso estudo cobre todos os fenômenos de codimensão menor ou igual a 1, exceto aqueles que 

provêm da instabilidade de uma das 1-formas. Começamos pelos pares regulares e estáveis. 

Teorema 4.4.1 Sejam a e /3 dois germes de 1-formas regulares e estáveis. Então um par estável 

(a,[3) é topologicamente equivalente a um dos seguintes pares: 

(i) (dx,dy): se as duas 1-formas sã.° transversais. 

(dy,d(y, 	— x2): se as duas formas têm contato 2 na origem. 

(dy,d(y + xy +z3)): se as duas 1-formas tem contato de ordem 3 na origem. 

Demonstração: A prova segue da Proposição 1.4.3 e do estudo feito na seção sobre transver-

salidade e genericidade. Vimos na seção 4.1 que a codimensão dos pares de 1-formas no plano 

depende do número de condições que definem o par de 1-formas. No caso dos pares estáveis, 

podemos ter pares definidos por até duas condições. Sendo assim, 3 é o maior contato possível. 

Mas neste caso temos apenas os pares acima, dados pelo Teorema 1.4.3. 	 • 

Agora consideramos a situação onde uma das 1-forma é singular, digamos S. Suponha que 

a singularidade de f3 é do tipo sela, nó ou foco. Então os casos estáveis ocorrem quando a folha 
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da 1-forma regular é transversal as separatrizes da 1-forma singular, no caso da sela e nó. Neste 

caso o conjunto dos pontos críticos é do Tipo 1. Estes pares foram estudados por Davydov em 

[16]. Apresentamos uma demonstração diferente usando o método do blowing up polar. 

Teorema 4.4.2 Seja a um germe de 1-forma regular na origem e ,3 um germe de 1-forma com 

singularidade do tipo sela, nó ou foco na origem. Então o discriminante é uma curva suave. 

Suponha que esta curva é transversal às folhas de a. Então existe um homeomorfismo levando 

as folhas de (a, 13) às folhas de 

(dy, (x — y)dy + xdx), 	se /3 possui singularidade do tipo sela, 

(dy, (x + 1/8y)dy + xdx), se /3 possui singularidade do tipo nó e 

(dy, (x + y)dy + xdx), 	se /3 possui singularidade do tipo foco. 

Figura 4.4: Pares de 1-formas regular/singular com discriminante transversal as folhas da 1-forma 

regular:regular/sela(à direita), regular/nó (centro) regular/foco(à esquerda) 

Demonstração: Podemos supor que a = dy e que j1(/3) = (aix a2y)dy + (bix + b2y)dx. 

Neste caso 6 = bix +62y + 0(2) é uma função suave, desde que a 1-forma é suave. Considerando 

mudanças de coordenadas da forma 

com 777 O, temos as folhas de a preservadas e 

95*  (a) = ((na + thb17)X + (na im22772  biP2  + b2P77)Y) dY 

+ (72b1X + (rytibi +7b277)Y)dX. 

Assim se o discriminante é uma curva suave transversal as folhas de a, temos que ryttlh + 

.-y62n = O, com a O. Agora se 61  = O temos que uma separatriz de a tangencia uma folha de 

/3 contradizendo a hipótese. Logo b1  O e o primeiro jato do campo /3 reduzido à 

ji  (x, y) = (x + .Xy)dy xdx. 

Além disso para 1 — 4A > O, o campo p tem uma singularidade do tipo sela ou um nó na 

origem, dependendo do sinal de .X, e para 1— 4A <O o campo /3 tem uma singularidade do tipo 

foco na origem. Conseqüentemente podemos supor que 

a = dy 

= (x + Ay + A(x, yndy + (x + 	yfldx 
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onde A e B são funções suaves cujo 1-jato é identicamente nulo. 

Aplicando o blow up polar x = rcosO e y = rsenO e dividindo as expressões por r temos 

= senOdr +rcosOdO 

p = (cos29 + cosOsenO + Asen20 + O1sen0 + 02cosO)dr + 

+ r(cos29 + (A - 1)cosOsenO + q51cose - 02sen9)d0 

onde Oi = (11r)A(rcosO,rsenO) e 02 = (11r)B(rcosO,rsenO). 

As singularidades deife em {0} x Si ocorrem para O = 0,7r, que são singularidades do tipo 

sela, e para T3, as singularidades ocorrem para os valores de O tais que 

cosO2  + cosOsenO + Asen02  =-- 0. 	 (4.3) 

Então se A < (neste caso /3 possui uma singularidade do tipo sela ou um nó na origem) 

existirão quatro valores de O satisfazendo a equação 4 3 Além disso observe que se O é solução 

da referida equação então O + ir também é. 

T3 terá uma singularidade do tipo sela ou nó (serão quatro selas se A < O e duas selas e dois 

nós se O < A < 

Se A > (p possui singularidade do tipo foco) a equação (4.3) não terá soluções reais, neste 

caso T3 não terá singularidades. 

Vale notar que O = O, ir não satisfazem a equação (4.3), logo as singularidades de a e p 

não coincidem em {0} x Si. Portanto localmente para cada um destes pontos o par pode ser 

reduzido por homeomorfismo ao modelo (dy, xdy ± ydx), como na Proposição 4.3.3. 

Os demais pontos em {0} x Si serão pontos regulares a ambas as formas. 

A função discriminante de (U,T3) é dada por 8(r, O) = rõl(r, O), onde 81(0, O) = -cose. 

Então dado p E {0} X Si  - {721, tr}, temos 8(0,O) 	0, ou seja r = O é folha comum de 

ambas folheações, sendo que fora desta curva as folhas são transversais, então temos um modelo 

local para o par de 1-formas numa vizinhança deste ponto dado pela Proposição 4.3.1, a saber 

(dy, (1 + x)dy + xdx). 

Para O = Sc ou 	temos 8(0,O) = 0, mas -(0,O)Pt-j 	= senO - &1(02(0,9)) = +1. Logo 

a e p são 1-formas regulares na vizinhança dos pontos (0, fr") e (0, 125-) com discriminante com 

singularidade do Tipo Morse Ai-  com um ramo com pontos do Tipo 1, assim temos um modelo 

local pela Proposição 4.3.4. 

Enfim temos modelos locais para cada ponto de {0} x Si e utilizando as mesmas técnicas 

apresentadas por Bruce e Fidal em [6] para colagem temos um modelo local para um par de 

1-formas numa vizinhança da origem. 	 • 

Estudamos agora os fenômenos de codimensão 1. Quando as 1-formas são regulares, a dege-

neração pode ser medida pela ordem de contato na origem e pela singularidade do discriminante 
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Teorema 4.4.3 Sejam a e f3 1-formas regulares. Então os pares de codimensão 1 são topolo-

gicamente equivalentes a um dos seguintes pares: 

(i) (dy,d(y ± xy2  x3)): se as 1-formas têm contato 3 na origem e o discriminante tem uma 

singularidade do tipo Morse. 

(dy,d(y, 	xy x4)): se as 1-formas têm contato 4 na origem. Então o discriminante é uma 

curva suave. 

Demonstração: A parte (i) do teorema segue como no Teorema 4.4.1 da Proposição 1.4.3. 

Passamos então ao estudo do caso (ii). Podemos supor que a = dy e f3 = df,  , onde f é germe 

de função suave. Começamos reduzindo este germe a forma f = wi(y) qt2(y)x (d23  (y)x2  x4. 

Quando f é regular podemos fixar (pl.  (y) = y. O caso menos degenerado ocorre quando o 

discriminante é suave, ou seja, cp2(y) é regular, podemos então supor que jicp(y) = y. O 

discriminante A tem uma inflexão e separa o plano em duas regiões _(ver Figura 4.5). 

Lfico 	 holm 
Láci)  	noto 

Figura 4.5: 

Escolha uma região. Um ponto q nesta região é unicamente determinado pela intersecção das 

folhas de a e f3 passando pelo ponto p. Estas determinam dois pontos no conjunto discriminantes 

A, L(q) e Lo(q), respectivamente. Observe que L0(q) < Lo(q) (se adotamos a orientação 

crescente para o discriminante, como na Figura 4.5). 

Agora seja f3' = d(y xy -1- x4)) e A' o discriminante do par (a,9),  também orientado 

no sentido crescente. Escolha um homeomorfismo crescente h de A para A'. Definimos H(q) 

como o ponto de intersecção da folha de a passando por h(La(q)) e a folha de f3' passando por 

h(L0(q)). Note que h é crescente então as duas folhas imagem interceptam-se em um único 

'ponto na região escolhida. 

Não é difícil verificar que H é um homeomorfismo que leva as folhas do par (a, )(3) nas folhas 

do par (a, 9) na região escolhida. O mesmo homeomorfismo h define H de maneira análoga na 

outra região. Sendo assim temos o homeomorfismo desejado. 	 E 

Um outro caso de codimensão 1 a considerar é quando uma das 1-formas é singular e a folha 

da 1-forma regular na origem tem tangência ordinária com as separatrizes da 1-formas singular. 

Teorema 4.4.4 Seja a um germe de 1-forma regular na origem e um germe com singularida-

de do tipo sela, nó ou foco na origem. Suponha qtie a folha de a na origem tem uma tangência 
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ordinária com uma das separatrizes de 	Então existe um homeornorfismo levando o par acima 

ao modelo (d(, — x2), xdy — Aydx). Veja a Figura 4.6. 

Figura 4.6: O caso não transversal: (regular, sela), à esquerda e (regular, nó) à direita 

Demonstração: A prova deste teorema é análoga a prova do Teorema 4.4.2. Podemos fixar 

a = d(y — x2) e reduzir o 1-jato de ,3 a PP = (x + ay)dy — Aydx. A diferença entre esta 
demonstração com a demonstração do teorema anterior é que quando consideramos o blow up 

polar de dois zeros do levantamento de a, os pontos singulares do levantamento do discriminante 

e os dois zeros do levantamento de ,3 coincidem. Mas os autovalores do campos de vetores 

associados aos levantamentos de a e ,3 são distintos em tais pontos e as duas 1-formas tem 

somente uma separatriz em comum, chamada de fibra excepcional. Usando então o Teorema 

4.3.6, obtemos um modelo topológico em tais pontos. Faça agora como no Teorema 4.4.2. Desde 

que o modelo topológico não depende de a podemos fixar a = O. 

Supondo agora que as 1-formas são ambas singulares, vamos primeiramente analisar o 1-jato 

dos pares de 1-formas. Este caso é, em geral, de codimensão 2 (ver seção 4.1). Temos dois casos 

a considerar: 

(1) a possui singularidade do tipo sela ou nó: Podemos fixar jia = xdy — Aydx e reduzir 

o 1-jato de ,3 à forma PP = (x + gy)dy — (x + 7y)dx. O polinômio característico da matriz 

associada ao PP é dado Por t2  - + 1) t + — 14). Assim os sinais de 61  = (7 — 1)2  + 4/1 e 

-y —p que determinam o tipo de singularidade de 	Se (7 — 1)2  +4p >0 e -y —p < O, ,3 terá 

singularidade do tipo sela, se (7 — 1)2  + 4/2 > O e 7 —p > O, ,3 terá singularidade do tipo nó. 

Para (7 — 1)2  + 4/1 <0, ,3 terá singularidade do tipo foco. 

Também temos que considerar a singularidade do discriminante. 

O 2-jato do discriminante é dado por -X2  (À --y)xy Agy2. Supondo que a singularidade 

do discriminante é do tipo Morse, temos que esta é do tipo At (A é um ponto isolado) se 

(À — 7)2  + 4Àp <0 e Al7 (A é formado por retas transversais) se (À — 7)2  + 441 > 0. 

Considerando as parábolas (7 — 1)2  + 4/1  -= O e (À — 7)2  + 4Àp = O e a reta 7 —p = O no 

plano (7,g) para A fixo, podemos deduzir os vários pares de singularidades que podem ocorrer 

com um tipo particular de singularidade do tipo Morse para o discriminante, como mostramos 
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na Figura 4.7. 

(II) a e )3 possuem singularidade do tipo foco: Podemos fixar a = (x — Ay)dy — (Ax + y)dx. 

O 1-jato de )3 pode ser escrito na forma jlfi = (x+ iiy)dy — (x +-yy)dx, com (ry —1)2  + 4µ <O. 

Assim o 2-jato do discriminante será dado por 

(À — 1)x2  + 	+ — -y + 1)xy + (Aey + it)y2, 

e a singularidade do discriminante será do tipo At se Sz = (4+ A-7+1)2  —4(À-1)(Ary+p,) <O 

e, do tipo Ar se, Sz > O. Veja na Figura 4.7 à esquerda as curvas que definem o tipo de 

singularidade de fi e o tipo de singularidade do discriminante. 

{ela 	 a. foco 

Figura 4.7: Curvas que determinam o tipo de singularidade do par (a, s) 

Conseqüentemente temos a seguinte proposição: 

Proposição 4.4.5 Modelos para todos os casos possíveis de pares de 1-jatos de 1-formas di-

ferenciais com singularidade do tipo sela, nó ou foco na origem e que não possuem uma folha 

comum são apresentados a seguir: 

I. Se o discriminante tem uma singularidade do tipo At: 

(sela,sela): (xdy + ydx, (x + y)dy — (x — y)dx) 

(nó, no"): (xdy — 2ydx,(x — hy)dy — (x +2y)dx) 

(nó, foco): (xdy —2ydx,(x — y)dy — (x + 2y)dx) 

(foco, foco): ((x — 2y)dy — (2x + y)dx,(x —y)dy — (x +y)dx) 

Figura 4.8: Par (a, s) singular/singular cujo discriminante possui singularidade At 

II. Se o discriminante tem uma singularidade-  do tipo At : 
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(sela,sela): 

(sela,nó) : 

(sela,foco): 

(nii,m5) : 

(nd,foco): 

(foco,foco): 

(xdy + ydx,(x — y)dy — (x — y)dx) 

(xdy + ydx,(x + y)dy — (x +2y)dx) 

(xdy + ydx,(x — y)dy — (x + y)dx) 

(xdy —2ydx,(x + y)dy — (x +2y)dx) 

(xdy —2ydx,(x — +0-y)dy — (x + y)dx) 

((x — 2y)dy — (2x + y)dx,(x — 3y)dy — (x + y)dx) 

Figura 4.9: Par (a, fi) singular/singular cujo discriminante possui singularidade Ar 

Podemos demonstrar então o seguinte teorema. 

Teorema 4.4.6 Sejam a e )6* 1-formas singulares sem folhas em comum com exceção da origem 

e com separatrizes transversais. Suponha que o conjunto discriminante tenha uma singularidade 

do tipo Morse (Aj ou At)  com ramos transversais as separa trizes de a e )6* no caso Ar . Então 

existe um homeomorfismo que leva as folhas do par (a, 13) às folhas de um dos pares de 1-formas 

diferenciais dados na Proposição 4.4.5. 

Demonstração: Supondo que a possui uma singularidade do tipo sela ou nó na origem temos 

(x + q51(x, y))dy — (.Xy + q52(x, y))dx, onde 4, são funções suaves com 1-jato nulo. Além 

disso podemos escrever fl = (x + ry + th. (x, y))dy + (x + ryy + (x,y))dx, onde assim como 

q5i são funções suaves com 1-jato nulo. 

Aplicando o blowing up polar: x = rcos0 , y = rsen0 e dividindo as 1-formas por r, teremos: 

((1  — ))cost9sen0 + 47sent9 + 02cost9)dr + 

r(cos20 + Asen20 + &cose + 02senO)d0 

)6* 	((1+ 7)cosOsen0 +rsen20 + cos20 + Vhsen0 + tp2cosO)dr 

rersen20 + (1 +7)cost9sen0 + cos20 +Oleoso' — tP2sen0)(10 
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onde q5i =- rq5, e 0, = rih. Assim temos que as singularidades de -CE em O x 51  ocorrem para 

O = O2  11  ir 3-7-r  enquanto que para T3 ocorrem quando 2 	2 

Tsen20 + (1 + 7)cosOsen0 + cos20 = O. 	 (4.4) 

Portanto e T3 não possuem singularidades em comum. 

Suponha agora que fi tem uma singularidade do tipo sela ou nó na origem então (1+7)2-4T = 

(1 — 7)2  — 4(T —'y) > O, o que implica que T3 terá singularidade em 0 x S. Enquanto que se fi 

tem uma singularidade do tipo foco então T3 é regular, pois (1 + 7)2  — 4T < O o que implica que 

a equação (4.4) não admite solução real. 

Quanto ao discriminante do par (a, fi) temos 

22  (5(XI Y)) ="" X2  ± (7 ± A)xY + ATY2  

ou seja, a singularidade do discriminante depende da equação (7 + A)2  — 4AT. Se (7 + A)2  — 

4AT <0 temos uma singularidade isolada para o discriminante, caso contrário, temos duas retas 

concorrentes. 

Após o blowing up polar vemos que 5(r, O) = r51(r, O), sendo que 

Si (O, O) = —(cos20 + (7 + McosOsen9 + Arsen20). 

Portanto se A é um ponto isolado temos 51(0, O) 0, VO, ou seja, o discriminante de ("«,73) é 

regular e consiste em O x 51. Mas se o discriminante é formado por um par de retas concorrentes 

(singularidade do tipo A7), existirão valores de Oi para os quais 51  (0,t9i) = 0. Note porém que 

para estes pontos, temos 

ao 

Então 	se anula se, e somente se, (AT — 1)2  + (A — 7)2  = O, no entanto temos as seguintes 

desigualdades: 

(AT — 1)2  + (A — 7)2  > (A + 7)2  — LIAT > O, 

a última desigualdade vinda da hipótese sobre a singularidade do discriminante do par (a, fi) 

ser do tipo Ar.  Portanto a derivada de Si  em relação a O não se anula, mostrando que os pares 

obtidos por blowing up também têm discriminante com singularidade do tipo Morse. 

Vamos estudar agora todos os pontos sobre O x SI. Para os pontos (O, O) com O = 0, 5,7r, 

ou, para O satisfazendo a equação (4.4) temos um campo singular e outro regular, cujo discrimi-

nante é uma folha comum, logo temos um modelo pela Proposição 4.3.3. 

Para os demais valores de O temos duas 1-formas regulares, cujo conjunto A é uma folha 

comum as 1-formas (r -= O), ou possui uma singularidade do tipo Morse com uma folha comum 

asi 
(O, 0i) = (A + 7)co820, +2(Ár —1)cosOisent9, — (A + 7)sen20i. 
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ao par, então pela Proposição 4.3.2 temos um modelo local para o primeiro caso enquanto que 

a Proposição 4.3.4, nos dá modelo local para o segundo caso. 

Utilizando as técnicas apresentadas por Bruce e Fidal em [6, Proposição 4.1], colamos os 

modelos encontrados obtendo assim um modelo na vizinhança de O x SI-. Aplicando o blowing 

down teremos um modelo numa vizinhança da origem para o par de 1-formas diferenciais. 

Se a e fl possuem singularidades do tipo foco na origem temos 

a = (x — ry + 01(x, YndY — (ri + y + 02(x, Yndx 

= (x + + tpdx, y))4 + (x + AY + tP2(x, 0)cli 

Aplicando blowing up polar encontramos, após a divisão por r, as seguintes formas: 

= 	7sen0 +cosO)dr + (r + Wcos0 +d72sen9)d0 

= 	(1 + ry)cos0 serie + Asen2  O + cos2  O +eNser7,0 +e-SosO)dr 

+ 	r(cos2  O + (À — 1)cos9sen0 — -ysen2  O +("727.cos0 — Tif-)isenO)d0 

Logo em O x 	a é regular e fl tem uma singularidade para os valores de O que satisfazem 

a equação (4.4). 

Vamos agora estudar os discriminantes dos pares (a, fl) e (ã, $), como fizemos no CaS0 ante- 

rior. Se o discriminante do par (a, fi) tem singularidade isolada (An, então (1 + .À)2  — 	< O, 

logo o discriminante do par (re, 76) é da forma (5(r, O) = rói (r, O), com 61(0, O) O, ou seja, regu-

lar. Enquanto que se o discriminante é formado por um par de retas concorrentes (Ai) teremos 

valores para Oi tais que 81(0,0i) = O, porém para tais valores de Oi, 21-1/0-(0, 0i) Ø  O, usando a 

hipótese dada pelo discriminante do par (a, fl). 

Como a não possui singularidades temos que (0,9) poder ser um ponto regular de a e singular 

de fl, ou um ponto regular para ambas as 1-formas. No primeiro caso temos um modelo local para 

o par de 1-formas dado pela Proposição 4.3.3, desde que nestes pontos o discriminante é formado 

por uma folha comum. No caso de pares regulares temos pares regulares com folha comum, que 

aparecem se o discriminante do par (a, fl) é um ponto isolado, logo temos modelos locais para 

tais pares dado pela Proposição 4.3.2. Ou ainda, temos pares regulares com singularidade do 

tipo Morse, neste caso temos um modelo local pela Proposição 4.3.4. 

Logo conhecemos modelos locais para todos os pares de 1-formas sobre os pontos do círculo 

o x SI. Usando as técnicas de colagem apresentadas por Bruce e Fidal [6], temos um modelo 

topológico para o par de 1-formas na vizinhança de O x 	Aplicando o blowing down, temos 

modelos numa vizinhança de IR2  — {0}. 
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Capítulo 5 

Classificação formal de pares de 

folheações no plano 

Neste capítulo fazemos um estudo formal dos pares de germes de 1-formas diferenciais no plano. 

O método usado é a redução formal por séries de potências. 

Este é um método devido à Poincaré, consiste em eliminar sucessivamente os termos de 

ordem k(k > 2) nas funções que definem urna 1-forma diferencial. Nem sempre é possível provar 

que este processo é convergente. No entanto, Arnold [1] afirma que, em geral, os primeiros jatos 

de um germe de 1-forma são suficientes para o estudo da configuração da 1-forma. 

Considere a 1-forma diferencial a -= A(x,y)dy + B(x,y)dx. Supondo que o (k— 1)-jato de a 

pode ser reduzido a forma linear, podemos escrever seu k-jato na forma 

2k  (a) = (ax + by + Ak(x,Y))dY + (cx + dy + Bk(x,Y))dx 

onde Ak e Bk são polinômios homogêneos de grau k. 

Considere a mudança de coordenadas 11k  em IR2, O da forma 

x = X + Pk  (X, Y) 

y = Y + Qk(X,Y) 

onde Pk  e Qk são polinômios homogêneos de grau k em X e Y. Então 

dx = (1+ gfr-c )dX + P.-dY 

dy = PLc  dX + (1+ W-)dY 

Supondo que após esta mudança de coordenadas, os termos homogêneos de grau k no jka 

podem ser eliminados, temos: 

X(a 9̀04- + cPc-) + Y(b52)±: + daâ ) + cPk  + dQk  =- —Bk(X, Y) 

X(009. + cP-P)+Y(b80Q) + daal;ft) + aPk  + bQk  = —Ak(X,Y) 

90 



onde Ak e Bk  denotam o k-jato de Ak(X Pk(X,Y),Y ±Qk(X, Y)) e Bk(X Pk(X,Y),Y 

Qk(X, Y)), respectivamente. Note que estes k-jatos dependem apenas dos k-jatos de Ak  e Bk. 

As equações acima geram um sistema linear de 2k + 2 equações com 2k + 2 incógnitas: 

mk  (pk  = (Bk  

Qk)Ak 
(5.1) 

sendo que o determinante da matriz MC  dependerá dos autovalores (À1, À2) do campo de vetores 

associados à 1-forma diferencial a. Logo se o sistema acima pode ser resolvido para todo k, 

obtemos um difeomorfismo que reduz a forma a na sua parte linear, mas se existem enumeráveis 

valores de À = (À1, .X2) para os quais temos detMk  = O, dizemos que existe um difeomorfismo 

formal reduzindo a à sua parte linear. Estes valores de À se chamam valores resonantes. Então 

se À é não-resonante a é formalmente equivalente a sua parte linear (ver [111]). 

Existem outros métodos que garantem a convergência da redução formal de 1-formas diferen-

ciais, por exemplo, Bruce e Tari em [11J, demonstraram que se a matriz obtida na redução satisfaz 

uma desigualdade envolvendo o módulo da inversa dessa matriz, então o processo converge. Co 

que ocorre na prática é que, exceto para aquelas matrizes cujo módulo da matriz inversa possa 

ser calculado com certa facilidade, este método não é fácil de ser aplicado. 

;.1 Estudo Formal 

Primeiramente estudamos os pares regular/singularcom ingularidade do tipo sela, nó ou foco. 
Observamos 

 que o modelo obtido coincide com o modelo ,tppológico. 

115 

Teorema  5.1.1 
Suponha que o 1-jato da 1-forma ,8 se esti' ve 

na fkma (x -I- Ay)dy — xdx e a é regular, sendo que sua folha pela origem é transversal às á 
aratrâes 

de fl. Então para quase 
todos os valores de À 

existe um difeomorfismo Jornal levando as 011 do 
par (a, i3) tis folhas do 

par ((x + Ayidy + xdx, dy). 

Demonstração: Nas 
condições do teorema podemos fixar 

a =-- dy 

,8 	(x + Av + A2 (X, Y)klY 
 onde A2  e 22 

 são polinômios homogêneo
s 
 de grau 2, escritos na forma A

2  (X, y) =ae2x2 +auxy+ 

a22y2 0(2) e B(x, 	b02x2  + buxy + b22Y2 
 + 0(2). Considerando a mudança de variável 

02(X, 11 dada por 

v 	y 	go  y2 
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onde P2(X, Y) é um polinômio homogêneo de grau 2 e qo E IR. Multiplique 01(X, Y) por 

1 + Ri(X,Y), onde R1  = ro X + riY o que não altera a 1-forma. (Note que esta mudança 

preserva as folhas de a). 

Quando fazemos j2((1+Ri)(g(3)) = (X +AY)dY +Xdx encontramos as seguintes equações: 

P2  (X, Y) + Aqo Y2  + Xicti (X, Y) + AYR1  (X, Y) = —2(X, Y) 

.132  + X RI(X, Y) + X gt = —B2  (X, Y) 

onde A2  (X, Y) = a02X2  + a12XY + a22 1/2  e B2  (X, Y) = b02X2  + b12XY + 6,22Y2. 

Equivalentemente, o sistema acima pode ser escrito na seguinte forma: 

/ 	1 	O 	1 O O po  ao2 

O 	I 	2 	A 1 2 PI a12 

0010 A 3A P2 a22 

3 	O 	O 	1 O O ro bo2  

O 	2 	O 	O 1 O r bi2 

\ O 	0 	1 	0 0 0 	J \ qo \ b22 

Este sistema tem solução se o determinante da matriz é não nulo, ou seja, se A 0, Então 

para A O, o par (a, f3) é equivalente ao par 

ao =- dy 

onde A3 e B3 são funções suaves cujo 2-jatos são identicamente nulos. 
Suponha que esta construçãci é feia para k = 2,3, ... ,n — 1 e vamos estudar o caso k = n. 

Por hipótese de indução, po emos lirever fo da forma 

x + 4 + An
(x ,y))dy + (x + 

 

g1/4  

onde At, e I% 

são polinõmios Aomogêneos de grau n. Considere a transforrnação 4)„ tal que 

x 	X + Pn
(X,Y) 

onde P. 

é um polinômio homogêneo de grau n, qo e IR. Multiplique 44,(0) por 1 + Rrt, sendo 

Rn—i um polinômio homogêneo lie grau n — 1. 

Da condição j"((1 + Rn--1)4L(0)) (X + AlldY + 

XdX, temos as equações 

+ aqoYn 
 + X Itn, + aY R

ri + nqoYnt  X +X 8---e 
— An  

nnde An  e Bn 
 são polinômios de grau n das séries de Taylor de A

n  e Bn. 
O sistema linear acima 

nela seguinte matriz 



1 O O ••• O O 1 O •.• O O .•. O O 

O O O .•. O O À 1 ••. O O •.• O O 

O o 1 k +1 .•• O O O O ••• 1 O ..• O O 

o o O 1 ••• O O O O •.• A 1 ... O O 

O O O .•• 1 n O O ... O O ••. 1 ii 

O O O ••• O 1 O O • • 	• O O • • .À Mn -I- 1) 
= 

1+,t O O O O O 1 O ••. O O O 

O tt O O O O O 1 „. O O O 

..• 

O O n—k+1 O O O O O .•. 1 O O 

O O O n—k O O O O .•• 1 O O 

O o O O 2 O O O ••• O O O 

O O O O O 1 O O .•. O O O 

Vamos mostrar que o determinante desta matriz não é identicamente nulo se visto como um 

polinômio em À. Observe que a matriz Mn  é formada por 4 blocos: 

(C A B  D 

onde A,B,C,D são matrizes de ordem ri + 1, inversíveis, com exceção de D. Logo o detMn  = 

detA.det(D — CA-1B). Além disso det(Mn) é um polinômio em A de grau menor ou igual a 

2n +2 e não é difícil observar que existe um coeficiente não nulo neste polinômio. Portanto para 

cada valor de n o determinante se anula apenas para um número finito de valores de A. 

Considere o conjunto formado por todos os valores de A para os quais existe n tal que a 

matriz acima possui determinante nulo. Este é um conjunto de medida nula. Exceto para A no 

conjunto acima, temos um difeomorfismo que conjuga o par de 1-formas ao modelo apresentado. 

Aplicamos o mesmo método para pares singulares. 

Teorema 5.1.2 Sejam a e 13 duas 1-formas diferenciais com singularidades elementares na 

origem. Suponha que os 1-jatos de a e 13 são dados pelas formas: 

• (xdy — Aydx,(x + gy)dy — (x + -yy)dx), se a possue singularidade do tipo sela ou nó na 

origem; 

• ((x — 7y)dy — (yx +y)dx,(x + py)dy — (x +7y)dx), se a possue singularidade do tipo fixo 

na origem. 

Então para quase todos os valores de (À,ry,p), existe um difeomorfisrno formal que leva o par 

(a13) aos pares: 

• (xdy — .Xydx, (x+ py+ a(y))dy — (x + 7y + b(y))dx), se a possue singularidade do tipo sela 

ou nó na origem; 
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• ((x --yy)dy — (yx + y)dx,(x + py + a(y))dy — (x +7y +b(y))dx), se a tem singularidade 

do tipo foco na origem, 

onde a e b são séries formais com 1-jatos são nulos. 

Demonstração: Vamos separar esta prova em dois casos. Caso 1: a possui singularidade do 

tipo sela ou nó. Caso 2: a tem singularidade do tipo foco. 

Sejam a e j3 como nas hipóteses do teorema e apliquemos a redução formal. No n-ésimo 

passo encontramos as seguintes equações 

Caso 1: 

X afx" + MIL} +AQn +À YRn  = —An(X,Y) 

X aatt + Pn  + AYV21; + XRn_i = —B„(X,Y) 

XP-8-9.re + Pn  +1.4YaQi + ryQ„ + X 0,1;z  + -yY + XS,,-1 +7YS,,_1  = —C(X,Y) 

+ Pn + /At 	+ pQn + X Vii5 - + 	+ XS,z _i + 	= —D(X,Y) 

Caso 2: 

X 	— AV 	Pn  + AQ„+ À Y VÃ' + x + XR„, + ÀYRn_i  = —An  (X,Y) 

X aat' — AV P-agys + P„ — ÀQn  + AY + X ao+, + XR„, — AYR = —B„(X,Y) 

X Pib Pn  + taYeatt 	+ An + X '2 + ryYD + XSn_i 	= —Cn(X,Y) 

+ Pn+ 	+ X Pc  + ryY Pc  + 7Q, + X Sn_i + 	= —D(X, Y) 

onde An(X, Y) representa o n-jato de An(X + Pn,Y + Qn), analogamente para 13n, Cn, D. 

As funções Rn, Sn  são devido a compensação dos paramêtros, feita pela multiplicação das 

equações acima por polinômios homogêneos de grau menor que n. Note porém que ainda não 

obtivemos um sistema com mesmo número de equações e incógnitas. Sendo assim igualamos o 

n-jato da 1-forma à 1-forma reduzida adicionado um termo não linear em y. 

Seguindo as idéias do teorema anterior, podemos mostrar que o determinante da matriz 

obtida é diferente de zero exceto em um conjunto de medida nula de (À,7, g) para cada n. Logo 

o conjunto de valores para os quais o sistema deixa de ter solução é de medida nula e como no 

Teorema 5.1.1 segue o resultado. 
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Capítulo 6 

Desingularização de pares de 

1-formas diferenciais no plano 

Nosso objetivo neste capítulo é apresentar um teorema de desingularização para pares de germes 

de 1-formas diferenciais no plano. 

Este teorema foi motivado pelos teoremas de desingularização de uma 1-forma diferencial 

apresentados por Seidenberg [34] e Dumortier [17]. 

6.1 Desingularização de uma 1-forma diferencial 

Dada uma 1-forma analítica ou formal, Seidenberg [34] assegura que após um número finito de 

transformações da forma x = X, y = XY e x =- XY, y = Y, as singularidades da 1-forma se 

tornam simples, isto é, se Ai e À2 são os autovalores do campo de vetores associado a 1-forma, 

temos: 

(i) À1.À2  $0 e À1/À2  O-  ou 

.À 1  = 0 e À2 0. 

As mudanças de coordenadas citadas acima são chamadas de blowing up direcional. 

Dada uma 1-forma diferencial a analítica ou formal, podemos escrever a = A(x, y)dy + 

B(x, y)dx, onde A e B são funções analíticas ou definidas por séries formais, logo podemos definir 

a ordem da 1-forma por o(a) = rnin{grauA, grauB}, onde por grau entendemos a ordem da 

primeira derivada não nula da função avaliada em zero. Sendo assim podemos supor o(a) < co. 

Como o blowing up diminui a ordem de a, com finitos passos teremos o(a) < 1. 

Camacho, Lins Neto e Sad em [13] também estudaram a desingularização de campos de 

vetores no caso holomorfo e mostraram que finitas blowing ups reduzem a 1-forma na forma 

"desingularizada". Segundo [13], uma 1-forma a é desingularizada se as singularidades são 
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simples, estão sobre uma linha projetiva invariante e o conjunto de separatrizes é constituído 

por curvas suaves e disjuntas; nenhuma separatriz passa por um "comer" (intersecção de dois 

divisores); todas as separatrizes são transversais ao divisor. Ou seja, eles analisaram também a 

configuração das separatrizes das 1-formas. 

Temos ainda uma generalização dos estudos de Seidenberg [34] ao caso suave dado por 

Dumortier [17]. Dumortier estudou a decomposição das singularidades de um campo de vetores 

em uma variedade de dimensão 2, em singularidades mais simples. Para isso definiu o grau de 

degeneração de uma singularidade da seguinte maneira: 

Dado um germe de campo de vetores em IR2  com jk  X(0) =- O e jk+IX (0) O, o grau de 

degeneração de X em O E IR2, denotado por dX(0), é definido por 

• dX(0) = k, se o (k +1)-jato de X em O não é linearmente conjugado à yk+1&; 

• dX(0) = k +1, caso contrário. 

Dumortier [17] mostrou que por blowing up o grau de degeneração não aumenta. O problema 

para a desingularização surge então quando após blowing ups o grau de degeneração se mantém. 

Neste caso o campo de vetores é chamado fortemente dX(0)-preservado. Mas sob a condição do 

campo satisfazer a desigualdade de Lojasiewicz a redução das singularidades em finitos passos 

está garantida. 

Um campo de vetores X satisfaz a condição de Lojasiewicz se: Si E 114, c > 0,5 > O tal que 

IIX(x)II > cl ¡ri I/ , VI lxil < S. Todo campo de vetores analítico satisfaz tal desigualdade. 

Segundo [17], se um campo de vetores satisfaz a desigualdade acima, suas curvas integrais 

possuem contato finito com curvas suaves. Blowing ups reduzem esse contato, logo após finitas 

blowing ups teremos transversalidade. 

Dumortier define singularidades elementares, apresentando modelos topológicos para os cam-

pos que possuem tal singularidade. Em seguida afirma que dado um campo de vetores suave 

satisfazendo a desigualdade de Lojasiewicz, existe homeomorfismo que conjuga-o a um campo cu-

jas singularidades são elementares. Neste artigo ainda, temos que a desigualdade de Lojasiewicz 

é equivalente a existência da desingularização após um número finito de blowing ups. 

Com isso dada uma 1-forma diferencial plana a, com singularidade isolada na origem, diremos 

que a singularidade de a é simples ou elementar se ela é topologicamente equivalente a uma das 

configurações da Figura 6.1, onde H denota uma singularidade hiperbólica, P uma singularidade 

parabólica, C um corner(interseção de dois divisores) e I um intervalo singular 

Neste capítulo utilizamos basicamente .o blowing up direcional, no entanto não é difícil esta-

belecer uma relação entre a blowing up direcional e a polar [17]: 

Seja 4: SI x IR —r 1R2  dada por 0(0,r) =- (rcosO,rsen0) e ip : IR2  —r IR2  dada por 

1/2(x, y) = (X, XY). Defina U C S1  x IR2  onde U = {(O, r); O E] — , 1-[} . Considere F: U —s IR2  
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Figura 6.1: 1-formas com singularidade elementar 

definida por F(0, r) = (rcose,tant9). F é um difeomorfismo local de classe Ca' em U que 

faz a equivalência entre o blowing up polar e o blowing up direcional, afinal é a mudança de 

coordenadas entre elas, 

(rcosO,r sen9) = (rcos0,tanercos0). (X, XY). 

Nosso objetivo é mostrar que sob algumas condições, após um número finito de blowing ups 

um par de 1-formas diferenciais se torna desingularizado, num sentido que será definido abaixo. 

6.2 Desingularização de pares de 1-formas diferencias 

Dadas duas 1-formas diferenciais analíticas a e 13 com finitas blowing up tornamos as singu-

laridades de ambas simples ou elementares. Introduzimos a seguinte definição para pares de 

1-formas diferenciais: 

Definição 6.2.1 Sejam (a, fl) um par de 1-formas diferenciais analíticas/formais ou suaves, 

diremos que o par (a', ti) obtido por blowing ups está desingularizado quando: 

(1) as singularidades de a' e pi forem elementares; 

(2) o conjunto discriminante está desingularizado. Além disso o par (a', fl') possue urna das 

seguintes configurações nos pontos sobre o divisor excepcional: 

(a) quando ambas forem regulares, o discriminante ou é formado pelo divisor excepcional ou 

um ramo dele é o divisor excepcional e outro consiste de pontos do Tipo 1; 

(b) quando uma 1-forma é regidar e a outra tem uma singularidade do tipo H ou P o dis-

criminante é formado pelo divisor excepcional; 

(c) quando ambas possuem singularidade do tipo H ou P o discriminante consiste das sepa-

ratrizes dessas singularidades; 

(d) quando uma das 1-formas é do tipo I, digamos a',o discriminante é formado pelo divisor 

excepcional se 13' é regular. Se 13' tem singularidade do tipo H ou C, então o discriminante é 

formado pelas separatrizes de 9. Se 	é também do tipo I, então o discriminante consiste do 

divisor excepcional se as folhas de a' e 9 forem transversais ou tem contato finito entre si. Caso 

contrário o discriminante é formado pelo divisor excepcional e uma outra folha comum ao par. 

Observemos que a definição acima é feita levando-se em conta a configuração do discriminante 

e das singularidades elementares das 1-formas. Em nosso caso, diferentemente do que apresentou 
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i.  ti  
	 LEEE  S 	lio 111.111 
	 :57‘  -s     (c.c)  
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Figura 6.2: Pares de 1-formas desingularizadas 

Dumortier em [17], não apresentamos modelos topológicos. Afinal não é claro se tais modelos 

existem para todas as configurações. Isso deve-se ao seguinte fato. Dizemos que um par possuem 

contato (r, s) se o discriminante pode ser escrito em coordenadas locais na forma 8 = xrys-S-, 

onde j(0, O) 	O. Aplicando um blowing up a esse par teremos um par cujo contato é (r',$') 

com r < r', s < s' e r + s < + s'. Sabemos que a ordem de contato distingue pares regulares 

por difeomorfismos (Proposição 2.2, [30]) e pares do tipo sela/sela com mesmas separatrizes e 

autovalores resonantes (em [7]). Resta assim ser mostrado se a ordem de contato distingue ou 

não pares de 1-formas, topologicamente. 

Estudaremos separadamente o caso analítico (o caso formal segue análogo) e o caso suave. 

6.2.1 O caso analítico 

Quando a e /3 são 1-formas analíticas o conjunto discriminante A é uma curva plana analítica 

e portanto admite uma desingularização (ver [36]). Diremos que o discriminante A de (a, /3), 

está desingularizado se, localmente, A é a pré-imagem do zero pela função 6(x, y) = xPyq, onde 

p,q E IN. 

Temos o seguinte resultado: 

Lema 6.2.2 Seja (a, fl) um par de 1-formas diferenciais analíticas/formais não idênticas, então 

existe um número finito de blowing ups do par que reduzem o discriminante à forma desingula-

rizada. 

Demonstração: Suponha a = a(x,y)dx + b(x, y)dy e /3 = c(x,y)dx + d(x, y)dy. Então 

6(x, y) =- a A fi(x,y) = (ad — bc)(x,y). 

Aplicando blowing up x = XY, y = Y ao par (a, fl) encontramos o par (ã, T3) onde 

= (a(XY, Y) + Xb(XY,Y))dY + Yb(XY,Y)dX 

7-3 = (c(XY,Y)+ Xd(XY,Y))dY + Yd(XY,Y)dX. 

Logo o discriminante resultante é dado por 

8'(X, Y) = "ti A T3(X,Y) = Y(ad — bc)(XY, Y) 	 (6.1) 

(R.R) 
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(O blowing up x = X,y = XY resulta em um discriminante da forma X(ad — bc)(XY,Y)). Ou 

seja, a blowing up ao par de 1-formas resulta em blowing up do discriminante. 

Desde que a função ad — bc é analítica, temos, que após finitas blowing ups ao par, o dis-

criminante resultante pode ser escrito em coordenadas locais na forma xPyq = O, portanto 

desingularizado. 

Teorema 6.2.3 Dado um par de 1-formas diferenciais (a, a) analíticas/formais não idênticas, 

existe uma sequência finita de blowing up tal que o par (a, a)  fica desingularizado no sentido da 

Definição 6.2.1. 

Demonstração: Do teorema de Seidenberg temos que toda 1-forma diferencial analítica ou 

formal possue singularidades elementares após finitas blowing ups, então podemos supor que a 

e a são 1-formas desingularizadas. Usando o Lema 6.2.2 também podemos supor que o discrimi-

nante deste par está desingularizado. Como aplicamos blowing ups simultâneas ao par podemos 

assumir que um dos ramos do discriminante é localmente o divisor excepcional (o que ocorre 

depois de uma blowing up), uma folha comum ao par de 1-formas. Isso já nos assegura que nada 

poderá ocorrer nos corners, afinal estes fazem parte do discriminante então o par é localmente 

transversal fora destes divisores, levando-nos a configuração como na Figura 6.2. 

Com isso podemos supor que o par (a, a) é formado por 1-formas desingularizadas, seu 

discriminante está desingularizado e tem uma folha comum ao par de 1-formas. Passemos a 

análise dos possíveis pares de 1-formas. 

(1) a e a 1-formas regulares. Dadas as condições acima podemos supor que 

a = dy 	
(6.2) 

a 	df, 

onde f :R2,0 —) IR, O é um germe de função analítica. Neste caso qualquer que sejam os pontos 

do discriminante temos que o par está desingularizado (independente do contato das folhas de 

a com as folhas de a). 

(2) a regular e a com singularidade do tipo H ou P. Podemos escrever 

a = xdy + 4(1 + A(x, y))dx, com À O, se a singularidade é do tipo H, ou 

a 	=- B (x, y)dy + Àydx, 	com jiB = O, se a singularidade é do tipo P. 

sendo que y = O é o divisor excepcional. Também podemos supor que localmente temos 

cx=y(l+h(x,y)) 	 (6.3) 

onde h é um germe de uma função analítica com h(0, O) = O. Então, em ambos os casos temos 

= y(A + 01(x,y)), ou seja, y = O é localmente a única solução de 5 = O. Então o discriminante 

será formado apenas pelo divisor excepcional e o par está desingularizado por definição. 
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(3) a e p têm singularidade do tipo H ou P. Como dissemos acima estamos assumindo 

que um dos ramos do discriminante é formado pelo divisor excepcional. Se o outro ramo do 

discriminante é uma separatriz comum ao par, então o par de 1-formas está desingularizado. 

Caso contrário, as separatrizes não comuns devem possuir contato finito entre si, afinal são 

curvas analíticas. Mostramos a seguir que blowing ups reduzem o contato das separatrizes. 

Desde que este número é finito pode ser reduzido a 1 e neste caso temos pares desingularizados. 

(i) Se a e p possuem singularidades do tipo H, podemos escrever 

= xdy + 4(1 + A(x, yndx e 

p 	= 	+ 	, y))dy + py dx 

Dessa maneira B(0, y) determina o contato da separatriz de p em zero com x = 0. 

Aplicando blow up ao par obtemos: 

= x(1 + À(1 + 	y)))dy + 4(1 + yi(x, yndx 

-p= 	(x(i+ p)±r3(x,y))dy + pydx 

onde A(x,y) = A(xy, y)/ y e B(x,y) = B(xy, y)/ y. Logo 5(x, y) = y((À — µ) + B(xy, y) — 

xA(xy, y) + D(x, y)), onde D(0, 0) = 0. 

Se À bt, temos um novo par de 1-formas cujo discriminante é o divisor excepcional, y = 0. 

Se À = bt, temos um par de 1-formas cujo discriminante contém o divisor excepcional. No 

entanto, em ambos os casos o contato entre as separatrizes é menor que do par original, desde 

que este depende de B(0, y). Desde que o contato é finito, aplicamos finitas blowing ups e 

obtemos pares cujas separatrizes serão transversais. Analisando a vizinhança de cada ponto 

sobre o divisor excepcional encontramos pares desingularizados: pares regulares, pares do tipo 

regular-hiperbólico e pares singulares hiperbólicos com separatrizes comuns. Logo o par se 

tornou desingularizado com finitas blowing ups. 

(ii) Se a possue singularidade do tipo H e p do tipo P. Escrevemos 

= xdy + 4(1+ A(x, y))dx e 

p = B(x, y))dy + pydx 

Novamente B(0, y) determina o contato da separatriz de ,3 em zero com x=0ey=0é separatriz 

comum. 

Aplicando blow up ao par obtemos: 

C.7 = X(1 + A(1 -A-(x,y)))dy + Ày(1 + yK(x, y))dx 

73. = (Àx + T3(x, y))dy + µyd' 

onde 71(x, y) = A(xy, y)/y e Tã(x, y) = B(xy, y)/ y. Logo como no caso anterior temos que 

para À µ teremos um par cujo discriminante é apenas o divisor excepcional, sendo que para 
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À = p temos o discriminante contém o divisor excepcional. Mas em ambos os casos temos que 

o par obtido por blowing up do par original tem uma separatriz comum e a outra separatriz 

com contato menor. Desde que o contato é finito em finitas blowing ups teremos um par com 

separatrizes comuns, logo desingularizado 

(iii) Se a e /3 têm singularidade do tipo P. Neste caso o procedimento é o mesmo dos casos 

anteriores, basta tomar 

a = A(x,y)dy + Àydx 

13 = B(x,y)dy + pydx. 

(4) Suponha que a tem uma singularidade do tipo 1. Podemos supor que a é expressa 

localmente por 

= yP dx 	 (6.4) 

Então se /3 é regular, podemos assumir que as folhas de /3 são curvas de nível de uma função 

diferenciável 

f (x, y) = y(1 + h(x,y)) com h(0,0) = 0. 

Com isso, o discriminante é dado por 9(1 + h(x, y) + yhy(x, y)) = 0, ou seja, o par está 

desingularizado (novamente independente do contato da folha de /3 na origem com a separatriz 

de a). 

Se /3 é singular com separatrizes transversais o par está desingularizado. Caso contrário, 

podemos escrever 

/3 = (x + A(x, yndy + Àydr, com À 0, se a singularidade é do tipo H, ou 

13 = B(x, y)dy + Àydx, 	com j1B = 0, se a singularidade é do tipo P. 

Aplicando x=Xey= XY temos 

= 	X dY + Y (À + .20(X ,Y)dX , 	no primeiro caso ou 

T3 	= Xs (1 + ...)dY + Y (À + 71(X ,YndY 

onde s é o grau de B. Em ambos os casos temos que o discriminante será dado pelos eixos x = 0 

e y = 0. Portanto o par está desingularizado. 

Suponha agora que /3 tem singularidade do tipo 1 então /3 = yq df , onde fé um germe de 

função analítica regular. Então podemos supor que 

f(x,y) = x + Ày + h(x,y) 	 (6.5) 

Utilizando mudanças de coordenadas que preservam y = 0 e as linhas verticais (ou seja, não 

alteram a configuração de a), podemos escrever f (x, y) x + y, se À O e se À = 0, temos 

f (x , y) x yk  OU f (x , y) = x + yTz(x , y). 
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Assim temos os seguintes casos: 

13' = yq d(x + y) 	 (6.6) 

quando as direções limites das folhas de fl são transversais as folhas de a, ou 

= y d  (x  ±yk) 	 (6.7) 

quando as direções limites das folhas de i3 possuem contato k com as folhas de a, ou ainda, 

= yd  (x + 	y)) 	 (6.8) 

quando as folhas do par têm contato finito na origem. 

Nos dois primeiros casos temos que o discriminante é dado pelo divisor excepcional, 

y = 0, logo o par está desingularizado por definição. 

Quanto ao terceiro caso temos 5 = yP+q(h(x, y) + yhy(x, y)). Desde que por hipótese, 5 está 

desingularizado, existem mudanças de coordenadas de modo que este pode ser escrito da forma 

(5(x, y) = yPi(x + k(x, y))qi  

Blowing up da forma x = X e y = XY ao par resulta na blowing up do discriminante, donde 

obtemos 5 = 9'x'q(1 + k(x, y)). Neste caso obtivemos um par cujo discriminante é formado 

pelas separatrizes comuns, logo um par desingularizado. 

6.2.2 O caso suave 

No caso suave, assumindo que as 1-formas satisfazem a desigualdade de Lojasiewicz, o teorema de 

Dumortier [17] assegura que ambas as 1-formas podem ser desingularizadas. Para desingularizar 

o discriminante o qual é uma função suave, podemos, por exemplo, supor que a função que 

define-o é finitamente determinada, portanto é equivalente por mudanças de coordenadas a um 

polinômio. Assim o discriminante será uma curva algébrica, donde pode ser desingularizado. 

Quanto ao par de 1-formas, precisamos considerar ainda o contato entre as folhas. No 

caso analítico o contato é finito, o que não necessariamente ocorre no caso suave. Duas curvas 

suaves podem ter contato infinito sem coincidirem. Considere por exemplo, o caso em que 

a = xdy — .Àydx e as folhas de i3 são dadas pelas curvas de nível da função y — f (x), onde f 

possui todas as derivadas nulas em O. Então a folha de i3 na origem tem contato infinito com 

a separatriz de a. O discriminante é dado por .4 — 	(x) = 0 que será desingularizado pois a 

função discriminante é 1-determinada. 

Contudo se além da desigualdade de Lojasiewicz e da determinação finita da função discri-

minante supormos que as folhas do par de 1-formas têm contato finito, asseguramos a desin-

gularização deste par pelo mesmo procedimento do caso analítico. Então podemos enunciar o 

seguinte teorema: 
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Teorema 6.2.4 Sejam a e i3 duas 1-formas diferenciais suaves satisfazendo a desigualdade de 

Lojasiewicz. Suponha que a função discriminante desse par de 1-formas é finitamente determi-

nada e que suas separatrizes têm ordem de contato finito. Então existe a desingularização para 

(a,/3). 

Observação 6.2.5 Se provarmos que as configurações na Figura 6.2 são modelos topológicos, 

podemos usar os teoremas acima para obter uma classificação dos pares de folheações, onde dois 

pares são equivalentes se possuem a mesma configuração após a desingularização. 
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Observações finais e problemas 

futuros 

Muitas questões interessantes surgiram no desenvolvimento deste trabalho que pretendemos 

investigar: 

• Investigar se o processo da redução formal nos casos estudados na tese é convergente e de 

modo geral, estabelecer condições para que a redução formal implique na redução suave. 

• Gutierrez (1986) mostrou que todo fluxo continuo em uma variedade compacta de classe 

Ca)  M é topologicamente equivalente a um fluxo C1  sobre M, e sob determinadas con-

dições, a um fluxo Ca). Seria interessante verificar se este resultado se generaliza para 

pares de folheações sobre M2. 

• Aplicar os resultados da tese à teoria de controle. 

• Estudamos neste trabalho pares de folheações em variedades bidimensionais com bordo 

regular, cujo bordo é transversal as folhas do par na origem ou então coincide com a folha 

de uma das folheações . Resta ainda investigarmos o caso onde ambas as folheações são 

tangentes ao bordo. 

• Na desingularização dos pares de folheações no plano definimos os pares desingularizados. 

Uma questão natural é se esse pares são modelos topológicos. Se a resposta for positiva, 

podemos afirmam que dois pares que têm as mesmas configurações após a desingularização 

são topologicamente equivalentes. 

• Durante o desenvolvimento deste trabalho observamos a importância do discriminante no 

estudo dos pares de folheações regulares no plano. Surgiu então uma questão bastante 

interessante, se as singularidades do discriminante determinam as classes topológicas de 

pares de 1-formas regulares no plano. 
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ERRATA 
Sobre pares de 1-formas diferenciais em variedades de dimensão 2 

O objetivo dessa errata não é corrigir erros gramaticais, sei que neste trabalho 

muitos podem ser encontrados, mas mencionar um problema que apenas compreendi 

após a minha defesa de doutoramento, assim como conseqüências do mesmo neste 

trabalho. 

Nos capítulos 1, 2 e 3 deste trabalho, na classificação dos pares de 1-formas, 

usamos mudanças de coordenadas que preservam as linhas horizontais, y = c, que 

representam as folhas da 1-forma regular a = dy. Primeiramente questionamos a 

existência dos teoremas fundamentais da teoria de singularidades para esse tipo de 

mudanças, o teorema da determinação finita e dos desdobramentos versais. Em 

seguida, para verificar esse fato usamos a definição de subgrupos geométricos apre-

sentada por Damon. 

No entanto, o grupo de mudança de coordenadas acima não definem um sub-

grupo geométrico. Isso pode ser justificado pela sua representação na forma de um 

diagrama divergente. A condição essencial para um dado grupo ser um subgrupo 

geométrico é a existência de um sistema adequadamente ordenado de DA-álgebras. 

O que não acontece nos diagramas divergentes. 

O problema neste trabalho foi a construção de um sistema de DA-algebras que 

não representa o tipo de mudanças de coordenadas desejadas, que preservam as retas 

horizontais. 

Entre as conseqüências desse fato temos que a classificação dos pares de 1-formas 

diferenciais regulares ou (regular, singular-exata) em variedades de dimensão 2 é 

apenas formal (não mais suave como enunciado nesta tese). Mas observamos que 

podemos utilizar ainda outras ferramentas da teoria de singularidades para demons-

trar, em certos casos, a existência de modelos suaves na classificação, como ocorre, 

por exemplo, nos pares com contato 1 e 2. Podemos ainda utilizar a classificação 

formal obtida para a construção de uma classificação topológica, além do estudo das 
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deformações dos pares classificados. 

Devido a regras sobre trabalhos entregues à CPG, que não permite atualização 

dos mesmos, àqueles que tiverem interesse em ler este trabalho revisado, solicitamos 

que entrem em contato conosco, será um prazer enviar-lhe a versão revisada. O 

endereço para contato se encontra na seção de pós-graduação do ICMG USP. 

São Carlos, julho de 2000. 

Regilene Delazari dos Santos Oliveira 
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