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RESUMO 

O objetivo desta tese é estudar a geometria diferencial plana local de uma hipersu-

perficie regular M em IR4, usando a teoria de singularidades. Esta geometria é obtida 

através do estudo do contato de M com retas, planos e hiperplanos. O contato com 

hiperplanos (respectivamente, retas e planos) é medido através das singularidades dos 

elementos da família de funções altura H : M x S3 	IR (respectivamente, família de 

projeções P M x S3 	IR3  e II : M x G(2,4) 	IR2), onde S3  é a esfera unitária em 

IR', e G(2,4) é a Grassmaniana de 2-planos em IR'. 

Escrevendo M localmente na forma de Monge w = f(x,y,z) obtemos as condições 

sobre os coeficientes da expansão de Taylor de f para identificar as singularidades genéricas 

de Hu , Pu  e nu. Estudamos as estruturas dos conjuntos em M de um dado tipo de 

singularidade, usando a aplicação Monge-Taylor e os teoremas de transversalidade de 

Thom. Além disso, mostramos que existe uma relação de dualidade entre certos estratos 

dos conjuntos de bifurcações de H e P, e deduzimos propriedades geométricas sobre estes 

conjuntos. Estudamos também o comportamento de P em um ponto umbilico plano 

parcial. 

A família ri é de 4 parâmetros, portanto as singularidades genéricas que ocorrem são 

aquelas de codimensão < 4. Precisamos então completar a tabela de singularidades dos 

germes IR3, O 	IR2, O em [45]. Fizemos isso usando o programa "Transversal" feito 

por Neil Kirk [26]. Obtemos critérios geométricos para reconhecer as singularidades de 

codimensão < 1 e para estabelecer quando II é um desdobramento versai de liu• 



ABSTRACT 

We initiate in this thesis the study of the local flat geometry of smooth hypersurfaces 

M in IR4  using singularity theory. This geometry is obtained by studying the contact 
of M with lines, planes and hyperplanes. The contact with hyperplanes (respectively, 

lines and planes) is measured by the singularities of the elements of the family of height 

functions H: M x 	-4 IR (respectively, projections to hyperplanes P : M x .93  -4 IR2, 

and projections to planes II: M x G(2,4) -4 IR2), where 83  is the unit sphere in lati, and 

G(2,4) is the Grassmanian of 2-planes in TECI. 

We write locally M in Monge form w = f(x, y, z) and obtain the conditions on the 

coefflcients of the Taylor expansion of f for identifying the generic singularities of 14, Pu 
and I1u. We study the local structures of the set of points in M of a given singularity type 

using the Monge-Taylor map and Thom's transversality theorems. We also show that 

there is a duality relation between some strata of the bifurcation sets of H and P, and 

deduce geometric properties about these sets. We study in more details the behaviour of 
P at a partial flat umbilic point. 

The family II is of 4 parameters, so the generic singularities that occur in nu are 

of codimension < 4. Therefore we need to complete the list of singularities of germs 

IR2, O -4 IR2, O given in [45]. We do this using "Transversal", a program elaborated by 

Neil Kirk [26]. We also obtain geometric criteria for recognizing the codimension < 1 

singularities of Eu  and for establishing when II is a versal unfolding of IIu. 
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Introdução 

Nas últimas três décadas a teoria de singularidades não somente reinterpretou resultados 

clássicos da geometria diferencial de subvariedades mergulhadas em Ir, mas também per-

mitiu a descoberta de resultados fascinantes sobre esta geometria. Estes novos resultados 

seguiram da sugestão de René Thom que consiste em estudar o contato da subvariedade 

com objetos degenerados tais como planos, retas, esferas, círculos, etc. Estes contatos são 

medidos através das singularidades de algumas funções ou aplicações. 

Em textos antigos da geometria diferencial encontramos a noção de k-ponto de contato 

entre duas curvas planas. Para o contato entre uma subvariedade e uma curva a mesma 

definição pode ser usada, mas para duas subvariedades quaisquer esta definição apresenta 

problemas. O primeiro presente da teoria de singularidades para a geometria diferencial foi 

a correta generalização da noção de k-ponto de contato. A idéia chave é a de equivalência 

de contato K, introduzida por Mather. Montaldi [36] mostrou que se uma subvariedade 

é parametrizada localmente por : IR,3, O 	ffe, O e a outra é definida localmente por 

uma submersão : IR", O 	O (ou vice-versa), o contato entre estas subvariedades 

é medido pelas K-classes da composta ti) o q5 : IR8, O 	O. Na prática usamos o 

grupo _A, pois ele mede também o contato com as fibras vizinhas de tp-1(0), e fornece 

mais informações geométricas. 

O primeiro trabalho então é de estudar as A-singularidades de germes de ffe, O -3.  

111P, O. Existem listas de classificações para ri +p < 6. Gostaríamos de enfatizar que cada 

caso (Np) precisa ser tratado individualmente. Portanto, embora existem teoremas gerais 

sobre a aplicação da teoria de singularidades à geometria de subvariedades M8  C 	cada 

par (s, ri) tem suas peculiaridades e precisa ser estudado separadamente. 

As informações geométricas sobre subvariedades obtidas através do contato com obje-

tos planos (tais como retas e planos) e esféricos (tais como círculos e esferas) são chamadas 
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respectivamente geometria plana e geometria esférica. Comentemos a seguir alguns casos 

estudados. Ver [6] para os resultados sobre este assunto entre os anos de 1974 e 1994. 

Sejam S"-' a hiperesfera em IR", com centro na origem e raio um e M c IR" uma 

subvariedade de dimensão s. A família de projeções em retas, chamada família de funções 

altura, é definida como 

	

H: M x 	IR 

	

(p, u) 	(p, u). 

A família de funções distância ao quadrado, é definida como 

d2: M x S"-1 	IR 

(p,u) 	'-* Ip-uIj2 . 

Lembramos que o contato de M com hiperplanos (respectivamente, com hiperesferas) de 

dimensão n- 1 é medido através das singularidades da função altura H (respectivamente, 

distância ao quadrado d2). 

Para curvas planas, uma reta que tem um ponto de contato dois com uma curva 

(ou seja, H tem uma singularidade A1) é simplesmente uma reta tangente, enquanto 

ter um ponto de contato três (singularidade A2 de H) corresponde a uma tangente de 

inflexão. Note que a maioria das curvas não têm contato maior com retas, na antiga 

terminologia não existem ondulações sobre uma curva genérica. Para contato com círculos, 

singularidades A1  de d2  correspondem à família a 1-parâmetro de círculos tangentes. Nós 

temos um contato A2 se o círculo é o círculo de curvatura, e um contato A3 se o ponto 

em questão é também um vértice (isto é, um extremo de curvatura). Esta é uma lista 

completa de fenômenos genéricos. 

Para curvas espaciais um plano tem contato A1  (isto é, H tem singularidade A1) se 

ele é simplesmente o plano tangente, enquanto uma singularidade A2 acontece se o plano 

é osculador. Este plano osculador tem contato A3 em pontos onde a torsão se anula, e 

genericamente esta é a singularidade mais degenerada que podemos esperar. Para mais 

detalhes, e em particular para uma análise do contato entre curvas espaciais e esferas ver 

[10]. 

No caso de curvas a teoria de singularidades é muito próxima da teoria clássica, como 

era de se esperar. Inicialmente isso também era verdade para superfícies em IRa. O que é 

mais espantoso contudo, é que a aproximação moderna rapidamente descobriu fenômenos 
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que descrevem importantes propriedades geométricas das superfícies das quais a geometria 
diferencial clássica não tem nenhum conhecimento. 

Para superfícies em IR', a função altura é singular se o plano de contato em questão é 

o plano tangente da superfície. A função altura não é estável (isto é, tem uma singulari-
dade Ak>2) precisamente nos pontos parabólicos. As cúspides de Gauss são identificadas 

com as singularidades da função altura do tipo A3. Existe uma família natural a dois 

parâmetros de funções altura. O discriminante desta família é o dual da superfície, e o 

conjunto bifurcação é a imagem do conjunto parabólico na esfera de Gauss. Discrimi-

nantes e conjuntos de bifurcação foram estudados por Arnold [1] (ver também [3, 5, 53]). 

Resultados sobre estes conjuntos foram usados para estender os resultados clássicos sobre 

a geometria plana das superfícies. O teorema de transversalidade de Thom [23] e os de 

Bruce [13] permitem estudar mudanças desta geometria em famfiias a 1-parâmetro de 
superfícies [13]. 

O contato de uma superfície com uma reta de direção u é medido através das sin-

gularidades da projeção ortogonal na direção u Estas singularidades são dadas pelas 

singularidades dos germes IR2, o —+ IR2, 0, que foram estudadas por muitos autores, mas 

a lista mais completa foi obtida por Rieger em [44]. A projeção é singular se u E TpM. 

A singularidade é do tipo Ak>2  se u é direção assintótica, e do tipo lábios/bicos se u é 

direção assintótica e p é ponto parabólico. O tipo das singularidades desta projeção dá 

informações sobre o perfil da superfície, que é a imagem do conjunto dos pontos de M 

onde a direção de projeção é tangente à superfície. O perfil é o discriminante da projeção. 

As primeiras observações sobre o contato de superfícies com esferas são devidas a 

Thom, mas os trabalhos pioneiros nesta área são devidos a Porteous (ver [41, 42]). Esferas 

tangentes a uma superfície têm seus centros na reta normal à superfície. Em um ponto 

não umbílico o contato é A1  para todas as esferas com centros em NpM com exceção de 

duas onde o contato com a superfície é Ak>2. Estas esferas são as esferas de curvatura. 

Existe uma curva de pontos sobre a superfície onde uma destas esferas de curvatura tem 

contato A3 com a superfície. Esta curva, descoberta usando a teoria de singularidades, 

se denomina "ridge" [40], e é usada para identificar objetos em imagem médica [49]. Em 

pontos isolados sobre a curva ridge o contato pode ser do tipo A4. As singularidades 

./J4  de cP, ocorrem nos pontos umbfiicos e dão informações sobre estes pontos e sobre a 
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estrutura do conjunto focal, que é o conjunto dos centros das esferas de curvatura [40]. 

Outros resultados desta geometria podem ser encontrados em [11]. 

Podemos também medir a simetria de uma superfície na vizinhança de um ponto 

em relação a um plano em R3  . Isto é feito através das singularidades da aplicação dobra 

cujas singularidades são aquelas das aplicações R2, O —r R3  , O (ver [18] e [52]). A aplicação 

dobra tem uma singularidade Si se o plano em questão é gerado pela direção normal e 

uma das direções principais da superfície no ponto estudado. A singularidade é S2 se 

além disso, o correspondente ponto da superfície focal é parabólico; S3 se este ponto é 

cúspide de Gauss da superfície focal. 

Outras descobertas interessantes sobre a geometria de superfícies em R3  vêm dos tra-

balhos de dualidade em [9, 18]. Foi mostrado que alguns componentes dos conjuntos de 

bifurcações da família de funções altura (respectivamente, d2) e projeções (respectivamen-

te, aplicação dobra) são duais. Isto revela, por exemplo, mais informações sobre os pontos 

umbílicos e uma estrutura rica da superfície focal. Ver também os trabalhos [6, 12, 13] 

sobre este assunto. 

Recentemente, iniciou-se o estudo de superfícies (dimensão dois) em R4. Em [28], J. 

Little (1969), introduz alguns invariantes geométricos bem como alguns conceitos funda-

mentais, como direções assintóticas sobre superfícies em R'. Mas foi somente em [33] que 

Mochida (ver também [22, 34, 35]) iniciou o uso de técnicas de teoria de singularidades 

para estudar a geometria plana de tais superfícies. 

Nogueira [38], e Bruce e Nogueira [15] estenderam os resultados de dualidade, descritos 

acima, para superfícies e curvas em IR" e em [17] as mudanças na geometria plana em 

famílias a 1-parâmetro foram estudadas. 

O objetivo desta tese é estudar a geometria diferencial plana local de hipersuperfícies 

regulares em IR", usando a teoria de singularidades. Um exemplo natural de hipersu-

perfície é a hipersuperfície canal de uma superfície de dimensão dois em IR". 

Começamos no capítulo 1 dando as noções preliminares da teoria de singularidades 

necessárias para desenvolver esta tese. Também damos algumas definições e conceitos 

sobre a geometria de hipersuperfícies em R'. 

No segundo capítulo estudamos o contato de uma variedade de dimensão 3 mergu-

lhada em R4  com hiperplanos. Obtemos as condições necessárias e. suficientes para que 
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a função altura na direção normal tenha singularidades genéricas e condições para que a 

família destas funções seja um desdobramento versa! destas singularidades. Estendemos 

as técnicas de Bruce em [7], que consiste em usar a aplicação Monge-Taylor, para descrever 
os conjuntos em M onde ocorrem as singularidades genéricas desta função. Finalmente, 

demos as características geométricas das singularidades da função altura. 

No terceiro capítulo estudamos o contato de M com retas. Obtemos as condições 

necessárias e suficientes para que a aplicação projeção tenha singularidades simples ge-

néricas. Estudamos as estruturas locais em M dos conjuntos de um dado tipo de singu-

laridade de codimensão menor ou igual a dois da aplicação projeção, e a maneira como 

eles se interceptam. Por fim, demos as caracterizações geométricas das singularidades da 

aplicação projeção. 

No quarto capítulo relacionamos a família de funções altura H, estudada no segundo 
capítulo, com a família de projeções ortogonais P estudada no terceiro capítulo. Mostra-

mos que existe uma relação de dualidade entre certos estratos dos conjuntos de bifurcações 

das famílias HePe deduzimos propriedades geométricas sobre estes conjuntos. Estuda-

mos também o comportamento das projeções de M em torno de um ponto umbflico plano 
parcial (isto é, um ponto onde M tem contato do tipo D4 COM o hiperplano tangente). 

No quinto capítulo, classificamos germes de 1113, O 	R2, O sobre a ação do grupo A. 

Em [45] Rieger e Ruas produziram uma lista das A-órbitas para germes equivalentes a 

(x, f (x, y) ± z2). No Capítulo 6 precisamos das A-singularidades de codimensão < 4, e 

a lista de Rieger e Ruas não cobre todos estes casos. Classificamos os germes de codi-

mensão < 4 que não se encontram em [45], usando o programa "Transversal" feito por 

Neil Kirk [26]. Demos o grau de determinação e os desdobramentos versais destas singula-

ridades. Deduzimos os modelos das deformações dos discriminantes das singularidades de 

codimensão menor ou igual a dois. Fizemos também um reconhecimento geométrico das 

singularidades de codimensão < 1 e de seus desdobramentos versais através do conjunto 

dos pontos críticos e do discriminante. 

Finalmente, no sexto capítulo, consideramos o contato de M com planos, medido 

pelas singularidades da aplicação R3, O -4 R2, O. Existe uma família a 4 parâmetros 

de projeções (ver [38]). Estudamos os tipos de singularidades que podem ocorrer em 

um ponto de M variando o plano de projeção, e investigamos com mais detalhes as 

5 



singularidades simples de codimensão < 2. 
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Capítulo 1 

Preliminares 

Neste capítulo apresentamos conceitos e resultados da teoria de singularidades e também 

uma breve descrição sobre a geometria de hipersuperfícies em R. Começamos definindo 

germes e jatos, passando então a descrever a Á-equivalência entre germes. Logo após 

voltamos nossa atenção para desdobramentos versais de um germe, e para a questão de 

genericidade. Como referências gerais para este capítulo recomendamos [24], [31], [50]. 

1.1 Germes e jatos 

Sejam x E R', f : u, c IR" —+ RP, e g : U2 C IR" —+ IR" aplicações diferenciáveis 

definidas em vizinhanças abertas U1  e U2  de x. Dizemos que f e g são equivalentes e 

escrevemos f g se, e somente se, existir uma vizinhança U 9 x em R", U c rA n U2 

tal que f lu= g lu, ou seja, se f e g coincidem em uma vizinhança U de x. Esta 

relação é uma relação de equivalência e suas classes de equivalência são chamadas germes 

de aplicações diferenciáveis de R" —+ IR" em x. Se f e g são representantes dos 

germes f e g então devemos ter f (x) =g (x) e, portanto qualquer outro representante 

deve assumir o mesmo valor em x como também todas as suas derivadas parciais. Usamos 

a notação f : 	x —+ R" para indicar um germe de aplicação. Sem perda de generalidade 

podemos tomar x = O E IR". 

O conjunto dos germes f : R", O —+ IR" será denotado por E(n,p). Quando p = 1, a 

notação usada é E(n) e m(n) é o conjunto dos germes f tal que f (0) = O. O ideal m(n) 

é gerado pelos monômios mi  (ver [2], capítulos 1 e 4). 

7 



O germe de uma aplicação f : R", O —> R", O (esta notação significa que f leva a 

origem na origem) é dito singular se a matriz jacobiana D f (0) não tem rank máximo, 

caso contrário f é dito regular. 

1. E(n) é um anel comutativo, com identidade  
	 - - 

As operações f + g=f+gef.g=f.g, onde f e g são representantes dos germes f e 

g respectivamente, são bem definidas e fazem de E(n) um anel comutativo com identidade 

1. 

2. E(n) é um anel local  (i.e., possui um único ideal maximal): 

O único ideal maximal é m(n). Seja M um outro ideal e suponha que f E M — m(n). 

Então f (0) 	O, portanto 1/f está bem definida. Temos (VA. 7=1E M, portanto 

M= 

,9. E(n,p) é um 8(n)-módulo: 

(E(n,p),+) é um grupo abeliano, E(n) é um anel, e a operação 

E(n) x E(n,p) —> E(n,p) 

(LF) 	f •F = (fSb • • • , f•Fn) 

satisfaz 
f.(g.F) = (f.g).F 

f.(F +G) = f.F + f.G 

(f + g).F = f.F + g.F 

= 

ou seja, temos uma ação de & (n) sobre 8(n, p). 

Vamos agora introduzir uma outra relação de equivalência entre aplicações Rn —> RP. 

Sejam x E IRn  e f,g:U C Rn  —> IR P  aplicações definidas em uma vizinhança U de x. 

Dizemos que f e g têm o mesmo k-jato em x se f(x) = g(x) e para algum sistema local 

de coordenadas em x E Rn  e em f(x) E R" todas as derivadas parciais de ordem < k das 

componentes de f e g coincidem em x. Observe que esta definição depende apenas de f 

e g. Fixando x E Rn, y = f(x) E IRP e coordenadas locais em x E IR' e y E IRP, segue 

que o k-jato de f é determinado pelos termos de grau < k nas expansões de Taylor das 

componentes de f com respeito a estas coordenadas. Estes são os k-jatos de aplicações 

IRn, O —> IRP, O. O conjunto de todos tais k-jatos é denotado por Jk(n,p) o qual é um 

espaço vetorial. 
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Definição 1.1 Definimos Jk (Rn,RP) como o conjunto das expansões de Taylor de ordem 
menor ou igual a k de f (x) - f (a) ema onde f c C(Rn,RP), ou seja, o conjunto de 

todos os k-jatos (em todos os pontos) de todas as aplicações 1Rn 	R", e a aplicação 
k-jato: 

ikf :  Rn 	jk (n,  

a 	1-)• jk f (a). 
jk(Rn,  7,-12) In 	é um fibrado sobre Rn x IR P com fibra ..1k(n,p). 

Para f E C"(IRn, IR), usaremos simplesmente Jk(n), para o conjunto definido acima. 

Neste caso particular pode-se mostrar que as derivadas parciais de ordem < k de f E 8(n) 

se anulam em x se, e somente se, f E m 1 (n) (onde m(n) é o espaço dos germes de 

funções cujos polinômios de Taylor de ordem k na origem são identicamente nulos). Assim, 

podemos identificar o espaço de k-jatos em x de aplicações IR" 	IR. com o espaço 

8(n)  

Logo, no caso geral, temos que 

8(n) 	8(n)  
jk (n' P)  = m"1(n) x 	

X mk+1(n) (P cópias). 

1.1.1 Grupos de Mather 

Sejam R. o grupo dos germes de difeomorfismos IR", O 	Rn, O, .0 o grupo dos germes 

de difeomorfismos R", O 	R", O, e A o produto direto R. x .C. Definimos ações destes 

grupos sobre m(n) .8 (n , p) como o seguinte 

h. f = f o h-1, h E R 

• k. f = kof, k E r 

(h, k).f = k o f o h-1, (h, k) Á 

onde f E m(n).£ (n, p). O grupo R. (respectivamente, .C) é chamado também o grupo de 

mudanças de coordenadas na fonte (respectivamente, na meta). Dizemos que dois germes 

f, g : IR.", O 	IR" são 7?.-equivalentes (respectivamente, .C-equivalentes e A-equivalentes) 

se existir h E R. (respectivamente, k E re (h, k) c A) tal que f = goh-4  (respectivamente, 

f =kog e f =kogoh-1). A 7?.-equivalência (respectivamente, .C-equivalência e A-

equivalência) é também chamada equivalência à direita (respectivamente, à esquerda, e à 
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esquerda e à direita), daí o uso das letras R., .0 que são abreviações das palavras right e 

left em inglês. 

O grupo C é o grupo de difeomorfismos IR" x IR, O IR" x IR, O que são escritos na 

forma H(x, y) =- (x, H(x, y)) com H(x, O) = O para x E IR" próximo da origem. A ação 

de C sobre rn(n).8 (ri, p) é definida como 

H. f (x) = H(x, f (x)), H E C, f E irt(n).E(n,p). 

C pode ser visto como o grupo de difeomorfismos IR, O 	IR", O parametrizados por 

x E IR'. Denote h(y) = H (x, y), então a fórmula antecedente pode ser escrita na forma 

H. f (x) = hx(f (x)). 

O grupo K é o grupo dos germes de difeomorfismos 	x IRP, O 	x IRP, O que são 

escritos na forma 

H(x,y) = (h(x), H (x, y)) 

onde h E R., H(x, O) = O para x E IR" próximo da origem. A ação de K sobre rn(n).E(n,p) 

é definida como 

H. f (x) = H (h-1(x), f (h-1(x))), H E K, f E irt(n).E(n,p). 

Isto é 

H. f (x) =  

O grupo K é chamado grupo de contato. Os grupos R., .C, Apodem ser identificados 

com subgrupos de K. Os grupos R., .C, A, C, K são chamados grupos de Mather. Estes 

grupos não são grupos de Lie, pois possuem dimensões infinitas. 

O grupo de contato tem uma interpretação geométrica. Sejam (Xi, 	i = 1,2, dois 

pares de variedades em IR", O. Dizemos que os pares têm o mesmo contato na origem se 

existe um difeomorfismo h E 12.(n) tal que h(X1 ) = X2 e h(1/1) = 

Suponha que Xi  é parametrizada por 02  : IR" 	IR" e as Yi  são definidas por sub- 

mersões gi : IR" 	IR, e sejam fi  = gi  o (h, i = 1,2. Então, 

Teorema 1.2 Os pares (X1 , Y1) e (X2, Y2) têm o mesmo contato na origem se, e somente 

se, f e f2  são /C-equivalentes. 

Prova: Ver [36]. 
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1.1.2 Os espaços tangentes e a determinação finita 

Definimos o "espaço tangente" a E(n,p) em f como Of o ((n)-módulo de campos de 

vetores ao longo de f.  Então e E Of se e : IR", O 	T(1R) e 7rp  o e = f onde ir,, : T(1R) 

IRP é a projeção do fibrado tangente T(1R) de IRP a IR". 

Definimos 0„ =- 0„ e Op = 01,, onde lan e 1, denotam as aplicações identidade de 

IR" e IR" respectivamente. 

Seja g um subgrupo de C. Definimos a álgebra de Lie, Lg, de g como segue. Seja 

:] —E, E[ X lEtn+P, O —> lEtn+P, O uma curva em g tal que q50  é a identidade em Q. Derivando-

a temos um campo de vetores 
aqs z — at 

O conjunto de todos estes campos é denotado por LG e é chamado a álgebra de Lie do 

grupo G. 

Não é difícil verificar que LR = m(n).0„ e Lr =. m(p).0p. 

Definimos o E(n)-homomorfismo 

	

t f : 0„ 	O f  

	

q5 	df o q5 

e o ((p)-homomorfismo (via f* : ((p) 	E(77), a 	a o f por a E ((p)) 

	

wf : Op 	Of 

tp o f 

Então os espaços tangentes às órbitas dos grupos de Mather são dados por 

LR • f = t f (m(n).0„), Lr • f = w f (m(p).0p ), 

Le • f = f"(m(p)).0f , LA • f = LR • f + Lr • f, 

L1C • f = LR • f + LC • f. 

Na prática, aplicamos a seguinte observação. O conjunto Of é um E(n)-módulo livre de 

rank p, pois se (yi, • • • , yp) é um sistema local de coordenadas em IRP, O, então os campos 

de vetores 
aa (_ayi ) o f  „( ay_

p
) o f 
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ao longo de f constituem uma base livre de Of. Podemos então identificar Of  com E(n, p) 

e escrever os espaços tangentes acima como 

LR, • f = m(n) • VE97k „ 

LC • f = f* (m(p)).{ei , • • • ,e} 

Lie • f = ft (m(p)).E(n).{ei , • • • , 

onde eu • • • , er  são elementos da base canônica em R" (considerados como elementos de 

e(n,P)). 
Observe que LR • f, Lie • f, L1C • f são 6(n)-módulos, LC • f é um 6 (p)-módulo via f", 

e que LA • f tem uma estrutura de mistura de módulos. Isto causa uma complicação no 

tratamento do grupo A. 

Definimos a G-codimensão de f como segue: 

G—codim(f) = dinzia(m(n).6(n,p)/14 • f)• 

Definimos a Gccodimensão de f como 

Gccodim(f) = dimR(E(n,p)ILeG • f), 

onde 
LeR • f = t f (0„), Le.0 • f = w f (0p), LeC • f = f* (E (p)).0 f , 

LeA • f = Len • f + Le.0 • f, Le1C • f = LeR • f + LeC • f. 

O espaço LeG • f é chamado espaço tangente estendido. 

Seja G um subgrupo de um dos grupos de Mather e defina gic  como o subgrupo de G 

que consiste dos elementos de G cujo k-jato é a identidade. Estes são subgrupos normais 

de G e definem os grupos de jatos JkG = IGk . Estes grupos silo grupos de Lie. 

A ação de G sobre m(n).E(n,p) induz uma ação de PG sobre Jk(n,p) que é uma ação 

do grupo de Lie. A idéia é estudar a ação de G sobre m(n).E(n,p) através da ação de PG 

sobre Jk (n, p). 

Definição 1.3 Um germe f E m(n).E(n,p) é dito k-G-determinado se qualquer g E 

m(n).E(n,p) tal que jk g = i k  f é G-equivalente a f. 

f é dito finitamente determinado se é k-determinado para algum k. 
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A investigação da determinação finita começou com os trabalhos de Mather em 1960 

que deu uma estimativa grosseira de grau de determinação finita. Em 70, Gaffney e 

du Plessis deram melhores aproximações para o grau de determinação de germes, mas foi 

somente nos anos 80 que a questão da determinação finita foi completamente resolvida por 

Bruce-du Plessis-Wall em [16] usando as ações de grupos unipotentes. A idéia principal 

em [16] é perceber que a condição necessária para k — g5-determinação de um germe f 
(g = 	K, E, A, s > 1) é também suficiente. Além disso, este resultado vale para 

qualquer subgrupo U de um dos grupos de Mather tal que J114 é um grupo algébrico 

afim unipotente. Os resultados da teoria dos grupos algébricos afins são essenciais no 

trabalho de Bruce-du Plessis-Wall. Temos abaixo algumas definições e conceitos sobre 

grupos algébricos. 

Teorema 1.4 Seja 1-1 um subgrupo fortemente Z -fechado de um dos grupos de Mather 
g. Então, para qualquer r, f E E(n,p) é r — 1-1-determinado se, e somente se, existe um 
subgrupo fortemente fechado U C1-1 de g, com ..PU unipotente, tal que 

m(n)r+1 .0 f  c LU]. 

Prova: Ver [16] para as definições dos conceitos no teorema e para a demonstração. 

Corolário 1.5 [16] f é r — g8 -determinado 	ou A, s > 1) se, e somente se, 

mr 1 .0 f C Lgs. f + mrl.f.(mp ).en  rn2nr+2.e(n, p)  

No caso do grupo A temos o seguinte resultado. 

Corolário 1.6 [16] Se f satisfaz 

m(n)1 .0 f  C LK.f 
m(n)r+1 .0 f C LA.I. f 	rnnl-f-r-I-1.9 f 

então f é r — Ai -determinado. 
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A determinação finita significa que o germe é equivalente a um de seus polinômios de 

Taylor e que o problema da classificação pode ser reduzido ao espaço dos k-jatos, que é um 

espaço vetorial de dimensão finita. Uma questão fundamental na teoria de singularidades 

é obter uma classificação das Ç-órbitas de aplicações IR", O —> IR", O. 

O teorema da determinação finita sozinho não facilita a obtenção de listas de singu-

laridades. Em [14], Bruce-Kirk-du Plessis deram um método para classificar singulari-

dades. Existem outras técnicas para classificar singularidades, por exemplo, no caso de 

funções, Arnold usou os poliedros de Newton para obter a famosa lista de singularidades 

de funções. Mas a técnica de Transversal Completa é, até agora, a mais poderosa para o 

caso de aplicações. 

A classificação dos germes de funções (ou de aplicações) é obtida por indução sobre o 

espaço de k-jatos. Dado um jk f usamos o teorema da Transversal Completa para obter 

uma parametrização do k + 1 jato que tem o k-jato igual a jk f . Podemos usar o Lema 

de Mather para produzir as órbitas dentro desta parametrização. Aplicamos o teste da 

determinação finita a cada órbita no k +1 jato (cuja k-jato é jk f). Se o germe é finitamente 

determinado paramos o processo. Se não consideramos o k + 2-jato. Precisamos então 

dos seguintes resultados. 

Lema 1.7 (Lema de Mather [32]) a) Seja G um grupo de Lie agindo suavemente so-

bre a variedade M e suponha que a subvariedade S C M tem as seguintes propriedades: 

.1. para cada x E S, LiS C LtG.x; 
E. A dimensão de G.x é independente da escolha de x E S; 
3. S é uma variedade conexa. 

Então S está contido inteiramente em uma única G-órbita. 
b) Suponha que 11 :M1  —> M2  é uma (3-submersão, e seja S = r1-1(x0) para algum 

xo  E M2 . Se (1) e (3) de (a) se verificam, então S está contido em uma única (3-órbita. 

Um espaço afim A é um espaço invariante por transformações afins (translações e 

mudanças lineares de coordenadas). A diferença entre um espaço afim e um espaço vetorial 

é que no espaço afim a origem perde importância. Uma definição rigorosa é a seguinte. 

Definição 1.8 Um conjunto A é um espaço afim se existem um espaço vetorial VA  e uma 

aplicação A x VA  —} A, (x, v) 	x + v tais que 
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(i)x+0=x ex+(u+v).(x+u)+vVx E A, u,vEVA; 

(ii) para qualquer x,y E A existe um único v e VA tal que y = X + v. 

Corolário 1.9 Seja G um grupo de Lie agindo sobre um espaço afim A, e seja W um 

subespaço vetorial de VA • 

Se x E A, então x +W está contido em uma órbita só se 

(a) W C LG.x 

(b) Vy x + W, LG.y = LG.x 

Podemos agora enunciar uma generalização do Lema de Mather que é muito impor-

tante na classificação de singularidades. 

Teorema 1.10 (Transversal Completa [14]) Seja G um grupo de Lie agindo suave-

mente sobre um espaço afim A, e seja W um subespaço vetorial de VA C0771 

LG.(x + 	LG.x, Vx EA e w E W. 	(1) 

Então 

(i) Vx E A 

x + {LG.x n W} c G.x n {x + W}; 

(ii) se xo  EA eT é um subespaço vetorial de W tal que 

W C T + LG.xo 	(2) 

então Vw E W , existe g E G, t G T tal que g.(xo + w)= xo  + t. 

Sejam H' (ri, p) o espaço dos germes de polinômios homogêneos de grau k + 1 em 
(n, p) e g, o subgrupo de g cujos elementos têm 1-jato igual a identidade. 

Proposição 1.11 (Transversal Completa para jatos [14]) Seja g um dos grupos de 

Mather. Então dado f E rn(n).E(n,p) e T c Hk+1(n,p) tais que 

Hk+1(n,p) c L(Jk±l gi).ik+i f  ± 

qualquer (k +1)-jato ik+1g, cujo j kg = j k f,está na mesma 01-órbita de j k+1  f + t, por 

algum t G T. 
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1.1.3 Desdobramentos versais 

Seja f um germe finitamente determinado. Podemos considerar as deformações de f e 

estudar os tipos de singularidades que aparecem em tais deformações. Em particular, 

podemos perguntar se os tipos de singularidades que aparecem são em número finito e 

se existe uma família que contém todos estes tipos. Na verdade queremos que qualquer 

outra deformação de f seja obtida a partir desta família. Tal família se chama deformação 

versai. Vamos enunciar os teoremas principais sobre as deformações e os desdobramentos 

versais e definir alguns objetos geométricos associados a tais famílias. 

Definição 1.12 ([31]) Um desdobramento a s parâmetros de um germe fo E 

	

m(n).C(n,p) é um germe F : RYI  X R3, 0 	-Y IRP x 	O, (x, u) 	(f(x,u),u) tal 

que fo (x) = f (x, O). Usaremos as notações: f(x) = f(x,u), onde fu  é uma deformação 

de fo, parametrizado por u E R', e É (x) = e(x, O), para i = 1, • • • , s. 

Consideramos o caso g= A (os resultados são análogos para qualquer grupo de 

Mather). 

Definição 1.13 Dois desdobramentos as parâmetros F,G : R." x W,O 	x , O 

de fo  são isomorfos se existem germes de difeomorfismos 

	

x R', O 	R" x R3, O 

	

: IRP x R', O 	IRP x 

que são desdobramentos a s parâmetros das funções identidades sobre Rn, O e RP, O res-

pectivamente, tal que 

G -= o F o 0-1  

No caso em que F e G são desdobramentos de fo  com parâmetros diferentes, a definição 

de isomorfismo é dada pelo pull-back. 

Dada h : (Rt, O) 	(]R3, O), definimos o pull—back de F por h, denotado por h* F, 

como o desdobramento a t parâmetros 

(h* F)(x, u) = (f (x, h(v)), v). 
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F e G são equivalentes se existe um difeomorfismo h : (R8, O) --> (R8, O) tal que 

G é isomorfo a h*F (esta é uma relação de equivalência). Se G é um desdobramento 
a t parâmetros de fo  e 1' d um desdobramento a s parâmetros de fo  (t não precisa ser 
necessariamente igual a s), dizemos que G é induzida de F se existe um germe C", 
h : 	O) --> (R3, O) tal que G é isomorfo a h* F. 

DeOnição 1.14 I. F é um desdobramento versal se todo desdobramento de fo  é in-

duzido de F. 

2. F é trivial se é isomorfo ao desdobramento constante (x, u) 	(fo(x),u). 
3. fo  é estável se todos os desdobramentos de fo  são triviais. 

Podemos enunciar agora o teorema fundamental da existência de desdobramentos ver-
sais, devido a Martinet [31]. 

Teorema 1.15 O desdobramento F é versa/ se, e somente se, 

LAefo + R{A, • • • , És} = g(n,p). 

Corolário 1.16 Sejam c = Ag-codimensão(fo ) < Go e É, uma base do complementar 

de LAefo  em S(n,p). Então F(x, o) = (fo(x) + Eic_iu fr (x), u) é um desdobramento 
versa/ de fo . 

Observação 1.17 Se f é k-determinada podemos trabalhar em Jk(n,p), isto é, basta 

mostrar que 

i k  (I,  A( f) + R{È • • • 	p}) = Jì  (NP) 

para verificar se F é versai (ver 131.1). 

Corolário 1.18 fo  possui um desdobramento versal se, e somente se, 	- codim (fo ) < 

00. 

Temos também: 

Teorema 1.19 fo é estável se, e somente se, Ar codim(f0 )= O. 

Se c = Arcodim(f0), então o número mínimo de parâmetros para um desdobramento 

versal é c. Um desdobramento versal a c parâmetros de fo  é chamado miniversal. 
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Teorema 1.20 Todos os desdobramentos miniversais de fo são equivalentes. 

Os resultados acima no caso dos A-desdobramentos são análogos, só que usamos a 

A-codim(fo) e supomos que fri, • • • , És e m(n).8(n,p) geram o complementar de 1,410  

em m(n).8(n, p). Observamos que existe o seguinte resultado de Wilson (ver [51]). 

Teorema 1.21 A-codim(fo ) = Ae-codim(f o) + n. 

Dado um desdobramento versai F(x , u) = ( f(x , u), u) com parâmetro u, podemos 

obter conjuntos que são de grande valor para o estudo da geometria dos germes singulares. 

Definição 1.22 O conjunto dos pontos críticos de F é 

DFx(x, u) singular} , 

onde DF x  denota a derivada de F com relação a x. 

O conjunto discriminante de F é dado por 

A(F) = {(F (x , u), u) : (x , u) e E(F)} 

O conjunto bifurcação é definido por 

Bi f (F) = {u e IR3 : 3x e IR", O com ft, instável em x} . 

Uma aplicação importante dos desdobramentos versais é a seguinte (ver [1.0]). 

Proposição 1.23 Quaisquer dois desdobramentos versais com mesmo número de porá-

metros têm conjuntos de pontos críticos, discriminantes e conjuntos de bifurcações difeo-

mofos. 

1.1.4 Genericidade e transversalidade 

O conceito de genericidade está fortemente relacionado com o conceito de versalidade. 

Dizemos que uma propriedade é genérica em C00(IR",11R1') se ela se verifica para um 

conjunto residual (ou seja, para uma interseção enumerável de conjuntos abertos densos) 

de aplicações. A definição mais precisa deste conceito é em termos de resultados de 

transversalidade. O resultado central neste contexto é o teorema de transversalidade de 

Thom. Primeiramente, vamos definir alguns conceitos de transversalidade. 
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Sejam f : IR" —> 1RP uma função C', e Y C IRP uma variedade suave. Dizemos que f 

é transversal a Y , e escrevemos _MI Y, em X E lEr se f (x) Y ou f (x) E Y e 

f (Rn ) + T f(x)Y -= RP 

Observações 1.24 
(i) A equação de tran,sversalidade implica que codimY < n. Se codim Y > n, então f 

transversal a Y significa que f (IRn) n Y = 0. 
(ii) Se Y = {ponto}, então f é transversal a Y se, e somente se, f é uma submersão 

ou p f (IR"). 

Teorema 1.25 ([24]) Sejam f : R" RP uma função C'e, e Y C IR" uma variedade 

suave com f transversal a Y. Então X = f-1(Y) é uma variedade suave em IR", que tem 

a mesma codimensão de Y. 

Teorema 1.26 (Teorema de Transversalidade de Thom [23]) Sejam X1 , X2, • • • , 

X, subvariedades diferenciáveis de Jk(n,p). O conjunto de aplicações Cce, f : Rn 

IR", para as quais ik f Ra 	jk (n, ?) é transversal a X1 , X2 , • • • x é denso em 

C 	(Rn , RP ) 

A seguir enunciaremos um teorema de Montaldi [37], um dos mais poderosos e eficien-

tes resultados de transversalidade (ou de genericidade), que se aplica tanto para germes 

quanto para multigermes. 

Teorema 1.27 (Teorema de Montaldi [37]) Sejam X, Y, Z, U variedades diferenci-

áveis e g um dos grupos de Mather: R, .C,C, AJC. Se F:YxU.—Z é uma aplicação 

diferencidvel então dada uma aplicação g : X —> I/ pode-se definir uma composta F9  : 

X x U Z por 179(x, u) = F(g(x), u). 

1. Suponha que F :Y xU Z é uma aplicação localmente g-versal e seja 5 uma sub-

variedade g( k )-invariante de Jk(X,Y). Então para um conjunto residual de imersões 

X 	I/ a aplicação k-jato j{cF9  : X x U 	Jk(X,Y) é transversal a 5, onde o 

subscrito 1 significa que estamos considerando os k-jatos com respeito a primeira 

variável x. 

2. Suponha que F :Y xU Z é uma aplicação g-versal e seja 5 uma subvariedade Ç.- 

invariante de multijatos 	(X, Y). Então para um conjunto residual de mergulhos 

X 	a aplicação multijato 	X(r) x U r  Jk(X,Y) é transversal a S 
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1.2 Geometria de hipersuperfícies em R4  

Seja M o mergulho de uma variedade de dimensão n em Rn+1, orientada pelo campo 

vetorial unitário normal N, e seja p E M. A função Weingarten Lp : TM 	TEM, 

definida por L(v) = —dpN(v), para v E TM, mede a maneira que M se curva em Rn+1  

na direção v. Quando 114 = 1, este número 

k(v) = (Lp(v), v) 

é chamado a curvatura normal de M em p na direção v. Os autovalores ki(P),• • • , k,1(p) 

de 1,„ são chamados curvaturas principais de M em p e os autovetores unitários de 

1,„ são chamados direções principais. 

A segunda forma fundamental de M em p, r p, é a forma quadrática associada a 

função Lp , definida por 

cp(v) = (Lp(v),v)= («(to),N04) 

onde a : I —> /14 é qualquer curva parametrizada em M com a(to) = p e a(to) = v. Em 

particular quando livil = 1, 4(v) é igual a curvatura normal de M em p na direção v (ver 

[50]). 

Definição 1.28 Um ponto pEM é chamado um ponto umbilico se todas as curvaturas 

principais em p são iguais. Se em particular elas forem todas iguais a zero chamamos 

este ponto de ponto umbilico plano. Se pelo menos duas das curvaturas principais em 

p são iguais a zero então p é chamado um ponto umbilico plano parcial. 

Para definir ponto parabólico, hiperbólico e elíptico, vamos precisar de alguns conceitos 

sobre formas quadráticas (para maiores detalhes ver [27] páginas 386 — 388). 

Teorema 1.29 Seja q uma forma quadrática sobre R". Então existem inteiros s e r com 

s 	r 	n dependendo somente de q, e existem coordenadas .zi , • • • , zn  para R" tal que 

2 	2 	2 	 2 q = 	+ • • • + — ;IA  — • • • — 

Definição 1.30 O numero s é chamado a assinatura da forma quadrática q e é deno-

tado por sign(q). 
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A assinatura é um invariante da forma quadrática. Este fato é demonstrado na prova 

do teorema anterior em [27]. 

Seja p E M, onde M é uma hipersuperfície em IR.4. Por mudanças de coordenadas  
sempre podemos identificar p com a origem. Fixemos coordenadas locais (x, y, z, w), tal 

que o eixo-vi seja normal a M em p e o espaço-(x, y, z) seja o espaço tangente em p. 
Podemos escrever M, localmente, na forma de Monge, isto é, como um gráfico de uma 
função w = f(x, y, z), tal que f = fz  f y  = fz  = O em (0,0,0). Além disso, por uma 

rotação dos eixos, podemos supor que fn  = fzz  =- fyz  = O em (0,0,0). Então, temos que 
jzf  (x,  y,  z) = a1x2 a2y2 a3z2, onde ai = 4/2. Observamos que neste caso, a segunda 

forma fundamental é igual ao segundo jato de f. 

Definição 1.31 (1) p é chamado um ponto parabólico se ki (p) = O para algum i. 

(2) p é chamado um ponto hiperbólico se sign(Ey ) = 1 ou 2. 

(3) p é chamado um ponto elíptico se sign(4) = O ou 3. 

Definição 1.32 Uma direção 14 do espaço tangente é direção assintótica se, e so-
mente se, a curvatura normal em u se anula. 

COMO2i fix,  y,  z) = a1x2 ±a2y2 +  _3z  2 a 	temos que o vetor (ui, uz, u3, O) pertencente ao 

espaço tangente da origem, é uma direção assintótica se, e somente se, 

/ h.(0) f(0) .4.(0)\  ful` 
(U1 U2 U3) fry(o) hy(0) Atz(0) 2/2  = 2(alui2  + a2/4 + a3z4) = O 

Nos pontos hiperbólicos o conjunto das direções assintóticas é um cone, pois temos ai 

negativo para um ou dois i's onde i = 1,2, 3. 

Nos pontos elípticos não existe solução não nula pois al, az, a3 têm o mesmo sinal, ou 

seja, nestes pontos não temos direções assintóticas. 

Nos pontos parabólicos (aiy = O para algum i0  = 1,2,3) temos dois casos que dependem 

do sinal dos as não nulos. Ou o conjunto das direções assintóticas é dado por dois planos 

cuja interseção é o eixo-u 0  (caso em que os as não nulos têm sinais opostos), ou o 

conjunto das direções assintóticas é dado pelo eixo-u 0  (caso em que os aio não nulos têm 

U0) \fx.(0) f(0)/ V131 

21 



sinais iguais). Nestes casos, chamamos a direção do eixo-u 0  de direção assintótica 

principal. 

Nos pontos umbilicos planos parciais temos que o conjunto de direções assintóticas é 

dado por um plano. 
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Capítulo 2 

Contato com hiperplan.os 

Neste capítulo estudamos o contato de uma hipersuperfície M em IR4  com hiperplanos. 

Obtemos as condições necessárias e suficientes para que a função altura tenha singularida-

des genéricas e condições para que a família destas funções seja um desdobramento versai 

destas singularidades. Estendemos as técnicas de Bruce em [7], que consiste em usar a 

aplicação Monge-Taylor, para obter as configurações genéricas do conjunto parabólico de 
M. Finalmente, demos as características geométricas das singularidades da função altura. 

Destacamos aqui que os resultados obtidos não são simples generalizações do que já era 

conhecido para superfícies em IR3  e que os cálculos só foram possíves devido a constante 

ajuda do Maple. Por exemplo, em um polinômio homogêneo em (x, y) de grau dois temos 

apenas 4 monômios, enquanto no caso de três variáveis (x, y, z) temos 10 monômios. 

2.1 As singularidades genéricas da função altura 

Seja M3 uma variedade de dimensão três, e M seu mergulho em 1R4. A família de projeções 

em retas, chamada família de funções altura, é definida como 

H: M x 83  —> IR 

(p, u) 	(p, u) 

onde 5'3  é a esfera em 1R4, com centro na origem e raio um. Esta é uma família a 3 

parâmetros que mede o contato de M com hiperplanos em IR4, perpendiculares à u. 

Seja p E M, por mudanças de coordenadas sempre podemos identificar p com a origem. 

Fixemos coordenadas locais (x, y, z, w), tal que o eixo-w seja normal a M em p e o espaço- 
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(x, y, z) seja o espaço tangente em p. Podemos escrever M, localmente, na forma de Monge, 

isto é, como um gráfico de uma função w = f (x, y, z), tal que f = f1 = h = h = O em 

(O, O, O). Além disso, por uma rotação dos eixos, podemos supor que fxy  = fzz  f y, = O 

em (0, O, O). 

Escolhemos uma carta em S3  próxima de (O, O, O, 1) dada por (a, b, c, 1), então a mo-

dificada função altura é 

H (x, y, z, a, b, c) = ((a, b, c,1), (x, y, z, f (x, y, z))) = az + by + cz + f (x, y, z). 

Fixando u0  = (0, 0, 0, 1), teremos Huo(x, y, z) = f (x, y, z). 

Vamos agora, estudar os tipos de singularidades de 1-1„0  = f que ocorrem generica-

mente. Neste capítulo, escrevemos: 

i2 f 	aix2 a2y2 a3z2,  

j3  f = j2  + b1x3  + b2 x2 y + b3xy2  + b4y3  + b5y2z + b6yz2  + b7 z3  + b8 z2 x + b9 zx2  + bioxyz, 

„ i3f c1 z4 ± e2x3y e3 x2 y2 ± c4xy3 c5 y4  c6y3z + c7y2z2  + c8yz3  + z4  + c10z3x  + 
eu z2 x2 ± Cu ZX3  C13X2yz + C14 xy2  z + ci5zyz2 , 

j 3  f = j4  + d1x3  + d2 x4y + d3x3y2  + d4x2y3  + d5xy4  + d6 y3  + (170 z + (103  z2  + (102  z3  + 

d10z4y + d11z5  + di2z4x + d13x2z3  + d14x3z2  + d15 x4z+d16 x3yz+ d17x2y2z + d18x2yz2  + 

di9xy2z2  + d2oxy3 z + d21xYz3 . 

Para termos singularidade do tipo Ak , k > 0, temos que ter que a função f é fl.-equivalente, 

por mudanças de coordenadas, à forma normal ±x2 ± y2 ± zk+1. Ter singularidade do tipo 

k > 4, significa dizer que a função f é fl.-equivalente à forma normal ±x2 +y2 z±zk'. 

Em particular, as singularidades do tipo Ak  ocorrem quando a Hessiana de f tem corank> 

1, e as do tipo Dk  quando a Hessiana tem corank 2. 

Observação 2.1 Observemos que fazendo mudanças de coordenadas na meta, basta con-

siderarmos as formas normais x2 ± y2 ± x lc-I-1 e  x2 ± y2x  xk- 1 ao invés de ±x2 ± y2 ± xk+1 

e ±x2  + y2  z ± zk-1. 

Teorema 2.2 Genericamente a função 14 tem singularidades locais do tipo Ak , k < 4, 

ou 134 , isto é, as singularidades de codirná nsão menor ou igual a três. 
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Este teorema é uma conseqüência direta do teorema de Montaldi [36], pois a família 
H é À-versai. 

A seguinte proposição mostra as condições sobre os coeficientes da expansão de Taylor 

de f em (O, O, O), para que H tenha um dos tipos das singularidades genéricas. 

Proposição 2.3 A função altura H 0  = f (x,y,z) tem as seguintes singularidades: 

(1) Fora dos pontos umbaicos: 

A1  a1a2a3  0; 

fazendo ai. O e a2  O temos: 

A2 » a3  = O, b7  O; 

A3  <4. a3  = O, b7  = O e 4a1a2c9  — bXa2  — Nal  O; 

A4 	a3  = O, b7  -= 0, 4a1a2c9  — bga2  — bgai  = 0, e 

4a1a2d11  — 4a2c10b3  — 2a1e8b6 + b6b8b10 	O. 

(ii) Nos pontos umbaicos, com ai. 0: 

134 	a2  = a3  = 0, 67  0, 65  O e 

4b2b4  +27CA —18646765 b6  — bgbg 4112b2  O. 

Prova: Sabemos que f tem uma singularidade em (0, 0, 0), pois 4(0, 0, 0) = 4(0, 0, 0) = 

f (0, 0, 0) = 0. 

É óbvio que f tem singularidade do tipo A1, isto é, f é equivalente a X2  ± ± z2  se, 

e somente se, a1a2a3  O 

Daqui para frente temos que ter c/1  = O ou a2  = O ou a3  = 0, senão f seria equivalente 

à x2  ± y2  ± ,z2  (singularidade A1). Vamos supor sem perda de generalidade que c/1  e a2  
são diferentes de zero e a3  = 0, a fim de que possamos ter singularidade Ak, com k> 1. 

Para A2, consideramos o 3-jato de f com a3 = 02 i3 f = a1x2  + a2Y2  + b1x3  + b2x2y + 
b3xy2  + b4y3  65y2z b6yz2  + 67z3  + b3xz2  + b9 x2z + bioxyz. As seguintes mudanças, são 

feitas: 

y = Y — exz, para eliminar o termo xyz; 

x = X — ez2, para eliminar xx2 ; 
= , _ tjt  z2 para eliminar Yz2. 3  2a2 
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Colocando, agora, X2  em evidência para os termos que contém Xi, com i > 2, fazemos 

a mudança de coordenada: x = X(sign(a1 )(ai+biX +b2y+b9z)) 4 , onde sign(x) : IR IR 

é a função sinal 

sign(x) = 
{ 	1 

—1 

se 

se 

x > O 

x < O. 

Analogamente, colocando y2  em evidência para os termos que contém y2, com i > 2, 

fazemos a mudança de coordenada: Y = y(sign(a2) (az + b3 x + b4y + bsz)) 1. Teremos 

reduzido o 3-jato de f a ± 2  ± y2  + b7 z3 . Finalmente, com mudança de coordenada na 

meta reduzimos a x2  ± y2  + b7z3. Portanto, teremos singularidade A2 se, e somente se, 

a3  = O, e b7 	O. 

Para A3, consideramos o 4-jato de f com a, = O e b7  = O. As seguintes mudanças são 

feitas: 

y = Y — exz, para eliminar o termo xyz; 
x  = 	_ z2

5 
para eliminar xz2 ; 2al   

Y = y — -110-z2 5  para eliminar Yz2; 2a2  

y = Y — a-z3, para eliminar yz3; 2a2 
coe f(Xz3)  

X = X 	 Z3, para eliminar Xz3 , onde coe f (Xz3 ) é o novo coeficiente de Xz3 
2al 

após as mudanças anteriores; 

Y = y 

xYz2• 

Como em Az, colocando x2  em evidência para os termos que contém x, com i > 2, e y2  

para os termos que contém y,  com i > 2, fazemos de modo análogo, as mudanças de coor-

denadas. Finalmente, teremos reduzido o 4-jato de f a x2  ± y2  + (c9  — IV4ai — bV4a2) z4. 

Portanto, f tem singularidade A3 se, e somente se, a, = O, b7  = O, e 4,21a2c9  —Naz 

O. 

Para A4, consideramos o 5-jato de f com a3  = O e b7  = O. Após as mudanças de 

coordenadas necessárias, e substituindo c9  — bV4a1  — bV4a2  = O, o 5-jato se reduz a 
x2 y2   + (d11  — ciob8 /2a1  — c8 b612a2  + b6 b8b1014a1 a2 ) z5. Portanto, f tem singularidade 

.44 se, e somente se, a, = O, b7  = O, c9  — bi/4ai  — 	4a2  = O, e 4a1a2d11  — 4a2c10b8 — 

2a1c8be + b6 b8 b10  & O. 

coe f(xYz2 )  
XZ2  2a2 	, para eliminar xYz2, onde coe f (xY z2 ) é o novo coeficiente de 

26 



Para os pontos umbilicos planos parciais, podemos supor que j 2f(x, y, z) = a1x3. 

Assim, para 134, consideramos j3f = a1x2  + b1z3  + b2x2y + Nxy2  + Ny3  + N y2z + b6yz2  + 

b7z3 +Nxz2 + Nx2z+b10xyz. De maneira análoga às mudanças anteriores, podemos fazer 

j3f ser equivalente a x2 +C(y, z), onde C(y, z) é a forma cúbica Ny3 +602z+b6yz2 +Nz3. 

Temos singularidade DiE se, e somente se, esta cúbica tem apenas uma raiz real e D4—  se, 

e somente se, a cúbica tem 3 raízes reais. Isto é a singularidade é D4 se, e somente 

se, a cúbica não tem raiz dupla, e isto nos diz que o discriminante de C(y, z) tem que 

ser diferente de zero. Para calcular este discriminante, é conhecido que, basta eliminar 

por exemplo, yz2  substituindo z = Z — ty (no caso em que b7  O, caso contrário o 

raciocínio é análogo para eliminar y2z se 14 	O, observe que se 6,4  = O e bz  = O então 

a cubica tem 3 raízes reais e portanto a singularidade é do tipo D,r). Assim teremos: 

+ N — 	y3+ (--L3b627  + 63) y2Z+b7Z3. Dividindo esta equação por Ny3  teremos: 

	

( 262 ± 64  6566  \ 	 Z 	Z 
27q 	67  3b? ) 	314 b7  j y 	j 

cujo discriminate é 

1 
(41464  + 27b42A —186467 65 66  — bgb + 4b2b7 ). 10814 

Portanto, f tem singularidade do tipo 134, isto é, f é equivalente a x2  + y2z ± z3  se, e 

somente se, az = a3  = O, b7  O, 65  o e 4bgb4  + 27b2414 — 18b4 b7 b5 b6  — qbg + 46267  O. • 

2.2 Desdobramento versal 

A família de funções altura H : M x S3 , (p,u) -4 IR é uma deformação da função altura 

Huo . Em coordenadas locais 

H(x, y, z, a, b, c) = f (x, y, z) + az + by + cz, 

portanto Ha= X, ilb= y e H= z. 

Nesta seção, procuramos as condições sobre os coeficientes da expansão de Taylor de 

f, para H ser uma deformação versal de 1-40  = f. Temos o seguinte resultado: 
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Proposição 2.4 A família de funções altura H é um desdobramento versal em uma sin-

gularidade: 
A2  : sempre, 

A3  <4. b6  O Ou b8  O, 

A4  <=> aNbs  ( —2 (ai  azbloblb5+4.azbloc15q-249,2b6bioc7b8+4.a21,6bi0c8 —2a? azbioc8b8b5)+ 

ab19b3b2 + 2cON0b5  — 3aNbi9b4b8  — 2(24bloqbab6  + cticcbsciA — 2c422biodub6 

2a1abiodi.ob8  + 2a1ab6b19c10b9 — aN5b9N) + 3c4b6 b1oNbi — aRib19b6  + 4citi6biob8N — 

4c4b61jb5b9  — 2a.3gb9q0  + 24bgb5b10  — (4b10bi33b2 — 4a1aZb6b1ob8cii + 2a1ab6b:c8 + 

4a14b6  b8  b5  cio  + 2a14e0c10b8  + 2a1abc15 b10  — 4a1c4bib5c8  + aiazbiobsti + 2a1a2Ne9b9  — 

2a1a2qb10b8b5  + 2a1a2Nb10b8b2 — 2a1a2qbilb5  — 2ma.21)6bmblb3  + 4aia2b6b,N) O, 

D4  <=> 6b3b6b7  — 2b3N — 9b4b10 b7  + 6b4b8 b6  + b5 b10 b6  — 2b8q O. 

Prova: H é sempre um desdobramento versal em uma singularidade A2, pois 

i3  {(f., fy, f.)}6(2) + R {H., kb, fic } = J3(2). 

Chamando o lado esquerdo da igualdade de V, temos que obviamente V C J3(2). Para 

ver que J3(2) C V, observe que x 	y =ftb, Z =ile . Além disso, considerando que 

al 	O, az  O e b7 	O temos: 
3 	22 '3 	3 	—2 	 2 	z2  X 	-2r,13 fx, 	Y — -? 3Vy, 	YZ 	.3 fy, x2 z = ei3 .41 

y2z  = XY2  = atai -13'4' X2Y  = V.121

2

i3 41 

fy,  
XZ2  = —2za2i i 3  fr , 

xyz = j 3  fi , 

xz = — 

„3 	z '3; 
3b7 J zl 

YZ = k2J3  

XY = ti3fy, 
2_ 

2a) JZ 

4,2 	_y_ 3 f 
— 2a2 J Jy, 

2 _... 	1 .3 Z 	f — z . 

H é um desdobramento versai em uma singularidade A3  de f se, e somente se, 

i4  {(fx, fy, fz)}e(2) + R {H., 	ii,} = J4(2). 

Chamando novamente de V o conjunto do lado esquerdo da igualdade, temos que certa-

mente V c J4(2). Para a outra inclusão, é fácil, como no caso anterior, ver que os termos: 

x, y, z, x, y4, xy3, x2yz, xy2z, x3y, x2y2, zy3,  z2y2, z3y,xz3,  z2x2,  ZX3 , xyz2, xyz,x2 z, y3, y2z, 

x2y, xy2, x3  estão em V, pois ai O e az O. A condição, 4a1a2c9  — bRaz 	O, para 
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A3, garante que yz2, x.z2  e z4  E V, pois 

( z2:7 4(.4) 
z2i4(fx) 

zi4  (h ) 

= 
( 2a2  

O 

2b6  

0 

2a1  

2b8  

b6  

b3  

4c9  

yz2 

x.z2  

Z4 

( 	) 

+ elementos de V, 

e o determinante da matriz é exatamente (4a1a2c9  — *62  — bga1)/(4a1a2). Com isto 

podemos agora provar que x2, y2  e xy estão em V Como 

zj4(fy) 2a2  0 b6  yz 

zj4(f x ) 

( 

= 0 

( 

2a1  bs xz + elementos de V, 

j 4(b) 	j 2b6  2b8  4c9 j  z3 

temos também que yz, xz e z3  E V Finalmente, para provar que z2  pertence a V podemos 

usar j4(fy) se b6  $ 0 ou PU4 se ts $0. 

H é um desdobramento versai em uma singularidade A4  de f se, e somente se, 

{(fx, 4, h)}e(2)  + IR {ila, 	Ho} = J3(2). 

O determinante da matriz, induzida pelos vetores j5f x , j5fy, j5 (xfx), :75 (X4)2:25(Yfv), 
j5 (y f2 ), j5 (z fy ), j5 (z fx ), j5 (yz fy ), j5 (z2  fx ), j5  (z2  f y ), j5  (z3  f y ), j5 (z3  fx ) usada para mos-

trar que x2, xy, y2, yz, z2,  xz,  y2z, yz2,  z3, xz2 , z3y, z4, z3  pertencem a j5  {(fx, fy, )}e(2) 
, dá exatamente a condição que queremos. 

H é um desdobramento versai. em uma singularidade D4  de f se, e somente se, 

{(fz,  4) fz)}e(2) ± IR {1:19, ih, ir} = J3(2). 

Para mostrar que xy, 	y3, 	z2y, 	xz, 	y2Z, 	Z3 pertencem a 

j3  {(fx, fy, fz)}e(2) + IR fru , 116, 114 , temos uma matriz induzida pelos vetores 

j 3 (Yfx),j3 (Zfx), j3  (Zfy), j3 (yfy), j 3 (yf2 ), j3 (zf2 ), cujo determinante é 12 (4bg b4  + 27bN — 

18b4b7 b5 b6  — bb + 4b2b7 )c4, que em D4  é diferente de zero. E para y2, yz e Z2  temos 

uma matriz, induzida pelos vetores j3fx, j3f y , j3f,, cujo determinante é 6b3b5b7  — 2b3bg — 

9b4b10b7  + 6b4b8b6  + t5b10b6  — 2b8q. 

Vimos que o Teorema de Montaldi nos dá quais são as singularidades genéricas de 

cada aplicação ou função usadas para medir o contato da hipersuperfície com seus res-

pectivos objetos. Nos resultados anteriores achamos as condições necessárias e suficientes 
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para identificarmos cada uma destas singularidades. Olhando para um ponto p da hi-

persuperfície M, que pode sempre ser dada localmente na forma de Monge, e para os 

coeficientes desta forma, podemos dizer exatamente que tipo de singularidade genérica 

tem a função altura ao longo da normal no ponto p. Além disso, fizemos o mesmo para 

identificar quando cada família é um desdobramento versal destas singularidades. Com  

estas condições conseguimos mais informações geométricas (ver, por exemplo, a obser-

vação 2.12). Observamos que no caso de superfície em IR,3  achar as condições é um passo 

necessário para estudar as mudanças genéricas a 1-parâmetro na geometria plana de su-

perfície [13]. Pretendemos, no futuro, fazer o mesmo estudo para hipersuperfície em IR'. 

2.2.1 Conseqüências geométricas 

Dado um desdobramento versal H de f podemos associar a H dois subconjuntos do espaço 

de parâmetros que são de grande interesse geométrico, o discriminante de H e o conjunto 

bifurcação de H. Estes conjuntos fornecem modelos locais extremamente úteis no estudo 

da geometria. 

Seja: 
TR.3  x S3 	x S3  

(x, y, z, u) 	(H(x , y, z,u),u) 

O primeiro é o subconjunto de S3  definido por 

A(H) = {(H(x,y, z, u), u); u E Sa  e Hu  é singular em (x, y, z)} = 1-1(E(H)). 

Neste caso, o discriminante de H é exatamente o dual de M, pois um hiperplano desta 

família dá origem a uma singularidade se, e somente se, ele é tangente a M no ponto em 

questão. 

O segundo conjunto é o conjunto de bifurcação de H 

Bi f (H) = {u E S3; 3(x, y, : 14, não é estável em (x, z)} 

= {u E S3; 3(x, y, z) : Hu  tem singularidade pior que A1}. 

Então Bi f (H) é o conjunto dos vetores normais a M nos pontos parabólicos, isto é, 

é a imagem do conjunto parabólico de M pela aplicação de Gauss. Os modelos destes 

conjuntos estão descritos no Teorema 2.17. 
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2.3 A geometria proveniente do contato com 

hiperplanos 

Seja M uma hipersuperfície em R4. O objetivo desta seção é descrever os conjuntos em 

M onde ocorrem as singularidades genéricas da função altura. 

Seguindo o método de Bruce [7] para superfícies em R3, em cada ponto q E M, 

podemos escolher eixos coordenados mutuamente perpendiculares (x, y, z, w) com o eixo-

w na direção normal a M em q. Sejam q um ponto sobre a hipersuperfície, e ri um 

campo vetorial normal unitário em uma vizinhança U de q. Escolha três campos vetoriais 

unitários C", v, u e t no espaço tangente a M nos pontos de U, tal que eles formem uma 

base positivamente orientada. Logo, M pode ser escrita, localmente, em qualquer ponto 

p, de U na forma de Monge, como o gráfico de uma função w = fp(x,y,z). 

Seja 14 o espaço vetorial de polinômios de x, y e z de grau > 2 e < k. A construção 

acima define uma aplicação C' 

9 : 	—> Vk 

P 	ik fp 

Queremos obter as configurações genéricas do conjunto parabólico em M. Para isto, 

vamos definir para cada tipo de singularidade da função altura um estrato Y no conjunto 

lik  representando este tipo de singularidade. Vamos provar a transversalidade da aplicação 

o com o estrato Y para usar o Teorema 1.25 e mostrar que 0-1(Y) c M, é uma variedade 

regular de codimensão igual a codimensão de Y. Para fazer isto, precisamos saber qual é 

o espaço tangente da imagem da aplicação Monge-Taylor. 

No próximo resultado, calculamos a imagem da derivada da aplicação Monge-Taylor 

O, análogo à Proposição 2 de Bruce [7] para superfícies em R3. 

Proposição 2.5 Seja O : U —> lik  e seja p = (zo,yo, wo) E U, com M escrita local-

mente em q como w = f y, z). A imagem de dO(p) é gerada por v1, v2, v3  tais que: 

= jk (de(L)) = i k  (Mx, y, z) — fx(x, z)frx(0, 0,0)f y, — 
fp(x,y, z)f(xy , z)fip(0, O, O) — f z (x,y, z)f 	y, f zz (O, 0,0) — f ri (0 , O, O)x — 

f ip(0 , O, 0)y — f(  O, O, 0)z), 
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V2 = ik  ( (10(4)) = ik  f y (X Y, — fx(x,Y, z)hy(0, 0,0) f (x, y, z) — 

fy(x, y, z)f (x, y, z) f(0, 0,0) — f z (x, y, z)f (x, y, z)f yz(0, 0,0) — fzy  (0, 0, 0)x — 

f(0, 0, 0)y — f (  O, 0,0»), 

213 = i k  (C10 (ft )) =- ik  (f z (X, y , z) — fz  (x, y, z)hz(0, O, 0)f(x, y, z) — 

f y(x, y, z)f (x, y, z) fyz(0, O, O) — fz (x, y, z)f (x, y, z) f zz(0, O, O) — fiz  (O, O, 0)x — 

fyz  (0, 0, 0)y — f z,(0, 0, 0)z). 

Prova: Seja p = (x0, tio, zo, wo) E U. Localmente M pode ser escrita em g como W = 

f (x, y, z). Para outro ponto g em U teremos uma outra função gq(x,y, z) tal que M é 

localmente o gráfico desta função, em particular f (x, y, z) = gp(x, y, z). Vamos escrever 

localmente gp  em função de f,  e assim podemos escrever a aplicação Monge-Taylor em U 

em função de f e calcular então os vetores geradores do espaço tangente de O em função 

desta dada f. 

Os vetores v1  = (1, O, O, fx(xo,Y0, zo)), v2 = (0,1,0, fy(vo, Yo,zo)) e v3  = (0,0,1, 

fz (xo, tio,  zo)) geram o hiperplano tangente TpM , em p. Considere os vetores ei = 

(1, O, O, M, €2 = (—fgf.,1+ f2,0, fy), e3 = 	—fyfz,i+ + , h), que são dois 

a dois ortogonais e estão em TpM. Para achar e2  usamos as equações e2  = Atei + A2V2 

e (ei,e2) = 0, e para e3  usamos e3  = A3e1  + A4e2  + A5v3, (el, e3) = O e (e2, e3) = 0. Seja 

e4  = (—h, —fy, —h, 1) vetor normal a superfície M no ponto p. A transformação afim 

que leva o espaço-(x, y, z) e o eixo-tu normal em (0,0, 0,0), respectivamente, no espaço 

tangente e no normal em p = (xo,Yo,zo,wo), é dada por: 

x 1 — f fx — f x 1 X+xo 1  

O 1 + —4 f z f y Y+ya  
O O 1+ fl+ f: Z+zo 

w  f z  1 W + wo 

onde as derivadas parciais de f são calculadas no ponto (xo, tio, zo)• As coordenadas 

(x, y, z, tu) são as coordenadas antigas de um ponto e (X, Y, Z, W) são as novas coorde- 
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nadas. Ou seja, 

= A-1(xo, yo, zo) 

onde A é a matriz, cujas colunas são os vetores eis. Note que na origem A é a matriz 

identidade. Desenvolvendo as equações acima, temos: 

x = X + xo — foMY + Yo) — fxh(Z zo) — MW + wo), 
y = (1 + n)(y yo)— fyfz(Z+ zo) — MW+wo), 

	

z = (1+ + A)(z + zo ) - 	wo), 
w = fx(X + xo) + f y(1 1.  + Yo) + fz(Z zo) (W + wo). 

Com esta mudança a hipersuperficie é dada no novo sistema (onde p está identificado 

com a origem) por (X, Y, Z ,W), onde usando as igualdades anteriores, 

Vir  = 9(xo,y0,z0)(x, y, z) 

±x0 )— 

f y(Y yo) — f z (Z + x0). 

Portanto a aplicação Monge-Taylor é dada por: 

9:U 	Vk 

(xo, yo, zo) 

Logo, para obter o resultado basta calcular y1  = j k(E) 	= ik  e), e vs = iker,) 
em (xo , yo, zo) = (0,0,0). 

Um resultado em [13] mostra que a geometria plana de variedades é G L(n) - inva-

riante. Então qualquer variedade em Jk(n) resultando desta geometria é também G L(n)-

invariante (ver [13], páginas 175-176). 

Sendo assim, dada f com um determinado tipo de singularidade, vamos considerar 

um transversal a GL(3)—órbita desta f e trabalhar neste transversal. Pois, o estrato 

Y de um determinado tipo de singularidade pode ser visto como o estrato deste tipo 
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de singularidade neste transversal cartesiano a GL(3)--órbita desta f.  Temos então que 

o espaço tangente de Y é gerado pelo espaço tangente de ? e pelo espaço tangente à 

GL(3)-6rbita de f.  Então, para mostrar a transversalidade da aplicação e com o estrato 

Y precisamos também dos geradores do espaço tangente à GL(3)—órbita de f. 

Lema 2.6 Os geradores do espaço tangente à GL(3)— órbita de f em P(3), em f,  são: 

ui u2 = yfx, 

	

-= xfx, 	 u3  = z fz , 

u4  = Y fy,  

	

xf z , 	 U8 = Yfz, 	 Ug  = zfz . 

Prova: Para obter os geradores, basta calcular áf (At(x, y, z)) it=.0  onde At  é um caminho 

em GL(3) pela identidade. Os seguintes caminhos vão dar os geradores: 

I + tEii  com i, j = 1, 2, 3, 

onde I é a matriz identidade e Eti= (ceim ) com 

atm =- 
{

1 se l=i e m=j 

O caso contrário. 

Observação 2.7 O espaço vetorial Vk  é gerado pelos monómios de grau > 2 e < k e 

um elemento de Vk  é representado pelo seu coeficiente em relação a estes geradores. Por 

exemplo, um elemento de 1/2  = (x2, y2, z2, xy, xz, yz) é representrado pelo seu respectivo 

coeficiente (a1, a2, a3, a4, a5, a6). 

Proposição 2.8 As singularidades A2  (conjunto parabólico) da função altura ocorrem 

localmente sobre uma superfície suave em M (ver Figura 2.1). 

Prova: Suponha que f tem uma singularidade A2  na origem e tome, sem perda de 

generalidade, ./ 2 ,f = a1x2  + a2y2  com 'falaz 	O. O espaço tangente à GL(3)-órbita de f 

em V2  é IR (x2, xy, xz, y2, yz) , logo um transversal .à órbita é dado por j2  f + il3z2, onde 

?is  E IR. Então no transversal, o estrato A2  é dado por ã3  = O, isto é, é uma variedade de 
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codimensão 1. Queremos saber quando a imagem de O é transversal ao estrato-A2  em V2, 

isto é, quando 40(1E13) + Tf A2 -= .14• 

O espaço tangente do estrato A2 em V2 é o kernel de uma forma diferenciável e. Como 

e tem que anular o tangente ao estrato Ay no transversal e os geradores do tangente de 

GL(3)(f), então e = da3. 

Os geradores do espaço tangente à imagem de O em V2 (ver Proposição 2.5), são 

vi  = 2b2xy + b3y2  + 3b1x2  + b8z2  + 2b3x.z + bioz, 

v2  = 2b3xy + 3b4y2  + b2x2  + b6z2  + Non + 2b5yz, 

v3  = bioxy + b3y2  + b9x2  + 3b7x2  + 2b8xx + 2b6yz. 

A imagem de O não é transversal ao estrato A2 se, e somente se, 1R{vi, v2, v3} + 

kernel e ç V2 , o que significa que v1, v2,223  pertencem ao kernel e. Isto é se, e somente se, 

e(vi) = 0 	b8  = 0, 

e(v2) = O 	b6  = O, 

e(v3) = O 	b.7  = O. 

Como e(v3) = b7  O para uma singularidade A2 concluímos que a imagem de O é 

sempre transversal ao estrato A2 em V2. Então pelo Teorema 1.25, a variedade A2 em M, 
que é igual a 0-1(A2), é sempre uma superfície suave já que o estrato A2 tem codimensão 

um em V2. 	 • 

Observação 2.9 Observe que a prova da proposição anterior nos dá informações precisas 

(ou seja, as condições para ocorrer a transversalidade) sobre a densidade a que se refere 

o Teorema 1.26. O mesmo se repetirá nas provas das Proposicões 2.11, 2.13 e 2.15. 

Usamos as condições que aparecem para obter novas informações geométricas. 

Vamos estudar o significado da não transversalidade de O ao estrato A2. 

Proposição 2.10 O ponto (O, O, O) do conjunto parabólico é singular se, e somente se, 
b6  = 57  = b8 = 0, ou seja, se, e somente se, O não é transversal ao estrato A2. 
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Prova: Seja j2f = a1x2 ±a2y2±biz3 b2z2 y b3 xy2 b4 y3 4. b5y2z b6yz2 ±b7Z3 H-b8X.Z2  
bgX2Z bioxyz com f= (O, 0,0) = a3  = 0, al  O e a2  0, ou seja, f tem singularidade A2 

na origem. O conjunto parabólico é descrito pela equação 

det 

f 

XX 

fxy 

fx, 

J rz l, 

fyy 

fzy 

f 

fzy 

fzz 

= 

cujo primeiro jato é Sa1n2b8x + Sa1a2b6y + 24a3 a2b7z. Então as singularidades são dadas 

por 

det 
f  fxx 

fxy 

fxz 

f _xy 

fyy 

fzy 

f ..z 

fzz 

= Salaz(by,b6,3b7) = O. 

• 

Proposição 2.11 As singularidades A3  da função altura ocorrem genericamente sobre 

uma curva suave da superfície suave de pontos A2  (ver Figura 2.1). 

Prova: Suponha que f tem uma singularidade A3  na origem, e sem perda de generalidade, 

tome a3  = O e b7  = O. Um transversal à órbita de A3  em V3  pode ser dado por j3f + 

ã3z2  + /3, onde -a3  E IR e )73  = SiX3  52x2y + 53xy2  + -643  + Nzy2  + -6 6  z2y + Etz3  +68 xz2 + 

bezx2  + bioxyz com os coeficientes em IR. Neste transversal, temos uma singularidade A3  

se ã3  = O e 67  = 0. Queremos saber quando a imagem de O é transversal ao estrato-A3, 

isto é, quando dp0(lR3)+ TfA3 = V3, e assim saberemos quando 0-1(A3) é variedade suave 

em lR3  de codimensão igual a dois (codimensão de A3). 

O espaço tangente do estrato-A3  em V3  é a interseção do kernel de duas formas diferen-

ciáveis ei  e e2. COMO ei  e e2  têm que anular o tangente ao estrato-A3  no transversal e os ge-

radores do espaço tangente de GL(3).f, então ei  = da3  e e2  = a2b8da3+a1b6da6 -2a1n2db7. 

Os geradores do espaço tangente à imagem de O em V3, são 

v1= 2b2xy+ b3y2 +3b1x2 + b8z2  + 2b9xz +Noz + (4c1-4a)x3  +3c2x2y +3cuzx2 + (2c3 —

4.22.22)y2x + 2c13 xyz + c10z3  + c4y3  + c14y2z + 2c11zz2  + c15yz2, 
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y2= 2b3xy+3b4y2±b2x2 ±b6z2 ±,1.0XZ+2b5yz+c2x3 + (2c3  —ai)x2y+ci3zx2 +3c4y2x+ 

2c14xyz + c8z3  + (4c5  — 4a2  3)y3 3e6y2z c15zz2 ±2oryz2,  

y3= bioxy + b5y2  + b3x2  + 2b8 xz +2b6yz + c12x3  + c13x2y + 2c11zx2  + c14y2x +2ci5 xyz + 

4c3z3  + c6y3  + 2c7y2z + 3c10 xz2  + 3c8yz2. 

A imagem de e não é transversal ao estrato-243  se, e somente se, IR{vi, v2, v3} + 

kernel e  n kernel e2  Ç V3. COMO kernel e  n kernel e2  tem codimensão dois, esta não 

transversalidade significa que existem dois vetores, linearmente independentes, Aivi + 

piy2  + Oiy3  (j = 1,2), tal que 

+ piv2  + Oiv3) = — (b5)i + bski) = 0 e 

e2(Aivi + Piv2 + OP.13) =(2a2(108  — alc10) + b661.0)Ai + (a2b8b10  + 2a1  (105  — a2c8))pi + 

2(a2/4 + a1b — 4a1a2c9)0i = O 

para j = 1,2. Isto é, fazendo x = Ai, y =p , z =j,  teremos que ter duas soluções 

linearmente independentes para o sistema: 

bs x + b6 y = 0 

(2a2(b343 — mio) +albsbio )x+ (a2b8bio + 2a1  (b6b5  — a2c8)) y+2(a214 +ai bg —4a1a2c3)z = 0. 

Como estas são equações de planos, temos que: 

(i) Se a2bi + a1b — 4a1a2c3 	O então 1)3  = 1)6  = 0, pois o coeficiente de z na primeira 

equação é zero, e portanto, ela tem que gerar o espaço todo, para termos duas 

soluções linearmente independentes. Assim, já que temos 67  = 0 para A3, isto é 

equivalente ao conjunto A2  ser singular (ver Proposição 2.10). 

(ii) Se a214 + a1b — 4a1a2c3  = 0 então para que os planos sejam paralelos temos que ter 

1)3  (a2b8b10  + 2a1105  — 2a1a2c8) — (2b9a2b8 + a166610  — 2a1a2c10)14 = O, e a primeira 

igualdade deste item nos diz que a singularidade é Ak>4  (ver Proposição 2.3). 

Concluímos que a imagem da aplicação Monge-Taylor não é transversal ao estrato A2  

na singularidade A3  quando o conjunto parabólico é singular, ou quando a singularidade 

é do tipo Ak>4. Observe que para o conjunto A2  ser singular em A3, precisamos de 4 

condições, portanto e não encontra este estrato (A2  com conjunto parábolico singular), 
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ou seja, o caso não é genérico. Então pelo Teorema 1.25, a variedade A3  em M, que é 

igual a 0-4(A3), é genericamente uma curva suave já que o estrato A3  tem codimensão 

dois em  

Observações 2.12 

(i) Note que nesta curva a imagem de e é transversal ao estrato-A2  e então o conjunto 

A2  é uma superfície suave. 

(ii) Em A3  : b6  = b8  = O se, e somente se, a família de função altura não é desdobra-
mento versai (ver Proposição 2.4) se, e somente se, o conjunto parabólico é singular 
se, e somente se, a função Monge Taylor não é transversal ao estrato-A2 . 

Proposição 2.13 As singularidades A4  da função altura ocorrem genericamente em pon-

tos isolados da curva A3  (ver Figura 2.1). 

Prova: Suponha que f tem uma singularidade A4  na origem, e sem perda de generalidade, 
62 	62  tome a3  = O, 	 4ai  = O e cg  — 	=: O. Um transversal à órbita de A4  em I/4  pode ser 4a2 

dado por j4  f + ã3z2  + /3  + /4, onde ã3  E IR, .13 é dada na prova da Proposição 2.11 e 
= ë-1x4 ±E2x3y±  .3x2 y2 ±E4xy3 E5y4 é:03z ±E7y2z2 ±E8yz3 C- z4 g 	±E10Z3X ±E11Z2X2  

ë12ZX3 	13X2Y.2 ël4xy2z + E16xyz2. Neste transversal, temos uma singularidade A4  se 

ã3  = O, 1,7  = O e 4a1a2(cs + Es) — (b8  + b8)2a2  — (b6  + -66)2a1  = O. Queremos saber quando 

a imagem de e é transversal ao estrato-A4, isto é, quando dp0(IR3) + T1A4 = V4• 

O espaço tangente do estrato-A4  em V4  é a interseção dos núcleos de três formas 

diferenciáveis el, e2  e Ca.  COMO ei e2  e e3  têm que anular o tangente ao estrato-A4  no 

transversal e os geradores do tangente de GL(3).f, então 

ei — das, 

= a2bsda5  + aibsdas — 2a1a2db7, 

= 8a2 dbs  — 8ai
1d,
" 

_,_ ( 
4 	1/4  8a? ' 	

2. 
16aia2 	8at )das + —8-12- 

	

16a1a2 	8cq 	84.2 
b 	 da6  + b  db 	 ás. Shg_ 51  

62 da-r - da + Se-in — da 16% 

Os geradores do espaço tangente à imagem de e em V4, são 

a  v, = j4 (de(—)),v ax 	2 = ((t)) 413 = j4  (de(-3  )) az ' 

1642  2  16a1a2 
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A imagem de O não é transversal ao estrato-A4  se, e somente se, R{vi, v2, v3}+ 

kernel ei  n kernel C2  n kerne/ C3 	1/4. Como kernel Ci  n kernel C2  n kernel C3  tem 

codimensão três, esta não transversalidade significa que existe um vetor não nulo, Av + 

pv2  +,3v3, tal que ei  (Av'  + pv2  +,13v3) = O, e2  (Av'  + pv2  +fiv3 ) = o e e3  (Av'  + pv2  +fiv3) = O. 

Isto é, teremos que ter 

Ci(vi) (v2) O 
det 

C3(vi) 

C2(v2) 

e3 (v2) 

e2 (v3) 

e3 (v3) 

= O, 

ou seja, 

3a110,]b2b10a + 2610a3bgc1oal  + 4blo4b,5boc8aNdna — kg/1*9 — bioabgbsai — 
3b10a21)Rb5Na — 4c4c4c8b:c10  + 2a1c4c8bgb2  +4c4b6b5b:cioa — 2a1b6b5b,33b2a4+b3cdbgb 0a2  — 

4b8aNc10 6104 — 26841E — 4b8a”6  + 868alaNdil + 668a1a2c865N — 8b8alb6b5dlica2 — 
41)2aNqc8a + 262  a2  b8  6511a + 4aNcioN c8  — 2aN2c10 6514 — 2c4bgb10c8a2  +41211010dila + 

c4bb1ob5  — 66662aNcioal  + 566bst4b8dna + 2b6NaN + 4b6aN3240 b8  — 866alakodu = O. 

Observamos que na singularidade A4  se o determinante acima se anula, teremos 4 

condições e portanto O não encontra este estrato (A4  com o determinante nulo), ou seja, 

este caso não é genérico. Concluímos que quando este determinante é diferente de zero 

a imagem da aplicação Monge-Taylor é transversal ao estrato A4. Sendo assim, como 

esta variedade tem codimensão três então pelo Teorema 1.25, 0-1(A4) é uma variedade 

de codimensão três em M, o que significa que é constituída de pontos isolados. 

Observação 2.14 As codimensões dos conjuntos Ak>5 é maior ou igual a quatro, e por-

tanto, transversalidade significa que a imagem de O não encontra o estrato-Ak , para k > 5. 

Assim, concluímos que f, genericamente, não tem singularidades Ak>5. 

A nomenclatura usada na Figura 2.1 é devido ao fato de que localmente a imagem da 

aplicação de Gauss em um ponto A3  é uma cuspidal edge e a imagem local de um ponto 

A4  é o rabo de andorinha, análogo à nomenclatura no caso de superfícies em R3. 

Proposição 2.15 As singularidades D4  da função altura ocorrem, genericamente, sobre 

pontos isolados de M. Na singularidade D4 , o conjunto A2  é /1772, cone. Em D: o conjunto 
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A2 	 - - Rabo de Andorinha de Gauss 

 

- - - - Cuspida] Edge de Gauss 

  

Figura 2.1: Conjuntos Az, As, A4 

A3  é uma reta contida neste cone. Em Di." o conjunto A3  é constituído por três retas 

contidas no cone (ver Figura 2.2). 

Prova: Suponha que f tem uma singularidade D4  na origem, e sem perda de generalidade, 

tome a2  = a3  = O. Um transversal à órbita de D4  em 14 pode ser dado por a1x2  + ã2y2  + 

ã3z2  +ãoz, onde (62, ã346  E IR. Neste transversal, temos uma singularidade 134  se ã2  = O, 

ã3  = O e ã6  = O. Queremos saber quando a imagem de 61  é transversal ao estrato-D4, isto 

é, quando dp9(R3) + Tf  134  = V2, e assim saberemos quando 0-1(D4) é variedade Ce° em 

R3  de codimensão igual a três. 

O espaço tangente do estrato-D4  em 12  é a interseção dos núcleos de três formas 

diferenciáveis e1,  e2  e e3. COMO Ci,  e2  e es têm que anular o tangente ao estrato-D4  no 

transversal e os geradores do espaço tangente de G L(3). f , então ei  = das, e2 = da2  e 

G = das. 

Os geradores do espaço tangente à imagem de 61  em 14, são 

j2 
 (

do(-19-)) , V2  =32  (d0( 11)) , v3  j2  (c/o( 12)) az 	 ay 	 az 

com a2  = n3  = a6  = O. 

A imagem de 61  não é transversal ao estrato-D4  se, e somente se, R{vi, vz, v3} + 

kern ei  n kern e2  n kern e3  Ç 14. Como kern ei  n kern e2  n kern e3  tem codimensão três, 

esta não transversalidade significa que existe um vetor não nulo, Av1  + pvz + fiv3, tal que 
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ei(Avi + pv2 +fias) = O, e2(Avi  +//v21-fiv3) = De es(Avi + ttv2+ fias) = O. Isto é, teremos 

que ter 

ei(vi) ei(v2) ei(v3) 
det 	(vi) e2 (v2) e2 (v3) 

	=- 

\ 	(vi ) á (V2) e3 (V3) j 

ou seja, 

6b3b5b7  — 2b3g — 91t4b10b7  + 6b4b5b6 + MIÁ — 214g = O. 

Mas isso colocaria urna condição extra no D4  tornando a situação não genérica. Con-

cluímos que como genericamente o determinante acima é diferente de zero, a imagem da 

aplicação Monge-Taylor é transversal ao estrato D4. Sendo assim, como este estrato tem 

codimensão três em 14, pelo Teorema 1.25, 0-1(A) é uma variedade de codimensão três 

em M, o que significa que é constituída de pontos isolados (ver Figura 2.2). Observamos 

ainda que a imagem de O não é transversal ao estrato-D4  se, e somente se, a família de 

função altura não é um desdobramento versal em uma singularidade D4  (ver Proposição 

2.4). 

No transversal de D4  (portanto em 1/2, e assim podemos trabalhar com o 2-jato de f) 

o conjunto A2  é um cone dado pela equação 

f 
fXY fX2 J XX 

det fry fyy fyz = 2a1  (-4 — 4ã2J/3) = O 

fiz fyz fzz 

Isto é .e4 — 4a-2ã3  = 0. Esta equação nos dá um cone em 1/2. Como O é transversal a A, 

0(R3) n A2  é um cone em V2  e como O é um difeomorfismo 1R3,0 -4 1/2, 0-1(A2) é um 

também um cone em M. 

Vejamos agora como é o conjunto dos pontos A3  sobre este cone. Para isto, precisamos 

trabalhar em 1/3. Em uma singularidade D4  o 3-jato de f é dado por j3  f = x2  + C (x , y, z), 

onde a cúbica C(x, y, z) z3  ±y2  z+xa(x,y, z). Um transversal à órbita de D4  em 1/3  pode 

ser dado por x2+ -Ci2y2±Nz2 +Nyz + z3 + y2z + xa(x,y, z)+ xb(x,y, z), onde b(x,y, z) = 

T1x2  +-62 xy+-69 xz. Fazendo x = X --(a—b) teremos j3  f 	 a 1-ii6yz+z3±y2z, x2±ã2y2±-3z2 
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onde teremos A3  se, e somente se, 112y2  + ti3z2  + lisyz -= L2  e L 1 (z3  ± y2z). Assim, 
is fX2 + L2 + LW , onde W = (z3  ± y2z)/L. Fazendo a mudança L = 1 — , teremos 
,c2 +12 / 	COMO W2  tem grau 4 então j3  f = X2  + 12 . Vejamos: 

(i) se tivermos z3  + y2z = z(z2  + y2), então L 1 z ou L 1 (z2  + y2) (que não pode ocorrer, 

pois L é de grau 1), logo L = Az. Portanto, como L2 = ã2y2±ã3z2 +Nyz temos que 

O2 = Os = O, isto é teremos uma variedade de codimensão 2 em I/3, que está sobre 

o cone E4 — 4ã2a3  = O. Logo em M teremos uma curva suave, pois O genericamente 

é transversal ao estrato-A3. 

(ii) se tivermos z3  — y2z = z(z — y)(z + y), então 

L j z = L2  = À2z2  , ou 

L I (z — y) = L2  = .X2 (z — y)2, ou 

L (z + y) = L2  = A2(z + y)2. 

Como L2 = (12y2 	+ ãsyz, para o primeiro caso teremos que ter ti2  = 	= O, 

para o segundo -(13  — -C/2  = O e lis + 2E1/2  = O, e para o último temos que ter lis — 2E/2  = O e 

ás 	= O. Isto é, teremos três variedades de codimensão 2 (sobre o cone -4 — 4ã2ã3  = O), 

e portanto em M, teremos três curvas suaves. 

Figura 2.2: Conjunto parabólico em D4, umbílico elíptico (hiperbólico) à esquerda (respectiva-

mente, à direita) 
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Observação 2.16 As codirnensões dos conjuntos Dk>5  são maiores ou iguais a quatro, 

e portanto, transversalidade significa que a imagem de O não encontra o estrato-Dk , para 

k > 5. Concluímos que f, genericamente, não tem singularidades Dk>5. 

O teorema a seguir identifica geometricamente os tipos de singularidades da função 

altura. 

Teorema 2.17 As singularidades genéricas da função altura ao longo da direção u ocor-

rem em p E M guando 

A.1 : p não é ponto parabólico, Bi f (H) é vazio. 

A2: p é ponto parabólico, a direção assintótica principal é transversal ao conjunto pa-
rabólico da hipersuperfície, Bi f (H) é uma superfície regular. 

A3: p é ponto parábólico, a direção assintótica principal é tangente ao conjunto pa-

rabólico da hipersuperfície, Bi f (H) é um cuspidal edge. 

A4: p é ponto parabólico, a direção assintótica principal é tangente à curva A3, Bi f (H) 

é um rabo de andorinha. 

D4: p é ponto parabólico, o conjunto parabólico é um cone. Em .14' , o conjunto A3  é 

uma reta sobre o cone. Em D4—  o conjunto A3  é formado de três retas sobre o cone. 

Os conjuntos Bif(H) para D-11" e para D4—  são como na Figura 2.4. 

Ver Figuras 2.4 e 2.3. 

Prova: Dado p E M denotamos as três curvaturas principais em p, por kl, kz e k3. O 

segundo jato da f pode ser escrito como (Icix2 +Ic2y2+k3 z2). Logo, segue da definição de 

ponto parabólico e das condições sobre os coeficientes de f, que A1  não é ponto parabólico, 

mas que A2, A3, A4, e D4  são todos pontos parabólicos. 

Como o conjunto bifurcação é a imagem do conjunto parabólico na esfera de Gauss, 

então Bif (H) = 0 para os pontos não parabólicos Al. Para os outros tipos de singulari-

dades sabemos que a função altura é um desdobramento versal, portanto os conjuntos de 

bifurcação são dados por modelos dos conjuntos de bifurcação das singularidades Az, A3, 

A4  e D4. Ver por exemplo (10] nas páginas 110 - 115. 
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Figura 2.3: Direções assintóticas principais sobre os pontos A2, A3  e Ag 

Sabemos que o conjunto parabólico de uma hipersuperficie w = f (x, y, z) é dado pelos 

pontos (x, y, z) que anulam o determinante da matriz hessiana de f (x, y, z). O primeiro 

jato desta equação é dado por 

8aia2 b8 x + 8aia2b6 y+ 24a1a2 b7 z. 

O normal ao conjunto parabólico pode ser dado por (b8, b6, b7 ) (ver Proposição 2.10). A 

direção assintótica principal é (0,0, 1). Logo, (0,0,1) é transversal ao conjunto parabólico 

se, e somente se, b7 	0, ou seja, se, e somente se, a singularidade for do tipo A2. Se 

b7  = 0, ou seja, se a singularidade for do tipo A3, então (0, 0,1) é tangente ao conjunto 

parabólico. 

Queremos agora provar que a direção assintótica principal é tangente à curva A3  no 

ponto Ag. Para isso, precisamos achar a parametrização da curva A3. Esta é dada pelos 

pontos (x0, yo, zo) tal que o determinante da matriz hessiana nestes pontos seja zero, e 

o kernel (a, b, c) da hessiana seja raiz da forma cúbica de f. Ou seja, precisamos achar 

primeiramente (a, b, c) tal que: 

( 

fxx fxy 

fxy fyy 

fXz fzy 

ff: 	( ab 1 =0, 

hz 	c 

onde as derivadas parciais de f são calculadas em (xo, Yo, zo). Podemos supor que a 
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Regular 
Bif (H, A2 ) 

 

Cuspidal edge 

Bif (H, A 3 ) 

Rabo de andorinha 

Bif (H, A 4 ) 

Bif (H, D+4  ) 
	 Bif (H, 1:)-4 ) 

Figura 2.4: Conjuntos de Bifurcação de H 

terceira linha da matriz acima é combinação linear das duas primeiras, ou seja, 

f2 (xo, YO, zo) = Alfxx(X01 YO) zo) 	A2fxy (X0) YO3 zo), 

LY(X0, YOI zo ) = AS.fry (zo, yo, zo) 	itifyy(zoi Yo) zo), 

fzz (X01 YO zo) = A5 frz (X0, YO, zo) 	AO fyz (X0, YO, zo) 

já que o determinante da matriz hessiana em (xo, Yo, zo) deve ser igual a zero. Achamos 

então: 

=f

a =frz(fyyfn - gy) + fxY(fx.fxy - fy.frx), 

Li =frx(fyzfrx - 
( f2 

XxkJxy fyyfxx)• 

Então a curva A3  é dada pelos pontos (xo, yo, zo) tal que o determinante da hessiana neste 

ponto seja zero e a parte cúbica da f calculada em (a, b, c) também se anule Fazendo as 

contas, temos 

(xo, Yo, zo) = (—b6  (14a2+ bZal  — 4alazcs)Y, bs(bNa2 +1*ti-4aia2cs)y, (b6(babga2+06aibio —

a1a2c10 — (taioba ) + ((trazes — laz bis bu,)) y) + t•am• 
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Sendo assim, a direção do tangente da curva A3  é ( — b6  (Na2  63a1  — 4ctia2c,6), b8(14a2 + 

— 4a1t/204, (66(6866a2+06aibio— alazcio —alb6 68)+68(ala2c8— .-a268 610”). Sabemos 

que o conjunto parabólico é suave sobre a curva A3  (isto é, quando b7  = 0) se, e somente 

se, 66 	O ou 68 	0. Então a direção assintótica principal (0,0,1) é tangente à curva 

A3  se, e somente se, bia2  6Za1  — 4a1a2c6  = 0, ou seja, se, e somente se, o ponto tem 

singularidade A4  (ver Figura 2.3). 

O fato que o conjunto parabólico é um cone em D4, onde em D:IF, o conjunto A3  é 

uma reta sobre o cone e em 137, o conjunto A3  é formado de três retas sobre o cone, está 

provado na Proposição 2.15. 	 • 
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Capítulo 3 

Contato com retas 

Neste capítulo estudamos o contato de hipersuperfícies em IR4  com retas. Obtemos as 

condições necessárias e suficientes para que a aplicação projeção tenha singularidades 

genéricas, e estudamos as estruturas locais dos conjuntos com tipos de singularidades de 

codimensão menor ou igual a dois da aplicação projeção. Interseções destes conjuntos 

também foram estudadas. Por fim, demos as características geométricas das singularida-

des da aplicação projeção. 

A seguir definiremos a família de projeções ortogonais e listaremos as singularidades 

genéricas que podem ocorrer para os membros desta família. 

3.1 As singularidades genéricas da projeção 

ortogonal 

Seja M3 uma variedade de dimensão três, e M seu mergulho em IR'. A família de projeções 

em IR3, que mede o contato de M com retas em IR4, é definida pela aplicação: 

P: 	M x S3 	B 

(7), ti) 	P—  < P > ti) 

onde B = {(u, y) E S3  X R4; (u, y) = 0}, isto é, B é o fibrado tangente de S. 

Seja p E M, por mudanças de coordenadas sempre podemos identificar p com a origem 

e fixar coordenadas locais (x,y,z,w) em p = (0, O, O, O), tal que o eixo-vi seja normal a 
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M em p, e o espaço-(x, y, z) seja o espaço tangente a M em p Assim podemos escrever 

M na forma de Monge, isto é, como um gráfico de uma função II) = f (X y , z) , tal que 

f = f = f = jez = o em (0,0,0). 

Escolhemos uma carta em S3  próxima de (0,0,1,0) dada por (a, b, 1, c). Logo, as 

coordenadas de um ponto p E M no plano de projeção z = O ao longo da direção (a, b, 1, c) 

são dadas por (X, Y, O, W) = (x, y, z, f (x, y, z)) + (a, b,l, c), ou seja )k = —z. Então a 

família de projeções P pode ser reescrita, na vizinhança da origem, da forma: 

P: 	IR3  x IR3, O 	IR3  

((x, y, z), (a, b, c)) 	(x — az, y — bz, f (x, y, z) — cz). 

Fixando u0  = (0,0,1,0) teremos P 0  (x, y, z) = (x, y, f (x, y, z)), um germe de corank 

1 de uma aplicação de IR3, 	IR3, 0. Observemos que as singularidades de P não são 

alteradas por mudanças de coordenadas na fonte e na meta. As K classes de Pw, fornecem 

informações sobre o contato de M com u0  mas não com as retas vizinhas. Portanto, 

consideramos a ação do grupo A sobre germes de IR3, O IR3, 0, que fornece informações 

sobre o contato de M com retas vizinhas de u0. 

Encontramos em [30] uma classificação de germes A-simples de tais aplicações. 

Teorema 3.1 ([30]) As Á-classes das singularidades simples de germes de IR3 , O 

IR3, O de corank 1 e as suas 4-codimensões, são mostradas na Tabela 1: 

Tabela 1: 

Tipo Forma normal 	 sk-cod 

II 	(x, y, z2 ) 	 O 

3. 	(x, y, z3  + h(x, y)z) 	 p(h) 

(x, y, z4  + xz yk  z2 ), k > 1 	k — 1 

(x, y, z4 ± ( y2 ± xx)z + xz2 ), k > 2 

51 	(x, y, 2.5  + xz + y z2 ) 	 1 

52 	(x, y, 2.5  + xz + y2z2 yz3) 	2 

53 	(x, y, 2.5  + xz + yz3) 	 3 
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* 	denota o tipo de h que pode ser Ak (±x2 yk+1), D k  (x2y yk-1), E6  (x3 ± y4),  

E7  (x3  xy3), E8  (x3  ± y5), e bt, denota o número de Milnor. 

As singularidades que podemos esperar dos membros da família P são as de codimensão 

< 3, que é a dimensão do seu espaço de parâmetros. Para completar a lista destas 

singularidades, a seguir listaremos as singularidades não simples de Accodimensão menor 

ou igual a três estudadas por Hawes [25]. 

Teorema 3.2 ([25]) As A-classes das singularidades não simples, de .40-codiraenseio < 

3, de germes de R3  ,0 	R3,0 de corank 1 e as suas Atu-codiraensões, são mostradas na 

Tabela 2: 

Tabela 2: 

Tipo Forma normal 	 .40-cod 

61 	(x , y, yz + rz2  + ze  ± z3  + az9) 	2 

62 	(x, y, yz + rz2  + z6  + z2) 	3 

(x, y, yz + x2z2  + z6  ± z6  54 	 + az7) 	3 

Queremos saber como a família P estratifica o seu espaço de parâmetros .93  em relação 

às singularidades genéricas simples. As singularidades genéricas de P„, ti E S3, são dadas 

pelo teorema a seguir, que é uma consequência direta do teorema de transversalidade de 

Montaldi [36], pois a família P é A-versal. 

Teorema 3.3 Genericamente a aplicação Pu  tem singularidades simples locais de co-

dimensão menor ou igual a três, isto é, as singularidades simples do tipo II,3A, com 

O < k < 3, £1t.  com  1 < k < 4, 4 4 51, 52  e 53  do Teorema 3.1 e as singularidades net.° 

simples 61, 62 e 54 do Teorema 3.2. 

Destacamos aqui, que só estudamos as singularidades simples. 

A proposição a seguir mostra as condições sobre os coeficientes da expansão de Taylor 

de f em (0,0,0), quando Puo  = (x, y, f (x, y, z)) tem as singularidades simples genéricas 

citadas acima. Escrevemos o 6-jato de f como: 
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is (f) = aix2 a2 y2 ± a3z2 + a4xy + asxz + a6yz + b1x3  + b2x2y + b3xy2  + b4Y3  + 

b5y2z + b6  yz2  + b7  + b8z2x + b9zz2  + bioxy z + c1x4  + c2x3y + c3x2y2  + c4xy3  + c5Y4  + 
c6y3z c7y2z2 cozs ± 03  -4 

-E R10Z3X R11 Z2  X2  ± C12 2X3  C13X2Y 	C14xy2  z + ci5xyz2  + 

dix5  + d2x4y + d3x3  y2  + d4x2  y3  + d5xy4  + d6y5  + d7y4x + do3 z2 ± d9y2 z3 ± d10 24  Y ± d1125  ± 

d12Z4  X -I-  d13X2  Z3  ± d14X3  Z2  ± disill  Z ± d16x3yz+ di7x2y2z + d1s,x2yz2  + d19xy2z2  + d20py3z + 

d21xyz3  + e'  x6  + e2x5y + esx4y2  +64x3y3  + esx2y4  + e6xy5  + e7y6  + e8y5z + e9y4z2  + elo Y3Z3  ± 

c11y2z4 	 ± ei3x2z4 + ei2Yz5  +€13z6  + elaz5 	+ei6x3x3  + ei7x4z2  

e21x3yz2 622x2y2z2 623x2y3z + e24x2yz3  + P: xv z e "7 -I-  e frli 7 -I- R ft" 2  . 	-23_, 4- . -26_0_4 	_27_02_3  , _28_03_2. 

Proposição 3.4 A projeção ortogonal Puc, tem as seguintes singularidades simples: 

II 

41 

4? 

51  

52 

<=> 

•@> 

<=> 

<=> 

<=> 

<=> 

<=> 

<=> 

<=> 

<=> 

<=> 

•@> 

as = O; 

a3  = O, as = O, b7 	O; 

n 	n 	 nh 	flRhh 	h? = n -3 = 	= 	-7 , 	--g-7 — -16 	- 

4b8b6b10 — 3q0b7 — 4b5N + 126567b5  — 4*5 	O; 

a3 = as = as  = O, 4b8b6b10  — 3e0b7  — 4b5 	+ 12b5b7b9 — 4bP9  = O, 

b7 	O, 3b967  — 	O, 	ci) 	O; 

a3 = as = as  = O, 4b8b6bio — 3b 0b7 — 4b5b + 1 2bsb7b9  — 4Nb9  = O, 

(bi, ci) = O, b7 	O, 36967  — 	O, w2  (bi, ci, di) 	O; 

as  = b7  = O, b6as — bsa6  = O, as 	c9 	0; 

h 	hn 	hn 	nn 	 co(a2h 	ez)(1 .  -3 — -7 = -6-6 — -8-6 — 	/ 	 -, 1-3 k,, 	-.1 	- 7  

as 	b7  = b6 as — b3a6 = W3(aj,bi, ci) 	O, as 	0,c9 	O, 

W4(ai, bi, ci, di) 	O; 

h 	h ri 	h a 	02(a: h; r;) 	ciu (a: h 	c: (L) 	O, a5  _3 = _7 = -6-3 — -8-6 = 	 = 	 --.1  = 

eg 	0, Ws (ai, bi, ci, di, ci) 	0; 

a3  = as  = a6  = b7  = O, bs = O, c9 = O, bsbl — biob6bs + b9q =O, 

w6  (b1, 	0; 

n 	 n 	h 	(/) (h 	rA 	nh 	flenr) _3 = 	— _6 = _7 = 	 = 	-8 	, 

b3N — bl0b6b8 	b9N 	O, 	ci) 	O; 

as = b7 = c9 = O, as = O, du 	0, b6a5 — bsa6 	0; 

as = b7 — c9 = b6a5 — b3a6 = 0, as = 0, chi 	O, w7(ai, b,ei, d, ei) O, 

asas — cma6 = 0; 

+ eiax5  z +el9x4yz+ czox3Y2z+ 
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53 	.:=> a3  = b7  = eg  = b6a5 — Nas = (toz(ai, 	ei) = 0,a5 	0,d11 	0, 

c8a5  - e1:48  0. 

Onde as expressões ç, j =1,• • • ,7 são polinômios de ai, b, ci, d, ci. Suas expressões são 

extensas e são dadas na Seção 3.3. 

Prova: Usamos o Maple (ver Seção 3.3 para um exemplo do programa usado) para fazer-

mos mudanças de coordenadas para tornar (x, y, f (x,y, z)) equivalente às formas normais 

do Teorema 3.1. Assim, descobrimos as condições sobre os coeficientes da expansão de 

Taylor de f necessárias para cada caso. 

Precisamos do seguinte resultado na Proposição 4.6. 

Proposição 3.5 Dado um desdobramento versai (x,y,u,z3+ h (x,y,u)z) da singulari-

dade (x, y, z3  + h(x,y)z) do Teorema 3.1, o conjunto de bifurcação deste desdobramento 

é o discriminante do desdobramento versai h da função h. 

Prova: Seja (x, y, u, x 3+ h (x,y,u)z) um desdobramento versal da singularidade (x, y, z3+ 

h(x,y)z), onde h (x, y,u) é um desdobramento versai de h(x,y) (ver [30]). O conjunto de 

bifurcação do primeiro desdobramento é dado pelas condições: 

3z2+ h-  (x, y, = 

6z = 0 

h. (x , y, = 0 

(X, y, 	=0. 

Para h o conjunto discriminante é dado por: 

h-  (x,y,u) = O 

(x, y, u) = 0 

(x, y,u) = 0. 

Comparando estas condições, concluímos que estes dois conjuntos são iguais. 
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3.2 As estruturas locais dos tipos de singularidades 

simples de codimensão < 2 

Seja M uma hipersuperfície em lEt4  dada localmente por cp : 1113 	IR :1  que leva (x, y, z) 

em (x, y, z, f (x, y, z)). O objetivo desta seção é descrever os lugares em M onde ocorrem 

as singularidades simples genéricas, de codimensão 1 e 2, da aplicação projeção. Esta 

restrição neste capítulo é devido às complexidades das contas (ver Seção 3.4). Vamos tra-

balhar em V1  x V1  x Vk onde consideramos uma g- órbita de Pu. (x,,y, z) = (x, y, f (x, y, z)) 

a qual não altera a geometria afim. Veremos que é suficiente trabalhar em Vk. Nestes 

casos teremos que os lugares geométricos são genericamente curvas e superfícies, os re-

sultados que apresentaremos nos darão as condições sobre os coeficientes de f para que 

tenhamos tais curvas e superfícies. 

Suponha que Pu0  possui uma determinada singularidade na origem. Vamos calcular o 

espaço tangente da g- órbita de Pu.. Em um transversal a esta órbita podemos definir as 

variedades onde ocorrem uma determinada singularidade. Basta agora ver o que acontece 

neste transversal para sabermos o que acontece em todo 14, pois a variedade de uma 

determinada singularidade é o cartesiano desta variedade no transversal com a órbita. 

Sabemos então que a codimensão da variedade em Vk  é igual à codimensão da variedade no 

transversal. Com  a transversalidade da aplicação Monge-Taylor à esta variedade podemos 

concluir o que acontece em M pelo Teorema 1.25. 

A Proposição 2.5 nos dá os geradores, v1, v2  e v3, da imagem da derivada da função 

Monge-Taylor O. Já sabemos que a geometria plana é GL(3)-invariante e então po-

demos usar este grupo para fazermos mudanças de coordenadas na fonte, ou seja, em 

(x, y, z) E IR?. Agora, queremos um subgrupo de GL(4) que nos permita fazer mudanças 

de coodenadas na meta, ou seja, em (x, y, z, f (x, y, z)), tal que a geometria plana dada 

pelas projeções em IR3  ainda seja invariante. Seja G o subgrupo de GL(4) dado pelas 

matrizes da forma: 

(abe0\ 

de f O 

O O g O 

\ O o o h / 
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u2  = x f., 	us = 	u4  = zfz, 	= xfy, 

u7  = fz, 	u8=Yfz, 	it8  = zfz, 	tto  = zfy. 

Temos dois motivos para escolher este subgrupo. O primeiro é que como queremos, 

a geometria dada pelas projeções é a mesma se considerarmos a ação deste grupo G (ver 

[12]). Assim, considerando Q = GL(3) x G, temos que a geometria plana é Ç-invariante, e 

portanto qualquer variedade em Jk (3) resultando desta geometria é também Ç-invariante. 

Os geradores do espaço tangente à Ç-Orbita de P(x, y, z) = (x, y, f y, z)), podem 

ser obtidos calculando tit  (P(At(x, y, z, f(x, y, z)))) lis)  onde At  é um caminho em G pela 

identidade e 1P(e(Bt(x, Y, z))) i t.° onde Bt  é um caminho em GL(3) pela identida-

de. Para as mudanças de coordenadas na meta temos os seguintes caminhos geradores 

A11 A13, A131  A21 A22, A23  A33, A44  onde Aii  = /1- tEti com i, j = 1, 2, 3, 4, I é a matriz 

identidade e Eti  = (atra) com 

alm = 

{

1 se 1=i e m=j 

O caso contrário. 

Para as mudanças de coordenadas na fonte temos os seguintes caminhos geradores Bii  = 

/ + tEii, com i, j = 1, 2, 3. 

Teremos então 17 vetores geradores do espaço tangente à Ç-árbita. O segundo motivo 

para escolhermos o subgrupo G é que com alguns destes vetores, 

li(P(An.)) It=o=  (x, O, O), 	t(P(2412)) it=o= (y, O, O), g(P(2413)) it=o= (z, O), 

(P(1121)) it.o= (0,x, O), l(P(A22)) It=o= (O, y, O), g(P(A23)) it=o= (O, z, O), podemos 

gerar 14 x 	x O em 14 x V1  x 14. Sendo assim, o transversal à órbita está totalmente 

contido em O x O x 14, e então podemos trabalhar apenas em Vk. O que com certeza nos 

facilita as contas. 

Temos então o seguinte resultado. 

Lema 3.6 Os geradores do espaço tangente à Ç-órbita de f (Ç.f ) em Jk(3), em f,  são: 

Proposição 3.7 As singularidade 3A1  da aplicação projeção Pu  ocorrem localmente sobre 

uma superfície suave, que é o conjunto parabólico (ver Figura 3.1). 

53 



Prova: Suponha que P tem uma singularidade 3A, na origem e tome P(x, y, = 

(x, y, f (x, y, z)) tal que j2f = a1x2  + a2y2  + aay, pois os outros coeficientes para o 

2-jato são nulos (ver Proposição 3.4). O espaço tangente à g-órbita de f em 172 é dado 

pelos vetores ui, i = 1, • • • ,10 (ver Lema 3.6). Quando a?, — 4a1a2 	O (isto significa que 

o ponto é parabólico e não é umbilico parcial), um transversal à órbita pode ser dado por 

T = IR.{z2} e portanto se J E T então f = j2  f + ã3z2, onde ã3  E IR. 

Consideremos no transversal a projeção na direção singular. Observamos a projeção 

em qualquer direção do espaço tangente resulta numa projeção singular. Como a projeção 

inicial é ao longo de (0, 0,1, 0) podemos parametrizar as direções próximas no espaço tan-

gente por (a, ,8,1,0) com a e fi próximos de zero. A projeção ao longo de (a, 1,0) é dada 

por P(x, y, z) = (x — az, y — fiz, 	y, z)) que é equivalente a (x, y, (x + az, y + fiz, z)). 

Neste transversal, temos uma singularidade 3A1  se 

coe f (xz) = 2a1a + a4)3 = O, 

coe f (yz) = a4a + 2a2fi = 0, e 

coe f (z2) = ã3  + a1a2 ± a4afi + /3
2 n
= u• 

Logo como o determinante das duas primeiras equações é diferente de zero (condição para 

T ser transversal), então a única solução é a = fi = 0. Substituindo estes valores na 

terceira equação temos que a condição para ter singularidade 3A1  no transversal é ã3  = 0. 

Queremos saber quando a imagem de O é transversal ao estrato-3A1  em 14, isto é, 

quando dp0 (IR3) + Tf 3A1 = 14, e assim saberemos quando 0 1(3A1) é variedade em IR3  de 

codimensão igual a um. 

O espaço tangente do estrato-3A1  em 14 é o núcleo de uma forma diferenciável e. 

Como e tem que anular o tangente ao estrato-3A1  no transversal e os geradores do espaço 

tangente de g. f, então e = da3. Os geradores do espaço tangente à imagem de O em V2, 

são: 

• = 3b1x2  + 2b2xy + b3y2  + b8z2  + 214xx + bioyz; 

• = b2x2  + 2b3xy + 3b4y2  + 2b5yz + b6z2  + bioxz; 

• = b5y2  + 2b6yz + 3b7z2  + 2b8x.z + box2  + bioxy. 
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A imagem de 61  não é transversal ao estrato 3A1  se, e somente se, IR • {vi, v2, vs} + 

kernel e Ç V2. Como kernel e tem codimensão 1, esta não transversalidade significa que 

v1, v2, v3  pertencem ao kernel e. Isto é se, e somente se, 

C(vi) = O 	bs  = O, 

C(v2) = O •@:• b6  = O, 

e(vs) = O 	b7  = O. 

Como temos uma singularidade 3A1  então C(v3) = b7  O, e portanto a imagem de 

é sempre transversal ao estrato 3A1. Consequentemente, pelo Teorema 1.25, a variedade 

3A, em M, que é igual a 0-1(3A1) é sempre uma superfície suave de codimensão 1 em M, 

isto é, de dimensão dois (ver Figura 3.1). 

Observamos que o resultado acima também segue da Proposição 2.8 e do Teorema 4.2, 

onde mostramos que Pu  tem singularidade 3A1  se, e somente se, H. tem singularidade 

A2, onde te é a direção dual de u. Note que as condições para haver transversalidade é a 

mesma da Proposição 2.8. 

As demonstrações das proposições a seguir seguem o mesmo método da prova da 

Proposição 3.7 e por serem extensas serão provadas na última seção deste capítulo. 

Proposição 3.8 As singularidades 3A2  da aplicação projeção Puo  ocorrem localmente 

sobre uma curva suave da superfície suave de pontos 3A1  

Proposição 3.9 As singularidades 4 da aplicação projeção Pu°  ocorrem localmente sobre 

unta superfície suave em M (ver Figura 3.1) fora dos pontos 4. 

Proposição 3.10 As singularidades 4 da aplicação projeção Puo  ocorrem localmente 

sobre unta curva suave da superfz'cie suave de pontos Lg (ver Figura 3.1). 

Proposição 3.11 As singularidade 4 da aplicação projeção Pu  ocorrem localmente sobre 

unta curva suave (ver Figura 3.1). 

Prova: Este resultado segue das Proposições 2.11 e 4.3, onde mostramos que P. tem 

singularidade dg se, e somente se, I-1„ tem singularidade Ak>3. As condições para não 

haver transversalidade são as mesmas que foram encontradas na Proposição 2.11. 
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Proposição 3.12 As singularidades 51  da aplicação projeção PUO ocorrem localmente 

sobre uma superfície suave em M (ver Figura 3.1). 

Proposição 3.13 As singularidades 52  da aplicaçõo projeção PU) ocorrem localmente 

sobre um curva suave da superfície suave de pontos Si  (ver Figura 3.1). 

3 
A1  

2 
4:  

Figura 3.1: Tipos de singularidades simples de codimensão < 2 

Observações 3.14 

(1) Observe que as provas das Proposições 3.7 e 8.8, 3.9, 3.10, 3.12, e 3.13 na Seção 

3.4 nos dão informações precisas sobre a densidade a que se refere o Teorema 1.26. 

(2) As condições de não transversa/idade dos resultados acima, podem estar relaciona-

das com o não desdobramento versai da farnaia da aplicação projeção da determi-

nada singularidade, como acontece para a família de funções altura. 

(3) As codirnensões das variedades 3A,,, k > 4, 4, k > 5 e 44 k > 4 são maiores ou 

iguais a três, e portanto, transversalidade significa que a imagem de 0 não encontra a 

variedade destas singularidades. Assim, concluímos que, genericamente, a projeção 

não possue estas singularidades. 

Vamos agora estudar como as várias superfícies acima se encontram. 

Teorema 3.15 Genericamente, as superfícies g e 3A1  em M se encontram tangencial-
mente ao longo da curva Lq. Em pontos isolados sobre 4, a superfície 4Ï adquiri urna 

singularidade tipo cross-cap. 

Prova: Seja M uma hipersuperfície em 1E14  dada localmente na origem por 

(x, y, z, f (x, y, z)) onde j3  f = a1x2 a2y2 ± 	2 _3
Z
_ 	a4xy + asxz + a6yz, + b1x3  + b2x2y + 
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b3zy2+b4y3+b5y2z+b6yz2+b7z3  +bsz2z+bszx2+bioxyz. Então a aplicação projeção Puo  

tem singularidade 4? na origem se as  = b7  = b6a5  — b8a6  = O, e tem singularidade 3A1  se 

as = as = as = O. Logo na interseção das superfícies 4? e 3A1  temos as = as  = as  = b7  = O, 

ou seja Pio  tem uma singularidade 4  (ou pior). 

Suponha que (x, y, f (x , y, z)) tem singularidade A na origem. Então consideran-
do o 3-jato acima temos que as  = as  = as  = b7  = O. O espaço tangente à Ç- 

órbita de f em v3 é dado pelos vetores ui, i = 1, • - • ,10. Quando a2i  — 4,21,22 	O 

(isto é, o ponto não é umbilico parcial), um transversal à órbita pode ser dado por 

T  = R.{z2 ra x2y, xy2, y3, y2z, yz2,  Z } e portanto se 7 E T então 7 = ja f + -C13z2  + 

I ra + b2z2y + b3xy2  + b4y3  + b5y2z + -56 y za + Etza , onde ãs, b1, b2, bs, b4, b5, b6, b7  E IR. 

Consideremos no transversal a projeção na direção singular sobre o espaço tangente, 

(a, )3,1, 0) com a e )3 próximos do zero, ou seja P (x, y, z) 	(x, y, f (x + az, y + fiz, z)). 

Neste transversal, temos uma singularidade 4? se 

coe f (z2) = ã3  + aia2  + a2)32  + a4a13 = 0, 

coe f (za) =67  + b8a + b6f3 + 	+ 01(2) = O, 

coe f (yza).coe f (z.z) — coe f z2  ).coe f (yz) = (2b6a1  — b8a4)a + (b6a4  — 2b3a,2))3 + 02(2) = 0, 

onde 01(2) e 02(2) são os termos de ordem maior ou igual a dois em a, )3, ã2, hj, Ei  que 

são nulos se a = = 0. 

(1) Vamos supor que bs(2b8a2) + b6(2b6a1  — bsa4) 0. Então podemos pelo Teorema da 

função Implícita tirar a em função de )3 na terceira equação onde o primeiro jato é dado 
2bga2 —66 at  p •-• por a = 
2bisai—b8a4 

. Substituindo na segunda equação temos que o primeiro jato é dado 

por [37  + 266(211  b8a4 

coeficiente de )3 diferente de zero, podemos escrever )3 em função das outras incógnitas. 

Substituindo estes valores na primeira equação temos que o primeiro jato da condição 

para ter singularidade 4? no transversal é ãs = 0, que é o espaço tangente do estrato 4?. 

No tranversal a singularidade é do tipo 3A1  se 

coe f (z2) = ã3  + aia2  + a202  + a4a13 = O, 

coe f (x.z) = a4)3 + 2a1a = 0, 

coe f (yz) = a4a + 2a2fi = O. 

(b8(2b8a2  — b6a4) + b6(2b6a1  — bsa4)))3 = O. Como estamos supondo o 
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Logo como o determinante destas duas últimas equações é diferente de zero (condição 

para T ser transversal), então a única solução é a = ,8 = O. Substituindo estes valores na 

primeira equação temos que a variedade 3A1  no transversal é dada por k = O. 

Então nos pontos 43 de interseção destes estratos temos que os espaços tangentes são 

iguais. Ou seja, os estratos 3A1  e 4? se encontram tangencialmente ao longo do estrato 

43. Portanto pelo Teorema 1.25, as superfícies 4? e 3A, se encontram tangencialmente em 

M ao longo da curva 43 (ver Figura 3.2). 

(2) Se b8(2b8a2  — b6a4) + b6(2b6a1  —b8a4) = O com (2b8a2  — b6a4) O e b6(2b6a1  — b8a4) O 

podemos parametrizar o 2-jato do conjunto 4? da forma (k, br) = (eia2, 362 e256a) que 

é um cross-cap, onde ei  e e2  são constantes. Portanto em 1E12  x V3  temos que o estrato 4? é 

difeomorfo ao cross-cap cartesiano 	onde k = dimV3. A imagem de O intercepta esta 

estratificação produto em um cross-cap (pois O é genericamente transversal ao estrato e 

a imagem de O tem dimensão 3) portanto 0-1(4) é um cross-cap. Por continuidade 4? e 

3A1  são tangentes também neste caso. 

Figura 3.2: Interseção de 3A1  e g 

Teorema 3.16 Genericamente, as superfícies dq e 51  em M se encontram tangencial-

mente ao longo da curva 52. 

Prova: Seja M uma hipersuperficie em 1E14  dada localmente na origem por 

(x, y, z, f (x, y, z)) onde j4  f = a1x2  + a2y2  + a3z2  + a4xy + a5xz + a6yz + b1x3  + b2x2y + 

b3xy2  + b4  y3  + b5  y2  z + b6yz2  + b7z3+b8z2x+b8zz2  + bioxy z + c1x4  + c2x3  y + c3x2  y2+ c4xy3+ 

c5y4 ±c6y3z  o7y2z2 c8yz3  c- -9Z4  ±C30.23x ± C11z2x2 ±C12.2X3  -1-C13X2Y2+ c14xy2z + c15zyz2. 
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Então a aplicação projeção tem singularidade 4? na origem se a3  = b7  = b6a5  — b8a6  = 0, 

e tem singularidade Si  se a3  = = c9  = 0. Então na intersecção das superfícies 4? e 51, 

temos a3  = = b6a5  — b8a6  = c9  = 0, ou seja a projeção possui uma singularidade do 

tipo 52. 

Suponha que (x, y, f (x, y, z)) tem singularidade 52  na origem. Então considerando o 

4-jato acima temos que ter a3  = b7  = b6a5  — b8a6 = = 0. O espaço tangente à G-órbita 

de f em 1/4  é dado pelos vetores ui, i = 1, • • • , 10. Um transversal à órbita pode ser dado 

por jv = j4  f + -ã2y2  +1;ix3  + b2x2y + -b3xy2  + b4y3  + b5y2z + b7z3  + b9x2z + boxyz + Eix4  + 
t-2x3 y, E3x2y2 a4xy3 4.  Ny4 4.E6y3z  ±E7y2z2 -ã8yz3 E9z4 + E1oz3x +Enx2z2  +c-i2x3z + 

213x2yz + Ei4xy2z + -é15xyz2, onde ri2, h,Ei E IR. 

Consideremos no transversal a projeção na direção singular sobre o espaço tan-

gente, (a, 0,1,0) onde a e /3 são valores próximos do zero. Ou seja P(x, y, z) 

(x, y, (x + az, y + fiz, z)). Neste transversal, temos uma singularidade 44Y se 

/ coe f (z2) = a5a + a6fi + aia2  + ka2  + E/2W + atiafi = 0, 

coe f (yz2).coe f (xz) — coe f (x z2).coe f (Yz) = (2b6a1 + buas — b8a4 — 2b9a5)a± 

(Nati + 2b5a5  — 2b8a2  — bi0a6)fi + 01(2) = 0, e 

coe f (z3) = "h7 b8  a + b6  fi + 02(2) = 0, 

onde 01(2) e 02(2) são os termos de ordem maior ou igual a dois em a, fi, Ez2, t3/4, Ei e são 

nulos se a = = 0. Como a5  0, da primeira equação pelo Teorema da Função Implícita 

temos que a é uma função de fi com jice =--rsfi. Substituindo a na segunda equação 

temos que quando C = (2b6  ai  + bio a5  — b8 a4 — 21)9 a6 ) a6  — (1)6 a4  + 2b5a5  — 2b8  a2  — bi,a6)a5  0, 

isto é quando o coeficiente de fi é não nulo, então a solução próxima de zero é 13 = 0. Caso 

contrário, se C = O temos que substituindo na segunda equação o valor de a encontrado 

na primeira obtemos 02(c+ 0(1)) = 0, onde c é constante e 0(1) tem grau maior ou igual 

a 1 em a, {z 2, h, ai. Novamente se c O temos que a solução próxima do zero é fi = O. 

Observe que o caso c = O é não genérico pois O não encontra o estrato 52  com mais duas 

condições C = c = 0. Logo as soluções próximas do zero são fi = a = O. A terceira 

condição nos dá então b7  = 0. Temos uma singularidade 51  no transversal se 

/ coe f (z2) = a5a + a6fi + a1a2  + ka2  + {z2)02  + a4afi = O, 
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coe f (z3) =67  + bsa + b6 3 + 01(2) = 0, e 

coe f (z4) = 69  + cim a + c8)3 + 02(2) = O, 

onde 01(2) e 02(2) são os termos de ordem maior ou igual a dois em a, )3, ãz, j, at e são 

nulos se a = = O. Novamente da primeira equação podemos escrever a em função de )3, 

substituindo na terceira equação temos Es  + csasz100,6  ± 03(2) = 0 como ca as — elo as 0 

para 52  podemos achar ,3 e substituindo na segunda equação temos que o primeiro jato é 

-67  = O que é o tangente da variedade 51. 

Portanto as variedades 4? e 51  em M se encontram tangencialmente ao longo da curva 

52, pois o espaço tangente do estrato-51  é o mesmo que o espaço tangente do estrato-4? 

em 174 (ver Figura 3.3). 

Figura 3.3: Tangência de 4? e 51  0.0 longo de 52 

O resultado a seguir (análogo ao resultado de Gaffney e Ruas [20] para superfícies 

em R3, ver também [21]) procura identificar geometricamente os tipos de singularidades 

simples da projeção. Precisamos da seguinte definição. 

Definição 3.17 Seja F = (x, y, f (x, y, z)). A curva cuja imagem por F é a curva de 

auto-interseção do discriminante de F, A(F), é chamada curva dos pontos duplos. 

A curva na origem que é levada pela F na cuspidal edge de A(F) é chamada curva 

cuspida]. edge. 

Teorema 3.18 As singularidades genéricas simples da aplicação projeção P ao longo da 

direção ti ocorrem em p E M quando 
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II: ti E TM, mas não é direção assintótica. Nos pontos elípticos só acontece singula-

ridade deste tipo. 

34o: P é ponto parabólico ou hiperbólico; ti tem contato 2 com a hipersuperfície; ti é 

direção assintótica no ponto hiperbólico e direção assintótica não principal no ponto 

parabólico; E(P)é unia superfície regular. 

3Ak: (1 < k < 3) p é ponto parabólico; u tem contato 2 com a hipersuperfície; u é direção 

assintótica principal e é transversal ao conjunto parabólico; E(P) é unia superfície 

com singularidade Ak. 

4t: (1 < k < 4) p é hiperbólico; u tem contato 3 com a hipersuperfície; ti é direção 

assintótica; E(P) é unia superfície regular; a curva cuspidal edge tem singularidade 

Ak-l• 

41, 	p é ponto parabólico; u tem contato 3 com a hipersuperfície; u é direção assintótica 

principal e é tangente ao conjunto parabólico; E(P) é unia superfície com singula-

ridade Al. 

51: p é ponto hiperbólico; ti tem contato 4 com a hipersuperiz'cie; ti é direção assintótica; 

E(P) é uma superfície regular; a curva dos pontos duplos tem singularidade A5; a 

curva cuspidal edge é regular. 

52, 53: p é ponto hiperbólico; u tem contato 4 com a hipersuperfície; u é direção assintótica; 

E(P) é unia superfície regular; a curva cuspidal edge tem singularidade /11. 

Observações 3.19 

(1) t k = 1, 2, são distinguidos pela curva dos pontos duplos que não é trivial calcular 

nestes casos. 

(2) A menos da Accodirnensão, os invariantes associados aos germes R3  , O 	R3, O 

em [30] e [39] são todos iguais para 52  e 53, portanto não podemos usá-los para 

distinguir 52  e 53. 

Prova: O espaço tangente a M em p = (x, y, z, f (x,y, z)) é gerado por (1, O, O, h), 

(0, 1, 0, fy) e (0, 0, 1, h). Portanto, um vetor v pertence ao espaço tangente se, e somente 
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se, v = Ai  (1, O, O, f x) +À2(0,1, O, fv) +À3(0, 0,1, M. Logo, u = (O, O, 1, O) pertence ao 

espaço tangente se, e somente se, fx  = 0 ou seja, se, e somente se, a projeção nesta 

direção tem uma singularidade em p. Além disso, u é direção assintótica se, e somente se, 

a curvatura normal em u se anula. Isto acontece se, e somente se, a3  = 0. Portanto, para 

a singularidade do tipo II, a direção de projeção não é assintótica, e para os outros tipos 

a direção é assintótica. 

O segundo jato de f pode ser escrito como ok(x, y) + a3z2  + a3x + a6yz. Para a 

singularidade II, .13(x, y, z) = (x, y,a3z3  + a6 xz + a6yz) é equivalente a (x, y, z2) pois 

a3 	0, logo o ponto pode ser parabólico, hiperbólico ou elíptico. Para o caso em que 

a3  = 0, isto é, a direção (0,0,1,0) é direção assintótica, se a5 	O ou a6 	O temos que 

j2P(x, y, z) = (x, y, xz) e o ponto é hiperbólico, senão j2P(x, y, z) = (x, y, 0) e o ponto é 

parabólico. 

Nos pontos elípticos só acontece singularidade do tipo II, pois não temos direção 

assintótica nestes pontos. 

Nos pontos parabólicos se projetarmos nas direções assintóticas não principais vere-

mos uma singularidade do tipo 3A0, e se projetarmos na direção assintótica principal a 

singularidade será do tipo 3A1  ou pior (ou seja, 3A3, 3,43, 4 ou A). 

Seja F(x, y, z) = (x, y, f (x,y,z)). Se F é finitamente determinada e f(0, 0, z) tem 

uma singularidade Ak  para algum k então podemos escrever f da forma f(x, y, z) = 

zk+1 Pi(X, y)z + • • • + Pk _ (x, y)zk _i  [30]. Então, u = (0,0,1,0) tem contato k com 

a hipersuperfície. Por exemplo, se a singularidade é do tipo 3A, temos que f (x, y, z) = 

x3  + P1(x, y)z. Concluímos então que 2/ tem contato 2 com a hipersuperfície. Lembramos 

também que dois germes equivalentes têm conjuntos de pontos críticos e discriminantes 

difeomorfos. 

Nos casos 3m,, e 4, k = 2, 3, o fato de u ser respectivamente transversal e tangente 

ao conjunto parabólico já foi provado no Teorema 2.17, pois as singularidades A2  e Ak>3 

da função altura correspondem respectivamente por dualidade (às singularidades 3m>1 

(Proposição 4.6) e 4, k = 2,3 (Proposição 4.3). 

Se a projeção tem singularidade 3A3  então F rzt (x, y, f (x, y, z)) onde f (x, y, z) = 

z3  + (x2  ± yk+1)z. O conjunto E(F) é difeomorfo ao conjunto dos pontos (x, y, z) tal que 

k+) fx  = 0, ou seja, E(F) t•-• {(x, y, z); 3z2 ± x2 ± y I = 0}. Logo E(F) é uma superfície com 
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singularidade Ak. Para 3,4°  F 	(x, y, zs + xz), logo E(F) 	{(x, y, z); 3z2  + x = O}, ou 

seja, E(F) é uma superfície com singularidade Ao. 

Se a projeção tem singularidade t  então F 	(x, y, f (x, y, z)) onde f (x, y, z) = z4  + 

xz 	yk z2. Logo E(F) 	{(x, y, z); 4z3  + x 2ykz = O}, que é uma superfície regular. 

Além disso, a curva cuspidal edge é dada por h = hz  = O, ou seja, fz, = 6z2  ± yk  = O 

interseção com E(F). Como E(F) é regular temos que a curva cuspidal edge pode ser 

vista como uma curva plana. Esta curva tem singularidade do tipo Ak_i para k > 1. 

Se a projeção tem singularidade 4, k = 1,2 então F 	(x, y, f (x, y, z)) onde 

f (x, y, z) = z4  + (y2  ± rk)z + xz2. O conjunto E(F) é difeomorfo ao conjunto dos pontos 

(x, y, z) tal que f = O, ou seja, E(F) {(x, y, z); 4z3  +y2  ± + 2x.z. = 0}. Logo E(F) é 

uma superfície com singularidade 111. 

Se a projeção tem singularidade Si  então F (x, y, f (x, y, z)) onde f (x, y, = z5  + 

xz + yz2. Logo E(F) {(x, y, z); 5z4  + x + 2yz = 0}, que é uma superfície regular. Além 

disso, a curva cuspidal edge é dada por h = bz = o, ou seja, hz = 20z3  + 2y = O 

interseção com E(F). Como E(F) é regular temos que a curva cuspidal edge é regular. 

A curva dos pontos duplos é dada por 200z6  +140yzs + 27y2  = O (ver [30]), que tem uma 

singularidade As. 

Se a projeção tem singularidade 52  então F c (x, y, f (x, y, z)) onde f(x, y, z) = zs  + 

xz + y2z2 	z3.  y 	Logo E(F) {(x, y, z);5z4  + x + 2y2z + 3yz2  = O}, que é uma superfície 

regular. Além disso, a curva cuspidal edge é dada por h = hz = O, ou seja, hz = 

20z3  + 2y2  + 6yz = O interseção com E(F). Como E(F) é regular temos que a curva 

cuspidal edge tem singularidade Al. 

Se a projeção tem singularidade 53  então F r_s (x, y, f (x, y, z)) com f (x, y, z) = z5  + 

xz + yz3  . Logo E(F) 	{(x, y, z); 5z4  + x + 3yz2  = O}, que é uma superfície regular. 

Além disso, a curva cuspidal edge é dada por b= fz,= O, ou seja, hz = 20z3  + 6yz = 

O interseção com E(F). Como E(F) é regular temos que a curva cuspidal edge tem 

singularidade /11. 	 • 
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3.3 Demonstração da Proposição 3.4 

Na Proposição 3.4 não listamos as condições cpj, j = 1, • • • , 7, a fim de não tumutuar o 

seu enunciado, pois tais expressões são extensas. Além de listar estas condições, também 

faremos aqui um exemplo simples dos cálculos feitos no maple a fim de ilustrar o método 

usado para provar a proposição. 

As condições denotas por cpj, 3 = 1, • • • , 7 da Proposição 3.4 são: 

(bi, cE) = — 18c1 babM0  — 8cubgbá — 4c9bgb 0  + 9c10,236740  — 8c14466 108c1460105 12c14/761014 — 84c7b10 + 

216c6141561 — 72c6b7b6b: + 32c6bgq + 144c7b6t4bg — 72c86g6714 + 6/4c8e0  + 8c136gbg — 54c13b.M069 + 18c136.3C0bi — 

12bgtcrci5q0-216cebM+8cebg +27c12b0f0  —8cilbgbgblo+24cliqb7botdo+36c12b7bilbgbio —54c126.3babot40-6clobilbob0-

24c10bg6614 + 36cloqb7blob3 + 24cl0bN0b9bN — 72c1.0.3b8bob3 + 48c14676,16869 — 72c1460106961 + 48ci5bZi7b8b& — 

16c151414b9 — 72c15 b6qbio 68 + 8c16666106g — 48b8cobÁbloq — 96b1c7b7bgb3 + 16b:c7bgb9 — 72680A 61A + 48b2c7b7bing + 

24bilc8bgb8 + 22bscsb6i7k0bg — 24bgcsb6b1069 + 24bác9b6/4069 — 18bgcai7q0b9 — 24cisingbgb9 + 72c13bPsbablobo — 

24c13b7bgb0bt0 + 16c1  /0g69 — 48c1 bgbibeblobg + 36ci bobOyob9 — 36b8b7cwbobLb9 + 3668 ()leis /4069; 

W2(121, ct, di) =19440cnbçe0ti5b6b: + 44064c124/40c9bgb94 + 10368c4lbgb5clob3 + 128c7b7b:coblobe — 46656q4
b:Mbi + 

2332844*N 
	

576tgqbgb9 

6912444/4 — 526c7t4b2c14 + 3888ci2b4ot4bec8b9 — 34992cul4b 0ci4b9b1 — 34992c12t4140c156e14 — 31104c7b0gc1463 —

128c7b7birc9b5 — 34992c1214td0c7beb +23328c1214q0c7bgbg +46656c1214q0b8b6c8b3 — 3888c7gbicub 0  + 1555245696,20'j — 

480c7qbgegbi0 — 46656c14/4/14c7b8 + 768c71414c9b1o6ebg + 31104ci4t4t4c1obg + 52488c1469b3cub% + 1728430l4bá + 

20236c14/03c9/9562 + 3888q26.3bgbt + 777641til4bt0  — 243tNcY0l40  — 168q0b.4b: + 644by0/02 + 6912c7/078c14b9 —

4608ccbsbirciA*9 — 6912c965b:c1sqb6bg +1152c9b6b1c7t09 — 23044b5bgbáb5b7 +1284654*e — 46656c12l4b 0b8cobág- 

41472cul4bfoqc9/09+ 2592c9b5l4cubleo+ 6444bA° — 128c7inbilcot4bg— 62208c7b,bNcisbo— 15552c144bA65c1ob5- 

2304c7l4gbccisb6— 	4320ci4bi4blocabg+ 	 576c1444bloc8+ 	384c9b6gc10/0769 

15552c7/4beglbsclo+25920c7/44bNoc8+134784c7iNtOgeg-768Q4b0gcablobo+2244b1b0b7b6+1152c9b5bgclobgqb3-

768c7bNcobgb3+9216.14b3rbgcornob6b.—Io368cimocingbá-4032.i4b078becabg+876c14botem.-51840.7gbw,bec.+ 

6220st7qb814.15b6 + 89856.7l4l44c9bwb. — 20736c7b3t4t4c9b10b6 — 67392c74btAbioce + 25920c14/41bgb6cabg — 

2592c914b1014c12 + 1152c14bNc9bgbg + 526c7b3bclol4b9 — 1284654/1066 — 2244664E4067 — 17280b2c9bgl4bsbSclo — 

6220841034 	 13824ci44bgcebgb5 	 5184c14gbgb9 

640b2c6bgbgc867-28800qoabgbgenb+77766144bgbi0c8bg +3168c146Sbgclobgb9 +128678ca4b9c1567+960678cabgbgblobic8+ 

31104b8egtEbtb5c10 + 5832c14/4/4c12/40  + 7776ci4bI4bio esq + 65664b8c9l4*Icts + 19204c6bg4bge15 — 

384bg4l4bgb?b10 + 3200bi4/0367/10 — 53568bacobàqt4bnoc8 + 384c144b:cobs — 8985614cobàbgb47 + 207366gcsbál4bjc7 + 
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3571261 cgbgbWes + 384g cgbgbgbk8 — 576bgc.bV4bNoc8— 128g Q3bgbgbio — 704c1° bgbrbgbgegbio — 23328ci4bNb5 cio — 

31104c140b8c9biobobá + 20736ci4b9bgcsb10b0bi — 67392c14b9bg1:b6c8 + 62208c14b9b4baboca + 51840ci4b4bWegli — 

62208c1414t4b3cgbá —2592ci444clotibl —576c196gb.3b914c15 — 1536cioMbg14bicie8 +345640tibt14blb5 +192bRibtgq + 

43244b4bg+512c1o14b7ql4e9-10368e71414e196g14-46656c141414c1566+27648cio*Nbioceb: —47520c1Mbgb1ocabg 

1152clol4l4g14ca 	 22464ciobgb4b3bIcis 	 62208cioqb4t4c768  

46656ciogblbge7l4 +60480ciol4bj4b8c8+62208n446gerl4+15552ci4btblegbie0  — 49536ciobgqgbacs+1296bggebb?0+ 

388843  bMobál +349924.3SL63 — 13608c1269e0c8b9b1 — 17496ci2gblob5ciog +4608ciogbW*9— 24192ciobgqbgb2c8+ 

11520c1obgqbác15%1 + 81216cio14qbgegh0bál — 9408e1914146ce6196á 64624bw — 4032c7b4b8b1ocabo + 1920Mb:bloca ± 

73872ci214b 0cioqinbl+ 69124Mbig —2688c9b5gbioqc8b9 + 2304465 gbiofrrb6b9 —640c9bsb:b6c8b7bg +3888b2bWobt+ 

23328cubW0cioqii + 311044Obg14 — 43200c91Voqnobgqi  — 1600444*y — 91240bgbW,b), — 2304c76gb5clobg 

192c7bMb5  cio — 384c7q14clobgbto 6336e7141469c1966619 — 3888c7b1b269c19bI0  + 378406:6100  — 10368404*t65 — 

12960610b3csbgbsclob3 + 2880q0b44bg 62 + 18144610*8146l6scio 	2592cobâbl0b4helo6 — 129606lol44l4l4 — 

6192c9b26Lqc369 	 192406Nbg1465 	 124840bgqb914610 

2376cl0báb4bgliq0  + 576ciobj4bg14ci ± 7488clo1466g6gcn610 — 41472clobàb.lbgbgcnb + 4896cio14b6g14en — 

34560clo146.,1,96gcn 	— 4032c196g146914c13  + 18144cio6gb4bg6Acia6lo — 6912cm bg 6096,63cis 	— 69126i4blgb6s 

92166: c5bZgqbs +220846:40qt/6h+ 1056c9bábbqc1566-2592c9bgbhbfkisb6b3 —20736clobgbNcis-320c9bhbeblbres+ 

24192c961066l4b54ciog 	12384406g141414 — 1056c9bgb 0qb6c8b9 — 2592c946 06,c1469 — 345604 bio blbe q,b1 bscio 

5760c9bgbI0qc7bo 	30240cg14qoqb6cabà 	5184c124bi0c84 — 2496cisqgb:c9biobg — 128c166rq14eg6io + 

44064406Mb:6h — 440644)404686w — 77760clobgbfribgegbaqo  — 12672c100b3c1 bg 67392ciobgb,b3cii gibi° — 

85536clobW*116640  + 10368clo146,6enbg — 31104clo14bNentsbio 3456cio14b,tic1abg — 31.104cio*14ciablo — 

46656cubMc13b1ng — 15552clo6l414bgels6io + 20736clol4qb3c1368 + 98496cloblb1468cis6io — 13824ciobt14l4ctiba 

58320ci2S 0cilb¡b6 	 26244c12gbl0c116e 	+ 	52488426Mb:4 	 524884214 balottitbn 

34992c12b9b 0ci3l466 — 52488cnbncnbg + 17496c12b; eociabg — 11664c1269q0bgels + 104976c12gb 0ciab6 b6 bo 

34992c12677eo6scis69 — 69984c12*40cubábabg + 34992c12b46?0c1 6669 ± 8644046.91656 + 1749640614146% — 

16848c12bMoc1o14b6 	10692c1214140c1obl — 54432c12 1414969c106566 	7290cu4140tigclo — 9720c1214149c96968 — 

1824446%67*9 —20736c9bgq0b;c7b3 +5376c9b5bgb5c8b.pl —1152c9bNobh3b6 —2592c96W014c1369 —864c9146L6 e13  — 

144c914t40b4c15 + 20736c9bgb 06fjc13b6b9 	5616c96g14014c1569 	6048c9l4n qci bgbg — 24192c96geo6jc11b66o 

11664c12btbob5c1obgq — 1944c12*40b5c106g 	23328c12146l0cg65686, + 6336cis66a146iocabg — 192c156066:bloc8 

6912c9bWob?ciobgbg 20736c7b,b1c156668 	 2304c9b5bgcrqq- - 	20164bálbIoqqq, 

53568c151414bgc9biobá + 32832cis14báb3c9blob: 5184c156056Nocabg — 25920c150beWbujegbg + 15552cIs gbsbjbs cio — 

384c7141466c869 — 8640450*4b + 8064er6.Mb6c863 — 6912c96Ml4cio14 196834214b o  31104ci4t4bácisbo 
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3456c14W4b9b4 eis 6 + 31104c144bggbscio+ 

192gba4Nbgbio +8640bgb6c8b4bP5 cio +320eghlibloinc8+1152c9b54c124bg —3456c9b514c42464b10 —768cgb54443b06 — 

10368c9b54413Wbiob9 + 115249b54,c134bio — 576c4,1,544cisbio + 6912c9b414c434b6b9 + 4608c9b5!4bc141,10b9 — 

1152c9b5bgc44441,9 	— 	3456cpb5bgenbaqblobg 	— 	1488egb2,40b?clobe 	+ 	648 eg *104 cio 	1- 

5328c9bM0bp9c101,6-7344cAbl0i4bg no +22684 bAblo b.3 bg —1632c96:404c44bg+1728c9440b?cliba+648cAblob4cli + 

345601,24.04c12g — 19244444 + 5184obg bgefib Pr?, els + 38444c8qb9c45 + 43200466444bn) — 86404 64444640 —

10368b8b6c844bs 	+ 128c0b4bEc15b7b6 — 3964bg404 + 624e9g404c8 — 576c4444enbg + 3456c44644en bebo — 

3888n444clibfo+2592c1444c124-7776c1444cigsgbio-1728c1444ciab6-23328c1444clabiob9+2592c44b5r4ciablo-

1728c4444el5blo + 13352c144bge13b0be + 15552c1444c1561069 — 15552c4444cnboblobs + 1536cg4bWelobo — 

128c9bRbgb7c40 + 2688cP1Mb3 — 7044446769 — 64c9b54ciob7b6bio + 864c9b44c40440  — 384049644694c1obob10 — 

4320c9b5bgb9t4cimb 0  + 96046540944o  — 12844044c1 ib7bg +1152,,b5b;cii*.bio-43200bRbg4gq+ 864Obtbg4ON — 

72576b8bge444c15 — 1036846484bg445 — 69984c1444c13b10 + 69984c1444cublobg — 46656c4444bgc15ho + 

46656ci4b4bcubsb6 + 46656ci4b4bscubio — 31104c1444c11468+ 46656c1444 en bebi° + 3456c4444b5ciob4 —

288c1444b5cup + 1296c1444c1040  — 7776c1444b9c10b0610 — 20736c/44465cl° + 4844404 + 349924444 + 

509764444440  — 30726'41/4444cl]. — 334084c9444c44640 + 803524c8444c4440  — 161286:4446.9c42 + 

518404496g44cublo + 161284 c9446.9 c43 + 62208bseg444cisho — 345604c8444c43 + 31104449444c4 — 

65664bsegbg46414610 + 20736c7444c440  — 20236c7b4b4Ac144 + 31104c7bNt4ci bebi° — 15552c74444,c124 + 

46656c74bg4c42b6b10 + 46656c7i4bablenblo — 4665647"14c43640 — 31104c7444c1ab6 + 31104c746,23b3n5blo + 

31104c74403cIlbg — 62208474b8b341164610  — 7776c74L4becii40 + 10368c74468c124 — 31104c746gbecubobio — 

1728460446,3b4cio + 69124b6c84bjests4 — 138244b6c844egb4 + 62208466 c844,44040  — 7171240“.844c940  + 

12672644480634u — 388804664644 cii40  + 172804bge844c12— 54432614c86.1b8c42bui — 25920b:b1c8b1b3c1s — 

62208b4b4c844ci3bi0 	 3628844c8i4i4ci3 	 1284 egb:bg b7 

4224bc9bbgcjjbbj0 + 19206:eggbe cnõ? 4- 8064Negbgbgei2bblo — 1536bgeg6g6g ci3b? — 103684o* gen* + 

31104 47 4 61 41  49 b5 	— 	6912c7bMbgegb5 	— 	20736c76M14c1obeb10 	+ 	23328c7b.lbgb3cloq0 	— 

349 92 or 468 4 cio — 1152ciNclib6blo +1728c7gb:cil — 1728c74bc12bei + 5184cM*1266610 +1152c744c1366 + 

15552c744cnblobo —1728c744cubio +576c744c14bio —1036847444c43b6b9 —3456c744nsbiobg+3456cMclibgb9+ 

31104c44444965b4 — 41472c444449654 + 46656c1444c1.0466b40 — 69984c4444clobabsblo + 17496c4444c4o44 —

23328c4444c96840  + 15552c4444cu6g6g — 34992c4444c416840  + 23328c4444c1244 — 69984n444c4268b6blo — 

576bg440b94 + 3888646440bgb40+ 5184644c1obo4c11beb10 — 7776b54c40694c1140  + 518465 blclobgbgen4 — 

1555265  qciobgbgenbebio — 5184b5b;Inobgbge13b6  + 7226b5  clob94clablo — 46656c4444c43466 — 5832c1444bsciobi0  

1440c9b54 c44440  — 15552ci2440c9b4b2bg — 46656c42440c4444 — 12672404444bw + 20236ciol444cablo — 

5184c74bR4ci0b6b10 + 31104c7444c1366 + 31104báb64844c43b10 — 3456044c844c1 + 72576b0bgc844cablo — 
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192466c646965 cio 	 907263 bo c.a 469c1040 	 384bgbge6qbgett 	 86406362c61469c116lo 	+ 

12960466c8469c1140  — 63366262c8469c12 + 12960462c8469c12610 + 5184462c81469c13 + 23328c144684c1140 —

15552c1414694c126g + 46656c14416963c12666/0 10368c154666365c1062 — 31104c154664c96566 + 27648c1546663co6563- 

46656ci666663c106240  — 34992c15466*10140  + 64800c1546663co6840  + 6912c154463cli 63 — 57024c15/46263cIlbgbio+ 

77760.154b6báciibabT0  —15552,15b.tbgbác,,bz +46656c„*Nenbabto +10368cisbogbIci.b2 +46656..gbab3cisbio + 

15552,5*668.13biobg + 25920.?5t4be6626io — 31104,156.96g63,36,3 	46656446.96,4w. + 20736c154624 cubo —

31104c1546263c11b10 + 1152c154666365c3069 — 192c1546846oclo + 384c164624c10630 + 19440c154666g69c1040 —

9504c1s 60063 c969620  + 1728c1546263c1b10 — 6912c354684c1140  + 1728c15636363c12 — 10368c164624 eu/4o — 

1152c1s63624cla — 25920c1546061c1361069 + 5184c154664c13610 — 5764563664610 + 3456c354624c1369 — 

1728454666361069  — 4608c154463c1169+ 17280c154624c1161069 + 69124610466636365 — 92164610606636265 + 

43632c9406466362c10 — 1814446104604I4 — 46656c9404666362c3a + 192co40624c1067 + 128c9610624c1167 

1536c96106362c124 + 1152c9610624c134 + 374461014c.8696366c10  — 34566106486363c965 + 69126106.9c86363c965 + 

6480e014egbg14c10  — 19440eobtcaI46gew 	125281400c8b3I4es + 129614014c81,94c13 	11664q0b9c8bábic1a 

11664110bçc8bgI4en -I- 1555240  bje.86363c35 — 384610 4c86265clo +72040403*mb° — 72404c863c10 +192610qcs4c1162 + 

11524064cs62cit bo —216040  4c863cli +172861063c862c1262 —64804064862 cubo — 1152bio 6464c1366 +2160406484cia — 

576404c64cis 518444c 063b1+2592bRb.40bm-103686mciogcgba+13824gb.Ictob3cgbg-7776b5bm0b8t466610-

58326,I4c0báb 6?0 +15552b5b.mob;b8b.b. + 7776b5gclot4cpbaI40  51846soctoI4cilbgbg + 116646514,10b8c„6.6 o  — 

7776654c1063c126262 	 23328b5gclogenb8bobio 

15552656; no63c136366  +23328654c10/4 c13610 —23328654cio62cla6lo62 +1555265 4c106363cis6 — 15552654cio4c13 bobo — 

15552651$ ci0468cis 610 + 1036865*10q, ibgba — 1555266 6.7cio4c11 66610 — 5184654c10694c156to + 2886514chg66b10 — 

6486544062620+ 1926564304cliI4 — 11526569c1062cilbobio + 129665641063c1140  — 86465  qc10613 c1262 + 

259265641063 c1266610 + 576666ciO4c1366 — 86465  blcio4 cuins + 57665b9t1014c15b10 — 172846206263 — 34564624463 — 

17284654626340  + 10368c9654462cub2 10368c9654463c116063o — 7776c96546263cuq0  + 10368c96546363c1262 —

31104c96560263c/26obio-20736c9664463c3366 —31104c96546863cisho +31104c06546362cublo-10368c9654463c1561o+ 

20736c9654626301366 — 17280c9650624c3162+ 31104c96560863cu 66610 + 7776c9654469c1 	— 6912c96s64I369c1262 + 

20736cob54469c1266610 — 50440636?62by0  + noclobgb;bablo 	13392c 0I4I4i.q0b9  _ 384,10bV4bp,o,„ + 

4320cio6V46a6loci, — 576.1.1414bgb10.12 + 7776,3obggb6 0c12 + 288ciobV4146io.13 	11664,10bgbgbabyoci3b. — 

3888clob46.16640c13+5508q044gobg-5184c10636.”10cli-9720c1o6269140cla 69+4536c304440cla —1728c3044140c35-

1296c104440c15bo + 50544c104440c116669 — 1879263440686640  + 69984634ciobabaqocia — 1296634clog0co68 — 

10692694c1040c11ba — 11664bágclobl0ci3+ 19440634clobf0boci5 + 1944063 4c1040c1166 + 54046344610  + 

9072c96946240en + 15552c8b3468q0c13 — 14256c963446 0c15 	36288cob346840  cli 66 — 115241 bgb414b10 + 
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69124144440  — 1728cl/14611012 +15552c11404c1261o+1152c1144bgci3+5184c1146.1101361069- 

8640c11444c13610 	3456cii bgbp,h3b9 	28804146bgb9 	 20736c 1bgblbgb1ob9 

129604m4ombl0  — 38880cliqb?b6bl0cisbg + 18144c114~10c13 — 5184c1146.166610c1sb9 + 440644,461414069 + 

34992c1168/4610ct3b9 — 11664c1144bi0cia + 6480c11bgbM0cts — 15552c11461W0ctsbe — 31104416814/40609 — 

23328426.1 4/010 — 5184c1214114tici3 — 69984ci2gbàbgenb1obg + 23328cn *Nen to + 15552c126Mcnbs + 

15552c12 b.,bgbgcis b 1069  — 10368cublbgbgc1i 69 + 46656c12*Pgcliblobg — 46656c12144840c109 +3110443bMb6hob9 — 

518443**6610 — 1036843414*g — 23328434140NA + 31104c13/4/406914cis — 4665643146104We — 

46656c136M0/0acts + 62208c131461cActibábe — 46656cl3gg014citbe — 3184c13141404cts — 648%10(454069 + 

15552436.51*N— 20236c131414bgbScii +3888bM4561063+691241 bgbl bibà — 2073641bgbVisbZblo +1555241 bgb5140q, + 

3283244101 — 13996846N + 576d7614° + 324614404 + 518444105 + 46656/444 — 34992d17bMA + 

34992c/171:N06N — 11664c/171E0694 + 129647/%4 — 15552d1744g4 + 15552d176,10.23/4 — 5184d17144/09 + 

576d176144 + 46656d171468666104 — 46656(11744666104 + 15552c1176,14b6biob9 — 1728(1174báNb — 324b714/09 + 

32467106610 + 1.81444410 04 15552d944q4 + 1728d9b0M— 46656d94/06bloq + 15552441066m4 —

1728d9b1b78b6b1069 — 11664d9/4/0104 + 1.1664d9446?0A — 388804t40b9 + 432d9b14b10  — 3244067/09 + 

32440674610 + 644c867cto469 — 64/0ab7c1oblibto — 5760d11/0146104 — 1.2960d116,23446N4 + 4320d111014g0A + 

23044)4~ + 20736d1044b1361014 — 3456d1010146104 + 155524366616N0b 

10368d10661441404+1728d106661461.069-31104d19614q4+10368d191410N-1152d19144bgbg+31104d19"lbebtobg — 

3456d.b3bgb6b,ob. + 576,119636:6410 + 23328c/191468g0A — 233284310MA + 77766119144g08 — 864d1944140 —

192c1413/4044 + 10368c/1846144 — 6912d18bg4bAb3 + 1152d1844469 — 31104d1e bgb,babiob8 + 15552dtabgbogb,062 —

576dts461/010 + 2332848666MA — 77764866/4/401)94 + 17284866/M04 — 5184d13 V6114144 + 1728.113044 + 

15552d13101b8b1cA 	1728d1314b14110b9 — 1166411s/0M0b — 11664d1abàbIbL144 + 3888d136.234q0b9/4 + 

432c/1341M0bg — 13552c9c134b6gA —192c13qc8bgbá +11664cia14c66104 +28512e0c11*Wog —31104c164c8b8404, — 

23o4d12bgblbgb3_ 	691.26112444b10b 	+ 	3456d124/44b1o4 	+ 	15552d124b1baq04 	— 	1728d12101461069 	+ 

10368d21 bgto4b3 	_ 	1728d21bgb;bw, 	— 	7776d214101161063 	+ 	1728d21461101069 	— 	23328d21661466g4 	+ 

11664d2166b1bM0bá — 432d21b6b1b1A0  — 31104c11466c81404 — 93312c94c84/4 + 59616bg4014 — 8640(4146N + 

2880d1114444 — 62208c9c6S64 + 82944c9ce6166/44 — 41472c9 ce146610t + 9216coc6b1b6b54 — 768cgce6166694 + 

46656r6b:7704 — 77760c614e844 + 51840c6b1c844 — 17280034 c844 + 2880c661c8694 — 192c-66,1c/0P + 93312d8g664 —

124416d81064bg + 6220846166b& 	— 1382444666N + 1152d8b166604 + 114048c9c76144 + 20736d10bgb14 —

13824d1obg444 — 4665644/44 + 46656d910144 — 124416c7/466cs4 + 233280d7g44 — 1555204444 + 

51840d7b1144 — 8640d74 694+ 69984d2ob161041  — 9331.2d20gb10babg + 46656d20461044 — 10368d20b1b10b94 + 

864d2046104 — 6566444b010 b141  — 46656d20468b64 + 62208d200 46662 — 311044:J*26663 + 6912d20410669 —

576d2061106 +46656c94cto416104 + 13352c661c10686641 — 2073603/4c101064 +10368c66410466b8 — 230406*u:00669 + 
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192060610466 — 233286606196194 + 31104c64 c loblogbil —15552c64ciob mi4,61 + 3456c60 c HO lob9b2 — 288cA c winob: + 

311046906466610 — 414726966046104 + 20736c9c6gbgb 1063 — 4608690646161969+ 384690604610 — 46656d84/286194 + 

62208d800161068 311044046104 691246.01,61069 576d€Mbgb to 

6912dubgb,b8b — 10368d 12 bgb.,blobà — 15552d21 462684 + 23328d21 4626164 + 31104d19Ob8bt — 46656d19 66* log — 

57024c9c1514báblobg — 596166gc64c10b10g + 139968c9bRc6Obab 10 	— 5961666 ciNbab log + 62208c76.566c10610b4 — 

11404869694666861061 — 31104496162686104 + 46656d966626861961 + 17280416146861oq + 62208674686861968 + 

3110469 n446661062 +192cm4084N — 233280146;086194+ 62208015466086104 + 17496464403 — 11664464406963 + 

194446440N — 5184464616863 + 3456464626169 — 576480461 + 23328464446194 — 15552466846161968 + 

25924661624610 — 349924646866403 +233284646166004 —3888466246640  +1920134018461 — 11664485N 464 + 

777648626140b9 — 129648062680  + 58324441403 — 388814l4 dub?obg + 64840 Giz 	— 25924449408 + 

1728620490069 — 2884524040  + 3456446/W4461 — 11524440469 — 1555244610616104 + 345644614461969 + 

5764462614610 +233284461466004 —25924461/4/440  — 11664446644061 — 777644664406961 -h- 388844666.m0bg + 

7776c9c,2*6e0b5+1920,214e8gbg-5832c12t4c8q014+ 15552611 468686204 +116644369468403 —12964366461e0  — 

777644266440b + 17284 club61414069 + 2886.1 di2babgbh + 432061E11163666%bl — 14400414664069 — 8748464409 + 

291645461063 — 17284540469 + 57646044 + 103684568626161668 — 3456460624h0 — 2332845624610069 + 

77764546'616140  + 2332845468664069 — 7776456246600  — 1926120c1o/44 + 583244684409 — 194444621400  + 

1296426144069 — 432424000  + 18041 gomo  540d11616'461069 — 291643 05620069 + 97243 4440  + 291644561069 + 

7776446865 — 1296062446562 + 864061468656'61  — 28804463664 — 19446? 4bgeo  + 4806? 44869 — 326.461%5 — 

103680446865 + 25924446140  — 311044696768h + 77766269696100  + 233284676861100  — 259268460100  — 

77766209666861140  + 103680696546606  — 32676644063 + 19446809404611 — 259262c900466c8 — 466560c74c15ho — 

5184626965466c10610 + 103686446661664619 	777646569168619619 — 518462696564868616 + 155520696561c15b10 + 

64674610.801966+ 1296680940866019 — 259261 400686668 + 19446240b8c6c10 + 12966209620680668 — 388840962068015 — 

116644c116?001563 + 51840401468 + 172844546169 + 11664045404 

993(ai, b1,  oi) = — 306404 + 601906684 — 3614+ 861140569 + 809469 — 801506469 + 868691910a6a5 — 868696981 —86869664; 

994 (ai, bi, 0i, di) =64684064 + 1286646181 + 86869461 + 4844d9c8 + 328267449 — 360244969 — 25440341 + 

644 401666+254441 —64444+750140034168 —3644044069+364 4014209+6444016694 +128440114610 — 

128854611499 — 128440110665 — 6481401561906 — 7540190644i — 324c1 03442  -h- 644986814 + 6444444 — 

64488144 +40469441 c1946to —4006096841019469 — 400169684101986h —404 6968 410661906 +408169684108694 + 

4046968416865 + 32446849619a6 — 32446849694 — 3244664065 — 324468424610 + 326546846468 + 

3281468426665 — 192684616926694 + 1286846906654 + 32634c19461085 — 3244610469 — 646840124a5 + 

6468461344 —64684014084-64634610465 + 6468446406 — 840905404 — 3268446164cm + 32684 4016060a + 
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326844a7c10a6 + 32584a5c114clo  — 325844414e8 — 326,234c10n6634 — 3244a84bioa6 + 324 4c8a5b94 — 

4844ciobg4as + 48ag440b5a6 — 48a4ciobscs — 32684agc7c8 — 24b8a9cioac4ag — 48at *gema° — 484+43440 + 

4844dis ages +4844d, agcio — 4844d2i asas — 4844 chbloag + 484 4alobla ao cs + 48as 4 40b94 + 24b8cg 404 asag + 

324 cdc8463 + 724cloa6c3dioc9 — 724c10403ducg + 364 4d12 asc3 — 404cis aga9 aio + 404c15a6a9d11a8 — 

324 ci5a64dio + 324c1544d12 + 40ag cnedu cicias — 404 c7a9dii ai3 — 324c74 duas + 404en 4 cedi' aio — 

404 cuagcadn eg + 3244 i44dia; 

so5(al, In, ci, di, ei) = 	 768d94 4d13 4 	 1152d944di0a8 

1152d944d12agclo — 1152d944d12a6c8 + 1200d11 agegdna64 — 1200d11 4 4aio4biaas + 1200d11414cio4bgag + 

768444d21a6  — 7684441clobione + 768d94 44°6,34 + 768d3a244065 + 1400d1 44a9dio — 1400d114 409d12 ao — 

1152d944d10c10a6 — 1152d21444d12c10 + 1152(4.3444duclo + 153640  4610a6465 — 1152404610 4 4 dio + 

1536d21444c10610 — 1336d21ag44c1069 — 153641 a644clobs + 1152d2 4ag4dioaio + 17284046104 4 dn — 

2304c104610agagd12 as + 1152clo4bloac4dioci3 + 1152d21444d1203 — 1152404q.04 4 — 1152c1045944dioaa + 

30724046104469 — 1152d21n644d1oc8 — 1152d13444d12e8 — 2304d13444ciob10 + 2304ri18444~6g + 

2304d13444c1066 — 1152(113444d10c10 — 38442444 + 2304c10 4bs 4 dn a6c8 — 172840  46944d12 + 

2304c1o46944d12a8 + 11524046844d10 — 2304404694654 + 144044d10404d12 — 28804 cif,dionaagdy2 Ge — 

625414404 — 7204442440  + 144044d10 4Al2 as — 7204440404 — 72044404 + 14404 442  ageloag + 

14404440cioneci3 — 1152c104654d10c8 — 172840465ad124 + 1152404634 dio ag — 720444244 — 38441ag4 4 — 

38440464 —384444 +10244 cii44 +1024e22 44ag —1024e23a6 44 — 1024e21  4 4 ag +1024e9ag44 +1024e1544 — 

625414 cál  4096ci 'n64461063 + 3072c1.1444e0  + 2048c11ct644c6 + 1536enat4bscion6b5 — 1024cisat4c134 — 

1152clialaticiocá-20484544bga6bs-102441444aa+1536cliag44aisa8-1536cliagaNciscio-640c11444cia+ 

102468bgag4a340 	- 	2048b8bgas 4(.64 	- 	2304b8bgag440c84 	+ 	768c15 44aioas 4 	— 

2048e, 44bá4 — 1152cis44404es + sueis 44404 + 51243444c10 + 30724644610b94 — 1024c154468c8bs + 

5124 4cischobs  + 10244 4au ag dublo — 1024a1544c6 + 1152dIs 44 4dioaa + 768duagag4d21 + 250041.4cloa64 — 

2400dn4cm4Nd214 — 2400du agaioasaa4b5 1200dn 4 4disaá4 — 1200d11440ag4b10 + 1200du aR404469 + 

1200d114404465 + 4200d1144.04a9d10 ce — 375041144044 — 1200d11 agelongd94 — 1200d114404d134 — 

1400d114404cedlo + 1200d1144.04414 + 1400dil agcloa.2c9d12  + 4200d11  aganag4c9d12 — 1200d11 44d9 4 — 

1920a3404bdaà 	 1200d1144c10465 	 4200dii 4aioas4a9dio 

2400(414 404 c84610  —2400diiaR404 c8469 +2400thiagaloasesd94 +2400dilagainagasdis4 — 4200dii 4 40 agoadnas+ 

250042  4 cLag ca —20484 4d184bio —768N diciag4cioa6b3 — 153668 d1044610b94 —5124tsdn4ti —1024684disaá4 — 

1024684di7agag + 1024684d20a64 + 51244 cio4ag — 512454 4a6c8 — 512c1344c7c1oa6 + 1336c114444003 + 

512a1544a7c8 + 1024a1s 4 461063 — 1024ai544bioae + 1024c1344a14a6 -1- 880C9664d11404C8 — 220c9684d11c104 + 
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880c968aRducion6cR — 1320c968agditcha3 c: + 64068 agdyi cloagc134 — 640684 dii cio4c12 + 256068 a2 elliciong 68 cR68 —

12806NdnewaáciScabio-6406Ndu404468+64068atrin chaácác7+6406gaRdiicLa2c,3610-128068aRdlicionicáciica- 

320068aRdlicloagbio469 	 ± 	 12806:agdiicion8c,3c865 

128068agdi cion6c,3c7c8  — 6404 asdi 404469 — 64Obaadiicio4cig4 + 12806g4dn n0440169 + 2560614cia4a """ 

1920684 chicion8610c365 + 1280684c/1i cloagq0c3 — 220c968ch1ct4 ± 1280684 dii cioaNcisca + 64068diic8a2ci4a64 —

6406Xciii c:ag 4694 ± 192068 di Q346104694 + 6406841444c1 ing + 640684di cfnatelcu — 6406g du 44465 —

64068 di c84 c1344 + 6406Bdi c8 agc124c3 + 192068(25r/1i cioaNc3 + 64062 di 4446106 + 640613 di c8a2610468 —

64068 di cosagbio4a6 — 128068di csa5169a8eN + 640664d1 cloa6c84 	76868d1644c7c8 — 128066d1 cattg 6344 — 

64068ci11c84c84 + 5120cuata546,3 +1024cisagcScung — 7686gcliot44c8610a8 + 76861d1o44c865 — 51268 dugig 46106s + 

51268diongc,16106 — 640613d11 414 4cisa8 + 640hc11  444c7 + 32068d1o444 + 76868 dioag 4cliciácio + 

51268dloag4c134 256444aj6s — 32068(11°444A — 7684 diciaNciong69 +7686gdw44cio4ho +51268cho44c8 — 

51268 agduagetc13 	+ 	sinsazdnatejci, 	+ 	768i8cl1044c7c10n8 	+ 	76868 diong 4c„ans 	+ 

5126sagd1244c14 _ 76868d10aNc154e10 _ 768badica4ci,4c6 — 512b6d1044‘124 + 7686u1044csb94 _ 

512bsd1044c14ae + 1024badwo4pga665 — 7684.gd12.64.865 + 960b8d1nag4m0alca + 10246ad1oag46ag + 

153666.2di2a64o1n, _ 96068d1044c10a64 — 3206a4d12"44 _ 1024bsagdn4eb 0  + 768bg4d1244c11c8 -

2048684d12446965  4- 768bi44244c8ho + 768b84d12ag4c15c10 + 76862a5d12aj4c1069 — 768b8agdn44c7c10 — 

76868 agdi2aNci cio + 768684d12a64c7c8 — 768613cOnal4ci5c8 — 7686g4d1244c1ob10 + 320684d2ag440 —

768Nalduag4c869 + 76844d1244e10b5 + 2560684d12ageN069 4- 25644404a5 ci + 5126:4clo44cl5ce + 

25662 4404 c8 ag +5126gcl)csesici4a8 — 512614.02ci3ag-4096q4cionginocisb9±51244C8ag Cl24 512602 dua64c6 —

153668as dixageN + 25644c10a84ag — 20486Nc10n6610465 + 96068ag dixag cicio cR — 960684 duag440c8 — 

2564440469 	 512bg c,IciongaRci cs 	± 	5126g4c1ongc8a569 

30726:4c1046965ag — 64144404as +256444:461~ — 5126g4cioagcs4b10 —256144404684 — 512ÓWCI0a1C144 

5126g4c1o4c1a4 + 153661e-jcio4N04 — 512bgetcloagc12as + 2566g 4cgagei ag +2564444c7 +512q4cioa,c6.2 — 

646444 +307261e4cogbiob9.8 + 102444.84b1ob5 — 1o24614cs4N0a6 — 512614c1on84c7c8 + 2566244044c7 

640b8 4d11 chageicis  + 5126g4c10a6c8465 — 2566:44044ns — 384444044 — 2564444c15a8 — 128n5 444+ 

10246861044a6 — 51264c6agc8 — 2048686 waNciaa8 + 614468610 4 469a865 — 

20486:4c8ag69 a868 	+ 	2566244461oa6 	— 	25644446943 	+ 	307268 bio44cong 	— 

409668610 al4c124 4-307268 bioalegei 1 agclo — 51268610aNc7c8 — 20486g 4c8a5 b8ag +12868b1nage4 — 1024686Lag4b5 —

40966136944c134 — 2560686wagei, elci tagc8 + 1536b8b1044c15n8c8 — 20486861044c184c10 + 1536686944c1o44 — 

8966861044402 + 1024068610a5464 + 25606869+44 ciscio + 30726136944ci44 — 1152686104 c8cioa6cg + 

10246861044c6 + 1024686104% 

2048c1 444nel + 2048c1 agaR4ci3 — 2048c1144442 + 256c1 1a6444 + 6144c11444b965 + sizobabgagena, — 

4  C7C10a6± 19206s bloag440aiC8 — 2566869a644at — 61446861044694 — 
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614414444654 + 30226869ag44e11 as — 358468 boag4asci cio + 10246360a6 4ageres — 1536b8b9444a7cio — 

2048020944agai5as + 1024eg1agag4cio — 1024clias44c7ca + 1024ali4t4c$ctalo — 8102cii agagagbiobe + 

2048cuaGag4bscab6 — 2560cu4ag4bac1ab5 — 5120686344 + 2000ag caba cif icioascabs + 16004468d11 caclio65 + 

20004ce62dhcia4csbg + 384ag 430  agbio — 1000ag W4341  cgoagba + 5124 4a7dulmag — 5124 4c7d12biaaa — 

3844 cglis dh agbp 

128044ciinedlicabs — 153644c11ngd12610 + 512a24c7d12b5 + 12804 4ci ag dii cabg — 10004 cpbscilIcLagb5 — 

384440842435 + 1000agc96841  cgoagbia — 2000agegba41cio4csbio — 5124 4c7b8 cio bs + 1600agegbo dl csdi2 agbio — 

1600ag 438  chicgdnagbe — 10244 4cisdi2 agem — 6404 cgc15 dl' calmag — 1280ag4cischialo4bio — 12804 caciiagdlianio + 

3844c7440  + 160044b2d11  t1çj44269 + 18000 408duc104d1265 + 640ag4ci5in as/noas + 3072ag4di4agbio — 

30724 4d14 agem — 1024ag4digh + 153644c114d1265 + 1600a24b8duclaagdiabio — 160044b8d11c104d1069 — 

1600405b8d1101066d1066 
	 153644c11 age/12 lia 

20484 +lu 01665  + 12804 4cis chi cio agbg — 160044barin ciaag dublo — 640ag4ci5cinc805 — 16004402d11c3á12a665 + 

1024ag4Q5d124610 + 57644 c/124610m — 10244 4diabo ag — 57644d1246eag — 5764 4d12 465 — 307244di44bs + 

204844d18469 + 384ag 4bedgobioaa — 384ag 4badgobgag — 38444b84035 — 10004 cpb8 41465 + 768ag46ecio465 + 

102444d1961oa6 + 10004cebs41cgb1aae — 1000a2c96841  4694 + 1536ag4duageo6io — 153644d134ceb9 — 

153644d13a6a865 +768a24d2icabs —1536ag4b24.0a6a805 +768ag4b8cloalbs +768ag4c10/40c8a6 —768agetclobioaabs + 

16004468d1,cadiab94 + 76844d21c3694 — 230444c10694e3b10 + 15364 egaioqagas — 7680244i asbioae + 

153644c10b9aea365 + 1920ag4ell4dii embio — 1920agegcnagdnalobs — 1320ag egail agdii 	+ 5124 ateis diobag + 

7684463c1m diz 	— 16004 468dii asdlobioae — 768ag egbodioduagbi o + 76844b8d10d124b9 — 202444eit4dwbo — 

102444c1 1 aadiabs 	— 	51244e15cl10610a6 	_ 	512444d10 	_ 	6404cl19a64d11e3 

16004c74d11 c104d12 + 16004624d11C8d12613 — 20004C2C0d2  C1001668 + 10004C2C641  4 — smageisa6c2410  + ii 

rsaageisa2 	u 4diod — 384615 45634d2  6 	 5 	6 	12 + 
loonc5c.,,,d2 c2 c2 _. 

" 5 1—,  11 10 6 	16004 cisa6  agdil 
2 2 	C10d10 — 16006261.5614d1108d12 — 

10004 C16 agodf icío  +2000ageigagegdhcioca — 10004ai5 aeascill  4 +1600agcr4diicioaadio +1600agcliag4diiciodio — 

16004 eu ag4dii alodi2 — 768ager4clIoduae + 3844 eu ag4dlo 

1600ag cli agcgdn cacho + 16004 enag4du cadi2 + 3844e74424 + 10004enageodL4 + 10004c114eo4140  — 

2000aten4cgd 1cioca 	1600agcr4dilcadia — 7684c1 ag4 chadi2 + 3844ci cgdí2  + 1280ag4al5dna1oa665 — 

102444c15cl12a665 — 38444erc1a4 — 76844eiGes — 115244ericionecs — 38444treg04 + 76844c740asca + 

5764 cgen ageh — 115244e11 agelaces + 576ag egel 1414 + 576ag4err40ag — 52644e2s440  + 1152ag4e2sagaioas — 

57644e26a64 + 576a4e174 + 9644c104 + 40044.12a64 — 3844 4 eloagcs + 576444044 + 400ag4e1scg0ag — 

12004 4e leagoalcs +12004 egeisaioa64 —400ag4e12440+1200agerge124c 0c8-12004alen4c104-38444egoaa4 — 

40044et84 	 964440a2 	 5124ch9c64d10 

+ 1600atcisag 4di ciodn + 16004eisae4dii Mio — 
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6404 di944diicio + 51244*nc6  + 404 diAaá4di i elo — 6404 di444dt i cs + 5124 dung440 — 5124 di444d12 — 

6404 dia44dlicio + 6404 di8 ag4dil ce — 5124 GI1844d10 + 5124 dis 44di2 — 640agd64d11c10n8 + 640444t11ce — 

5124 di9agegdi2  — 1344cio4 cang eis 4 eu + 1344c10 4c84cilegei3 — 6724 cloagc74813 — 672age 0nácii4e13 + 

6724clo4ci54e13 — 51268  4654ena8 + 51268468  “2 8114 —512b34b54c7e13 + 64068 4684812asca ± 67268468 ag cl 813  + 

51268 468+18a8e13 — 512684684c11age13  + 672684b8 4404813 — 134466465+108es eis — 64066465*u da + 

51268  46sagel7+64068 468 ag dii d2198+64068 464du cio —640684654 dlidia 4+256646g 4 813+64068 4684 elacwas — 

640664654 ei8c8 — 64062,4654ei24ew ± 512684694En4 + 51268469+174 ± 640684694 4 el2c8 _ 

64068 cálnag di 1  dAd9  + 5124469465+13 — 134468469agcloca4 ela + 67268469ageR4e13  ± 672b2, 46944408u- 

51268469+74E13 

640684694 ageiscs  

51214bio a8465e13 

— 5126846948284 + 640684694 du 4 du 

+ 51268461044e28 — 512684b10  44e11 

— 51261461944698w + 256614q0ag+13 

_ — 640684b94du 4 dis + 256614gt4el3a8 

— 	512684610a64E17 	+ 	51268 46199.84c7ela 	- 

— 64068461844 el2c8 — 6406846944enclo + 

640664684+18c10 + 1344684619ag4e1oc8813 — 672634 boa844813 + 640684619a&agdnd9 — 5126346194 4 c15813 + 

512684610 4+11813 — 6726846194440Eu + 6406846104a2d1,. di3  — 64068 461844 di 1 d21 + 640684610a84 cisca — 

51268 4c18a84 do — 512684c7441a6 — 512684c1544d13 ± 51268 4c74 d9 + 512684c74 dung + 512684cI5 44 d21+ 

64068461044eacio 	_ 	64068461941;1  ele cio 	+ 	51268  4cli ag4 dg 	+ 

512684c114443 + 512/4, 4610a84d9 + 5126g 4610 ag ag du — 51268 4cn agag d21 +512614654d21a6 — 512bgetbsa2 &sai + 

5126146sagd214 — 512bR4694 duas — 5124469444 — 51264610ag4d21 — 512q468 ag dia — 102468 4696g 4 — 

5126844d144c8 —5126844 d8cion8 +51268 44 dm 4c10 —3846844 d1340,1+38468 44 d214q0+76868 44d134cloca+ 

76868 44d9cion8c8 — 38468 c2 4 di3 4 c% — 3846844 d9qoaá — 768684441+18es + 384684agd21a64 + 

5126844 di9ageio  — 51268  44 dis a8c8 — 5126844d184c10 + 51268 cá4diaagc8 + 5126844d8c8 — 384684agd84 — 

204862,4c13a8d08 + 307268 4c124ag 65 + 1024684c14 ag 65 ± 1024684 48 agag + 276a2coei34oat — 11044c9eigeb4es + 

1656agese13cY044 — 1104age9eucion6c2 + 2764c9e134 — 102468 4d74 + 768ag440c144 — 768ag4c1oc14aec8 — 

7684 44,c6a6  + 75844c1ocec6 — 76844c10c124c8 -I- 7684 4e18 clo a8 + 76844e24ag cio — 7684 4e244cs — 

76844e27agc10 + 7684 4e27a8c8 — 76844e104c10 + 768448104c8 — 76844cl0c13ag + 7684 4clociaagas + 

76844q0c124 + 640c1s444e12c8 — 512c15444e28 + 512c15agalcáe11 + 512c15a844e17 — 640c15a8ag4d1,.d9 + 

25645  4 44els — 640n54444i du + 640cu444d11d2i + 512c7a24e28a8 — 512c7ag 4eliag +512b4684.154.13 — 

5126846gagc114e13  — 640c744e12.6c8 — 640el54ag4e12 ci O -I- 640c15444e18c1 O — 640c15a844clac8 — 

640c744dii ci 0694 	— 	640c744d11c1  065 	— 	512c7ag4ci8a8e13 	+ 	640c7 4c93di 1 di3 4 	— 

640c744diid2La8 +640c744812age1 0-640C7a24eigel 0(16  + 640c7a;r4eiec8 + 640c7aNcil 1 ci 0bwa6 + 640c74c3dlid9 + 

25644481s — 512c11444eu — 512c11444e17 — 640c1 1 ag ag c3 ei2c8 + 512c11444e28 -I- 640c114,44d1 1 d9 — 

512c11 agag 4cisen ± 256c 1  4ag4e13 + 512c1i444c7e13 — 512c744 e17 ± 640c11444e2c10 — 640ct 1 ag44e mei O — 

6724+74e13+640c11444818c8+640c11444dildi3 —640cIl agag4dild21+67244c15a84e13 —6724ag ci 1 44.13 + 
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1344c10aec84o74e13; 

epe(ai, bi , ci, cin.) =(-16bo4b5 — 4d11beg + 466(111610b5 — 4bidub5 — 4cectebteb5 8cecteb5 bit + 4b,1 — 2c3b3n0b5  — 

4"b8biocg+ fictbebtco + chbg + 4by04); 

(fl.(aj, bi,ci, di, e1) =15cloa6b8di ice + 9b3c 0aildtt — 18bactoa5ducaa5 — 3cioa6eis as cs — %is as cLag + 18e134cloa6cs — 

154a5bed11 +21,8434d1 34 4613 —9e1344 —20be dli binas as +20berg lha?, +20be dh bsag —20c7441  +20c15ae4 — 

20ct tal asdh — 12dit cimas die4 + 12ductoag duas + 12duce4dio — 12d11czaidi2ae. 

Usamos o Maple para achar as condições da Proposição 3.4. Dada P = (x, y, f (x,y,z)) 

fizemos mudanças de coordenadas na fonte e na meta para que (x, y, f (x,y,z)) seja equi-

valente às formas normais do Teorema 3.1. Para dar uma idéia dos cálculos, faremos o 

caso 41. Os outros casos são análogos mas em alguns deles as contas são mais complicadas. 

Denotaremos o k-jato de f por Fk. Como 4} é 4-determinada então podemos tra-

balhar com o seu 4-jato. Os termos dependentes de x e y podem ser eliminados com as 

duas primeiras coordenadas de (x, y, f(x, y, z)). Para a singularidade do tipo A, temos 

que coe f (z2) = O e coe f (z3) = O. Temos então no Maple: 

> F2:= a5sx* z+a6* y. z: 

> F3:=1,5*y2 *z +66 * y•z2  +68*z2•x+b9 *z*x2  +610 *x•y•z: 

> F4 := c6ity3*z+c7*y2sz2+c8ry*z3-1-c2*il4-i-c10*z3sx+c11•2.2*x2+c12*z•x3+c13.x2sy•z+c14*x•y2*z+c15*x•yrz2 : 

Vamos achar as condições sobre os coeficientes ai, bi e ci para termos singularidade 41. Suponha sem perda de generalidade 

que a5 é não nulo. 

> readlib(mtaylor) : 

> F := F2 + F3 + P4: 

Para eliminar afiz • y : 

> q := collect(F,[x,y, z]) : 

> m := mtaylor(subs(x -= X — coef .1(coe f(coe f f (q, x, O), y ,1), z, 1) * y/a5, [X, y, 45) : 

Para eliminar y2  • z: 

> q := collect(m, [X, y, z]) 

> m := mtaylor (sob (X = x — coe .1 f (coe .1 .1 (coef (q, X ,0), y, 2), z, 1) * y2/a5, [x, y, 4 5) : 

Para eliminar x2  * z: 

> q := collect(m,[x, y, z]) : 

> m := mtaylor(subs(x = X — coe f f (coe f .1(coe f (q,x,2),y,0), z, 1). X2  /a5, [X, y, z], 5) : 

Para eliminar x * y. z: 

> q := collect(m, [X, y, z]) : 

m := mtaylor(subs(X = x coe ff(coef f (coe .1 f(q, x,1), y, 1), z, 1) • x • y/a5, [x, y, 4 5) : 

Para eliminar y3  • z: 

> q := collect(m, [x, y, 	: 

> m := mtaylor(subs(x = X — coe f f(coef f (coei f (q,x,0), y, 3), z, 1) • y3  /a5, [X, y, 4 5) : 
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Para eliminar x * z3  : 

> q := collect(m,[X,y, z]) : 

> m := mtaylor(subs(z = Z — coe f f (coe f f (coe f f (q, X, 1), y, O), z, 3) • Z3/a5, [X, y, 45) : 

Para eliminar x2  * 22  : 

> q := collect(m,[X,y, Z)) : 

> m := mtaylor(subs(Z = z — coe f f (coe f f (coe f f (q, X, 2)y, O), Z, 2) • X * z2/a5, [X, y, 45) : 

Para eliminar x3  • z: 

> q := collect(m,[X,y, z]) : 

> m := mtaylor(subs(X = x — coe f f (coe f f (coe f f (q, X ,3), y0), 2,1). x3  la5,[x,y, 45) : 

Para eliminar x2  • y • z : 

> q := collect(m,[x,y, z]) : 

> m := mtaylor (suba(' = X — coe f f (coe f f (coef f (q,x, 2), y, 1), z, 1) • X2  • y/a5, [X, y, z], : 

Para eliminar x * y2  • z : 

> q := collect(m,[X,y, z]) : 

> m 	mtaylor(subs (X = x — coe f f (coe f f (coe f f (q , X ,1), y, 2),; 1) • x * y2  /a5, [x, y, 4 5) : 

Para eliminar x * y * z2  : 

> q 	collect(m,[x,y, z]) : 

> m 	mtaylor(subs(z = Z — coe f f (coe f f (coe f f (q, x,1), y, 1), z,2).y * Z2/a5, 	45) : 

Para eliminar y2  • z2, temos que ter o novo coeficiente de y • 22, b6 — b8a6/a5, diferente de zero: 

> q := collect(m,[x, y, 	: 

> m := mtaylor(subs(y = Y — coe f f (coe f f (coei f (q, x,0),y, 2), Z, 2) * Y2/(66 b8a6/a5), [x, Y, 45) : 

Para eliminar y * z3  : 

> q := collect(m,[x,Y, Z]) : 

> m := mtaylor(subs(Z = z — coe f Ecoei f (coe f f (q,x,0),Y,1), Z, 3) • z2/(2* (b6 b8a6/a5)), q), [x, Y,z), 5) : 

Para eliminar x * z2  : 

> q := collect(m,[x,Y, z]) : 

> m 	mtaylor(subs(Y = y — coe f f (coe f f (coe f f (q,x,1), Y, O), z, 2) * x/(66 — b8a6/a5), q),[x,y, 45) : 

Para eliminar x * z3  : 

> q := collect(m,[x, y, z]) 

> m := mtaylor(subs(z = Z — coef f (coe f f (coe f f (q, x,1), y, O), z 3) * Z3  /a5, [x, y, 45); 

a5xZ + (b6 b8a61a5)yZ2  + c9Z4  

Para termos a singularidade 41 temos que ter os coeficientes da equação anterior distintos 

de zero, e coe f (z2) = a3  = O, coe f (z3) = = O. Isto demonstra este caso. 

3.4 Demonstrações das Proposições 3.8-3.13 

Para não perder a noção geométrica de alguns resultados deste capítulo, optamos por 

fazer nesta seção algumas demonstrações que são muito extensas. 

75 



3.4.1 Demostração da Proposição 3.8 

Prova: Suponha que P tem uma singularidade 3A2  na origem, e tome, sem perda de 

generalidade P(x, y, z) = (x, y, f (x, y, z)) tal que j3f = a1x2  + a2y2  + a4xy + bi  x3  + b2x2y + 

b3xy2  + b4y3  + b5 y2  z + b6 y z2  + byz3  + b9xz2  + b9x2  z + bioxyz com b7  0. O espaço tangente 

à Ç-órbita de f em 1/3  é dado pelos vetores ui, i = 1, • • • ,l0 (ver Lema 3.6). Quando 

a?!  — 4aia, O (ou seja, a origem não é umbilico parcial), um transversal à órbita pode ser 

dado por T = Ft{z2, x3, x2y, xy2, y3, y2z,  x2 z, xyz} e um elemento de T é I = j3  f + ã3z2  + 

bix3  + 62x2y+-63xy2  +503  +5,3y2z + 1.9x2z -1-310xyz, onde ã3, b1, bz, b3, b4, b3, b9, b10  E IR. 

Consideremos no transversal a projeção na direção singular sobre o espaço tangente, 

(a, fi, 1,0), ou seja P (x, y, z) 	(x, y, (x + az, y + fiz, z)). Neste transversal, temos uma 

singularidade 3A2  se 

coe f (xz) = 2a1a + ace = 0, 

coe f (yz) = a4a + 2a2fi = 0, 

coe f (z2) = ã3  + aia2  + a2fl2  + a4afi = 0, e 

coe f (xyz)(4coe f (xx2). coe f (y z2) — 3coe f (xyz).coe f (z3)) — 4(coef (y2  z).coe f (xx2)2  — 

(3coe f (y2  z).coe f (z3) — coe f (yz2)2)coe f (x2  z)) = 0. 

Logo como o determinante das duas primeiras equações é diferente de zero (condição para 

T ser transversal), então a única solução é a = fi = 0. Substituindo estes valores na 

terceira equação temos tc, = O e substituindo na quarta equação temos que o primeiro 

jato desta equação é dado por (126769  — 4bflb5  + (4b9b6  — 6b7b10)140  + (1 2b,b7  — 4N)59  = 0. 

Observe que é suficiente termos o primeiro jato já que estamos interessados no tangente 

da variedade. 

Queremos saber quando a imagem de O é transversal ao estrato 3A2  em 1/3, isto é, 

quando d0(1R3) T -I- • - f -A2 = V3, e assim saberemos quando 0'(3A2)  é variedade em I1V de 

codimensão igual a dois. 

O espaço tangente do estrato,  3A2  em V3 é a interseção dos núcleos de duas formas 

diferenciáveis ei  e e2. COMO ei  e e2 têm que anular o tangente ao estrato 3A2  no transversal 

e os geradores do espaço tangente de Ç.f, então 

Ci = da, e 
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= (12b7b9  — 4b)db5  + (12b7b5  — 4q)db9  + (4b8b6  — 6b7b10)db10  + (4b6b10  — 8b5b8)db8  + 

(-8b6b9  + 4b8 b10)db6  — *(20b8b6b10  — 20b5bi — 20bib9  — 6b7q0  + 24b7b5 b9)db7  — 
1 	( 	2a2b10b8+16b5b8b2a4b6b10-48qb4a4N+48b8b9b4a4b6b10  —16q bib2a4+ (—qo  -1-465b9)(4a2ai —4) 

16b5bib3a4b10 	16b9b3a4b10q — 12b4a4bilbl0  — 4b2a4bibi0  + 16bZcz4b4 + 96a2b1 bgbZ — 

32a2Nbib8+8a2b3bl0q + 32a2b3Nbi +24a2bibWo  — 8b3a4b8b6e0 + 140a4b6 — 8bi0a4b6b5b9 —

32b3a4b8b6b5b9  — 96a2b5b8b1b6b10  + 64a2b5b8b2b6b9  + 16a2b9b5b8g0  — 32a2b8b3b9beb10 — 

32a2b5b2b10bil + 16a2b8b2b6b 0  — 32a2b2bibioWda5 	(a4(-1/ 	2110+4b5b9) (48b1biN — 16Nbibe — 

16b5b2b10bg — 48b5b8b1b6b10 4- 32b5bgb2b6b9 8b9b5b8bi0  — 16b8b3b9beb10 — 140b8  + 4b3Id0bi23 + 

8b8b2b6b 0  + 16b3b5N — 16b2Nb10b9  + 12bibN0) 	8a1b5b9-2a1b0  20,2140b8  + a4(-1q0+4b5b9)2(4a2al —4) ( 

16b5b8b2a4b6b10  —48Nb4a4N+48b8b9b4a4b6bio  —16bgbib2a4+16b5bib3a4bio  +16b9b3a4b1A — 

12b4a4b,N0  — 4b2a4bbi0  +16bga4b6b5 + 96a2b1b,23bR — 32a21jl08 +8a2b3Mob{23 + 32a2b3bN + 

24a2b1bb 0  — 8b3a4b8b6b70  + bl0a4b6 — 8q0a4b6b5b9  — 32b3a4b8b6b5b9  — 96a2b8b8b1beb10 + 

64a2b5b8b2b6b9  + 160,2b9b5b8q0  — 32a2b8b3b9beb10 — 32a2b5b2b10bil + 16a2b8b2b6e0  

32a2b2Nbiobs))dae• 

Os geradores do espaço tangente à imagem de O em 1/3, são: 

v1= 3b1x2+ bioyz + 2b2xy + b3y2  + b8z2+ 2b9rz + (-44+ 4c1 — a24a1)x3+ (3c2  — 6a4c4 — 

(2a2a1  + a4)yx2  + 3c12zx2+ (-3a2a,21+2c3— 2ck2ia1  — 4a7.a2)y2x+2ciiz2x+2c13xyz+ 

e15yz2  + c10z3  + (c4 — 24a4 — 2a4a1a2)y3  + c:4y2z; 

v2= 3b4y2  + Now + b2x2+2b3xy +2b5yz+ b6z2+ (c2  —2a4ai — 2a4a1a2)x3  + (2c3-3a?ia1  — 

2(2a2a1  + a)a2)yx2  + c13x2z + (3c4  — 6c4a4  — rt3i  — 2a4a1a2)y2x +ci5xz2  +2c14xyz + 

2c7yz2  + c8z3  + (-4c4 + 4c5  — 0,2a)y3  + 3c6y2z; 

v3= 3b7z2  + ken + b5y2  + 2b6yz + 2b8xz + b9x2  + c13x2y + c14xy2  + 2c15xyz + 4c9z3  + 

2c7y2z + c6y3  + 3c8yz2  + 3c10z2x + 2c11zx2  + c12x3. 

A imagem de O não é transversal ao estrato-3A2  se, e somente se, R4vi, v2, v3} + 

kernel 	n kernel e2 	1/3. Como kernel eln kernel e2 tem codimensão dois, esta não 

transversalidade significa que existem dois vetores, linearmente independentes, kivi  + 

/202  + fliv3  (j = 1,2), tal que 

(Aivi  + A.02  +)3v3) = o 

(Aivi + itiv2 + fifv3) = o 
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para j = 1,2. Isto é, fazendo x = À, y = p1, z = 0.1 , teremos que ter duas soluções 

linearmente independentes para o sistema: 

Aix + A2y + A3z = O 
	

(1) 

Bix + B2y + B3z = O, 	 (2) 

onde, A1  = ei(v1) = b8, A2 = (V2) = b6, A3 = (V3) = 3b7, 

Si = u(vi) = --(-2aib0b6 + 3ci0a,100  + 8cisbebgbf0a,1 — 32n5b6b9bf0a2ai + 32e11666f0a2a1 + 64ci3bábgb10a2ai — 

16ci3bp9bioc4-64c14bgq,a2a1 —sciib6bLa?, + 12865 C15 b6b5a2a1 +32b5C1 1 bgbiobg a,21  — 192b4bg C1202 al — 4814bí61061a4 — 

32616,56962(14 + 16bgb8b10bga4 + 256bib8c1169a2a1 — 64608 ci ibgasi — 1926Xcloa2aiblp  — 32bgbioaib6b8 + 32bIblbi0a1b2 + 

192/0/V442b1 + 32bRqbea4 + 48q1ácua 	64bRb314a2 48qcioi4b5 + 16469.22635 0  — 24bibgb4a41,10  + 24bRa1b4b 0  — 

16Nci4q0a2ai — 85852bioa4b6+ 259b6a41,10 +325859a21.2bioba 64bsci 4b9b6bio a2 — 16b8ci4bgbebtoa,j +16b8cisbfoazai — 

96b5a1 bgb4b60.0  — 646813a26368610 + 1668(463666% + 8b8cisbobl0a2 — 3263c1366140a2 + 965858b4a4b6b10 + bgbt0a4 + 

8691,2a4g0bg + 8aib2bgq0  — 4baci5qoa,¡ — 46859a2blo  + 4bIci440i4 — 46,203/40a4 + 96b10a1 65644 — 64bla2b2b1og + 

4869a2b1bM0  +1668b3a4bioN 64b3a2b3N — 32ai 63  bg b9 b?„, — 12cloa2aibto  'fiei,' 513bja, — 36q 64 a4g — 48aubgbLazai — 

12bibge0a4 + 12c12bâido  — 12866c11b6b10b9a2a1 — 24b5a10afib0bg — 32b5cisb6qa,21  + 1655 aibiobabg  + 161,51026LN — 

3265bga1b3by.-16b5bâc13b10aí +32656855a2q0  -I- 12865 bsga2b2b6 + 1665bscii qoa,1 +1665bacisbiobsael — 64bsbg 69(12 b2bio + 

3265bgb9b3a4610 6465qci3bioa2ai — 486568c1266610a1 + 646568610a1636669 — 646568c1jq0a2ai — 1286568c136e6ga2ai — 

16656366a46 0  — 192656869a26166610 	1926568c12b0b10a2a1  — 865681,9bi0a4 	9665c10n2a161069 — 646568/03a4b6 + 

321,5b8cubobea,] + 4865b8b1 a466610  — 32b5b8a162666 0  — 646568cisbiobea2a1)/ ((—bio  + 46569) (4a2 ai — a1)) 

B2 	= e2 (V2) = —(-258a2140  -I- 610(2466 + 3268c7110a2a1 + 48581,91,4a4b6tq0  — 481sc6b9b6bioa2 — 8bababLa4b6 —

3268b9a2b3bsido — 8bac7bfA 	12bâceq04 — 192c6bNa2 — 4861053b4a4bg — 16cisbN0c2al — 16ci4bgb9bioaq — 

32b9a2b2q0bil + 32bi0qa2b3bá + 48c6bgb5c4 + 16c15bobioa2a1 + 3caa,lb40  — 64c766b9bioa2ai + 16c7babobhaq 

64c14bgbgbioa2 ai + 8bga2b3q0  — 12616046% + 1663q0a4bgbe — 41,2bgbfoa4 — 48N cebLazai + 4c13bge0a,24  — 4ci5betioa,24 —

12cgazaibto 24a2bi Nbfo  — 96b5b8a261 babio + 641,561 ciAbio azai +6465b8ci3bebioa2ai + 3265bac14b6b9a,1 — 8b569b6a4140 —

3266bla2b2q0  — 1665  bici4 bioaq + 16656869 az 	+ 8b5b8c156?04 1665 cisb6b 1069(1,1 + 3265 alb3babobb -I- 1665 ai inbgb?c,+ 

48b5a1b4bw0  + 326562bgb10b9a4 -I- 646568610694126256 — 64b5a1bgb3b1obg + 192b5a1qb4bg — 192bsaibabob4bebio — 

64b5c7bobija, + 96b5c8a2a1 6%69 256b5c76668a2ai — 2465 c8a1q069 — 6465 cl6  boblobgaz ai — 326563b63(24 — 24bsbibgbl0a4 + 

8b5b3bI0Na4 — 1286568 c7biabgaz ai — 32b5b8c15q0(22a1 -I- 326568 Mu bga,1 — 12865b8ci4b6bea2ai — 16b5b8ci3b6bioa,j + 

16bgbic13a41 + 486ic84N + 26561068a4 — 465a1611068 — 646168a16266610 — 646168626669a4 -I- 12861601636669 + 

1286168ci5b9a2ai — 32616861061a2 + 96616861a466610 — 16616868q0a4  — 326168c1569a1 — 192N canzai 58 + 32bga1b 0bebo + 

16gbio18bea4 —6461bia1 63610 + 966161610412bl —646g blci3a2ai +16bgbIbiob2a4 +64bgbg41 62 —96btblbia4  +1656a2b2q0b6 + 
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192b8c6b9b6b10a2a1  — 32b8c14b6bi0a2al + 8b3ci4b6t404 + 32bg *468 — 64bgatbabD/CC—t40  + 4b5be)(4a2a1 —4)), 

83 = e2 (113) 	gobg + 3c9aábl0  + 2baci5bebl0a2 — 2468 qb4a4q, — 6b1b3a4bl0b6 + 8bga2b2q0b6 + 12Nbea1b4bl0  — 

8bgc7bha2ai — 16a1 b3bp9b10  + 8b9b2a4bgblo + 641)6696M + 12ciobisq0a2a1 — 8c1 bgq0a2 ai — 32c7bNa2 — 

4c15bgbgb10a?, + 8b5bRb3a4bi0 + 8b5lia2td0bg  — 4bsticiseno4 + 6b5bacioqoaá + 8b5ailq0bRb9 — 16b6bga2b2bio — 

24bsc9a,í bLb9 — 24b5c8b6bàaá — 19214c9a2a1  — 24b08ciobga + 16bRb8a4b6t4 — 24bNb6bi a4 + 16bgbgb6a1 b2 —

32b¡b¡cil az ai + 12b8cab 0a2a1 — 6b8b2a4bàbl0  + 16b8a2b3b8/4 + 12b8a2bAb 0  + 8b3ai  b3bNtdo  + 96t4bacioboa2at + 

414,a2b3bY0  — bila2bto  + 2cilbgb?04 	3c1obe140a + 8c714,654 	2bgc71404 — 6bgb4a4b 0  + 166869b3a4blobi — 

48bealbgb4báblo — 8b3ci5b6b 0a2ai — 8bec7b9666104 — 16b8a2b2bgbiob9 + 48a1 *462 + 4a1 b2bgt40  — 661 bgq0a4 + 

24bilb9b4a4babio — 16bgb9a2b3b6b10 — 8gb3a4bg — 24c866696La2a1 + 16ci56ábo6loa2al ±32b8c7b9b6bloa2al  — 12c9a2alblo  + 

32b5b3c11  bsbioazai — 48b5clob6biobga2ai — 3b8cab 0a,2, + bablocutbe + 48bgbga2b1 — 48b6b8c8b10b9a2a1  — 8bgbgb2a4 —

32b5becisbeb9a2ai 	48b2c9a2b8 — 16blaibit4 + 8bbcna — 16bIbáqa2 — 24b5b8cloqoa2ai — 1665b8alb2bgbio 

12b5b8c8biob9a2 —16b5b8b9b2a4bÀ +32b5bgai  b3bi 69  +24b5b8b1  a41010+81)5bscisb6b9a —8b5b8b9b6a4q0  —8b5bacil bisbloct,1+ 

16b5bIcisbioa2ai — 16b5bgb9b3a4b6  — 1665bgbea1 	32b5bgb9a2b2b6 + 16b5b2b2a4b6bi0 — 4865t4a261 bablo + 

96b5c8bebàa2a1 + 96b5c9a2a1lq0b8 + 12b5c1066b106ec4)A(—bio  46569)(4a2a1 — a.1))• 

No caso em que AiEj  O para algum ti, j = 1, 2, 3, (1) e (2) são equações de planos. 

Para termos duas soluções linearmente independentes, estes dois planos devem ser pa-

ralelos. Caso contrário eles se interceptariam em uma só reta e isso daria apenas uma 

solução. 

Sabemos que A3  = 3b7  O para 3A2, logo podemos dividir em dois casos: 

(i) Se /31  = E2  = E3  = O a equação (2) gera o espaço todo. Portanto, basta tomar duas 

soluções linearmente independentes do plano (1). 

(ii) Se existir um A E IR tal que A1  — ÀB1  = 0, A2  — AB2  = O e A3  — AB3  = O então os 

planos são paralelos. Portanto, existem duas soluções linearmente independentes. 

Mas genericamente, ou seja, quando g O para algum i = 1, 2, 3 e A2  — ÀB2  O 

para algum j = 1,2,3, vale o fato que imagem de O é transversal ao estrato-3A2. Então, 

pelo Teorema 1.25, a variedade 3A2  em M, que é igual a 0-1(3m) é uma variedade de 

codimensão dois, o que significa que é uma curva (ver Figura 3.1). 

79 



3.4.2 Demostração da Proposição 3.9 

Prova: Suponha que P tem uma singularidade g.  na origem, e tome, sem perda de 

generalidade P(x, y, z) = (x, y, f (x, y, z)) tal que j3  f = a1x2  + a2y2  + atixy+ asxz+ asyz+ 

b1x3+b2x2y+b3xy2±b4y3±b5y2z±b6yz2  +bsxz2  +bsx2  z+bisxyz com as $ O e Nas —Nas = O. 

O espaço tangente à Ç-órbita de f em 13  é dado pelos vetores ui, i = 1, • • • , 10 (ver Lema 

3.6). Quando a6b8(agb5 — ag4be — 4a6b10  a4a5a6b8  — a1c4b3 abs) $ O um transversal 

à órbita pode ser dado por T = R{y2 , x3,  x2y, xy2, y3, y2z, x2z,  xyz,  z3i y e um elemento de 

T é dado por I = j3  f + Ez2y2  + T1x3  b2x2  y +33xy2  + 543  + ã5y2z + b2z3  +59x2z + ãwxyz, 

onde rz3, bi, b2, b3, b4, bs, b7, bs, b10  E 1R. 

Consideremos no transversal a projeção na direção singular sobre o espaço tangente, 

(a, fi,  1,0), ou seja P(x , y, z) = (x, y, 1(x + az, y + fiz, z)). Neste transversal, temos uma 

singularidade g se 

coe f (z2) = asa + asfi + a1ce2  (a2  + Ei2)fi2  + a4afi = 0, 

coe f (yz2).coe f (xz) — coe f (xz2).coef (yz) = (2b6a1  + bisas  — b8a4  — 2b9a6)ce+ 

(1)04  2b5a5  — 2b3a2  — bioas)fl ± 01(2) = 0, e 

coe f (z3) = -67  + bsa + b6,8 + 02(2) = 0, 

onde 01(2) e 02(2) são os termos de ordem maior ou igual a dois em a, j3, a2, bi  e são 

nulos se a = = O. Como as  $ O, da primeira equação pelo Teorema da Função Implícita 

temos que a é uma função de fi onde o primeiro jato é a = —11.5,8. Substituindo a na 

segunda equação temos que genericamente o coeficiente de fi é não nulo e portanto a 

solução próxima do zero é fi = O. Logo a = 0. A terceira condição nos dá então ti7  = O, 

que é a condição para termos singularidade g no transversal. 

Queremos saber quando a imagem de 9 é transversal ao estrato-4 em V3, isto é, 

quando d9(1R3) + TA = 13, e assim saberemos quando 9-1(4) é variedade em 1R3  de 

codimensão igual a um. 

O espaço tangente do estrato-4 em 13  é o núcleo de uma forma diferenciável e. Como 

e tem que anular o tangente ao estrato-4.  no transversal e os geradores do espaço tangente 

de Ç.f, então e = —b8c/a2  + agias. Os geradores do espaço tangente à imagem de 9 em 

V3, são: 
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vi= 1210yz+3121x2  + bsz2  +2b9zx+2b2xy+b3y2+ (-402? — a?ai  +4c1  —4021)x3  + (—(2a2a1  + 

a24)a4  —6a4a? +3c2 — (asai + asa4)as)x2y + (-6a5a?+3c12 — ag — (asai + asa4)a4)zx2  + 

(-2a24a1  — 4(42  — 3a2i2,21  + 2c3  — (asai + a5a2)a5)xy2  + (2c13  — (2a6a4 + 2a5a2)a4 —

4a4asai  — 4a?a6  — 2a6a)zyx + (-2cca1  + 2a11 — a6a5a4)z2x + (-2a4a1a2  — 2c4a.„4  — 

a6a2a5  +c4)y3  + (-3a6•22•24  +c14 2a3a1a2  — 2a4a1N — c43)zy2  + (-4a4  — 2a5a1  as  + 

a15)z2Y + 	z3; 

v2= 3b4y2  + b2x2  +bisxz +2bsyz+b6z2  +2b3xy+ (—asaias —2a4a?— 2a4a1a2 + c2  )x3  + (2c3  — 

(atai  +a3a...4)a6  — 2 (2a2ai  +4a2  — 3ccai)x2y + (-026a — 2(a6a1  +a5a4)a2  —3a4asai  + 

c13)zx2  + (3c4  — (a6a4 +asa2)a6  — a — 64a4  —2a4a1a2)xy2+ (2a14 — 2c4a5 — 2 (2asa4 + 

2a5a2)a2  — 2a4a1a6  — 2a24a5)zyx + (—a44 +c15  — 2a6a2a5)z2x+ (-642  — a202,21  +4cs  — 

4a)y3  + (3cs  — c4 — a4a5a2  — a?las  — 6a6a22)zy2  + (2c2  — 2°42  — a6a5a4)z2y + c8.z3; 

v3= 2b8zx +lho xy + bs y2  +1;i9  x2  +2b6  yz + (ai2 —2asa? — aia6  )x3  + ( —3a4  asai +ci3 — (2a2  a1+ 

a)a6)x2y+ (2a11 —3agai — (Nal +a5a4)a6)zx2  + (c14 — 2a5a1a2 —at2ta5 —3a6a2a4)xy2+ 

( —2a5  ai  as 	— (2asa4+2asa2 ) as —2a44) zyx+ ( —agas +3am —aDz2x+(c6-2a6a— 

a4a5a2)y3  + (-3642  + 2c2  — a52a2 — a6a5a4)zy2  + (—a63  — a6a52  + 3c8)z2y + 4c9z3. 

A imagem de O não é transversal ao estrato 4? se, e somente se, IR • {vi, v2, v3} + kernel 

e Ç 1/3. Como kernel e tem codimensão 1, esta não transversalidade significa que vi, v2, v3  

pertencem ao kernel C.  Isto é se, e somente se, 

C(vi)=O <4. —14 + a5cio  -= O, 

C(v2) = O <4. —Ws + a5c8 = O, 

C(v3)=O <4. a5c.9  = O. 

Como temos uma singularidade 4? então e(v3) O, e portanto a imagem de O é sempre 

transversal ao estrato 4?. Consequentemente, pelo Teorema 1.25, a variedade 4? em M, 

que é igual a 19-1(4)  é sempre uma superfície suave de codimensão 1 em M, isto é, de 

dimensão dois (ver Figura 3.1). 
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3.4.3 Demostração da Proposição 3.10 

Prova: Suponha que P tem uma singularidade ie.  na origem, e tome, sem perda de gene-

ralidade P(x, y, z) = (x, y, f (x , y, z)) tal que j4  f = a1x2  +a2y2  +a4xy +a5xz +as yz +bi  x3  + 

b2x2y+b3xy2  +b4y3+b5y2z +b6yz2  b5z2x b9zx2  + boxyz + 	+ c2x3y + c3x2y2  +c4xy3  + 

c5Y4  +4Y3Z C7y2z2  coz3 	z4 + c10Z3X C11Z2  X2 -E C12ZX3  c13x2yz +CHXY2Z c15xyz2  

com a5  0 e c9  O. O espaço tangente à Ç-órbita de f em V4  é dado pelos vetores u„ i = 

1, • • • 40 (ver Lema 3.6). Quando a6b5(a2b5  — a2  bs — a¡as +a4a5  asbs —ai cês+ 4b2) 0 

(mesma condição do transversal para 4), um transversal à órbita pode ser dado por T = 

R{y2, x3, x2y, xy2, y3, y2z, x2 z, xyz, z3, x4, x3y, x2y2, xy3, y4, y3z, y2z2 yz3, XZ3, X2Z2, X3  z , 

x2 y z , xy2  z, xyz2}, e um elemento de T é f = j4f + ii2y2  + b1x3  +1.2x2y + Ei3xY2  + b4y3  + 

b5Y2z + T)7z3  + 39X2Z bioxyz + E1x4 
 -62x3

1J 
 E3x2y2 a4xy3 é5y4 	6y3Z  E7y2z2 

E3Yz3  + E10xz3 E11x2_2 ± E12X3Z E13x2yz + E14xy2z + õ15xyz2  onde ã,2, -6i, ti E IR. 

Consideremos no transversal a projeção na direção singular sobre o espaço tangente, 

(a, 0,1, 0). Ou seja P(x, y, z) = (x, y, f(x+ az, y + fiz, z)). Neste transversal, temos uma 

singularidade ie se 

coe f (z2) = asa ± a6P ± a1a2 ± (a2 ± (42)02  ± a4afi = 0, 

coe f (yz2).coef (xz) — coe f (xz2).coef (yz) = (2b6a1  + bicas — b3a4  — 2b9a5)a+ 

(1)04  + 2b5a5  — 2b8a2  — bleas))3 + 01(2) = 0, 

coe f (z3) = b2  + bisa + b6 fi  + 02(2) = 0, e 

3 
— —8  (—coe f (xz3)coe f (yz)/ coe f (xz) + coe f (yz3))2/coef (z4) + coe f (x2  z2). 

coe f (yz)2  / coe f (x z)2  +coe f (y2z2)—coef (xyz2)coef (yz)/ coe f (xz)—coef (xz2)(—coe f (xyz). 

coe f (yz)/ coe f (xz) + coe f (x2  z)coef (yz)2/(coef(xz)2) + coe f (y2z))/coef (xz) = O 

onde 01(2) e 02(2) são os termos de ordem maior ou igual a dois em a, fi, ra.2, bi  e são 

nulos se a = fi = 0. 

Analogamente ao caso ig temos que genericamente as soluções são a = O e = 0. 

Substituindo estes valores nas terceira e quarta equações temos que a terceira equação 

é dada por -6•7  = O e a quarta condição é—( c10a6/a5 + cs)aséio — —( 
4a35 C9 	

43c9  -- as/ as + 

c5)Es — Cais + 	+ kge-bio — 1149— b5 +c7 t,('2111,74) tfi(151-9  NE10 — 83c9E,23. É suficiente 

olharmos para o primeiro jato já que estamos interessados no tangente da variedade. 
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Queremos saber quando a imagem de O é transversal ao estrato-4 em 14, isto é, 

quando c40(1R3) + TA = VI, e assim saberemos quando O-1(4) é variedade em R3  de 

codimensão igual a dois. 

O espaço tangente do estrato-4? em 174  é a interseção dos núcleos de duas formas 

diferenciáveis ei  e C2.  Como ei  e e2 têm que anular o tangente ao estrato-4 no transversal 

e os geradores do espaço tangente de Ç.f, então 

ei = —b8cla2 + a5da3  e 

(2 = (-344 + 484c64 + 34440  — 48468a44a6610 — 32468a6.241/34 + 244a4e9ag40  — 9aga8440 + 484 4 6134 + 

16aR41406 + 16468644654 + 3244(466965 — 244a4c9c0010 + 3244 coma6a4 + 484606634 + 24460066104 + 

24468a016604 — 48466644 — 484a6c144 + 9624a6a10 — 244686009 — 16446105 + 32ag 444 — 48agag4612 — 

324 4 clogal — 244b64eio:b1oe° — 2446868469c9 — 48(4684624 + 244cm cloc84ai — 644a44e114 — 484 461046° — 

964684460j + 4846844bl + 2441484e10606 + 64ag 6846104 ai + 80468a4 	6° — 24464404ai + 64444elial — 

64(424684a669 + 32a24604610 — 24a24 agaloais + 64a2440.011 — 32a2a24a15 + 24(424c9c108)46 + (-34agq0  + 

3246R4 + 3aga64 + 324446965 — 32444n5a4 + 944c840  + 244 age9e4004 — 9aR44a1o3 + 4844e144 + 

48468a6644 + 2446866e865e6  — 484(4010465 — 484a/064 + 48444e42 — 1644469610 — 2444c00a4 —

2444c9a1 caco — 4844a4369  

64a56844.2169 — 64444.1.11+ 244 4c9ai 4°  — 244684e10606 — 484684461 — 3246644a1 — 484684a4466 + 

2446346669a9 + 244664e1061003 + 48agts 4624 + 6444 a44e11 + 16ag664a44b10 + 32agag4ai 615 + 24a244e°40 —

24a24a6c9e408 + 32a2 4 a64e16 32a246064 — 64a24 44a11 + 32a24684469)db3 + (3244469 + 32ag6344a4 —

3246844a1  — 32(12468(464 — 3244464o + 324a6463)dai5 + (-244e9a6elobs — 244c9agelobb + 244600004 —

24a2468008 + 24a2468c8a6n0 + 244c9c8b5 + 244666146101 — 24468co64al  + 244 e94610610 — 24age9c8a6bio + 

24+08469  — 2446064Q04)de8 + (3246844a4  + 32a24684 — 324684.204 + 3244a6610 — 32446s — 

3244469)de + (-324684a6610 32a2444 — 32444agal + 32468465 + 32agbRa6a4 + 32agb84469)dbs + 

(324441410 — 324684 4a4 — 3244466 — 3244465 + 3246844al + 32a246844)den + (2444e9e1066 + 

244 4c9c8610 — 24446°W/9 — 24468403amai — 24a2ag684a9no — 24a2a660665 + 24a2aRbo6c9c8 + 244684006a' — 

244684 c9e3a4 + 2444 e° ei0b8  — 2444e9c40610 + 2446844016a4)daw + (3246844610 — 324664469 —

324444a4 + 32a244609  

324 b64465 + 324684469 — 3246844616)db° + (12a2agb84 — 244 cot!, c40640 — 124446° — 124ag 4068 + 

244 c8a6ciobs + 1244a6bio — 1248644o/ — 12444065 + 12ag440610 — 24a2466asaago — 12ag664a6a4 — 

124465 + 1262466440  + 244 e84 el0b°  + 12414844ai — 2446084emai + 2446064eloa4 + 124148440a4)dc0 + 

(3ag6104 + 164 bloafici3 4 - 484 6669a6c6b5 ce + 96agage/2485 484a1a0100666 + 33440c841410 + 164e144610.6 + 

2  + 164q044 — 484664634 — 244684e10606 + 16468664a.06 — 2446846861669 + 

2  + 32CINCI4CII — 32agb8a64b5)db10 + (3246144a4 — 32a24444 — 32a0R44al + 
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64ag6104a86965 + 64ag ai cl8a8465 — 16ag68634618443 — 16ag 68 ci44a4a8 — 24agbga4c8b5c9 + 644a44a8c11bs 

244 ci5c84c10610 — 48agagclic8c1065 — 244C2509080N — 24403910a8C1555C9 — 6444999g — 6459680g 164E04b5 —

34 6044 + 24ag686100865cg + 244 0150008aebio — 214n04a6b10 — 24440csa868 — 3246563465 — 324 A 444-ictsbs — 

644aec13465 + 96agb8a8c64 + 48465a4c8 A ± 2444 a4 cocioc365 + 484a6cliceans  + 244 cba604865 + 48468610644 — 

48agbioce4 + 12agc10465 — 24agc15080865 + 324014468 — 48a1401868c8bg — 154eg04bio + 24agblocociace4al + 

164 62  C.42 26 	48a3b a3c2c + 32a3a c 4a2b — 32agbio4cisagal + 24agcmcbagcloba + 48agbgaia60865c9 + 5  4 15 	8 9 .416 	— 	5 10 	9 12 

12a4  046õ — 16ag6g04a8 + 21agb8 cga8a4 — 244b8/40c3a8c8 + 64ag 68a8b2 465 — 96ag66aineco4 + 6446844614 ± 

6agbeala84 —4844clicbc8bio —96agb8b9a6644 — 24aga4c940868 —244b8cisc9c8a8a4 — 64ag 68ag 0144 —48agbga4b4cg+ 

48as684c1 cbcioal + 640868a44ag4 — 1801868404a' — 64a56861044b8al + 48a56840104c8 — 48a5bga4ag461 + 

16a5bgagcgag69 + 48a5bgalagc869c9 +48a5bgal agclobio 08 — 24agbga44c1ob1oca +24a5bga4ag01068c8 — 484agclic9c4068 —

24agbioc840agai — 2446ga4c8468c9 — 64aga44011468 + 32a5bigai 412624 + 18440468 + 64agblo4agen al — 

16ag6gag4a8610 + 24ag n44009469 — 324b8a1agc134 — 484684c8/409 — 48ag bgal agc1066 — 48agbgal n10861608 + 

15468404a4 + 1646ga44b24 — 484i84cn caceai + 48468bio4461 — 244b8c16 084 ema' — 724bablo4ciobace 

04% 8  48ag 580g C110901994 — 3346840c64a4 — 96agNagb1466 + 32agb86204agal — 32468baag 624 + 48ag63 3A012 +  

4246act0csagal + 192465a1b5ag 469 + 2446ga4a8c1068c9 — 42440c8469 + 16agt4634a4a8 — 128ag68610a8albs4 + 

244bga4c8a8b1009 — 1284c/1011 ag465 — 16ag634444c134 + 964bgaia86403 + 48agagenc9cio610 — 64ag68610a44agbb — 

164686104624 — 30468clo44 + 244b8610agc1008 + 164b:4654 + 484bebb4ciob5c9 + 48agal4c20c865 + 

48agbs4cliegc8a4 + 324b66104244a6 + 64ag68694634 + 72agbabloceag68ce + 24agb8016084cloa4 + 24agb3c15c9c8 agai + 

64ag boi ag01401 + 304na4agb9 — 64468a44a86965 + 48agagct 1080568 + 324bgagc134 — 244a4c1oc9c8468 —

64agag46368 — 64ag6ga1 ag634 + 128a246944e11 + 48a2ag634c11c9c10 + 64a24t861o4a868 — 12a2ag63404 —

64a2agagcg468 + 96a24 bgagh cg + 64a246: ai 4486104 — 48a24694c940  + 24a2a516540c8a8 — 24a24biocgcloce — 

12a2468c104 + 64a2ag686965 4 +32a2agbio4c1, + 32a24bg634 — 32a2a51 b8610  4 — 32a2 agbaci4 4 — 64a241no4a8cli —

24a2468015cgascio — 64a2a144696ga5 + 64a2468a6c134 + 24a2468c1509c8 — 64a2ag6ga1654 — 48a2ag68a6011 coce — 

64a244a8624 — 64a24684464015 + 48a2469416c9c4808 + 24a2ag 6100840c/6 	96a24b8ag0124)da3 + (34684 ± 

244 4086508 —48agbg a8634 — 16agga4684 —24agclocbcsagbe +32agcl5cgagb8+32ag65 4a86965+4846g64 4-4sagb6c64-

94b84a6c10 — 3244c15a6610 +244c9clocea6b10 — 6444a6enõs + 48ag6ea6c144 + 244.94045 — 164684biobs + 

324 4c4s65 — 244090100865 + 24461/446908 + 164bia44a8610 + 32ag bia8al 65 4+ 24agbg4clob1oc9 + 164 68 4/40a8 — 

244 quina/floco +9a2b8c6440  — 484 beaàci34 — 24agoacLagbio + 64agekicii /no —24agbia6cio6scg + 32as bg2c3agbeal —

24agbgagclobbco 	16agbga444bb — 48agbgag4i1 + 32465446g + 48c4 64b24 — 346s4cgo  + 48ag6eag4c42 —

64ag agci 1468 — 48ag684610ag68 + 24ag40cg4b9 — 324b:46104ai)da8 + (64a54c1 ia62465 	24a54a6240c965 + 

32a54ci5a624610 24a546: a6c8b5c9 +80a546568 a6610 4 —32a53686g 4 —3a5368a64 —320155cisa6465+24a55a6cloc9c8b5+ 
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48a5568a6c64 	24a53a63c10c9c369  + 48a536:a62634 + 24a53b1a62clobscg + 9a54b8a624 	- 48a5461a6644 - 

48a54 b8a62c14  4 - 64a568a64144 - 16a5báa63a44bg  + 48a514a64461 	24a5báa64ci0b9cs  + 16a521ja62a446o - 

24a52a6440c9b9  + 64a52c11„644b9  - 24a52b1a63 ciai) taco — 48C152b1(163624 	24a52b1(163C8b9C9 — 48a5268a644C12 

3a52b8a6440 	112a521)8a63b94610 	24a5361a62c8b/0c9  - 16a53bábs4a4a6 - 9a5368a63c840  - 96a536865a62469  + 

48a53b8a63c/3  cá - 48a5368q04a62 - 24a54a62c10c9ce610 - 32a53c15a634bg - 64a53cila634b10 + 24a53a6340c9bia + 

32a2a52báa624b9  - 32a2a53 báa6biacá + 32a2a54bab54)das. 

Os geradores do espaço tangente à imagem de O em V4  são v1, v2, v3  que podem ser 

facilmente calculados (ver Proposição 2.5 ). 

A imagein de O não é transversal ao estrato-4 se, e somente se, R{vi, v2, v3} + kernel 

Ci n kernel e2  Ç V4. Como kernel ein kernel e2  tem codimensão dois, esta não transver-

salidade significa que existem dois vetores, linearmente independentes, Aivi  + piv2  + )35v3  

(j = 1,2), tal que 

ei(Àvi + giv2  +$v3) = O 

e2(Aiv1 + /1;7)2  + piv3) = O 

para j = 1, 2. Isto é, fazendo x = Ai, y = µ}, z = O}, teremos que ter duas soluções 

linearmente independentes para o sistema: 

Aix 	A2y A3z = O 	 (1) 

Bix 	B2y + B3z = O, 	 (2) 

onde /1.1  = ei(vi) = —bg + a5c10, A2  = (2/2) = — b3  b6  a5c9, A3  = (v3) = 4a5c9, 

Ri = -344c15  + 214 bá clocgag  a4  - 96468403610  caci  +32angasal  65  cácis - 1284 6869 ci4cá - 48a2b8aia6ciocgcabs + 

96468b54a4a5c11  - 964 bgai  asa6c9  

16albáb1act4b54 - 128a2a44cti4c15 + 12468  du c:aá ai  - 48468  csagb9c9cis + 16ag b: ci4a6a4 - 24agb8c9ced2i agat - 

244b8a4c940a6b5 + 484 cáblactáb9  cis + 24a2a4coag cio 	+ 18agagca40cii 4844684624cm + 4841686944c10 - 

48a2b8a44a66i0c15  + 24a2b8dncsaáCICIa4 — 48agbábLcsa6c9  - 24ag c/5  c9c8a6a4 + 24agbiocacLasb5 + 484báblocabscg  - 

64agbíbloa5b34 + 244 cac8d21 aába  - 1604bia4aoctibs + 24aM0cgcloaaaa - 24agduc84ciobio + 48agligagcgclocabs  

244 cgagcodu  - 324 9cánáb9  - 96444,1'465- 124 di2  ag 4065  - 124du4nábg  - 324 q,b3cábs + 96agag chi cácti + 

484 aáci3c92cis - 1844 cáciocu. +3244406n4  -9agc8agcl0c15  - 324 caasb9b5els  +484 a caciadnbs  - 16a2cpLascis  - Z 

64444d1eb10 - 24i4a4c9c8a6c10c15  + 4844N4diabio - 1284686444 + 48468as clobs c9cis + 9&4báb10 b44  

48agq,a4c64 - 30468bia  elas cio  + 964b8a6  cabanil - 1284 baascácubs + 964b8a6b44ci - 12ag68d12 cáaaa4 -

32ag MI  94 asa,'  + 32466c144l10a6  + 1924 b6b9a6c6cá + 12468cl/3465 + 644684c1465  - 244bachc6a6õ5 + 

244b8a4cscloc865  24a2cac8d21  asbio + 484bacgasblOC9C15 + 484 hgagh3CáCis — 244egasCIOd2i bs 944a6CIOCI5 

2  + 644*26624h5 	42a2babiacgaácl0  - 96a2b8aác1obsc9c11 + 96agaà4rh4b10 - 
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124 di2 4a6615 — 124613/9a34 — 48463644c15 — 484a5c9c5 cha65 + 244ducsa6c1565 + 6446g4,1i —24aghoceciocos+ 

644,64d1365 — 484a3c144,15 + 16a24blobscis — 96aga,ce4,„ + 324,2,94,66w  — 324,119465 — 48463,866c9c15 — 

96468b1oce4 + 24aNc8d2tt,5 + 484c64c15 — 124d12466 + 64656104 64a64cn — 3462a44 + 344c20c15 — 

48ai4cioNcs62 — 3346240c54a4 + 112463a44465c55 + 484654c9cadual + 24462ci5 c5c5a2at + 484654461ci5 + 

64465694c134-9646344d14a4+484tibl0a44a6+484684c9c1od13a4 + 244 6,23cisce 4cloa4 — 24465duce4cioat + 

484b84embecoci5 
	 3246546504ai cis 

12465d12440a4+964654c1ohoc9e11 +964654c569c9cu —256466626544+964 65462 4cii +244656locecioc54a1 — 

24465a4c1oc5c8465 — 128465 cua2465 — 9646561544c52 — 6446544d18al — 3244462c15 — 60468654c5ch — 

1284656961044 + 24465c94clodu ai + 484 bani 440  c965 —48a24csoctodt3bio — 24462a4c565c5 — 484 4c9alcaclocn — 

244c5404a1 cis + 12844a2c11-a1c55 	124d1244065 + 96444c52c11 -f- 128a2a2a444
1  + 164624654 —

224465c1144610 — 96444d1469 — 16468a4654c15 + 24a268c5c5d2i as a4 + 244 di2c6a2cio65 + 4844c9clodi3b9 + 

72465440c5bio — 4844a4c940en. + 484624cipcgcs + 644654445a4 + 1246640
465 + 64462511624 —

4841534c9cedna4 24465c54ciod2I a4 — 19246265a6644 — 48462bioasclob5cs — 48462a4644 + 12a2d12440610 —

24a2610c9404 —9646265a6c565c5+64a244d5565-1-964bL44c11 —48ag44c12ci5 — 324 4454ai —484 654c94065 + 

19244465c1165 — 244 c5a2ciod2165 — 48a24c9c5d1369 — 724654cipc5c5615 + 244c5c1oc64 cis — 964age134ell — 

96ag654634c5i + 3246n/1944c1 + 32a26561o4c534 + 192a26544c1265 + 256a2 bainhais/4o 4 —484beagclobioc9c15+ 

484 4a4c5c5ciocii + 32465 4a4 4biocu + 324624c544ai + 24a2a2c,c9c862 + 128a56544a165cli — 128a565624 4 —

96a5444ci2al + 96a56262ajcioc5 + 32a562624a44 + 48a562ai4ciobioc9 + 48a5624c5 c9cioal + 16a56244465 + 

96a5616544bi — 32a5b2b1544169ai + 24a562a44cio69c9 + 48a562a1 4c869co + 32a5b2a14624 + 4246240554cl — 

48a5b2a44461 — 18a562404a5 + 4844c9a140en — 48462654a44bio + 15462404m — 24462a4a2ciobiocs — 

48462ai agclob5c9 — 24462a4c8465c9 — 48462a54c56iocg 164b2a44624 — 48462a24059 — 128462694624 —

484624cl' cgcloa4 + 24a26869440  + 1444444c12n4 — 24462c15c54cioai + 3246244cuai — 64462a14634 —

1646244a5610 + 1246542 a240al — 9646244c5c5 — 144462654clobioce + 964602444a' + 192462a1654469 + 

256a26562446to — 484 624n 5555at  — 160a265a2a4465ci1 — 48a265a2c5cioduai — 964654416galeu + 1284 62ct taá 4 — 

128444a141  — 24468bloc9404ai + 96a2b2b94c1065c5 + 484626?04cioc9 + 96462a1a6644 + 24462a4a6clobscs + 

24462a4c5a66loce + 1644634a4a6 + 24465a4c20c5465 — 964654cloNesci — 964654461 cit — 304 62c154a2al + 

14446265a2cebioce + 48a24a/a6c565c5 + 484624ci 1 cgcsa4 — 8046244c13a4 — 96462610aea1 654 — 64440ci 1 -1-

160462654634 — 18465610a2c20  — 964624b1465 — 9646265654a4a6 1- 32444,624610 — 64a2468654c11 — 

128a244441  — 24a24045aec15 + 64a2462ata6615448a24656542c540  + 48a24624en ceco — 64a2462ae624 —

12a24c10462 	_ 	64a2a2 ci4462 	_ 	24a2a265c5c5d21 	+ 	96a24624614 	— 

192a24444c12 — 64a2462a1654 + 24a2agoacioc5c1s + 48a2ag4c540cu + 12a2468d12440 + 24a2462c10c5a6 1- 
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128a246ibg6541-128a244a6clic15  +32a2ag66d194+12a2ag63ci12 cg —64(124606*m —32(u4445  — 12a24b:40ag + 

646ácti a6cg — 48a2agas cecioesci +48a2 aRtsa6c9cadn —24a2aginoo9ciocabs +24a24bacoasetod2i — 24a2 agbadt2 cansem — 

64a2aial4bgbias +24a2atbablococLas —48a24qa6clicgc8 +128a2ag6as4cu —64a2atõdnoclascii+96a2agbacigc8d14-

24a2aWciscgascio — 48a24bs4egcladia — 128a2a084aa6oci5 + 48a24b869a6c9c10c8 + 64a2aRt104c1368 + 

192a24bBagc8b9cn — 32a24bibL4 32a2ag ba *2, 

B2 = e2 (1/2) = —(6ag 	— 32a5bg ag b24 — 484bgq04a44 + 64a2as4bi4pgai — 64a244bga6b9b5 + 64a2ag4bg4q — 

16a444bía661065 — 96a244bIbloaR — 32a6cuc44Na2 + 164 agcNagbio — 64a4a544468 + 80a444qap9blo + 

641jagI344b10 +64b4hag4a2-160144b24*5+344bga6a4-48+8c124bia4-16a,21as46i46o+80agcu44*4+ 

9644cn4bZa2 + 484b4a2c5a6a4 — 96báb444b8  — 6ba4a;65 — 48agcloblbio4cgbs + 96ce44báa2 — 15a404bila4 + 

64antibps4cia2  — 244ciobgb54coa4 — 16a,l414b54a8 + 244clobgbio4c8a4 — 144ceag4bgasa4 — 16bg4ba44a4 —

32b:agb3agcabio — 163gc1344bia4 — 32agcu44bila2 — 16blagb2ag 4a4 + 24c84bgbscgasa4 — 128a6aibilbl44 + 

32a4agblble1+48a6cloblblakc9-48c8agblblcg+12agebagbla2-24csagalichbga2-24c8agbgagbiocoa4 — 2144 4cioõga4 + 

1244aaciobia2 + 33c84ag40bla4 + 24c641124bgeoa4 — 48c84bl4b1oc9bg + 48c84bia6biocob5 + 6468 agbio bg4 + 

12beci4agclobio + 24b8a4atcogc?0b5 + 6b84agasciobs — 24b8c144c9c8a6c1065 — 1688(14  &Mais  ag bio + 1268ag 404 bio + 

64b8a2ag4agci itno 	 2468a24o9c10c3a0610 	 24b6a2atcgc 0aábio 

32b8a244cua6bio — 192bani4cnagb5  + 96b8ag4c124b10  — 32b84e1444610 + 32b8a2ag4cnbs — 6b8440465 —

64b8a8cmagc8b5  — 32b84c13ag4b10  + 128b8agcuagelb5 — 64b8a4ag4c11 agbs + 16b8a444cisans + 6b6c844q0b5 —

128684140a6elbs — 128b841404bgc8 + 128b84bloagbg4b5 + 64b8báagag4bta + 96b8ce44a5b10 + 12811166344N — 

3214ael3 ag 4(12  — 964 c,9261 bi 4E12 — 964414614110 — 24b8c8ce5laM0bio + 4844bgb1 asa4 + 19244bgb1465 + 

6444alblbgbloas + 19244ai bgbtaagb5 + 64bace14044 — 25644allibg4bs + 64a2age314bl0a8 — 3244allE04 —

32a2aRc8bIbtobs — 64a24 cZbgbiong ai + 244040946106g — 4840agega6bg — 64agan44blobs + 64agcnalcigo + 

644cliag4a4bab9 — 1284 cliage8b8a2b9 — 192agcli4c3b5bm +128ageitagc3b5bg + 128a6cn44bg 24asagclobgb9cga4 + 

48agajcioblbgegbio + 16cisag4a4b84b9  + 48c15age.926104b9 — 48,1544q04 +32,154.8b8a2agb9 +144cisagepsa,bio — 

96e1544h4b9 — 96c1544bg — 24chagegaga4b8b, + 48cio4c9c3bl + 48,104c9,8b54b, — 72c104.9c6b5,0b10 + 

24,104c9c6byaag —24404,,94blo  —24cia4c9c8biongba —48cmago9cabea2agb9 —48404 cgagb5bg +24cloagegeaa4bangbg 

72404cgagbsb10 48404eg4bga2b9 484ainobgegbg + 184e83iche7 — 1924ba4bgc64 — 964b644b1c7 + 

244bi4ei5c9caa4 + 244b8a: c9qoal + 644 bgagai 634 — 9644c134c7 — 32age8q0a6c7 + 964b8d81a6a4 —

48a2b8c9c8dgaisa4 — 484banaciobsc9c7 — 324b8a4b54c7 — 96agb6a6b34c7 — 484bacieb44c1s — 644+1 saaa4c7 —

48agegagclodgbio — 2444egc10d2ib5  — 24agaào9c3d31b10 + 124d1044b9 — 64ag4asb9b5c7 + 12agdm440b5 + 

484a4c9c8aacioc7 + 244diac84clabia — 48agc9c8dgagbg + 964d84469 + 32444d15b5  — 4844c144c15 + 

9agag4ciacis + 64agag4d19b10 + 484bacsagbgege7 + 9644biaaábgc7 — 484a4e94elac7 + 1284a4elcu4e7 — 
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484 cgclocaagai + 96a2 be 462 eget + 96'12 beett 4a6bioct +48.4hagelobiococr — 24agõsdlocaaRcion4 — 12a2b8dio44ai + 

48aghcoc84ag + 64agb8a6albs4c7 + 2441)84 cocacin a4 — 96 ag b8 d8 4 a,Sai + 484 68 a á b3 4 els — 6444cjd1968 + 

12agbad1o4cl0a4 + 128agbe4b9c144 + 32at 6844 di8a4 — 30agbn4clo4bg — 484b84624c15 + 64ail84cáci1 	+ 

484egc 04al e7 + 24agaàcgalcanocis + 24ag aga4 cgcLci 5 — 1280% 24clialc7 — 244 atcocio dn bg 64ag4a44c11c15 + 

964 bWbgb44 — 32a2a56445  + 64a244c15c7 — 12a24b8chocl — 48a24b8coaecto dg + 64a2agben04d19 + 

24a2aga6coc1oescis +48a24c940a6c7 — 128a2 cZasci c7 — 24a2aRbila6ciscoce — 32(12 agbangcadia +24a2agbe4eociod2i — 

12a24b8dlo440  +128a2agbecanobotr — 24(12 ag ageocbcis +64a2444clici5 + 24a2atqaácis coem +48a2aNnáci 'coce — 

48a2agNagclicgclo — 184N4M0b9 — 48a5bg atai c8b9c9 — 48a6bi4aic1ob1ocg — 48a5bg4cl1cocion1 + 18a5bg440ai — 

48a5bl4elol4co — 484c9c8d9b5 + 484b8c8bscgc7 + 964b8b44c7 + 484e9a6c10d9b5 — 964d84a6b10 — 18a4accioc7 + 

48a; a6c6c92cis +484cgcsdoa6ho +32aZ4biobsc7+96.4a6c144c7 +24agaccocsd2ibs — 64aN3c0i 965 —24a75di0c8a0c1obs — 

124d104a6b1r., + 124b8d1o4a6a4 — 484 bscsagbi oc9c7 — 96a24Nd84 + 484 beco4 ciodga4 — 484be4clicoceb5 — 

644b5ag4d19a4 +96444c12c7 —12agdiongclobio + 484agc134c15 — 94 agescLc15 + 32(4 aNcl,a4 — 32aga4dubio + 

64684094 — 244 dioc8a2ciob9 — 24aR4a4c9c8c1oc15 + 48c4e9c4c10d9b9 + 244agc9ciod2i 	+ 244agesead2i 69 + 

644 c3cis aàai c+ 192464 ai c6c3 —48aNcgagclodni —24atbsageociod2ia4 —240b84c0c8d21 ai +484t84clicocablo+ 

484 biatci C9C10a4 +484bl4cgiic9 +246WACI5C9CIOCII + 32aNatbob24 — 64468 44at boei — 644 Natbiocifi cilai + 

484684clicoclobs +964bilbsa44Wibg — 64aRgagbgb34 +30.20:agem ela]. + 192(084agboalc7 — 24aRbeagbiocociocsai + 

1284N4a1c11405  — 32a2b8a4disal — 4846,1+1Q65c0 — 964bg4ai b4  4 — 160.4b8a44agbge7 484be4e10b9c9c7 — 

1284t$846104a1c7 	64a B.8“64  -2..1, -, 9 5 u15.5 	 8at 4b8aàaiciococeb5 	484 bgagclic9clobs  

24aibadlocg4cioai — 64444qc7 + 12atdio.4cf0b9 + 32agat4 dubla — 484 44c12 eis — 32(44mai45  — 64b4ai 4 — 

484N4ciicgcaa4-1284N4al ci44 —244blageiscocion4 —24aNagei5cs ceai —124 bschociWoni —484 bengal clocobs + 

48468o:43bl —48aRbe atei cgcsbo +42468440c/09 +644 bs agc3ai biocis —48agbgaácii cociobio +24aNatcgclodn ai + 

64444a1 citcts — 24c44cgaic 0cI5 — 644b84b9c134 + 48agbgagalciob5co + 484 4+1 001009 — 424bl4cl0c8al + 

48a2b24 5 86 6 11c g ceai + 644 gagai cisc3 + 12agd1ocgõ5 + 96agd84b6 — 964esq,c7 — 12;e264c15 — 64440c7 + 34t4c 0cis + 

2 9  24a24b8d10csa6cto + 48a2 a;b6 coca do — 48a24cociocee7 — 24a2 agb8a6cocadn — 64a2abac 2bioctVas 

/33 	= {2(1/3) = —94.4c 0  — 120(1241/n11100.Oct° + 64a244bg4b9 + 96a24b8 cgasciodio — 64a24cEa5bio + 

96a24b8a6c9ced12-96a2agbeagegclodu+96a2a2d4b9c1068-192a2agb84afibeca+96a2a2a64ciacio+192a2a2cla6ciics+ 

64a2agas4cIsb: + 60a24b6 agefo + 96a2a2b644d13 — 192a2ag44c11 cio — 96a2a2b8cocadio 64a244cáciibá — 

96a2agb8ae4d21 + 72a2a4c94.0  + 96a2c084bloce — 144a2ag coe? 0a6c.8 — 64a244c7b1 — 96a24b8b54c10 — 

144a1b8i4b3cácio + 644bi4albs4 — 144468644Q — 72a2b8cilb5co + 96a1c9c8dlobs + 1204rhicea5cobs + 96age4c10 — 

96a2a6c9c8d1b5 — 604ch cPs +6444boalbg+ 1444 ce4 ca —96444b5+3644a6c10 —4844hob5c3 +964a64d2165 — 

964c9a6ciodlobs —96agcgcschanobio —144agaec64cio —144a2a6e14cica +604du càaebio +964 d94a6bio + 64a2bacàc7bs + 
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144468a6b34c8-964+421610 -96468dg4a0a4  +144agagc144aw +364agc 0c8- 72ag a4c9cga6 aio - 604 du  agagin + 

14444e134c8  + 4844b 0acc8  + 1444 Nasalo/nage/1 604d1i agaiohs + 964bacga8dioasa4 + 9644c15acia4 - 

1204dn  c6agclobio 	144aga6b10465alo + 96ag4e9c10d1265  + 96ageg4emdiohio - 54ag cgag c? o  - 6446ge6 — 

644b8c15a4465  + 9644466965c8  — 96444d13b5  — 604badli4.6.4 + 1204d,,,,c84c1.64 	96444c15a4c10  — 

964,44nod1064 + 964c9c8d10469 + 9644gc4.8du6i0  + 48468a4654c8  — 72ag aga4  apego  + 724in  cganioag - 

144atag4a12as - 96466ageocedna4 + 60agd11ag40b10  + 96444d2189 + 1444 h -8as- h 4a;a10 + 96ag44d13610  - 

96468a5a1b54a8  + 48ag 110404 cio - 14444 	- 964d94469  - 64ag684c7a6610 	964bscga8dmag + 

96aginag-ur2dna4 + 120agim  asag a4 + 144aga4cg4c?oas + 72agegclo44 - 96agagc9codn6no  - 96ag4el5agat as - 

96agag401369  - 1444 cgblo  agincs  + 1444ag agencio - 60agdn  ageLba  - 96agagcgc6d1269 	192aga44e11  a:c8 + 

964ag4b9a1065 - 64a5bg46á4 + 484inaga44inono - 72ag6ncgaNca - 72ag68ag após + 644 inct  tagaPs 

144ag imagin  ages  + 22aRagc9a140  + 96460aga8a10d12a4 + 96agi8as4nodioat + 60468li1 cgagat + 964684e9c8d12a1 - 

64ag6i6i044 	144ag6magclobloaaa6 + 9644ag6a6 + 64ag6acisag4bio  + 64468c3c7469  + 48ag6n65c8a4a6 	- 

14441)04 cáa6bloa6  + 96468 clocgagai -96ag68c94n0d10a4 - 12844654469 +144agtsagaiobacaca + 1254465 a66104 + 

64agbgcác7a5a4  - 120468ri11  c84naal  +2404b8a444b9a6  - 96aR inag4a 	aio +964664c3dnat +60a68dliaM0ai 

724 684 cl.o cabg  + 1284bg4bg  4hto + 64ag6g44c15  ai  + 64a2agbgb54 + 64agbgag4clia4  + 644bg4a44b10 + 

60a2aginducg -64aggaNctsa4 -64agbgcác7ag +96a2agbadacg-60agbgdnaggoa4+144agbaagb2a8no+72a2aNawag- 

6446na1s44b9 	- 	96a2  age.,3 cisca 
- 95(4 beaticidis 	- 	9546844d21a1 

144ag684e61c6  - 644 68  cii  agaghio + 724664c 0aob10 + 192444e11a1e8  144agc9c 0aga1  ca  + 964age9c10d12b9  + 

192a53b84b1062a1c8 - 48a53a63459a1ob10  + 95a53  a634alets cio + 192a53a63a44cu  c10  - 64a53654a4a614 - 

144a5268a64461c10 - 144a5268a63a44b9a10  + 64a52  66  cl ia64469  - 192a52  a64,4 aleitam - 96a5268a64c9t10d12a1 - 

288a52684a636oa1c8  - 64a56ga63a4469  - 64a56ga64 c8cita 1 - 64a5bga634610a1 + 192a5a64 	linciobs - 9a5741. 

No caso em que AiBi 	O para algum i, j = 1,2,3, (1) e (2) são equações de pla- 

nos. Para termos duas soluções linearmente independentes, estes dois planos devem ser 

paralelos. Caso contrário eles se interceptariam em uma só reta e isso daria apenas uma 

solução. 

Sabemos que A3  = 4a5c9  O para 4, logo podemos dividir em dois casos: 

(1) Se B1  = B2  = B3  = O a equação (2) gera o espaço todo. Portanto, basta tomar duas 

soluções linearmente independentes do plano (1). 

(ii) Se existir um À E IR. tal que A1  — ABI  = O, A2  — ÀB2  = O e A3  — ÀB3  = O então os 

planos são paralelos. Portanto, existem duas soluções linearmente independentes. 
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Mas genericamente, ou seja, quando Bi  $ O para algum ti = 1, 2,3, e Ai  — A./31  O 

para algum j = 1,2, 3, vale o fato que imagem de 6,  é transversal ao estrato-4f Então 

pelo Teorema 1.25, a variedade dg em M, que é igual a 0-1(4) é uma variedade suave de 

codimensão dois, o que significa que é uma curva (ver Figura 3.1). 

3.4.4 Demostração da Proposição 3.12 

Prova: Suponha que P tem uma singularidade 51  na origem, e tome, sem perda de ge-

neralidade P(x, y, z) = (x, y, f (x,y, z)) tal que j4  f = a1x2  + a2y2  + a4xy+ asxz+ a6yz+ 

b1x3  + b2x2y + b3xy2  + b4y3  + b5y2z + b5yz2  + b8z2x + b6zx2  + bis xyz + e1x4  + e2x3y + 

c3x2 y2 ± caya e5y4 + e6 y3z + c7y2z2  + coza  + ci0z3x + cliz2x2  + ci2n3  + ciax2Yz + 

Ci4xy2z + c15xyz2. O espaço tangente à g-órbita de f em 174  é dado pelos vetores ui, 

i = 1, • • • , 10 (ver Lema 3.6). Um transversal à órbita pode ser sempre dado por 7' = 

ift{y2,  x3, x2y, xy2,  y3, y2z,x2z,xyz,x4,  x3y, x2y2, xy3, y4, y3z, y2z2, yz3, z4, xz3, x2z2, x3z,  x2 

yz,xy2z, xyz2}, e um elemento de T é I = j4  f + Et2y2  + t1x3  + b2x2y + b3Xy2  + b4Y3  + 

S5y2z +56x2z + bisxyz + é-1x4 é2x3y  ë3x2y2 t4xy3  E5y4 E6y3z  E7y2z2 Nyz3 

E9Z4  EioX Z3  + ë11x2z2  ë12X3Z é13X2YZ õ14xy2z + E15xyz2  onde C22, j, ãj  E IR. 

Consideremos no transversal a projeção na direção singular sobre o espaço tangente, 

(a, fi, 1, 0). Ou seja P(x,y, z) = (x, y, I(x + az, y fiz, z)). Neste transversal, temos uma 

singularidade 51  se 

t coei t 2 \ = asa + asfi + alce2  + y22  + ã2)fi2  + a4afi = 0, 

coe f (z3) = bsa + bsfi + 01(2) = 0, e 

coe.f(z4) = è:9 cio& I- cai@ + 02(2) 

onde 01(2) e 02(2) são os termos de ordem maior ou igual a dois em a, fi, Et2, h, Ei  e 

são nulos se a = fi = O. Como as 	O, da primeira equação pelo Teorema da Função 

Implícita temos que a é uma função de fi onde o primeiro jato é a = --efi. Substituindo 

a na segunda equação temos que genericamente o coeficiente de fi é não nulo e portanto 

a solução próxima do zero é fi = O. Logo a = O. A terceira condição nos dá então Es  = O, 

que é a condição para termos singularidade 51  no transversal. 

90 



Queremos saber quando a imagem de O é transversal ao estrato-51  em V4, isto é, 

quando d9(1R3) + Tf51  = V4, e assim saberemos quando 0-1(51) é variedade em 1113  de 

codimensão igual a um. 

O espaço tangente ao estrato 51  em V4  é o núcleo de uma forma diferenciável e. Como 

C tem que anular o tangente ao estrato 51  no transversal e os geradores do tangente de 

g.f, então = (c8b8  — b6cio)da3+ (a6cio  —a5c8)db7+ (Nas — bsas)dcg, onde 1)05  —Nas O, 

pois a singularidade é do tipo 51  (ver Proposição 3.4). 

Os geradores do espaço tangente à imagem de O em V4  (ver Proposição 2.5) são v1, v2, 

v3, que podem ser facilmente calculados. 

A imagem de O não é transversal ao estrato 51  se, e somente se, IR{vi, v2, v3} + kernel 

ç V4, o que significa que v1, v2, v3  pertencem ao kernel C.  Isto é se, e somente se, 

(vi) — O <=> c814 — c10a5c8 — bsclobs + a6d0  + (b6a5  — b8a6)d12  = O, 

C(v2) = O 	c8b8b6  — a5ç23  — bk0  + a6c10c8 + (b6a5 — b8a6)di0  = O, 

C(v3) = O <=> (b6a5  — b8a6)d11  = O. 

Como temos uma singularidade 51  então e(v3) = 4(b6a5  — b8a6)d11  O, e portanto a 

imagem de O é sempre transversal ao estrato 51. Consequentemente, pelo Teorema 1.25, 

8-1(51) é uma superfície suave de codimensão 1 em M, isto é, de dimensão dois (ver 

Figura 3.1). 	 • 

3.4.5 Demostração da Proposição 3.13 

Prova: Suponha que P tem uma singularidade 52  na origem, e tome, sem perda de gene-

ralidade P(x, y, z) -= (x, y, f (x, y, z)) tal que j ì  f =  a1x2+a2y2+a4xy+a5xz+a6yz+b1x3+ 

b2x2y+b3xy2+b4y3+b5y2z+b6yz2+b8z2x+b9zx2  +  bioxyz +cix4  + c2x3y + c3x2y2+ c4xy3+ 

c5y4  + c6y3z + c7y2z2  + c8yz3  + cio z3x + cil  z2x2  + c12zx3+ c13x2yz + c14xy2z + c15xyz2  com 

a5 	O. O espaço tangente à Ç-órbita de f em V4  é dado pelos vetores ui, i = 1, • • • , 10 

(ver Lema 3.6). Quando a6b8(agb5 — a2aib8 — 4a6b10 + a4a5a6b8  — a14b8  + a54b9) O 

(mesma condição do transversal para 4), um transversal à órbita pode ser dado por T = 

IR{y2 , x3, x2y, xy2, y3, y2z, x2 z, xyz, z3, x4, x3y,x2y2,xy3, y4, y3z, y2z2, yz3, xz3, x2  z2  , x3  z, x2  

yz, xy2z, xyz2} então um elemento deste transversal é dado por f" = j4  f + ã2y2  + bix3  + 
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-62x2y + -63xy2  + hos + hsy2z + b7z3  + b9x2z + hioxyz + E1x4  + E2x3y + E3x2y2  + õ4xy3  + 
Ny4 ± -dozz  a7y2 õsyz3  + E10xz3  + õnx2z2  + E12x3z + õ13x2yz + õ14xy2z + õ15xyz2  

onde ãz, b,E2  E IR. 

Consideremos no transversal a projeção na direção singular sobre o espaço tangente, 

(a, fi, 1,0). Ou seja P (x, y, z) = (x, y, .7(x + az, y + fiz, z)). Neste transversal, temos uma 

singularidade 52  se 

coe f (z2) = asa + asa + a1a2 + (az + )02  az 	+ a4afi =- O, -  

coe f (yz2).coe f (xz) — coe f (xz2).coe f (yz) = (21)601  + boas — b3a4  — 21)0.6)ce+ 

(b6a4  + 2b5a5  — 2b8a2  — bioas)fi + 01(2) = 0, 

coe f (z3) = + b8a + b6fi + 02(2) = 0, e 

coe f (z4) = E.9 ± CIO& ± O8fi ± 03(2) 

onde Oi(2), i = 1,2,3 são os termos de ordem maior ou igual a dois em a, fi, ã2, b,Ei e 

são nulos se a = = O. 

Analogamente ao caso ie temos que genericamente as soluções são a = O e = O. 

Substituindo estes valores nas terceira e quarta equações temos que a terceira equação é 

dada por b7  = O e a quarta condição é 59  = O. 

Queremos saber quando a imagem de O é transversal ao estrato-52  em 174, isto é, 

quando dp9(IR3) + T.f5 = V4, e assim saberemos quando 0-1(52) é variedade em IR3  de 

codimensão igual a dois. 

O espaço tangente do estrato-52  em 174  é a interseção dos núcleos de duas formas di-

ferenciáveis ei e e2. COMO ei e e2 têm que anular o tangente ao estrato-52  no transversal 

e os geradores do espaço tangente de g.f, então 

ei = Mon — a5da3  e 

= (— bs acio as +bsagcs)db6+ (66*10  as  —66  agcs  )dbs (-268654+2680.6610 aR —2Nasa4as  + 

2Na2ai — 2bsa54bs + 2b¡4al)dcs + (a4a5bic8 + 2bsc10b5ag — 2ba6a1c8  + a4bila6c10 — 

b8c10a5b10a5—b8b10aRcs+2b8a6bsc8a5-2ciobla2a5)da3+(Na5c1oa6—q*s)da6+(bsb6a52cs—

bsb6a5cisa6)da5. 

Note que a condição para T ser transversal, implica que e2 não é uma 1-forma nula, 

pois o coeficiente de dcg  é diferente de zero. 
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Os geradores do espaço tangente à imagem de O em V4  são v1, v2, v3  que podem ser 

facilmente calculados (ver Proposição 2.5 ). 

A imagem de O não é transversal ao estrato-52  se, e somente se, R{vi, v2, v3} + kernel 

kernel e2  V4. Como kernel einkernel e2  tem codimensão dois, esta não transversa-

lidade significa que existem dois vetores, linearmente independentes, A2v1  + µ3v2  + fiiv3  

(j = 1,2), tal que 

(Aith pliV2 OiV3) = O 

(Aj V1 ± j/j2/2  -+ 0.03) = O 

para j = 1, 2. Isto é, fazendo x = À2  y = 	z = 	teremos que ter duas soluções 

linearmente independentes para o sistema: 

Aix + A2y + A3z = O 
	

(1) 

Bix  + B2y + B3z = O, 	 (2) 

onde A1  = ei(vi) = — ascio, A2  = el  (v2) = b8b6  — ascs, A3  = (V3  ) = O, 

= e2(vi) = baageacis + 2138aia5cloci - 2bsa6aic8cii - bsalcioascis - 2d12b8b5a2 + 2d12 bia24 + 2clubRagai + 

a4  as  b2c8  + 2biciobscd - 2bga6a1c8 + a4bga6cio - 2Nbioages - 2ciobRa2a5  - 2b9blagc10 + 2c1i2b8a6bioag - 2dubia6a4a5  - 

2dub8a5aâbg  + 4bga6b9c8as 

B2 = 2(1,2) = b8(2C8b8a54bg — 2b5b8a.c8  - 2cabiagai + a4biagc10 + 4b5198agcloae  - 2biob8aga5cio  - 2a6cio bia2a5  + 

c8bia6a4a5  - 2a2c1on6c7 + ai4c1oci5 - a6aRcsc15 + 2dioaga6bio + 2d1o 4b8a2  - 2d1oaiagb9  + 24c8c7  - 2dioaXb5  

2clioalbsa6a4 + 2clioa5b8aâni )/a5, 

B3 = 2(1.13) = ba (-64cioa6c8+3agcX+34a540  -10dii 654 +10di  a6bloag -10dilb8a6a4a5+10di ibsa24 -10di as aib9+ 

iodll bsagai ). 

No caso em que AiBi 	O para algum i, j = 1, 2, 3, (1) e (2) são equações de pla- 

nos. Para termos duas soluções linearmente independentes, estes dois planos devem ser 

paralelos. Caso contrário eles se interceptariam em uma só reta e isso daria apenas uma 

solução. 

Note que A1  = bi — ascio = O e A2 = b6b8 — c8a5  = O não pode ocorrer já que para 

52  temos que ter b8a6  — b6a5  = O e c8a5  — c10a6  O (ver Proposição 3.4). Como 43  = O 

podemos dividir em dois casos: 
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(i) Se B1  = B2  = B3  = O a equação (2) gera o espaço todo. Portanto, basta tomar duas 

soluções linearmente independentes do plano (1). 

(ii) Se existir um A  E  IR tal que A1  — X/31  = O, A2  — ÀB2  = O e )333  = O então os planos 

são paralelos. Portanto, existem duas soluções linearmente independentes. 

Mas genericamente, ou seja, quando Bi  O para algum i = 1, 2,3, A2  — A/32  O para 

algum j = 1, 2, 3, vale o fato que imagem de 9 é transversal ao estrato-52. Então pelo 

Teorema 1.25, 0-1(52) é uma variedade suave de codimensão dois em M, o que significa 

que é uma curva (ver Figura 3.1). 
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Capítulo 4 

Dualidade 

Neste capítulo relacionamos a família de funções altura H, estudada no segundo capítulo, 

com a família de projeções ortogonais P estudada no terceiro capítulo. Cada uma destas 

famílias fornece uma estratificação do espaço de parâmetros S. Mostramos que existem 

relações entre certos estratos de uma família com certos estratos da outra. Isto estenderá 

resultados já obtidos por Bruce e Fuster em [9] onde eles consideram estas mesmas famílias 

mas para superfícies em IR3. Estudamos também o comportamento das projeções de M 

em torno de um ponto umbílico plano parcial (isto é, um ponto onde M tem contato do 

tipo D4 COM o hiperplano tangente). 

Existe uma relação de dualidade entre certas partes do conjunto bifurcação da função 

altura H e do conjunto bifurcação da aplicação projeção P em alguns casos de subvarie-

dade em lie. Para curvas e para superfícies em IR3, esta dualidade é dada por Bruce e 

Fuster [9]. A dualidade é usada para entender a geometria da subvariedade em questão. 

Por exemplo, é mostrado que no caso de superfície em R3, o dual de um ponto A3 (ponto 

de cúspide) do Bi f (H) é uma gaivota (ponto de inflexão) do Bi f (P). Uma generalização 

destes resultados é encontrado em Bruce [4]. Mas só em Bruce, Giblin e Tari [13] os 

resultados de dualidade cobrem toda a lista de Rieger [44]. Também neste artigo, são 

feitos as correspondências entre as transições em famílias a 1-parâmetro dos conjuntos 

bifurcações das funções altura e das projeções ortogonais. 

Em [33], Dirce estendeu resultados de dualidade obtidos por Bruce e Fuster para 

hipersuperfícies e subvariedades mergulhadas de codimensão 2 em IR.". Em [15], Bruce 

e Nogueira mostraram a dualidade dos conjuntos bifurcações de H e P para curvas e 
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superfícies (resultados locais e multilocais) em R4. Além disso, é mostrado que existe 

dualidade entre o conjunto bifurcação da família de projeções de superfícies em planos 

com os conjuntos de bifurcação das famílias H e P. 

Também encontramos resultados de dualidade em [19]. 

4.1 O resultado de dualidade entre H e P 

Nesta seção apresentamos resultados locais e multilocais de dualidade para hipersu-

perficies em R4. Antes de entrarmos em detalhes sobre os resultados obtidos, vamos 

definir a dualidade em S3, de uma maneira análoga à [9] e [15]. 

Sejam S uma variedade de dimensão dois mergulhada no espaço projetivo 3-

dimensional P3  ep E S um ponto regular. Então o espaço tangente a S em p pode 

ser pensado como um hiperplano pela origem em R4, digamos, 	aixi = O. A este plano 

corresponde um ponto (ao  :a1 : az : a3) no espaço projetivo dual IP'. O conjunto for-

mado por tais pontos quando p varia sobre o conjunto dos pontos regulares de S é o dual 

de S, que denotaremos por S" (algumas vezes tomamos o fecho). Note que IP3  pode ser 

pensado como o conjunto de retas pela origem O E R4  enquanto que IP3* pode ser visto 

como o conjuto de hiperplanos pela origem O E R4. 

A seguir daremos uma outra maneira de definir o dual a qual faremos uso aqui. 

Considere a esfera S3  em R4. Dados uma superfície regular S C S3  e um ponto p E S, 

existe uma única esfera S2  equatorial em S3  tangente a S em p, ou seja S2  é a única esfera 

obtida pela interseção de S3  com o hiperplano gerado pelo vetor posição p e pelo espaço 

tangente a S em p. Logo, temos um par de polos C (ver Figura 4.1). Quando fazemos p 

variar sobre S estes polos traçam em S3  uma outra superfície, que é a superfície dual 

de S, que denotamos por S. Em S3  temos duas cópias do dual de S, mas se considerarmos 

S em E3, temos apenas uma superfície dual. 

Pelo Teorema de Tra.nsversalidade de Thom para a maioria dos pontos u E S3, as 

funções H. (definida no capitulo 1) e Pu  são estáveis. Portanto, as únicas singularidades 

locais para H. são os pontos críticos de Morse com valores críticos distintos, e para P. são 

as singularidades II, 3A. e 4. Para as Hu  e P. não estáveis podemos definir os conjuntos 

a seguir. 
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Figura 4.1: Dualidade 

Definição 4.1 O conjunto bifurcação da função altura é dado por 

Bi f (H) = {a e S3  : 1-1„ não é estável}, 

e o da projeção ortogonal é 

Bi f (P) = {u e S' : P. não é estável}. 

Segundo a definição acima, o conjunto bifurcação da família H consiste das direções 

u e S' para as quais a função H tem singularidade local do tipo A2  ou pior (ou seja, A3  011 

A4), ou então uma bitangência, isto é, uma singularidade multilocal do tipo 2A1  (ou pior). 

Ou seja, o conjunto bifurcação de H é formado principalmente por dois estratos onde um 

é formado pelas direções normais nos pontos parabólicos e o outro pelas direções normais 

a hiperplanos bitangentes. A parte regular de Bi f (H) que corresponde às singularidades 

locais será denotada por Bi f (H, A2). Já a parte regular que corresponde às singularidades 

multilocais será denotada por Bi f (H ,2A1). 

O conjunto bifurcação da família P consiste das direções it e S3  para as quais a 

projeção P. tem uma singularidade local do tipo 3A, ou pior (ou seja, 3A2, 3/13, 43 ou 4), 

ou do tipo 43 ou pior (ou seja, 43, 41), ou tem uma singularidade multilocal do tipo 211 

(ou pior). Respectivamente, as partes regulares de Bif(P) que correspondem a estes 
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estratos serão denotadas por Bi f (P,3A1), Bi f (P,n) e Bi f (P,2I I). O segundo destes 

subconjuntos não é correspondente aos pontos parabólicos e portanto não é detectado 

pela dualidade. 

Provaremos agora o teorema de dualidade. Observamos aqui que a relação entre os 

estratos locais é também provada em [33] usando um método diferente do nosso. 

Teorema 4.2 (Teorema de dualidade) Seja M uma hipersuperfz'cie genérica em Ift4. 

Então Bi f (H, A2). Bi f (P,3A1) e Bi f (H, 2A1). Bi f (P,2I I). 	Similarmente 

Bi f (H, A2) =Bi f (P, 3A1) e Bi f (11,2A1) =Bi f (P, 211). 

Prova: Seja p E M. Se o contato de M com hiperplanos for mais degenerado que a 

singularidade A1, então p é ponto parabólico. Sem perda de generalidade, podemos supor 

p = (0,0,0,0) e fixarmos coordenadas locais (x, y, z, w) em p tal que o eixo-w seja normal a 

M em p, e o espaço-(x, y, z) seja o espaço tangente em p. Podemos desta forma, escrever 

M na forma de Monge (x, y, z, f (x, y, z)) tal que f = h = fy  = h = O em (0,0,0). 

Além disso, por uma rotação dos eixos podemos supor j2f = a1x2  + a2y2  + eia  z2, ou seja, 

hy = hz = hz = O em (0,0,0). Logo, o hiperplano degenerado em p é dado por w = O e 

a direção normal unitária é (0,0,0, 1). O 2-jato de f é ai x2  + a2y2  + a3z2, com a1a2  O 

e a3  = O (pois, se a3  O o contato de M com o hiperplano w = O seria do tipo A1, e se 

= O ou a2  = 0, o contato de M com w = O seria do tipo D4 e isto não nos interessa 

por enquanto). 

Queremos saber agora, qual é a direção dual de (0,0,0, 1). O que precisamos, então, é 

identificar os hiperplanos próximos do hiperplano w = O que têm contato degenerado com 

M em pontos próximos de p. No ponto (x, y, z, f (x, y, x)) próximo de p, suponha que os 

hiperplanos degenerados próximos a w .=. O sejam dados por Rx + Sy+Tz + f(x,y,z)= 

const, com R, S,T funções de (x, y, x). A condição para este hiperplano ser tangente à 

hipersuperficie no ponto dado é 

R+f = 

fy  = O 

T + f z  =0. 

A condição para que este contato seja degenerado é dada pelo determinante da Hessiana 

de H iguala zero, onde H = ((x,y, z, f (x, y, x)), (R, S , T,1)) = Rx Sy +Tx f (x, y , x), 
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ou seja, é dado por 

fzz4Y-fn frxgz — 	f....dv -F 2hyhzfyz =o, 

cujo primeiro jato é 8a1a2b8x + 8a1a2b6y + 24a1a2b7z. Como b7  O pois a singularidade é 

do tipo A2 (ver Proposição 2.3), então z é função de (x, y). Logo, R, S,T são funções de 

x, y da forma: 

R .=-2aix + 01(2) 

S — —2a2y + 02(2) 

T = 03(2). 

Assim, o estrato A2 é uma superfície regular, já que ai $ O e a2  O pois o contato 

com o hiperplano w = O é do tipo A2. Sendo assim, o hiperplano tangente a este estrato é 

dado por T = O, e então, a direção dual de (0, 0, 0, 1) é (0,0, 1,0). Consideremos agora, a 

projeção nesta direção dual. Como (0,0, 1,0) pertence ao hiperplano tangente então ob-

teremos uma projeção singular. A projeção, nesta direção, é da forma (X ,Y, f (X ,Y, Z)). 

Como b7  $ 0, podemos fazer as seguintes mudanças: 

Z = z — c̀ f3(1,—c, z2)  X, para eliminar XZ2  na 32 coordenada, onde coe f (X Z2) é o coeficiente 

de XZ2; 

z — Z 	3  f(6Y, 	z2)  Y, para eliminar Yz2  na 32 coordenada, onde coe f (Y z2) é o coeficiente 

de Yz2. 

Logo, temos que a projeção é equivalente a (X, Y, (AX2  + B XY +CY2)Z +b7Z3). Esta 

por sua vez, é equivalente a (X, Y, (±X 2  ±Y2)Z + Z3), se e somente se, B2  — 4AC 0, 

ou seja, 3b 0b7  — 4b10b6b8  + 4bgb3  — 12b5b7b3  + 4b3N $ O. Isto é, genericamente a projeção 

possui singularidade do tipo 3A1• 

Considere agora o conjunto Bi f (P,21I) (caso multilocal). Seja u(x, y) a parametriza-

ção deste estrato de dimensão dois. Sejam pi  = a(x, y) e 732  = /3(x, y) os pontos do tipo A1  

no mesmo nível. Em outras palavras, projetando M na direção u(x, y) E Tp, M z-- 	M,p2  PI  

e 732  são pontos cujas imagens são superfícies tangentes. Como a(x, y) — I3(x, y) é múltiplo 

de u(x, y) então < a(x, y) — I3(x, y), N(a(x,y)) >= 0, onde N(a(x,y)) é o vetor normal 

à hipersuperfície no ponto a(x, y). Já sabemos também que N(a(x,y)) = ±N(3(x,y)). 

O espaço tangente ao estrato Bi f (P,21I) é gerado por a— /3, az  — fix  e ay  — /3y. Ou seja, 

a — /3, &x /3z  e av 	y geram o mesmo espaço que u(x, y), u(x, y) e u(x, y), basta notar 
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que a(x, y) — fl(x,y) = A(x, y)u(x, y) e que A(x, y) $ O. Como ax, fix, ay e fly pertencem 

a TyiM, i = 1,2, então: 

< a(x, y) — fl(x, y), N(a(x, y)) > = O 

< ax(x, — fix (x, Y), N(a(x, Y)) > = O 

= 0. 

Logo o vetor normal N(a(x,y)) é o vetor dual de u(x, y), e portanto mostramos que 

Bi f (P,2II)= Bi f (H, 2A1). 

As outras duas igualdades do teorema segue do que foi provado acima e do fato que 

para qualquer superfície regular S vale que (S)v  = S. 

4.1.1 Conseqüências 

Daremos agora as consequências do Teorema 4.2. Para isto precisamos da seguinte defi-

nição (ver também [43]). Um ponto de uma superfície M em S3  é parabólico (respectiva-

mente, cúspide de Gauss) se M e a esfera tangente máxima neste ponto têm contato A2 

(respectivamente, A3). 

Proposição 4.3 Seja u a direção normal em um ponto parabólico sobre M e u* a corres-

pondente direção dual que determina uma projeção de M —> IR3. Então genericamente, 

a função altura correspondente a u tem uma singularidade Ak, k > 3, se, e somente se, a 

direção dual u" determina uma projeção sobre M do tipo ,Ç ou 4. 

Prova: Seja p E M. Sem perda de generalidade podemos supor p = (O, O, O, O). Já 

vimos que sempre podemos escrever M localmente como o gráfico de uma função f (x, y, z) 

onde ./2  (x, y, z) = a1x2 a2y2 a3z2] Desta forma, pela prova do Teorema 4.2, temos 

que a direção normal à M em p é (O, O, 0,1) e que a direção dual é (0,0,1,0). 

Para a função altura na direção (O, O, 0,1) ter uma singularidade do tipo Ale, k > 3, 

devemos ter os novos coeficientes de z2  e de, z3  iguais a zero. Neste caso, o 3-jato da 

projeção dual, isto é da projeção na direção (O, 0,1, O), é equivalente a 

(x, y, b9x2z + b8xz2  + bioxyz + b5y2z + b6yz2). 
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Em Ak>3 COMO o coeficiente de z3  é nulo temos que ter b6  # 0 ou 1)8  # 0, senão o conjunto 

parabólico seria singular (ver Proposição 2.10). Sem perda de generalidade podemos supor 

que 1)8  # 0, e então o 3-jato da projeção é equivalente a 

(x,y,b8x.z2  + (Ax2  + Bxy + Cy2)z) 

onde, A = b9, B = (b8 b10  — 2b2b6)/b8  e C = (b614 — biababs + b2q)/q• 

Se B2  — 4AC # O genericamente a projeção terá uma singularidade do tipo 4 Ob-

servemos que as condições para Ho  ter singularidade Ak>3  não anulam B2  — 4AC. Se 

B2  — 4AC = O então a singularidade é genericamente do tipo 4 

Analogamente se a projeção na direção (0,0,1,0), (x, y, f (x, y, z)), tem singularidade 

do tipo ‘q (ou 4) então temos que j3f = a1x2  + a2y2  + b1x3  + b2x2y + b3xy2  + b4Y3  + 

b5y2z + b6yz2  + b8xz2  + b2x2z + bioxyz. Logo, temos f x2  + y2  + Az4, onde À é uma 

expressão em termos dos coeficientes de f. Ou seja, a função altura na direção (O, O, 0,1) 

(que é a direção dual de (0,0, 1,0)) tem uma singularidade Ak>3. 	 • 

Com o Teorema 4.2 temos que Bi f (H, A2) e Bif(P,3A,) são superfícies correspon-

dentes, ou seja, são duais. Pela Proposição 4.3 temos que, genericamente, a curva A3 

da primeira superfície que é cúspide de Gauss corresponde, por dualidade, à curva 4 da 

segunda superfície. Pelos resultados de dualidade de Bruce [8], segue-se que a curva zg é 

o conjunto dos pontos parabólicos de Bi f (P,3A1), ver Figura 4.2. 

Bif (H, A 2) Bif(P, 3A1) 

Figura 4.2: Conjuntos de Bifurcação 
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Corolário 4.4 H. tem singularidade A3,  se, e somente se, u é ponto parabólico de 

Bi f (P,3A1), H. tem singularidade A.4  se, e somente se, u é cúspide de Gauss de 

Bi f (P, 3A1). 

Prova: Suponha que u é um ponto parabólico de Bi f (P, 3A1) =Bi f (H, A2) (Teorema 

de Dualidade 4.2) então por propriedade de dualidade us E Bi f (H, A2) é uma cúspide 

de Gauss, isto é, Ifu.  tem singularidade A3. Suponha que u é cúspide de Gauss de 

Bi f (P, 3A1) =Bi f (H, A2) então por propriedade de dualidade u* E Bi f (H, A2) é um rabo 

de andorinha, isto é, Hu. tem singularidade 21.4. A ida destas implicações são provadas 

analogamente. 

O caso geral seria uma consequência direta do Teorema 2.1 em [12] se soubessemos 

definir a curva ridge em S3. Então temos uma conjectura. 

Conjectura 4.5 Suponha que a curva parabólica de Bi f (P,3 A1) é regular. Então Ilus 

tem singularidade Ak, /c > 3 se, e somente se, as curvas parabólica e ridge de Bi f (P,3A1), 

têm contato k — 2 em u. 

Proposição 4.6 Considere o conjunto Bi f (H, A2) e um ponto u pertencente a este es-

trato. Então a projeçõo ao longo de tf tem uma singularidade 3A„ k > 1 se, e somente 

se, a função altura correspondente a u tem singularidade A2. Além disso, P. tem sin-

gularidade 3A1  se, e somente se, u não é um ponto parabólico de Bi f (H, A2), P. tem 

singularidade 3A2  se, e somente se, u é um ponto parabólico de Bi f (H, A2), Pu. tem 

singularidade 3A3  se, e somente se, u é cúspide de Gauss de Bi f (H, A2)• 

Prova: Para provar a primeira afirmação basta notar que pelo Teorema 4.2 temos que 

Bi f (H, A2)= Bi f (P,3 A1) e pela Proposição 4.3 temos que singularidade Ak, /c > 3, de Hu 

corresponde a singularidade A (ou A) de Pu.. No caso em que Bi f (H, A2) é uma superfície 

regular, o seu dual é o discriminante da família da função altura sobre Bi f (H, A2) (ver 

[8]). Seja u um ponto Ak, 1 < k < 3 de Bi f (H, A2), ou seja, Bi f (H, A2). A(Ak). Pelo 

Teorema 3.5 A(Ak) = Bi f (P, 3A,) e isto significa que Pu. tem singularidade 3Ak  • 

Por outro lado, se P. tem singularidade 3A„ então temos pela Proposição 3.5 que 

Bi f (P,3Aj = A(Ak). No caso k = 1, como A(A1) é regular em us então por propriedade 
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de dualidade temos que ti E Bi f (H, A2) não é ponto parabólico. No caso k = 2 temos 

que como A(A2) é cuspidal edge em u* então por propriedade de dualidade temos que 

ti E Bi f (H, A2) é ponto parabólico. Finalmente, no caso k = 3, como A(A3) é rabo de 

andorinha em u* então por propriedade de dualidade temos que ti E Bi f (H, A2) é cúspide 

de Gauss. 

4.2 Umbilicos planos parciais 

A seguir, estudamos o que acontece com a projeção nas direções duais em um ponto 

umbilico plano parcial p, ou seja, um ponto para o qual a função altura ao longo da 

normal tem uma singularidade 134. 

Neste ponto p, podemos supor que j2  f (x,y, z) = a1x2  . Assim, toda direção no hiper-

plano tangente a M da forma (0, fl, 7, O) é direção assintótica, estas direções podem ser 

representadas pelo circulo unitário em (O, fl,7, 0). Nosso objetivo, é descrever o compor-

tamento de projeções nestas direções. 

Localmente, podemos escrever o 3-jato da parametrização de M da forma 

(x, y, z, x 2  + C (x, y, z)) onde C(x, y, z) = b1x3  + b2x2y + b3xy2  + b8zz2  + b2x2z + bioxyz + 

y3  ± yz2. 

Suponha que 7 	0. Podemos então considerar a direção de projeção (0, fl,1, 0). 

Projetando nesta direção, a projeção é dada por P(x,y, z) = (x,y — fiz, f (x,y, z)), que 

podemos escrever da forma 

P(X,Y, Z) = (X, Y, f (X, Y + PZ, Z)). 

Fazendo mudanças de coordenadas na meta usando a primeira e a segunda coordenadas 

de P, o j3P é equivalente a (X, Y, (fl3  ± fl)Z3  + (b9 + b2,3)X2  Z + (b10  +2b3,3)XY Z + (be+ 

± 63,32)X Z2  + (3fl)Y2  Z + (3,32  ± 1) YZ2). 

Se ,33  ± fl = C(0, fl ,1) O, as seguintes mudanças podem ser feitas: 

Z = z — celéc,x,112.))  X, para eliminar XZ2  na 32 coordenada, onde coe f (X Z2) é o coeficiente 

de XZ2; 

z = Z 'f(pm")Y, para eliminar Yz2  na 32 coordenada, onde coe f (Y z2) é o coeficiente sc(o,  

de Yz2. 
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Logo, teremos que j3  P é equivalente a (X, Y, (AX2+BXY +CY3)Z+DZ3) e este por 

sua vez, é equivalente a (X, Y, (±X3  +112)Z +Z3), se e somente se, B2-4AC 0, e D 0. 

Temos: 

B2  — 4AC = O <=> Ao ± AIO ± A202  ± 	= O 	 (4.1) 

D=0 <=5. /432  ± 1) = C(0,0, 1) = O 	 (4.2) 

onde 

= 3q0b7  + 46561 — 4b10 b5b8  — 1265b7b9  +4bdb9, 

= —14.066 +126101)367 — 8b8b6b3 + 4*2 + 466 b5b9 +12b4bR — 12656762  — 36b9b4b7, 

A2 = —140b5 12b5127 12b4b10b8  — 8b8b3b5  4b6b5b2 — 12691)664 4691j — 361)2107, 

A3  = Mobtl 4610b3b5 4*6 — 121.02b6b4  + 4102. 

Portanto existem 3 ou 1 direções no círculo unitário em (0,0,7, 0) para as quais as 

projeções são genericamente do tipo 3A2.  Existem 3 ou 1 direções, para as quais as 

projeções são genericamente do tipo 44 Em particular para 19-; teremos 3 direções, e 

para D::" teremos uma direção. 

Se ry = 0, podemos então considerar a direção de projeção (0, 1, 0, 0). Projetando nesta 

direção, a projeção é dada por P(X,Y, Z) = (X, Z, f (X,Y, Z)). Fazendo mudanças de 

coordenadas na meta usando a primeira e a segunda coordenadas de P, o j3P é equivalente 

a (X, Z ,b2X2Y + b3XY2  + b4Y3  + b5Y2  Z + b6Y Z2  + bloXY Z). Genericamente 64  O, 

portanto as seguintes mudanças podem ser feitas: 

y = y  coeP bX4  
j  172)  X, para eliminar XY2  na 32 coordenada, onde coe f (XY2) é o coeficiente 

de XY2; 

y = Y “tz)Z, para eliminar y2Z na 32 coordenada, onde coe f (y2Z) é o coeficiente 

de y2Z. 

Logo, teremos que P é equivalente a (X, Z, (AJO + BiX Z + C1.Z2)Y + NY3). Este 

por sua vez, é equivalente a (X, Z, (±X2  Z2)Y + Y3) se, e somente se, B12  — 4A1C1  = 

3b 0I4  — 46E0563  + 46566  — 1 2b2b4b6  + 4b2bg O, e b4  0. 

Concluímos então que genericamente a projeção nestas direções possuem singularida-

des do tipo 3A1. 

O argumento anterior demonstra a seguinte proposição. 
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Proposição 4.7 Seja p um ponto umbilico plano parcial da hipersuperfície M. Existe 

um círculo de direções em TEM, tal que genericamente, a projeção é do tipo 3,41. Há 

também 1 ou 3 direções sobre este círculo para as quais as projeções são do tipo 3A2  e 1 

ou 3 direções onde a projeção correspondente é do tipo Ég. 

Na Figura 4.3 ilustramos todas as possibilidades para as direções do círculo em TpM, 

conforme a Proposição 4.7 e indicamos aquelas que ocorrem. 

(VI) SN 

2 

( v ) No ( vi ) NÃO 

2 

Figura 4.3: Os tipos de singularidades da projeção em um ponto umbilico parcial 

Daremos agora, alguns exemplos numéricos dos casos (i) até (iv). Seja j3(f ) = x2  + 

b1  x3  + 62x2y + 63xy2  + b4y3  + 65y2z + 66yz2  + b7z3  + 68xz2  + 69x2z + kozYz• 

Para o caso (i) faça 61  = 61,62  = 63  = 64  = 65  = 66  = 67  .= 1, 68  = 69  = 	= O 

e então as cúbicas (1) e (2) serão —403  — 2002  — 80 = 0, cujas raizes são 0, —3±2̀/W, e 

03  + 02  + 0 + 1 = O, cuja única raiz real é —1. 

Para o caso (ii) faça 61  = 61,62 = —1, b3  = 0,64  = 65  = 1,66  = O, b7  = 1, 68  = 1,69  = 

610 = O. 

Para o caso (iii) faça 61  = 61, 

bg  = bg = b10  = O. 

62  = —1, 63  = O, 64  = 100, 65  = 1, 66  = —10, 67  = 1, 

105 



Para o caso (iv) faça b1  = b1,b2  = 1,b3  = —20,b4  = 100,b5  = —10, b6  = —10,b7  = 1, 

1)8  =1)3  = bi0  = O. 

Provaremos a seguir que os últimos dois casos que aparecem na Figura 4.3, não podem 

ocorrer. 

Para estes casos queremos que cada cúbica, (1) e (2), tenha três raízes reais e todas 

distintas. Sem perda de generalidade, podemos fixar b4  = 1, b6  = —1, b5  = b7  = O. Assim, 

as equações (1) e (2) serão, respectivamente, 

4b10b8  +4b3  + 	+ 8b3b8  + 4b2  +12bDs+ (nbablo +12b9),32+ oco  — 4b + 12b2)fi3  = O, 

e 

/3($2_1)=O.  

Desta forma as raízes da segunda cúbica ficam fixas: —1, Cele nós vamos estudar o que 

acontece com as raizes da outra cúbica (isto abrange todos os casos). 

Queremos saber se é possível encontrar raízes reais distintas a, b e c para a primeira 

cúbica tais que satisfaçam os casos (v) e (vi) da Figura 4.3. Ou seja, para o caso (v) temos 

que ter a, b e c entre O e 1, ou entre —1 e O, ou todos maiores que 1, ou todos menores que 

—1. Para o caso (vi) temos que ter a> 1, O < b < 1 e —1 <c < O, ou a < —1, O < b < 1 

e —1 < c < 0. 

Supondo que a primeira cúbica tem raízes a, b e c, podemos escrevê-la como 

(fi 	a)(fi — b)(fi — 

Sendo assim, teremos que resolver 

4b8b10  + 4b3  = —abe, 

+ 8b3b8  + 4b2  + 12b .= ab + (a + b)c, 

12b8 b1e + 12b3  = —(a + b + c), 

3e0  —441) + 12b2  = 1. 

Como consequência da primeira e da terceira igualdade temos que 

a+b+c=3abc. 
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Ou seja, a = 	 3:c+cl se 3k — 1 O, caso contrário b e c são imaginários. Para o caso (v) 

temos que encontrar, por exemplo, raizes a, b e c distintas tais que sejam todas maiores 

que zero e menores que um. Supondo que 0<b<le0<c< 1, provemos que O < a < 1 

não pode acontecer. 

Caso(a) Se 3bc —1> 0: a< 1 b + c <3bc —1 b(1 — 3c) < —1 — c. 

(i) Se 1 — 3c> 0: b < i±Z. Como por hipótese b> 0, então -1_1-3: > O implica que 

—1 — c > 1 — 3c, ou seja, c> 1 (absurdo). 

(ii) Se 1 — 3e < 0: b> 	Como por hipótese b <1, então 1_3c  < 1 implica que 

—1 — c > 1— 3e, ou seja, e> 1 (absurdo). 

Caso(b) Se 3bc — 1 < O: a > O b + c < O (absurdo). 

De maneira análoga, provamos que não existem raízes distintas a, b e c maiores que 

—1 e menores que 0, ou todas maiores que 1, ou todas menores que —1. Sendo assim, 

concluímos que o caso (v) não ocorre. 

Também de maneira análoga, provamos que os casos a> 1, O < b < 1 e —1 < c < 0, 

ou a < —1,0 < b <1 e —1 < c < O não ocorrem. O que elimina a possibilidade de ocorrer 

o caso (vi) da Figura 4.3. 
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Capítulo 5 

Germes de IR3, 	IR2, O 

5.1 Introdução 

No próximo capítulo estudamos o contato de uma hipersuperfície M com planos. Este 

contato é estudado, como nós veremos, através das A-singularidades de germes de R3, O --+ 

R2, O. Existe uma família natural a 4-parâmetros de projeções de M em planos, e as 

singularidades que ocorrem genericamente nesta família são aquelas de A6-codimensão 

(ou codimensão do estrato se houver presença de módulos) < 4. Portanto precisamos da 

lista de todas as A-singularidades de R3., O -+ R2, Ode codimensão menor ou igual a 4. Em 

[45], encontramos os germes desejados que podem ser escritos da forma (x, f (x, y) z2). 

É preciso então complementar esta lista. Faremos isso usando o programa "Transversal", 

no Maple, feito por Neil Kirk [26]. A classificação é feita por indução sobre os k-jatos. 

Usando o Teorema da Transversal Completa 1.10 obtemos os germes em Jk+1(3, 2) cujo 

k- jato é F. Usando mudanças escalares e o Lema de Mather 1.7 obtemos as órbitas em 

jk+1(3,2) cujo k-jato é F. O programa "Transversal" ajuda na aplicação do Lema de 

Mather. Consideramos então cada órbita e aplicamos o critério de determinação finita, 

Corolário 1.5, para checar se o germe é k + 1-determinado. Na prática este processo 

envolve o cálculo de determinantes de matrizes. O problema principal é achar as matrizes 

adequadas e não errar nos cálculos. O programa Transversal pode ser usado para verificar 

se um germe é k-determinado. Além disso, Kirk usa os resultados de [14, 16] no seu 

programa. Observamos que o programa não produz listas de singularidades mas é uma 

ferramenta para verificar se um germe é finitamente determinado, aplicar o Lema de 
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Mather, calcular a codimensão, obter um desdobramento versal, etc. Muitas contas e 

truques precisam ser feitos (à mão) durante o uso do "Transversal". 

Ainda neste capítulo deduzimos os modelos das deformações dos discriminantes das 

singularidades de codimensão menor ou igual a dois. Fizemos também um reconhecimen-

to geométrico das singularidades de codimensão < 1 e de seus desdobramentos versais 

através do conjunto dos pontos críticos e do discriminante. 

5.2 As singularidades de corank 1 

Vamos considerar germes de F : IR x 	0 —> IR2, O da forma F(x, y) = (x, f (x,y)). 

Lema 5.1 [45] Todo germe F : 	O —> IR2  O, n > 1, de corank 1 é A-equivalente a um 

germe da forma h(x,y,z) = (x, f (x, Y1, • " V.) +) ij 164), onde f (O, Y1," • ,yrn) E 
m3n  e E = ±1, e cod(A, h) = cod(A, (x, g)) + n — m 1. 

Assim se tomarmos m = 1 o lema acima reduz a classificação de germes F: IRn  , O —} 

IR2, O para a classificação de germes IR2, O —> IR2, O de corank 1. Encontramos em Rieger 

[44] uma classificação de germes simples e não simples de IR2, O —> IR2, O. Pela observação 

do parágrafo anterior temos que em nosso caso, n = 3, vale o seguinte teorema. 

Teorema 5.2 [45] As A-classes das singularidades de germes de IR2, O IR2, O de corank 

1, equivalentes a (x, f (x,y)± z2) e de codirnensão < 4 sõo dada na Tabela 1: 
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Tabela 1: 

Tipo Forma normal Accod simples (s/n) 

1 (x, Y) O s 

2 (x,  y2 ± x2) O 5 

3 (x, xy + y3  ± z2) O s 

4k (x,  y3 ± (±1)k-lxky  ± x2), 2  < k  < 5 k — 1 s 

5 (x,  xy  ± y4 ± x2) 1 .5 

6 (x,n+Y5±Y7±z2) 2 s 

7 (x, xy + y5  ± z2) 3 s 

8 (x, xy + y6  ± y8  + ay9  ± z2) 4 3 n 

112k4-1 (X, 	 2 < k < 4) xy2 4. y4 ± y2k+1 , x2),‘ k s 

12 (x, xy2 ± y5 4. y6 ± x2) 3 s 

13 (x,  xy2 ± y5 ± y9 ± x2) 4 s 

16 (x,  x2y  ± y4 ± y5 ± x2) 3 s 

17 (x,  x2y  ± y4 ± x2) 4 s 

Observação 5.3 Os germes de tipo 2,3 na tabela do Teorema 5.2 são chamados, res-

pectivamente, de dobra e cúspide, e são estáveis. O germe 42  é denominado lábios/bicos 

(dependendo do sinal + ou —, respectivamente). Os germes 5, 43, 6 e 115  são conhecidos 

respectivamente como rabo de andorinha, ganso, borboleta e gaivota. 

Teorema 5.4 As A-classes das singularidades de 1R3, O --+ 1R2, O de corank 1 e de Ac-

codimensão ou codimensão do estrato (quando houver presença de módulos) < 4 que não 

estão no Teorema 5.2 são as da Tabela 2: 
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Tabela 2: 

Ag-cod g. determinação 

3 (2t) 5 

4 (3t) 5 

3 5 

3 5 

3 5 

4 5 

4 6 

6 (4t) 6 

5 (4t) 6 

5 (4t) 6 

4 7 

7* (4t) 4 

Tipo Forma normal 

Ni 	(x, xy + y3  + ay2  z +z3  ±z5) a O, 4a3  ± 27 O 

N2 	(x, xy + y3  + ay2  z + z3) , a $ O, 4a3  +27 $ O 

N3 	(x , xy + y3  + z3  ± y3z) 

N4 	(x , xy ± y 2  z + z3  ± z5) 

N5 	(x, xy ± y3  + yz2  + z5) 

N6 	(x, xy ± y2z + z3) 

N7 	(x, xy + y3  + z3  ± y4z) 

N8 	(x, xy + z3  +y4  + y3z + ay4z + b(y6  + Ay2z)), b& O 

Ng 	(X, xy + yz2  ± y4  + z5  + ay6) 

Nm 	(x, xy + y2z + yz3  ±z4  + az6) 

Nii 	(x, xy ± y3  + yz2  + z7) 

N12 	(x, xyz ± y2  z + z3  + ax2 y + bx2  z + cy z3  + z4) 

onde À é uma constante. 

t codimensão do estrato 

* excluindo os valores excepcionais dos módulos 4b — 1 = O e 4b — 1 + 6ac = O. 

Prova: Nosso interesse é nos germes de corank 1, portanto podemos escrever F y, z) = 

f(x, y, z)). Escrevendo j2  f = zq5(x, y, z)+0 (y , z), os germes que não podem ser escritos 

da forma (x, f y) z2) (ou seja m = 2 no Lema 5.1) correspondem ao caso 2,b E 0. 

Então para completar a tabela do Teorema 5.2, precisamos considerar j2  f = zg5(x,y, z). 

Não é difícil ver que as órbitas no J2(3, 2) deste tipo são (x, xy) e (x, O). Vamos classificar 

por indução, nos nivéis dos k-jatos, germes com 2-jato (x, xy) e (x, O). 

(1) j2F = (x,xy). 

Temos Fi  = (1, y), Fy = (0,x), Fz  = (0,0). Portanto, 

H3(3, 2) C T(J301).j3F + R.{y2z, y3, yz2, z3}. 

Segue do Teorema da Transversal Completa 1.10 que qualquer 3-jato com 2-jato (x, xy) 

é equivalente a (x, xy + ay2z + by3  + cyz2  + dz3) onde a, b, c, d E IR. Fazendo mudanças 

lineares de variáveis e mudanças escalares obtemos as seguintes órbitas no J3(3, 2). 
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No caso em que d O, fazemos uma mudança de coordenada na fonte para eliminar 

yz2  e denotamos por ã e -6 os novos coeficientes de 9z e y3  respectivamente, então temos: 

(x, xy + y3  + ay2z + z3), se ã O, b O, 

(x, xy + y3  + z3), se b O eã= O, 

(x,xy±y2z + z3), se ã O e -  = O, 

(x, xy + z3), se ã = O e -  = O. 

No caso em que d=0 e c O, fazemos uma mudança de coordenada na fonte para 

eliminar y2z e denotamos o novo coeficiente de 9 por b. Assim temos: 

(x, xy ± y3  + yz2), se b O, 

(x, xy + yz2), se = O. 

No caso em que d=0 e c= O, temos: 

(x, xy + y2z), se a O, 

(x,xy+ y3), seb0ea=0, 

(x,xy), sea=0eb= O. 

Usando o 'Transversal" mostramos que os últimos 2 casos são ramos que geram 

germes de .Ae- codimensão > 5 portanto não vão ser seguidos. 

O 3-jato (x,xy + + ay2z + z3): 

O uso do "Transversal" neste caso será mostrado na Seção 5.3. Usando o "Trans-

versal" mostramos que a é um módulo e também que o 4-transversal é vazio. O 5- 

transversal é dado por IR.{z5} e as órbitas no J5(3,2) são (x, xy + 	ay2z + z3± z5) e 

(x, xy + y3  + ay2z + z3). O primeiro germe é 5-determinado e tem codimensão 3, mas a 

codimensão do estrato é 2 (cálculo feito no "Transversal") se a O e 4a3  ± 27 O (ver 

Seção 5.3), enquanto o segundo é 5-determinado e tem codimensão 4 com a codimensão 

do estrato igual a 3. Não foi possível fazer os casos 4a3  ± 27 = O devido a complexidade 

das contas. O caso a = O é considerado a seguir. 

O 3-jato (x, xy+ y3  + z3): 
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O 4-transversal é dado por IR.{y3z}. As órbitas no J4(3, 2) são (x, xy+ y3  + z3  ± y3z) 

e (x, xy + y3  + z3). No primeiro caso o 5-transversal é vazio e então no J5(3, 2) temos a 

órbita (x, xy + y3  + z3  ± y3z) que é 5-determinada e tem codimensão 3. No outro caso, 

o 5-transversal é dado por IR.{0z} e então no J5(3, 2) temos (x, xy + y3  + z3  ± y4z) 

e (x, xy + y3  + z3). Para o primeiro o 6-transversal é vazio e então em J6(3,2) temos 

(x, xy + y3  + z3  ± y4z) que é 6-determinado e tem codimensão 4. O segundo gera germes 

de codimensão > 5. 

O 3 jato (x, xy 	+ z3): 

O 4-transversal é vazio e o 5-transversal é dado por IR.{z5}. As órbitas no J5(3, 2) 

são (x, xy ± y2z + z3  ± z5) e (x, xy ± y2z + z3). As duas órbitas são 5-determinadas sendo 

que a primeira tem codimensão 3, e a segunda tem codimensão 4. 

O 3 jato (x, xy + z3): 

O 4-transversal é dado por R.{y4, y3z}. Os germes no J4(3, 2) são (x, xy+z3+y3z±y4) 

e (x, xy + z3  + y3z). O 5-transversal do primeiro é dado por IR. {y4z} e o 6-transversal é 

dado por R.{y6, y5z}. A órbita no J6(3, 2) é (x, xy + z3  ± y4  + y3z + ay4z + b(y6  + Ay5z)) 

onde a e b são módulos e b = O é um valor excepcional. Esta órbita é 6-determinada e tem 

codimensão 6, com a codimensão do estrato igual a 4. O 5-transversal do segundo germe 

é dado por R.{y5}, e o germe no J5(3, 2) é (x, xy + z3  + y3z ± z5). Este gera germes de 

codimensão maior ou igual a 5 que não nos interessam. 

O 3 jato (x, xy ± y3  + yz2): 

O 4-transversal é vazio. O 5-transversal é dado por R.{z5}. As órbitas no J5(3, 2) são 

(x, xy ± y3+ yz2  + z5) e (x, xy ± y3  + yz2). A primeira é 5-determinada e tem codimensão 

3. A segunda tem o 6-transversal vazio e o 7-transversal é dado por R.{.9}. Então temos 

no J7(3, 2), a órbita (x, xy ± y3  + yz2  + z7) que é 7-determinada e tem codimensão 4. 

O 3-jato (x, xy + yz2): 

O 4-transversal é dado por R. {y4} e o 5-transversal é dado por IR.{ é }. As órbitas 

no J5(3, 2) são (x, xy y+ 

z2 

± y4 ± z5N ) e (x, xy y+ 

z2 ± y4). Esta segunda gera germes de 
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codimensão > 5 que não nos interessam. O 6-transversal da primeira é dado por 

e então a órbita em J6(3,2) é (x, xy + yz2  ± y4  + z5  + ay6) onde a é um módulo. Esta 

órbita é 6-determinada e tem codimensão 5 com a codimensão do estrato igual a 4. 

O 3-jato (x, xy y2z): 

O 4-transversal é dado por R.{z4, yz3}. Os germes em J4(3,2) são (x, xy+y2z+yz3± 

x4) e  (x,xy y2z ± x4). Para estes dois germes o 5-transversal é vazio e o 6-transversal 

é dado por R.{z6}. As órbitas em J6(3,2) são então (x,xy y2z yz3 z4 axs),  

(x,xy + y2z ± z4  ± z6) e (x,xy + y2z ± z4). A primeira é 6-determinada e tem codi-

mensão 5 com codimensão do estrato igual a 4, onde a é um módulo. O 7-transversal de 

(x, xy+y2z±z4±z6) é dado por R.{.9}. Então em ..17(3,2) temos (x, xy+y2z±z4±z6+az7) 

que gera germes de codimensão maior ou igual a 6. O caso (x,xy + y2z ± z4) também 

gera germes de codimensão maior ou igual a 6. 

O 3-jato (x, xy + y3): 

O 4-transversal é dado por R.{y3z, y2z2, yz3, z4}. A órbita no J4(3, 2) é (x, xy+ y3  + 

ay3z + by2z2  + cyz3  + z4) que gera germes de codimensão > 5. 

O 3-jato (x,xy): 

O 4-tranversal é dado por IR.{y4, y3z, y2z2, yz3, z4}. Os germes gerados são de codi-

mensão > 6. 

(2) j2F = (x, O). 

O 4-transversal deste germe é dado por R.{xyz, z3, y2z, x2y, x2z} e o 5-transversal é 

dado por R.{yz3, z4}. A órbita no J5(3,2) é (x, xyz ± y2z + z3  +ax2y + bx2z + cyz3+ z4) 

que é 4-determinada e tem codimensão 7 com codimensão do estrato igual a 4, onde a, b 

e c são módulos, cujos valores excepcionais são 46 — 1 = O e 46 — 1 + 6ac = O. Qualquer 

outro subcaso deste terá Accodimensão maior ou igual a 5. 

Proposição 5.5 Os desdobramentos versais para a lista de germes da Tabela 2 são dados 

na Tabela 3. Observamos que na presença dos módulos, estes parâmetros são também 

considerados como parâmetros do desdobramento versal. 
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Tabela 3: 

Tipo Desdobramento versal 

(x, xy + y3  + ay2z + z3  z5  + z + v2Y2) 

N2 
	

(x, xy + y3  + ay2z + z3  + uiz + v,2y2  + u3Y5), 

N3 	(X, xy + y3  + z3  ± y3z + uiz + u2yz + u3y2z) 

N4 
	

(x, xy ± y2z + z3  ± z5  + uiz + u2Y2  + v3Y3) 

N5 	(X, xy y3  + yz2  + + z + u2y2  + u3z3) 

N6 	(X, xy ±y2z + z3  + uiz + v2y2  + u3y3  + u4y4z) 

N7 	(X, xy + y3  + z3  ±y4z + uiz + uzyz + u3y2z + u4y3z) 

N8 	(X, xy + z3  ± y4  + y3z + ay4z + by6  + cy5z + ui z + u2  yz + uzy2  + v4Y3) 

N9 	(X, xy + yz2  ± y4  + Z5  ± a? 4' Z U2Y2  4- usy3  + u4z3) 

(x, xy± y2 z  yz3 ± -4 + aZ6  UiZ ± U2  Z2  4- usyz2  + u4z3) 

N11 	(X, xy ± y3  + yz2  +z7  + uiz + v2Y2  + v3Y3  + u4Y5) 

N12 	(x, xyz ± y2  z + z3  + ax2  y + bx2  z + cy z3  + z4  + uly + 'as + u3xy + v4Y2) 

Prova: Usamos o programa "Transversal" para achar o tangente de cada singularida-

de. Com  a função "pcomp" este programa fornece os vetores que estão no transversal. 

Ilustramos os casos N1  e N2  na Seção 5.3. 

5.3 Exemplo dos cálculos feitos no "Transversal" 

Como já comentamos, o programa "Transversal", feito por Neil Kirk, foi uma ferramenta 

que usamos para obter os resultados do Teorema 5.4 e da Proposição 5.5. Para informações 

sobre o uso do "Transversal" ver [261. Faremos aqui um exemplo destes cálculos para a 

singularidade não simples (x, xy + y3  + ay2z + z3). 

Consideramos o 2-jato (x, xy). O comando a seguir é para que o programa trabalhe 

com as corretas dimensões e álgebra de Lie L e o Maple responde imprimindo os valores. 

As coordenadas x, y, z são denotadas por x1, x2, x3  por causa do "Transversal". 
> setup-Aclassn(3, 2, [O, x1]);  

liealg = stdjacobian 

equiv = A 

compltrans = true 
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source_dim = 3 

source_power = 2 

ter g et_power = 2 

nilp = true_order 

Rsilp : 

[[:2,1], [:3,1], [x3, 2]] 

L_nifp : 

[[2,1]] 

ni/p_sourcetut : 

[1,2,3] 

nilp_target_wt : 

[-1,0] 

jetcalc_verbosity = 1 

> f 	[xl,x1. x2]; 

> jetcatc(f , 3); 

O comando acima calcula uma base para LA. f e seu espaço complementar em J(3,2). Podemos usar uma das rotinas 

trint)  para ver os geradores destes espaços. Como queremos a transversal completa, usamos: 

> pcornp(); 

[0, x23] 

[O, x3x22] 

[O, x32x21 

[0,x33] 

Com cálculos feitos à mão sabemos que o 4-jato é da forma (x1,x1x2 + x3 -E axxs + 4). Usando o Transversal temos 
a .= O é um valor excepcional (caso tratado separadamente) e que para a! 0, 4x3 não pertence ao tangente e então pelo 

Lema de Mather não podemos reduzir à uma única órbita. Então a é um módulo. 

> f2 := [xl, xl * x2 + x33  -F a * x22  * x3 x23]; 

> jetcatc( f2,4); 

> pcomp0; 

[0, x34] 

Temos então (x i, xix2 -I- -F aAxs +4 + b4). Usando o Transversal temos que se a O e 27+4a3  !O então xj pertence 
ao tangente e então pelo Lema de Mather podemos reduzir à uma única órbita para qualquer 6. (Observamos aqui que em 

todos os casos checamos à parte a condição (2) do Lema de Mather 1.7 com o "Transversal".) Então o 3-jato é equivalente 

ao 2-jato. 

> f3 := f2; 

> jetcalc(f3,5); 

> PcornP(); 

[O, x35] 
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Temos então (xi, xix2 xg + a4x 3 + 4 + c4). Usando o Transversal temos que se a00e ±27 + 4a3  O então xR 

pertence ao tangente se c00 e c .= O é um valor excepcional. Então pelo Lema de Mather podemos reduzir uma única 

órbita se c& O. Para c 0 temos (xl, xi x2 + +42./x3  + 4 ±4). 
> f4 := [x1,x1 * x2 + x33  + a * x22* x3 + x23  + x35]; 

> jatante( f 4, 6); 

> PcornP(); 

*** THE NORMAL SPACE IS EMPTY". 

> j etcalc( f 4,7); 

> PcanIPO; 

*** THE NORMAL SPACE IS EMPTY *** 

> cias si f y(f 4, 81 9); 

the 8 transversal is empty 

the 9 transversal is empty 

germ, [x 1, xl x2 + x33  ± ax22x3 -F x23  + x35] 

degree limits, 8, 9 

all transversais were empty 

> cias si f y(f 4, 10,11); 

the 10 transversal is empty 

the 11 transversal is empty 

germ, 1, x 	+ x33  + ax22x3 + x23  +x35] 

degree limits, 101  11 

all transversais were empty 

Segue pelo Corolário 1.5, que nos diz que um germe é k-determinado, se os sucessivos transversais de grau k + 1 ate grau 

2k + 1 são vazios, que f4 é 5-determinada. 

Para c = 0: 

> f5 := [xl, xl * x2 + x33  + a * x22  * x3 + x23]; 

> j etcalc( f 5, 6); 

> PcaniP(); 
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*** THE NORMAL SPACE IS EMPTY *** 

> jetcalc( f 5,7); 

> PcomPO; 

*** THE NORMAL SPACE IS EMPTY *** 

> cias si f y( f 5, 8,9); 

the 8 transversal is empty 

the 9 transversal is empty 

germ, [xl, xlx2 + x33  + ax22x3 + x23) 

degree limite, 8, 9 

ali transversals were empty 

> classi f y( f 5, 10,11); 

Lhe 10 transversal is empty 

the 11 transversal is empty 

germ, [xl, xlx2 + x33  + ax22x3 + x231 

degree limits, 10, 11 

ali transversais were empty 

'Imos então que f5 é 5-determinada. 

Para o cálculo da codimensão: 

> f4 := [xl , xl * x2 + x33  + a s x22  s x3 + x23  + x35]; 

> jetcatc(f 4,5); 

> codim; 

3 

> pcomp0; 

[0, x3] 

[0, x29 
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[0,x21 

Portanto f4 tem ite-codim= 3, mas a codimensão do estrato é 2. Um desdobramento versai é dado por (xl, xl *x2 + x33  + 

a • x22  * x3 + x23  + x35  + ul • x3 + u2 • x22). Note que a também é um dos parâmetros deste desdobramento. 

> f5 := [xl, xl • x2 +x33  + a • x22  • x3 + x23]; 

> j etcalc( f 5,5); 

> codim; 

4 

> PcomPO; 

[O, x3] 

[O, x22] 

[O, x23] 

[O, x25] 

Portanto ,f5 tem ite-codim= 4, mas a codimensâo do estrato é 3. Um desdobramento versai é dado por (xl, xl • x2 + x33  + 

a • x22  *x3 + x23  +ul • x3 + u2 • x22  + u3* x25). Note que a também é um dos parâmetros deste desdobramento. 

5.4 Diagramas de bifurcação das singularidades 

simples de codim <2 

Nesta seção estudamos as deformações das singularidades simples de ..46-codimensão < 2 

usando um desdobramento versai de cada singularidade. Observamos que para as singu-

laridades da forma F = (x, f (x, y)± z2), o conjunto dos pontos críticos é dado por z = O 

e fy  = O e portanto o discriminante de f é o mesmo de (x, f(x, y)). Portanto, todas as 

informações geométricas sobre estas singularidades podem ser deduzidas das singularida-

des de lR2  —> R2  (ver por exemplo [25, 48]). 

Dobra: F = (x, y2 + z2), E = {(x, O, 0)}, A := {(x, O)} que é uma curva regular. 

Cúspide: F = (x, xy + y3  ± z2), E = {(x, y, O); x = —3y2}, o discriminante é dado por 

A = {(-3y2, —2y3)} que é uma cúspide. 
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0 

A  
0 

LÁbios 

Rabo de andorinha: F = (x, xy  ± y4 ± Z ) 2N, os pontos críticos são parametrizados por 

x = —4y3  e z = O , e o discriminante é dado por A. = {(-4y3, —3y4)}. Considerando 

o desdobramento versai (x , y, z, ti) = (x, xy + y4  ± z2  + uy2), os pontos críticos de 

Fu são E(F) = {(x ,y, O) : x + 4y3  + 2uy = O}, e o discriminante de Pu  é dado por 

A(Fu) = {(-4y3  — 2uy, —3y4  — uy2)}. As deformações da curva A(Y) são dadas na 

Figura 5.1, onde duas cúspides aparecem em um lado da transição. 

Figura 5.1: Transições do rabo de andorinha 

Lábios/Bicos: Considere o desdobramento versai F(x, y, z, u) = (x,  y3 ± x2y x2 uy).  

O conjunto dos pontos críticos E(P) é dado pelas equações 3y2  ± x2  +2/ = O e z = 0. 

Isto significa que E(P) passa pelas transições de Morse (Figura 5.2). As transições do 

discriminante são dadas na mesma figura. 

A  > < 

Bicos 

Figura 5.2: Transições de lábios/bicos 

Ganso:  Um desdobramento versai é dado por F (x, y, z, ti) = (x, y3+x3y±z2+u1y+u2xy). 

As transições no conjunto discriminante A(Fu) são dadas na Figura 5.3. 
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Figura 5.3: Diagrama de bifurcação da singularidade ganso 

Borboleta:  Considerando o desdobramento versal F (x, y, z, ti) = (x, xy + y5  ± yr z2  + 

uiy2  +222Y3), as bifurcações do conjunto discriminante á. (Fu) são mostradas na Figura 

5.4. 

Figura 5.4: Diagrama de bifurcação da singularidade borboleta 

Gaivota:  Seja F(x, y, z, u) = (x,  xy2 4. y4 4. y5 ± z2 uiy u2y3x ) o desdobramento versa! 

da singularidade gaivota. Ver na Figura 5.5 o diagrama de bifurcação do conjunto discri-

minante a. (Pu  ) . 

Comentário sobre NI: Temos que esta singularidade tem a forma normal (x, xy + y3  + 
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Figura 5.5: Diagrama de bifurcação da singularidade gaivota 

ay2z+z3±z5) que é equivalente à forma normal (x, xy+ay3±y2z+ z3  +y5) encontrada em 

[25] (esta singularidade é a única órbita do Teorema 5.4 encontrada também por Hawes 

[25], o interesse dela é estudar singularidades de codimensão < 2 e aplicar os resultados à 

robótica). Um desdobramento versai é dado por F(x, y, z, u) = (x, xy + ay3  ± y2z + z3  + 

y5  + uiz + u2y2). Os casos + e — são estudados separadamente em [25] e as bifurcações 

do conjunto discriminante A(F„) são mostradas também em [25]. 

5.5 Condições geométricas para reconhecimento de 

singularidades de Arcodim < 1 

Em [29] e [47] encontramos condições geométricas para reconhecimento de singularidades 

de Arcodimensão < 1 de aplicações de 1112, O —> 1112, O. Estendemos aqui estes resultados 

para germes F: R3  , O —> IR?, O. Quando F é de rank 1, nós podemos fazer mudanças de 

coordenadas na fonte e na meta e escrever F(x,y, z) = (x, f (x, y, z)). A diferencial de F 

em um ponto (x, y, z) é então 

o 	o ) 

A aplicação F é singular em (x, y, z) se, e somente se, g (., y, z) =M(x, y, z) = O. O 

DF(x, y,z) 
eg(x, y, z) 	y, z) M(x, y, z) 
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conjunto critico de F é 

O f 	O f 
E = { (x, y, z); -ay  (x, y, z) = -

ez
(x, y, z) =0} 

Seja 

G : 
	 iFt2 

(x, y, z) 	(fy(x, y, z), fz(x, y, z)) 

Dizemos que E = G-1(0) é regular se G é regular, isto é, tem rank máximo em (O, O, O). 

Lema 5.6 De acordo com nossa definição, se E é regular então F(x, y, z) ••-• (x, f(x, y)± 

z2). 

Prova: Se E = 	(0) é regular então G tem rank 2. Ou seja, temos que ter: 

0, ou (1)  

hz/  (O, 0, 0)fzz(0, 0,0) - fzz(0, 0, 0)f(0,  0,0) 0, ou (2)  

f(  O, 0, 0)f2(0,  0,0) - f:z  (O, 0,0) 	0. (3)  

Para isto ocorrer precisamos que 

fjz  (O, O, O) + f:z  (O, O, O) + f:z  (0, 0, 0) 	0. 

Considere a expressão da fórmula de Taylor de f(x, y, z) no (0, 0, 0). Se f(0, 0,0) O 

então aparece o termo z2  em f(x, y, z) e assim temos que f(x, y, z) ••-• f(x, y) ± z2. Caso 

contrário, se fyz  (0, 0,0) O podemos fazer a mudança de coordenada y=Y+z e então 

aparecerá o termo z2  em f(x, y, z). Se fzz(0, 0,0) = %(  0, 0,0) = 0, então de (1), (2) e (3) 

temos que hz  (0, 0, 0)fyy(0, 0,0) 	O o que implica fyy  (O, 0,0) 	0, assim podemos fazer 

y=Y+z e teremos o termo z2  em f(x, y, z). Logo f(x, y, z) • f (x, y) z2. 

Observemos que podemos ter E regular e G singular, por exemplo tome G = (x, x3  - 

z2). Logo G' (0) = { (0, y, O)} é regular, mas G não tem rank máximo em (0, O, O). 

Então quando E é regular (no sentido acima, isto é, G tem rank 2), temos F(x, y, z) 

(x, f(x, y) z2). Portanto, E = {(x, y, O); fy(x, y) = 0} é uma curva regular Podemos 

123 



tomar 0. : 1 —5 IR3  uma parametrização de E, onde / denota uma vizinhança do 0 em IR. 

A ordem de contato de E com o plano núcleo de DF(0, 0,0), ker(DF(0, 0,0)), é a ordem 

de anulamento das derivadas de F o g5 em 0. 

Lema 5.7 (i) A ordem de contato de E com ker(D F(0, 0,0)) é independente da yararne-

trizaçõo de E. 

(ii) Quando E é regular, a ordem de contato de E com ker(D F(0, 0,0)) é um A-invariante. 

Prova: (i) Sejam 0. e 0 duas parametrizações locais de E na origem. Então F o = 

F o 0. o (0.-1  o 0) com (0.-1  o 0)(0) = O e (0.-1  o 0)1(0) 	0. É fácil verificar que (F o 

= (F o g5)1(0) = • • • = (F o g5)(11)(0) = O e (F o (n+1) (o) 	O se, e somente se, 

(F o 0)(0) = (F o 0)1(0) = • • • = (F o 0)N(0) = O e (F o %b)('" 1)(0) $ 0. 

(ii) Seja G um germe A-equivalente a F. Podemos escrever G = koFoh para algum 

(h, k) em A. Temos que DG(x,y,z) = Dk(F(h(x, y,z))).DF(h(x,y, z)). Dh(x,y, z), e 

como h e k são germes de difeomorfismos segue que (x, y, z) E EG se, e somente se, 

h(x, y, z) E E. Isto é, EF  = h(EG). Se 0. é uma parametrização de EG, então h o 0. é uma 

parametrização de E. Da expressão (acima) de DG em termos de DF, deduzimos que 

(G o g5)(0) =- (Co g;.)1(0) = • • • = (Co )")(0)g5 	= O e (G o 	"')(0)g5)( 	O se, e somente se, 

(F o (h o g5))(0) = (F o (h o g5))1  (0) = • • • = (F o (h o g5))(n) (0) = O e (F o (h o g5))(n4-1) (0) $ 0. 

Isto prova a afirmação (ii). 	 • 

A seguir faremos o reconhecimento geométrico das aplicações dobra, cúspide e rabo 

de andorinha usando a ordem de contato de E e ker(DF(0, O, 0)). Seja F(x, y, z) = 

(x, f (x, y, z)). Nestes casos o conjunto E é regular e então temos F(x, y, z) 	(x, f (x,y)± 

z2). Segundo o Lema 5.7, o contato de E e ker(DF(0, O, O)) é invariante, então nos 

próximos resultados podemos trabalhar com F = (x, f (x,y)± z2). 

Para simplificar as condições vamos considerar os novos coeficientes de f,  após as 

mudanças de coordenadas necessárias para escrevermos F(x,y, z) 	(x, f (x, y) z2). 

Lembrando que os termos que dependem só de x podem ser eliminados por mudanças de 

coordenadas na meta podemos escrever o 4-jato de F com fi(f(x, y)) = a2Y2  + a4xy + 

b2x2y + b3xy2  + b4y3  + e2x3y + c3x2y2  cay3  + c3y4. 
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Denotamos por 4 a parametrização local do conjunto crítico E. 

Proposição 5.8 Seja F :R3,0 	O um germe de aplicação singular com E regular. 

(i) F é uma aplicação dobra se, e somente se, $(0,0) O. 

(ii) F é uma aplicação cúspide se, e somente se, V(0, O) = O, 	(O,a-  O) O e £4 (O, O) 

o 

Prova: Para a dobra basta olharmos para o 2-jato pois ela é2-determinada. Não é difícil 

ver que F é equivalente a (x, y2  ± z2) se, e somente se, a2  = i ryta2f  (O, O) 0. No caso (ii), 

temos que ter $(0,0) = O, como a cúspide é 3-determinada então precisamos do 3-jato 

de f. Então F é equivalente a (x, xy + y3  ± z2) se, e somente se, a4  = A-(0, O) O e 

b4  = Z‘ (O, O) O. 

Proposição 5.9 Seja F :R3,0 —> IR2, O singular e suponha que E é regular. Então: 

(i) F é uma aplicação dobra se, e somente se, £(F o A(0) O. 

(ii) F é uma aplicação cúspide se, e somente se, -1(F o (MO) = O e -g(F o A(0) 0. 

Prova: Mostraremos aqui a equivalência desta proposição com a Proposição 5.8. Sejam 

F(x, y, z) = (x, f (x, y) ±z2), ect. uma parametrização local de E = {(x, y, O); fy(x,y) = O} 

satisfazendo &(t) = (—V(0(t)), £4(0(t)), O), onde 0(t) = (01(t), O). 

Temos: 
£(F o cb)(t) =  

o 

coi(t») 

a(01(t» 

_z‘(01(t» 
-2 4-g(01(t».a-(01(t» 

=-vw(t».(v(01(t))). 

Na origem, 01.(0) = (0,0). Então, 29(F o o) (o) =—E(o, o). 
(o, o) 

(2((: 	
o 	o 

).(t» g4y(o1(t)) 
) 
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Ker(DF(0,0,0)) 

E 

Ker(DF(0,0,0)) 

Logo pela Proposição 5.8 temos que Fé dobra se, e somente se, & (F 0)(0) $ 0. 

Diferenciando a expressão acima temos.  

 

NI(F o 0)(t) = 17(—V(01(t» 

 

{ 	Zhiy  (01(t)). 	(01(t)) + 	(01 (t))• 289;2-4 ( 01 (t))} 	1 	) 
k(cfii(t)) 

—195254(01(t». (Leg(01(t)))) • 
1 

Se & (F o )(0) = 0, então 	Est z  

aY3 	exaY 	(E (o, 0)) * 

D2 	 a3f 	a2 , 	1 \ 
at2 (F o 0)(0) = — —(0,0). 	j  (O, O) 

Logo pela Proposição 5.8 temos que F é cúspide se, e somente se, zA(F o 0)(0) = 0, 

ÊT(F o 0)(0) O O. 	 II 

02 
Observação 5.10 As condições L(F o 0)(0) 0 para dobra e & (F 0)(0) = 0, w(F o 

0)(0) O para cúspide, refletem a ordem de contato de E com o núcleo de DF(0, 0,0). A 

aplicação F é uma aplicação dobra se, e somente se, E e o conjunto ker(DF(0, 0, 0)) seio 

transversais na origem. F é uma aplicação cúspide se, e somente se, E e ker(DF(0, 0,0)) 

têm contato 2 na origem (ver Figura 5.6j. 

Figura 5.6: Aplicação dobra (i), aplicação cúspide (ii) 

Um germe de aplicação de R', O lE12, O é uma aplicação rabo de andorinha se ela é 

A-equivalente ao germe (x, xy ± y4 ± z2). Como antes, estamos considerando E regular e 

portanto F(x, y, z) = (x, f (x, y) z2). 
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Proposição 5.11 Seja F : R3, O —> R2, O singular e suponha que E é regular. Então F é 

urna aplicação rabo de andorinha se, e somente se, -g(0, O) = O, 5(0, O) = 1;4(0, O) = O, 

-E4 (O, O) O, e V(0,0) O. 

Prova: Consideremos o 4-jato de f.  Para termos rabo de andorinha, precisamos ter 

a2  = 1-W2(0, O) = O, senão teríamos dobra, a4  = A(0,0) 	O para que o 2-jato seja 

equivalente a xy±z2, e b4  = 198.44 (O, O) = O, senão teríamos cúspide. Fazendo as mudanças 

de coordenadas 

coe f (xY 2)  ,n2 y Y coefirY)' 
_ c2ftal y — Y coe f (n) xn 

	

__ 	2fAói,2 „ 
Y 	Y 	coe f(TY) 	S  

coe  f (x2 y2) 	2  

Y 	Y 	coe f (xy) XY 

	

I 	coe f(T311),„2,, 
Y 	u 	coe f (xy) 

2t1 3 
caff(ToY , temos que (x, f (x, y)± z2) é equivalente a (x, a4xy 

seja, F será um rabo de andorinha se também tivermos também cs = -4E4(0, O) O. • 

Proposição 5.12 Seja F : R3, O —> R2, O singular e suponha que E é regular. Então F 
82 

é urna aplicação rabo de andorinha se, e somente se, L(F o 0)(0) = w-(F o yó)(0) = O e 

Z-(F o yb)(0) O. 

Prova: Pela prova da Proposição 5.9 temos que (F o yó)(0) = Ey(F o (o) = O se, e 

somente se, E4 (O, O) = 	(O, O). -Eby  (O, O) = O. 

Diferenciando a expressão de E-2-(F o yb)(t) encontrada na prova da Proposição 5.9, e 

fazendo $(0, O) = 	(O, 0).-S—,y  (O, O) = O, deduzimos que 

(93 	 84f 	82 f  

at3
(F o 0)(0) = — —

80
(0 , 0).(

axay
(0,0))2 

-5xL (0, 0)) 

Assim, (F00)(0) = E-2- (F00) (0) = O e -1 (Foy5)(0) O se, e somente se, V(0, O) = 

$(0, O) = o, 88,24(0,0) O, e V, (O, O) O. Então pela Proposição 5.11 temos que Fé 

uma aplicação rabo de andorinha. 

As condições da Proposição 5.12 expressa o contato do conjunto crítico E com o plano 

ker(DF(0, 0,0)). 

+ c5y4  z2). Ou 
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Corolário 5.13 Uma aplicação F : IR3, 0 —> IR2, 0 de rank 1 na origem e com conjun-

to crítico localmente regular é uma aplicação rabo de andorinha se, e somente se, seu 

conjunto crítico E tem contato 3 com o núcleo de DF(0, 0,0) na origem (ver Figura 5.7). 

Ker(DF(0,0,0)) 

Figura 5.7: Aplicação rabo de andorinha 

A forma normal de uma aplicação lábios/bicos é (x, y 3  ± x2  y ± z2). Neste caso o 

conjunto critico E não é regular. Então, o critério usado anteriormente, que consiste em 

olhar a ordem de contato de E com o kerDF(0, 0, 0) na origem, para identificar o tipo 

de singularidade de F, não é suficiente. Agora que o conjunto critico é singular, uma 

condição algébrica adicional é necessária para reconhecer o germe lábios/bicos. 

Seja F: 1R3, O 	IR2, O um germe de aplicação simples de rank 1. Então F (x, y, z) 

(x, f (x, y) ± z2). 

Proposição 5.14 Um germe de aplicação singular simples F( f (x, y) z2) é uma 

aplicação lábios/bicos se, e somente se, V(0,0) -=. a(0,0) 

x, 

 o, v(0,0) $ o e 
(-Zty2(0,0))2  43,4(0 , 0).$ (0,0) 0. 

Prova: Para termos lábios/bicos precisamos que o 2-jato de (x, f (x, y) ± z2) seja equiva- 

lente a (x, ±z2), então temos que ter a2  = -3/4 V(0, 0) = O e a4  = 	0) = 0. Então 

F é equivalente a lábios/bicos se, e somente se, b4  = 	0) 	Oeq— 3h2b4 

i((a 	— (0, 0). (0, o)) 	0, pois assim a mudança de coordenada y = 

y 3:fef(x(yv23))x torna F equivalente a (x, asz2 bR —36254  X2y + b4y3)• 	 • 354 
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Proposição 5.15 O germe 	1R2,0 IR, O é um germe de uma função de Morse se, 

33f  2 e somente se, 4 (O O) — e±f-(0 O) 0, e ( 	) (O O) — 22-f--(0 0).93-L(0 O) O. 8y 	- 8x8y 5 	8x8y2 	5 	Or2 8y 	8y3 2  

Prova: A prova segue imediatamente da expressão de Taylor de 21  na vizinhança da 8y 

origem, 

E(x,y) = a(0,0).x±v(0,0).y+ 

“a(0,0).x2+24(0,0).xy±»03y2}± 03(x, y). 	 • 

Lema 5.16 Sejam F e G dois germes A-equivalentes. Então o conjunto crítico de F é o 

zero de uma função de Morse se, e somente se, o conjunto crítico de G é o zero de uma 

função de Morse. 

Prova: Se Fé A-equivalente a G então existem difeomorfismos h e k tal que G = koF0 h. 

Da prova do Lema 5.7 (ii) temos que EG = h(EF). Se EF  = f'(0) com f uma função 

de Morse, então f o hé uma função de Morse e EG  = (f o 11)-1(0). 	 E 

Como conseqüência dos resultados anteriores, temos o corolário a seguir. 

Corolário 5.17 Seja F um germe singular simples equivalente a (x, f(x,y)± z2)). Se 

2±I , (0 0) 0, então F é uma aplicação lábios/bicos se, e somente se, seu conjunto crítico ay3  

é o zero de uma função de Morse. 

5.6 Reconhecimento geométrico dos desdobramentos 

versais das singularidades de Accodim < 1 

Em [46] encontramos condições geométricas para mostrar quando temos um desdobramen- 

to versal de uma aplicação lábios/bicos ou rabo de andorinha de germes de 1112, O 	IR2, 0. 

Estendemos aqui estes resultados para germes F :1R3  ,0 	IR2, 0. 

Teorema 5.18 'Considere F : IR? x IR, O 	IR2  x IR, O onde F (x, y, z , O) = (x, f (x,y)±z2) 

é uma aplicação lábios/bicos em (x, y, z) = (0,0, O) e escreva o conjunto crítico de F da 

forma 

E F = {(X, y, 0,u): a (x , y , O , 	= 0}. 
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A aplicação F(x,y, z, u) é um desdobramento versa! de F(x , y, z, 0) se, e somente se, 

ri (0 , 0 , 0 , 0) 0, ou seja se, e somente se, a é um desdobramento versal da singularidade 

Morse o-(x, y, O, O). 

Prova: Seja fr um desdobramento de uma aplicação lábios/bicos 

É(x, y, z, u) = (A(x, y, z, u), F2(x,y, z,u),u). 

Afirmação: Um desdobramento equivalente a (x, y, z, u) = (PI  (x, y, z, u), (X , 

y, z, u), ti) é F (x, y, z, u) = (x, F2(x,y, z, ti), u) para alguma F2(x,y, z, u). 

	

Prova da afirmação: Sem perda de generalidade podemos assumir t- 	0, pois a 

aplicação (x, y, z) 	(A(x, y, z, O), È2(x, y, z, O)) tem rank 1. Defina 

H: IR3  x IR 	—> IR3  x IR 

(x, y, z, u) 	( (x, y, z, u), y, z, u) 

que é um difeomorfismo local. Temos o diagrama comutativo 

R3  x R 	ft R2 xR 

(x, y, z, u) 	 (fil(x, y, z, u), F2(X y, z, u), u) 

111 	 lid  
R3  x R 	F 	 R2  x R 

((A (x, y, z, 	y, z, u) 	 y, z, u), A(x, y, z, u), u) 

onde F2(X, y, z, u) = (El  O 4-1  (X y, z, u), y, z, u) com El  : R3  x R —> R a projeção da 

primeira coordenada. Note que III  ip Po H-1  =. III, e assim fi'ip H-1  = (x, È2(x,y, z,u),u). 

Então F e É' são desdobramentos equivalentes pela Definição 1.13. 

Podemos escrever então 

F (x, y, z, u) = (x, i(x, y, z) + ug2(x,y, z,u),u). 

Como a aplicação (x, y, 	(x, gi(x, y, z)) tem uma singularidade lábios/bicos em 

(O, O, O), então mudanças de coordenadas na fonte e na meta nos dão F(x,y,z,0) = 

.( x,  y3 ± x2y z2). Estas mudanças de coordenadas produzem 

F(x, y, z, u) = (x, y3  ± x2y z2  s 	+ uff2(x, y, z, u), u) 
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onde g2  é g2 após as mudanças de coordenadas. Como a aplicação lábios/bicos é 3-

determinada, podemos trabalhar no J3(x, y, z, u). O 3-jato de uff2(x, y, z, u) é 

ia  (ttg2 (X, y, z, u)) = a(x, z,u)u + fl(z,u)uy + a1uy2  + a2uxy 

para algum a(x, z, ti), /3(z, ti), a1  e a2, e 

j3F(x, y, z, u) = (x, y3  ± x2y z2  + a(x, z,u)u + fl(z,u)uy + a1uy2  + a2uxy, u). 

Desejamos simplificar a segunda componente. Mudamos coordenadas na fonte fazendo 

y = Y — af para eliminarmos o termo a1uy2. Então 

j3F(x, y, z, = (x, y3  ± x2y z2  + a(x, z,u)u + fl(z,u)uy + a2uxy, u) 

para novos a(x, z, ti), /3(z, ti) e revertendo para y. Uma mudança de coordenadas x = 

X 	ap elimina o termo a2uxy resultando em 

, (x y3 ± x2y 	a(z z u)u  j3F(x, y, z, u) = 	 , , 	(fi(z,u)u u) 
4 

para um novo a, e revertendo novamente para x. 

Podemos escrever a(x, z,u)u = a1  (x, u) u+za2(x, z, u)u. Uma mudança de coodenada 

na fonte elimina za2u, e nos dá um novo ai.  (x, ti). Uma mudança de coordenada na meta 

(K ,T, W) (K , T — ai(K ,W)W, W) 

elimina ai. (x, u)u. 

Note que fl(z, u) tem grau 1 então 

j3F(x, y, z, ti) = (x, y3  ± x2y z2  + (a3zu + tft(u))y, u) 

onde Ift(u) = (ao + as  ± 9-41u)u. Com  mais uma mudança na fonte eliminamos aszuy e 

temos 

j3F(x, y, z, ti) = (x, y3  ± x2y ± z2  + I'(ti)y, u) 

Usando o Teorema 1.15, temos que F é versal se, e somente se, 01(0) O. 

Agora 

E = {(x, y, O, u); cr(x, y, z, u) = 3y2  x2  + (u) = 0}. 
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Então F:(x, y, z, u) = W(u). Em particular kr, (O, O, O, O) = 01(0). Logo F é versal se, e 

somente se, 2 (o, o, o, o) 0. Portanto, F é versal se, e somente se, a é um desdobramento 

versal da singularidade Morse de E. 

Definição 5.19 O conjunto crítico de uma aplicação f pode ser denotado também por 

El. O conjunto dos pontos singulares de flE1 é denotado por Eu. 

Teorema 5.20 Seja F(x,y,z,u) um desdobramento de uma aplicação rabo de andorinha. 

Então F é um desdobramento versai se, e somente se, 	é uma curva regular. 

Prova: O conjunto Eu é invariante no sentido que se F e G são desdobramentos equiva-

lentes (Definição 1.13) então existe um difeomorfismo irfr : R3  x R, O —> R3  x R, O levando 

Elp:1  em Eldl. Assim temos Eldl  = 

Sej a 

F: R3  x R, O —> R2  x O 

(x, y, z, u) 1-4 (Fi(x, y, z, u), F2(x, y, z, u), u) 

um desdobramento de uma singularidade rabo de andorinha. O parâmetro de desdobra-

mento é u. Por hipótese (Fi(x, y, z, u), F2  (X, y, z, u)) é equivalente a (x, xy + y4  ± 22). A 

aplicação rabo de andorinha tem rank 1, assim nós podemos escrever o desdobramento F 

F(x, y, z,u) = (x, F2(x,y, z, u), u) 

como na prova do Teorema 5.18 para alguma F2. 

Seja F2(x, y, z, u) = gi(x, y, z) + ug 2(x , y , z ,u). Assim em u = O temos gi(x,y, z) = 

F2  (X, y, z, 0). Existem mudanças de coordenadas na fonte e na meta tal que (x, g, (x, y, z)) 

pode ser escrita na forma (x, xy  ± y4 ± z2). Estas mudanças de coordenadas nos dão 

F(x,y, z,u) = (X, xy + y4  ± z2  + u972(x , y , z,u),ü) 

para alguma g-2(x, y, z, u). 

Como a aplicação rabo de andorinha é 4-determinada, podemos trabalhar no 

J4(x, y, z, u), isto é, não temos que considerar os termos de grau maior que 4. Agora 

fi(u92(x, 	u)) = uy3  + a (x, z, u)uy2  + ,8(x, z, U)uy + 71(x, u)u + 72(x, z, u)uz 
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que nos dá 

i4F(x,  y,  z,  = (x, xy  ± y4 t Z
_2 aluy3  + auy2  + Puy + 71u + 72uz,24, 

onde a, p, 72 são funções de x, z, ti e 72  é função de x, ti. Com  a mudança de coordenada 

y = Y — 9P- na fonte obtemos 

3a2  1_ 2\ 	5 
i4F(X) y, z, = (x, xy  + y4 	 u

2 
z2  + (au + — 8 	+ pu-Y)-1- tiu + 72uz, u) 

4  ( Ji 

Uma mudança de coordenada na meta 

(K,T — Wii(K,W),W) 

remove o termo -y2(x, u)u, e a mudança na fonte z = Z — u-y2(x, z, u)/2 remove o termo 

uz-y, onde possíveis termos que possam aparecer podem ser igualmente eliminados. O 

termo Suy pode ser eliminado com mudanças na meta se S = x'u2, senão = ZS e então 

podemos fazer a mudança de coordenada Z = z — uyS/2. Assim 

j4F(x, y, z, ti) = (x, xy 4. y4 ± z2 + (au + 0u2)y2, ti), 

onde 9 é uma nova constante para u2y2. 

Lembrando que a(x, z, u) tem grau 1, temos que 

J4F(x, y, z, ti) = (x, xy + y4  ± z2  + (a2xu + a3zu + a4u2  + a5u + 0u2)y2, u) 

que por mudanças de coordenadas na fonte é equivalente a 

J4F(x, y, z, u) = (x, xy + y4  ± z2  + ?,b(ti)y2, u), 

onde 0(u) = (a4  +19)u2  + a5u. 

Aplicando o Teorema 1.15 temos que o desdobramento F é versal se, e somente se, 

Agora 

= {(x, y, O, u); x+ 4y3  + 20(u)y = 0}. 

revertendo para y novamente. 
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Da equação para El  temos x = —4y3  — 20(u)y. Então 

= (-40 — 20(n)Y, —30 —1P(u)0, 

E" n 2_, é o conjunto singular de FIEI então 

E" n 
2_, 	= {(x, y, O, u); 6y2  + IP(u) = 0}. 

Logo 	é uma curva regular em (0,0,0, 0) se, e somente se, 01(0) O. 
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Capítulo 6 

Contato com planos 

6.1 Introdução 

Neste capíkulo consideramos o contato de hipersuperfícies com planos. Neste caso temos 

uma família a quatro parâmetros de aplicações IR?, O 	IR2,0. Seguimos os mesmos 

passos de Bruce e Nogueira em [15] e de Nogueira em [38], onde o contato de superfícies 

em IR' com planos foi estudado. Bruce e Nogueira definem a família de projeções em IR2  

: 	IR4  x G(2, 4) 

(p,u) 	 (<p,a>,<p,b>) 

onde a e ti são vetores linearmente independentes (os quais podemos supor unitários) que 

geram o plano u E G(2, 4), e G(2, 4) é a Grassmaniana de 2-planos em IR4. Observemos 

que o plano ortogonal auéo núcleo da aplicação II. 

A princípio nos parece que esta família é de seis parâmetros. Mas foi mostrado em 

[38] que II„ não depende dos vetores a e b, e sim do plano u. De fato, dado dois pares de 

geradores a, ti e a', b' do plano u, podemos escrever a = aa' + fit,  e ti = tya' + Sb'. Então: 

(< p, a > , < p, >) = (a <p, a' > + fi < p,b' >,'y<p, a'> +6 < p,b' >). 

Denotando por U, V as coordenadas do plano ti e fazendo a mudança de coordenadas 



temos 

(<p, a >, <p, >) 	(ca5 - fi-y)(< p, a' >, < p,b' >). 

Como cuS - 13-y 0, pois a e b são linearmente independentes, temos que 

(<p, a >, <p, >) 	(<p, a' >, < p, >). 

Portanto 11 depende somente do plano u, isto é, a família II de IR4  x G(2,4)/-.-' é de 4 

parâmetros. 

Restringindo agora a aplicação II à hipersuperfície M, obtemos uma família de apli-

cações II : M x G(2, 4) -> R2  que mede o contato de M com planos em R4. Mais 

precisamente, dado ti E G(2, 4), a aplicação I1 quando restrita a M mede o contato entre 

M e o plano que é o complemento ortogonal do plano u. 

Seja p E M, por mudanças de coordenadas sempre podemos identificar p com a origem 

e fixar coordenadas locais (x, y, z, vi) em p = (O, O, O, O), tal que o eixo-vi seja normal a 

M em p, e o espaço-(x, y, z) seja o espaço tangente a M em p. Assim podemos escrever 

M na forma de Monge, isto é, como um gráfico de uma função w = f (x, y, z), tal que 

f =h=4=h=0 em (0, 0, 0). Logo, HW é dada por: 
ITE:M xG(2,4) 	Rz 

((x, y, z, f (x, y, z)), u) 	(< (x, y, z, f (x, y, z)), a >,< (x, y, z, f (x, y, z)), >) 

O ponto p = (O, 0, 0) é singularidade de ILL, isto é, o rank de DpII não é máximo se, e 

somente se, o ortogonal de ti está contido em TpM, pois o ortogonal de ti é o núcleo de II, 

e a dimensão de TM e do ortogonal de u são respectivamente, três e dois. Temos então 

uma singularidade de corank 1, ou seja, a dimensão da imagem de II é um. Sendo assim 

os vetores geradores do plano de projeção singular ti devem ser tomados como um vetor 

a do espaço tangente e um vetor b normal a M em p. Podemos então fixar o vetor b que 

pode ser escolhido como o vetor unitário (0, 0, 0, 1). Como o vetor gerador a pertence ao 

espaço TM =< (1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, O) > então a = (ai, a2, ao, O). Neste caso, 

podemos parametrizar todos os planos de projeções singulares pela esfera 52, assim cada 

plano de projeção singular será gerado por um vetor de 52  e pelo vetor (O, O, O, 1). 

Daremos agora, uma forma simples para a família de projeções. Escolhemos um plano 

fixo, tio, gerado pelos vetores a = (1, 0, 0, 0) e b = (0, 0, 0, 1). Os vetores (1, c:71,Sb 'Ti) 
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e (52, 02, e72, 1) geram todos os planos perto do plano ui). Para facilitar as contas, po-

demos pegar outros representantes destes planos, por exemplo, os vetores (1, PI, 11, O) e 

(O, fiz, tyz, 1). Sabemos que vetores da forma (1, pi, e71, O) e (O, 02, e72, 1) são vetores linear-

mente independentes então só precisamos provar que sempre existem vetores desta forma 

que pertencem ao plano gerado por (1, tv 	-v e 1, 	(c72, /j2, 172, 1). Para isto, basta tomar 

= ezi = 17(1  - a211), e2 = -1717(1  - 	e e3 = -a2/(1 - c7211). Então teremos 

+ Cz(c72, fi2,172,1) = (1, (dl - tifi2)1(1  - ci2tY1),(fli - '7112)1(1-  L1211),0), 

C3(1, ch, 	ti) + C4(cY2, /32, -72, 	= (0, (T32 - ã2c71.)/(1 - ce-2-Y1), (-72 - 0152)/(1 - a21-1), 1), 

onde (1 - a-2171) 	O pois az e '71 são valores próximos do zero. Então, o plano gerado 

por (1, ah  01, ty,) e (c/2,02,1'2,1) é também gerado pelos vetores (1, fii, en, O) = (1, (ai - 

iii32)/(1-  c7211), (01-/1/2)/(1-a2171), O) e (O, fiz, "Yz, 1) = (O, (02 -azai)/(1-c7211), (172 - 

gic72)/(1 - 

Logo a aplicação II restrita a M pode ser reescrita, na vizinhança da origem, como: 

: R3  x R4  

((x, Y, z, PI, th, fiz, tY2) 	(x + PlY + 	/32Y + -Yzz + f (x, Y, z)) 

Obtemos as condições necessárias e suficientes para que II", tenha singularidades 

simples genéricas de codimensão menor ou igual a 2. Estudamos os tipos de singularidades 

que podem ocorrer em um ponto de M variando o plano de projeção. Mostramos as 

condições para que a família II seja um desdobramento versal das singularidades de Á, - 

codimensão menor ou igual a dois de nua. 

6.2 As singularidades simples de codimensão < 2 da 

projeção em planos 

Fixando u0  gerado pelos vetores a = (1, O, O, O) e b = (O, O, 0,1), temos nua  (x, y, z) = 

(x,f(x,y,z)), um germe de corank 1 de uma aplicação R3, O -> R2, O. Observemos que 

as singularidades de II não são alteradas por mudanças de coordenadas na fonte e na 

meta. Portanto, estamos interessados nas kórbitas de germes de R3, O -4 R2,0. 

As singularidades que podemos esperar dos membros da família II são as de codimensão 

< 4, que é a dimensão do seu espaço de parâmetros. Este fato é uma consequência direta 
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do teorema de transversalidade de Montaldi [36], pois a família II é kversal. Estas 

singularidades são listadas nos Teoremas 5.2 e 5.4. 

Para nossa tese, devido a complexidade das contas, restringimos-nos ao estudo da 

geometria das singularidades simples de riu  de codimensão < 2. A proposição a seguir 

mostra as condições sobre os coeficientes da expansão de Taylor de f em (0, 0,0), quando 

Roo = (x, f (x, y, z)) tem as singularidades de .4-codimensão < 2 listadas no Teorema 5.2. 

Para simplificar as condições, vamos considerar os novos coeficientes de f, na projeção, 

após a mudança de coordenada z = z — 2a13 (a5x + a6y), necessária para escrevermos o 

2-jato de f como aix2  + a2-  y- 2  + a3z2  + a4xy, onde a3 0. Escrevemos então o 7-jato de 

f como: 

j7(f) = a1x2  + a2y2  + a3z2  +a4xy+ b1x3  + b2x2y+ b3xy2  + b4y3  +14y2z +b6yz2  + b7z3  + 

b8z2x+b6zx2  +bioxYz+ei x4 ±c2x3y± c3x2y2 c4xy3 c5y4 e6 y3 z  c7y2z2 c8yz3  c9z4 

C10Z3X C11Z2  X2  C12 ZX3  ± C13 X2  YZ C14xy2z + ci6xyz2  + d1x3  +d2x4y + d3x3y2  + d4x2y3  + 

d8xy4 d8y3 d7y4z  d8y3z2 d9y2,3„, 
') Y 	

z x  
L40 	L.11.Z5  ± C112

4
al3X2  .Z3 	C114X3  .Z2  ± 

d15X4  Z d16x3yz + d17x2y2z + d1gx2yz2 d19xy2z2 + d20xY3 Z 	d2ixyz3  + e1x6  + e2x5y + 

e3x4y2 ▪  e4x3y3 ▪  e3x2y4 e8xy5 e7y6 esy5z  e8y4z2 + e10ez
3  + e11Y2z4  + e12Yz5  + 

e13z6  + e14zz5 
e18x2z4 e18x3z3 e17x4 

Z 	e18X5Z e19X4YZ e20x3y2z + e21x3yz2  + 

e22x2y2z2 e23x2y3z + 624x2yz3  + e26xy4z +e26xyz4 e27xy2z3 + e28xy3z2  + fix7  + f2x6y+ 

f3x3y2 ▪  f4x4y3 ▪  f8x3y4 f8x2y3 f7 y
6 f8Y7  f9X6Z 	X5Z2  f11X4Z3  f12X3Z4  

f13X2Z5  f14zZ6  f15Z7  ±f16Y6Z±f17Y5Z2  ±f18Y4Z3 
 
+ fl9Y3Z4  h0Y2  Z5  ±f21YZ6  f22X5YZ± 

f23x4y2z  f24x4yz2 f25x3y3z  f26x3y2z2 f27x3yz3 f28x2 y4 z f29x2 y3 z2 f30x2y2z3 

f31X2YZ4  h2XY5Z h3XY4Z2  h4zY3Z3  h5XY2Z4  h6XYZ5  • 

Na prova da proposição a seguir usamos a k-determinação de cada singularidade, que 

são dadas em [44] e [45]. 

Proposição 6.1 A projeção ortogonal Iluotem as seguintes singularidades: 

3 •=:- a2 = O, a3 	O, a,' 	0,14 	O; 

42 4r  a2 = a4 = O, a3 	O, b4 	O, b5 — U214 	O; 

43 4r  a2 = a4 = 	— 3b2b4  = O, a3 	O, 14 	O, —54c2a314 + 27b10b6b34  + 8*6a3 

—214bg — 9b3l4b 0  + 36b3b?ic3a3 — 18b31061)6 + 9bb4b10b6 — 18Nb4c4a3 	O; 

5 4r a2 — b4 = O, a3 	O, a4 	O, 4a3c3 — 	O; 

6 <=:, (v2  = b4  = O, 4a3c5  — 	= O, b6 bg + 4d6a3 — 2c6b5a3 	O, 
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-380b*Zb5̀1  — 1520b5ajc¡bg — 288*ZaRe7  — 60a241Eb7  + 364b,14a?i  + 1444bgaja?i  + 

51204a5c4a4  — 6080bRag4 +36a?icjal — 28a2b4b4  + 57602-6-2  SQb2b6a2  — 3040b5ajbAds + 

	

4 6 5 	 7 5 4 

1520bMb6bg4 — 120b34b6 Na44 + 96b3aWbga44 — 24b3a3Nbta4  + 96b3ajb6ge7a4 —

12b3a3b6bgb7a4  + 24b3a3b6 bgc7a4  — 48b3agb6bgd7a4  + 6080qagd64b5  — 96b34c/6a4c + 

192b3a1d6a44à6b5  — 96b3agd6a4bR + 384b3a9d6e7a4  — 48b3ak/6bzbga4 + 96b3ajd6c7bia4 —

192b3aW6d7b5a4  + 48b3ajc2b5a4  — 192b3a24b5e7a4  + 24b344b1b7a4  — 48b3a24bgc7a4  + 

96b3a14qc/7a4 	 16aNa2b6b5 	 104a2c2a2b2b2  4 6 3 6 5 

1564cMb7 N + 184aN*7bg — 112aNald7b5  + 12a?i4a3Nbg + 576a244a/b6b5e7  + 

216(44a3b614b7  — 240.2?I44b6bgc7  + 96444b6qc/7  — 288aMe7a2 + 56aNbtcza3 + 

16a9Abgd74-144e7aga,21b7b+288e7ala?Ic7b,-576e7a2a?Id7b5-36b7bga?Ic7a3+72b7bga?Id74-

144c7bga2ad7+ 32010g c4a44 —1280b6bgdsa2bioa4+2560b6bgdsalcaa4+640b6btc64bioa4- 

1280b6bgc64c4a4 	 25604a2b10b5a4 	 2560d6ajc5bgbi0a4 

5120d6aNb5c4a4  — 6404bga2b10a4  + 1280cNajc4a4  — 160a3Nb55b10a4  — 1024f8a5a,24 —

256aNajb6d6  + 51244aRd7d6  — 256aNbRc/64 + 512a?i4c4bb5d6  — 512a9najc7b5d6  + 

384a?i4a2bAd6  — 512aNb5d7a1d6  + 512a,1b4c74c/6  — 384*6bgb7d64 + 32c8bga3a?l b6  + 

128c3bgaNd6  — 64c9bg4a,lc6  — 64c/sbNa,lb6  — 256d8baja?Id6 + 128d8bgaRa?i4 — 

256kc4a,21 b6q + 512foRa?i4b5  + 128e14bg4a?ib6  + 512614b5aNd6  — 256e14biala?I4 # O; 

115 	a2  = a4 -= b4  = O, a3  O, b3 	O, 4a3c5  — 	O, 4c5a3(2b2(2c5a3  — 	+ b10b5b3) 

—8c5ac4b3  + bgb2  — bgb10b3  + 2bic4b3a3  + b6 biq + 4c/6biaN — 2c,6 b5bN O. 

Prova: Dada ll = (x, f (x,y,z)), usamos o Maple para fazermos mudanças de coorde-

nadas na fonte e fizemos também mudanças na meta para tornar (x, f (x, y, z)) equivalente 

às formas normais do Teorema 5.2. Assim, descobrimos as condições sobre os coeficientes 

da expansão de Taylor de f para identificar as singularidades dos tipos 3, 42, 43, 5, 6 e 

115. 

Para dar uma idéia dos cálculos, faremos o caso 42. Os outros casos são análogos. 

Denotaremos o k-jato de f por Fk. Como 42  é 3-determinada então podemos trabalhar 

com o seu 3-jato. Os termos dependentes só de x podem ser eliminados com mudanças de 

coordenadas na meta usando a primeira coordenada de (x, f (x, y, z)). Nestes casos temos 

que ter a3  O. Temos então no Maple: 
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> F2 := a2* y2  + a3 * z2  + a4* x .y: 

>F3 :=, 62 • x2 *y+ 1i3sx*y2  + 64 • y3  -fr 65 ty2  sz+b6 sy•z2  67*23 +68•z2 sx+69*z. x2  +610*xsysz: 

Vamos achar as condições sobre os coeficientes ai, bi e ci para termos singularidade 42. 

> q := collect(F2 + F3,[x,y, z]) : 

Para sumir com x2  * z: 

> q := collect(m,[x,y, z]) : 

> mtaylor(subs(z =-- .3 — coe f f (coe f f (coe f f (q, x, 2),y, O), z, 1) * x2/(2a3), q),(x , y, Z],4) : 

Para sumir com y2  *z: 

> q := collect(m,[x,y,Z]) : 

> m :-= mtaylor(subs(Z = z — coe f f (coe f f (coe f f (q,x, 0), y, 2), .3,1) * y2  / (2a3 ), q),[x,y, z],4) : 

Para sumir com x • y • z: 

> q := collect(m, [x, z]) : 

> m := mtaylor(subs(z = .3 — coe f f (coe f f (coe f f (q,x,1),y,1), z ,1) • x • y/(2a3), q),[x, y , 44) : 

Para sumir com x • z2  : 

> q 	collect(m,[x, y, A) : 

> m := mtaylor(subs(Z = z — coe f f (coe f f (coe f f (q,x, 1), y, 0), .3,2) * x z/(2a3), q),[x, y, z],4) : 

Para sumir com y* z2: 

> q := collect(m,[x, y , 	: 

> m 	mtaylor(subs(z = Z — coe f f (coe f f (coe f f (q,x,0),y,1), z, 2)* y • 3/(2a3), q),[x,y, Z], 4) : 

Para sumir com z3: 

> q := collect(m,[x,y, 	: 

> m 	mtaylor(subs(Z = 	z — coe f f (coe f f (coe f f (q, x,0),y,0), Z,3) • z2/(2a3), q), [x , y, 44): 

> q := collect(m,y, z]) : 

Precisamos que o coeficiente de y2  seja igual a zero, senão teremos dobra: 

> cfy2 := coe f f (coe f f (coe f f (q, x, O), y, 2), z, O) : 

> s := subs(cf y2 -= 0, q) : 

Precisamos que o coeficiente de x • y seja igual a zero, senão teremos singularidade do tipo 3: 

> q 	collect(s,[x,y, 

> c f xy := coe f f (coe f f (coe f f (q, x,1),y ,1), z,0) : 

> s := subs(c f xy = O, q) : 

Para termos lábios/bicos, precisamos que o novo coeficiente de y3  seja diferente de zero. 

> cfy3 := coe f f (coe f f (coe f f (q,x, O), y,3), z, O) : 

64 

Portanto, para sumir com xy2  podemos fazer: 

> mtaylor(subs(y = Y — coe f f (coe f f (coe f f (q,x,1), y, 2),z, 0). x/(364), s),(x,Y, 4 4) : 

1 632  
a3z2  4- (62 — —)Yx2  + 64Y3  

64 

Os coeficientes da equação anterior devem ser distintos de zero para termos lábios/bicos. E os novos coeficientes de y2  e de 

x • y devem ser nulos: 

> simplify(cfy2); 

a2 

> simptify(cfry); 

a4 
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6.3 Estratificação do espaço dos planos singulares 

Como vimos anteriormente, um plano de projeção singular u em p E M, pode sem perda de 

generalidade, ser gerado por um vetor a de 82  mais o vetor (O, O, 0, 1). Então estes planos 

podem ser identificados com a esfera 82. Vamos então estudar os tipos de singularidades 

de ITI, para u E S2. 

A hipersuperficie é dada localmente em p = (0, 0, 0) por (x, y, z, f (x, y, z)). Podemos 

fazer uma rotação tal que iz f a1x2 a2y2 a3,32 , e então teremos que as curvaturas 

principais em p são ki  .= ai/2, i = 1, 2, 3. 

Proposição 6.2 Sejam M dada localmente como (x, y, z, f (x,y, z)), onde j2  f = a1x2  + 

a2y2  + a3z2  e u = (ar, a2, a3) E 82. 

(1) Sobre um ponto elíptico de M a projeção E, : 1R3, O —> 1R3, O tem singularidade do 

tipo dobra em qualquer direção de 52. 

(2) No ponto hiperbólico genericamente temos dobra exceto em dois círculos onde em cada 

círculo a singularidade é do tipo cúspide a menos de 0,2,4,6,8,10 ou 12 direções onde 

ocorrem singularidade rabo de andorinha. 

(3) No ponto parabólico (supondo sem perda de generalidade k2  = 0) genericamente temos 

dobra, mas no círculo dado por a2  = O em S2  temos singularidade 42  exceto em O ou 2 

direções onde temos singularidade 43. Além disso, se k1k3  < O temos 2 direções sobre 

este círculo onde a singularidade é não simples, genericamente do tipo N1. 

(4) No ponto umbílico parcial genericamente temos singularidade do tipo 42. Temos O 

ou 2 círculos com singularidade 43; O, 1 ou 3 círculos com singularidade do tipo 115; O, 

4 ou 12 direções onde a singularidade é do tipo 16 e na direção dada por (0, 1, O) temos 

singularidade do tipo N12. 

Prova: Seja a = (ai, a2, a3) E 82. Vamos dividir o estudo de 82  em três casos: 

(a) quando ai  0, podemos tomar as direções (ai, a2, a3) que representam S2  menos 

o círculo de direções (0, a2, a3); 

(b) quando &i = O e a2  O então podemos tomar as direções (O, a2, a3) que representam 

o círculo de direções que falta em (a), menos a direção (0,0, a3); 

(c) quando &1  = a2  = O e a3  0, que representa a direção que falta em (b). 
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Para o caso (a), a projeção II = (< (x,y,z,f(x,y,z)),a >, < (x,y,z,f(x,y,z)), 

b >) = (aix + azy + a3Z, f (x, y, z)), onde a 	a2, a3, 0) e b = (0,0,0,1). Fazendo a 

mudança de coordenada X = a1x + azy + a3z, temos II = (x, f ((x — azY azz)/al, y, z), 

ou seja, 

•2%-r2% 	2 	2% = (x, (aix2  +(a2c4+aia2)Y2  + (aja  3  +,23ceuz2 +2 aice2a3yz — 2{4(23= — 2a1a2xy)). (1) 

Analisando a parte quadrática q(y, z) = ((a2a? + a1a4)y2  + 2a1a2a3yz + (aiad + 

a3a)z2)/c4 temos 

ql/Y q112  ( 1 	 , 
= —4—(a2a3a? + a1a3a + alaza)• 

G qyz qzz 	1. 

Ou seja, a quadrática q é degenerada se, e somente se, 

2 a2a3al  + a1a3a22  + a1a2a = 0. 

, „,2 _i_ ,„ 	2 
2 	cL2  2 	2a2CY3 	L.21..9 -1-  tb3a2 2, 

(Y,aix + 2y 	yz-1-- 	,2 	 Z ). 	 (Lin 

az 	az  

Para o caso (c), ou seja, projetando na direção (0,0, a3) com a3  0, a projeção II é 

(z, f (x, y, *z)) com o 2-jato igual a 

2 a2y + 2 a3 2 
(Z, aix 	 ). 

a3  
(IV) 

(1) Para o ponto elíptico em qualquer direção de S2  a projeção tem singularidade do tipo 

dobra, pois ai, cc2  e a3  têm os mesmos sinais. Neste ponto, sempre que (ai, az, a3) 

(0,0,0), para o caso (a) temos que (//) não vale, ou seja a2a3cd + a1a3c4 + a1a2a 	O, 

e então II r  (x, y2  ± z2); para o caso (b) temos que c/1 	O e a2a3 + a3c4 	0, e então 

por (///), 	(y,  x2 ±z2);  e para o caso (c) temos que aiaz O e portanto por (IV), 

(z,x2  ± y2) (ver Figura 6.1). 

(2) Vamos supor que p é um ponto hiperbólico. No caso (a), se (//) não está satisfeita 

sabemos que a singularidade é do tipo dobra (x, y2  ± z2). Vamos supor então que (//) 

está satisfeita. Neste caso a equação (H) determina um cone (que chamaremos cone das 

Para o caso (b), ou seja, usando as direções (0, a2, a3) com cz2 	0, a projeção, após 

fazer a mudança de coordenada Y = a2y + a3z, é igual a (y, f (x, 	— 2.1a2z,z)) cujo 

segundo jato é 
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Dobra em qualquer direeio 

Figura 6.1: Ponto elíptico 

cúspides) na origem. Portanto, teremos dois círculos de direções (podemos considerar só 

um destes círculos, pois o outro é o seu simétrico e determina as mesmas direções), que 

são determinados pela intersecção do cone com 82, onde a singularidade é pior que dobra. 

Sem perda de generalidade, podemos supor que o coeficiente de z2  é diferente de zero, 

ou seja, a1c4 + a3c4 O (já que neste caso não podemos ter simultaneamente os novos 

coeficientes de yz, y2  e z2  iguais a zero, senão o ponto seria parabólico), e então a parte 

quadrática q(y, z) é um quadrado perfeito: 

2 aiaz  + a3ai2  , 	alazaz „,)2 

a2 
Ç.z + 	 

aia32  + aza2s1  

Podemos fazer a mudança de coordenada z = z + a;f2c3  as±a3a?  y e então teremos 

i211 = (x,
f
"e?  z2 aalP•e xy 

ai 	 ale3÷a3ct al2a2a3 	i y)). Precisamos que o coeficien- 

te de xy seja diferente de zero para que a singularidade seja genericamente uma cúspide, 

e isto ocorre se, e somente se, aiazaz 	O. Mas isto é sempre verdade pois, o ponto é 

hiperbólico. Vejamos, se o novo coeficiente de xy fosse zero, teríamos az  = O, e então (//) 

e a1i:4 + a3c4 O implicaria em az = 21c2  = O, que é absurdo. Então, quando (//) está 

satisfeita, nos pontos hiperbólicos podemos sempre reduzir o 2-jato de H a (x, xy ± z2). 

Vamos agora, analisar o novo coeficiente de y3. No caso (a), isto é quando 6E1  O, pode-

mos fazer 6E1  = 1 e ficamos com um polinômio de grau 6 em az, az: 

6464 — 2a1c4a2b364 — alce3c4b9a — cqceMb7  + b2c4cd — 2ctceke2b5a3  + 4c4c4b10a3  — 

4c4a2b6  — a1a3a2b5a + a1aab2a — 4c4a2b3a3  — a;j4c4b8a3  + b44aja3  + a1a3ab10a¡ 

+4646466  + 4c4c4b6a3  — b1aa — 636E24 + 64464 + 3b4a1c:44 

Logo sobre o círculo (curva de grau 2 dada pela intersecção do cone e 82) teremos 
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Cuispide a menos de O. 2 . 4, 6, 8, 
10 ou 12 direções com singula-
ridade rabi; de andorinha 

Dobra 

Ctispide a menos de O. 2 , 4, 6, 8, 
10 ou 12 direções com singula-
ridade rabo de andorinha 

O, 2, 4,6, 8, 10, ou 12 direções (dadas pela interseção da curva de grau 2, dada pelo novo 

coeficiente de y2  igual a zero, com a curva de grau 6 dada pelo novo coeficiente de y3  igual 

a zero) onde a singularidade pode ser do tipo rabo de andorinha. Nas outras direções 

deste círculo, isto é onde o polinômio de grau 6 dado acima é diferente de zero, teremos 

sempre uma cúspide. Vamos analisar o caso (b), ou seja, a projeção na direção (0, az, a3) 

com a2  0. Se k2k3  > O teremos sempre dobra, pois novamente, o novo coeficiente de z2  

é diferente de zero. Mas se k2k3  < O, teremos dobra exceto em duas direções onde o coefi- 

ciente de z2  é nulo, a3  = ±V=2,2. Neste caso, estas direções estão sobre os dois círculos az 

que são a interseção do cone dado por (//) com 82. Nestas direções genericamente temos 

singularidade do tipo cúspide, como já vimos anteriormente. Para o caso (c) temos que 

ai  a2  O e portanto II (z, x2  ± y2)(ver Figura 6.2). 

Figura 6.2: Ponto hiperbólico 

(3) Vamos supor agora que p é um ponto parabólico. Sem perda de generalidade, podemos 

supor que k2  = %2. = O. Vamos ver o que acontece no caso (a). Se (//) não está 

satisfeita então teremos sempre singularidade do tipo dobra. Agora, suponha que (//) 

está satisfeita. Neste caso, a equação (//) determina um plano que contém a origem. 

Portanto, teremos um círculo de direção determinado pela interseção do plano com 82, 

onde a singularidade é pior que dobra. Como a2 = 0, então por (//) teremos que a2  = 0, 

conseqüentemente temos que os novos coeficientes de y2  e de yz são nulos. Sem perda 

de generalidade, podemos fazer al  = 1. Supondo que o novo coeficiente de z2  é distinto 

de zero, ou seja, a1ik3 + a3 	0, e que o novo coeficiente de y3, b4, é diferente de zero, 

após mudanças de coordenadas temos que j3f =
3(aict3-1-as)- 

1 	2
64 
(3c4c4b4b6  — c:da?bg — ba + 

3b4b2a, — 2ce3a1  b5b3a3+ 3ce3a1b4bioa3)x2y+b4y3+(a1aN+a3)z2. Ou seja, genericamente, no 

círculo dado pelo plano a2  = O interseção com 82, temos singularidade 42. Se o coeficiente 
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de x2y for nulo teremos singularidade do tipo 43, e isto acontece em O ou 2 direções deste 

círculo. Por outro lado, se o coeficiente de .z3  for nulo, e isto acontece em duas direções 

(1, a3) com a3  = . cj se a1n3  < O (isto é kik3  < O), teremos o dois jato da projeção 

equivalente a (x, xz) e portanto a singularidade será genericamente do tipo /V1. Para o 

caso (b), onde ai = O e a2 	O, com a2  = O, temos j2E = (y, aix2  + a3z2). Logo a 

singularidade é do tipo dobra já que a1n3 	O. Para o caso (c), se a2 = O, temos que 

izE 	(z, clizz 	2 z ) então genericamente teremos a singularidade 42  já que ai, O e 

z2  pode ser eliminado com mudança de coordenadas na meta (ver Figura 6.3). 

a, a3>0 
	 a]  a3  < O 

O ou 2 direções com 
singularidade 43  
sobre o circulo 

Dobra 

42  

2 direvies com 
singularidade 
não simpjcs 
sobre o circulo 

Figura 6.3: Ponto parabólico 

(4) Vamos ver o que acontece se o ponto é umbílico plano parcial. Suponha sem perda de 

generalidade que a1  = a,3  = O com a2  0. Após a projeção com ai, O e após mudanças de 

coordenadas teremos (x, a2y2+ (bpai-33b1a3)  x2 z+  bace?-1-3bra2 —21/90301  

	

1 	X.22  -I- (—b1Cd — b3  ot3od + ai 	 ai 	 ai  

b5otot1  + b7a)z3). Se o coeficiente de z3, for diferente de zero, então teremos uma singu-

laridade do tipo 42, basta fazer a mudança de coordenada z = Z — coe f (xz2)x I 3coe f (z3). 

Após esta mudança de coordenadas para eliminar x.z2  temos que o novo coeficiente de x2z 

é nulo se, e somente se, (-3b1  + b)cA + (9b1b7 — b5b8)a1a3  + - 3b5b7)a? for nulo. Tere-

mos então O ou 2 planos de soluções, que passam pela origem (ai, a2, a3) = (O, O, O), para 

esta equação. Cada plano intercepta a esfera de direções em 1 círculo, ou seja, nas direções 

destes círculos teremos singularidade 43  (ver Figura 6.4). Mas se o coeficiente de z3  for 

zero, teremos O, 1 ou 3 planos de soluções que também passam por (a1, a2, a3) = (O, 0, 0). 

Cada plano intercepta a esfera de direções em 1 círculo, onde a singularidade é do tipo 

115. Se tivermos também o coeficiente de x.z2  igual a zero, onde temos O ou 2 planos 

cortando a esfera 82, as intersecções destes dois círculos com os círculos resultantes do 
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II 	 1 

coeficiente de z3  igual a zero, nos dão genericamente, O, 4 ou 12 pontos onde a singulari-

dade é do tipo 16. Para o caso (b) onde ai  = O e o2  0, se tivermos também ce3  O 

então j3n = (Y, az cd z2/c4+ (3b1b3 —q)xy2/(3biaN) + bi  x3), ou seja, teremos singularidade 

do tipo 42. Se ce3  = O então j2f = O e então teremos genericamente a singularidade não 

simples N12. Observamos que neste caso o plano ortogonal a u =< (0, 1, 0, 0), (0, 0, 0, 1) > 

é o plano de direções assintóticas. Para o caso (c) temos a singularidade do tipo 42  já que 

o segundo jato da projeção é equivalente a (z, y2). 

Portanto, fora de 0, 1 e 3 círculos referentes ao coeficiente de z3  igual a zero e de O e 2 

círculos referentes ao coeficiente de xz2  igual a zero, teremos a singularidade lábios/bicos 

exceto na direção dada por (O, 1, O) onde temos a singularidade N12. Isto é, exceto nos 

dois pontos (O, 1,0), (O, —1,0) e fora de 0, 1, 2, 3, ou 5 círculos da esfera acontece a 

singularidade 42. 

Em O, 1, 2, 3 ou 5 dirculos de S 2  

podem acontecer singularidades 

do tipo 43, 11 5, ou 16 

Figura 6.4: Ponto umbilico plano parcial 

6.4 	Desdobramento versal das singularidades simples 

de codimensão < 2 

Nesta seção, procuramos as condições sobre os coeficientes da expansão de Taylor de f, 

para II ser uma deformação versal de IL. = (x, f (x, y, z)), nos casos em que Hut, possui 

uma singularidade simples de codimensão < 2. 
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A família de aplicações projeções de IR3  -+ IR?, fi: M x G(2, 4) -+ IR2  é uma 

deformação da aplicação fluo = (x, f (x, y, z)). Em coordenadas locais 

onde a = (1, PI, 'Yb O) e b = (O, ,32,72, 1). Fazendo a mudança de coordenada X 

x + fily + enz, teremos nu  (x, y, z) = (x, /32y + 72z f (x — filY — enz,y z)) • Portanto 

1171= (O, -d.), UAI= (O, -yf.), I-172= (O, z), e 1.102= (O, y). 

Temos então o seguinte resultado: 

Proposição 6.3 A família de aplicações projeções II é um desdobramento versa! das 

singularidades simples de codimensão < 2 guando: 

42  : sempre; 

43  <=> b363(2761b?i  - 	O; 

5 : sempre; 

6 <4. 65  (2(a3b3b6  - a4a3c7) + 3b5a4b7)(2a3(2d6a3  - Nas) + qb6) O e 0(ai, 	h) 

O; 

115  <=> -8a3c5b3  610  - 4a3c5b5b2  + 4a3bNce  + 6a3c4b5b3  + 3b2b2  - 4b5b5b6  - b10b3q O. 

Onde a expressão do polinômio çb é igual a 

-28o4a4bgbáb1oc,6 	112o4b6d6 b3a,lbgbli, - 2800466b3a46g61oce + 2240466634624c6 — 100846663444c-4 — 

22404 b6d64b2blocs — 1124664624c4 11246646g4N — 1344466462c74 + 280046346g4610 — 190446341444 —

1344463624c7e7 + 784463462cgc4 — 6724634624 + 26884462c7cae7 + 44844 44c6c4 — 134446à4b2c4  

2688466444 e7 — 403246646g4e7 — 1344466462 bloc,6  — 1344466462c44± 5604666344610 — 560046663 a,162d7c6 + 

134446663a21444+560046663a444c4 — 16804d646gc863 —67246646244 —5600466446262 — 112046644624 — 

56046663a,162e14 — 140046g63a462c4 + 14004463444 + 134446g46R4e7 + 9524664b2e14c6 1684boalbgceds + 

7284664444 + 3920466446Rci4 + 336046gd6444 — 2804b6a4bMc4 — 5604446gc7616 + 168044462467 —

8404d64bgc8c6 + 64404444c6b8 — 1680444bg67c4 + 3364b34b2c7c4 — 1120463411c6d6 + 100846344c74 — 

3924634144610 + 10084b34bg67e7 + 3364b34Nd7b10  — 2804a2bgd7bioce — 1008446203674 — 2240444462c4 — 

784aR aqqc7c6c4 —6724462c7d7c6 +179244624c14-2244 b2c76g —33644 bgc7d8 +1404664624610 +2804664 bgeis + 

84a3b3465167bia — 84a346267c14  — 280a34675c9c6  — 1044b1cisco ± 168446468 ± 168446R c8cá + 16844 67567d5 — 

16844467ei4 — 5044 bg4c8 + 1684 altic7c14 — 173644b2468 + 420446244 + 5604 d64bgc9 — 33646g462e14 —

1124b6444d6 — 190446646g4c14 7004bgb3a46-5(610 + 2244664c76gc4 + 280046646624 + 980466446104 — 
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140466462d20 — 2800444624 + 3364404d° — 3364n26267N + 204 d6462cm —84044a:14dg + 2804462d20c6 + 

336446261667 — 3364c2bgd7c, +3364a6°7614 — 3364462c7d° — 5604462cmc° — 784466044 + 672414462 bi O — 

280466416LN + 2804b64bge6  + 5044bealb2c7d7 + 1680a]b6dealb4cs + 140466n4b7565110 + 560a3b6b3a,lbgd8 + 

504466634bgbioce — 3640agbedea2b2b8 89646163*dd7 + 2244bNaNc4  — 8404bgalbtd7c6 + 672agtial4cec4 + 

420444461067 — 22404b6d6b3b4d7a2 +560ajd6a4bMbio + 2240a1b6d64b2c6c4 + 6724a1b2d7de + 1008+0203e7 — 

112044bg 	84a3a2bge768-112a362634bgbio + 252a3a2gcsc7+ 168°34675  d867 —420°36663 aNce + 84°3664 bgb7d7 —

546a366462c8c6 — 210°36g462610c6 	140a366414c7bio + 1862a3664bNc6 	252a36846467c4 — 700°36246262 —

224a362a2b2c4 + 462asgaNc14 — 210°3467567616c° + 168°362444 + 5a3b6462c15 — 210°3664675d° + 56°36242d° — 

336041664462 d7c6 + 13444664626762 + 2240466d6634b2c4 — 1654 bart9162c7610 + 840463462c8c6 1684b3a»7c4 

672463 46267d7+ 6724 46267c6c4+280444c7bioce +1684462674os + 56462462 d6 + 1686754bgbab7 — 42°16;767M° — 

126462676g co + 126/4463c6 + 5600466d563a462610 + 11204463462c6610 56044462d20 — 672463°2624c-4 + 

1120463462c6cia +50404 deaelbg4bio —67204do4b2c6c14 +22404 d6a262 oca +5604d6a2b2 d7bio +112004 d6a2b2b2c° — 

33604 d6 alb2d7c7+22404d6b3a2b2 d° —67246346267610 —168004 d66346267c6 —22404a2b2c7d6c663 +336a34626gbac7+ 

1050a3626367aN +952°34 bgobge,— 168°36°4670267+11244 bgeN —8444 bgb7c2+224a3624626g —336°346252 bac° — 

10084440466 — 84046240M° + 168444676662 — 33646346M — 89644626766c663 — 844462b7c,163 —

1120a3624624 — 504°34467666663 — 56a3a262468 + 420°346267468 A- 420a3467567c763 — 168°346267c-ice — 

123244626PN + 1568446216,563cg 14004b2b3c7462 + 173646ga6243  + 10084g46267 + 168044626766634 —

840446267beced6 + 336466aqb2qc7 — 42004666346267c° + 8404666367462 — 2688446266634 — 72846641624 — 

1344466462007 + 11204 btal*16  — 3364a,4c7c662 + 420046346267c2 + 11204462c7463 + 560046863462c7c° — 

16804462c767 + 22404624b2c6d6 + 1400462462c6ba 	22404462c7bg d6 — 28046g a46262 + 50444626? — 

70004Ni/244h — 1344°2 galb2c7 + 84004 66d6a,l 626763 + 33604462c766c6d6 840466°462c-662 + 17924°,16266634 — 

5600463°,162674 + 3364462674 + 1344441404 + 224044626P2d6 — 672046244624 + 134446603462c7 — 

5604°462462 7840 a2b3b2 c3 
3 4 5 3 5 

672462;2,6267 — 1580463462c6b7  + 14564634624 — 1120046646346267 + 5600466d64466 — 5600464244 + 

1120046663aq bgcg _ 112oalbeb3ge7.2 + 2240463462C7Co — 56004634624 -I- 1120046262a?,63c64 + 134446246262 — 

4032461,4624 — 13444a262c76] + 112046g4620363 — 1120466d662a462 — 44804462b6gdece + 224044626663d64 + 

134444462 + 11204d662a4c662 + 22404444462 — 224044446s63 + 224004 d6b3462c7c° + 33604 d6b3a2b267 

55004624A + 1400462462 — 1124c2466  — 4480446344 + 22400466c6aqb6b34 + 4480c4bec64b5b3de 

224004b2c7a,lb34 — 3360466144463 + 40324664a65 +16800aRqb7a,24634 —1120c:4444 — 336004664624463 + 

112046662a462 — 25884664620362 — 224004d6b2c6b2 — 44804d6b3c7a262 + 224004d6636644 — 2240462°4002 + 

13444/444b§ — 224004dg4463  + 44804c/6°464 + 224046246663 + 11200466d6b2b2 + 224004d26262 — 
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1344444 — 126441463 + 224414c64 + 424146768 — 12644b7c8 + 140664bgeg + 168bgalgcs — 4764414b8 

268846g44 + 5376444e7 + 53764bgc44e7 — 53764bece4b5e7 + 1120044b3a44bio — 224004d8b3aNd7c6 + 

2240446346010 + 224004d663a4c6c4 + 26884444d7 + 560444c6fI6 + 67244bge7c14 — 67144467n — 

224444d54+89644bRd72c6+2688aNal4d7b7-672444c7b10+11204444eis —560044466 dg +13444 44d7a1+ 

5604a4144c6c4 + 67241444d7c6 — 112046644144 + 10568462676w — 896aja:144e14 — 13444a1b54d8e7 —

56044b55c6e6 — 6724a1654d7e14 — 3364465344 + 22444652d7cg + 67244655d7d5 + 22404634653cea4 —

224046346524c6 + 53764c74652e7 — 26884b53c44d7 268844b53e7b10 — 13444b6d7a1cá — 13444(05244 —

40324e4b53b7e7 — 403244b53d7c7 + 1344agalb53ep4e7 + 2688444b5e7 +224004463b5d7a,24  — 224004463/952c4a4 — 

44804d6b3652c44+44804d6b3b5d74-53764b52a,le7b32-5376465d7ale7-224044634b53e14-11204dea4b54632c4+ 

44804d6b34652617c43 — 56004dá4652610a. — 11200aRd6b3a4b54c6610 + 13444b3441c4e7 — 1120a3563a4214c40/0 

5600a35b3a4bg4c4 	 1344a35b3a43q4e7 

1344a35b3a43607e7 + 5600a35b3a4244d7 - 1344a354a4214cee7 — 4032a35a44bRd7cee7 + 1344a35a43bRcec4e7 

5600a354a43bga14 	1120a354a434e6 	+ 	2240a35d6q4a44 	- 	1120a35d6a44b2h6 

11200a35  b6d6b3a44c4 + 1120a35b6b3beci7a43 	1120a3566b3a4214e4 + 2688a35b6a4314cea4 + 1120a35d6a43bRd5ce — 

1120a35d6b6d7a444 — 2240a35d614c4a43(17  — 2240a35d663a424cea4 + 1344a35a434/76/0 — 1344a35a434d5e7 + 

672a35a4344bio +1344a35a430c7c4 — 11200a354a42bgb2 + 1120a35d6a444ei4ce + 11200a35b6d6b3a42b2d7 

Prova: Não apresentamos aqui os cálculos para esta demonstração. A idéia é usar o 

Teorema 1.15 e a Observação 1.17 para mostrar que 

sk  {T 	± R {lin  )1101,1172 1102}} = (e (3, 2)) 

onde k é o grau de determinação de fluo. 

Nos casos 42  e 5 podemos usar os Teoremas 5.18 e 5.20 para demonstrar as afirmações 

desta proposição. Suponha II.(x, y, z) = (x, )32y + ry2z + f (x — )3iy — 	y, z)) tal que 

tem singularidade lábios/bicos na origem. Temos que o conjunto Er'  é sempre regular 

(isto segue de contas que não apresentamos aqui) e portanto como no Teorema 6.3, II é 

sempre um desdobramento versal da singularidade lábios/bicos. Suponha agora que flua  

tem uma singularidade rabo de andorinha na origem. Mostramos que o conjunto Eji  

é sempre uma curva regular e portanto como no Teorema 6.3, pelo Teorema 5.20, II é 

sempre um desdobramento versai da singularidade rabo de andorinha. 
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