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Resumo

Neste trabalho, nós abordamos alguns resultados de T. Fukuda e de N.
Dutertre e T. Fukui sobre a topologia das singularidades de Morin. Em
particular, apresentamos uma nova prova para o Teorema de Dutertre-Fukui
[2, Theorem 6.2], para o caso em que N = Rn, usando a Teoria de Morse
para variedades com bordo.

Baseados nas propriedades de um n-campo de vetores gradiente
(∇f1, . . . ,∇fn) de uma aplicação de Morin f : M → Rn, com dimM ≥ n,
na segunda parte deste trabalho, nós introduzimos o conceito de n-campos
de Morin para n-campos de vetores que não são necessariamente gradientes.
Nós também generalizamos o resultado de T. Fukuda [3, Theorem 1], que
estabelece uma equivalência módulo 2 entre a característica de Euler de
uma variedade diferenciável M e a característica de Euler dos conjuntos
singulares de uma aplicação de Morin de�nida sobre M , para o contexto dos
n-campos de Morin.

Palavras-chave: Teoria de singularidades; singularidades de Morin; te-
oria de Morse; característica de Euler; n-campos de vetores.



 



Abstract

In this work, we revisit results of T. Fukuda and N. Dutertre and T.
Fukui on the topology of Morin maps. In particular, we give a new proof
for Dutertre-Fukui's Theorem [2, Theorem 6.2] when N = Rn, using Morse
Theory for manifolds with boundary.

Based on the properties of a gradient n-vector �eld (∇f1, . . . ,∇fn) of
a Morin map f : M → Rn, where dimM ≥ n, in the second part of this
work, we introduce the concept of Morin n-vector �eld for n-vector �elds
V = (V1, . . . , Vn) that are not necessarily gradients. We also generalize the
result of T. Fukuda [3, Theorem 1], which establishes a module 2 equivalence
between Euler's characteristic of a manifold M and Euler's characteristic
of the singular sets of a Morin map de�ned on M , to the context of Morin
n-vector �elds.

Keywords: Theory of singularities; Morin singularities; Morse theory;
Euler characteristic; n-vector �elds.
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Introdução

Como observado por N. Dutertre e T. Fukui em [2], um assunto bastante
estudado em Teoria de Singularidades é a relação existente entre a topologia
de uma variedade diferenciávelM e o conjunto crítico de aplicações de�nidas
sobre M . Um bom exemplo deste fato é a Teoria de Morse que exibe a
característica de Euler de uma variedade compactaM , χ(M), em termos dos
índices de Morse, λ(pi), dos pontos críticos pi, i = 1, . . . , n, de uma função
de Morse f : M → R:

χ(M) =
n∑
i=1

(−1)λ(pi).

Por volta de 1955, R. Thom provou em [16] que a característica de Euler
χ(M) de uma variedade diferenciável compacta M, de dimensão no mínimo 2,
tem a mesma paridade que o número de cúspides de uma aplicação genérica
f : M → R2:

χ(M) ≡ #K(f) mod 2.

Em [8], H. I. Levine melhorou este resultado apresentando uma igualdade
que relaciona χ(M) ao conjunto crítico de f . Mais tarde, em [3], T. Fukuda
generalizou o resultado de R. Thom para aplicações de Morin f : M → Rn

com dimM ≥ n. Ele provou que:

χ(M) +
n∑
k=1

χ(Ak(f)) ≡ 0 mod 2, (1)

em que Ak(f) é o conjunto dos pontos x em M tais que f tem uma singu-
laridade de tipo Ak em x. Além disso, se f tem apenas pontos de dobra,
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2

isto é, singularidades de tipo A1, e dim(M) − n é ímpar, o autor forneceu
uma igualdade relacionando χ(M) às características de Euler dos conjuntos
críticos A+

1 (f) e A−1 (f) de f :

χ(M) = χ(A+
1 (f))− χ(A−1 (f)). (2)

O. Saeki ([13]) e I. Nakai ([12]) estenderam as fórmulas de T. Fukuda ao
caso de uma aplicação de Morin f : M → N , em que N é uma variedade
diferenciável e dim M ≥ dim N . Trabalhos de Y. Yomdin ([18]) e I. Nakai
([11], [12]) mostraram que o cálculo integral atribuído a O. Viro ([17]) é
útil para encontrar relações como aquelas estabelecidas por T. Fukuda no
contexto das aplicações estáveis.

Recentemente, N. Dutertre e T. Fukui investigaram em [2] como o cálculo
integral de Viro se aplica em situações mais abrangentes. Ao introduzirem
a noção de trivialidade local no in�nito para aplicações suaves e trabalha-
rem com aplicações estáveis, os autores estabeleceram várias relações entre a
característica de Euler com suporte fechado de M e N e os conjuntos singu-
lares de f . Aplicando estas relações ao contexto das aplicações de Morin, N.
Dutertre e T. Fukui utilizaram as relações existentes entre a característica de
Euler com suporte fechado e a característica de Euler topológica e puderam,
assim, recuperar e melhorar vários destes resultados de T. Fukuda, I. Nakai
e O. Saeki, dentre outros.

Em particular, no Teorema 6.2 em [2, pág.188], os autores mostraram
uma igualdade que recupera e generaliza as relações (1) e (2) de T. Fukuda
([3]). A fórmula obtida relaciona a característica de Euler de uma variedade
compactaM com as características de Euler dos conjuntos singulares de uma
aplicação de Morin de�nida sobre M :

Teorema 0.0.1. [2, Teorema 6.2] Seja f : M → N uma aplicação de Morin.
Suponha M compacta, N conexa e dimM − dimN ímpar. Então

χ(M) =
∑

k: ímpar

[
χ(A+

k (f))− χ(A−k (f))
]
.

Na primeira parte deste trabalho, nosso objetivo é exibir uma nova prova
para o Teorema 0.0.1, para o caso em que N = Rn. Inspirada no trabalho de
T. Fukuda ([3]), a nova versão da prova é baseada na utilização das formas
locais das aplicações de Morin, da Teoria de Morse para variedades com
bordo, de uma caracterização de Z. Szafraniec ([15]) para pontos críticos
não degenerados e da caracterização dos conjuntos singulares A+

k (f) e A−k (f)
apresentada por N. Dutertre e T. Fukui em [2].

Dessa forma, no Capítulo 1 apresentamos brevemente os principais con-
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ceitos sobre a Teoria de Morse e sobre a Teoria de Morse para variedades com
bordo que serão utilizados ao longo deste trabalho. Apresentamos ainda, al-
guns resultados de Z. Szafraniec ([15], [14]), por meio dos quais é possível
caracterizarmos os pontos críticos não degenerados de aplicações g : R` → R
restritas a variedades M ⊂ R`.

Em seguida, o estudo dos resultados de T. Fukuda no Capítulo 2 nos
ajudará a compreender a maneira como a Teoria de Morse pode ser aplicada
para uma demonstração do Teorema 0.0.1 quando N = Rn. A principal
diferença entre os resultados de T. Fukuda e de N. Dutertre e T. Fukui é o
fato de trabalharmos, respectivamente, com as variedades sem bordo Ak(f)

e com A+
k (f) e A−k (f) que são variedades com bordo. Por isso, neste novo

contexto, a Teoria de Morse para variedades com bordo apresenta-se como
ferramenta essencial. Por �m, no Capítulo 3, concluímos a primeira parte
do nosso trabalho, apresentando a nova prova para o Teorema 0.0.1 de N.
Dutertre e T. Fukui.

Na segunda parte deste trabalho, nosso objetivo principal é de�nir o que
seriam as singularidades Ak de Morin para o contexto dos n-campos vetoriais.
Inspirados pelas propriedades do n-campo gradiente (∇f1, . . . ,∇fn) de uma
aplicação de Morin f = (f1, . . . , fn), no Capítulo 4, introduzimos o conceito
de �singularidades Ak de Morin� e �n-campos vetoriais de Morin� para o caso
de um n-campo V = (V1, . . . , Vn) que não seja necessariamente gradiente.

Em seguida, no Capítulo 5, buscamos adaptar os métodos de T. Fukuda
([3]) abordados no Capítulo 2 para este contexto mais geral dos n-campos de
Morin. Para isto, dado um n-campo de Morin V = (V1, . . . , Vn), estudaremos
algumas propriedades de um campo vetorial genérico

z(x) =
n∑
i=1

aiVi(x)

e de suas restrições aos conjuntos singulares de Σk(V ) do n-campo V . Através
destas propriedades, juntamente com o Teorema de Poincaré-Hopf, podemos
obter informações topológicas da variedade M sobre a qual V está de�nido
a partir das singularidades Ak(V ) do n-campo de Morin. Assim, concluímos
este trabalho apresentando uma congruência módulo 2 análoga à fórmula (1)
de T. Fukuda para o caso dos n-campos de Morin.



4



CAPÍTULO 1

Preliminares

1.1 Transversalidade

Nesta seção, faremos uma breve apresentação dos principais conceitos
sobre a teoria de transversalidade utilizada ao longo deste trabalho. Para
um estudo mais detalhado sugerimos as referências [4] e [5].

De�nição 1.1.1. Sejam P e Q subvariedades de uma variedade suave N ,
dizemos que P e Q intersectam-se transversalmente em um ponto y ∈ P ∩Q
se

TyP + TyQ = TyN,

onde TyP , TyQ e TyN denotam os espaços tangentes a P , Q e N no ponto
y, respectivamente. Se P e Q intersectam-se transversalmente em todo y ∈
P ∩Q, dizemos simplesmente que P e Q intersectam-se transversalmente.

Observação 1.1.1. Se P e Q são subvariedades de N tal que P ∩ Q = ∅,
então dizemos que P e Q intersectam-se transversalmente.

De�nição 1.1.2. Seja f : M → N uma aplicação de classe C∞ e seja P
uma subvariedade de N . Dizemos que f é transversal a P , e escrevemos
f t P , se o grá�co de f , G(f), e M×P intersectam-se transversalmente em
M ×N .

Proposição 1.1.2. Seja f : M → N uma aplicação de classe C∞, e seja P
uma subvariedade de N . Então, f t P se, e somente se, para todo x ∈ M

5



6 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

tal que y = f(x) ∈ P , temos

dfx(TxM) + TyP = TyN,

onde dfx denota a derivada de f no ponto x.

Observação 1.1.3. A Proposição 1.1.2 é apresentada em muitas bibliogra-
�as como a de�nição do conceito de f t P , pois de fato, é uma condição
mais fácil de ser veri�cada que a condição apresentada na De�nição 1.1.2.
Como ambas de�nições são equivalentes, optamos por apresentá-la como na
De�nição 1.1.2 devido a seu caráter geométrico mais intuitivo.

Teorema 1.1.4. Seja f : M → N uma aplicação de classe C∞. Se f for
transversal a uma subvariedade P ⊂ N , então a pré-imagem f−1(P ) será
uma subvariedade de M . Além disso, a codimensão de f−1(P ) em M será
igual à codimensão de P em N e

Txf
−1(P ) = df−1

x (TyP ),

onde y = f(x).

Note que, quando P for um único ponto, isto é P = {p}, dizer que f é
transversal a P é equivalente a dizer que p é um valor regular da aplicação f .
Desta forma, o conceito de transversalidade estende a noção de valor regular
de uma função.

Teorema 1.1.5. A interseção de duas subvariedades transversais P e Q de
N é uma subvariedade de N . Além disso,

codim(P ∩Q) = codim(P ) + codim(Q).

Teorema 1.1.6 (Teorema de Sard). Seja fi : Mi → N uma família enume-
rável de aplicações de classe C∞. O conjunto dos valores regulares comuns a
todas as aplicações fi é denso em N .

Note que, no caso de uma única aplicação f : M → N , o Teorema de
Sard diz que o conjunto dos valores regulares de f é denso em N . Isto é,
quase todo ponto y ∈ N é valor regular de f .

1.2 Teoria de Morse

Nesta seção, relembraremos os principais conceitos sobre a Teoria de
Morse utilizados neste trabalho. Como referência, sugerimos o livro [9].
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Seja M uma variedade m-dimensional de classe C∞ e f : M −→ R uma
aplicação C∞.

De�nição 1.2.1. Um ponto p ∈ M é um ponto crítico da aplicação f se a
derivada de f no ponto p, dfp : TpM → R, for nula. Isto é, dfx(v) = 0, para
todo v ∈ TpM . Um ponto crítico p é não degenerado, se a matriz Hessiana
de f em p for não singular, isto é, se

detHess(f)(p) = det

[
∂2f

∂xi∂xj
(p)

]
6= 0,

onde (x1, . . . , xm) é um sistema de coordenadas locais em torno do ponto p.
Pontos críticos não degenerados são chamados de pontos críticos de Morse
de f .

De�nição 1.2.2. A matriz Hessiana de�ne uma aplicação bilinear H no
espaço tangente TpM . O índice desta aplicação é de�nido como sendo a
dimensão do maior subespaço V de TpM no qual H é de�nida negativa. Este
índice é chamado índice de Morse de f no ponto p.

De�nição 1.2.3. Dizemos que uma aplicação f é uma função de Morse se
todas os seus pontos críticos são não degenerados, isto é, se todos os pontos
críticos forem pontos de Morse.

O lema a seguir, conhecido como Lema de Morse, mostra que o compor-
tamento de f em um ponto crítico não degenerado p pode ser completamente
descrito pelo índice de Morse de f em p.

Lema 1.2.1 (Lema de Morse). Seja p um ponto crítico não degenerado da
aplicação f . Então, existe um sistema de coordenadas locais x = (x1, . . . , xm)
em uma vizinhança U de p em M tal que, x(p) = (0, . . . , 0) e

f(x) = f(p)− x2
1 − . . .− x2

λ + x2
λ+1 + . . . x2

m,

para todo x = (x1, . . . , xm) ∈ U , em que λ é o índice de Morse de f em p.

Corolário 1.2.1. Nas hipóteses do lema anterior, seja (y1, . . . , ym) um sis-
tema de coordenadas na vizinhança de p, então

sgn

(
det

[
∂2f

∂yi∂yj
(p)

]
1≤i,j≤m

)
= (−1)λ,

onde sgn denota o sinal do determinante considerado.
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Corolário 1.2.2. Pontos críticos de Morse são pontos críticos isolados.

Corolário 1.2.3. Se M é compacta e f : M → R é Morse, então f tem um
número �nito de pontos críticos.

Teorema 1.2.4. SejamM uma variedade compacta de classe C∞ e f : M →
R uma função de Morse com pontos críticos p1, . . . , pn e respectivos índices
de Morse λ(p1), . . . , λ(pn), então

χ(M) =
n∑
i=1

(−1)λ(pi),

em que χ(A) representa a característica de Euler de um espaço topológico A.

Corolário 1.2.5. Sob as mesmas hipóteses do teorema anterior, temos

χ(M) = #C+(f)−#C−(f),

em que #C+(f) denota o número de pontos críticos de f com índice de Morse
par e #C−(f) denota o número de pontos críticos de f com índice de Morse
ímpar. Temos ainda,

χ(M) ≡ #C(f) mod 2,

onde C(f) denota o conjunto dos pontos críticos de f .

1.3 Caracterização de Z. Szafraniec

Apresentaremos aqui alguns resultados de Z. Szafraniec, por meio dos
quais é possível caracterizarmos os pontos críticos não degenerados de
aplicações g : R` → R restritas a variedades M ⊂ R`. As principais
referências para este assunto são [15] e [14].

Os seguintes resultados são referentes ao trabalho [15, p.149-150] de Z.
Szafraniec, onde se pode encontrar as demonstrações aqui omitidas.

Seja M ⊂ R` uma variedade m-dimensional tal que, localmente,

M = {x ∈ R`| f1(x) = . . . = fk(x) = 0},

em que k = `−m e F = (f1, . . . , fk) : R` → Rk é uma aplicação suave com
rank(∇f1(x), . . . ,∇fk(x)) = k, para todo x = (x1, . . . , x`) ∈ F−1(~0). Em
que ∇fi(x) é o gradiente da função coordenada fi no ponto x.
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Sejam g : R` → R uma aplicação de classe C∞ e g|M : M → R a restrição
desta aplicação à variedade M . Suponha que p ∈M é tal que

∂(f1, . . . , fk)

∂(x1, . . . , xk)
(p) 6= 0,

então, pelo Teorema da Função Implícita, podemos considerar xk+1, . . . , x`
coordenadas locais de M em uma vizinhança de p. Deste modo, temos:

Lema 1.3.1. [15, p.149-150] O ponto p é um ponto crítico da restrição g|M
se, e somente se,

mi(p) =
∂(f1, . . . , fk, g)

∂(x1, . . . , xk, xi)
(p) = 0, i = k + 1, . . . , `.

Lema 1.3.2. [15, p.149-150] O ponto p é um ponto crítico não degenerado
da restrição g|M se, e somente se, mi(p) = 0, i = k + 1, . . . , ` e

h(p) =
∂(f1, . . . , fk,mk+1, . . . ,m`)

∂(x1, . . . , xk, xk+1, . . . , x`)
(p) 6= 0.

Os próximos resultados podem ser encontrados em [14, p.195-196].

Considere F = (f1, . . . , fk) : R` → Rk e G : R` → R aplicações de
classe C2. Suponha que exista um ponto p ∈ R` tal que F (p) = ~0 e
rank(∇f1(p), . . . ,∇fk(p)) = k. Pelo Teorema da Função Implícita, a pré-
imagem M = F−1(~0) é uma variedade de dimensão m = ` − k em uma
vizinhança de p.

Lema 1.3.3. [7, p.86][14, p.195] A restrição G|M tem um ponto crítico em
p se, e somente se, existe λ = (λ1, . . . , λk) ∈ Rk tal que

∇G(p) +
k∑
i=1

λi∇fi(p) = ~0.

O ponto λ é unicamente determinado.

Seja H : R` × Rk → R` × Rk uma aplicação de classe C1 dada por

H(x, λ) =

(
∇G(x) +

k∑
i−1

λi∇fi(x), F (x)

)
.

O Lema 1.3.3 implica que:



10 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Corolário 1.3.1. [14, p.196] A restrição G|M tem um ponto crítico em p
se, e somente se, existe λ = (λ1, . . . , λk) ∈ Rk (unicamente determinado) tal
que H(p, λ) = ~0.

Lema 1.3.4. [14, p.196] Suponha que G|M tem um ponto crítico em p.
Seja λ ∈ Rk como no Corolário 1.3.1. Então, a restrição G|M tem um
ponto crítico não degenerado em p se, e somente se, det[dH(p, λ)] 6= 0,
onde [dH(p, λ)] denota a matriz jacobiana da aplicação H com respeito a
(x1, . . . , x`, λ1, . . . , λk), no ponto (p, λ). Além disso, se det[dH(p, λ)] 6= 0,
então

sgn(det[dH(p, λ)]) = (−1)s+k,

em que s é o índice de Morse de G|M em p.

1.4 Teoria de Morse para variedades com bordo

Nesta seção utilizamos [6, Seção 3] e [1, p.6].

Considere (M,∂M) uma variedadem-dimensional, compacta, com bordo,
de classe C∞. Seja f : M → R uma aplicação C∞, denotaremos por ∂f a
restrição de f ao bordo f |∂M ; e por f ◦ a restrição de f a M \ ∂M , f |M\∂M .

De�nição 1.4.1. O conjunto dos pontos críticos de f é formado pelos pontos
críticos de f ◦ e pelos pontos críticos de ∂f .

Seja q ∈ ∂M um ponto crítico de ∂f , podemos considerar uma vizinhança
aberta U de q em M de maneira que:

(i) Sejam (x1, . . . , xm) coordenadas em Rm. Existe uma carta h : U → B−ε ,
em que B−ε = {x ∈ Rm|

∑m
i=1 x

2
i < ε;xm ≤ 0}, tal que h(q) = ~0;

(ii) A função f ◦ h−1 é de classe C∞ sobre B−ε e podemos estendê-la a uma
função f̃ de�nida sobre toda a bola B◦ε = {x ∈ Rm|

∑m
i=1 x

2
i < ε}.

De�nição 1.4.2. Dizemos que q ∈ ∂M é um ponto crítico correto de f se
q é um ponto crítico de ∂f e ~0 não é um ponto crítico de f̃ . Uma aplicação
f : M → R é uma função correta, se todos os pontos críticos de ∂f são
pontos críticos corretos de f .

Observação 1.4.1. Esta de�nição não depende da escolha da carta h e da
extensão f̃ de f ◦ h−1, pois, tomando uma outra extensão f̃1 de f ◦ h−1, as
derivadas de f̃ e f̃1 em ~0 são iguais.
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O espaço tangente a B◦ε em ~0 corresponde a todo Rm e o núcleo da
derivada df̃(~0) é o hiperplano dado por xm = 0. Este hiperplano divide Rm

em dois semi-espaços abertos nos quais df̃(~0) não se anula e assume sinais
opostos. Deste modo, podemos olhar os pontos críticos corretos de f como
os pontos críticos q de ∂f para os quais a derivada dfq se anula no espaço
tangente ao bordo de M em q, Tq(∂M), mas não se anula em todo o espaço
tangente à variedade M , TqM .

De�nição 1.4.3. Se q é um ponto crítico correto de f , então:

• Se o sinal de df̃(~0) no semi-espaço de�nido por xm > 0 é negativo,
dizemos que q é um ponto crítico de f com gradiente �entrando� em M
(ou �apontando para dentro� de M);



12 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

• Se o sinal de df̃(~0) no semi-espaço de�nido por xm > 0 é positivo,
dizemos que q é um ponto crítico de f com gradiente �saindo� de M
(ou �apontando para fora� de M).

Observação 1.4.2. Sejam M ⊂ R` e f : M → R uma aplicação C∞,
neste trabalho, ao considerarmos o gradiente de f em p ∈ M estaremos
considerando na verdade a projeção ortogonal de ∇f(p) sobre TpM .

De�nição 1.4.4. Dizemos que q ∈ ∂M é um ponto crítico correto não de-
generado de f , se q é um ponto crítico correto de f e um ponto crítico não
degenerado de ∂f . Uma aplicação f : M → R de classe C∞ é uma função
correta de Morse se f ◦ admite apenas pontos críticos não degenerados e se
f admite apenas pontos críticos corretos não degenerados.

Proposição 1.4.3. Para toda variedade M compacta, com bordo, de classe
C∞, as funções corretas de Morse formam um aberto denso de C∞(M,R).

Teorema 1.4.4. Seja M uma variedade m-dimensional, compacta, com
bordo, de classe C∞ e seja f : M → R uma função correta de Morse. Se
p1, . . . , pn são os pontos críticos de f ◦ e λ1, . . . , λn seus respectivos índices
de Morse e q1, . . . , qr são os pontos críticos corretos de f com µ1, . . . , µr seus
respectivos índices de Morse. Então,

χ(M) =
n∑
i=1

(−1)λi +
∑

qj |∇f(qj) está

entrando em M

(−1)µj .



CAPÍTULO 2

Sobre a Topologia das Singularidades de Morin:
Resultados de Takuo Fukuda

A principal referência para este capítulo é o trabalho [3] de T. Fukuda.

2.1 De�nições e resultados

Ao longo deste capítulo, vamos considerar M uma variedade compacta
de classe C∞ e dimensão m e f : M → Rn uma aplicação C∞ tal que m ≥ n.

De�nição 2.1.1. Um ponto p ∈ M é um ponto singular de Morin de tipo
Ak, 1 ≤ k ≤ n, da aplicação f se existirem coordenadas locais (x1, . . . , xm)
centradas em p e (y1, . . . , yn) centradas em f(p) tais que f tem a forma:

yi ◦ f = xi, i ≤ n− 1;

yn ◦ f = xk+1
n +

k−1∑
i=1

xix
k−i
n + x2

n+1 + . . .+ x2
n+λ−1 − x2

n+λ − . . .− x2
m.

(2.1)

Notação. Denotaremos por Ak(f) o conjunto dos pontos singulares de f de
tipo Ak, e por Ak(f) o fecho topológico de Ak(f).

De�nição 2.1.2. Dizemos que f : M → Rn é uma aplicação de Morin se f
admitir apenas pontos singulares de Morin, isto é, singularidades de tipo Ak.

A seguir, apresentaremos dois importantes resultados de T. Fukuda ([3])
sobre a topologia das singularidades de Morin. No primeiro teorema, o autor

13
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exibe uma congruência módulo dois que relaciona a característica de Euler
de uma variedade compacta M às características de Euler dos conjuntos
singulares de uma aplicação de Morin C∞ de�nida sobre M :

Teorema 2.1.1. [3, Teorema 1] Seja M uma variedade compacta. Se f :
M → Rn for uma aplicação de Morin, então

χ(M) ≡
n∑
k=1

χ(Ak(f)) mod 2.

No segundo teorema, T. Fukuda mostra que se a aplicação de Morin
considerada f : M → Rn admitir apenas pontos singulares de tipo A1, então
é possível melhorar seu resultado anterior, fornecendo não mais uma con-
gruência módulo dois, mas uma igualdade. Nesta igualdade, a característica
de Euler da variedade compacta M é dada em termos das características
de Euler dos conjuntos singulares A+

1 (f) e A−1 (f) de f que de�niremos abaixo.

Pontos singulares de tipo A1 são chamados pontos singulares de dobra.
Seja p um ponto singular de dobra da aplicação f , então yn ◦ f em (2.1) é da
forma:

yn ◦ f = x2
n + . . .+ x2

n+λ−1 − x2
n+λ − . . .− x2

m. (2.2)

Agora, se m− n+ 1 é par, então m− n− λ+ 1 ≡ λ mod 2 e a paridade
do índice de Morse da função yn ◦ f , restrita a um subespaço de coordenadas
locais (xn, . . . , xm), independe da escolha das coordenadas locais. Portanto,
os conjuntos

A+
1 (f) = {p ∈M : p ∈ A1(f) com índice de Morse ≡ 0 mod 2}

A−1 (f) = {p ∈M : p ∈ A1(f) com índice de Morse ≡ 1 mod 2}

estão bem de�nidos. Assim, adicionando a hipótese m−n ímpar, obtemos o
resultado:

Teorema 2.1.2. [3, Teorema 2] Sejam M uma variedade compacta e f :
M → Rn uma aplicação de Morin que admite apenas pontos singulares de
dobra. Se m− n é ímpar, então

χ(M) = χ(A+
1 (f))− χ(A−1 (f)).
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2.2 Lemas para os Teoremas de T. Fukuda

Nesta seção, apresentaremos os lemas utilizados por T. Fukuda em [3]
para as demonstrações dos Teoremas 2.1.1 e 2.1.2. Para isto, vamos conside-
rar, para cada a = (a1, . . . , an) ∈ Rn, a respectiva função linear La : Rn → R
de�nida por

La(x) =
n∑
i=1

aixi.

Aplicando a Teoria de Morse e algumas propriedades bem conhecidas dos
conjuntos singulares Ak(f) de uma aplicação de Morin f , T. Fukuda estuda
os pontos críticos das funções La ◦ f , La ◦ f |Ak(f) e La ◦ f |Ak(f) e como eles
estão relacionados.

Inspirados no trabalho de T. Fukuda, provaremos os mesmos lemas apre-
sentados pelo autor, porém com algumas ferramentas distintas. Além da
Teoria de Morse, utilizaremos aqui as formas locais das singularidades de
Morin ([3], [10]) e uma caracterização de Z. Szafraniec para pontos críticos
não degenerados ([15]).

As propriedades apresentadas no próximo lema são bem conhecidas, por
isso, omitiremos sua demonstração.

Lema 2.2.1. Seja f : M → Rn uma aplicação de Morin. As seguintes
propriedades são válidas:

1. Ak(f) e Ak(f) são subvariedades de M de dimensão n− k;

2. Ak(f) = ∪i≥kAi(f);

3. As restrições f |Ak(f) : Ak(f)→ Rn são imersões;

4. Se p ∈ Ak+1(f), então rank d(f |Ak(f))p : TpAk(f)→ Tf(p)Rn = n−k−1;

5. Se p ∈ Ak+1(f), então dfp(TpAk(f)) = dfp(TpAk+1(f)).

Em que dfx : TxM → Tf(x)N denota a derivada de uma aplicação f : M → N
em um ponto x ∈M .

Notação. Ao longo deste trabalho, denotaremos por C(f) o conjunto dos
pontos críticos de uma aplicação f dada.

Para cada a = (a1, . . . , an) ∈ Rn, consideremos a aplicação linear La :
Rn → R de�nida por

La(x) =
n∑
i=1

aixi.



16 CAPÍTULO 2. RESULTADOS DE TAKUO FUKUDA

Lema 2.2.2. Seja f : M → Rn uma aplicação de Morin. Para toda aplicação
linear La : Rn → R, se p ∈ Ak+1(f), então p será um ponto crítico de
La ◦ f |Ak+1(f) se, e somente se, p for um ponto crítico de La ◦ f |Ak(f).

Demonstração. Consideremos Up ⊂ M uma vizinhança aberta de M tal
que p ∈ Ak+1(f) ∩ Up. Pela de�nição de Ak+1(f), podemos supor que exis-
tem coordenadas locais x = (x1, . . . , xm) centradas em p e y = (y1, . . . , yn)
centradas em f(p) tais que, na vizinhança Up, f tem a forma:

yi ◦ f = xi, i ≤ n− 1;

yn ◦ f = xk+2
n +

k∑
i=1

xix
(k+1)−i
n + x2

n+1 + . . .+ x2
n+λ−1 − x2

n+λ − . . .− x2
m.

Escrevendo γ := yn ◦ f , pela caracterização de Morin ([3, p. 342]), na
vizinhança Up temos

Ak(f) =

{
∂(j)γ

∂xjn
= 0, j = 1, . . . , k;

∂γ

∂xi
= 0, i = n+ 1, . . . ,m

}

Ak+1(f)=

{
∂(j)γ

∂xjn
= 0, j = 1, . . . , k + 1;

∂γ

∂xi
= 0, i = n+ 1, . . . ,m;

∂(k+2)γ

∂xk+2
n

6= 0

}

Calculando as derivadas, obtemos
∂γ

∂xi
(x) = ±2xi, i = n + 1, . . . ,m. E

para j = 1, . . . , k + 1,

∂(j)γ

∂xjn
(x) =

(k + 2)!

(k + 2− j)!
xk+2−j
n +

k+1−j∑
i=1

(k + 1− i)!
(k + 1− i− j)!

xix
k+1−i−j
n .

Logo,
∂γ

∂xi
(x) = 0 ⇒ xi = 0, para i = n + 1, . . . ,m. E, para j = 1, . . . , k,

∂(j)γ

∂xjn
(x) = 0 implica

xk+1−j = −
(
k + 2

j

)
xk+2−j
n −

k−j∑
i=1

(
k + 1− i

j

)
xix

k+1−i−j
n . (2.3)

Por �m,
∂(k+1)γ

∂xk+1
n

(x) = 0⇒ xn = 0.

Assim, de acordo com as relações dadas por (2.3), sobre Ak(f) ∩ Up po-
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demos escrever as coordenadas x1, x2, . . . , xk em função da coordenada xn.
Isto é,

xr = crx
r+1
n , r = 1, . . . , k; (2.4)

em que cr ∈ R denotarão as constantes obtidas por meio da expressão 2.3,
para j = 1, . . . , k.

Deste modo, na vizinhança Up, as variedades Ak(f) e Ak+1(f) são dados
por

Ak(f) = {xr − crxr+1
n = 0, r = 1, ..., k;xn+1 = . . . = xm = 0}

Ak+1(f) = {x1 = . . . = xk = xn = xn+1 = . . . = xm = 0}
(2.5)

e, pelo Teorema da Função Implícita, podemos considerar coordenadas locais
xk+1, . . . , xn em Ak(f) e xk+1, . . . , xn−1 coordenadas locais em Ak+1(f).

Pela caracterização de Z. Szafraniec ([15]), p é um ponto critico de La ◦
f |Ak(f) se, e somente se

ms(p) =
∂ (F1, . . . , Fk, Hn+1, . . . , Hm, La ◦ f)

∂ (x1, . . . , xk, xn+1, . . . , xm, xs)
(p) = 0, (2.6)

para s = k + 1, . . . , n. Analogamente, p é um ponto critico de La ◦ f |Ak+1(f)

se, e somente se

m̃s(p) =
∂ (H1, . . . , Hk, Hn, Hn+1, . . . , Hm, La ◦ f)

∂ (x1, . . . , xk, xn, xn+1, . . . , xm, xs)
(p) = 0, (2.7)

para s = k + 1, . . . , n− 1. Em que, as funções Fr(x) e Hr(x) são dadas por

Fr(x) = xr − crxr+1
n , r = 1, ..., k

e
Hr(x) = xr, r = 1, . . . k, n, . . . ,m.

Mas note que, pelas formas locais de Ak(f) e Ak+1(f) em 2.5, a equação
2.6 é equivalente a

∂ (La ◦ f)

∂xs
(p) = 0, s = k + 1, . . . , n

e a equação 2.7 é equivalente a

∂ (La ◦ f)

∂xs
(p) = 0, s = k + 1, . . . , n− 1.
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Assim,

p ∈ C(La ◦ f |Ak(f)) ⇔ ∂(La ◦ f)

∂xr
(p) = 0, r = k + 1, . . . , n;

p ∈ C(La ◦ f |Ak+1(f)) ⇔
∂(La ◦ f)

∂xr
(p) = 0, r = k + 1, . . . , n− 1.

(2.8)

Denotaremos por ψ = (ψ1, . . . , ψn) a aplicação inversa ao difeomor�smo y,
isto é, ψ := y−1, e por g = (g1, . . . , gn) a composição y ◦f ◦x−1. Desse modo,
as funções coordenadas de g são dadas por gj(x) = yj ◦ f(x), j = 1, . . . , n, e
a aplicação La ◦ f(x) pode ser escrita como

La ◦ f(x) =
n∑
i=1

aifi(x) =
n∑
i=1

ai(ψi ◦ g)(x).

Assim, para r = k + 1, . . . , n, temos

∂(La ◦ f)

∂xr
(x) =

n∑
i=1

ai

(
n∑
j=1

∂ψi
∂yj

(g(x))
∂gj
∂xr

(x)

)
.

Em particular, sobre Ak(f), g(x) = (g1(x), . . . , gn(x)) tem suas funções
coordenadas dadas por

gj(x) =


cjx

j+1
n , j = 1, . . . , k;

xj, j = k + 1, . . . , n− 1;

cnx
k+2
n , j = n;

em que cn ∈ R é a constante obtida substituindo-se 2.4 na expressão de
gn(x) = yn ◦ f(x). Logo,

∂gj
∂xn

(q) = 0, j = 1, . . . , n, ∀q ∈ Ak+1(f) ∩ Up.

Portanto,
∂(La ◦ f)

∂xn
(p) = 0. (2.9)

Assim, pelas equações 2.8 e 2.9, concluímos que p é ponto crítico de
La ◦ f |Ak(f) se, e somente se, p é ponto crítico de La ◦ f |Ak+1(f).

�
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Lema 2.2.3. Sejam U ⊂ Rm um aberto e H : U×Rn\{~0} → Rm a aplicação
C∞ de�nida por H(x, a) = (h1(x, a), . . . , hm(x, a)). Se o conjunto H−1(~0) é
tal que

rank{∇h1(x, a), . . . ,∇hm(x, a)} = m

para (x, a) ∈ H−1(~0), então para quase todo a ∈ Rn \ {~0} teremos

rank{∇xh1(x, a), . . . ,∇xhm(x, a)} = m.

Demonstração. Se H(x, a) = (h1(x, a), . . . , hm(x, a)) é uma aplicação C∞

tal que rank{∇h1(x, a), . . . ,∇hm(x, a)} = m para todo (x, a) ∈ H−1(~0),
então H−1(~0) é uma variedade n-dimensional.

Considere π̃ : H−1(~0) → Rn \ {~0} a projeção π̃(x, a) = a e ã ∈ Rn \ {~0}
um valor regular de π̃, de modo que a derivada de π̃ em (x, ã)

dπ̃(x, ã) : T(x,ã)H
−1(~0) → Rn

(U,A) 7→ A

tem posto máximo para todo (x, ã) ∈ π̃−1(ã). Note que, dπ̃(x, ã) =
π|T(x,ã)H

−1(~0)
, em que π : Rm × Rn → Rn é a projeção π(U,A) = A. Como

dim Im(dπ̃(x, ã)) = rank(dπ̃(x, ã)) = n, então dim ker(dπ̃(x, ã)) = 0, logo
ker(π|T(x,ã)H

−1(~0)
) = {~0}. E como ker(π) = Rm × {~0}, temos

(Rm × {~0}) ∩ T(x,ã)H
−1(~0) = {~0} ⇒ (Rm × {~0})⊥ ⊕ T(x,ã)H

−1(~0)⊥ = {~0}⊥,

de modo que ({~0} ×Rn)⊕ < ∇h1(x, ã), . . . ,∇hm(x, ã) >= Rm+n. Em parti-
cular,

< ∇h1(x, ã), . . . ,∇hm(x, ã), e1, . . . , en >= Rm+n,

em que ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) é o vetor que é igual a 1 na (m + i)-ésima
coordenada e zero nas outras. Assim,

rank



∇h1(x, ã)
...

∇hm(x, ã)
e1
...
en


= m+ n,
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isto é, a matriz

∂h1

∂x1

(x, ã) · · · ∂h1

∂xm
(x, ã)

...
∂h1

∂a1

(x, ã) · · · ∂h1

∂an
(x, ã)

...
. . .

...
...

...
. . .

...
∂hm
∂x1

(x, ã) · · · ∂hm
∂xm

(x, ã)
...
∂hm
∂a1

(x, ã) · · · ∂hm
∂an

(x, ã)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · ... · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

On×m
... Idn×n
...


tem posto máximo. Portanto,

det


∂h1

∂x1

(x, ã) · · · ∂h1

∂xm
(x, ã)

...
. . .

...
∂hm
∂x1

(x, ã) · · · ∂hm
∂xm

(x, ã)

 6= 0,

isto é, rank{∇xh1(x, ã), . . . ,∇xhm(x, ã)} = m. �

Lema 2.2.4. Seja f : M → Rn uma aplicação de Morin. Para quase todo
a = (a1, . . . , an) ∈ Rn \ {~0}, as aplicações La ◦ f |Ak(f) são funções de Morse,
k = 1, . . . , n.

Demonstração. Sejam p um ponto crítico de La ◦ f |Ak(f) e Up ⊂ M uma
vizinhança aberta de M com p ∈ Up. Pelas formas locais das singularidades
de Morin, podemos considerar coordenadas locais x = (x1, . . . , xm) centradas
em p e y = (y1, . . . , yn) centradas em f(p) de modo que, sobre Up, f tem a
forma

yi ◦ f = xi, i ≤ n− 1;

yn ◦ f = xk+1
n +

k−1∑
i=1

xix
k−i
n + x2

n+1 + . . .+ x2
n+λ−1 − x2

n+λ − . . .− x2
m.

Denotando γ := yn ◦ f , pela caracterização de Morin ([3, p. 342]), sobre
a vizinhança Up, podemos escrever

Ak(f) =

{
∂(j)γ

∂xjn
= 0, j = 1, . . . , k;

∂γ

∂xi
= 0, i = n+ 1, . . . ,m;

∂(k+1)γ

∂xk+1
n

6= 0

}
.
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Calculando as derivadas, obtemos
∂γ

∂xi
(x) = ±2xi, para i = n+ 1, . . . ,m. E

∂(j)γ

∂xjn
(x) =

(k + 1)!

(k + 1− j)!
xk+1−j
n +

k−j∑
i=1

(k − i)!
(k − i− j)!

xix
k−i−j
n , j = 1, . . . , k.

Logo,
∂γ

∂xi
(x) = 0⇒ xi = 0, i = n+ 1, . . . ,m. E

∂(j)γ

∂xjn
(x) = 0 implica:

xk−j = −
(
k + 1

j

)
xk−j+1
n −

k−j−1∑
i=1

(
k − i
j

)
xix

k−j−i
n , j = 1, . . . , k − 1 (2.10)

e
∂kγ

∂xkn
(x) = 0⇒ xn = 0.

Deste modo, aplicando 2.10 para j = 1, . . . , k − 1, sobre Ak(f) ∩ Up
podemos escrever as coordenadas x1, . . . , xk−1 em função de xn. Isto é,

xr = crnx
r+1
n ; r = 1, . . . , k − 1,

em que crn ∈ R denotarão as constantes obtidas por meio da expressão 2.10.
Além disso, observando que xn = 0, sobre Up obtemos

Ak(f) = {x1 = . . . = xk−1 = xn = xn+1 = . . . = xm = 0} .

Pelo Teorema da Função Implícita, sobre a vizinhança Up, podemos con-
siderar xk, . . . , xn−1 coordenadas locais em Ak(f). Portanto, pela caracte-
rização de Z. Szafraniec ([15]), x será um ponto crítico de La ◦ f |Ak(f) na
vizinhança Up se, e somente se,

∂(La ◦ f)

∂xr
(x) = 0, r = k, . . . , n− 1.

Com a mesma notação utilizada na demonstração do Lema 2.2.2, es-

creveremos La ◦ f(x) =
n∑
i=1

aifi(x) =
n∑
i=1

ai(ψi ◦ g)(x), de forma que, para

r = k, . . . , n− 1, temos

∂(La ◦ f)

∂xr
(x) =

n∑
i=1

ai

(
n∑
j=1

∂ψi
∂yj

(g(x))
∂gj
∂xr

(x)

)
.

Em particular, sobre Ak(f) ∩ Up, a aplicação g(x) = (g1(x), . . . , gn(x)) tem
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suas funções coordenadas gj(x) = yj ◦ f(x), j = 1, . . . , n, dadas por

gj(x) =

 0, j = 1, . . . , k − 1, n;

xj, j = k, . . . , n− 1.

Logo, para j = 1, . . . , n e r = k, . . . , n− 1, temos

∂gj
∂xr

(q) =

 1, r = j

0, r 6= j
, ∀q ∈ Ak(f) ∩ Up.

Portanto, para todo q ∈ Ak(f) ∩ Up,

∂(La ◦ f)

∂xr
(q) =

n∑
i=1

ai
∂ψi
∂yr

(g(q)), r = k, . . . , n− 1.

Seja F : Up×Rn\{~0} → Rm a aplicação F (x, a) = (F1(x, a), . . . , Fm(x, a))
de�nida por

Fr(x, a) :=


xr, r = 1, . . . , k − 1, n, . . . ,m;

∂(La ◦ f)

∂xr
(x), r = k, . . . , n− 1.

A matriz Jacobiana de F em um ponto (x, a) ∈ F−1(~0) é dada por

Id(k−1)

...
O(k−1)×(m−k+1)

...
O(k−1)×n...

...

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ... · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

∇xFk(x, a)
...
∂ψ1

∂yk
(g(x)) · · · ∂ψn

∂yk
(g(x))

...
...

...
. . .

...

∇xFn−1(x, a)
...
∂ψ1

∂yn−1

(g(x)) · · · ∂ψn
∂yn−1

(g(x))

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ... · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

O(m−n+1)×(n−1)

...
Id(m−n+1)

...
O(m−n+1)×n...

...



(2.11)

em que ∇x denota o gradiente com respeito a x = (x1, . . . , xm).
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Note que os vetores

(
∂ψ1

∂yr
(g(x)), . . . ,

∂ψn
∂yr

(g(x))

)
, para r = k, . . . , n− 1,

correspondem a colunas da matriz Jacobiana do difeomor�smo ψ no ponto
g(x):

Jac(ψ)(g(x)) =


∂ψ1

∂y1

(g(x)) · · · ∂ψ1

∂yn
(g(x))

...
. . .

...
∂ψ1

∂y1

(g(x)) · · · ∂ψ1

∂yn
(g(x))

 .
Logo, a matriz 2.11 tem posto máximo e F−1(~0) ⊂ Up × Rn \ {~0} é uma
subvariedade de dimensão n.

Seja π : F−1(~0)→ Rn\{~0} a projeção π(x, a) = a. Pelo Teorema de Sard,
para quase todo a ∈ Rn\{~0}, π−1(a)∩F−1(~0) é uma variedade 0-dimensional
dada por

π−1(a) ∩ F−1(~0) = {(x, a) ∈ Up × {a} |x ∈ C(La ◦ f |Ak(f))}.

Além disso, como a matriz 2.11 tem posto máximo, pelo Lema 2.2.3, para
quase todo a ∈ Rn \ {~0}

rank



Id(k−1)

...
O(k−1)×(m−k+1)...

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
∇xFk(x, a)

...
∇xFn−1(x, a)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

O(m−n+1)×(n−1)

...
Id(m−n+1)...


= m.

Portanto, pela caracterização de Z. Szafraniec para pontos críticos não
degenerados ([15]), para quase todo a ∈ Rn \ {~0}, π−1(a) intercepta F−1(~0)
transversalmente e os pontos críticos de La ◦ f |Ak(f)∩Up são não degenerados.

Por �m, como Ak(f) é uma subvariedade de M , podemos cobri-la com
uma quantia enumerável de vizinhanças Up, de forma que, para quase todo
a ∈ Rn \ {~0}, o resultado é válido sobre toda variedade Ak(f), isto é La ◦ f
é uma função de Morse. �
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Lema 2.2.5. Sejam f : M → Rn uma aplicação de Morin. Para quase toda
aplicação linear La : Rn → R, as seguintes propriedades são válidas:

1. C(La ◦ f |Ak(f)) ∩ Ak+2(f) = ∅, k = 0, . . . , n− 2;

2. Seja p ∈ Ak+1(f), p é um ponto crítico não degenerado de La ◦f |Ak+1(f)

se, e somente se, p é um ponto crítico não degenerado de La ◦ f |Ak(f);

3. Os pontos de An(f) são todos pontos críticos não degenerados da função
La ◦ f |An−1(f).

Demonstração.

1. Seja p ∈ Ak+2(f), então existem Up ⊂ M uma vizinhança aberta de M
com p ∈ Up e ` ∈ {2, . . . , n − k} tal que p ∈ Ak+`(f) ∩ Up. Pelas formas
locais das singularidades de Morin, podemos considerar coordenadas locais
x = (x1, . . . , xm) centradas em p e y = (y1, . . . , yn) centradas em f(p), de
maneira que, sobre Up, f tem a forma

yi ◦ f = xi, i ≤ n− 1;

yn ◦ f = x
(k+`)+1
n +

(k+`)−1∑
i=1

xix
(k+`)−i
n + x2

n+1 + . . .+ x2
n+λ−1 − x2

n+λ − . . .− x2
m.

Escrevendo γ := yn ◦ f , pela caracterização de Morin ([3, p. 342]), sobre
a vizinhança Up podemos escrever

Ak(f) =

{
∂(j)γ

∂xjn
= 0, j = 1, . . . , k;

∂γ

∂xi
= 0, i = n+ 1, . . . ,m

}
;

Ak+`(f) =

{
∂(j)γ

∂xjn
= 0, j = 1, . . . , k + `;

∂γ

∂xi
= 0, i = n+ 1, . . . ,m;

∂(k+`+1)γ

∂xk+`+1
n

6= 0

}
.

Calculando as derivadas, obtemos
∂γ

∂xi
(x) = ±2xi, para i = n + 1, . . . ,m.

Para j = 1, . . . , k + `− 1,

∂(j)γ

∂xjn
(x) =

(k + `+ 1)!

(k + `+ 1− j)!
xk+`+1−j
n +

k+`−j∑
i=1

(k + `− i)!
(k + `− i− j)!

xix
k+`−i−j
n
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e para j = k + `,
∂(k+`)γ

∂xk+`
n

(x) = (k + `+ 1)! xn.

Logo,
∂γ

∂xi
(x) = 0 ⇒ xi = 0, i = n + 1, . . . ,m. E para j = 1, . . . , k + `− 1,

∂(j)γ

∂xjn
(x) = 0 implica

xk+`−j = −
(
k + `+ 1

j

)
xk+`+1−j
n −

k+`−j−1∑
i=1

(
k + `− i

j

)
xix

k+`−i−j
n . (2.12)

Por �m,
∂(k+l)γ

∂xk+l
n

(x) = 0⇒ xn = 0. Aplicando as relações dadas em 2.12 para

j = 1, . . . , k, sobre Ak(f)∩Up podemos escrever x`, . . . , x`+k−1 em função de
x1, . . . , x`−1 e de xn. Isto é,

xr = crnx
r+1
n −

`−1∑
i=1

cri,nxix
r−i
n ; r = `, . . . , `+ k − 1. (2.13)

Em que crn, c
r
i,n ∈ R denotarão as constantes obtidas por meio da expressão

2.12, para j = 1, . . . , k. Deste modo, em Up, os conjuntos Ak+`(f) e Ak(f)
são dados por

Ak+`(f) = {x1 = . . . = xk+`−1 = xn = xn+1 = . . . = xm = 0} ;

Ak(f) =

{
xr − crnxr+1

n +
`−1∑
i=1

cri,nxix
r−i
n = 0, r = `, ..., `+ k − 1;

xn+1 = . . . = xm = 0} .

Pelo Teorema da Função Implícita, sobre a vizinhança Up, podemos consi-
derar x1, . . . , x`−1, x`+k, . . . , xn coordenadas locais em Ak(f), e x`+k, . . . , xn−1

coordenadas locais em Ak+`(f). Portanto, pela caracterização de Z. Szafra-
niec ([15]), x será um ponto crítico de La ◦ f |Ak(f) na vizinhança Up se, e
somente se,

∂(La ◦ f)

∂xr
(x) = 0, r = 1, . . . , `− 1, `+ k, . . . , n.

Com a mesma notação utilizada na demonstração do Lema 2.2.2, escre-
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veremos a aplicação La ◦ f(x) como

La ◦ f(x) =
n∑
i=1

aifi(x) =
n∑
i=1

ai(ψi ◦ g)(x)

de forma que, para r = 1, . . . , `− 1, `+ k, . . . , n, temos

∂(La ◦ f)

∂xr
(x) =

n∑
i=1

ai

(
n∑
j=1

∂ψi
∂yj

(g(x))
∂gj
∂xr

(x)

)
.

Em particular, sobre Ak(f) ∩ Up, a aplicação g(x) = (g1(x), . . . , gn(x)) tem
suas funções coordenadas gj(x) = yj ◦ f(x), j = 1, . . . , n, dadas por

gj(x) =



xj, j = 1, . . . , `− 1, `+ k, . . . , n− 1;

cjnx
j+1
n −

`−1∑
i=1

cji,nxix
j−i
n , j = `, . . . , `+ k − 1;

cnx
(k+`)+1
n +

`−1∑
i=1

ci,nxix
(k+`)−i
n , j = n.

em que cn, ci,n ∈ R são constantes obtidas substituindo-se 2.13 na expres-
são de yn ◦ f(x).

Assim, para j = 1, . . . , n e r = 1, . . . , `− 1, `+ k, . . . , n− 1, temos

∂gj
∂xr

(q) =

 1, r = j

0, r 6= j
, ∀q ∈ Ak+`(f) ∩ Up

e
∂gn
∂xn

(q) = 0, ∀q ∈ Ak+`(f)∩Up. De forma que, para todo q ∈ Ak+`(f)∩Up,

∂(La ◦ f)

∂xr
(q) =

n∑
i=1

ai
∂ψi
∂yr

(g(q))

para r = 1, . . . , `− 1, `+ k, . . . , n− 1 e
∂(La ◦ f)

∂xn
(q) = 0.

Consideremos a aplicação F : Up × Rn \ {~0} → Rm+`−1 de�nida por

F = (F1, . . . , Fk+`−1, Fn, . . . , Fm, H1, . . . ,H`−1, H`+k, . . . ,Hn−1),
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com Fi(x, a) = xi, i = 1, . . . , k + ` − 1, n, . . . ,m e Hr(x, a) =
∂(La ◦ f)

∂xr
(x),

r = 1, . . . , `− 1, `+ k, . . . , n− 1. A matriz Jacobiana de F no ponto (p, a) é
dada por

Id(k+`−1)

...
O(k+`−1)×(m+n−k−`+1)...

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

O(m−n+1)×(n−1)

...
Id(m−n+1)

...
O(m−n+1)×n...

...
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

∇xH1(p, a)
...

∂ψ1

∂y1

(g(p)) · · · ∂ψn
∂y1

(g(p))

...
...

...
. . .

...

∇xH`−1(p, a)
...

∂ψ1

∂y`−1

(g(p)) · · · ∂ψn
∂y`−1

(g(p))

...

∇xH`+k(p, a)
...

∂ψ1

∂y`+k
(g(p)) · · · ∂ψn

∂y`+k
(g(p))

...
...

...
. . .

...

∇xHn−1(p, a)
...

∂ψ1

∂yn−1

(g(p)) · · · ∂ψn
∂yn−1

(g(p))



(2.14)

em que Oi×j representa uma submatriz nula de ordem i× j e ∇x o gradiente
com respeito a x = (x1, . . . , xm).

Note que os vetores

(
∂ψ1

∂yr
(g(p)), . . . ,

∂ψn
∂yr

(g(p))

)
correspondem a colunas

da matriz Jacobiana do difeomor�smo ψ no ponto g(p):

Jac(ψ)(g(p)) =


∂ψ1

∂y1

(g(p)) · · · ∂ψ1

∂yn
(g(p))

...
. . .

...
∂ψn
∂y1

(g(p)) · · · ∂ψn
∂yn

(g(p))

 .

Desta forma, como Jac(ψ) é não singular em g(p), os vetores coluna desta ma-
triz são linearmente independentes. Logo, a matriz 2.14 tem posto máximo
para todo a ∈ Rn \ {~0} e podemos supor sem perda de generalidade que a
aplicação F é uma submersão em todo domínio Up×Rn\{~0}. Em particular,
F−1(~0) é uma subvariedade de Up × Rn \ {~0} de dimensão n− `+ 1 < n.
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Seja π : F−1(~0) → Rn \ {~0} a projeção π(x, a) = a. Pelo Teorema de
Sard,

π−1(a) ∩ F−1(~0) = ∅,

para quase todo a ∈ Rn \ {~0}. Mas,

π−1(a) ∩ F−1(~0) = {(x, a) ∈ Up × {a}|x ∈ C(La ◦ f |Ak(f)) ∩ Ak+`(f)}.

Isto é, C(La ◦ f |Ak(f)) ∩ Ak+l(f) ∩ Up = ∅, para quase todo a ∈ Rn.

Como a variedade Ak(f) é compacta, podemos cobri-la com um número
�nito de vizinhanças Up. Portanto, C(La ◦f |Ak(f))∩Ak+2(f) = ∅, para quase
todo a ∈ Rn \ {~0}.

2. Seja p ∈ Ak+1(f). Retomando a demonstração do Lema 2.2.2, consideremos
Up ⊂ M uma vizinhança aberta de M tal que p ∈ Ak+1(f) ∩ Up. Sabemos
então que existem coordenadas locais x = (x1, . . . , xm) centradas em p e
y = (y1, . . . , yn) centradas em f(p) tais que, sobre Up, f tem a forma:

yi ◦ f = xi, i ≤ n− 1;

yn ◦ f = xk+2
n +

k∑
i=1

xix
(k+1)−i
n + x2

n+1 + . . .+ x2
n+λ−1 − x2

n+λ − . . .− x2
m.

Vimos também que, nesta mesma vizinhança, podemos considerar coordena-
das locais xk+1, . . . , xn em Ak(f) e xk+1,. . .,xn−1 em Ak+1(f), uma vez que
em Up estas variedades são dadas por

Ak(f) = {xr − crxr+1
n = 0, r = 1, ..., k;xn+1 = . . . = xm = 0} ;

Ak+1(f) = {x1 = . . . = xk = xn = xn+1 = . . . = xm = 0} .
(2.15)

Sejam Fr(x) = xr−crxr+1
n , r = 1, ..., k eHr(x) = xr, r = 1, . . . k, n, . . . ,m.

Pela caracterização de Z. Szafraniec para pontos críticos não degenerados
([15]), p é um ponto critico não degenerado de La ◦ f |Ak(f) se, e somente se

ms(p) =
∂ (F1, . . . , Fk, Hn+1, . . . , Hm, La ◦ f)

∂ (x1, . . . , xk, xn+1, . . . , xm, xs)
(p) = 0,

para s = k + 1, . . . , n e

m(p) =
∂ (F1, . . . , Fk, Hn+1, . . . , Hm,mk+1, . . . ,mn)

∂ (x1, . . . , xk, xn+1, . . . , xm, xk+1, . . . , xn)
(p) 6= 0. (2.16)
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Analogamente, p é um ponto critico de La ◦ f |Ak+1(f) se, e somente se,

m̃s(p) =
∂ (H1, . . . , Hk, Hn, Hn+1, . . . , Hm, La ◦ f)

∂ (x1, . . . , xk, xn, xn+1, . . . , xm, xs)
(p) = 0,

para s = k + 1, . . . , n− 1 e

m̃(p) =
∂ (F1, . . . , Fk, Hn, Hn+1, . . . , Hm,mk+1, . . . ,mn−1)

∂ (x1, . . . , xk, xn, xn+1, . . . , xm, xk+1, . . . , xn−1)
(p) 6= 0. (2.17)

Mas, vimos na demonstração do Lema 2.2.2 que

ms(p) = 0⇔ ∂ (La ◦ f)

∂xs
(p) = 0, s = k + 1, . . . , n,

assim como

m̃s(p) = 0⇔ ∂ (La ◦ f)

∂xs
(p) = 0, s = k + 1, . . . , n− 1.

Deste modo, m(p) 6= 0 se, e somente se, a matriz[
∂(2) (La ◦ f)

∂xr∂xs
(p)

]
k+1≤r,s≤n

é não singular. Analogamente, m̃(p) 6= 0 se, e somente se, a matriz[
∂(2) (La ◦ f)

∂xr∂xs
(p)

]
k+1≤r,s≤n−1

é não singular.

Novamente pela demonstração do Lema 2.2.2, sabemos que

∂ (La ◦ f)

∂xs
(x) =

n∑
i=1

ai

(
n∑
j=1

∂ψi
∂yj

(g(x))
∂gj
∂xs

(x)

)
(2.18)

e que sobre Ak(f)∩Up, a aplicação g(x) = (g1(x), . . . , gn(x)) tem suas funções
coordenadas dadas por

gj(x) =


cjx

j+1
n , j = 1, . . . , k;

xj, j = k + 1, . . . , n− 1;

cnx
k+2
n , j = n.

(2.19)
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Assim, sobre Ak(f) ∩ Up, temos

∂ (La ◦ f)

∂xn
(x) =

n∑
i=1

ai

 k∑
j=1

{
∂ψi
∂yj

(g(x))(j + 1)cjx
j
n

}
+
∂ψi
∂yn

(g(x))(k + 2)cnx
k+1
n


e derivando mais uma vez com respeito a xn, obtemos

∂(2) (La ◦ f)

∂x2
n

(x) =
n∑
i=1

ai

{
k∑
j=1

[(
n∑
`=1

∂(2)ψi
∂y`∂yj

(g(x))
∂g`
∂xn

(x)

)
(j + 1)cjx

j
n

+
∂ψi
∂yj

(g(x))j(j + 1)cjx
j−1
n

]

+

(
n∑
t=1

∂(2)ψi
∂yt∂yn

(g(x))
∂gt
∂xn

(x)

)
(k + 2)cnx

k+1
n

+
∂ψi
∂yn

(g(x))(k + 1)(k + 2)cnx
k
n

}
.

Para r = k + 1, . . . , n− 1,

∂(2) (La ◦ f)

∂xr∂xn
(x) =

n∑
i=1

ai


k∑
j=1

[(
n∑
`=1

∂(2)ψi
∂y`∂yj

(g(x))
∂g`
∂xn

(x)

)
(j + 1)cjx

j
n

]

+

(
n∑
t=1

∂(2)ψi
∂yt∂yn

(g(x))
∂gt
∂xn

(x)

)
(k + 2)cnx

k+1
n

}
.

Como xn = 0 em Ak+1(f) ∩ Up, avaliando as derivadas parciais no ponto
p ∈ Ak+1(f) temos

∂(2) (La ◦ f)

∂x2
n

(p) =


2c1

n∑
i=1

ai
∂ψi
∂y1

(g(q)), se k 6= 0;

2cn

n∑
i=1

ai
∂ψi
∂yn

(g(q)), se k = 0;
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e para r = k + 1, . . . , n− 1,

∂(2) (La ◦ f)

∂xr∂xn
(p) =

∂(2) (La ◦ f)

∂xn∂xr
(p) = 0.

Desta forma, a matriz[
∂(2) (La ◦ f)

∂xr∂xs
(p)

]
k+1≤r,s≤n

é dada por 
H(n−k−1)

... O(n−k−1)×1

· · · · · · · · · · · · ... · · · · · · · · · · · · · · ·

O1×(n−k−1)
... 2cs

n∑
i=1

ai
∂ψi
∂ys

(g(p))

 (2.20)

em que s = 1, se k 6= 0 e s = n, se k = 0; Oi×j representam matrizes nulas
de ordem i× j e

H(n−k−1) =

[
∂(2) (La ◦ f)

∂xr∂xs
(p)

]
k+1≤r,s≤n−1

.

Consideremos G : Up×Rn \{~0} → Rm+1 a aplicação G = (G1, . . . , Gm+1)
de�nida por

Gr(x, a) =



xr, r = 1, . . . , k, n, . . . ,m;

∂(La ◦ f)

∂xr
(x), r = k + 1, . . . , n− 1;

n∑
i=1

ai
∂ψi
∂ys

(g(x)), r = m+ 1.

Note que se (x, a) ∈ G−1(~0), então x ∈ Ak+1(f) ∩ Up. Assim, pelas equações
2.18 e 2.19, para r = k + 1, . . . , n− 1, temos

∂ (La ◦ f)

∂xr
(x) =

n∑
i=1

ai
∂ψi
∂yr

(g(x)).
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Logo, a matriz Jacobiana de G em um ponto (x, a) ∈ G−1(~0) é dada por

Id(k)

...
Ok×(m+n−k)...

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

∇xGk+1(x, a)
...

∂ψ1

∂yk+1

(g(x)) · · · ∂ψn
∂yk+1

(g(x))

...
...

...
. . .

...

∇xGn−1(x, a)
...

∂ψ1

∂yn−1

(g(x)) · · · ∂ψn
∂yn−1

(g(x))

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ... · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

O(m−n+1)×(n−1)

...
Id(m−n+1)

...
O(m−n+1)×n...

...

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

∇xGm+1(x, a)
...

∂ψ1

∂ys
(g(x)) · · · ∂ψn

∂ys
(g(x))



.

Como os vetores

(
∂ψ1

∂yr
(g(x)), . . . ,

∂ψn
∂yr

(g(x))

)
correspondem a colunas

linearmente independentes da matriz Jacobiana do difeomor�smo ψ no ponto
g(x), a submatriz 

∂ψ1

∂yk+1

(g(x)) · · · ∂ψn
∂yk+1

(g(x))

...
. . .

...

∂ψ1

∂yn−1

(g(x)) · · · ∂ψn
∂yn−1

(g(x))

∂ψ1

∂ys
(g(x)) · · · ∂ψn

∂ys
(g(x))


tem posto máximo igual a n − k. Então, a matriz Jacobiana de G em um
ponto (x, a) ∈ G−1(~0) tem posto máximo e G−1(~0) é uma subvariedade de
Up × Rn \ {~0} de dimensão n− 1.

Seja π : G−1(~0) → Rn \ {~0} a projeção π(x, a) = a. Pelo Teorema de
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Sard, π−1(a) ∩G−1(~0) = ∅, para quase todo a ∈ Rn \ {~0}. Mas,

π−1(a) ∩G−1(~0)

=

{
(x, a) ∈ Up × {a} |x ∈ C(La ◦ f |Ak+1(f)) ∩Ak+1(f),

n∑
i=1

ai
∂ψi
∂ys

(g(x)) = 0

}
.

Isto é, para quase todo a ∈ Rn\{~0}, o conjunto dos pontos críticos da função

La ◦ f |Ak+1(f) sobre a vizinhança Ak+1(f) ∩ Up tais que
n∑
i=1

ai
∂ψi
∂ys

(g(x)) = 0

é vazio. Portanto, podemos supor que

n∑
i=1

ai
∂ψi
∂ys

(g(p)) 6= 0.

E como c1 e cn são constantes não nulas, para quase todo a ∈ Rn \ {~0}

2cs

n∑
i=1

ai
∂ψi
∂ys

(g(p)) 6= 0.

Assim, voltando à matriz 2.20, concluímos que p ∈ Ak+1(f) ∩ Up é um
ponto crítico não degenerado de La ◦ f |Ak+1(f) se, e somente se, p é um ponto
crítico não degenerado de La ◦ f |Ak(f).

Por �m, como Ak+1(f) é uma subvariedade de M , podemos cobri-la com
uma quantia enumerável de vizinhanças Up de modo que o resultado é válido
para quase todo a ∈ Rn \ {~0} sobre toda variedade Ak+1(f).

3. Seja p ∈ An(f) e Up ⊂ M uma vizinhança aberta de M com p ∈ Up.
Pelas formas locais das singularidades de Morin, existem coordenadas locais
x = (x1, . . . , xm) ao redor de p e y = (y1, . . . , yn) ao redor de f(p) tais que,
sobre Up, f tem a forma

yi ◦ f = xi, i ≤ n− 1;

yn ◦ f = xn+1
n +

n−1∑
i=1

xix
n−i
n + x2

n+1 + . . .+ x2
n+λ−1 − x2

n+λ − . . .− x2
m.

Escrevendo γ := yn ◦ f , pela caracterização de Morin ([3, p.342]), na
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vizinhança Up temos

An−1(f) =

{
∂(j)γ

∂xjn
= 0, j = 1, . . . , n− 1;

∂γ

∂xi
= 0, i = n+ 1, . . . ,m

}
;

An(f) =

{
∂(j)γ

∂xjn
= 0, j = 1, . . . , n;

∂γ

∂xi
= 0, i = n+ 1, . . . ,m;

∂(n+1)γ

∂xn+1
n

6= 0

}
.

Calculando as derivadas, obtemos
∂γ

∂xi
(x) = ±2xi, para i = n+ 1, . . . ,m.

E para j = 1, . . . , n,

∂(j)γ

∂xjn
(x) =

(n+ 1)!

(n+ 1− j)!
xn+1−j
n +

n−j∑
i=1

(n− i)!
(n− i− j)!

xix
n−i−j
n .

Logo,
∂γ

∂xi
(x) = 0⇒ xi = 0, para i = n+ 1, . . . ,m. Para j = 1, . . . , n−1,

∂(j)γ

∂xjn
(x) = 0 implica

xn−j = −
(
n+ 1

j

)
xn+1−j
n −

n−1−j∑
i=1

(
n− i
j

)
xix

n−i−j
n . (2.21)

E
∂(n)γ

∂xnn
(x) = 0 ⇒ xn = 0. Assim, considerando as relações dadas por

2.21, em An−1(f) ∩ Up podemos escrever x1, x2, . . . , xn−1 em função de xn.
Isto é,

xr = crx
r+1
n ; r = 1, . . . , n− 1. (2.22)

Em que cr ∈ R denotarão as constantes obtidas por meio da expressão 2.21,
para j = 1, . . . , n− 1.

Deste modo, sobre a vizinhança Up, os conjuntos An−1(f) e An(f) são
dados por

An−1(f) = {xr − crxr+1
n = 0, r = 1, ..., n− 1;xn+1 = . . . = xm = 0} ;

An(f) = {x1 = . . . = xn−1 = xn = xn+1 = . . . = xm = 0} .

Podemos considerar xn coordenada local em An−1(f). Assim, pela carac-
terização de Z. Szafraniec ([15]), p será um ponto crítico de La ◦ f |An−1(f) se,
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e somente se,
∂(La ◦ f)

∂xn
(p) = 0.

Sobre An−1(f), a aplicação g(x) = (g1(x), . . . , gn(x)) tem suas funções
coordenadas de�nidas por

gj(x) = cjx
j+1
n , j = 1, . . . , n

em que cn ∈ R é a constante obtida substituindo-se 2.22 na expressão de
gn(x) = yn ◦ f(x). Assim,

∂ (La ◦ f)

∂xn
(x) =

n∑
i=1

ai

(
n∑
j=1

∂ψi
∂yj

(g(x))
∂gj
∂xn

(x)

)

=
n∑
i=1

ai

(
n∑
j=1

∂ψi
∂yj

(g(x))(j + 1)cjx
j
n

) (2.23)

Como p ∈ An(f) e xn = 0 sobre An(f) ∩ Up, então

∂ (La ◦ f)

∂xn
(p) = 0.

Portanto, p é ponto crítico de La ◦ f |An−1(f).

Também pela caracterização de Z. Szafraniec ([15]), p será um ponto
crítico não degenerado de La ◦ f |An−1(f) se, e somente se,

∂(2)(La ◦ f)

∂x2
n

(p) 6= 0.

Derivando 2.23, temos

∂(2)(La ◦ f)

∂x2
n

(x) =
n∑
i=1

ai

n∑
j=1

[(
n∑
s=1

∂(2)ψi
∂ys∂yj

(g(x))
∂gs
∂xn

(x)

)
(j + 1)cjx

j
n

+
∂ψi
∂yj

(g(x))j(j + 1)cjx
j−1
n

]
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e uma vez que xn = 0 sobre An(f) ∩ Up, obtemos

∂2(La ◦ f)

∂x2
n

(p) = 2c1

n∑
i=1

ai
∂ψi
∂y1

(g(p)).

Como a constante c1, obtida por meio da equação 2.21, é dada por

c1 = −
(
n+ 1

n− 1

)
6= 0,

resta veri�carmos que
n∑
i=1

ai
∂ψi
∂y1

(g(p)) 6= 0

o que, por sua vez, ocorre se, e somente se,

(a1, . . . , an) ∈
〈(

∂ψ1

∂y1

(g(p)), . . . ,
∂ψn
∂y1

(g(p))

)〉⊥
ou
(
∂ψ1

∂y1
(g(p)), . . . , ∂ψn

∂y1
(g(p))

)
= ~0 em Rn.

Como o vetor v(p) :=
(
∂ψ1

∂y1
(g(p)), . . . , ∂ψn

∂y1
(g(p))

)
corresponde a uma co-

luna da matriz jacobiana do difeomor�smo ψ, então v(p) 6= ~0. Além disso,
podemos considerar (a1, . . . , an) fora de < v(p) >⊥, que tem medida nula em

Rn. Logo, para quase todo a ∈ Rn \ {~0},
n∑
i=1

ai
∂ψi
∂y1

(g(q)) 6= 0 e p é um ponto

crítico não degenerado de La ◦ f |An−1(f).
Como An(f) é uma subvariedade 0-dimensional composta por um número

�nito de pontos, podemos cobri-la com um número �nito de vizinhanças Up
de forma que o resultado é válido para quase todo a ∈ Rn \ {~0}. �

Lema 2.2.6. Seja f : M → Rn uma aplicação de Morin. Para quase todo
a = (a1, . . . , an) ∈ Rn \ {~0}, a aplicação La ◦ f é uma função de Morse.

Demonstração. Mostremos primeiramente que C(La ◦ f) ⊂ A1(f).
Seja d(La ◦ f)p a derivada da aplicação La ◦ f em um ponto p ∈M , então

d(La ◦ f)p(TpM) = d(La)f(p)dfp(TpM).

Como f é uma aplicação de Morin, o conjunto singular de f é dada por

A1(f) = ∪nk=1Ak(f).
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Assim, se p /∈ A1(f) então dfp é sobrejetora, isto é, dfp(TpM) = Rn. Logo,

d(La ◦ f)p(TpM) = d(La)f(p)(Rn) = R,

pois La é uma aplicação linear não nula, ou seja, p /∈ C(La ◦ f). Portanto,

C(La ◦ f) ⊂ A1(f).

Além disso, pelo item 1 do Lema 2.2.5 sabemos que C(La ◦ f) ∩ A2(f) = ∅
para quase todo a ∈ Rn \ {~0}. Portanto,

C(La ◦ f) ⊂ A1(f).

Deste modo, se p ∈ C(La ◦ f) então p ∈ A1(f) e pelo Lema 2.2.2, p ∈
C(La ◦ f |A1(f)). Mas, La ◦ f |A1(f) é Morse para quase todo a ∈ Rn \ {~0}.
Logo, p é um ponto crítico não degenerado de La ◦ f |A1(f) e pelo item 2 do
Lema 2.2.5 concluímos que p é um ponto crítico não degenerado de La ◦ f .
Portanto, para quase todo a ∈ Rn \ {~0}, La ◦ f é uma função de Morse. �

Lema 2.2.7. Seja m−n+ 1 par. Se p ∈ A1(f) é um ponto crítico de La ◦ f ,
então

Ind(La ◦ f, p) = Ind(La ◦ f |A+
1 (f), p) mod 2, se p ∈ A+

1 (f),

Ind(La ◦ f, p) = 1 + Ind(La ◦ f |A−1 (f), p) mod 2, se p ∈ A−1 (f).

Em que Ind(g, x) denota o índice de Morse em um ponto crítico x de uma
função g.

Demonstração. Vimos no lema anterior que genericamente La ◦ f é Morse
e C(La ◦ f) ⊂ A1(f). Assim, para quase todo a ∈ Rn \ {~0}, se p ∈ C(La ◦ f)
então, pelo Lema 2.2.5, p é um ponto crítico não degenerado de La ◦ f |A1(f).
Vamos comparar os índices de Morse de La ◦ f e La ◦ f |A1(f) em p.

Seja Up ⊂ M uma vizinhança aberta de M com p ∈ Up. Como p ∈
A1(f), podemos considerar coordenadas locais (x1, . . . , xm) em torno de p e
(y1, . . . , yn) em torno de f(p) tal que, sobre a vizinhança Up, f tem a forma:

yi ◦ f = xi, i ≤ n− 1;

yn ◦ f = −x2
n − . . .− x2

n+λ−1 + x2
n+λ + . . .+ x2

m.

Escrevendo γ := yn ◦ f , pela caracterização de Morin ([3, p.342]), na
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vizinhança Up, A1(f) é de�nido por

A1(f) =

{
∂γ

∂xi
= 0, i = n, . . . ,m;

∂2γ

∂x2
n

6= 0

}
=

{
xn = . . . = xm = 0;

∂2γ

∂x2
n

6= 0

}
.

E pelo Teorema da função implícita, podemos considerar x1, . . . , xn−1 coorde-
nadas locais de A1(f)∩Up. Desse modo, as matrizes Hessianas de La ◦f |A1(f)

e La ◦ f em p são dadas por

Hess(La ◦ f |A1(f))(p) =

[
∂2La ◦ f
∂x`∂xs

(p)

]
1≤`,s≤n−1

e

Hess(La ◦ f)(p) =

[
∂2La ◦ f
∂x`∂xs

(p)

]
1≤`,s≤m

Lembrando que a aplicação La ◦ f pode ser escrita como

La ◦ f(x) =
n∑
i=1

ai(ψi ◦ g)(x),

suas derivadas parciais são dadas por,

∂La ◦ f
∂x`

(x) =
n∑
i=1

ai

(
n∑
j=1

∂ψi
∂yj

(g(x))
∂gj
∂x`

(x)

)
.

Sobre A1(f) ∩ Up a aplicação g(x) = (g1(x), . . . , gn(x)) tem suas funções
coordenadas dadas por gj = yj ◦ f , assim

∂La ◦ f
∂x`

(x) =



n∑
i=1

ai
∂ψi
∂y`

(g(x)), ` = 1, . . . , n− 1;

n∑
i=1

ai
∂ψi
∂yn

(g(x))(±2x`), ` = n, . . . ,m.

Calculando as derivadas de segunda ordem para ` = 1, . . . , n − 1 e s =
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n, . . . ,m, obtemos

∂2La ◦ f
∂xs∂xl

(x) =
n∑
i=1

ai
∂(2)ψi
∂yn∂y`

(g(x))
∂gj
∂xs

(x)

=
n∑
i=1

ai
∂(2)ψi
∂yn∂y`

(g(x))(±2xs).

E para `, s = n, . . . ,m,
∂2La ◦ f
∂xs∂xl

(x) é igual a

n∑
i=1

ai

[(
n∑
j=1

∂(2)ψi
∂yj∂yn

(g(x))
∂gj
∂xs

(x)

)
(±2x`) +

∂ψi
∂yn

(g(x))
∂(±2x`)

∂xs

]
.

Logo, no ponto p ∈ A1(f), obtemos

∂2La ◦ f
∂xs∂x`

(p) =


0, ` = 1, . . . , n− 1 e s = n, . . . ,m;

0, `, s = n, . . . ,m e ` 6= s;

±2
n∑
i=1

ai
∂ψi
∂yn

(g(p)), `, s = n, . . . ,m e ` = s.

Por isso, a matriz Hessiana da aplicação La ◦ f no ponto p é igual a

Hess(La ◦ f |A1(f))(p)

...
O(n−1)×(m−n+1)...

· · · · · · · · · · · · · · · · · · ... · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

O(m−n+1)×(n−1)

...
[
∂2La ◦ f
∂xs∂x`

(q)

]
n≤`,s≤m

...


em que

[
∂2La ◦ f
∂xs∂x`

(p)

]
n≤`,s≤m

=


−2

n∑
i=1

ai
∂ψi
∂yn

(g(p)), ` = s ≤ n+ λ− 1;

2
n∑
i=1

ai
∂ψi
∂yn

(g(p)), ` = s ≥ n+ λ.
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Deste modo, o determinante da matriz Hess(La ◦ f)(p) é dado por

det
(
Hess(La ◦ f |A1(f))(p)

)
. det

[
∂2La ◦ f
∂xs∂x`

(p)

]
n≤`,s≤m

e, por sua vez,

det

[
∂2La ◦ f
∂xs∂xl

(p)

]
n≤`,s≤m

= (−1)λ

(
2

n∑
i=1

ai
∂ψi
∂yn

(g(p))

)m−n+1

.

Como, ψ é difeomor�smo e m − n + 1 é par, então, para quase todo a ∈
Rn \ {~0}, (

2
n∑
i=1

ai
∂ψi
∂yn

(g(p))

)m−n+1

> 0.

Logo,

sgn (detHess(La ◦ f)(p)) = (−1)λ. sgn
(
detHess(La ◦ f |A1(f))(p)

)
isto é,

(−1)Ind(La◦f,p) = (−1)λ.(−1)Ind(La◦f |A1(f),p).

O que implica que,

p ∈ A+
1 (f) ⇔ λ é par ⇔ (−1)λ > 0;

p ∈ A−1 (f) ⇔ λ é ímpar ⇔ (−1)λ < 0.

Portanto,

Ind(La ◦ f, p) = Ind(La ◦ f |A+
1 (f), p) mod 2, se p ∈ A+

1 (f),

Ind(La ◦ f, p) = 1 + Ind(La ◦ f |A−1 (f), p) mod 2, se p ∈ A−1 (f).

�
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2.3 Demonstração dos Teoremas de T. Fukuda

Teorema 2.3.1. [3, Teorema 1] Seja M uma variedade compacta, m-
dimensional, com m ≥ n. Se f : M → Rn for uma aplicação de Morin,
então

χ(M) =
n∑
k=1

χ(Ak(f)) mod 2.

Demonstração. Seja a ∈ Rn \ {~0} tal que La ◦ f , La ◦ f |Ak(f) e La ◦ f |Ak(f),
k = 1, . . . , n, são todas funções de Morse que satisfazem as propriedades
descritas nos lemas da seção anterior. Um resultado bem conhecido na Teoria
de Morse é que para uma função de Morse g de�nida sobre uma variedade
compacta N , temos

χ(N) = #C(g) mod 2,

em que #C(g) denota o número de pontos críticos da função g. Deste modo,

χ(M) = #C(La ◦ f) mod 2;

χ(Ak(f)) = #C(La ◦ f |Ak(f)) mod 2.

E pelos Lemas 2.2.6, 2.2.2 e 2.2.5, itens 1 e 3,

#C(La ◦ f) = #C(La ◦ f |A1(f));

#C(La ◦ f |Ak(f)) = #C(La ◦ f |Ak(f)) + #C(La ◦ f |Ak+1(f));

#C(La ◦ f |An−1(f)) = #C(La ◦ f |An−1(f)) + #An(f).

Assim,

χ(M) +
n−1∑
k=1

χ(Ak(f)) = #C(La ◦ f) +
n−1∑
k=1

#C(La ◦ f |Ak(f)) mod 2

= 2
n−1∑
k=1

#C(La ◦ f |Ak(f)) + #An(f) mod 2

= χ(An(f)) mod 2.

Portanto,

χ(M) =
n∑
k=1

χ(Ak(f)) mod 2.
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�

Teorema 2.3.2. [3, Teorema 2] Sejam M uma variedade compacta, m-
dimensional, com m ≥ n e f : M → Rn uma aplicação de Morin que admite
apenas pontos singulares de dobra. Se m− n é ímpar, então

χ(M) = χ(A+
1 (f))− χ(A−1 (f)).

Demonstração. Seja g uma função de Morse de�nida sobre uma variedade
compacta N , sabe-se que

χ(N) = #C+(g)−#C−(g),

em que #C+(g) (respectivamente #C−(g)) denota o número de pontos críti-
cos de g com índice de Morse par (respectivamente índice de Morse ímpar).
Pelo Lema 2.2.7, temos

#C+(La ◦ f) = #C+(La ◦ f |A+
1 (f)) + #C−(La ◦ f |A−1 (f))

#C−(La ◦ f) = #C−(La ◦ f |A+
1 (f)) + #C+(La ◦ f |A−1 (f))

Logo,

χ(M) = #C+(La ◦ f)−#C−(La ◦ f)

= χ(A+
1 (f))− χ(A−1 (f)).

�



CAPÍTULO 3

Sobre a Topologia das Singularidades de Morin: O
Teorema de Dutertre-Fukui

A principal referência para este capítulo é o trabalho [2] de N. Dutertre
e T. Fukui.

Recentemente, ao trabalharem com aplicações estáveis f : M → N em
[2], N. Dutertre e T. Fukui obtiveram resultados que relacionam a topologia
das variedades M e N com a topologia dos conjuntos singulares da aplicação
f . Os autores mostraram, em especial, que se f : M → N é uma aplicação
de Morin satisfazendo determinadas condições, é possível estabelecer uma
igualdade entre a característica de Euler deM e a característica de Euler dos
conjuntos singulares A′ks desta aplicação:

χ(M) =
∑

k: ímpar

[
χ(A+

k (f))− χ(A−k (f))
]
.

Este resultado melhora e generaliza os Teoremas 2.1.1 e 2.1.2 de T. Fukuda
apresentados anteriormente. Desta forma, o principal objetivo deste capítulo
é exibir uma prova alternativa para este teorema de N. Dutertre e T. Fukui
([2, Teorema 6.2, p. 188]) para o caso em que N = Rn.

O estudo dos resultados de T. Fukuda no capítulo anterior nos ajuda
a entender a maneira como a Teoria de Morse pode ser aplicada para
uma nova demonstração do teorema de N. Dutertre e T. Fukui. A
principal diferença deste novo contexto é o fato de trabalharmos com
A+
k (f) e A−k (f) que são variedades com bordo. Deste modo, nesta nova

43
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prova ao invés de utilizarmos o Cálculo de O. Viro ([17]) empregado pe-
los autores em [2], aplicaremos a Teoria de Morse para variedades com bordo.

3.1 O Teorema de Dutertre-Fukui

Seja f : M → N uma aplicação de Morin C∞ de uma variedade compacta
m-dimensional M em uma variedade conexa n-dimensional N , com m > n
e m− n ímpar.

Lembremos que se p ∈ Ak(f), então existem coordenadas locais x =
(x1, . . . , xm) em torno de p e y = (y1, . . . , yn) em torno de f(p) tal que f
pode ser escrita localmente como:

yi ◦ f = xi, i ≤ n− 1;

yn ◦ f = xk+1
n +

k−1∑
i=1

xix
k−i
n + x2

n+1 + . . .+ x2
n+λ−1 − x2

n+λ − . . .− x2
m.

(3.1)

Note que, como m−n é ímpar, então λ = m−n−λ+ 1 mod 2. Quando
k é ímpar, N. Dutertre e T. Fukui apresentam em [2] uma de�nição para os
subconjuntos A+

k (f) e A−k (f) de Ak(f) dada em termos da paridade do índice
de Morse λ da parte quadrática da função yn ◦ f em 3.1:

De�nição 3.1.1. [2, p.186] Seja k ímpar, então

A+
k (f) = {p ∈M : p ∈ Ak(f) com λ = 0 mod 2}

A−k (f) = {p ∈M : p ∈ Ak(f) com λ = 1 mod 2}

Sabemos também que Ak(f) e Ak(f) são variedades (n−k)-dimensionais
tais que Ak(f) = ∪ni=1Ai(f) (Lema 2.2.1). Em [2], os autores demonstram
um resultado semelhante para os subconjuntos A+

k (f) e A−k (f). Isto é:

Proposição 3.1.1. [2, p.186] Se k é ímpar, então A+
k (f) e A−k (f) são vari-

edades compactas com bordo de dimensão n− k. Além disso,

∂A+
k (f) = ∂A−k (f) = Ak+1(f).

Por �m, N. Dutertre e T. Fukui provam que:

Teorema 3.1.2. [2, Teorema 6.2, p.188] Seja f : M → Rn uma aplicação
de Morin de�nida sobre uma variedade compacta m-dimensional M , com
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m− n > 0 ímpar. Então,

χ(M) =
∑

k: ímpar

[
χ(A+

k (f))− χ(A−k (f))
]
.

3.2 Pontos críticos corretos

Também trabalharemos aqui com as aplicações La◦f , mantendo a notação
do capítulo anterior, isto é,

La ◦ f(x) =
n∑
i=1

ai(ψi ◦ g)(x).

Ao longo deste capítulo, vamos considerar a ∈ Rn \ {~0} tal que La ◦ f(x),
La◦f |Ak(f) e La◦f |Ak(f) são funções de Morse que satisfazem as propriedades
dos lemas apresentados no Capítulo 2. Antes da demonstração do Teorema
3.1.2, faremos algumas considerações a respeito dos pontos críticos corretos
e não corretos de La ◦ f |Ak(f).

Para provarmos o Teorema 3.1.2, precisamos estudar a soma∑
k: ímpar

[
χ(A+

k (f))− χ(A−k (f))
]

e para isto, vamos analisar a expressão

χ(A+
k (f))− χ(A−k (f)) + χ(A+

k+2(f))− χ(A−k+2(f)).

Pela Proposição 3.1.1, sabemos que se k é ímpar, A+
k (f) e A−k (f) são

variedades com bordo de dimensão n− k tal que

∂A+
k (f) = ∂A−k (f) = Ak+1(f);

A+
k (f) = A+

k (f) ∪ Ak+1(f);

A−k (f) = A−k (f) ∪ Ak+1(f).

Além disso, pelo Teorema 1.4.4, se F : A+
k (f)→ R for uma função correta

de Morse, então

χ(A+
k (f)) =

∑
p∈C(F ◦)

(−1)λ
+
k (p) +

∑
p∈C(∂F ),∇F entrando

(−1)λk(p),
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em que F ◦ denota a restrição ao interior F |A+
k (f), ∂F denota a restrição ao

bordo F |
∂A+

k (f)
, λ+

k (p) denota o índice de Morse de F ◦ em um ponto crítico

p ∈ A+
k (f) e λk(p) o índice de Morse de ∂F em um ponto crítico correto p,

tal que o gradiente ∇F (p) está entrando na variedade. De forma análoga, o
resultado é valido para F : A−k (f)→ R.

Queremos aplicar o resultado anterior às funções La◦f |A+
k (f)

e La◦f |A−k (f)

para estudarmos χ(A+
k (f)) e χ(A−k (f)), respectivamente. Para isto, é neces-

sário veri�car se os pontos críticos das restrições ao bordo La◦f |∂A+
k (f)

são de

fato pontos críticos corretos. Ou seja, dado um ponto p ∈ C(La ◦ f |Ak+1(f))

precisamos veri�car se p ∈ C(La ◦ f |Ak(f)).

Se p ∈ C(La◦f |Ak+1(f)), então p ∈ Ak+1(f)\Ak+3(f) = Ak+1(f)∪Ak+2(f).
Suponha que p ∈ Ak+2(f). Dessa forma, p /∈ C(La ◦ f |Ak(f)) pois, pelo

Lema 2.2.5, C(La ◦ f |Ak(f)) ∩ Ak+2(f) = ∅. Portanto, p é correto.
Por outro lado, se p ∈ Ak+1(f) ∩ C(La ◦ f |Ak+1(f)), em particular temos

p ∈ C(La ◦ f |Ak+1(f)). Então, pelo Lema 2.2.2, p ∈ C(La ◦ f |Ak(f)). Portanto,
p não é correto neste caso.

Como vimos no Capítulo 1, as funções de Morse corretas, de�nidas sobre
uma variedade compacta N , formam um conjunto aberto e denso no espaço
das funções C∞(N,R). No lema a seguir, veri�camos que é possível perturbar
ligeiramente a função La ◦ f nas vizinhanças dos pontos críticos que não são
corretos, de modo a obtermos funções de Morse cujos pontos críticos no bordo
são todos corretos e por �m avaliarmos χ(A+

k (f)) e χ(A−k (f)).

Lema 3.2.1. Seja p ∈ Ak+1(f) um ponto crítico não correto de La ◦ f |Ak(f).
Então:

1. Existe uma perturbação L̃a ◦ f de La ◦ f |Ak(f) em uma vizinhança de p,

de forma que, L̃a ◦ f é uma função de Morse correta e p ∈ C(L̃a ◦ f);

2. Na vizinhança considerada, ∃! p̃ ∈ C(L̃a ◦ f) tal que p̃ ∈ A+
k (f)∪A−k (f);

3. Os índices de Morse de L̃a ◦ f nos pontos p e p̃ são tais que p e p̃ não

interferem no cálculo de χ
(
A+
k (f)

)
− χ

(
A−k (f)

)
.

Demonstração.
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1. Seja p ∈ Ak+1(f) um ponto crítico não correto de La◦f |Ak(f). Como Ak(f),

A+
k (f) e A−k (f) são variedades (n− k)-dimensionais e

∂A+
k (f) = ∂A−k (f) = Ak+1(f)

é uma variedade de dimensão n − k − 1, podemos considerar coordenadas
locais x = (x1, . . . , xn−k−1, xn−k) em uma vizinhança Up ⊂ Ak(f), tal que
p ∈ Up, x(p) = ~0 e na qual La ◦ f |Ak+1(f) pode ser escrita como

La ◦ f(x1, . . . , xn−k−1, 0) = −x2
1 − . . .− x2

λ + x2
λ+1 + . . .+ x2

n−k−1. (3.2)

Nesta vizinhança, podemos escrever, ainda, a aplicação La ◦ f |Ak(f) como

La ◦ f(x1, . . . , xn−k−1, xn−k) = La ◦ f(x1, . . . , xn−k−1, 0) + h(x1, . . . , xn−k), (3.3)

para alguma função h : x(Up) ⊂ Rn−k → R. Além disso, ∃ ε > 0 su�ciente-
mente pequeno tal que

L̃a ◦ f(x1, . . . , xn−k) = La ◦ f(x1, . . . , xn−k) + εxn−k

ainda é uma função de Morse numa vizinhança aberta V ⊂ Rn−k, ~0 ∈ V .
Em particular, esta pequena perturbação coincide com a função inicial sobre
Ak+1(f), próximo ao ponto p:

L̃a ◦ f(x1, . . . , xn−k−1, 0) = La ◦ f(x1, . . . , xn−k−1, 0).

Além disso,

Hess(L̃a ◦ f,~0) = Hess(La ◦ f,~0).

Derivando, obtemos:

∂(L̃a ◦ f)

∂xi
(~0) =

∂(La ◦ f)

∂xi
(~0) = 0, i = 1, . . . , n− k − 1;

∂(L̃a ◦ f)

∂xn−k
(~0) =

∂(La ◦ f)

∂xn−k
(~0) + ε = ε.

Assim, o gradiente da função L̃a ◦ f restrita ao bordo Ak+1(f), em ~0 ∈ Rn−k,
é igual a

∇( ˜La ◦ f |Ak+1
)(~0) = (0, . . . , 0)
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e o gradiente da função L̃a ◦ f em ~0 ∈ Rn−k é não nulo:

∇(L̃a ◦ f)(~0) = (0, . . . , 0, ε).

Isto é, p é um ponto crítico correto de L̃a ◦ f |A+
k (f)

e L̃a ◦ f |A−k (f)
.

2. Como p é um ponto crítico não degenerado de La ◦ f |Ak(f), então, olhando

a aplicação La ◦ f |Ak(f) na vizinhança V , temos ∇(La ◦ f)(~0) = ~0 e

det(Hess(La ◦ f)(~0)) 6= 0.

Mas,
Hess(La ◦ f)(~0) = Jac(∇(La ◦ f))(~0).

Assim, a aplicação ∇(La ◦ f) : V ⊂ Rn−k → Rn−k é um difeomor�smo local
em ~0 ∈ Rn−k. Logo, ∃! p̃ em uma vizinhança de ~0 tal que

∇(La ◦ f)(p̃) = (0, . . . , 0,−ε)

e, consequentemente, ∃! p̃ em uma vizinhança de ~0 tal que

∇(L̃a ◦ f)(p̃) = (0, . . . , 0).

Ou seja, p̃ ∈ C(L̃a ◦ f) \C(La ◦ f |Ak(f)). Em particular, podemos considerar
tal vizinhança de modo que

sgn
(

det
(
Hess(La ◦ f)(~0)

))
= sgn

(
det
(
Hess(L̃a ◦ f)(p̃)

))
. (3.4)

Nosso próximo passo é mostrar que xn−k(p̃) 6= 0. Seja x = (x1, . . . , xn−k),
como ∇(La ◦ f)(p̃) = (0, . . . , 0,−ε), então podemos olhar p̃ como solução de
um sistema de equações lineares dado a partir de

∂(La ◦ f)

∂xj
(x) = 0, j = 1, . . . , n− k − 1;

∂(La ◦ f)

∂xn−k
(x) = −ε.

Desta forma, se det (A(p̃)) 6= 0, então

xn−k(p̃) =
det (An−k(p̃))

det (A(p̃))
, (3.5)
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em que A(x) = (ai,j(x)) é a matriz formada pelos coe�cientes ai,j(x) dos

monômios xj em
∂(La ◦ f)

∂xi
(x), i, j = 1, . . . , n−k, e An−k(x) é a matriz obtida

substituindo-se a última coluna de A(x) pelo vetor (0, . . . , 0,−ε). Assim, se
a equação 3.5 for válida e det (An−k(p̃)) 6= 0, obtemos

sgn(xn−k(p̃)) = sgn (det (An−k(p̃))) sgn (det (A(p̃))) .

Vamos veri�car se det (A(p̃)) 6= 0. Para isto, primeiramente, vamos cal-
cular as matrizes A(x) e An−k(x).

Derivando (La ◦ f)(x), pelas equações 3.2 e 3.3, obtemos:

∂(La ◦ f)

∂xj
(x) =



−2xj +
∂h

∂xj
(x), j = 1, . . . , λ;

2xj +
∂h

∂xj
(x), j = λ+ 1, . . . , n− k − 1;

∂h

∂xn−k
(x), j = n− k.

(3.6)

Também pela equação 3.3,

h(x1, . . . , xn−k−1, 0) = 0, ∀(x1, . . . , xn−k−1, 0) ∈ Rn−k.

Logo h(~0) = 0, e como ~0 é ponto crítico de La ◦ f |Ak(f), por 3.6,

∂h

∂xi
(~0) = 0, i = 1, . . . , n− k.

Como h(~0) = 0, pelo Lema de Hadamard, existem funções suaves hi,
i = 1, . . . , n− k, de�nidas em uma vizinhança aberta de ~0 em Rn−k, tal que

h(x) =
n−k∑
i=1

xihi(x).

Logo, para j = 1, . . . , n− k,

∂h

∂xj
(x) = hj(x) +

n−k∑
i=1

xi
∂hi
∂xj

(x)⇒ ∂h

∂xj
(~0) = hj(~0). (3.7)

Por sua vez, como
∂h

∂xj
(~0) = 0, j = 1, . . . , n− k, segue novamente pelo Lema
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de Hadamard que existem funções suaves li,j, i, j = 1, . . . , n − k, de�nidas
em uma vizinhança aberta de ~0 em Rn−k, tal que

hj(x) =
n−k∑
i=1

xili,j(x). (3.8)

Assim, substituindo as equações de 3.7 e 3.8 nas expressões das derivadas
parciais 3.6, obtemos:

∂(La ◦ f)

∂xj
(x) =



−2xj +
n−k∑
i=1

xi

(
li,j(x) +

∂hi
∂xj

(x)

)
, j = 1, . . . , λ;

2xj +
n−k∑
i=1

xi

(
li,j(x) +

∂hi
∂xj

(x)

)
, j = λ+ 1, . . . , n− k − 1;

n−k∑
i=1

xi

(
li,n−k(x) +

∂hi
∂xn−k

(x)

)
, j = n− k.

Desta maneira, a matriz A(x) = (ai,j(x)) em 3.5 é dada por:

ai,j(x) =



−2 + li,i(x) +
∂hi
∂xi

(x), i, j = 1, . . . , λ e i = j;

2 + li,i(x) +
∂hi
∂xi

(x), i, j = λ+ 1, . . . , n− k − 1 e i = j;

lj,i(x) +
∂hj
∂xi

(x), i, j = 1, . . . , n− k e i 6= j;

ln−k,n−k(x) +
∂hn−k
∂xn−k

(x), i = j = n− k.

(3.9)

Mas note que, para i, j = 1, . . . , n− k, temos

∂hj
∂xi

(x) = li,j(x) +
n−k∑
r=1

xr
∂lr,j
∂xi

(x),

assim
∂hj
∂xi

(~0) = li,j(~0), i, j = 1, . . . , n− k.

Avaliando a matriz A(x) = (ai,j(x)) em ~0 ∈ Rn−k, obtemos
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ai,j(~0) =



−2 + 2
∂hi
∂xi

(~0), i, j = 1, . . . , λ e i = j;

2 + 2
∂hi
∂xi

(~0), i, j = λ+ 1, . . . , n− k − 1 e i = j;

∂hi
∂xj

(~0) +
∂hj
∂xi

(~0), i, j = 1, . . . , n− k e i 6= j;

2
∂hn−k
∂xn−k

(~0), i = j = n− k.

Em seguida, mostremos que A(~0) = Hess(La ◦ f |Ak(f),
~0).

Derivando mais uma vez La ◦ f(x) em 3.6, obtemos:
Para i, j = 1, . . . , λ,

∂2(La ◦ f)

∂xi∂xj
(x) =


−2 +

∂2h

∂x2
j

(x), i = j;

∂2h

∂xi∂xj
(x), i 6= j.

Para i, j = λ+ 1, . . . , n− k − 1,

∂2(La ◦ f)

∂xi∂xj
(x) =


2 +

∂2h

∂x2
j

(x), i = j;

∂2h

∂xi∂xj
(x), i 6= j.

E para j = 1, . . . , λ e i = λ+ 1, . . . , n− k,

∂2(La ◦ f)

∂xi∂xj
(x) =

∂2h

∂xi∂xj
(x).

Por �m, para i = λ+ 1, . . . , n− k,

∂2(La ◦ f)

∂xi∂xn−k
(x) =

∂2h

∂xi∂xn−k
(x).

Avaliando as derivadas em ~0 ∈ Rn−k, veri�camos que:
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Para i, j = 1, . . . , λ,

∂2(La ◦ f)

∂xi∂xj
(~0) =


−2 + 2

∂hj
∂xj

(~0), i = j;

∂hj
∂xi

(~0) +
∂hi
∂xj

(~0), i 6= j.

Para i, j = λ+ 1, . . . , n− k − 1,

∂2(La ◦ f)

∂xi∂xj
(~0) =


2 + 2

∂hj
∂xj

(~0), i = j;

∂hj
∂xi

(~0) +
∂hi
∂xj

(~0), i 6= j.

E para j = 1, . . . , λ e i = λ+ 1, . . . , n− k,

∂2(La ◦ f)

∂xi∂xi
(~0) =

∂hj
∂xi

(~0) +
∂hi
∂xj

(~0).

Por �m, para i = λ+ 1, . . . , n− k

∂2(La ◦ f)

∂xi∂xn−k
(~0) =

∂hn−k
∂xi

(~0) +
∂hi
∂xn−k

(~0).

Derivando
∂h

∂xj
(x) em 3.7, para i, j = 1, . . . , n− k, temos

∂2h

∂x2
j

(x) = 2
∂hj
∂xj

(x) +
n−k∑
r=1

xr
∂2hr
∂x2

j

(x),

∂2h

∂xi∂xj
(x) =

∂hj
∂xi

(x) +
∂hi
∂xj

(x) +
n−k∑
r=1

xr
∂2hr
∂xi∂xj

(x).

Então,

∂2h

∂x2
j

(~0) = 2
∂hj
∂xj

(~0),

∂2h

∂xi∂xj
(~0) =

∂hj
∂xi

(~0) +
∂hi
∂xj

(~0).
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Portanto, ai,j(~0) =
∂2(La ◦ f)

∂xi∂xj
(~0), ∀i, j = 1, . . . , n− k, isto é,

Hess(La ◦ f)(~0) = A(~0). (3.10)

E lembrando que p é um ponto crítico não degenerado de La ◦ f |Ak(f),

temos det(Hess(La ◦ f)(~0)) 6= 0. Logo, detA(~0) 6= 0.

As funções que determinam a matriz A(x) são contínuas, assim, pode-
mos considerar a vizinhança de ~0 em Rn−k, na qual estamos trabalhando,
su�cientemente pequena, de modo que

sgn(detA(p̃)) = sgn(detA(~0)). (3.11)

Como Ak(f) = A+
k (f)∪A−k (f) e ∂A+

k (f) = ∂A−k (f) = ∂Ak+1(f), podemos
tomar x1, . . . , xn−k−1 coordenadas locais de Ak+1(f), de modo que a matriz
Hessiana de La ◦ f |Ak+1(f) em ~0 é a submatriz de Hess(La ◦ f)(~0) obtida

eliminando-se a última linha e a última coluna de Hess(La ◦ f)(~0). Em
particular, a matriz Hessiana

Hess(La ◦ f |Ak+1(f))(
~0)

também é não singular, pois, pelo item 2 do Lema 2.2.5, p é um ponto crítico
não degenerado de La ◦ f |Ak+1(f), já que p ∈ C(La ◦ f |Ak(f)) ∩ Ak+1(f).

Desta forma,

detAn−k(~0) = −ε detHess(La ◦ f |Ak+1
)(~0) 6= 0, (3.12)

e pelo mesmo argumento utilizado anteriormente, podemos assumir que

sgn(detAn−k(p̃)) = sgn(detAn−k(0)). (3.13)

Logo, a equação 3.5 implica que xn−k(p̃) 6= 0. Portanto p̃ /∈ Ak+1(f), isto
é, p̃ ∈ A+

k (f) ∪ A−k (f).

3. Queremos veri�car sob quais condições p̃ ∈ A+
k (f), p̃ ∈ A−k (f) e como

isto interfere no cálculo de χ
(
A+
k (f)

)
− χ

(
A−k (f)

)
. Para isto, é su�ciente

estudarmos o sinal de xn−k(p̃), que, pelas equações 3.4, 3.5, 3.10, 3.11, 3.12
e 3.13 no item anterior, é dado por

− sgn(detHess(L̃a ◦ f |Ak+1(f))(~0)). sgn(detHess(L̃a ◦ f)(p̃)).
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Isto é,

sgn(xn−k(p̃)) = −(−1)Ind(L̃a◦f |Ak+1(f),~0)(−1)Ind(L̃a◦f,p̃).

Já vimos que

∇(L̃a ◦ f)(~0) = (0, . . . , 0, ε) = ε∇{xn−k}(~0), ε > 0.

Assim,∇(L̃a ◦ f)(~0) está entrando no semi-espaço determinado por xn−k > 0.
Como p ∈ Ak+1(f), existem coordenadas locais (u1, . . . , um) em torno de p
em M e coordenadas locais (z1, . . . , zn) em torno de f(p) em Rn tal que,
localmente, f é da forma:

zi ◦ f = ui, i ≤ n− 1,

zn ◦ f = uk+2
n +

k∑
i=1

uiu
k+1−i
n + u2

n+1 + . . .+ u2
n+µ−1 − u2

n+µ − . . .− u2
m.

(3.14)

E analogamente à demonstração do Lema 2.2.2, na vizinhança considerada,
podemos escrever

Ak(f) = {ur − crur+1
n = 0, r = 1, ..., k;un+1 = . . . = um = 0;un 6= 0} ;

Ak(f) = {ur − crur+1
n = 0, r = 1, ..., k;un+1 = . . . = um = 0; } ,

de modo que uk+1, . . . , un são coordenadas locais em Ak(f).
Se k e m − n > 0 são ímpares, em [2, Proposição 6.1, p.188], os autores

exibem uma caracterização para as variedades A+
k (f) e A−k (f) dada em ter-

mos da paridade do índice de Morse µ da parte quadrática de zn ◦ f . Assim,
de acordo com esta caracterização, devemos trabalhar com o seguintes casos:

• Se µ é par, então:

q ∈ A+
k (f) ⇔ un(q) > 0;

q ∈ A−k (f) ⇔ un(q) < 0.

• Se µ é ímpar, então:

q ∈ A+
k (f) ⇔ un(q) < 0;

q ∈ A−k (f) ⇔ un(q) > 0;

em que q = (u1(q), ..., um(q)) é um ponto próximo a p.
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Note que temos dois sistemas de coordenadas locais de Ak(f) em torno
de p dados por (x1, . . . , xn−k) e (uk+1, . . . , un), de modo que os hiperplanos
xn−k = 0 e un = 0 são isomorfos. Vamos supor, sem perda de generalidade,
que o semi-espaço determinado por xn−k > 0 corresponde ao semi-espaço
determinado por un > 0. Deste modo, temos:

• Se µ é par, então:

q ∈ A+
k (f) ⇔ xn−k(q) > 0;

q ∈ A−k (f) ⇔ xn−k(q) < 0.

• Se µ é ímpar, então:

q ∈ A+
k (f) ⇔ xn−k(q) < 0;

q ∈ A−k (f) ⇔ xn−k(q) > 0;

em que q = (x1(q), ..., xm(q)) é um ponto próximo a p.

Vejamos, por �m, que os pontos críticos p e p̃ não interferem no cálculo

de χ
(
A+
k (f)

)
− χ

(
A−k (f)

)
.

Se µ é par, então q ∈ A+
k (f)⇔ xn−k(q) > 0, isto é, {xn−k > 0} = A+

k (f).

Logo, ∇(L̃a ◦ f)(~0) está entrando em A+
k (f).

• Suponha p̃ ∈ A+
k (f), então xn−k(p̃) > 0, e localmente

χ
(
A+
k (f)

)
− χ

(
A−k (f)

)
= (−1)Ind(L̃a◦f,p̃) + (−1)Ind(L̃a◦f |Ak+1(f),~0) = 0,

pois a expressão que determina o sinal de xn−k(p̃) nos diz que os res-
pectivos índices tem paridades opostas, uma vez que xn−k(p̃) > 0.

• Suponha p̃ ∈ A−k (f), então xn−k(p̃) < 0, e localmente

χ
(
A+
k (f)

)
− χ

(
A−k (f)

)
= (−1)Ind(La◦f |Ak+1(f),~0) − (−1)Ind(La◦f,p̃) = 0,

pois a expressão que determina o sinal de xn−k(p̃) nos diz que os res-
pectivos índices tem paridades iguais, uma vez que xn−k(p̃) < 0.

Se µ é ímpar, então q ∈ A+
k (f) ⇔ xn−k(q) < 0, assim, {xn−k > 0} =

A−k (f). Logo, ∇(L̃a ◦ f)(~0) está entrando em A−k (f).
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• Suponha p̃ ∈ A+
k (f), então xn−k(p̃) < 0, e localmente

χ
(
A+
k (f)

)
− χ

(
A−k (f)

)
= (−1)Ind(La◦f,p̃) − (−1)Ind(La◦f |Ak+1(f),~0) = 0,

pois a expressão que determina o sinal de xn−k(p̃) nos diz que os res-
pectivos índices tem paridades iguais, uma vez que xn−k(p̃) < 0.

• Suponha p̃ ∈ A−k (f), então xn−k(p̃) > 0, e localmente

χ
(
A+
k (f)

)
− χ

(
A−k (f)

)
= −(−1)Ind(La◦f |Ak+1(f),~0) − (−1)Ind(La◦f,p̃) = 0,

pois a expressão que determina o sinal de xn−k(p̃) nos diz que os res-
pectivos índices tem paridades opostas, uma vez que xn−k(p̃) > 0.

Portanto os pontos críticos p ∈ Ak+1(f) e p̃ ∈ A+
k (f) ∪ A−k (f), aqui

estudados, não interferem no cálculo global de χ
(
A+
k (f)

)
−χ

(
A−k (f)

)
, uma

vez que, neste cálculo, os índices da perturbação L̃a ◦ f nestas singularidades
anulam-se um ao outro. �

3.3 Uma nova demonstração para o Teorema

de Dutertre-Fukui

Como mencionado no início deste capítulo, faremos aqui uma nova prova
para o Teorema de Dutertre-Fukui, quando N = Rn, usando a Teoria de
Morse para variedades com bordo:

Teorema 3.3.1. [2, Teorema 6.2, p.188] Seja f : M → Rn uma aplicação
de Morin de�nida sobre uma variedade compacta m-dimensional M , com
m− n > 0 ímpar. Então,

χ(M) =
∑

k: ímpar

[
χ(A+

k (f))− χ(A−k (f))
]
.

Demonstração. Pela Teoria de Morse sabemos que

χ(M) =
∑

p∈C(La◦f)

(−1)λ(p),

em que λ(p) = Ind(La ◦ f, p) é o índice de Morse de La ◦ f no ponto p.
Sabemos ainda que C(La ◦ f) ⊂ A1(f). Além disso, pelo Lema 2.2.5,

podemos considerar a ∈ Rn \ {~0} de modo que C(La ◦ f)∩A2(f) = ∅. Logo,
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se p ∈ C(La ◦ f), então p ∈ A1(f) \A2(f) = A1(f) = A+
1 (f)∪A−1 (f). E pelo

Lema 2.2.7,

Ind(La ◦ f, p) = Ind(La ◦ f |A+
1 (f), p) mod 2, se p ∈ A+

1 (f),

Ind(La ◦ f, p) = 1 + Ind(La ◦ f |A−1 (f), p) mod 2, se p ∈ A−1 (f).

Portanto, denotando por λ(p) = Ind(La ◦ f, p), λ1(p) = Ind(La ◦ f |A1(f), p)
e por C = C(La ◦ f), temos

χ(M) =
∑
p∈C

(−1)λ(p)

=
∑

p∈A+
1 (f)∩C

(−1)λ(p) +
∑

p∈A−1 (f)∩C

(−1)λ(p)

=
∑

p∈A+
1 (f)∩C

(−1)λ
1(p) +

∑
p∈A−1 (f)∩C

(−1)λ
1(p)+1

=
∑

p∈A+
1 (f)∩C

(−1)λ
1(p) −

∑
p∈A−1 (f)∩C

(−1)λ
1(p).

(3.15)

Com respeito a soma∑
k: ímpar

[
χ(A+

k (f))− χ(A−k (f))
]
,

como vimos na seção anterior, os pontos críticos em C(La◦f |Ak+1(f))∩Ak+1(f)

não são pontos críticos corretos de La ◦ f |Ak(f). Por isso, consideramos uma

partição da unidade composta por La ◦ f |Ak(f) e pelas perturbações L̃a ◦ f
de�nidas em vizinhanças dos pontos críticos não corretos. Deste modo, ob-
temos uma função correta de Morse e podermos aplicar o Teorema 1.4.4.

Por simplicidade de notação, vamos escrever

C(k) = C(La ◦ f |Ak(f));

C(k) = C(La ◦ f |Ak(f));

C(k+) = C(La ◦ f |A+
k (f));

C(k−) = C(La ◦ f |A−k (f)).

(3.16)
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Além disso, denotaremos

∇(k)(p)∧ = ∇(La ◦ f |Ak(f))(p) �saindo de� ;

∇(k)(p)∨ = ∇(La ◦ f |Ak(f))(p) �entrando em� .
(3.17)

Por exemplo, ∇(k)(p)∧A+
` (f) representa o vetor gradiente da aplicação La ◦

f |Ak(f) no ponto p, saindo de A
+
` (f), isto é, apontando para fora da variedade

A+
` (f).

Dessa maneira, pelo Teorema 1.4.4 e pelo Lema 3.2.1, obtemos

χ(A+
k (f)) =

∑
p∈C(k+)

(−1)λ
k(p) +

∑
p ∈ C(k + 1) ∩Ak+2(f),

∇(k)(p)∨A+
k (f)

(−1)λ
k+1

(p);

χ(A−k (f)) =
∑

p∈C(k−)

(−1)λ
k(p) +

∑
p ∈ C(k + 1) ∩Ak+2(f),

∇(k)(p)∨A−k (f)

(−1)λ
k+1

(p).

Em que λk(p) é o índice de Morse de La ◦ f |Ak(f) em p e λ
k+1

(p) é o índice
de Morse de La ◦ f |Ak+1(f) em p. Analogamente,

χ(A+
k+2(f)) =

∑
p∈C((k+2)+)

(−1)λ
k+2(p) +

∑
p ∈ C(k + 3) ∩Ak+4(f),

∇(k + 2)(p)∨A+
k+2(f)

(−1)λ
k+3

(p);

χ(A−k+2(f)) =
∑

p∈C((k+2)−)

(−1)λ
k+2(p) +

∑
p ∈ C(k + 3) ∩Ak+4(f),

∇(k + 2)(p)∨A−k+2(f)

(−1)λ
k+3

(p).

Se p ∈ Ak+2(f), existem coordenadas locais tais que

yi ◦ f = xi, i ≤ n− 1,

yn ◦ f = xk+3
n +

k+1∑
i=1

xix
k+2−i
n + x2

n+1 + . . .+ x2
n+λ−1 − x2

n+λ − . . .− x2
m.

(3.18)
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Assim, denotando γ := yn ◦ f , em uma vizinhança de p temos

Ak(f) = {xn+1 = . . . = xm = 0;
∂(j)γ

∂xjn
= 0, j = 1, . . . , k;

∂(k+1)γ

∂xk+1
n

6= 0};

Ak(f) = {xn+1 = . . . = xm = 0;
∂(j)γ

∂xjn
= 0, j = 1, . . . , k}.

(3.19)
Em particular, nas vizinhanças consideradas, sobre a variedade Ak+1(f)

temos xn+1 = . . . = xm = 0 e para j = 1, . . . , k + 1,

∂(j)γ

∂xjn
= 0⇒ (k + 3)!

(k + 3− j)!
xk+3−j
n +

k+2−j∑
i=1

(k + 2− i)!
(k + 2− j − i)!

xix
k+2−j−i
n = 0;

isto é, para j = 1, . . . , k + 1, vale

xk+2−j = −
(
k + 3

j

)
xk+3−j
n −

k+1−j∑
i=1

(
k + 2− i

j

)
xix

k+2−j−i
n . (3.20)

Utilizando as relações dadas por 3.20 para j = 1, . . . , k+1, sobre Ak+1(f)
podemos escrever

xr = crx
r+1
n , r = 1, . . . , k + 1; (3.21)

para constantes cr ∈ R. Deste modo, podemos considerar xk+2, . . . , xn
coordenadas locais em Ak+1(f).

Pelo Lema 2.2.5, como p ∈ Ak+2(f), então p /∈ C(La ◦ f |Ak(f)). Além
disso, pelo Lema 2.2.2, se p ∈ C(La ◦ f |Ak+2(f)), então p ∈ C(La ◦ f |Ak+1(f)).
Portanto, os pontos críticos de La ◦ f |Ak+2(f) são pontos críticos corretos de
La ◦ f |Ak(f). Em particular, ∇(La ◦ f |Ak(f))(p) 6= ~0 e ∃ η(p) ∈ R \ {0} tal que

∇(La ◦ f |Ak(f))(p) = η(p).∇
(
∂k+1γ

∂xk+1
n

)
(p).

Assim, pela caracterização de A+
k+2(f) e A−k+2(f) dada em [2, p.186], e pela

caracterização de A+
k (f) e A−k (f) dada em [2, Proposição 6.1, p.188], temos:

Se p ∈ A+
k+2(f), então λ na expressão 3.18 é par e dizemos que

∇(La ◦ f |Ak(f))(p) está entrando em A+
k (f) ⇔ η(p) > 0;

∇(La ◦ f |Ak(f))(p) está entrando em A−k (f) ⇔ η(p) < 0.
(3.22)
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Se p ∈ A−k+2(f), então λ na expressão 3.18 é ímpar e dizemos que

∇(La ◦ f |Ak(f))(p) está entrando em A+
k (f) ⇔ η(p) < 0;

∇(La ◦ f |Ak(f))(p) está entrando em A−k (f) ⇔ η(p) > 0.
(3.23)

Como
∂k+1γ

∂xk+1
n

(x) =
(k + 3)!

2!
x2
n + (k + 1)!x1, temos

∇
(
∂k+1γ

∂xk+1
n

)
(x) = ((k + 1)!, 0, . . . , 0, (k + 3)!xn, 0, . . . , 0) ;

∇
(
∂k+1γ

∂xk+1
n

)
(p) = ((k + 1)!, 0, . . . , 0) .

Logo,
∇(La ◦ f |Ak(f))(p) = (η(p)(k + 1)!, 0, . . . , 0) . (3.24)

Assim, para analisarmos η(p) é su�ciente calcularmos
∂(La ◦ f)

∂x1

(p).

Localmente, sobre Ak(f), temos xn+1 = . . . = xm = 0 e
∂(j)γ

∂xjn
= 0,

j = 1, . . . , k. Desta forma, obtemos

xr = crnx
r+1
n + cr1,nx1x

r−1
n , r = 2, . . . , k + 1, (3.25)

em que crn e cr1,n são constantes não nulas. Então, sobre Ak(f), a aplicação
g(x) = (g1(x), . . . , gn(x)) tem suas funções coordenadas gj = yj ◦f dadas por

gj(x) =


xj, j = 1, k + 2, . . . , n− 1;

cjnx
j+1
n + cj1,nx1x

j−1
n , j = 2, . . . , k + 1;

cnx
k+3
n + c1,nx1x

k+1
n , j = n;

em que cn, c1,n ∈ R são constantes não nulas obtidas substituindo-se 3.25 na
expressão de yn ◦ f(x).
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Como

La ◦ f(x) =
n∑
i=1

ai (ψi ◦ g) (x)

∂(La ◦ f)

∂x1

(x) =
n∑
i=1

ai

(
n∑
j=1

∂ψi
∂yj

(g(x))
∂gj
∂x1

(x)

) (3.26)

então
∂(La ◦ f)

∂x1

(p) =
n∑
i=1

ai
∂ψi
∂y1

(g(p)). (3.27)

Logo, por 3.24,
n∑
i=1

ai
∂ψi
∂y1

(g(p)) = η(p).(k + 1)! (3.28)

Desta maneira, precisamos analisar a expressão
n∑
i=1

ai
∂ψi
∂y1

(g(p)). Faremos

isto a partir de algumas informações da matriz Hessiana de La ◦ f |Ak+1(f) no
ponto p.

Por 3.21, sabemos que, localmente, sobre Ak+1(f), as funções coordenadas
da aplicação g(x) = (g1(x), . . . , gn(x)) são dadas por

gj(x) =


cjx

j+1
n , j = 1, . . . , k + 1;

xj, j = k + 2, . . . , n− 1;

cnx
k+3
n , j = n.

em que cn ∈ R é uma constante, não nula, obtida substituindo-se as relações
de 3.21 na expressão de yn ◦ f(x).

Deste modo, retomando as equações de 3.26, temos

∂(La ◦ f)

∂x`
(x) =

n∑
i=1

ai

(
n∑
j=1

∂ψi
∂yj

(g(x))
∂gj
∂x`

(x)

)
.
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E derivando pela segunda vez,

∂(2)(La ◦ f)

∂xs∂x`
(x) =

n∑
i=1

ai

n∑
j=1

[(
n∑
r=1

∂(2)ψi
∂yr∂yj

(g(x))
∂gr
∂xs

(x)

)
∂gj
∂x`

(x)

+
∂ψi
∂yj

(g(x))
∂(2)gj
∂xs∂x`

(x)

]
.

Assim,

∂(2) (La ◦ f)

∂x2
n

(x) =
n∑
i=1

ai

{
k+1∑
j=1

[(
n∑
r=1

∂(2)ψi
∂yr∂yj

(g(x))
∂gr
∂xn

(x)

)
(j + 1)cjx

j
n

+
∂ψi
∂yj

(g(x))j(j + 1)cjx
j−1
n

]

+

(
n∑
t=1

∂(2)ψi
∂yt∂yn

(g(x))
∂gt
∂xn

(x)

)
(k + 3)cnx

k+2
n

+
∂ψi
∂yn

(g(x))(k + 2)(k + 3)cnx
k+1
n

}
.

Mas, localmente, xn = 0 sobre Ak+2(f). Então, avaliando a derivada
acima no ponto p ∈ Ak+2(f), obtemos

∂(2) (La ◦ f)

∂x2
n

(p) = 2c1

n∑
i=1

ai
∂ψi
∂y1

(g(p)). (3.29)

Pelas equações 3.19 e 3.21, sabemos que, na vizinhança considerada,
Ak+1(f) tem coordenadas locais xk+2, . . . , xn e Ak+2(f) tem coordenadas
xk+2, . . . , xn−1. Assim, considerando as equações 3.27 e 3.29, a matriz Hessi-
ana de La ◦ f |Ak+1(f) no ponto p é dada por

[
∂(2)(La ◦ f)

∂xs∂x`
(p)

]
k+2≤s,`≤n−1

...
O(n−k−2)×1...

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ... · · · · · · · · · · · · · · ·

O1×(n−k−2)
... 2c1

∂(La ◦ f)

∂x1

(p)
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em que, a submatriz [
∂(2)(La ◦ f)

∂xs∂x`
(p)

]
k+2≤s,`≤n−1

é a matriz Hessiana de La ◦ f |Ak+2(f) no ponto p.

Podemos veri�car em 3.21 que c1 = − (k + 3)!

2!(k + 1)!
< 0. Então, por meio de

3.27 e 3.28, encontramos

sgn
(
Hess(La ◦ f |Ak+1

)(p)
)

= − sgn
(
Hess(La ◦ f |Ak+2

)(p)
)
. sgn(η(p)),

logo,

sgn(η(p)) = −(−1)λ
k+1

(p).(−1)λ
k+2(p), (3.30)

em que λk+1
(p) = Ind(La ◦ f |Ak+1

, p) e λk+2(p) = Ind(La ◦ f |Ak+2
, p). E assim,

pelas equações 3.22 e 3.23, temos:

Se p ∈ A+
k+2(f), então λ na expressão 3.18 é par, e

∇(La ◦ f |Ak(f))(p) entra em A+
k (f) ⇔ η(p) > 0

⇔ (−1)λ
k+1

(p).(−1)λ
k+2(p) < 0

⇔ λ
k+1

(p) = 1 + λk+2(p) mod 2;

∇(La ◦ f |Ak(f))(p) entra em A−k (f) ⇔ η(p) < 0

⇔ (−1)λ
k+1

(p).(−1)λ
k+2(p) > 0

⇔ λ
k+1

(p) = λk+2(p) mod 2.

Se p ∈ A−k+2(f), então λ na expressão 3.18 é ímpar, e

∇(La ◦ f |Ak(f))(p) entra em A+
k (f) ⇔ η(p) < 0

⇔ (−1)λ
k+1

(p).(−1)λ
k+2(p) > 0

⇔ λ
k+1

(p) = λk+2(p) mod 2;
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∇(La ◦ f |Ak(f))(p) entra em A−k (f) ⇔ η(p) > 0

⇔ (−1)λ
k+1

(p).(−1)λ
k+2(p) < 0

⇔ λ
k+1

(p) = 1 + λk+2(p) mod 2.

Portanto, usando estas equivalências, e retomando as notações 3.16 e 3.17:

∑
p ∈ C(k + 1) ∩Ak+2(f),

∇(k)(p)∨A+
k (f)

(−1)λ
k+1

(p) −
∑

p ∈ C(k + 1) ∩Ak+2(f),

∇(k)(p)∨A−k (f)

(−1)λ
k+1

(p)

+
∑

p∈C(k+2+)

(−1)λ
k+2(p) −

∑
p∈C(k+2−)

(−1)λ
k+2(p)

=
∑

p ∈ C(k + 1) ∩A+
k+2(f),

∇(k)(p)∨A+
k (f)

(−1)λ
k+1

(p) +
∑

p ∈ C(k + 1) ∩A−k+2(f),

∇(k)(p)∨A+
k (f)

(−1)λ
k+1

(p)

−
∑

p ∈ C(k + 1) ∩A+
k+2(f),

∇(k)(p)∨A−k (f)

(−1)λ
k+1

(p) −
∑

p ∈ C(k + 1) ∩A−k+2(f),

∇(k)(p)∨A−k (f)

(−1)λ
k+1

(p)

+
∑

p∈C(k+2+)

(−1)λ
k+2(p) −

∑
p∈C(k+2−)

(−1)λ
k+2(p)

= −
∑

p ∈ C(k + 2+),

∇(k)(p)∨A+
k (f)

(−1)λ
k+2(p) +

∑
p ∈ C(k + 2−),

∇(k)(p)∨A+
k (f)

(−1)λ
k+2(p)

−
∑

p ∈ C(k + 2+),

∇(k)(p)∨A−k (f)

(−1)λ
k+2(p) +

∑
p ∈ C(k + 2−),

∇(k)(p)∨A−k (f)

(−1)λ
k+2(p)
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+
∑

p ∈ C(k + 2+)

(−1)λ
k+2(p) −

∑
p ∈ C(k + 2−)

(−1)λ
k+2(p)

=
∑

p ∈ C(k + 2−)

(−1)λ
k+2(p) −

∑
p ∈ C(k + 2+)

(−1)λ
k+2(p)

+
∑

p ∈ C(k + 2+)

(−1)λ
k+2(p) −

∑
p ∈ C(k + 2−)

(−1)λ
k+2(p)

= 0

(3.31)

Dessa forma,

χ(A+
k (f))− χ(A−k (f)) =

∑
p∈C(k+)

(−1)λ
k(p) −

∑
p∈C(k−)

(−1)λ
k(p)

−
∑

p∈C(k+2+)

(−1)λ
k+2(p) +

∑
p∈C(k+2−)

(−1)λ
k+2(p)

para todo k = 1, . . . , n− 4, se n for ímpar e para todo k = 1, . . . , n− 3, se n
for par.

Se n é par, então, pelo Teorema 1.4.4 e pelo Lema 3.2.1, temos

χ(A+
n−1(f))− χ(A−n−1(f)) =

∑
p∈C(n−1+)

(−1)λ
n−1(p) −

∑
p∈C(n−1−)

(−1)λ
n−1(p)

Portanto, se n é par, então∑
k: ímpar

[
χ(A+

k (f))− χ(A−k (f))
]

=
∑

p ∈ C(1+)

(−1)λ
1(p) −

∑
p ∈ C(1−)

(−1)λ
1(p).

Suponha n ímpar, vamos estudar primeiramente o índice de Morse,
λ
n−1

(p), de La ◦ f |An−1(f) em um ponto p ∈ An(f). Em torno de p e f(p)
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existem coordenadas locais tais que

yi ◦ f = xi, i ≤ n− 1,

yn ◦ f = xn+1
n +

n−1∑
i=1

xix
n−i
n + x2

n+1 + . . .+ x2
n+λ−1 − x2

n+λ − . . .− x2
m.

(3.32)
e denotando novamente γ := yn ◦ f ,

Ak(f) =

{
xn+1 = . . . = xm = 0;

∂(j)γ

∂xjn
= 0; j = 1, . . . , k;

∂(k+1)γ

∂xk+1
n

6= 0

}
Ak(f) =

{
xn+1 = . . . = xm = 0;

∂(j)γ

∂xjn
= 0; j = 1, . . . , k;

}
(3.33)

Em particular,
An(f) = {x1 = . . . = xm = 0}.

Como p ∈ An(f), então, pelo Lema 2.2.5, p é um ponto crítico não dege-
nerado de La ◦ f |An−1(f) e p /∈ C(La ◦ f |An−2(f)). Logo, p é um ponto crítico
correto de La ◦ f |An−2(f) e ∃ η(p) ∈ R/{0} tal que

∇(La ◦ f |An−2(f))(p) = η(p).∇
(
∂(n−1)γ

∂xn−1
n

)
(p). (3.34)

Como
∂(n−1)γ

∂xn−1
n

(x) =
(n+ 1)!

2
x2
n + (n− 1)!x1, temos

∇
(
∂(n−1)γ

∂xn−1
n

)
(x) = ((n− 1)!, 0, . . . , (n+ 1)!xn, 0, . . . , 0) ;

∇
(
∂(n−1)γ

∂xn−1
n

)
(p) = ((n− 1)!, 0, . . . , 0) .

Logo,
∇(La ◦ f |An−2(f))(p) = (η(p)(n− 1)!, 0, . . . , 0) .

Deste modo, para estudarmos o sinal de η(p) é su�ciente calcularmos a

derivada
∂(La ◦ f)

∂x1

(p). Por 3.33 sabemos que, localmente, sobre An−2(f)
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temos xn+1 = . . . = xm = 0 e
∂(j)γ

∂xjn
= 0; j = 1, . . . , n− 2, em que

∂(j)γ

∂xjn
= 0⇒ xn−j = cn−jn xn−j+1

n + cn−j1,n x1x
n−j−1
n , j = 1, . . . , n− 2; (3.35)

isto é, sobre An−2(f), temos

xr = crnx
r+1
n + cr1,nx1x

r−1
n , r = 2, . . . , n− 1; (3.36)

em que crn, c
r
1,n ∈ R são constantes não nulas obtidas em 3.35. Desta forma,

considerando a notação usual, a aplicação g(x) = (g1(x), . . . , gn(x)) tem suas
funções coordenadas gj(x) = yj ◦ f dadas por

gj(x) =

 x1, j = 1;

cjnx
j+1
n + cj1,nx1x

j−1
n , j = 2, . . . , n;

em que cnn, c
n
1,n ∈ R são constantes não nulas obtidas substituindo-se as rela-

ções encontradas em 3.36 na expressão de gn(x) = yn ◦ f . Como

La ◦ f(x) =
n∑
i=1

ai (ψi ◦ g) (x)

∂(La ◦ f)

∂x1

(x) =
n∑
i=1

ai

(
n∑
j=1

∂ψi
∂yj

(g(x))
∂gj
∂x1

(x)

) (3.37)

então
∂(La ◦ f)

∂x1

(p) =
n∑
i=1

ai
∂ψi
∂y1

(g(p)).

Por 3.33, sabemos que, localmente, sobre An−1(f), temos xn+1 = . . . =

xm = 0 e
∂(j)γ

∂xjn
= 0; j = 1, . . . , n− 1, o que nos permite escrever x1, . . . , xn−1

em função de xn. De fato, por 3.35, obtemos

xr = crnx
r+1
n + cr1,nx1x

r−1
n , r = 2, . . . , n− 1; (3.38)

além disso,
∂(n−1)γ

∂xn−1
n

= 0⇒ x1 = c1
nx

2
n, (3.39)



68 CAPÍTULO 3. O TEOREMA DE DUTERTRE-FUKUI

em que c1
n = − (n+ 1)!

2!(n− 1)!
. Logo,

xr = Crx
r+1
n , r = 2, . . . , n− 1, (3.40)

em que Cr ∈ R são constantes não nulas obtidas substituindo-se 3.39 em 3.38.
Assim, sobre An−1(f) as funções coordenadas de g(x) = (g1(x), . . . , gn(x))
são dadas por

gj(x) = Cjx
j+1
n , j = 1, . . . , n

em que C1 = c1
n e Cn ∈ R é a constante não nula obtida substituindo-se 3.39

e 3.40 na expressão de yn ◦ f .

Retomando as equações de 3.37, temos

∂La ◦ f
∂xn

(x) =
n∑
i=1

ai

(
n∑
j=1

∂ψi
∂yj

(g(x))
∂gj
∂xn

(x)

)

Logo,

∂(2)(La ◦ f)

∂x2
n

(x) =
n∑
i=1

ai

n∑
j=1

[(
n∑
r=1

∂(2)ψi
∂yr∂yj

(g(x))
∂gr
∂xn

(x)

)
∂gj
∂xn

(x)

+
∂ψi
∂yj

(g(x))
∂(2)gj
∂x2

n

(x)

]
.

Assim, sobre An−1(f),

∂(2)(La ◦ f)

∂x2
n

(x) =
n∑
i=1

ai

n∑
j=1

[(
n∑
r=1

∂(2)ψi
∂yr∂yj

(g(x))(r + 1)Crx
r
n

)
(j + 1)Cjx

j
n

+
∂ψi
∂yj

(g(x))j(j + 1)Cjx
j−1
n

]
.

e como xn = 0 sobre An(f), temos

∂(2)(La ◦ f)

∂x2
n

(p) = 2C1

n∑
i=1

ai
∂ψi
∂y1

(g(p))

e como C1 = c1
n < 0, segue que
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sgn(Hess(La ◦ f |An−1(f))(p)) = − sgn
(
∂La ◦ f
∂x1

(p)

)
= − sgn(η(p))

Logo,

sgn(η(p)) = −(−1)λ
n−1

(p).

Pela caracterização de A+
n (f) e A−n (f) dada em [2, p.186], e pela caracte-

rização de A+
n−2(f) e A−n−2(f) dada em [2, Proposição 6.1, p.188], temos:

Se p ∈ A+
n (f), então λ na expressão 3.32 é par e dizemos que

∇(La ◦ f |An−2(f))(p) está entrando em A+
n−2(f) ⇔ η(p) > 0;

∇(La ◦ f |An−2(f))(p) está entrando em A−n−2(f) ⇔ η(p) < 0.

Se p ∈ A−n (f), então λ na expressão 3.32 é ímpar e dizemos que

∇(La ◦ f |An−2(f))(p) está entrando em A+
n−2(f) ⇔ η(p) < 0;

∇(La ◦ f |An−2(f))(p) está entrando em A−n−2(f) ⇔ η(p) > 0.

Assim, se p ∈ A+
n (f), então λ na expressão 3.32 é par e

∇(La ◦ f |An−2(f))(p) entra em A+
n−2(f) ⇔ η(p) > 0

⇔ (−1)λ
n−1

(p) < 0

⇔ λ
n−1

(p) é ímpar

⇔ λ
n−1

(p) = 1 mod 2

∇(La ◦ f |An−2(f))(p) entra em A−n−2(f) ⇔ η(p) < 0

⇔ (−1)λ
n−1

(p) > 0

⇔ λ
n−1

(p) é par

⇔ λ
n−1

(p) = 0 mod 2
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Se p ∈ A−n (f), então λ na expressão 3.32 é ímpar e

∇(La ◦ f |An−2(f))(p) entra em A+
n−2(f) ⇔ η(p) < 0

⇔ (−1)λ
n−1

(p) > 0

⇔ λ
n−1

(p) é par

⇔ λ
n−1

(p) = 0 mod 2

∇(La ◦ f |An−2(f))(p) entra em A−n−2(f) ⇔ η(p) > 0

⇔ (−1)λ
n−1

(p) < 0

⇔ λ
n−1

(p) é ímpar

⇔ λ
n−1

(p) = 1 mod 2

Portanto, usando estas equivalências, e retomando as notações 3.16 e 3.17,
obtemos:

∑
p ∈ C(n− 1) ∩An(f),

∇(n− 2)(p)∨A+
n−2(f)

(−1)λ
n−1

(p) −
∑

p ∈ C(n− 1) ∩An(f),

∇(n− 2)(p)∨A−n−2(f)

(−1)λ
n−1

(p)

=
∑

p ∈ C(n− 1) ∩A+
n (f),

∇(n− 2)(p)∨A+
n−2(f)

(−1)λ
n−1

(p) +
∑

p ∈ C(n− 1) ∩A−n (f),

∇(n− 2)(p)∨A+
n−2(f)

(−1)λ
n−1

(p)

−
∑

p ∈ C(n− 1) ∩A+
n (f),

∇(n− 2)(p)∨A−n−2(f)

(−1)λ
n−1

(p) −
∑

p ∈ C(n− 1) ∩A−n (f),

∇(n− 2)(p)∨A−n−2(f)

(−1)λ
n−1

(p)

=
∑

p ∈ C(n− 1) ∩A+
n (f),

∇(n− 2)(p)∨A+
n−2(f)

(−1) +
∑

p ∈ C(n− 1) ∩A−n (f),

∇(n− 2)(p)∨A+
n−2(f)

(1)
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−
∑

p ∈ C(n− 1) ∩A+
n (f),

∇(n− 2)(p)∨A−n−2(f)

(1) −
∑

p ∈ C(n− 1) ∩A−n (f),

∇(n− 2)(p)∨A−n−2(f)

(−1)

=
∑

p ∈ C(n− 1) ∩A+
n (f),

∇(n− 2)(p)∨A+
n−2(f)

(−1) −
∑

p ∈ C(n− 1) ∩A−n (f),

∇(n− 2)(p)∨A+
n−2(f)

(−1)

+
∑

p ∈ C(n− 1) ∩A+
n (f),

∇(n− 2)(p)∨A−n−2(f)

(−1) −
∑

p ∈ C(n− 1) ∩A−n (f),

∇(n− 2)(p)∨A−n−2(f)

(−1)

= −#A+
n (f) + #A−n (f)

Logo,

χ(A+
n−2(f))− χ(A−n−2(f)) =

∑
p∈C(n−2+)

(−1)λ
n−2(p) −

∑
p∈C(n−2−)

(−1)λ
n−2(p)

− #A+
n (f) + #A−n (f)

Como χ(A+
n (f)) − χ(A−n (f)) = #A+

n (f) −#A−n (f), concluímos que, para n
ímpar também temos

∑
k: ímpar

[
χ(A+

k (f))− χ(A−k (f))
]

=
∑

p ∈ C(1+)

(−1)λ
1(p) −

∑
p ∈ C(1−)

(−1)λ
1(p).

E como vimos em 3.15,

χ(M) =
∑

p∈A+
1 (f)∩C

(−1)λ
1(p) −

∑
p∈A−1 (f)∩C

(−1)λ
1(p)

=
∑

p ∈ C(1+)

(−1)λ
1(p) −

∑
p ∈ C(1−)

(−1)λ
1(p).

(3.41)
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Portanto,

χ(M) =
∑

k: ímpar

[
χ(A+

k (f))− χ(A−k (f))
]
.

�



CAPÍTULO 4

Os n-campos de Morin: De�nição

Nos dois próximos capítulos, vamos supor que M seja uma variedade
Riemanniana.

Dada uma aplicação de Morin f : Mm → Rn de classe C∞, com m ≥ n,
as singularidades de f = (f1, . . . , fn) são os pontos x ∈M tal que o posto da
derivada dfx é igual a n− 1. Desta maneira, considerando os gradientes das
funções coordenadas f1, . . . , fn, obtemos

(∇f1(x), . . . ,∇fn(x))

um n-campo de vetores sobreM de classe C∞ cujas singularidades são dadas
pelos pontos x ∈M tal que

rank(∇f1(x), . . . ,∇fn(x)) = n− 1.

Pelo Lema 2.2.1 do Capítulo 2, sabemos que Ak(f) e Ak(f) são variedades
(n− k)-dimensionais tais que Ak(f) = ∪i≥kAi(f) e

rank d(f |Ak(f))x =

 n− k, se x ∈ Ak(f);

n− k − 1, se x ∈ Ak+1(f).

Isto é, a interseção de < ∇f1(x), . . . ,∇fn(x) > com o espaço normal à Ak(f)

73
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no ponto x tem dimensão

dim(< ∇f1(x), . . . ,∇fn(x) > ∩NxAk(f)) =

 k − 1, se x ∈ Ak(f);

k, se x ∈ Ak+1(f).

Em particular, se x ∈ Ak(f), então

< ∇f1(x), . . . ,∇fn(x) >t NxAk(f).

Podemos notar ainda que se x ∈ Ak+1(f), então

dim(< ∇f1(x), . . . ,∇fn(x) > ∩NxAk+1(f)) =

 k, se x ∈ Ak+1(f);

k + 1, se x ∈ Ak+2(f).

Assim, se {z1(x), . . . , zn−k−1(x)} é base de um subespaço complementar a
< ∇f1(x), . . . ,∇fn(x) > ∩NxAk(f) em < ∇f1(x), . . . ,∇fn(x) >, então

dim(< z1(x), . . . , zn−k−1(x) > ∩NxAk+1(f)) =

 0, se x ∈ Ak+1(f);

1, se x ∈ Ak+2(f).

Inspirados pelas propriedades do n-campo gradiente (∇f1, . . . ,∇fn) de
uma aplicação de Morin f = (f1, . . . , fn), queremos de�nir os conceitos de
�singularidades Ak de Morin� e �n-campos vetoriais de Morin� para o caso
em que nosso n-campo (V1, . . . , Vn) não seja necessariamente gradiente. Para
isto, começaremos de�nindo TMn,n−1 e o conceito de n-campos de coposto 1.

Sejam M uma variedade m-dimensional de classe C∞ e V = (V1, . . . , Vn)
um n-campo de vetores de classe C∞ de�nido sobre M , com m ≥ n:

V : M → TMn

x 7→ (x, V1(x), · · · , Vn(x))

em que TMn = {(x,A1, . . . , An) | x ∈ M ; Ai ∈ TxM, i = 1, . . . , n} é o �n-
�brado tangente� de M . Observe que TMn é uma variedade de classe C∞ e
dimensão m(n+1), pois localmente TMn ∼= U ×Rm × · · · × Rm︸ ︷︷ ︸

n vezes

, para algum

aberto U ⊂ Rm.



75

Lema 4.0.1. Seja TMn,n−1 ⊂ TMn de�nido por

TMn,n−1 = {(x,A1, . . . , An) ∈ TMn | rank(A1, . . . , An) = n− 1} .

Então TMn,n−1 é uma subvariedade de TMn de dimensão n(m+ 1)− 1.

Demonstração. Denotaremos os pontos de TMn por (x,A) =
(x,A1, . . . , An) e por Ai = (A1

i , . . . , A
m
i ) as coordenadas dos vetores Ai, para

i = 1, . . . , n.

Seja (x̃, Ã) ∈ TMn,n−1, podemos supor sem perda de generalidade que

m(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
A1

1 A1
2 · · · A1

n−1

...
...

. . .
...

An−1
1 An−1

2 · · · An−1
n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0

em uma vizinhança Ũ de TMn, com (x̃, Ã) ∈ Ũ . Então, localmente, TMn,n−1

pode ser descrito como

TMn,n−1 =
{

(x,A) ∈ Ũ | mn = . . . = mm = 0
}

em que mi := mi(A) é o determinante

mi(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A1
1 A1

2 · · · A1
n−1 A1

n

...
...

. . .
...

...

An−1
1 An−1

2 · · · An−1
n−1 An−1

n

Ai1 Ai2 · · · Ain−1 Ain

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, i = n, . . . ,m.

Mostremos que rank (∇mn, . . . ,∇mm) = m− n+ 1 em (TMn,n−1) ∩ Ũ .

Por simplicidade de notação, consideremos I = {1, . . . , n} e Ii =
{1, . . . , n− 1, i} para i ∈ {n, . . . ,m}. Então,

∇mi(A) =
∑

j∈I,`∈Ii

cof(A`j,mi)∇A`j, (4.1)
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em que cof(A`j,mi) é o cofator de A`j na matriz
A1

1 A1
2 · · · A1

n−1 A1
n

...
...

. . .
...

...

An−1
1 An−1

2 · · · An−1
n−1 An−1

n

Ai1 Ai2 · · · Ain−1 Ain


e

∇A`j =

(
∂A`j
∂A1

1

, . . . ,
∂A`j
∂Am1

,
∂A`j
∂A1

2

, . . . ,
∂A`j
∂Am2

, . . . ,
∂A`j
∂A1

n

, . . . ,
∂A`j
∂Amn

)
é o vetor cuja coordenada (j−1)m+` é igual a 1 e todas as outras coordenadas
são nulas. Em particular, como i ∈ {n, . . . ,m},

∇Ain = (0, . . . , 0, 0, . . . ,
i

1, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
m−n+1

) ∈ Rm × . . .× Rm︸ ︷︷ ︸
n vezes

e ∇A`j tem as m−n+ 1 últimas coordenadas nulas para todo j 6= n ou ` 6= i.
Além disso, cof(Ain,mi) = m(A) 6= 0,∀i = n, . . . ,m. Assim,

∂(mn, . . . ,mm)

∂(Ann, . . . , A
m
n )

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
cof(Ann,mn) 0 · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · cof(Amn ,mm)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Isto é, para todo (x,A) ∈ (TMn,n−1) ∩ Ũ , temos

∂(mn, . . . ,mm)

∂(Ann, . . . , A
m
n )

= m(A)(m−n+1)

∣∣∣∣∣∣∣
1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0. (4.2)

Portanto,

rank


∇mn

...

∇mm

 = m− n+ 1

em (TMn,n−1) ∩ Ũ , de onde concluímos que dimTMn,n−1 = n(m+ 1)− 1.

�



77

Seja G(V ) = {(x, V1(x), . . . , Vn(x)) | x ∈ M} o grá�co do n-campo V ,
de�nimos a seguir um n-campo de coposto 1.

De�nição 4.0.1. Dizemos que o n-campo V = (V1, . . . , Vn) tem coposto 1
(escreveremos corank 1) se satisfaz as seguintes condições:

(i) G(V ) t TMn,n−1 em TMn;

(ii) G(V ) ∩ TMn,≤n−2 = ∅;

Em que TMn,≤n−2 = {(x,A1, . . . , An) ∈ TMn | rank(A1, . . . , An) ≤ n− 2}.

Lema 4.0.2. Se o n-campo V = (V1, . . . , Vn) tem coposto 1, então
rank(V1(x), . . . , Vn(x)) é igual a n ou n− 1, para todo x ∈M .

Demonstração. Segue da de�nição de um n-campo de coposto 1. �

De�nição 4.0.2. De�nimos o conjunto singular, Σ1(V ), do n-campo V =
(V1, . . . , Vn) como o conjunto dos pontos nos quais o n-campo tem posto igual
a n− 1. Isto é,

Σ1(V ) = {x ∈M | rank(V1(x), . . . , Vn(x)) = n− 1}.

Lema 4.0.3. Se V for um n-campo de coposto 1, então Σ1(V ) é uma sub-
variedade de M de dimensão n− 1.

Demonstração. Sejam V = (V1, . . . , Vn) um n-campo de coposto 1 e p ∈
Σ1(V ), então rank(V1(p), . . . , Vn(p)) = n−1. Escrevendo Vi = (V 1

i , . . . , V
m
i ),

para i = 1, . . . , n, podemos supor sem perda de generalidade que

M(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

V 1
1 (x) V 1

2 (x) · · · V 1
n−1(x)

...
...

. . .
...

V n−1
1 (x) V n−1

2 (x) · · · V n−1
n−1 (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6= 0

em uma vizinhança U ⊂M , p ∈ U . Deste modo, o conjunto Σ1(V ) pode ser
descrito localmente como Σ1(V ) = {x ∈ U | Mn = . . . = Mm = 0}, em que
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Mi := Mi(x) é o determinante

Mi(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

V 1
1 (x) V 1

2 (x) · · · V 1
n−1(x) V 1

n (x)

...
...

. . .
...

...

V n−1
1 (x) V n−1

2 (x) · · · V n−1
n−1 (x) V n−1

n (x)

V i
1 (x) V i

2 (x) · · · V i
n−1(x) V i

n(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

para i = n, . . . ,m. Mostremos que rank (∇Mn(x), . . . ,∇Mm(x)) = m−n+1,
para todo x ∈ Σ1(V ) ∩ U .

Conforme o Lema 4.0.1, considere uma vizinhança Ũ em TMn contendo
(p, V (p)), com πx(Ũ) = U para a projeção nas m primeiras coordenadas
πx : (Rm)n → Rm, de modo que as variedades TMn,n−1 e G(V ) possam ser
escritas localmente como:

TMn,n−1 = {(x,A) ∈ Ũ | mn = . . . = mm = 0},

com rank (∇mn, . . . ,∇mm) = m− n+ 1 em TMn,n−1 ∩ Ũ ; e

G(V ) = {(x,A) ∈ Ũ | V `
j (x) = A`j; j = 1, . . . , n; ` = 1, . . . ,m}

= {(x,A) ∈ Ũ | g`j(x,A) = 0; j = 1, . . . , n; ` = 1, . . . ,m}

com rank (∇g11, . . . ,∇gm1, . . . ,∇g1n, . . . ,∇gmn) = nm em G(V ) ∩ Ũ , em
que as funções g`j : TMn → R são dadas por g`j(x,A) = A`j − V `

j (x).

Seja x ∈ Σ1(V ) ∩ U , então G(V ) t TMn,n−1 em (x, V (x)) ∈ Ũ e, neste
ponto, rank (∇mn, . . . ,∇mm,∇g11, . . . ,∇gmn) = m − n + 1 + nm. Isto é, a
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matriz abaixo tem posto máximo em (x, V (x)),



∇mn

...

∇mm

∇g11

...

∇gmn


=



... ∇Amn

O(m−n+1)×m
...

...
... ∇Amm

· · · · · · · · · · · · · · · · · · ... · · · · · · · · · · · ·

−∇xV
1

1

...
...

... Id(nm)

−∇xV
m
n

...


(4.3)

em que O(m−n+1)×m representa a matriz nula de tamanho (m− n + 1)×m,
Id(nm) a matriz identidade de tamanho nm e ∇x e ∇A denotam os gradi-
entes com respeito a x = (x1, . . . , xm) e A = (A1

1, . . . , A
m
1 , . . . , A

1
n, . . . , A

m
n )

respectivamente.
Retomando a equação 4.1 no Lema 4.0.1, notamos que o gradiente consi-

derado é o gradiente de mi com respeito a A. Deste modo, podemos escrever

∇mi(A) =
∑

j∈I,`∈Ii

cof(A`j,mi)e`j, (4.4)

para I = {1, . . . , n}, Ii = {1, . . . , n − 1, i} e i = n, . . . ,m. Em que e`j
denotando o vetor e`j = (0, . . . , 0, 0 . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) ∈ Rm × . . .× Rm︸ ︷︷ ︸

n+1 vezes

cujas

coordenadas são todas nulas, exceto na posição jm+ `, para j ∈ I e ` ∈ Ii.
Por outro lado,

∇Mi(x) =
∑

j∈I,`∈Ii

cof(V `
j (x),Mi(x))∇xV

`
j (x)

e como (x, V (x)) ∈ G(V ) t TMn,n−1, temos V `
j (x) = A`j, de forma que

∇Mi(x) =
∑

j∈I,`∈Ii

cof(A`j,mi)∇xV
`
j (x). (4.5)

Suponha que rank (∇Mn(x), . . . ,∇Mm(x)) < m − n + 1. Então, existe
(αn, . . . , αm) 6= (0, . . . , 0) tal que

m∑
i=n

αi∇Mi(x) = ~0.
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Logo,

~0 =
m∑
i=n

αi∇Mi(x)
(4.5)
=

m∑
i=n

αi

[ ∑
j∈I,`∈Ii

cof(A`j,mi)∇xV
`
j (x)

]
. (4.6)

Seja ∇Ṽ `
j (x) = (∇xV

`
j (x), 0, . . . , 0) ∈ Rm × . . .× Rm︸ ︷︷ ︸

n+1 vezes

, temos

m∑
i=n

αi

[ ∑
j∈I,`∈Ii

cof(A`j,mi)∇g`j

]
(4.3)
=

m∑
i=n

αi

[ ∑
j∈I,`∈Ii

cof(A`j,mi)
(
e`j −∇Ṽ `

j

)]
(4.6)
=

m∑
i=n

αi

[ ∑
j∈I,`∈Ii

cof(A`j,mi)e`j

]
(4.4)
=

m∑
i=n

αi∇mi

(4.7)
Por outro lado,

m∑
i=n

αi

[ ∑
j∈I,`∈Ii

cof(A`j,mi)∇g`j

]
=

∑
j∈I,`∈{1,...,m}

β`j∇g`j (4.8)

em que

β`j =


m∑
i=n

αi cof(A`j,mi), j ∈ I, ` = 1, . . . , n− 1;

α` cof(A`j,m`), j ∈ I, ` = n, . . . ,m.

Como (αn, . . . , αm) 6= (0, . . . , 0), das equações 4.7 e 4.8, obtemos

∑
j,`

β`j∇g`j −
m∑
i=n

αi∇mi = ~0

uma combinação linear com coe�cientes não todos nulos das linhas da matriz
4.3. O que é uma contradição, já que rank (∇mn, . . . ,∇mm,∇g11, . . . ,∇gmn)
é máximo. Portanto rank (∇Mn(x), . . . ,∇Mm(x)) = m−n+1 e Σ1(V ) é uma
variedade de codimensão m− n+ 1 em M , isto é, dim(Σ1(V )) = n− 1. �

Seja V = (V1, . . . , Vn) : M → TMn um n-campo de coposto 1 de�nido
sobre uma variedadem-dimensionalM . De�niremos a seguir os subconjuntos
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A1(V ), Ak(V ) e Σk(V ) de M , para k = 2, . . . , n. Esta de�nição será dada de
forma indutiva a partir da de�nição do conjunto singular Σ1(V ).

Notação. Denotaremos a variedade M por Σ0(V ).

Vimos que Σ1(V ) = {x ∈ Σ0(V ) | rank(V1(x), . . . , Vn(x)) = n − 1} e
dim(Σ1(V )) = n− 1. Em particular,

x ∈ Σ1(V )⇒ dim(< V1(x), . . . , Vn(x) > ∩NxΣ
0(V )) = 0.

Suponhamos que Σi(V ) esteja de�nido para i = 1, . . . , k−1 de modo que
Σi(V ) seja uma subvariedade (n− i)-dimensional de M , Σi(V ) ⊂ Σi−1(V ) e

x ∈ Σi(V )⇒ dim(< V1(x), . . . , Vn(x) > ∩NxΣ
i−1(V )) = i− 1,

de�nimos Σk(V ) da seguinte maneira:

Seja (x, U) = (x, U1, . . . , Un−k+1), consideremos primeiramente:

TΣk−1Mn−k+1 = {(x, U) | x ∈ Σk−1(V );U1, . . . , Un−k+1 ∈ TxM}

e o subconjunto

NΣk−1Mn−k+1 = {(x, U) ∈ TΣk−1Mn−k+1 | rank(U1, . . . , Un−k+1) = n− k + 1,
dim(< U1, . . . , Un−k+1 > ∩NxΣ

k−1(V )) = 1} .

Lema 4.0.4. O conjunto TΣk−1Mn−k+1 é uma variedade de classe C∞ e
dimensão m(n− k + 1) + (n− k + 1).

Demonstração. Por hipótese de indução, Σk−1(V ) é uma subvariedade de
dimensão (n − k + 1). Então, localmente, TΣk−1Mn−k+1 ∼= U × (Rm)n−k+1,
para algum aberto U ⊂ Rn−k+1. Portanto,

dim(TΣk−1Mn−k+1) = m(n− k + 1) + (n− k + 1).

�

Lema 4.0.5. O subconjunto NΣk−1Mn−k+1 é uma subvariedade de
TΣk−1Mn−k+1 de dimensão m(n− k + 1) + (n− k).

Demonstração. Por hipótese de indução, Σk−1(V ) é uma subvariedade de
M de dimensão (n− k + 1). Então existem, localmente, um aberto U ⊂ M
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e funções F1, . . . , Fm−n+k−1 : U → R, tal que

Σk−1(V ) = {x ∈ U | F1(x) = . . . = Fm−n+k−1(x) = 0}

e rank(∇F1(x), . . . ,∇Fm−n+k−1(x)) = m− n+ k − 1, ∀x ∈ Σk−1(V ) ∩ U .

Seja (x̃, Ũ) ∈ NΣk−1Mn−k+1, então rank(Ũ1, . . . , Ũn−k+1) = n− k + 1 e

dim(< Ũ1, . . . , Ũn−k+1 > ∩NxΣ
k−1(V )) = 1.

Isto é, escrevendo Ũi = (Ũ1
i , . . . , Ũ

m
i ), i = 1, . . . , n − k + 1, podemos supor

sem perda de generalidade que∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂F1

∂x1

(x̃) · · · ∂Fm−n+k−1

∂x1

(x̃) Ũ1
1 · · · Ũ1

n−k

...
. . .

...
...

. . .
...

∂F1

∂xm−1

(x̃) · · · ∂Fm−n+k−1

∂xm−1

(x̃) Ũm−1
1 · · · Ũm−1

n−k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6= 0

e consequentemente, que∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂F1

∂x1

(x) · · · ∂Fm−n+k−1

∂x1

(x) U1
1 · · · U1

n−k

...
. . .

...
...

. . .
...

∂F1

∂xm−1

(x) · · · ∂Fm−n+k−1

∂xm−1

(x) Um−1
1 · · · Um−1

n−k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6= 0, (4.9)

para todo (x, U) ∈ (Σk−1(V ) ∩ U) × V , com V ⊂ (Rm)n−k+1 aberto. Desta
forma, podemos escrever NΣk−1Mn−k+1 localmente, como

NΣk−1Mn−k+1 = {(x, U) ∈ U × V|F1 = . . . = Fm−n+k−1 = ∆ = 0} (4.10)

em que ∆(x, U) = det(∇F1(x), . . . ,∇Fm−n+k−1(x), U1, . . . , Un−k+1).

Mostremos que para todo (x, U) ∈ NΣk−1Mn−k+1 ∩ (U × V) temos

rank(∇F1(x), . . . ,∇Fm−n+k−1(x),∇∆(x, U)) = m− n+ k.

Considere a matriz de ordem m,

B(x, U) =
(
∇F1(x) · · · ∇Fm−n+k−1(x) U1 · · · Un−k+1

)
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cujas colunas são dadas pelos vetores

∇F1(x), . . . ,∇Fm−n+k−1(x), U1, . . . , Un−k+1.

Podemos escrever,

∆(x, U) =
m∑
i=1

U i
n−k+1 cof(U i

n−k+1, B)

de modo que,

∇∆(x, U) =
m∑
i=1

cof(U i
n−k+1, B)∇U i

n−k+1 + U i
n−k+1∇ cof(U i

n−k+1, B).

Em particular,

∂∆

∂Um
n−k+1

(x, U) =
m∑
i=1

cof(U i
n−k+1, B)

∂U i
n−k+1

∂Um
n−k+1

+ U i
n−k+1

∂ cof(U i
n−k+1, B)

∂Um
n−k+1

e como cof(U i
n−k+1, B) não depende da variável Um

n−k+1,

∂ cof(U i
n−k+1, B)

∂Um
n−k+1

= 0, para i = 1, . . . ,m.

Assim,
∂∆

∂Um
n−k+1

(x, U) = cof(Um
n−k+1, B)

(4.9)

6= 0,

o que implica que o gradiente de ∆(x, U) com respeito a U é não nulo, isto
é, ∇U∆(x, U) 6= ~0. Assim, a matriz


∇F1(x)

...

∇Fm−n+k−1(x)

∇∆(x, U)

 =



∇xF1(x)
...

...
... O(m−n+k−1)×(n−k+1)

∇xFm−n+k−1(x)
...

· · · · · · · · · · · · · · · ... · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

∇x∆(x, U)
... ∇U∆(x, U)


tem posto m−n+k, em que O(m−n+k−1)×(n−k+1) representa uma matriz nula.
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Logo,

rank(∇F1(x), . . . ,∇Fm−n+k−1(x),∇∆(x, U)) = m− n+ k,

para todo (x, U) ∈ NΣk−1Mn−k+1 ∩ (U × V).

Portanto, NΣk−1Mn−k+1 é uma subvariedade de dimensão

m+m(n− k + 1)− (m− n+ k) = m(n− k + 1) + (n− k).

�

Prosseguindo com a de�nição de Σk(V ) e Ak−1(V ): por hipótese de in-
dução, para cada x ∈ Σk−1(V ),

dim(< V1(x), . . . , Vn(x) > ∩NxΣ
k−2(V )) = k − 2.

Então, podemos escolher {z1(x), . . . , zn−k+1(x)} um (n − k + 1)-referencial
suave sobre U que, quando restrito a Σk−1(V ), seja uma base suave para um
subespaço vetorial complementar a

< V1(x), . . . , Vn(x) > ∩NxΣ
k−2(V ) (4.11)

em < V1(x), . . . , Vn(x) >. Seja

G(z) = {(x, z1(x), . . . , zn−k+1(x)) | x ∈ Σk−1(V )}

a restrição do grá�co de (z1(x), . . . , zn−k+1(x)) sobre Σk−1(V ), então
dim(G(z)) = dim(Σk−1(V )) = n− k + 1.
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De�nição 4.0.3. Dizemos que o n-campo V = (V1(x), . . . , Vn(x)) satisfaz as
condições �Ik de interseção� se satis�zer:

(a) G(z) t NΣk−1Mn−k+1 em TΣk−1Mn−k+1;

(b) G(z) ∩NΣk−1Mn−k+1,≥2 = ∅;

Em que NΣk−1Mn−k+1,≥2 = {(x, U) ∈ TΣk−1Mn−k+1| rank(U1, . . . , Un−k+1) =
n− k + 1, dim(< U1, . . . , Un−k+1 > ∩NxΣ

k−1(V )) ≥ 2}.

Note que, se o n-campo V = (V1(x), . . . , Vn(x)) satisfaz as condições Ik
(a) e (b), então dim(< z1(x), . . . , zn−k+1(x) > ∩NxΣ

k−1(V )) = 0 ou 1.

De�nição 4.0.4. A partir da construção anterior e supondo que o n-campo
V = (V1(x), . . . , Vn(x)) satisfaz as condições Ik de interseção (a) e (b), dize-
mos que um ponto x ∈ Σk−1(V ) pertence a Ak−1(V ) se

dim(< z1(x), . . . , zn−k+1(x) > ∩NxΣ
k−1(V )) = 0;

e dizemos que x pertence a Σk(V ) se x ∈ Σk−1(V ) \ Ak−1(V ), isto é, se

dim(< z1(x), . . . , zn−k+1(x) > ∩NxΣ
k−1(V )) = 1.

Portanto,

Ak−1(V ) = {x ∈ Σk−1(V )| dim(< z1(x), . . . , zn−k+1(x) > ∩NxΣ
k−1(V )) = 0};

Σk(V ) = {x ∈ Σk−1(V )| dim(< z1(x), . . . , zn−k+1(x) > ∩NxΣ
k−1(V )) = 1}.

De�nição 4.0.5. Dizemos que x ∈ M é uma singularidade de tipo Ak do
n-campo V se x ∈ Ak(V ).

Lema 4.0.6. Se x ∈ Σk(V ), então

dim(< V1(x), . . . , Vn(x) > ∩NxΣ
k−1(V )) = k − 1.

Demonstração. Por simplicidade de notação, escreveremos:

• < V (x) >=< V1(x), . . . , Vn(x) >,

• < z(x) >=< z1(x), . . . , zn−k+1(x) >.

Pela forma como o (n−k+1)-referencial {z1(x), . . . , zn−k+1(x)} foi escolhido,
para cada x ∈ Σk−1(V ) temos,

< V (x) >= (< V (x) > ∩NxΣ
k−2(V ))⊕ < z(x) > .
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Por hipótese de indução, sabemos que Σk−1(V ) ⊂ Σk−2(V ), o que implica
que NxΣ

k−2(V ) ⊂ NxΣ
k−1(V ). Logo, < V (x) > ∩NxΣ

k−1(V ) é igual a

(< V (x) > ∩NxΣ
k−2(V ))⊕ (< z(x) > ∩NxΣ

k−1(V )).

Como x ∈ Σk(V ) ⊂ Σk−1(V ), então dim(< V (x) > ∩NxΣ
k−2(V )) = k − 2.

Além disso, pela de�nição de Σk(V ), dim(< z(x) > ∩NxΣ
k−1(V )) = 1.

Portanto, dim(< V (x) > ∩NxΣ
k−1(V )) = (k − 2) + 1 = k − 1. �

Observação 4.0.2. Localmente, G(z) pode ser descrito como:

G(z) = {(x, U1, . . . , Un−k+1) ∈ TMn−k+1 | F1(x) = . . . = Fm−n+k−1(x) = 0;

zji (x)− U j
i = 0, i = 1, . . . , n− k + 1 e j = 1, . . . ,m},

em que TMn−k+1 denota o �(n − k + 1)-�brado tangente� da variedade M ,
zi(x) = (z1

i (x), . . . , zmi (x)) e Ui = (U1
i , . . . , U

m
i ), para i = 1, . . . , n− k + 1.

Em particular, as equações locais de G(z) são claramente independentes
e dimG(z) = m(n−k+ 1) +m− (m−n+k− 1 +m(n−k+ 1)) = n−k+ 1.

Lema 4.0.7. Pela De�nição 4.0.4, Σk(V ) é uma subvariedade de M de di-
mensão n− k.

Demonstração. De acordo com a De�nição 4.0.4, x ∈ Σk(V ) se, e somente
se, x ∈ Σk−1(V ) e dim(< z1(x), . . . , zn−k+1(x) > ∩NxΣ

k−1) = 1.
Por outro lado, vimos na demonstração do Lema 4.0.5 que, localmente,

existem U ⊂M aberto e funções F1, . . . , Fm−n+k−1 : U → R, tal que

Σk−1(V ) = {x ∈ U | F1(x) = . . . = Fm−n+k−1(x) = 0} (4.12)

e rank(∇F1(x), . . . ,∇Fm−n+k−1(x)) = m−n+k−1, ∀x ∈ Σk−1(V )∩U . Con-
siderando ∆k(x) = det (z1(x), . . . , zn−k+1(x),∇F1(x), . . . ,∇Fm−n+k−1(x)),
mostremos primeiramente que, para todo x ∈ Σk−1(V ) ∩ U ,

dim(< z1(x), . . . , zn−k+1(x) > ∩NxΣ
k−1(V )) = 1⇔ ∆k(x) = 0. (4.13)

Se dim(< z1(x), . . . , zn−k+1(x) > ∩NxΣ
k−1(V )) = 1, então ∃~v 6= ~0 tal

que ~v ∈< z1(x), . . . , zn−k+1(x) > ∩ < ∇F1(x), . . . ,∇Fm−n+k−1(x) >. Isto
é, existem (α1, . . . , αn−k+1) 6= (0, . . . , 0) e (β1, . . . , βm) 6= (0, . . . , 0) de modo
que

~v =
n−k+1∑
i=1

αizi(x) =
m−n+k−1∑

j=1

βj∇Fj(x)
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e assim,
n−k+1∑
i=1

αizi(x)−
m−n+k−1∑

j=1

βj∇Fj(x) = ~0

é uma soma com coe�cientes não todos nulos. Portanto, z1(x), . . . , zn−k+1(x),
∇F1(x), . . . ,∇Fm−n+k−1(x) são linearmente dependentes e ∆k(x) = 0.

Por outro lado, se ∆k(x) = 0, então os vetores z1(x), . . . , zn−k+1(x),
∇F1(x), . . . ,∇Fm−n+k−1(x) são linearmente dependentes e portanto,

dim(< z1(x), . . . , zn−k+1(x) > ∩NxΣ
k−1(V )) > 0.

Mas, por hipótese, o n-campo V (x) = (V1(x), . . . , Vn(x)) satisfaz a condição
de interseção Ik (b), logo, dim(< z1(x), . . . , zn−k+1(x) > ∩NxΣ

k−1(V )) < 2 e
portanto é igual a 1.

Assim, pela equação 4.12 e pela a�rmação 4.13, podemos escrever Σk(V ),
localmente, como

Σk(V ) = {x ∈ U | F1(x) = . . . = Fm−n+k−1(x) = ∆k(x) = 0}.

Mostremos que rank (∇F1(x), . . . ,∇Fm−n+k−1(x),∇∆k(x)) = m−n+k, para
todo x ∈ Σk(V ) ∩ U .

Primeiramente, vamos considerar os gradientes em TMn−k+1 das equa-
ções locais de NΣk−1Mn−k+1 e G(z) descritas, respectivamente, na equação
(4.10) do Lema 4.0.5 e na Observação 4.0.2. Denotando por ∇x o gradi-
ente com respeito a x = (x1, . . . , xm) e por ∇U o gradiente com respeito a
U = (U1

1 , . . . , U
m
1 , U

1
2 , . . . , U

m
2 , . . . , U

1
n−k+1, . . . , U

m
n−k+1), temos

∇
(
zji (x)− U j

i

)
=
(
∇xz

j
i (x) ,−∇UU

j
i

)
, (4.14)

para i = 1, . . . , n−k+1 e j = 1, . . . ,m. Em que∇UU
j
i = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)

é o vetor cuja entrada m(i − 1) + j é igual a 1 e as restantes são todas
nulas. Quanto a ∆(x, U) = det(∇F1(x), . . . ,∇Fm−n+k−1(x), U1, . . . , Un−k+1),
podemos escrever

∆(x, U) =
∑
I

FI(x)NI(U),

para I = {i1, . . . , in−k+1} ⊂ {1, . . . ,m}, Em que

NI(U) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
U i1

1 . . . U i1
n−k+1

...
. . .

...

U
in−k+1

1 . . . U
in−k+1

n−k+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (4.15)
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é o menor obtido a partir da matriz
U1

1 . . . U1
n−k+1

...
. . .

...

Um
1 . . . Um

n−k+1

 ,
escolhendo-se as linhas i1, . . . , in−k+1. Além disso,

FI(x) = ±

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂F1

∂xk1

(x) . . .
∂Fm−n+k−1

∂xk1

(x)

...
. . .

...
∂F1

∂xkm−n+k−1

(x) . . .
∂Fm−n+k−1

∂xkm−n+k−1

(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(4.16)

é, a menos de sinal, o menor obtido a partir da matriz
(∇F1(x), . . . ,∇Fm−n+k−1(x)), excluindo-se as linhas i1, . . . , in−k+1, isto
é, {k1, . . . , km−n+k−1} = {1, . . . ,m} \ I. Portanto,

∇∆(x, U) = (
∑
I

NI(U)∇xFI(x) ,
∑
I

FI(x)∇UNI(U) ).

Como G(z) t NΣk−1Mn−k+1 em TΣk−1Mn−k+1, para todo (x, z(x)) com
x ∈ Σk−1(V ), consideramos a projeção de TMn−k+1 sobre TΣk−1Mn−k+1:

π1 : T(x,U)(TM
n−k+1) −→ T(x,U)(TΣk−1Mn−k+1)

(v, U1, . . . , Un−k+1) 7−→ (π(v), U1, . . . , Un−k+1)

em que π é a projeção ortogonal de TxM sobre TxΣk−1(V ). Deste modo, por
4.14,

π1

(
∇(zji (x)− U j

i )
)

=
(
π(∇xz

j
i (x)) ,−∇UU

j
i

)
,

para i = 1, . . . , n− k + 1 e j = 1, . . . ,m. Além disso, projetando ∇∆(x, U),
temos

π1 (∇∆(x, U)) =

(
π

(∑
I

NI(U)∇xFI(x)

)
,
∑
I

FI(x)∇UNI(U)

)
.

E pela transversalidade, G(z) t NΣk−1Mn−k+1 em TΣk−1Mn−k+1, concluímos
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que a matriz

π(∇xz
1
1(x))

...
...

...

π(∇xz
m
1 (x))

...
...

... −Idm(n−k+1)

π(∇xz
1
n−k+1(x))

...
...

...

π(∇xz
m
n−k+1(x))

...

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ... · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

π

(∑
I

NI(U)∇xFI(x)

)
...
∑
I

FI(x)∇UNI(U)



(4.17)

tem posto máximo para todo x ∈ Σk−1(V ). Pela expressão de NI(U) na
equação 4.15, temos

∇UNI(U) =
∑
i,j

cof(U j
i )∇U j

i ,

com i = 1, . . . , n− k + 1, j ∈ I e cof(U j
i ) o cofator de U j

i na matriz
U i1

1 . . . U i1
n−k+1

...
. . .

...

U
in−k+1

1 . . . U
in−k+1

n−k+1

 .
Assim, para i = 1, . . . , n− k + 1 e j = 1, . . . ,m, podemos escrever∑

I

FI(x)∇UNI(U) =
∑
i,j

βji (x, U)∇U j
i , (4.18)

em que

βji (x, U) =

(∑
j∈I

FI(x)

)
cof(U j

i ).
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Pois,
∑
I

FI(x)∇UNI(U) =
∑
I

FI(x)

(
n−k+1∑
i=1

∑
j∈I

cof(U j
i )∇U j

i

)
e

∑
I

FI(x)

(
n−k+1∑
i=1

∑
j∈I

cof(U j
i )∇U j

i

)

=
n−k+1∑
i=1

[
FI1(x)

(∑
j∈I1

cof(U j
i )∇U j

i

)
+ . . .+ FId(x)

(∑
j∈Id

cof(U j
i )∇U j

i

)]

=
n−k+1∑
i=1

[(∑
I: 1∈I

FI(x)

)
cof(U1

i )∇U1
i + . . .+

( ∑
I:m∈I

FI(x)

)
cof(Um

i )∇Um
i

]

=
n−k+1∑
i=1

[
m∑
j=1

(∑
I: j∈I

FI(x)

)
cof(U j

i )∇U j
i

]
.

Denote as linhas da matriz 4.17 por Lji =
(
π(∇xz

j
i (x)) ,−∇UU

j
i

)
, para

i = 1, . . . , n − k + 1 e j = 1, . . . ,m e por L∆ a última linha desta mesma
matriz. Substituindo a linha L∆ por

L∆ +
∑
i,j

βji (x, U)Lji ,

para i = 1, . . . , n− k + 1 e j = 1, . . . ,m, obtemos uma nova matriz de posto
máximo



π(∇xz
1
1(x))

...
...

...

π(∇xz
m
1 (x))

...
...

... −Idm(n−k+1)

π(∇xz
1
n−k+1(x))

...
...

...

π(∇xz
m
n−k+1(x))

...

· · · · · · · · · · · · · · · · · · ... · · · · · · · · · · · · · · ·

L′∆
... L′′∆



(4.19)
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em que

L′′∆ =
∑
I

FI(x)∇UNI(U) +
∑
i,j

βji (x, U)(−∇U j
i )

(4.18)
= ~0

e

L′∆ = π

(∑
I

NI(U)∇xFI(x)

)
+
∑
i,j

βji (x, U)π
(
∇xz

j
i (x)

)
= π

(∑
I

NI(U)∇xFI(x) +
∑
i,j

βji (x, U)∇xz
j
i (x)

)
.

Como, para x ∈ Σk(V ) temos zji (x) = U j
i , por 4.18 segue que∑

i,j

βji (x, U)∇xz
j
i (x) =

∑
i,j

βji (x, z(x))∇xz
j
i (x) =

∑
I

FI(x)∇xNI(z(x)).

Logo, se x ∈ Σk(V ) ∩ U , então

L′∆ = π

(∑
I

NI(z(x))∇xFI(x) +
∑
I

FI(x)∇xNI(z(x))

)
= π(∇∆k(x))

e a matriz 4.19, que tem posto máximo, é igual a

π(∇xz
1
1(x))

...
...

...

π(∇xz
m
1 (x))

...
...

... −Idm(n−k+1)

π(∇xz
1
n−k+1(x))

...
...

...

π(∇xz
m
n−k+1(x))

...

· · · · · · · · · · · · · · · · · · ... · · · · · · · · · · · · · · ·

π(∇∆k(x))
... ~0



.

Portanto, π(∇∆k(x)) 6= ~0. Isto é, a projeção ortogonal de ∇∆k(x) sobre
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TxΣ
k−1(V ) é não nula. Assim, para todo x ∈ Σk(V ) ∩ U ,

∇∆k(x) /∈< ∇F1(x), . . . ,∇Fm−n+k−1(x) > .

Portanto, dim(Σk(V )) = m− (m− n+ k) = n− k. �

Pela forma como de�nimos os conjuntos singulares Σk+1(V ) e Ak(V ),
devemos considerar uma base {z1(x), . . . , zn−k(x)} de um subespaço vetorial
complementar a < V1(x), . . . , Vn(x) > ∩NnΣk−1(V ) em < V1(x), . . . , Vn(x) >
(vide equação 4.11). Mostraremos a seguir que as de�nições de Σk+1(V ) e
Ak(V ) são independentes da escolha destas bases. Começaremos provando
dois lemas técnicos.

Lema 4.0.8. Sejam fi : V ⊂ R` → R, i = 1, . . . , s funções suaves de�nidas
em um aberto de R`. Seja M ⊂ R` uma variedade dada localmente por
M = {x ∈ V|f1(x) = . . . = fs(x) = 0}, com rank(∇f1(x), . . . ,∇fs(x)) = s,
∀x ∈M ∩ V.

Se g, h : V ⊂ R` → R são funções suaves tais que g|M∩V = h|M∩V , então
para todo x ∈M ∩ V,

< ∇f1(x), . . . ,∇fs(x),∇g(x) >=< ∇f1(x), . . . ,∇fs(x),∇h(x) > .

Demonstração. Se g|M∩V = h|M∩V , então g − h ≡ 0 sobre M ∩ V . Isto é,

∇(g − h)(x) ∈ NxM ⇒ ∇g(x) = ∇h(x) +
s∑
i=1

λi∇fi(x).

Logo < ∇f1(x), . . . ,∇fs(x),∇g(x) >=< ∇f1(x), . . . ,∇fs(x),∇h(x) > . �

Lema 4.0.9. Sejam fi : V ⊂ R` → R, i = 1, . . . , s funções suaves de�nidas
em um aberto de R`. Seja M ⊂ R` uma variedade dada localmente por
M = {x ∈ V|f1(x) = . . . = fs(x) = 0}, com rank(∇f1(x), . . . ,∇fs(x)) = s,
∀x ∈M ∩ V.

Se g, h : V ⊂ R` → R são funções suaves tais que g(x) = λ(x)h(x),
∀x ∈M ∩ V, para alguma função suave λ : V → R, então:

(i) Se λ(x) 6= 0 e x ∈M , então g(x) = 0⇔ h(x) = 0.

(ii) Se λ(x) 6= 0, x ∈M e h(x) = 0, então

< ∇f1(x), . . . ,∇fs(x),∇g(x) >=< ∇f1(x), . . . ,∇fs(x),∇h(x) > .

Demonstração. A a�rmação (i) é claramente verdadeira. Mostremos (ii).
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Seja λ̃ : V → R suave, tal que λ̃(x) = λ(x), ∀x ∈M ∩ V e seja g̃ : V → R
de�nida por g̃(x) = λ̃(x)h(x). Assim, como g̃ ≡ g sobre M ∩ V , pelo Lema
4.0.8, temos

< ∇f1(x), . . . ,∇fs(x),∇g̃(x) >=< ∇f1(x), . . . ,∇fs(x),∇g(x) >,

para todo x ∈M ∩V . Como ∇g̃(x) = λ̃(x)∇h(x)+h(x)∇λ̃(x), se x ∈M ∩V ,
λ̃(x) 6= 0 e h(x) = 0, então ∇g̃(x) = ∇λ̃∇h(x). Logo,

< ∇f1(x), . . . ,∇fs(x),∇g̃(x) >=< ∇f1(x), . . . ,∇fs(x),∇h(x) > .

Portanto,

< ∇f1(x), . . . ,∇fs(x),∇g(x) >=< ∇f1(x), . . . ,∇fs(x),∇h(x) > .

�

Lema 4.0.10. As de�nições de Σk+1(V ) e Ak(V ) são independentes da es-
colha das bases, k ≥ 1.

Demonstração. Assim como a de�nição de Σk+1(V ) e Ak(V ), k ≥ 1, a
demonstração deste resultado será feita por indução.

Notemos primeiramente que, conforme o Lema 4.0.3, localmente

Σ1(V ) = {x ∈ U |Mn(x) = . . . = Mm(x) = 0},

em queMi(x) depende apenas do n-campo V no ponto x. Isto é, a de�nição
de Σ1(V ) não depende da escolha de nenhuma base.

Suponha que a de�nição de Σi(V ) independe da escolha das bases para
todo i ≤ k. Localmente, temos

Σk(V ) = {x ∈ U : Mn(x) = . . . = Mm(x) = ∆2(x) = . . . = ∆k(x) = 0},

Σk+1(V ) = {x ∈ U : Mn(x) = . . . = Mm(x) = ∆2(x) = . . . = ∆k+1(x) = 0},

com

rank(∇Mn, . . . ,∇Mm,∇∆2, . . . ,∇∆k) = m− n+ k,

rank(∇Mn, . . . ,∇Mm,∇∆2, . . . ,∇∆k+1) = m− n+ k + 1.

Lembre-se que

∆k+1(x) = det(∇Mn, . . . ,∇Mm,∇∆2, . . . ,∇∆k, U1, . . . , Un−k)(x),
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em que, para cada x ∈ Σk(V ), {U1(x), . . . , Un−k(x)} é base de um subespaço
complementar a< V1(x), . . . , Vn(x) > ∩NxΣ

k−1(V ) em< V1(x), . . . , Vn(x) >.

Para cada x ∈ Σk(V ), consideremos {Ũ1(x), . . . , Ũn−k(x)} uma outra base
de um subespaço vetorial complementar a < V1(x), . . . , Vn(x) > ∩NxΣ

k−1(V )
em < V1(x), . . . , Vn(x) >. Então, no ponto x temos

< V1, . . . , Vn >=
(
< V1, . . . , Vn > ∩NxΣ

k−1(V )
)
⊕ < Ũ1, . . . , Ũn−k >

e 

Ũ1(x) =
n−k∑
`=1

a`1(x)U`(x) + v1(x)

Ũ2(x) =
n−k∑
`=1

a`2(x)U`(x) + v2(x)

...

Ũn−k(x) =
n−k∑
`=1

a`(n−k)(x)U`(x) + vn−k(x)

em que aij(x) ∈ R e vj(x) ∈< V1(x), . . . , Vn(x) > ∩NxΣ
k−1(V ), para todo

j = 1, . . . , n− k.

Mostremos que para cada x ∈ Σk(V )

det(A(x)) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11(x) a12(x) · · · a1(n−k)(x)

...
...

. . .
...

a(n−k)1(x) a(n−k)2(x) · · · a(n−k)(n−k)(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0.

Suponha que a a�rmação seja falsa, isto é, que det(A(x)) = 0. Então
as colunas da matriz A(x) são linearmente dependentes. Ou seja, podemos
supor, sem perda de generalidade, que a primeira coluna de A(x) pode ser
escrita como combinação linear das outras colunas:

(a11(x), . . . , a(n−k)1(x)) =
n−k∑
s=2

λs(a1s(x), . . . , a(n−k)s(x)),

λs ∈ R, s = 2, . . . , n− k. Logo, suprimindo x da notação, temos
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Ũ1 =
n−k∑
`=1

a`1U` + v1 ⇒ Ũ1 =
n−k∑
`=1

(
n−k∑
s=2

λsa`s

)
U` + v1

⇒ Ũ1 =
n−k∑
s=2

λs

(
n−k∑
`=1

a`sU`

)
+ v1

logo,

Ũ1 −
n−k∑
s=2

λsŨs =

[
n−k∑
s=2

λs

(
n−k∑
`=1

a`sU`

)
+ v1

]
−

n−k∑
s=2

λs

(
n−k∑
`=1

a`sU` + vs

)

= v1 −
n−k∑
s=2

λsvs.

Mas isto signi�ca que

Ũ1 −
n−k∑
s=2

λsŨs ∈
(
< V1, . . . , Vn > ∩NxΣ

k−1(V )
)
∩ < Ũ1, . . . , Ũn−k >= ~0,

ou seja, que Ũ1(x), . . . , Ũn−k(x) são linearmente dependentes. Mas isto é uma
contradição, já que por hipótese, rank(Ũ1(x), . . . , Ũn−k(x)) = n−k, para todo
x em Σk(V ). Portanto, det(A(x)) 6= 0.

Assim, para cada x ∈ Σk(V ), temos det(At(x)) = det(A(x)) 6= 0 e,
suprimindo x da notação,

∆̃k+1 = det(∇Mn, . . . ,∇Mm,∇∆2, . . . ,∇∆k, Ũ1, . . . , Ũn−k)

= det(∇Mn, . . . ,∇Mm,∇∆2, . . . ,∇∆k,
n−k∑
`=1

a`1U`, . . . ,
n−k∑
`=1

a`(n−k)U`)

= det(At) det(∇Mn, . . . ,∇Mm,∇∆2, . . . ,∇∆k, U1, . . . , Un−k)

= det(At)∆k+1.

Então, pelo item (i) do Lema 4.0.9, ∆̃k+1 = 0 ⇔ ∆k+1 = 0 em x. Mas, se
x ∈ Σk+1(V ), então ∆k+1(x) = 0. Logo, ∆̃k+1(x) = 0 e pelo item (ii) do
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Lema 4.0.9, temos

< ∇Mn(x), . . . ,∇Mm(x),∇∆2(x), . . . ,∇∆k(x),∇∆k+1(x) >

=< ∇Mn(x), . . . ,∇Mm(x),∇∆2(x), . . . ,∇∆k(x),∇∆̃k+1(x) > .

E consequentemente,

rank(∇Mn(x), . . . ,∇Mm(x),∇∆2(x), . . . ,∇∆k(x),∇∆̃k+1(x)) = m− n+ k + 1.

Portanto, a de�nição de Σk+1(V ) independe da escolha da base
{U1, . . . , Un−k}. E como

Ak(V ) = Σk(V ) \ Σk+1(V ),

segue que Ak(V ) também independe da escolha da base. �

Observação 4.0.3. Note que, pelo modo como de�nimos Σk(V ) e Ak(V ),
k ≥ 1, obtemos

Σk(V ) = Ak(V ) ∪ Σk+1(V );

Σk(V ) = ∪i≥kAi(V );

de modo que
Ak(V ) = Σk(V ) \ Σk+1(V ).

Logo, os conjuntos singulares Ak(V ) são subvariedades (n− k)-dimensionais
de Σk(V ) tais que Ak(V ) = Σk(V ).

Finalmente, baseados na construção anterior, de�nimos:

De�nição 4.0.6. Um n-campo de vetores V = (V1, . . . , Vn) é um n-campo
de Morin se V tem coposto 1 e satisfaz as condições Ik (a) e (b) de interseção
para k = 2, . . . , n.

Observação 4.0.4. Pela de�nição anterior, se V = (V1, . . . , Vn) é um n-
campo de Morin, então V tem apenas singularidades de tipo Ak(V ) para
k = 1, . . . , n.

Observação 4.0.5. Ao longo deste capítulo, apresentamos vários lemas que
possuem extensas demonstrações. Muitas destas demonstrações poderiam ser
exibidas de uma forma mais rápida e simples, utilizando-se as propriedades
de transversalidade envolvidas nestes resultados e aplicando-se o Teorema
1.1.4 apresentado na Seção 1.1. Queremos destacar, porém, que, embora
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mais técnicas, as demonstrações tais como apresentamos são essenciais para
os próximos resultados que apresentaremos no Capítulo 5, uma vez que elas
exibem explicitamente as equações locais que determinam as subvariedades
Σk(V ) e Ak(V ), k = 1, . . . , n.

Exemplo 4.0.6. Seja f = (f1, . . . , fn) : Mm → Rn uma aplicação de Morin
de classe C∞, com m ≥ n. O n-campo de vetores ∇f = (∇f1, . . . ,∇fn) é
um n-campo de Morin.

Mostremos primeiramente que ∇f tem coposto 1. Seja

G(∇f) = {(x,∇f1(x), . . . ,∇fn(x))|x ∈M}

o grá�co do n-campo gradiente ∇f . Como f é uma aplicação de Morin,
então rank(∇f1(x), . . . ,∇fn(x)) é igual a n se x for um ponto regular de f e
igual a n− 1 se x for um ponto singular de f . Assim,

G(∇f) ∩ TMn,≤n−2 = ∅.

Além disso, se x ∈M for um ponto regular de f , entãoG(∇f)∩TMn,n−1 = ∅,
de modo que G(∇f) t TMn,n−1 no ponto (x,∇f1(x), . . . ,∇fn(x)) ∈ TMn.

Agora, se p ∈M é um ponto singular de f , então

(p,∇f(p)) = (x,∇f1(p), . . . ,∇fn(p)) ∈ G(∇f) ∩ TMn,n−1

e conforme a demonstração do Lema 4.0.1, escrevemos TMn,n−1 localmente
como

TMn,n−1 =
{

(x,A) ∈ Ũ |mn = . . . = mm = 0
}
,

para uma vizinhança Ũ ⊂ TMn tal que (p,∇f(p)) ∈ Ũ . Além disso, pela
equação 4.2, para todo (x,A) ∈ Ũ ∩ TMn,n−1

∂(mn, . . . ,mm)

∂(Ann, . . . , A
m
n )

= C

∣∣∣∣∣∣∣
1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0, (4.20)

em que C ∈ R é uma constante não nula e para cada A = (A1, . . . , An) em
TMn, denotamos Ai = (A1

i , . . . , A
m
i ). Também nesta vizinhança, escrevemos

G(∇f) =
{

(x,A) ∈ Ũ |∇fi(x) = Ai; i = 1, . . . , n
}



98 CAPÍTULO 4. OS N-CAMPOS DE MORIN: DEFINIÇÃO

isto é,

G(∇f) =

{
(x,A) ∈ Ũ | ∂fi

∂xj
(x)− Aji = 0; i = 1, . . . , n; j = 1, . . . ,m

}
.

Seja gji (x,A) =
∂fi
∂xj

(x)− Aji , i = 1, . . . , n; j = 1, . . . ,m; então

∇gji =

(
∇x

(
∂fi
∂xj

)
,−∇A(Aji )

)
.

Em particular, se p é uma singularidade de tipo Ak da aplicação f , então,
localmente, f é da forma

yi ◦ f = xi, i ≤ n− 1;

yn ◦ f = xk+1
n +

k−1∑
i=1

xix
k−i
n + x2

n+1 + . . .+ x2
n+λ−1 − x2

n+λ − . . .− x2
m.

Assim,

∂(2)fi
∂xr∂xj

(p) =



1, i = j = n; r = k − 1; k ≥ 2;

2, i = j = r = n; k = 1;

±2, i = n; j, r = n+ 1, . . . ,m; j = r;

0, caso contrário.

(4.21)

E a matriz cujas linhas são dadas pelos gradientes

∇g1
1(p,∇f(p)), . . . ,∇gm1 (p,∇f(p)),∇g1

2(p,∇f(p)), . . . ,∇gmn (p,∇f(p))
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é dada por



B

...

−Id(n−1)(m+1)

...

O(n−1)(m+1)×(m−n+1)
...

...
...

...

· · · · · · · · · ... · · · · · · · · · · · · · · · · · · ... · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

D

...
E

...
O(m−n+1)×(n−1)(m+1)

...
−Id(m−n+1)...

...
...


(4.22)

Em que B é a matriz com (n− 1)(m+ 1) linhas e m colunas:

B(n−1)(m+1)×m =


∂(2)f1

∂x2
1

(p) · · · ∂(2)f1

∂xm∂x1

(p)

...
. . .

...

∂(2)fn
∂x1∂xn−1

(p) · · · ∂(2)fn
∂xm∂xn−1

(p)

 ;

D é a matriz com (m− n+ 1) linhas e (n− 1) colunas:

D(m−n+1)×(n−1) =


∂(2)fn
∂x1∂xn

(p) · · · ∂(2)fn
∂xn−1∂xn

(p)

...
. . .

...

∂(2)fn
∂x1∂xm

(p) · · · ∂(2)fn
∂xn−1∂xm

(p)

 ;

E por �m, E é a matriz de ordem (m− n+ 1):

E(m−n+1) =


∂(2)fn
∂x2

n

(p) · · · ∂(2)fn
∂xm∂xn

(p)

...
. . .

...

∂(2)fn
∂xn∂xm

(p) · · · ∂(2)fn
∂x2

m

(p)

 ;
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Por 4.21, se k = 1, as matrizes B e D são nulas e

E =


2Id(λ)

... O(λ)×(m−nλ+1)

· · · · · · · · · · · · ... · · · · · · · · · · · ·

O(m−n−λ+1)×(λ)
... −2Id(m−n−λ+1)

 .
Se k ≥ 2, as matrizes B e D tem todos elementos nulos, exceto, respectiva-

mente, pelos elementos
∂(2)fn

∂xn∂xk−1

(p) e
∂(2)fn

∂xk−1∂xn
(p) que são iguais a 1. Além

disso,

E =



O1×1
... O1×(λ−1)

... O1×(m−n−λ+1)

· · · · · · · · · · · · ... · · · · · · · · · · · · · · · ... · · · · · · · · · · · · · · ·

O(λ−1)×1
... 2Id(λ−1)

... O(λ−1)×(m−n−λ+1)

· · · · · · · · · · · · ... · · · · · · · · · · · · · · · ... · · · · · · · · · · · · · · ·

O(m−n−λ+1)×1
... O(m−n−λ+1)×(λ−1)

... −2Id(m−n−λ+1)


.

Assim, a matriz cujas linhas são dadas pelos gradientes em (p,∇f(p))
das funções gji (x,A), i = 1, . . . , n; j = 1, . . .m e mr(A), r = n, . . . ,m, que
de�nem G(∇f) e TMn,n−1 localmente, é igual a

B

...

−Id(n−1)(m+1)

...

O(n−1)(m+1)×(m−n+1)
...

...
...

...

· · · · · · · · · ... · · · · · · · · · · · · · · · · · · ... · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

D

...
E

...
O(m−n+1)×(n−1)(m+1)

...
−Id(m−n+1)...

...
...

· · · · · · · · · ... · · · · · · · · · · · · · · · · · · ... · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

O

...
O

...
F(m−n+1)×(n−1)(m+1)

...
CId(m−n+1)...

...
...



(4.23)

em que C ∈ R é não nula, por 4.20. Pela maneira como as matrizes B, D
e E são dadas, concluímos que a matriz 4.23 tem posto máximo. Portanto,
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G(∇f) t TMn,n−1 em (p,∇f(p)) ∈ TMn. Isto é, o n-campo ∇f(x) é de
coposto 1.

Mostremos agora que ∇f(x) satisfaz as condições �Ik (a) e (b)� de inter-
seção, para k = 2, . . . , n.

Conforme observamos no início deste capítulo, se x ∈ Ak−1(f), então
dim(< ∇f1(x), . . . ,∇fn(x) > ∩NxAk−2(f)) = k − 2 e

dim(< ∇f1(x), . . . ,∇fn(x) > ∩NxAk−1(f)) =

 k − 2, se x ∈ Ak−1(f);

k − 1, se x ∈ Ak(f).

Assim, se {z1(x), . . . , zn−k+1(x)} é base de um subespaço complementar a
< ∇f1(x), . . . ,∇fn(x) > ∩NxAk−2(f) em < ∇f1(x), . . . ,∇fn(x) > para cada
x ∈ Ak−1(f), então

dim(< z1(x), . . . , zn−k+1(x) > ∩NxAk−1(f)) =

 0, se x ∈ Ak−1(f);

1, se x ∈ Ak(f).

Logo, o grá�co G(z) = {(x, z1(x), . . . , zn−k+1(x)) |x ∈ Ak−1(f)} é tal que

G(z) ∩NAk−1(f)M
n−k+1,≥2 = ∅ (condição Ik (b) ) .

Se x ∈ Ak−1(f), então (x, z(x)) = (x, z1(x), . . . , zn−k+1(x)) não pertence a
NAk−1(f)M

n−k+1, logo

G(z) t NAk−1(f)M
n−k+1, em (x, z(x)).

Se x ∈ Ak(f), então (x, z(x)) ∈ G(z) ∩NAk−1(f)M
n−k+1. Para concluirmos a

condição �Ik� (a), resta mostrarmos que esta interseção é transversal. Mas
isto pode ser veri�cado através do cálculo dos gradientes das equações locais
de G(z) e NAk−1(f)M

n−k+1 de modo análogo ao que mostramos para ∇f(x)
de coposto 1.

Exemplo 4.0.7. Seja M uma variedade diferenciável m-dimensional, com-
pacta e paralelizável. Então, existe um m-referencial V = (V1, . . . , Vm) de-
�nido sobre M tal que, para cada x ∈ M , {V1(x), . . . , Vm(x)} é uma base
para TxM . Seja p ∈ {1, . . . ,m}, então rank(Vi1(x), . . . , Vip(x)) = p, para
todo x ∈ M . Isto é, (Vi1 , . . . , Vip) é um p-campo de Morin, pois não possui
singularidades.

Por outro lado, seja f = (f1, . . . , fp) : M → Rp uma aplicação de Morin
sobre M e seja (∇f1, . . . ,∇fp) o p-campo gradiente associado à f . Como M
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é compacta, existe x ∈M tal que ∇fp(x) = ~0.
Desta forma, o p-campo de Morin (Vi1 , . . . , Vip) não pode ser descrito

globalmente como o gradiente de uma aplicação de Morin f : M → Rp. Isto
é, nem todo p-campo de Morin é um campo gradiente.



CAPÍTULO 5

Sobre a Topologia dos n-campos de Morin

Sejam a = (a1, . . . , an) ∈ Rn \ {~0} e V = (V1, . . . , Vn) um n-campo de
Morin sobre a variedade m-dimensional M . Estudaremos a seguir algumas

propriedades do campo de vetores z(x) =
n∑
i=1

aiVi(x) de�nido sobre M e de

suas restrições aos conjuntos singulares de V de�nidos no capítulo anterior.

5.1 Zeros de um campo vetorial genérico z(x)

associado a um n-campo de Morin

Lema 5.1.1. Se p for um zero do campo z, isto é, z(p) =
n∑
i=1

aiVi(p) = ~0,

então p ∈ Σ1(V ) e z|Σ1(V )
= ~0 em p.

Demonstração. Suponha que z(p) = ~0. Como a = (a1, . . . , an) 6= ~0, então
rank(V1(p), . . . , Vn(p)) ≤ n − 1. Mas V é um n-campo de coposto 1, logo
rank(V1(p), . . . , Vn(p)) = n− 1. Portanto, p ∈ Σ1(V ).

Se z(p) = ~0, então z(p) ∈ NpΣ
1(V ). Portanto, a projeção ortogonal de

z(p) sobre Σ1(V ) é nula, ou seja, z|Σ1(V )
= ~0 em p. �

Lema 5.1.2. Se p ∈ Ak+1(V ), então z|
Σk+1(V )

= ~0 em p se, e somente se,

z|
Σk(V )

= ~0 em p, para k = 0, . . . , n− 2.

103
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Demonstração. Seja p ∈ Ak+1(V ). Suponha que

M(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

V 1
1 (x) V 1

2 (x) · · · V 1
n−1(x)

...
...

. . .
...

V n−1
1 (x) V n−1

2 (x) · · · V n−1
n−1 (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6= 0

em uma vizinhança U ⊂ M , com p ∈ U de maneira que, localmente, escre-
vemos:

Σk(V ) = {Mn(x) = . . . = Mm(x) = ∆2(x) = . . . = ∆k(x) = 0};

Σk+1(V ) = {Mn(x) = . . . = Mm(x) = ∆2(x) = . . . = ∆k+1(x) = 0}.

Se z|
Σk(V )

= ~0 em p, então z(p) ∈ NpΣ
k(V ), isto é,

z(p) ∈< ∇Mn(p), . . . ,∇Mm(p),∇∆2(p), . . . ,∇∆k(p) > .

Em particular,

z(p) ∈< ∇Mn(p), . . . ,∇Mm(p),∇∆2(p), . . . ,∇∆k(p),∇∆k+1(p) > .

Isto é, z(p) ∈ NpΣ
k+1(V ), portanto z|

Σk+1(V )
= ~0 em p.

Por outro lado, se z|
Σk+1(V )

= ~0 em p, então z(p) ∈ NpΣ
k+1(V )∩ < V (p) >,

em que < V (p) >=< V1(p), . . . , Vn(p) >, por simplicidade de notação.
Como p ∈ Ak+1(V ), então p ∈ Σk+1(V ) \ Σk+2(V ), logo dim(< V (p) > ∩NpΣ

k(V )) = k;

dim(< V (p) > ∩NpΣ
k+1(V )) < k + 1.

Como dim(NpΣ
k(V )) = m − n + k, dim(NpΣ

k+1(V )) = m − n + k + 1 e
NpΣ

k(V ) ⊂ NpΣ
k+1(V ), então

dim(< V (p) > ∩NpΣ
k+1(V )) = dim(< V (p) > ∩NpΣ

k(V )) = k.

Assim, < V (p) > ∩NpΣ
k(V ) =< V (p) > ∩NpΣ

k+1(V ). Portanto, z(p) ∈
NpΣ

k(V ), isto é, z|
Σk(V )

= ~0 em p. �

Lema 5.1.3. Se p ∈ An(V ), então z|Σn−1(V )
= ~0 em p.
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Demonstração. Analogamente ao lema anterior, podemos supor que, lo-
calmente, M(x) 6= 0, de modo que

Σn(V ) = {Mn(x) = . . . = Mm(x) = ∆2(x) = . . . = ∆n(x) = 0};

NxΣ
n(V ) = < ∇Mn(x), . . . ,∇Mm(x),∇∆2(x), . . . ,∇∆n(x) > .

Como An(V ) = Σn(V ), temos

p ∈ An(V ) ⇒ dim(< V (p) > ∩NpΣ
n−1(V )) = n− 1

⇒< V (p) >⊂ NpΣ
n−1(V )

⇒ z(p) ∈ NpΣ
n−1(V ).

Portanto, se p ∈ An(V ) então z|Σn−1(V )
= ~0 em p. �

Lema 5.1.4. Seja p ∈ Σ1(V ) e U ⊂M uma vizinhança de p na qual

M(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

V 1
1 (x) V 1

2 (x) · · · V 1
n−1(x)

...
...

. . .
...

V n−1
1 (x) V n−1

2 (x) · · · V n−1
n−1 (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6= 0. (5.1)

Então, z(p) =
n∑
i=1

aiVi(p) = ~0 se, e somente se,
n∑
i=1

aiV
j
i (p) = 0, para todo

j = 1, . . . , n− 1.

Demonstração. Como Vi(x) = (V 1
i (x), . . . , V m

i (x)), i = 1, . . . , n, é claro
que

n∑
i=1

aiVi(p) = ~0⇒
n∑
i=1

aiV
j
i (p) = 0,

para todo j = 1, . . . ,m. Por outro lado, suponha que
n∑
i=1

aiV
j
i (p) = 0, para

j = 1, . . . , n − 1. Como p ∈ Σ1(V ), temos rank(V1(p), . . . , Vn(p)) = n − 1,

e como M(x) 6= 0, ∃(λ1, . . . , λn−1) 6= (0, . . . , 0) tal que Vn(p) =
n−1∑
i=1

λiVi(p).
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Assim,
n∑
i=1

aiV
j
i (p) = 0⇒

n−1∑
i=1

(ai + λian)V j
i (p) = 0,

para j = 1, . . . , n− 1. Isto é,

n−1∑
i=1

(ai + λian)V 1
i (p)

...
n−1∑
i=1

(ai + λian)V n−1
i (p)


=


0
...

0

 ,

o que implica que

n−1∑
i=1

(ai + λian)


V 1
i (p)
...

V n−1
i (p)

 =


0
...

0

 ,

que corresponde a uma combinação linear dos vetores coluna da matriz em
(5.1). Logo, ai + λian = 0, para i = 1, . . . , n− 1. Portanto,

z(p) =
n∑
i=1

aiVi(p) =
n−1∑
i=1

(ai + λian)Vi(p) = ~0.

�

Observação 5.1.1. Note que pelo lema anterior, concluímos também que
an 6= 0, caso contrário, teríamos a1 = . . . = an−1 = an = 0, o que não ocorre
visto que trabalhamos com a ∈ Rn \ {~0}.

Lema 5.1.5. Seja C(z) = C

(
n∑
i=1

aiVi

)
o conjunto dos zeros do campo

vetorial z. Então para quase todo a ∈ Rn \ {~0}, C

(
n∑
i=1

aiVi

)
∩ Σ2(V ) = ∅.
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Demonstração. Seja U ⊂M uma vizinhança na qual

M(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

V 1
1 (x) V 1

2 (x) · · · V 1
n−1(x)

...
...

. . .
...

V n−1
1 (x) V n−1

2 (x) · · · V n−1
n−1 (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6= 0,

de forma que, localmente, podemos escrever

Σ2(V ) = {Mn(x) = . . . = Mm(x) = ∆2(x) = 0},

com rank(∇Mn(x), . . . ,∇Mm(x),∇∆2(x)) = m− n+ 2.

A seguir, considere a aplicação F : U × Rn \ {~0} → Rm+1 de�nida por

F (x, a) = (Mn(x), . . . ,Mm(x),∆2(x),
n∑
i=1

aiV
1
i (x), . . . ,

n∑
i=1

aiV
n−1
i (x)).

Pelo Lema 5.1.4, se x ∈ Σ1(V ), temos

n∑
i=1

aiVi(x) = ~0⇔
n∑
i=1

aiV
j
i (x) = 0, j = 1, . . . , n− 1.

Dessa forma, se (x, a) ∈ F−1(~0), então x ∈ C(z) ∩ Σ2(V ). Além disso, a
matriz Jacobiana de F em (x, a) ∈ F−1(~0):

∇xMn(x)
...

...
...

O(m−n+2)×n
∇xMm(x)

...

∇x∆2(x)
...

· · · · · · · · · · · · ... · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
... V 1

1 (x) · · · V 1
n−1(x) V 1

n (x)

(∗)
... V 2

1 (x) · · · V 2
n−1(x) V 2

n (x)
...

...
. . .

...
...

... V n−1
1 (x) · · · V n−1

n−1 (x) V n−1
n (x)
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tem posto (m− n + 2) + (n− 1) = m + 1. Portanto, ~0 é valor regular de F
e F−1(~0) é uma subvariedade de dimensão n− 1.

Seja π : F−1(~0)→ Rn \ {~0} a projeção sobre Rn \ {~0}, isto é, π(x, a) = a.
Então, pelo Teorema de Sard, a é valor regular de π para quase todo a ∈
Rn \ {~0}. Portanto, π−1(a)∩F−1(~0) = ∅ para quase todo a ∈ Rn \ {~0}. Mas,

π−1(a) ∩ F−1(~0) = {(x, a) ∈ U × {a} : x ∈ C(z) ∩ Σ2(V )}.

Logo, C(z) ∩ Σ2(V ) = ∅ para quase todo a ∈ Rn \ {~0}. �

Lema 5.1.6. Seja C(z|
Σk(V )

) o conjunto dos zeros da restrição do campo z a

Σk(V ). Então para quase todo a ∈ Rn \ {~0}, C(z|
Σk(V )

) ∩ Σk+2(V ) = ∅.
Demonstração. Seja U ⊂M uma vizinhança na qual

M(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

V 1
1 (x) V 1

2 (x) · · · V 1
n−1(x)

...
...

. . .
...

V n−1
1 (x) V n−1

2 (x) · · · V n−1
n−1 (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6= 0,

de forma que, localmente, podemos escrever

Σk(V ) = {Mn(x) = . . . = Mm(x) = ∆2(x) = . . . = ∆k(x) = 0},

com rank(∇Mn(x), . . . ,∇Mm(x),∇∆2(x), . . . ,∇∆k(x)) = m− n+ k. E

Σk+2(V ) = {Mn(x) = . . . = Mm(x) = ∆2(x) = . . . = ∆k+2(x) = 0},

com rank(∇Mn(x), . . . ,∇Mm(x),∇∆2(x), . . . ,∇∆k+2(x)) = m− n+ k + 2.
Pela caracterização de Szafraniec (Lema 1.3.3), a restrição do campo

z|
Σk(V )

se anula em x se, e somente se, existe (λn, . . . , λm, β2, . . . , βk) ∈
Rm−n+k tal que

z(x) =
m∑
j=n

λj∇Mj(x) +
k∑
`=2

β`∇∆`(x).

Isto é, se e somente se, z(x)−
m∑
j=n

λj∇Mj(x)−
k∑
`=2

β`∇∆`(x) = ~0.

Escrevendo z(x) = (z1(x), . . . , zm(x)), em que zs(x) =
n∑
i=1

aiV
s
i (x) para
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s = 1, . . . ,m, consideremos

Ns(x, a, λ, β) := zs(x)−
m∑
j=n

λj
∂Mj

∂xs
(x)−

k∑
`=2

β`
∂∆`

∂xs
(x),

de modo que z|
Σk(V )

(x) = ~0 se, e somente se, Ns(x, a, λ, β) = 0, s = 1, . . . ,m.

Dada a aplicação F : U × Rn \ {~0} × Rm−n+k → R2m−n+k+2 de�nida por

F (x, a, λ, β) = (Mn, . . . ,Mm,∆2, . . . ,∆k+2, N1, . . . , Nm),

se (x, a, λ, β) ∈ F−1(~0), então x ∈ C(z|
Σk(V )

) ∩ Σk+2(V ). Seja (x, a, λ, β) ∈
F−1(~0), a matriz Jacobiana de F em (x, a, λ, β) abaixo tem posto 2m− n+
k + 1:

∇xMn(x)
...

...
...

∇xMm(x)
...

O(m−n+k+2)×(m+k)

∇x∆2(x)
...

...
...

∇x∆k+2(x)
...

· · · · · · · · · · · · · · · ... · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
∇xN1(x, a, λ, β)

...
...

...
... Bm×n

... Cm×(m−n+k)

∇xNm(x, a, λ, β)
...

...


em que O(m−n+k+2)×(m+k) é uma matriz nula, Bm×n é a matriz cujas colunas
são dadas pelos vetores V1(x), . . . , Vn(x) do n-campo:

Bm×n =



V 1
1 (x) · · · V 1

n−1(x) V 1
n (x)

...
. . .

...
...

V n−1
1 (x) · · · V n−1

n−1 (x) V n−1
n (x)

V n
1 (x) · · · V n

n−1(x) V n
n (x)

...
. . .

...
...

V m
1 (x) · · · V m

n−1(x) V m
n (x)
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e Cm×(m−n+k) é a matriz cujas colunas são, a menos de sinal, os gradientes
∇Mn, . . . ,∇Mm,∇∆2, . . . ,∇∆k com respeito a x:

Cm×(m−n+k) =


−∂Mn

∂x1

(x) · · · −∂Mm

∂x1

(x) −∂∆2

∂x1

(x) · · · −∂∆k

∂x1

(x)

...
. . .

...
...

−∂Mn

∂xm
(x) · · · −∂Mm

∂xm
(x) −∂∆2

∂xm
(x) · · · −∂∆k

∂xm
(x)

 .

Note que, se (x, a, λ, β) ∈ F−1(~0) então, em particular, x ∈ Σk+1(V ) e
pelo Lema 4.0.6, dim(< V1(x), . . . , Vn(x) > ∩NxΣ

k(V )) = k. Logo,

dim(< V1(x), . . . , Vn(x) > +NxΣ
k(V ))

= dim(< V1(x), . . . , Vn(x) >) + dim(NxΣ
k(V ))

− dim(< V1(x), . . . , Vn(x) > ∩NxΣ
k(V ))

= (n− 1) +m− (n− k)− k

= m− 1.

Portanto,

rank


∇xN1(x, a, λ, β)

...
...

...
... Bm×n

... Cm×(m−n+k)

∇xNm(x, a, λ, β)
...

...

 = m− 1

e a matriz Jacobiana de F em (x, a, λ, β) tem posto 2m− n + k + 1. Isto é,
F−1(~0) tem dimensão n− 1.

Seja π : F−1(~0)→ Rn \ {~0} a projeção sobre Rn \ {~0}, isto é,

π(x, a, λ, β) = a.

Então, pelo Teorema de Sard, a é valor regular de π para quase todo a ∈
Rn \ {~0}. Portanto, π−1(a)∩F−1(~0) = ∅ para quase todo a ∈ Rn \ {~0}. Mas,

π−1(a)∩F−1(~0) = {(x, a, λ, β) ∈ U×{a}×Rm−n+k : x ∈ C(z|
Σk(V )

)∩Σk+2(V )}.

Logo, C(z|
Σk(V )

) ∩ Σk+2(V ) = ∅ para quase todo a ∈ Rn \ {~0}. �
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5.2 Zeros não degenerados de um campo gené-

rico z(x) associado a um n-campo de Morin

Nesta seção veri�caremos que, genericamente, o campo z(x) =
n∑
i=1

aiVi(x)

e suas restrições z|
Σk(V )

admitem apenas zeros não degenerados. Estudaremos
também como estes zeros não degenerados de z(x) e z|

Σk(V )
podem ser rela-

cionados de acordo com sua ocorrência sobre os conjuntos singulares Σk(V ),
k = 1, . . . , n. Começaremos provando o seguinte lema técnico.

Lema 5.2.1. Considere a matriz

Mi(x) =



V 1
1 (x) · · · V 1

n−1(x) V 1
n (x)

...
. . .

...
...

V n−1
1 (x) · · · V n−1

n−1 (x) V n−1
n (x)

V i
1 (x) · · · V i

n−1(x) V i
n(x)


.

Se x é um zero do campo z, então para ` ∈ {1, . . . , n−1}, j ∈ {1, . . . , n−1, i}
e i ∈ {n, . . . ,m}, temos

an cof(V j
` ,Mi) = a` cof(V j

n ,Mi).

Demonstração. Suponha que z(x) =
n∑
`=1

a`V`(x) = ~0, então

n∑
`=1

a`V
j
` (x) = 0, j = 1, . . . ,m.

Isto é, para i = n, . . . ,m, temos

a1V
1

1 (x) + . . . + an−1V
1
n−1(x) + anV

1
n (x) = 0

...

a1V
n−1

1 (x) + . . . + an−1V
n−1
n−1 (x) + anV

n−1
n (x) = 0

a1V
i

1 (x) + . . . + an−1V
i
n−1(x) + anV

i
n(x) = 0
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Seja {1, 2, . . . , n− 1, i} = {α1, . . . , αn−1, αn}, se

rank


V α1

1 (x) · · · V α1
n−1(x) V α1

n (x)

V α2
1 (x) · · · V α2

n−1(x) V α2
n (x)

...
. . .

...
...

V
αn−1

1 (x) · · · V
αn−1

n−1 (x) V αn−1
n (x)


< n− 1,

então todos os menores de ordem n − 1 são nulos. Logo, cof(V αn
` ,Mi) =

0, ` = 1, . . . , n e consequentemente,

an cof(V αn
` ,Mi) = a` cof(V αn

n ,Mi) = 0,

para ` = 1, . . . , n− 1 e i = n, . . . ,m. (Note também que, pela arbitrariedade
de αn, a equação é válida para αn = 1, . . . , n− 1, i.)

Agora, se

rank


V α1

1 (x) · · · V α1
n−1(x) V α1

n (x)

V α2
1 (x) · · · V α2

n−1(x) V α2
n (x)

...
. . .

...
...

V
αn−1

1 (x) · · · V
αn−1

n−1 (x) V αn−1
n (x)


= n− 1,

podemos supor sem perda de generalidade que∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

V α1
1 (x) · · · V α1

n−1(x)

V α2
1 (x) · · · V α2

n−1(x)

...
. . .

...

V
αn−1

1 (x) · · · V
αn−1

n−1 (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6= 0

Como z(x) = ~0, consideramos o sistema linear
a1V

α1
1 (x) + . . . + an−1V

α1
n−1(x) = −anV α1

n (x)

...

a1V
αn−1

1 (x) + . . . + an−1V
αn−1

n−1 (x) = −anV αn−1
n (x)
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de maneira que, suprimindo x da notação, obtemos

a`

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
V α1

1 · · · V α1
n−1

...
. . .

...

V
αn−1

1 · · · V αn−1

n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = −an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
V α1

1 · · · V α1
`−1 V α1

n V α1
`+1 · · · V

α1
n−1

...
. . .

...
...

...
. . .

...

V
αn−1

1 · · · V αn−1

`−1 V αn−1
n V

αn−1

`+1 · · · V αn−1

n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
e reordenando as colunas da matriz à direita, temos

a`

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

V α1
1 · · · V α1

n−1

...
. . .

...

V
αn−1

1 · · · V αn−1

n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)n−`an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

V α1
1 · · · V α1

`−1 V α1
`+1 · · · V

α1
n−1 V α1

n

...
. . .

...
...

. . .
...

...

V
αn−1

1 · · · V αn−1

`−1 V
αn−1

`+1 · · · V αn−1

n−1 V αn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)n−`(−1)`+αnan cof(V αn

` ,Mi)

= (−1)n+αnan cof(V αn
` ,Mi).

Por sua vez,

a`

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
V α1

1 · · · V α1
n−1

...
. . .

...

V
αn−1

1 · · · V αn−1

n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)n+αna` cof(V αn
n ,Mi).

Logo,
a` cof(V αn

n ,Mi) = an cof(V αn
` ,Mi), ` = 1, . . . , n− 1

e pela arbitrariedade de αn, concluímos que

a` cof(V j
n ,Mi) = an cof(V j

` ,Mi),

para todo ` = 1, . . . , n− 1, j = 1, . . . , n− 1, i e i = n, . . . ,m. �

Vimos na seção anterior que os zeros do campo z(x) estão todos sobre
Σ1(V ). Mostraremos no lema a seguir que, genericamente, estes zeros estão
sobre A1(V ) e são não degenerados.
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Lema 5.2.2. Para quase todo a ∈ Rn \ {~0}, o campo z(x) =
n∑
i=1

aiVi(x) tem

apenas zeros não degenerados e estes estão sobre A1(V ).

Demonstração. Suponha que p ∈ M seja um zero do campo z. Então,
pelos Lemas 5.1.1 e 5.1.5, temos p ∈ Σ1(V ) \Σ2(V ), ou seja, p ∈ A1(V ). Em
uma vizinhança U ⊂M de p, suponha

M(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

V 1
1 (x) · · · V 1

n−1(x)

...
. . .

...

V n−1
1 (x) · · · V n−1

n−1 (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6= 0

de maneira que

Σ1(V ) = {x ∈ U : Mn(x) = . . . = Mm(x) = 0},

com rank(∇Mn(x), . . . ,∇Mm(x)) = m− n+ 1. Escrevendo

zs(x) =
n∑
i=1

aiV
s
i (x), s = 1, . . . , n− 1

consideremos a aplicação F : U × Rn \ {~0} → Rm dada por

F (x, a) = (Mn(x), . . . ,Mm(x), z1(x), . . . , zn−1(x))

e a matriz Jacobiana de F em um ponto (x, a)

JacF (x, a) =



∇xMn(x)
...

...
... O(m−n)×n

∇xMm(x)
...

· · · · · · · · · ... · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

∇xz1(x)
... V 1

1 (x) · · · V 1
n−1(x) V 1

n (x)
...

...
...

. . .
...

...

∇xzn−1(x)
... V n−1

1 (x) · · · V n−1
n−1 (x) V n−1

n (x)


.

ComoM(x) 6= 0 em U e rank(∇Mn(x), . . . ,∇Mm(x)) = m−n+1 para todo
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x ∈ Σ1(V ) ∩ U , então rank(JacF (x, a)) = m para (x, a) ∈ F−1(~0). Assim,
dimF−1(~0) = (m+ n)−m = n.

Seja π : F−1(~0) → Rn \ {~0} a projeção π(x, a) = a, então quase todo
a ∈ Rn\{~0} é valor regular de π, de forma que π−1(a)∩F−1(~0) tem dimensão
zero. Isto é, os zeros do campo vetorial z são isolados em Σ1(V ). Mostremos
que, além disso, estes zeros são não degenerados.

Como rank(JacF (x, a)) = m, ∀(x, a) ∈ F−1(~0), então pelo Lema 2.2.3
temos rank(∇xMn(p), . . . ,∇xMm(p),∇xz1(p), . . . ,∇xzn−1(p)) = m, o que
ocorre se, e somente se, rank(B) = m, em que B é a matriz

B =



∇xz1(p)
...

∇xzn−1(p)

an∇xMn(p)
...

an∇xMm(p)


cujas linhas denotaremos por Li, i = 1, . . . ,m (lembre-se que, pela Observa-
ção 5.1.1, an 6= 0).

Por simplicidade de notação, consideremos novamente I = {1, . . . , n} e
Ii = {1, . . . , n− 1, i} para i ∈ {n, . . . ,m}. Como

Mi(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

V 1
1 (x) · · · V 1

n−1(x) V 1
n (x)

...
. . .

...
...

V n−1
1 (x) · · · V n−1

n−1 (x) V n−1
n (x)

V i
1 (x) · · · V i

n−1(x) V i
n(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

então,
∇Mi(x) =

∑
`∈I,j∈Ii

cof(V j
` (x),Mi)∇V j

` (x)

e pelo Lema 5.2.1,

∇Mi(p) =
∑

`∈I,j∈Ii

a`
an

cof(V j
n (p),Mi)∇V j

` (p).
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Assim,

an∇Mi(p) =
∑

`∈I,j∈Ii

a` cof(V j
n (p),Mi)∇V j

` (p)

=
∑
j∈Ii

cof(V j
n (p),Mi)

[∑
`∈I

a`∇V j
` (p)

]

=
∑
j∈Ii

cof(V j
n (p),Mi) [∇xzj(p)]

= cof(V i
n(p),Mi) [∇xzi(p)] +

∑
j∈Ii\{i}

cof(V j
n (p),Mi) [∇xzj(p)]

Observe que cof(V i
n(p),Mi) = M(p) 6= 0, para i = n, . . . ,m. Então, para

cada i = n, . . . ,m, substituímos a i-ésima linha Li da matriz B por

1

cof(V i
n(p),Mi)

(
Li −

n−1∑
j=1

cof(V j
n (p),Mi)Lj

)

e obtemos a matriz de posto máximo:

∇xz1(p)
...

∇xzn−1(p)

∇xzn(p)
...

∇xzm(p)


.

Portanto, os zeros de z(x) são não degenerados. �

Lema 5.2.3. Para quase todo a ∈ Rn \ {~0}, o campo z|Ak(V )
=

n∑
i=1

aiVi|Ak(V )

tem apenas zeros não degenerados, k ≥ 2.

Demonstração. Suponha que z|Ak(V )
= ~0 em p. Consideremos U ⊂M uma
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vizinhança de p em que

M(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

V 1
1 (x) · · · V 1

n−1(x)

...
. . .

...

V n−1
1 (x) · · · V n−1

n−1 (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6= 0,

e na qual os respectivos conjuntos singulares podem ser escritos como

Σ1(V ) = {x ∈ U :Mn(x) = . . . =Mm(x) = 0},

Σk(V ) = {x ∈ U :Mn(x) = . . . =Mm(x) = ∆2(x) = . . . = ∆k(x) = 0},

Σk+1(V ) = {x ∈ U :Mn(x) = . . . =Mm(x) = ∆2(x) = . . . = ∆k+1(x) = 0},

com

rank(∇Mn, . . . ,∇Mm) = m− n+ 1, em x ∈ Σ1(V ) ∩ U ,

rank(∇Mn, . . . ,∇Mm,∇∆2, . . . ,∇∆k) = m− n+ k, em x ∈ Σk(V ) ∩ U ,

rank(∇Mn, . . . ,∇Mm,∇∆2, . . . ,∇∆k+1) = m− n+ k + 1, x ∈ Σk+1(V ) ∩ U .

Analogamente à demonstração do Lema 5.1.6, pela caracterização de Sza-
franiec (Lema 1.3.3), sabemos que a restrição do campo z|

Σk(V )
se anula em

x se, e somente se, existe (λn, . . . , λm, β2, . . . , βk) ∈ Rm−n+k tal que

z(x) =
m∑
j=n

λj∇Mj(x) +
k∑
`=2

β`∇∆`(x).

Assim, consideremos novamente as funções

Ns(x, a, λ, β) := zs(x)−
m∑
j=n

λj
∂Mj

∂xs
(x)−

k∑
`=2

β`
∂∆`

∂xs
(x), s = 1, . . . ,m,

de modo que z|
Σk(V )

(x) = ~0 se, e somente se, Ns(x, a, λ, β) = 0, s = 1, . . . ,m.

Seja G : U \ {∆k+1 = 0} × Rn \ {~0} × Rm−n+k → R2m−n+k a aplicação
dada por

G(x, a, λ, β) = (Mn, . . . ,Mm,∆2, . . . ,∆k, N1, . . . , Nm).
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Consideremos JacG(x, a, λ, β) a matriz Jacobiana de G em um ponto
(x, a, λ, β) ∈ G−1(~0):

∇xMn(x)
...

...
...

∇xMm(x)
...

O(m−n+k)×(m+k)

∇x∆2(x)
...

...
...

∇x∆k(x)
...

· · · · · · · · · · · · · · · ... · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

∇xN1(x, a, λ, β)
...

...
...

... Bm×n
... Cm×(m−n+k)

∇xNm(x, a, λ, β)
...

...


em que O(m−n+k)×(m+k) é uma matriz nula, Bm×n é a matriz cujas colunas
são dadas pelos vetores V1(x), . . . , Vn(x) do n-campo

Bm×n =


V 1

1 (x) · · · V 1
n−1(x) V 1

n (x)
...

. . .
...

...

V m
1 (x) · · · V m

n−1(x) V m
n (x)


e Cm×(m−n+k) é a matriz cujas colunas são, a menos de sinal, os gradientes
∇Mn, . . . ,∇Mm,∇∆2, . . . ,∇∆k com respeito a x:

Cm×(m−n+k) =


−∂Mn

∂x1

(x) · · · −∂Mm

∂x1

(x) −∂∆2

∂x1

(x) · · · −∂∆k

∂x1

(x)

...
. . .

...
...

−∂Mn

∂xm
(x) · · · −∂Mm

∂xm
(x) −∂∆2

∂xm
(x) · · · −∂∆k

∂xm
(x)

 .

Assim, se (x, a, λ, β) ∈ G−1(~0), então x ∈ Σk(V ) ∩ U , ∆k+1(x) 6= 0 e
z|

Σk(V )
(x) = ~0. E como Ak(V ) = Σk(V ) \ Σk+1(V ), temos

x ∈ Ak(V ) ∩ C(z|
Σk(V )

), ∀(x, a, λ, β) ∈ G−1(~0).
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Por sua vez, se x ∈ Ak(V ) = Σk(V ) \ Σk+1(V ), então dim(< V (x) > ∩NxΣ
k−1(V )) = k − 1;

dim(< V (x) > ∩NxΣ
k(V )) < k.

Como dim(NxΣ
k−1(V )) = m − n + k − 1, dim(NxΣ

k(V )) = m − n + k e
NxΣ

k−1(V ) ⊂ NxΣ
k(V ), então

dim(< V (x) > ∩NxΣ
k(V )) = dim(< V (x) > ∩NxΣ

k−1(V )) = k − 1.

Logo,

dim(< V (x) > +NxΣ
k(V )) = (n− 1) + (m− n+ k)− (k − 1) = m.

Portanto,

rank


∇xN1(x, a, λ, β)

...
...

...
... Bm×n

... Cm×(m−n+k)

∇xNm(x, a, λ, β)
...

...

 = m

e a matriz Jacobiana de G tem posto máximo em todo (x, a, λ, β) ∈ G−1(~0).
Assim, dimG−1(~0) = (2m+ k)− (2m− n+ k) = n.

Seja π : G−1(~0)→ Rn \ {~0} a projeção π(x, a, λ, β) = a, então quase todo
a ∈ Rn \{~0} é valor regular de π. Deste modo, para quase todo a ∈ Rn \{~0},
dim(π−1(a) ∩ G−1(~0)) = 0 e π−1(a) t G−1(~0). Portanto, os zeros de z|Ak(V )

são não degenerados. �

Lema 5.2.4. Para quase todo a ∈ Rn \ {~0}, o campo z|A1(V )
=

n∑
i=1

aiVi|A1(V )

tem apenas zeros não degenerados.

Demonstração. Suponha que z|A1(V )
= 0 em p. Consideremos U ⊂M uma

vizinhança de p em que

M(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

V 1
1 (x) · · · V 1

n−1(x)

...
. . .

...

V n−1
1 (x) · · · V n−1

n−1 (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6= 0,
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e na qual Σ1(V ) = {x ∈ U : Mn(x) = . . . = Mm(x) = 0} com
rank(∇Mn, . . . ,∇Mm) = m− n+ 1, em x ∈ Σ1(V ) ∩ U .

Pela caracterização de Szafraniec (Lema 1.3.3), a restrição do campo
z|Σ1(V )

se anula em x se, e somente se, existe (λn, . . . , λm) ∈ Rm−n+1 tal
que

z(x) =
m∑
j=n

λj∇Mj(x).

Assim, considerando

Ns(x, a, λ) := zs(x)−
m∑
j=n

λj
∂Mj

∂xs
(x), s = 1, . . . ,m,

temos z|Σ1(V )
(x) = ~0 se, e somente se, Ns(x, a, λ) = 0, s = 1, . . . ,m.

Seja G : U \ {∆2 = 0}×Rn \ {~0}×Rm−n+1 → R2m−n+1 a aplicação dada
por

G(x, a, λ) = (Mn, . . . ,Mm, N1, . . . , Nm).

Consideremos a matriz Jacobiana de G em um ponto (x, a, λ) ∈ G−1(~0):

∇xMn(x)
...

...
... O(m−n+1)×(m+1)

∇xMm(x)
...

· · · · · · · · · · · · ... · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

∇xN1(x, a, λ)
...

...
...

... Bm×n
... Cm×(m−n+1)

∇xNm(x, a, λ)
...

...


em que O(m−n+1)×(m+k) é uma matriz nula, Bm×n é a matriz cujas colunas
são dadas pelos vetores V1(x), . . . , Vn(x) do n-campo

Bm×n =


V 1

1 (x) · · · V 1
n (x)

...
. . .

...

V m
1 (x) · · · V m

n (x)


e Cm×(m−n+1) é a matriz cujas colunas são, a menos de sinal, os gradientes
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∇Mn, . . . ,∇Mm com respeito a x:

Cm×(m−n+1) =


−∂Mn

∂x1

(x) · · · −∂Mm

∂x1

(x)

...
. . .

...

−∂Mn

∂xm
(x) · · · −∂Mm

∂xm
(x)

 .

Assim, se (x, a, λ) ∈ G−1(~0), então x ∈ Σ1(V ) ∩ U , ∆2(x) 6= 0 e
z|Σ1(V )

(x) = ~0. E como A1(V ) = Σ1(V ) \ Σ2(V ), temos

x ∈ A1(V ) ∩ C(z|Σ1(V )
), ∀(x, a, λ) ∈ G−1(~0).

Por sua vez, se x ∈ A1(V ) = Σ1(V ) \ Σ2(V ), então

dim(< V (x) > ∩NxΣ
1(V )) = 0.

Logo,

dim(< V (x) > +NxΣ
1(V )) = (n− 1) + (m− n+ 1) = m.

Portanto,

rank


∇xN1(x, a, λ)

...
...

...
... Bm×n

... Cm×(m−n+1)

∇xNm(x, a, λ)
...

...

 = m

e a matriz Jacobiana de G tem posto máximo em todo (x, a, λ) ∈ G−1(~0).
Assim, dimG−1(~0) = (2m+ 1)− (2m− n+ 1) = n.

Seja π : G−1(~0) → Rn \ {~0} a projeção π(x, a, λ) = a, então quase todo
a ∈ Rn \{~0} é valor regular de π. Deste modo, para quase todo a ∈ Rn \{~0},
dim(π−1(a) ∩ G−1(~0)) = 0 e π−1(a) t G−1(~0). Portanto, os zeros de z|A1(V )

são não degenerados.
�
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Observação 5.2.1. Seja (x, a, λ) ∈ G−1(~0), pelo Lema 2.2.3, se o posto da
matriz Jacobiana de G em (x, a, λ) é igual a 2m− n + 1, então, para quase
todo a ∈ Rn \ {~0},

rank



∇xMn(x)
...

∇xMm(x)

∇xN1(x, a, λ)
...

∇xNm(x, a, λ)


= 2m− n+ 1.

Mas, note que


∇xN1(x, a, λ)

...

∇xNm(x, a, λ)

 =


∇xz1(x, a) +

m∑
i=n

λi∇x
∂Mi

x1

(x)

...

∇xzm(x, a) +
m∑
i=n

λi∇x
∂Mi

xm
(x)



que é a matriz Jacobiana de z +
m∑
i=n

λi∇Mi com respeito a x. Ou seja, a

matriz Jacobiana de H̃(x, λ) = (z(x) +
m∑
i=n

λi∇Mi(x),Mn(x), . . . ,Mm(x))



...
∂Mn

∂x1

(x) · · · ∂Mm

∂x1

(x)

Jac

(
z +

m∑
i=n

λi∇Mi

)
(x)

...
...

. . .
...

...
∂Mn

∂xm
(x) · · · ∂Mm

∂xm
(x)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · ... · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

∇xMn(x)
...

...
... O(m−n+1)

∇xMm(x)
...
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tem posto 2m − n + 1. Portanto, pela caracterização de Szafraniec (Lema
1.3.3), x é um zero não degenerado de z|A1(V )

.

Vimos no Lema 5.1.2 que se p ∈ Ak+1(V ), então p será um zero de z|
Σk+1(V )

se, e somente se, p for um zero de z|
Σk(V )

. Nos resultados a seguir mostraremos
que, além disso, essa propriedade é válida para o fato destes zeros serem não
degenerados. Isto é:

Lema 5.2.5. Seja p ∈ A1(V ) tal que z|Σ1(V )
= ~0 em p, então p é um zero

não degenerado de z|Σ1(V )
se, e somente se, p é um zero não degenerado do

campo z.

Demonstração. Seja p ∈ A1(V ) um zero do campo z|Σ1(V )
e U ⊂ M uma

vizinhança de p na qual

M(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

V 1
1 (x) · · · V 1

n−1(x)

...
. . .

...

V n−1
1 (x) · · · V n−1

n−1 (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6= 0.

Assim, localmente, temos Σ1(V ) = {x ∈ U : Mn(x) = . . . = Mm(x) =
0}, com rank(∇Mn(x), . . . ,∇Mm(x)) = m − n + 1. Pela caracterização de

Szafraniec (Lema 1.3.3), ∃!(λn, . . . , λm) ∈ Rm−n+1 tal que z+
m∑
i=n

λi∇Mi = ~0

em p. Além disso, p é um zero não degenerado de z|Σ1(V )
se, e somente se, a

matriz

...
∂Mn

∂x1

(p) · · · ∂Mm

∂x1

(p)

Jac

(
z +

m∑
i=n

λi∇Mi

)
(p)

...
...

. . .
...

...
∂Mn

∂xm
(p) · · · ∂Mm

∂xm
(p)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · ... · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

∇xMn(p)
...

...
... O(m−n+1)

∇xMm(p)
...



(5.2)
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tem determinante não nulo.

Como z(p) = ~0, então λn∇Mn(p)+. . .+λm∇Mm(p) = ~0, com p ∈ Σ1(V ).
Logo, λn = . . . = λm = 0 e assim,

Jac

(
z +

m∑
i=n

λi∇Mi

)
(p) = [dzp] =


∇xz1(p)

...

∇xzm(p)


em que z = (z1, . . . , zm).

Como p ∈ A1(V ), então

dim(< V1(p), . . . , Vn(p) > ∩NpΣ
1(V )) = 0,

logo
dim(< V1(p), . . . , Vn(p) > ⊕NpΣ

1(V )) = m.

Podemos considerar V1(p), . . . , Vn−1(p) base de < V1(p), . . . , Vn(p) > e por-
tanto, a matriz

V 1
1 (p) · · · V n−1

1 (p) V n
1 (p) · · · V m

1 (p)

...
. . .

...
...

. . .
...

V 1
n−1(p) · · · V n−1

n−1 (p) V n
n−1(p) · · · V m

n−1(p)

∂Mn

∂x1

(p) · · · ∂Mn

∂xn−1

(p)
∂Mn

∂xn
(p) · · · ∂Mn

∂xm
(p)

...
. . .

...
...

. . .
...

∂Mm

∂x1

(p) · · · ∂Mm

∂xn−1

(p)
∂Mm

∂xn
(p) · · · ∂Mm

∂xm
(p)



(5.3)

tem determinante não nulo, isto é, posto igual a m.

Por outro lado, sabemos que

∇Mi(x) =
∑

`∈I,j∈Ii

cof(V j
` (x),Mi)∇V j

` (x)



5.2. ZEROS NÃO DEGENERADOS DE Z(X) 125

e como z(p) = ~0, an 6= 0 e pelo Lema 5.2.1,

an∇Mi(p) =
∑

`∈I,j∈Ii

a` cof(V j
n (p),Mi)∇V j

` (p)

=
∑
j∈Ii

cof(V j
n (p),Mi)

[∑
`∈I

a`∇V j
` (p)

]

=
∑
j∈Ii

cof(V j
n (p),Mi) [∇xzj(p)].

Logo, a matriz 5.2 tem determinante não nulo se, e somente se, o determi-
nante da matriz

∇xz1(p)
...
∂Mn

∂x1

(p) · · · ∂Mm

∂x1

(p)

...
...

...
. . .

...

∇xzm(p)
...
∂Mn

∂xm
(p) · · · ∂Mm

∂xm
(p)

· · · · · · · · · · · · ... · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

an∇xMn(p)
...

...
... O(m−n+1)

an∇xMm(p)
...



(5.4)

também é diferente de zero. Denotemos por Lj, j = 1, . . . ,m, as m primeiras
linhas da matriz 5.4 e por Ri, i = n, . . . ,m, as m−n+ 1 últimas linhas dessa
mesma matriz. Então,

Lj =

(
∇xzj(p),

∂Mn

∂xj
(p), . . . ,

∂Mm

∂xj
(p)

)
;

Ri =

(
an
∂Mi

∂x1

(p), . . . , an
∂Mi

∂xm
(p),~0

)
.

Substituímos então cada linha Ri, i = n, . . . ,m por Ri−
∑

j∈Ii cof(V j
n ,Mi)Lj
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de modo que após a substituição, obtemos

Ri =

0, . . . 0︸ ︷︷ ︸
m vezes

,−
∑
j∈Ii

cof(V j
n ,Mi)

∂Mn

∂xj
, . . . ,−

∑
j∈Ii

cof(V j
n ,Mi)

∂Mm

∂xj

 .

Assim, a matriz 5.4 �ca:

∇xz1(p)
...
∂Mn

∂x1

(p) · · · ∂Mm

∂x1

(p)

...
...

...
. . .

...

∇xzm(p)
...
∂Mn

∂xm
(p) · · · ∂Mm

∂xm
(p)

· · · · · · · · · ... · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
...

O(m−n+1)×m
... M′

(m−n+1)

...


(5.5)

em que a matriz

M′
(m−n+1) = −

(
mij

)
n≤i,j≤m

é dada por

mij =
∑
k∈Ii

cof(V k
n ,Mi)

∂Mj

∂xk
. (5.6)

Veri�camos a seguir que a matriz M′ tem determinante diferente de zero.
Retomando a matriz 5.3 de posto m e denotando suas respectivas linhas por
L′j, j = 1, . . . ,m. Para j = 1, . . . , n− 1, substituímos L′j por

n−1∑
k=1

cof(V j
k ,M)L′k =

(
n−1∑
k=1

cof(V j
k ,M)V 1

k , . . . ,

n−1∑
k=1

cof(V j
k ,M)V m

k

)
(5.7)

em que

n−1∑
k=1

cof(V j
k ,M)V `

k =


M, ` = 1, . . . , n− 1 e ` = j;

0 ` = 1, . . . , n− 1 e ` 6= j;

− cof(V j
n ,M`), ` = n, . . . ,m.

De fato,
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• Para ` = 1, . . . , n− 1 com ` = j, temos:

n−1∑
k=1

cof(V j
k ,M)V j

k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

V 1
1 · · · V 1

k · · · V 1
n−1

...
. . .

...
. . .

...

V j
1 · · · V j

k · · · V j
n−1

...
. . .

...
. . .

...

V n−1
1 · · · V n−1

k · · · V n−1
n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= M

• Para ` = 1, . . . , n− 1 e ` 6= j, temos:

n−1∑
k=1

cof(V j
k ,M)V `

k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

V 1
1 · · · V 1

k · · · V 1
n−1

...
. . .

...
. . .

...

V j−1
1 · · · V j−1

k · · · V j−1
n−1

V `
1 · · · V `

k · · · V `
n−1

V j+1
1 · · · V j+1

k · · · V j+1
n−1

...
. . .

...
. . .

...

V n−1
1 · · · V n−1

k · · · V n−1
n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0

uma vez que este determinante corresponde ao determinante da matriz
M após substituirmos a j-ésima linha pela linha (V `

1 , . . . , V
`
n−1), para

algum ` ∈ {1, . . . , n− 1} \ {j}. Ou seja, este é o determinante de uma
matriz que contém duas linhas iguais.

• Para ` = n, . . . ,m temos:

cof(V j
n ,M`) = (−1)n+j

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

V 1
1 · · · V 1

n−1
...

. . .
...

V j−1
1 · · · V j−1

n−1

V j+1
1 · · · V j+1

n−1
...

. . .
...

V n−1
1 · · · V n−1

n−1

V `
1 · · · V `

n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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= (−1)n+j

n−1∑
k=1

V `
k (−1)n−1+k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

V 1
1 · · · V 1

k−1 V 1
k+1 · · · V 1

n−1
...

. . .
...

...
. . .

...

V j−1
1 · · · V j−1

k−1 V j−1
k+1 · · · V j−1

n−1

V j+1
1 · · · V j+1

k−1 V j+1
k+1 · · · V j+1

n−1
...

. . .
...

...
. . .

...

V n−1
1 · · · V n−1

k−1 V n−1
k+1 · · · V n−1

n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n−1∑
k=1

(−1)j−1+kV `
k (−1)j+k cof(V j

k ,M) = −
n−1∑
k=1

cof(V j
k ,M)V `

k

Assim, após a substituição das linhas L′j, j = 1, . . . , n− 1 da matriz 5.3,
obtemos a matriz

M · · · 0
... − cof(V 1

n ,Mn) · · · − cof(V 1
n ,Mm)

...
. . .

...
...

...
. . .

...

0 · · · M
... − cof(V n−1

n ,Mn) · · · − cof(V n−1
n ,Mm)

· · · · · · · · · ... · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
∂Mn

∂x1

· · · ∂Mn

∂xn−1

...
∂Mn

∂xp
· · · ∂Mn

∂xm
...

. . .
...

...
...

. . .
...

∂Mm

∂x1

· · · ∂Mm

∂xn−1

...
∂Mm

∂xp
· · · ∂Mm

∂xm



(5.8)

que ainda tem posto máximo: se denotarmos por L′′j , j = 1, . . . , n − 1 as
linhas da matriz 5.8 obtida, veri�camos que

dim < L′′1, . . . , L
′′
n−1 >= n− 1

pois a submatriz 
M · · · 0
...

. . .
...

0 · · · M

 = M Id(n−1)

tem determinante não nulo. Além disso,

< L′′1, . . . , L
′′
n−1 >⊂< L′1, . . . , L

′
n−1 >,
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uma vez que cada linha L′′j é uma combinação linear das linhas L′1, . . . , L
′
n−1,

como podemos ver em 5.7. Por �m, como

dim < L′1, . . . , L
′
n−1 >= n− 1,

concluímos que

< L′′1, . . . , L
′′
n−1 >=< L′1, . . . , L

′
n−1 > .

Agora para j = n, . . . ,m, considere a expressão

ML′j −
n−1∑
k=1

∂Mj

∂xk
L′′k

=M

(
∂Mj

∂x1
, . . . ,

∂Mj

∂xn−1
,
∂Mj

∂xn
, . . . ,

∂Mj

∂xm

)

+

(
−M∂Mj

∂x1
, . . . ,−M ∂Mj

∂xn−1
,

n−1∑
k=1

∂Mj

∂xk
cof(V k

n ,Mn), . . . ,

n−1∑
k=1

∂Mj

∂xk
cof(V k

n ,Mm)

)

=

(
0, . . . , 0,

n−1∑
k=1

∂Mj

∂xk
cof(V k

n ,Mn) +M
∂Mj

∂xn
, . . . ,

n−1∑
k=1

∂Mj

∂xk
cof(V k

n ,Mm) +M
∂Mj

∂xm

)
.

E observando que M = cof(V i
n,Mi), para i = n, . . . ,m, a expressão

ML′j −
n−1∑
k=1

∂Mj

∂xk
L′′k

é igual a(
0, . . . , 0,

∑
k∈In

∂Mj

∂xk
cof(V k

n ,Mn), . . . ,
∑
k∈Im

∂Mj

∂xk
cof(V k

n ,Mm)

)
.

Logo, pela equação 5.6, obtemos

ML′j −
n−1∑
k=1

∂Mj

∂xk
L′′k = (0, . . . , 0,mnj, . . . ,mmj).

Então, para j = n, . . . ,m, substituímos L′j na matriz 5.8 por

ML′j −
n−1∑
k=1

∂Mj

∂xk
L′′k,
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de maneira que a matriz obtida ainda tem posto máximo e é dada por

M · · · 0
... − cof(V 1

n ,Mn) · · · − cof(V 1
n ,Mm)

...
. . .

...
...

...
. . .

...

0 · · · M
... − cof(V n−1

n ,Mn) · · · − cof(V n−1
n ,Mm)

· · · · · · · · · ... · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
...

O(n−1)
... (−M′)t

...


(5.9)

Assim, visto que a matriz anterior tem determinante diferente de zero e
M 6= 0, temos det(−M′)t 6= 0. Logo, detM′ 6= 0.

Por �m, recapitulando as considerações anteriores, concluímos que a ma-
triz 5.4 tem determinante não nulo se, e somente se, a matriz 5.5 tem deter-
minante não nulo, o que ocorre se, e somente se,

det


∇xz1(p)

...

∇xzm(p)

 6= 0.

Portanto, p será um zero não degenerado de z|Σ1(V )
se, e somente se, p for um

zero não degenerado de z. �

Lema 5.2.6. Dada uma matriz

A =


a11 · · · a1m

a21 · · · a2m

... · · · ...

am1 · · · amm

 ,

se existirem λ1, . . . , λm ∈ R tal que
m∑
j=1

λjaij = 0, i = 1, . . . ,m, então

λj cof(aik)− λk cof(aij) = 0.
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Demonstração. O resultado é claramente verdadeiro se k = j, ou se
cof(aik) = cof(aij) = 0. Desta forma, suponhamos que k 6= j e cof(aik) 6= 0.
Podemos considerar o seguinte sistema linear nas �incógnitas� λj, com
j = 1, . . . , k − 1, k + 1, . . . ,m:

k−1∑
j=1

λja1j +
m∑

j=k+1

λja1j = −λka1k

...

k−1∑
j=1

λja(i−1)j +
m∑

j=k+1

λja(i−1)j = −λka(i−1)k

k−1∑
j=1

λja(i+1)j +
m∑

j=k+1

λja(i+1)j = −λka(i+1)k

...

k−1∑
j=1

λjamj +
m∑

j=k+1

λjamj = −λkamk

(5.10)

Para simpli�car nossos cálculos, denotaremos por Aik a matriz obtida
eliminando-se a linha i e a coluna k da matriz A:

Aik =



a11 · · · a1(k−1) a1(k+1) · · · a1m

...
. . .

...
...

. . .
...

a(i−1)1 · · · a(i−1)(k−1) a(i−1)(k+1) · · · a(i−1)m

a(i+1)1 · · · a(i+1)(k−1) a(i+1)(k+1) · · · a(i+1)m

...
. . .

...
...

. . .
...

am1 · · · am(k−1) am(k+1) · · · amm


,

por Ajik suas respectivas colunas, isto é, Aik =
[
A1
ik · · ·Ak−1

ik Ak+1
ik · · ·Amik

]
, por

Akik a coluna 

a1k
...

a(i−1)k

a(i+1)k
...

amk


,
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e por Aik(` → j) a matriz obtida a partir da matriz Aik, substituindo-se a
coluna j pela coluna `. Isto é,

Aik(`→ j) = [A1
ik · · ·A

j−1
ik A`ikA

j+1
ik · · ·A

k−1
ik Ak+1

ik · · ·A
m
ik].

Como cof(aik) 6= 0, então det(Aik) 6= 0 e aplicando a regra de Cramer para
o sistema linear 5.10, obtemos

λj =
det(A1

ik · · ·A
j−1
ik − λkAkik Aj+1

ik · · ·Amik)
det(Aik)

⇒ λj =
−λk det(Aik(k → j))

(−1)i+k cof(aik)

Se k > j, permutando as colunas da matriz Aik(k → j) obtemos

det(Aik(k → j)) = (−1)k−1−j det(A1
ik · · ·A

j−1
ik Aj+1

ik · · ·A
k−1
ik Akik A

k+1
ik · · ·Amik)

= (−1)k−1−j(−1)i+j cof(aij)

= (−1)k+i−1 cof(aij)

Se k < j, permutando as colunas da matriz Aik(k → j) obtemos

det(Aik(k → j)) = (−1)j−1−k det(A1
ik · · ·Ak−1

ik Akik A
k+1
ik · · ·A

j−1
ik Aj+1

ik · · ·Amik)

= (−1)j−1−k(−1)i+j cof(aij)

= (−1)2j+i−1−k cof(aij)

= (−1)i−1−k cof(aij)

= (−1)i−1+k cof(aij)

Portanto,

λj =
−λk(−1)i−1+k cof(aij)

(−1)i+k cof(aik)
.

Isto é,
λj cof(aik) = λk cof(aij).

�
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Lema 5.2.7. Seja p ∈ Ak+1(V ) tal que z|Σk+1(V )
= ~0 em p. Então, p é um

zero não degenerado de z|Σk+1(V )
se, e somente se, p é um zero não degenerado

de z|Σk(V )
.

Demonstração. Seja p ∈ Ak+1(V ) um zero do campo z|Σk+1(V )
. Considere-

mos U ⊂M uma vizinhança de p na qual

M(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

V 1
1 (x) · · · V 1

n−1(x)

...
. . .

...

V n−1
1 (x) · · · V n−1

n−1 (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6= 0,

e os respectivos conjuntos singulares podem ser escritos como

Σk(V ) = {x ∈ U :Mn(x) = . . . =Mm(x) = ∆2(x) = . . . = ∆k(x) = 0},

Σk+1(V ) = {x ∈ U :Mn(x) = . . . =Mm(x) = ∆2(x) = . . . = ∆k+1(x) = 0},

com

rank(∇Mn, . . . ,∇Mm,∇∆2, . . . ,∇∆k) = m− n+ k, em x ∈ Σk(V ) ∩ U ,

rank(∇Mn, . . . ,∇Mm,∇∆2, . . . ,∇∆k+1) = m− n+ k + 1, x ∈ Σk+1(V ) ∩ U .

Pela caracterização de Szafraniec (Lema 1.3.3), p é um zero da restrição
z|

Σk+1(V )
se, e somente se, existe um único (λn, . . . , λm, β2, . . . , βk+1) ∈ Rm−n+k

tal que

z(p) +
m∑
j=n

λi∇Mi(p) +
k+1∑
j=2

βj∇∆j(p) = ~0.

Mas, como p é um zero de z|Σk(V )
, temos βk+1 = 0. Assim, pelo Lema 1.3.4,

p será um zero não degenerado de z|Σk+1(V )
se, e somente se, o determinante
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da matriz a seguir for diferente de zero em p:



Jac

z +

m∑
i=n

λi∇Mi +

k∑
j=2

βj∇∆j


...
∂Mn

∂x1
· · · ∂Mm

∂x1

∂∆2

∂x1
· · · ∂∆k

∂x1

∂∆k+1

∂x1
...

...
. . .

...
...

. . .
...

...

...
∂Mn

∂xm
· · · ∂Mm

∂xm

∂∆2

∂xm
· · · ∂∆k

∂xm

∂∆k+1

∂xm

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
... · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

∇xMn

...

...
...

∇xMm

...

∇x∆2

... O(m−n+k)

...
...

∇x∆k

...

∇x∆k+1

...



(5.11)

Por outro lado, p será um zero não degenerado de z|Σk(V )
se, e somente se,

o determinante da matriz abaixo for diferente de zero em p:

...
∂Mn

∂x1
· · · ∂Mm

∂x1

∂∆2

∂x1
· · · ∂∆k

∂x1

Jac

z +

m∑
i=n

λi∇Mi +

k∑
j=2

βj∇∆j

 ...
...

. . .
...

...
. . .

...

...
∂Mn

∂xm
· · · ∂Mm

∂xm

∂∆2

∂xm
· · · ∂∆k

∂xm

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
... · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

∇xMn

...

...
...

∇xMm

...

∇x∆2

... O(m−n+k)

...
...

∇x∆k

...



(5.12)

isto é, se o determinante da matriz obtida eliminando-se o gradiente
∇∆k+1(p) continuar não nulo. Desta forma, é preciso mostrar que o deter-
minante da matriz 5.11 será não nulo em p se, e somente se, o determinante
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da matriz 5.12 for não nulo em p.

Começaremos analisando a matriz Jacobiana com respeito a x

Jac

(
z +

m∑
i=n

λi∇Mi +
k∑
j=2

βj∇∆j

)

que é uma submatriz comum às matrizes 5.11 e 5.12.

Por de�nição, ∆k+1 = det(∇Mn, . . . ,∇Mm,∇∆2, . . . ,∇∆k, U1, . . . , Un−k),
em que U1, . . . , Un−k é base de um subespaço vetorial complementar ao
subespaço < V1, . . . , Vn > ∩NxΣ

k−1(V ) de < V1, . . . , Vn >. Assim,

< V1, . . . , Vn >=< U1, . . . , Un−k > ⊕(< V1, . . . , Vn > ∩NxΣ
k−1(V )).

Como z|
Σk−1(V )

6= ~0 em p, então z(p) ∈< V1(p), . . . , Vn(p) > \NpΣ
k−1(V ) e

assim,

z(x) =
n−k∑
i=1

µiUi(x) + v(x),

para algum v(x) ∈ NxΣ
k−1(V ), isto é, v(x) =

m∑
i=n

λ̃i∇Mi +
k−1∑
j=2

β̃j∇∆j. Ou

seja,

z(x) =
n−k∑
i=1

µiUi(x) +
m∑
i=n

λ̃i∇Mi +
k−1∑
j=2

β̃j∇∆j,

e a expressão

z(x) +
m∑
j=n

λi∇Mi(x) +
k+1∑
j=2

βj∇∆j(x)

pode ser escrita como:

n−k∑
i=1

µiUi(x) +
m∑
i=n

(λi + λ̃i)∇Mi +
k−1∑
j=2

(βj + β̃j)∇∆j + βk∇∆k, (5.13)

isto é,

n−k∑
i=1

µi


U1i

...

Umi

+
m∑
i=n

(λi + λ̃i)


∂Mi

∂x1
...

∂Mi

∂xm

+
k−1∑
j=2

(βj + β̃j)


∂∆j

∂x1
...

∂∆j

∂xm

+ βk


∂∆k

∂x1
...

∂∆k

∂xm
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que, por sua vez, é igual a

n−k∑
i=1

µiU1i +
m∑
i=n

(λi + λ̃i)
∂Mi

∂x1

+
k−1∑
j=2

(βj + β̃j)
∂∆j

∂x1

+ βk
∂∆k

∂x1

...
n−k∑
i=1

µiUmi +
m∑
i=n

(λi + λ̃i)
∂Mi

∂xm
+

k−1∑
j=2

(βj + β̃j)
∂∆j

∂xm
+ βk

∂∆k

∂xm


.

Então, a matriz Jacobiana de z(x)+

m∑
j=n

λi∇Mi(x)+

k+1∑
j=2

βj∇∆j(x), com respeito

a x, é dada por:

n−k∑
i=1

µi∇xU1i +

m∑
i=n

(λi + λ̃i)∇x
∂Mi

∂x1
+

k−1∑
j=2

(βj + β̃j)∇x
∂∆j

∂x1
+ βk∇x

∂∆k

∂x1

...
n−k∑
i=1

µi∇xUmi +

m∑
i=n

(λi + λ̃i)∇x
∂Mi

∂xm
+

k−1∑
j=2

(βj + β̃j)∇x
∂∆j

∂xm
+ βk∇x

∂∆k

∂xm


. (5.14)

Para aplicarmos o Lema 5.2.6 com mais clareza, �xaremos a seguinte
notação: seja Ai(x) = (a1i(x), . . . , ami(x)) tal que

Ai :=

 Ui, i = 1, . . . , n− k;

∇Mi, i = n, . . . ,m;

An−k+j−1 := ∇∆j, j = 2, . . . , k;

αi :=

 µi, i = 1, . . . , n− k; (α1 6= 0, pois z(x) 6= v(x))

(λi + λ̃i), i = n, . . . ,m;

αn−k+j−1 := (βj + β̃j), j = 2, . . . , k; (β̃k = 0).

Então, como z(x)+
m∑
j=n

λi∇Mi(x)+
k+1∑
j=2

βj∇∆j(x) = 0 em p, pela expres-
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são 5.13, temos
m∑
i=1

αiAi = ~0

em p. Isto é,
m∑
i=1

αiaji(p) = 0, j = 1, . . . ,m.

E pelo Lema 5.2.6, obtemos

α1 cof(aik)− αk cof(ai1) = 0, (5.15)

no ponto p, para i, k = 1, . . .m. Assim,

∆k+1 = det (∇Mn, . . . ,∇Mm,∇∆2, . . . ,∇∆k, U1, . . . , Un−k)

= det (An, . . . , Am, An−k+1, . . . , An−1, A1, . . . , An−k)

= (−1)ε det (A1, . . . , Am)

em que ε = 0 ou ε = 1, dependendo do número de permutações necessárias
entre as colunas da matriz (An, . . . , Am, An−k+1, . . . , An−1, A1, . . . , An−k) para
obtermos a matriz (A1, . . . , Am). Deste modo,

(−1)ε∇∆k+1 =
m∑

i,j=1

cof(aij)∇aij

=
m∑
i=1

(
cof(ai1)∇ai1 +

m∑
j=2

cof(aij)∇aij

)
α1 6=0
=

m∑
i=1

(
cof(ai1)∇ai1 +

m∑
j=2

αj
α1

cof(ai1)∇aij

)

o que implica que

(−1)εα1∇∆k+1 =
m∑
i=1

(
α1 cof(ai1)∇ai1 +

m∑
j=2

αj cof(ai1)∇aij

)

=
m∑
i=1

cof(ai1

[
m∑
j=1

αj∇aij

]

=
m∑
i=1

cof(ai1)Li

(5.16)
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em que Li, i = 1, . . . ,m denotam as linhas da matriz Jacobiana 5.14.

Voltando à matriz 5.11, denotaremos por Li, i = 1, . . . ,m, suas m pri-
meiras linhas e por L∆k+1

sua última linha. Considerando a expressão 5.16 e
substituindo a linha L∆k+1

por

(−1)εα1L∆k+1
−

m∑
i=1

cof(ai1)Li, (5.17)

obtemos
L∆k+1

:= (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
m

, γn, . . . , γm, γ̃2, . . . , γ̃k, ˜γk+1)

em que

γj = −
m∑
i=1

cof(ai1)
∂Mj

∂xi
, j = n, . . . ,m;

γ̃j = −
m∑
i=1

cof(ai1)
∂∆j

∂xi
, j = 2, . . . , k + 1.

Mas note que, para j = n, . . . ,m,

γj = −
m∑
i=1

cof(ai1)
∂Mj

∂xi
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂Mj

∂x1

a12 · · · a1m

...
...

. . .
...

∂Mj

∂xm
am2 · · · amm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
⇒ γj = − det (Aj, A2, . . . , Am) = 0

e para j = 2, . . . , k,

γ̃j = −
m∑
i=1

cof(ai1)
∂∆j

∂xi
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂∆j

∂x1

a12 · · · a1m

...
...

. . .
...

∂∆j

∂xm
am2 · · · amm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
⇒ γ̃j = − det (An−k+j−1, A2, . . . , Am) = 0.
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Portanto, após a substituição da linha L∆k+1
na matriz 5.11, obtemos a

matriz

...
∂Mn

∂x1
· · · ∂Mm

∂x1

∂∆2

∂x1
· · · ∂∆k

∂x1

...
∂∆k+1

∂x1

Jac

z +

m∑
i=n

λi∇Mi +

k∑
j=2

βj∇∆j

 ...
...

. . .
...

...
. . .

...
...

...

...
∂Mn

∂xm
· · · ∂Mm

∂xm

∂∆2

∂xm
· · · ∂∆k

∂xm

...
∂∆k+1

∂xm

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
... · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

... · · · · · ·

∇xMn

...
... 0

...
...

...
...

∇xMm

...
... 0

∇x∆2

... O(m−n+k−1)
... 0

...
...

...
...

∇x∆k

...
... 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
... · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

... · · · · · ·
~0

... ~0
... ˜γk+1



(5.18)

Mostremos que ˜γk+1(p) 6= 0.

˜γk+1 = −
m∑
i=1

cof(ai1)
∂∆k+1

∂xi

= − det(∇∆k+1, A2, . . . , Am)

= − det(∇∆k+1, U2, . . . , Un−k,∇∆2, . . . ,∇∆k,∇Mn, . . . ,∇Mm)

Suponha que ˜γk+1 = 0. Como cada um dos conjuntos {U2, . . . , Un−k}
e {∇∆k+1,∇∆2, . . . ,∇∆k,∇Mn, . . . ,∇Mm} é linearmente independente no
ponto p, existe j ∈ {2, . . . , n− k} tal que

Uj ∈ NpΣ
k+1(V ).

Podemos supor sem perda de generalidade que j = n− k, isto é,

Un−k ∈ NpΣ
k+1(V ) =< ∇Mn, . . . ,∇Mm,∇∆2, . . . ,∇∆k,∇∆k+1 > .
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Assim, z|
Σk+1

= ~0 em p implica que z(p) ∈ NpΣ
k+1(V ). Logo,

n−k∑
i=1

µiUi +
m∑
i=n

λ̃i∇Mi +
k−1∑
j=2

β̃j∇∆j︸ ︷︷ ︸
∈NpΣk+1

∈ NpΣ
k+1(V )

⇒
n−k−1∑
i=1

µiUi =
n−k∑
i=1

µiUi − µn−kUn−k ∈ NpΣ
k+1(V ).

Portanto,
n−k−1∑
i=1

µiUi e µn−kUn−k são vetores linearmente independentes do

subespaço vetorial < U1, . . . , Un−k > ∩NpΣ
k+1(V ). Isto é,

dim
(
< U1(p), . . . , Un−k(p) > ∩NpΣ

k+1(V )
)
≥ 2.

Como < V1, . . . , Vn >=< U1, . . . , Un−k > ⊕
(
< V1, . . . , Vn > ∩NpΣ

k−1(V )
)
,

temos

< V1, . . . , Vn > ∩NpΣ
k+1(V ) = < U1(p), . . . , Un−k > ∩NpΣ

k+1(V )

⊕ < V1, . . . , Vn > ∩NpΣ
k−1(V ) ∩NpΣ

k+1(V )

=
(
< U1(p), . . . , Un−k > ∩NpΣ

k+1(V )
)

⊕
(
< V1, . . . , Vn > ∩NpΣ

k−1(V )
)
.

Logo,

dim
(
< V1, . . . , Vn > ∩NpΣ

k+1(V )
)
≥ 2 + (k − 1) = k + 1

em p ∈ Ak+1(V ), de onde segue que p ∈ Σk+2(V ). O que é uma contradição,
uma vez que Σk+2(V ) = Σk+1(V ) \ Ak+1(V ) e sabemos que p ∈ Ak+1(V ).
Portanto ˜γk+1(p) 6= 0.

Deste modo, a matriz 5.11 é não singular em p se, e somente se, a matriz
5.18 é não singular em p. O que ocorre se, e somente se, a matriz 5.12 é não
singular no ponto p. �
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Observação 5.2.2. Seja

M(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

V 1
1 (x) · · · V 1

n−1(x)

...
. . .

...

V n−1
1 (x) · · · V n−1

n−1 (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6= 0,

em U ⊂ M , uma vizinhança na qual os respectivos conjuntos singulares po-
dem ser escritos como

Σn−2(V ) = {x ∈ U :Mn(x) = . . . =Mm(x) = ∆2(x) = . . . = ∆n−2(x) = 0},

Σn−1(V ) = {x ∈ U :Mn(x) = . . . =Mm(x) = ∆2(x) = . . . = ∆n−1(x) = 0},

Σn(V ) = {x ∈ U :Mn(x) = . . . =Mm(x) = ∆2(x) = . . . = ∆n(x) = 0},

com

rank(∇Mn, . . . ,∇Mm,∇∆2, . . . ,∇∆n−2) = m− 2, em x ∈ Σn−2(V ) ∩ U ,

rank(∇Mn, . . . ,∇Mm,∇∆2, . . . ,∇∆n−1) = m− 1, x ∈ Σn−1(V ) ∩ U ,

rank(∇Mn, . . . ,∇Mm,∇∆2, . . . ,∇∆n) = m, x ∈ Σn(V ) ∩ U .

Para cada x ∈ Σi−1(V ), i ≥ 2, temos

dim(< V1(x), . . . , Vn(x) > ∩NxΣ
i−2(V )) = i− 2

e

∆i(x) = det(∇Mn, . . . ,∇Mm,∇∆2, . . . ,∇∆i−1, z
i−1
1 , . . . , zi−1

n−i+1)(x)

em que {zi−1
1 (x), . . . , zi−1

n−i+1(x)} é base de um subespaço complementar ao
subespaço < V1(x), . . . , Vn(x) > ∩NxΣ

i−2(V ) em < V1(x), . . . , Vn(x) >.

Sabemos que se p ∈ An(V ), então z|Σn−1(V )
(p) = ~0 e z|Σn−2(V )

6= ~0 em
p. O lema a seguir mostra que, além disso, p é um zero não degenerado de
z|Σn−1(V )

.

Lema 5.2.8. Se p ∈ An(V ), então p é um zero não degenerado de z|Σn−1(V )
.

Demonstração. Pelos Lemas 1.3.1 e 1.3.2, p é um zero não degenerado de
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z|Σn−1(V )
se, e somente se, ∆(p) = det(∇Mn, . . . ,∇Mm,∇∆2, . . . ,∇∆n−1, z)(p) = 0;

det(∇Mn, . . . ,∇Mm,∇∆2, . . . ,∇∆n−1,∇∆)(p) 6= 0.

Sabemos que ∆(p) é igual a zero. Mostremos que a segunda condição também
é satisfeita.

Para cada x ∈ Σn−1(V ), consideramos {z′(x)} uma base suave para um
subespaço vetorial complementar a < V1(x), . . . , Vn(x) > ∩NxΣ

n−2(V ) no
espaço < V1(x), . . . , Vn(x) >. Então, como z(x) ∈< V1(x), . . . , Vn(x) >,
temos

z(x) = λ(x)z′(x) + v(x),

com λ(x) ∈ R e v(x) ∈< V1(x), . . . , Vn(x) > ∩NxΣ
n−2(V ), ∀x ∈ Σn−1(V ).

Em particular, se x ∈ An(V ), sabemos que z|Σn−2(V )
(x) 6= ~0 e por isso,

z(x) /∈ NxΣ
n−2(V ). Logo λ(x) 6= 0, ∀x ∈ An(V ).

Para todo x ∈ Σn−1(V ),

∆(x) = det(∇Mn, . . . ,∇Mm,∇∆2, . . . ,∇∆n−1, λz
′ + v)(x)

= λ(x) det(∇Mn, . . . ,∇Mm,∇∆2, . . . ,∇∆n−1, z
′)(x)

= λ(x)∆n(x).

E como ∆n(x) = 0 e λ(x) 6= 0,∀x ∈ An(V ), pelo Lema 4.0.9 temos

< ∇Mn(x), . . . ,∇Mm(x),∇∆2(x), . . . ,∇∆n−1(x),∇∆(x) >

=< ∇Mn(x), . . . ,∇Mm(x),∇∆2(x), . . . ,∇∆n−1(x),∇(λ∆n)(x) >

Mas, ∇(λ∆n)(x) = ∇λ(x)∆n(x)+λ(x)∇∆n(x), ∆n(p) = 0 e λ(p) 6= 0. Logo,

< ∇Mn(p), . . . ,∇Mm(p),∇∆2(p), . . . ,∇∆n−1(p),∇∆(p) >

=< ∇Mn(p), . . . ,∇Mm(p),∇∆2(p), . . . ,∇∆n−1(p),∇∆n(p) > .

Portanto, det(∇Mn(p), . . . ,∇Mm(p),∇∆2(p), . . . ,∇∆n−1(p),∇∆(p)) 6= 0.
�
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Lema 5.2.9. O campo z|
Σk(V )

tem apenas zeros não degenerados, k ≥ 1.

Demonstração. Suponha que z|
Σk(V )

= ~0 em p, então p ∈ Ak(V )∪Ak+1(V ),

pois C(z|
Σk(V )

) ∩ Σk+2(V ) = ∅, (Lema 5.1.6) e Σk(V ) = Ak(V ) ∪ Σk+1(V ).

Se p ∈ Ak(V ), então z|Ak(V )
= ~0 em p. Como z|Ak(V )

tem apenas zeros
não degenerados, (Lemas 5.2.4 e 5.2.3) e Ak(V ) ⊂ Σk(V ) é um subconjunto
aberto, concluímos que p é um zero não degenerado de z|

Σk(V )
.

Se p ∈ Ak+1(V ) e k ≤ n − 1 então, pelo Lema 5.1.2, z|
Σk+1(V )

= ~0 em p.

Em particular, como Ak+1(V ) ⊂ Σk+1(V ) é um subconjunto aberto, então
z|Ak+1(V )

= ~0 em p. Pelos Lemas 5.2.4 e 5.2.3, z|Ak+1(V )
tem apenas zeros não

degenerados, e novamente pelo fato de Ak+1(V ) ser um aberto de Σk+1(V ),
concluímos que p é um zero não degenerado de z|

Σk+1(V )
. Portanto, pelo Lema

5.2.7, p é zero não degenerado de z|
Σk(V )

. Por �m, se p ∈ Ak+1(V ) e k = n−1,
isto é, p ∈ An(V ), pelo Lema 5.2.8, p é um zero não degenerado de z|Σn−1(V )

.
�

Ao longo deste capítulo, pudemos veri�car que um campo genérico

z(x) =
n∑
i=1

aiVi(x),

associado a um n-campo de Morin V = (V1, . . . , Vn), possui propriedades
análogas às propriedades das projeções genéricas

La ◦ f(x) =
n∑
i=1

aifi(x),

associadas a uma aplicação de Morin f = (f1, . . . , fn). Os resultados aqui
exibidos para o contexto dos n-campos de Morin podem ser comparados aos
lemas da Seção 2.2 utilizados na prova do Teorema 2.1.1 de T. Fukuda. Dessa
forma, é natural que apliquemos estes resultados para obtermos uma gene-
ralização do Teorema 2.1.1 para o caso dos n-campos vetoriais. Concluímos
este trabalho apresentando esta generalização no teorema a seguir, que tem
como ponto-chave a aplicação do importante Teorema de Poincaré-Hopf.

Teorema 5.2.3. Seja (V1, . . . , Vn) um n-campo de Morin de�nido sobre uma
variedade compacta m-dimensional M e seja

z(x) =
n∑
i=1

aiVi(x)
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um campo de vetores com a = (a1, . . . , an) ∈ Rn \ {~0} satisfazendo as condi-
ções dos lemas anteriores. Então,

χ(M) =
n∑
k=1

χ(Ak(V )) mod 2.

Demonstração. Denotaremos por C(v) o conjunto dos zeros de um campo
vetorial v e por #C(v) o número de elementos neste conjunto, quando o
mesmo for �nito.

Como M é compacta e as subvariedades Σk(V ) são fechadas em M , pelo
Teorema de Poincaré-Hopf obtemos

• χ(M) = #C(z) mod 2;

• χ(Ak(V )) = χ(Σk(V )) = #C(z|
Σk(V )

) mod 2, k = 1, . . . , n− 1;

• χ(An(V )) = χ(Σn(V )) = #C(z|Σn(V )
) mod 2.

Pelo Lema 5.1.1, se p ∈ C(z), então p ∈ Σ1(V ) e z|Σ1(V )
= ~0 em p. Além

disso, pelo Lema 5.1.5, C(z) ∩ Σ2(V ) = ∅. Logo p ∈ A1(V ). Por outro lado,
o Lema 5.1.2 nos diz que se p ∈ C(z|Σ1(V )

) ∩ A1(V ), então p também é um
zero do campo z. Assim,

#C(z) = #C(z|Σ1(V )
∩ A1(V )) mod 2.

Pelo Lema 5.1.6, se p ∈ C(z|
Σk(V )

), então p /∈ Σk+2(V ). Logo,

p ∈ Ak(V ) ∪ Ak+1(V )

e assim, para k = 1, . . . , n− 1, temos

#C(z|
Σk(V )

) = #C(z|
Σk(V )

∩ Ak(V )) + #C(z|
Σk(V )

∩ Ak+1(V )) mod 2.

Temos ainda, pelo Lema 5.1.2,

#C(z|
Σk(V )

∩ Ak+1(V )) = #C(z|
Σk+1(V )

∩ Ak+1(V ))

e pelo Lema 5.1.3,

#An(V ) = #C(z|Σn−1(V )
∩ An(V )).

Deste modo,
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• χ(M) = #C(z|Σ1(V )
∩ A1(V )) mod 2;

• Para k = 1, . . . , n− 1,

χ(Ak(V )) = #C(z|
Σk(V )

∩ Ak(V )) + #C(z|
Σk+1(V )

∩ Ak+1(V )) mod 2;

• χ(An(V )) = #C(z|Σn−1(V )
∩ An(V )).

Portanto,

χ(M) +
n∑
k=1

χ(Ak(V )) = 2#C(z|Σ1(V )
∩ A1(V ))

+ 2#C(z|Σ2(V )
∩ A2(V )) + . . .

+ 2#C(z|Σn−1(V )
∩ An−1(V ))

+ 2#C(z|Σn−1(V )
∩ An(V )) mod 2

= 0 mod 2.

�

5.3 Considerações �nais

Na primeira parte deste trabalho, vimos que o Teorema 3.1.2 de N. Du-
tertre e T. Fukui melhora o resultado 2.1.1 de T. Fukuda, exibindo não mais
uma congruência módulo 2, mas uma igualdade que relaciona a topologia de
uma variedade diferenciável M à topologia dos conjuntos singulares A+

k (f) e
A−k (f) de uma aplicação de Morin f de�nida sobre M .

No Capítulo 3, exibimos uma nova prova para o Teorema 3.1.2 que utiliza
os lemas de T. Fukuda apresentados no Capítulo 2 e, em especial, a teoria de
Morse para variedades com bordo. Deste modo, parece adequado aplicarmos
novamente o Teorema de Poincaré-Hopf para provarmos uma generalização
do Teorema 3.1.2 de N. Dutertre e T. Fukui para o contexto dos n-campos
de Morin, que melhore o Teorema 5.2.3 ao apresentar uma igualdade rela-
cionando a topologias de uma variedade diferenciável M às topologias dos
conjuntos singulares de um n-campo de Morin de�nido sobre M .

Assim, dentre os trabalhos futuros relacionados aos resultados apresenta-
dos nesta tese, nosso próximo objetivo é encontrar uma de�nição adequada
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para o que seriam os conjuntos singulares A+
k (V ) e A−k (V ) de um n-campo de

Morin V . Se com esta de�nição pudermos obter propriedades semelhantes às
propriedades das variedades A+

k (f) e A−k (f) de uma aplicação de Morin f , a
nova prova do Teorema 3.1.2 apresentada no Capítulo 3 indicará um possível
caminho para a generalização do Teorema 3.1.2 que melhore 5.2.3.
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