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Resumo

Neste trabalho, n6s abordamos alguns resultados de T. Fukuda e de N.
Dutertre e T. Fukui sobre a topologia das singularidades de Morin. Em
particular, apresentamos uma nova prova para o Teorema de Dutertre-Fukui
[2, Theorem 6.2, para o caso em que N = R" usando a Teoria de Morse
para variedades com bordo.

Baseados nas propriedades de um n-campo de vetores gradiente
(Vfi,...,Vf,) de uma aplicagdo de Morin f : M — R", com dim M > n,
na segunda parte deste trabalho, nés introduzimos o conceito de n-campos
de Morin para n-campos de vetores que nao sao necessariamente gradientes.
No6s também generalizamos o resultado de T. Fukuda [3, Theorem 1|, que
estabelece uma equivaléncia moédulo 2 entre a caracteristica de Euler de
uma variedade diferencidvel M e a caracteristica de Euler dos conjuntos
singulares de uma aplicacao de Morin definida sobre M, para o contexto dos
n-campos de Morin.

Palavras-chave: Teoria de singularidades; singularidades de Morin; te-
oria de Morse; caracteristica de Euler; n-campos de vetores.






Abstract

In this work, we revisit results of T. Fukuda and N. Dutertre and T.
Fukui on the topology of Morin maps. In particular, we give a new proof
for Dutertre-Fukui’s Theorem [2, Theorem 6.2] when N = R"™, using Morse
Theory for manifolds with boundary.

Based on the properties of a gradient n-vector field (Vfi,...,Vf,) of
a Morin map f : M — R", where dim M > n, in the second part of this
work, we introduce the concept of Morin n-vector field for n-vector fields
V = (W1,...,V,) that are not necessarily gradients. We also generalize the
result of T. Fukuda [3, Theorem 1], which establishes a module 2 equivalence
between Euler’s characteristic of a manifold M and Euler’s characteristic
of the singular sets of a Morin map defined on M, to the context of Morin
n-vector fields.

Keywords: Theory of singularities; Morin singularities; Morse theory;
Euler characteristic; n-vector fields.
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Introducdo

Como observado por N. Dutertre e T. Fukui em [2], um assunto bastante
estudado em Teoria de Singularidades é a relacao existente entre a topologia
de uma variedade diferenciavel M e o conjunto critico de aplicacoes definidas
sobre M. Um bom exemplo deste fato é a Teoria de Morse que exibe a
caracteristica de Euler de uma variedade compacta M, x(M), em termos dos
indices de Morse, A(p;), dos pontos criticos p;, i = 1,...,n, de uma fungao
de Morse f: M — R:

i=1

Por volta de 1955, R. Thom provou em [16] que a caracteristica de Euler
X (M) de uma variedade diferenciavel compacta M, de dimensao no minimo 2,
tem a mesma paridade que o ntimero de cuspides de uma aplicagao genérica
f: M — R%
X(M)=#K(f) mod 2.

Em [8], H. I. Levine melhorou este resultado apresentando uma igualdade
que relaciona x (M) ao conjunto critico de f. Mais tarde, em [3], T. Fukuda
generalizou o resultado de R. Thom para aplicagoes de Morin f : M — R"
com dim M > n. Ele provou que:

X(M) 4> x(Ax(f)) =0 mod 2, (1)

em que Ag(f) é o conjunto dos pontos x em M tais que f tem uma singu-
laridade de tipo A; em z. Além disso, se f tem apenas pontos de dobra,
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isto é, singularidades de tipo Ay, e dim(M) — n é impar, o autor forneceu
uma igualdade relacionando x (M) as caracteristicas de Euler dos conjuntos

criticos Af (f) e A7 (f) de f:

X(M) = x(A{ (f) = x(A; (f))- (2)

O. Saeki ([13]) e I. Nakai (]12]) estenderam as férmulas de T. Fukuda ao
caso de uma aplicacao de Morin f : M — N, em que N é uma variedade
diferenciavel e dim M > dim N. Trabalhos de Y. Yomdin ([18|) e I. Nakai
(|L11], [12]) mostraram que o céalculo integral atribuido a O. Viro ([17]) ¢é
util para encontrar relacoes como aquelas estabelecidas por T. Fukuda no
contexto das aplicacoes estaveis.

Recentemente, N. Dutertre e T. Fukui investigaram em [2| como o calculo
integral de Viro se aplica em situagoes mais abrangentes. Ao introduzirem
a nocao de trivialidade local no infinito para aplicacoes suaves e trabalha-
rem com aplicacoes estaveis, os autores estabeleceram varias relagoes entre a
caracteristica de Euler com suporte fechado de M e N e os conjuntos singu-
lares de f. Aplicando estas relacoes ao contexto das aplicacoes de Morin, N.
Dutertre e T. Fukui utilizaram as relagoes existentes entre a caracteristica de
Euler com suporte fechado e a caracteristica de Euler topologica e puderam,
assim, recuperar e melhorar varios destes resultados de T. Fukuda, I. Nakai
e O. Saeki, dentre outros.

Em particular, no Teorema 6.2 em |2, pag.188|, os autores mostraram
uma igualdade que recupera e generaliza as relagoes (1) e (2) de T. Fukuda
(I3]). A formula obtida relaciona a caracteristica de Euler de uma variedade
compacta M com as caracteristicas de Euler dos conjuntos singulares de uma
aplicacao de Morin definida sobre M:

Teorema 0.0.1. [2, Teorema 6.2/ Seja f : M — N uma aplicagcio de Morin.
Suponha M compacta, N conexa e dim M — dim N impar. Entdo

(M) = 7 XA — x4 ().

k: impar

Na primeira parte deste trabalho, nosso objetivo é exibir uma nova prova
para o Teorema 0.0.1, para o caso em que N = R". Inspirada no trabalho de
T. Fukuda ([3]), a nova versdo da prova ¢ baseada na utilizagdo das formas
locais das aplicagoes de Morin, da Teoria de Morse para variedades com
bordo, de uma caracterizacdo de Z. Szafraniec (|[15]) para pontos criticos
nao degenerados e da caracterizagdo dos conjuntos singulares A; (f) e A, (f)
apresentada por N. Dutertre e T. Fukui em [2].

Dessa forma, no Capitulo 1 apresentamos brevemente os principais con-
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ceitos sobre a Teoria de Morse e sobre a Teoria de Morse para variedades com
bordo que serao utilizados ao longo deste trabalho. Apresentamos ainda, al-
guns resultados de Z. Szafraniec ([15], [14]), por meio dos quais é possivel
caracterizarmos os pontos criticos ndo degenerados de aplicacoes g : R® — R
restritas a variedades M C R’

Em seguida, o estudo dos resultados de T. Fukuda no Capitulo 2 nos
ajudara a compreender a maneira como a Teoria de Morse pode ser aplicada
para uma demonstracao do Teorema 0.0.1 quando N = R”. A principal
diferenca entre os resultados de T. Fukuda e de N. Dutertre e T. Fukui é o
fato de trabalharmos, respectivamente, com as variedades sem bordo A (f)

e com AF(f) e A (f) que sdo variedades com bordo. Por isso, neste novo
contexto, a Teoria de Morse para variedades com bordo apresenta-se como
ferramenta essencial. Por fim, no Capitulo 3, concluimos a primeira parte
do nosso trabalho, apresentando a nova prova para o Teorema 0.0.1 de N.
Dutertre e T. Fukui.

Na segunda parte deste trabalho, nosso objetivo principal é definir o que
seriam as singularidades A, de Morin para o contexto dos n-campos vetoriais.
Inspirados pelas propriedades do n-campo gradiente (V fi,...,Vf,) de uma

aplicagao de Morin f = (f1,..., fu), no Capitulo 4, introduzimos o conceito
de “singularidades A, de Morin” e “n-campos vetoriais de Morin” para o caso
de um n-campo V = (V4,...,V,) que nao seja necessariamente gradiente.

Em seguida, no Capitulo 5, buscamos adaptar os métodos de T. Fukuda
(|3]) abordados no Capitulo 2 para este contexto mais geral dos n-campos de
Morin. Para isto, dado um n-campo de Morin V' = (V4,...,V,,), estudaremos
algumas propriedades de um campo vetorial genérico

z(x) = Z a;Vi(z)

e de suas restrigdes aos conjuntos singulares de X¥(V') do n-campo V. Através
destas propriedades, juntamente com o Teorema de Poincaré-Hopf, podemos
obter informacoes topologicas da variedade M sobre a qual V' esta definido
a partir das singularidades Ay (V) do n-campo de Morin. Assim, concluimos
este trabalho apresentando uma congruéncia modulo 2 analoga a formula (1)
de T. Fukuda para o caso dos n-campos de Morin.






CAPITULO 1

Preliminares

1.1 Transversalidade

Nesta secao, faremos uma breve apresentacao dos principais conceitos
sobre a teoria de transversalidade utilizada ao longo deste trabalho. Para
um estudo mais detalhado sugerimos as referéncias [4] e [5].

Definicao 1.1.1. Sejam P e Q) subvariedades de uma variedade suave N,
dizemos que P e Q) intersectam-se transversalmente em um ponto y € PN Q)
se

T,P +T,Q = T,N,

onde T, P, T,,Q) e TyN denotam os espagos tangentes a P, Q e N no ponto
y, respectivamente. Se P e () intersectam-se transversalmente em todo y €
PNQ, dizemos simplesmente que P e Q) intersectam-se transversalmente.

Observacao 1.1.1. Se P e Q sao subvariedades de N tal que PN Q = 0,
entao dizemos que P e () intersectam-se transversalmente.

Definicao 1.1.2. Seja f : M — N uma aplicacao de classe C™ e seja P
uma subvariedade de N. Dizemos que f € transversal a P, e escrevemos

f P, seo grifico de f, G(f), e M x P intersectam-se transversalmente em
M x N.

Proposicao 1.1.2. Seja f: M — N uma aplicacao de classe C*, e seja P
uma subvariedade de N. Entao, f h P se, e somente se, para todo x € M
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tal que y = f(x) € P, temos
df.(T,M) + T,P = T,N,

onde df, denota a deriwada de f no ponto x.

Observacao 1.1.3. A Proposicao 1.1.2 ¢ apresentada em muitas bibliogra-
fias como a definicao do conceito de f M P, pois de fato, é uma condicao
mais fdcil de ser verificada que a condicao apresentada na Definicao 1.1.2.
Como ambas definicoes sao equivalentes, optamos por apresentd-la como na
Definicao 1.1.2 devido a seu cardter geométrico mais intuitivo.

Teorema 1.1.4. Seja f : M — N uma aplicacao de classe C*. Se f for
transversal a uma subvariedade P C N, entdo a pré-imagem f~1(P) serd
uma subvariedade de M. Além disso, a codimensdo de f~'(P) em M serd
tqual @ codimensao de P em N e

To.f'(P) = df, (T, P),

onde y = f(x).

Note que, quando P for um unico ponto, isto é P = {p}, dizer que f é
transversal a P é equivalente a dizer que p é um valor regular da aplicacao f.
Desta forma, o conceito de transversalidade estende a nocao de valor regular
de uma funcao.

Teorema 1.1.5. A intersecao de duas subvariedades transversais P e () de
N ¢ uma subvariedade de N. Além disso,

codim(P N Q) = codim(P) + codim(Q).

Teorema 1.1.6 (Teorema de Sard). Seja f; : M; — N uma familia enume-
rdavel de aplicacoes de classe C*°. O conjunto dos valores requlares comuns a
todas as aplicacoes f; € denso em N.

Note que, no caso de uma tnica aplicacao f : M — N, o Teorema de
Sard diz que o conjunto dos valores regulares de f é denso em N. Isto é,
quase todo ponto y € N ¢ valor regular de f.

1.2 Teoria de Morse

Nesta secao, relembraremos os principais conceitos sobre a Teoria de
Morse utilizados neste trabalho. Como referéncia, sugerimos o livro [9].
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Seja M uma variedade m-dimensional de classe C*° e f: M — R uma
aplicacao C.

Definicao 1.2.1. Um ponto p € M ¢ um ponto critico da aplicacao [ se a
derivada de f no ponto p, df, : T,M — R, for nula. Isto é, df.(v) =0, para
todo v € T,M. Um ponto critico p € nao degenerado, se a matriz Hessiana
de f em p for nao singular, isto €, se

92
det Hess(1)p) = det | 57 ) | #o.
onde (x1,...,xy) € um sistema de coordenadas locais em torno do ponto p.

Pontos criticos nao degenerados sao chamados de pontos criticos de Morse
de f.

Definicao 1.2.2. A matriz Hessiana define uma aplicacao bilinear H no
espago tangente T,M. O indice desta aplicagao € definido como sendo a
dimensao do maior subespaco V' de T, M no qual H é definida negativa. Este
indice € chamado indice de Morse de f no ponto p.

Definicao 1.2.3. Dizemos que uma aplicacdo f é uma funcao de Morse se
todas os seus pontos criticos sao nao degenerados, isto €, se todos 0s pontos
criticos forem pontos de Morse.

O lema a seguir, conhecido como Lema de Morse, mostra que o compor-
tamento de f em um ponto critico nao degenerado p pode ser completamente
descrito pelo indice de Morse de f em p.

Lema 1.2.1 (Lema de Morse). Seja p um ponto critico nao degenerado da
aplicagao f. Entao, existe um sistema de coordenadas locais x = (21, ..., Ty)
em uma vizinhanca U de p em M tal que, z(p) = (0,...,0) e

fl@)=fp)—ai— ... —ay+ a3y +...2p,
para todo x = (x1,...,T,) € U, em que X é o indice de Morse de f em p.
Corolario 1.2.1. Nas hipdteses do lema anterior, seja (Y1, ..., Ym) um Sis-

tema de coordenadas na vizinhanca de p, entao

0% f B A
sqn (det o) K,»,jgm) SRS

onde sgn denota o sinal do determinante considerado.
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Corolario 1.2.2. Pontos criticos de Morse sao pontos criticos isolados.

Corolario 1.2.3. Se M ¢ compacta e f : M — R é Morse, entao f tem um
numero finito de pontos criticos.

Teorema 1.2.4. Sejam M uma variedade compacta de classe C* e f : M —
R uma funcdao de Morse com pontos criticos p1,...,p, e respectivos indices
de Morse X(p1),...,X(pn), entao

i=1
em que x(A) representa a caracteristica de Euler de um espago topoldgico A.

Corolario 1.2.5. Sob as mesmas hipdteses do teorema anterior, temos

X(M) = #C1(f) = #C-(f),

em que #C(f) denota o nimero de pontos criticos de f com indice de Morse
par e #C_(f) denota o nimero de pontos criticos de f com indice de Morse
impar. Temos ainda,

X(M) =#C(f) mod 2,

onde C(f) denota o conjunto dos pontos criticos de f.

1.3 Caracterizacgao de Z. Szafraniec

Apresentaremos aqui alguns resultados de Z. Szafraniec, por meio dos
quais é possivel caracterizarmos os pontos criticos nao degenerados de
aplicacdes g : R® — R restritas a variedades M C R’. As principais
referéncias para este assunto sao [15] e [14].

Os seguintes resultados sao referentes ao trabalho [15, p.149-150] de Z.
Szafraniec, onde se pode encontrar as demonstracoes aqui omitidas.

Seja M C R’ uma variedade m-dimensional tal que, localmente,
M ={z e RY fi(z) = ... = fu(z) = 0},

emquek=/0—meF = (f,...,f): Rl - R*éuma aplicacio suave com
rank(V fi(z),...,Vfe(x)) = k, para todo z = (xq,...,2) € F71(0). Em
que V f;(x) é o gradiente da funcdo coordenada f; no ponto x.



1.3. CARACTERIZACAO DE Z. SZAFRANIEC 9

Sejam ¢ : R® — R uma aplicagdo de classe C™ e g|y : M — R a restricao
desta aplicacao a variedade M. Suponha que p € M ¢é tal que

o fi,---, fx)

O(x1,...,Tx) (p) #0.

entao, pelo Teorema da Funcao Implicita, podemos considerar xp,q, ...,y
coordenadas locais de M em uma vizinhanca de p. Deste modo, temos:

Lema 1.3.1. [15, p.149-150] O ponto p é um ponto critico da restri¢ao gl
se, e somente se,

_ Ifis--s frs 9)

O(xq, ..., T, ;)

m;(p) (p)=0,i=k+1,... ¢

Lema 1.3.2. [15, p.149-150] O ponto p é um ponto critico nao degenerado
da restricao g|y se, e somente se, mi(p) =0, i=k+1,...,0 e

h(p) _ 8(f1,...,fk,mk+1,...,mg) (p) 7& 0

O(x1, . Ty Tpy 1y - -+, Ty)

Os proximos resultados podem ser encontrados em [14, p.195-196].

Considere F' = (fi,...,fx) : R® — R¥ e G : R® — R aplicagoes de
classe C2. Suponha que exista um ponto p € R’ tal que F(p) = 0 e
rank(V f1(p), ..., Vfi(p)) = k. Pelo Teorema da Fungao Implicita, a pré-
imagem M = F~'(0) é uma variedade de dimensio m = £ — k em uma
vizinhanca de p.

Lema 1.3.3. [7, p.86/[14, p.195] A restrigio G|y tem um ponto critico em
p se, e somente se, existe X = (A, ..., \y) € R tal que

k
VG(p) + > NV filp) = 0.

O ponto \ € unicamente determinado.

Seja H : R x R¥ — R’ x R*¥ uma aplicacao de classe C' dada por

H(z,\) = (VG(x) + Z AV fi(), F@:)) .

O Lema 1.3.3 implica que:
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Corolario 1.3.1. [14, p.196] A restricio G|y tem um ponto critico em p
se, e somente se, eiste A= (A1,..., M) € R* (unicamente determinado) tal
que H(p, ) = 0.

Lema 1.3.4. [14, p.196] Suponha que G|y tem um ponto critico em p.
Seja A € R* como no Coroldrio 1.3.1. Entdo, a restricio G|y tem um
ponto critico ndo degenerado em p se, e somente se, det[dH (p,\)] # 0,
onde [dH(p,\)] denota a matriz jacobiana da aplicacio H com respeito a
(z1,...,20,A1,. .., ), no ponto (p, ). Além disso, se det[dH (p,\)] # 0,
entao

sgn(detldH (p, V) = (—1)***,

em que s € o indice de Morse de G|y em p.

1.4 Teoria de Morse para variedades com bordo
Nesta secao utilizamos [6, Secao 3] e [1, p.6].

Considere (M, 0M) uma variedade m-dimensional, compacta, com bordo,
de classe C*°. Seja f : M — R uma aplicagao C*°, denotaremos por Jf a
restricao de f ao bordo f|an; e por f© a restricao de fa M\ OM, flaom-

Definicao 1.4.1. O conjunto dos pontos criticos de f € formado pelos pontos
criticos de f° e pelos pontos criticos de Of.

Seja g € OM um ponto critico de df, podemos considerar uma vizinhanca
aberta U de ¢ em M de maneira que:

(i) Sejam (xy,...,x,) coordenadas em R™. Existe uma carta h: U — B_,
em que B = {z € R™| Y 27 < &;2,, < 0}, tal que h(g) = 0;

(ii) A fungdo foh™' é de classe C™ sobre B e podemos estendé-la a uma
funcio f definida sobre toda a bola B2 = {z € R™| > 27 < e}.

Definigao 1.4.2. Dizemos que q € OM € um ponto critico correto de f se
q € um ponto critico de Of e 0 ndo é um ponto critico de f Uma aplicacao
f M — R ¢ uma funcdio correta, se todos os pontos criticos de Of sao
pontos criticos corretos de f.

Observagao 1.4.1. Esta definigio nao depende da escolha da carta h e da
extensio f de foh” ! pozs tomando uma outra extensio f; de foh™!, as
derivadas de f e f; em 0 sio iguais.



1.4. TEORIA DE MORSE PARA VARIEDADES COM BORDO 11

O espaco tangente a B em 0 corresponde a todo R™ e o nicleo da
derivada df(ﬁ) é o hiperplano dado por x,, = 0. Este hiperplano divide R™
em dois semi-espacos abertos nos quais d f (6) nao se anula e assume sinais
opostos. Deste modo, podemos olhar os pontos criticos corretos de f como
os pontos criticos ¢ de df para os quais a derivada df, se anula no espaco
tangente ao bordo de M em ¢, T,(0M), mas nao se anula em todo o espago
tangente & variedade M, T, M.

Definicao 1.4.3. Se q é um ponto critico correto de f, entao:

e Se o sinal de df(@) no semi-espaco definido por x,, > 0 é negativo,
dizemos que q € um ponto critico de f com gradiente “entrando” em M
(ou “apontando para dentro” de M );
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e Se o sinal de df(@) no semi-espaco definido por x,, > 0 é positivo,
dizemos que q € um ponto critico de f com gradiente “saindo” de M
(ou “apontando para fora” de M ).

Observacao 1.4.2. Sejam M C Rf e f : M — R uma aplicacio C>,
neste trabalho, ao considerarmos o gradiente de f em p € M estaremos
considerando na verdade a proje¢io ortogonal de V f(p) sobre T,M.

Definicao 1.4.4. Dizemos que ¢ € OM ¢é um ponto critico correto nao de-
generado de f, se q é um ponto critico correto de f e um ponto critico nao
degenerado de Of. Uma aplicacao f: M — R de classe C* € uma funcao
correta de Morse se f° admite apenas pontos criticos nao degenerados e se
f admite apenas pontos criticos corretos nao degenerados.

Proposicao 1.4.3. Para toda variedade M compacta, com bordo, de classe
C®, as fun¢oes corretas de Morse formam um aberto denso de C*°(M,R).

Teorema 1.4.4. Seja M uma variedade m-dimensional, compacta, com
bordo, de classe C* e seja f : M — R uma funcao correta de Morse. Se
Diy---,Pn $GO 0S pontos criticos de f° e Ai,..., A\, seus respectivos indices
de Morse e qi, . . .,q, $Go 0s pontos criticos corretos de f com iy, ..., |, Seus
respectivos indices de Morse. Entao,

XM =D (=) + > (=1

q; | Vf(q;) estd

entrando em M



CAPITULO 2

Sobre a Topologia das Singularidades de Morin:
Resultados de Takuo Fukuda

A principal referéncia para este capitulo ¢ o trabalho |3] de T. Fukuda.

2.1 Definicoes e resultados

Ao longo deste capitulo, vamos considerar M uma variedade compacta
de classe C*° e dimensao m e f : M — R" uma aplicacao C'* tal que m > n.

Definicao 2.1.1. Um ponto p € M ¢é um ponto singular de Morin de tipo
Ak, 1 < k <mn, da aplicacdo [ se existirem coordenadas locais (x1,...,Ty)
centradas em p e (y1,...,Yn) centradas em f(p) tais que f tem a forma:

yiof=m,i<n—1;
k+1 = k—i 2 2 2 2 (2'1)
—1
ynof:a:n+ +inxn +xp1 Tl T T — s T T
i=1

Notagao. Denotaremos por Ag(f) o conjunto dos pontos singulares de f de
tipo Ay, e por Ax(f) o fecho topoldgico de A(f).

Definicao 2.1.2. Dizemos que f : M — R™ é uma aplicacao de Morin se f
admitir apenas pontos singulares de Morin, isto é, singularidades de tipo Ay.

A seguir, apresentaremos dois importantes resultados de T. Fukuda (|3])
sobre a topologia das singularidades de Morin. No primeiro teorema, o autor

13
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exibe uma congruéncia modulo dois que relaciona a caracteristica de Euler
de uma variedade compacta M as caracteristicas de Euler dos conjuntos
singulares de uma aplicagao de Morin C'*° definida sobre M:

Teorema 2.1.1. /3, Teorema 1] Seja M uma variedade compacta. Se f :
M — R"™ for uma aplicacao de Morin, entdo

V(M) = 3" X)) mod 2.

No segundo teorema, T. Fukuda mostra que se a aplicagcao de Morin
considerada f : M — R"™ admitir apenas pontos singulares de tipo A;, entao
é possivel melhorar seu resultado anterior, fornecendo nao mais uma con-
gruéncia modulo dois, mas uma igualdade. Nesta igualdade, a caracteristica
de Euler da variedade compacta M é dada em termos das caracteristicas
de Euler dos conjuntos singulares AT (f) e A7 (f) de f que definiremos abaixo.

Pontos singulares de tipo A; sao chamados pontos singulares de dobra.
Seja p um ponto singular de dobra da aplicagao f, entdo y,o f em (2.1) é da
forma:

YnOf =T0 4. ATy — Ty — . — T (2.2)

Agora,se m —n+1é par, entao m —n—A+1= X mod 2 e a paridade
do indice de Morse da funcao y, o f, restrita a um subespaco de coordenadas
locais (zp, ..., xn,), independe da escolha das coordenadas locais. Portanto,
0s conjuntos

Af (f)={pe M :pe A(f) com indice de Morse =0 mod 2}
AT(f)={pe M :p e Ai(f) com indice de Morse =1 mod 2}

estao bem definidos. Assim, adicionando a hipdotese m — n impar, obtemos o
resultado:

Teorema 2.1.2. [3, Teorema 2] Sejam M uma variedade compacta e f :
M — R"™ uma aplicacao de Morin que admite apenas pontos singulares de
dobra. Se m —n € impar, entao

X(M) = x (A7 (f)) = x(A7 (f))-
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2.2 Lemas para os Teoremas de T. Fukuda

Nesta secdo, apresentaremos os lemas utilizados por T. Fukuda em |[3]
para as demonstragoes dos Teoremas 2.1.1 e 2.1.2. Para isto, vamos conside-
rar, para cada a = (ay,...,a,) € R", a respectiva funcao linear L, : R — R

definida por
L,(x) = Z a;x;.
i=1

Aplicando a Teoria de Morse e algumas propriedades bem conhecidas dos
conjuntos singulares Ay (f) de uma aplicacdo de Morin f, T. Fukuda estuda
os poutos criticos das fungdes L, o f, L o fla,(s) € Lq 0 f|m e como eles
estao relacionados.

Inspirados no trabalho de T. Fukuda, provaremos os mesmos lemas apre-
sentados pelo autor, porém com algumas ferramentas distintas. Além da
Teoria de Morse, utilizaremos aqui as formas locais das singularidades de
Morin ([3], [10]) e uma caracterizacdo de Z. Szafraniec para pontos criticos
nao degenerados ([15]).

As propriedades apresentadas no proximo lema sao bem conhecidas, por
isso, omitiremos sua demonstragao.

Lema 2.2.1. Seja f : M — R" uma aplicacio de Morin. As seguintes
propriedades sao vdlidas:

1. Ak(f) e A(f) sdao subvariedades de M de dimensao n — k;
2. Ar(f) = UinpAi(f);

3. As restrigoes fla, ) : Ax(f) = R sdo imersoes;

4. Sep € Ay (f), entdo rank d(fl g 7)p : TpAk(f) = TynR" = n—k—1;

5. Se p € A (f), entio dfy(TyAr(f)) = dfo(TpArr(f)).

Em que df, : T,M — Ty N denota a derivada de uma aplicagao f : M — N
em um ponto x € M.

Notagao. Ao longo deste trabalho, denotaremos por C(f) o conjunto dos
pontos criticos de uma aplicacao f dada.

Para cada a = (ay,...,a,) € R", consideremos a aplicagao linear L, :
R"™ — R definida por

n

L,(z) = Z a;T;.

=1
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Lema 2.2.2. Seja f : M — R™ uma aplica¢ao de Morin. Para toda aplicacao
linear L, : R" — R, se p € Axi1(f), entdo p serd um ponto critico de
Lo o fla,,.cr) se, e somente se, p for um ponto critico de L, o f|m

Demonstracao. Consideremos U, C M uma vizinhanca aberta de M tal
que p € Ap1(f) NU,. Pela definicao de Ay11(f), podemos supor que exis-
tem coordenadas locais x = (z1,...,2,,) centradas em p e y = (y1,...,Yn)
centradas em f(p) tais que, na vizinhanca U, f tem a forma:

yiof =ax;,1 <n—1;

[

k
— k2 (k)i 2 2 S
Ypo [ =ay —i—E TiTy, + Xt T T T — Ty
i=1

Escrevendo v := y, o f, pela caracterizagao de Morin (|3, p. 342|), na
vizinhanga U, temos

90 , dy . o2y
Ak+1(f):{axj :O’]:17’k+1,87%:0712n+177m7W#0

Calculando as derivadas, obtemos 7 () = X2z, i =n+1,...,m. E

X
para j=1,...,k+1,
9u) k4 2)! I s -
L ) S i
oxl, (k+2—j)! — (k+1—i—j)!
oy . .
Logo, 5 () =0=a2;, =0,parai =n+1,...,m. E, para j = 1,...,k,
Z;
0~
—(z) = 0 implica
ax%( ) p
k—j .
k+2 , k+1-— -
Tht1—j = —( + )IfbH_J - Z < * , Z)xixﬁﬂ_l_j. (2.3)
j — j
Ok+1)
Por ﬁm, W(.T) =0= Tpn = 0.

Assim, de acordo com as relagoes dadas por (2.3), sobre Ax(f) NU, po-
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demos escrever as coordenadas xy,xs,..., 2, em funcao da coordenada x,.
Isto é,
_ r+1 _ .
re=cuy r=1,...k; (2.4)

em que ¢, € R denotarao as constantes obtidas por meio da expressao 2.3,
para j =1,... k.

Deste modo, na vizinhanca U, as variedades Ag(f) e Ap41(f) sdo dados
por

A ={z,—ca'™=0r=1,.. kz,p=...=2, =0

Akii(f) ={nn=...=xx=2,=2p41=... =2, =0}

e, pelo Teorema da Funcao Implicita, podemos considerar coordenadas locais
Til,- -, Ty em Ag(f) € Tgr1,..., 2,1 coordenadas locais em Ay q(f).

Pela caracterizacao de Z. Szafraniec ([15]), p ¢ um ponto critico de L, o
f1a 7 se. e somente se

8(F1,...,Fk,HnH,...,Hm,Laof)

O(T1, oy Ty Tt 1y« + y Ty Ts)

ms(p) = (p) =0, (2.6)

para s = k+1,...,n. Analogamente, p é um ponto critico de L, o f|4, ()
se, e somente se

O(Hy,...,Hy,Hy,Hyi1, ..., Hyyy Ly o f)

a(‘rb ey Ty Ty Tt 1,y - - - 7xm7xs)

m5<p) =

(p) =0, (2.7)

para s =k +1,...,n— 1. Em que, as funcoes F,.(z) e H,(x) sdo dadas por

_ r+1 _
F(x)=z,—cua, ", r=1 ..k

H(x)=xz, r=1,...k,;n,...,m.

Mas note que, pelas formas locais de A(f) e Axi1(f) em 2.5, a equagdo
2.6 é equivalente a

9 (Lao f)

oz, (p)=0, s=k+1,...,n

e a equagao 2.7 é equivalente a

9 (Lqo f)

B (p)=0, s=k+1,....,n—1.
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Assim,
I(Lgo f
peClLoo fzg) o 222Dy 0 r—ks1n
Lr (2.8)
I(Lao f)
pEClLyo flan) & Zo D)0 r=ks1 a1
Denotaremos por ¢ = (11, ..., 1,) a aplicagao inversa ao difeomorfismo y,
isto &, ==y~ epor g =(g1,...,9,) acomposi¢ao yo fox~!. Desse modo,
as fungdes coordenadas de g sdo dadas por g;(z) =yjo f(z),j=1,...,n,e

a aplicacao L, o f(x) pode ser escrita como

n n

Lqo f(z) = Zaifi(x) = Zai(wi o g)(x).

i=1 =1

Assim, parar =k + 1,...,n, temos
OLaof), | ~~. [~ dg;
o) =2 (Z 5, GG @) )

Em particular, sobre Ax(f), g(z) = (g1(x), ..., gn(x)) tem suas fungdes
coordenadas dadas por

ijzl—‘rl? j_ 17 7k7
g](x): Zj, j:k+17 7n_1a
i j = m;

em que ¢, € R ¢ a constante obtida substituindo-se 2.4 na expressao de
gn(l') =YnO f(x) LOgO;

dg; .
8%(61) =0, j=1,...,n, Yqg € A (f) NU,.

Portanto,
O(Lyo f)

L) =0, (2.9)

Assim, pelas equacoes 2.8 e 2.9, concluimos que p é ponto critico de
L,o f|m se, e somente se, p é ponto critico de Ly o f|a,,,(p)-
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Lema 2.2.3. Sejam U C R™ um aberto e H : U xR\ {0} — R™ a aplicagio
C> definida por H(x,a) = (hy(z,a),.. ., hwn(z,a)). Se o conjunto H(0) ¢é
tal que

rank{Vhy(z,a),...,Vhy,(z,a)} =m

para (z,a) € H(0), entio para quase todo a € R\ {0} teremos

rank{V. hi(x,a),...,Vihy,(z,a)} = m.

Demonstracao. Se H(x,a) = (hi(z,a),...,hy(x,a)) é uma aplicagdo C'™
tal que rank{Vhy(x,a),...,Vhy,(x,a)} = m para todo (z,a) € H'(0),
entao H~!(0) é uma variedade n-dimensional.

Considere 7 : H'(0) — R"\ {0} a projecdo 7(x,a) = a e a € R*\ {0}
um valor regular de 7, de modo que a derivada de 7 em (x,a)

di(z,a) . TeaH '(0) — R”
(U, A) — A

tem posto maximo para todo (z,a) € 7 '(a). Note que, di(z,a) =
Mgy -1 M0 AU 7 R™ x R™ — R™ é a projecao 7(U, A) = A. Como
dim’Im(dﬁ(x,d)) = rank(dw(z,a)) = n, entdo dimker(dm(x,a)) = 0, logo
ker( ) ={0}. E como ker(m) = R™ x {0}, temos

7T|T(x7®H_1(6)

(Rm X {6}) N T(x@)H_l((_))) = {6} = (Rm X {6})L S5 ZZ—’(I,&)I‘I_I((_)')L = {6}L,
de modo que ({0} x R")@® < Vhy(x,d), ..., Vhn(z,a) >=R™". Em parti-
cular,

< Vhi(z,a),...,Vhn(z,a),e,..., e, >=R""

em que ¢; = (0,...,0,1,0,...,0) & o vetor que é igual a 1 na (m + i)-ésima
coordenada e zero nas outras. Assim,

i Vhl(a:,d) T

Vhp(x,a)

€1

rank =m-+n,
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isto é, a matriz

B 8h1 ~ 8h1 ~ . 8h1 - 8h1 o]
8_1;1(x’a> M(x,a) : 8_a1<x’a) a—an(%a)
Ohp , Ohy, Ohp, , Ohp, ,
a—xl(%a) %(%a) 8_a1($’a) aan(%a)

Onxm [dn><n

tem posto maximo. Portanto,

ohy, ohy -
8—1,1(967(1) m(%a)
det : : #0,
Ohm . Ohm . .
8_271(x’ a) %(% a)
isto &, rank{V, hi(x,a), ..., Vihn,(z,a)} = m. |

Lema 2.2.4. Seja f : M — R" uma aplicacao de Morin. Para quase todo
a=(a1,...,a,) € R"\ {0}, as aplicagcoes L, o f|a,(p) sdo fungdes de Morse,
k=1,...,n.

Demonstragao. Sejam p um ponto critico de L, o f|a, ) e U, C M uma
vizinhanca aberta de M com p € U,. Pelas formas locais das singularidades
de Morin, podemos considerar coordenadas locais x = (x1, ..., z,,) centradas
empey=(Y,...,Yn) centradas em f(p) de modo que, sobre U, f tem a
forma

yiof=z,i<n-—1
k1
2

— k+1 k=i 2 2 2
yno f =x, —&—E Tk A+ Tpaqg Tt T ] T Ty T Ty
i=1

Denotando 7 := y, o f, pela caracterizagdo de Morin (|3, p. 342|), sobre
a vizinhanga U, podemos escrever

Oy ‘ oy . QU1
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0
Calculando as derivadas, obtemos 7 () = £2x;, parai=n+1,...,m. E

L
8(1)7 (k' +1 k‘-‘rl—j + Z l,k—i—j ] -1 k
am% (k+1_]‘n _Z_]'z ) g oo ey lu.
y 0~y
Logo, axz(a:) =0=uz,=0,i=n+1,...,m. E on (x) = 0 implica:

k—j—1 .
kE+1 . k— .
Tp_j = _< j )ﬁ;ﬂ“ — § < , Z)xixﬁ_J_’, j=1,....,k—1 (2.10)

i=1 J
Oy
e —(r)=0==x, =0.
—_
Deste modo, aplicando 2.10 para j = 1,...,k — 1, sobre A,(f) NU,
podemos escrever as coordenadas xq, ..., xi_1 em funcao de x,. Isto é,
r,=cattt or=1,... k-1,

em que ¢, € R denotarao as constantes obtidas por meio da expressao 2.10.
Além disso, observando que z,, = 0, sobre U, obtemos

A(f)={z1=... =21 =2p=Tpy1 = ... = Tp, = 0}

Pelo Teorema da Funcao Implicita, sobre a vizinhanca U,, podemos con-
siderar xy, ..., x,_1 coordenadas locais em Ag(f). Portanto, pela caracte-
rizacdo de Z. Szafraniec ([15]), x serd um ponto critico de L, o f|4,(s) na
vizinhanca U, se, e somente se,

O(Lao f)

5 (x)=0, r=k,...,n—1.
z,

Com a mesma, notagao utilizada na demonstracao do Lema 2.2.2, es-

creveremos L, o f(x) = ZaZfZ( ) = Zaz(% og)(x), de forma que, para

=1 =1
r=k,...,n—1, temos

Y (Z s <w>)-
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suas funcoes coordenadas ¢;(z) = y; o f(z), j =1,...,n, dadas por

0, 7=1,....k—1,n;

g9j(x) = ,
zj, j=k,...,n—1
Logo, para j=1,...,ner==%k,...,n— 1, temos
agj ]-7 T:j
8_Q): . Vg € A(f) Ny
o 0, r#j

Portanto, para todo ¢ € Ag(f) NU,,

"0y,

8([(;1:;: f) (Q) _ Z a a@bz

=1

(9(q), r=Fk,...,n—1.

Seja F' : U, xR™\ {0} — R™ a aplicacio F(z,a) = (Fi(z,a),..., Fn(z,a))
definida por

T, r=1,....k—1,n,...,m;

d(Lgo f)
ox,

F.(z,a):=
(), r=k,...,n—1.

=,

A matriz Jacobiana de F' em um ponto (z,a) € F~(0) é dada por

Idg—y) O (1) x (m—k+1) O(—1)xn
: 87/)1 877/}”
xF ’ Y
V. Fi(z.0) S hgle) G gla)
. (2.11)
81/11 8¢n
E,_ .
v;r n 1(x,a) 3yn_1( ayn—l (g(l‘))
O(mfnJrl) x(n—1) ]d(mfnJrl) O(mfn+1)><n

em que V, denota o gradiente com respeito a © = (z1,...,Zy).
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81/}1 awn
5.
correspondem a colunas da matriz Jacobiana do difeomorfismo ¢ no ponto

g(z):

Note que os vetores ( (g(x))), parar==k,...,n—1,

R 0)
)o@ =| i
O )

Logo, a matriz 2.11 tem posto méaximo e F~'(0) C U, x R™\ {0} ¢ uma
subvariedade de dimensao n.

Seja 7 : F~1(0) — R"\ {0} a projecio 7(z,a) = a. Pelo Teorema de Sard,
para quase todo a € R\ {0}, 7~!(a)NF~1(0) é uma variedade 0-dimensional
dada por

—,

7 a) NV F0) = {(2,a) €Uy x {a} |2 € O(Lu o flayn)}-

Além disso, como a matriz 2.11 tem posto maximo, pelo Lema 2.2.3, para
quase todo a € R" \ {0}

Idg—1y — O@-1)x(m—k+1)

V:L"Fk(x7 CL)
rank : =m.

van—l(I> CL)

Om-nityx(n-1)  Id@m—ni1)

Portanto, pela caracterizacao de Z. Szafraniec para pontos criticos nao
degenerados ([15]), para quase todo a € R™\ {0}, 7!(a) intercepta F~*(0)
transversalmente e os pontos criticos de L, o f|4, (), sa0 nao degenerados.

Por fim, como Ay(f) é uma subvariedade de M, podemos cobri-la com
uma quantia enumerével de vizinhancas U, de forma que, para quase todo
a € R"\ {6}, o resultado é vélido sobre toda variedade Ag(f), isto é L, o f
é uma funcao de Morse. [ |
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Lema 2.2.5. Sejam f: M — R"™ uma aplicagao de Morin. Para quase toda
aplicagcao linear L, : R™ — R, as sequintes propriedades sao vdlidas:

1. C(La0f|m)mAk+2(f) :(Z), ]{3:0,...,71—2,’

2. Sejap € Appa(f), p € um ponto critico nao degenerado de Lqo fla,, (s
se, e somente se, p € um ponto critico nao degenerado de L, o f|7Ak(f);

3. Os pontos de A, (f) s@o todos pontos criticos nao degenerados da fungao
Lyo f|An_1(f)'

Demonstracao.

1. Seja p € Agia(f), entdo existem U, C M uma vizinhanca aberta de M
comp € U, el € {2,...,n —k} tal que p € Apie(f) NU,. Pelas formas
locais das singularidades de Morin, podemos considerar coordenadas locais
xr = (x1,...,2,) centradas em p e y = (y1,...,yn) centradas em f(p), de
maneira que, sobre U, f tem a forma

yiof=z,i<n—1

(k+0)—1
k+0)+1 k) —i 2 2 2 2
ynof:xgl AR E $i$$l+)Z+xn+1+...+$n+/\71—:L‘nJr)\—...—l'm.
i=1

Escrevendo v := y, o f, pela caracterizacdo de Morin (|3, p. 342|), sobre
a vizinhanga U, podemos escrever

o) o
A f) :{ 7:Qj:L“wh—1:Qi:n+L“wm};

oxl, " Ox;
o) o
Apo(f) = { axjv:O,jzl,...,k—i—ﬁ;a—;:O,z’:n—l—l,...,m;

Ue++1)

g
T 0}

Calculando as derivadas, obtemos 7 () = £2x;, para it =n+1,...,m.

T
Paraj=1,....k+{—1,
, k+0—j .
oxl, (k+0+1—4)1"" (k+0—i—j )

i=1



2.2. LEMAS PARA OS TEOREMAS DE T. FUKUDA 25

e para j =k + /,

a(k—&—f),y
0y _ .
Logo, 5 (x)=0=2,=0,i=n+1,...,m. Eparaj=1,....k+{—1,
Ty
0~
—(z) = 0 implica
on (z) p
k+l—j—1 .
k+0+1 . k40— -
Tty = _( + + )xﬁﬁ-f-i-l—j o Z ( + ‘ Z> fL‘ifE,’i—i_Z—Z—j' (212)
j — j
Hk+D)
Por fim, ——(z) = 0 = x, = 0. Aplicando as rela¢oes dadas em 2.12 para
Dk
j=1,...,k, sobre Ay(f) NU, podemos escrever xy, ..., Tsrp—1 em fungio de
x1,...,2To_1 e de x,. Isto é,
-1
r, = c ot — Z Goway s or=40... 0+k—1. (2.13)
i=1

Em que ¢, ¢f,, € R denotardo as constantes obtidas por meio da expressio

2.12, para j = 1,...,k. Deste modo, em U, os conjuntos Ay,(f) e Ai(f)
sao dados por

Apo(f) = {21= .. . =Tppp1 = Tp = Tpp1 = ... = Ty = 0} ;
-1
A(f) = {xr—c;xyljch;nxm;z':o’r:g,_'_,uk_l;
=1
xn-{—l:---:zm:O}.

Pelo Teorema da Func¢ao Implicita, sobre a vizinhanca U, podemos consi-
derar z1, ..., 21, %¢sk, - .., T, coordenadas locais em Ag(f), e Toigy .-\ Tn1
coordenadas locais em Ay,(f). Portanto, pela caracterizagao de Z. Szafra-
niec ([15]), = serd um ponto critico de L, o f|z 7 na vizinhanca U, se, e
somente se,

Com a mesma notacao utilizada na demonstracao do Lema 2.2.2, escre-
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veremos a aplicacao L, o f(z) como

n n

Loo f(z) =) aifi(z) =Y ai(yi 0 g)(x)

i=1 =1

de forma que, parar=1,... ./ —1,{+ k,...,n, temos
(Lq o f) - —~ 0 09
——7§;:——($)-—-;E;Ch ;E; 6yj(g(x))8xr(x) :
Em particular, sobre Ay(f) NU,, a aplicagdo g(z) = (¢1(x), ..., gn(x)) tem
suas fungoes coordenadas g;(z) =y, o f(z), 7 =1,...,n, dadas por
(
zj, j=1, . =104k ... n—1;
-1
ol pitt — cznm,x{l_z, j=4l,....0+k—1;
(@) = 2.
-1
Cnx%kw)ﬂ + Z Ci’nxixék—i-é)—i, ji=n.
\ i=1

em que c,, ¢;, € R sao constantes obtidas substituindo-se 2.13 na expres-
sao de y, o f(x).

Assim, para j=1,...,ner=1,... L—1,0(+k,...,n— 1, temos

a 1 ]-7 r :j
(@) = Vg € Aeal ) N,
o 0, r#J
OGn
e 8g (q) =0, Yq € Ar+e(f) NU,. De forma que, para todo q € Agie(f) NU,,

W l) () =3 0 2 g(q))

ox, — Y,
Lq
parar:1,...,6—1,€+k,...,n—1e%(q)zo.

Consideremos a aplicagio F : U, x R™\ {0} — R™~1 definida por

F:(Fla-"7Fk+fflaFn7"'7FmaH1a'"7H5717Hf+k7"'7Hn—1)7
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‘ I(Lao f)

com Fi(z,a) =z;,i=1,....k+0—1,n,....,me H.(z,a) = a—(x),
Ly

r=1,....0—10+Fk,...,n—1. A matriz Jacobiana de F' no ponto (p,a) é
dada por

Id o1 O (k1) x (man—k—0+41)
O(mfn+1)><(n71) Id(mfn%»l) O(mfn+1)><n
. oY oYy,
V. Hi(p,a) S ) e S e)
W N
(2.14)
awl 57%
V.H,_1(p, .
1P o) OYe—1 OYe—1
8% awn
V.H, , ...
Hk(p ) Yotk g(p)) OYoik g
o1 M
:DHn— ) e
_ Vo, 1(p,a) Do (9(p)) 8yn_1(g(p)> |

em que O;; representa uma submatriz nula de ordem ¢ x j e V, o gradiente
com respeito a r = (1, ..., Ty).

oYy oYy,
oy, (g(p));-- -, 0, (g(p))) correspondem a colunas

da matriz Jacobiana do difeomorfismo ¥ no ponto g(p):

Note que os vetores (

Z—ﬁw» g—ﬁ@(p))
e = |
300D - G0

Desta forma, como Jac(t)) é ndo singular em g(p), os vetores coluna desta ma-
triz sao linearmente independentes. Logo, a matriz 2.14 tem posto maximo
para todo a € R" \ {0} e podemos supor sem perda de generalidade que a
aplicacdo F' é uma submersio em todo dominio U, x R™\ {0}. Em particular,
F~1(0) é uma subvariedade de U, x R™\ {0} de dimension — £+ 1 < n.
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-,

Seja 7 : F~1(0) — R"\ {0} a projecdo m(z,a) = a. Pelo Teorema de
Sard,
7 (a) N F~H0) = 0,

para quase todo a € R™\ {0}. Mas,
w4 a) NFH0) = {(z,0) € Uy x {a}|z € C(La o flyg) N Arse(f)}-

Isto é, C(Ly 0 f|m) N Ak (f) NU, = 0, para quase todo a € R™.

Como a variedade Ay (f) é compacta, podemos cobri-la com um niimero

finito de vizinhangas U,. Portanto, C'(L, o fl777) N Arr2(f) = 0, para quase
todo a € R™ \ {0}.

S

. Sejap € Agr1(f). Retomando a demonstra¢ao do Lema 2.2.2; consideremos
U, C M uma vizinhanca aberta de M tal que p € Agi1(f) NU,. Sabemos
entdo que existem coordenadas locais © = (z1,...,x,,) centradas em p e
y = (y1,...,yn) centradas em f(p) tais que, sobre U,, f tem a forma:

yiof =1 <n—1;

[

k
L kt2 (kD) =i 2 2 2
yno f=x, +§ T, SRS S S G e S
i=1

Vimos também que, nesta mesma vizinhanca, podemos considerar coordena-
das locais @1, ...,2, em Ag(f) € Txi1,. ., Tp1 em Agyq(f), uma vez que
em U, estas variedades sao dadas por

A = Z,Ur,._crx;—i_l:077‘:17,‘_’/{;;1‘” ::xmzo ’

@ =1 . B
Apa(f) ={mn=...=xx =z, =2ps1=... =2, =0}.

Sejam F.(z) = x,—c,a’t r=1,.. ke H.(x) =z, v =1,...k,n,...,m.

Pela caracterizacao de Z. Szafraniec para pontos criticos nao degenerados
([15]), p € um ponto critico nao degenerado de L, o |77 se, e somente se

a(Fl,...,Fk,Hn+1,...,Hm,LaOf>

a(xla"‘7xkaxn+17"'7xm7xs)

(p) =0,

ms(p) =

paras=k+1,...,ne

O(F, ..  FoHyoroo . Hyy s,
m(p) = L0 Flo Hun Miits o) oy 20 (2.16)

O(T1y -y Thy Tt dy -+ o s Tiny Thitdy -+ - 5 Tiy)
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Analogamente, p é um ponto critico de L, o f|a,,,(s) se, e somente se,

0(Hy,...,Hy,Hy,Hyiq,y ..., Hyyy Ly o f)

ms(p) =
() O (T, Thy Ty Tyt 1y -+ + y Tomy Ts)

(p) =0,

paras=k+1,....n—1e
o a(Fh’"aFk‘an7Hn+17'"7Hm7mk+17"'7mn—1)

(p) = O(T1, oy Thy Ty Tyt s+ - oy Topy Tt 1y - -+ T 1)

Mas, vimos na demonstracao do Lema 2.2.2 que

L
’[’)’I,s(]j):O<:)>M(I)):O7 S:]{j—{—]_j.”’n
0x,
assim como
L
ms(P):0<:>M(p):0, s=k+1,....,n—1.

ox,
Deste modo, m(p) # 0 se, e somente se, a matriz
[a@wLaof) }
al’ral’s k+1<r,s<n
é ndo singular. Analogamente, m(p) # 0 se, e somente se, a matriz
[ 0?2 (LCLOf)< ) }
axrax& k+1<r,s<n—1

é nao singular.

Novamente pela demonstracao do Lema 2.2.2, sabemos que

(ngf) E: (2:?22 22@@) (2.18)

=1

e que sobre A (f)NU,, a aplicagdo g(x) = (g1(x), ..., gn(x)) tem suas func¢oes
coordenadas dadas por

ittt j=1,...k;
g9i(x) =z, j=k+1,...,n—1; (2.19)

a2 j=n.
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Assim, sobre Ay (f) NU,, temos

O(Laof),  ~= |~ RS
S @)= ;{ 5, 9@NG+ 1>c]x%} oy <g<x>><k+2>cnxﬁ“]

=1

e derivando mais uma vez com respeito a x,,, obtemos

O (Lyof), & )y 2 , ;
Y {Z [(Z udn; "z, <x>) G+ Ve

Parar=k+1,...,n—1,

(2) ° n k (2) |
W(ﬁ) = ' a; {Z [(Z aayea,(é; (g(x))gii(SU)) (j+ l)cjxgl]

Como z,, = 0 em Ap1(f) NU,, avaliando as derivadas parciais no ponto
p € Ag1(f) temos

3%
2 ; ), k # 0;
8 (L, o f) “ zz;a oy se k #
0x2 .
20, a,.%@@), se k=0
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eparar=k+1,...,n—1,

0 (L, o f) 0@ (Lyo f)

0x,0z,, p)= 02,07, (p) = 0.

Desta forma, a matriz

0% (Ly o f)
0z, 0z, k+1<r,s<n
é dada por
H—r—1y : Om—k—1)x1
. i o« 0. P . (2.20)
S S )
| i=1 s i

em que s =1,se k # 0 e s =n, se k = 0; O, representam matrizes nulas
de ordem i X j e

0o 1)y |
axraxs k+1<r,s<n—1

Consideremos G : Uy, x R\ {0} — R™" a aplicacio G = (G4, ..., Gmi1)
definida por

Ly, r= ]-; ,k?,’l’l,, ) T
L
G (x,a) = 8(5—;]”)@)7 r=k+1,....,n—1,
\ ;algzz (9(x)), r=m+1.

Note que se (z,a) € G1(0), entdo = € Apyi(f) NU,. Assim, pelas equagoes
218 e 2.19, parar =k +1,...,n — 1, temos

0o f)(y) ;aig—%(m).
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Logo, a matriz Jacobiana de G' em um ponto (z,a) € G~'(0) é dada por

Id ) Ok (m+n—k)
51/11 awn
V.G ,
k1(z,a) aka( et (9(x))
8¢1 07%
V.Goos(z0) PO (g(0) A (glo)
O(m—n+1)x(n—1) Id(m—n—‘rl) O(m—n+1)><n
81/}1 81/}71,
| V.Gl L) e S |
81/}1 81/)71

Como os vetores

g(x), a submatriz

MW
aykﬂ

!

5 (0()
Iy

5. ((2)

tem posto méaximo igual a n — k. Entao, a matriz Jacobiana de G em um
ponto (z,a) € G~1(0) tem posto maximo e G~(0) é uma subvariedade de

U, x R™\ {0} de dimensio n — 1.

-,

Seja 7 :

(Gt

linearmente independentes da matriz Jaco

7ay

)

b
0yk+1 g

My,
ayn—l

awn
5 (a(x)

(9())

correspondem a colunas

biana do difeomorfismo v no ponto

G~1(0) — R™\ {0} a projecio 7(x,a) = a. Pelo Teorema de
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Sard, 7' (a) N G~(0) = (), para quase todo a € R™\ {0}. Mas,

7~ (a) N G~1(0)

= {(x,a) €Uy x{a}|z € C(Lao flag,(p)) ﬂAkH(f)’Zazg;f: (9(x)) = 0} :

Isto é, para quase todo a € R”\{@}, o conjunto dos pontos criticos da fungao
. . O
Lq o fla,,. () sobre a vizinhanca Ay1(f) NU, tais que 5 aia—(g(x)) =0
} Ys
=1

é vazio. Portanto, podemos supor que

> a3 o) £0.

i=1

E como ¢; e ¢, sao constantes nao nulas, para quase todo a € R™\ {0}

Assim, voltando a matriz 2.20, concluimos que p € Ap1(f) NU, ¢ um
ponto critico ndo degenerado de L, o f|4,,,(s) Se, e somente se, p € um ponto
critico ndo degenerado de L, o f|m.

Por fim, como Aj,1(f) é uma subvariedade de M, podemos cobri-la com
uma quantia enumeravel de vizinhancas U, de modo que o resultado ¢ valido
para quase todo a € R™\ {0} sobre toda variedade Ag.1(f).

o

. Seja p € A,(f) e U, C M uma vizinhanca aberta de M com p € U,.
Pelas formas locais das singularidades de Morin, existem coordenadas locais
r = (x1,...,2Ty) ao redor de p e y = (y1,...,y,) ao redor de f(p) tais que,
sobre U,, f tem a forma

yiof=wz,1<n—1;
n—1
_ ntl =iy 2 2 2
Ynpo f=a) —i—E T S R S TRVl T UL i
i=1

[\

Escrevendo v := y, o f, pela caracterizagdo de Morin (|3, p.342]), na
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vizinhanca U, temos

)
An1(f):{86$]7:0,j:1,...,n—1;53—Oz—n_|_1 };

)~ ' oy _ 9t

Calculando as derivadas, obtemos

0

7(x)zi?xi, parat=n+1,...,m
Z;

E para j=1,...,n,

V)~ (n+1)!

:— n+1—j (n—1) m—iej
éh%aﬁ CESE +§: (m—i—

0
Logo, al(x):Oéxi:O, parai=n+1,...,m. Paraj=1,...,n—1,
L
0~

() = 0 implica

oxl,
n—1—j .
n+1) 1o (n—@) i
Tpj = — R Fi — R (2.21)
(5 > (',
O
5 () = 0 = x, = 0. Assim, considerando as relagbes dadas por
Ty
2.21, em A,_1(f) NU, podemos escrever xy,xa,...,T,—1 em funcio de z,.
Isto é,

T, =ca ™ r=1,...,n—1. (2.22)

Em que ¢, € R denotarao as constantes obtidas por meio da expressao 2.21,
para j=1,...,n— 1.

Deste modo, sobre a vizinhanca U, os conjuntos A,_1(f) e A,(f) sao
dados por

Ay (f) = {zp—cat™t =0r=1,...n— Lz, =... =2, =0};

A(f) = {zi=...=x, 1=, =2py1=... =2, =0}.

Podemos considerar x,, coordenada local em A,,_1(f). Assim, pela carac-
terizagao de Z. Szafraniec ([15]), p serd um ponto critico de L, o fl3— 7 se,
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e somente se,

Aol ~o

Sobre A,,_1(f), a aplicagao g(x) = (g1(z),...,gn(z)) tem suas fungoes
coordenadas definidas por

gi(x) = ™, j =1,

em que ¢, € R é a constante obtida substituindo-se 2.22 na expressao de
gn(z) = yn o f(x). Assim,

a(g;:ﬂ(x) Y. (Zawz 2o (@)

=1

- Y ( > kel + 1>cjx¢;>

i=1

(2.23)

Como p € A,(f) e z,, = 0 sobre A, (f) NU,, entao

9 (Lao f)

. (p) =0.

Portanto, p é ponto critico de L, o f|m-

Também pela caracterizacdo de Z. Szafraniec ([15]), p serd um ponto
critico nao degenerado de L, o f|m se, e somente se,

O (L, o f)

o2 (p) # 0.

Derivando 2.23, temos

@) (L, o “ u .
e - D3 [(Z @) >> G+ ey

— 3@/58%

n Z—‘;jg(x))j(j ; 1>csz;-1}
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e uma vez que x, = 0 sobre A, (f) NU,, obtemos

82(La e} f awz
T ) =2
Ox? “ ; i 8y1

Como a constante ¢y, obtida por meio da equacao 2.21, é dada por

1
01:_(n+ )7&07
n—1

>_a g;pf (9(p)) #0

resta verificarmos que

0 que, por sua vez, ocorre se, e somente se,

(1, 00) € <(§—;f<g<p>>,.._,gff( (p)))y

ou (32(g(p)). -, 52 (g(p)) ) =0 em R

Como o vetor v(p) := <%(g(p)), . %‘;;‘ (g(p))) corresponde a uma co-

luna da matriz jacobiana do difeomorfismo ), entdo v(p) # 0. Além disso,
podemos considerar (ay, ..., a,) fora de < v(p) >*, que tem medida nula em

R™. Logo, para quase todo a € R™\ {0}, Z a; 815 (g
i=1 1

(q)) # 0 e p & um ponto

critico nao degenerado de L, o f ]m.

Como A, (f) é uma subvariedade 0-dimensional composta por um niimero
finito de pontos, podemos cobri-la com um nimero finito de vizinhancas U,
de forma que o resultado ¢ valido para quase todo a € R™\ {0}. |

Lema 2.2.6. Seja f : M — R™ uma aplicacao de Morin. Para quase todo
a=(ay,...,a,) € R"\ {0}, a aplicagio L, o f é uma fungio de Morse.

Demonstragao. Mostremos primeiramente que C(L, o f) C A1(f).
Seja d(L, o f), a derivada da aplica¢do L, o f em um ponto p € M, entdo

d<Laof)p(Tp )_d( ) dfp(TM)

Como f é uma aplicacao de Morin, o conjunto singular de f é dada por

Ay (f) = Ui Ax(f).
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Assim, se p ¢ A;(f) entdo df, é sobrejetora, isto é, df,(1,M) = R". Logo,
d(La o f)p(TyM) = d(La) 1) (R") = R,
pois L, é uma aplicagao linear nao nula, ou seja, p ¢ C(L, o f). Portanto,

C(Lyo f) C Ai(f).

Além disso, pelo item 1 do Lema 2.2.5 sabemos que C(L, o f) N Ay(f) =0
para quase todo a € R™\ {0}. Portanto,

C(Lao f) C A(f).

Deste modo, se p € C(L, o f) entdo p € Ai(f) e pelo Lema 2.2.2, p €
C(Lq o flay(r))- Mas, Lg o fla,(p) é Morse para quase todo a € R™\ {0}.
Logo, p é um ponto critico nao degenerado de L, o f[4,(s) e pelo item 2 do
Lema 2.2.5 concluimos que p é um ponto critico nao degenerado de L, o f.
Portanto, para quase todo a € R™ \ {6}, Lg o f & uma funcao de Morse. W

Lema 2.2.7. Sejam—n—+1 par. Sep € Ai(f) é um ponto critico de Ly o f,
entao

Ind(Lqo f,p) = Ind(Lqo flu D) mod 2, se p € Af(f),
Ind(Lso f,p) = 1+ Ind(L, of]Al_(f),p) mod 2, sep e A[(f).

Em que Ind(g,z) denota o indice de Morse em wm ponto critico © de uma
funcao g.

Demonstracao. Vimos no lema anterior que genericamente L, o f é Morse
e C(Lgo f) C Ai(f). Assim, para quase todo a € R"\ {0}, se p € C(L, o f)
entdo, pelo Lema 2.2.5, p ¢ um ponto critico nao degenerado de L, o f|4,(f)-
Vamos comparar os indices de Morse de L, 0 f e Ly o f|a,(p) em p.

Seja U, C M uma vizinhanga aberta de M com p € U,. Como p €
Ai(f), podemos considerar coordenadas locais (z1,...,x,,) em torno de p e
(y1,-..,yn) em torno de f(p) tal que, sobre a vizinhanca U, f tem a forma:

yiof =wx;,1<n—1,

— 2 2 2 2
Ynof=—xy — ... =y tTi .,

Escrevendo v := y, o f, pela caracterizagdo de Morin (|3, p.342]), na
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vizinhanca U, A;(f) é definido por

0 : 0?
Al(f) = { WZO,Z:TL,,W,##O}

axi
0%y
= {xn:...:xm:o;a—ﬁ7&o )
E pelo Teorema da funcao implicita, podemos considerar x1, . . ., x,_1 coorde-

nadas locais de A;(f) NUp,. Desse modo, as matrizes Hessianas de Lqo f|a,(p)
e L, o f em p sao dadas por
Lo f

HQSS(LaOf|A1(f))(p):|: 01,40 P }
S 1SK75STI’_1

0?Lyo f }
a.%'gaﬂﬁs p 1§€,s§m

Lembrando que a aplicacao L, o f pode ser escrita como

Hess(Luo 1)) - |

n

Lo f(z) = Zai(wi o g)(z),

i=1

suas derivadas parciais sao dadas por,
L o f 81% agj
0xy Z (Z 83/] &L'g 92, |-

Sobre A;(f) NU, a aplicacao g(z) = (g1(x),...,gn(z)) tem suas funcoes
coordenadas dadas por g; = y; o f, assim

(

~, v - B
oL, Of ; ayg( ( ))a g—l,...7n 1;
ox () =

y4 n awz
Z N(E22), £=mn,....,m.

Calculando as derivadas de segunda ordem para ¢ = 1,....n —1e s =
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n,...,m, obtemos

PLiod (g = 30 200 () i )

0x,01; — OYn Oy 0x,
"Ry,
= a T))(E£2x,
> gy gy 00 (2
2
E paral,s =n,...,m, %(aﬁ) ¢ igual a

Z [(Z 03/](91/” gijs (:L‘)) (£2z) + gj; (g(m))a(gjjé) .

=1

Logo, no ponto p € A;(f), obtemos

0, (=1 n—les=n m;
32La0fp: 0, ls=mn,....,mel+#s;
0x,0xy n b

\ :|:2; zay:L(g( ))7 l,s=mn, mel=s

Por isso, a matriz Hessiana da aplicacao L, o f no ponto p é igual a

Hess(Lg o f|A1(f)>(p) O(n-1)x (m—n+1)
0 {82[/@ of }
m—n X(n— q
( +1)x(n—1) 0,07, et sim
em que
—~ Y
23 0 ), b=s<n+A—1;

8%8@ P n<l,s<m - " aw

25 a2l (g(p)), =52 n+A
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Deste modo, o determinante da matriz Hess(L, o f)(p) é dado por

0?L,of

Hess(L :
det( ess(Lg o f’Al(f))(m) det [ Oxs0xy P :|n<€,s<m

e, por sua vez,

Lyo f B L ap N\
det[ axsaxl(p)}7lfyﬁgm-—(—40A <2§E:aiayn(90ﬁ)> :

=1

Como, 9 é difeomorfismo e m — n 4+ 1 é par, entao, para quase todo a €

R™\ {0},

Logo,

sgn (det Hess(L, o f)(p)) = (—1))‘. sgn (det Hess(L, o f|A1(f))(p))

isto é,
(—1)fmd(Lecfir) — (_1))\.(_1)Ind(L,,,of|A1(f),p)‘

O que implica que,
pe AT (f) & Xépar & (=1 >0;
pEA(f) & Néfmpar & (—1)*<0.

Portanto,

Ind(Lqo f,p) = Ind(Lgo fla+s)p) mod 2, sepe Af(f),
Ind(Loo f,p) = 1+ 1Ind(Lao fls-),p) mod2, sepeAy(f)



2.3. DEMONSTRACAO DOS TEOREMAS DE T. FUKUDA 41

2.3 Demonstracao dos Teoremas de T. Fukuda

Teorema 2.3.1. [3, Teorema 1] Seja M wma variedade compacta, m-
dimensional, com m > n. Se f : M — R" for uma aplicacao de Morin,
entao

V() = S XA ) mod 2

Demonstragio. Seja a € R"\ {0} tal que Lo f, Lo f|a.(s) € La© e
k = 1,...,n, sao todas funcoes de Morse que satisfazem as propriedades
descritas nos lemas da secao anterior. Um resultado bem conhecido na Teoria
de Morse é que para uma funcao de Morse g definida sobre uma variedade
compacta N, temos

X(N) = #C(g) mod 2,

em que #C(g) denota o nimero de pontos criticos da funcao g. Deste modo,

X(M) = #C(Lgof) mod2;

X(Ar(f)) = #C(Loo flz7p) mod 2.

E pelos Lemas 2.2.6, 2.2.2 e 2.2.5, itens 1 e 3,

#O(Laof) = #C(Laof|A1(f));
#C(Lg 0 f‘m) = #C(Lgo f’Ak(f)) + #C(La 0 f’Ak+1(f));
#C(Lao fla—) = #C(Lao fla,.(p) + #Au(f).
Assim,
n—1 n—1
X(M) + Y X(A(f) = #C(Lao f)+ > #C(Loo flygp) mod 2
k=1 k=1
n—1
= 2Z#C<Laof|Ak(f)> +#An(f) mod 2
k=1
= x(4,.(f)) mod 2.
Portanto,

3
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Teorema 2.3.2. [3, Teorema 2] Sejam M uma variedade compacta, m-
dimensional, comm >n e f : M — R" uma aplicagao de Morin que admite
apenas pontos singulares de dobra. Se m —n é impar, entao

X(M) = x (A7 (f)) = x(A7 (f)-

Demonstracao. Seja g uma funcao de Morse definida sobre uma variedade
compacta N, sabe-se que

X(N) =#C.(g9) — #C_(9),

em que #C (g) (respectivamente #C_(g)) denota o nimero de pontos criti-
cos de g com indice de Morse par (respectivamente indice de Morse impar).
Pelo Lema 2.2.7, temos

#C (Lo f) = #Ci(Lao flarp) + #C-(Lao flaz(p)
#C_(Ly o f) #C—(Lao flaz(s) + #Ci(Lao flaz(p)

Logo,
X(M) - #C+<Laof)_#o—([/aof>
= X(A7 (/) = x(A; ().



CAPITULO 3

Sobre a Topologia das Singularidades de Morin: O
Teorema de Dutertre-Fukui

A principal referéncia para este capitulo é o trabalho [2] de N. Dutertre
e T. Fukui.

Recentemente, ao trabalharem com aplicacoes estaveis f : M — N em
[2], N. Dutertre e T. Fukui obtiveram resultados que relacionam a topologia
das variedades M e N com a topologia dos conjuntos singulares da aplicacao
f. Os autores mostraram, em especial, que se f : M — N é uma aplicacao
de Morin satisfazendo determinadas condicoes, é possivel estabelecer uma
igualdade entre a caracteristica de Euler de M e a caracteristica de Euler dos
conjuntos singulares A} s desta aplicacao:

(M) = 3 XA = (A7 ().

k: impar

Este resultado melhora e generaliza os Teoremas 2.1.1 e 2.1.2 de T. Fukuda
apresentados anteriormente. Desta forma, o principal objetivo deste capitulo
é exibir uma prova alternativa para este teorema de N. Dutertre e T. Fukui
(|2, Teorema 6.2, p. 188]) para o caso em que N = R".

O estudo dos resultados de T. Fukuda no capitulo anterior nos ajuda
a entender a maneira como a Teoria de Morse pode ser aplicada para
uma nova demonstracdo do teorema de N. Dutertre e T. Fukui. A
principal diferenca deste novo contexto é o fato de trabalharmos com
Af(f) e A (f) que sdo variedades com bordo. Deste modo, nesta nova

43
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prova ao invés de utilizarmos o Calculo de O. Viro ([17]) empregado pe-
los autores em [2], aplicaremos a Teoria de Morse para variedades com bordo.

3.1 O Teorema de Dutertre-Fukui

Seja f : M — N uma aplicagao de Morin C* de uma variedade compacta
m-~dimensional M em uma variedade conexa n-dimensional N, com m > n
e m —n impar.

Lembremos que se p € Ag(f), entdo existem coordenadas locais z =
(x1,...,2my) em torno de p e y = (y1,...,y,) em torno de f(p) tal que f
pode ser escrita localmente como:

yiof=uwi,i<n—1
k+1 S k—i 2 2 2 (3.1)
—1
yno f =it +inxn F X1t T T Ty — - — X
i=1

3[\')

Note que, como m —n é impar, entao A = m—n—A+1 mod 2. Quando
k & impar, N. Dutertre e T. Fukui apresentam em |2| uma defini¢do para os
subconjuntos A} (f) e A, (f) de Ax(f) dada em termos da paridade do indice
de Morse A da parte quadratica da fungao y, o f em 3.1:

Definigao 3.1.1. /2, p.186] Seja k impar, entao

Af(f)={peM:pe Ax(f) comA=0 mod 2}
A (f)={peM:pe A(f) comA=1 mod 2}

Sabemos também que Ag(f) e Ag(f) sdo variedades (n — k)-dimensionais

tais que Ag(f) = U, A;(f) (Lema 2.2.1). Em [2], os autores demonstram
um resultado semelhante para os subconjuntos A; (f) e A (f). Isto é:

Proposicao 3.1.1. [2, p.186] Se k ¢ impar, entao A} (f) e A, (f) sao vari-
edades compactas com bordo de dimensao n — k. Além disso,

OA[(f) = 0AL(f) = Apsa(f)-
Por fim, N. Dutertre e T. Fukui provam que:

Teorema 3.1.2. [2, Teorema 6.2, p.188] Seja f : M — R™ uma aplicacdo
de Morin definida sobre uma variedade compacta m-dimensional M, com
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m —mn > 0 impar. Entao,

3.2 Pontos criticos corretos

Também trabalharemos aqui com as aplicagoes Lyo f, mantendo a notagao
do capitulo anterior, isto é,

n

Lgo f(x) = Zaz‘(%‘ o g)(x).

=1

Ao longo deste capitulo, vamos considerar a € R™ \ {0} tal que L, o f(x),
Lao flaup) e Laof|m sao funcoes de Morse que satisfazem as propriedades
dos lemas apresentados no Capitulo 2. Antes da demonstracao do Teorema
3.1.2, faremos algumas consideracgoes a respeito dos pontos criticos corretos
e nao corretos de L, o f|m.

Para provarmos o Teorema 3.1.2, precisamos estudar a soma

> AL — XA ()

k: impar

e para isto, vamos analisar a expressao

X(AL () = X (AR (F) + X(AL() = x (A (f)-

Pela Proposi¢ao 3.1.1, sabemos que se k é fmpar, A} (f) e A, (f) sdo
variedades com bordo de dimensao n — k tal que

0AL(f) = 0AL(S) = Apn(f);

AL = AL U A (f);

AL () = AU A ()

Além disso, pelo Teorema 1.4.4, se F': A} (f) — R for uma fungao correta
de Morse, entao

XAT(H) = Y ()@ 4 3 (—1)®),

peC(F°) peC(OF),VF entrando
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em que F° denota a restricao ao interior FlAz(fw OF denota a restrigao ao
bordo F'|, YV
pe AL (f)e )\k( ) o indice de Morse de OF em um ponto critico correto p,
tal que o gradiente VF'(p) estd entrando na variedade. De forma analoga, o
resultado é valido para F': A, (f) — R.

, Af (p) denota o indice de Morse de F° em um ponto critico

e Lo fli—r7

para estudarmos x (A} (f)) e x(A; (f)), respectivamente. Para isto, é neces-
sario verificar se os pontos criticos das restri¢gdes ao bordo L, o f| sao de

Queremos aplicar o resultado anterior as fungoes Ly o |-+ 0

DAL (f)
fato pontos criticos corretos. Ou seja, dado um ponto p € C(L, o f’AkJrl(f))

precisamos verificar se p € C(L, o f|m)

Sep € C(Lao fla ), entdo p € Ap1 (f)\Aksa(f) = Aps1(f)UAks2(f)-

Suponha que p € Agyo(f). Dessa forma, p ¢ C(L, o f]A ) pois, pelo
Lema 2.2.5, C(Lq o flz77) N Apio(f) = 0. Portanto, p é correto.

Por outro lado, se p 6 Ap1(f) N C(La o flz ), em particular temos

p € C(Lgo fla,, () Entdo, pelo Lema 2.2.2, p € C(Lg 0 flz 7). Portanto,
p nao é correto neste caso.

Como vimos no Capitulo 1, as funcoes de Morse corretas, definidas sobre
uma variedade compacta N, formam um conjunto aberto e denso no espago
das fungoes C°(N,R). No lema a seguir, verificamos que é possivel perturbar
ligeiramente a funcao L, o f nas vizinhancas dos pontos criticos que nao sao
corretos, de modo a obtermos funcoes de Morse cujos pontos criticos no bordo
sao todos corretos e por fim avaliarmos x (A} (f)) e x(A; (f))-

Lema 3.2.1. Seja p € Ayy1(f) um ponto critico nao correto de Lq o fl 37y
Entao:

1. Emiste uma perturbacao L, o f de L, of|m em uma vizinhanca de p,

——~——

de forma que, Ly o f é uma fungao de Morse correta e p € C(Lg o f);

2. Na vizinhanca considerada, 3! p € C(L/a\c;/f) tal que p € AL (fUAL (f);

—~—

3. Os indices de Morse de L, o f nos pontos p e p sao tais que p e p nao

interferem no cdlculo de x (Aﬁf)) - X (A,; (f))

Demonstracao.
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1. Sejap € Apy1(f) um ponto critico nao correto de Lq o f| 7 7y. Como Ai(f),

AF(f) e A (f) sdo variedades (n — k)-dimensionais e

0AL(f) = 04, (f) = Ak (f)

é uma variedade de dimensao n — k — 1, podemos considerar coordenadas
locais © = (x1,...,Zp_k-1,Tp—k) em uma vizinhanca U, C Ag(f), tal que
p € Uy, z(p) = 0 e na qual L, o f|5— 7 pode ser escrita como

Lyo f(zy,.. s @pp-1,0) = —a] — ... — a3+ 254 +..-+ 20,4 (3.2)

Nesta vizinhanca, podemos escrever, ainda, a aplicacao L, o f|m como

Loo f(w1, . @np—1,Tnk) = Lao f(21,. .., Tpnp—1,0) + h(21,...,2p_1), (3.3)

para alguma fungio h : z(U4,) C R"* — R. Além disso, 3 ¢ > 0 suficiente-
mente pequeno tal que

—_—

Loo f(x1,... . @p—p) = Lo o f(@1,...,Tpn_p) + ETp_y

ainda é uma funcio de Morse numa vizinhanca aberta V ¢ R**, ( € V.
Em particular, esta pequena perturbagao coincide com a funcao inicial sobre
Agy1(f), proximo ao ponto p:

—~—

L,o f($17 e vxn—k—lao) = Lgo f(xla coy Tp—k—1, 0)-

Além disso,

P
-,

Hess(Lq o f,0) = Hess(L, o f,0).

Derivando, obtemos:

OLaof) ~  OLaof) ~ o .
81’1‘ (0)_ 8—m(0)—07 2_1,...,71—]{—1,

Mo f) = OLaof) o

ﬁ%;:%m_ 7%;:%m+€_a

—_——

Assim, o gradiente da funcao L, o f restrita ao bordo Ay 1(f), em 0 e R
é igual a

V(La © f’Ak+1)(6> = (07 SR ,O)
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—_—

e o gradiente da funcao L, o f em 0 € R™* & nao nulo:

—_~—
—,

V(Lgo f)(0) = (0,...,0,¢).

—_—

Isto é, p & um ponto critico correto de L, o f|A+—(f) e L,o f|A_7(f).
k k

2. Como p é um ponto critico nao degenerado de L, o f|m, entao, olhando
a aplica¢ao L, o f|z 7 na vizinhanca V, temos V(L o £O)=0e
det(Hess(Lq o £)(0)) # 0.
Mas,
Hess(Lg o f)(0) = Jac(V(L, o f))(0).
Assim, a aplicagio V(L, 0 f) : V C R"* — R"* ¢ um difeomorfismo local

em 0 € R"*. Logo, 3!  em uma vizinhanca de 0 tal que

V(L,o f)(p) =(0,...,0,—¢)

e, consequentemente, 3! p em uma vizinhanca de 0 tal que

e~

V(Lao f)(p) = (0,...,0).

Ou seja, p € C’(I::o/f) \ C(Lao fla 7). Em particular, podemos considerar
tal vizinhanca de modo que

sgn (det (Hess(La o f)(6)>> = sgn (det (Hess(ﬁ)(ﬁ))) . (349

Nosso proximo passo é mostrar que =, (p) # 0. Seja x = (x1,...,Typ_k),
como V (L, o f)(p) = (0,...,0,—¢), entdao podemos olhar p como solucao de
um sistema de equacoes lineares dado a partir de

I(Lao f)
al'j
a(La © f)

amn—k

(x)=0, j=1,....,.n—k—1,;
(x) = —¢.

Desta forma, se det (A(p)) # 0, entao

T (D) = det (An—(p)) (3.5)
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em que A(x) = (a;;(x)) é a matriz formada pelos coeficientes a; ;(z) dos
I(Lao f)
Ox;

substituindo-se a tltima coluna de A(z) pelo vetor (0,...,0,—¢). Assim, se
a equagao 3.5 for valida e det (A,,_x(p)) # 0, obtemos

sgn(zn(p)) = sgn (det (An_x(p))) sgn (det (A(p))).

monomios x; em (x),1,7=1,...,n—k, e A,_r(x) é amatriz obtida

Vamos verificar se det (A(p)) # 0. Para isto, primeiramente, vamos cal-
cular as matrizes A(z) e A, _x(x).
Derivando (L, o f)(x), pelas equacoes 3.2 e 3.3, obtemos:

oh .
_2$J+a—x](fﬂ>, j—l,...,)\,
d(Lgo f) oh
——(z) = el : 1. 3.6
oz, (x) 2xj+axj(x), j=A+1,....,n—k—1; (3.6)
Oh .
\ axn_k(x), j=n—k.

Também pela equacao 3.3,
h(zy,. .. Tnp-1,0) =0, V(x1, ..., Zpn_p_1,0) € R

Logo h(@) =0, e como 0 é ponto critico de L, o f|mv por 3.6,

oh -
axi(()):(),i: 1,...,n—k.
Como h(ﬁ) = 0, pelo Lema de Hadamard, existem funcoes suaves h;,
i=1,...,n — k, definidas em uma vizinhanca aberta de 0 em R"* tal que
n—k

h(z) = Z x;hi(z).

=1

Logo, para j =1,...,n —k,

oh < om oh - B
—(x) = h; i— —(0) = h;(0). 3.7
oh - 4
Por sua vez, como —(0) = 0,7 = 1,...,n — k, segue novamente pelo Lema

81']‘
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de Hadamard que existem funcoes suaves [; j, 4,7 = 1,...,n — k, definidas

em uma vizinhanca aberta de 0 em R" %, tal que

n—k
hj(z) = Zlfz‘lz‘,j(l‘)-

(3.8)

Assim, substituindo as equactes de 3.7 e 3.8 nas expressoes das derivadas

parciais 3.6, obtemos:

J

n—k Oh:
20+ Y01 (1) + GE0)). 5= L
=1

Oh;

n—k
T%(l’): 21‘j+;xi (lm’(:t)—i- 8$](x)>7 j=A+1,....n—k—1;

n—k

Oh; .
§ Zg <l1,n—k($) + (ZC)), j=n—k.
1=1

8.1‘71,]@

Desta maneira, a matriz A(z) = (a;(x)) em 3.5 ¢ dada por:

Oh; . .
24 1i(x) + (x), L,ij=A+1,....n—k—1lei=y7;
_ ’ Ox;
a;j(x) =
Oh,; . .
lj,i(w)+ale,(:v), ij=1,...,n—kei#j;
Ohp_ .
ln—k,n—k’(x) + awnik (.’L‘), t=J]=n k.
Mas note que, para ¢,7 =1,...,n — k, temos
Oh; L,
J — 1. . "J
8..'['1‘ ([E) - ZZ,](I) + ;IT axl (l’),
assim

Avaliando a matriz A(z) = (a;;(z)) em 0 € R**, obtemos

(3.9)
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ohi - S
_2+28x¢(0)7 h,j=1,..., ei=7;
oh; -
2+ 2—(0), hwj=A+1,....n—k—1ei=7j;
AN (‘3@
a;;(0) = ) )
(0 10), i,7=1,...,n—kei#j;
8$j()+a$i(), i,j=1...n—kei#j;
Ol =~ o
2 0 =7=n—k.
\ 8xnfk( ) R
Em seguida, mostremos que A(0) = Hess(L, o flam: 0).

Derivando mais uma vez L, o f(z) em 3.6, obtemos:
Parai,j=1,..., ],

L PR
aQ(Laof) - +@(‘r)7 t=17
TP () = j
aZEian 82h
iOT;
Parai,7=A+1,....n—k —1,
0’h o
aQ(LaOf) 2+@(£)7 =17
Tiad )y - )
axiaxj th

i, (), i# 7.

Eparaj=1,..., A ei=A+1,....n—k,

O*(Loof), . 0%h

Por fim, parat=A+1,...,n —k,

*(Lqaof), . Oh
0x,0% 1 (z) = 0x,0%p—1; (z).

Avaliando as derivadas em 0 € R" %, verificamos que:

ol
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Paraz,7 =1,..., A,

0*(La o f)

Parat,7=A+1,....n—k —1,

aQ(La o f) >

Eparaj=1,..., A ei=A+1,...,n—k,

82(La o f)

(0) = G0 + 50

Por fim, parai =A+1,...,n—k

82(La o f) =, 5’/1” k= 8]% -,
0x,;0%, (0) = ox; (0) + O py—ie (0).
Derivando — (z) em 3.7, para i,j = 1,...,n — k, temos
Lj
9%h —
a—‘%?(x) 83:] Zl“r )
0%h Oh; Oh; = o,
8@8@ (I) N E)x,( ) + 8xj (.T) + —1 o 8[EZ01’J (.T)
Entao,
0*h - oh; -
0 = 2—2(0
50 = 2520,
0%h
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~  P(Laof) = . . .
Portanto, a;;(0) = ———=—=(0), Vi,j =1,...,n — k, isto &,
J &EZ&L“J
Hess(Lq o f)(0) = A(0). (3.10)

E lembrando que p é um ponto critico nao degenerado de L, o f|m,
temos det(Hess(Lq o £)(0)) # 0. Logo, det A(0) # 0.

As fungoes que determinam a matriz A(z) sao continuas, assim, pode-
mos considerar a vizinhanca de 0 em R" %, na qual estamos trabalhando,
suficientemente pequena, de modo que

sgn(det A(p)) = sgn(det A(0)). (3.11)

Como A,(F) = AL (FUA; (f) € 9AL(f) = 94 (F) = 9Acni(J). podemos
tomar 1, ..., T, ;1 coordenadas locais de Ay, 1(f), de modo que a matriz
Hessiana de L, o f]m em 0 é a submatriz de Hess(L, o f)(0) obtida

eliminando-se a wltima linha e a dltima coluna de Hess(L, o f)(0). Em
particular, a matriz Hessiana

—,

Hess(La o f‘m) (0)

também é nao singular, pois, pelo item 2 do Lema 2.2.5, p ¢ um ponto critico
nao degenerado de L o flg—7, jé que p € C(La o flz77) N Apa (f)-

Desta forma,
det A,_1(0) = —edet Hess(L, o f]m)(ﬁ) #0, (3.12)
e pelo mesmo argumento utilizado anteriormente, podemos assumir que

sgn(det A,_x(p)) = sgn(det A,,_(0)). (3.13)

Logo, a equacao 3.5 implica que z,_(p) # 0. Portanto p ¢ Ag.1(f), isto
6, p € AL UAL(S).

3. Queremos verificar sob quais condigoes p € A} (f), p € A, (f) e como

isto interfere no calculo de y (Aﬁ(f)) — X (A,;(f)). Para isto, é suficiente

estudarmos o sinal de z,,_1(p), que, pelas equagoes 3.4, 3.5, 3.10, 3.11, 3.12
e 3.13 no item anterior, é dado por

-,

— sgn(det Hess(Ly o fla,,,()(0)). sgn(det Hess(Ly o £)(5)).
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Isto é,

sgn(zn_i(p)) = —(—1) el a0 0 (_qyInd(Lact 5)

Ja vimos que

—_—

V(Lo o £)(0) = (0,....0,¢) = eV{z, 1 }(0), = > 0.

Assim, V(L o £)(0) esta entrando no semi-espaco determinado por 2,5 > 0.
Como p € Agi1(f), existem coordenadas locais (uq, ..., u,) em torno de p
em M e coordenadas locais (z1,...,2,) em torno de f(p) em R" tal que,
localmente, f é da formas:

ziof=wu;,1<n-—1,
k+2 g k+1—i 2 2 2 2 (3.14)
—1
Znof=u T+ E u;u,, tUp gt T U T Uy — e T Uy
i=1
E analogamente & demonstracao do Lema 2.2.2, na vizinhanca considerada,
podemos escrever

A(f) = {up—cuit =0,r =1, .. kitupi1 = ... = Uy, = 0;u, # 0};
A(f) = {up—cuit =0r=1,. ktupy=... =u, =0;},
de modo que w4, ..., u, sdo coordenadas locais em Ag(f).

Se ke m —n > 0 sdo impares, em |2, Proposi¢ao 6.1, p.188|, os autores
exibem uma caracterizagao para as variedades A (f) e A, (f) dada em ter-
mos da paridade do indice de Morse p da parte quadratica de z, o f. Assim,
de acordo com esta caracterizacao, devemos trabalhar com o seguintes casos:

e Se u é par, entao:

g€ AL(f) & ualg) > 0;
q €A (f) & ung) <0.

e Se i é impar, entao:

g€ AL(f) & unlg) <O;

GEAL(]) & ulg) > 0;

em que ¢ = (u1(q), ..., un(g)) € um ponto proximo a p.
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Note que temos dois sistemas de coordenadas locais de Ax(f) em torno
de p dados por (z1,...,Zp_k) € (Ugs1,...,u,), de modo que os hiperplanos
Tn_r = 0 e u, = 0 sao isomorfos. Vamos supor, sem perda de generalidade,
que o semi-espaco determinado por z,_; > 0 corresponde ao semi-espaco
determinado por u,, > 0. Deste modo, temos:

e Se j é par, entao:

g€ AL(f) & maila) >0;

1€ AL() & Tuslg) <0
e Se i é Impar, entao:

€ A(f) & wnlg) <O;
g€ A (f) & wnilg) >0;

em que ¢ = (1(q), ...,z (g)) € um ponto préoximo a p.

Vejamos, por fim, que os pontos criticos p e p nao interferem no célculo

de x (AL(1) = x (42 ().

Se p € par, entdao ¢ € A} (f) & z,-k(q) > 0, isto &, {z,_. > 0} = AL (f).
Logo, V(L o f)(0) esta entrando em A (f).

e Suponha p € Af(f), entdo z,_x(p) > 0, e localmente

v (AT(N) = x (A (D) = (~)mtbeet) oy (—pyiecllnn® — g,

pois a expressao que determina o sinal de x,_x(p) nos diz que os res-
pectivos indices tem paridades opostas, uma vez que x,_x(p) > 0.

e Suponha p € A, (f), entdo z,_4(p) < 0, e localmente

X (AL (D) = x (A5 () = (=)o lann® — (_q)IndlEet) —

pois a expressdo que determina o sinal de z,_,(p) nos diz que os res-
pectivos indices tem paridades iguais, uma vez que z,_.(p) < 0.

Se p é impar, entao ¢ € A (f) & z,_x(q) < 0, assim, {z,x > 0} =
Az (f). Logo, V(Lg o f)(0) esta entrando em A (f).
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e Suponha p € A} (f), entdao z,_x(p) < 0, e localmente
X (A;(f)) - X (A,;(f)) — (_1)Ind(Laof,]5) B (—1)I”d(La0f|Ak+l(f),6) o

pois a expressao que determina o sinal de x,,_x(p) nos diz que os res-
pectivos indices tem paridades iguais, uma vez que z,,_x(p) < 0.

e Suponha p € A_(f), entdo z,,_;(p) > 0, e localmente
D e )

pois a expressao que determina o sinal de x,_(p) nos diz que os res-
pectivos indices tem paridades opostas, uma vez que x,_(p) > 0.

Portanto os pontos criticos p € Ax1(f) e p € Af(f) U AL (f), aqui

estudados, nao interferem no calculo global de x (A;(f)) —X (A,;(f)), uma

—_ —
vez que, neste calculo, os indices da perturbacao L, o f nestas singularidades
anulam-se um ao outro. |

3.3 Uma nova demonstracao para o Teorema
de Dutertre-Fukui

Como mencionado no inicio deste capitulo, faremos aqui uma nova prova
para o Teorema de Dutertre-Fukui, quando N = R", usando a Teoria de
Morse para variedades com bordo:

Teorema 3.3.1. [2, Teorema 6.2, p.188] Seja f : M — R™ uma aplicagao
de Morin definida sobre uma variedade compacta m-dimensional M, com
m —n >0 impar. Entao,

(M) = 7 XA — x (A ().

k: impar

Demonstracao. Pela Teoria de Morse sabemos que

X(M)y=" > (1)@,

peC(Laof)

em que A(p) = Ind(L, o f,p) é o indice de Morse de L, o f no ponto p.
Sabemos ainda que C(L, o f) C Ai(f). Além disso, pelo Lema 2.2.5,
podemos considerar a € R™\ {0} de modo que C(L, o f)N Ay(f) = 0. Logo,
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sep € C(Lgo f), entdo p € Ai(f)\ A2(f) = Ai(f) = AT (f) UA[ (f). E pelo
Lema 2.2.7,

Ind(Lqo f,p) = Ind(Lqo fl+s),p) mod 2, sepe Af(f),
Ind(Loo f,p) = 1+ 1Ind(Lao fls-),p) mod2, sepe Ay(f)

Portanto, denotando por A(p) = Ind(L, o f,p), \'(p) = Ind(Ls © f|a,(s),p)
e por C' = C(L, o f), temos

(M) = 3=

peC
= ¥ cror ¥

pEAT (f)NC pEAT (f)NC (3 15)
- T s 3 e

pEAT (f)NC pEAT (f)NC
— Z (=M@ — Z (=N @),

pEAT (f)NC pEAT (f)NC

Com respeito a soma

> AT = x4 )]

k: impar

como vimos na se¢ao anterior, os pontos criticos em C(Lqo f |5 777) N Ak+1(f)
nao sao pontos criticos corretos de L, o f|Ak Por isso, C0n51deramos uma

particao da unidade composta por L, o f|m e pelas perturbagoes L, o f
definidas em vizinhancas dos pontos criticos nao corretos. Deste modo, ob-
temos uma funcao correta de Morse e podermos aplicar o Teorema 1.4.4.

Por simplicidade de notagao, vamos escrever

C(k) = C(Lao flayp);
C(k) = C(Lq Of’Ak(f))ﬂ (3.16)
C(k*) = C’(LaoﬂA+ f)))
C(k™) = C(Lao fla(p)-
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Além disso, denotaremos

V(&) (p)" = V(Lao flz)(p) “saindo de”;

_ (3.17)
V(k)(p)" = V(Lo flz ) (p) “entrando em”.

Por exemplo, V(k)(p)" A/ (f) representa o vetor gradiente da aplicagio L, o
f|m no ponto p, saindo de A; (f), isto é, apontando para fora da variedade

AL ()

Dessa maneira, pelo Teorema 1.4.4 e pelo Lema 3.2.1, obtemos

XA = S (e o 3 (—1)* o,

peC(kT) p € C(k+1)N Apia(f),
V(&) (p)V AL (f)
—k
XA = 3 e e
peC(k™)

p€C(k+1)NApya(f),
V(&) ()Y Ay ()

Em que \*(p) é o indice de Morse de L, o f|a,(y) em p e Xkﬂ(p) é o indice
de Morse de L, o f\m em p. Analogamente,

AL = Y (N g 3 (—1)* ),

peC((k+2)") p € C(k+3)N Apya(f),

V(k+2)(0)V AL, (f)

XApu(H) = Y (=M 4 3 (—1)* @),

PeC(k+2)7) p € OO

V(k+2)(p

3) N Agalf)s
)Y

A2 ()

Se p € Agia(f), existem coordenadas locais tais que

yiof =i <n—1,
" kt1 i , , ) (3.18)
yno f =kt +inxn Tt T Ty e Ty
i=1



3.3. NOVA DEMONSTRACAO 59

Assim, denotando v := y,, o f, em uma vizinhanca de p temos

0~ » ok+1)

o)
M) = {tan = =2 =0, =0,j=1,....k}

oxy,

(3.19)
Em particular, nas vizinhangas consideradas, sobre a variedade Agi1(f)
temos p41 =...=x, =0eparaj=1,...,k+1,

00~ (k +3)! " (k+2—i)
_':0:>—k+3] zk+2]l:O'
oxl, (k—I—S—]'" +Z k+2—]—z)'xx ’

isto é, para j =1,...,k+ 1, vale

k+1—j .
k+3 ; k+2—
Thpoj = —( _jl— )xfﬁ“g_] — g ( + , Z) gk t2iT (3.20)

i=1 J

Utilizando as relagbes dadas por 3.20 para j = 1,...,k+1, sobre Ag1(f)
podemos escrever
T, =cal r=1,... k+1; (3.21)

para constantes ¢, € R. Deste modo, podemos considerar xyio,...,2,
coordenadas locais em Aj1(f).

Pelo Lema 2.2.5, como p € Ayya(f), entdo p & C(Lq o flz7)- Além
disso, pelo Lema 2.2.2, se p € C(Lq 0 f|a,,,(s)), entdo p € C(Lg 0 f]m)
Portanto, os pontos criticos de L, o f|4,,,(r) 530 pontos criticos corretos de
Loo flz - Em particular, V(Lq o flz7)(p) # 0 e 3 n(p) € R\ {0} tal que

k+1
VLo Sl = 1) (Gt ) 0

Assim, pela caracterizacio de Af,,(f) e A;,(f) dada em [2, p.186], e pela
caracterizagao de A} (f) e A, (f) dada em |2, Proposigao 6.1, p.188], temos:

Se p € A ,,(f), entdo X na expressdo 3.18 é par e dizemos que

V(Lq o fla77)(p) estd entrando em AF(f) & nlp) > 0; (3.22)

V(Lao fla 7)) estd entrando em A (f) < n(p) <O0.
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Se p € A, ,,(f), entdo A na expressdo 3.18 ¢ impar e dizemos que

V(La o fla7)(p) estd entrando em A(f) & nlp) <0;

(3.23)
V(La o fla7)(p) estd entrando em A; (f) <« n(p) > 0.
OF+ly (E+3)! , |
Como W(m) =" Tn + (k + 1)z, temos
8k+1’y
\Y (81’@“) () = (k+DYL0,...,0,(k+3)x,,0,...,0);
ak+1,y
<6I§l+1) (p) = (k+1)0,...,0).
Logo,
V(La o flaz7) () = (n(p)(k + 1)1,0,...,0). (3.24)

I(Lao f)

Assim, para analisarmos 7(p) é suficiente calcularmos a—(p)
T

- o)
Localmente, sobre Ag(f), temos z,41 = ... = =, = 0 e 5 ;y = 0,
Tn
7 =1,..., k. Desta forma, obtemos
T, = chan e, r=2, k41, (3.25)

em que c;, e c¢f, sdo constantes nao nulas. Entdo, sobre Ax(f), a aplicacao
g9(z) = (1 (), ..., gn(x)) tem suas funcoes coordenadas g; = y; o f dadas por

x;, j=1,k+2...,n—1;
gj(x) = CZL:C%—H—FC{JLSQQZ%_I, .7 :27"'7k+1;

k+1

n )

Cn T3 + ¢y T j=n;

em que ¢y, c1, € R sao constantes nao nulas obtidas substituindo-se 3.25 na
expressao de y, o f(x).
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Como
Laof(x) - Zai(wzog>(:p)
=1 (3.26)
Muo )y = S, (i‘%@( 9; >>
3x1 i1 ’ = 3yj 8x1
entao

Logo, por 3.24,

iaz"wl (). (k 4 1)! (3.28)

~ O,

Desta maneira, precisamos analisar a expressao E a;

= on
isto a partir de algumas informacoes da matriz Hessiana de L, o f \m no
ponto p.

(9(p)). Faremos

Por 3.21, sabemos que, localmente, sobre Ax,1(f), as fun¢des coordenadas
da aplicacdo g(z) = (g1(z), ..., ga(z)) sao dadas por

it j=1,...k+1;
Cuxk 3 j=n.

em que ¢, € R é uma constante, nao nula, obtida substituindo-se as relagoes
de 3.21 na expressao de y, o f(z).

Deste modo, retomando as equacoes de 3.26, temos

I(Lgo f ) 31/11 593
0xy Z <Z 8yj (935@( )>
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E derivando pela segunda vez,

(Lo ), Do 99,
0,01y Z Z [(TZ oy, (‘3mS <I>> (‘3_1;13@)

8y]

. (2) .
+3¢z 8gj ZB:|

5, ) 5

Assim,

(2) o n k41 noa@). |
%(@ = Zai {Z [(Z 0 wl(g(m))ggl (IL‘)) (j + l)cjx%

Mas, localmente, x,, = 0 sobre Ajyo(f). Entao, avaliando a derivada
acima no ponto p € Ay o(f), obtemos

0@ (Ly o f
Ox?

Gwz
— 9, Zal 8@/1 : (3.29)
=1

Pelas equagoes 3.19 e 3.21, sabemos que, na vizinhancga considerada,
Aki1(f) tem coordenadas locais xyyo,...,x, e Apio(f) tem coordenadas
Tga2,---,Tp_1. Assim, considerando as equagoes 3.27 e 3.29, a matriz Hessi-
ana de L, o f|m no ponto p é dada por

0 (L, o f) }
I S O (n—k—9)x
[ 0,07, b k42<s<n—1 (k=2
: d(Lgo f)
*(n—k— D 200——(——
] O1x(n—k—2) 1 B () |
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em que, a submatriz

{ 0P (Ly o f)

p ]
0z ,0x, k+2<s,0<n—1
¢ a matriz Hessiana de L, o f|4,,,(s) no ponto p.

k+ 3)!
(k+3) 7 < 0. Entao, por meio de

Podemos verificar em 3.21 que ¢; = EETCES 1!

3.27 e 3.28, encontramos

sgn ((Hess(Lao flg7)(p)) = —sgn (Hess(Lao fla,..) (1)) - sgn(n(p)).

logo,
~k+1 9
sgn(n(p)) = (-1 P (=), (3-30)

7]{: 1 .
em que A * (p) = Ind(Lg o f|m,p) e A¥2(p) = Ind(Lq o f|a,,, p). E assim,
pelas equacgoes 3.22 e 3.23, temos:

Se p € Af,,(f), entdo A na expressao 3.18 é par, e

V(La o flaz)(p) entra em AF(f) n(p) >0

~k+1

(=1)*

@) (—1)¥"*0) <0
~k+1

A (p) =1+ X"2(p) mod 2;

S

V(La o flazz)(p) entra em A (f) < n(p) <0
o ()N @ (1N s
e Np) = M 2(p) mod 2.

Se p € A, ,(f), entdo A na expressao 3.18 é impar, e

V(Lao flz)(p) entra em AL(f) < n(p) <0
& (—1)) O (1) s
& X7(p) =X+ (p) mod 2
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V(Lo o fla7)p) entra em A (f) < n(p) >0
o (C1NT® (C1e) < g
e Np) =14+ A2(p) mod 2.

Portanto, usando estas equivaléncias, e retomando as notacoes 3.16 e 3.17:

")

> (N - > (-1

p € Ck+1) N Appa(f), p € Ck+1)N Agya(f),
V(E) D)V A} (f) V(E)(p)Y AL (f)

+ Z (_1))\k+2(p) . Z (_1))\k+2(p)
peC(k+27) peC (k+27)
_ Z (_1>Xk+1(p) N Z (_1)Xk+1(p)
pEe C(m) N Az+2(f)7 pe C(m) n A};.Q_Q(f)a
V(&) (p)¥ A (f) V(&) (p)Y AL (f)
_ Z (,DXHI(:D) _ Z (,1)7”1(1))
pE C(m) N AZ+2(f)’ J2S C(m) n A};+2(f):
V(k) ()Y AL (f) V(k) ()Y AL (f)
. k+2 . . )\k+2(p)
+ > (=¥ > (-1
peC(k+21) peC(k+27)
k+2 k+2
= Z (—=1)A e 4 Z (=1)* 2(p)
p e Ck+21), peCk+27),
V() (p)Y AL (f) V() ()Y AL (f)
k+2 k+2
_ Z (—=1)* 2(p) + Z (=)@
p € C(k+21), p€Ck+27),

V(&) (p)Y Ay (f) V(&) (p)Y Ay ()
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+ Z (71)>\k’+2(p) . Z (71))\k+2(p)

p € C(k+21) peCk+27)

- Z S O Z (1))

peC(k+27) p € C(k+21)
(3.31)
+ Z (_1))\k+2(p) . Z (_1)/\k+2(p)
peC(k+2") peC(k+27)
= 0

Dessa forma,

XALD) —x(A () = D (=M@ - Y ()

peC(kT) peC(k™)
_ Z <_1)>‘k+2(p) 4 Z (_1)>‘k+2(p)
peC(k+21) peC (k+2-)
para todo k=1,...,n —4, se n for impar e paratodo k =1,...,n—3,sen

for par.

Se n é par, entao, pelo Teorema 1.4.4 e pelo Lema 3.2.1, temos

XA () = x(A,1 () = Z (—1))‘"_1(17) _ Z (_1>>\n—1(p)

peC(n—1%) peC(n—17)

Portanto, se n é par, entao

> A -xa ) = > CpNe - Y e,

k: impar

Suponha n impar, vamos estudar primeiramente o indice de Morse,
~n—1

A (p), de L, o f]m em um ponto p € A,(f). Em torno de p e f(p)
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existem coordenadas locais tais que

yiof:xiaign_17

n—1
ynof:xﬁ“%—meZ‘ijoiH—|—...—|—x,21“_1 —xiﬂ—...—xfn.
i=1
(3.32)
e denotando novamente vy :=y, o f,
0y . Hk+1)
o)
Ax(f) = {$n+1 =...=z, =0 3 ] =0;j:1,...,k;}
Tn
(3.33)
Em particular,
An(f)={zr1=... =2, =0}

Como p € A,(f), entdo, pelo Lema 2.2.5, p ¢ um ponto critico ndo dege-
nerado de L, o f\m epd C(Lyo f\m) Logo, p é um ponto critico
correto de Ly o flx— 7 ¢ 3 1(p) € R/{0} tal que

8(”71)7
VLao Sl =10V (=T )0 s
Ol (n+1)! ,
- — 1!
Como o (x) 5 Tnt (n — 1)lzy, temos
(n=1)
\V4 (aax”—?) () = (n—=110,...,(n+ 1)z,,0,...,0);
on—1)
v ( Wf) (p) = ((n—1),0,...,0).
Logo,

V(Lo flz )P = (p)(n = 1),0,...,0).

Deste modo, para estudarmos o sinal de n(p) é suficiente calcularmos a
I(Lao f)

X1

derivada (p). Por 3.33 sabemos que, localmente, sobre A, _5(f)
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0~
temos 11 =...=2, =0e —=0;7=1,...,n—2, em que
Ox),
o) . . . 4
a—j =0= @y = ) T 4 el =1, n—2; (3.35)
Tn

isto ¢, sobre A, _o(f), temos
lor=2,...,n—1; (3.36)

em que ¢, ¢y, € R sao constantes nao nulas obtidas em 3.35. Desta forma,
considerando a notac¢ao usual, a aplicacao g(z) = (g1(x), ..., g.(x)) tem suas
fungoes coordenadas g;(x) = y; o f dadas por

. Zy, j = 1,
9:(@) = P TS U RS R
it 4ol o)t =2, m;

em que cp, ¢, € R sdo constantes nao nulas obtidas substituindo-se as rela-
¢oes encontradas em 3.36 na expressao de g,(x) =y, o f. Como

Laof(ﬂf) = Zai i ©

(3.37)
OLoof), . 8% 99,
“on W T ( @)a—xl(m))

entao

(L Of Z

Por 3.33, sabemos que, localmente, sobre A,_i(f), temos z,41 = ... =

3(3’)7
Tm=0e o =0;75=1,. — 1, 0 que nos permite escrever xq,...,T,_1
Ln
em funcao de x,,. De fato, por 3.35, obtemos
zy = chapt o r =2, n—1; (3.38)
além disso,
a(nfl)fy

ﬁ =0=x = CiL.TEL, (339)
rn
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n+1)!
em que ¢, = —ﬁ. Logo,
v, =Cuat r=2...n-1, (3.40)

em que C,. € R sao constantes nao nulas obtidas substituindo-se 3.39 em 3.38.
Assim, sobre A, _1(f) as fungbes coordenadas de g(z) = (g1(x), ..., gn(x))
sao dadas por

gj(x) = C’jxffl, j=1,...,n

em que C; = ¢} e C,, € R é a constante nao nula obtida substituindo-se 3.39
e 3.40 na expressao de y, o f.

Retomando as equacoes de 3.37, temos

el <3 (Z o <g<x>>§—i<x>)

n =1 7=1 1
i %y
+ Golaa) G @)
Assim, sobre A, _1(f),
0@ (L, o f) B i " "L 0@y, 4
g0 = e KZ gy 9@+ G ) G +1C;e
O .
+ a;i (9())7(j + 1)Cja, 1}

(7 o n |
O Leo 1)) — 20,3 2 (o))

2
Ox?

e como C} = ¢} < 0, segue que
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sgn(Hess(Ly o fl—m)(p)) = —sgn (aL“ °f <p>) — _sgn(n(p))

Logo,

Pela caracterizagao de A (f) e A, (f) dada em [2, p.186], e pela caracte-
rizagao de A ,(f) e A, ,(f) dada em [2, Proposigao 6.1, p.188|, temos:

Se p € AF(f), entdo A na expressao 3.32 é par e dizemos que

V(Lao flz5)(p) estd entrando em A7 _5(f) < n(p) > 0;
V(Lo fla—)(p) estd entrando em A, _5(f) < n(p) <O.

Sep € A (f), entdo A na expressao 3.32 é impar e dizemos que

V(Lo o fla ) (p) estd entrando em AT L (f) & n(p) <0
V(Lao fla—)(p) estd entrando em A, _5(f) < n(p) > 0.

Assim, se p € A (f), entdo A na expressao 3.32 é par e

V(La o fla=)(p) entra em AJ o(f)

T ¢ 0

V(Lao [z, ) (p) entra em A, _5(f)

RN
T
v



70 CAPITULO 3. O TEOREMA DE DUTERTRE-FUKUI
Se p € A (f), entao A na expressao 3.32 é impar e

V(Lo o flz—m)(p) entra em A7 5(f) n(p) <0

(-1 >0

A (p) é par
Y p)=0 mod 2

t ¢ 02

V(Lao fla ) (p) entra em A, 5(f) n(p) >0

(R
0

Portanto, usando estas equivaléncias, e retomando as notagoes 3.16 e 3.17,
obtemos:

—
—_
~—
>|
3
|
-
—~
=
—
—_
~—
>|
3
|
i
—
=

p € Cln—1)NAx(f), p€C(n—1)NAn(f),
V(n=2)(p)VAl_,(f) V(n=2)(p)VA,_(f)

peCm—1)NnAL(f), p€C(n—1)NAy(f),
V(@ —2)(p) ALy (/) V(n=2)(p)" A7 5 (/)

peCln—T1)NAL(f), peCn—1)NAL(f),
V(n=2)(p)" A, _5(f) V(n=2)(p)" A, _5(f)

= > =1+ > (1)

pE€Cn—T1)NAL(S), peCn=T1)NA;(f),
V(n=2)(p)VAl_,(f) V(n=2)(p)V AL _,(f)
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pECm—T1)NAL(f), peC(n—1)N AL (f),
V(n=2)(p)V A, _5(f) V(n=2)(p)V A, _,(f)

p€CH=T)NAL(f), peCm=T)NAx(f)
V(n=2)(p)" A7 5(f) V(n=2)(p) AL 5(f)

p € C(n—1)NAL(f), peC(n—1)NA;(f),
V(n=2)p)VA, _,(f) V(n—=2)(p)VA,_5(f)
= —#AY(f)+#A,(f)
Logo,
XA — XA () = Y e N (e
peC(n—2%) peC(n—27)
- #AL(Sf) + #A;(f)

Como x(AF(f)) = x(4; (f) = #A;(f) — #A,(f), concluimos que, para n

impar também temos

S A -x@G D] = Y e 3 e,

k: impar
E como vimos em 3.15,

X = 3 M- N (N

(3.41)
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Portanto,

W) = 3 XA ~ x4 ()]

k: impar



CAPITULO 4

Os n-campos de Morin: Definicdo

Nos dois proximos capitulos, vamos supor que M seja uma variedade
Riemanniana.

Dada uma aplicacao de Morin f : M™ — R"™ de classe C'™°, com m > n,
as singularidades de f = (f1,..., f.) sa0 os pontos = € M tal que o posto da
derivada df, é igual a n — 1. Desta maneira, considerando os gradientes das
funcoes coordenadas fi,..., f,, obtemos

um n-campo de vetores sobre M de classe C* cujas singularidades sao dadas
pelos pontos © € M tal que

rank(V fi(z),...,Vf.(x)) =n— 1.

Pelo Lema 2.2.1 do Capitulo 2, sabemos que Ax(f) e Ax(f) s@o variedades
(n — k)-dimensionais tais que Ag(f) = Ut A4;(f) e

n—k, se v € Ar(f);

rank d(f|—7)« A ()
Ar(f) n—k—1, sexée& Ag1(f).

Isto é, a interse¢ao de < V fi(x),..., Vf,(x) > com o espaco normal & A (f)

73
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no ponto x tem dimensao

k—1, sexe Ap(f);
k, se v € Aga1(f).

dim(< Vfi(z),...,V(z) > NN AL (f)) =

Em particular, se z € Ax(f), entao

< V(). ..., Vid(x) >h N AF).

Podemos notar ainda que se z € Ay 1(f), entdo

dim(< VA@),....Vula) > WNALD) = 4 7 07 Anl)
k+1, sex e Apa(f).

Assim, se {z1(x),...,z,—g—1(x)} é base de um subespago complementar a
< Vfi(x),....,Vfu(x) > NN AL(f) em < Vfi(x),...,V[f.(x) >, entdo

dim(< 21(2), -, 2yt (1) > AN Apra(F) = (1) se 2 € Apn(f);

. sex € Appa(f).

Inspirados pelas propriedades do n-campo gradiente (V fi,...,Vf,) de

uma aplicacdo de Morin f = (fi,..., fn), queremos definir os conceitos de
“singularidades A; de Morin” e “n-campos vetoriais de Morin” para o caso
em que nosso n-campo (Vi, ..., V,) nao seja necessariamente gradiente. Para

isto, comecaremos definindo TM™"~! e o conceito de n-campos de coposto 1.

Sejam M uma variedade m-dimensional de classe C* e V = (V4,...,V},)
um n-campo de vetores de classe C'*° definido sobre M, com m > n:

Vi M — TM"
x = (x,Vi(z), -, Va(x))

em que TM" = {(x,Ay,...,A,) |z € M; A, € T,M,i=1,...,n} é o0 “n-
fibrado tangente” de M. Observe que T'M™ é uma variedade de classe C™ e
dimensao m(n + 1), pois localmente 7M™ = U x R™ x --- x R™, para algum

~\~
n vezes

aberto U C R™.
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Lema 4.0.1. Seja TM™" ' C TM™ definido por
TM"™" = {(z,Ay,...,A,) € TM™ | rank(Ay,..., A,) =n—1}.

Entio TM™" ' ¢ uma subvariedade de TM™ de dimensio n(m + 1) — 1.

Demonstragao. Denotaremos os pontos de TM" por (z,A) =
(z,Ay,..., A,) e por A; = (A}, ..., A™) as coordenadas dos vetores A;, para
1=1,...,n.

Seja (T, fl) € TM™" !, podemos supor sem perda de generalidade que

n—1 n—1 n—1
AT Ay e AT

em uma vizinhanca U de TM™, com (7, fl) € U. Entéo, localmente, T M1
pode ser descrito como

TM"’”_lz{(x,A)EZ;{]mnz...:mm:()}

em que m; := m;(A) é o determinante

Al Al Al AL
m;(A) = . . . . . ,i=mn,...,m.
A AT A A
Al Al AL A

Mostremos que rank (Vm,, ..., Vm,) =m —n+1em (TM™" 1) NU.

Por simplicidade de notagao, consideremos I = {1,...,n} e I; =
{1,...,n—1,i} parai € {n,...,m}. Entdo,

Vmi(A) = ) cof(Af, m;)VAS, (4.1)

je[,fe[i
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em que cof (A, m;) € o cofator de A% na matriz

Al A Ay A
A711—1 Ag—l Az—l AZ_I
Al A A A

. [0AY AL 9AL  9AL 9AL pA!
VAL= |22, L e g
7=\ 9Al T DA 9AY T T DA DAL 9 A

¢ o vetor cuja coordenada (j—1)m+/ é igual a 1 e todas as outras coordenadas
sdo nulas. Em particular, como ¢ € {n,...,m},

VAL =(0,...,0,0,...,1,...,0) ER™ x ... x R"

J/

vV
m—n+1 n vezes

e VA? tem as m —n + 1 dltimas coordenadas nulas para todo j # n ou ¢ # i.
Além disso, cof (A’ m;) = m(A) # 0,Vi =n,...,m. Assim,

cof (A, m,) O --- 0
o(my,...,mp) . .
B, Ap)
0 0 --- cof(A" m,,)

Isto &, para todo (z, A) € (TM™"') N U, temos

o(m,,...,m, e 1 0
a((Ag, » ,Am) = mA) Lo o 2
Portanto,
Vm,
rank : =m-n+1
Vm,,

em (TM™" 1)U, de onde concluimos que dim TM™"*~' = n(m + 1) — 1.
|
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Seja G(V) = {(z,Vi(x),...,Vu(x)) | © € M} o grafico do n-campo V,
definimos a seguir um n-campo de coposto 1.

Definicao 4.0.1. Dizemos que o n-campo V = (V4,...,V,) tem coposto 1
(escreveremos corank 1) se satisfaz as segquintes condigoes:

(i) GV) N TM™ 1 em TM";
(ii) G(V)NTM™="2 = );
Em que TM™=""2 = {(z,Ay,...,A,) € TM™ | rank(A;,...,A,) <n—2}.

Lema 4.0.2. Se o n-campo V. = (V4,...,V,) tem coposto 1, entdio
rank(Vy(z), ..., V,(z)) € igual a n oun — 1, para todo x € M.

Demonstracao. Segue da definicao de um n-campo de coposto 1. |

Defini¢ido 4.0.2. Definimos o conjunto singular, X1 (V'), do n-campo V =
(Vi, ..., V) como o conjunto dos pontos nos quais o n-campo tem posto igual
an—1. Isto ¢,

Y V) ={z € M | rank(Vi(z),...,Vp(x)) =n — 1}.

Lema 4.0.3. Se V for um n-campo de coposto 1, entao X1(V) é uma sub-
variedade de M de dimensao n — 1.

Demonstragao. Sejam V = (V4,...,V,) um n-campo de coposto 1 e p €
Y1(V), entao rank(Vi(p), ..., Vi(p)) = n—1. Escrevendo V; = (V}, ..., V™),
para ¢ = 1,...,n, podemos supor sem perda de generalidade que
Vil(z)  Vi'(x) V(@)
M(z) = #0
Vi) Vi) - Vi (a)

em uma vizinhanga U C M, p € U. Deste modo, o conjunto X' (V') pode ser
descrito localmente como X' (V) ={z el | M,, = ... = M,, = 0}, em que
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M, := M;(z) é o determinante

Vi)  Vi(x) - V(@) Vi(2)
M;(z) = ,

Vi) Vi) - Visl(e) Vi ()

Vi) Vi) - Vi(x) Vi(x)

parai =n,...,m. Mostremos que rank (VM, (), ..., VM,,(z)) = m—n+1,
para todo z € (V) NU.

Conforme o Lema 4.0.1, considere uma vizinhanca U em TM" contendo

(p,V(p)), com m(U) = U para a projecao nas m primeiras coordenadas
7, o (R™)™ — R™, de modo que as variedades TM™" ! e G(V) possam ser
escritas localmente como:

TM™ ' = {(z,A) el | m, = ... =m,, =0},

com rank (Vm,,...,Vm,) =m —n+1em TM"»"? NU; e

G(V) (m,A)GZ;HVf(x):Af;jzl,...,n;€:1,...,m}

={
={(z,A) €U | goj(z, A)=0; j=1,...,n; L=1,...,m}

com rank (Vgi1,-- ., Vami, s Vi, -, Vgmn) = nm em G(V) N U, em
que as fungoes gy : TM™ — R sao dadas por gg;(x, A) = AL — V/i(z).

Seja x € V) NU, entdo G(V) b TM™ ' em (x,V(x)) € U e, neste
ponto, rank (Vmy,, ..., Vm,,,Vagii,...,Vgnn) = m—n+ 1+ nm. Isto é, a
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matriz abaixo tem posto maximo em (z, V' (x)),

r 7 VAmn
Vm,
O(m—n+1)><m
vAHlm
Vm,,
— (4.3)
Van v
. T VazV]
: Idpm
| Vmn | v v o

em que O(m_ni1)xm Tepresenta a matriz nula de tamanho (m—n+1)xm,
Id ;) a matriz identidade de tamanho nm e V, e V4 denotam os gradi-
entes com respeito a x = (xy,...,T,) ¢ A = (A],... A", ... AL .. A™)
respectivamente.

Retomando a equacao 4.1 no Lema 4.0.1, notamos que o gradiente consi-
derado é o gradiente de m; com respeito a A. Deste modo, podemos escrever

Vmy(A) = Y cof(Af, m)ey;. (4.4)

JEILET
para [ = {1,...,n}, I, = {1,....,.n—1,i} ei = n,...,m. Em que ey
denotando o vetor e;; = (0,...,0,0...,0,1,0,...,0) € R™ x ... x R™ cujas

-~

n+1 vezes
coordenadas sao todas nulas, exceto na posicao jm + ¢, para j € [ e £ € I;.

Por outro lado,

VM, (z) = Z cof (V/(z), Mi(z)) V. V/(x)

Jellel;

e como (z,V(z)) € G(V) h TM™"!, temos V/(z) = A, de forma que

VM;(z) = Y cof(Af, m)V,V(x). (4.5)

JEILEL;

Suponha que rank (VM,,(x),...,VM,,(z)) < m —n + 1. Entao, existe
(Cny oo ya) #(0,...,0) tal que
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Logo,

jellel;

. (46)

Seja VVi(z) = (V,V(2),0,...,0) € R™ x ... x R™, temos

vV
n+1 vezes

zm:ai [ Z COf(A;,mi)Vng] = zm:@i Z Cof(Aﬁ,mz‘) (efj - VVf)

el lel; =n Ljel lel;

(g)) Xm:ai Z COf(A?,mi)egj]

i=n Licl tel;

18 zm:oz»VIn

Por outro lado,

> a lz cof (A5, m)Vay| = Y ByVay (4.8)

jel lel; jeIlLed{l,....m}

em que

Zaicof(Aﬁ,mi), jel,lt=1,...,n—1,
5@]': i=n

ozgcof(Af,mg), jell=mn,...,m.

Como (ay, ..., ap) # (0,...,0), das equagoes 4.7 e 4.8, obtemos

Z Be;V gej — Z a;Vm; =0
7,2 i=n

uma combinagao linear com coeficientes nao todos nulos das linhas da matriz
4.3. O que é uma contradigao, ja que rank (Vm,, ..., Vm,,,Vgi1,...,Vnn)
é maximo. Portanto rank (VM,,(z),..., VM,,(z)) = m—n+1e X (V) é uma
variedade de codimensdo m —n + 1 em M, isto ¢, dim(ZY(V))=n—-1. W

Seja V.= (V1,...,V,) : M — TM"™ um n-campo de coposto 1 definido
sobre uma variedade m-dimensional M. Definiremos a seguir os subconjuntos
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Ay (V), Ap(V) e Z*(V) de M, para k = 2,...,n. Esta definigao serd dada de
forma indutiva a partir da defini¢ao do conjunto singular ¥!(V).

Notagao. Denotaremos a variedade M por X°(V).
Vimos que S4(V) = {z € X%V) | rank(Vi(z),...,Vu(z)) = n —1} e
dim(X'(V)) = n — 1. Em particular,

v € XHV) = dim(< Vi(),..., Va(z) > NN, X%(V)) = 0.

Suponhamos que X¢(V) esteja definido parai = 1,...,k—1 de modo que
(V) seja uma subvariedade (n — 7)-dimensional de M, ¥{(V) C X 1(V) e

€ XY(V) = dim(< Vi(z),...,Vo(x) > NN, Z"HV)) =i — 1,
definimos ¥*(V') da seguinte maneira:

Seja (x,U) = (z, Uy, ..., Up_k41), consideremos primeiramente:
Tor s MM = {(2,U) | 2 € SFHV); Uy, ..., Up_pr € TuM}
e o subconjunto

Nzkfan_k—i_l = {(.T, U) € Tzkfan_kJrl | rank(Ul, e Unfk%»l) =n—k+ 1,
dim(< Uy,..., Up_psr > NN, XE1(V)) = 1}

Lema 4.0.4. O conjunto Tsxr—1 M *1 ¢ uma variedade de classe C™ e
dimensao m(n —k+1) 4+ (n — k+1).

Demonstragao. Por hipétese de indugao, $*71(V') ¢ uma subvariedade de
dimensdo (n — k + 1). Entdo, localmente, Ty M F1 = x (R™)—FFL
para algum aberto & C R"~**!. Portanto,

dim (T M * )y =mn —k+1) + (n— k+1).
|

Lema 4.0.5. O subconjunto Nsx1tM"*1 ¢ wma subvariedade de
Tsra M" 51 de dimensao m(n — k + 1) + (n — k).

Demonstragao. Por hipotese de inducao, X%~ (V) é uma subvariedade de
M de dimensao (n — k + 1). Entdo existem, localmente, um aberto U C M
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e funcoes F, ..., Fy_nik_1: U — R, tal que
S VY ={xcU | Fy(x) =... = Fp_nyr(z) =0}

e rank(VF(2),...,.VFu i 1(z)=m—n+k—1 Vo e X1 (V)NU.

Seja (#,U) € Nyt M" 541 entio rank(Uy, ..., Up_ps1) =n—k+1e
dim(< Uy, ..., Up_pe1 > NNZFHV)) = 1.

Isto é, escrevendo U; = ((71-1, ce Uim), t=1,...,n—k+ 1, podemos supor
sem perda de generalidade que

aF ~ aFm—n k—1/,~ s &
£0
aFﬁl ~ amenJrkfl ~ rm—1 Frm—1
Um™ o Um
8.’1;'m,1 (l’) 8xm71 ('I) 1 n—k
e consequentemente, que
oF OF—pik—
# 0, (4.9)
OF OF,—pah— — m—
o 1_1 (z) le(ﬁ) ot Uyl

para todo (z,U) € (X1 (V)NU) x V, com V C (R™)"*! aberto. Desta
forma, podemos escrever Nyi—1 M" **! localmente, como

Nyt M * = L(p U) eU X V|Fy = ... = Fp_pip1=A =0} (4.10)

em que A(z,U) = det(VFi(x),...,VE nik1(x), U, ..., Up_ts1)-
Mostremos que para todo (z,U) € Nyx1 M #1101 (U x V) temos

rank(VFy(z),...,VF,_nik—1(x), VA(z,U)) =m —n + k.

Considere a matriz de ordem m,

B(a,U) = ( VE(2) - VEuwis(e) Uy - Uppor )
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cujas colunas sao dadas pelos vetores
VF1($)7 cee VFm—n+k—1($)> Uty oo Unigr

Podemos escrever,

Z —k+1 COf n k+1> B)

de modo que,

= Z COf( ;‘L_k._i_lj B>VU;L_]<;+1 + U k+1v COf( n—k+1» B)

i=1
Em particular,
0A ou! : 0 cof (U? , B
ZCOf it ) n—k+1 ;,L_k—’—l CO( n—k+1 )
aU:Ln k+1 U jia U jia

e como cof (U},_,_,, B) ndo depende da variavel U™ |,

aCOf(UrZL k+1> B)

p- =0, parais=1,...,m
aUn k+1
Assim,
OA (19)
U) = cof(U™ 0
8U:Lnk+1<m, ) CO( n—k+1> ) 7é )

o que implica que o gradiente de A(z,U) com respeito a U é ndo nulo, isto
¢, VuA(z,U) # 0. Assim, a matriz
r 7 VmFl (I)
VE(z) .
. O(mfnJrkfl)X(nkarl)

- V:L‘menJrkfl(x)
VmenJrkfl(x)

| VAED) VA@U) VoA D)

tem posto m—n—+£k, em que O(m_n+k_1)x(n_k+1) representa uma matriz nula.
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Logo,
rank(VF(x),...,VE_nik—1(z), VA(z,U)) =m —n+ k,
para todo (x,U) € Nyx 1t M"*1 0 (U x V).
Portanto, Nsi—1 M1 & uma subvariedade de dimensao
m+m(n—k+1)—(m-n+k)=mn—-k+1)+ (n—k).
[

Prosseguindo com a definigao de X*(V) e Ap_1(V): por hipotese de in-
dugdo, para cada z € L*1(V),

dim(< Vi(2),...,Va(z) > NN Z2(V)) = k — 2.

Entao, podemos escolher {z1(z),..., 2, py1(x)} um (n — k + 1)-referencial
suave sobre U que, quando restrito a ¥*71(V), seja uma base suave para um
subespaco vetorial complementar a

<Vi(z),...,Va(x) > NN, Z2(V) (4.11)
em < Vi(z),...,V,(z) >. Seja
G(2) = {(,21(2), .., zppr (@) | x € BFH(V)}

a restricdo do grafico de (21(z),..., 2, rs1(x)) sobre X*71(V), entao
dim(G(z)) = dim(ZF1(V)) =n — k + 1.
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Definicao 4.0.3. Dizemos que o n-campo V = (Vi(z), ..., V,(x)) satisfaz as
condigoes “Iy, de intersecao” se satisfizer:
(a) G(z) h Ngxa ML em Ty s MRFL
(b) G(Z) N Nzkfan_k—H’Zz = ;

Em que Ny M F122 = L(2. U) € Tora M F L rank(Uy, ..., Up_py1) =
n—k+1, lel(< Uy, ... .Up_gr1 > ﬂNmEk_l(V)) > 2}

Note que, se 0 n-campo V = (Vi(x),...,V,(x)) satisfaz as condi¢oes I}
(a) e (b), entdo dim(< 21 (), ..., 2p_pr1(z) > NNXFL(V)) =0 ou 1.

Definicao 4.0.4. A partir da construcao anterior e supondo que o n-campo
V= Wi(x),...,Vu(z)) satisfaz as condicoes 1), de interse¢ao (a) e (b), dize-
mos que um ponto x € X1V pertence a Ap_1(V) se

dim(< 21 (), ..., Zn_gs1(7) > ANZH(V)) = 0;
e dizemos que x pertence a XF(V) se x € XF1 (V) \ Ap_1(V), isto é, se
dim(< 21 (), ..., Zn_gs1(7) > ANEH (V) = 1.
Portanto,
Ap 1 (V) = {x € ZF1(V)|dim(< 21 (2), . . ., 2n_pr1(x) > NNZFHV)) = 0};
YRV = {x € S (V)| dim(< z1(2), . . ., Zn_pp1(x) > NNZFHV)) = 11,

Definicao 4.0.5. Dizemos que x € M ¢é uma singularidade de tipo Ay do
n-campo V- se x € Ai(V).

Lema 4.0.6. Se x € X*(V), entdo
dim(< Vi(x),..., V(o) > AN, (V) =k — 1.
Demonstracgao. Por simplicidade de notacao, escreveremos:
o < V(z)>=<Vi(x),...,Va(z) >,
o < z(x)>=<z1(x),. .., Zn_pr1(x) >.

Pela forma como o (n—k+1)-referencial {z1(x), ..., z,—x4+1(x)} foi escolhido,
para cada x € X*1(V) temos,

<V(r)>= (< V() > NN, Z"2(V))@ < 2z(z) > .
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Por hipotese de indugdo, sabemos que Y*~1(V) C ¥*72(V), o que implica
que N,X*2(V) C N,X1(V). Logo, < V(z) > NN, X 1(V) ¢ igual a

(< V(z) > NNEZ2(V)) @ (< 2(x) > NNEH (V).

Como z € ¥F(V) C ZFYV), entdo dim(< V(z) > NN, ZF2(V)) = k — 2.
Além disso, pela definigao de ¥5(V), dim(< z2(z) > NN, ZFY(V)) = 1.
Portanto, dim(< V(z) > NN, X 1(V)) = (k—2)+ 1=k — 1. |

Observacao 4.0.2. Localmente, G(z) pode ser descrito como:

G(Z) = {(.CL“, U1,...,Un4g+1) GT]Wn_k'H ‘ Fl(a:) =...= mfn+k71(x) :0;
dx)-U/=0i=1,....n—k+1ej=1,...,m},

em que TM"™ %! denota o “(n — k + 1)-fibrado tangente” da variedade M,
zi(z) = (21 (x), ..., 2" (x)) e U; = (U}, ..., U™), parai=1,...,n—k+ 1.

Em particular, as equagdes locais de G(z) sao claramente independentes
edimG(z) =mn—k+1)+m—(m—-—n+k—14+mn—~k+1)) =n—Fk+1.

Lema 4.0.7. Pela Definicdao 4.0.4, ¥*(V) é uma subvariedade de M de di-
mensao n — k.

Demonstragio. De acordo com a Definicao 4.0.4, z € ¥*(V) se, e somente
se, v € XFL(V) e dim(< 2(2),. .., 2z pp1(z) > NN X)) = 1.

Por outro lado, vimos na demonstracao do Lema 4.0.5 que, localmente,
existem U C M aberto e fungoes Fy, ..., F,_nix—1: U — R, tal que

YUV ={r el | Fi(z) = ... = Fp_nipa(z) =0} (4.12)

erank(VE (z),...,VE, nir1(z)) =m—n+k—1,Vor € S*1(V)NU. Con-
siderando Ag(z) = det (z1(x),..., zn—k+1(x), VFI(2), ...,V _nik-1(2)),
mostremos primeiramente que, para todo x € X¥~1(V) Nu,

dim(< 21(2), ..., Zp_pe1(z) > ANLEZFH(V)) =1 & Ap(z) = 0. (4.13)

Se dim(< 2z1(x), ..., Zn_ps1(x) > NNLEFY(V)) = 1, entdo 37 # 0 tal
que ¥ €< z1(x), ..., zZn_pr1(x) > N < VF(x),...,VFE,_nik1(x) >. Isto
é, existem (aq,...,an k1) Z (0,...,0) e (B1,...,0m) # (0,...,0) de modo

que
n—k+1 m—n+k—1

U= a;zi(x) = Z BiVEF;(x)
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e assim,
n—k+1 m—n+k—1

Y aiz(z)— Y BVE(x)=0

i=1 j=1
¢ uma soma com coeficientes ndo todos nulos. Portanto, z1(x), ..., zn—k4+1(2),
VFEi(z),...,VFyu_nik1(x) sdo linearmente dependentes e Ay (x) = 0.

Por outro lado, se Ag(x) = 0, entdo os vetores z1(z),...,2n_k+1(T),

VFi(z),...,.VF, nik1(x) sdo linearmente dependentes e portanto,

dim(< 21(2), ..., Zn_gs1(x) > AN,ZH(V)) > 0.

Mas, por hipdtese, o n-campo V(z) = (Vi(x),...,V,(x)) satisfaz a condigao
de intersegdo I, (b), logo, dim(< 2(x),..., 2, gs1(z) > NNZL(V)) <2 e
portanto é igual a 1.

Assim, pela equagao 4.12 e pela afirmacdo 4.13, podemos escrever X(V/),
localmente, como

SV)={r el | Fi(z) =...= Fnppr(z) = Ag(z) = 0},

Mostremos que rank (VFy(z), ..., VE,_nik-1(z), VAg(z)) = m—n+k, para
todo x € X*(V)NU.

Primeiramente, vamos considerar os gradientes em TM" *+! das equa-
¢oes locais de Nygr—1 M™%+ e G(z) descritas, respectivamente, na equagao
(4.10) do Lema 4.0.5 e na Observacao 4.0.2. Denotando por V, o gradi-

ente com respeito a © = (z1,...,%,) e por Vy o gradiente com respeito a
_ 1 m 1 m 1 m
U=(U,....0™Uy,...;U05, ... Uy iy Uy y), temos

n

V(2 (x) = U) = (Vuzl(z) ,—VuUi), (4.14)

7 7

parai=1,....n—k+lej=1,...,m. Emque VyU’ = (0,...,0,1,0,...,0)
é o vetor cuja entrada m(i — 1) + j é igual a 1 e as restantes sdo todas
nulas. Quanto a A(z,U) = det(VFi(x),...,VEn nik1(2),U1,...,Up_k11),

podemos escrever

A(CL‘, U) = ZF](I‘)N[(U),
1
para I = {i1,...,ipsr1} C {1,...,m}, Em que

Uy e U’:'Ll—k?-‘rl
N(U) = S (4.15)

infk'+1 infkﬂ»l
Uy o UG
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¢ o menor obtido a partir da matriz

ut ... U1 Chtl
Ur Ul
escolhendo-se as linhas 4q,...,%, 1. Além disso,
8F1 8men k—1
(z) — 2 (x)
8$k1 G'qu
Fr(z) =+ : : (4.16)
0F1 aF’m n+k—1
@) a—*( )
ka—n-&-k—l ka n+k—1

¢, a menos de sinal, o menor obtido a partir da matriz
(VFI( )soooy VFE nik—1(x)), excluindo-se as linhas iy,...,%, 41, isto
é, {ki,..., k:m_n+k_1} ={1,...,m} \ I. Portanto,

= (Y _Ni(U)V,Fi(x ZFI )WWuNi(U) ).

Como G(z2) h Ngra M 1 em Tyt M™% para todo (z,2(z)) com
x € X 1(V), consideramos a projecao de TM"*1 sobre Ty M™F+L;
T - T(I’U)<TMn_k+1) — T(E’U)(TquMn_k'H)
(’U, Ul, e Un—k+l> — (77'(1)), Ul, R Un—k—i—l)
em que T é a projecio ortogonal de T, M sobre T, >*"1(V). Deste modo, por

4.14, ‘ , , .
m (Ve (2) = U))) = (x(Var(2) . = Vol])

parai=1,....n—k+1ej=1,...,m. Além disso, projetando VA(z,U),
temos

m (VA(z,U)) ( (ZNI )V Fy(a ) ZFI )VuNi( )).

E pela transversalidade, G(z) M Nye—1 M™% em Ty 1 M *F1 concluimos
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que a matriz

m(Vazi (2))

m(Veri ()
: —Idy(n—k41)
W(szrlb—k+1<x)) (4.17)

W(szgl_,ﬁ_l (7))

(ZNI )V Fi )) L) Fi(x)VuN(U)

tem posto maximo para todo x € YF (V). Pela expressio de N;(U) na
equacao 4.15, temos

VuN; (U Z cof (UHVU,

comi=1,....,n—k+1,je€Iecof(U’) o cofator de U’ na matriz

Uy e U:f k+1
Uik i
Assim, parai=1,....,n—k+1ej=1,...,m, podemos escrever
ZFI )WWuN(U) = Bl(x,U)VU, (4.18)

em que

B (z,U) (ZF[ )cof 7).

J€el
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Pois, ZFI )WWuNi(U) = Fi(x) (ni Zcof(Uf)VUf) e

i=1 jel

> Fi(x) ( _Z Zcof(Ug)VUg>

I i=1 jeI
n—k+1 [
= > |Fu(x) (Z cof(Ug')VUg'> o Fp(x (Z cof (UY) VU])
=1 L Jj€n J€lq
n—k+1 [
=Y (Z FI(J:)> cof (UNVU! + ... + ( > FI(:E)) cof (UM)\VU™
=1 I:1el I:mel
n—k+1
— Z(Z Fi(x >cof HVU/ | .
i=1 Lj=1 \I:jeI

Denote as linhas da matriz 4.17 por L} = (W(szi(x)) ,—VUUg), para
t=1,....n—k+1ej=1,...,m e por Lpn a tultima linha desta mesma
matriz. Substituindo a linha LA por

LA+ZB” (z,U)L?,

parat=1,....n—k+1ej=1,...,m, obtemos uma nova matriz de posto
maximo
(Va1 (2))
(Va2i"(2))
: _]dm(n—k-i—l)

T(Vazn pia(7)) (4.19)

I : 4
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em que

Lg_ZFI )WouN; (U +Zﬁfo (—vu?) "2 G

Ly :7T<ZN[( )WV Fi(z )‘FZﬁ]xU ())
:W<ZN,( )W Fy(x +Zﬁfo xz()).

Como, para z € X¥(V) temos 2/ (x) = U/, por 4.18 segue que
ZﬁijVz Zﬁ]xz ZFI YV Ni(z(x)).
Logo, se z € ¥*(V) NU, entdo
Ly=m (Z Ni(2(2))V Fy(x +ZFI )V (2 ))) = 1(VAL(x))

e a matriz 4.19, que tem posto maximo, é igual a

[ (V@) ]
(V2 (x))
: _Idm(n—k+1)
(Vo2 (@)
(Vo 1 (2))
I T(VAg(2)) : 0 |

Portanto, 7(VAg(z)) # 0. Isto é, a projecdo ortogonal de VA(z) sobre
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T,X*1(V) é ndo nula. Assim, para todo x € X*(V) NU,
VAi(x) €< VFi(x),...,VEn nik1(z) > .
Portanto, dim(X*(V)) =m — (m —n+k) =n — k. |

Pela forma como definimos os conjuntos singulares Z*™1(V) e Ag(V),
devemos considerar uma base {z1(z), ..., z,_x(z)} de um subespago vetorial
complementar a < V;(x),...,V,(z) > NN, Z*YV) em < Vy(x),..., V,(x) >
(vide equagdo 4.11). Mostraremos a seguir que as defini¢oes de L*1(V) e
Ai(V') sao independentes da escolha destas bases. Comecaremos provando
dois lemas técnicos.

Lema 4.0.8. Sejam f; : V CRY = R,i =1,...,5s funcoes suaves definidas
em um aberto de R'. Seja M C R’ uma variedade dada localmente por
M ={z e V|fi(z) = ... = fs(x) = 0}, com rank(Vfi(z),...,Vf(x)) = s,
Yee MNY.

Se g,h 1V C R = R sdo funcgoes suaves tais que g|ymy = hlyny, entao
para todo x € M NV,

< Vfi(z),...,Vfsix),Vg(x) >=< V fi(z),...,Vfix), Vh(z) > .

Demonstragao. Se g|yny = hlyny, entdo g — h = 0 sobre M NV. Isto é,
V(g —h)(x) € N,M = Vg(z) = Vh(z) + > ANV fi(z).
i=1

Logo < Vfi(z),...,Vfs(z),Vg(x) >=< Vfi(z),...,Vfs(x),Vh(z)>. R

Lema 4.0.9. Sejam f; : V C R = R,i=1,...,s funcoes suaves definidas
em um aberto de R'. Seja M C R uma variedade dada localmente por
M ={z e V|fi(z) = ... = fs(x) = 0}, com rank(Vfi(z),...,Vfs(x)) = s,
VYee MNV.

Se g,h : V C RY — R sdo fungdes suaves tais que g(z) = N x)h(x),
Ve e M NV, para alguma funcao suave X : V — R, entao:

(i) Se Mx) #0 ex € M, entio g(x) =0« h(x) =0.
(i) Se AM(x) #0, z € M e h(z) =0, entdo

< Vfi(z),...,Vfsx),Vg(x) >=< Vfi(z),...,Vfsx), Vh(z) > .

Demonstragao. A afirmacao (i) é claramente verdadeira. Mostremos (i7).
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Seja A:V = R suave, tal que Mz)=MNz),Vee MNVesejag:V—R
definida por g(x) = A(z)h(z). Assim, como § = g sobre M NV, pelo Lema
4.0.8, temos

< Vf1(513), . ,st(x),Vg(x) >=< Vf1($), ce ,st(x),Vg(x) >,

para todo x € MNV. Como Vg(z) = /N\Q:E)Vh(x)%—h(x)VS\(x), sex e MNVY,
A(x) # 0 e h(z) =0, entdo Vg(z) = VAVA(z). Logo,

< Vfi(z),...,Vfs(x),Vg(x) >=< Vfi(z),...,Vfs(x), Vh(z) > .
Portanto,
< Vfi(z),...,Vfs(x),Vg(x) >=< Vfi(z),...,Vfs(x), Vh(z) > .
|

Lema 4.0.10. As definigoes de S¥T1(V) e Ap(V) sdo independentes da es-
colha das bases, k > 1.

Demonstragdo. Assim como a definicio de (V) e Ax(V), k > 1, a
demonstracao deste resultado serd feita por inducao.
Notemos primeiramente que, conforme o Lema 4.0.3, localmente

SIV)={zeU|M,(z) =...= M, (x) =0},

em que M, (z) depende apenas do n-campo V' no ponto x. Isto é, a definigao
de ¥1(V) nao depende da escolha de nenhuma base.

Suponha que a definigdo de X¢(V) independe da escolha das bases para
todo ¢ < k. Localmente, temos

YEV) ={relU:M,(z)=

=M () = Ag(x) = ... = Ag(z) =0},
SV ={z el :M,(z) = ...

M,,(x) = Ag(x) = ... = Agy1(z) = 0},

com

rank(VM,,, ..., VM,,, VA, ... ,VAy) =m—n+k,
rank(VM,,, ..., VM,,,, VAy, ... VA1) =m—n+k+1.

Lembre-se que

Apr1(z) = det(VM,, ..., VM, VA, ..., VA Ui, ..., Us_i)(2),
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em que, para cada x € X*(V), {U;(x),...,U,_x(x)} & base de um subespago
complementar a < Vi(z),...,V,(z) > NN, Z* (V) em < Vi(z), ..., V,(z) >.

Para cada = € X%(V), consideremos {U;(z), ..., U,_i(z)} uma outra base
de um subespaco vetorial complementar a < V;(x),..., V,(z) > NN, X1(V)
em < Vi(z),...,V,(z) >. Entdo, no ponto = temos

<Vi,ooo V= (< Vi, Vo >ONE (V) @ < U, Uiy >

( n—k
Ur(z) = ) an(x)Us(z) + vi(x)
/=1
Us(z) = S aga(2)Up() + va()
/=1
Ore(a) = 3 sy (@)Us(a) + v 1(a)
\ /=1

em que a;;(z) € R e vj(z) €< Vi(z),...,V,(x) > NN, Z*1(V), para todo
j=1...,n—k.

Mostremos que para cada x € X*(V)

ar () ap(z) 0 Aok ()

det(A(z)) = : : : # 0.

-1 (%) Ar)2(T) -+ k) (n—k)(T)

Suponha que a afirmacao seja falsa, isto é, que det(A(z)) = 0. Entdo
as colunas da matriz A(x) sdo linearmente dependentes. Ou seja, podemos
supor, sem perda de generalidade, que a primeira coluna de A(z) pode ser
escrita como combinacao linear das outras colunas:

n—k

(an (@), (@) = 3 Mlana(@), .. 6o (2)).

s=2

As € R, s=2 ... n—k. Logo, suprimindo x da notacao, temos
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n—k n—k [/n—k
[71 = ZCLHU@ +v; = Ul = Z (Z )\Sags) Uy + vy

(=1 /=1 5=2

:>01

n—k n—k
Z Ag (Z CLgsUg) + 1
s=2 /=1

logo,

n—k n—k n—k
G- S AT = lz N (z U> o
s=2 s=2

(=1

n—k n—k
- Z /\s (Z aésUf + Us)

s=2 /=1

n—k
= v — E AsUs.
s=2

Mas isto significa que

n—k
U =) AU € (< Vi, Vo > NS (V) N < Ty, Uy >=10,
s=2
ou seja, que Uy(z), . .., U,_i(x) sdo linearmente dependentes. Mas isto é uma

contradicio, ja que por hipotese, rank(U; (z), . . ., Up_i(2)) = n—k, para todo
z em (V). Portanto, det(A(z)) # 0.

Assim, para cada z € X*(V), temos det(A'(z)) = det(A(z)) # 0 e,
suprimindo x da notacao,

Apyr = det(VM,,, ..., VM,,,VA,,....VAL Uy, ..., Uss)

n—k n—k
= det(VM,,, ..., VM, VAy, ..., VALY Janls, .., Y | aum-rUi)
(=1

(=1

= det(A") det(VM,, ..., VM,, VAo, ..., VAU, ..., Un_s)
== det(At>Ak+1.

Entéo, pelo item (i) do Lema 4.0.9, Ay =0 Apy = 0em 2. Mas, se
z € YFL(V), entdo Apyi(z) = 0. Logo, Api1(x) = 0 e pelo item (ii) do
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Lema 4.0.9, temos

< VMn(x>7 SR VMm<x>7 VAQ('I)’ BRI VAk(x>7 VAk—Fl(‘T) >
=< VM, (2),..., VM, (2), VA (2),..., VALx), VAL (z) > .

E consequentemente,
rank(VM,,(z), ..., VM, (z), VAs(z), ..., VAR(z), VAp1(z) =m —n+k+ 1.

Portanto, a definicio de ¥*"(V) independe da escolha da base
{Uy,...,Uy—}. E como

Ap(V) = SHV)\ BV,
segue que Ag(V) também independe da escolha da base. |

Observacgao 4.0.3. Note que, pelo modo como definimos X5(V) e An(V),
k > 1, obtemos
YEV) = Apg(V)USFHLV);
de modo que
A(V) = ZHV)\ 2V,

Logo, os conjuntos singulares Ax(V') sao subvariedades (n — k)-dimensionais
de XF(V) tais que Ap(V) = ZF(V).

Finalmente, baseados na construcao anterior, definimos:

Defini¢ao 4.0.6. Um n-campo de vetores V.= (V4,...,V,) é um n-campo
de Morin se V tem coposto 1 e satisfaz as condicoes I, (a) e (b) de intersegao
para k=2,...,n.

Observacao 4.0.4. Pela definicio anterior, se V.= (Vi,..., V) € um n-
campo de Morin, entdo V tem apenas singularidades de tipo Ax(V') para
k=1,...,n.

Observacao 4.0.5. Ao longo deste capitulo, apresentamos vdrios lemas que
possuem extensas demonstracoes. Muitas destas demonstracoes poderiam ser
exitbidas de uma forma mais rapida e simples, utilizando-se as propriedades
de transversalidade envolvidas nestes resultados e aplicando-se o Teorema
1.1.4 apresentado na Secdo 1.1. Queremos destacar, porém, que, embora
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mais técnicas, as demonstragoes tais como apresentamos Sao esSenciais para
0s proximos resultados que apresentaremos no Capitulo 5, uma vez que elas
extbem explicitamente as equacoes locais que determinam as subvariedades

Ek(V) € Ak<V), k= 1, oo, n.

Exemplo 4.0.6. Seja f = (f1,..., fn) : M™ — R™ uma aplicagio de Morin
de classe C*, com m > n. O n-campo de vetores Vf = (Vfi,...,Vf,) é
um n-campo de Morin.

Mostremos primeiramente que V f tem coposto 1. Seja
G(Vf)={(z,Vfi(z),...,Vfu(2))|z € M}

o grafico do n-campo gradiente Vf. Como f é uma aplicacdo de Morin,
entao rank(V fi(x),..., Vf,(z)) é igual a n se x for um ponto regular de f e
igual a n — 1 se x for um ponto singular de f. Assim,

G(V )N TM™<"=2 = .

Além disso, se x € M for um ponto regular de f, entao G(V f)NTM™"~ ! = (),
de modo que G(V f) h TM™"~! no ponto (z,Vfi(x),...,Vf.(x)) € TM"

Agora, se p € M é um ponto singular de f, entao

(p,VIp) = (x,Vfi(p),...,Viup) € G(Vf)NTM™ !

e conforme a demonstracao do Lema 4.0.1, escrevemos T'M™"~! localmente
como

TM"’”_lz{(a:,A)ELﬂmn:...:mm:O},

para uma vizinhanga 4 C TM" tal que (p, Vf(p)) € U. Além disso, pela
equacao 4.2, para todo (z, A) e U N T M}

1 .- 0
O(my, ..., My,)
=C|: . 0 4.20
a(AZ, L. ’Anm) . . . # Y ( )
0 --- 1
em que C' € R é uma constante ndo nula e para cada A = (A4;,...,4,) em
TM™, denotamos A; = (A}, ..., A™). Também nesta vizinhanga, escrevemos

G(Vf) = {(a:,A) cU|Vfi(z) = Ay ¢:1,...,n}
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isto é,
~ Ofi ; : .
G(Vf) = (:L’,A)GLHC% () — Al =0;i=1,....,n;5=1,...,mp.
J
.4 df; P . N
Seja gl (z, A) = (x) —Al,i=1,...,n;7=1,...,m; entao
aij

J _ afi J
=5 (3) v

Em particular, se p é uma singularidade de tipo A, da aplicacdo f, entdo,
localmente, f é da forma

yiof =z, 1 <n—1;

k—1
ynof:x’;“%—Zwixﬁ*i—l—xiH+...—i—a:iﬂ_l—:L%H—...—xfn.
i=1
Assim,
)
1, i=5j=nr=k—1,k>2;
3(2)fi 2, i=j=r=n;k=1;
oon, V) = . . , (4.21)
Lry £2, i=n;j,r=n+1,...,m;j=r;
| 0, caso contrario.

E a matriz cujas linhas sao dadas pelos gradientes

Var (e, VI®), .- Va0, V), Vo (0, VD), .. Var(p, V(p))



é dada por

Em que B é a matriz com (n — 1)(m + 1) linhas e m colunas:

Bin—1)(m+1)xm =

B : —Idpm—1)m+1)

: O(m—n+1)x (n—1)(m+1)

0@ fi

2
Oxy

02,

| 02107,

_[d(mfn%»l)

0@ fi

8$m8x1 P

02,
0202 p—_1

D é a matriz com (m — n + 1) linhas e (n — 1) colunas:

D(m—n+1)x(n-1)

o®? fa

o? fa

81'181’71 P

&xlaxm p

0@ fn

3xn_18xn

0@ fn

c%vn_l@mm

E por fim, F é a matriz de ordem (m —n + 1):

E(m—n—l—l) =

o) fn 7]
0Ly 0Ty,

0,

2
ox?,

© Otm—1)(m+1)x(m—n+1)

99

(4.22)
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Por 4.21, se k = 1, as matrizes B e D sao nulas e

2[d()\) O()\)X(m—’n)\—&—l)

Otm—n-a+1)x(n) = —2Idgm—n—xs+1)

Se k > 2, as matrizes B e D tem todos elementos nulos, exceto, respectiva-
o2 f, o2 f,

0x,0%1_1 ¢ 0x,_10%,,

mente, pelos elementos (p) que sdo iguais a 1. Além

disso,
O1x1 5 O1x(a-1) © Otx(m—n—r+1)
E= Op-1nx1 - 21d(\—) © O=1)x (m—n—r+1)
| Om-n-xix1 & Omon-rt)x(r-1) © —2Idm-n-rt1)

Assim, a matriz cujas linhas sdo dadas pelos gradientes em (p, V f(p))
das fungoes ¢/ (z,A), i =1,...,n; j =1,...m e m,(A), r =n,...,m, que
definem G(Vf) e TM™"~1 localmente, & igual a

B : —Idn—1)(m+1) © Om=1)(m+1)x(m-n+1)

: : : (4.23)
D FE  Om-niDx(n-1)(m+1) —Idm—nt1)
O O Faninxm-t)m+1) | Cldm—nt1)

em que C' € R é nao nula, por 4.20. Pela maneira como as matrizes B, D
e I/ sao dadas, concluimos que a matriz 4.23 tem posto méximo. Portanto,
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G(Vf) d TM™ 1 em (p,Vf(p)) € TM". Isto é, o n-campo V f(z) é de
coposto 1.

Mostremos agora que V f(z) satisfaz as condigoes “Iy (a) e (b)” de inter-
secao, para k = 2,...,n.

Conforme observamos no inicio deste capitulo, se z € Ag_1(f), entdo
dim(< Vfi(z),....,Vf.(z) > NN, Apo(f)) =k —2¢

_ k=2, sexe Ar1(f);
dim(< Vfi(z),...,Vfu(z) > NN A1 (f)) =
kE—1, sexze Ag(f).

Assim, se {z1(x),..., 2z, rr1(z)} é base de um subespago complementar a
< Vfi(z),...,Vfu(x) > NN A, o(f) em < Vfi(z),...,Vf.(x) > para cada

xr € Ap_1(f), entdo

dim(< 21(@)s. . 2w (2) > AN = 4 O S0 € Al
1, sex e Ay(f).

Logo, o grafico G(z) = {(x, z1(x), ..., zn_gr1(z)) |z € Ar_1(f)} € tal que

G(Z) N NmMnik+1’22 = @ (condigéo Ik (b) ) .

Se x € Ap_1(f), entdo (z,z2(z)) = (z,21(), ..., 2n_k+1(x)) ndo pertence a
NAkfl(f)Mn_lﬁ_l’ logo

G(z) NmM”_kH, em (x,z(x)).
Se x € Ax(f), entdo (z,2(x)) € G(z) N NmM"_k“. Para concluirmos a
condigao “I},” (a), resta mostrarmos que esta interse¢ao é transversal. Mas
isto pode ser verificado através do célculo dos gradientes das equagoes locais
de G(z) e Nm]\/[”*kﬂ de modo analogo ao que mostramos para V f(z)
de coposto 1.

Exemplo 4.0.7. Seja M uma variedade diferencidvel m-dimensional, com-
pacta e paralelizavel. Entao, existe um m-referencial V.= (Vi,...,V,,) de-
finido sobre M tal que, para cada x € M, {Vi(z),...,Vi(x)} € uma base
para T,M. Seja p € {1,...,m}, entio rank(V; (x),...,V; (z)) = p, para
todo x € M. Isto é, (Vi,,...,V; ) é um p-campo de Morin, pois nao possui
singularidades.

Por outro lado, seja f = (f1,...,fp) : M — RP uma aplicagao de Morin
sobre M e seja (Vfi1,...,V[f,) 0o p-campo gradiente associado a f. Como M
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é compacta, existe v € M tal que V f,(x) = 0.
Desta forma, o p-campo de Morin (V;,,...,V;,) nao pode ser descrito
globalmente como o gradiente de uma aplicagao de Morin f: M — RP. Isto

€, nem todo p-campo de Morin € um campo gradiente.



CAPITULO 5

Sobre a Topologia dos n-campos de Morin

Sejam a = (ay,...,a,) € R*"\ {0} e V = (V4,...,V,) um n-campo de

Morin sobre a variedade m-dimensional M. Estudaremos a seguir algumas
n

propriedades do campo de vetores z(z) = Zaﬂ/;(:v) definido sobre M e de

i=1
suas restricoes aos conjuntos singulares de V' definidos no capitulo anterior.

5.1 Zeros de um campo vetorial genérico z(z)
associado a um n-campo de Morin

Lema 5.1.1. Se p for um zero do campo z, isto é, z(p) = Z%’Vz‘(p) =0,
i=1

—

=0 em p.

V)

entio p € X1(V) e 2,

Demonstracdo. Suponha que z(p) = 0. Como a = (ay,...,a,) # 0, entio
rank(Vi(p),...,Va(p)) < n—1. Mas V é um n-campo de coposto 1, logo
rank(Vy(p), ..., Va(p)) = n — 1. Portanto, p € (V).

Se z(p) = 0, entdo z(p) € N,X'(V). Portanto, a projecio ortogonal de
z(p) sobre £1(V) é nula, ou seja, 2, = =0 em p. ]

)

—

Lema 5.1.2. Se p € Ap1(V), entao Ygiriy, = 0 em p se, e somente se,

Z'gk(v) :0 6mp7 pa’ra’k:O,---,n—Z.

103
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Demonstragao. Seja p € Ap1(V). Suponha que

Vi) Vi) e VIS ()

em uma vizinhanca U4 C M, com p € U de maneira que, localmente, escre-
Vemos:

ZHV)
Ek+1(V)

n(x)=...=Mp(z)
n(z)=... =M, (x)

Ng(z) = ... = Ag(x) =0}

(M
(M Ao(z) = ... = Ay (z) = 0},

Se 21y, = 0 em p, entdo z(p) € N,X*(V), isto ¢,
z(p) €< VML, (p), ..., VM, (p), VA2(p), ..., VAk(p) > .
Em particular,

Isto &, z(p) € N,X*¥1(V), portanto Zgri gy, = 0 em p.

Por outro lado, se z =(0em p, entdo z(p) € N,XF1 (V)N < V(p) >,
|2k+1(V) P

em que < V(p) >=< Vi(p), ..., Vn(p) >, por simplicidade de notagao.
Como p € Ag41(V), entdo p € Xy 11(V) \ p12(V), logo

dim(< V(p) > NN, ZF(V)) = k;
dim(< V(p) > NN, (V) < k + 1.

Como dim(N,X*(V)) = m —n + k, dm(N,X2F (V) =m —n+k+1e
N,SH(V) € NXFL(V), entdo

dim(< V(p) > NN, S (V) = dim(< V(p) > NN, X*(V)) = k.

Assim, < V(p) > NN,ZF(V) =< V(p) > NN, XF(V). Portanto, z(p) €
N,SF(V), isto é, Yy, = 0 em p. |

Lema 5.1.3. Sep € A,(V), entdo Zgn1iyy = 0 em p.
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Demonstracao. Analogamente ao lema anterior, podemos supor que, lo-
calmente, M(x) # 0, de modo que

YV) = {Mu(x)=...=M,,(z) = Ay(z) = ... = A,(x) = 0};
NX"(V) = < VM, (x),...,VM,,(z), VAy(x),..., VA, (x) >

Como A, (V) = X™(V), temos

p€ A (V) =dim(< V(p) >NN,Z" (V) =n—1
=< V(p) >C N2 (V)
z(p) € N, H(V).

Portanto, se p € A, (V) entao Agnrgyy = 0 em p. [

Lema 5.1.4. Sejap € XX (V) el C M wma vizinhanca de p na qual

Vie)  Vi(x) V()
M(x) = #0 (5.1)
Vi) Vi) e Vi ()
Entao, z(p Zal “(p) =0 se, e somente se, Zaﬂ/] = 0, para todo
=1
j=1...,n— 1
Demonstragdo. Como Vi(x) = (V(z),...,V/™(z)), i = 1,...,n, & claro

que
n

> aVi(p) = 0= Zaivx‘(p) =

=1

para todo 7 = 1,..., m. Por outro lado, suponha que Z a; Vj (p) = 0, para

=1
j=1,...,n—1. Como p € LY(V), temos rank(Vi(p), ..., V,(p))

n—1

e como M(x) # 0, I(A1, ..., Au1) # (0,...,0) tal que Vo(p) = > AVi(p).
=1

n—1,
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Assim,
n n—1
Z a;Vy(p) = 0= Z (ai + Nian) Vi (p) = 0,
i=1 i=1

para j =1,...,n — 1. Isto é,

n—1
> (@i + Nian) Vi (p)
i=1 0
n—1
Zaz—l—/\an\/” Y(p) 0
=1
o que implica que
- Vi (p) 0
Z a; + Yy an = )
=1
V' (p) 0

que corresponde a uma combinacao linear dos vetores coluna da matriz em
(5.1). Logo, a; + \ja, =0, para ¢ =1,...,n — 1. Portanto,

n—1

Za, i(p) =) (a; + Nian)Vi(p) = 0.

=1

Observacao 5.1.1. Note que pelo lema anterior, concluimos também que
a, # 0, caso contrdrio, teriamos ay = ... = a,_1 = a, = 0, 0 que ndao ocorre
visto que trabalhamos com a € R™\ {0}.

n

Lema 5.1.5. Seja C(z) = C (Z aiVZ) o conjunto dos zeros do campo

=1

vetorial z. Entdo para quase todo a € R™\ {0}, C <Z aﬂ@) NYX2(V) = 0.

i=1
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Demonstracao. Seja &/ C M uma vizinhanca na qual

Vie)  Va(@) Viei(2)
Vit (z) Vi) e VIS ()

de forma que, localmente, podemos escrever

DAV) = {Myu(z) = ... = M (2) = As(x) = 0},
com rank(VM,,(x), ..., VM,,(z), VAy(x)) =m —n + 2.

A seguir, considere a aplicacdo F' : U x R™\ {6} — R™*! definida por
F(z,a) = (My(z),...,M Zaﬂ/l Zalv” Y

Pelo Lema 5.1.4, se x € '(V), temos

Zall —O@Zalvj =0,5=1,...,n—1.

Dessa forma, se (z,a) € F~'(0), entdo = € C(z) N ¥2(V). Além disso, a
matriz Jacobiana de F em (z,a) € F~1(0):

Omfn+2 Xn
V.M,,(z) ( )
vaQ(I>
Vii(z) Viaa(@)  Vi()
(@) Vi)

Vi) e Vi) Vi i(e)
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tem posto (m —n +2) + (n — 1) = m + 1. Portanto, 0 é valor regular de F
e F~'(0) é uma subvariedade de dimensao n — 1.

Seja 7 : F~1(0) — R™\ {0} a projecio sobre R™\ {0}, isto é, 7(z,a) = a.
Entao, pelo Teorema de Sard, a é valor regular de 7 para quase todo a €
R”\ {0}. Portanto, 7 (a) N F~1(0) = § para quase todo a € R™\ {0}. Mas,

7 Ha) N FY0) = {(z,a) €U x {a} : z € C(z) N T*(V)}.
Logo, C(z) N X2(V) = @ para quase todo a € R™ \ {0}. |
Lema 5.1.6. Seja C(z‘zkw))
S*(V). Entio para quase todo a € R™\ {0}, Cl2g ) N YRZ(V) = 0.

Demonstracao. Seja &/ C M uma vizinhanca na qual

o conjunto dos zeros da restricao do campo z a

Vi) Vil(z) Vi (@)
M(z) = # 0,
Vi) Ve i) e Vi)

de forma que, localmente, podemos escrever
SEV) = {M,(z) = ... = M, (2) = Ay () = ... = Ap(x) = 0},
com rank(VM,,(z), ..., VM, (z), VAy(x),...,VAi(z)) =m —n+k. E
SE2(V) = {M,(2) = ... = M,,(z) = Ay(x) = ... = Apya() = 0},

com rank(VM,,(x), ..., VM, (z), VAy(x),...,VAra(x)) =m —n+k + 2.
Pela caracterizagao de Szafraniec (Lema 1.3.3), a restricdo do campo
iy, S anula em z se, e somente se, existe (An,...,Am,B2,...,0k) €

R™ "k tal que

2(z) = Z NVM; () + > BiVA ().

Isto é, se e somente se, z(x) — Z A VM, (z) — ZBZVAg(x) = 0.
j=n

Escrevendo z(x) = (z1(x), ..., zn(z)), em que zs(z) = Zai‘/;s(x) para
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s =1,...,m, consideremos

"L oM "LOA
Ns<x7 a, Aaﬁ) = ZS(I') - Z)\J 8Ij <I> - Zﬁf axg(x)7
s 1—2 s

j=n
de modo que gk (x) = 0 se, e somente se, Ny(z,a,\,B) =0,s=1,...,m.
Dada a aplicacio F : U x R™\ {0} x R™~ "tk 5 R2m=7+k+2 definida por
F(l’,a,)\,ﬂ) = (Mn,...,Mm,AQ,...,Ak+2,N1,...,Nm),

se (z,a,\, ) € F71(0), entdo = € C(z|2k(v)) N YF2(V). Seja (x,a,),8) €

F‘l(ﬁ), a matriz Jacobiana de F em (x,a, \, #) abaixo tem posto 2m — n +
k+1:

V.M,
(z) O (m—ntk+2)x (m+k)
VxAQ (l’)

v:vAkJrZ (SL’)

Vle(x,a, A?ﬁ)

Bmxn me(m—”"‘k)

ViNu(z,a,A, B)

em que O(pn_nikt2)x(m+k) € Uma matriz nula, By, ., ¢ a matriz cujas colunas

sao dadas pelos vetores Vi(z),. .., V,(z) do n-campo:
Vi'(x) Vial(z) V(@)
L e e e e
Vit (x) Vita(z)  Vi(x)
V@) e V@) VPG |
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e Chx(m—ntk) € a matriz cujas colunas sao, a menos de sinal, os gradientes
VM,,...,VM,,,VA,, ..., VA com respeito a x:

M, oM,, 00, 0N

axl (x) P — aml €T _a_m(x) . e _a_xl(x)
me(mfn+k) = .
oM, oM,, 0A, OA
" om, (@) -+ — oz, (z) —%(w) —%(I)

-,

Note que, se (z,a, )\, 3) € F~1(0) entao, em particular, z € S*1(V) e
pelo Lema 4.0.6, dim(< Vi (z),..., Vy(z) > NN, X*(V)) = k. Logo,
dim(< Vi(x),..., Va(x) > +N,ZF(V))
= dim(< Vy(x),..., Vo(z) >) + dim(N,ZF(V))
—dim(< Vi(2), ..., Va(z) > NN,ZHV))
=n—1)4+m-—(n—k)—k

=m — 1.
Portanto,

V$N1<x7 a, )‘a 6)
rank Brxn Omx(mfnJrk) =m-—1
VeNm(z,a, A, )
e a matriz Jacobiana de F em (z,a, A, ) tem posto 2m —n + k + 1. Isto é,
F~1(0) tem dimensao n — 1.
Seja 7 : F71(0) — R™\ {5} a projecao sobre R™ \ {6}, isto é,
w(x,a, A\ B) = a.

Entao, pelo Teorema de Sard, a ¢ valor regular de 7 para quase todo a €
R™\ {0}. Portanto, 7~'(a) N F~1(0) = 0 para quase todo a € R™\ {0}. Mas,

7 Ha)NF~H0) = {(z,a,\, B) € Ux{a}xR™ " . 2 € O )NEFF2 (V)]

Z‘E’C(V)

Logo, C( ) N EF2(V) = ) para quase todo a € R™ \ {0}. |

sk
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5.2 Zeros nao degenerados de um campo gené-
rico z(z) associado a um n-campo de Morin

n

Nesta secao verificaremos que, genericamente, o campo z(x) = E a;Vi(z)
i=1
e suas restrigoes z|_, o) admitem apenas zeros nao degenerados. Estudaremos

também como estes zeros nao degenerados de z(x) e gy podem ser rela-

cionados de acordo com sua ocorréncia sobre os conjuntos singulares $¥(V/),
k=1,...,n. Comecaremos provando o seguinte lema técnico.

Lema 5.2.1. Considere a matriz

Vi@) - Vi) Vi)
M;(z) =
Vi) e V(@) V()
Vi@ - Ve Vi) |
Se x é um zero do campo z, entao para € € {1,...,n—1}, j € {1,...,n—1,i}
ei€{n,...,m}, temos

an, cof(ij, M;) = agcof (VI M;).

Demonstracdo. Suponha que z(z) = Z aVy(z) = 0, entio
=1

n

Zaﬂ/z‘j(:p) =0,j=1,...,m.

=1
Isto é, para ¢ = n,...,m, temos
(
aVii(z) + ... 4+ a1V} (x) + aVi(z) = 0
aVi N z) + .+ ap V) + e,V r) = 0
\ alVi(z) + ... + a1Vl () + a,Vi(x) = 0
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Seja {1,2,...,n—1,i} = {ay,..

Vit (x)
Vit (x)

rank

Vi @)

entdo todos os menores de ordem n — 1 sdo nulos. Logo, cof(V,*", M;)

-y Op—1, an}7 s€

Vna—ll (.T) Vnal (.CIZ')
Vna—Ql (.T) Vna2 (Q?)
Vit () Vireei(z)

CAPITULO 5. A TOPOLOGIA DOS N-CAMPOS DE MORIN

<n-—1,

0, £=1,...,n e consequentemente,

an cof (V™ M;) = agcof (V' , M;) = 0,

paral=1,...,n—1ei=n,...,m. (Note também que, pela arbitrariedade
de a,,, a equagdo é valida para a,, = 1,...,n —1,4.)
Agora, se
‘/1O[1 (‘T) vnoill (ZE) Vnal (ZE)
Vi (z) Vit (x)  Vie(x)
rank =n—1,
V) e V) Vi)
podemos supor sem perda de generalidade que
Vit (z) Viti(@)
Vi (x Ve (z
2 (a) @ |,
Vi (@) Vi (@)
Como z(z) = 0, consideramos o sistema linear
a V2 (x)  + + a, V() = —a,V*(x)

a V" (z) + + V" () = eV ()
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de maneira que, suprimindo z da notagao, obtemos

a1 . a1 a1 e a1 al a1 e a1
‘/1 anl ‘/1 ‘/Z—l Vn ‘/K—i-l anl
ag| .1 | =—ay : ' :
QAn—1 Qnp—1 QAn—-1 Qp—1 Qp—1 QAn—-1 Qnp—1
Vi Vali Vi | A Va1

e reordenando as colunas da matriz a direita, temos

e a1 . a1 1 e a1 al
Vvl Vn—l ‘/1 ‘/Z—l ‘/Z—i-l Vn—l Vn
ag| b= (1) a,

Qn—1 Qn—1 Qn—1 Qn—1 Qn—1 Qn—1 Qn—1
Vi e Vo Vi e VI Vi e VI Ve

n—

= (—=1)"*(=1)"*a, cof (V" M;)
= (—1)"*a, cof (V™ M;).
Por sua vez,
Ve v,

ay e = (=1)"**qy cof (V" M;).
‘/104»,171 . Vanl—l

n—

Logo,
agcof (V' M;) = ap cof (V" M;), £=1,...,n—1

e pela arbitrariedade de «,,, concluimos que
agcof (VI, M;) = a,, cof (V{, M;),
paratodo/=1,....,.n—1,j=1,....n—1,1ei=mn,...,m. [ |

Vimos na segdo anterior que os zeros do campo z(z) estdo todos sobre
¥1(V). Mostraremos no lema a seguir que, genericamente, estes zeros estdo
sobre A;(V) e sdo nao degenerados.
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Lema 5.2.2. Para quase todo a € R\ {0}, o campo z(z) = Z a;Vi(x) tem
i=1
apenas zeros nao degenerados e estes estao sobre Ay (V).

Demonstracao. Suponha que p € M seja um zero do campo z. Entao,
pelos Lemas 5.1.1 e 5.1.5, temos p € L1(V) \ 2(V), ou seja, p € A1(V). Em
uma vizinhanca & C M de p, suponha

Vi (@) Via(z)
M(z) = #0
Vit a) e Vi (2)
de maneira que
S(V)={zeU:M,(z) =...=M,(x) =0},

com rank(VM,,(z), ..., VM,,(z)) = m —n + 1. Escrevendo
zs(x) = Zaﬂ/f(x), s=1,....n—1
i=1

consideremos a aplicacdo F : U x R*\ {0} — R™ dada por
F(z,a) = Mu(x),...,Mpu(x),z1(x),..., 2,-1(x))

e a matriz Jacobiana de F' em um ponto (z,a)

[ V.M, (2) '
: Oim—n)x
V.M,,(z)
JacF(x,a) = | -+ o0 oo b oo ol e e e
Vez(z) 1 Viz) - V() V(2
| Vezea(x) P VITH@) o V() V(e |

Como M(z) # 0 em U e rank(VM,,(z), ..., VM,,(z)) = m—n+1 para todo
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z € Y4 (V) NU, entdo rank(Jac F(z,a)) = m para (z,a) € F~1(0). Assim,
10)=(m+n)—m=n.

Seja 7 : F~'(0) — R™\ {0} a projecio 7(x,a) = a, entdo quase todo
a € R\ {0} é valor regular de 7, de forma que 7~ (a) N F~(0) tem dimenséo
zero. Isto é, os zeros do campo vetorial z sdo isolados em X1(V). Mostremos
que, além disso, estes zeros sao nao degenerados.

Como rank(Jac F(z,a)) = m, ¥(z,a) € F~'(0), entdo pelo Lema 2.2.3
temos rank(V,M,(p),..., V.M, (p), Vo1 (p), ..., Vazn_1(p)) = m, o que
ocorre se, e somente se, rank(B) = m, em que B é a matriz

vle (p)
B— vmznfl(p>
an VM, (p)
1, VM (p)
cujas linhas denotaremos por L;,i = 1,...,m (lembre-se que, pela Observa-
¢ao 5.1.1, a, #0).
Por simplicidade de notacao, consideremos novamente I = {1,...,n} e

IL={1,...,n—1,i} parai € {n,...,m}. Como

Vi) -+ Viu(@) Vi(2)
Mi(z)=| B B ,
Vi) - Vi) V()
Vite) - Via(e) V(@)

entao,
VM;i(z) = Y cof(V/(x), M;)VV] (x)
lel,jel;

e pelo Lema 5.2.1,

YMi(p) = Y S cof (Vi(p), M)WV (p).

a
teljer; "
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Assim,
a, VM;(p) = Zelz‘el ag cof (V2 (p), M;)VV] (p)
= ;cofwg (p), M) LZ aVVy (p)
- ; cof (V! (p), Mi) [Vaz;(p)]
= cof (Vi(p), Mi) [Vozi(p)l + > cof (V] (p), M;) [Vaz;(p)]

JeL\{3}

Observe que cof(Vi(p), M;) = M(p) # 0, para i = n,...,m. Entdo, para
cada i = n,...,m, substituimos a i-ésima linha L; da matriz B por

1 = j
GIORTA <Li — ; cof (V2 (p), Mz’)Lj>

e obtemos a matriz de posto méximo:

V21 (p)

Vz Zn—1 (p)
vxzn (p)

Vazm(p)

Portanto, os zeros de z(x) sdo ndo degenerados. |

n

Lema 5.2.3. Para quase todo a € R"\ {0}, o campo A ay = Z aVil, o
i=1
tem apenas zeros nao degenerados, k > 2.

Demonstracao. Suponha que z =0 em p. Consideremos U C M uma
la, vy
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vizinhanca de p em que

V@) e V()

e na qual os respectivos conjuntos singulares podem ser escritos como

YU V) ={r el :M,(z)=...=M,(x) =0},

SEV) ={zel:My(z)=...=Mp(z) = As(z) = ... = Ay(x) = 0},

SFIWV) ={z el : Mp(z) =... = My(z) = Ag(z) = ... = Appq(2) = 0},
com

rank(VM,,,...,VM,,) =m —n+1, em x € (V) NU,
rank(VM,,,...,VM,,,VAy,...,VAL) =m —n+k, em z € 2¥(V)nU,
rank(VM,,, ..., VM,,,VAy,...,VAr 1) =m—n+k+1, z € SFY(V)nU.

Analogamente & demonstracao do Lema 5.1.6, pela caracterizagao de Sza-
franiec (Lema 1.3.3), sabemos que a restri¢ao do campo gy 5 anula em

x se, e somente se, existe (A, ..., Am, B2, - - -, Bk) € R™"HF tal que

m k
=) N VM () + Y BVA(x)
I=n =2

Assim, consideremos novamente as fungoes

Zﬁ@aAg 7 3217"'>m7

NS(IL’,CZ,)\,B) = Zs(x)_z ox

j=n
de modo que Zgr ) (z) = 0 se, e somente se, Ny(z,a,\,8) =0,s=1,...,m

Seja G : U\ {Appr = 0} x R™\ {0} x R™ 7k — R¥m=ntk 5 aplicacdo
dada por

G(m,a,)\,ﬁ) = (Mn,...,Mm,AQ,...,Ak,Nl,...,Nm).
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Consideremos Jac G(x,a, A, 5) a matriz Jacobiana de G em um ponto
(x,a,\, 3) € G1(0):

V.M, (x)
O (m—ntk)x (m+k)
VxAQ (iL’)

V. Ag(2)

val(xvau A?ﬁ)

Brxn Omx(m—n+k)

V$Nm<x7 a? >\’ /8)

em que O(m—nik)x(m+k) ¢ uma matriz nula, By,x, é a matriz cujas colunas

sao dadas pelos vetores Vi(z),. .., V,(z) do n-campo
Vii(z) Via(z) Vi(z)
Ban - : :

e Crux(m—n+k) € a matriz cujas colunas sao, a menos de sinal, os gradientes
VM,,...,VM,,, VA, ... VA com respeito a x:

_aM”(x) _IM,, T _%(x) _aAk(x)
85171 le (9.%1 axl
me(m—n+k) = .
oM, oM, 0N, 0N
" oz, () -+ = oz (x) —%(l‘) —%(fﬁ)

=,

Assim, se (z,a,\,3) € G7H0), entdo z € Z*(V)NU, Apyi(z) # 0 e
z|2k(v)(3§) =0. E como A,(V) = Z*(V) \ Z¥1(V), temos

r e A(V)N C(z‘zk“/))? V(x,a, )\, B) € G7H0).
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Por sua vez, se x € A,(V) = XF(V)\ Z¥(V), entdo

dim(< V(z) > NN, XZFYV)) =k — 1;
dim(< V(z) > NN, Z¥(V)) < k.

Como dim(N,X* (V) =m —n+k — 1, dm(N,XZ*V)) =m —n+ke
N,YXF1(V) € N,X¥(V), entdo

dim(< V(z) > NN, X*(V)) = dim(< V(z) > NN, V) =k — 1.
Logo,
dim(< V(z) > +N,2* V) =(n— 1)+ (m—n+k)— (k—1) =m.

Portanto,

V.Ni(z,a, X, B)
rank Ban Cm>< (m—n+k) =m

vam(x7 a? )\7 B)

e a matriz Jacobiana de G tem posto maximo em todo (z,a, A, ) € G~(0).
Assim, dim G~1(0) = (2m + k) — (2m —n + k) = n.

Seja 7 : G~1(0) — R™\ {0} a projecio 7(z, a, \, 3) = a, entdo quase todo
a € R™\ {0} ¢ valor regular de 7. Deste modo, para quase todo a € R™\ {0},
dim(7(a) N G~10)) = 0 e 7~ (a) h G~1(0). Portanto, os zeros de oy
sao nao degenerados. [ |

n

Lema 5.2.4. Para quase todo a € R\ {0}, o campo 2 vy = Zai‘/;|A1<v)
i=1
tem apenas zeros nao degenerados.

Demonstracao. Suponha que a0 = 0 em p. Consideremos U C M uma
vizinhanca de p em que

Vie) -+ V(@)
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e na qual (V) = {z € U : M,(z) = ... = My(z) = 0} com
rank(VM,,,...,VM,,) =m —n+1,em x € 1 (V) NU.

Pela caracterizagdo de Szafraniec (Lema 1.3.3), a restrigdo do campo

Yy S€ anula em z se, e somente se, existe (\,,...,A\p) € Rm—n+l ta]

que
2(z) =) A VM(x).
j=n
Assim, considerando

. OM;

Ny(z,a, ) := z4(x) — Z/\j o, (x), s=1,...,m,
j=n
temos z (x) = 0 se, e somente se, Ny(z,a,\) =0,s=1,...,m.
=10v)

Seja G : U\ {Ay = 0} x R™\ {0} x R™~+1 — R2m=7+1 3 aplicacio dada
por
G(z,a,\) = (M,,,...,M,,, Ny, ..., Npy).

Consideremos a matriz Jacobiana de G em um ponto (z,a,\) € G~(0):

V.M, (z)
: O(m—n+1)x(m+1)
V.M, (z)
V.Ni(x,a,\)
: Bmxn Gmx(m—n+1)
VoNp(x,a,\) -
em que O(n—nt1)x(m+k) ¢ Uma matriz nula, B, é a matriz cujas colunas
sao dadas pelos vetores Vi (z), ..., V,(z) do n-campo
Vii(z) V()
Bmxn =
Vi"(z) Vi (@)

e Crux(m—n+1) € a matriz cujas colunas sao, a menos de sinal, os gradientes
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VM, ..., VM,, com respeito a x:

oM, oM,
— o, (.Z’) B e (LL’)
me(m—n—i—l) = e
oM, oM,
Sy e T

Assim, se (z,a,A\) € G71(0), entdo z € LY (V) NU, Ay(z) # 0 e

re A(V)NCl(z, Y(z,a,\) € G70).

(V)>’
Por sua vez, se x € A;(V) = XH(V) \ ¥*(V), entdo

dim(< V(x) > NN, (V)) = 0.

Logo,
dim(< V(z) > +N,S' (V) =(n—1)+(m—n+1) =m.
Portanto,
VeNi(z,a,\)
rank : © Bmxn 1 Cuxment) | =M
VN (z,a, \)

e a matriz Jacobiana de G' tem posto maximo em todo (z,a,\) € G~(0).
Assim, dimG~'(0) = 2m +1) — (2m —n + 1) = n.
Seja 7 : G=1(0) — R\ {0} a projecio n(z,a,\) = a, entdo quase todo
a € R™\ {0} ¢ valor regular de 7. Deste modo, para quase todo a € R™\ {0},
dim(7~(a) N G1(0)) = 0 e 7 (a) h G~(0). Portanto, os zeros de 2 ay vy
sao nao degenerados.
|
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Observacio 5.2.1. Seja (z,a,\) € G1(0), pelo Lema 2.2.3, se o posto da
matriz Jacobiana de G em (z,a,\) € igual a 2m — n + 1, entdo, para quase

todo a € R\ {0},

V.M, ()
VM, (2)
rank =2m—n+1.
V:EN1<:U7 a, )\>
V$Nm($7 a? >\)
Mas, note que
- m aM T
vx ) )\vaf :
Vle(x,a,)\) Zl(x a> i ; 11 <I>
" OM;
vam(x7a7 >‘> szm(:)s,a) + Z)\ZVI_(CB)

que € a matriz Jacobiana de z + Z)"'VM com respeito a x. Ou seja, a

i=n

matriz Jacobiana de H(z, \) = (2(z) + Z ANiVM;(x), M,(x), ..., M,(x))

i=n

Jac (

i=n

. OM,
. 3%1

)(x) :

. OM,
© Oz,

()

()

O(m—n+1)

OM,, T
oz, ®)

oM,
0%
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tem posto 2m — n + 1. Portanto, pela caracteriza¢ao de Szafraniec (Lema
1.3.3), x é um zero nao degenerado de 24 vy

Vimos no Lema 5.1.2 que se p € Ay, 1(V), entao p serd um zero de sty
se, e somente se, p for um zero de gy Nos resultados a seguir mostraremos
que, além disso, essa propriedade é valida para o fato destes zeros serem nao
degenerados. Isto é:

Lema 5.2.5. Seja p € A1(V) tal que gy = 0 em p, entdo p é um zero
nao degenerado de Up1pyy 56 € somente se, p € um zero nao degenerado do
campo z.

Demonstragao. Seja p € A;(V) um zero do campo g1y © U C M uma
vizinhanca de p na qual

Vi) - V(@)
M(z) = #0
V@) e V()
Assim, localmente, temos X1(V) = {& € U : M (z) = ... = M,,(z) =

0}, com rank(VM,,(z), ..., VM,,(x)) = m —n + 1. Pela caracterizagio de
Szafraniec (Lema 1.3.3), 3l(\,, ..., \) € R™ ! tal que z—i-z NVM, =0

i=n
em p. Além disso, p é um zero nao degenerado de 21y, 8¢ € somente se, a
matriz

B . 81\/In 81\/Im i
Jac (z + Z )\iVMi> (p) :
o . OM, OM,,

O(mfnJrl)
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tem determinante nao nulo.

Como z(p) = 0, entdo A\, VM, (p)+. . .+ A VM, (p) = 0, com p € (V).
Logo, A\, = ... = \,, = 0 e assim,

V21 (p)

1=n

Jac (z + Zm: )\iVMi> (p) = [dzy] =
Vezm(p)

em que z = (21, ..., 2m).

Como p € A;(V), entdo

dim(< Vi(p), ..., Va(p) > NN,XH(V)) =0,
logo
dim(< Vi(p), ..., Va(p) > ®N,ZH(V)) = m.

Podemos considerar Vi(p),...,V,_1(p) base de < Vi(p),...,V,(p) > e por-
tanto, a matriz

Vi'(p) Vi) V) Vi™(p)

Vi_1(p) Vi) Vii(p) Vo (p)

M, M, M M, (5.3)
0y P O0Tp_1 oz, P 0T, p

8Mm( ) oM, 8Mm( ) 8Mm( )

8x1 P 81'”_1 P 8[En P 6J]m P

tem determinante nao nulo, isto ¢, posto igual a m.

Por outro lado, sabemos que

VMi(z) = Y cof(V/(z), M;)VV/ ()

EEI,jGIi
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e como z(p) = 0, a, # 0 e pelo Lema 5.2.1,

GLYM(p) = S arcof(Vi(p). M)VVY(p)

el jel;

jel; lel

= S cof(Vi(p), M) [Z V'V (p)

= Z cof (VI (p), M;) [Vuz;(p)).

J€el;
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Logo, a matriz 5.2 tem determinante nao nulo se, e somente se, o determi-

nante da matriz

B . 81\/1” 8]-v-[m T
V. :
z1(p) o, (p) o, (p)
. OM oM
vr - : n m
Zm(p) or. P o (p)
: (5.4)
a, Vo My (p)
O(mfn#»l)
| @, V.M, (p) |
também ¢ diferente de zero. Denotemos por L;,j = 1,...,m, as m primeiras
linhas da matriz 5.4 e por R;,i =n,...,m, as m —n -+ 1 ultimas linhas dessa

mesma matriz. Entao,

oM oM
J J ('9xj amj

—

Ri = (ana—xl(p%,(ln@(p),()) .

Substituimos entdo cada linha R;, i = n,...,m por R;—>_._, cof(V;], M;)L;
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de modo que apés a substituicao, obtemos

81\/1
R, = 0 - Z cof (V/ 89[53 - Z cof (V, ; oz,

m vezes Jel; jel;

Assim, a matriz 5.4 fica:

B . OM,, OM,, , T
Voals) PG e ST0)
oM, oM,
Vezm(p) o (p) o (p) s
5.5
O(m—n+1)><m MsznJrl)

em que a matriz

¢ dada por

Z cof (V] 81\/[ (5.6)

81’
kel K
Verificamos a seguir que a matriz M’ tem determinante diferente de zero.

Retomando a matriz 5.3 de posto m e denotando suas respectivas linhas por
Li,j=1,...,m. Para j =1,...,n — 1, substituimos L} por

n—1 n—1 n—1
> cof (VI M)Lj, = <Z cof (VI, M)V, ... cof (VY M)V,;n) (5.7)
k=1 k=1

k=1
em que
n—1 M, (=1,...,.n—1el=7;
cof(ij,M)V;f: 0 £:17._.7n_1eg7éj;
k=1

—cof (VI My), £=mn,...,m.
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e Paral=1,...,n—1 com ¢ = j, temos:
Vi b vk
. | | : : :
Zcof(vlj,M)VkJ: vi oV ooV | =M
k=1 ) .
‘/171,—1 . ‘/;Cn—l . Vnn:ll

e Paral=1,...,n—1e{#j, temos:

|2 74 R VA

vitl Lyt L )

n—1 n—1
Cof(‘/;g’ M)ng = ‘/f o e V]f oo fol _= O
k=1 . . .
|ZARE V;j“ R VA

Vit anfl R Ve

uma vez que este determinante corresponde ao determinante da matriz

M apoés substituirmos a j-ésima linha pela linha (V... V.’ |), para
algum ¢ € {1,...,n— 1} \ {j}. Ou seja, este & o determinante de uma

matriz que contém duas linhas iguais.

e Para /¢ =n,...,m temos:
Vi |
it VIS
cof (V/, M) = (=1)"7| v/ .. VIH
‘/1an . Vnn:ll
Vf . Vf—1
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Vi | Vi
n—1 t—1 t—1 t—1 t—1
) V] V] V] V]
— _1 n+j Vf _1 n—1+k 1' k'—l k'+1 n,_l
ORI e
v Vs Vit
n—1 ' n—1 '
=Y (=17 =1 R cof (VI M) = =Y cof(V, M)V}
k= k=1
Assim, ap6s a substituicdo das linhas L;,j =1,...,n— 1 da matriz 5.3,

obtemos a matriz

M 0 —cof (V1,M,,) —cof(V},M,,)
0 M — cof (V=1 M) — cof (V=1 M,,)
oM, oM, oM, oM,
83:1 8:16”,1 8xp a*/Em
oM, oM, oM, oM,
0xy OTp_1 oz, 0z, ]
que ainda tem posto maximo: se denotarmos por L7,j = 1,...,n — 1 as
linhas da matriz 5.8 obtida, verificamos que
dim< LY,..., LI ; >=n—1
pois a submatriz
M - 0
= M Id(n—l)
0 --- M
tem determinante nao nulo. Além disso,
<LY,...,L,_,>C<Li,....L,_4 >,
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uma vez que cada linha L7 ¢ uma combinagao linear das linhas L}, ..., L; _,
como podemos ver em 5.7. Por fim, como

dim< L,..., L, >=n—1,
concluimos que
< LYy, ... Ll | >=<Li,....L, |>
Agora para j =n,...,m, considere a expressao
ML' M; Ly
Z 8.%‘;.3
(M oM, oM, oM
Oxry ' Oxp_y Oxy, T Oz
oM SE k - k
+ <M oz, " amn X g 8wk cof (V2 , M), .. kg cof V.., M)
n—1 n—1
oM, OM;; oM, oM
=|0,... f(VF, M,)+M f(VF M
(O, 70,; i cof (V.', My,) + oz, ; o cof (V¥ Mp,) + 6arm>
E observando que M = cof (V,/, M), para i = n, ..., m, a expressao
ML’ L"
Z o
é igual a
oz cokaM)... Zancof(VkM) .
&m ’ (%k no T
kely, kel
Logo, pela equagao 5.6, obtemos
ML, Z axk 7 ,.,O,mnj,...,mmj).
Entao, para j = n,...,m, substituimos L} na matriz 5.8 por

! ,] /i
ML/ Z aka
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de maneira que a matriz obtida ainda tem posto méximo e é dada por

M - 0 : —cof(VIM,) -+  —cof(V}M,,)

0 -~ M —cof(VP'M,) --- —cof(V*' M,)
: (5.9)

On-1) : (=M

Assim, visto que a matriz anterior tem determinante diferente de zero e
M = 0, temos det(—M")! # 0. Logo, det M’ # 0.

Por fim, recapitulando as consideragoes anteriores, concluimos que a ma-
triz 5.4 tem determinante nao nulo se, e somente se, a matriz 5.5 tem deter-
minante nao nulo, o que ocorre se, e somente se,

vle (p)
det : # 0.

v:czm(p)

Portanto, p serd um zero nao degenerado de 21y, S€; € somente se, p for um
zero nao degenerado de z. |

Lema 5.2.6. Dada uma matriz

@11 - Aim

Q21 - Qom
A= ,

Am1  *°° Qmm

m
se existirem A1, ..., A\ym € R tal que Z Njai; =0, i =1,...,m, entao
j=1

Aj cof(air) — A cof(a;;) = 0.
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Demonstracao. O resultado é claramente verdadeiro se k

cof(a;;) = cof(a;;) = 0. Desta forma, suponhamos que k # j e cof(a;) # 0.

Podemos considerar o seguinte sistema linear nas

j=1,...k—1,k+1,....m
( k—1
Z)\ Qa1; + Z Aj ja1; = —)\kalk
j=k+1

Z )\ jA(i—1)5
Z Ajai+1); +
j=1

j=k+1

j=k+1

Z)\amj+ Z AjQmj =

\ j=k+1

— Ak

“incognitas”

Z Aj jA(i-1)j = _)\ka(i—l)k

> N = — Ak

131

Jj, ou se
Aj, com
(5.10)

Para simplificar nossos calculos, denotaremos por A;. a matriz obtida

eliminando-se a linha 7 e a coluna k& da matriz A:

[ a1 T a1(k—1) Qa1(k+1)
A A(i—1)1 A(i—1)(k—=1) Q@—1)(k+1)
ik =
A(i+1)1 A+1)(k—1)  A(i+1)(k+1)
| Gm1 Am(k—1) Am(k+1)

por A, suas respectivas colunas, isto é, A;, = [Allk e

A a coluna
a1k

A(i—1)k
A(i+1)k

Amk

A1m
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e por Ajx({ — j) a matriz obtida a partir da matriz A;,, substituindo-se a
coluna j pela coluna /. Isto é,

Aik(f — j) - [Azlk T Agk_lAkaszl e Afk_lAfljl o A%]

Como cof(a;x) # 0, entdo det(A;) # 0 e aplicando a regra de Cramer para
o sistema linear 5.10, obtemos
| det(Ah A — Al A
T det(Ay)

(—=1)"+* cof (a)

Se k > j, permutando as colunas da matriz A;,(k — j) obtemos

=\ =

det(Au(k = j)) = (=1 det(Af, - - AT AL - ARTTAR AR A
(=11 (=1)" cof (ayy)

(—1)M =1 cof (ayy)

Se k < j, permutando as colunas da matriz A;;(k — j) obtemos

det(Ap(k = 7)) = (=1)7 71  det(A}, - -~ Al T AR ARFL AL AT AT
= (=175 (=1)" cof (ayy)
( 1)2]+Z 1— kCOf(CLij)
= (=1)"1= kcof(azj)
= (—1)"*cof(ay;)
Portanto, A
— Ak (=1)* cof (aj;)

A = (—1)7k cof (azx)

Isto é,
Aj cof (air) = Ay, cof(aij).
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Lema 5.2.7. Seja p € Ap1(V) tal que Zg, =0 em p. Entio, p ¢ um

zero nao degenerado de 25y 1

+1(V)
vy 86, e somenle se, p € um zero nio degenerado

de s, vy

Demonstracao. Seja p € Ayy1(V) um zero do campo Usyy ) Considere-
mos U C M uma vizinhanca de p na qual

Vi @) e Vi (a)

e os respectivos conjuntos singulares podem ser escritos como

SEV) ={zxcl:Muy(z)=...=M,(z) = As(x) = ... = A(x) = 0},
S V)Y ={z el :Mp(z) =... = My, (2) = Ag(x) = ... = Ay 1 (x) = 0},
com

rank(VM,,, ..., VM,,,VAs,... . VA) =m —n+k, em z € 2*(V)NU,

rank(VM,,, ..., VM,,,VAs, ..., VA1) =m—n+k+1, z € SHY(V)nUY.

Pela caracterizacao de Szafraniec (Lema 1.3.3), p ¢ um zero da restri¢ao

Zgir1y, 96 € somente se, existe um tnico (A, ..., A, B2, - - -, Bey1) € RM7HE
tal que
m k+1
z(p)%—jE:,M\7BA¢Qﬁ +'ZE:A%‘7AV(p)::O.
j=n 7j=2

Mas, como p é um zero de 2y, (vy» tEMOS Brs1 = 0. Assim, pelo Lema 1.3.4,

p serd um zero nao degenerado de 2y, , () S€ € somente se, O determinante
+
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da matriz a seguir for diferente de zero em p:

Jac

LOM,  OM,, 9As  0A, 9Api. ]
m k " Oz Ox1 Oz Ory Oz
ZEY NVM+Y BVA; | SRR :
P o S Do .
! COM,  OM,, 0Ay A, 0Dy
" Oz, 0y Oz 0xy Oz
V.M,
V.M,,
VwAQ O(mfnJrk’)
V. A
vakt+1

(5.11)

Por outro lado, p ser4 um zero nao degenerado de Zs, vy S€, € somente se,
o determinante da matriz abaixo for diferente de zero em p:

COM,  OM, 08y 0AL]
) 0x1 0x1 0z O0xy
m k
Jac (2’ + Z NVM; + ZBJVA])
i=—n =2
LOM, M, 08 O,
C Oz, 0T Oy 0Ty,
V.M,
VM,
VIAQ O(m—71,+k)
VaiAg

(5.12)

isto é, se o determinante da matriz obtida eliminando-se o gradiente
VAgi1(p) continuar nao nulo. Desta forma, é preciso mostrar que o deter-
minante da matriz 5.11 serd nao nulo em p se, e somente se, o determinante
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da matriz 5.12 for nao nulo em p.

Comecaremos analisando a matriz Jacobiana com respeito a x
m k
Jac (Z + Z )\ZVMz + Z ﬁJVAJ>
i=n j=2
que é uma submatriz comum as matrizes 5.11 e 5.12.

Por defini¢ao, A1 = det(VM,, ..., VM,,, VAy, ..., VA, Uy, ..., U, ),
em que Uy,...,U,_; é base de um subespaco vetorial complementar ao
subespaco < Vi,...,V, > NN, E*YV) de < V4,...,V, >. Assim,

<Vi,..  Vo>=<U,...,Upt>®(<Vi,...,V, > ON,ZF1V)).

Como I # 0 em p, entdo z(p) €< Vi(p),...,Va(p) > \N,ZF1(V) e
assim,

(r) = 3 mli(e) + o(a),

m k-1
para algum v(z) € N,XF1(V), isto &, v(x) = Z):ZVI\/L + ZBJ‘VA]'. Ou
i=n =2

seja,

n—k m k—1
2x) =) wli(z) + Y NVMi+ > BVA;,
=1 =n

Jj=2

e a expressao

m k+1
2x)+ Y NVM(2) + > BVA(x)

pode ser escrita como:

n—k m k—1
> wUi() + > N+ M) VM + Y (B + B)VA; + BiVA,,  (5.13)
i=1

i=n 7j=2
isto é,
n—k Ui m ) 0xq k—1 ) 0xq Jrq
Zﬂi : +Z()\i+)\i) : + > (B, +8) : + B :
i=1 U . i=n (9M1 Jj=2 E)AJ 6Ak

0y, 0y, 0y,
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que, por sua vez, ¢ igual a

oM, 4 oA, ]
ZNzU1z+Z (i ‘|‘)\ 8x1 +JZQ (B +BJ Bkaxl

k‘

-1

— - - OM; O
ZuiUmi+;()\i+)\i)axm +] (B, +BJ) +ﬁk B

I
N

m k+1
Entao, a matriz Jacobiana de z(x)+z AiVMi(a:)—kZ BjVAj(x), com respeito
j=n =
a x, é dada por:
[ n—k m ~ OM. k—1 8A aA 1
> wiVeUii + > (A + M)V, l+Z (B + B Vot + BrVagg =
= “ =
. (5.14)
8MZ — 8A» oA
ZW UW+ZA+A 4 (54 5))Ve o
L j=2 o

Para aplicarmos o Lema 5.2.6 com mais clareza, fixaremos a seguinte
notacao: seja A;(z) = (a1i(),. .., ami(7)) tal que

UZ‘, izl,...,n—k;
VM,;, i=n,...,m;

Ai =

Ankarjfl = VA], j = 27' . 7k7

i i=1,....,n—k; (aq#0, pois z(x) # v(z))

Qg1 =B+ B), §=2,....k (Bx=0).

m k+1
Entao, como z(zx) + Z A VM,(z) + Z B;VA;(z) = 0 em p, pela expres-

j=n
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sao 5.13, temos

Il
=1}

m
> o
i=1

em p. Isto é,

Zalaﬂ )=0, j=1,.

E pelo Lema 5.2.6, obtemos
ay cof (az) — ag cof(a;r) = 0, (5.15)
no ponto p, para i,k = 1,...m. Assim,
Apr1 =det (VM,,...,VM,,, VAq, ... . VAL, Up,..., Uy i)

— det (Au, s A Au gt Auty Aty A )
= (—1)°det (Ay, ..., A,)

em que € = 0 ou € = 1, dependendo do ntimero de permutacoes necessarias
entre as colunas da matriz (A,, ..., Am, An—ks1,- -, An1, A1, ..., Ap_i) para
obtermos a matriz (Ay, ..., A,). Deste modo,

(=1)*VAr = cof(a;;)Vai;

( (a;1)Vay + Zcof iy vazg)

7J=2

I
||M3 ||M3 TMQ

azl Vall + Z — COf all)Vaw>

o que implica que
(—1)EO[1VAk+1 = Z <O{1 Cof(aﬂ)Vaﬂ + Z Qa cof(aﬂ)Vaij>

i=1 =2
m
= E cof (a; E a;Vai;

(5.16)
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em que L;,i=1,...,

Voltando & matriz 5.11, denotaremos por L;,t = 1,...,

CAPITULO 5. A TOPOLOGIA DOS N-CAMPOS DE MORIN

m denotam as linhas da matriz Jacobiana 5.14.

m, suas m pri-

meiras linhas e por L, ,, sua tltima linha. Considerando a expressao 5.16 e

substituindo a linha La,,, por

(=1)°aqLa,,, — Zcof an )L, (5.17)
obtemos
LAk+1 = (OJ e 707’}/117 e 7’7m772; s 7f>7k7fyk~+1)
em que
- oM, .
Vi :_ZCOf(azl) P ]a J=n, , M,
=1 ¢
—Zcofaﬂ j=2,....k+1
i=1
Mas note que, para j =n ,m,
OM
07, Q12 Q1m
- OM _
’}/‘] = —ZCOf(all) ax:y = — :
=1 Z OM
ax Am2 Amm
= = —det(Aj,Ag,...,Am) =0
epara j=2,...,k,
OA,
87 a2 A1m
1
0A,
al’ Am2 Amm
= fy] = —det (Anfk%»jfl; AQ, C. ,Am> =0
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Portanto, apos a substitui¢ao da linha La, , na matriz 5.11, obtemos a
matriz

i - OM,, oM, 0A, OAL - OAk41 T
' 6%1 8$1 61‘1 6%1 ) 81‘1
m k
Jac (2 +) NVM; + ZﬁjVAj) :
i=n =2
- OM,, OM,,, 04, OAL - OAk+1
" Oz Oz Oxm, 0y Oy
V.M,, 0
. (5.18)
V.M, 0
Vals : Olm—n+k—1) © 0
AVAANS 0
L 0 0 Vi1

Mostremos que y411(p) # 0.

By i A
Ve+1 = — ;Coﬂail) a;:ﬂ

= - det(VAk’-i-la A?a cee 7Am)

= — det(VAkH, UQ, ceey Un—k; VAQ, c. ,VAk, VMn, ey VMm)

Suponha que ;541 = 0. Como cada um dos conjuntos {Us,...,U, }
e {VA11,VAy ..., VAL, VM, ..., VM,,} é lincarmente independente no
ponto p, existe j € {2,...,n — k} tal que

U; € N,XF(V).
Podemos supor sem perda de generalidade que j = n — k, isto é,

Up_i € NSHU(V) =< VM, ..., VM,,, VA, ..., VAL VAL > .
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Assim, 2, = 0 em p implica que z(p) € N,X* (V). Logo,

n—k m k—1
> wlUi+Y ANVMi+ Y 3 VA; € NSH(V)
i=1 i=n j=2

J/

~
ENpTk+1
n—k—1

n—=k
= Z iU = ZMiUz‘ — Hn—kUn—r € szkﬂ(v)'

i=1 =1

n—k—1
Portanto, Z wiU; e pi,—1U,_i sao vetores linearmente independentes do
i=1
subespago vetorial < Uy, ..., U,_x > NN,ZF(V). Isto &,

dim (< Ui(p), ..., Un—i(p) > NN,Z*1(V)) > 2.

Como < Vi,...,V, >=<Uy,...,.Upyy > & (< Vi,...,V, > NN,EF1(V))
temos
<Vi,...,Vu > ONIHYV) = < Ui(p),..., Uy > NN,ZFL(V)
® <Vi,..., Vo> NNZFHY) N NEFLYY)
= (< Ui(p), ..., Up_i, > NNZFL(V))
& (<Vi,.... V> NNZFH(V)) .

Logo,
dim (< Vi,..., Vo > AN S H(V)) > 24 (k—1) =k +1

em p € Ap1(V), de onde segue que p € L*2(V). O que é uma contradicio,
uma vez que ZF2(V) = SFHL(V)\ A3, (V) e sabemos que p € Agy (V).
Portanto v411(p) # 0.

Deste modo, a matriz 5.11 é nao singular em p se, e somente se, a matriz
5.18 é nao singular em p. O que ocorre se, e somente se, a matriz 5.12 é nao
singular no ponto p. |



5.2. ZEROS NAO DEGENERADOS DE Z(X) 141

Observacao 5.2.2. Seja

Vi) e VS (e)

em U C M, uma vizinhanca na qual os respectivos conjuntos singulares po-
dem ser escritos como

Y2V ={z el : M,(z) =...= My (z) = Ag(x) = ... = A, _o(x) = 0},
IV ={zelU: My(z) =... = My, (2) = Ag(z) = ... = Ap_1(x) = 0},
YMV) ={zeld:Myx)=...= Mp(z) =As(z) =... = Ap(z) =0},

com

rank(VM,,,...,VM,,,VAy,.... VA, 2)=m—2, emz € X" 2(V)NU,
rank(VM,, ...,V M,,,VAy,....VA, 1)=m—1, z € X" 1(V)NU,
rank(VM,,,...,.VM,,,VAq, ... ,.VA,))=m, z € X"(V)NU.

Para cada x € XYV, i > 2, temos

dim(< Vi(z),...,Va(z) > NN,Z72(V)) =i — 2

e
Ai(z) =det(VM,, ...,V M, , VA, ... .VA_, 271 .. ,zf;liﬂ)(x)
em que {7 (x),..., 2075 (x)} € base de um subespago complementar ao

subespago < Vi(x),...,Vo(x) > NN ZT2(V) em < Vi(x),..., V,(z) >.

Sabemos que se p € A (V), entéo.z‘znfl(v) (p) =0e Zlgn 21 # 0 em
p. O lema a seguir mostra que, além disso, p é um zero nao degenerado de

Z|2n—1(V)'

Lema 5.2.8. Sep € A,(V), entdo p € um zero nao degenerado de gty

Demonstracao. Pelos Lemas 1.3.1 e 1.3.2, p é um zero nao degenerado de
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2| o1, S€, € somente se,
r-l(v)

A(p) = det(VM,, ..., VM,,,, VA, ..., VA, _1,2)(p) = 0;
det(VM,,, ..., VM,,,, VA,, ..., VA, _1,VA)(p) # 0.
Sabemos que A(p) é igual a zero. Mostremos que a segunda condi¢ao também
é satisfeita.
Para cada z € X"1(V), consideramos {z(x)} uma base suave para um
subespaco vetorial complementar a < Vi(z),...,V,(z) > NN, X" (V) no
espaco < Vi(z),...,V,(z) >. Entdo, como z(x) €< Vi(x),...,Vu(x) >,

temos
z2(z) = M) (2) + v(),

com A(z) € R e v(z) €< Vi(x),...,Vo(x) > NN,E"2(V), Vo € I H(V).
Em particular, se x € A,(V), sabemos que z‘zn_z(v)(a:) # 0 e por isso,
z(z) & N,X"%(V). Logo () # 0, Vo € A, (V).
Para todo z € X" 1(V),
A(z) =det(VM,,...,VM,,, VA, ..., VA, _1, 2 +v)(x)
= AMx)det(VM,,, ..., VM,,, VA, ..., VA, _1,2)(x)
= MNx)A,(x).

E como A, (z) =0e A(z) # 0,Vx € A, (V), pelo Lema 4.0.9 temos

< VM, (z),...,VM,,(2), VAy(x),..., VA, 1(z), VA(z) >
=< VM, (z),..., VM, (), VAs(x),..., VA,_1(z), V(AA,)(x) >

Mas, V(AA,)(z) = VA(2)A,(2) +A(2)VA,(z), Ay(p) = 0e A(p) # 0. Logo,

< VM,(p), ..., VM, (p), VAs(p),...,VA,_1(p), VA(p) >
=< VM, (p), ..., VM,.(p), VAa(p),...,VA,_1(p), VA,(p) > .

Portanto, det(VM,,(p),..., VM,,(p), VAa(p),...,VA,_1(p), VA(p)) # 0.
|
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Lema 5.2.9. O campo . tem apenas zeros nao degenerados, k > 1.

Demonstragao. Suponha que gy = 0 em p, entio p € Ap(V)UAr(V),
pois C(z, ) N YER2(V) =0, (Lema 5.1.6) e 5(V) = A,(V) U SFL(V).
Se p € Ag(V), entdo Zay = 0 em p. Como 2|, vy tem apenas zeros
ndo degenerados, (Lemas 5.2.4 e 5.2.3) e A,(V) C ¥¥(V) é um subconjunto
aberto, concluimos que p ¢ um zero nao degenerado de gy
Se p € Ags1(V) e k < n —1 entdo, pelo Lema 5.1.2, Ygiriy, = 0 em p.

Em particular, como Ag,1(V) C X¥1(V) é um subconjunto aberto, entao
Haprv) = 0 em p. Pelos Lemas 5.2.4 e 5.2.3, g (V) tem apenas zeros nao
degenerados, e novamente pelo fato de Ay (V) ser um aberto de F1(V),

concluimos que p é um zero nao degenerado de L. Portanto, pelo Lema
5.2.7, p é zero nao degenerado de ey Por fim,sep € A1 (V) ek =n—1,

isto é, p € A,(V), pelo Lema 5.2.8, p é um zero ndo degenerado de gty
[ |

Ao longo deste capitulo, pudemos verificar que um campo genérico
() = 3 aiVi(o)
i=1

associado a um n-campo de Morin V' = (V4,...,V,,), possui propriedades
analogas as propriedades das projecoes genéricas

Lao f(r) = 3 aifi(o).

i=1

associadas a uma aplicagdo de Morin f = (fi,..., fn). Os resultados aqui

exibidos para o contexto dos n-campos de Morin podem ser comparados aos
lemas da Se¢ao 2.2 utilizados na prova do Teorema 2.1.1 de T. Fukuda. Dessa
forma, é natural que apliquemos estes resultados para obtermos uma gene-
ralizacao do Teorema 2.1.1 para o caso dos n-campos vetoriais. Concluimos
este trabalho apresentando esta generalizacao no teorema a seguir, que tem
como ponto-chave a aplicacao do importante Teorema de Poincaré-Hopf.

Teorema 5.2.3. Seja (V1,...,V,) um n-campo de Morin definido sobre uma
variedade compacta m-dimensional M e seja

n

z(x) = Z a;Vi(z)

=1
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um campo de vetores com a = (ay, ..., a,) € R"\ {0} satisfazendo as condi-
coes dos lemas anteriores. Entao,

V(M) = S (@) mod 2

Demonstragao. Denotaremos por C'(v) o conjunto dos zeros de um campo
vetorial v e por #C(v) o nimero de elementos neste conjunto, quando o
mesmo for finito.

Como M é compacta e as subvariedades ¥*(V) sao fechadas em M, pelo
Teorema de Poincaré-Hopf obtemos

o \(M)=#C(z) mod 2;

o X(A(V)) = X(EH(V)) = #C(z,,) mod 2, k=1,....n—1;
o X(A,(V)) = x(Z"(V)) = #C(25n,) mod 2.

Pelo Lema 5.1.1, se p € C(z), entdao p € (V) e gy, = 0 em p. Além
disso, pelo Lema 5.1.5, C(2) N ¥%(V) = 0. Logo p € A;(V). Por outro lado,
o Lema 5.1.2 nos diz que se p € C(z|21(v>) N A;(V), entdo p também é um
zero do campo z. Assim,

#C(2) = #C (2, N A(V)) mod 2.

Pelo Lema 5.1.6, se p € C( ), entdo p ¢ YF+2(V). Logo,

Z‘Ek(v
pE Ak(V) U Ak+1(V)
e assim, para k=1,...,n — 1, temos
#C’(z‘zk(v)) = #C(2,,, N A(V)) + #C’(z‘zkw) N Ag1(V)) mod 2.
Temos ainda, pelo Lema 5.1.2,
#C gy N Aka(V)) = #C gy, N Ara (V)
e pelo Lema 5.1.3,

#A,(V) = #C(lenﬂ(\/) N A, (V).

Deste modo,
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o X(M) = #C (210, N AV)) mod 2
e Parak=1,... . n—1,

X(A(V)) = #C(21,,, N AV) + #C(215,1, N Ak (V) mod 2;

o« XA (V) = #C(z, Ly, N AV)).

Portanto,

=

=
_|_

g

=
2

=
I

240210, NA(V)

2#C (25, N A2(V)) + ...
2#C (21, N An-1(V))

+ o+ o+

Q#C’(z|2n_l(v) NA,(V)) mod 2
0 mod 2.

5.3 Consideracoes finais

Na primeira parte deste trabalho, vimos que o Teorema 3.1.2 de N. Du-
tertre e T'. Fukui melhora o resultado 2.1.1 de T. Fukuda, exibindo nao mais
uma congruéncia moédulo 2, mas uma igualdade que relaciona a topologia de

uma variedade diferenciavel M a topologia dos conjuntos singulares A/ (f) e

A (f) de uma aplicacao de Morin f definida sobre M.

No Capitulo 3, exibimos uma nova prova para o Teorema 3.1.2 que utiliza
os lemas de T. Fukuda apresentados no Capitulo 2 e, em especial, a teoria de
Morse para variedades com bordo. Deste modo, parece adequado aplicarmos
novamente o Teorema de Poincaré-Hopf para provarmos uma generalizacao
do Teorema 3.1.2 de N. Dutertre e T. Fukui para o contexto dos n-campos
de Morin, que melhore o Teorema 5.2.3 ao apresentar uma igualdade rela-
cionando a topologias de uma variedade diferenciavel M as topologias dos
conjuntos singulares de um n-campo de Morin definido sobre M.

Assim, dentre os trabalhos futuros relacionados aos resultados apresenta-
dos nesta tese, nosso proximo objetivo é encontrar uma definicao adequada
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para o que seriam os conjuntos singulares A} (V) e A, (V) de um n-campo de
Morin V. Se com esta definicao pudermos obter propriedades semelhantes as
propriedades das variedades A (f) e A, (f) de uma aplicagao de Morin f, a
nova prova do Teorema 3.1.2 apresentada no Capitulo 3 indicard um possivel
caminho para a generalizagao do Teorema 3.1.2 que melhore 5.2.3.
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