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Resumo

Neste trabalho estudamos indices de campos de vetores em variedades regulares
e em variedades com singularidades isoladas. O principal resultado é o Teorema de
Poincaré-Hopf que relaciona a caracteristica de Euler de uma variedade com o indice
de Poincaré-Hopf do campo. Para interseccoes completas com singularidades isoladas,
vemos também algumas variagoes deste teorema que relacionam a caracteristica de

Euler com o indice de Schwartz, o indice GSV e o niimero de Milnor da fibra genérica.






Abstract

In this work we study some indices of vector fields on regular manifolds, and on
manifolds with isolated singularity. The main result is the Poincaré-Hopf Theorem,
which connects the Euler characteristic with the Poincaré-Hopf index of the field. For
complete intersections with isolated singularities, we also study some variations of this
theorem, which connects the Euler characteristic with the Schwartz index, the GVS

index and the Milnor number of the generic fiber.
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Introducao

Ha mais de um século, o estudo de campos vetoriais na vizinhanca de um ponto
singular isolado desempenha um papel importante em diversas areas da matematica e
em outras areas da ciéncia, tais como fisica, biologia, meteorologia, entre outras. Um
dos principais invariantes associados a um campo vetorial na vizinhanca de um zero
isolado ¢é o indice de Poincaré-Hopf da singularidade, que tem sido estudado sob dife-
rentes pontos de vista e sobre o qual existe uma vasta literatura. Ao mesmo tempo, a
existéncia de espagos singulares como objetos centrais tanto na Matematica quanto em
outras areas propoe a questao natural de uma boa definicao de indice de pontos singu-
lares de campos vetoriais em variedades com singularidades. Nosso objetivo é obter,
para variedades singulares, definicoes de indices de campos vetoriais, que reproduzam

resultados locais e globais validos no caso de variedades suaves.

Por exemplo, para variedades suaves, o Teorema de Poincaré-Hopf relaciona a soma
dos indices de um campo vetorial com singularidades isoladas a caracteristica de Euler
da variedade, independentemente do campo vetorial escolhido. Encontrar novas nocoes
de indices em variedades singulares que satisfacam ao Teorema de Poincaré-Hopf é um
problema importante no estudo de tais variedades.

O objetivo deste trabalho é estudar indices de campos de vetores em variedades,
tanto suaves quanto com singularidades isoladas.

No primeiro capitulo veremos defini¢oes e resultados elementares, porém essenciais
para o desenvolvimento do trabalho. As principais referéncias para este capitulo sao
[15], [14) < [6].

No segundo capitulo veremos o conceito de grau de uma aplicacao e o utilizaremos

para definir o indice de um campo de vetores em uma singularidade isolada. A partir



dai demonstraremos uma primeira versao do teorema de Poincaré-Hopf. A principal
referéncia para este capitulo é [19]

No terceiro capitulo estudaremos resultados sobre variedades singulares, princi-
palmente utilizando conceitos e resultados algébricos. Os principais resultados deste
capitulo sao o Teorema [3.23] que d4 uma caracterizagio para vizinhanga de um ponto
singular, e o Teorema da Fibracao de Milnor. A principal referéncia para este
capitulo é [20].

No quarto capitulo estudaremos indices de campos de vetores agora em variedades
singulares. Estudaremos também o teorema de Poincaré-Hopf para estes indices. A
principal referéncia para este capitulo é [3].

No quinto capitulo faremos exemplos com os célculos do niimero de Milnor da fibra

genérica de variedades. As principais referéncias sao [17] e [7].



Capitulo

1

Preliminares

Neste capitulo veremos alguns conceitos e resultados basicos para o desenvolvimento
desta dissertacao. Veremos resultados sobre variedades suaves, homologia simplicial e

faremos uma introdugao a teoria de singularidades.

1.1 Definicoes e Resultados Gerais

Sejam U C IRF e V'  IR! subconjuntos abertos. Uma aplicacdo f : U — V é suave se
todas as derivadas parciais

o f

Oxyy...01;, G e{liwk}, Gt ti=n

existem e sdo continuas. Mais geralmente, dizemos que f : X — Y, com X C R* e
Y c R! conjuntos quaisquer, é suave se, e somente se, para cada € X existe aberto
U C IR* contendo z e uma funcio F : U — IR, tal que F|ynx = f. Dessa definicio,
segue que a aplicacao identidade é suave e, da regra da cadeia, que a composicao de

aplicagoes suaves € suave.

Definicao 1.1 : Uma aplicacio f : X — Y € um difeomorfismo se € um homeomor-

fismo suave cuja inversa f~! é suave.

Defini¢ao 1.2 : Um subconjunto M C IR* ¢ uma m—variedade suave em R* (ou

superficie m—dimensional em ]Rk) se, para cada x € M, existe uma vizinhanca WM,
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com W uma vizinhanca de x em RF, que € difeomorfa a algum aberto U C IR™.
Neste caso, dizemos que o difeomorfismo g : U — W N M ¢é uma parametrizacdao e

gL WnNM— U éum sistema de coordenadas.

Definicao 1.3 : Seja H™ o subespaco de IR™ consistindo dos pontos
H™ ={(x1,...,xm) € R™; 2, > 0} .

Uma m—wvariedade com bordo é um conjunto X C IR" tal que cada ponto x € X possui
uma vizinhanca W em IR"™ tal que W N M € difeomorfa a uma vizinhanca do IR™ ou
a H™. O bordo de X (denotado por 0X ) consiste dos pontos que ndo tém vizinhanga

homeomorfa a um aberto do R™.

_—

Figura 1.1: Difeomorfismo ¢

Exemplo 1.4 :
i. X C R* € uma O—variedade coneza se, e somente se, X € ponto isolado.

ii. A esfera unitdria S* = {(z,y,2z) € R%2? + y*+ 22 = 1} € uma 2— variedade
suave. Com efeito, basta considerarmos os sequintes difeomorfismos definidos no

disco aberto unitdrio em IR?:
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(

¢1(z,y) = (z,y, /1 — 2% = y?)
(e, y) = (2,9, —/1— 2% — )
p3(z,2) = (z,V/1 — 22 — 22, 2)
¢a(r,2) = (z,—V/1— 22 — 22, 2)
O5(y, 2) = (V1—y>—2%y,2)

L ¢6(y7z) = (_ 11— y2 - 22>y7 Z)

Para definir a nocao de derivada de uma aplicacao suave f : M™ — N™ entre duas
variedades M e N, dado z € M C IR¥, vamos associar um espaco vetorial T, M C IR de
dimensao m, chamado espago tangente a M em x. A aplicagao df, sera uma aplicagao
linear de T, M em T, N, onde y = f(z). Intuitivamente, T,, M serd o m—espaco linear

que melhor aproxima M em x, quando transladado da origem para z.

Figura 1.2: T, M

Definigao 1.5 : O espaco vetorial tangente a superficie m-dimensional M C IR" no

ponto p € M € o conjunto T,M formado por todos os vetores N'(0), onde X\ : (—e,€) C

IR — M € um caminho diferencidvel, com A\(0) = p. Temos que T,,M é um subespago
d¢ 0%

vetorial de R™ com base {a—xl(xo), o m(xo)}, onde ¢ € uma parametrizagcao de uma

vizinhanga V' de p, com ¢(xo) = p.

Observacao 1.6 : Seja U C R* um aberto. Temos que T,U = IR* e isto seque do

fato do difeomorfismo em questao ser a aplica¢do identidade.
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Observacgao 1.7 : Se f : U — V é uma aplicagio entre os abertos U C RF e V C R,
entio df, : R* — R' ¢ dada por

) — 1 T 1) = 1)

t—0 t

, z €U, helRk

dfi
Temos que df,(h) € a aplicagdo linear na varidvel h associada a matriz (8_f) das
Zj

derivadas parciais calculadas em x.
A aplicacao derivada possui as seguintes propriedades:

1. Regra da Cadeia: Se f: U — V e g:V — W sao suaves, com y = f(z), entdo
d(go f), = dg, o df,. Isto é,

1% R’
f/‘ \‘9 dfx/l \dgy
v o — W = R — R"

gof d(go f)e

2. Se U c U’ C RR* sao abertos, entdo a aplicacao inclusdo i : U — U’ induz a

aplicacao identidade di, do R*, Vo € U.

3. Teorema da Aplicacdo Inversa: Se df, : IR® — IR* é nao singular, entdo f é um

difeomorfismo de uma vizinhanga aberta U de x em um aberto f(U).

A condigao acima nao implica a injetividade global de f, como vemos no préximo

exemplo:

Exemplo 1.8 Seja f(t) = (t3 —t,t%). Temos que f'(t) = (3t*> — 1,2t), assim,

32 =1
f(t) =0
2t =0

Portanto, f'(t) # 0, Vt € R. Entretanto, f(—1) = (0,1) = f(1), logo f nao é injetora.
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Definicao 1.9 : Seja f : M — R uma funcao C'*° definida em uma superficie com-
pacta M. Diz-se que p € M € um ponto critico da funcdo f quando para alguma
(portanto, para qualquer) parametriza¢ao ¢ : Vo C R™ — V C M, com ¢(xo) = p e
Vo aberto em IR™, a funcao fo ¢ : Vo — IR tem todas as derivadas parciais iguais a
zero em xg € V. Dizemos ainda que o ponto critico p € nao degenerado se a matriz

Hessiana

62 o 82 o 82 ]
[e] - |
1) = (Fag ) =
(]
82 o 62 ° 82 .
axi{ag (o) 8&:5,{82 (o) ... 6(;‘;) (o)

tem determinante nao nulo.

Observagao 1.10 : A definicdo de ponto critico nao degenerado ndo depende da pa-
rametrizacao ¢, isto é, o determinante de H(f) ser diferente de zero nao depende da

parametrizacao ¢ escolhida.

Observacao 1.11 : Como f e ¢ sao aplicacoes C°, temos que f o ¢ também é C°.
Assim, podemos aplicar o Teorema de Schwartz, que nos diz que a matriz H(f) €

simétrica, logo seus autovalores sao reais.

Defini¢ao 1.12 : O nimero de autovalores negativos da matriz Hessiana H(f) € cha-

mado indice de Morse do ponto critico p € M.

Os pontos criticos de indice zero sao os pontos de minimo relativo de f, enquanto
os de indice m (m = dimM) sao os pontos de méaximo relativo de f. Os demais pontos

sao pontos de sela.

Definicao 1.13 : Seja M uma superficie compacta. Se f : M — IR tem apenas pontos

criticos nao degenerados, entao f € uma funcao de Morse.
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Exemplo 1.14 : Seja S? a esfera. Tomemos as parametrizacoes das calotas superior

e inferior respectivamente
o, y) = (g, (1=2* —4)2)  dalry) = —(2,y,(1- 2" —y?)2).
Seja f: 5% = R dada por f(z,y,z) = z (fungdo altura). Temos entio que
fodi(wy)=(1—a®—1?)2 fopa(z,y) = —(1— 2% — 3?2,

Derivando com relacao a x e ay obtemos

I(f o) - O(f o)

o), = _ v

x,y) = e ————
Ox (:9) V1—a?—y? Ay V1—a?—y?
Logo, temos que os pontos criticos de f sio (x,y,z) = (0,0,1) para ¢ e (x,y,z) =

(0,0,—1) para ¢5. Calculando as derivadas de sequnda ordem de f o ¢y, temos

R A e
oz YT T R T2y oxdy T (P

82(f0¢1)<x )= — yr 82(foq§1)($ - y? B 1
oo VT T ) o VT T U 2

Andlogo para f o ¢o, mudando apenas os sinais. Denotemos por Hy(f) e Ha(f) as

matrizes Hessianas de [ relativas as parametrizacoes ¢ e ¢o respectivamente. Assim,

-1 0 10
Hl(f)— = /\1:)\2:—1 HQ(f): = >\1 :/\2:1
0 -1 01

Logo, o ponto critico (0,0,1) tem 2 autovalores negativos e o ponto critico (0,0,—1)
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nao possui autovalor negativo, isto €, estes pontos tém indice de Morse 2 e 0 respecti-
vamente. Como dim(S?) = 2, temos que (0,0,1) é ponto de mdzimo local e (0,0, —1)

€ ponto de minimo local.

Teorema 1.15 : (Funcio Implicita) Seja f : R x R™ — R™ uma funcio suave.

Suponha que f(xo,y0) =0 e

of
det | = 0.
€ {ay(iﬁ'o?yo)] #
Entao, existe um aberto W C R¥ e uma funcio suave F : W — IRF tais que

i. kg € W e F(xg) = 1.

it. f(z,F(x)) =0, Ve W.

1.2 Orientacao de Variedades

Definicao 1.16 : Uma orientagao para um espaco vetorial real de dimensao m é uma
classe de equivaléncia para as bases, da sequinte maneira: duas bases tém a mesma
orientacao se a matriz de mudanca de bases tem determinante positivo, e orientacao
contraria se o determinante é negativo. Uma variedade suave orientada consiste de
uma variedade suave M com a escolha de uma base para cada espago tangente T, M.
Sem > 1, entdo, para cada ponto existe uma vizinhanca U C M que € difeomorfa a um
aberto em R™ ou em H™ (semiespago superior com o eizo das abscissas), vamos fixar
a orientacao positiva quando o difeomorfismo preserva a orientacdo da base canonica
do R™, isto €, quando a matriz mudanca de bases correspondente a transformacao

linear da derivada do difeomorfismo tiver determinante positivo.

Se M é compacta e conexa, entao M tem exatamente duas possiveis orientagoes.
Caso M seja uma variedade com bordo, temos trés tipos de vetores no espaco tangente

em cada ponto do bordo, da seguinte forma:
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e vetores tangentes ao bordo, formando um subespago (m—1)—dimensional T,,(OM)

T, M,

e vetores que apontam para fora, formando metade de um espago aberto limitado

por T, (OM),
e vetores que apontam para dentro, formando a metade complementar desse espaco.

Quando a variedade tem dimensao um, escolhemos a orientacao +1 ou —1, depen-

dendo se o vetor aponta para fora ou para dentro da variedade, respectivamente.

1.3 Homologia Simplicial

Definigao 1.17 : Um simplezo s de dimensao m em R" (n > m) € determinado por

m + 1 wvértices ag, ...,a,, € IR", tais que os vetores a; — ag, as — ag, ... ,Apm — Ao

sao linearmente independentes. O simplezo s = |ag, ..., a)| € 0 conjunto de todas as
m

m

combinagoes lineares convexas Z ti-a;, comt; >0 e Z t; = 1. Equivalentemente, s
i=1 i=1

€ 0 menor convexo que contém ag, ..., a,, € R".

Exemplo 1.18 : Em IR?, considere os vértices ay = (0,0,0), a; = (1,0,0), ay =

(0,1,0) e a3 = (0,0,1). O simplexo s = [ag, a1, as, as] serd o tetraedro, como na figura

1.3

Defini¢ao 1.19 : Uma face de dimensio k de um simplezo s = |[ag,...,an] € um

simplexo t = [a;y, ..., @i, ], cOm iy, ..., @i, € {ag, ..., am}.

Exemplo 1.20 : Se tomarmos o simplexo s do Exemplo s possui 4 faces de

dimensao 0, 6 faces de dimensdo 1, 4 faces de dimensao 2 e 1 face de dimensao 3.

Defini¢ao 1.21 : Um poliedro P em IR", de dimensao m (m < n), é uma colegcio

finita de simplezos em IR", tais que
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Figura 1.3: Simplexo s
i. Se s € um simplexo de P, entdo toda face de s é um simplexo de P

it. Se s es” sao simplexos de P entao ou ' Ns" é uma face em comum ou s’ N s"

€ vazio.
1i. A maior dimensdao entre os simplexos € m.

Indicaremos por |P| a reuniao dos simplexos de P. Note que conhecer |P| nao significa

conhecer os simplexos de P.

Exemplo 1.22 : Seja s o simplezo do Fxemplo ??. Considere o poliedro P das faces

do simplexo s. Sejam

, simplezos em IR

Defina P’ como o poliedro formado pelas faces dos simplexos s' e s”. Assim, temos que

|P| = |P'|, porém seus simplexos sio diferentes.

Definicao 1.23 : Dado um poliedro P de dimensao m, para cadai = 0,1,...,m, defina
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a; o numero de simplexos de dimensdo © em P. O niumero

¢ chamado caracteristica de Euler-Poincaré do poliedro P.

Exemplo 1.24 : Note que se P é um poliedro formado pelas faces de um simplexo

@i = (ij) (1)

Isto se deve ao fato de que, para se obter uma face de dimensdo i, basta escolher i+ 1

m—dimensional s, entao

vértices dentre os m + 1. Além disso, observe que

(1+ (=1)m = mi:l (mj 1> AT (1) o
i=0 o . 2
=1 +:§;(—1)i(mj1) =1- z; (Z.ljll)(—l)i =0.

Portanto, de (1) e de (2), seque que X(P) = 1. Assim, se QQ € o poliedro formado
pelas faces de dimensio < m de um simplexo de dimensdo m + 1, temos que X(Q) =
1+ (=1)". De fato, se P € o poliedro formado pelas faces de dimensio < m+1 de um

simplexo de dimensao m + 1, temos que

=B ()= (1

7

(s

X@
=XQ)=1—(-1)"" =1+ (-1)™

Além disso, temos que QQ é homeomorfo a esfera S™ (ver [14)]) e que a caracteristica
de Euler-Poincaré é um invariante topoldgico, logo X(S™) = 1+ (=1)". Assim, temos

que X(S™) =2 se m é par e X(S™) =0 se m é impar.

Definicao 1.25 : Para cada v = 0,1,...,m uma cadeia de dimensao i no poliedro
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P € um conjunto C = {s1,...,s;} cujos elementos sio simpleros de dimensao i em
P. Estamos considerando também a cadeia vazia, que denotaremos por 0. Para cada

simplezo s de dimensdo i em P, a cadeia {s} serd denotada simplesmente por s.

Definigao 1.26 : Seja C; = C;(P) o conjunto das cadeias de dimensdo i em P. Dadas

duas cadeias c1,co € C;, definimos a soma ¢; + ca = (¢; U cg) — (¢ N ey).

Observagao 1.27 : O conjunto C; com esta operacao € um grupo abeliano. Seque da,
que C; € um espago vetorial sobre o corpo Zsy. Deste modo, uma cadeia C = {s1, ..., Sk }
pode ser escrita como C = sy + ... + S e, assim, 0s simplexos de dimensdo © em P

formam uma base para C;. Em particular, dimC; = «.

Definicao 1.28 : Para cada i =0,1,...,m definimos o homomorfismo de bordo como

a transformacao linear

aii CZ — Cifl

tal que, para cada simplexo s € C;, 0;s € igual ao conjunto das faces de dimensao i — 1

do simplexo s. Por conveniéncia, adotaremos que C_y = 0, assim, Jy = 0.

Note que se s € C; entao cada face de dimensao 7 — 2 estd contida exatamente em

duas faces de dimensao 7 — 1, o que nos da

8i_1 o 81(5) = O, (1)

visto que o inverso de cada elemento é ele préprio.

Sejam Z; C C; o nucleo de 0; e B; C C; a imagem de 0;,1. Os elementos em Z; sao
chamados ciclos de dimensao ¢ e os elementos em B; sao chamados bordos de dimensao
i. A relacao fundamental 0;_1 o 9; = 0 nos diz que B; C Z;, isto é, todo bordo é um
ciclo. Sejam z; = dimZ; e b; = dimB;. O Teorema do Nucleo e Imagem nos diz que a
dimensao do dominio de uma transformacao linear é igual a dimensao do nicleo mais

a dimensao da imagem, logo, a; = z; + b;_1 (note que b,, = b_; = 0).
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Definicao 1.29 O espago vetorial quociente
7.
H(P)= =
(P-4

chama-se i1-ésimo grupo de homologia do poliedro P e a dimensao desse espaco, B; =

z; — b;, € chamado 1-ésimo numero de Betti modulo 2 do poliedro P.

Teorema 1.30 : (Poincaré) Sejam [y, f1, ..., Bm 08 nimeros de Betti do poliedro P,

entao vale a tqualdade:

X(P) = fo— i+ ot (1) B = Y (=1)" - B,
=0
Demonstracio:
m A m m =0
X(P)=)> (1) =) (D)™ (z+ba) = Y (1) (z—=bi) = Y (=1)"- B,
i=0 i=0 i=0 m
donde a terceira igualdade ocorre do fato de que b,, =b_1 = 0. |

Desigualdades de Morse
Seja f : M — IR uma funcao de Morse. Para cada i = 1,...,m (m = dim(M)) sejam
M; os nimeros de pontos criticos de f com indice 7 e 5; o nimero de Betti de dimensao

1 de M. Entao, as desigualdades de Morse sao as seguintes

ﬁz‘ _Bz'—1 + ... :tﬁo S Mz‘ _Mi—l +...:|:M0

Bm_ﬁm—l—i_-u:tﬁ():Mm_Mm—l—"-uiMO (*)

Assim, da igualdade acima, obtemos que
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Note que, se somarmos as duas primeiras desigualdades, obtemos

b1 = Bo My — My
+ = B2 < Ms.

Bo— 1+ By < My— M+ M,

IN

A

Procedendo deste modo, somando a i—ésima desigualdade de Morse com a anterior,

obtemos

Bi —Bici+ .. o < My — M; 1+ ...+ My
T = Biv1 < M;yq.

Bix1 — Bi+ ... F Bo < Mipy — M; + ... F M,

Temos que a igualdade (x) decorre do Teorema de Poincaré-Hopf [2.22] De fato, se
f: M — IR é uma funcao de Morse, pode-se provar que Vf é um campo de vetores
tangentes a M cujas singularidades sao os pontos criticos de f. Em cada ponto critico,

o indice da singularidade é igual a (—1)?, onde i é o indice de Morse do ponto critico p.

1.4 Introducao a Teoria de Singularidades

Nosso objetivo é estudar aplicacoes f : K* — KP, K = IR ou C, na vizinhanca de um

ponto singular.

Definicao 1.31 : Sejam f, : Uy = KP, fo: Uy - KP ex € U NUy; C K", com Uy e U,
abertos. Dizemos que fi «~ fo (f1 estd relacionada com fy), se existe uma vizinhanga

UCK" comaxeU tal que fily = falu.

Observacao 1.32 A relagdo «~ € uma relacdo de equivaléncia pois
i- fl e fl;
i fi e fo= fa fi1;

iii. f1 o fae fan f3= fi f3.
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Denominamos germe suave (analitico) de uma aplicagao de K" em KP? no ponto x
a classe de equivaléncia definida acima. E usual adotarmos a notacdo f : (K", x) —
(K?,y) para o germe definido acima, além disso, geralmente chamamos (K" z) de
“fonte”e (KP,y) de “meta”.

Quando K = IR, indicaremos por ¢, , o conjunto de todos os germes f : K" — KP.
Quando K = C, indicaremos por O,,, o mesmo conjunto. No caso p = 1 é comum

denotarmos tais conjuntos apenas por €, e O,,.

Definicao 1.33 : Vamos denotar por M, o subconjunto de e, de todos os germes que

tem meta 0.

Definicao 1.34 : Um ideal I de um anel (A,+,-) comutativo com identidade é dito
maximal se VB C A ideal, com I C B C A, tém-se que B=1 ou B = A, e além disso,
1 #A.

Proposicao 1.35 : O ideal M, é o unico ideal maximal de &,,.

Demonstracdo: Suponha que exista I C ¢, tal que M, C I C ¢,. Logo, existe algum

f €I tal que f é invertivel. Portanto, I nao é maximal pois I = ¢,,. |
Definicao 1.36 : Um anel local é um anel com um inico ideal mazximal.
Os seguintes resultados podem ser encontrados em [6]

Proposigao 1.37 : O ideal M € gerado por todos os monémios nas varidveis xy, ..., Ty,

de grau igual a k.

Proposicao 1.38 (Lema de Nakayama): Seja € um anel comutativo com identidade,
e seja M um ideal em € com a propriedade de que 1+ x € invertivel em € para todo
x € M. Além disso, seja M um e-modulo e A, B C M e-submdédulos com A finitamente

gerado. Se A C B+ 9MA, entao A C B.
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Demonstragdo: Sejam ay, ..., a; geradores de A. Pela hipdtese podemos encontrar

bi,...,00 € Be \j € Mcom 1 < <t tais que
a; :bz+)\zl -a1+...—|—)\itat. (1)

Sendo A = (\;;) uma matriz t X t e denotando a = (a, ..., a;) € b = (by, ..., b;), podemos

reescrever (1) como

(I —AN)a=0b,

onde I é a matriz identidade ¢ x ¢t sobre o anel €. Afim de que possamos escrever a; em
termos de b; com 1 < j <t é suficiente mostrar que (I — A) é uma matriz invertivel.
Para isto basta notar que o determinante de (I — A) é 1 — X onde A é uma soma de

elementos em 9. Segue da hipdtese que 1 — X\ # 0, de onde concluimos o resultado. H

Definicao 1.39 : Sejam f € O, um germe de func¢ao analitica com singularidade
isolada em 0 e J(f) o ideal Jacobiano de f. Definimos o nimero de Milnor u do
germe f por

p=dime —=.

J(f)
As vezes chamaremos o nimero de Milnor j de codimensao de f e denotaremos cod(f).
Dizemos ainda que a codimensdo de f € finita se cod(f) € finito, do contrdrio, dizemos

que a codimensao de f € infinita.

Mais geralmente, seja M um O- médulo e I C M um O-submédulo. Dizemos que

I tem codimensao finita se o espaco quociente % tem dimensao finita.

Proposicao 1.40 : Sejam M um O-mdédulo com base finita e I C M um O-submddulo.
Uma condi¢cao necessdaria e suficiente para que I tenha codimensao finita em M € que

exista k > 1 tal que MM C 1.

Definicao 1.41 Suponha o espago quociente % de codimensao finita, definimos
entao
I+ MM
codpl = dim + para k=1,2, ...

I+ k1N
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Proposicao 1.42 : Sejam M um O-mdédulo com base finita e I C M um O-submddulo.
Uma condicdo necessdria e suficiente para que I C M tenha codimensdo finita € que

para todo k > 1 tenha-se codpl finita e, neste caso,

codl = codyl + codi I + ...
Podemos entao calcular alguns exemplos de nimeros de Milnor utilizando os resultados

enunciados acima.

1

Exemplo 1.43 : Considere o germe f(x) = 2°t! com s > 1. Temos que Jf = ().

Para cada 0 < k < s — 1, temos apenas o monémio z*. Entdo

codof =1
codi f = dim ﬁigi =1
cods f = d@'mﬁi—gﬁl =1

Portanto cod(f) = s.

Exemplo 1.44 : Seja f(x,y) = 2%y + y*. Temos que

of B of o 3
a:U(ﬂcwy)—%cy e ay(ff?,y)—ﬂc + 4y°,

que se anulam apenas na origem. Vamos computar a codimensio de f. Como M3 C
Jf 4+ 9 temos que cod;f =0, Vj > 4. Logo, nos resta calcular apenas codyf, cods f,

cods f e codsf. Temos
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Assim, codyf = 1 pois a constante nao pode ser escrita como combinacao linear de
elementos em df com elementos de M. Temos cod,f = 2 pois x e y ndo podem ser

escritos como combinagio linear de elementos em df com elementos de 3. Temos

codof =1 pois 22 = g—i — 493, onde —4y® € M3 e xy = %% mas y* ndo pode ser

escrito como combinagdo linear dos elementos em Jf com os elementos em IMM5. Por

yof

3 ~ .
2Bz mas y- nao pOd@ ser escrito

9 9
fim, temos 2% = :ca—i — 4z, 2ty = 29 e qy? =

I8

como combinagdo linear dos elementos em Jf com os elementos em 9M;. Portanto,

pela Proposigdo temos

cod(f) = cody(f) + codi(f) + coda(f) + cods(f) +0+0+...=5.

Exemplo 1.45 : Da mesma forma podemos computar a codimensao de f(x,y) =

2+ xy® que é 7. Neste caso cod;(f) =0, Vj > 5.
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Capitulo

2

Indices de Campos de Vetores: Caso

Suave

Neste capitulo veremos a relacao do indice de Poincaré-Hopf com a caracteristica
de Euler de uma variedade suave. Tal relacao é dada pelo teorema de Poincaré-Hopf.
Para isto sera necessario vermos alguns resultados e defini¢oes sobre o grau de uma

aplicacao.

2.1 Grau Modbdulo 2 de uma Aplicacao

Dado X C IR¥, seja X x [0,1] o subconjunto de IR*™ de todos os pontos (z,t), com

r € X et €0,1]. Duas aplicagoes
fLg: X =Y

sao suavemente homotdpicas (e denotaremos por f ~ g) se existe uma aplicagao suave

F:X x[0,1] =Y com

F(ZE,O)Zf([E) € F(I,l):g(JZ)

para todo x € X. Esta aplicacao F' é chamada de homotopia suave entre f e g.

Note que a relagao de homotopia é uma relacao de equivaléncia. De fato, a tnica

19
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propriedade nao trivial a ser demonstrada é a transitividade, e esta se procede da

seguinte maneira:

Considere a funcao

0, se 7<0
A(T) = .
e, se 7>0
Defina
A(t =1
o) = =)

At=5) +A(G 1)
Deste modo, se F' ¢ uma homotopia suave entre f e g, temos que G(z,t) = F(x, ¢(t))

¢ uma homotopia suave dada por

Cla.t) = flx), se t<

Wi Wl

g(x), se t>

Deste modo, sejam GG e H homotopias suaves entre f e g e entre g e h, definidas como
acima, respectivamente. Defina I(z,t) = G(z,2t) se t < 3 e I(z,t) = H(z,2t — 1) se

t > % A aplicacao I serd a homotopia suave entre as aplicagoes f e h.

Definicao 2.1 : Um difeomorfismo [ € dito suavemente isotopico a g se existe uma
homotopia suave F' entre f e g e, além disso, a aplicagio © — F(x,t) € um difeomor-

fismo para cada t € [0,1].

Proposicao 2.2 : (Lema da Homotopia) Sejam f,g: M — N aplica¢oes suavemente
homotépicas entre variedades de mesma dimensao, com M compacta e sem bordo. Se

y € N € um valor reqular de f e g, entdo

8f ' (y) = g~ (y)(mod2).

Demonstragdo: Seja F': M x [0,1] — N uma homotopia suave entre as aplicagoes f

e g. Primeiramente, suponha que y seja um valor regular de F. Entao F~!(y) é uma
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1—variedade compacta, suave e com bordo, dada por

FHy)n(M x0UM x1)=(f"(y) x 0)U (g7 (y) x 1).

Figura 2.1: F~1(y)

Entao o niimero total de pontos de F~!(y) é igual a

8f M (y) + 197 ().

Uma 1—variedade compacta tem sempre um nimero par de pontos de bordo (Ver

[20]). Entao tf~'(y) + g~ "(y) ¢ par, logo
8f ' (y) = g~ (y)(mod2).

Agora suponha que y nao seja um valor regular de F. Localmente, temos que ff~1(y)
e g7 (y) sao fungoes localmente constantes (em uma vizinhanga sem pontos criticos).

Assim, existe uma vizinhanca V; C N de y, de valores regulares de f, tal que
17y )mod(2) = £f 7 (y)mod(2), V' € V1.
Da mesma forma, seja V5, C N uma vizinhanca de y de valores regulares de g, tal que

b9~ (y )mod(2) = tg~(y)mod(2), Vy € Va.
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Seja V =V NV; e tome z € V um valor regular de F'. Entao

8f " (y)mod(2) = 4f 7 (2)mod(2) = 47" (z)mod(2) = g™ (y)mod(2).

Teorema 2.3 : (Lema da Homogeneidade) Sejam y e z pontos interiores arbitrdrios
de uma variedade N suave e conexa. Entdo existe um difeomorfismo h : N — N que

¢ isotopico a identidade e leva y em z.

Demonstracdo: Suponha primeiramente N = S™. Neste caso basta escolher h rotacao
que leva y em z. Para o caso geral, vamos construir uma isotopia de IR" nele préprio
que deixa todos os pontos fora da bola unitaria fixos e desliza a origem para um ponto

dentro da bola unitaria.

AN N
£ kY /\\\\\

N N LA

Figura 2.2: Homotopia de R" em IR"

Seja ¢ : IR" — IR uma funcao suave que satisfaz

o(x) >0, se ||lz|]| <1
o(x) =0, se |z||>1.

Por exemplo a funcio ¢(z) = A(1 — ||z|[2), onde A(t) = 0, para t < 0e A(t) = e ¥,
parat > 0. Dado um vetor fixado ¢ € S"~!, considere o sistema de equacoes diferenciais
dZEZ‘

% :Ci(ﬁ(l’l,...,l'n), 1= 1,...,7’1,.
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Para qualquer T € IR" estas equagoes tem uma solugao unica x = z(t), definida em IR,
satisfazendo a condigao inicial 2(0) = 7. Vamos usar a notagao x(t) = Fi(T) para tal

solugao. Entao, temos
i. F(T) estd definida para todo ¢t e F' depende suavemente de t e 7,
i. Fo(7) =7,
ili. Fyt(T) = Fs 0 Fy(T).

Assim, cada F; é um difeomorfismo do IR™ nele préprio. Deixando t variar, temos que
cada F} é isotépico a identidade por uma isotopia que deixa os pontos fora da bola
unitaria fixos. Com uma escolha apropriada de ¢, temos que F; deve levar a origem em
um ponto interior da bola unitdaria. Como a isotopia é uma relacao de equivaléncia e,
localmente, um ponto sobre N possui uma vizinhanca que é difeomorfa a IR", temos

que o resultado esta provado. |

Teorema 2.4 : Seja f: M — N uma aplicacdo suave, com N conexa e M compacta

e sem bordo. Se y e z sao valores requlares de f, entao

17 (y) = £f7 (2)(mod2).

Demonstracao: Dados dois valores regulares y e z de f, considere o difeomorfismo h
de N em N que leva y em z. Temos que z é um valor regular de h o f e, além disso,

h o f é homotdpico a f. Assim, pelo Lema da Isotopia, temos

t(ho )7 (2) = £f ' (2)(mod2).

Além disso,

Portanto,
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Sejam M e N variedades n—dimensionais orientadas sem bordo, e seja f: M — N
uma aplicacao suave. Se M é compacta e N é conexa, entao o grau de f é definido
como a seguir:

Seja x € M um ponto regular de f, assim, df, : T, M — Ty N é um isomorfismo
linear entre dois espago vetoriais. Defina o sinal de df, (denotaremos por sign(df,))
como +1 ou —1 de acordo com df, preservar ou nao a orientacao. Para qualquer valor

regular y € N, defina
deg(fiy) = Y sign(df.).

z€f~1(y)
Para os resultados abaixo, vamos considerar M o bordo de uma variedade compacta
e orientada X, com a orientagao induzida por X, isto é, escolhemos uma base para os

espaco tangente ao bordo e um vetor que aponta para fora, como feito secao 1.2.

Lema 2.5 : Se f : M — N pode ser estendida a uma aplicacao F : X — N, entdo

deg(f;y) = 0 para todo valor reqular y € N.

Demonstragdo: Primeiramente, suponha que y seja um valor regular de F. A varie-
dade compacta 1—dimensional F~!(y) é a unido finita de circulos e arcos, sendo os pon-
tos do bordo em M e nos arcos. Seja A C F'~!(y) um destes arcos, com dA = {a}U{b}.
Vamos mostrar que a soma dos sinais de f em A é zero.

As orientacoes de X e N determinam uma orientacao para A da seguinte maneira:
Dado = € A, seja (vy,...,v,41) uma base positivamente orientada para 7, X, com v,
tangente a A. Entao v; determina a orientacao que queremos para 7T, A se, e somente
se, dF;, leva (va,...,v,41) em um base positivamente orientada de T, N. Seja vi(z) o
vetor unitario positivamente orientado em x, tangente a A. Temos que v; é uma funcao
suave e aponta para fora em um dos pontos do bordo de A, digamos b, e aponta para

dentro no outro ponto do bordo de A, digamos a. Disto segue que

sign(df,) = —1 sign(dfy) = +1.
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Portanto, fazendo a soma em todos os arcos, temos que deg(f;y) = 0. Pelo mesmo
argumento que usamos anteriormente, se y nao ¢ um valor regular de F', tomamos
uma vizinhanca de y de valores regulares de f, basta escolher um valor regular de F' e

teremos o resultado.

Lema 2.6 : Sey € um valor reqular de f,g: M — N, com f ~ g e M = 0X, entdo

deg(g;y) = deg(f;y).

Demonstragdo: A variedade [0, 1] x M pode ser orientada como um produto, e tera
como bordo 1 x M, orientado positivamente, e 0 x M, orientado negativamente. Assim,

o grau de F|y(o,1xam) em um valor regular y ¢é igual a diferenca

deg(g;y) — deg(f;y),

a qual deve ser zero, pelo lema anterior.

Teorema 2.7 : O inteiro deg(f;y) nao depende da escolha do valor regular y.

Demonstracdao: Sejam y e z dois valores regulares de f. Seja h : N — N um

difeomorfismo levando y em z, isotopico a identidade. Entao h preserva orientacao e

deg(f;y) = deg(h o f;h(y)) = deg(f; z).

De fato,
deg(ho fih(y)) = Y. sign(d(ho flay) = Y sign(dhse) - df.)
z€((hof)~1(y)) zef~1(2)
= Z sign(df,)
zef~1(z)

pois sign(dhy.y) = 1. Portanto, pelo Lema segue o resultado desejado.



26 CAPITULO 2. INDICES DE CAMPOS DE VETORES: CASO SUAVE

Teorema 2.8 : Se [ é suavemente homotopica a g, entao deg(f) = deg(g).
Demonstragdo: Basta aplicar o Lema[2.6, juntamente com o Teorema anterior, e o

resultado estard provado. |

Exemplo 2.9 : Considere sobre a esfera a reflexao

T’Z’(Zﬁl, ...,In_H) = (Il, ey Lj—1y =Ty Lijt1, ...,In+1>,

que inverte a orientacao. A aplicacdo antipoda € a composicao de n + 1 reflexoes,
71 0Ty 0 ...0 Ty 1, tendo assim grau (—1)"*1.

Note que sobre a esfera S™ C IR, v(x) ser um campo tangente € equivalente a
condi¢ao v(x)-x =0, para todo x € S™, usando o produto interno canonico. Se v(x) é
ndo nulo para todo x, entdo podemos supor v(zx) - v(x) = 1, Vo € S™, bastando tomar
u(z) = % Sendo assim, podemos ver v como uma aplicacao suave de S™ nela
Propria.

Agora, defina a homotopia suave

F:S"x[0,7r] — S"
(x,0) — x-cos(d)+v(x)-sen(d).

Apds cdlculos elementares, obtemos
F(z,0) - F(z,0) =1, F(2,0)=2 e F(x,m)=—x.

Logo, caso n seja impar, a aplicagao antipoda é homotopica a identidade. Por outro

lado, se n € par isto nao acontece, visto que a aplicacao antipoda inverte a orientacao.
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2.2 Indices de Campos de Vetores e o Teorema de
Poincaré-Hopf

Definicao 2.10 : Um campo de vetores tangentes a superficie M C IR"™ é uma aplicag¢dao
v: M — IR" tal que v(p) € T,M, ¥p € M. Uma singularidade do campo v é um ponto
p € M tal que v(p) = 0 € T,M. Uma singularidade € isolada se existe vizinhanga em

M tal que esta € a unica singularidade nesta vizinhancga.

Consideremos agora um aberto U C IR"™ e campo de vetores v : U — IR™, com um

zero isolado em z € U. A funcao

leva uma pequena esfera centrada em z na esfera unitaria. O grau de Brouwer desta

aplicagao é chamado de indice ¢« do campo v no zero z.

Exemplo 2.11 : Em IR?, ao fazermos um pequeno circulo em torno de z, podemos
contar o “numero de voltas”(no sentido anti-hordrio contamos positivamente e no sen-

tido hordrio negativamente) que o campo tangente a este circulo faz. Este numero de

voltas serd o indice v do zero z, por exemplo, veja as figuras e[2.6

Vamos provar que esta definicao de indice é invariante por difeomorfismos de U.

Definigao 2.12 : Os campos de vetores v em M e v' em N sao equivalentes se existe
aplicagiao f se a derivada df, leva v(x) em v'(x), para cada v € M. Se f € um

difeomorfismo, entdo v' é unicamente determinado por v. Em particular,

v =df ovo fL

Lema 2.13 : Suponha que o campo de vetores v em U seja correspondente ao campo

v =df ovo f~t em U, via f : U — U'. Entdo o indice de v em um zero isolado z €
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; ©

Figura 2.3: Indice —1 Figura 2.5: Indice 1

N
vz

e

Figura 2.4: Indice 0

Figura 2.6: Indice 2

igual ao indice de v' em f(z).

Demonstragdo: Podemos assumir que z = f(z) = 0, pois basta tomarmos translagoes,
que sao difeomorfismos. Podemos também tomar U convexo, pois na vizinhanca do
ponto basta tomar uma pequena bola. Se f preserva orientagao, vamos construir uma
familia a 1—parametro de mergulhos f; : U — IR™, com fy =id, f1 = f e f,(0) =0,
para todo t € [0,1]. Vamos considerar v, o campo de vetores df; ov o f; ' em f,(U),
correspondente a v em U. Este campo de vetores estd bem definido (visto que df; esté
definida no espago tangente a U) e é nao nulo em uma pequena esfera centrada em 0
(pois z = 0 é um zero isolado de f). Assim, o indice de v = vy em 0 deve ser igual ao

indice de v' = v; em 0, e o lema estd provado no caso em que o difeomorfismo preserva
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a orientacao.

No caso do difeomorfismo reverter a orientacao, basta considerar o caso da reflexao

p. Entao
V' =povop
assim, a fungao associada v'(x) = Hz:ggll’ definida da e—esfera, satisfaz

v =poTvop

voltando ao caso anterior. Deste modo, temos que o grau de ¥’ é igual o grau de v. l

Lema 2.14 : Qualquer difeomorfismo de IR™ que preserva orientacdo € suavemente

1sotopico a identidade.

Demonstracdo: Podemos novamente assumir que f(0) = 0. Defina

Jltz)
t

, se 0<t<,
F:IR™x[0,1] = R™, por F(x,t)=
dfo(z), se t=0

Lema 2.15 : (Lema de Hadamard) Toda fun¢ao f suave em torno de um ponto z pode

ser representada da forma
f(x) = f(2)+ ) (i — z)ai(@),
i=1

com as aplicacoes g; suaves, Vi =1, ....n.

Note que, pelo Lema de Hadamard (a demonstragdo pode ser encontrada em [21]),
podemos escrever

f(2) =2101(2) + oo + TG ().

Deste modo, temos

F(z,t) = z101(tx) + ... + Timgm(tx).
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Entao, f é isotépica a aplicacao linear dfy, que é isotopica a identidade.

Definicao 2.16 : Seja X C IR™ uma m—uvariedade compacta com bordo. A aplica¢do
de Gauss

g:0X — Sm!

associa a cada ponto x € 0X, um wvetor unitdrio mormal que aponta para fora da

variedade em x.

Lema 2.17 : (Hopf) Se v : X — IR™ ¢é um campo de vetores suaves com zeros
1solados, e se v aponta para fora de X ao longo do bordo, entao a soma dos indices
sobre as singularidades do campo ZL ¢ igual ao grau da aplicagao de Gauss de 0X

em S™ L. Em particular, . ndo depende da escolha de v.

Figura 2.7: Indices 2 em 2, e —1 em 29, soma dos indices igual a 1

Demonstracao: Removendo uma e—bola de cada zero, obtemos uma nova variedade

com bordo (note que o numero de singularidades é finito, visto que a variedade é

compacta). A aplicagdo v = % leva esta variedade na esfera S™~!. Entao, a soma

dos graus de v é igual a zero. Temos que T|sx é homotépico a g, ver [15], pg. 507.

Além disso, temos que os graus nas outras componentes do bordo contribuem com

valor negativo, pois tém a orientacao oposta, no sentido que um vetor que chega na
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singularidade, estd saindo naquele bordo e vice-versa. Deste modo, temos

deg(g) — Z t=0.

Definicao 2.18 : O campo de vetores v € nao degenerado em um zero z se a trans-

formacao linear dv, : IR™ — IR™ € nao singular.
Neste caso, usando o teorema da func¢ao inversa, concluimos que z é um zero isolado.

Lema 2.19 : O indice de v em um zero nao degenerado € igual a +1, se det(dv,) > 0

e —1, se det(dv,) < 0.

Demonstracao: Podemos ver o campo v como um difeomorfismo de alguma vizi-
nhanga convexa Uy de z em IR™. Podemos também assumir, sem perda de generalidade,
que z = 0. Se v preserva a orienta¢ao, podemos deformar v|y, na identidade sem novos
zeros, utilizando os Lemas e[2.14] Entao o indice certamente é igual a 1. Por outro
lado, se v inverte a orientacdo, temos que v|y, pode ser deformado em uma reflexao,
donde ¢+ = —1. |

Mais geralmente, considere um zero z de um campo vetorial w em uma variedade
M c IR*. Considerando w como uma aplicacao de M em IR*, a derivada dw, : TM, —

IR* est4 bem definida.

Lema 2.20 : A derivada dw, leva TM, no subespaco TM, C RR*, e pode ser consi-
derada como transformacdo linear de T M, nele proprio. Se esta transformacao linear
tem determinante D # 0 entao z é um zero isolado de w com indice +1 ou —1 respec-

tivamente quando D € positivo ou negativo.

Demonstragdo: Seja h : U — M uma parametrizacao de alguma vizinhanga de z.

Seja e’ 0 i—ésimo vetor da base de zR™, e seja
b

oh

t' = dhy(e") = S0
U;
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entao os vetores t!, ..., #™ formam uma base para o espaco tangente 7'M, h(u)- Devemos
calcular a imagem de t* = ¢'(u), sobre a transformagao linear dwy,). Primeiramente,

note que
J ; ow(h(u
() = dfwo h),(e) = 2Dy
U;
Seja v = Zwei o vetor em U que corresponde ao campo w em M. Por definicao,

v=dh towoh, tal que

w(h(u)) = dhy(v) Y vit'.

Assim,
(i) _ > (S—) . Z<§—t> @)

Por (1), (2) e calculando no zero h™*(z) de v, nés obtemos a férmula

dw,(t) =Y (22) )

)

Entao dw, leva TM, nele mesmo e o determinante D desta transformacao linear

U;

3ui

TM, — TM, ¢éigual ao determinante da matriz ( ) Aplicando o lema anterior, a

prova esta completa.
[

Considere M C IR* uma variedade suave, compacta sem bordo. Seja N, a e—vizinhanca

fechada de M, isto é
N, = {x € R*; ||z —y|| < e, para algum y € M}

Teorema 2.21 : Para qualquer campo de vetores v em M com apenas zeros nao

degenerados. A soma dos indices Z L € igual ao grau da aplicacao de Gauss
g: 0N, — Sk1

Em particular, esta soma nao depende da escolha do campo v.
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Figura 2.8: € vizinhanga tubular

Demonstragdo: Para = € N., seja r(z) € M o ponto mais préximo de z. Note que
o vetor z — r(x) é perpendicular ao espago tangente de M em 7(z), pois do contrario
r(z) ndo serd o ponto mais préximo em M. Se € é suficientemente pequeno, a fungao

r(z) estd bem definida e é suave. Considere a fungao distancia ao quadrado
¢(@) = [lz —r(2)]|*
Agora, note que
Vo(z) =2(x —r(x)) + 2r'(z) - (x — r(x)).

Logo, como 7’(x) é perpendicular a = — r(z), temos que Vé(z) = 2(x — r(x)). Assim,
para cada ponto z da superficie de nivel IN. = ¢~!(g?), o vetor unitério que aponta

para fora é dado por
Vo x—r(z)
g(x) = =
IVl 2

Estenda v a um campo w na vizinhanca de . fazendo

Temos que w aponta para fora nos pontos do bordo, visto que o produto interno
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w(z) - g(z) é igual a € > 0. Note que w pode se anular apenas nos zeros de v em M,
e isto decorre do fato que z — r(x) e v(r(x)) sdo ortogonais entre si. Computando a

derivada de w em um zero z € M, temos que

dw,(h) = dv,(h) se heTM,
dw,(h) = h se heTM;

Entao, o determinante de dw, ¢é igual ao determinante de dv,. Assim, o indice de w
em um zero z € igual ao indice ¢ de v em z. Portanto, pelo Lema [2.17] temos que o

somatorio dos indices Y ¢ é igual ao grau de g, o que prova o teorema.

Teorema 2.22 : (Poincaré-Hopf) A soma Y ¢ de indices nos zeros de um campo de

vetores € igual ao niumero de Fuler

Onde H;(M) € o i—ésimo grupo de homologia de M. Em particular esta soma € um

wmvariante topologico de M.

Note que o Lema e o teorema anterior sao versoes particulares do teorema de
Poincaré-Hopf. Nao faremos a demonstragao precisa do teorema, mas daremos uma
ideia da demonstragao a seguir.

Passo 1: Identificar o invariante )¢ com o nimero de Euler X(M). Para isto é
suficiente construir um exemplo de um campo de vetores nao degenerado em M com
> ¢ igual a X(M). Marston Morse mostrou que é possivel construir uma fungao a
valores reais em M cujo gradiente é um campo de vetores nao degenerado. Além disso,
Morse também mostrou que a soma dos indices deste campo ¢é igual ao ntimero de
Euler de M.

Passo 2: Provar o teorema para um campo de vetores com zeros degenerados.

Considere um campo de vetores v em um aberto U com um zero isolado em z € U.
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Se a fungao A : U — [0,1] vale 1 em uma vizinhanga N de z e vale 0 fora de uma
vizinhanga um pouco maior N de z, e se y é um valor regular de v suficientemente

pequeno, entao o campo

é nao degenerado em N. Note que \ existe pelo Lema de Urysohn. A soma dos indices

nos zeros dentro de N podem ser calculados como o grau da aplicacao
T:0ON — S™ 1

logo nao muda fazendo esta alteragao. Mais geralmente, o argumento em uma variedade
compacta M é trocar um campo de vetores degenerado por um que nao seja degenerado,
sem trocar o inteiro ) ¢.

Passo 3: Variedades com bordo. Se M C IR* tem um bordo,, entdao qualquer campo
v que aponta para fora nos pontos do bordo M pode ser estendido, como anterior-
mente, a um campo sobre N, que também aponta para fora em dN.. Entretanto, dessa
forma nao é possivel manter a suavidade no bordo de M. Além disso, temos que N,
como na figura do Teorema , nao pode ser uma variedade suave (C'*), somente
C'. Deste modo, a extensao w definida por w(z) = v(r(z)) + = — r(z) serd apenas
um campo continuo proximo de M. Para continuar a demonstracao seria necessario

mostrar que nossas suposicoes sobre a diferenciabilidade podem ser removidas.

Teorema 2.23 : (Poincaré-Hopf) Se um campo continuo de vetores tangentes a uma
superficie compacta M tem apenas um numero finito de singularidades, entao a soma

dos indices dessas singularidades € iqual a caracteristica de Euler-Poincaré de M.

O Teorema [2.23| nos diz que se v é um campo continuo de vetores tangentes a uma

superficie compacta M e o conjunto de singularidades S ¢ finito, entao

> (v, p) = X(M).

peS
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Temos o seguinte corolario do Teorema de Poincaré-Hopf

Coroldrio 2.24 : Se X(M) # 0 entdo todo campo continuo de vetores tangentes se

anula em algum ponto.

A esfera S?, por exemplo, nao possui campo de vetores tangentes continuo sem pontos
criticos.
No toro T? temos que X(7?) = 0. Podemos definir o campo de vetores tangentes

aos paralelos do toro.

Figura 2.9: Campo sobre T2

Seja n impar (suponha n = 2k — 1), entdo a esfera unitdria S™ é o conjunto

k
S = {p = (21,91, T2, Yo, ., Tp, Yi) € R™T; Z(xf +92) = 1} .

i=1

Um vetor v é tangente a S™ no ponto p se (v,p) = 0. Defina em S™ o campo v(p) =
(y1, =1, Y2, —T2, ..y Yk, —Tk), que é continuo e ndo nulo, uma vez que v(p) = 0 <» p = 0.

O Teorema de Dualidade de Poincaré nos diz que, em uma superficie compacta, os
numeros de Betti modulo 2 equidistantes dos extremos sao iguais, isto é, 5; = B,

onde dimM = m. Assim, temos que
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A igualdade acima sugere que toda superficie compacta de dimensao impar possui
campo continuo de vetores tangentes nao nulo. Para superficies compactas de dimensao

2 contidas em IR? existe um teorema de classificacao completo.

Teorema 2.25 : Uma superficie M? C IR*® compacta é homeomorfa a uma esfera ou
a um n-toro, onde n € o género (nimero de buracos) de M?. Além disso, se o género
de M? € g, temos que

X(M?) =2 —2g.

O teorema acima nos diz que apenas o toro possui campo continuo de vetores

tangentes nao nulo.
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Capitulo

3

Variedades Singulares

Veremos neste capitulo defini¢coes e resultados basicos de conjuntos algébricos e

conjuntos analiticos. A principal referéncia ¢é o livro [20].

3.1 Conjuntos Algébricos

Sejam K um corpo infinito e K|z, ..., z,] 0 anel de polinomios nas varidveis zy, ..., 2,

com coeficientes em K.

Definicao 3.1 : Um subconjunto V C K" é um conjunto algébrico se V' é o conjunto

de zeros de alguma colegao de funcoes polinomiais em K™,

Denotaremos o conjunto de zeros do ideal J por Z(.J). Seja
I(V) C K[Zl, caey Zn]

o ideal dos polinomios que se anulam em V. O teorema da base de Hilbert garante
que todo ideal é gerado (como K]z, ..., z,]—mddulo) por alguma colegao finita de po-
linomios. Disto segue que todo conjunto algébrico V' pode ser definido por alguma
colegao finita de equagoes polinomiais. Seja S um conjunto finito de polinomios. O

conjunto V'(S) é o conjunto dos pontos z € K™ tais que f(z) =0, Vf € S.

Definicao 3.2 : Um ideal P de um anel R é um ideal primo se P # R e se dados

a,b € R tais que a-b € P, entaoa € P oub € P.

39
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Definicao 3.3 : O radical de um ideal I em um anel R € o ideal das intersecgoes de

todos os ideais primos que contém I. Denotaremos o radical de I por /1.

Proposicao 3.4 Sejam Vi e Vy conjuntos algébricos e Iy = 1(V) e Iy = I(Va). Entdo

valem as sequintes propriedades:
i. Se I(Vy) C I(V,), entao Vo C V4.
i. V(LNnL) =V -I)=V(L)uV(l).
iii. V(I + 1) =V(L)NV(Iy).

O item i. decorre diretamente da defini¢do, de fato, se z = (z1,...,2,) € Vo e [(V}) C
I(V3) entao f(z) =0, Vf € I(Va). Logo, por hipdtese, temos f(z) = 0, Vf € I(V}),
portanto z € V. A reciproca também € verdadeira e a demonstragao é andloga. As

demonstragoes para ii. e iii. podem ser encontradas em [11], pg. 113.

Teorema 3.5 : (Hilbert-Nullstellensatz) Sejam K um corpo algebricamente fechado,
I um ideal de R = K|z1,...,2,] e f € R um polinémio que se anula em Z(I). Entdo

f" € I para algum inteiro r > 0.
Uma formulagao equivalente deste teorema é a seguinte:

Teorema 3.6 : (Hilbert-Nullstellensatz) Seja K um corpo algebricamente fechado.
Entdo, para todo ideal I de K[z, ..., z,), temos que I(Z(I)) = /1.

Uma referéncia para os teoremas acima ¢ [12].

Proposicao 3.7 : Toda sequéncia decrescente Vi D Vo D V3 D ... de conjuntos

algébricos termina ou estabiliza (V; = Vi1 = Viyo...) apds um nimero finito de passos.

Demonstracdo:  Segue da Proposicao olhando para a sequéncia ascendente
I(Vh) C I(V3) C ... deideais em K|z, ..., 2,]. Como K[z, ..., z,] é Noetheriano (ver [12],
pg. 186), segue que esta tltima sequéncia deve estabilizar. Portanto, pela Proposigao

B-4 (2), segue que Vi D V5 D ... deve estabilizar. |
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Definicao 3.8 : Um conjunto algébrico nao vazio V é uma variedade ou um conjunto
algébrico irredutivel se nao pode ser expresso como uniao de dois subconjuntos algébricos

Proprios.

Proposicao 3.9 : Um conjunto algébrico V' € irredutivel se, e somente se, I(V) é um

1deal primo.

Demonstragdo: Ver [20].

Se V' é irredutivel, entdo o corpo dos quocientes f/g com f e g no dominio de
K[z1, ey 2m]
I(V)
cendéncia sobre K é a dimensao algébrica de V sobre K (ver [13], pg. 28).

integridade é chamado corpo de fungoes racionais em V. O grau de trans-

Observacgao 3.10 : Se W é uma subvariedade propria de V', entao a dimensao de W

¢ menor que a dimensao de V (ver [13], pg. 29).

Seja V' C K™ um conjunto algébrico nao vazio. Escolha {fi,..., fx} polinomios que
geram o ideal I(V) e, para cada z € V, considere a matriz (0f/0z;) calculada em z.

Seja p o maior posto que esta matriz atinge em qualquer ponto de V.

Definicao 3.11 : Um ponto z € V € nao singular ou simples se (0f/0z;) atinge o

posto mdzximo p em z, e € singular se

rank(0f;(2)/0z;) < p.

Note que esta definicao nao depende da escolha dos polinémios f;, pois se adici-
onarmos um novo polinéomio fr.1, temos que este pode ser escrito como combinagao

linear dos demais, adicionando uma coluna que nao interfere no posto da matriz.

Lema 3.12 : O conjunto %(V') de todos os pontos singulares de V' forma um subcon-

Junto algébrico proprio (possivelmente vazio) de V.

Demonstragdo: Basta notar que z € (V) se, e somente se, todo determinante das

submatrizes p X p se anulam, logo (V') é um conjunto de zeros de polinémios. |
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Teorema 3.13 (Whitney): Se K é o corpo R ou C, entdo o conjunto V- — (V) de
pontos nao singulares de V- forma uma variedade suave e nao vazia. Além disso, esta

variedade € analitica real (ou compleza, dependendo do corpo), e tem dimensdo n — p

sobre K.
Uma referéncia para a demonstracao do resultado acima é [23].

Teorema 3.14 (Whitney): Para qualquer par VO W de conjuntos algébricos em um
espaco de coordenadas reais ou complexas, a diferenca V- — W tem no mdximo um
numero finito de componentes topoldgicas conezas.

Uma referéncia para a demonstra¢ao do resultado acima é [19], Appendiz A.

Note que o teorema anterior nos diz que, se V é uma variedade analitica com um
numero finito de componentes irredutiveis, entio V —3(V') € uma variedade suave que

tem um numero finito de componentes conexas.

Exemplo 3.15 : Considere a sequinte variedade em IR?

V= {(z,y) € R*y* —2*(1—2°) =0}.

Figura 3.1: Curva y? — 2%(1 — 2?) =0

FEsta variedade ilustra um tipo de singularidade chamado ponto duplo e V—{0} tem

duas componentes reais analiticas.
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Exemplo 3.16 : A curva cibica

V={(z,y) e Ry’ —2°(x — 1) =0}

(0,0)

Figura 3.2: Curva y? — 2%(x — 1) =0

tem um zero isolado na origem, esta curva € também irredutivel sobre C.

Proposicao 3.17 : Uma variedade algébrica complexa nunca pode ser uma variedade

suave em toda uma vizinhanc¢a de um ponto singular.

Demonstracdo:  Suponha que a variedade complexa V' seja uma variedade dife-
renciavel de classe C' em toda uma vizinhanca U da origem em C". O espaco tangente
a variedade suave U NV em qualquer ponto simples é claramente um espago vetorial
sobre C. Do fato de que os pontos simples formam um conjunto denso (ver [19]) temos
que, por continuidade, o espago tangente (real) 7, C C" de U NV em um ponto ar-
bitrario z é, na verdade, um espaco vetorial complexo, isto é, T, = ¢ - T,. Substituindo
U por um aberto menor U’ e re-enumerando as coordenadas se necessario, o Teorema
[1.15]nos garante que U’NV em um ponto arbitrario z pode ser considerado como grafico
de uma aplicagao C'-suave F' de um aberto do espaco de coordenadas (z1, ..., z,,) no

espago de (211, .., 2n) coordenadas. A derivada de F' em cada ponto é uma aplicagao
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linear complexa, entao as equacoes de Cauchy-Riemann sao satisfeitas, e /' é complexa
analitica. Isto prova que U’ NV é uma variedade complexa suave. Agora, seja h(z)
qualquer funcao complexa analitica, definida em uma vizinhanca do 0, que se anula em
V', e sejam fi, ..., fr. polindmios que geram o ideal primo (V) C C |z, ..., z,]. O Teo-
rema (ne verdade a versao local analitica deste teorema, que pode ser encontrada
em [8], pg.97) garante que existe so € IN tal que para todo s > sg poténcias h® podem
ser expressas como uma combinacao linear da forma a;fi + ... + apfx, onde aq, ..., ax
sao germes de fungoes analiticas. Passando para o maior anel C|[z]] que consiste de
todas as séries formais de poténcias na origem, segue que h* € C[[z]]I(V). Mas este
ideal pode ser expresso como a interseccao de ideais primos. Logo o proprio h deve
pertencer ao ideal C[[2]]I(V), que é gerado por fi, ..., fr em C[[z]]. Olhando para as
derivadas, temos que o vetor dh(0) pode ser escrito como combinagao linear complexa
de df1(0), ..., dfx(0). Disto segue que a matriz (%) tem posto n —m em 0, portanto

a origem nao pode ser um ponto singular de V. |

Teorema 3.18 : Qualquer conjunto algébrico V', real ou complexo, pode ser escrito

como uma uniao finita e disjunta
V:M1UM2U...UMP,
onde cada M; € uma variedade suave com um nimero finito de componentes.
Demonstracao:  Pelo Lema e pelo Teorema de Whitney [3.13] sabemos que
¥(V) é um conjunto algébrico e que V' — X(V') é uma variedade suave. Sejam M; =

V =3(V), My = (V) — X(3(V)), e assim por diante. Temos em V a condigdo da

cadeia descendente, isto é, sequéncia

VOV -=X(V)DXEV)=-%X(V)) D..



3.1. CONJUNTOS ALGEBRICOS 45

deve terminar. Portanto,

V=MU..UM,  paraalgum p.

Além disso, se W C V, podemos expressar V — W = M; U ... U M} onde cada

M! = M; — (W N0 M,)

(2

¢ uma variedade suave com numero finito de componentes topoldgicas de acordo com

o Teorema de Whitney (3.14} [ |

Lema 3.19 : Sejam K o corpo dos reais ou complexos, V- C K™ um conjunto algébrico,
M, =V —3(V) a variedade dos pontos simples de V' e g uma fungdo polinomial em
K™. Entao, o conjunto de pontos criticos de g|p, : My — K € igual a intersec¢ao de

My com o conjunto algébrico W que consiste de todos os pontos z € V nos quais a

matriz
99 99
O0z1 7 Ozn
af oh
021 Tt Ozp (
*)
Ok Ofk
O0z1 ' Ozn

tem posto menor ou igual a p = min{k,n}, onde fi,..., fx denotam os polinomios que

geram I(V).

Demonstracao: Nas proximidades de qualquer ponto de M; podemos escolher um
sistema analitico (real ou complexo) de vizinhancas coordenadas uy, ..., u, para K" tal
que M; corresponde localmente a u; = ... = u, = 0. Entao uy41,...,u, podem ser

tomadas como coordenadas locais de M;. Note que gg’l, calculado em um ponto de
J

M, é zero para j > p + 1 (Teorema de Whitney [3.13). Como a matriz N = (24) ¢

Ou

ofi
0z,

equivalente por colunas a matriz ( >, temos que W tem posto p. Isto mostra que

as primeiras p colunas sao linearmente independentes. Assim, aumentando a matriz N



46 CAPITULO 3. VARIEDADES SINGULARES

com as derivadas parciais da funcao g, temos que a matriz

99 99
our 7 Oun
of ofr
ouq Ut Qug
Ok Ofi
our 77 Oun
deve ter posto p se, e somente se,
99 _ _ 99 _,
upr T Ouy

ou, em outras palavras, se o ponto dado é um ponto critico de g|»;,. Como esta matriz

aumentada é equivalente a matriz (x), temos o desejado. |

Corolario 3.20 : Uma fungao polinomial g em My =V — X(V') pode ter no mdzximo

um numero finito de valores criticos.

Demonstragdo: O conjunto de pontos criticos de g|y, pode ser expresso como a
diferenca W — X(V') de conjuntos algébricos, que por sua vez pode ser expressa como

uniao finita de variedades suaves da forma

W—-%(V)=MU..UM,

onde cada M/ tem apenas um nimero finito de componentes. Cada ponto x € M/ é um
ponto critico da fungao suave g|y,, consequentemente, é um ponto critico da fungao
restricao g[y. Como todos os pontos de M sdo criticos, temos que g é constante em
cada componente de M/, isso decorre de uma fungao continua levar conexo em conexo.
Logo, obtemos que a imagem g(M;) é um conjunto finito. Mas a uniao g(M7)U...Ug(M))
é exatamente o conjunto de todos os valores criticos de gy, - |

Consideremos V' um conjunto algébrico real ou complexo. Seja xy um ponto simples

de V' ou um ponto singular isolado do conjunto X(V').
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Corolario 3.21 : Toda esfera suficientemente pequena S, centrada em xq intersecta

V' em uma variedade suave, possivelmente vazia.

Demonstracdo: No caso real, vamos aplicar o corolario anterior a fungao polinomial
_ 2
r(z) = ||z — ol ™

Se €2 for menor que qualquer valor critico de rl(v_s(v)), entao €2 ser4 um valor regular.

Portanto sua imagem inversa
r )NV =2(V))=85.n(V-x(V)),

serd uma variedade suave K. Se € é suficientemente pequeno, entao S. nao intersecta
Y(V), portanto K sera igual a S. N'V. O caso complexo é andlogo pensando uma

variedade complexa em C™ como uma variedade real em IR*™. [

Definicao 3.22 : Uma particao da unidade suave de um conjunto K € uma familia

de fungoes { Ao} suaves em K, tal que
M) 20, Y Nafz)=1, VreK

e, para cada ponto x € K, existe uma vizinhanc¢a de x onde apenas um numero finito

dos A\, s@o nao nulas.

Denotaremos por cone(K) o cone sobre K de vértice x, isto é
cone(K) =tk + (1 —t)zg, Vke K.

Seja D. o disco fechado dos pontos z satisfazendo ||x — z¢|| < ¢, e seja zy um ponto

regular ou um ponto singular isolado de V.

Teorema 3.23 : Para € pequeno, a intersecao de V- com D. é homeomorfa ao cone
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sobre K =V N S.. Na verdade, o par (D.,V N D.) é homeomorfo ao par do cone sobre

S. e o cone sobre K.

Demonstracao: E suficiente mostrar o caso real. Seja ¢ > 0 suficientemente pequeno
para que o disco D, nao contenha pontos singulares de V' e pontos criticos de 7|y _s ),
além de zp. Vamos construir um campo suave v (a principio localmente) no disco

perfurado D, — z( satisfazendo as seguintes propriedades:

i. v(x) esta sempre “saindo”de xy,

ii. v(x) é tangente a variedade M; =V — X(V), sempre que x € M.

Dado z, € D. — xp, vamos construir um campo V,(z) em uma vizinhanga U, de

T, que satisfaz as propriedades acima.
Se x, nao pertence a V', tome v,(x) = x — zy, para todo z € U, CIR" — V.

Se r, € V, entao x, € M;. Assim, como antes, podemos escolher coordenadas
Uy, ..., U, para uma vizinhanca U, de z,, tal que M; corresponde localmente a u; =
. = u, = 0. Assim, como z, ndo é ponto critico de r|y,, onde r(z) = ||z — zo||?,

temos que as ultimas derivadas

or or

Oup " O,

devem ser nao nulas em z,.

5)_7‘<xa> # 0, seja U, uma vizinhanga conexa tal que ﬁ(x) #0,Vr € U,.
Un

8uh
Seja v, (z) o vetor
o0xy o0x,
| =—) .., =
(8uh’ ’ 8uh) ’
or

que é tangente a uy,—curva coordenada em z. O sinal + é escolhido de acordo com —
Up,

ser positivo ou negativo. Este vetor v,(z) é tangente a M;, sempre que x € My, visto

Suponha

que a up—curva coordenada estd contida em M;. Além disso, como r'(z) = 2(x — xp),
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temos
2(vo(z), x — x0) = va(m’) < 2(x; — o)
axi or
or
= :i:a—uh, Vo € Ua.

Escolha uma parti¢ao da unidade suave {\,} em D, — xq, com supp(A*) C U®. Assim,

o campo de vetores

v(@) = Aal®)Va(m)

satisfaz as propriedades 7. e ii. em D, — xg.

Normalize o campo, fazendo

Dada uma solucao p(t), a derivada da fungao composta r(p(t)) nos da

i = X () e

= (2@ =z)w(@) =1,

onde z = p(t). Assim, a funcdo r(p(t)) deve ser igual a ¢ mais uma constante. Fazendo

uma mudanca de parametros, podemos assumir que

r(p(t)) = llp(t) — zoll* = 1t.
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Esta solucao pode ser estendida ao intervalo 0 < ¢t < &2. De fato, podemos supor
que w foi construido em um aberto um pouco maior que D, — zy, deste modo, os
pontos de fronteira nao serdo problema. Pelo Lema de Zorn, uma solugao p(t) pode
ser extendida a um intervalo maximal o/ <t < 3. Suponha 3 < €2. Vamos mostrar
que é possivel extender p a um intervalo um pouco maior, contradizendo a definigao de
p'. Como p(t) € D, ¥Vt € (¢, ) e D. é compacto, temos que existe 2’ € D, tal que
2’ é o limite da sequéncia {p(t)} quando ¢ tende & . Pela continuidade de p, temos
p(x') = f # 0 e, portanto, ' € D, — xg. Pelo teorema de existéncia e unicidade (e
suavidade) da equagao diferencial Cfl—f = w(z) na vizinhanga de 2’ temos que, para cada
2" em uma vizinhanca U de z’ e cada t” em um intervalo arbitrariamente pequeno [
contendo (', existe uma tnica solu¢do = = ¢(t), com t € I, satisfazendo a condicdo
inicial ¢(t") = 2”. Além disso, o teorema garante que ¢(t) é uma fungao suave de z”,
t" e t. Pela unicidade, temos que p(t) = ¢(t) em I'(«/, ') N I. Escolha t” € I’ e seja
" = p(t"). Assim, podemos definir a solu¢do p(t) ao intervalo I’; tomando a solucao
q(t). O que contradiz o fato de ' ser maximal. Analogamente podemos provar que
o’ = 0. Note que a solucao p(t) é tinicamente determinada pelo valor inicial p(?) € S..

Assim, para cada a € S., seja
p(t) = P(a,t), 0<t<ée?
a Unica solucao satisfazendo a condigao inicial
p(e?) = P(a,¢) = a.

Temos entao que P leva difeomorficamente o disco perfurado D — z( no cilindro S, x
(0,€2]. Além disso, como w(z) é tangente a M; sempre que x € M, temos que toda
curva solucdo que intersecta M; deve estar contida em M;. Logo, P leva K x (0,&?]

difeomorficamente em V N (D, — zo).
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R B B

Figura 3.3: Aplicacao P

Note que P(a,t) tende uniformemente a z, quando ¢ — 0. Portanto a corres-
pondéncia

ta+ (1 —t)zo — P(a,te?),

definida para 0 < ¢t < 1, se estende unicamente a um difeomorfismo do Cone(S;) em
D.. Além disso, este difeomorfismo leva o Cone(K) em V N D..

[

O teorema a seguir é o principal resultado de [20] e estabelece uma relagao entre a

topologia do link K e V.

Teorema 3.24 (Fibracao de Milnor): Se zy € um ponto qualquer de V' e se S; € uma

esfera suficientemente pequena centrada em zy, entao S. — K é um fibrado diferencidvel

localmente trivial sobre S, com projecao ¢(z) = é%i;' e fibra Fp = ¢~ 1(e%).

Os resultados de Milnor sobre a topologia da fibra de Milnor Fy sao descritos a
seguir, e a referéncia também é [20]
Para o caso particular em que f tem uma singularidade isolada em 0, o teorema

abaixo caracteriza o tipo de homotopia da fibra Fj.

Teorema 3.25 Cada fibra Fy tem o mesmo tipo de homotopia de um bouquet S"'V
-V S" L de esferas de dimensio n — 1 em K". O nimero de Milnor é o nimero de

esferas neste bouquet.
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3.2 Conjuntos Analiticos

Definicao 3.26 : Seja f : C"*' — C. Dizemos que f é holomorfa em a € C'H!
se existe aberto U C C"' tal que f € diferencidvel (no sentido complexo, isto é,

diferencidvel com derivada C-linear) em todo ponto u € U.

Assim como no capitulo anterior, vamos estudar o conjunto de zeros de funcoes,
agora nao mais polinomiais, mas analiticas. Estes conjuntos sao chamados de espacos

analiticos

Defini¢ao 3.27 Considere o conjunto dos pares (V,,U,), onde U, é uma vizinhan¢a
aberta da origem e V,, é subconjunto de U,. Dois pares (V1,U;) e (Va,Us) sdo equiva-
lentes se existe uma vizinhanca W C Uy N Uy tal que Vi NW = Vo NW. A classe de

equivaléncia de um par é chamada de germe na origem em C™.

Se f € O,, a classe de equivaléncia do conjunto {z; f(z) = 0}, com f um repre-
sentante do germe f, é denotada por V(f). Assim como anteriormente, se f; e fo s@o

representantes de um mesmo germe, entao V(f1) = V(f2).

Defini¢ao 3.28 Um germe de espago analitico (V,0) em torno da origem € o germe

do subconjunto

V= V(fla f27 sy f?’) = V(fl) N V(f?) n...N V(fT)7 f17 f27 sy fT € On

O ideal de um germe de espaco analitico V é definido por
IV) = {f € OV C F(0)}.

Definicao 3.29 : Um germe de espaco analitico € irredutivel se para Vi e Vo germes
quaisquer, com V = Vi3 U V,, tem-se que V = Vi ou V = V5. Neste caso, V é uma

variedade analitica.
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Proposicao 3.30 : Seja V um germe de espaco analitico. Entao existem p um numero
inteiro positivo e Vi, ..., V, variedades irredutiveis, com V; € V;, sempre que i # j, tais
que V = V1 U ...UV,. Essas variedades sao unicamente determinadas, a menos da

ordem, e sao chamadas de componentes irredutiveis de V.

Definicao 3.31 : Um germe de espago analitico V é equidimensional se todas as suas

componentes irredutiveis tem a mesma dimensao.

Um germe de espago analitico em x é um germe de conjunto V em x tal que, para
alguma vizinhanca U de x, o germe V N U pode ser descrito por V(fi,..., f.), para
alguns fi, ..., f, € O,.

Definicao 3.32 : Seja I um anel. Um elemento a € I € nilpotente se existe n € IN

tal que a™ = 0.

Defini¢ao 3.33 Dizemos que um germe V = V(fi,..., fr) € reduzido a C—dlgebra

<f10—nf> nao possut elementos nilpotentes.

Um ponto z de um germe de espago analitico V é um ponto regular ou suave se
para alguma vizinhanca U de z o germe U NV pode ser descrito como o conjunto dos
zeros de um numero finito de fungdes analiticas que possuem z como ponto regular.

Um ponto de V nao regular é chamado ponto singular de V.
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Capitulo

4

Indices de Campos de Vetores: Caso

Singular

Neste capitulo estudaremos o indice de Schwartz e o indice GSV de campos de
vetores em variedades singulares. As principais referéncias sao o livro [3] e a dissertagao

de mestrado [].

Definicao 4.1 : Seja V' um espago topologico. Dizemos que V' é uma variedade sin-
gular n-dimensional se existe um subconjunto S C V', tal que, V — S € uma variedade
topolégica n-dimensional, e tal que, Ya € S, nao existe vizinhan¢a V, de a em V

homeomorfa a um aberto U C IR™.

Definicao 4.2 : Seja V uma variedade singular n-dimensional. Chamamos de con-
jgunto singular de V o subconjunto S da definicao acima, e denotamos por XV tal
conjunto. Cada ponto em S € dito uma singularidade de V' e a singularidade a € S é

dita isolada se existe aberto W, C V' tal que W, NS = a.

Exemplo 4.3 : O toro pingado e a figura oito sao exemplos de variedades singulares,

2-dimensional e 1-dimensional, respectivamente.

Observagao 4.4 : Vamos tratar apenas das variedades analiticas. Assim, o conjunto

Vieg =V — XV € uma variedade diferencidvel.

25
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Definigao 4.5 : Seja V' uma variedade mergulhada em IR"™ com uma singularidade
1solada a € V.. Um campo continuo v em V' € uma aplicacao continua v : V — IR", tal

que V() € TyVieg, V& € Viey e v(a) =0.

Definicao 4.6 : Considere em V um campo continuo v, tal que v possa ser definido

sobre uma bola fechada no espagco ambiente B.(a) C IR", com singularidade isolada no

ponto a de V' em B.(a). Definimos o indice de Poincaré-Hopf de v em a como sendo

o indice de Poincaré-Hopf de v, onde v = v|m.

Exemplo 4.7 : Considere os sequintes campos sobre o toro pingado V' (figuras €
Através de uma triangulagdo, pode-se provar que X(V) = 1. Logo, o teorema de

Poincaré-Hopf nao se verifica para o campo w, entretanto se verifica para o campo v.

Exemplo 4.8 : Considere o campo v sobre a figura oito, como na figura[4.5
Entao, sobre os pontos a, by, bs, bs e by, teremos os campos

Assim, somando os indices, temos —1, que € a caracteristica de Euler da figura 8.

4.1 Indice de Schwartz

Seja V' C C™ um espago analitico equidimensional de dimensao maior ou igual a 1,

com singularidade isolada em 0 € C™. Seja B.(0) a bola fechada de centro em 0 e raio

e > 0 suficientemente pequeno para que toda esfera centrada em 0, contida em B.(0),

encontre V' transversalmente (o que é possivel pelo capitulo anterior).

Defini¢ao 4.9 Seja v,qq um campo de vetores em V —{0} que seja transversal a todas
as esferas S.r, para € > € > 0 suficientemente pequeno, que aponta para fora em 0 e
que se estenda continuamente em C™ com singularidade isolada em 0. Chamamos de

Urad 0 campo radial em V.

Exemplo 4.10 : O campo v do Exemplo [{.7 sobre o toro pin¢ado é um exemplo de

campo radial.
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Figura 4.2: Campo w

Observagao 4.11 : O campo v,.qq pode ser estendido a um campo tangente a V em

sendo transversal a todas as esferas S., com € >

e’ > 0, obtendo assim um campo radial para B:(0). Este campo vid € chamado extensdo

B.(0), o qual denotaremos por v,

radial do campo v.

Definicao 4.12 : O indice de Schwartz de v,.q € o indice de Poincaré-Hopf da ex-

tensao radial vid, o qual € +1.

Queremos agora definir o indice de Schwartz para um campo continuo v em V', com

singularidade isolada em 0, qualquer. Para isso, precisamos definir a diferenca entre o
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Figura 4.3: figura 8

Figura 4.4: Campos sobre a figura 8

campo v e 0 campo vU,q.q. A extensao de campos é garantida pelo teorema de Tietze.

Considere duas pequenas esferas S. e S./, com ¢ > & > 0, centradas em 0. Seja X

o cilindro em V' limitado pelos links

KEZSEQV € Kg:SE/ﬂV.
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Sobre X, considere um campo w que possui uma quantidade finita de singularidades

no interior de X e que satisfaz

wlg, =v e Wk, = Vad

Definicao 4.13 : A diferenca entre v e v,qq € definida como

d(?], Urad) = [nde(w, X)

Definicao 4.14 : Sejam V C C™ um espago analitico, equidimensional, com singula-
ridade 1solada em 0 e v um campo de vetores continuo em V', com singularidade isolada

em 0. Definimos o indice de Schwartz do campo v em 0 por

Indgen,(0,v; V) =1+ d(v, Upaq)-

O teorema a seguir ¢ a versao do Teorema de Poincaré-Hopf para variedades com

singularidades isoladas.

Teorema 4.15 : Seja V um espaco analitico, equidimensional e compacto, contido

em C™, com singularidades isoladas qy,...,q.. Seja v um campo de vetores continuo
em V', com singularidades em qi, . .., q, e, possivelmente também nos pontos py, ..., ps.
Seja

Indsen(v,V) =Y Indsa(v,q5V) + > Indpy (v, p;).
=1

j=1

Entao, X(V) = Indgeh(v, V).

Demonstracao: Suponha v radial em ¢4, ..., q,. Entao

Indsen(v,q;; V) =1, Vi=1,...,r

Em cada ponto ¢;, considere a bola fechada B.,(¢;) C C™, com g; suficientemente

pequeno para que ¢; seja a Unica singularidade de v em B. (¢;) N'V. Defina D; =
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V' N B.,(g:;). Assim, temos que

é uma variedade diferencidvel com bordo (basta notar que a aplicacao p(x) = ||z||* é

uma submersao fora da origem, restrita a V*).
Como o campo v é transversal ao bordo de V*, temos

X(V*) =" Indpu(v,p;) (1).

J=1

=1

Sabendo que X(V) = X (U Di> + X(V*), temos que

X(V) = Z Indsen (v, q;) + Z Indpg (v, p;).
=1

Jj=1
Note que a primeira somatoéria se deve ao fato do campo v ser radial em cada g;.

Por outro lado, suponha que v nao seja radial em algum ¢; fixado. Seja € > 0

suficientemente pequeno. Considere B;.(¢;) a bola fechada de centro em ¢; e raio e,

em C™. Seja S;. a esfera de mesmo raio e centro que B;(g;). Sejam

Ki.=VNS. e x”:V—<VmaA@)

Pelo teorema [3.23] temos que cada K. possui uma vizinhanca difeomorfa ao cilindro
K;. x [0,1]. Tomemos € > g1 > €9 > 0 e sejam X.,, X,, os cilindros limitados por

{Kic, K¢, } e {K,¢, K;,}, respectivamente.

Coloque o campo v sobre K., e o campo radial sobre K., e K, ., chamemos este

campo de w. Temos que

IndSch(U7 Qz) =1 + d(U, Urad) (2>
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Figura 4.5: Campo radial e o campo v sobre a variedade V'

Considere a extensao continua de w sobre os cilindros X, e X.,, chamemos este campo
de w. Como X, e X,, sao cilindros, é possivel estender w a w sem singularidades, pelo

Teorema de Tietze. Assim, por (1) e (2), temos que
d(Vraa, v) + d(v, Vyeq) = 0.

Logo, voltamos ao caso anterior. [ |

4.2 Exemplos

Denotaremos por (V;0) o germe de uma hipersuperficie analitica complexa, dada por

uma func¢ao holomorfa

f:(C*10) — (C,0),

a qual é definida em uma pequena bola B. e que tem um tnico ponto critico em 0.

Seja V* =V — {0}. O espago tangente a um ponto x € V* serd o conjunto
T,V = {f € T,C": df,. (&) = O} = ker(df,).

Exemplo 4.16 : Seja f : C2 — C dada por f(u,v) = u®> + v3. Temos que f é
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polinomial, logo € holomorfa. Além disso, V f = (2u, 3v?), portanto, 0 € C? € a tinica

singularidade de f.

Afirmagao: Se z = (u,v) € V*, entdo a reta tangente em z é gerada por £(u,v) =
(3v%, —2u).

De fato, temos

df (€) = 2ué; + 3v°6, =0 = 2ué; = —303E,.

—2U§1

IR Tomando & = 3v?, temos
v

Como (u,v) # 0, podemos supor v # 0. Assim, £ =

& = —2u.

Vamos interpretar agora um campo continuo de vetores v : (V,0) — (C"*! 0) como
uma aplicacao continua cuja imagem esta contida no tangente a V' em cada ponto, isto
é, v(x) € T,V*, para x € V*. Ou ainda, v(x) € Ker(df,). Como V C B.(0) é fechado,
novamente pelo teorema de Tietze, v se estende a uma vizinhanca de V em C"*!. Em
outras palavras, um campo sempre pode ser estendido ao espaco ambiente, bem como
ser considerado como restricao de um.

O seguinte resultado pode ser encontrado em [IJ.

Teorema 4.17 : Seja V' uma variedade analitica complexa em C™ com singularidade

1solada em 0. Entao:

1. O espaco de campos holomorfos em V com singularidade isolada em 0 tém di-

mensao infinita.

1. Se v € um campo holomorfo com singularidade isolada em 0, entao existem infi-

nitas extensoes de v a uma vizinhanca de 0 em C™.

Exemplo 4.18 : Seja (V,0) o germe de f : (C?,0) — (C,0), onde f possui uma

singularidade isolada em 0. Dados & = (—%, %) ew € V*, temos

A (E(w)) = df (—%w)

. it w) =L L+ P w- L

’ 821 _821 W 822 v 822 . 821 <w) =0 <*)
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Logo, & é um campo tangente a 'V com uma unica singularidade isolada em 0. Além
disso, dado t € C, temos que & ¢ tangente a fibra f~'(t), pois (¥) ndo depende da
escolha de w. Considere & a restricio de € 4 V. Seja g uma fungdao holomorfa em C?

tal que V = g=1(0) e que representa um elemento ndao nulo no anel local O, entdo

_ (-0, 0F
B_<g 6227g+821)7

coincide com & em V', mas ndo é tangente a todas as fibras de f pois, dado w € f~1(t),

com t # 0, temos

Afu(Bw) = dfy (g(w) = 22, gw) + S (w))

0
= o 9(w) = gL (w)gh(w) + FL(w)g(w) + 5L (w) 3L (w)

Como t # 0, temos g(w) # 0. Além disso, como g—zfl(w) e

af

52 (w) sdo L.I., temos que

a soma € diferente de zero, portanto df,(B(w)) # 0.

Exemplo 4.19 : Sejam f: (C3,0) — (C,0) uma fungao holomorfa com ponto critico
isolado 0 € C e V = f71(0). Podemos fazer mudancas de coordenadas de tal forma
que V intersecta o conjunto onde as derivadas parciais de f com relagao as varidveis

Zy € z3 sao nulas somente em zero, isto €
of of
VNni—,—3%=410}. 1

Defina um campo holomorfo em C2, dado por
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Assim,

df. (§(w))

dfu (F(w), 25 (w), =2 (w))

= ghw)- fw)+ ghw) - gLw) - ghw) - FLw) = g - fw)

(2)

De (1) e (2) temos que & tem singularidade isolada em 0. Ainda de (2), temos que df ,(€)
se anula onde f se anula, logo € € tangente ¢ V. Tomando & = E]V, temos um campo
sobre V' que é holomorfo, com singularidade isolada na origem e uma extensio em C3
que também possui uma singularidade isolada em 0. Entretanto, & ndo € tangente a
todas as fibras de f. Dado w € f~1(t), com t # 0, temos

af

dal€(w) = () 5

() = (dfw@(w)):o o j—gw):o).

Deste modo, temos que & € tangente as fibras de f se, e somente se, g—i = 0. Assim,

teriamos V. <§—Z’1) = C3 e consequentemente

. of of of
d VI— =, — =1 ou 2.
o ( (821’ 02y Oz3 ou
O que ¢é absurdo, pois f tem singularidade isolada em 0. Agora, esquecendo que nos

foi dado &, considere apenas o campo £. Temos que, como f se anula em V', £ € da

forma £ = (O, g—zj;, —g—zé). Além disso, podemos estender & a um campo holomorfo B
em C3, dado por B = (O, g—i, —g—j;). Este campo B € tangente a todas as superficies
ndo singulares f~'(t). O conjunto singular de 3 € a curva V <§—Z’;, 63—2];), definida pelo
ideal I = <§—Z’;, g—i). De fato, suponha que ezista g € O3 tal que 5—22 =g- g—zé, assim,

of of of

‘](f) =\5 955 />

0z 7 0z3 0z3

com dim (V (%’%)) =1 ou 2. Absurdo pois f possui singularidade isolada na

origem.
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Suponha que dim (V (ﬂ ﬂ)) = 2. Novamente teremos dim (V (ﬁ o7 ﬂ)) =

Oz9 7 Oz3 0z17 Oz9) Oz3
1 ou 2, o que é absurdo. Portanto dim (V (g—zj;? E%)) = 1. Observe que V. (5)_2}”27 %)

intersecta cada fibra ndo singular f' em um nimero finito de pontos, ou equivalente-

d¢m<v(gi S‘Z];)ﬂf ()):0.

De fato, suponha que esta dimensdao seja 1 e considere para t € C* a funcao a 1-

mente,

parametro
gt - (C?’?O) — ((C7O>

r — f(x)—t

Temos que g; *(0) = f~1(t), logo

of of 0o of of 0
alz'm(V(aj1 8,5; ai)ﬂf ()):dim(V(aZf1 ai 8,2{»,) gr (O))z()oul.

Absurdo, poist € C* ¢ valor reqular de f. Portanto, temos o desejado.

4.3 O Indice GSV para Campos de Vetores em ICIS

Definicao 4.20 : Sejam X uma subvariedade analitica complera em C" de dimensao
m e I um ideal que define X. Dizemos que I define uma intersecao completa em
0 se I admite n — m geradores ¢1, ..., on—m em O,. Uma interseccao completa com

singularidade isolada é denotada por ICIS.

Definigao 4.21 : A Variedade de Stiefel Wy 1(n+k) é o conjunto dos k+1 referenciais

ortonormais em IR™F.

Seja (V,0) o germe de uma ICIS n-dimensional reduzida, com singularidade isolada

em 0, definida pela aplicacao holomorfa

f=(f,- fx): (C** 0) = (C*,0).
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Sejam V* =V — {0} e v um campo continuo sobre V' com singularidade isolada em 0.
Indiquemos por W o conjugado do vetor gradiente V f;(z) de f;, i = 1,..., k. Entao
{v ), Vfi(z),... ,V_fk(x)} é um k + 1 referencial, o qual podemos assumir, através de
homotopia, ser um conjunto ortonormal. Deste modo, v define uma aplicacao de V*
na variedade de Stiefel Wy 1(n+k). Seja K = S.NV o link de V em 0. Temos que K
¢ uma variedade orientada real de dimensao 2n — 1 (ver [16], pg 81). Podemos definir

entao a seguinte aplicacao continua
P, = (U, Vfl, . ,ka) K — Wk+1(n + k)

Sobre as variedades de Stiefel, temos as seguintes propriedades (ver [10])

U(nt

i. Wigi(n + k) ¢é difeomorfa a 775~

, onde U(n) é o grupo das matrizes unitérias

de dimensao n x n.

ii. Wiy1(n+k) é (2n—2)-conexa, isto é, é conexa por caminhos e IL;(Wy1(n+k)) =

0,1 <7< 2n—2, onde II; é o grupo de homotopia de grau .
iii. ooy (Wepa(n+ k)) = ZZ (ver também [22]).

Deste modo, podemos concluir que g, 1 (Wii1(n + k) = Hop1(Wiii(n + k))
(ver Teorema de Hurewicz, em [9], pg. 366), ou seja, a homologia de Wy i(n + k)
na dimensao 2n — 1 é Z. Vamos considerar agora o caso em que K é conexa, caso
contrario, considere apenas as componentes conexas. Entao o grau de ®, estd bem

definido através do homeomorfismo induzido

((I)'U)* : H2n71(K) — Hanl(WkJrl(n + k))7

e denotaremos tal grau por gr(®,).

Defini¢ao 4.22 : O indice GSV de v em 0 € V, denotado por Indgsy(v,0), € o grau

da aplicacao ®,,.
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Dada uma aplicacao holomorfa f : C"** — C*, podemos considerar a fibracao de
Milnor associada a f (referéncias [19] e [I7]). A fibra de Milnor F' pode ser considerada
uma variedade diferenciavel, compacta, 2n dimensional e com bordo 0F = K. O

campo v pode ser considerado um campo nao singular sobre OF

Teorema 4.23 : Nas condicoes acima, cada fibra Fy tem o mesmo tipo de homotopia
de um buqué de esferas S™1, e o nimero de esferas no buqué € igual ao nimero de

Milnor p.
Uma referéncia para o teorema acima ¢ [17].

Teorema 4.24 : Seja (V,0) o germe de uma ICIS n-dimensional reduzida, com uma
singularidade isolada em 0. Seja também v um campo em V' com singularidade isolada

em 0 € V. O indice GSV possui as sequintes propriedades
(1) Indgsy(v,0) = Indpy (v, F), onde v € a extensdo de v para o interior da fibra F

(2) Se v € transversal a K, entdo
[ndgsv(’l), 0) =1+ (—1)”#,

onde n =dimc V' e p o numero de Milnor de f em 0.

(3) w= (=" (Indgsy(v,0) — Indgs(v,0)), independentemente da escolha de v.

Demonstragdo: (1) Sabemos que o conjunto {Vfi,...,Vf,} é Ll em F e normal &
V. Entao o grau de ¢, pode ser identificado como a obstrucao de estender v a um
campo tangente em F'.

(2) Sabemos que se v é uma extensao de v, como K é o bordo de F, temos v
transversal ao bordo. Assim, temos Indpy (v, F') = X(F'), que por sua vez, X(F) =
Bo(F) — P1(F) + ... + (—=1)"5,(F), onde §; é o i-ésimo nimero de Betti. Como F' tem

o tipo de homotopia de um bouquet de esferas de dimensao n, temos que b; = 0, Vi =
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1,...,n—1,by(F) =1eb, = pu. Portanto, de (1), temos indggy (v,0) = Indpg (v, F') =

L+ (=1)™u.

(3) Suponha v radial, entao Indgse,(v,0) = 1. De (2), temos que

po= (=1)"- (Indgsy(v,0) = 1)
= (—1)” . (Indgsv(v, 0) — Indsch(v, 0))

Suponha agora v um campo qualquer. Considere pequenas esferas S., S./, com ¢ > ¢’ >
0, e seja w um campo no cilindro X contido em V, limitado pelos links K. = S. NV
e K. = So NV, tal que w tem apenas um numero finito p de singularidades a; no

interior de X e sua restricao a K, e K. sa0 v € 0,44, respectivamente.

Figura 4.6: Extensao do campo radial

Assim, temos imediatamente que

p
Indsen(v,0) =1+ d(v, Vpaq) = Indgen(Vraa) + Z Indpy(w, a;). (a)
i=1
Além disso, é possivel provar que

p
Indgsy(v,0) = Indesy (vra,0) + Y Indpu(w,a;). (D)

=1
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De fato, considere F' como variedade diferencidavel de dimensao 2n e bordo J0F = K.
Utilizando-se do item (1) e do Teorema de Poincaré-Hopf para variedades diferencidveis
com bordo (ver [19], capitulo 6), basta encontrar um campo conveniente.

Considere sobre V' o campo w da seguinte forma: da origem a K. colocamos
W = Vpgg. Em X colocamos w = w. Como no bordo 0F o campo w coincide com
v, podemos tomar w como uma extensao de v a fibra F. Assim, temos que vale (b).

Portanto, de (a) e (b), temos
Indgsy (v,0) — Indasy (Vrad, 0) = Indgen (v, 0) — Indsen(Vraa, 0)

= Indgsy(v,0) — Indsen(v,0) =1+ (=1)"u—1=(—-1)"u.
[

Exemplo 4.25 : Considere f : (C% 0) — (C,0) com singularidade isolada na origem

e considere também o campo

N 322 ’ (921 )
Como vimos anteriormente, v é tangente a V = f~1(0) e a todas as fibras de f. Logo,

pelo item (1) do teorema anterior,
]nd(;sv(v7 0) = Inde(ﬂ, F) = 07

onde U = v|p.

Mais geralmente, seja f : (C**,0) — (C,0) holomorfa, com singularidade isolada

dfzz(ﬁ 3f).

0z Dzan

em 0. Temos

Seja
£ _of of of of of of _oF of
N 822’8217 82478237 826’8257”" 82271’822”,1 .
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Claramente temos df.(£(w)) = 0, V w € C?", isto é, £ é tangente & todas as fibras de
f. Assim, temos Indgsy(€,0) = 0, onde ¢ = £|. Observe que também poderiamos

ter tomado o campo

87:3’ 824’ 821 ’ 822 T 822n_1 ’ 822n7 82271_37 822n_2

Z:( of of of of of of  of of )

e o resultado seria o mesmo.

Teorema 4.26 : Sejam V wma variedade analitica complexa, compacta, com singula-
ridades isoladas xy, . .., T,, as quais sao todas germes de ICIS (nas equacoes reduzidas).

Seja v um campo continuo em V', singular em x,...,x, e também possivelmente em

Y1, -5 Ys- Seja

]ndgsv(l), V) = Z Indgsv(v, €, V) + Z ]nde(v, yj)' (*)

i=1 j=1

Entao,
s

Indgsy(v,V) = X(V) + (=1)" - Y ),

=1

onde p(x;) € o numero de Milnor de V' em ;.

Demonstragdo: Sabemos, pelo Teorema [4.24] que
(=)™ - p(zy) + Indsen(v, ;) = Indgsy (v, ;). (%)
Substituindo (**) em (%), obtemos a expressao
Indgsy (v, V) = i Indgen (v, z;) + i Indpg(v,y;) + (=1)" - iu(wz)
i=1 j=1 =1

Donde, pelo Teorema |4.15, temos o desejado.



Capitulo

5

Caracteristica de FEuler da fibra genérica

de ICIS simples.

Seja Op e = {f : (C™,0) — (Ck,0); f 6 holomorfa}. Seja f € Oy, tal que V =
f71(0) define uma ICIS.

A classificacao de germes em O,, ;, com relacao ao grupo de contato K definido por
Mather (em [I8]), é util para estudar variedades analiticas que sao ICIS.

Por esta razao, definimos aqui o grupo K e a K—equivaléncia.

Definicao 5.1 O grupo de contato € o conjunto
K={H:(C™* 0) — (C"**,0); H é germe de difeomorfismo holomorfo,

com H satisfazendo as sequintes condigoes:

i H(z,y) = (Mx),0(x,y)),

it. 6(z,0) =0 }

Segue das condigoes acima que h : (C™,0) — (C™,0) é também um germe de
difeomorfismo.

Dizemos que f,g € O,,; sao K—equivalentes, e denotamos por f ~i g, se existe

H € K tal que
H(z, f(x)) = (h(z), g(h(x))).

71
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Observagao 5.2 Se f,g,h e H sio como acima, temos que h(f~'(0)) = g~*(0).

Definicao 5.3 : O espaco vetorial de todas as aplicacoes f : C™ — C* cujas compo-
nentes sao polinomios de grau menor ou igual a r, com f(0) = 0, é chamado espago
de r—jatos, e a notagdo para tal espaco € J"(m,k). Os elementos de J"(m,k) sao

chamados de r-jatos.

Suponha que f : C™ — CF seja uma aplicacao suave e que a € C™. Considere a
série de Taylor de f(z) — f(a), desta série, considere a expressao sem todos os termos

maiores que r, para construir o r-jato do germe f no ponto a, o qual serd denotado
por j" f(a).

Definicao 5.4 Um germe f € Oy, € K—simples se existe 1o € IN tal que se r > 1o,
existe uma vizinhanca U de j"f em J"(m, k) que intersecta apenas um nimero finito

de K—drbitas em J"(m, k).

Se f é K—simples e V = f71(0) é ICIS, entao dizemos que V é uma ICIS simples.

Primeira Tabela

O primeiro grupo de singularidades K-simples, f : (C",0) — (C,0), é formado pelas

singularidades simples de Arnol’d.

Notacao Forma normal Restricoes
Ay z’lﬁ_l 4+ Qn-1 w>1
D, 2229+ zékl 4+ Qn—2s >4
Eg 2+ 25 + Qn2 -

Ey z:f + zlzg’ + Qn_2 _
E8 Z% + Zg + anZ -

Tabela 5.1: Germes K-simples C* — C. Qn—; = 22, + -+ + 22.

n

Em todos os casos da Tabela [5.1| a variedade, dada pela imagem inversa do 0 pela

forma normal, é uma hipersuperficie em C". A fibra genérica

F={z€C" f(z) =¢, € > 0 suficientemente pequeno}
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é uma variedade suave. Pelos resultados de Milnor, X(F) = 1+ (=1)""!. 4. O ntimero
de Milnor neste caso é dado pela codimensao do ideal gerado pelo Jacobiano da forma

normal, isto é, se f é a forma normal, entao

u(f) = dim<8_fo—na_f>-

0217 """ Ozn

Primeiramente, observe que fazer o cédlculo acima para fungoes de n varidveis é o
mesmo que fazer para duas, visto que @),,_; tem apenas termos quadraticos, donde ao

calcularmos o Jacobiano, temos as iltimas n — i varidveis no ideal (J).

Exemplo 5.5 : Seja f(z1,...,2,) = 2" + Qu_y, com p > 1. Temos assim que
Jf = ((p+1)21, 29, 23, ..., 2n). Portanto, a conta se resume a
O, .0 , _
= dim—~ = dim {1,21, 2], ... 1}6,

u(f) = dimm =)

0z17 """ Ozn

~1 A .
onde {1, 21,28, 0, 2 }cc o0 espago complexo gerado por estes polinomios. Assim, temos

que o mimero de Milnor de f € u, portanto, X(F) =1+ (=1)""'p.

Exemplo 5.6 : Seja f(z1,....2n) = 2} + 25 + Q. Como observamos, podemos
considerar f como f(z1,2) = 23 + 23 e o nimero de Milnor serd o mesmo. Temos

Jf = (32%,423), 0 qual nos dd (Jf) = (2%, 23). Procedendo como no Capitulo 1, temos

21 22
22 229 22
3 2 2 3

4 3 2,2 3 4

22 2izg 2322 2323 mz2) 25

donde codyf = 1, codyf = 2, codaf = 2 pois 23 € Jf, codsf = 1 pois z5 € Jf,

codyf = 0 e portanto, o nimero de Milnor de f € 6.
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Exemplo 5.7 Seja f(z1,2) = 222 + 27" Temos Jf = (220,22 + (u — 1)272).

Olhando para lista de monomios do exemplo anterior, temos que todos 0s termos mistos

estio em Jf. Além disso, temos que 23 = 2 - % —(n—1)z1 -z

n—2 n—2

,onde (u—1)z1 - z

¢ um termo misto. Como 22 + (u — 1)25> estd em Jf, temos que 2% ou (p — 1)25 >

nao pode ser contado no cdlculo de . Portanto, retirando 23, temos

. On . 02 . 2 -2
=dim——————— = dim =dim {1, 21, 29,25, ..., 24 = L.
ulf) <ﬂ of > (2129, 22 + (u — 1)2572) a2 i e =n

0z17 """ Ozn

Utilizando o programa Maple, calculamos os demais nimeros de Milnor da Tabela

5.1 obtendo assim uma nova tabela

Notagao Forma normal Restrigoes | p(f) X(F
Ay A4 Qus p>1 po 1+ (=)
D,u Z%ZQ + 2571 + Qn72 1% >4 1% 1+ (_1)n—1’u
Eg 23 + 25 + Qn2 - 6 [ 1+(-1)"6
Er 23+ 2125 + Qnso - 7 |1+ (=117
Ex 2} + 25 + Qn2 - 8 |1+ (=118

Segunda Tabela

A Tabela [5.3| contém as interse¢oes completas O-dimensionais que sao K-simples.

Notacao | Forma normal | Restrigoes
C (120,25 +20) [ 1>k >2
Cox (22 + 22, 25) k>3

o1 | (2 +25,28") m =3
Fomta | (22 + 23, 2125Y) m > 2
41<() (3%7 z%) -
Hﬂi1+5 (22 + 25, 2123) m >4

Tabela 5.2: Germes K—simples C? — C2.

Para ICIS 0-dimensionais, definidas por f : C* — C", temos f~1(0) = 0. A fibra

F = f~1(¢), com € # 0, 6 um nimero finito de pontos. Para ¢ e €’ genéricos, temos que
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8f7Ye) =tf1(¢/) e é chamado a multiplicidade de V' (ou de f). Esta multiplicidade,

que denotaremos por mg(f), é dada por

mO(f) = dZﬂlCﬁ? onde f = (fh 7fn)

Neste caso, como a dimensao da variedade é 0, temos o seguinte resultado

Proposigao 5.8 Se V = f71(0) é uma ICIS 0-dimensional, entao X(F) = mo(f) =

L+ p(f).

Deste modo, pela proposi¢ao acima, para calcular X(F'), basta calcular mq(f). Va-
mos calcular esta multiplicidade para C’,fl e Fy,11, as demais contas foram feitas uti-
lizando o Maple.

Singularidades simples de ICIS tem formas normais especiais, representadas por
fungoes polinomiais quase homogéneas. Assim, para fazer o calculo do nimero de

Milnor nestes casos, podemos utilizar a férmula de Milnor Orlik.

Definicao 5.9 Uma aplicagio f = (fi,.... fr) € Oni € quase-homogénea de tipo

(w1, W, ooy Wy dy, da, ... d) s
LN 20, A2 29, N 2)) = N fi(21, 29, 0 20),  Vi=1, .. k.

Teorema 5.10 : (Milnor-Orlik) Seja f = (fi,..., fn) = (C",0) — (C™,0) quase-

homogénea de tipo (wy, ws, ..., wy; dy, ds, ..., dy,). Suponha mo(f) finito. Entao

dy-dy-...-d,

Wy Wy« s Wy

mo(f) =

Exemplo 5.11 : Consideremos a primeira fungdo da sequnda tabela f(z1, 20) = (2120, 28+

Z,). Note que todos os termos mistos ziz;, com i,7 > 0, pertencem a (2129, 2% + 25).

R+l _ ko ol ! ! kol k1
Note que 27" = z1(2f + z3) — 2125, onde 2125 € (2129, 27 + 25), portanto z{™ €

O

k+1
g O mesmo vale para z,

. Novamente, como 2% + 2 estd em (2129, 2% + 2L),
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temos que retirar um no cdlculo de mg. Deste modo, retirando 2, temos

O,

o 2 k 2 -1
——— = {l,zl,zl, ey 2Ly 22y 2y ey 25 }C.
(2129, 27 + 25)

Portanto, X(F)=k+1leu(f)=k+1—-1.

Exemplo 5.12 Seja f(21,2) = (27 + 22,25). Note que f é quase-homogénea (na
verdade homogénea) de tipo (1,1;2,k). Assim, pelo Teorema temos que mo(f) =
2k. Portanto, X(F') = 2k e p(f) =2k — 1.

Exemplo 5.13 Seja f(z1,29) = (2} + 23, 25"), com m > 3. Queremos computar entdo

O,
2 3 ,m\’
(21 + 23, 23")
Olhando para a mesma lista de monomios do Exemplo temos que codyf = 1,
codif = 2. Note que 22 = fi(z1,20) — 25, onde z3 € IM3. Procedendo deste modo,
vamos encontrar exatamente 2 elementos em cada linha, sendo eles 212 e 2™, com

1 <j<m-—1. Por fim, na m—ésima linha, temos 25" € (J), donde cod,,+1f = 1.

Assim, mo=1+24+2+...+2+1=2m e pu(f) =2m — 1.
—_—_—
m—1 vezes

Exemplo 5.14 Seja f(z1,22) = (27 + 23, 2125"). Temos que f € quase homogénea de

tipo (3,2;6,3 4 2m). Assim,

6(3+ 2
moz%:i&i—Zm.

Portanto X(F) =2m + 3 e pu(f) =2m + 2.

Utilizando novamente o Maple, obtemos a seguinte tabela

Terceira Tabela

Para f = (f1, f2) na Tabela , temos que V = f~1(0) é uma curva complexa em C?,
que é uma ICIS. Sejam X(f) o conjunto singular de f e A(f) = f(3(f)) a imagem
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Notacao | Forma normal | Restrigdes | X(F) w(f)
C,;fl (z120,2V +28) | I1>k>2 | k+1 [k+1-1
Cok (sf +23,28) | k>3 2%k | 2k—1

Fome1 | (R{+23,28) | m>3 2m | 2m—1
Fomia | (Fi+73,2128) | m>2 [2m+3 [ 2m+2
’f() (Z%v Zé) - 8 7
Hois | (5 + 28 2125) m > 4 m+2 | m+1

Tabela 5.3: Germes K—simples C2 — C2.

Notagao Forma normal Restricoes
Sy | (Rt+za+a mz) | p>5
T7 (Z% + Z% + Zg), 2223) -
T, (22 + 22,23 + 22) -
Tg (Z% + Z;’ + Zél, 2223) -
Ty (22 + 23 + zg, 2923) -
Ur (22 + 2923, 2122 + zg’) -
Ug (22 + 2023 + zg’, 2122) -
Uy (27 + 2923, 2120 + zé‘) -
Ws (22 + 23, 25 + 2123) -
Wy (22 + 2022, 25 + 2123) -
Zy (22 + 23,25 + 23) -
Z10 (21 + 2225, 25 + 25) -

Tabela 5.4: Germes K-simples C3 — C2.

deste conjunto singular pela f. Se € ¢ A(f), entao F = f~!(¢) ¢ a fibra genérica de f.

Assim, novamente vale o Teorema [4.24] isto é,

O problema é determinar o nimero de Milnor de f. Para isto, vamos usar a férmula

indutiva de Lée-Greuel (ver [I7]).

Teorema 5.15 : (Lé-Greuel) Seja 7 : C* — C dada por w(21, 29, 23) = az; +bzy + c23,

uma projecao linear genérica, com a,b,c genéricos. Entao

O

p(f) +plf,m) = dimcma
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onde (f7 7T) : C° — C° ¢ dada por (f’ 71-)(Zlv 22, 23) = (fl(zla 225 23)7 f2(217 22, 23)7 7T(21, 22, 23))
Note que p(f,7) = mo(f,7) — 1, pois (f,7)"1(0) é uma ICIS 0-dimensional.

Exemplo 5.16 Seja f(z1, 22, 23) = (22 + 22 4+ 287 2y - z3), com p > 5. E possivel
mostrar que o resultado nao depende dos termos a,b, ¢ escolhidos para 7, desde que os
mesmos sejam escolhidos de forma correta (pelo Teorema de Sard, o conjunto ruim para
escolha destas constantes tem medida nula). Neste exemplo, podemos tomar b= c =0

ea=1, o que nos dd m(z1, 29, 23) = 2z1. Assim,

03 02

(22 + 22+ 2273 22, 1) = (23 + 2278, 2023)

Pelo Exemplo|5.11] temos que mo(f,7) =4 sep=5emo(f,m) =pn—34+2=p—1,
O3

(f. J(f;m)

se p > 5. Agora temos que calcular onde

221 229 (p— 3),2:’;_4
‘](fv W) = det 0 zZ3 Z9 = 22% - (M - 3)2?;_3.
1 0 0

Aplicando o Teorema de Milnor-Orlik|[5.10 para o germe
(Z% + Z% + 25737 22735 2222 - (:u - 3)’2573)7

que € quase-homogéneo de tipo (1 — 3, 10— 3,2;2(pn — 3), ;0 — 1,2(p — 3)), temos que

Os 2-(p=3)-(p—=1)-2-(n—3)

dim(c — — =
(23 + 23+ 2472, 2923,223 — (u—3)24 %) (n—=3)-(p—3)-2

= 2(p—1).

Portanto, se . = 5, temos que pu(f) +4 =8, logo u(f) = 4. Se u > 5, entdao temos

u(f) +p—2=2p—2, logo pu(f) = p.

Exemplo 5.17 Seja f(z1, 20, 23) = (22 + 25 + 23, 2023). Vamos escolher 7(z1, 22, 23) =
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21 — 2z — 23. Deste modo, aplicando o Teorema[5.10, temos

Os O, 12-7

(21 + 25 + 25, 2023, 21 — 22 — 23) (22 + 22+ 25 + 25, 2023) 4-3

d’im(c
Calculando J(f,m), temos

221 325 423
J(f,m) = det 0 23 2 = 221(2p — 23) + 325 — 4z;.

1 -1 -1

Seja J = (f, J(f, 7)) = (2 + 25 + 23, 2223, 221 (22 — 23) + 325 — 425). Assim,

. 05 _ . O . O3
dime J dime (22+25+25 22,221 (22— 23)+325 —423) + dimc (22 +23+25,23,221 (22— 23)+325 —423)
— ; Os ; O3
= dimg (#2423,—22z123—425) + dime (22+23,22122+323)
= 6+5=11

Entao pu(f)=11-4=7.
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