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ABSTRACT

'The main purpose of this work is to study the behavior

in the future of the solutions of a class of OUÍUEuy'Differential

Equations (specifically boundedness and stability properties);

The basic tool used here in attacking the mentioned

problems is provided by a special case of the Schauder—Tychonoff's

Fixed Point Theorem, (for additional comments see [Cºppel, W. A.,

[l]]).



SomoA pnoáundamente gnatoa

Ao Prof. Dr. Nelson Onuchic, cuja orientação segura e

confiança em nós depositada, fizeram com que este trabalho che-

gasse a sua plena realização.

- Ao Prof. Dr. Adalberto Spezamiglio, pela atenção e diª
ponibilidade com que sempre nos atendeu e oportunas sugestões a-
presentadas para com este trabalho.

A todos colegas do ICMSC—USP, pela amizade e grande &-

poio nos momentos difíceis.

Ã FAPESP, cujo auxílio, através de bolsas, possibilitou
a realização dos cursos de Pós-Graduação.

A todos que colaboraram de alguma forma na realização
deste trabalho.

Este trabalho foi patrocinado,
parcialmente, pelas Institui
çoes: CAPES, CNPq, FAPESP.



ÍNDICE

TNTRODUÇÃO ..... 000000000 O'. ...... .QU.....OOOOOOOOOOOCOOIQ.

CAPÍTULO I .................................... . . . .

PRELIMINARES ........... . ...... ............................
I.]. O Teorema de Schauder—Tychonoff ......................
1.2. Soluções Limitadas

1.3.

CAPÍTULO II ...... .........
,APLICAÇUES'.................

II.

Estabilidade

Sobre a Estabilidade

o...lo.'oalocv'loloouoccoco-il..

000000000...'I'COQOO'UUCICQIDCO

'II.1. Operadores Integrais .................... . ...... ,.....
II.2. Sóbre Existência ................. . ........... .......
II.3. Sobre Limitação .- ............................. ......
-II.4. Sobre a Estabilidade de um Ponto Critico ..... .......
II.5. Sobre a Estabilidade Assintõtica deum Ponto Critico .

11.6. Sobre a Estabilidade Uniforme de um Ponto Eritico ...
II.]. Sobre a Estabilidade Equiassintõtica de um Ponto Cri-

-tico ........>..,............Ç .........................
111.8. Sobre a Estabilidade Assintõtioa Uniforme de um Ponto

' Critico ................................. 'Q.;.........
9. Exponencial de uh Ponto Critico.

BIBLIOGRAFIA ........................ . ......... '............

11

23

23

23

33

36

44

46

50

53

56

58

61



INTRODUÇÃO

O Teorema do Ponto Fixo de Schauder-Tychonoff ê usa-
do aqui para reduzir o estudo de limitação e estabilidade de

certos Sistemas n—Dimensionais de Equações Diferenciais Ordinª
rias, ao estudo das correspondentes propriedades de Equações Di

ferenciais Ordinárias Escalares Associadas. Desta maneira, fre
quentemente, nõs obtemos uma variedade de resultados do sistema
de Equações Diferenciais Ordinárias dado, e, ainda, esclarecer
mos alguns destes resultados.

Teoremas de Ponto Fixo têm sido usados para estudar eg
tabilidade de sistemas de equações diferenciais. COm o Teºrema

de Schauder—Tychonoff, obtemos uma significativa-classe de re—

sultados, de maneira bem simples, usando—se a técnica de compg

ração entre as soluções do sistema de Equações Diferenciais Or—

dinãrias dado e a correspondente equação escalar.

No Capítulo I, denonstramos o Teorema de SdiauderJIyd'xomff ,

aqui apresentado de uma forma muito conveniente para aplicações
em Análise. Damos as definições e resultados básicos, que serão
utilizados nas aplicações.

Começamos o nosso estudo no Capítulo II. Em II.l, coº
sideramos três tipos de sistemas n—dimensionais, aos quais assº
ciamos determinados operadores integrais, e mostramos que tais
operadores satisfazem ãs hipóteses do Teorema de Sdiauder-TYduonoff.
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Em 11.2, estudamos o problema da existência de solução para o

sistema k = f(t,x), onde f satisfaz determinadas condi
ções. O parágrafo 11.3, consta de resultados sobre limitação,
considerados por Arnold Stokes em [6]. De 11.4 a 11.9, estª
belecemos diversos resultados sobre diferentes tipos de estabª
lidade, todos provados, usando—se como principal ferramenta o

Teorema do Ponto Fixo de Schauder—Tychonoff.



.CAPÍTULO I

PRELIMINARES

I.]. O Teorema de Schauder-Tychonoff

Apresentaremos aqui uma formulação particular do Teorg
ma de Schauder—Tychonoff que continuaremos chamando de Teorema

de Schauder-Tychonoff, e como veremos, é muito conveniente em ª
plicações da Análise.

Para comentários sobre o assunto em apreço, ver [1].

[ uma norma no R";Denotaremos por |

Deóinição:
Uma família F de funções definidas em um intervalo I

e assumindo valores no Rn, é dita equicontínua num ponto tº
de I, se para cada e > 0, existe um correspondente
& = õ(s,to) > O, tal que para todas as funções f em F, tg
mo S

||f(t)-f(to)|| < e se It—tol < 6.

Temos que cada elemento de uma família equicontínuanmn

ponto, é uma função contínua nesse ponto. Também, uma família de

funções diferenciáveis é equicontínua em todo ponto do interva-
10 I, se as derivadas são uniformemente limitadas em 'I. Isto
segue do Teorema do Valor Médio.

Uma propriedade importante das funções equicontínuas é

apresentada no teorema abaixo, que pode ser considerado uma ge—

l



neralização do Teorema de Bolzano-Weirstrass ao espaço das fun
ções contínuas.

Tecnema 1.1.7. (Aócoli):

Seja F uma família de funções que são limitadas e

equicontínuas em todo ponto de um intervalo I. Então, toda se
qúência (fn] de funções em F, contêm uma subseqúência que
é uniformemente convergente em cada subintervalo compacto de I.

Para uma prova do Teorema de Ascoli, ver [1].

Seja Bn a bola fechada do Rn, isto é,

Bn = (x 6 Rn, lell 5 l].

Teonema 1.1.2. (Baowen):

Se f : Bn + Bn for contínua, então f possui um

ponto fixo.

Para uma prova do Teorema de Brower, ver [2].

Apresentaremos a seguir, um caso especial do Teoremade

Schauder-Tychonoff (extensão do Teorema de Brower ao eqxço das

funções contínuas) que será utilizado, entre muitas outras apli
cações, para deduzir a existência de soluções em equações dife-
renciais ordinárias, satisfazendo determinadas propriedades.

Téoaema 1.1.3. (Schaudea—Tychonoáó)=

Seja C(I) o conjunto de todas as funções x(d : I+Rp

que são contínuas em um intervalo 1. Seja F o subconjunto"
, formado pelas funções x(t) tais que,



l|x(t)|l s u(t), t e 1,

onde u(t) é função contínua, positiva e fixa. Seja T : F-+F

aplicação com as seguintes propriedades:

1) T é contínua no sentido que, se xn e F (n=l,2,...)
e XII + x uniformemente em todo subintervalo compac-

to de I, então Txn + Tx uniformemente em todo sub—

intervalo compacto de I.

ii) As funções no conjunto imagem TF, são equicontínuas
e limitadas em todo ponto de I.

Nessas condições, a aplicaçõ T tem pelo menos um
,ponto fixo em F.

Pnoua:

Sem perda de generalidade, podemos supor I = [O,»).
Sejam dados nv+l vetores Em (m=0,l,...,nv) situa—

dos na bola fechada unitária IIEII s 1, e definamos uma fun
ção contínua h(t) = h(t'go""'5nv) da seguinte forma:

h(m/n) = Em, m = O,l,...,nv
h(t) = interpolação linear nos outros pontos de [O,v]

h(t) = Env' t 2 v.
.

Dessa maneira, a função x(t) = u(t)h(t) pertence a

F, pois l[x(t)[| s u(t), uma vez Que ||h(t)|| 5 1, para to-
do t em I.

Seja 'x*(t) T(X(t)) e

i x* ('m/n) u (nt/nw;-
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Desta forma, && : _Éêá?á%l_

Portanto,
*

'fªaH=H—ºa—êªá%ã—us—7—m

Assim, sã está situado na bola fechada unitária
||€|| 5 1, e assim temos uma aplicação Em + Eª da bola fechª
da unitária em si própria. Tal aplicação é contínua. De fato:

gm = h(m/n) = jªg E; ;

X* (In/n)
___ €*uÍmJnj m

e a aplicação x(m/n) + x*(m/n) é-contínua.
Então, pelo teorema do ponto fixo de Brower, esta apl;

caçao tem um ponto fixo» (go,...,€nv).
A aplicaçao correspondente

,

xnv(t) = u(t)h(t,€o,...,5nv)
tem a propriedade que sua imagem an = T<xnv) assume os mes—

mos valores nos pontos t = m/n, (m=0,l,...,nv). De fato,

xnv(m/n) = u(m/n)h(m/n) = u(m/n)€m:

T(xnv(m/n)) (m/n) = u<m/n)g; = u<m/n>€m.: ynv

Seja vo um inteiro positivo fixo.
Segue da hipótese (ii) que as funções são equi

contínuas em todo ponto de I, e então são uniformemente equi-
contínuas no intervalo [O,vº].

Assim, dado_ e > 0, existe 6 = ô(e,vº) > O, tal que

se t, t' e [O,Vo],

an(t) _ an(t')
u(t) u(t')|t-t'[ < 6 implica ]! ]] < e.



Dividimos o intervalo [O,vº] em n partes com n:>%.

y (t) N"“Tão—"ªmil < & m+l
ndiª 5 t 5 , (m=0,l,...,nvº-l).

Como h(t,Éº,...,Énv) é formada por interpolações lineares, te—

mos que

5 t 5 MTI-, (m=0,1,...,nVo-l),A m DIB

para v 2 v e n > %.

Portanto,
lHynv(t)'xnv(t)H < 25u(t), 0 s t 5 vo, vzvº e n>€,

Assim, ynv(t) + xnv(t) uniformemente, t & [O,vº], n,v + m.

Por outro lado, (ynv) é uma sequência de funções e-
quicontínuas e limitadas em todo ponto de I, e portanto, pelo
Teorema de Ascoli, existe subseqúência (y ), n < n ,nivi i i+l
Vi < Vi+1' tal que ynivi + x uniiormemente em qualquer subin-
tervalo compacto de I, quando 1 + ª.

Assim, xn + x uniformemente em qualquer subinter—
ivi .

valo compacto de I.

Como T e contínua, temos que, yn v = Txn v -+Tx.
, i i i 1

Então x = Tx é um ponto fixO de T.
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I.2. Soluções Limitadas

Seja o sistema de equações diferenciais ordinárias

(1) é = f(t,x)

óndf x e f(t,x) são'vetores n—dimensionais, f é uma fun
ção contínua em J x Rn, onde J = [O,w), e por todo ponto

(to'xo) e J x Rn, passa uma única solução' x(t,to,xo) de (l).

O

Deóinição:
Uma solução x(t) = x(t,to,xo) de (l) é limitada, se

existe K > O tal que

[|x(t)ll 5 K, para todo t a t .

Deãinàção:

As soluções de (1) são ultimamente limitadas, se exis—

te um E > O e um T > O, tal que para toda sohmâo :dt,àyxb)
de (l), llx(t,to,xo)|] 5 B, para todo t 2 tº + T, onde 13 é

independente da solução particular, enquanto que T pode depeª
der de cada solução.

A expressão "ultimamente limitada", nõs usaremos aqui

significando “ultimately bounded".

Nas aplicações que faremos sobre existência de solu—

ções limitadas ou ultimamente limitadas, utilizaremos os resul-
tados abaixo:

Lema 1.2.1:

Seja b(t) contínua e não negativa para 0 s t < w e
t+l

seja G(t) = J bis)ds. Então,
' t



t t
J b(s)ds s Í G(s)ds, para todo t a t 2 1.

t t s+l
J G(s)ds = J [J b(u)du]ds 2

-1to S

t r t
a J [J b(u)dr]du = J b(u)du.

to r-l to

Lema 1.2.2:

Nas mesmas condições do Lema I.2.l., temos que,

t t
[ eºsb(s)ds s [ eº<s+l)s(s)ds,
t t -1
O O

'para todo o a 0, t 2 to 2 l.

Pnova:

Usando o Lema 1.2.1.

, t t s+l
[ eºsb(s)dss [ [[ eºub(u)du]ds 5
to to-l s

t s+l
s [ [eº(S+l)J b(u)du3ds = J

251 s

para todo o > O, para todo t a t 2 1.

Lema 1.2.3:
Seja b(t) contínua e não negativa para 0 st <w, com



t+l
[ b(s)ds + 0, quando t + w. Então, para todo o > 0, te-t
mos que,

t .

e ºtí eºsb(s)ds + 0, quando t + ª.o

Paoua:
t+l

Definamos G(t) J b(s)ds.t
De acordo com o Lema I.2.2., temos que,

_ t
e ºtí eºsb(s)ds

l
|A

t
e ctJ aº(s+l)G(s)ds,

o

para todo o > O, para todo t 2 to 2 1.

Se a integral do segundo membro for limitada, a prova
está completa.

Caso contrário, por L'Hospital, temos que:

_ t o(t+l)
lim e ºtí eº<s+l)G(s)ds = lim —º——————%£El— =
t+w o t+w ae0

o
= lim ——-————ªGM = o.

t+oo º

O Lema está provado.
Observamos que a recíproca deste lema é verdadeira.

Lema 1.2.4:

Seja c(t) uma função escalar contínua e positiva com

—ot t os= A(o) > O, tal que, e “J e c(s)ds < A, paraíxdo-tztbzo.to

t+l
í c(s)ds limitada em [O,w). Então, dado o > O, existe
.t '

'

A



Pnova:

Seja to 2 1 um número real qualquer.
Como c(t) é uma função eScalar contínua e positiva pª

ra t 2 0, então,de acordo como Lema I.2.2., podenos escreverque:

t t s+l
[ eºsc(s)ds 5 J eº(s+l)[í c(ô)d6]ds

- ]
tO to 1 s

para todo t 2 to.

Segue-se que,

t t '

s+l
(2) e ºtJ eºsc(s)ds s e ºtJ [eº(s+l)J c(ô)dõ]ds s

t t -1 so o

t s+l
s e ºtJ [eº(s+l)J c(ô)dô]ds.

o s

t+l
.

Por hipótese J c(s)ds é limitada em [O,w). Logo,
t t+l

existe uma constante real K > O, tal que í c(ô)dô 5 K, pªt
ra todo t 2 0.

Levando este resultado para (2), vem que

_ t _ t _ t
e ºtJ eºsc(s)ds s Ke ºtJ eº(s+1)ds = Ke ºtJ eºseºds =

to 0 o

s = Ke_ºteO%Eth-l] =
t

= Ke ºteºí eºsd
o

II (TH >= (D
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Assim:

Tomando A = ficamos com:

-otJte e
to

OS c(s)ds < A, para todo t 2 t z

Suponhamos agora que 0 s t < 1.0
Para to 5 t 5 1, temos que:

t ' _e ºtJ eºsc(s)ds s e ºtít0
l eºsc(s)ds
o

l
eºsc(s)ds = yComo J

o
para algum Y > O,

-0t t ose [ e c(s)ds s
t

—ot(3) ye IA Y:

para todo t, t 5 t 5

para todo t 2 t

obtemos:

De acordo com a primeira parte, existe um A]— = A1(0) > O, tal
que:
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t .

e_ºtí eºsc(s)ds < A1' para todo t
1

IV |_:

Daí, existe A = Y + Al' tal que:

t
(4) e-ºtí eºsc(s)ds < A, para todo t 2 1.

to

De (3) e (4) concluímos que:

-ot t ose J e c(s)ds < A, para todo t 2 tº.to

1.3. Estabilidade

Consideremos o sistema de equações diferenciais (1),
onde x e f(t,x) são vetores n—dimensionais. Suponhamos que

f(t,x) sejacxxúínua an (t,x) sobre J x D, “onde J = Cº,“) e
D seja uma região do ”Rn, e que satisfaça alguma condição de u—

nicidade em relação ao Problema do Valor Inicial.
Seja w(t) uma solução de (1) que permanece em D,

Consideremos a seguinte mudança de variáveis:

y = x — w(t).

Então, (l) torna-se

(5) Y = F(t,y) = f(t,y+w(t)) - f(t,w(t))

Assim, F(t,0) = O e a solução y(t) = 0 de (5) corresponde
ã solução W(t) de (l).

.

Desta maneira, discutir a estabilidade da solução w(t)



12

de (1) é equivalente a discutir a estabilidade da solução nula
de (5). Por esta razão, nõs assumiremos, sem perda de generali-
dade que f(t,0) = 0 e que D é a região:

D = [x e Rn : ||x|l 5 n], 0 < n m 8

As definições abaixo, sobre estabilidade, são<kwbs em

relação ao ponto de equilíbrio x = O de (1).

Estabilidade:

Dados e > 0 e tº > O, existe 6 = ô(€,to) > O tal
que se ||x0|| s 6 então llx(t,to,x0|| s &, gua uno tªtto.

Estabilidade Uniforme:

Dados e > 0 e to 2 0, existe 6 = 6(e) > O, tal
que se [Ixoll s 6 então .!|X(t'to'xo)ll 5.5) para todo tato.

Estabilidade Assintõtiea:

>< " 0 é estável e a todo tO a 0 corresponde
6 = 6 (t ) > O tal que se llxoll s 60 então x(t,to,xo) + 0

Estabilidade Equiassintõtiea:

Dados' e > O e to e 0 existem 6 = 6(to) > 0 e

IAT = T(€,to) de modo que se ||x0|| 6, então,

||x(t,to,xo)l| s e, 'para todo t ; tO + T(e,to).
Uma formulação equiValente é dada como segue:

Existe um Go > 0 e, dadO' & > O, existe um T(a)>0,

tal que se |Ix0|| s 50 e t z T(eii então ||x(t,0,xº)|| s e.
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Estabilidade Assintõtica Uniforme:

x = O é uniformemente estável e existe 60 > O, tal
que a todo e > 0, corresponde T(e) & 0 de modo que se

leoll s 60 então ||x(t,to,xo)l| s e, para todo tzto+T(s).

Estabilidade Exponencial:

Existe A > O, e dado qualquer e > 0, existe 6G9>0,
. . —Ã(t-tº)tal que [lxoll s 6(e) implica |lx(t,to,xo)||s se , pª

ra todo t 2 t .

Veremos em seguida, alguns resultados sobre .estabili-
dade, que serão utilizados nas aplicações do próximo çapítulo.

Lema 1.3.1:

Consideremos a equação

onde b(t) é contínua, não negativa para t 2 O, a > 0, u e R.

Suponhamos que:

t+v
_[ b(s)ds < a.lim sup

(t,v)+(w,oo> Vt

Nessas condições, a solução u = 0 da equação acima é

uniformemente assintoticamente estável.



1.4

Paova:

Temos que

t +to
E-at + J b(s)ds]

t
_ o :u(t+to,to,uo) — uoe

—1
to+t

—t[a—t J b(s)ds]to= u e0

Seja & > 0 escolhido de modo que

lim sup — b(s)ds = & < a—sJtªi'V
(t,v>+<w,oo> V t

e escolhemos To > O e T > O tais que

t +t
t J b(s)ds s a—e,

to

para todo t a T e to 2 To.

Seja K tal que

t +t .o ' -[ b(s)ds 5 K, para todo t a T , O s t 5 T.
t — “ o o
0

Assim para O s t 5 T, t 2 To' temos que

—l
to+t

'tEa-t [ b(s)dS]
to|| ? É |A
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Para t 2 T, t 2 To, temos que:

_lt—t[a-—t J b(s)ds]t0|u(t+to,to,uo)| = luole

e—tEa—a+e]s lu [

0

Portanto, para t 2 0, t 2 T , temos que

lu(t+to,to,u )! s lu0

Assim, a solução u = O de & -au + b(t)u é unifor
memente assintoticamente estável para. tº 2 To.

Do teorema da continuidade em relação às condições ini
ciais, segue que a solução u = 0 do sistema acima é uniformg
mente assintoticamente estável.

Consideremos as equações escalares.
g(t)v.(6) Ú

g(t)u + ctvlull+ª(7) ú

onde g(t) é contínua para t a 0, e, 'a,4 v, c, constantes
positivas.

Lema 1.3.2:

Seja a solução v = 0 de (6) exponencialmente estã—

vel. Então, a solução u = 0 de (7) é equiassintoticamente. eg

tãvel.
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Pnoua:

Para cada 5 2 0, seja V(t,s) a solução de (6) tal
que v(s,s) = 1. Então, a solução u(t) = u(t,to,uo) de (7) é

tal que

t v 1+au(t) = v(t,t )u + J v(t,s)cs |u(s)| às0 o t

Como a solução V = O de (6) é exponencialmente estã-
Vel, existem constantes positivas 0 e B, tais que

||v(t,s)|[ s Be_º(t_5), t 2 s 2 0.

Seja n > O tal que cBn < 0

a -aBttvSeja P tal que B e 5 P, onde 8 = o — an. Sg

ja também 6 = 6(to), satisfazendo ôi< n, 6 t < n e
aBt

Pôae 0 < n,

Para cada real uO tal que luo] < 6, t 2 t 2 0

-o(t—t ) _ t|u(t)[ 5 Be º luo] + Be OtJ eºscsvlu(s)ll+ads
t0

Portanto,

ot t
u(t)] 5 Be ºlu | + BÍ eOsº t

eºtl csv)u(s)|]u(s)lads
O

Afirmamos que lu(t)|atv < n, para todo t 2 to.
De fato: Observamos primeiramente que esta desigualda—

de ê válida em tO pois [u(to)[ < 6, e por hipótese ôat3<n.

Suponhamos agora, por um momento, que |u(t)|ªtv < n

não ocorra para todo t 2 to.
Então, existe T > O, tal que ]u(t)|ªtV < n, para tº-

do t 5 t < T e |u(T)|ªTV = n.
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Logo,

Ct teºt|u(t)| 5 Be ºluol + BJ eºs|u(s)lcnds,
t- 0

Pela Desigualdade de Gronwall,

cBn(t—to)at º ºe |U(t)l 5 Be IUOIG :, tº 5 t 5 1.

Portanto,

t (o-cBn)
|U(t)! 5 Be º et(ºBn'º)luol =

'B(t—to)
Be 'uoll tº 5 t S T.

Logo,

aBt _ aBt _ .

I“(t)|ªtv53a|uo|ªe º ªBttV s 6ªe ºBªe aBttv s

aBt —

.

(Sae OP < n: t S t S T.

Chegamos assim, a uma contradição, pois, concluimos
|u(-t)]atV < n, para. tº 5 t 5 T.

maneira,

Usando a afirmação provada acima, cºncluimos da mesma

que

-B(t—to) ;

lu(t)| 5 Be luº], 'para todo _t 2 to."
Logo, dado e > O, escolhemos T = T(e), tal “que

€.

_Então, para. t 2 to + T e lu
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-B(t—to) -B(t-t )

|u(t)f 5 Be [uol < Be º BT
6 < nBe— < e.

O Lema está provado.

Lema 1.3.3:

O sistema 2 = A(t)x, onde A(t) é uma matriz contª
nua n x n, é uniformemente estável, se e somente se, existe
constante K > O tal que [!X(t)X—l(s)|| 5 K, para todo tzszo,
onde X(t) ê matriz fundamental para o sistema dado.

Paova:

Lembremos que se X(t) e Y(t) são duas mahdzes fun-

damentais para 2 = A(t)x, então Y(t)Y_1(s) = X(t)X-l(s). Lg

go, podemos sempre escolher uma X(t) conveniente.
Vamos suporcnm exista constante K > O tal que

||X(t)x'l (s)]l 5 K, 0 s s s't, e vamos mostrar que a solução

nula ê uniformemente estável.
Temos que qualquer solução x(t) de i = A(t)x, é dª

da na forma:

-1x(t) = X(t)X (to)X(t ).

Portanto,

||x(t)|| s ||g<t>x'l(t0)||||x<to)ll s K||x<tº)|l,

onde K não depende de to.
Logo, dado e > O, tomando 6 = %, temos que

||x(t)l| s e, se |!x(t0)l| s 6, e assim, a solução nula de

& = A(t)x é uniformemente estável.
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Reciprocamente, se o sistema dado for unifºrmemente es—

tável, e portanto a solução nula, uniformemente estável, dado

e = 1 e s existe 6 independente de s , tal que se

l|x(s)|| s 6 então |lx(t)]l s 1, para todo t a s.

Escolhendo X(t) tal que X(s) = I = matriz identida-
de, e chamando x3(t) de X(t), j = 1, 2:a coluna j ooo, n,
vem que

|l%xª<s>ll =%||xª<s>|z =%< 6

Logo:

| %x3(t)ll s 1

Portanto:

l|x3(t)|| s % e como llx3(s)ll = 1, j = 1, 2, ..., n,

temos que,

% ; llxj(t)ll = ||x<t>x'1<s>xj<s>l| =-

n #1
= igllemx (s))inll,

para todo t 2 5, j = 1, 2, ., n.

Assim,

Hx(t)x'l(s)i[ 5 351,0 5 s s t.

0 Lema está provado.
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Lema 1.3.4:

Se“ a soluçãonula de x = A(t)x for uniformemente assiª
toticamente estãvel, então ela será exponencialmente estável.

Pnova:

De acordo com a hipótese, existe um 60 > 0, e para
cada e > O, 0 < & < 60 corresponde um T > O, tal que se,

lell] < 60, então l|x(t,tl,xl)|| < 6,

para todo t 2 tl + T.

Agora, para tl fixo, temos que X(t)X—l(tl)xl é uma

solução. Assim, le(t,tl,xl)ll = !IX(t)X-l(tl)xl|| < e, quaº
do lelll < 50.

Desta forma, temos então llX(t)X—l(tl)ll < 5651, para
todo t 2 tl + T.

Ponhamos e = 6681. Assim, temos que,

l[IX(t+T)X_ (tl)l| & 9 < 1, para t 2 t1.
Da estabilidade uniforme, segue que existe uma constan

te K > O, tal que,

[|x(t+h)x'l(t)[| 5 K, para todo t 2 to, 0 5 h 5 T.

Para t z tl, nós podemos escrever que,

t + nT s t 5 t1 1 + (n+l)T, para algum inteiro n não negativo.
Assim,

l -lIA[[X(t)x' [|X(t)X (t-+nT)IIIIX(tl+nT)x'l(t1H|s(tl)ll 1

s KI [x(tl+nT)x'1(tl+(n-i)fr) [] 'Hx(tl+ár)x'l(tl)|| 5 Ken.
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Então, se nós pusermos & = -T_llog e, teremos a > 0

_ _ _ —a(t-t )
lKe (n+l)aT l l||x(t)x"l(tl)11 s 6 < e Ke ,

para todo t z t1 2 t0.
Desta maneira, o Lema está provado.





CAPÍTULO II

APLICAÇÓES

II.]. Operadores Integrais

Consideremos três tipos de sistemas n—dimensionais:

(1) ri: = f(t,x)
(2)

'

a': : A(t):z: + f(t,x) onde -llX(t)X-1(s)|| 5 x, x>o, uma
(3) ae : A(t)x + f(t,x) onde ||X(t)X—1(s)ll 5 Kiª“), x >0,

o > 0, t 2 s 2 0

onde x(t) representa a matriz principal de soluções do siste-
ma á = A(t)x, isto é, x(t) é matriz fundamental tal que
x(O) = I = matriz identidade. Suponhamos A(t) ' contínua

para t e J = [O,m), f : J x D + Rn contínua com |lf(t,x)l| s

s G(t,||x|l), t 2 0, x e D c Rn, onde G(t,r) é continua por

partes, positiva para t a 0, r 2 O e não decrescente em r
para t fixo. D é uma região do Rn. Suponhamos também que

por todo ponto (to,xº) e J x D passe uma única solução

x(t,tº,xo) de (1), que dependa continuamente de (t,tº,xo).
Ao sistema (1) nós associaremos o operador integral:

":
(4) Tb(x) (t) =b+J f(s,x(s))ds, t 2 0, b ER

t 0
O

e aos sistemas (2) e (3) nós associaremos o operador integral:

- t _(5) Tb(x)(t) = X(t)X I(to)b + J X(t)X 1(s)f(s,x(s))ds,
to

nton, beR.
23
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Observemos primeiramente, que pontos fixos destes ope—

radores, correspondem a soluções das respectivas equações assº
ciadas, que passam por h em t = to.

Mostremos agora, que tais operadores satisfazem ãs

hipóteses (i) e (ii) do Teorema de Schauder-Tychonoff.
Tomemos primeiramente o sistema (1).

Condição (£):

Sejam x, xn e F com xn + x uniformemente nos com—

pactos de I = [to,w).

Sejam dados e > 0 ªe A,: I, A compacto. Seja a:>0

tal que [to,a] : A.
'

Para t e [to,a], temos que x(t) estará num compac—

to Do do Rn. Como f(t,x) é uniformemente contínua em

[to,a] X Do' dado e > 0, existe 6 = õ(e) > O, tal que se

!x e x' pertencem a D
o

llx-X'Il S 6 > ||f(t,x)—f(t,x')[| s ___:____,(a to)

para todo t e [to,aJ.
Como xn + x uniformemente em [to,a], temos que dª

do 6 > O, existe no = nº(õ) tal que para todo n 2 no,

len(t)—x(t)[| s 6, para todo t e [to,a].
Podemos supor ainda que .xn(t) & Do' para n 2 n

t e Eto'aj'
Assim,

'

;1Tb(xn)(t)-rb(x)(t)ls =

t . . t-
: llí f(S,X (s))ds - J. f(s,x(s))ds|| s

t “ '

0 tº
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t
ª [ Í|f(S,Xn(S)) - f(s,x(s))||ds 5

to

a
5 J llf(s,xn(s)) — f(s,x(s))|lds s
to
a

5 J —T—É%—T—ds s e , para n 2 no.t a o0

Assim, Txn » Tx uniformemente em. [to,a], portanto
em A, e a conclusão segue.

Condição (LÁ):

Mostramos que as funções no conjunto imagem TF são e—

quicontínuas em todo ponto de 1. Temos que,

t .

Tb(x)(t) = b + [ f(s,x(s))ds.
, t ..

'

O

é o operador integral-aesoçiado a (1). Vemos que ,Tb(x) ê solº
ção da equação diferencial à(t) = f(t,à(t)) por b em t = t .0

Portanto, a sua derivada é contínua em I.
'Dado. tl'e I seja A = [to,tl+l].
Temos que, .

&

v'llf.(t,*x(t))|l s G(t,1]x(t>ll)s G(t,u(t)) s M,

para todo t e A.
.

Portanto, [I(Tb(x))(t)|| S M, para todo x(t) & F, para
todo t e A, donde segue a equicontinuidade em tl.

Mostremos que as funções no conjunto imagem TF são li
mitadas em todo ponto de 1.

Temos, para cada tie I,
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t
“Tbm (tm s llbll + [ llf(s,x<s)>llds s

t0
IA

tllbll + Jt G(s,llx<s>ll>ds s
O

|A
tllbll + [ amenas = M),t0

para todo x e F.

Passemos agora ao sistema (2).

Condição (L):

Sejam x, xn e F com Xn + x uniformemente nos com—

pactos de I.
Sejam dados e > O, A c 1, A compacto. Seja a> O,

'tal que [to,a] 3 A.

Para“ t e [to,a], temos que x(t) estarã num comoag

to Do do Rn. Como f(t,x) é uniformemente contínua em

[to,a] x Do' dado e > O, existe 6 = o(s) > O, tal que se
x e x' pertencem a Do'

' €
> llf<t,x>-f<t'><')ll ªm'llx-x'llsõ

para todo t & [to,a].
Como Xn + x uniformemente em [to,a], temos que da

do 6 > 0, existe n() = no(ô), tal que pará todo n a no,
||xn(t)—x(t)ll s 6, para todo t e [t0;a],

Podemos ainda supor que xn(t) & Do, para n a no,

t & [to,a].
Desta maneira, temos:
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llTb(Xn)(t)—Tb(x)(t)|| :

|A
tllí (X(t)X—1(s))(f(s,xn(s))-f(s,x(s))ds|l s

IA

t '

J' I|X(t)X—l(s)l||lf(s,xn(s))—f(s,x(s))llds 5

to

'IA

a .

KJ ||f(s,xn(s))—f(s,x(s))[[ds 5
to

€(a-t )
O _K—Í73:E;T_ - €, para n 2 no.|A

Assim, Txn + Tx uniformemente em [to,a], portanto
em A, e a conclusão segue.

Condição (LL):

Temos que,

t _
(t0)b + [ x(t)x

t0
l l(s)f(s,x<s))ds,Tb(X) (t) = x(t)x

é o operador integral associado a (2).
Tal operador, é solução da seguinte equação<Híenaxúal=

à(t) = Aít)2(t) + f(t,x(t)).
De fato:

l(Tbix)>(t) = à(t>x' (to)b + x(t)x'1<t>f(t,x<t>)

t+»à(t)tí X-l(s)f(s,x(s))ds] =
'

t0
= A(t)X(t)X_l(tO)b + f(t,x(t))
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t
+ A(t)X(t)J X'l(s)f(s,X(s))ds =

t0
t

A(t)[X(t)X—1(tº)b + J X(t)X—l(s)f(s,x(s))ds]
to

+ f(t,X(t)) = Ã<t>Tb(x) (t) + f(t,x(t)).

Portanto, a sua derivada é contínua em I.

Dado tl 6 I, seja A = [to,t1+l].

Temos assim, como foi feito anteriormente, que

ll(Tb(x)(t)|l SM, paratodo XeF, paratodo teA

e portanto temos a equicontinuidade em tl'
Mostremos agora, que as funções no conjunto imagem TF

são limitadas em todo ponto de I.
Temos, para Cada t e I,

HTb<th>|| s ||X<t>X'l(to>llllbll

t
+ [ Hx<t>xª<s>lll|f(s,x<s»1|as s
t0

t
5 Kllbll + J KG(s,u(s))ds = M(t),

' to.
para todo x e F.

Finalmente, consideremos o sistema (3).

Condição (Á):

Sejam x, xn e F com xn + x uniformemente nos com—

pactos de I.
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Sejam dados e > 0 e A c 1, A [compacto. Seja a>0,
tal que [tº,a] D A.

Para t—e [to,a], temos que x(t) estará num compac—

to Do do Rn. Como f(t,x) ê uniformemente continua em

[to,a] x Do' dado e > O, existe ,6 = õ(e) > O, tal que se
x e x' pertencem a D ,o

E!Ix—x'll s 6 ===> llf<tIX>-f<t'X'>l' ª “ana:?37— 7

para todo t e [to,a].
Como xn + x uniformemente em

. [to,a], temos que

dado 6 > O, existe no = no(ô) tal que para todo n 2 no;

!Ixn(t)—x(t)l| s 6, para todo t e [to,a].
.

Assim,

||Tb(Xn)(t)-Tb(x)(t)|] :

ll
t .

[lí (x(t>x“l(s))(f(s,xn(s>)-f(s,x(s)»dsl| 5

to

IA

t .

[ ilx(t)x—l(s)|fl|f(s,xn(s))-f(s,x(s))||dS 5

t0

|A Ke
t0
a
[ -G(t'S)||f(s,xn(s))-f(S:X(S))llds s

IA

a '

J KI|f(s,xn(s))-f(s,x(s))Ílds 5

to

a
es Jt K—ÍTEÍÉ—T—ds s e, para n 2 no.

o 0

Portanto,. Txn + Tx uniformemente em [to,a], e en-
tão em A, seguindo a conclusão.
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Condição (LL):

Para mostrarmos que as funções no conjunto imagem TF

são equicontínuas em todo ponto de I, procedemos da mesma mª

neira como para o sistema (2).
Mostremos então que as funções no conjunto imagem TF

são limitadas em todo ponto de I. Para cada t 6 I,

HTb<x) <t> ! 1 s IIX<t>X'l(to> ! | | |b|1

t —1 -o(t—to)
+ J ||X(t)X (s)[|||f(s,x(s))l|ds s Ke |lb||

to A

ft —c(t-s)+ J Ke G(s,u(s))ds = M(t), para todo x e F.
t

Desta forma, temos que os operadores (4) e (5) satisfª
zem ãs hipóteses (i) e (ii) do Teorema de Schauder-Tychonoff.

Daremos agora condições suficientes para que Tb(F)<:F,

para cada um dos operadores Tb considerados acima.

Para o sistema (1).

Temos que:

t .

HTb(x)(t)I| s ||b|| +J |lf(s,x(s))||ds s
t0

t.sr|b||+J tG(s,||x(s)[|)ds s |1b|| + J G(s,u(s))dsto ot

Então, para o operador integral associado a (l),
Tb(F) c F, se u satisfizer,

-

. t '
-

(6) llbll + J G(s,u(s))d$ S M(t): t 2 t ,
. t .

O
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e, esta desigualdade estarã satisfeita, se u satisfizer a de—

sigualdade diferencial

r' 2 G(t,r)
(7)

me) a 1le ,

onde, uma solução de (7) significa uma função r(t) diferenciª
vel, satisfazendo (7), onde G é contínua.

Para o sistema (2).

Da mesma maneira como para o sistema (1), temos que

Tb(F) : F, se u satisfizer
& t

(8) Kllbll + J KG(s,u(s))ds s u(t), t 2 tot .

o

e, esta desigualdade estará satisfeita, se “ satisfizer a de-

sigualdade diferencial

r' 2 KG(t,r)

mo) z Kllbll

Observamos que as desigualdades diferenciais (7) e (9L

podem ser combinadas em:

P' 2 KZG(t,r)

' |r(zo) ZIKzlgbll :

K = K quaºKl = 1 quando consideramos o sistema (1) e 1onde

do consideramos o sistema (2).
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Para o sistema (3).

Analogamente aos casos anteriores, Tb(F) : F, se u

satisfizer:
—o( -t t _ _(ll) Kllblle º' +í Ke º(t S)G(S,u(s))ds 5 um, tZt0tº

Afirmamos que u satisfaz (11), se satisfizer a desi—

gualdade diferencial:

r' 2 —or + KG(t,r)
(12)

|

P(Éo) ? Kllbll

De fato:

f(t) + 0r(t) z KG(t,r(t)) <===>

<===> f(t)eOt + or(t)eGt 2 eºtKG(t,r(t)) <===>

<=> <r<t>eºt>' z eºtKG<t,r<t>) <=>.
Ot t

<———> r(t)eOt 2 r(to)e + [ eOsKG(s,r(s))ds ===>
to

» ot t
———> r(t) ºt z Kllblle º + J eºsKG(s,r(s))ds <===>

t
-o(t—t ) t -; _<=> f(t) z Kllblle º +í e º“ S)KG(s,r(s))ds,

t« o
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11.2. Sobre Existência

Teoaema 11.2.1:

Se f for contínua em I x D, onde I é um interva—

lo da reta e D c Rn é um aberto, então, para todo (toA%)cIXD,

existe pelo menos uma solução de (1) passando por (to,xo).

Papua:

Sejam a e 8 números positivos, tais que o retângu-
lo

R(a,B) = ((t,x) : t e lª; Ihexolls 8]c I><D,

onde 1 = 1 (t ) = [t : lt-tol s a] c I.

Seja M = sup [||f(t,x)!|, (t,x) e R<a,3>].

Escolhamos &, B, tais que 0 < E'S &, 0 < '35 8

e tais que ME 5 'É.

Seja

F = PG,?) = [<» e ecag“), Mto) =.xo, l'lq>(t)—xol|s's',' tela]

Definamos T© pela relação

t
T$(t) = xo + [ f(S,Ó(S))dS, t e I_, $ 6 F.

tO &

Encontrar uma solução de (1) por (to,xo) é encontrar
um ponto fixo de T.

Mostremos primeiramente queÁ T(F) c F. Temos que:
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Tá e a(xa,Rn), T<$<to>) = xo e

IÍT©(t)-Xo|l IA

tljt ||f<s,q><s»||ds| s
O

B,IAs MIt—tol s ME

para todo t e I_.
_ a

Mostremos que .as funções no conjunto imagem TF são E

quicontínuas e limitadas em todo ponto de I;.
a

Temos que,
_ t .

!|T©(t)-T$(É)l| s |J |If(s,$(s))||ds| s Mlt—EI,

para todo t, É e I_, e portanto, as funções no conjunto imª
(].

gem TF são equicontínuas em todo ponto de I_.
(1

Também, ||T$(t)[| s llxolj + Mlt—tol, para todo teI_,
&

e portanto, as funções no conjunto imagem TF são limitadas em

todo ponto de I_.
a

Mostremos que« T é contínuo no seguinte sentido: "se

on e F, (n = 1, 2, ...) e - on & $ uniformemente em I_, eª
a

tão Ton + To uniformemente em I;".
a

De fato: f é uniformemente contínua em R(a,6), e

portanto dado e > O, existe 6 > O, tal que, se

llxl'lel s 6, entãº: ||f(t'ªª1)'f(t'x2)ll 5 €%'

para todo t E I_.'
a

Como on + $ uniformemente em I_, dado 6 > O existe mfmow)

tal que para todo n 2 nO,
a

llÓn(t)'Ó(t)il S 6, para todo teI_-
-

. a
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3

Desta forma, temos que l|f(t,©n(t))-f(t,©(t))ll 5 %%: Pªrª
todo n a no.

Agora,

“|A

t
[ÍT©n(t)-T$(t)ll (J l[f(s,©n(s))-f(s,©<s))Ildª! s

e, portanto, Ton + To uniformemente em I_.
&

Desta maneira, o operador T satisfaz ãs hipóteses do

Teorema de Schauder-Tychonoff, e, portanto, T tem um“ ponto

fixo. Assim, temos uma solução de (1) por (to,x0). O Teorema

está provado.

Consideraremos agora o sistema (1) e D = R .

Teoaema 11.2.2:

Se a equação f = G(t,r) possui a propriedade que pa-

ra qualquer rO ? 0, existe uma solução definida em [to,w)

passando por ro. em t = tó 2 O, então para um vetor arbitrá-
rio b e Rn, existe uma solução de (l) definida em [to,w) que

passa por b em t = to.

Paova:

Seja b 6 Rn e seja u(t) uma solução de f = G(t,r)
com u(to) z llbll definida em [to,s).

Então,
,

u(t) satisfaz (7), e, portanto, o operador

Tb associado a (1) é tal que TB(F) c F.

Assim, pelo Teorema de Schauder—Tychonoff, temos que
Tb tem um ponto fixo em F, e, portanto, existe uma sohxâo de

(l) definida em [to,w), passando por b em t = t .o
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ConoZãaio 11.2.1:

Suponhamos que [|f(t,x)|| s M(t)L(!!x||), t > O, Xe Rn,

onde M e I; são contínuas por partes positivas, e L é não decrescente.

Se ] _ÍÍ%T_dS = w, rov> 0, então, para todo b & Rn, exis—
ro ,

te uma solução de (1) por h em t = 0, definida em [O,w).

Paova:

Consideremos & equação

f = M(t)L(r), r(0) = ro

Esta equação tem solução implícita dada por

ro

r 1 t
J —ÍTET_dS - j M(S)ds

0

Seja w(r)
r 1___—ds.Jr MS)
O

Tal função é estritamente crescente e sua imagem é [O,w). Assu“,

a função inversa w “existe e está definida em [O,W).

Portanto, a solução da equação é

-1 -1 t
r(t) = m ($(r(t))) = $ (J M(s)ds)

o

que está definida em [O,w).
O resultado segue agora do Teorema (II.2.2.).

II.3. Sobre Limitação

Nõs consideraremos aqui as equações (1) ou (2) e assumª
nremos que D = R .



37

Teonema 11.3.7:

Se a equação r = K1G(t,r) possui a propriedade que pª
ra qualquer ro > O, existe uma solução definida e limitada em

[to,w), passando por rO em t = to,“ então para todo b e Rn,

existe uma solução limitada de (1) ou (2) definida em [to,w) e

que passa por b em t = to.

Paova:

Seja b e Rn e seja u(t) uma solução limitada de

r = KlG(t,r) com u(to) 2 Kl!!bg! definida em [to,w).
Temos que u(t) satisfaz (10), e, portanto, o opera-

dor Tb associado a (1) ou (2), é tal que Tb(F) c F.

Então, pelo Teorema de Schauder-Tychonoff, Tb “tem um

ponto fixo em F, portanto, existe uma solução limitada de (1)

ou (2) definida em [to,WÍ e passando por b em t = to.

Coaoiãnáo 11.3.1:

Suponhamos que ||f(t,x)|| s M(t)L([|x||), t.?O, Xean,
onde M e L são contínuas por partes, positivas, e L é não

ao . &)

decrescente. Se [ _Ífªí—ds = w, rº > 0 e [ M(s)ds < w, en—
r . oo _.

»

tão, para todo b e Rn existe uma solução limitada de (1) ou

(2) definida em [O,w) e passando por b em 't = 0.

Pnova:

Pelo Corolãrio (II.2.l.),_temos que para todo ro> 0 e
existe uma solução de r = M(t)L(r) definida em to,») e pag

sando por ro em t = 0. Tal solução é dada por

_1 tr(t) = m (J M(s)ds), t e [O,w).
- o
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C!)

Como J M(s)ds < W, temos que r(t) é limitada, e o
o

Corolãrio está provado.

Consideraremos agora o sistema (3) e D = Rn.

Tecnema 11.3.2:

Se G for tal que para toda condição inicial ro, e—

xiste uma solução da desigualdade f 2 -or + KG(t,r) passando

por ro em t = tO que é ultimamente limitada, então, para tº
do .b e Rn, existe uma solução de (3), passando por b em

t = tO que é ultimamente limitada.

Paoua:

Seja b e Rn e seja u(t) uma solução ultimamente li
mitada da desigualdade & 2 —or + KG(t,r), satisfazendo

u(to) z K||bl|.
Dessa maneira, u(t) satisfaz (12) e, portanto, o 9

perador Tb associado a (3) é tal que Tb(F) c F.

Então, pelo Teorema de Schauder-Tychonoff, tal opera—

dor tem um ponto fixo em F, isto é, existe uma solução ultimª
mente limitada de (3) passando por b em t = to.

Coaolãnio 11.3.2:

Dado & > O, suponhamos que exista R = R(e) >0 tal
que ||f(t,x)|[ s*N, para ]lxll 5 R, thO e “f(tpOIISEIIXIL

para Ifxll 2 R,» t 2 0. Então, todas as soluções de (3) são

ultimamente limitadas...
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Paova:

Seja

G(t,r) =

e seja b e Rn.

Pelo Teorema (II.3.2.), se nós provarmos que para e

suficientemente pequeno, existe solução ultimamente limitada pª
ra r a —or+KG(t,r) passando por r em t = to, onde0

ro 2 Kllbll, teremos provado o Corolãrio.

Seja & > O tal que 'e < % [e B) 0 < 6 < 1.

B(sK—o)t + 55.Seja u(t) = Kllblle

Pela nossa escolha de &, u(t) + %;, quando t + w,

e, portanto, 11 é ultimamente limitada. Claranente, u(tº)zK||b

Portanto, resta-nos mostrar que u satisfaz a desigualdade di-
ferencial

N ,. u(t) 5 R

ú(t) z -cu(t) + K

€u(t) , u(t) 2 R

Mas,

ú(t) = B(€K—G)K||b||eã(€K-º)t

ú(t)+ou(t) = 8(€K—0)K||b||e8(ªK'º)t

+ o(Kl |b| |eª(ªK'º)t + ªº)
O'

B(sK-o)t= Kllblle [BeK + c(1-B)J + NK



(13)
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Portanto,

B(sK-c)tú(t)+cu(t) = Kllblle [sex + c(1—B)J + NK

Agora, pela nossa escolha de 8, temos que

u(t) + ou(t) z NK

e, portanto, uma parte da desigualdade já está satisfeita.

ou seja,

Agora,
2

Ku(t) = K2||b||e8(€K_º)t + ª%—.

Logo, devemos provar que
2

) + €E%_lú(t) z 'ºu(t) + €(K2||b||eB(ªK'º)t

Mt) a -0u(t) + K|lb||e8(ªK"º)t(eK) + %KNK

Comparando esta expressão com (13) vemos que esta desi—

gualdade estarã satisfeita se

(14)
(a) B&K + o(l-B) z eK

(b) NK z %;NK

De (14 a), o(l—B) z eK(1-B) <===> e 5 ”Nª

NRJDe (14 b), eK s o <===> & 5

Como tomamos 0 < & < %, temos satisfeitas as hipóte—

ses do Teorema (11.3.2.) e o Corolãrio está provado.
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Consideremos a equação

ú = —au + b(t)u

onde b(t) é continua, não negativa para t 2 0, a > 0.

Consideremos também a condição

1 t+v
(15) lim sup VJ b(s)ds < a.

(t,V)+(W,w) t

Coaolãnio 11.3.3:

Consideremos o sistema (3) com f(t,x) = h(t,x)+g(t,x),
onde:

<i> |lh<t,x>|lsb(t)||xll, XeD, tao,
onde b(t) satisfaz a condição (15) com 0 <,a < %;

(ii) |lg(t,x)l| s c(t), t a 0, x e D,

t+l -

_

onde [ c(s)ds é limitada em [O,m).
t ' '

Então, para todo b e Rn, existe uma solução de (3)

passando por b em t = to, que é ultimamente limitada, isto
é, existe uma constante positiva L tal que dado 6 > 0, exis-
te .T = T(ô), tal que se ||b|| s 6 então ||x(t,to,b)|| 5 L,

para todo t 2 to + T(õ) e onde x(t,to,b) é a solução de (3)

passando por b em t = to.

Pnoua:

Temos que,

l|f(t,x)llS llh(1=,><)ll+l|g(t,x)lls b(tHIXII + c(t)-



Portanto,

l|f(t,x)|| s G(t,|lx||), onde G(t,r) = b(t)r + c(t).

Pelo Teorema (11.3.2.) basta provarmos que a equação
r = —cr + KG(t,r) possui uma solução ultimamente limitada pas-
sando por rO em t = tº, para todo ro > 0.

Consideremos então, a equação diferencial escalar,

f : -or + Kb(t)r + Kc(t), I(to) = ro.

Por hipótese, b(t) satisfaz (15) com 0 < & < º
'É .

Logo,

t+v
lim sup ÇJ Kb(s)ds < Ka < 0
t+ºº t
V+oo

Assim, pelo Lema (I.3.l.) podemos afirmar que a solu-
ção v = O da equação 0 = -ov + Kb(t)v é uniformemente assin
toticamente estável. Como esta equação é linear, então v = 0 é

exponencialmente estável conforme o Lema (I.3.4.).

Indiquemos com v(t,s) a solução da equação
V = -cv + Kb(t)v tal que v(s,s) = 1.

Como v = O é exponencialmente estável, existem cons—

tantes p > O e R > 0, tais que para todº“ 5 2 0, a solu-
ção v(t,s) da equação mencionada satisfaz:

[v(t,s)] s Re-º(t-S),

para todo t 2 s 2 0.
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Agora, de acordo com-a fórmula da variação das constaº
tes, a solução r(t,to,ro) da equação

& = -cr 4- Kb(t)r + Kc(t)

é dada por:
t .

rÇt,to,ro) = v(t,to)ro + Jt V(t,s)Kc(s)ds, t 2 to
0

ou

t
r(t,to,ro) = v(t,'ço)ro + Kít v(t,s)c(s)ds, t 2 to

. 0' .

Segue então que:

-p(t—t ) t _ “_
|r(t,t ,r )l 5 Re 0 Ir ! + KJ Re º(t s)'c(s)ds,

o o o to
t 2 t .o

Por hipótese, c(t) é uma função escalar, contínua e
t+l

positiva, com J c(s)ds limitada em [O,w). Portanto, do
t

Lema (I.2.4.), existe um A = A(p) > O, tal que para to 2 0,

temos,

- t t 5
ve P J ,ep c(s)ds < A, para todo t 2 to

to

ou,

t —— (t-S)
'

'

J e º c(s)ds < A,: para todo t 2 to..t
0

Assim,

-p(t—t )

lr(t,to,r )| 5 Re º [rol + KRA, t 2 to.O
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Portanto, dado 6 > 0, se Ir | < 6,

-p(t—t )

]r(t,t0,r0)] 5 Re º 6 + KRA, t > t
Tomemos agora T T(ô) > O tal que Re-pTô < 1 e se

ja L = 1 + KRA.
-p(t—t)

Assim para t 2 to + T, temos que Re º 6 s Re-pT6<l

e, portanto,

|r(t,to,ro)| s 1 + KRA = L, para todo t 2 to + T.

O resultado segue agora do Teorema (II.3.2.).

11.4. Sobre a Estabilidade de um Ponto Crítico

Suponhamos que (1) ou (2) possui um ponto crítico na o—

rigem, isto é, f(t,0) = 0, t > 0, e nós desejamos examinar a

estabilidade deste ponto crítico.

Aqui, D.= [x e Rn, ||x|| s n], n > O.

Teonema 11.4.1:

Se a equação & = KlG(t,r) possui um ponto crítico es
tãvel na origem, então (1) ou (2) possui um ponto crítico estã-
vel na origem.

Paova:

, Dado & > 0, seja 6 > O, tal que se 0 < rº 5 K 6 eª
tão toda solução de r = K1G(t,r) que passa por r em t - t
é limitada pelo mínimo [e,n], t 2 0.

Seja b & Rn, llbll s 6, e seja u(t) uma solução de

r = K1G(t,r), com u(tº) = Klõ.
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Assim, o operador T5 “associado a (1) ou (2) é .tal
que Tb(F) c F, e portanto, pelo Teorema de Schauder-Tychonoff,

Tb possui um ponto fixo em F, ãisto é, existe solução x(t)
de (1) ou (2) passando por b em t = to, limitada pelo mini
mo [e,n].

Coaolãaio 11.4.1:

Seja: ||f<t,x)r| s M(t)L(||x||), t'z o, leII s n,
onde M e L são contínuas, e para r > 0, L é positiva e

r— - _ 1 _nao-decrescente. Se L(0) — 0, e lim+_J —ÍRET-ds — & para
r +0 ro o

ao

r suficientemente pequeno e positivo e J M(s)ds < w, então
» o/

(1) ou (2) possui um ponto Crítico estável na origem.

Paova:

Pelo Teorema (11.4.1.) temos que se a equação

r = K1M(t)L(r)

possui um ponto crítico estável na origem, o resultado segue.
A solução de % ==K1M(t)L(rL r(0) = rº, é dada impli

r t
.citamente por [ '—íf%T—ds = J K1M(s)dsJ

r o 'O

: ª - 1 .

Agora, por hipotese lim+ J "ÍTET_dS = m, e por-
ro+0 ro

tanto, dado K > 0, existe É = €(K) tal que se 0 < ro 5 5

r 1
'

Ico

então J L 5) s > K. Tomemos K = j K1M(s)ds < w_
r o0

Então, existe 6 > O, tal que se ro s 6, então
r ' w

' “'lJr TEF—ds > J K1Mv(Sr)C:1_IS.
:

O
O
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Logo,

r 1 t -

[ s > [ KlM(s)€s, para todo r > 0,L(sro o

para todo t 2 O e [rol s 6.
r 1Seja 1,0(1') =J W—ds.ro

Como L é positiva então w é crescente, e sua inver
—1sa w também é crescente.

Logo r = <P_1(1D(r)) = wªdr +ds) = 1D_l(rKM(s)ãs)
-

r L 5 º l '

Dado & > 0, temos que,
e l

' t
J ds > J K1M(s)ds, t a 0
6 L(s) 0

Assim,

_-1ª 1 -1t& _ w ( ——————ds) > w ( K M(s)ds) = rr L(s) o 1
o

2 0.Portanto, r(t) < e, t

11.5. Sobre a Estabilidade Assintõtica de um Ponto Crítico

Consideraremos (3) e assumiremos que (3) possui um poª
to crítico na origem, isto é, f(t,0) = 0.

IA 8Aqui, D = [x & Rn, ||x|| < n], 0 < n

Teaaema 11.5.1:

Se a desigualdade & z —cr + KG(t,r) possui um pon-

to crítico assintoticamente estável na origem, então (3) possui
um ponto crítico assintoticamente estável na origem.



47

Pnoua:

A origem é um ponto de equilíbrio assintoticamente eg
tãvel de f 2 —or + KG(t,r). Então, existe 6 > O, tal que

se 0 < ro IA Kô, toda solução da desigualdade diferencial acª
ma que passa por ro em t = O, tende a zero quando t + w, e

é limitada por n, para todo t a 0.

Seja b & Rn, llbll s 6 e seja u(t) uma solu—

ção da desigualdade considerada com u(0) = Kô. Nessas condi
ções, o operador Tb associado a (3) ê.tal que Tb(F) c F, e

portanto, pelo Teorema de Schauder-Tychonoff, Tb tem um pon—

to fixo em F, isto é, existe solução x(t) de (3) passando

por b em t = 0, com |1x(t)|| s u(t), 't 2 O. Como u(t)-+0
quando t + w, vem que x(t) + 0 quando t + w.

Assim, (3) possui um ponto de equilíbrio assintotica-
mente estãvel na origem.

Coaolãnio 11;5.15

Suponhamos que para qualquerv 50 > 0, exista 6 > O

tal que ||f(t,x)|l s sollxll, t 2 O, ||xl| < 6.

Então em (3) a origem é um ponto de equilíbrio assintg
ticamente estãvel.

Paova:

Segue como corolário imediato“ do teorema acima.

Coãolãaio 11.5.2:

Suponhamos que para qualquer eº > 0, exista T(eo)
tal que
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kl|x|| + tb||x||l+ª, 0 s t 5 T(eo)
||f(t,X)[[ 5

b +sollxll + t lelll ª, t a uso)

para ||x[| s n, onde k, b 2 O, a > º', eº < %.

Então, em (3) a origem é assintoticamente estável.

Páova:

Vamos mostrar que para & <
' existe solução u(t)

da desigualdade diferencial

kr + tbrl+a , O m ” m r—l

& 2 —or + K

sor + tbrl+ª, t N &

onde T1 2 T(eo) com u(t) limitada por n 'e tendendo a ze-
ro quando t + m.

Para O 5 r 5 l, O 5 t 5 T1' temos que

—cr + K(kr+tbrl+ª) s —cr + Kkr + KTÉr =

= (-0 + Kk + KTÉ)r = cr

Então, nós podemos achar uma solução para a desigualdª
de sobre [O,Tl] panacmuúquer T1' com um limitante arbitra—

riamente pequeno sobre [O,Tll simplesmente eScolhendo u(0)

suficientemente pequeno. Então, nós podemos assumir u(t) s n

sobre [O,Tl].

Seja “o = u(Tl).

Precisamos agora, definir u(t) para t 2 T1.
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Escolhamos B, tal que 0 < 8 < 1. Tammos T1 2 T(eo)
B(eoK-c)(t—Tl)

e seja u(t) = uoe
Pela nossa escolha de «eo, u(t) + 0 quando ' t +Aw:

Também “o s n implica u(t) s n, t 2 Tl'
'

.

Vamos mostrar que para T1 suficientemente grande e

“o suficientemente pequeno, u(t) satisfaz a desigualdade dir
ferencial,

& z -cr + & Kr + Ktbrl+ª, t a T .o 1

Agora,

. _

B(eoK-o)(t—Tl)
u(t)-(eoK—o)u(t) = (B-l)(eOK—c)uoe _

=

= au(t),

onde a = (8—1)(eoK—o) > 0 pela nossa escolha de B. ev e.

Assim, nós devemos mostrar que;-

l+_au(t) 2 Ktbu(t) &,

ou, como u é positiva,

a 2 Ktbu(t)a

Mas,

aB(€ K-0)(t-T )

Ktbu(t)a = Ktbuãe º 1 =

— K
a—aB(eºK-0)Tl b aB(eoK-o)t

- poe t e

Agora, escolhamos Tl suficientemente grande, tal que
a6(s K—o)tthe 0 < # a , t

-a6(e K—0)T
tal que “âKº º 1

< % a .

2 T1 e “o suficientemente pequeno
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Claramente, ambas as condições podem ser satisfeitas,
e o corolário está provado.

11.6. Sobre a Estabilidade Uniforme de um Ponto Critico

Teoaema 11.6.1:

Se a desigualdade r 2 KG(t,r) possui um ponto críti
co uniformemente estável na origem, então toda solução de (2)

limitada no futuro é uniformemente estãvel.

Pàova:

Mostremos primeiramente que é suficiente provar que a

solução nula de (2) é uniformemente estável.

De fato:

Seja w(t), uma solução de (23, limitada no futuro.
Consideremos & seguinte mudança de variáveis: m = x - w(t). En

tão (2) torna-se:

& = A(t)w + F(t,w),

onde,

um» = f(t,w+w(t)) -'f<t,w(t>),

pois,

(à(t) = >'<(t)—xÍJ(t) = A(t)x(t)ff(t,x(t)) -A(t)w(t)—f<t,w(t»=

A(t)[x(t)-$(t)] + f(t,w(t)+w(t)) ' f(t,w(t)) =

; A(t)w(t) + F(t,w(t))

Temos que F(t,0) = O e
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IIF(t,w)|| = l|f(t,w+w<t)) - f(t,w(t))|| s õ<t,||w|!)

onde a(t,w) = G(t,w + |lw(t)|[) + G(t,|lw(t)||).
Assim, F satisfaz hipóteses semelhantes às de f. Vª

mos provar então que a solução nula de (2) é uniformemente estª
Vel.

Da hipótese, temos que dados $> 0 e to 2 0, existe
6 = ô(€) > O tal que se,

[rol s Kô, então |r(t,to,ro)| s e,

para todo t 2 to.

Seja b e Rn, llbll s 8 e seja u(t) uma solução da

desigualdade diferenciali r 2 KG(t,r), tal que u(to) = Kô.

Assim, u(t) satisfaz (9), e o operador Tb associado

a (2) é tal que Tb(F) c F. Pelo Teorema de Schauder-Tychonoff,

Tb tem um ponto fixo em F, isto é, existe solução x(t) de

'(2) passando por b em t = tº, satisfazendo

|lx(t)[| s e, para todo t 2 tº,
e portanto, a solução nula de (2) é uniformemente estável.

CoaoZãaLo 11.6.1:

Suponhamos que para todo H positivo, exista uma fun-

ção escalar contínua hH(t) , 0 s t < oº, com J hH(t) < ºº e
O

tal que ||f(t,x)|| s hH(t), para todo t 2 0, [lxll s H.

Então, toda solução de (2), limitada no futuro, é uni
formemente estável.



Pnova:

Como no teorema anterior, é suficiente provarmos que a

solução nula de (2) é uniformemente estável.
Como para todo H > 0, existe uma função escalar con—

(»

tínua hH(t), O s t < m com J hH(t) < %, temos que, dado
o

e > O, existe o = o(s) > 0, existe T = T(e) > 0, tais que,

> |u0| + Kí h€(s)ds < &luo! < 0

Portanto, se u(t) for solução do problema

r = Kh€(t)

r(to) = rO

temos que, [rol < 0 => |u(t)| < e, para todo t 2 T.

Pelo teorema da continuidade em relação às condições iniciais, dª
do o > O, existe 6 = ô(e) > O tal que se lrol < 6, então

|u(t)l < 0, para todo to 5 t 5 T. Portanto, |u(t)[ < e, para
todo t 2 to.

Conolãàio 11.6.2:

Suponhamos que l|f(t,x)]| s h(t)llxll com Jâhhjdt< m,
o

para todo t 2 0, x & Rn.

Então o sistema (2) é uniformemente estável, isto é, tg

das as soluções são uniformemente estáveis.
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Paova:
f

Mostremos que todas as soluções x(t) “de (2) são limª
tadas.

Seja x(t) uma matriz fundamental de i = A(t)x. Por
tanto, ||X(t)X-l(to)|| 5 K, 'para todo t 2 to.

Se x(t) for solução de (2) com“ x(O) = xº, então,

-1/ t -1x(t) = x(t)X ,%0)xo + X(t)í X (s)f(s,x(s))ds
o .

Logo,

||x(t)[| g ||x<t)x'1<o>||||xo||

+ [ llX<t>x (s>llllf(s,x(s)>l|ds s
O ,

t ,

s Kllxoll + KJ h(s)|[x(s)||ds
0

Pela desigualdade de Gronwall» vem que:

t||x(t)|| s Kllxollexp(KJ h(s))ds s
o

s Kllxollexp(Kí h(s))ds = L, t 2 o.
0

Pelo teorema anterior, temos então que todas as solº
ções de (2) são uniformemente estáveis.

II.7. Sobre a Estabilidade Equiassintõtíca de um Ponto(hímbo

Teoaema 11.7.1:

Se a desigualdade r 2 —or + KG(t,r) -possui um ponto
de equilíbrio equiassintoticamente estável na origem, então a
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equação (3) possui um ponto de equilíbrio equiassintoticamente
estável na origem.

Pnova:

De acordo com a hipótese, temos que dados e > O
.
e

to a 0, existe 60 = õo(to) e T = T(s,to) 2 O tais que se

[rol s Kôo, então [r(t,to,ro| s e,

_ + .para todo t > tO T(e,to)
Consideremos b e R", llbll s 60 e seja u(t) uma

solução da desigualdade diferencial acima, com u(to) = Kôo.

Assim, u(t) satisfaz (12) e o operador Tb associª
do a (3) é tal que Tb(F) c F. Portanto, pelo Teorema. “de

Schauder—Tychonoff, Tb tem um ponto fixo em F, isto é, e-

xiste solução x(t) de (3) passando por b em t = tº, satis
fazendo l|x(t)|l s e, para todo t 2 to + T(e,to), e assimí
(3) possui um ponto de eduilíbrio equiassintoticamente estável
na origem.

Coaoiãàia 11.7.1:

Consideremos o sistema (3) , 'çom f(t,x) =h(t,x)+g(t,x),
onde:

i) l|h(t,x)|| s b(t)[|x||; x e D, t a o, onde b(t)
satisfaz a condição (15) com 0 < & < %.

ii) Existem constantes positivas a, _v, L de modo que"

l+a|lg(t,x)|l s Ltvllxll ,. x 5,D, 't a o,
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Nessas condições a solução x = O de (3) é equiassig
toticamente estãvel.

Pnova:

Temos que,

Ilf(tIX>l| ª l|h(t:x)ll + Ilq(t.x)|| 5

s b<t>||x1| + Ltvllxllhª

Assim, ||f(t,x)|| s G(t,||x]|), onde

G(t,r) = b(t)r + Ltvlrll+a.

De acordo com o teorema anterior, basta provarmos que

a equação

1+alrl—cr + K[b(t)r + LtV ],Ho "

ou,

[—o + Kb(t)]r + KLtv|r|l+ªHo II I

possui um ponto de equilíbrio equiassintoticamente estãvel na º
rigem.

Seja º = [-o + Kb(t)]v, ou

(16) v = g(t)v onde g(t) = -o.+ Kb(t)

Como por hipótese b(t) satisfaz (15), temosgelos Le—

mas (I.3.l.) e (I.3.4.), que a solução v = O de (16) é expo—

nencialmente estãvel. Pelo Lema (I.3.2.), segue que a solução
1+ar = 0 de f = g(t)r + KLtvlr] é equiassintoticamente estª

Assim, o resultado segue do teorema anterior.



56

11.8. Sobre a Estabilidade Assintõtica Unifbrme de um Ponto Crítico

Tecnema 11.8.1:

Se a desigualdade % 2 -or + KG(t,r) possui um ponto
de equilíbrio uniformemente assintoticamente estável na origem,
então a equação (3) possui um ponto de equilíbrio uniformemente
assintoticamente estável na origem.

Pnava:

De acordo com a hipótese, temos que existe 60 > O, e

dados e > 0 e t 2 0, existe T T(e) & O tal que se

|A 74 0)
—lrlo então |r(t,to,ro)| s e,

para todo T 2 t + T(e)0

Seja b & Rn, [lbll s 60, e seja u(t) uma solução
da desigualdade r 2 -or + KG(t,r), tal que u(tº) = Kôo.

Assim, u(t) satisfaz (12) e portanto, 0 openka Tb

associado a (3) é tal que Tb(F) c F. Portanto, pelo Teorema

de Schauder—Tychonoff, Tb tem um ponto fixo em BH isto é, e—

xiste solução x(t) de (3) passando por b em t = to, satiâ
fazendo ||x(t)|l s e, para todo T 2 to'+ T(€)

Assim, (3) possui um ponto de equilíbrio uniformemente

assintoticamente estãvel na origem.

Tecnema 11.8.2:

Consideremos o sistema (3) com f(t,x) =h(t,x)+g(t,x), on
de

i) Ilh(t,x)ll s b(t), x e D, t a O,, b(t) .é contínua,
. t+l

não negativa para O s t< ºº e [ b(s)ds + 0, para t+ºº.
. . t
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ii) l]g(t,x)ll s yllxll, x e D, t 2 0, e Y suficiente
mente pequeno.

iii) h(t,0) = o, para todo t'z o,

Nessas condições, a solução x = 0 de (3) é unifor
memente assintoticamente estável.

Paova:

Temos que,

||f(trx)ll ª ||h(t:X>|Í + ||9(t,xX1l S b(t) + Yllxll

Assim, |[f(t,x) | ls G(t,] [XII) onde G(t,r) =b(t) + yr.
_ _/

Portanto, a equação eScalar fica,

llr —cr + K[b(t) + yr],

ou,
i = -(o-Ky)r + Kb(t).

Escolhemos y tal que L = o - KY > 0.

Pela Fórmula da Variação das constantes, temos que,

—L(t-t ) t _ _r(t,t ,r ) = e º r + [ e L(t S)Kb(s)ds,
o o o to

para todo t 2 tº.
Pela hipótese sobre ,b(s), podemos usar o Lema

t
(1.2.3.), e portanto, e LtJ eLSKb(s) + 0, quando t + w.

' to_ —L(t-t0)
*Como L > O, existe “T tal que e s 1, para

todo t 2 to + T.

Portanto, existe 60 > O tal que dados e > 0 e tOZO,
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lrol s Kôo ===> lr(t,to,ro)l s e, t 2 tº + T.

Anãlogo ao que foi feito no Teorema anterior, chegamos

que existe solução x(t) de (3) passando por b em 't = tº,
com Ilbll s 60, tal que |[x(t)|| 5 €, para todo t ato + T.

A prova está completa.

II.9. Sobre a Estabilidade Exponencial de um Ponto Critico

Teoaema 11.9.7:

Se a desigualdade r 2 —or + KG(t,r), possui um pon—

to de equilíbrio exponencialmente estável na origem, então (3)

possui um ponto de equilíbrio exponencialmente estãvel na ori-
gem.

Piova:

De acordo com a hipótese, temos que existem constantes

positivas 6, R e l tais que se

_ —l(t-to)
|r0| 5 R$, entao |r(t,to,ro)| 5 Re , tz toa O

Consideremos b e Rn, l|b|| s 6 e seja. u(t) uma sº
lução da desigualdade % 2 —or + KG(t,r), com u(to) = R$.

Assim, u(t) satisfaz (12), e portanto, o operador

Tb associado a (3) é tal que Tb(F) c F, isto 5, T tem um

ponto fixo em F. Desta maneira, exiSte solução x(t) de (3)
-Ã(t—to)

passando por .b em t = t satisfazendo le(t)||:sRe ,ol
t 2 to 2 0.

Assim, (3) possui um ponto de equilíbrio exponencial—

mente estãvel na origem.
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Coaoiãnio 11.9.1:

Suponhamos que ||f(t,x)[| s b(t)||xll, x e D, t a 0,
onde b(t) satisfaz (15) com 0 < a < %.

Então a solução x = O de (3) é exponencialmente estª
vel.

Paova:

Temos por hipótese que |lf(t,x)]| s G(t,[lx|l), onde

G(t,r) = b(t)r.
Pelo Teorema anterior, basta provarmos que a' solução

r = 0 da equação escalar r = -cr + Kb(t)r ê exponencialmente.

estável.
Mas, por hipótese, b(t) satisfaz (15) com 0.< a <,%

e portanto, pelo Lema (1.3.1.), a solução r = 0 de tal. equa-
ção ê uniformemente assintoticamente estãvel, seguindo então

exponencialmente estável pelo Lema (I.3.4.).(Dlque
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