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ABSTRACT

The main purpose of this work is to study the'behavior
in the future of the solutions of a class of Ordinary Differential

Equations (specifically boundedness and stability properties).

The basic tool used here in attacking the mentioned
problems is provided by a special case of the Schauder-~Tychonoff's

Fixed Point Theorem, (for additional comments see [Coppel, W. A.,

[111]).
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INTRODUCAOD

O Teorema do Ponto Fixo de Schauder-Tychonoff é usa-
do aqui para reduzir o estudo de limitagao e estabilidade de
certos Sistemas n-Dimensionais de Equagoes Diferenciais Ordina
rias, ao estudo das correspondentes propriedadés.de Equagoes Di
ferenciais Ordinarias Escalares Associadas. Desta maneira, fre
glentemente, nos obtemos uma variedade de resultados do sistema
de Equagoes Diferenciais Ordindrias dado, e, ainda, esclarece-
mos alguns destes resultados. ;

Teoremas de Ponto Fixo fém sido usados para estudar es
tabilidade de sistemas de equagoes diferenciais. Com o Tédrema
de Schauder-Tychonoff, obtemos uma significativé-claése‘de re-
sultados, de maneira bem simples, usando-se a,técnica:de compa
racao entre as solugoes do sistema de EquagSéé Diferenciais'Or-

dinarias dado e a correspondente equagao escalar.

No Capitulo I, deronstramos o Teorema de SchauderJI‘yd'xbmff '
aqui apresentado de uma forma muito conveniente para aplicagoes
em Analise. Damos as definigoes e resultados basicos, que serao

utilizados nas aplicacgoes.

Comegamos o nosso estudo no Capitulo II. Em II.1l, con
sideramos trés tipos de sistemas n-dimensionais, aos quais asso
ciamos determinados operadores integrais, e mostramos que tais

operadores satisfazem as hipSteses do Teorema de Sduaudér—'lyd'xornff.



LA
Em II.2, estudamos o problema da existéncia de solugao para o
sistema x = f(t,x), onde £ satisfaz determinadas condi
goes. O paragrafo II.3, consta de resultados sobre limitagao,
considerados por Arnold Stokes em [6]. De II.4 a II.9, esta
belecemos diversos resultados sobreAdiferentes tipos de estabi

lidade, todos provados, usando-se como principal ferramenta o

Teorema do Ponto Fixo de Schauder-Tychonoff.



CAPTTULO 1

PRELIMINARES

I.1. O Teorema de Schauder-Tychonoff

Apresentaremos aqui uma formulagao particular do Teore
ma de Schauder-Tychonoff que continuaremos chamando de Teorema
de Schauder-Tychonoff, e como veremos, é muitolconveniente’em a
plicagoes da Analise.

Para comentarios sobre o assunto em apreg¢o, ver [1l].

| uma norma no R".

Denotaremos por |

Defindgdo:

Uma familia F de fungoes definidas em um intervalo I
e assumindo valores no Rn, é dita equicontinua num ponto to
de I, se para cada e > 0, existe um correspondente

§ = d(e,t) > 0, tal que para todas as fungoes £ em F, te

mos

llf(t)-f(to)ll < e se It-tol < 8.

Temos que cada elemento de uma familia equicontinuanum
ponto, & uma fungao continua nesse ponto. Também, uma familia de
funcoes diferenciiveis é equiconiinua em todo ponto do interva-
lo I, se as derivadas sdo uniformemente limitadas em I. Isto
segue do Teorema do Valor Médio.

Uma propriedade importante das fungoes equicontinuas é
apresentada no teorema ébaixo, que pode ser considerado uma ge-

1



neralizagao do Teorema de Bolzano-Weirstrass ao espago das fun

coes continuas.

Teorema 1.1.1. (Ascoldi):

Seja F uma familia de fun¢oes que sao limitadas e
equicontinuas em todo ponto de um intervalo I. Entao, toda se
qliéncia {fn} de funcoes em F, contém uma subseqliéncia que

é uniformemente convergente em cada subintervalo compacto de I.
Para uma prova do Teorema de Ascoli, ver [1].

Seja B" a bola fechada do Rn, isto €,

B” = {x ¢ R", | [x]] < 1}.

Teorema 1.1.2. (Browen):

n n - ~ .
Se f:B +B for continua, entao f possui um

ponto fixo.

Para uma prova do Teorema de Brower, ver [2].

Apresentaremos a seguir, um caso especial do Teorema de
Schauder-Tychonoff (extensao do Teorema de Brower ao espago das
funcoes continuas) que serad utilizado, entre muitas outras apli
cagoes, para deduzir a existéncia de solugOes em equagoes dife-

renciais ordinarias, satisfazendo determinadas propriedades.

Teonema 1.1.3. (Schauder-Tychonod4):

Seja C(I) o conjunto de todas as fungoes x(t) : I+R"

que sao continuas em um intervalo I. Seja F o subconjunto

- formado pelas funcoes x(t) tais que,



[Ix(e) || s uit), t eI,

onde u(t) & funcao continua, positiva e fixa. Seja T : F-+F

aplicagao com as seguintes propriedades:

i) T & continua no sentido que, se x ¢ F (n=1,2,...)
e X + X uniformemente em todo subintervalo compac-
to de I, entao Txn + Tx uniformemente em todo sub-

intervalo compacto de 1I.

ii) As fungdes no conjunto imagem TF sao equicontinuas

e limitadas em todo ponto de 1I.

Nessas condigdes, a aplicagd T tem pelo menos um

-

ponto fixo em F,

Prova:
Sem perda de generalidade, podemos supor I = [0,=),

Sejam dados nv+l vetores Em (m=0,1,...,nv) situa-

dos na bola fechada unitdria ||g|] < 1, e definamos uma fun
¢ao continua h(t) = h(t'go""'gnv) éa seguinte forma:
h(m/n) = Em, m=20,1,...,nv
h(t) = interpolagao linear nos outros pontos de [0,v]
h(t) =¢. ., t2v. |

Dessa maneira, a fungao x(t) = u(t)h(t) pertence a
F, pois |[|x(t)|] < u(t), uma vez que ||h(t)|| < 1, para to-
do t em I.

Seja  x*(t)

T(x(t)) e

:A x*(m/n) = u(m/n)E*.



4

X* (m/n)

Desta forma, £; = L (m/n)
Portanto,
*
lenll = |53 < B~ 1 (pots x* e F)

Assim, g; estd situado na bola fechada unitaria
1€l < 1, e assim temos uma aplicacgao €a ™ &p da bola fecha

da unitdria em si prdpria. Tal aplicacao &€ continua. De fato:

€ = hm/n) = XI/RL,

X* (m/n) = g*
u(m;rﬂ m

e a aplicagao x(m/n) » x*(m/n) & continua.

Entao, pelo teorema do ponto fixo de Brower, esta apli
cagao tem um ponto fixo (EO,...,Env).

A aplicagao correspondente . (t) =y (t)h(t,Eo, cee 'En\))

tem a propriedade gue sua imagem Yy =.T(xnv) assume os mes-

mos valores nos pontos t = m/n, (m=0,l,...,nvi. De‘fato,
X, (m/n) = u{m/n)h(m/n) = u(m/n)gm,
T(x ,(m/n)) =y (m/n) = uim/n)Ex = u(m/n)g .

Seja Vo um inteiro positivo fixo.

Seque da hipdtese (ii) que as fungoes sao equi
continuas em todo ponto de I, e entao sao uniformemente equi-
continuas no intervalo [O,vo].

Assim, dado € > 0, existe § = S(E,Vo) > 0, tal que

se t, t' ¢ [O,VO],

Yy, (t) y..(t")
lt-t'| < & implica || E?t) - Ezt') ] < e.




Dividimos o intervalo [O,vo] em n partes com n:>%.

y...,(t) o
H=ter— = Bl <=

m+l
st s =

si3

’ (m'-'O,l,...,n\)o"l).

Como h(t,Eo,...,Env) é formada por interpolagoes lineares, te-

mos que

m+1

< €, < t < T, (m=0’1'.00,n\)°-1)l

sig

para v zv_ e n > %.

Portanto,

1
Hynv(t)-xnv(t”’ < 2em(t), 0stsv,, vzv e n>%

Assim, ynv(t) - xnv(t) uniformemente, t ¢ [O,vo], n,v + o,

Por outro lado, (y,,) & uma seqliéncia de fungoes e-
quicontinuas e limitadas em todo ponto de I, e portanto, pelo

Teorema de Ascoli, existe subsegiiéncia (y ), n, < n;..,
ny4 i i+l
Vi < Vi tal que yni\)i + x uniformemente em qualquer subin-

tervalo compacto de I, quando i -+ «,

Assim, X + X uniformemente em qualquer subinter-
ivi :
valo compacto de 1I.
Como T & continua, temos que, Yy = Tx + Tx,
| niVy niVi

Ent3do x = Tx & um ponto fixo de T.
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I.2, Solugoes Limitadas

Seja o sistema de equagoes diferenciais ordinarias
(1) x = f(t,x)

onde x e f(t,x) sao vetores n-dimensionais, f & uma fun
cao continua em J x Rn, onde J = [0,x), e por todo ponto

(to,xo) ¢ J x R, passa uma Gnica solugao’ x(t,to,xo) de (1).

Degfindgao:
Uma solugao x(t) = x(t,to,xo) de (1) é limitada, se

existe K > 0 tal que

||x(t)]|]| s K, para todo ¢t 2 -

Degindcgac:

As solugoes de (1) sao ultimamente limitadas, se exis-
teum B >0 eum T >0, tal que para toda solugégo x(t,t_ ,x))
de (1), le(t,to,xo)ll < B, para todo t =2t + T, onde B &
independente da solugao particular, enquahto que T pode depen
der de cada solugao.

A expressao "ultimamente limitada", nds usaremos aqui

significando “ultimately bounded".

Nas aplicagGes que faremos sobre existéncia de solu-~
¢oes limitadas ou ultimamente limitadas, utilizaremos os resul-

tados abaixo:

Lema 1.2.1:

Seja b(t) continua e nao negativa para 0 < t < = e

t+1 .
seja G(t) = J b(s)ds. Entao,

t



t t
J b(s)ds < [ G(s)ds, para todo t 2 t_=2 1.

t t s+1
J G(s)ds = J [J b(u)dulds =
to-l s

t r t

2 J [J b(u)drldu = j b (u)du.
to r-1 tO
Lema 1.2.2:

Nas mesmas condigoes do Lema I.2.l., temos que,

t t
[ e%Sp (s)ds < J 9t ¢ (g)as,
t t -1

(o) (o]

'pafa todo o 20, t 2 to 2 1,

Prova:

Usando o Lema I.2.1.

ot t s+1
f e’®p(s)ds < I» [J e“Yp(u)dulds <

to to-l ]

t s+1 t
< f [e0(5+1)J b(u)dulds = J e (5t g gy as,
g;l s

para todo ¢ > 0, para todo t =2 t_ =2 1,

Lema 1.2,3:

Seja b(t) continua e nao negativa para 0 st <=,

com



t+1
J b(s)ds - 0, gquando t + =, Entao, para todo ¢ > 0, te-
t
mos que,
-0t (% os |
e J e "b(s)ds + 0, quando t + =,
o
Prova:
t+1
Definamos G(t) = [ b(s)ds.
t

De acordo com o Lema I.2.2., temos que,

- t
e Otf eosb(s)ds
1

A

t
e ctj ec(s+l)G(s)dS,
o

para todo o >0, para todo t 2 to 2 1,
Se a integral do segundo membro for limitada, a prova
esta completa.

Caso contrario, por L'Hospital, temos que:

o(t+l)

t
lim e Otj eo(s+l)G(s)ds = 1lim £ ci(t)
£ o t>o cge
o}
= 1im 28 o,
t>o c

O Lema estd provado.

Observamos que a reciproca deste lema & verdadeira.

Lema 1.2.4:

Seja c(t) wuma fungao escalar continua e positiva com

| -ot[t os
= A(c) > 0, tal que, e 'J e “c(s)ds < A, ;xma'uﬁb'tztbzo.

t
o]

t+1

J c(s)ds limitada em [0,~»). Entao, dado o > 0, existe
t

A



Prova:

Seja to 2 1 um nGmero real qualquer.
Como c(t) & uma fungao escalar continua e positiva pa

ra t 2 0, entao,de acordc como Lema I1.2.2., podemos escrever que:

t t s+1
J e%5c(s)ds < J eo(s+l)[[ c(8)délds
t t ~1 Jg
o o
para todo t 2 to'
Segue-se que,
t t ¢S+l
(2) e OtJ e%®c(s)ds < e OtJ [eo(s+l)J c(8)dslds <
t t -1 s
o o
t s+l
< e OtJ [e°(s+l)j c(6)dslds.
o s
t+1 |
Por hipdtese J c(s)ds & limitada em [0,»). Logo,
t t+l
existe uma constante real K > 0, tal que I c(8)dsé < K, pa
t

ra todo t =2 0.

Levando este resultado para (2), vem gque

_ ot _ .t .t
e OtJ ecsc(s)ds < Ke Otj ec(s+l)ds = Ke GtJ ecsecds =
to o o)
-ot_o t os -0t ol _ot
= Ke e [ e “ds = Ke e E[e -1] =
o}

_ pl O -ot ol lo
= ng K e 5 = ng
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Assim:

e—Ot[ eosc(s)ds < %e , para todo t 2 to’
t

K .
Tomando A = e 0, ficamos com:

t

e ctj eosc(s)ds < A, para todo t =2 t_ = 1.
t
o

Suponhamos agora que 0 < to < 1,

Para tO £t <1, temos que:

t ' S
e OtJ ecsc(s)ds < e UtJ eosc(s)ds

to o)

1
Como J eosc(s)dsv'= Y para algum vy > 0, obtemos:
o

t
(3) e-Ot[ e%Sc(s)ds < Ye

%

-0t

IA

Yo

para todo t, t, st < 1.

Para t 2 1, temos:

t 1
e-otJ eosc(s)ds < e Otj eosc(S)ds
t o

De acordo com a primeira parte, existe um Al = Al(c) >0, tal

que:
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t .
e-Otj e’®c(s)ds < A,, para todo t

2 1,
1
Dai, existe A = vy + A, tal Que:
—ot(t os
(4) e j e "c(s)ds < A, para todo t = 1.
t
o
De (3) e (4) concluimos que:
~ot(* os
e J e "c(s)ds < A, para todo t 2 to'
t
o

I.3. Estabilidade

Consideremos o sistema de equag5es diferenciais (1),
onde x e f(t,x) sao vetores n-dimensionais. Suponhamos que
f(t,x) seja continua em (t,x) sobre J x D, Vonde J =[0,») e
D seja uma regido do R", e que satisfaga alguma condigao de u-
nicidade em relagao ao Problema do Valor Inicial.

Seja P(t) uma solugao de (1) que permanece em D.

Consideremos a sequinte mudanga de variaveis:
y =x - P(t).

Entao, (1) torna-se

(5) y = F(t,y) = £(t,y+9p(t)) - £(t,9(t))

Assim, F(t,0) = 0 e a solugao y(t) =0 de (5) corresponde
a solugao Y (t) de (1).

Desta maneira, discutir a estabilidade da solugao ¥(t)
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de (1) & equivalente a discutir a estabilidade da solugdao nula
de (5). Por esta razao, nos assumiremos, sem perda de generali-

dade que £(t,0) =0 e que D & a regiao:

D={xe® : ||x||] <n}, 0 < n < o,

As definigées abaixo, sobre estabilidade, sao dadas em

relacao ao ponto de equilibrio x = 0 de (1).

Estabilidade:

Dados ¢ > 0 e t, 2 0, existe § = 6(e,to) > 0 tal

que se l|xO|| < § entado [lx(t,to,xo|| < e, paratodo txt..

Estabilidade Uniforme:

Dados € > 0 e to 2 0, existe § = 68(e) > 0, tal

que se ||xo[] < § entdo ‘I|X(t’to’xo)|’ <. g, para todo t2t .

Estabilidade Assintotica:

<
i

0 & estavel e a todo t, 2 0 corresponde

§ =68 (t) >0 tal que se leo|| s 8 entdo x(t,t ,x ) » 0

Estabilidade Equiassintética:

Dados € > 0 e to > 0 existem § = 6(to) >0 e

[7a

T = T(e,t,) de modo que se ||xo|| §, entao,
||x(t,to,xo)|| < €, ‘para todo t 2 b, * T(e,t,).

Uma formulagao equivalente & dada como segue:

Existe um Go >0 e, dado" € > 0, existe um T(e)>0,

tal que se IIxO|| < d, e t2 T(e), entdo ||x(t,0,xo)|| < e,
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Estabilidade Assintotica Uniforme:

Xx = 0 & uniformemente estavel e existe 60 >0, tal
que a todo e > 0, corresponde T(eg) 2 0 de modo que se

leoll < 8§, entdo le(t,to,xo)ll < e, para todo t2t +T(e).

Estabilidade Exponencial:

Existe X > 0, e dado qualquer ¢ > 0, existe §(g)>0,
4 . A (t-t )
tal que [|xo|| < §(e) dimplica llx(t,to,xo)lls ce , pa

ra todo t 2 to‘

Veremos em seguida, alguns resultados sobre . estabili-

dade, que serdo utilizados nas aplicagoes do préximo capitulo.

Lema 1.3.1:

Consideremos a equagao

fl = =0ou + b(t)u’

onde b(t) & continua, nao negativa para t =2 0, o > 0, u ¢ R,

Suponhamos que:

1 t+v
lim sup ;J b(s)ds < a.
(t,v)+(0,0) "/t

Nessas condic¢oes, a solugao u = 0 da equagao acima &

uniformemente assintoticamente estavel.
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Prova:
Temos que
t _+t
o
[-at + J b (s)ds]
to
u(t+to,to,uo) = u_e =
1 to+t
-tla~-t J b(s)ds]
t
o
=y e
o

Seja € > 0 escolhido de modo que

t+v N
lim sup VJ b(s)ds = o < a-¢
(t,v)+(=,2) Y/t

e escolhemos To >0 e T > 0 tais que

t +t
t j b(s)ds < a-¢,
to
para todo t 2 T e tO 2 To‘
Seja K tal que
t +t 4
o o
I b(s)ds < K, para todo t_=2T , 0 < t
t : e o)
o

Assim para 0 <t < T, t_ =2 To’ temos que

o
1 to+t
-tloa -t I b(s)ds]
%

lult+rt ,t sl = Jugle <
-t[u'Q ke ™1y K
< |u_le : < |Ju_|e”.

o o
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Para t 2T, t_= To’ temos que:

_lt
~tla=-t J b(s)ds]

t
o
|u(t+to,to,uo)! = Iuo[e <

e—t[a-a+e] Ie—te

< fu| = |ug .

Portanto, para t =2 0, to 2 To’ temos que

T K -
|u(t+to,to,uo)| < Iuole€ efe €t

Assim, a solugao u =0 de U = -ou + b(t)u & unifor

memente assintoticamente estdvel para to 2 To.

Do teorema da continuidade em relagao as condigbes ini

ciais, segue que a solugao u = 0 do sistema acima & uniforme

mente assintoticamente estavel.

Consideremos as equagoes escalares.

(6) v = g(t)v

(7) & = g(t)u + ct’]u|*?

onde g(t) & continua para t 20, e, ‘a, v, ¢, constantes
positivas.

Lema 1.3,2:

Seja a solugao v = 0 de (6) exponencialmente esta-

vel. Entdo, a solugcao u = 0 de (7) & equiassintoticamente es

tavel.
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Prova:

Para cada s 2 0, seja v(t,s) a solugcao de (6) tal

que v(s,s) = 1. Entao, a solugao u(t) = u(t,to,uo) de (7) &
tal que
t Y l+a
u(t) = vit,t Ju_ + J v(t,s)es” |u(s) | ds
o' "o N

(@]

Como a solugao v = 0 de (6) & exponencialmente esta-

vel, existem constantes positivas ¢ e B, tais que

| |vit,s) || = Be_g(t-S), t>s > 0.

Seja n > 0 tal que cBn < ¢

seja P tal que B% **%Y < p, onde 8 =0 - cnB. Se

ja também § = 6(to), satisfazendo § < n, Sat; <N e
aft ‘

PcSae ° < .

Para cada real u_ tal que ]uol <8, tzt =20

-0 (t~t ) _ ([t
Be © IuO} + Be th eoscsvlu(s)|l+ads

%

ju(t) |

IA

Portanto,

oto t
u(t)| < Be |u|+B[ e
© t

O

thl 9%cs¥u(s) | |u(s) |3ds

Afirmamos que lu(t) |#¢Y < n, para todo t = t, -

De fato: Observemos primeiramente que esta desigualda-
de é valida em tO pois [u(to)[ < §, e por hipotese 6at;<n.
Suponhamos agora, por um momento, que |u(t)|atv <n
nao ocorra para todo t = t,-
Entdo, existe T > 0, tal gque lu(t) |2tY < n, para to-

do t_<t<t e |u(t)]®Y =n.
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Logo,

Y t

ectlu(t)l < Be oIuol + BJ e’®|u(s) |cnas,
t
o

Pela Desigualdade de Gronwall,

ot cBn(t-t )
ectlu(t)l < Be °lu e 0, t s ts T,
o o
Portanto,
t (o-cBn)
lu(t) | < Be © et(CB”'O)luol =
'B(t-to)
 Be 'uoll tO <t < T
Logo,
agt - aft _ !
'u(t)latvsBaluolae O3BtV ¢ 5% Op%emaBHLV
~aft : ,
aae OP <n, t £t =< T,

Chegamos assim, a uma contradiqSe, pois concluimos

[ut) |2 < n, para t_ <t < T,

maneira,

Usando a afirmagéo provada acima,-cOncluimos-da mesma

que
-B(t-to) :

lu(t)| < Be |uol, ‘para todo t = t_.

Logo} dado e >0, escolhemos T = T(g), tal .que

£.

_Entdo, para. t 2 t + T e |u
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-B(t-to) -B{t-t ) BT

lu(t)| < Be ]uol < Be § < nBe " < g.

IA

0 Lema esta provado.

Lema 1.3.3:

O sistema X = A(t)x, onde A(t) & uma matriz conti
nia n x n, & uniformemente estavel, se e somente se, existe
constante K > 0 tal que (IX(t)X_l(s)|| < K, para todo t=s20,

onde X(t) & matriz fundamental para o sistema dado.

Prova:

Lembremos que se X(t) e Y(t) sao duas matrizes fun-
damentais para X = A(t)x, entao Y(t)Y-l(s) = X(t)x_l(s). Lo
go, podemos sempre escolher uma X(t) conveniente,

Vamos supor que exista constante K > 0 tal que

Ix(e)x™t

(s)]| €K, 0<s < t, e vamos mostrar que a solucao
nula é uniformemente estavel.
Temos que qualquer solugao x(t) de % = A(t)x, @& da

da na forma:

1

x(t) = X(£)X “(t)x(t ).

o @)

Portanto,

|1x(t)]] < ||g(t)x'1<to)||||x(to)|l < K| |xe )],

onde K nao depende de t,-
Logo, dado ¢ > 0, tomando § = %, temos que
| |x(t)|] < e, se |[x(to)l[ < §, e assim, a solugao nula de

X = A(t)x & uniformemente estavel.
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Reciprocamente, se o sistema dado for uniformemente es-

tdvel, e portanto a solugao nula, uniformemente estavel, dado

e =1 e s existe ¢ independente de s, tal que se

||x(s)|| < 8§ entao ||x(t)]| s 1, para todo t 2 s.

Escolhendo X(t) tal que X(s) = I = matriz identida-

de, e chamando x°(t) a coluna j de X(t), 3 =1, 2, ..., n,

vem que
136311 = 3l1xd ()] =5 <8
Logo:
5= 0 1] <2
Portanto:
llxj(t)ll < % e como Jlxj(s)l, =1,3=1,2, ..., n,
temos que,
2o @il = llxwx s s ]| =

n -1
= L T &@XTT ), Ll

para todo t 2s, 3 =1, 2,

Assim,

IA
r’-

Hxw)x )] < 2B, 0<s
8

O Lema estd provado.
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Lema 1.3.4:

Se a solugaonulade % = A(t)x for uniformemente assin

toticamente estavel, entao ela serd exponencialmente estavel.

Prova:

De acordo com a hipotese, existe um 60 >0, e para

cada e >0, 0< e« 60 corresponde um T > 0, tal que se,
x [] < 8§, entdo le(t,tl,xl)ll < g,
para todo t 2 t, 4 T.

Agora, para t; fixo, temos que X(t)X-l(tl)x1 é uma

solugdo. Assim, llx(t,tl,xl)]] = IIX(t)X-l(tl)xlll < g, quan
do lelll < 8.
Desta forma, temos entao \IX(t)X-l(tl)ll < edgl, para

todo t 2 tl + T,
Ponhamos 6 = edgl. Assim, temos que,

1

X (e+T) X~ (tl)ll <6 <1l, para t 2t

l‘
Da estabilidade uniforme, segue que existe uma constan

te K > 0, tal que,

[|x(t+h)x'l(t)[| < K, para todo t 2 tyy 0sh<T.

Para t 2 tg, noés podemos escrever que,

t, + nT <t £t

1 1t (n+1)T, para algum inteiro n n3o negativo.

Assim,

1 -1

IN

[ 1xX(£)x™ (tl) | | | [X(t)X (t‘l+nT) | ] |x(tl+nT)x'l(tl)||s

< K| |x(tl+nT)x'1(tl+(n—1)T) ] e '||X(tl+’I‘)X—l(tl)|| < Ke".
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Entao, se nds pusermos o = -T-llog 6, teremos a > 0

- -1 - -1 -~oa(t-t,)
|| x(£)X Lt )| < 8 lge= (n¥l)aT o o=lgg 1
1

para todo t 2 t1 > to'

Desta maneira, o Lema esta provado.






CAPTTULO TI
APLICACOES

II.1. Operadores Integratis

Consideremos trés tipos de sistemas n-dimensionais:

(1) 2 = flt,z)
(2) & = A(t)z + flt,z) onde |lxte)xL(s)|| s k, k>0, t2820
(3) i = Alt)z + flt,x) onde ||x(e)x(s)]] < et x>0,

onde X(t) representa a matriz principal de solugdes do siste-
ma X = A(t)x, isto &, X(t) & matriz fundamental tal que
X(0) = I = matriz identidade. Suponhamos A(t) continua
para t ¢ J =[0,®), £ :J xD +R" continua com ||£f(t,x)]|]| <
< G(t,||x|]), t=20, xeDcR" onde G(t,r) & continua por
partes, positiva para t > 0, r > 0 e nao decrescente em r
para t fixo. D @& uma regido do R". Suponhamos também que
por todo ponto (to,xo) e J x D passe uma tGnica solugao

x(t,to,xo) de (1), que dependa continuamente de (t,to,xo).
Ao sistema (1) nds associaremos o operador integral:

t

(4) T, () (6) = b+ | £s,x(s))ds, t, 20, beR
t o
(o)

n

e aos sistemas (2) e (3) nos associaremos o operador integral:

t

(5) T, (%) (t) = x(t)x'l(to)b + J X(£)x L(s)£(s,x(s))ds,
t

o

n
ton, b ¢ R,

23
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Observemos primeiramente, que pontos fixos destes ope-
radores, correspondem a solugoes das respectivas equagoes asso
ciadas, que passam por b em ¢t = to.

Mostremos agora, que tais operadores satisfazem as
hipoteses (i) e (ii) do Teorema de Schauder-Tychonoff.

Tomemos primeiramente o sistema (1).

Condicao (4):

Sejam x, xn e F com xn + X uniformemente nos com—

pactos de I = [to,w).

Sejam dados € > 0 ‘e A.< I, A compacto. Seja a>0
tal que [to,a] > A. '
Para t ¢ [to,a], temos que x(t) estara num compac-

to DO do R". Como f(t,x) & uniformemente continua em

[to,a] X Do’ dado € > 0, existe 6§ = §(g) > 0, tal que se
X e x' pertencem a D,

€
(a—to) !

Hx=x"[] < ¢

> [|E(t,x)-f(t,x")|]| <

para todo t ¢ [to,a].

Como X, * X uniformemente em [to,a], temos que da

do § > 0, existe n, = n0(6) tal que para todo n 2 n,,

||xn(t)-x(t)[| < §, para todo t e [t_,al.

Podemos supor ainda que .xn(t) € Do’ para n 2 ng,
t e Lto,a].

Assim,

Iy ) (02 ) ()] =

t , _ t.
= ||J f(s,x_(s))ds - J f(s,x(s))dsH <
t noo

0] tO
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t
< J || £(s,x_(s)) - £(s,x(s))]|]|ds <
& n
o)
ra
< |1£(s,x_(s)) - £(s,x(s))]|]|ds <
dt n
o
ra e
< Je —TE:Ezj—ds < e, mpara n 2 n,.
0
Assim, Txn + Tx uniformemente em Eto,a], po:tanto

em A, e a conclusao segue.

Condicao (4i4):

Mostremos que as funcdes no conjunto imagem TF sdo e-
quicontinuas em todo ponto de I. Temos que,
t .
T, (x) (t) = Db + J f(s,x(s))ds.
4 t - N
o}
€ o operador integral associado a (1). Vemos que ,Tb(x) é solu

¢ao da equagao diferencial 2{(t) = f(t,k(t)) por b em t =t_.

o
Portanto, a sua derivada & continua em I.
vDado_ ty eI seja A= [to,tl+l].
Temos que, )
I EEsxEN) ] = 6l ] Ix(®)]]) 2 GlE,u(t)) < M,
pafa todo t ¢ A.
R
Portanto, ]|(Tb(x))(t)|| < M, para todo x(t) ¢ F, para

todo t ¢ A, donde segue a equicontinuidade em tl.
Mostremos que as fungoes no conjunto imagem TF sao 1li
mitadas em todo ponto de 1I.

Temos, para cada t ¢ I,
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t
o] | + Jt G(s,||x(s)]|])ds <
(o]

t
o] | + J G(s,p(s))ds = M(t),
t
o]

para todo x ¢ F,
Passemos agora ao sistema (2).

Condigao (4):

Sejam x, X, € F com X, T X uniformemente nos com-
pactos de I.

Sejam dados e >0, AcI, A compacto. Seja a>0,
‘tal que [to,a] > A.

Para 't ¢ [to,a], temos que x(t) estaré num combag
to Do do R". Como f(t,x) é uniformemente continua em

[to,a] X Do' dado ¢ > 0, existe § = 8(e) > 0, tal que se

X e x' pertencem a Do'

[ [x=x"|]

> | [£(t,x) AR —gjg:ggy:
para todo t « [to,a].

Como X, X uniformemente em [to,a], temos que da

do & > 0, existe n, = n_(8), tal que para todo n 2 n

||xn(t)-x(t)|! s &, para todo t e [t_,al.

ol

Podemos ainda supor que X (t) ¢ D_, para n2n_,
t e [to,a].

Desta maneira, temos:
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[Ty (x ) (£)-T, (x) () || =

IN

i

IA

(@]

TIA

a .
KJ |If(s,xn(s))-f(s,x(s))I[ds <

tO

€ (a=t_)

O -
K—Wa—_—_'{:—o—r— €, para n 2 no.

A

Assim, Txn + Tx uniformemente em

em A, e a conclusao seque.

Condicao (4id):

Temos que,

~1 t
T, () (8) = X)X e n + |

%o

é o operador integral associado a (2).

t
IIJ (X(t)X-l(S))(f(s,xn(s))-f(s,x(s))dsl] <

t .
[T @ s 11 1£6s,3, (s))-£ (s,x()) | s
t

[to,a], portanto

X(t)x-l(s)f(s,x(s))ds,

Tal operador, & solugao da seguinte equacgac diferencial:

2(t) = Alt)z(t) + £(t,x(t)).

De fato:

(1, (x)) () = XX (e )b + x(0xHE)£(E,x(8))

t

+»k(t)[f X-l(s)f(s,x(s))ds] =
t

o)

= A(OX ()X T (t )b + £(t,x(t))
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t
+ A(t)x(t)J X—l(s)f(s,x(s))ds =
tO
-1 t -1
= A (X (X T(e )b + J X(£)X T (s) £ (s,x(s))ds]
tO
+E(E,x(8) = AT, (X) (£) + £(t,x(t)).

Portan£o, a sua derivada € continua em 1I.

Dado tl e I, seja A = [to,tl+l].

Temos assim, como foi feito anteriormente, que

|1 (T, (x) (t) || <M, paratodo xe¢F, paratodo teA

e portanto temos a equicontinuidade em tl'

Mostremos agora, que as fungSes no conjunto imagem TF

sao limitadas em todo ponto de 1I.

Temos, para cada t ¢ I,

[, 0 (o) ] < [[x©x e []][b]]

t

+ J X% ) || 1£(s,x(s)) | |as <
t
O

t
< x||b|| + J KG(s,u(s))ds = M(t),
Yt
O .

para todo Xx ¢ F.

Finalmente, consideremos o sistema (3),

Condicao (4L):

Sejam x, X, € F com X, T X uniformemente nos com-

pactos de I.
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Sejam dados € >0 e A c I, A 'compacto. Seja a>0,
tal gque [to,a] 2 A.

Para t .« [to,a], temos que x(t) estara num compac-
to Do do R®. Como f(t,x) & uniformemente continua em

[to,a] x DO, dado ¢ > 0, existe & = &§(e) > 0, tal que se

X e x' pertencem a D,

€

Hx=xt[] = 6 = |£e 30262 || s iy -

para todo t ¢ [to,a].

Como X, > X uniformemente em [to,a], temos que
dado § > 0, existe n, = no(6) tal que para todo n ano;
Hxn(t)-x(t)H < §, para todo t ¢ [t ral. |

Assim,

|17y (%) (£)=Ty (x) (£) || =

. .
fl[ (X(£)X 1 (8)) (£(s,%_(s))-£(s,x(s)))ds || <

£

IA

. |
[ i[x(t)x_l(s)[fflf(s,xn(s))-f(s,x(s))lldS <

t
o)

IN

a
j Ke’G(t‘S)][f(s,xn(S))‘f(S:X(S))l‘ds <

t
(0]

IA

a .
J K[[£(s,x_(s))=£(s,x(s)) | [ds

to
a €

< Jt K-?TS:E—T—ds <€, para n 2 n.
o o

Portanto, - Txn + Tx uniformemente em [to,a], e en-

tao em A, seguindo a conclusao.
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Condigao (L4L):

Para mostrarmos que as fungoes no conjunto imagem TF
sao equicontinuas em todo ponto de I, procedemos da mesma ma
neira como para o sistema (2).

Mostremos entao que as fungoes no conjunto imagem TF

sdo limitadas em todo ponto de I. Para cada t ¢ I,

[Ty 0 (0) | < [1xe)x (e ) ]|
t -1 -0 (t-t )

+ J X)X “(s)|]|]|£(s,x(s))]||ds < Ke | 1b] |
t, A
t  —o(t-s)

+ J Ke G(s,u(s))ds = M(t), para todo x ¢ F,
t

Desta forma, temos que os operadores (4) e (5) satisfa

zem as hipbteses (i) e (ii) do Teorema de Schauder-Tychonoff.

Daremos agora condigoes suficientes para que Tb(F)<:F,

para cada um dos operadores Ty considerados acima.

Para o sistema (1).

Temos que:

. |
im0 15 Lol ]+ | [1gts,x0e)|lds <
£, |
t t
< ||| + J G(s,||x(s)|])ds < ||b]| + j G(s,u(s))ds
t

t
o o

Entao, para o operador integr;l associado a (1),

Tb(F) < F, se u satisfizer,

. t . -
(6) oIl + | stsutenas s wie), e,
R ,
(]
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e, esta desigualdade estarid satisfeita, se u satisfizer a de-

sigualdade diferencial

-

r' 2 G(t,r)

(7) ¢
r(t, ) 2 [ ,

.

onde, uma solugao de (7) significa uma fungao r(t) diferencia

vel, satisfazendo (7), onde G & continua.

Para o sistema (2).
Da mesma maneira como para o sistema (1), temos que

(F) <« F, se 1y satisfizer

\ t
(8) K||b|| + J KG(s,u(s))ds < u(t), t 2 t,
. A
o]

e, esta desigualdade estara satisfeita, se u satisfizer a de-
sigualdade diferencial

r
r' =2 KG(t,r)

n(¢ ) 2 k||b]]

o
Observamos que as desigualdades diferenciais (7) e (9),

podem ser combinadas em:

~

r! o2 KJG(t,r)
(10) 4 |
: |
r(zo) Z'Kzlgb|| '
.
onde K; =1 quando consideramos o sistema (1) e K, = K quan

do consideramos o sistema (2).
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Para o sitstema (3).

Analogamente aos casos anteriores, Tb(F) < F, se U

satisfizer:

-0 (t-t t _
(11) K||b]|e O'*'I Ke O (8°8) g (s, u(s))ds < p(t), t=t_.

o
t0

Afirmamos que u satisfaz (ll), se satisfizer a desi-
gualdade diferencial:
r~
r' 2 ~gr + KG(t,»r)

12

|
2"(1?0) 2 Kllb!l

(-

De fato:

r(t) + or(t) =2 KG(t,r(t)) <=—>

f(t)eOt + or(t)eOt > eOtKG(t,r(t)) (=>

==> (r(t)eOt)' 2 eOtKG(t,r(t)) (===>
ot t
«—> r(t)e’t > r(t)e + f e”®kG(s,r(s))ds —>
%
‘ ot t
—> r(£)e’t > k| |blle © + J e’SKG(s,r(s))ds <—>
o
-0(t-to) t ‘¥o(t-s)
<=—=> r(t) 2 K||b]]|e + J e KG(s,r(s))ds,
t
o)
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II.2. Sobre Existencia

Teornema 11.2.1:

Se f for continuaem I x D, onde I & um interva-
lo da reta e D ¢ R & um aberto, entdo, para todo (nyb)elxn,

existe pelo menos uma solugao de (1) passando por (to,xo).

Prova:

Sejam o e B nimeros positivos, tais que o retangu-

lo

{(t,x) : t eI, |]x—x01| < B} cIxD,

o

Q

™
"

onde I =1I(t) ={t: |t-to|'s a} < I.

seja M = sup {||£(t,x)||, (t,x) ¢ Ria,B)}.

Escolhamos o, B, tais que 0 < a'sa, O < B<B
e tais que Ma < B.
Seja

F =F(,B) = {¢ ¢ c<IE,R_n), o(t) =%, |‘]¢(t)-xo!|5'6°,' te IE}

Definamos T¢ pela relagao

t
To(t) = X + J f(s,¢(s))ds, t e I_, ¢ ¢ F.

to o

Encontrar uma solugao de (1) por (t,,x ) & encontrar
um ponto fixo de T.

Mostremos primeiramente que T(F) < F, Temos que:
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To ¢ C(I,,RY), T((t)) =x e

REXIOEENY

A

t
[, Nz oenlas <
o

< MIt-tol < Mo < B,

para todo t e I .
‘ o

Mostremos que -as fungoes no conjunto imagem TF sdo e

quicontinuas e limitadas em todo ponto de I .
o
Temos gque,
— ‘ t : —
me (610 ® || < |[_[12(s,0000) | las] = m]e-E],

para todo t, t o« I_, e portanto, as fungoes no conjunto ima

u .
gem TF sao equicontinuas em todo ponto de I_.
o
Também, ||Té(t)|] < ||xOH + M[t—tol, para todo teI ,

a
e portanto, as fungOes no conjunto imagem TF sdo limitadas em

todo ponto de I_.

Mostremgs gque T € continuo no seguinte sentido: "se
¢ e F, (n=1, 2, ...) e ¢n + ¢ uniformemente em I _, en
tao T¢, > T¢ uniformemente em I, i

o

De fato: f & uniformemente continua em R{(a,B)}, e

portanto dado e > 0, existe § » 0, tal que, se

llxl-x2|l < §, entao, ||f(t,xl)-f(t,x2)|| < %%,

para todo t e I_.-
o

Como ¢n + ¢ uniformemente em I _, dado § > 0 existe W;mow)

tal que para todo n 2 n

ol

o
||¢n(t)-¢(t)|| < §, para todo tel_.
: . o
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3

Desta forma, temos que {|f(t;¢n(t))-f(t,¢(t))|l < %%, para
todo n 2z n_.
o
Agora,
t
| [Te, (£)=T¢ (t) || S‘{J l{f(s,¢n(s))-f(s,¢(s))Ildsl <
t
< —é—!t-tcl < ——g—-&' = g,

e, portanto, T¢n + T¢ uniformemente em I .
o

Desta maneira, o operador T satisfaz as hipoOteses do
Teorema de Schauder-Tychonoff, e, portanto, T tem um ponto
fixo. Assim, temos uma solugao de (1) por (to,xo). 0 Teorema

esta provado.

Consideraremos agora o sistema (1) e D =R .

Teorema 11.2.2:

Se a equagao ¢t = G(t,r) possui a propriedade que pa-
ra qualquer ro > 0, existe uma solugéo definida em [to,w)
passando por r, - em t = td > 0, entao para um vetor arbitra-

rio b ¢ R", existe uma solugcao de (1) definida em [to,w) gue

passa por b em t = to.

Prova:

Seja b ¢ R” e seja pl(t) uma.solugéo de ¥ = G(t,r)
com  u(t,) 2 ||b|| definida em [to,ﬁ).

Entao, | ul({t) satisfaz (7), e, poftanto} o operador
T, associado a (1) & tal que Tb(F) c F.

Assim, pelo Teorema de Schauder-Tychonoff, temos que

Tb tem um ponto fixo em F, e, portanto, existe uma solucao de

(1) definida em [to,w), passando por b em t =t ,
o
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Cornolardio 11.2.1:

Suponhamos que ||f(t,x) || < M(t)L(!!x]]), t 2 0, xeR",
onde M e L sao continuas por partes positivas, e L & n3o decrescente.
Se ‘j ~Ef%7—ds = o, ro»> 0, entao, para todo b ¢ Rn, exis-

r
O .
te uma solugao de (1) por b em t =0, definida em [0,x).

Prova:

Consideremos a equagao

r = M(E)L(r), r(0) = r,

Esta equagao tem solucgao implicita dada por

Yo

r 1 t
J —ETET_dS = j M(s)ds
(o]

Seja Y (r)

oo
———-.—ds.
L(s)
r
o)
Tal funcao € estritamente crescente e sua imagem € [0,»). Assim,
a funcao inversa wwl ~existe e esta definida em [0,x).

Portanto, a solugdo da equagao &

-1 -1,(t
r(t) =9 “(@(x(t))) =9 (J M(s)ds)
o
que estd definida em [0,x).

O resultado segque agora do Teorema (II.2.2.).

II.3. Sobre Limitagao

N&és consideraremos aqui as equagbes (1) ou (2) e assumi

n
remos que D =R,
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Teorema 11,.3.1:

Se a equagao t = KlG(t,r) possui a propriedadexque pa
ra qualquer ry 0, existe uma solugaoc definida e limitada em
[t ,»), passando por r, em t ='to,‘ entao para todo b ¢ RY,
existe uma solugdo limitada de (1) ou (2) definida em [t ,») e

que passa por b em ¢t = to'

Prova:

Seja b ¢ R" e seja pu(t) uma solugao limitada de

t = K,G(t,r) com uity) 2 Kl!!bg! definida em [t ,=).

Temos que u(t) satisfaz (10), e, portanto, o opera-

dor Tb associado a (1) ou (2), & tal que Tb(F) c F.

Entao, pelo Teorema de Schauder-Tychonoff, Tb “tem um

ponto fixo em F, portanto, existe uma solugao limitada de (1)
ou (2) definida em [tO,W) e passando por b em t ='to.

Corolanio 11.3.1:

Suponhamos que | |f(t,x)|]| < M(£)L(|[x]]), t=20, x e RY,
onde M e L sao continuas por partes, positivas, e L & nao
[o0] . o0
decrescente. Se J —Eféy—ds =@, I > 0 e J‘M(s)ds < », en-
r .o
o ; ~
tao, para todo b ¢ R" existe uma solucgao limitada de (1) ou

(2) definida em [0,~) e passando por b em t =0,

Prova:

Pelo Corolario (II.2.l.), temos que para todo r,>0 e
existe uma solugao de ¢t = M(t)L(r) definida em [0,®) e pas
sando por r_ em t =0. Tal solugao & dada por

_l t
r(t) =9 (J M(s)ds), t e [0,x).
- o)
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[¢ 0]
Como J M(s)ds < =, temos que r(t) & limitada, e o
o)

Corolario estd provado.

Consideraremos agora o sistema (3) e D = R™.

Teorema 11.3.2:

Se G for tal qgue para toda condicao inicial ryr €-
xiste uma solugao da desigualdade ¢t 2 -or + KG(t,r) passando
por r_  em t = tO que & ultimamente limitada, entao, para to
do b e Rn, existe uma solugao de (3), passando por b em

t =t que € ultimamente limitada.

Prova:

Seja b ¢ R" e seja u(t) uma solugdo ultimamente 1i
mitada da desiqualdade ¢t 2 -or + KG(t,r), satisfazendo
ult,) 2 K||bl].

Dessa maneira, u(t) satisfaz (12) e, portanto, o ©
perador Ty associado a (3) & tal que Tb(F) c F.

Entao, pelo Teorema de Schauder-Tychonoff, tal opera-
dor tem um ponto fixo em F, isto &, existe uma solugao ultima

mente limitada de (3) passando por b em t = t.

Conolario 11.3.2:

Dado ¢ > 0, suponhamos que exista R = R(e) >0 tal
que ||f(t,x)|] <N, para ||x|] s R, t=0 e ||£t,x]|]|sel|lx]|]|,

para |]x|| z R, t = 0, Entd3o, todas as solugbes de (3) sao

ultimamente limi‘tadas,._
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Prova:
Seja
N , r < R
G(t,r) =
eEr , r > R
e seja b ¢ R,
Pelo Teorema (II.3.2.), se nds provarmos que para €

suficientemente pequeno, existe solugao ultimamente limitada pa
ra ¢ 2 -or+KG(t,r) passando por r, em t = to' onde

r, =z K|[|b[|, teremos provado o Corolério.

Seja € > 0 tal que € < % e B; 0 < B < 1.

B(eK-o)t | NK

Seja u(t) = K||b]le 5

Pela nossa escolha de €, uit) » %?, quando t + =,

e, portanto, u € ultimamente limitada. Claramente, u(to)zKHb

Portanto, resta-nos mostrar que yu satisfaz a desigualdade di-

ferencial
N ' U(t) < R
g(t) 2 -op(t) + K
eu(t) , wu(t) 2R
Mas,
i(t) = B(ecK-0)K||b||eP (EK-0)E

f(t)+ou(t) = B(eK-o)K||b||e3(€K‘°)t

+ o (x| || |B(eR-0)E , NK,
g

= k| |b]|eBF*" N Erger + 5(2-8)7 + NK
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Portanto,
(13) i(t)+ou(t) = k| |b||eB (EX"O)traex & 5(1-8)1 + NK

Agora, pela nossa escolha de B, temos que
pu(t) + op(t) =2 NK

e, portanto, uma parte da desigualdade ja esta satisfeita.
Agora,

2
Ku(t) = K2||p||eP (EK-0)E =

Logo, devemos provar que

Nk’

o Y

B(eK-0)t

i) 2 —ou(t) + e(X?||b|]e ) + e

ou seja,

f(e) 2 —ou(e) + K| [b||eP (K" E(ex) + Syg

Comparando esta expressao com (13) vemos que esta desi-

gualdade estara satisfeita se

(a) PBeK + o(1-B) 2 €K
(14)
(b) NK 2 %?NK

De (14 a), oc(1-B) 2 eK(1l-B) <==> ¢ < %.

De (14 b), €K g g <===> g < %.
Como tomamos 0 < e < %, temos satisfeitas as hipote-

ses do Teorema (II.3.2.) e o Corolario esta provado.
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Consideremos a equagao
4 = -au + b(t)u
onde b(t) & continua, nao negativa para t 2 0, a > 0.

Consideremos também a condigao

1 t+v
(15) lim sup VJ b(s)ds < «a.
(t,v)+>(»,=) t

Cornolanio 11.3.3:

Consideremos o sistema (3) com £(t,x) = h(t,x)+g(t,x),

onde:
(1) ||h(t,x) || < b(t)]|x|], xeD, t=20,
onde b(t) satisfaz a condigdo (15) com 0 < a < %;

(ii) |lg(t,x) || < c(t), t =20, x e D,

t+1 : _
onde J c(s)ds é limitada em [0,),
t ' :
Entao, para todo b ¢ R", existe uma solugao de (3)

passando por b em ¢t = to que é ultimamente limitada, isto
€, existe uma constante positiva L tal que dado 6 > 0, exis-
te T =T(§), tal que se ||b]| <= & entao ||x(t,to,b)|| < L,
para todo t 2 t + T(§) e onde x(t,t ,b) & a solugao de (3)
passando por b em t = to.
Prova:

Temos que,

e, 1] < [Inte,x) [ [+]1gtt,x) [| < ble)|[x]| + c(t).



Portanto,
|J£(t,x)|] < G(t,|]x]||]), onde G(t,r) =Db(t)r + c(t).

Pelo Teorema (II.3.2.) basta provarmos que a equagao
t = -or + KG(t,r) possui uma solugao ultimamente limitada pas-

sando por r, em t =+t , para todo ry > 0.

Consideremos entao, a equagéo diferencial escalar,

b = -or + Kb(t)r + Ke(t), r(t)) =r,.
Por hipotese, b(t) satisfaz (15) com 0 < a < %.
Logo,
t+v
lim sup ;J Kb(s)ds < Ka < ¢
tro t
V0o

Assim, pelo Lema (I.3.l.) podemos afirmar que a solu-
gao v = 0 da equagao V = -ov + Kb(t)v & uniformemente assin
toticamente estavel. Como esta equagao € linear, entao v =0 &

exponencialmente estavel conforme o Lema (I.3.4.).

Indiquemos com Vv(t,s) a solu¢50 da equagao

v = -ov + Kb(t)v tal que v(s,s) = 1.

Como v =0 €& exponencialmente estével, existem cons-
tantes o >0 e R >0, tais que para todo s 2 0, a solu-

cao v(t,s) da equagao mencionada satisfaz:

|v(t,s)]| < Re P (t-s)

1

para todo t 2 s 2 0,
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Agora, de acordo com a férmula da variagao das constan

tes, a solugao r(t,to,ro) da equagao
r = -or + Kb(t)r + Kc(t)

€ dada por:

t A
r(t,to,ro) = v(t,to)ro + Jt v(t,s)Kc(s)ds, t 2 to
o
ou
t
r(t,t ,ry) = v(t,to)ro + Kjt v(t,slc(s)ds, t =z t
A o ‘
Segue entao que:
-p(t-t ) t
lr(t,t_,r )| < Re °lr | + KJ re~P(t s)'c(s)ds,
o'"o o ¢
o
t > t..
o
Por hipdotese, c(t) & uma fungcao escalar, continua e
t+1
positiva, com J c(s)ds limitada em (0,»). Portanto, do
t

Lema (I.2.4.), existe um A = A(p) > 0, tal que para to 2 0,
temos,

t
e th Aepsc(s)ds < A, para todo t =2 t

o

o)
ou,

t o(t-s) | |
J e P c(s)ds < A, para todo t 2 to.

t
0

Assim,

-p(t-t_)

o)
]r(t,tQ,ro)l < Re lrol + KRR, t > t_.
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Portanto, dado § > 0, se |lr | < 8, entao,

-p(t-to)

]r(t,to,ro)] < Re § + KRA, t > t_,

Tomemos agora T = T(8) > 0 tal que Re PTs <1 e se

ja L =1 + KRA.

-ohrqo)

Assimpara t 2 t_+ T, temos que Re § < Re PTo<1

o)
e, portanto,

Ir(t,to,ro)| <1+ KRA =1L, para todo t 2t  + T.

O resultado segue agora do Teorema (II.3.2.).

IT.4. Sobre a Estabilidade de um Ponto Critico

Suponhamos que (1) ou (2) possui um ponto critico na o-
rigem, isto &, £(t,0) =0, t 2 0, e nos desejamos examinar a

estabilidade deste ponto critico.

Aqui, D = {x ¢ R", ||x|] <n}, n>o0.

Teorema 11.4.1:

Se a equagao t = KlG(t,r) possui um ponto critico es
tavel na origem, entao (1) ou (2) possui um ponto critico esta-

vel na origem.

Prova:

.Dado € > 0, seja ¢ >0, tal que se 0 < r_ < K,§ en
tao toda solugao de ¢ = KlG(t,r) que passa por r, em t=t
€ limitada pelo minimo {e¢,n}, t 2 0.

Seja b ¢ R", ||b|| < &, e seja u(t) uma solugdo de

r = KlG(t,r), com u(to) = K16.
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Assim, o operador TQ.Iassociado a (1) ou (2) & tal
que Tb(F) < F, e portanto, pelo Teorema de Schauder-Tychonoff,
Tb possui um ponto fixo em F,  isto é, existe solugao x(t)
de (1) ou (2) passando por b em t =t , limitada pelo mini

mo {Ern}-

Conolarnio 11.4.1:

seja ||£(t,x)|] s M(&)L(]|x|]), = o0, [Ix]]| < n,

onde M e L sao continuas, e para r >0, L é positiva e

r
= - _ 1 _
nao~-decrescente. Se L(0) =0, e :Jf%+ Jr _fTET_ds = » para
o o

@
r suficientemente pequeno e positivo e J M(s)ds < =, entao
o

-

(1) ou (2) possui um ponto critico estavel na origem.

Va

Prova:

Pelo Teorema (II.4.l.) temos que se a equagao

Tt = KlM(t)L(r)

possui um ponto critico estadvel na origem, o resultado segue.
A solugao de t = KlM(t)L(rﬁ, r(0) = ry € dada impli

r t
citamente por J '—Ef%T—ds = J K,M(s)ds.
r o

o}

. - ] 1 '
Agora, por hlpotese llny+ J —fTET—dS =, e por-

ro+0 r,
tanto, dado K > 0, existe § = §(K) tal que se 0 < r, < H
r l ' P00
entao J ITs) s > K. Tomemos K = j KlM(s)ds < ®,
r o
o

Entao, existe &§ > 0, tal que se r_ < §, entao

o

r ' ©
1
fr —rm——ds > J Kle(‘Sv)Cslb_S. :

o (¢)
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Logo,

r 1 t -
J (s s > J KlM(s)@s, para todo r > 0,

r, o
para todo t 2 0 e IrO[ < 6.
S |
Seja P(r) = ———ds.
r L(s)
o

Como L & positiva ent3o ¢ & crescente, e sua inver

sa w_l também & crescente.
Logo, r = v (o()) = xb'l(Jr TaTds) = w‘l(rx M(s)s)
: . L(s o1 .

Dado ¢ > 0, temos que,

e ot
J ——F——ds > J KIM(s)ds, t 20

s L(s) °
Assinm,
_ -1 (8 1 -1 (®
£ = (p ( _I-J—(-S—)—dS) > \p ( KlM(S)dS) =r
r o
(o}

Portanto, «r(t) < ¢, t 2 0.

II.5. Sobre a Estabilidade Assintotica de um Ponto Critico

Consideraremos (3) e assumiremos que (3) possui um pon

to critico na origem, isto &, f£f(t,0) = 0.

IA
8

Aqui, D = {x ¢ R®, ||x]] < n}, 0 <n

Teornema 11.5.1:

Se a desigualdade r 2 -or + KG(t,r) possui um pon-

to critico assintoticamente estavel na origem, entao (3) possui

um ponto critico assintoticamente estavel na origem.



47

Prova:

A origem & um ponto-de equilibrio assintoticamente es
tavel de > -or + KG(t,r). Entao, existe § > 0, tal que
se 0 <r < K§, toda solucao da desigualdade diferencial aci

ma que passa por r_ em t = 0, tende a zero quando t =+ =, e

é limitada por n., para todo t = 0.

Seja b e R®, ||b|| <6 e seja p(t) uma solu-
cao da desigualdade considerada com u(0) = K§. Nessas condi
¢oes, o operador Tb associado a (3) & tal que Tb(F) cF, e
portanto, pelo Teorema de Schauder-Tychonoff, Tb tem um pon-
to fixo em F, isto &, existe solugao x(t) de (3) passando
por b em t=0, com ||x(t)|| < u(t), t=0. Como u(t)=+0
quando t » », vem que x(t) + 0 gquando t -+ =,

Assim, (3) possui um ponto de equilibrio assintotica-

mente estavel na origem.

Conolario 11.5.1:

Suponhamos que para qualquer' o > 0, exista § >0
tal que ||£(t,x) || < e [|x]], t=20, [[|x]] <S8.
Entao em (3) a origem & um ponto de equilibrio assinto

ticamente estavel.

Prova:

Seque como coroldrio imediato do teorema acima.

Corolanio 11.5.2:

Suponhamos que para qualquer éo > 0, exista T(eo)

tal que
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( b 1+
kllx[| + €] [T,

[ 1E£(t,x)]] < 4
Pl x| 1?8,

eol IxI1 + ¢

para ||x|| < n, onde k, b=20, a>0, e < %.

Entao, em (3) a origem é assintoticamente estavel.

Prova:

, existe solugao u(t)

o
=la

Vamos mostrar gque para € <

da desigqualdade diferencial

kr + tbrl+a ' 0

A
ot
IA
|

r = -or + K

Eor + tbrl+a,

ot
v
H

onde Tl 2 T(eo) com pu(t) limitada por n ‘e tendendo a ze-
ro quando t » «,

Para 0 <r <1, 0 <t < Tl’ temos que

-0r + K(kr+tbrl+a) < -or + Kkr + KT?r =

= (-0 + Kk + KT?)r = Ccr

Entao, nos podemos achar uma solugao para a desigualda

de sobre [O,Tl] para qualquer T,, com um limitante arbitra-
riamente pequeno sobre [O,Tl] simplesmente escolhendo u(0)

suficientemente pequeno. Entao, ndos podemos assumir p(t) < n

sobre [O,Tll.

Seja U, = u(Tl).

Precisamos agora, definir u(t) para t 2 T,.
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Escolhamos B, tal que 0 < B < 1., Tamenos T1 2 T(eo)
B(EOK-G)(t—Tl) ,
e seja u(t) = Hoe

Pela nossa escolha de € p(t) - 0 quando t » =,

OI

Também Hg S N implica wu(t) < n, t 2 Tl’

Vamos mostrar que para T1 suficientemente grande e

Mo suficientemente pequeno, u(t) satisfaz a desigualdade'dir

ferencial,

b2 -or + ¢ Kr + ktPrit?, ¢ » T,.

Agora,
. _’ B(EOK-O)(téTl)
n(t)-(e K-o)uw(t) = (B-1) (e K-o)u e | =
= ap(t),
onde a = (B—l)(eoK—c) > 0 pela nossa escolha de B8 e €.

Assim, nds devemos mostrar que,

+
au(t) = Ktbu(t)l a,

ou, como u €& positiva,

o > KtPu(r)?

Mas,

aB(e K-0) (£-T,)
K2y (£) 2 = Ktbuge © 1" 2

. a--aB(eoK-o)Tl b aB(eoK-o)t
= uoe te

Agora, escolhamos T1 suficientemente grande, tal que
b aB(soK—o)t

t e <va, t=2 Tl e Ho suficientemente pequeno
-aB(eoK-c)Tl

tal que uzKe < /oo,
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Claramente, ambas as condigoes podem ser satisfeitas,

e o corolario estd provado.

II.6. Sobre a Estabilidade Uniforme de um Ponto Critico

Teorema 11.6.1:

Se a desigualdade t > KG(t,r) possui um ponto criti
co uniformemente estdvel na origem, entao toda solugao de (2)

limitada no futuro & uniformemente estavel.

Prova:

Mostremos primeiramente que é suficiente provar que a

solucao nula de (2) é uniformemente estavel.
De fato:

Seja  ¥(t) uma solugdo de (2), limitada no futuro.
Consideremos a seguinte mudanga de variaveis: w = x - Y(t). En

tao (2) torna-se:

w=2aA(t)w + F(t,w),

onde,
F(t,w) = £(t,wtP(t)) - £(t,P(t)),
pois,
G(t) = k(£)-P(t) = A(t)x(t);rf(t,x(t)) - A(E)P(E)=E (£, (t)) =

Alt)Ix(E)=v(t)] + £(t,w(E)+p (L)) = £(t,p(t)) =

= A(t)w(t) + F(t,w(t))

Temos que F(t,0) =0 e
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s G(t,|lwl])

[P(t,w) || = |[£(t,wt0(t)) = £(t,0(t))|] s
onde G(t,w) = G(t,w + ||p(t)|]) + G(t,|]|v(e)]]).
Assim, F satisfaz hipdOteses semelhantes ds de £. Va
esta

mos provar entao que a solugcao nula de (2) € uniformemente

vel.

Da hipdotese, temos que dados €>0 e to >0, existe

§ = 8(e) > 0 tal que se,

[rol < K§, entao Ir(t,to,ro)l < g,

para todo t 2 to.
Seja b ¢ R, ||b]| <6 e seja u(t) uma solucdo da
desigualdade diferencial t 2 KG(t,r), tal que u(to) = K§.

Assim, u(t) satisfaz (9), e o operador Tb associado

a (2) & tal que Tb(F) c F. Pelo Teorema de Schauder-Tychonoff,

T, tem um ponto fixo em F, isto &, existe solugao x(t) de
(2) passando por b em t = to’ satisfazendo
||x(t) || ¢ e, para todo t 2 to

e portanto, a solugao nula de (2) & uniformemente estavel.

Conolario 11.6.1:

Suponhamos que para todo H positivo, exista uma fun-

cao escalar continua hH(t) , 0<t<o, com J hH(t) < @ e

0
tal que ||£(t,x)]] < h,(t), para todo t =20, |[|x|] < H,
Entao, toda solugao de (2), limitada no futuro, & uni

formemente estavel.



Prova:

Como no teorema anterior, & suficiente provarmos que a
solugao nula de (2) & uniformemente estavel.
Como para todo H > 0, existe uma funcao escalar con-

[e o]
tinua hH(t), 0 £t < com J hH(t) < », temos que, dado
o

e > 0, existe o =co(e) >0, existe T = T(e) > 0, tais que,

(=]
> Ipol + K[ h_(s)ds < ¢

lugl <o
Portanto, se u(t) for solucao do problema
t = Kh_(t)
1
Lr(to) =r
temos que, [ro| < g==> |u(t)| < e, para todo t > T.

Pelo teorema da continuidade em relagao as condigOes iniciais, da
do o >0, existe 6 = 38(g) > 0 tal que se Irol < 8§, entao
lu(t)] < o, para todo t, < t < T. Portanto, lu(t)| < e, para
todo t 2 t_.

o

Conolarnio 11.6.2:

Suponhamos que | |f(t,x)|]| < h(t)||x|| com Jéhﬂﬂdt< ,
o

para todo t =z 0, X ¢ R".

Entdo o sistema (2) € uniformemente estavel, isto & to

das as solugoes sao uniformemente estaveis.
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Prova:

s

Mostremos que todas as solugoes x(t) de (2) sao limi

tadas.
Seja X(t) wuma matriz fundamental de x = A(t)x. Por

tanto, IIX(t)X-l(tO)II < K, 'para todo t = t_.

Se x(t) for solugao de (2) com x(0) = x_, entao,

-1/ t -1
x(t) = X(£)X ¢%0)xo + X(t)J X “(s)f(s,x(s))ds
o .

Logo,

x| < [x@x 0] ]]]x,]]

+ f X)X “(s) ||| [£(s,x(s)) |[ds <
o] .

. |
< K|[x0|| + KJ h(s)||x(s)|]|ds
o

Pela desigualdade de Gronwall, vem que:

t
| |x(t) || < Kllxollexp(KJ h(s))ds <
o

©

< Kleollexp(KJ h(s))ds =L, t 2 0,
(@]

Pelo teorema anterior, temos entao que todas as solu

coes de (2) sao uniformemente estaveis.

II.7. Sobre a Estabilidade Equiassintdtieca de um Ponto Critico

Teorema 11.7.1:

Se a desigualdade r 2 -or + KG(t,r) -possui um ponto

de equilibrio equiassintoticamente estidvel na origem, entao a
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equacao (3) possui um ponto de equilibrio equiassintoticamente

estavel na origem.

Prova:
De acordo com a hipdtese, temos que dados e > 0 e
t, 2 0, existe 6, = 85(t) e T = T(e,to) 2 0 tais que se

lro‘ < KGO, entao (r(t,to:rol < €,

> + "
para todo t 2 tO T(s,to)

Consideremos b ¢ R®, ||b|| < 6 e seja u(t) uma

0

solucao da desigualdade diferencial acima, com u(to) = KGO.

Assim, u(t) satisfaz (12) e o operador Tb associa
do a (3) € tal que Tb(F) c F. Portanto, pelo Teorema de
Schauder-Tychonoff, Tb tem um ponto fixo em F, isto &, e-
xiste solugao x(t) de (3) passando por b em t =t , satis
fazendo ||x(t)|] s ¢, para todo t 2 t, * Tle,t)), e assim,
(3) possui um ponto de eéuilibrio equiéssintoticamente estavel

na origem.

Cornolanio 11.7.1:
Consideremos o sistema (3), 'c':om f(t,x) = h(t,x)+g(t,x),

onde:

i) |Inte,x) || < b(t)|]|x|], xeD, t =20, onde b(t)

=»lQ

satisfaz a condigao (15) com 0 < a <

ii) Existem constantes positivas a, v, L de modo que

gte,x ]| < ot’]]x[ |13, x e D, 20,
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Nessas condigOes a solugao x = 0 de (3) & equiassin

toticamente estavel.

Prova:

Temos que,

[T, x) || < ||nte,x) || + [lg(t,x)]|] <

s b()||x]] + Lt’] x| 1@
Assim, |[f(t,x)|}| = G(t,||x]||), onde
G(t,r) = b(t)r + LtVIr[l+a.

De acordo com o teorema anterior, basta provarmos que

a equagao

l+a
| x|

£ = ~or + K[b(t)r + LtV 1,

ou,

[~ + Kb(t)Ir + RKLt¥|r|1*3

e
Il

’

possui um ponto de equilibrio equiassintoticamente estavel na o
rigem.

Seja ¥ = [~0 + Kb(t)lv, ou
(16) Vv = g(t)v onde g(t) = -0 + Kb(t)

Como por hipdotese b(t) satisfaz (15), temos pelos Le-
mas (I.3.1.) e (I.3.4.), que a solugao v = 0 de (16) & expo-

nencialmente estavel. Pelo Lema (I.3.2.), seque que a solugdo

l1+a .

r=0 de # =g(t)r + KLt"|r| € equiassintoticamente estd

Assim, o resultado segue do teorema anterior.
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II.8. Sobre a Estabilidade Assintotica Uniforme de um Ponto Critico

Teorema 11.8.1:

Se a desigualdade t 2 -or + KG(t,r) possui um ponto
de equilibrio uniformemente assintoticamente estadvel na origem,
entao a equagao (3) possui um ponto de equilibrio uniformemente

assintoticamente estavel na origem.

Prova:

De acordo com a hipétese, temos que existe Go >0, e

dados e>0 e t_ =0, existe T T(e) 2 0 tal que se

IA

=

O
-

kN

o entao lr(t,to,ro)l < g,

para todo T 2 t_+ T(e)

m
2
o
1A
(o]

Seja b o' © seja u(t) uma solugao
da desigualdade 1t 2 -or + KG(t,r), tal que u(to) = K6o.

Assim, p(t) satisfaz (12) e portanto, o operador Ty,
associado a (3) & tal que T, (F) < F. Portanto, pelo Teorema
de Schauder-Tychonoff, Tb tem um ponto fixo em F, istb é, e-
xiste solugao x(t) de (3) passando por b em t = to satis
fazendo ||x(t)|| < e, para todo T 2 t_ -+ T(e)

Assim, (3) possui um ponto de equilibrio uniformemente

assintoticamente estavel na origem.

Teorema 11.8.2:

Consideremos o sistema (3) com f£f(t,x) =h(t,x)+g(t,x), on
de

1) |ln(t,x)|}] < b(t), xeD, t=20, b(t) & continua,
. t+l
nao negativa para 0 < t<= e I b(s)ds ~ 0, para t-=+c,.
. . t
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ii) g, x) || < vi|xll, xeD, t=20, e Yy suficiente

mente pequeno.
iii) h(t,0) = 0, para todo t 2 0.

Nessas condigdes, a solugao x =0 de (3) & |unifor

memente assintoticamente estavel.

Prova:

Temos que,
e, |} < [Ihe,x) [[ + [lglt,x)]] < blt) + v]]x]]

Assim, |[[£(t,x)|]| < G(t,||x]]) onde G(t,r) =Db(t) + yr.

-/
Portanto, a equagao escalar fica,

li

b -or + K[b(t) + yrl,

ou,

- (o=Ky)r + Kb(t).

He
I

Escolhemos Yy tal que L =0 - Ky > 0.

Pela Formula da Variagao das constantes, temos que,

-L(t-t_) t
r(t,t_,r.) =e °r J e L(t s)Kb(s)ds,
o'"o o N
o
para todo t 2 to.
Pela hipdtese sobre . b(s), pddemos usar o Lema
t
(I.2.3.), e portanto, e Ltj eLSKb(s) + 0, quando t + =,
T ~L(t-t,)
Como L > 0, existe T tal que e < 1, para

todo t 2 tO + T,

Portanto, existe 50 >0 tal que dados ¢ > 0 e toZO,
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A

Iz,

o RS —> lr(t,to,ro)| <e, tzt +T.

Analogo ao que foi feito no Teorema anterior, chegamos
que existe solugao x(t) de (3) passando por b em t = to
com ||b|] = §,r tal que |[[x(t)|| s e, para todo t 2t + T.

A prova esta completa.

II.9. Sobre a Estabilidade Exponencial de um Ponto Critico

Teorema 11.9.1:

Se a desigualdade t 2 -or + KG(t,r), possui um pon-
to de equilibrio exponencialmente estavel na origem, entao (3)
possui um ponto de equilibrio exponencialmente estavel na ori-

gem.

Prova:

De acordo com a hipOtese, temos que existem constantes

positivas ¢, R e A tais que se

) A (t-t )
lr,| < K§, entdao |r(t,t_,r )| < Re r b2t 20
Consideremos b ¢ RY, |[|b|] < & e seja. u(t) uma so
lucdo da desigualdade £ 2> -or + KG(t,r), com u(to) = K¢,
Assim, u(t) satisfaz (12), e portanto, o operador

Ty associado a (3) €& tal que Tb(F) c F, isto &, T tem um

ponto fixo em F. Desta maneira, existe solugcdao x(t) de (3)

v -x(t-t )
passando por b em t = t_, satisfazendo | [x(t) ]| <Re °,

Assim, (3) possui um ponto de equilibrio exponencial-

mente estavel na origem,
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Conolarnio 11.9.1:

Suponhamos que ||f(t,x)|| < b(t)||x}], xeD, t 20,

onde b(t) satisfaz (15) com 0 < a < %.

Entao a solugao x = 0 de (3) é exponencialmente esta

vel.

Prova:

Temos por hipdtese que ||£(t,x)]|] = G(t,||x||), onde
G(t,r) =Db(t)r.

Pelo Teorema anterior, basta provarmos que a solugao
r = 0 da equagao escalar t = -or + Kb(t)r & eX§onencialménte‘
estavel.

Mas, por hipotese, b(t) satisfaz (15) com 0 < o <,%
e portanto, pelo Lema (I.3.1.), a solugao r =0 de tall equa-

cao & uniformemente assintoticamente estavel, seguindo entao

exponencialmente estavel pelo Lema (I.3.4.).

()]

que
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