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Resumo

Neste trabalho apresentamos uma descricao geométrica do grupo de trancas no disco
B(n) e sua apresentacao em termos de geradores e relatores no famoso teorema da apre-
sentacao de Artin. Mostraremos também que o grupo de trangas puras PB(n), grupo que
possui a permutagao trivial das cordas, é bi-ordenavel, ou seja, exibiremos uma ordenagao
para PB(n) que serd invariante pela multiplicacdo em ambos os lados. Esse processo
¢ dado a partir da combinagao da técnica de pentear Artin e a expansao Magnus para

grupos livres.

Palavras-chave: grupos livres, grupo de trancas Artin, grupo de trancas puras,

ordenacgao bi-invariante, expansao Magnus.
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Abstract

In this work, we present a geometric description of the braids groups of the disk
B(n) and its presentation in terms of generators and relations in the famous theorem
of Artin’s presentation. We also show that groups of pure braids, denoted by PB(n),
groups that have the trivial permutation of the strings, are bi-orderable, that is, we will
present the explicit construction of a strict total ordering of pure braids PB(n) which is
invariant under multiplying on both sides. This process is given from the combination of

the techniques of combing Artin and Magnus expansion to free groups.

Keywords: free groups, braids of Artin group, group of pure braids, ordering

bi-invariant, expansion Magnus.
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Introducao

Poucas areas de pesquisa em matematica podem tracar suas origens tao precisamente
quanto a teoria de trangas, que teve seu marco em 1925, quando Emil Artin publicou seu
artigo “Theorie der Zopfe” [1]. O termo grupo de trangas foi usado pela primeira vez por
Artin, embora provavelmente estes grupos tenham sido considerados por Adolf Hurwitz
em 1891 [24], como na terminologia moderna seriam chamados grupos fundamentais de
espagos de configuragoes de n pontos no plano complezo. Magnus, em 1934 [31], considerou
o mesmo grupo do ponto de vista das chamadas mapping classes. Markoff [33] apresentou
uma abordagem completamente algébrica. Todos estes pontos de vista ja eram conhecidos
para definir o mesmo grupo naqueles tempos (veja [42]).

A nogao explicita de trangas foi introduzida por Emil Artin na década de 1920 com o
intuito de formalizar objetos topoldgicos que modelam o entrelacamento de vérias cordas
no 3-espaco Euclidiano. Artin mostrou que trancas com um numero n fixo de cordas
formam um grupo, chamado Grupo de Trancas Artin, denotado por B(n). Desde en-
tao, varios resultados importantes tém sido provados, como por exemplo, o Teorema da
Apresentagao de Artin, que diz respeito a apresentagao de B(n) em termos de geradores
e relatores e o Teorema da Representacao deste grupo como um subgrupo do grupo dos
automorfismos de grupos livres em n geradores.

Uma das descobertas recentes mais fundamentais sobre os grupos de trangas Artin
B(n), é que eles sao ordenaveis a esquerda (vide [10] e [I8]). Um grupo é ordendvel a
esquerda (respectivamente, a direita), se existe uma ordem total estrita de seus elementos
que é invariante pela multiplicagao a esquerda (respectivamente a direita). Um grupo que
possui uma ordenacao total estrita de seus elementos, que é invariante pela multiplicacao
a direita e a esquerda, é chamado bi-ordenado. O principal objetivo deste trabalho é
mostrar que o subgrupo das trangas puras, PB(n), trancas com permutagao trivial das

cordas, é bi-ordendvel, ou seja, exibiremos uma ordenacgao total estrita para PB(n), que
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serd invariante pela multiplicacao de ambos os lados. A chave para provar este resultado é
que grupos livres sdo bi-ordendveis e PB(n) é um produto semidireto de grupos livres. A
ordenacao sera definida usando uma combinacao da técnica de pentear trancas de Artin

e a expansao Magnus para grupos livres.
Este trabalho esté organizado como segue.

Grupos livres desempenham um papel fundamental na teoria combinatéria de grupos.
E suficiente dizer que qualquer grupo ¢ um grupo fator de um grupo livre apropriado
(vide Corolario [1.2.43). No Capitulo , estabelecemos a existéncia de grupos livres com
uma base arbitraria. Abordamos também o conceito de produto livre de grupos, que
¢ fundamental no estudo da decomposicao de grupos. Os resultados principais deste

capitulo, assim como suas demonstragoes, estao contidos na referéncia [6].

O principal objetivo do Capitulo [2| é fornecer uma base tedrica para os dois capitulos
posteriores. Neste capitulo, estudamos as apresentacoes para produtos diretos, semidiretos
e extensoes de grupos. Os resultados principais deste capitulo estao contidos na referéncia
[25].

O Capitulo [3] contém resultados bésicos sobre grupos de trangas e espagos relaciona-
dos. O nosso principal objetivo é dar uma descricao geométrica do grupo de trancas no
disco e identificd-lo com o grupo fundamental do espaco de configuracoes de R?, C,(R?).
Apresentamos a definicao de uma tranga geométrica como sendo um sistema de n cordas
entre dois planos paralelos no 3-espago Euclidiano, sendo esta a definicao original dada
por Artin em [2]. Também consideramos a defini¢ao equivalente de uma tranga, sugerida
por Fox em 1962 [19], como sendo um lago no espago de configuragoes de um conjunto de
n pontos no plano Euclidiano. Mostraremos que o conjunto das classes de equivaléncia de
todas as trancas geométricas sobre n cordas determina um grupo, que denotaremos por
B(n), chamado o grupo de trancas de Artin sobre n cordas ou grupo de trangas no disco.
Além disso, introduziremos uma apresentacao deste grupo em termos de geradores e rela-
tores no famoso Teorema da Apresentacao de Artin. As principais referéncias utilizadas
neste capitulo sao [3], [20], [26], e [37].

No Capitulo , definimos uma ordem total para PB(n), o grupo das trancas puras
sobre n cordas, a qual sera invariante sob a multiplicacao de ambos os lados. A ordena-
¢ao para PB(n) serd definida usando-se uma combinagao da técnica de pentear trangas
devida a Artin e a expansao Magnus para Grupos Livres. Veremos que grupos livres
sao bi-ordenaveis e que PB(n) é um produto semidireto de grupos livres. As principais

referéncias deste capitulo sao [12] e [28].
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Para finalizar, aproveitando essa introducao, as referéncias das figuras dos Capitulos
e ] foram baseadas em [12] e [20], respectivamente. Todas as imagens foram construidas

pela autora deste trabalho, no KTEX usando simultaneamente o pacote “Braids” e o pacote

“TikZ".
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Capitulo

1

Teoria Combinatéria de Grupos

Grupos livres desempenham um papel fundamental na teoria combinatéria de grupos.
E suficiente dizer que qualquer grupo é um grupo fator de um grupo livre apropriado
(vide Coroldrio [1.2.43). Neste capitulo, vamos estabelecer a existéncia de grupos livres
com uma base arbitraria. Abordaremos também o conceito de produto livre de grupos,
que é fundamental no estudo da decomposigao de grupos. Os resultados principais deste

capitulo, assim como suas demonstragoes, estao contidos na referéncia [0].

1.1 Grupos Livres

Defini¢ao 1.1.1. [6, Definition 1] Sejam X um conjunto, G um grupo ei : X — G
uma fungao. O par (G,i) € chamado livre sobre X se, para qualquer grupo H e para
qualquer funcao f : X — H, existe um unico homomorfismo ¢ : G — H tal que f = poi,

ou seja, o sequinte diagrama € comutativo.

Ny (1.1.1)

X
G

Observacao 1.1.2. Essa propriedade também é conhecida como Propriedade Univer-

sal para Grupos Livres.
Exemplo 1.1.3. O grupo trivial G = {1} ¢é livre sobre o conjunto X = .

Exemplo 1.1.4. O grupo aditivo dos inteiros Z € livre sobre o conjunto contendo um

unico elemento X = {x}, onde a aplicagio i : {x} — Z € definida por i(x) = 1. De fato,
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dados um grupo H e uma funcao f : {x} — H, seja f(x) = a, para algum a € H. Defina
¢ :Z — H por p(n) = [f(z)]" = a™. Entao, ¢ é um homomorfismo de grupos, pois dados

m,n € 7, temos:

plm +n) = [f@)]™" = a™ = ™o

Observemos ainda que

(poi)(x) = ¢(i(x)) = (1) = a = f(x). (1.1.2)

Assim, se existir um outro homomorfismo ¢’ : 7 — H satisfazendo , entao:

P'(1) = (¢’ ei)(z) = f(z) = a = (poi)(z) = p(1).

Portanto, (1) = ¢'(1) = a e desde que 1 € o gerador de Z, concluimos que ¢ = ¢' sobre

Z e seque a unicidade de .

Observacao 1.1.5. Se (G, i) for livre sobre X e se ¢ : G — H for um isomorfismo,
entao (H, 1 o1i) também serd livre sobre X. De fato, dados um grupo H' qualquer e uma
fungao f': X — H', devemos mostrar que existe um unico homomorfismo ¢’ : H — H’
tal que ¢'o(Yoi) = f'. Como (G,1) € livre sobre X, para a funcao f': X — H', existe um
inico homomorfismo ¢ : G — H' tal que poi = f'. Defina ¢’ : H — H' por ¢’ = porp~t.

x-Lo

7

E1%)

/

¥
H

i
|

(i) A fungao ¢’ € um homomorfismo de grupos, pois é composi¢ao de homomorfismos.

(ii) ¢ = pop~! satisfaz ' o (Y oi) = f.
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De fato,

@ o(hoi)=(pot™")o(Yoi)

=po(ploy)oi=poi=f.
;_\/__J
Idg

(iii) Suponhamos que exista um homomorfismo ¢" : H — H' tal que ¢" o (Y o1) = f.

Mostraremos que ¢" = ¢'. Seja 0 : G — H' dada pela composicio 0 = " o).

X—H

(3
H

V7
|

Assim,

Qoiz(QOIIOQ/J)O’L'ZQONO(@DOZ')ZJU.

Como ¢ : G — H' é o inico homomorfismo que satisfaz poi = f', temos que 6 = .
Mas entdo, ©" o1 = 0 = @, o que implica " = oy~ = ¢’ e seque a unicidade de

/

@Y.

A Proposicao [1.1.6] é a reciproca da Observacao [I.1.5] e mostra que os grupos livres

sobre um determinado conjunto sao unicos, a menos de isomorfismo.

Proposicao 1.1.6. [6, Proposition 1] Sejam (Gi,i1) e (Ga,ia) livres sobre X. Entao,

existe um isomorfismo ¢ : Gi — Gy tal que p o iy = is.

Demonstracgao:
X -G, X =G,
G1 G2

Desde que (Gy,1i1) e (Ga,iz) sao livres sobre X existem tnicos homomorfismos:

p:G1—> Gy e Pp:Gy— Gy taisque poip =iy e P oig=iy. (1.1.3)
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Assim, usando (1.1.3)), podemos escrever:
hoig=(hop)oiy =101 e poip=(po)oiy=1s. (1.1.4)

Por outro lado, as aplicagoes identidade Idg, : G1 — Gy e Idg, : Gy — G5 também

satisfazem
X -G X253,
L Adcl l A;dcz
Gl GQ
]dG1 ) il = il (§ ]ng o) ig = iQ. (115)

Logo, comparando ({1.1.4)) e (1.1.5)), concluimos da propriedade da unicidade na defini¢ao

de grupos livres que:
wogpzfdgl € SOOZﬁ:Ing-

Portanto, ¢ é um isomorfismo.
Qa
O resultado a seguir da condigoes para que a aplicagao i : X — F' seja injetora, quando

o par (F,1) for livre sobre X.
Proposicao 1.1.7. [6, Proposition 2] Seja (F,i) livre sobre X.
(i) Se existem um grupo G e uma fungdo injetiva de f : X — G, entdoi: X — F €
mjetiva.

(ii) (ZX,+) € um grupo, no qual
7% ={a: X - Z; a é fungio} e (a+ B)(x) = a(r) + B(x),Vr e X.

e eriste uma funcdo injetiva f : X — Z~.
(iii) i : X — F ¢ injetiva.
Demonstragao:

(i) Suponhamos que existam um grupo G e uma funcao injetiva f : X — G. Como

(F,i) é livre sobre X, para este grupo G e para a funcao f : X — @, existe um unico
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homomorfismo ¢ : F' — G tal que poi = f, ou seja, o seguinte diagrama é comutativo.

f

.a

X
%/ﬁ
F

Desde que f é injetiva, dados =,y € X tais que x # y, temos

(poi)(z) := f(z) # fy) == (poi)(y). (1.1.6)

Assim, i(z) # i(y), pois se existissem x,y € X tais que x # y e i(x) = i(y), terfamos que
(poi)(z) = (poi)(y), contradizendo [1.1.6, Segue que i : X — F' ¢é injetiva.

(ii) (Z*,+) é um grupo: a associatividade da operacio + segue da associatividade da
adicao em Z; o elemento neutro da operacdo + ¢ a funcao nula ag € Z¥, o : X — Z,
ap(z) = 0, para todo z € X e, para cada o € Z*, existe a funcao —a € Z¥, —a: X — Z
definida por (—a)(z) = —a(x), para todo x € X, a qual é o elemento oposto de a : X — Z.

Considere a fungao

f:X -7z (1.1.7)

r— flx)i=a,: X - Z
onde «, é definida, para cada x € X, como segue:

1, sex =y
a(y) =
0,sex #y

Note que dados x,y € X tais que x # y, entao
az(x) =1#0=ay(z), assim, f(z)=0a,#a,=[f(y)
e, portanto, a funcao f dada em que envia x € X para o, € Z~ é injetiva.
(iii) Segue imediatamente de (i) e (ii), tomando G = ZX e f : X — Z*, x — a,, dada

em (|1.1.7)).
a
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1.2 Construcao de Grupos Livres e suas Propriedades

Com base na Definigao [1.1.1] uma questao natural que surge é: se dado um conjunto
X arbitrério, existe um grupo F' e uma aplicagao i : X — F tal que (F, i) é livre sobre X.

Iremos produzir tal grupo livre sobre X comecando com a seguinte construcgao auxiliar.

Seja X um conjunto arbitrario e denotemos por M (X) o conjunto de todas as sequén-

cias finitas (z;,, z,, ..., x;, ) de elementos de X, com n > 0, ou seja,
M(X) = {(zs, Tigy - - x;,); 5, € X, 7 =1,2,...,n}.

O caso n = 0 corresponde & sequéncia vazia, a qual serd denotada por (). Observe-
mos que os elementos x; € M(X) nao sdo necessariamente distintos entre si.

Definimos uma multiplicagao - : M (X) x M(X) — M(X) pela concatenagao:

(Tiys -y zin), (@ ooy x) = (T oo, Tan) (@ oo, @) = (g ey Ty Ty e o5 L)

Essa multiplicagao assim definida é associativa e possui como elemento identidade a
sequéncia vazia (), que chamaremos de 1. Assim, (M(X),-) tem estrutura de mondidd]|
e serd chamado o mondide livre gerado por X.

Observemos que a fun¢ao X — M (X) dada por x — (x) é, naturalmente, uma funcao
injetiva e, identificando = com (z), cada elemento de M (X) pode ser escrito de maneira

unica como um produto da forma
Xy T, para algum n, (1.2.1)

ou seja, considerando uma sequéncia (x;,,...,x;, ) € M(X), segue da definigdo da apli-
cagao X — M(X), que cada z;, € X é levado injetivamente na sequéncia contendo um
tnico elemento (x;,) € M(X), r = 1,...,n, e, da definigdo da multiplicagdo em M (X),
temos que (x;,, Ty, ..., T, ) := (z3,) - (x;,) - - - (;,). Fazendo a identificagdo « com (), ob-
temos o elemento x;, - - - z;, € M(X). A unicidade deste elemento como sendo um produto
de elementos de X segue da injetividade da funcdo X — M(X). De agora em diante,
fixaremos a notagao para representar um elemento de M (X).

1([14], pags. 40 - 41) Um monéide é um conjunto G, juntamente com uma operagao G x G — G
que é associativa e possui elemento neutro. A diferenga entre um mondéide e um grupo é que no mondide
nao se exige que todo elemento possua inverso.
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Um detalhe técnico foi omitido nessa construcao. Desde que X é um conjunto arbitra-
rio, é possivel que algum elemento de X seja ele mesmo uma sequéncia finita de elementos
de X. Neste caso, queremos distinguir essa sequéncia como sendo um elemento de X
ou como sendo um elemento de M(X). O caminho natural para sanar este problema é
substituir X por X’ = {{z},z € X} e definir o mondide livre sobre X como sendo M (X").

Esse detalhe sera omitido de agora em diante.

1.2.1 Construindo o grupo livre gerado por X

Dado um conjunto arbitrario X, escolhemos um conjunto disjunto de X com a mesma
cardinalidade de X e denotemos um tal conjunto por X ! = {z!; x € X}, onde, é claro

1 ¢ meramente um sfmbolo. Assim, existe uma bijecao X — X1, .+ 271, com

que, T~

X nXt =@ O simbolo 2! serd usado para denotar um elemento qualquer z € X.

Podemos considerar M (X u X~!) o mondide livre gerado por X U X ! e seus elementos
serao chamados palavras sobre X, ou seja,

MXoX )i={g a2y e XX e =%1, r=1...,n}k. (1.2.2)

Se w for uma palavra da forma ;' ---z{", entao n serd chamado o comprimento de

w e serd denotado por |w| ou por [(w). Cada elemento z;" serd chamado uma letra de w.

Uma palavra w = zj! --- 27", €, = £1 serd chamada uma palavra reduzida se, para

cada 1 <r<n-—1, ou i,4q1 # ¢ OU I, = i, MAS €,,1 # —€,. Por convencao, a palavra

vazia serd também uma palavra reduzida.

Observagao 1.2.1. Observemos que duas palavras reduzidas u = x;‘ll = -xf:f . xz’\: €
—_ .01 Ok 5 . . .
vo=ahl it xl™ com x,, xy, € X e A, O = £1, sao iguais se, e somente se, ambas

sao a palavra vazia ou m =n e x; = x;., \, = 0,, para todor =1,...n.

i -+-r;"” nao seja uma palavra reduzida e escolha r tal que

Suponhamos que w = ! ;

irs1 = 1, € €41 = —€.. Seja w' a palavra obtida de w deletando os pares de letras

. € . . . .
adjacentes ;" e :EZ:: na escrita de w, ou seja, eliminamos da palavra w o produto da

el _ pr x; 7, obtendo a palavra:

€r
forma zj’ T i

I €1 nEr=1 ) 62 en
w =gl xS (1.2.3)

in

Neste caso, dizemos que w’ foi obtida de w por uma redugao elementar. Se w”
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é uma outra palavra sobre X, obtida de w por uma sequéncia de reducoes elementares,

dizemos que w” é obtida de w por redugao.

Exemplo 1.2.2. Seja w = zxz 2y~ 'y. As palavras zzy~'y e zxx~'z sdao obtidas de w

por reducao elementar, e a palavra zz € obtida de w por reducao.

Exemplo 1.2.3. Seja w = zxxz'ay, entdo, zaxy é obtida de w por reducdo elementar.

Neste caso, duas reducoes elementares podem ser aplicadas para w, ambas dando o mesmo

1

resultado: a primeira deleta o par de letras adjacentes xx™ e a sequnda deleta o par de

letras adjacentes x~'x.

Dizemos que duas palavras w, w’ € X sao equivalentes, e escrevemos w ~ w’, quando
w é igual a w’ ou, se existe uma sequéncia finita de palavras wy, . . ., wy, para algum inteiro
k, tal que w; = w, wy, = w' e, para cada j < k, w;11 é obtido de w; por reducao elementar
ou vice-versa (neste caso, dizemos que os termos consecutivos w; e w;yq diferem por
reducao elementar). Mostremos que ~ é uma relagdo de equivaléncia sobre o mondide
livre M(X v X71).

(i) Reflexividade: Para qualquer palavra w e M(X u X)), w = w, logo w ~ w.

(ii) Simetria: Dadas duas palavras w,w’ € M(X u X™!) tais que w ~ w'. Se w' = w,
entdao w’ ~ w. Caso contrario, existe uma sequéncia finita de palavras wy, ..., w

. B oy 4 o . _ .
tais que w; = w, w, = W' e para cada j < k, wj;1 é obtido de w; por uma redugao

elementar ou vice-versa. Para cada j = 1,..., k considerando a palavra
Vj = Wk—(j-1), (124)
obtemos uma nova sequéncia de palavras vy, vo, ..., Vg, as quais satisfazem:
v =wp =W, Uy = W1, V3= Wk 9,...,Vp_1 =Wy, Ux=w;=w, (1.2.5)

e cujos termos consecutivos v; e v;41 diferem por reducao elementar, para cada

i=1,...k—1. Portanto, w' ~ w.

(iii) Transitividade: Dadas palavras w,w’,w” € M (X U X ') tais que w ~ w' e W' ~ w”.

Caso 1: Se w =w' e w' = w", entdo w = w” e isso implica que w ~ w”.
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Caso 2: Se existem sequéncias finitas de palavras, wy,...,wg € vy,...,v, tais
que w; = w, wy = w e vy = w, v, = w” e cujos termos consecutivos diferem por
reducdo elementar, entdao w' = v; = wy e, portanto, wi, ..., Wy, Vs, ..., v, ¢ uma

"

sequéncia finita de palavras tais que w; = w, v, = w”, cujos termos consecutivos

diferem por reducao elementar. Assim, w ~ w”.

Caso 3: Se w = w' e se existe uma sequéncia finita de palavras wy, ..., wy tais

que wy = w' e wy = w” e cujos termos consecutivos w; e wj;; diferem por redugao

elementar, para cada j =1,...,k — 1, entdo w = w’ = wy e w, = w”, o que implica
w ~ w”.
Caso 4: Se w' = w” e se existe uma sequéncia finita de palavras wy, . .., wy tais

que w; = w, w, = w' e cujos termos consecutivos w; e w;q diferem por redugao

elementar, para cada j = 1,...,k — 1, entdo w; = w e wp = w’ = w”, 0 que implica

w~w".

O conjunto das classes de equivaléncia do monéide livre M (X u X 1) pela relagao
~ serd denotado por F(X) e a classe de equivaléncia de uma palavra w € M(X v X )

seré denotada por [w], ou seja:
F(X)={[w]; we M(X uX "}, noqual [w] :={weMXuX") v~uw}

A seguir, mostraremos que F'(X) serd um grupo munido do produto entre classes de

equivaléncia de palavras, herdado do produto de palavras no mondide livre M (X u X1).

Proposicao 1.2.4. [6] Dadas duas classes de equivaléncias de palavras [u],[v] € F(X),

definimos o produto:

: F(X) x F(X) > F(X) (1.2.6)

Entao, (F(X), - ) € um grupo.

Demonstracgao:
Mostraremos primeiramente que o produto em ((1.2.6)) é bem definido. Sejam u, v, wew’

palavras em X.
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(1)

Se w ~ w', entdao uwv ~ uw'v.

Sem perda de generalidade, podemos supor que wq,...,w, seja uma sequéncia de
palavras sobre X tais que w = w;, w' = wy e cujos termos consecutivos w; e
w;41 diferem por redugao elementar, para todo 1 < j < k. Logo, considerando a
sequéncia finita de palavras uwiv, ..., uw,v, temos que uwv = uwv, UW'V = UWLY
e os termos consecutivos uw;v e uw; v diferem por reducao elementar, para todo

1 < j <k, o que mostra que uwv ~ uw'v.
Seu~u ew~w,entdo uw ~ u'w'.

De fato, segue do item (1) que

w~w = uw~ uw (1.2.7)

uru = uw ~uw. (1.2.8)

Assim, de (1.2.7), (1.2.8) e da transitividade da relagdo =, concluimos que uw ~

u'w'.

Segue que o produto (1.2.6)) em F(X) estd bem definido.

Agora vejamos que (F(X), - ) satisfaz os axiomas de grupo.

(i) Associatividade: Para quaisquer a, b e ce F(X), coma = [w], b = [v] e ¢ = [u]:

pois a propriedade de concatenacao é associativa.

(ii) Existéncia do elemento identidade: Existe 1 = [()] € F(X), tal que para qual-

quer a = [w] € F(X):

pois a palavra () é o elemento identidade da concatenagao. Analogamente, 1-a = a.

(iii) Existéncia do elemento inverso: Para qualquer a € F(X), devemos mostrar

que existe a’ € F(X) tal que a-a’ = a' - a = 1. De fato, dada a classe da palavra
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1 —€n —€1

w = x; ;" em F(X), consideremos a classe da palavra w™ = x; - 2,
Entao:
a-d = [w]-[w] =[5} - af ] fag g O] = ()2l (g™ 2]

= [(fy i) - () - ()]
= [(f i) - O ()]
= [(2f -2 ) - () = = [0 = 1

Analogamente, o' - a = 1.

Portanto, (F(X),-) é grupo.
a

Observacao 1.2.5. Consideremos agora a sequinte funcao i : X — F(X), definida por
i(x) = [z],Vax € X. Afirmamos que F(X) € gerado pela imagem i(X). De fato, se

€n
in’

a € F(X) entio a = [w], para alguma palavra w € M(X 0 X71), com w = z' -z
onde cada x;, € X e e, = +1. Assim:

a=w] =z -x] =[xt [o] = i(w,)t i) (1.2.9)

in

Assim, cada elemento em F(X) € escrito como um produto de elementos de i(X).

Teorema 1.2.6. [6, Theorem 3] O par (F(X),i) € livre sobre X .

Demonstragao:
Sejam (H,=*) um grupo e f : X — H uma fungao, x — f(x). Dada uma palavra

w =z -z e M(X 0 X)), podemos definir a fungao

f MXuXYY—>H (1.2.10)

w e fw) = flag) i) = fo)™ o fla,)™,

a qual preserva produtos. Primeiramente, observemos que:

1. Se w' é obtida de w por reducao elementar, entao w e w’ possuem a mesma imagem.

€ 7 . ~
De fato, se w = a3} - - - a7, 71 -+ 27", como w' é obtida de w, temos a redugao de um
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€ €r+1 - s _
produto da forma z7 - x;"7 ), onde 4,11 =iy € €41 = —€, para algum 1 <r <n-—1,
s ! €1, .. €r—1 . €r+2 ... ptn .
ou seja, w' = x;; ---x; a0 ayt. Logo:

Jlw) := flag, ) w o fg,)T * flag, )T s fag,)
[ —

= flwi,)7er
= f(xl )61‘1 * * I(I‘ZT)ET * f(xlr) o * f(xin)ein
=1g

2. Se w ~ w”, entdo w = w” (e, neste caso, f(w) = f(w")) ou existe uma sequéncia

finita de palavras wy, ..., w, tais que w; = w, w, = w” e cujos termos consecutivos
w; e wj; diferem por reducao elementar, para todo 1 < j < n — 1. Assim, segue
do item (1) que f(w;) = f(w;41), para todo 1 < j < n — 1. Logo,

f(w):f(wl):f(WQ):“':f(wj):f(wj—H):~~-:f(wn—1):f(wn):f(w”)

e, portanto, w e w” possuem a mesma imagem.

Considere a fun¢do ¢ : F(X) — H definida por ¢([w]) = f(w). Mostraremos que ¢
é bem definida e que é o tnico homomorfismo de grupos satisfazendo p oi = f, o que

implicara que o par (F,7) é livre sobre X.

(i) Sejam duas classes de equivaléncia de palavras [w], [w'] € F(X) tais que [w] = [w/].
flw') =

Entao, w ~ w’ e pelo item (2) anterior, temos que p([w]) = f(w) =

¢([w']). Segue que ¢ é bem definida.

(ii) ¢ ¢ homomorfismo de grupos. Dadas [wi]e [wy] € F(X), com wy = xj ---2i" e

wy = af} -+ 2, devemos que mostrar que ([un] - [wa]) = ([wn]) = ¢([ws]). Mas:

/€ €n 1 Om
f(xli ’ in x]i Jm)
= Jlwa) w e fla )" s ) s flay,)
fwr) flwz)
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(iii) Mostremos que o seguinte diagrama é comutativo:

x—t.pg (1.2.11)

ou seja, ¢ o1 = f. De fato, para todo x € X, temos:

F(X

(poi)(z) = ¢(i(z)) = ¢([z]) = f(z) = f(z),

desde que f|x = f.

(iv) Suponhamos agora que exista um homomorfismo ¢ : F'(X) — H que também torna
o diagrama[1.2.11| comutativo, ou seja, o 1 = f = poi. Desde que pela Observagao
1.2.5} i(X) gera F'(X), entao ¢ e ¢ coincidem nos geradores de F'(X). De fato, dada

uma classe [w] € F(X) = {(i(X)), segue de (1.2.9) que [w] = i(x;;,)" - -i(z;,)" e

como 1 é um homomorfismo de grupos, temos:

d([w]) = (i)™ - il,)™) (1.2.12)

Portanto, 1 = ¢ e segue a unicidade de .

a
Desde que reducoes elementares diminuem o comprimento de uma palavra, é natural

pensar que, quando comecamos com qualquer palavra e aplicamos reducgoes elementares,
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uma apds a outra, de uma forma arbitraria, até que nenhuma reducao elementar possa
mais ser aplicada, obteremos uma palavra reduzida. A questao é se essa palavra é tnica.
O resultado conhecido como a Forma normal para grupos livres mostra que existe uma
unica palavra reduzida que pode ser obtida por reducoes elementares de uma palavra
dada. Para provar tal resultado, usaremos o seguinte lema que afirma que a classe da

palavra vazia () = 1 s6 contém a prépria palavra vazia como palavra reduzida.

Lema 1.2.7. Se w é uma palavra reduzida distinta da palavra vazia () = 1, entdo w # 1,
ou seja, [w] + [1].

Teorema 1.2.8 (Forma Normal para Grupos Livres). [6, Theorem 4] Eziste exatamente

uma unica palavra reduzida em cada classe de equivaléncia [u] € F(X).

Demonstracgao:

A prova sera feita por contradicao. Suponha que existam u e v palavras reduzidas tais

'~ 1. Note que a palavra uv—?

que u ~ v, ou seja, [u] = [v]. Entao, uv~ nao precisa
ser reduzida, mas desde que u e v sao palavras reduzidas distintas, a unica possibilidade

para haver reducao em uv~! é que a tltima letra de u seja a inversa da tltima letra de v.

1 — €1 o e €n—1 . €n — 61 e 5’)’)171 . 67" Y -1 4 <
Por exemplo, seja u = ;) -+ -2, cait e v =xy --xp" - ahm. Entao uvT s6 podera ser
reduzida se i, = j,, € €, = —0,,. A proxima reducao ocorre se i,, 1 = J;_1 € €1 = —Opm_1

e assim sucessivamente. A reducao termina em uma palavra reduzida w distinta de 1.
Note que, pela Observacao[1.2.1 como u e v sao palavras reduzidas distintas, elas possuem

comprimentos diferentes. Dessa forma, existe uma palavra reduzida w #+ 1 tal que

o que contradiz o Lema [1.2.7
Qa

Demonstragao do Lema [1.2.7] Seja w uma palavra reduzida distinta da palavra vazia

e consideremos S, 1 o grupo das permutacoes do conjunto S = {1,...,r,...n + 1} con-

tendo n + 1 elementos.

Afirmagao * FEriste um homomorfismo ¢ : F(X) — Spi1, tal que o([w]) ndo € a

permutacao identidade Idg.

Assim, desde que ¢ é um homomorfismo, ¢([1]) = Ids e concluimos que w # 1. Caso

1
contrério, se [w] = [1], terfamos ¢([w]) = ¢([1]) = Idgs, o que contraria a Afirmacao *.
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Para mostrar a validade da Afirmacgao *, definiremos um homomorfismo

@ F(X) = Snia (1.2.13)

[w] = @([w]) : 5§ =5,

de tal forma que se w = i --- ;" - x;" for uma palavra reduzida distinta da palavra
vazia 1, entdo a permutagao p([w]) levarda s = 1 em s’ = n + 1 e, portanto, ¢([w]) néo

sera a permutacao identidade, o que mostra a Afirmagao *.

Para obtermos um tal homomorfismo ¢ : F/(X) — S,,41 tal que o([w])(1) = n+1 devemos

definir uma fungao f : X — Sp41, ¢ — f(x) : S — S, de tal forma que f(z;") leve r em

T
T

r+1, para todo r < n. Entao, precisamos exigir que f(z) satisfaga as seguintes condigoes:

.
r+l,ses=r,x=x,¢€¢ =1 (i)

f@)(s)=<r ses=r+1,x=x;, e ¢=—1 (i (1.2.14)

T

s=1ds(s), sex fx;, Yr<n (i)
\

€r
28

~ _ €1 € .
Observemos entao que para a palavra w = xj; - a3 - - - 2" F 1, temos que:

f(xll)(l) = 27f(‘r12)(2> = 37' . '7f(xir)(r) =71+ 17' . 7f($2n>(n> =n+1
f(xl_ll)(Q) = 1,f(xi_21)(3) =2 ... ,f(xi:l)(r +1)=r,.. .,f(xi_nl)(n—l— 1) =n.

Assim, se as condigoes (i) a (iii) em ([1.2.14) definem uma fungao injetora de algum sub-
conjunto de S = {1,...,r,...n+ 1} em um outro subconjunto de S = {1,...,r,...n+ 1},
podemos estender essa funcao para uma permutacao de S em S e entao definimos, para

cada x € X, f(z) como sendo esta permutagao.

Note que f(x) esta bem definida, pois f(z) sé poderia levar r para dois niimeros diferentes,
se z;, fosse z, com €, = 1 (condigao (i)) e z;,_, também fosse x, com €,_; = —1 (condigao

(ii)). Neste caso, terfamos:

Mas isso nao pode ocorrer, pois sendo w uma palavra reduzida, ela nao contém termos
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consecutivos da forma x~1x.
Logo, temos que f(z) é uma funcao injetora, pois f(x) sé poderia levar dois nimeros
diferentes para s se z;_ _, fosse x, com €51 = 1 e x;, também fosse x, com e, = —1. Neste

caso, terfamos

€1 €s—1

-lL.. X .o et

1 1s—1 1s in?
——

xX xX
o que também ¢é impossivel, desde que uma palavra reduzida também nao contém termos

consecutivos da forma .CC%'_I.

Agora, desde que o par (F(X),14) é livre sobre X, segue da propriedade universal aplicada
para a funcao f : X — 5,11 e para o grupo H = 5,11, que existe um tinico homomorfismo

¢ : F(X)— S,.1 tal que poi = f, ou seja, o diagrama a seguir é comutativo.

f

X—1o9.., (1.2.15)
Zj E1%)
F(X)

Assim, para palavra w = xj} - - 2" = i(z;,) - -i(2;,)" F 1, temos:

p([w]) = ¢ (i(z)?---ile,)™) (1.2.16)

Finalmente, verificaremos que o homomorfismo ¢ satisfaz a condigao: a permutagao
o([w]) leva 1 em n + 1. A prova seguira por indugao sobre nimero de letras de w.
e Sejaw = xj!.

Assim, como poi = f, temos que p([w]) = f(zj!), onde, por definicao:

Fla)(1) =2,
Fai)@) = 1.

€n—1
In—1

8

° Sejaw’:x;l...
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Suponhamos como hipétese de indugao, (HI), que o([w']) = f(xt) o ---o f(ai""}) seja

11 in—1

uma permutacao que leva 1 em n. Assim:

Pela (HI), p([w']) leva 1 em n. Além disso, por defini¢ao temos

f(@i,)(n) =n+1, (1)

f(a:;})(n +1)=n. (2)

Assim, pelo caso (1), desde que ¢([w']) leva 1 em n e p([w]) = ¢([w']) o ¢([z;"]), entao
¢([w]) leva 1 em n + 1. De maneira andloga conclui-se o mesmo resultado, pelo caso (2).

J

Observagao 1.2.9. Em geral, consideramos X como sendo um subconjunto de F(X)
ei: X — F(X) a inclusio. Por essa razio, omitiremos a aplicagdo i de agora em
diante. Frequentemente, identificamos os elementos de F(X) com as palavras reduzidas
correspondentes. Algumas vezes, precisaremos considerar palavras como elementos de
M(X v X1 e outras vezes vamos considerd-las como elementos de F(X). Nestes casos,
diferenciaremos explicitamente tais elementos, ou seja, escreveremos w = w' quando w
e w' forem a mesma palavra em M(X U X' e escreveremos w = w' se elas definirem
o mesmo elemento em F(X) (ou seja, se elas sao palavras equivalentes. Ndao usaremos

mais a notagdo ~ ).

1.2.2 Propriedades basicas de teoria de grupos

A seguir, recordaremos alguns fatos bésicos da teoria de grupos.

Defini¢ao 1.2.10. [13], pag. 9] Dados um grupo G e X subconjunto ndo vazio de G,

seja {H;;i € I} a familia de todos os subgrupos de G contendo X . Entio mierH; € um
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subgrupo de G, chamado o subgrupo gerado por X e serd denotado por

(X)=(\H; XcH, Viel (1.2.17)

el
Os elementos de X sao os geradores do subgrupo (X ). Se X € finito: X = {x1,...,z,},
escrevemos (X)) ={x1,...,x,). Se G ={ay,...,a,), com a; € G, dizemos que o grupo G
¢ finitamente gerado. Se a € G, o subgrupo {a) é chamado o subgrupo ciclico gerado

por a.

Teorema 1.2.11. [13, Theorem 1.3.3] Sejam G um grupo e X um subconjunto nao
vazio de G. Entao, (X) = {a7'...2}}; 2, € X, ¢ = =+1, k> 0}. Quando k =0, o

produto € interpretado como 1¢.

Definicao 1.2.12. [23], Definition 3.3] A ordem de um grupo G é o nimero cardinal |G|.
O grupo G € chamado finito, (respectivamente infinito), se |G| for finito (respectivamente
infinito). A ordem de um elemento a € G é a ordem do subgrupo ciclico {a) gerado

por a e serd denotada por |al.

Teorema 1.2.13. [13, Theorem 1.3.8] Seja a um elemento de um grupo G.

(i) a tem ordem infinita se, e somente se, todas as poténcias a®, k € 7 de a sio distintas.

a’ = 14 se, e somente se, k = 0.

(ii) Se a tem ordem finita n > 0, entdo n é o menor inteiro positivo tal que a" = 1g e
a* = 1g se, e somente se, n divide k. Mais ainda, o subgrupo ciclico {a) gerado por

a consiste dos elementos distintos a,a®,a®,...,a" ', a" = 1.

Defini¢ao 1.2.14. [13, pag. 12] Um grupo de torgao, ou grupo periddico, ¢ um
grupo G no qual todos os seus elementos possuem ordem finita, ou seja, para todo a € G,
la| = |{a)| € finita. Um grupo G € livre de torgao se, exceto 1¢, todos os seus elementos

possuem ordem infinita.

Teorema 1.2.15. [23, Theorem 5.1] Se N é um subgrupo de um grupo G, entao as

sequintes condicoes sao equivalentes:
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(i) As congruéncias médulo N a esquerda e a direita coincidem (isto €, definem a

mesma relagao em G);

(ii) Todo grupo quociente a esquerda de N em G € um grupo quociente a direita de N

em G;
(iii) aN = Na, para todo a € G;
(iv) Para todo a€ G, aNa™' < N, onde aNa™' = {ana™"; n € N},
(v) Para todo a € G, aNa™' = N.

Defini¢ao 1.2.16. [23], Definition 5.2] Um subgrupo N de um grupo G o qual satis-
faz as condicoes equivalentes do Teorema ¢ chamado subgrupo normal em G.

Escrevemos N < G, se N € normal em G.

Defini¢ao 1.2.17. [13, pag. 16] Para qualquer subconjunto ndo vazio X de um grupo
G, o fecho normal de X em G ¢ a intersec¢ao de todos os subgrupos normais de G que

contém X e serd denotado por
(X)) =(\Hi, X<H; com H<G, Viel. (1.2.18)
1€l

Este é o menor subgrupo normal de G contendo X e pode ser caracterizado como seque:

(XHE = {g'zg; ge G e ze X}). (1.2.19)

1.2.3 Grupos residualmente finitos

Para nossa préxima aplicacao, consideramos propriedades residuais de grupos. Dada
uma classe € de grupos (por exemplo, grupos finitos, grupos livres, grupos abelianos), é
usual nos referirmos a classe ¥ como uma propriedade de grupos. Consideramos que esta
propriedade de grupos é um invariante algébrico, ou seja, se G é isomorfo a H e se H

satisfaz a propriedade €, entao G também satisfaz a propriedade €.

Defini¢ao 1.2.18. [25, pag. 37] Um grupo G possui a propriedade €, se e somente se,

G pertence a classe de grupos € .
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Dada uma propriedade € de grupos, podemos passar a uma propriedade derivada de

% da seguinte maneira.
Defini¢ao 1.2.19. [25], Definition 3.5] Seja € uma classe de grupos.

(ii) Dizemos que um grupo G € residualmente-% se, para cada g € G, com g # 1,

existe um grupo H € € e um epimorfismo ¢ : G — H tal que ¢(g) # 1.

(ii) Equivalentemente,

G € residualmente-¢ seVge G, comg # 1,IN <G tal queg¢ N e G/N € E.

A classe dos grupos residualmente-€ € frequentemente denotada por €.

Observacao 1.2.20. As afirmagoes (i) e (ii) da Defini¢ao[l.2.19)sdo, de fato, equivalentes.
Seja G residualmente-%. Dados g € G, com g # 1, e ¢ : G — H um epimorfismo tal que
®(g) + 1, onde H € ¥, segue do Teorema do Isomorﬁsmdﬂ, que G/Ker(¢) = H. Assim,
existe N = Ker(¢) com g ¢ N (pois ¢(g9) 1) e G/N = H e ¥.

Reciprocamente, dados um elemento g € G, com g # 1 e N um subgrupo normal de G,
com g ¢ N e tal que H = G/N € €, temos que a proje¢ao natural ¢ : G — G/N = H é

um epimorfismo e como g ¢ N, segue ¢(g) # 1.

Proposicao 1.2.21. [6, Proposition 5] Grupos livres sao residualmente finitos.

Demonstragao:

Dado um grupo livre F', seja w € F' uma palavra reduzida nao trivial. Pela Afirmacao

* (pag. 18), existe um homomorfismo ¢ : F — S, .1, onde S,;; é um grupo finito,

para algum n, tal que ¢(w) nao é a permutagao identidade. Assim, ¢ : F — ¢(F') é um

epimorfismo, com ¢(F') < S,+1 um subgrupo finito. Portanto, F' é residualmente finito.
a

Definigao 1.2.22. [25], Definition 3.3] Seja G um grupo.

(i) G € chamado hopfiano se ele nao € isomorfo a um grupo quociente prdprio dele

mesmo, ou seja, dado um quociente de G por um subgrupo normal N :

G/N =G = N ¢ o grupo trivial.

2Teorema do isomorfismo: Seja ¢ : G — H um epimorfismo com niicleo N. Entdo, G/N =~ H.



1.2 Construcao de Grupos Livres e suas Propriedades 25

(ii) Fquivalentemente, G € hopfiano se todo epimorfismo ¢ : G — G € um automorfismo.

Observacao 1.2.23. As afirmagoes (i) e (ii) da Defini¢ao[1.2.22)sdo, de fato, equivalentes.
Seja ¢ : G — G um epimorfismo. Pelo Teorema do Isomorfismo, temos G/Ker(¢) = G.
Entao, N = Ker(¢) é um subgrupo normal de G. Por hipdtese, Ker(¢) é trivial e segue
que ¢ é injetora, portanto um isomorfismo.

Reciprocamente, dado ¢ : G/N — G um isomorfismo, onde N é um subgrupo normal de

G, considere a projecao canodnica 7 : G — G/N, a qual é um epimorfismo. Assim,

¢ um epimorfismo. Logo, por hipétese, ¢ o 7w é um isomorfismo. Além disso,

Ker(m) ={g9eG; n(g)=gN =N}={geG; ge N} =N.

Desde que ¢ o m é um isomorfismo, segue que 7 é injetora e, portanto, Ker(n) = N é

trivial, como queriamos demonstrar.

A demonstracao do resultado a seguir pode ser encontrada em [6, pag. 12].

Corolario 1.2.24. Grupos livres finitamente gerados sao hopfianos.

1.2.4 Base de um grupo livre

Proposicao 1.2.25. [6, Proposition 6] F(X) ¢ isomorfo a F(Y) se, e somente se,
(X =11

Demonstragao:
Suponhamos que |X| = |Y|, entdo existe uma bijecao f : X — Y. Consideremos a
€cOMpOosicao
X1ty I py.
~_
jof=¢lx

Desde que F'(X) é um grupo livre sobre X, entao jo f se estende a um tinico homomorfismo

¢ : F(X)— F(Y), ouseja, jo f = p|x. Analogamente, considerando a composigao
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y o x i P(x),
\/

iof 1 =1ly

sendo F(Y) grupo livre sobre Y, temos que i o f~! se estende a um tnico homomorfismo
Y F(Y)— F(X),ouseja,iof! = |y

Observemos ainda que

Idpxy(x) = x = i(x),Vr e X.

E, além disso,

Assim, ambos Yo ¢ : F(X) — F(X) e Idpx) : F'(X) — F(X) estendem a aplicacao
inclusdo ¢ : X — F(X) e como essa extensdao ¢ unica, concluimos que ¢ o ¢ = Idp(x).

Analogamente, mostra-se que ¢ o1 = Idpy e, portanto, ¢ ¢ um isomorfismo.

Reciprocamente, observemos que o numero de homomorfismos F(X) — Zs, onde Zs
denota o grupo ciclico de ordem 2, é o0 mesmo que o numero de funcoes X — Zo, que é
igual a 21XI. Se, digamos, X for finito, desde que F(X) = F(Y), teremos 21X = 2Vl ¢,
portanto, | X| = |Y]. Se X e Y s@o infinitos, assumiremos sem demonstracao a seguinte

igualdade:
IM(XuX H=|XuX=|X] (1.2.20)

Desde que F(X) é o conjunto das classes de equivaléncia de M (X u X 1), segue que
existe uma funcao sobrejetora M (X U X 1) — F(X) e temos da Proposicao e de
(1.2.20) que |F(X)| < |X|. Além disso, como i : X — F(X) é injetora, segue da Defini¢ao
[B.0.25que | X| < |F(X)] e, assim, |F(X)| = | X|. Portanto, sendo F'(X) isomorfo a F(Y),
concluimos que

[ X| = [F(X)] = [F(Y)] = Y]
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Definigao 1.2.26. [6] Um grupo G €é chamado um grupo livre, se G ¢é isomorfo a
F(X), o grupo livre gerado por X, para algum X. Dado um isomorfismo h: F(X) — G,

a imagem h(X) serd chamado uma base do grupo G e diremos que G € livre sobre h(X).

Observagao 1.2.27. Seja G um grupo livre. Se A é uma base de G e se a: G — G ¢é
um automorfismo, entio o(A) também é uma base de G. Segue da Defini¢do que

A= h(X), onde h: F(X) — G € um isomorfismo, para algum X. Assim, a composi¢ao

F(X)—>c—-@,
\_/

aoh

¢ um isomorfismo e (o h)(X) = a(h(X)) = a(A). Portanto, a(A) € uma base de G.

Além disso, se A e B sdao bases do grupo livre G, entao |A| = |B|. De fato, seque da
Definicao que A = h(X) e B = h(Y) sdo bases de G, onde h : F(X) — G e
h : F(Y) — G sdo isomorfismos, para algum X e para algum Y. Assim, temos que

h=loh: F(X)— F(Y) é um isomorfismo e pela Proposicao | X| = |Y|. Portanto,
Al = [n(X)] = |X| = [Y| = [n(Y)] = |B].

Mais ainda, qualquer bijecio f : A — B se estende a um automorfismo o : G — G. De

fato, considerando a bijecao B : X —'Y definida pela composicao

hlx 4! B(7LIY)‘1

\/

B=(hly ‘ofo(hlx)

X Y

obtemos o sequinte diagrama comutativo

A-L.B (1.2.21)
(hlx)ll o l(hyﬂ

ou seja, (l_z]y)_l of = fol(hlx)". Assim, desde que F(X) ¢ livre sobre X, a fun¢do

jopf: X — F(Y) se estende a um tnico homomorfismo g : F(X) — F(Y), ou seja,
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glx =goi=jop.

Assim, para todo x € X, temos

(9lx)(x) = (g oi)(z) = g(z) = (j o B)(x) = B(x). (1.2.22)

Considerando a composicao:

G RX) - FY) =G

hogoh™1

temos para cada a € A = h(X), usando|1.2.21] e|1.2.29,

(hogoh™)(a) = heg((hlx)" (@) =" ho B((hlx) " (a))

R (hly) ™ o fla) = f(a).

ou seja, hogoh™ : G — G é um automorfismo que estende f : A — B.

Definicao 1.2.28. [6] Seja G um grupo livre com base A. A cardinalidade de A serd
chamada o posto de G.

Observagao 1.2.29. Sejam X um conjunto finito e o : F(X) — F(X) um epimorfismo.
Entao o é um 1somorfismo. Isso seque do Corolario que afirma que todo grupo
livre finitamente gerado € hopfiano, o que é equivalente a dizer que todo homomorfismo

sobrejetor a1 F(X) — F(X) é um isomorfismo.

Exemplo 1.2.30. [6] Seja X = {z,y}. Entao {x~' 2%y} é uma base de F(X). De fato,

considerando a func¢ao
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f:X—»F(X)
z— !

y > 2’y

seque da Propriedade Universal, que eziste um unico homomorfismo ¢ : F(X) — F(X)

que € uma extensao de f, ou seja, poi = p|x = f, onde i : X — F(X) € a inclusao.

Observemos que ¢ é um epimorfismo. De fato, tomando w, = ' e w, = 2%y, temos:

p(wy) = o(z™h) "= ()™

p(w,) = (%) "Z° o)) = (p(2))%(y)

AT (f@)f(y) = 2Py =

Como F(X) € um grupo livre finitamente gerado, seque do Coroldrio|1.2.24}, que F(X) €
hopfiano, assim ¢ : F(X) — F(X) é automorfismo. Portanto, seque da Defini¢ao
que (X)) = {x71, 2%y} € uma base para F(X).

Proposicao 1.2.31. [6, Proposition 8] Seja X um subconjunto de um grupo G. Sao

equivalentes:
(i) G é um grupo livre com base X .

(ii) Todo elemento de G pode ser escrito de maneira unica como um produto da forma
xgl - xg”, para algum n =0, com x;, € X, €, = £1, onde €41 # —¢€, € Uy = iy
O caso n = 0 corresponde ao elemento identidade 15 € G.

(iii) X gera G, e 1g ndo € igual a qualquer produto da forma i ---xi", com n > 0,

2, €X, €6 =x1 eei1 # —€ S€ Uy = ip.

Demonstragao:
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A implicacao (ii) = (iii) é imediata. Para mostrar que (iii) = (ii), observemos que, como
X gera G, para cada g € G, podemos escrever g = ;! - 5", para algum n > 0, x;, € X,
= +1, onde €41 # —¢€, se 1,41 = 1,. Assim, se existissem duas maneiras distintas de

51

escrever g € (7, digamos g = xi’z, terfamos que

executando todos os possiveis cancelamentos, e conseguiriamos escrever 1 como um pro-
duto nao trivial de letras em X, o que contraria a hipdtese.

Vejamos que (i) = (ii). Se G é um grupo livre com base X, entao G é isomorfo a F'(X),
logo G possui as propriedades do item (ii), uma vez que toda classe [w] € F(X) possui
um tunico representante w, que é a palavra reduzida.

Agora, suponhamos que (iii) seja vélida e mostremos a condi¢do (i). Se G possui a
propriedade (iii), podemos considerar o homomorfismo h : F(X) — G induzido pela

aplicagao inclusao j: X — G, com hoi = h|x = j.

X—1-q

17

Assim, desde que G é gerado por X, segue que h é sobrejetor. Além disso, h é injetiva,
pois por hipétese, uma palavra reduzida nao trivial sobre X nao é mapeada em 145 € G.

Com efeito, se g € Ker(h) é tal que g = ;! --- 2" # 1p(x), entdo,

hlg) = bl -+ aig) " has) b, ) " 0l = e,
—

in 71 in

=9

o qual contradiz (iii). Portanto, h é um isomorfismo e, assim, G é livre em X.
a

Corolario 1.2.32. [6, Corollary 1] Sejam G um grupo gerado por um subconjunto X
e : G — H um homomorfismo de grupos que € injetivo sobre X e tal que o(G) € livre

com base (X)), onde H é um grupo arbitrdrio. Entdo, G € livre com base X.

Demonstragao:

Por hipétese p(G) é livre com base ¢(X) e segue da Proposicao [1.2.31] que (iii) é valido,
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logo p(X) gera ¢(G) e 1,y nao pode ser escrito como um produto
o) o(x,))™, n>0, p(x;) € p(X), 6 = £1; €41 # —€, € lpy1 = 4. (1.2.23)

Desde que X gera (G, se tivéssemos

6,1 e x?")
i1 in

la ==z n>02,€X, =% 1; €11 # —€, S€ ip11 =iy, (1.2.24)

entao usando a injetividade de ¢ sobre X, teriamos
1<P(G) = 90(10) = So(xh)q T Qp(xin)gna com (p(xij) 7 Sp(xlk)vv] 7 kv

o que contradiz (|1.2.23)). Portanto, 14 nao se escreve como um produto da forma (|1.2.24))
e segue da Proposicao [I.2.3T] que G ¢ livre com base X.

|

1.2.5 Palavras ciclicamente reduzidas

Seja g um elemento de F'(X). Estamos considerando g como uma palavra reduzida
que tem comprimento |g|. Se h é um outro elemento de F(X), que também estamos
considerando como uma palavra reduzida, pode ser que a palavra gh nao seja uma palavra
reduzida (mas o produto gh em F(X) é a classe de equivaléncia desta palavra). Quando o
produto gh for ainda uma palavra reduzida, dizemos que o produto gh é reduzido como
escrito. Mais geralmente, se ¢q,...,gr sao palavras reduzidas e a palavra g; - - - g; for
uma palavra reduzida, dizemos que este produto é reduzido como escrito. As propriedades

listadas na proposicao a seguir serao assumidas sem demonstracao.

Proposicao 1.2.33. [6, pag. 15] Sejam g, h palavras reduzidas em F(X) com compri-

mentos |g| e |h|, respectivamente. Entdo;
(1) |gh| < |g|+|h|. A igualdade € vdlida se, e somente se, gh for reduzida como escrito.

(ii) Ou a primeira letra de gh € a primeira de g, ou g € cancelada completamente no
produto gh. Essa ltima afirmacdo ocorre se, e somente se, h = g~ 'k, para alguma

palavra reduzida k. Analogamente, ou gh termina com a ultima letra de h, ou h é



32 Teoria Combinatéria de Grupos

cancelada completamente no produto gh. FEssa ultima afirmacgdo ocorre se, e somente

se, g = kh™', para alguma palavra reduzida k.

Definigao 1.2.34. [6, pag. 15] Seja g = ) -z uma palavra reduzida. Entdo g ¢é

(2

ciclicamente reduzida se, ou i, # 11 ou i, = 11, Mas €, # —e€y.

Exemplo 1.2.35. Claramente, 1 € ciclicamente reduzida. A palavra 232523 € ciclica-

mente reduzida, mas T1T2w375 27" ndo € ciclicamente reduzida.

Assumiremos sem demonstracao a seguinte

Proposicao 1.2.36. [6, pags. 15, 16] Seja g uma palavra reduzida em F(X) com

comprimento |g|. Entao:
1. g € ciclicamente reduzida se, e somente se, gg € reduzida como escrito.

2. Se g for ciclicamente reduzida, entao, indutivamente, g™ serd ciclicamente reduzida

como escrito e |g"| = nlg|.

3. Se g = wtou for reduzida como escrito e se v for ciclicamente reduzida, entao

g" = uv"u serd reduzida como escrito.

beeexiras permutagoes ciclicas de w
1 in

Defini¢ao 1.2.37. [6] Dada uma palavra w = x

sao as palavras

€n €1 .€2 €n—1 €n—1_.€n . €1 €n—2 €2
Ly, Ty Ty in—17 in—1Vin Liy T R P in

PR i e (1.2.25)

i1 "

€r—1 €r xe
Tp_1 i [

Ou seja, uma permutagdo ciclica da palavra x;! - - - x ™ € qualquer palavra

da forma

€r €n €1 €r—1 _ .
x;! Tt Xy T, T, T= 1,2, , M.

1

Exemplo 1.2.38. Seja w = xyx~tzy~txz~t. Entdo, zy txz lzyx~! é uma permutacdo

ciclica de w.

Definigao 1.2.39. [13, pag. 26| Dado um grupo G, dizemos que dois elementos g,h € G

sdo conjugados se existe algum u € G tal que g = vhu™t. A relagdo € dita simétrica se

h =wvgv=t, comv=ut.
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Proposicao 1.2.40. [6, Proposition 9] Seja F(X) um grupo livre. Entdo:

(i) Toda palavra g € F(X) € conjugado de uma palavra ciclicamente reduzida.

(il) Qualquer permutacdo ciclica de wma palavra ciclicamente reduzida € ciclicamente

reduzida.

(iii) Sejam g,h € F(X) duas palavras ciclicamente reduzidas. Entao, g e h sao conjuga-

das se, e somente se, elas sao permutacgoes ciclicas uma da outra.

Demonstragao:
(i) Seja g = zj} --- ;" uma palavra reduzida, mas nao ciclicamente reduzida, ou seja,
in = i1 come, = —€. Entdo g = zj! - ¢’ - 2;, onde ¢ é a palavra 22”1 O

resultado segue por inducao.

.. . . €1 €9 €En—1 €n . . . ~
(ii) Seja g = x;! - w2 -+ - "~ - xi" uma palavra ciclicamente reduzida. Uma permutacao

€1 €2 €n—1

Ty ir_,» aqual ¢ uma palavra reduzida, pois como por

ciclica de g é a palavra z;" -
hipdtese, g é ciclicamente reduzida, entao ou i, # i; ou, se i,, = 71, entao €, # —e;. Além
disso, essa permutacao de g também é ciclicamente reduzida, desde que, sendo ¢ uma
palavra reduzida temos que 1, # i,_1 ou, se i, = i,_1, entao €, # —¢,_1. O resultado
segue indutivamente.

€r—1 €

ry" - r;" uma palavra ciclicamente reduzida e h uma

Tr—1 i 7

: R
(iii) (<) Sejam g = ! ---x
permutacao ciclica de g, ou seja,

h:‘m?T...x?".xg,l...x?"*l r:172’...7n'

ir in 11 r—1"

Entao, podemos escrever:

in
N o

g=(x; " ap ) (g ) (- af) = uT ha (1.2.26)

~-
=y 1 =h =Uu

e, portanto, g e h sao conjugados.

(=) Reciprocamente, dada uma palavra g = i/ ---xj", tome h = u~tgu um conjugado
qualquer de g, ambas palavras ciclicamente reduzidas. Se u~'gu fosse reduzida como
escrito, com u # 1, entdo h = u 'gu ndo seria ciclicamente reduzida, desde que ela

termina com a tltima letra de u e comeca com sua inversa, a primeira letra de u=!, ou
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. 5 ~
seja, se u = yfj -y, entao,

_ _1 _ 76]‘: o .. 751 . . 51 DY 6k

hi=u=gu =y, y;" 9 Y Y
Mas como por hipétese h é ciclicamente reduzida, teriamos uma contradicao. Assim,
h = u~'gu nao é reduzida como escrito, entao ou a primeira letra de u é T oux; . Em
ambos os casos, h = u 'gu = v~ '¢'v, onde |v| < |u| e ¢’ ¢ uma permutagao ciclica de g.

De fato, sendo g = ;! - - - x;", entdo se a primeira letra de u é x;j}, temos:

—uYou = yTO% .. oy e g 01 L0k
h=u"gu= Y Y Liy Li, Yi o
—— ——

—€1 _ €
= =z,
iy i1

— ., 0k —62 ,.€2 €n € ,,02 Ok
= Y Yjo = " Ty Lin " Liy " Yjs o
. ~ J . ~- -
=p—1 =g =v

onde, [v| < |u|. Analogamente, se a primeira letra de u é z; “*. Assim, o resultado segue
por inducao sobre o comprimento.

.

Proposicao 1.2.41. [6, Proposition 10] Grupos livres sao livres de tor¢ao.

Demonstragao:

Sejam F um grupo livre. Devemos mostrar que todo elemento g € F', com g # 1, tem
ordem infinita. Pela Proposigao (i), tomando o conjugado de g, se necessério,
podemos assumir que g é uma palavra ciclicamente reduzida. Assim, segue da Proposi¢ao
1.2.36| (2) que [¢"| = nl|g| # 0, para todo n > 0. Portanto, ¢g" # 1,¥n > 0, ou seja, nao
existe n > 0 tal que ¢" = 1, com g # 1.

)

A enorme importancia dos grupos livres em teoria de grupos é ressaltada pelos seguin-

tes resultados.

Teorema 1.2.42. [13, Theorem 2.1.5] Sejam G um grupo gerado por um conjunto
Y e F(X) um grupo livre gerado por um conjunto X. Se f : X — Y ¢é uma aplica¢ao

sobrejetora, entdo f se estende a um unico epimorfismo ¢ : F(X) — G.

Demonstragao:
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Dados G um grupo gerado por Y e F(X) um grupo livre gerado por X, seja
f + X — Y uma aplicacao sobrejetora e consideremos a inclusao natural j : ¥ — G.
Segue da propriedade universal de grupos livres, que jo f : X — G se estende a um tnico

homomorfismo ¢ : F(X) — G tal que o diagrama a seguir é comutativo:

ou seja, pot = jo f. Mostremos que ¢ é um epimorfismo. Com efeito, dado g € GG, desde

que Y é um conjunto de geradores de GG, podemos escrever:
€1 € € —
9 =1y; Y, com yireY, Vr=1,... n

Assim, como f : X — Y é sobrejetora, para os geradores v, ,...,y;, € Y, existem
Tiys- .., Ti, € X tais que:

f('ru) = yil""’f(xin) = Yin-

Seja [w] = i(z;,) - +i(x;, ) € F(X)P} Entao,

o([w]) = @(i(wy,)" - i(xs,)™) (1.2.27)

= Gy () =ity = g

(1.2.28)

Portanto, ¢ é um epimorfismo, como queriamos demonstrar e, portanto, ¢(F (X)) = G.

|

3Vide férmula 1) pag. 15.
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Corolario 1.2.43. [6, Proposition 13| Todo grupo G é a imagem homomdrfica de um
grupo livre. Em particular, todo grupo G € quociente de algum grupo livre.
Demonstracgao:

Note que para qualquer grupo G, existe X < G tal que G = (X). Basta considerar

X = G. Agora, pelo Teorema [1.2.42] considerando Y = X e f = Idx : X — X, temos
um epimorfismo ¢ : F(X) — G, onde F(X) é o grupo livre gerado por X = G. Em

particular, segue do Teorema do Isomorfismo, que ki%g) ~ (.

)

1.3 Apresentacao de um Grupo por meio de Gerado-

res e Relatores

A Propriedade Universal de Grupos Livres nos permite descrever grupos arbitrarios em
termos de geradores e relatores. Vimos no Coroldrio que todo grupo G ¢é isomorfo
a um grupo quociente %, onde G = (X)), para algum subconjunto X < G, F(X) é o
grupo livre sobre X e N é o nticleo do epimorfismo ¢ : F(X) — G do Teorema

Dessa forma, Ker(yp) podera ser visto como um conjunto de relatores de G e uma
palavra w € Ker(p) serd chamada um relator de G no conjunto de geradores X. Por-
tanto, a fim de descrevermos um grupo G, a menos de isomorfismo, precisamos apenas
especificar X, F(X) e N = Ker(p). Mas, pela Proposigao [1.2.25, F(X) ¢ determinado, a
menos de isomorfismo, por X. E N é determinado por qualquer subconjunto que o gera
como um subgrupo de F(X). Agora, se w = zj! ---2i" € F(X) é um gerador de N, entao

via 0 epimorfismo ¢ : F(X) — G, temos que
w— (o -ait) = 1g e G. (1.3.1)

A equagao em (|1.3.1) é chamada uma relagao sobre os geradores x; . Assim, dado
um grupo G, ele pode ser descrito completamente especificando-se um conjunto X de
geradores de G e um conjunto adequado de relagoes sobre estes geradores. Uma tal
descrigao efetiva de um grupo G serd chamada uma apresentacao (ou apresentacao livre)

de G. Mais precisamente, temos as seguintes definicoes.

Defini¢ao 1.3.1. [6] Dados G um grupo, X um conjunto e F(X) o grupo livre gerado
por X, consideremos o epimorfismo ¢ : F(X) — G do Teorema|1.2.42,
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(1) X ¢é chamado um conjunto de simbolos geradores para G, via o epimorfismo

p: F(X)—G.

(2) A familia o(X) = {¢o(x); x € X} € chamada uma familia de geradores de G.
Note que G = {p(X)).

(3) Ker(p) € chamado o conjunto de relatores de G, via o epimorfismo ¢ : F(X) —

€1
i1

2% (ndo neces-

.. Gn = -
i e v [L'Jl im

in

G. Dadas duas palavras quaisquer u = x

1

sariamente reduzidas) com uv~' representando um elemento do Ker(yp), tal que

o(z;) = a;, ep(z;,) =aj, parar=1,...,nes=1,...,m, entao:

le = p(wv™h) "E° o(u) - (p(v)) 7!

n d Om
i a:n = aji”'ajm' (132)

A equacdo serd chamada uma relagcao em G. Em particular, se u =

L..oxtn representa um elemento em Ker(p), entdao a relagao correspondente em

xil in

G sera:
p(u) = plai)™ - plw,)" = ai) - a5 = 1. (1.3.3)
Defini¢ao 1.3.2. [6] Para qualquer subconjunto nao vazio S de um grupo H, o fecho
normaﬂ <S>H de S em H € chamado o conjunto das consequéncias de S em H.
Exemplo 1.3.3. Se H é um grupo e S = {1y}, entio (S = {14} ¢ o grupo trivial.

Definigao 1.3.4. [6] Sejam um grupo G, F(X) o grupo livre gerado por um conjunto X
e : F(X) — G um epimorfismo. Se Ker(p) € o conjunto das consequéncias de algum
subcongunto R de F(X), ou seja, R consiste de palavras nos elementos de X e Ker(p) é

o fecho normal de R em F(X):

Ker(p) = (R ={g7'rg; 7€ R, ge F(X)}), (1.3.4)
4Vide Definicdo
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entdo dizemos que R € um conjunto de relatores definidores de G, via o epimorfismo
¢ F(X) - G. Também podemos dizer que a relagao uw = v é uma consequéncia de
um conjunto de relatores definidores, se o correspondente relator uv=' € Ker(yp) € uma

consequéncia dos relatores definidores.
Exemplo 1.3.5. Se H é um grupo e se S = ¢, entao <®>H ¢ o grupo trivial.

Definigao 1.3.6. [6] Uma apresentagdao de um grupo G, denotada por (X|R)*, consiste
de um congunto X, um epimorfismo ¢ : F(X) — G, onde F(X) € o grupo livre sobre X,
e um conjunto R < F(X) de relatores definidores de G via o epimorfismo . Escrevemos
G = (X|R)?, quando {X|R)” for uma apresenta¢io do grupo G. Se ambos, X e R,
forem finitos, diremos que (X|R)? é uma apresentagdo finita de G e que G € um grupo

finitamente apresentado.

Observagao 1.3.7. Todo grupo G admite uma apresentagao (X|R)*. De fato, seja F(X)
o grupo lwre gerado por X. Como na demonstracao do Corolario|1.2. eriste um epi-
morfismo ¢ : F(X) — G, com X um conjunto gerador para o grupo G. Além disso,
Ker(p) = (RF™ | para algum R « F(X). Basta considerar R = Ker(p) < F(X) e
(Ker(o)Y™™ = Ker(p). Assim, G = (X | R)?.

Observagao 1.3.8. Desde que ¢ : F(X) — G é um epimorfismo, seque do Teorema do

Isomorfismo que

FX) _ FX)
Ker(p) — (R)"™

~ G = (X|R)". (1.3.5)

Frequentemente omitiremos ¢ na notag¢do (X |R)?, especialmente quando ¢ for a aplica¢ao

natural F(X) — % ~ G, ou quando ¢ for injetora sobre X (neste caso, consideramos

X como um subconjunto de G ).

Observacao 1.3.9. As vezes é mais conveniente substituir cada relator r pela corres-

pondente relacdo r = 1, ou mais geralmente, por uma relagdo u = v onde r € uv™" ou

v™tu. Sempre que for conveniente podemos misturar relatores e relagoes. Por exemplo,
se soubermos que um grupo G gerado por um conjunto X € abeliano, é mais facil escrever

relagoes xy = yx, onde x ey pertencem a X, em vez do correspondente relator v~y tay.
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Exemplo 1.3.10. O grupo livre F(X) sobre X possui uma apresentacio (X|R), com
R = . De fato, consideremos ¢ = Idpxy : F(X) — F(X), a qual é um epimorfismo.
Desde que ¢ € injetora, seque que Ker(p) = {1} = <@>F(X), assim, R = & e, portanto,
pela Definicao concluimos que F(X) = (X; &)*.

Exemplo 1.3.11. O grupo aditivo dos inteiros (Z,+) € finitamente apresentado.
De fato, seja G = 7Z. Vimos no Exemplo que G € um grupo livre sobre um gerador
Y = {1}. Assim, consideremos X = {a}, com a representando qualquer objeto, ou seja,

X é um conjunto unitario. Logo, podemos definir a sequinte funcao

f: X->Y

a—1

a qual € naturalmente sobrejetora. Portanto, pelo Teorema |1.2.42, [ se estende a um

epimorfismo ¢ : F(X) — G = Z. Note que F(X) = {a"; neZ} e

Ker(g) = {as ¢(a") = 0} = {a"; mp(a) = 0}
~{a"sn =0} = {1

Finalmente, pela Defini¢ao seque que (Z,+) = {a|D)*.

Exemplo 1.3.12. [6] Seja X = {z} e considere o grupo com a segquinte apresenta¢do
{z;2™), onde n € um inteiro fizado. Este grupo consiste das palavras 1,z,2°%, ... " L.
Para (Z,, +r), o grupo aditivo ciclico de ordem n, seja ¢ : F(X) — Z,, definida por
¢(z) = 1. Note que v € um epimorfismo e se w = 2* € Ker(p), entio p(w) = o(z¥) =

k =0, entdo, k = 0(mod n), o que implica que k = In, para algum inteiro I, ou seja,

Ker(p) = (z™) e Z, tem apresentacao {x | x").

Teorema 1.3.13 (Von Dyck). [6, Theorem 14] Sejam G = (X;R)*, f : X — H
uma fungao de X em algum grupo H e 0 : F(X) — H o dnico homomorfismo que

estende f. Se 0(r) = 1,Vr € R, entdo existe um homomorfismo v : G — H tal que
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flz) = (Wop)(x), Ve e X. Mais ainda, se f(X) gera H, entdo ¢ € um epimorfismo.

f

_

X H
| )
F(X)—=G

Demonstragao:

Como G = (X;R)”, temos que ¢ : F(X) — G é um epimorfismo e R ¢ F(X) é um
conjunto de relatores definidores de G via o epimorfismo ¢, ou seja, Ker(p) é o fecho
normal de R em F(X). Desde que Ker(f) também é um subgrupo normal de F'(X), com
R < Ker(0) (pois por hipétese, 0(r) = 1, Vr € R), segue que Ker(p) < ker(0).

Por outro lado, como ¢ : F(X) — G é um epimorfismo, para cada g € G, existe w € F(X)

tal que p(w) = g. Definimos

v:G—H (1.3.6)

9= ¥(g) =0(w), Vwe F(X) tal que p(w) = g.

Note que:
(i) ¢ é bem definida, pois dados w, w’ € F(X) tais que p(w) = p(w'), entdo p(w—w') = 1g
e temos w — w' € Ker(y) € Ker(0), assim 0(w — w') = 1y e, portanto, 0(w) = (w'), ou

seja, ¥ nao depende da escolha de w € F(X).

(ii) ¢ é um homomorfismo, pois dados g,¢’ € G, entao (g - ¢') = O(w), Yw € F(X) tal
que p(w) = g-¢'. Por outro lado, ¥(g)-¥(g') = 6(u)-0(v), Yu,v € F(X) tais que p(u) = g
e p(v) = ¢'. Assim,

pw) =g-9 = p(u)p) = p(u-v). (1.3.7)
Dessa forma, escolhendo w’ = u - v € F(X), desde que vale ((1.3.7)) segue do item (i) que:

(g~ ) = 0(w) = Ow') = O(u-v) = () - 6(v) = ¥(g) - (9. (1.3.8)

(iil) v satisfaz, para todo x € X:

(Y op)(z) = ¥(p(x)) = ¥(g) = 0(z) = f(z), (1.3.9)
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desde que 0|x = f (aqui estamos usando a Observagao [1.2.9)).
Agora, suponhamos que H = (f(X)), entdo dado h € H, temos h = f(x; )" ... f(x;,),

onde z;, € X, ¢, = +tlen > 0. Sejaw = ;' ... x;" € F(X). Assim,

o(w) = @i .. z5m) = o(x:,)" .. p(z,)" = geG. (1.3.10)

Portanto, dado h € H, existe g € G, como em (|1.3.10), tal que:

V(g) = Ylp(w)) (1.3.11)
= (i) . p(s,)™)

Segue que 1 é um epimorfismo.
a

Observacao 1.3.14. Nas mesmas hipdteses do Teorema de Von Dyck seque do

Teorema do Isomorfismo que

G
Ker ()

~ H ={f(X)), onde G ={(X|R)”. (1.3.12)

Observacao 1.3.15. Como um caso particular do Teorema temos que a inclusao
i: X < X UY induz um homomorfismo de G = (X|R)Y em H = (X UY|R U S)?, para
qualquer subconjunto S de F(X UY), o grupo livre gerado por X UY . De fato, denotemos

por f a sequinte composi¢ao:
XL XuY L FXoY)S(XUY|RUSY = H, (1.3.13)

ou seja, f = pojoi: X — H = <XUY\RUS>¢. Seja F(X) o grupo livre gerado
por X, entao existe um unico homomorfismo 0 : F(X) — H que estende f, ou seja,
foi=f=¢ojoi.

Consideremos R < F(X) um conjunto de relatores definidores de G via o epimorfismo ¢ :
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F(X) — G, determinados pela apresentagio (X|R)? do grupo G, conforme a Defini¢io
[1.3.6. Note que dado r € R < F(X), temos
ro= i .. x;'e Rc RuSc{(RuU SYFEY) — Ker(g).

i1 .

Dessa forma, usando o fato que 0|x = f = ¢pojoi = ¢|x, concluimos que

9(
=¢(r)=1, VreR. (1.3.14)

Assim, pelo Teorema (Von Dyck), existe um homomorfismo ¢ : G — H que torna o

sequinte diagrama comutativo:

X e X UYL F(XUY) 2 H (1.3.15)
G

F(X) 7

ou seja, f(x) = (Yo p)(x),Vo e X. Este homomorfismo serd usado mais adiante, sem

indicarmos explicitamente como ele € construido.

O préximo resultado é um caso de um dos Teoremas de homomorfismos [23, Theorem
5.6].

Teorema 1.3.16. ([6], pdg. 19) Sejam R um subconjunto de um grupo A e : A — H

A H tal

um homomorfismo tal que 6(R) = 1. Entao, existe um homomorfismo 1) : )

quepom =0, ondemw: A — ﬁ € o epimorfismo canonico.



1.3 Apresentacao de um Grupo por meio de Geradores e Relatores 43

Demonstragao:

Como na prova do Corolério [1.2.43] existem um subconjunto X < A tal que A = (X) e
um epimorfismo ¢ : F(X) — A, onde F(X) é o grupo livre gerado por X. Definimos

v Ay - H (1.3.16)
[a] = ¢([a]) = O(a), Vae A

Note que se a € [b] = b-(R)*, entdo, ab~* € (RY* = ({aYra;a e A e r € R}). Assim,
ab™! = ai_lln-lail . ai_nln-nain, com a; €A, €R, k=1... n. (1.3.17)

Por outro lado, como ¢ : F(X) — A é um epimorfismo e (R)* © A, existe w = T ... x €
F(X) tal que p(w) = ab™!. Assim,

ab™ = p(w) = p(af)) - () (1.3.18)
com p(z;¥) = a;clrikaik, a;, € A, r;, € R, para todo k = 1,...,n. Logo:

0(a)0(b)" = 0(ab™") =0 (p(zf))) -0 (p(af))
— —

=9(ai_11) 0(r,) O(ag,) ... H(ai_nl) 0(r;,) 0(ai,)
-1 -1

—0(ai,) " 0(ay,) ... 0(ai, )" 0(a; ) = 1y = 0(a) = O(b). (1.3.19)

Dessa forma, ¢ é bem definido e para todo [a], [b] € &,
P([al[b]) = d([a-b]) = b(a-b) = 0(a)0(b) = ¢ ([al)y([0])- (1.3.20)

Portanto, ¢ é um bem definido homomorfismo e satisfaz (¢ o 7)(a) = 9([a]) = 0(a), para
todo a € A.

Observacao 1.3.17. [38, pag. 187|. Se dois grupos G e H possuem mesma apre-

sentagao (X|R), entdo eles sao isomorfos. De fato, suponhamos que (X | R)* seja uma
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apresentagio para G e (X | R>¢ seja uma apresentacao para H. Assim, os respectivos

epimorfismos sao:

¢ 1 F(X) =G, comker(p) = (R, (1.3.21)
¢ F(X)— H, com ker(¢p)= <R>F(X)

Desde que ker(p) = <R>F(X) = ker(¢), seque do Teorema do Isomorfismo que:

FX) _ FX)

G Ker(yp) Ker(o)

lle
[
lle

H.

1.4 Produtos Livres

Nesta secao, estudaremos um conceito que desempenha um papel fundamental na
teoria de grupos arbitrarios, similar ao papel que o conceito de soma direta desempenha
na teoria de grupos abelianos. Este conceito é chamado o produto livre de grupos.

Em teoria dos grupos, o produto livre de uma familia de grupos {G,}aea serd um novo
grupo, denotado por >{< Ga, o qual contém cada G, como subgrupo e sera gerado pelos
elementos destes subgrupos A construgao de um produto livre é similar, em esséncia, a
construgao de um grupo livre (o grupo mais geral que pode ser construido a partir de um

conjunto de geradores).

Definigao 1.4.1. [6, pag. 24] Sejam {Gy}aen uma familia de grupos, G um grupo e, para
cada o € A, um homomorfismo i, : G, — G. Dizemos que o par (G, {in}) € um produto
livre dos grupos G se, para cada grupo H e para cada homomorfismo f, : G, — H,

ezxistir um unico homomorfismo f : G — H tal que f, = f oi,, para todo o € A.
fo
Go—>H (1.4.1)

i"‘l af
G

Observacao 1.4.2. FEssa propriedade é conhecida como Propriedade Universal para

Produtos Livres.

Observagao 1.4.3. Assim como no caso dos grupos livres, podemos perquntar se dada
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uma familia qualquer de grupos {Ga}acn, Sempre existe o produto livre, se ele € unico e,
além disso, se as aplicagoes iy, : Go — G sao monomorfismos. Por causa da unicidade,

diremos o produto livre dos grupos G, ao invés de um produto livre.

Proposigao 1.4.4. [6, Proposition 18] Se (G, {i.}) e (H,{ja}) sao produtos livres de
uma familia {Gy}aen de grupos, entao existe um unico isomorfismo f : G — H tal que

f ot = Ja, para todo o € A.

Demonstragao:
Por hipétese, como (G, {in}) e (H, {ja}) s@o ambos produtos livres da familia {G,}aen,

entao existem tinicos homomorfismo f: G — H e f': H — G, respectivamente,

G, H Gai—">G
ia iy Jo A,
G H

tais que YaeA: foig=1Ja, € [ 0Ja=1la, = [ 0ja=(f0f)0iy=1,VaeA.

Observemos ainda que a aplicagao identidade Idg : G — G também satisfaz a condigao:

Idg o, = i,, para todo a € A.

G, s

G

Segue da unicidade na definicdo de produto livre, que f' o f = Idg. Analogamente
mostra-se que f o f' = Idy. Portanto, f : G — H é um isomorfismo.

|

O préximo resultado mostra que cada i, : G, — G é um monomorfismo.

Proposigao 1.4.5. [6, Proposition 19] Sejam (G, {i.}) o produto livre da familia
{Ga}taen- Entdo:

(i) se existem um grupo H e homomorfismos fg : Gg — H,V [ tais que f, € um

monomorfismo, entao i, : Go — G € um monomorfismo

(ii) iq : Go — G € um monomorfismo.
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Demonstragao:
(i) Suponhamos que existam um grupo H e homomorfismos f3 : Gg — H tais que f,
seja um monomorfismo. Desde que G é o produto livre da familia {G,}aepr, segue da
definicao de produto livre, que existe um tnico homomorfismo f : G — H tal que o
seguinte diagrama ¢ comutativo:

Gyl

| A

G

ou seja, foig = fg,V B e A. Em particular, para a =  temos que f oi, = f,, e segue

que 7, ¢ um monomorfismo.

(ii) Para cada o € A fixado, seja H = G, e defina fz: Gz — H por

Idg,, se f = o (monomorfismo.)
fo =
0,se B #a.

onde 0 denota o homomorfismo trivial. O resultado segue do item (i).
Qa
O resultado a seguir garante a existéncia do produto livre para qualquer familia
{G4}aen de grupos. A ideia para a construgao do produto livre de uma familia de grupos
{G4}aex € considerar a reuniao de geradores e relagdes para cada grupo G, sem relagoes
adicionais. O produto livre contém cépias de cada G, como subgrupos disjuntos e, de
fato, veremos que ele satisfaz a Propriedade Universal, o que mostra que ele nao depende

da escolha das apresentacoes para cada G,.

Teorema 1.4.6. [6, Theorem 20] Dada uma familia {Galaen de grupos, existe um
grupo G e uma familia de monomorfismos i, : Go — G tal que (G,{ia})acn € 0 produto

livre da familia {Go}aen-

Demonstracgao:

Para cada grupo G, escolhemos apresentagoes (X,; Ry )¥* e consideremos a uniao disjunta
X = U,en Xo (sem perda de generalidade, podemos assumir que X, n Xg = (J, para
todo v # [3, substituindo, se necessario, cada X, por um conjunto em bijecao com ele).

Seja F(X) = F(uX,) o grupo livre gerado por X = | J ., Xo. Para cada «a, temos um

ae “rQ
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homomorfismo F(X,) — F(uX,), induzido pelas inclusées X, — uX,.

Q

X UX, € F(uX,)
(

L

«

F

Denotemos por R = UR,, a uniao das imagens em F(uX,) dos conjuntos R, < F(X,)
e seja (URL)T ¥ o fecho normal de R em F(UX,). Definimos G como sendo o grupo

quociente:
F(uX,)

- <URa>F(uXQ)

o qual tem apresentacao (UX,; UR,)?, onde ¢ : F(UX,) — G é a aplicagdo natural.

Pelo Teorema de Von Dyck [1.3.16] cada inclusao X, — uX, induz um homomorfismo

o : Go — G, conforme o seguinte diagrama comutativo:

0

T

A=F(X,) ——> F(UX,) —% <Ug$;§3;a) e (1.4.2)

Pa O
o
G. = FXa)
«@ <Ra>F(Xa)

desde que 0(R,) = 1, para todo a € A. Mostraremos que (G, {is})aca ¢ 0 produto livre
da familia {G,}aea. Sejam H um grupo e, para cada «, consideremos homomorfismos
fo 1 Go — H. Queremos encontrar um homomorfismo f : G — H tal que o seguinte
diagrama é comutativo,

Gyl H (1.4.3)

o A

G

ou seja, foi, = f,, para cada a € A. De fato, cada f, : G, — H induz um homomorfismo

F(Xa)&GaLH
\_/

¢a:faO<P&
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Vo = fa0va: F(X,) — H tal que ¥, (R,) = {1y}, Va e A. Defina a seguinte funcao

he| JXa— H (1.4.4)

ael

x— h(x) = . (x), sexe X,.

Segue da Propriedade Universal para grupos livres que existe um unico homomorfismo

Y F(uX,) — H tal que o seguinte diagrama é comutativo:

UXg—2—H (1.4.5)

| A

F(uX,)

ou seja, () = h(z) = Yq(z),Vr e X,. Desde que »(UR,) = {1y}, segue do Teorema
de Von Dyck que existe um homomorfismo f : G — H tal que ¥ = f o .

F(uX,) -2~ H (1.4.6)

| A

G

Observemos ainda que (iy © ¥4)(Za) = @(24), para cada z, € X,.

F(X,) -2~ G, Lo H (1.4.7)
| 7
FuX,) —=G

Portanto,

Flia(@a(za)) = F(p(a)) B22 (@) i= va(za)

= fa(va(ra)), Ve € X,.

Como ¢, (X,) gera G,, temos que f oi, = f,, para todo a € A. Além disso, f é unica
pois U (i © ¥a)(Xa) gera G.
a

Assumiremos sem demonstragao os resultados a seguir. O primeiro deles é o Teorema



1.4 Produtos Livres 49

da Forma Normal para Produtos Livres. O segundo resultado é o andlogo da Proposicao

1.2.31], para produtos livres.

Teorema 1.4.7 (Forma Normal para Produtos Livres). [6, Theorem 21] Considere

(G, {ia})aea 0 produto livre da familia de grupos {Ga}aen. Entao:
(i) Cada i, € um monomorfismo.

(ii) Considerando i, : Go — G como sendo a inclusao, qualquer elemento de G pode ser
escrito de maneira unica como gy - - - gn, onden = 0, com g; € G,,, para algum «;, tal
que g; # lg, € a, # a.y1, parar <n. Ou seja, nenhum g; € o elemento identidade

3

de seu grupo e dois elementos consecutivos g;, g;+1 pertencem a G distintos.

Observacgao 1.4.8. O produto livre de uma familia de grupos {Ga}aen serd denotado por

* Go. Quando A = {1,2,...,n}, usaremos a nota¢io Gy * ...k Gy,.

acA

Proposicao 1.4.9. [6, Proposition 23] Seja {Go}acn uma familia de subgrupos de um

grupo G. Sao equivalentes:
(i) G € o produto livre dos subgrupos G, com o € A.

(ii) Cada elemento de G pode ser escrito de maneira inica como um produto ¢ ... gn,

comn =0, g; € G,,, para algum o, tal que g; # la,, €a; # .

iii) G € gerado pelos subgrupos G, e 1 nao pode ser escrito como um produto gy . .. g,
9 g

comn >0, g€ G, gi # lg,, € @ # Qiy1.

Definicao 1.4.10. [6] Seja g = g1+ gn € %k Ga, com g; € G, para algum «;, tal que
acA
9i # lg,, € o # aiy1. Dizemos que g tem comprimento n e que o produto gi---gn €

reduzido.

Exemplo 1.4.11. [6] O grupo livre F(X), gerado por um conjunto X, € o produto livre

de todos os grupos ciclicos infinitos gerados pelos elementos x € X, ou seja,

F(X)= % (x). (1.4.8)
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Observacao 1.4.12. Consideremos colegoes de grupos {Gotaen € {Hataer € homomor-
fismos ¢, : G4 — H,. Sejam G = *AGO‘ e H = *AHQ. Considerando cada H, como
um subgrupo de H, temos inclusoes ;j - H, — H, ;Zm cada o € A, e seque da defini¢do
de produto livre que 0s homomorfismos fo = Ja © Yo : Go — H ddo origem a um unico

homomorfismo de %y, : % G, — % H,, conforme o sequinte diagrama comutativo.
acA acA

Ga Pa Ha( Ja * Ha
acA
ia[ O
*pa
* G

acA



Capitulo

2

Apresentacao de Produtos Diretos,

Semidiretos e Extensoes de (Grupos

O principal objetivo deste capitulo é fornecer uma base tedrica para os dois capitulos
seguintes. No Capitulo |3 veremos a apresentacao de B(n), o grupo das trangas Artin e,
no Capitulo , mostraremos um dos principais resultados sobre a ordenacao de PB(n),
o grupo de trancas puras, a saber, PB(n) se escreve como um produto semidireto de
grupos livres. Assim, neste capitulo, estudaremos as apresentacoes para produtos diretos,
semidiretos e extensoes de grupos. Os resultados principais deste capitulo estao contidos

na referéncia [25].

2.1 Apresentacao de Produtos Diretos

Nesta segao, descrevemos uma apresentacao para o produto direto de dois grupos G
e H, a partir das apresentacoes de GG e H, respectivamente. O produto direto de dois

grupos é um exemplo de um grupo que pode ser obtido a partir de grupos dados.

Definicao 2.1.1. Sejam G e H grupos, com elementos identidades 1g e 1y, respecti-
vamente. Definimos o produto direto de G por H como sendo o grupo cujo conjunto
subjacente € produto cartesiano G x H e, cuja operac¢ao bindria, que determina a estrutura

de grupo, € dada pela sequinte lei de multiplicacao:

- (GxH)x(GxH)—>GxH (2.1.1)
((g,h), (g",h)) = (g9, hI'), ¥g,g € G, VYh, W' € H.
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O elemento identidade de (G x H, ) é (1g,1y) e o elemento inverso de (g,h) € G x H
é(g~" h7h).

Proposigao 2.1.2. |25, Proposition 4] Se G, H sdo grupos apresentados por {(X|R)**
e (Y|SHYPY | respectivamente, com X n'Y = &, entdo seu produto direto G x H possui a

sequinte apresentacao:
(X,Y|R,S,[X,Y]), onde [X,Y]={o'y oy, veX, yeY}, (2.1.2)
denota o conjunto dos comutadores.

Demonstragao:

Sejam (X|R)?* e (Y|S)?" apresentagoes de G e H, respectivamente. Assim, temos os

epimorfismos:

ox : F(X) —> G, com ker(px) = <R>F(X)7

oy : F(Y) — H, com ker(py) = (SHF'Y).

Denotemos por D o grupo que possui a apresentacao (2.1.2), ou seja,

B F(XUY)
C(RuSUX, YD&)

(2.1.3)

Mostraremos que D é isomorfo a G x H. Consideremos as aplicagoes nos seguintes dia-

gramas comutativos:

X FX)—L-F(XuY) Y FY)-L-F(XUY)

ou seja,
mTojoi=1ix e moj oi =iy. (2.1.4)

Pelo Teorema de Von Dyck [1.3.13] estas aplicagoes induzem homomorfismos
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: G — D eiy : H— D, respectivamente, conforme os diagramas comutativos:

X—*.p Yy " .D
R
F(X) oG FY) =4~ H

onde fx : F(X) —> D efy : F(Y) — D sdo os tnicos homomorfismos que estendem ix e

iy, respectivamente (desde que F'(X) e F(Y') sao grupos livres), os quais satisfazem

Ox(r)=ix(r)=(mojoi)(r)=mn(r)=1pe D,¥YreR, (2.1.5)

Oy (s) =iy(s) = (moj oi')(s) =m(s)=1pe D,VseS,
pois m(w) = 1p € D,Yw € R U S. Definimos, para quaisquer g € G e h € H:

a:GxH —D (2.1.6)

(9,h) = al(g,h)) = ix(g) - iy (h),

a é bem definido e, além disso, é um homomorfismo de grupos. De fato, para todo (g1, h1),
(92, ho) € G x H, temos

a((g1, h1) - (92, h2)) = a((9192, hihs)) (2.1.7)
=ix(9192) - iy (h1h)
=ix(g1) ix(g2) - iy () iy (ha).
(91) iy (h1) - ix(g2) iy ()
= a((g1, h)) - a((g2, h2)),

:X

desde que
ix(9)iv(h) = iy(h)ix(g9),Yge G,Vhe H. (2.1.8)

De fato, como ¢x : F(X) — G é um epimorfismo, dado g € G, existe, w € F(X) tal que
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ox(w) = g. Além disso, w = z§! ... 2" com z; € X, ¢, = £1. Assim,

ix(g9) =ix(px(w)) = ix(px(z -~ x5")) (2.1.9)
=ix((ox (@4,))" - (ox(2i,)™

= ((ix o ox) (i) -+ ((ix 0 wx) (24,))
— —

=iz )1 =1i(2ip )n

= ((ix o px 0 1) (i) -~ ((ix 0 px 0 1) (w;,)) ™
—_— —_—

=ix =ix

= (Ux (@)™ (x ()™

= mojos =mojoi

=7(w5,)" (g, )

Analogamente, iy (h) = 7(y;,)° - - - m(y;,,)>". Note ainda que V z € X,y € Y:

-1 -1

n(a "y tay) = w(@) " 'n(y) w(@)n(y) = 1p € D = w(@)7(y) = m(y)7 ().

Isso completa a prova da igualdade em (2.1.8]). Portanto, segue de (2.1.7)), que a é um

homomorfismo de grupos.
Consideremos agora a aplicagao v : XUY — G x H tal que

Vx = (px o, 1u) e vy = (la, py o). (2.1.10)
Pelo Teorema de Von Dyck, existe um homomorfismo 5 : D — G x H que estende 7.

XuY—1-=GxH (2.1.11)

| E

F(XUY) D

T

onde Oy y : F(X uY) — G x H é o unico homomorfismo que estende 7, o qual satisfaz

exuy(Z) = 1G><H = (1g, 1H),VZ eRuSuU [X ) Y]

Note que G x H = (y(X uY)). Vejamos que (5o a)(y(z)) = v(2), para todo z€ X UY.
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De fato, se z € X:

oa)(px oi(z),1x) (2.1.12)

= y(2).

Para z € Y a prova segue de maneira inteiramente andloga. Temos que D = (n(X uY))
e, além disso, (ao fB)(m(z)) = 7(2),Yze X uY. Dado z € X:

(aof)(m(2)) = (o Bomoixoy)(z)
= (ao7)(2)

= a(px 0i(2), 1n)

|
.

x(px 0i(2)) iy (1n)

= gX(<PX 0i(z))

Para z € Y a prova segue de maneira inteiramente analoga. Assim, o« e oo f fixam
os geradores em G x H e em D, respectivamente. Dessa forma, a e § sao inversos um do

outro e, portanto, o é um isomorfismo.
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2.2 Produtos Semidiretos

Nesta secao descreveremos uma construgao extremamente til, a qual é uma genera-

lizacao do produto direto de dois grupos.

Recordemos que se A é um grupo, entdo o conjunto
Aut(A) = {a: A > A; « é um automorfismo} (2.2.1)

de todos os automorfismog’| de A é um grupo, munido da composiciao de fungdes como

operacao bindria, ou seja,

o : Aut(A) x Aut(A) — Aut(A) (2.2.2)

(,f) »aeff=0Foa:A— A

onde (5o a)(a) = f(a(a)), para todo a € A. O elemento identidade de (Aut(A),e) é o
automorfismo Idy : A — A e, para cada automorfismo o : A — A, o seu inverso sera

a':A— A, onde o~ ! denota o inverso do isomorfismo «.

Definigao 2.2.1. Dado um grupo K, dizemos que dois subgrupos G e A de K sao com-

plementos um do outro (ou que G e A sdo subgrupos complementares) em K se:
(i) K =GA={ga; geG e ac A} .
(il) Gn A= {1g}.

Definicao 2.2.2. Dado um grupo K, suponha que ALK e que exista um subgrupo G < K
tal que K = GA = {ga,g € G,a € A}, com G n A = {1x}. Neste caso, dizemos que K €

o produto semidireto interno de G por A e usaremos a notagado:
K=GxA ou K=AxG. (2.2.3)

Observagao 2.2.3. Seja K = G x A. Desde que K = GA , A<K e Gn A= {lg}, sio

validas as sequintes propriedades:

5Um isomorfismo a : A — A é chamado um automorfismo de A.
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(1) G e A sdo subgrupos complementares de K.

(2) Segue do Segundo Teorema do Isomorfismd’|

(3)

G GA

GGmAT

lIe

(2.2.4)

lle

~

e

Cada elemento k € K pode ser escrito de maneira unica como um produto k = ga,

com ge G eac€ A. De fato, suponhamos que k = ga = hb, com g,h € G e a,be A.

ga=hb =h"lg=ba"' e desde que h"'ge G, ab"'e A e Gn A= {lg}

=hlg=bat=1xg=>h=g e b=a.

Ao contrdrio do que ocorre com o produto direto, os grupos G e A podem ndao fornecer

informagoes suficientes para descrevermos a estrutura do grupo K = G x A.

A informacao extra que precisaremos consiste de um homomorfismo de K para o
grupo dos automorfismos de A, como seque. Para cada g € G, definimos a sequinte

aplicacao:

a:G — Aut(A)
g — ag: A— A (2.2.5)
a— ay(a) :== g tag, YVae A, Vg € G,

satisfazendo, Yg,h € G e Va € A:
(ag o ag1)(a) = ag1g(a) = (¢7'g) lalg'g) = a = (ag1 0 ay)(a). (2.2.6)
(e 0 ag)(a) = an(ag(a)) = an(g~'ag) = h™' (¢ ag)h. (2.2.7)
agn(a) = (gh)~'a(gh) = (h~'g™")a(gh) = h™' (g ag)h.

Assim, da Equacdo (2.2.6), temos que oy € um automorfismo de A. Além disso,

GA

5([23], Corollary 5.9) Se G e A sido subgrupos de um grupo K, com A <1 K, entdo G% > 25,
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seque da FEquacao que a € um homomorfismo de grupos, chamado o homo-

morfismo por conjugacao de A.

Dados ga,hb e K = G x A, queremos saber como escrever seu produto (ga)(hb) € K

e o elemento inverso (ga)~! de (ga). Observemos que dados g,h € G e a,b € A,

entdo
(ga)(hb) = g'd’, com ¢ = gheG e d = an(a)be A (2.2.8)
(ga)™t = g lag1(a™),
De fato:
(ga)(hb) = g(ah)b = g(hh~"ah)b = (gh)(h " ah)b = (gh)(an(a)b). (2.2.9)

(ga) ' =(alg ) =(g7"9)a g ) =g (g Ta g ] = g oy (ah).

Dessa forma, para determinar a estrutura de grupo de um produto semidireto K =

G x A, sao necessarias informagoes sobre as estruturas dos grupos G, A, juntamente

com um homomorfismo « : G — Aut(A), como na Equacao (2.2.9)).

Se oy = Idy, para todo g € G, entdo ay(a) = a, para todo a € A. Assim, a operagao

no produto semidireto K = G x A, dada em (2.2.9)) satisfaz:

(g9a)(hb) = (gh)(an(a)b) = (gh)(ab). (2.2.10)

Observacao 2.2.4. Note que o simbolo x é uma combinacao dos simbolos de subgrupo

normal, <1, com o simbolo do produto cartesiano, X, e a notacao nos diz qual dentre

os grupos G e A € subgrupo normal de K = G x A. FEsta notacdo nao € totalmente

satisfatoria, desde que a estrutura do produto semidireto depende, nao apenas dos grupos

G e A, mas também do homomorfismo o : G — Aut(A). Assim, escreveremos K = Gx,A

ou K = A x, G para incluir todas as informacoes necessarias nesta notacao.
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Consideremos agora G e A dois grupos e um homomorfismo arbitrario

a:G — Aut(A)
g —  a,: A— A (2.2.11)
a+— ay(a),Yae A Vg edG.

Note que, dados g,h € G, entao gh € G e o automorfismo oy, : A — A é definido
por agn(a) = (ay, 0 ay)(a), para todo a € A. Além disso, para 1g € G, temos que o
automorfismo oy, : A — A é dado por ay,(a) = Ids(a) = a, para todo a € A. Assim,
Qgg-1 = Qg1 = oqg = Ida, para todo g € G. O homomorfismo o : G — Aut(A)

determina uma acao a direita de G sobre A, definida por:

AxG — A
(a,9) — a’=a-g=aya), (2.2.12)

onde o lado direito da igualdade em (2.2.12)) é a imagem de a € A pelo automorfismo «,
de A. Assim, desde que oy é um isomorfismo temos, para todo a € A e para quaisquer

g,h e G:

(i) (a,1g) —a'¢ = a-1g=ay,(a) =Ida(a) = a
(ii) (a,gh) = a™ = a-(gh) = ag(a) = (an © ay)(a) = an(ay(a)) = an(a - g)

= (a-g) h=(a) b= ()

Portanto, a expressao em ([2.2.12)) é uma acao a direita de GG sobre A. Note ainda que

para quaisquer a,be A e g € G, como « é homomorfismo, temos:
(ab, g) — (ab)? = (ab) - g = ag(ab) = agy(a)ay(b) = (a-g)(b-g) = a’b?.
Consideremos o produto cartesiano G x A, com a seguinte operacao binéria

T (GxA)x (GxA) ->Gx A (2.2.13)

(g, a), (h,b)) = (gh,a"b) = (gh, (a- h)b) = (gh, an(a)b).

Proposicao 2.2.5. (G x A,-) € um grupo com elemento identidade (1g,14) € o elemento
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inverso de cada (g,a) € G x A € (g,a)™ = (g7%, (a™)9 ).

Demonstragao:

Para todo (g, a), (h,b), (k,c) € G x A sao vélidas as seguintes propriedades:

(i) Associatividade:

[(g,a) - (1, b)] - (k,c) = (gh,a"0) - (k,c) = (gh, an(a)b) - (k, c)
= ((gh)k, (an(a)b)c) = (g(hk), ar(an(a)b)e)

= (9(hk), a © an(a)ar(b)e).

Por outro lado,

(9.a) - [(h,b) - (K, 0)] = (g, a)(hk, b c) = (g,a) - (hk, ax(D)c)
= (g(hk),a" oy (b)c) = (g(hk), (a") ar(b)c)
= (g(hk), (an(a)*ax(b)c) = (g(hk), o © an(a)ar(b)c).

(ii) Elemento identidade:

(gva) ’ (1G7 114) = (91G7a1G1A) = (g,(l ’ 1G) = (g7a1c;(a)> = (gu ]dA(a’)) = (g7a)7

(1, 14)(g,a) = (1gg, 1%a) = (9,(1a - g)a) = (9, ag(1a)a) = (g,14a) = (g,a).

(iii) Elemento inverso:

-1 -1 —1

(g.a)- (g7 (@) )= (997" a" (a") )= (lg.(a-g )(a"-g7")
= (1G>O‘g*1(a)o‘g*1(a_l)) = (107049*1(@@_1))

= (1@,&9—1(1A)) = (1g,1A), Vg € G, VaeA.

Analogamente, mostra-se que (g7%, (a™1)9 ") - (9,a) = (1g,14), Vg € G,Ya e A

Portanto, (G x A,-) é um grupo, conforme queriamos demonstrar.
Qa

Definicao 2.2.6. [25, Definition 1] O grupo (G x A,-) é chamado o produto semidi-

reto externo de G por A, com respeito ao homomorfismo a : G — Aut(A). Usaremos
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as notagoes K = G x, A ou K = A x,G.

Observagao 2.2.7. Consideremos as aplicagoes inclusoes iq : G — G xq A, g — (g,14)

eig: A—>Gx,A a— (1g,a), as quais sio monomorfismos, desde que dados g,h € G:

ic(gh) = (gh,14) = (9,14) - (h,14) = ic(g) - ic(h).

ic(g9) =ic(h) = (g9.14) = (h,14) = g = h.

Denotemos as imagens de G e A via estes homomorfismos por:

G=1ic(G) ={(9,14); g G} e A=1i4s(A) ={(1g,a); a € A} (2.2.14)

Entao, G e A sao subgrupos de G x, A, tais que G =~ G e A =~ A. Observemos que, para
todo g € G e para todo a € A:

(9,14) - (16, @) := (gle, (15)a) (2.2.15)
= (9,(1a.1¢)a) (2.2.16)

= (gaalc(lA)a) = (gaa>'

Assim, Gxqo A=GA, comGnA={(1g,1a)}. Note ainda que A é um subgrupo normal
de G x4 A. De fato, Vge G eVa,be A:

—1

9 @) - [(1e,9) - (9,0)] (2.2.17)
9 agi(a™)) - (1gg, b7 - a)
97, O‘gfl(a_l)) (g, ay(b)a)

(9.0)7 +[(1g.b) (g, a)] == (
(
(
= (979, (ag-1(a™))? - ag(b)a)
(
(
(
(

lg, ag(ag (ail)) -ay(b)a)

Lg, agg-1(a™) - ag(b)a)

lg, Ids(a™) - ay(b)a)
lg,a tay(b)a) € A.



62 Apresentacao de Produtos Diretos, Semidiretos e Extensoes de Grupos

Mais ainda, a acao de G por conjugacao de A:

AxG— A (2.2.18)

((1g,a), (g, 14)) — (g, 14) " - (g, a) - (9, 1a)

induz o automorfismo og. Isso seque fazendo a = 14 em (2.2.17)):
(9,14)7" - (1, 0) - (9,14) = (1g, 13 ay(b)14) = (1g, (b)), Vg€ G,V b e A.

Assim temos G xo, A =GA, com A< G x, A, onde G € um subgrupo de G x . A tal que
GnA={(1g,14)} (A tem complemento G em G x, A), com G =G e A=~ A. Portanto,
G x4 A € 0 produto semidireto interno de G ¢ A.

Usualmente € conveniente nao fazer distin¢ao entre os grupos G e G, assim como entre
os grupos A e A, ou seja, estamos identificando os grupos isomorfos G = G e A =~ A,

respectivamente. No que seque, simplesmente faremos referéncia ao produto semidireto

G x4 A.

Observacao 2.2.8. No caso particular em que oy = Ida, para todo g € G, entdo
ay(a) = a, para todo a € A. Assim, a agdo definida em ¢ trivial e a operagao de
multiplicacdo definida em coincide com a operacao de multiplicacao definida no

produto direto G x A, pois:
(g,a)(h,b) = (gh, ap(a)b) = (gh,ab). (2.2.19)

Neste caso, G xo, A =G x A.

2.3 Apresentacao de Extensoes de Grupos

2.3.1 Conceitos basicos

Nesta secao apresentamos resultados sobre extensoes de grupos com o objetivo de

obter uma apresentagao para o produto semidireto.
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Definicao 2.3.1. [25, Definition 1] Uma extensao de um grupo G por um grupo

A € um grupo G que possui um subgrupo normal N < G satisfazendo as condicoes:

(i) A= N, ou seja, existe um isomorfismo o : A — N.
— (.

=2

G, ou seja, existe um isomorfismo 3 :

g

Z|Qe

(i)
O grupo G também é chamado uma extensio de A por GG.
A seguir apresentamos dois exemplos onde surgem extensoes de grupos.

Exemplo 2.3.2. Sejal: A — G um mergulho normal. Entao, tomando N = Im(l)< G

eG = %, temos, pelo Teorema do Homomorfismo:

~—

Ker(l

Portanto, G ¢ uma extensio de G por A.
Exemplo 2.3.3. Seja 9 : G — G um epimorfismo. Entao, A = N = Ker(9) < G e pelo

Teorema do Homomorfismo:
G G
—— = —>~(.
Ker(9) N

Portanto, G € uma extensao de G por A.
Uma maneira conveniente de retratar uma extensao de grupos é dada a seguir.

Observacao 2.3.4. Seja G uma extensio de um grupo G por um grupo A. Entao, existem

um subgrupo normal N < Ge 1somorfismos:
a:A—-> N e (: g G (2.3.1)
: L 3.
Consideremos as sequintes composicoes:
A NG .0 P g (2.3.2)
\_/ \/
¥=pFop

l=ioa

"[4, pag. 07] Sejam G e N grupos. Um monomorfismo v : N — G é também chamado um mergulho
e dizemos que N é mergulhado em G. [8, pag. 55] Um mergulho normal de N é um par (G, ), onde G
é um grupo e v : N — G é um monomorfismo de N sobre um subgrupo normal de G, ou seja, Im(y)<G.
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onde i € a aplicagcao inclusao e p € a projecao natural no grupo quociente. Assim, na

sequinte sequéncia de grupos e homomorfismos de grupos temos:
ALGSa (2.3.3)

1. 1 é um monomorfismo. De fato, dados a,a’ € A tais que l(a) = I(d’), entdo
(toa)(a) = (ioa)(d) e, como i é uma inclusao, temos a(a) = a(a’), o que implica

a = d, pois a € injetora. Portanto, Ker(l) = {14}.

2. 9 € um epimorfismo, pois dado g € G, como [3 € epimorfismo, existe y € % tal que
B(y) = g e, sendo p sobrejetora, para este y € %, existe § € G tal que p(9) = v.
Assim, 9(5) = B(p(3)) = B(y) = g ¢, portanto, Im(d) = G.

3. Im(l) = Ker(9). Mostraremos que Im(l) = N = Ker(d). De fato, se y € Im(l),
entao, existe a € A tal que y = l(a) = (ioa)(a) = a(a) € N. Portanto, Im(l) < N.
Reciprocamente, se y € N, entdo, desde que o € isomorfismo, existe a € A tal que
y=ala) = (ioa)(a) =l(a). Logo, existe a € A tal que y = l(a), ou seja, y € Im(l).
Assim, N < Im(l) e, portanto, Im(l) = N.

Por outro lado, se w € Ker(9), entio w e G e 9(w) = 1g. Logo, (8o p)(w) = 1.

Desde que 8 € isomorfismo, temos p(w) = wN = 1g = 15N, logo, w € N.

Z‘Qz

Assim, Ker(¥) < N. De maneira andloga, concluimos que N < Ker(V). Assim,

N = Ker(9) e, portanto, Im(l) = Ker(?).

A Observagao 2.3.4] nos leva a seguinte defini¢do, relacionada com a linguagem das
sequéncias exatas, que sao ferramentas especialmente importantes em Algebra Homoldgica

e em Topologia Algébrica.

Defini¢ao 2.3.5. [25], Definition 2] Consideremos uma sequéncia:

Ag 2% AL 25— A TS A, (2.3.4)
onde cada A; € um grupo e cada o; € um homomorfismo de grupos, para i =0,...,n— 1.

Dizemos que a sequéncia em (2.3.4)) € uma sequéncia exata se Im(a;_1) = Ker(q;),

Vi<i<n-—1.
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Em particular, quando Ag e A, sdo grupos triviais, com n = 4, obtemos uma sequéncia
1— A 25 A4, 25 A, — 1 (2.3.5)

chamada sequéncia exata curta, na qual estamos suprimindo as notagoes dos homomor-
fismos triviais o e ag e, pela definicao de sequéncia exata, temos:
(i) Im(ap) = {1} = Ker(ay), logo oy é um monomorfismo.
(i) Im(ay) = Ker(as).
(iii) Im(ag) = Ker(as) = As, pois ag € trivial. Assim, ay é um epimorfismo.

Observacao 2.3.6. Consideremos G uma extensdo de um grupo G por um grupo A, ou

seja, existem um subgrupo normal N < G e isomorfismos «, [ como seque:

A N—t-Gg-t.8 P g (2.3.6)
=joq =Bop

onde i € a aplicacao inclusao e p € a projecao natural no grupo quociente.
De acordo com a Observagao e a Defini¢ao [2.3.5, uma tal extensao pode ser dada

por uma Sequéncia exata curta:
1—a4-5G6-56—1. (2.3.7)

na qual | =i o« € um monomorfismo, ¥ = S op € um epimorfismo e Im(l) = Ker(9).

2.3.2 O teorema principal

Nesta se¢ao, apresentamos um método para encontrar apresentagoes de grupos.

Suponhamos que sejam dadas uma extensao de grupos
1—A4-5LG-56—1 (2.3.8)

e apresentagoes G = (X|R)"* e A =(Y|S)?" para G e A, respectivamente, ou seja:
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(i)

(i)
(i)

ox : F(X)—> Gepy: F(Y)— Asao epimorfismos, com F(X) e F(Y) os grupos

livres gerados por X e Y, respectivamente.

G = <R>F(X>’ onde (RN = Ker(px).

A~ onde (YY) = Ker(py).

<S>F(Y) 9

Usaremos estas apresentacoes para obter uma apresentagao para o grupo G.

Observacao 2.3.7. A fim de obtermos a apresentacao desejada para o grupo C:’, fixaremos

a sequir algumas notagoes.

L.

Geradores de G:

(1)

(2)

Denotemos porY = {§ = I(y); ye Y} =1Y) o conjunto das imagens dos geradores

yeY do grupo A, sob o homomorfismo .

9 : G — G éum epimorfismo, assim para cada g € G, eviste § € G tal que
9(G) = g, ou seja, g € V"' (g). Dessa forma, podemos escolher uma aplicagdo (nao

necessariamente um homomorfismo) definida por:

p: G -G (2.3.9)

g —ug) =7, onde )(G) =g, ouscja,gei (g).

Assim, dado um gerador x € X < G, seja T = p(x) uma escolha na pré-imagem

9~ (x), isto é, I(T) = x. Denotemos por:
X = u(X) = {7 = p(x); ze X} (2.3.10)

o conjunto de todas as tais pré-imagens. Mostraremos que X UY = u(X) U l(Y) ¢

um conjunto de geradores de G.

1I. Relatores: Existem trés tipos de relatores de (NJ, 0S quais descreveremos a Sequir.

(1)

Denotemos por S = {s; s € S} o conjunto das palavras s em Y obtidas de S

substituindo-se cada y por y, sempre que y aparecer em uma palavra s € S, ou seja,
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Se

s = yfj‘..yf:es, onde y; €Y, 0; ==+1, Vi=1,...,n, entao

s = @fllgf:eg, onde i =1y, )eY,Vi=1,...,n.

Assim, cada S€ S < G € imagem, pelo monomorfismo l, de um relator s € S < A.

Denotemos por 7 € G a palavra obtida de um relatorr = x;! ... x" € R, substituindo-
se cada x;, por sua escolha T;, = u(w;,) na pré-imagem 9~ (x;.), como anterior-

mente. Portanto,

~— €] ~— €n

F=an 2, onde Ty = p(xy), com x; € 9 (zy). (2.3.11)

n

Note que, para qualquer g € G,

(o u)(g) =9(u(g) =39(g) =g = Ida(g). (2.3.12)

Assim, ¥ leva cada 7 € G no relator correspondente r € R, o qual pode ser conside-

rado com sendo a relagio r = 14f De fato:

IF) = (T - T ) (2.3.13)
—— ——
@iy )1 (@i, )
= Pp(wi,) " - pl@q,)™)
= (0o p) (i)™ - (0o p)(xi,))™
~—— ~——

Idg Idg

— €l €n
= XI. .. .
11 in

ZTzlg.

Assim, 7€ Ker(¥) = Im(l), pela exatidao da sequéncia e, desde que Im(l)

¢ gerada pelo conjunto Y , cada T pode ser escrito como uma palavra em Y , digamos

8 Aqui, por conveniéncia, estamos substituindo cada relator r pela correspondente relacio r = 1,

conforme Observacao (1.3.9).
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T = v, e temos a relagio T v, ' = 1y, Obtemos assim um sequndo conjunto de

relatores:

R={Fv, " reR}. (2.3.14)

(3) Temos que Im(l) € um subgrupo normal de Gﬂ ou seja, Gy geIm(l),Vge G e
VyeIm(l). Em particular:

FlyreIm(), VieX, VijeY. (2.3.15)
Assim, cada conjugado em (2.3.15)) € uma palavra em }N/, digamos,

ey. (2.3.16)

8

Ned
8
|
&

8

&
<
89
m
<
<

SN

E temos a relacio T ' §T w,} = 1g. Dessa forma, obtemos nosso terceiro conjunto
de relatores:

T={F'"JFwlzeX, yeY) (2.3.17)

1‘7y7

Assumiremos sem demonstracao o seguinte resultado, que mostra que os conjuntos de
geradores e relatores definidos na Observagao [2.3.7 determinam uma apresentagao para

0 grupo G.

Teorema 2.3.8. [25, Proposition 1] Com as mesmas notagoes da Observagao [2.5.7, o

grupo G possui apresentagao

o
a);

<5(', VIR 3, T> (2.3.18)
Corolario 2.3.9. [25, Corollary 1] Dados dois grupos G = (X;R) e A = (Y;S5) e
um homomorfismo o : G — Aut(A) tal que a(x)(y) = wyy € uma palavra em Y, com
re X,yeY. Entao, o produto semidireto possui a sequinte apresentacao:

Ax,G={(XY;R,S, {7 \yzw, ;xe X,yeY}). (2.3.19)

x?y’

9Pois Im(l) = Ker(9) < G.
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Corolério 2.3.10. [25, Corollary 2] Seja G uma extensio de G por A. Se G e A sio

finitamente apresentados, entdo G também serd finitamente apresentado.

2.4 Uma Sequéncia Exata Curta Especial

Nesta secao, apresentamos uma sequéncia exata curta especial, a qual sera fundamental
no Capitulo [d, para mostrar que o grupo das trangas puras ¢ um produto semidireto de
grupos livres. Para fixarmos as notagoes apropriadas para os resultados apresentados

nesta secao, consideremos a seguinte

Observacao 2.4.1. Dados dois grupos N, H e um homomorfismo ¢ : H — Aut(N),
o qual denotaremos por h — @(h) = ¢, : N — N, consideremos o produto semidireto

N x, H. A operagao de multiplicagao sobre o grupo N x, H, dada em também

pode ser definida como seque:

(NxH)x (NxH) — (N x H) (2.4.1)

((n1,ha), (R, ha)) = (n1pn, (n2), hihs)).

Por conveniéncia, nesta se¢ao, estaremos adotando as notagoes e a definicao da multi-

plicagao no produto semidireto dadas na Observagao [2.4.1]

Definicao 2.4.2. Dizemos que uma sequéncia exata curta de grupos e homomorfismos

de grupos

1— NGy (2.4.2)

cinde, se existe um homomorfismo de grupos v : H — G tal que avoy = Idpy, isto €, o

possut inversa a direita.

Exemplo 2.4.3. O grupo G = N x, H, produto semidireto de H por N, se encaiza em

uma sequéncia exata curta que cinde,

l—= N2> —1

12
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na qual i1(n) = (n,1g); m(n,h) = h e iy : H — G € definida por is(h) = (1y,h) e

satisfaz:
(moig)(h) = mw(ix(h)) = w(1y,h) = h = Idy(h), Vh e H. (2.4.3)
Lema 2.4.4. Dada uma sequéncia exata curta de grupos e homomorfismos de grupos:
1N a5 1, (2.4.4)
as sequintes condigoes sao equivalentes:
(i) A sequéncia cinde.

(ii) Ewiste um homomorfismo ¢ : H — Aut(N) e um isomorfismo Q0 : N x, H — G que

torna o sequinte diagrama comutativo,

1—=N->Nx,H—">H—1 (2.4.5)
H O ) lQ O () H
1 N——G——H 1

A . i1 7T , A .
no qual a sequéncia 1 — N — N x, H - H — 1 € a sequéncia exata curta dada

no FExemplo|2.4.5.

Demonstragao:

Vejamos que (i) = (ii). Seja v : H — G tal que awoy = Idy. Definamos:

p:H — Aut(N)

h +— p(h) = @n,

onde @y : N —> N é definido por

pn(n) = B (y(h)B(n)y(h7)). (2.4.6)
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Note que, v(h)B(n)y(h™") € Ker(a) = Im(f), pois

a(y(M)Bn)y(h™") = a(y(h)) a(B(n)) a(y(h™))

—_—— —— —
h 1y h—1
=h-1yg-h!

e 87 |im(p) ¢ um isomorfismo. Assim, ¢, é um automorfismo com inversa ¢p-1. Além

disso, ¢ é um homomorfismo de grupos.

Vejamos que existe um isomorfismo €2 : N x, H — G. Definimos 2 : N x, H — G

pela expressao:

Q(n, h) = B(n)y(h).

2 ¢ um homomorfismo de grupos, desde que:

Q((n1, ha) - (n2, b)) = Qnipn, (n2), hrhsa)
= B(nip(h1)(ng))y(hihs)

= B(n1) Ble(h1)(n2)) v(h1)v(h2)
—_—
por ([2.4.6)
= 5(”1)7@1)5(”2)7<h1_1)’7(h1)’V(hQ)
—_—

1

= B(n1)v(h)B(n2)y(he)
= Q(nl, hl)Q(ng, hg)

Vejamos que €2 é injetivo. De fato, se Q(n, h) = 1g, entdo f(n)y(h) = 1g. Aplicando « a

ambos lados, desta igualdade obtemos,

a(f(n)) a(y(h)) = a(le) = 1u,
TT

assim, h = 1y. Entao, f(n) - 1¢ = 1g, assim n = 1y pois (3 é injetor.

Agora, mostremos que €2 é sobrejetor. Seja g € G e considere h := a(g) € H. Note que
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g-(a(g™)) € Ker(a) = Im(B), pois

a(g-y(alg™))) = alg)a(y(alg™)))
= a(g)a(g™")

=1g.

Assim, defina n := $71(g - v(a(g™'))) € N. Entao,

Qn,h) = Bn)y(h)

Portanto Q : N x, H — G ¢é um isomorfismo.

Mostremos que o diagrama ([2.4.5) é comutativo.

e Comutatividade do quadrado (I): Para qualquer n e N

Qoz’l(n) = Q(n, 1H>
= Bn)y(1a)
= B(n)a

assim Qo = .

e Comutatividade do quadrado (/1): Para quaisquer (n,h) € N x, H

aoQ(n,h) = a(B(n)y(h))
= a(B(n) a(y(h))
—_——

= a(y(h))
.
= 7(n,h),

assim a o ) = 7. Portanto, segue a comutatividade do diagrama ([2.4.5).
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Finalmente, (i4) = (¢). Definimos 7 := Q o0y : H — G homomorfismo, satisfazendo

aoy= aqof) oy =moiy=Idy.
(1)

Assim, a sequéncia (2.4.4)) cinde.
.

Observagao 2.4.5. Note que se no Lema[2.4.4] consideramos a categoria de grupos abe-

lianos, entdio o homomorfismo ¢ : H — Aut(N) € trivial, desde que:

pn(n) = 671 (1(W)B(n)y(h™1) =n, Vhe H.

7

v
em G que € abeliano

Assim, pela Observagao [2.2.8,
Nx,H=N®H=N x H,

e obtemos o conhecido “Lema da cisao”.

Lema 2.4.6 (Lema da cisao). Dada uma sequéncia exata curta de grupos abelianos e

homomorfismos de grupos
0—N2asHm o, (2.4.7)

as sequintes condicoes sao equivalentes:
(i) A sequéncia cinde.

(il) Ewiste um isomorfismo 6 : N@® H — G.
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Capitulo

3

Grupos de Trancas e Espacos de

Configuracoes

Este capitulo contém resultados bésicos sobre grupos de trangas e espagos relacionados.
O nosso principal objetivo é dar uma descricao geométrica do grupo de trancas no disco
e identificd-lo com o grupo fundamental do espaco de configuracoes de R?, C,,(R?).

Primeiramente, apresentamos a definicao de uma tranca geométrica como sendo um
sistema de n cordas entre dois planos paralelos no 3-espaco Euclidiano, sendo esta a de-
finicao original dada por Artin em 1952. Também consideramos a definigao equivalente
de uma tranga, sugerida por Fox em 1962 [19], como sendo um lago no espaco de confi-
guracoes de um conjunto de n pontos no plano Euclidiano. Mostraremos que o conjunto
das classes de equivaléncia de todas as trangas geométricas sobre n cordas determina um
grupo, que denotaremos por B(n), chamado o grupo de trancas de Artin sobre n cordas
ou grupo de trancgas no disco. Além disso, introduziremos uma apresentacao deste grupo
em termos de geradores e relatores no famoso Teorema da Apresentacao de Artin.

As principais referéncias utilizadas neste capitulo sao [3], [20], [26], e [37].

3.1 Trancas Geométricas

Denotemos por E? o espaco Euclidiano 3-dimensional, o qual ser4 identificado com R?,
o espaco vetorial real de dimensao 3, através da escolha de um sistema de coordenadas
(z,y,2), no qual o eixo Oz positivo aponta verticalmente para baixo, conforme a Figura
3.1l Consideremos dois planos horizontais paralelos em E?, com z-coordenadas constantes

z = 2y € z = z1, respectivamente, onde zy < z;. O plano z = z; serd chamado plano
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superior e o plano z = z; serd chamdo plano inferior. Fixemos n pontos distin-
. . / / . ~
tos Pp,..., P, sobre uma reta no plano superior e sejam Pj,..., P,, as suas projegoes

) n?

ortogonais no plano inferior, como ilustrado na Figura [3.1]

X

PPy Py
[ ] q — 2 = 20
Y L
i [ [ / — z=21
Pl Pl R/

1 2

0\

A

Figura 3.1: Representacao geométrica de uma tranca.

Definicao 3.1.1. |20, Definition 1.1] Uma tranca geométrica sobre n-cordas (ou
uma n-tranca) B é um sistema de n arcos o = {<, ..., d,} merqulhados em E3, no
qual o i-ésimo arco <f; conecta o ponto P; do plano superior com o ponto P;(i) no plano

inferior para alguma permutacao T de {1,...,n}, satisfazendo:

(i) Cada arco < intersecta cada plano paralelo intermedidrio entre os planos superior

e inferior exatamente uma vez.

(ii) Os arcos A, ..., 9, intersectam cada plano paralelo intermedidrio entre os planos

superior e inferior em exatamente n pontos distintos.

A permutacao T serd chamada a permutacao da tranca. O arco <f; serd chamado a
i-éstma corda, ou o i-ésimo fio, na tranca . Também usaremos a notag¢ao (<, T)
para uma tranca [, sempre que for conveniente destacar o seu sistema de arcos & e a

sua permutacao T.

Observagao 3.1.2. Um arco em E? pode ser visto como sendo a imagem de um mergulho

o, [0,1] — E3, ou seja, como sendo a imagem de um caminho injetor do intervalo
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unitdrio [0,1] em E3. Usaremos a mesma notagdo para um arco < e seu merqulho

correspondente.

Duas trancas serao consideradas iguais se elas forem homotdpicas, isto €, se uma puder
ser transformada na outra por uma deformacao de suas cordas, com as extremidades fixa-
das, de tal forma que cada um dos passos intermediarios desta deformacao produz ainda
uma tranca geométrica, ou seja, desde que as cordas sejam duas a duas disjuntas, cada
corda intersecte cada plano horizontal em um tinico ponto e as extremidades permanecam

fixadas, durante todos os estdgios da deformacao. Formalmente, temos a seguinte:

Definigao 3.1.3. [20, Definition 1.2] Duas n-trancas com sistemas de arcos «/° =
{P,..., % e gV = {a}, ... L}, ambas com mesma permutagio T, sio chamadas
trancas equivalentes ou homotopicas, se existe uma homotopia por meio de trancas
geométricas, com permutacio T, de </° para @/*. Isso significa que ewistem n funcoes
continuas

F;:[0,1] x [0,1] - E®, 1<i<n, satisfazendo:

)
Fi(t,0) = (1),

{ 0<t<l1, 1<i<mn (3.1.1)

| Fi(t.1) = 7 (1),

.
Fi(0,s) = P
{ 0<s<l1, 1<i<n; (3.1.2)

(Filly8) = Prgy,

e de tal forma que se definirmos </ : [0,1] — E3 por &5(t) = Fi(t,s), entdo
o = {7, ..., 7} serd uma n-tranca geométrica, com permutac¢io 7, ¥ 0 < s < 1.

Neste caso, usaremos a notagao: (F° 1) ~ (1, 7).

Observagao 3.1.4. A relagao de trancas equivalentes dada na Definicao[3.1.5 determina

uma relagcao de equivaléncia sobre o conjunto de todas as trancas geométricas, como seque.

Propriedade Reflexiva: Mostremos que (o7 ,7) ~ (<7, 7), para qualquer tranca (<7, T).
Para cada i = 1,...,n, seja F; : [0,1] x [0,1] — E3 definida por Fi(t,s) = (t),Vt,s €
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[0,1]. Desde que cada caminho < : [0,1] — E3 € uma funcao continua, entio cada F; é

continua e satisfaz, para todo t,s € [0, 1]:

Fi(ta O) = %(t) Fi(oa 5) = M(O) = P
Fi(t,1) = (t) Fi(Ls) = a4(1) = P,

Propriedade Simétrica: Suponhamos que (/°,7) ~ (&', 7). Entdo, existem n fun-

¢oes continuas F; : [0,1] x [0,1] — E3, com 1 <i < n, tais que para todo 0 < t,s < 1:

Fiy(t,0) = #0(t). Fi(0,8) = P

Para cada i = 1,...,n, definimos G; : [0,1] x [0,1] — E? por G;(t,s) = Fi(t,1 — s).

Entao, para todo 0 < t,s <1, temos:

Gi(t,1) = Fi(t,0) = #(t). Gil,s) = Fi(1,1 =) = P,

Portanto, (', 1) ~ (#°, 7).
2

Propriedade Transitiva: Suponhamos que (/°,7) ~ (', 7) e que (1, 7) ~ (&%, 7).

Entao, existe uma homotopia F de «/° para /' e uma homotopia G de </* para <72, ou

seja, existem fungoes continuas:

Fi:[0,1] x [0,1] = E* e G;:[0,1] x [0,1] = E? V1 <i<n,

satisfazendo as condicoes em (3.1.1) e (3.1.2). Para cadai = 1,...,n, definimos a fungdo

H;:[0,1] x [0,1] — E3 por:
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Entao, pelo Lema da Colagem, cada H; € continua e, além disso, para todo 1 =1...,n:

Hi(t,0) = Fi(t,0) = &°(t), 0<t<1,
Fi(0,2s), 0<s<i, P, 0<s<i
Hi(O,S) = =
Gi(0,2s—1), 3<s<1 P, 3<s<1
Fi(1,2s), 0<s<i, P, 0<s<i
Hi(LS) = ? = v ?
1 1

Portanto, (°,7) ~ (&2, 7).

Observacao 3.1.5. Por conveniéncia, em termos de notacao, nao faremos distingao
entre uma tranca 8 e sua classe de equivaléncia seqgundo a relagdo de homotopia de trancgas
geométricas. Desde que cada arco em uma tranca geométrica pode ser visto como a imagem
de um caminho injetor de [0,1] em E3, sempre que for conveniente, usaremos a notagdo
B = (P1,...,0n) para representar uma n tranga (ou sua classe de homotopia), onde S;

representa a i-ésima corda da tranca B (ou, equivalentemente, a imagem de um caminho

injetor de [0, 1] em E?).

Observacao 3.1.6. Podemos assumir, a menos de equivaléncia, que uma tranca 3 con-
siste apenas de arcos “poligonais” e que 0s cruzamentos entre 0s arcos sao transversais, se
projetarmos a tranca ortogonalmente sobre o plano em E? contendo os pontos Py, ..., P,,
P ... ,P;. Uma tal projecao fornece uma figura padrao da tranca 3, chamada projegao
padrao da tranca . Também, podemos assumir que os cruzamentos dos arcos ocorrem em

diferentes niveis e em tais cruzamentos serao indicadas quais cordas estao passando por

cima e por bairo, como na Figura[3.9
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P P P P P

p r pr P P

il

Figura 3.2: Projecao padrao de uma n-tranca f3.

3.1.1 Geradores Artin

Denotemos por B(n) o conjunto de todas as classes de equivaléncia de trangas geomé-
tricas com n-cordas. Este conjunto seré equipado com uma estrutura natural de grupo, a
qual definiremos nesta se¢ao. Primeiramente, observando a tranca § dada na Figura |3.2]
podemos notar que ela possui uma “decomposi¢ao” em termos de certas trancas especiais,
chamadas trancgas elementares, as quais serao os geradores do grupo B(n), de acordo com

a definicao a seguir.

Defini¢ao 3.1.7. [20] Para cada 1 < i < n — 1, denotaremos por o; a n-tranca geo-
métrica elementar, na qual a i-ésima corda cruza por cima a (i + 1)-ésima corda
uma unica vez e todas as outras cordas sao percorridas do ponto inicial P; ao ponto final
Pi' sem se cruzarem, ou seja, todas as cordas, exceto em algum par vizinho de cordas,
sao arcos verticais ligando P; a P} e o par vizinho de arcos <f;, %;1 permuta os pontos

7

S o , , y , . y
iniciais e finais, i.e., <; € o arco que liga P; a P[ | e @1 € o arco que liga Pjy1 a P H
|

Figura 3.3: Representacao de uma n-tranca geométrica elementar o;.

10Uma tranca geométrica elementar também pode ser definida como segue: para cada 1 <i < n — 1,
denotaremos por o; a n-trancga geométrica elementar, na qual a i-ésima corda cruza por baixo
a (i + 1)-ésima corda, uma tnica vez, e todas as outras cordas sao percorridas do_ponto inicial P; ao
ponto final Pl/ , sem se cruzarem, conforme representado na Figura No Capitulo por conveniéncia,

adotaremos esta ultima defini¢ao para as trancas elementares, seguindo a nomenclatura fixada em [12] e
[23].
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Definicao 3.1.8. [20] Sejam By e [y duas n-trancas geométricas. Definimos o produto
(ou a composicao ) de By e Ba como seque. Primeiramente “identificamos” o plano inferior
2z = 2, da tranca By com o plano superior da tranca Bs, de tal forma que os pontos finais da
tranca 51 sejam identificados com os pontos iniciais da tranca By. Em sequida, removemos
o plano ao longo do qual as duas trancas foram identificadas. Finalmente, comprimimos
o sistema de arcos resultantes (via uma deformagao continua) até que tais arcos situem-se

entre 0s planos superior z = zy e inferior z = z1, conforme a Figura[3.4}

8
[
o
-
4
]

J

[
_

o

Figura 3.4: O produto entre duas trancas.

Usaremos a notacao (3, - B para representar o produto das n-trangas [3; e [s.

Definigao 3.1.9. [20] A n-trancga trivial, ¢, é uma tranca na qual cada arco <7; conecta

o ponto inicial P; do plano superior com o ponto final Pl' no plano inferior, Vi = 1,...,n,

sem cruzamentos. A proje¢ao padrao de € é representada na Figura[3.5

Figura 3.5: Tranca trivial.

Defini¢ao 3.1.10. [20] A tranca inversa de uma n-tranga [3, € definida como sendo a
imagem refletida em um espelho da tranca 5 com respeito a um plano horizontal entre os
planos superior e inferior. Usaremos a notagdo 3~ para representar a tranca inversa de

uma tranca B. A projecio padrio de B~ ¢ representada na Figura [3.6
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)

J
-
/
\
N
(1 D

31

Figura 3.6: Tranca inversa.

Observagao 3.1.11. Assumiremos, sem demonstra¢ao, que o produto de n-trancas geo-
métricas dado na Defini¢cao induz uma operacdao bem definida no conjunto de todas
as classes de equivaléncia de n-trancas geométricas B(n) e que tal operacao satisfaz os
aziomas de grupo. O elemento neutro para o produto em B(n) é a classe de equivaléncia
da tranca trivial € e, para a classe de equivaléncia de uma tranca 3, o seu elemento inverso
em B(n) serd a classe de equivaléncia de 7. Para uma prova, vide [11, Proposition
1.7].

Proposigao 3.1.12. [20] (B(n), - ) € um grupo, chamado o Grupo de Trangas Artin

sobre n-cordas.

Observacao 3.1.13. Podemos imaginar uma tranca contida mo interior de um cubo,
Fi 3 ' ' ' ' 0 h disco ID?
conforme Figura |3.7, cujas faces superior e inferior sao homeomorfas a um disco e,

por esta razao, o grupo B(n) é também chamado o Grupo de Trancas nmo Disco.

P B P P

Figura 3.7: Representacao de uma tranca no cubo.
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Observagao 3.1.14. Para a tranca elementar o5, 1 < i < n — 1, a tranca inversa o; '
¢ obtida fazendo-se (na proje¢ao padrao) com que a i-ésima corda passe por baizo da
(1 + 1)-ésima corda, em vez de passar por cima, e todas as outras cordas sao percorridas,

do ponto inicial P; ao ponto final P;, sem se cruzarem.

Figura 3.8: Inversa da tranca elementar.

Exemplo 3.1.15. A 5-tranca 5, cuja projecio é dada na Figura ou, Mais Precisa-
mente, sua classe de equivaléncia, pode ser escrita como um produto de trancas elemen-

tares o; € suas INVErsas.

! /

PP P P P

Figura 3.9: Uma 5-tranca 8 decomposta como um produto 8 = o3 0} 0y.

Observagao 3.1.16. [20] E intuitivo que a classe de equivaléncia de qualquer n-tranca
pode ser escrita como um produto das n-trancas elementares o;, para 1 < i < n — 1.
Isso significa que as n-trancgas elementares o1, 09, ...,0,_1 geram o grupo B(n), ou seja,
B(n) ={o;; i=1,...,n—1). Uma ideia da prova deste fato, pode ser dada como segue.
Denotemos por m o numero de cruzamentos entre as cordas de uma n-tranca 3. Vejamos,

por inducdao sobre m, que B se escreve como um produto de trancas elementares, para
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todo m = 0. Se m = 0, entao a tranca [ € formada por arcos que conectam os pontos
P; no plano superior aos pontos P! no plano inferior, sem cruzamentos. Assim, podemos
escrever 3 = Oiai_l, para todo i = 1,....,n—1. Se m = 1, existe um unico cruzamento
entre as cordas de (3, assim, 8 = o; ou 3 = o; ', para algum i = 1,... n—1. Suponhamos
que o resultado seja vdlido para m = k — 1, ou seja, uma n-tranca 3 com m = k — 1
cruzamentos entre suas cordas pode ser escrita como um produto de trancas elementares.

Agora, dada uma n-tranca B com m =k =1+ (k — 1) cruzamentos, podemos escrever

B=p"-5", (3.1.3)

onde ' € uma n-tran¢a com um unico cruzamento e 3" € uma n-tran¢a com (k — 1)

cruzamentos, conforme a Figura[3.10

P P P P P

— ® k —
\
— 3
<
S — 3"
— ® ® o

/

P P, P, P, P

Figura 3.10: Decomposicao de uma tranca.

Seque da hipotese de inducao e do primeiro passo indutivo, correspondente a m = 1, que

B pode escrita como um produto de trancas elementares.

Observacao 3.1.17. As trancas elementares o;, para 1 <1 < n—1 também sao chamadas

geradores Artin do grupo B(n).
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3.1.2 Algumas relagoes em B(n)

Ja vimos no Capitulo |1} Secao que é conveniente descrever um grupo em termos de
um conjunto de geradores, listando algumas relagoes que ocorrem entre estes geradores,
através de uma apresentagao para um tal grupo. Olharemos agora para algumas relagoes
entre os geradores Artin do grupo B(n), definidos na segao anterior.

Observagao 3.1.18. Sao vdlidas as sequintes relagoes entre os geradores oy, ..., 0.
(1) Seli—j|=2el<i,j<n-—1, desde que o par consistindo das cordas i e i+ 1 nao
interfere no par consistindo das cordas j e j + 1, temos a relagao a sequir, ilustrada na

Figura[3.11]

oi0; =0j04, seli—jl =2, 1<ij<n-—1 (3.1.4)

i i+1 5 g+1 i i+1 g g+1

a0 G504

Figura 3.11: Relacao em B(n).

(2) Outra relagao em B(n), ilustrada na Figura ¢ dada por:

0,0i410; = 0;410;0;41, sel<i<n—2. (315)

i i1 i+2 i i1 i+ 2

Q

O - Oi+1 " 0% Oi+1 - 0i " 0441

Figura 3.12: Outra relagdo em B(n).
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Artin, em seu primeiro trabalho sobre trancas publicado em 1925, Theorie der Zopfe
[1], demonstrou que as duas relagoes descritas na Observacao [3.1.18] geram todas as
relagoes entre os elementos de B(n). Isto ndo é trivial. A seguir, enunciaremos o Teorema
da Apresentacao de Artin para o grupo de trangas B(n), o qual serd provado

posteriormente.

Teorema 3.1.19. [20, Theorem 1.5] O grupo B(n) das trancas geométricas sobre n

cordas admite uma apresentagcao com geradores 1,09, ...,0,_1 € relagoes:

(1) 00 = 004, |Z—]‘>2, 1<Z,j<n_1;

(2) 0504410 = 01 - 03 - 0441, 1<i<n-—2.

3.2 Grupos de Trancas e Espacos de Configuracoes

Veremos que os grupos de trancas estao intimamente relacionados com os espacos de
configuragoes. Nesta se¢ao, definiremos os espacos de configuragoes de uma variedade
topoldgica conexa e apresentaremos alguns resultados que serao fundamentais para o de-
senvolvimento do nosso trabalho. Alguns resultados relacionados aos espagos de configu-
racgoes serao assumidos sem demonstracao, desde que dependem de tépicos que fogem ao
escopo deste trabalho. Quando for este o caso, apresentaremos as referéncias adequadas
para uma compreensao mais aprofundada de tais tépicos.

A seguinte definicao preliminar, captura de forma precisa a ideia intuitiva de que uma

variedade topoldgica deve se comportar “localmente” como um espago Euclidiano.

Definig¢ao 3.2.1. [30, pag. 38] Um espaco topolégico M é chamado um espago local-
mente Euclidiano de dimensdo n, se cada ponto de M possui uma vizinhang¢a (um
conjunto aberto) em M que é homeomorfa a um subconjunto aberto do espago Euclidiano

R™.

Definigao 3.2.2. [30,, pag. 39] Uma variedade topoldgica n-dimensional M é um espago

de Hausdorff seqgundo enumerdvel'l| que € localmente Euclidiano de dimensdo n.

1Um espaco topolégico é chamado um espaco segundo enumeravel se ele admite uma base enumersvel
para a sua topologia.
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3.2.1 Espacos de configuracoes

Defini¢ao 3.2.3. [20] Seja M wma variedade topolégica conexa de dimensao maior ou
igual a 2. Para algum inteiro n = 1, considere o subconjunto F, (M) do produto cartesiano
M" =M x ... x M, de n copias da variedade M, consistindo de todas as n-uplas com

coordenadas distintas duas a duas, isto €,
Fo(M) ={(z1,...,2,) € M"; x; # x;, para quaisquer 1,5 =1,...,n, comi # j}.

Fn(M) é chamado n-ésimo Espacgo de Configuragdes para um conjunto de n pontos

(ordenados) em M.

Observagao 3.2.4. Podemos munir F,,(M) com a topologia induzida da topologia produto
sobre M™ = M x ... x M e, dessa forma, F,(M) é um sub-espago topoldgico de M™.
E possivel mostrar que Fn(M) € aberto em M™ e, portanto, F,(M) é uma variedade

topoldgica.

O resultado a seguir garante que o espago de configuracoes de uma variedade topolégica
conexa de dimensao pelo menos 2 é conexo por caminhos. Deste modo, nao precisare-
mos nos preocupar com a dependéncia do ponto base quando tratarmos do seu grupo

fundamental. Para demonstracao, vide [7], Configuration Spaces and Braid Groups.

Proposicao 3.2.5. [7, Lema 2.8] Seja M wuma variedade conexa (sem bordo) tal que
M permanece conexa quando perfurada em k — 1 = 0 pontos. Entdo, Fy(M) é conexo
por caminhos. Se M for uma variedade conexa de dimensao pelo menos 2, todos os
seus espacos de configuragoes sao conexos por caminhos. Em particular, os grupos de

homotopia de F,(M) sao independentes do ponto base.

Definig¢ao 3.2.6. [20] Dado um inteiro m = 0, denotemos por Qm = {q1,q2, -, qm} um
subconjunto arbitrario fixado de M, consistindo de m pontos q; € M, dois a dois distintos.

No caso m = 0, consideramos )y como sendo o conjunto vazio. Definimos:

Fon(M) = Fp(M\Qm). (3.2.1)
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Observagao 3.2.7. O espaco de configuracoes F,, ,(M) independe da escolha do subcon-
Junto @, (vide [16, pag. 111]). Note que:

Fou(M) = Fu(M\Qo) = Fu(M) ¢ Fpuy(M) = F(M\Qu) = M\Qu. (32.2)

A seguir, consideramos o conceito de fibrados localmente triviais. Informalmente, um
fibrado localmente trivial é um espago que, localmente, se comporta como um espaco
produto (no mesmo sentido em que uma variedade é localmente Euclidiana), mas que
globalmente pode possuir uma estrutura topoldgica diferente. Especificamente, a simila-
ridade entre um espacgo E e um espaco produto B x F' é definida usando-se uma aplicacao
continua e sobrejetora p : E — B, a qual, localmente, se comporta exatamente como uma

projecao, como segue.

Defini¢ao 3.2.8. [39, Definition 1.1] Um fibrado localmente trivial é uma quddru-
pla (E, B,p, F) constituida dos sequintes ingredientes:

(i) um espago topoldgico E, chamado espago total;
(il) um espago topoldgico B, chamado espago base;
(iii) wma fung¢do continua e sobrejetora p : E— B, chamada projegdo;

(iv) Um espago topoldgico F, tal que para cada b€ B, o espago p~t(b) é homeomorfo a

F', o qual é chamado a fibra sobre b.

Tais espacos e a aplicacao p devem satisfazer a sequinte condicdo:
e para cada b € B, existe um conjunto aberto U < B, com be U, e um homeomorfismo

¢:U x F — p~Y(U) tal que que o sequinte diagrama é comutativo:

no qual py € a projegcao na primeira coordenada, ou seja, (po d)(x,y) = p1(z,y) = z, para

todo (z,y) e U x F.
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Em topologia, uma fibracao é uma generalizagao da nocao de um fibrado localmente
trivial. No caso de uma fibragao, as fibras nao precisam ser o mesmo espaco, mas elas
serao homotopicamente equivalentes. Fibracoes nao possuem necessariamente a estrutura
local de um espago produto que define um fibrado, mas uma fibragao deve satisfazer uma
condigao adicional (a Propriedade do Levantamento de Homotopia), a qual garante que

ela se comporta como um fibrado, do ponto de vista da teoria de homotopia.

Defini¢ao 3.2.9. [9, Definition 6.7] Sejam E, B, X espacos topoldgicos, p : E — B
uma aplicagao continua e I = [0,1]. Dizemos que p possui a Propriedade do Levan-

tamento de Homotopia (P.L.H) com respeito ao espago X :
(i) se para qualquer homotopia F : X x [ — B

(ii) e se para toda fun¢do continua fo: X > E, tal que fo é um levantamento de

Jo = Flxxo}, ou seja, fo=po fo, com X homeomorfo a X x {0},

existe uma homotopia F : X x I — E que é um levantamento de F, ou seja, F =po F,

satisfazendo fo = F’Xx{0}~

fo

X><{O}~i>E X x {0} e B
| 25k N
XXI—F>B B

Uma funcgao continua p : E — B satisfazendo a Propriedade do Levantamento de Homo-
topia (P.L.H) com respeito a qualquer espago topoldgico X é chamada uma fibracao de

Hurewicz ou simplesmente uma fibragao .

Observagao 3.2.10. Sejap: E — B uma fibracao. Entdo, B serd chamado espaco base,
E serd chamado espago total da fibragdo e, para cada b € B, F, = p~1(b) serd chamado
a fibra de p sobre b. Embora Fy, possa variar para diferentes escolhas de b € B, se B for
conexo por caminhos, a Propriedade do Levantamento de Homotopia restringe o tipo de
homotopia de Fy, ou seja, se B for conexo por caminhos, entio todas as fibras I, = p~*(b)

sao homotopicamente equivalentes (vide [9, Theorem 6.12]).

Definigao 3.2.11. [21), pag. 376] Uma fungao continua p : E — B satisfazendo
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a Propriedade do Levantamento de Homotopia com respeito a k-discos D*, para todo

k= (7, também é chamada uma fibragcdo de Serrd"|

Proposicao 3.2.12. [21], Proposition 4.48] Um fibrado localmente trivial p : E — B
possui a propriedade do levantamento de homotopia com respeito a discos, logo € uma

fibragao de Serre.

A seguir, enunciamos um importante resultado que garante a existéncia de uma sequén-

cia exata longa associada a uma fibragao, a qual envolve os grupos de homotopia de ordem

superior [

Teorema 3.2.13. [9, Corolario 6.44] Seja p : E — B uma fibrag¢ao, com fibra F :=

pYby) S F ex e F. Entio, a sequéncia:

o (Fox) > m(E,x) = (B, by) = w1 (Fyx) > (B, x) — -

— m(F,z) > m(E,z) > m(B,by) — mo(F,x) = mo(E,x) — mo(B, bo)

€ exata.

Observacao 3.2.14. No Teorema devemos ter cuidado com a exatidao na extre-
midade & direita da sequéncia, desde que m(F,z), m(E,x) e m(B,by) nem sempre sdo

abelianos e mo(F, ), mo(E, ) e mo(B,by) s@o meramente conjuntos.

O resultado a seguir foi provado por Fadell e Neuwirth [16, Theorem 1] em 1962.

Para outras demonstracoes, vide também [20, Teorema 2.1] e [26, Lemma 1.26].
Teorema 3.2.15. [16, Theorem 1] Seja M uma variedade conexa por caminhos, com

dimensao dim(M) = 2. Suponhamos que 1 < r <mn, comn > 2. Entao, a aplicag¢ao

D Frun(M) = Fpop (M) (3.2.3)

(X1, .oy xn) — (T1,...,2y)

120u equivalentemente, com respeito a n cubos I™ = I x ... x I, ou equivalentemente, CW complexos.

13Em homenagem ao importante papel desempenhado por este conceito na tese de Jean-Pierre Serre.
Este trabalho estabeleceu em Topologia Algébrica o uso das chamadas sequéncias espectrais e claramente
separou as nogoes de fibrados e fibragoes da nogao de feixes (ambos estes conceitos tratados implicitamente
no trabalho pioneiro de Jean Leray).

Para definicdo dos grupos de homotopia de ordem superior, vide Apéndice A.
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¢ uma fibragao de Serre, com fibra F iy p—r(M).

Observagao 3.2.16. Conforme [35, Exemplo 2 - pag. 362], o complementar de dois
pontos em R? tem o mesmo tipo de homotopia que a figura oito, ou seja, € a unido de duas
circunferéncias com um ponto em comum. Mais geralmente, o complementar de m pontos
em R? tem o mesmo tipo de homotopia de um buqué de m circunferéncias, ou seja, € a
unido de m cdépias da esfera S* com um tnico ponto em comum, conforme Figura .
FEste espaco possui grupos de homotopia triviais, em dimensées i = 2 (vide [41l Corollary

- pag. 86]). Portanto, os grupos de homotopia 7;(R*\Q,,) sdo triviais, para i > 2.

Figura 3.13: Buqué de m circulos.

O préximo resultado segue do Teorema [3.2.15] e foi provado por Fadell e Neuwirth em

[16], Corolario 2.1].

Corolario 3.2.17 (Fadell e Neuwirth). [20, Corollary 2.3] Para o espago de configura-
coes F,(R?), de n pontos ordenados no plano R?, temos m;(F,(R?)) = 0, se i = 2. Mais
geralmente, para todon =1 e m >0, seque que m;(Fmn(R?)) =0, sei > 2.

Demonstragao:

Consideremos a seguinte representacao dos espacos de configuracoes no diagrama:

Fo11(R?) ——=Fp0p(R?) — ... —— P o(R?) — F1,1(R?) —= Fy 0 (R?) = F,(R?)

| | | |

Fo21(R?) 5,1 (R?) 1 (R?) Fo1(R?)

)
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no qual as setas verticais representam as fibragoes do Teorema ((3.2.15)), e as setas horizon-

tais representam as inclusoes das fibras nos correspondentes espacos totais das fibragoes.

Para os espagos F, 1(R?) = R*\Q,,, todos os grupos de homotopia em dimensoes i > 2
sdo triviais, conforme Observagao [3.2.16] Considerando as sequéncias de homotopia para
as fibracoes, a partir da esquerda para a direita no diagrama anterior, mostraremos que
no estagio final:

T(Fo(R?) = m(Fo . (R?)) = 0, se i > 2.

Com efeito, para a fibragao p : Fj,_22(R?) — F,_21(R?), com fibra F,,_;;(R?) temos a

seguinte sequéncia exata:

s Ti(Fro11(R?) =25 715(Frog2(R2)) 25 my(Fl g1 (R?)) —> ...
— —
=0 =0

e, para i = 2, m;(F,_22(R?)) = 0.

Agora, para a fibragao p : F,,_33(R?) — F,,_31(R?), com fibra F,,_5(R?), temos:

> T(Frea2(R?)) 5 my(Fr_g3(R%)) 25 my(Fps, (R?) — ..
— —
=0 =0
e, para i = 2, m;(F,_33(R?)) = 0.

Finalmente, para a fibragao p : Fy,(R?*) — Fy;(R?), com fibra Fy, 1(R?), temos a

seguinte sequéncia exata:

s T (Fup1 (R?) =25 m(Fo n(R?)) 25 (Fo 1 (R?)) — . ..
S ——
=0 =0

e, para i = 2, m;(Fy,(R?)) = m;(F,(R?)) = 0.

Mais geralmente, para a fibragao p : F ,m(R?) — Fp,,(R?), com fibra F), ,,(R?), temos

a seguinte sequéncia exata:

LT 7TZ'+1(F07m<R2)) I Wz(Fm,n(R2)) i’ 7ri(F0,n+m(R2>> & ,/Ti(FO,m(R2>> —_—> ...
—_— —_—

=0 =0

e, para i = 2, m;(Fn(R?)) = 0.
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3.3 O Grupo de Trancas como Grupo Fundamental de

um Espaco de Configuracoes

Seja M uma variedade conexa de dimensao dim(M) > 2. Denotemos por ¥,, 0 grupo si-
métrico sobre n elementos, isto é, o grupo de todas as permutacoes do conjunto {1, ..., n}.
Existe uma acao natural a direita de 3,, sobre o espaco de configuragoes F',, (M), definida

pela permutagao das coordenadas, como segue:
w: Fo(M) x X%, —> F,(M)

(z1,.. .y 2n),0) = p((z1,. .., 20),0) = (T1,. .., Tn) - 0 = (To1)s - - - To(n))-

Observagao 3.3.1. Mostremos que i1 € uma agao a direita de X, sobre F,(M). Dados
r = (x1,...,2,) € F,(M) e Id.,y,0 € ¥,, onde Id. denota a permutacao identidade,

entao:

=z (007)=px,007)

onde, y; = Zg - Além disso, desde que todas as coordenadas para pontos em F, (M) sao
duas a duas distintas, temos que p € uma agao livre. De fato, para qualquer (z1,...,x,) €

F,(M), temos que x; # x;, sempre que i # j. Assim, ¥ 0 € ¥,

(@1, .., x0) -0 = (To(1)s -+ Ta(m)) = (X1, ..., 2n) < 0(i) =i = 1d(i), Vi=1,...,n.
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Observacao 3.3.2. A permutacao de coordenadas também define uma acdo a esquerda

do grupo simétrico ¥, sobre o espaco de configuragoes F,(M).

Denotemos o espago de drbitas de F',,(M) pela agao livre p por Cp,(M). Assim:

Fn(M)

Ca(M) = =5

As érbitas dos elementos em F,(M), sob a agao livre u, consistem das n-uplas
(x1,...,2,) de pontos x; € M, dois a dois distintos, onde duas n-uplas estao na mesma
orbita se elas diferem apenas por uma permutacao de suas coordenadas. Assim, podemos
pensar em C', (M) como o espaco de todas as configuragdes de um conjunto nao ordenado
de n pontos em M, dois a dois distintos. O espago C, (M) é chamado o Espaco de
Configuracoes para um conjunto de n pontos nao ordenados em M.

Consideremos a projecao natural de F',(M) sobre o espaco de 6rbitas C,(M):
Pn : Fn(M) - =

a qual define uma aplicagao de recobrimento, pelo Teorema [B.0.33] desde que ¥, é um
grupo finito agindo livremente sobre F), (M), que é Hausdorff. Além disso, pela Proposigao
3.2.5] F,,(M) é conexo por caminhos, logo é conexo e segue de [21, Example 4.42, pag.
377], que p, é uma fibracao com fibra ¥,. Temos ainda da Observagao que F,(M)
¢ uma variedade topoldgica e que o espago de drbitas C,, (M) é Hausdorff, pelo Teorema

B.0.34}, pois ¥,, é um grupo compacto. Assim segue da Observacao [B.0.35) que C,,(M) é
uma variedade topolégica.

O nosso préoximo objetivo serd averiguar como os espagos de configuragoes podem ser

usados para definir uma nocao de trangas em M.

Escolhemos um ponto base ¢ € F, (M) e fixemos ¢y = p,(¢&) como ponto base em
Cn(M). Consideremos um elemento arbitrario g € m(C, (M), co), o grupo fundamental

de C,, (M), representado pelo lago fechado:
f:10,1] - Cn(M)

com f(0) = f(1) = co.
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Como p,, : F,(M) — C, (M) é um aplicagdo de recobrimento, segue da propriedade
do levantamento de caminhos | °| que existe um tinico levantamento f: [0,1] —» F,,(M) de

f tal que ]?(0) = ¢p, com f: (]?1, . ,ﬁ)

(Fn (M), &)

/ lpn

([Ov 1]7 O) _f> (OR(M)7 CO)

Assim, podemos pensar em f como n caminhos ﬁ :[0,1] — M, paratodo 1 <i<n
tais que f;(t) # j?(t), Vi # j e para todo t € [0,1]. Observemos que a n-upla ordenada
(f1(1), ..., f(1)) em M é apenas uma permutacao o da n-upla ordenada (f1(0), . .., f,(0))

em M, pois como p,, o f = f, temos

~ ~

Pa(f(0)) = f(0) = co = f(1) = pu(f(1)).
Para cada 1 < i < n, definimos mergulhos <7; : [0,1] — M x [0, 1], onde
() = (fi(t),1), vt [0,1].
O sistema de arcos & = {74, ...,/ ,} é um sistema de n-cordas no espago produto

M x [0, 1] satisfazendo os requisitos previstos na Definigao para trancas geométricas,

ou seja,

(i) Cada arco & intersecta M x {t} exatamente uma vez, pois % (t) = (fi(t),t) e para

cada t, (t) estd em um plano diferente.

(ii) Os arcos @, ..., 4, intersectam M x {t} em exatamente n pontos diferentes, pois
H(t) # H(t), se i # j.

Em particular, o sistema de cordas («7,0) em M x [0, 1] conecta os pontos P, ..., P,

em M x {0}, os quais s@o as coordenadas de ¢y € F,(M), ao correspondente conjunto de

15[34], Lema 54.1] Seja p : (E,eg) — (B, bg) uma aplicacio de recobrimento, com p(eg) = bo. Entdo,
qualquer caminho f : [0,1] — B, comegando em by, possui um tUnico levantamento f : [0,1] — E,
comecando em eg.
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~ ~

pontos P, ..., P, em M x {1}, de acordo com a permutacio o que leva f(0) em f(1), i.e.,

27;(0) = (f(0),0) = P, e M x {0};

(1) = (Fi(1), 1) = (Fo(0), 1) = Pl e M x {1},

A classe de homotopia de o7, definida em analogia com a Defini¢ao , estd bem
definida, pois depende somente de § e nao do representante particular f : [0,1] — C,,(M),
originalmente escolhido.

Seguindo a nomenclatura introduzida por Fox [19], chamaremos 7 (ou, por uma
questao de simplicidade, a prépria classe de homotopia original § € m;(C,, (M), ¢p)), uma
tranca com permutacdo o em M sobre n cordas e o grupo w1 (C, (M), co) serd chamado
o grupo de trancas sobre n cordas em M. O grupo m (F, (M), ¢y) serda chamado o grupo
Fox de trangas coloridas (ou trangas puras) sobre n cordas em M. Trangas Coloridas ou

trangas puras sao exatamente as trancas com permutacao trivial das cordas.

Agora, vamos considerar a variedade M como sendo o plano Euclidiano E?, mergulhado
no espaco Euclidiano E?, de forma que depois da identificacao de E? com R?, o plano E?

corresponde a R? = R? x {0}. Escolha pontos

P =(1,0,0), P, =(2,0,0),...,P, = (n,0,0), no plano z =0

P, = (1,0,1), P, =(2,0,1),..., P, = (n,0,1), no plano z = 1.

Consideremos a projecao ao quociente

F,.(E?)
Xn

pn : Fo(E?) — = O, (E?)

e sejam ¢y = (Py,...,P,) € F,(E?) o ponto base em F,(E?) e ¢y = p,(c) € Ch(E?) o
ponto base correspondente em C,(E?). Entao, a tranga o/ em E?  no sentido de Fox,
correspondendo a classe de homotopia 3 € m1(C,(E?),cy), como definida anteriormente,
é uma tranca geométrica sobre n cordas, no sentido de Artin, como na Definicao (3.1.1]).

Reciprocamente, é possivel definir uma tranga Fox a partir de uma tranca Artin.

Teorema 3.3.3. [20, Theorem 3.1] O grupo de trancas Artin, B(n) pode ser canoni-

camente identificado com o grupo fundamental w1 (C,(E?),cp).
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3.4 Apresentacao do Grupo de Trancas Artin

De acordo com a Segao 3.1.1, o grupo B(n) de trangas sobre n cordas é gerado pelas

trancas elementares o1,09,...,0,_1, onde o; apenas permuta as cordas ¢ e ¢ + 1. Além

disso, foram obtidas as relacoes (3.1.4]) e (3.1.5)) entre esses elementos. A seguir, apresen-
taremos as ideias envolvendo a demonstragao do Teorema |3.1.19] conforme [20, Chapter
1, Section 4].

Usaremos a identificacao B(n) = 71(C,(R?), ¢y) descrita anteriormente. Fixemos
Pl:(170>7P2:(270>7”'7Pn:(n70) (341)

como o conjunto de pontos iniciais para as cordas nas n-trancas. Entao, a n-tranca

elementar o;, 1 <17 <n — 1, pode ser descrita pelo caminho
Fo]0,1] — Fo(R?)
definido por f(t) = (Pb s 7Pifla ﬁ(t)a fiJrl(t)? Pi+27 SR Pn)a onde

fi(t) = (i + sin gt, sintt) e fiy1(t) = (i + cos gt, — sin 7).

Desde que:
F(0) = (Pr,..., Piy, £i(0), fi41(0), Piya, .., Pu),
onde,
fi(0) = (i +sinZ-0,sin7-0) = (¢,0) = P,
fix1(0) = (i + cosZ-0,—sinm-0) = (i +1,0) = Py,
temos:

fO)=(P,...,P, Py1,..., P).

Além disso, desde que

f(l) = (P1, s 7Pi—17 fi(1>7ﬁ+1(1)7pi+2a ce ,Pn>a
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onde
ﬁ(l) = (/L.+Sin%~17sin7r.1) — (Z—Fl’O) :Pi+1

fis1(1) = (i +cosZ-1,—sin7-1) = (i,0) = P.

temos:

f(]‘) = (P17"'7Pi+17P’L'7R:+27---,Pn).

O caminho f : [0,1] — F,(R?) é projetado por p, no laco f : [0,1] — C,(R?), com
f(0) = f(1) = ¢y e este laco representa o; € m(C,(R?), cp).

O resultado a seguir foi enunciado anteriormente como Teorema [3.1.19| e foi provado
por Artin em 1925 em Teorie der Zopfe [1]. A ideia da demonstracao apresentada aqui
estd contida em detalhes em [20, pags. 18-24] e é devida a Fadell e van Buskirk (7The
Braid Groups of E* and S? [17T]).

Teorema 3.4.1 (Fadell e Buskirk). O grupo B(n) das trancas geométricas sob n cor-
das admite uma apresentag¢do com os sequintes geradores 01,02, ...,0,_1 € as sequintes

relacoes:
(1) 0,05 = 00y, |Z—j|>2, 1<Z,]<n—1
(2) 05 0i11-0i = 0441040441, 1<i<n-—2.

Ideia da demonstragao: Apresentamos a seguir um esquema da demonstracao.

Passo 1: Existe um bem definido homomorfismo:
ln: By — B(n) (3.4.2)

onde B,, é um grupo abstrato com apresentacao dada por geradores 71, ..., 7,1 e relagoes:
(1) 6,-6,=05-04,8e|i—j| =22 1<i,j<n-—1
(2) G- Gip1- 0y = i1 -0+ Oip1, 8¢ 1 <i<n—2.

O homomorfismo dado em leva ¢; em o;.

Passo 2: 1, ¢ um isomorfismo.
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Note que a sequéncia de homotopia para a fibragao p, : F,(R?) — C,(R?) se reduz, pelo

Corolério [3.2.17, a seguinte sequéncia exata curta
1 — m (Fo(R?), &) 2% 7 (CL(R?), cp) = %, — 1. (3.4.3)

Se usarmos a identificagao B(n) = m1(C,,(R?), ¢p) e denotarmos H(n) por m (F,(R?), é),
entdo os elementos em H(n) podem ser identificados com as classes de equivaléncia de
trangas geométricas sobre n cordas com permutacao trivial das cordas (as chamadas tran-
¢as puras ou coloridaﬂ ). O homomorfismo 7,, na sequéncia exata curta (3.4.3)) é definido
como sendo a permutacio de uma tranca 3 € m(C,(R?),cp). O homomorfismo p,, é in-
duzido pela aplicacao p,. Com estas identificacoes, a sequéncia exata curta em (3.4.3),

torna-se:
1 — H(n) 2 B(n) =%, — 1. (3.4.4)

a qual é chamada a sequéncia do grupo de trancas e o homomorfismo 7, é chamado o

homomorfismo permutacao.

Observacao 3.4.2. Observemos que Ker(r,) € um subgrupo normal de B(n), o qual
serd denotado por PB(n), chamado o grupo de trangas puras sobre n cordas. Seque da
exatidao da sequéncia que p, : H(n) — B(n) é injetora, logo, Ker(p,) € trivial e,

pelo Teorema do Isomorfismo,

H(n)

— Ker(p) = Im(pn). (3.4.5)

H(n)
Portanto, de e da ezxatiddo da sequéncia :
H(n) = Im(p,) = Ker(r,) = PB(n). (3.4.6)
Para o grupo abstrato B,,, mostra-se que existe um bem definido epimorfismo natural,

Tn @ Bp — 2,

dado por 7,,(6;) = (i,i+1), a transposi¢ao em X,,, ou seja, a permutagao que apenas troca

160u seja, se B é uma tranca pura, entdo a permutacio associada a 3 é a permutacio identidade.
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1 com ¢ + 1.
Denotemos por H,, = Ker(7,) e seja p, : H, — B, o homomorfismo inclusao. Assim,

para o grupo abstrato B, temos a sequéncia exata curta:

1—H, ™ B, ™% —1.

Desde que também 7,,(0;) = (7,7 + 1) é a transposigao (¢,7 + 1) € X,,, obtemos o seguinte

diagrama comutativo:

R

B(n) ——3%, ——1

Tn

no qual as linhas horizontais sao sequéncias exatas curtas e onde ¢/, ¢é a restrigao de ¢,, ao
subgrupo H,, em B,. Usando o Lema dos Cinco (vide Lema [B.0.27)), obtemos o seguinte

resultado.

Lema 3.4.3. |20, Lemma 4.1] O homomorfismo v, : B, — B(n) é um isomorfismo se,
e somente se, i, : H, — H(n) é um isomorfismo.

A ideia é provar que ¢/, : H, — H(n) é um isomorfismo e usando o Lema [3.4.3) obtemos
o isomorfismo desejado. Para mostrar que ¢/, : H, — H(n) é um isomorfismo, precisamos

conhecer uma apresentacao de H,, a qual sera dada no lema a seguir, o qual assumiremos

sem demonstragao (para detalhes de uma prova, vide [20, Appendix 1]).

Lema 3.4.4. [20, Lemma 4.2] O grupo H, admite uma apresentacao com geradores:

~2~—1 ~—1

Qij = 0j10j_9. 0i410.0,,] - - - 03725]111, para 1 <i < j <n e relagoes :

Qi sei<r<s<jour<s<i<j

~1 ar,jai,ja;;7 ser<it=s5<j
Ay s Qi jOp s = 3

7,8 '%,] TS 1 1 . .

Qr,jQs,j04 50 Ay 5, se1=r<s<)

. P P . g1 <1< < 1

[ W@,y j O Qi j s, jOr,j Qg Oy 5 ser<i<s<y]j.

A n-tranga geométrica que corresponde a a;j, 1 <7 < j < n, isto ¢, a tranca

2_—1 -1 -1
0j—10j-2"""0i410; 041" 05 20 1, (3.47)
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apenas passa a corda j uma vez em torno da corda ¢, primeiro por baixo e depois por

cima, e passa por baixo de cada corda intermedidria duas vezes, conforme a Figura [3.14]

[

~
=

i

o
U

W
=

: . 2 _—1 -1 -
Figura 3.14: 0;_10j-2...0i410;0; 4 ...0; 50,

A tranca inversa correspondente a ai_jl faz o mesmo que a tranga a;;, exceto que agora a

corda j passa em sentido oposto pela corda ¢, primeiro por cima e depois por baixo.

As trancas puras podem ser escritas como um produto das trancas correspondentes a
a;; e suas inversas. Esse processo ¢ conhecido como técnica de pentear trancas
(vide Figura [3.15). Em outras palavras, o sistema de trancas correspondente ao sistema

{a;j;1 <i < j <n} éum sistema de geradores para H(n).

A J
oY s e
0

Figura 3.15: 4-tranca correspondente a a14a24a24a1_31a34.
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O grupo H,,_1 pode ser considerado como o subgrupo de H,, que é gerado por

Qij, 1§Z<]<n—1

Pode-se mostrar que:

(i) existe um homomorfismo natural n : H,, — H,_; definido por

aij, sel<i<j<n-—1

1, sel<i<nej=n.
(ii) Ker(n) é o fecho normal em H,, dos elementos ain, dan; - - -, An—1)n-
(i) Ker(n) = U,, onde U, é o subgrupo em H, gerado pelos elementos da forma:

QA1n, A2n; - - -5 Q(n—1)n-
Com essas informacoes, é possivel obter a seguinte sequéncia exata curta:
i
1—U, > H, 5 H, , —1

Considerando a fibracao:
p: Fo(R?) — F,_1(R?),

com fibra F,,_; 1(R?) = R*\Q,_; definida no Teorema [3.2.15] podemos obter a correspon-

dente sequéncia exata curta para o grupo de trancas B(n), como segue.
1 — 1 (Fp1.1(R?) =5 1y (F(R?)) L5 7y (F, 1 (R?) — 1 (3.4.9)
Para o grupo das trancas puras, temos as identificacoes
H(n) = m(F,(R*) e Hn—1) = m(F,_1(R?), (3.4.10)
e, deste modo, a sequéncia ((3.4.9) torna-se

1 —> m(Fo11(R?) 5 H(n) 25 H(n — 1) — 1 (3.4.11)
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O homomorfismo p, opera sobre trancas removendo a corda de niimero n de uma n-tranca.

Observemos também que

K@T(p*) = 7T1(Fn_171(R2)) = 71<R2\Qn_1) (3412)

é um grupo livre sobre n — 1 geradores, pois R?\@,,_; tem o mesmo tipo de homotopia da
uniao por um ponto de n — 1 cépias de St (vide Observagao [3.2.16]).

A tranca geométrica correspondente a a;; comporta-se, sob o homomorfismo p,, do mesmo
modo que a;; comporta-se sob o homomorfismo 7. Assim, temos o seguinte diagrama

comutativo:

1 U, d H,—1=H, ——1 (3.4.13)

1——m(F,_11(R?)) i H(n)—>Hn—-1)—=1
onde ¢! é a restrigao de ¢, ao subgrupo U,, de H,.
Recordemos que P, = (1,0), P, = (2,0), ..., P, = (n,0) é o conjunto de pon-
tos de R? fixado como sendo o conjunto dos pontos iniciais das n-trancas geométricas.
As n-trancas puras consideradas como lagos em F,(R?) sdao entdao baseadas no ponto
éo = (P,...,P,) € F,,(R?). Em correspondéncia, as (n — 1) trancas puras em H(n — 1)
sao descritas por lagos em F,_;(R?) baseadas no ponto (P,..., P, 1) € F,,_1(R?). O
ponto base na fibra F,,_; 1(R?) para a fibragao p : F,(R*) — F,_1(R?), é entdao o ponto
P.e F, 11(R*) =R:\{P,..., P, 1}.
Analisando a tranga geométrica ¢/ (a;;), correspondendo a a;; € H,, percebemos que ela
enlaga a corda j uma vez em torno da corda i. Portanto, temos que o elemento ¢} (a;,) €
m(F,_11(R?)), para 1 < j < n, é representado pelo lago no espago F,_11(R?) =
R*\{P,,..., P, 1}, baseado no ponto P,, que enlaga o ponto P; uma vez e o separa dos
pontos Py,...,P,_1, Pji1,..., P,_1, conforme Figura m

Figura 3.16: Representacao de um lago em F,,_;(R?).
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Entdo, o conjunto dos elementos {¢(a;,);1 < j < n} é uma base para o grupo livre
71 (Fp-11(R?)) de posto (n —1).

O grupo U,, = Ker(n) é gerado pelos elementos {a;,;1 < j < n} e, como observado acima,
este conjunto de geradores é levado sobre uma base para o grupo livre 71 (F,_;1(R?)), sob
o homomorfismo ¢”. Consequentemente, ndo podem existir relagoes entre esses geradores,
desde que um grupo livre de posto finito nao pode ser isomorfo a um dos seus grupos de
fatores préprios{ﬂ. Em outras palavras, o grupo U, é, ele mesmo, um grupo livre de posto
(n — 1), que é levado isomorficamente sobre 7 (F,,_11(R?)) pelo homomorfismo /.
Finalmente, observemos que H; = 1 e m(Fo1(R?)) = 1. Assim, ¢{ é um isomorfismo.
Assumimos indutivamente que ¢, ; ¢ um isomorfismo. Entao, desde que ¢! é um iso-
morfismo, para todo n, aplicando o Lema dos Cinco (Lema ao diagrama ,
concluimos que ¢/, é um isomorfismo, como queriamos demonstrar.

J

17[32, Theorem 2.13] Um grupo livre de posto finito ndo pode ser isomorfo a um dos seus grupos
de fatores proprios.



Capitulo
4

Uma Ordenacao para o Grupo de

Trancas Puras

Recordemos do Capitulo |3, que uma tranga § é chamada uma tranga pura (ou uma
tranga colorida) se a permutagao associada a tranga ( é a permutagao identidade. Vimos
que PB(n), o conjunto de todas as classes de equivaléncias de trancas puras sobre n
cordas, é o nicleo do homomorfismo permutagao 7, : B(n) — X,. Portanto, PB(n) é
um subgrupo normal de indice |3,,| = n! em B(n). Segue da Observagao que existe

uma sequencia exata curta
1 — PB(n) — B(n) ™%, — 1 (4.0.1)

associada aos grupos de trancas PB(n) e B(n) e ao grupo simétrico 3,,.

Neste capitulo, definiremos uma ordem total para PB(n); o grupo das trangas puras
sobre n cordas, a qual serd invariante sob a multiplicacdo de ambos os lados. A ordena-
¢ao para PB(n) serd definida usando-se uma combinagao da técnica de pentear trangas
devida a Artin e a expansao Magnus para Grupos Livres. Veremos que grupos livres
sao bi-ordendveis e que PB(n) é um produto semidireto de grupos livres. As principais

referéncias deste capitulo sao [12] e [28§].

4.1 Grupos Ordenados

Relembremos que uma ordenagao estrita de um conjunto 2 é uma relagao binaria,

denotada por <, que satisfaz as seguintes propriedades:
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1. Anti-reflexiva: x < x nao ocorre;
2. Transitiva: se r < y e y < z, implica z < z.

Uma ordenacao estrita de €2 é chamada total ou linear se, para todos z,z’ € €,

exatamente uma das seguintes condigoes é valida: x = 2/, ou x < 2’ ou 2’ < .

Defini¢ao 4.1.1. [12, Definition 1.1] Dizemos que:

(i)

Uma ordenag¢ao invariante a esquerda, ou ordenagcao a esquerda, de um
grupo G € uma ordenacao total estrita < de G satisfazendo a condi¢ao de que dados

g,h € G tais que

g<h = fg=<fhVfed. (4.1.1)

Um grupo G € chamado ordendvel a esquerda, se existe pelo menos uma orde-

nac¢ao invariante a esquerda de G.

Uma ordenacao bi-invariante, ou uma bi-ordenacao, de um grupo G € uma
ordenac¢do a esquerda de G que também € invariante a direita, ou seja, dados g, h €

G tais que

g<h = gf <hf,Vfed. (4.1.2)

Um grupo G é chamado bi-ordendvel, se existe pelo menos uma ordenagao bi-

invariante de G. Neste caso, usaremos a notacao (G, <).

Um exemplo importante é dado no resultado a seguir, o qual sera assumido sem de-

monstragao, desde que as ferramentas necesséarias para uma prova fogem do escopo deste

trabalho.

Teorema 4.1.2. [12, Proposition 1.2] Para n = 3, o grupo de trancas no disco B(n)

nao € bi-ordendvel.

Por causa do teorema anterior, estaremos interessados em ordens que sao invarian-

tes sob a multiplicacao de um dos lados. O resultado a seguir mostra que ordenagoes

a esquerda de um grupo G determinam ordenacgoes a direita de G, através de regras

simétricas.
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Lema 4.1.3. |28, Lemma 1.3] Suponhamos que < seja uma ordenagdo invariante a

esquerda de um grupo G. Entdo, definindo

g<hesg!' < h (4.1.3)

obtemos que < é uma ordenacdo invariante & direita de G.

Demonstragao:

(i)

Z € uma ordem estrita.

Propriedade anti-reflexiva: Por definicao, g< g < g~' < g~'. Mas como < € uma

1

ordem estrita, g~ < g~ nao ocorre e, consequentemente, g < g também ndo ocorre.

Propriedade Transitiva: Suponhamos que sejam dados g, h,k € G tais que g<h e

h< k. Queremos mostrar que g < k. De fato, como
gXhegl<h™t e hikeht <k,

sendo < uma ordem estrita, temos pela transitividade de < que g~' < k='. Por-

tanto, g < k.

Z ¢ uma ordem total.

De fato, precisamos mostrar que para todos g,h € G, ou g = h ou g<h ou h<g.
Para isso, suponhamos que g = h e h<g ndo ocorrem e mostremos que g < h.

Faremos a prova por contradicdo. Se g <h ndo ocorresse, como por definicdo,

gXihegl<hn'!

1

teriamos que g~* < h™' nao ocorre, mas como < é uma ordem total, deveriamos

ter g7t = h7t ou h™' < g7'. Mas, se g~' = h™!, isso implicaria g = h, o que nao

1

ocorre por hipdtese. Agora, se h™' < g~, teriamos por definicao

ht<g !t ehZy, (4.1.4)
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o que também nao ocorre, por hipétese. Portanto, g < h ocorre e < é ordem total.

(iii) < € wma ordenagao invariante & direita de G.

Dados g,h € G tais que g < h, devemos mostrar que gk < hk, Vk € G. De fato,

como < € uma ordem itnvariante a esquerda de G, temos:

g < h < ¢gl<h?t =>klgt<ktht
= (gk)™' < (hk)™!

gk hk,

|

Uma ordenacao a direita de um grupo GG pode ser caracterizada pela existéncia de um

subconjunto P < G chamado “cone positivo”, como segue.

Defini¢ao 4.1.4. [12, Definition 1.4] Um subconjunto P de um grupo G é chamado

um cone positivo sobre G se satisfaz as sequintes condigoes:
1. P € fechado sob a multiplicacao de G, ou seja, P-P < P.

2. G\{1g} = PP~ (unido disjunta), onde P~ = {p~t;p € P}, isto é, P particiona
G\{1¢}, onde 15 denota o elemento identidade de G.

Lema 4.1.5. [28, pag. 825] Um grupo G ¢é ordendvel a direita se, e somente se, eziste

P < G cone positivo sobre G.

Demonstracgao:
Suponhamos que < seja uma ordenacao invariante a direita do grupo G. Definimos o

conjunto P = {g € G; 15 < g}. Mostraremos que P < G é um cone positivo sobre G.

1. Dados g,h € P, entao 1g < g e 1¢ < h. Assim, podemos escrever 1o = hh™! < g e

como G é ordendvel A direita, temos h = (hh™')h < gh. Portanto,
lg < h < gh= 1 < gh, (4.1.5)

pela propriedade transitiva. Logo, gh € P, ou seja, P - P < P.



4.1 Grupos Ordenados 109

2. Primeiramente, vejamos que P nP~! = @f. Suponhamos que isso nao ocorra, entao

existe um elemento g € P n P~1. Assim:

(i) g € P, implica 15 < g.

(ii) g € P~! implica g~! € P, logo 15 < g~'. E como < ¢é uma ordenacao invariante &
direita, temos g < 14.

Dessa forma, 1 < g e g < 1¢ e, pela propriedade transitiva, teriamos 15 < 14, 0

que contradiz a propriedade anti-reflexiva. Portanto, P n P! = (.

Mostraremos que G\{lg} = P||P~!. De fato, seja g € G\{lg}. Sabemos que
lg < goug< 1g.

(i) Se 1 < g, entao g € P.

(ii) Caso contrério, se ¢ < lg, desde que < é uma ordenagao a direita do grupo G,

temos 1g < ¢! e, assim, g € P71

Portanto, G\{1g} = P |P~! e como P| |P~! < G\{1¢}, segue a igualdade.

Reciprocamente, suponhamos agora que exista P < G, cone positivo sobre G e mostremos

que GG é ordenavel a direita. Definimos < pela relacao
g<h<hgleP. (4.1.6)

Mostraremos que < é uma ordenacao invariante a direita do grupo G:

(i) < é uma ordenacao total estrita.

def.

Propriedade anti-reflexiva: g < g bl g-g*

= 1lg € P, o que é uma contradigao,

pois 14 ¢ P. Portanto, g < g nao ocorre.

Propriedade transitiva: dados g, h, k € G tais que

g=<h < hgleP e (4.1.7)
h<k < kh'leP.

Como P - P < P, temos que (kh™') - (hg™!) € P, ou seja, kgt € P < g < k.
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(ii) < é uma ordem total.

De fato, precisamos mostrar que para todos g,h € G,oug=houg<houh < g.
Para isso, suponhamos que g = h e h < g nao ocorrem e mostremos que g < h.
Faremos a prova por contradicao, ou seja, se ¢ < h nao ocorre, desde que por
definicao,

g<hehlgeP

terfamos que h™'g ¢ P, o que implica que (h~'g)~! ¢ P~' := {p~':p € P}. Mas
G é grupo e h™', g € G, logo h™'g € G. Assim, como G\{1} = P| |P~}, a tinica
possibilidade é que h™1g = 14, ou seja, h = ¢, o que ¢ uma contradicao. Portanto,

g < h ocorre. Os outros casos ocorrem de maneira similar.

(iii) < é uma ordem a direita.

Dados g, h € G tais que g < h, devemos mostrar que gk < hk, V k € G. Mas
g<h <hgteP (4.1.8)
Assim, temos:

hgleP o (hE) (kg ) eP < (hk)(gh) " eP & gk < hk.

De maneira andloga, mostra-se o seguinte resultado

Lema 4.1.6. [12, Lemma 1.5]
(i) Assuma que < seja uma ordenacgdo invariante a esquerda de um grupo G. Entdo, o

conjunto P = {g € G;1g < g} € um cone positivo sobre G e g < h < g 'the P.

(ii) Assuma que P seja um cone positivo sobre um grupo G. Entdo, a relagio g < h <

g 'h € P é uma ordenagao invariante a esquerda de G e P = {g€ G;1g < g}.

Como uma consequéncia imediata dos Lemas e [£.1.6] obtemos o seguinte

Coroléario 4.1.7. [28], pag. 825] Um grupo G € ordendvel a direita se, e somente se, G

¢ ordendvel a esquerda, mas as ordenacoes podem diferir.
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Proposicao 4.1.8. [28, pag. 825] Um grupo G ¢é bi-ordendvel se, e somente se, as
propriedades (1) e (2) da Definicao sao vdlidas para algum subconjunto P < G e,

em adi¢cao:

(3) VgeG, g-P-g'cP (normalidade). (4.1.9)

Demonstracgao:

Suponhamos que um grupo (G, <) seja bi-ordenavel, entao (G, <) é ordenavel a direita
e segue do Lema , que existe P = {g € G;1g < g} < G, cone positivo sobre G,
satisfazendo as condicoes (1) e (2) da Definigdo [1.1.4] Assim, basta mostrarmos que P
satisfaz a condigao (3) dada em . Dado ¢ € G arbitrério, vejamos que g-P-g~! < P.
Seja # € G um elemento qualquer tal que z € gPg™ !, entdao x = gpg ', para algum
p € P. Nesse caso, 1g < p e desde que < é uma ordenacao invariante a direita, segue

U < pg=t. Além disso, sendo < também uma ordenacao invariante & esquerda,

1

que lgg™

concluimos que, 1¢ = gg~ ! < gpg~' = z, o que implica z € P.

Reciprocamente, se para algum subconjunto P < G, sao validas as condigoes (1) e (2) da
Definicao e, além disso, P satisfaz também a condigao (3) dada em (4.1.9)), segue do
Lema [4.1.5, que (G, <) é ordendvel & direita, onde < é dada por

g<hshgleP. (4.1.10)

Mostraremos que < é uma ordem a esquerda, ou seja, dados g,h € G tais que g < h,

entao kg < kh, para todo k € G. Mas note que
kg < kh < kh(kg)'eP < k(hg )k eP, onde p=hgteP, (4.1.11)

e a ultima equivaléncia é vélida pela propriedade (3). Portanto, < é uma ordenagao
invariante a esquerda e, consequentemente, (G, <) é bi-ordenavel.
Qa

Observacao 4.1.9. Se (G,<) é um grupo ordendvel a direita (respectivamente, bi-
ordendvel) e se H ¢ G ¢é subgrupo de G, entio considerando a restrigao de < aos ele-

mentos de H, temos que (H, <) é ordendvel a direita (respectivamente, bi-ordenavel).

A seguir, listamos algumas propriedades validas para grupos ordenaveis.
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Observagao 4.1.10. Propriedades dos grupos ordendveis.

1. Um teorema cldssico devido a Holder [22], afirma que se um grupo ordendvel (G, <)
é Arquimedianﬂ entao G € isomorfo (algebricamente e no sentido da ordem) a
um subgrupo do grupo aditivo dos nimeros reais, e portanto, serd abeliano (vide [36)

Theorem 1.3.4)).

2. Se um grupo G ¢ ordendvel a direita, entdo G nao possui elementos de ordem finita.

Em outras palavras, G € livre de tor¢ao. (vide [27, pag. 12]).
3. Mostraremos na Proposi¢ao [{.3.19, que grupos livres sao bi-ordendveis.

4. Mais geralmente, Vinogradov em [40], mostrou que bi-ordenabilidade é preservada

por produtos livres.

A bi-ordenabilidade é preservada por produtos diretos, como mostra o exemplo a

seguir.

Exemplo 4.1.11. [28, pag. 826] (Ordem Lexicografica) Mostraremos que se (G, <g)
e (H,<py) sdo grupos bi-ordendveis, entao o produto direto (G x H, <) € bi-ordendvel, onde

< denota a ordem lexicogrdfica definida como seque:
(g,h) < (¢,h) <= (g=<cd)ou(g=4g eh<gh). (4.1.12)
Sejam (g,h), (¢', ') € G x H tais que (g,h) < (¢', 1) e mostremos que
(9, h) - (g1, h1) < (g, 1) - (g1, ha), ¥ (g1, 7)€ G x H. (4.1.13)
Mas, por definicao da ordem lexicogrifica, temos (g,h) < (¢', ') se, e somente se,

(i) g <¢ ¢ ou

(i) g=¢ eh<g .

18[12] Definition 3.1] Uma ordenacio em um grupo G possui a propriedade Arquimediana se, sempre
que 1 < x <y, no grupo G, entao existe um inteiro p tal que y < xP.
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Assim, se g <g ¢, como G € bi-ordendvel, seque que:

991 <c 9’91,V g1 € G. (4.1.14)

Ou, se g =g e h <y W', neste caso, como H € bi-ordendvel seque que:

991 =9'g1 e hhn <y K'hi,¥ hie H. (4.1.15)

Note que as equagoes (4.1.14)) e (4.1.15)), equivalem a dizer que:

(991, hh1) < (g'g1, W' Ia). (4.1.16)

Mas, (4.1.13) e (4.1.16) sao equivalentes, o que mostra que (G x H,<) é ordendvel a

direita. Analogamente, mostra-se a ordenabilidade a esquerda.

Os seguintes exemplos mostram que o produto semidireto de grupos bi-ordenaveis nao

sa0 necessariamente bi-ordenéveis.

Exemplo 4.1.12. [27, Example 2.5] O grupo fundamental da garrafa de Klein possui

uma apresenta¢ao, como seque.
K={a,y;yry =2 (4.1.17)

Este grupo ndo € bi-ordendvel. De fato, suponhamos que K seja bi-ordendvel. Entdo,
pela Proposigio [1.1.8], existe P < K, cone positivo sobre K, satisfazendo a condi¢io de

normalidade, ou seja,
Vke K, kPk™'c P. (4.1.18)
Desde que K\{1x} = P| |P~!, para o gerador x € K, x # 1k, se x € P, entdo:

yry t=2"'eP, (4.1.19)
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o que contraria P n P! = &. Analogamente, se v € P~1. No entanto, K € o produto

semidireto de dois grupos ciclicos infinitos, 0s quais sao bi-ordendveis.

Uma ideia intuitiva de como obtemos K = m(K) = Z x, Z é dada a seguir, com o caso
do toro incluso. Considere o Toro S x S' e a garrafa de Klein K. Em ambos os casos

existem dois caminhos fechados, indicados por a e b, como nas Figuras el4. 2

b
»

A

Figura 4.1: Identificagoes na Garrafa de Klein.

L Al

as da -

bad

Figura 4.2: Identificagoes no Toro.

Em ambos os casos, existe uma retmgdﬂ r de X para a tmagem A < X do caminho
a, com X sendo o toro ou a garrafa de Klein. A Figura [{.3 traz uma representagao
desta retracdo no caso da garrafa de Klein. O grupo fundamental de A é Z e o grupo

fundamental de X se encaixa em uma Sequéncia exata curta:

0— H—m(X)—Z—0, (4.1.20)

¥Dados um espaco topoldgico X e A ¢ X, uma aplicacdo continua r : X — A é chamada uma retracao
se 1|4 = Ida, ou seja, r(a) = a, para todo a € A.
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onde H = Ker(m (X) =5 n(A)).
Desde que r(b) € um tunico ponto, a imagem de b certamente estd neste nicleo. Pode-se

mostrar que este nicleo € exatamente Z. com gerador b.

7 continua

b T

» b

Y

Y

deformacao identificacao
a a — a — r(b)

Y

]

r continua

X=K

Figura 4.3: Retracao da garrafa de Klein.

Seque que m1(X) € um dos dois grupos, Z x Z ou Z x,Z. Para determinarmos qual destes
grupos ocorre, precisamos encontrar o homomorfismo ¢ : H — Aut(N). O grupo H =7 é

gerado por a e o grupo N = 7 € gerado por b, por isso, precisamos calcular ¢,(b) = aba™".

A Figum mostra que este elemento € b para o Toro, ou seja, p,(b) = aba™ = b <
ab = ba (relagdo entre os geradores na apresentagao do grupo fundamental do toro) e,
respectivamente, b= para a garrafa de Klein, ou seja, p,(b) = aba™' = b~' (relagao entre
os geradores na apresentagao do grupo fundamental da garrafa de Klein). Portanto, seque

que m(S'x SN =ZxZ em(K)=Z %, L.
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b b
» »
aa Ad aa Ad
- -
b b

Figura 4.4: Relacoes entre os geradores do grupo fundamental do Toro e da Garrafa de

Klein, respectivamente.

Observacao 4.1.13. Recordemos a notagao fixada para uma acao a direita de um grupo

G sobre um grupo H, como seque.

HxG—H (4.1.21)

(h,g) = h-g ="’
Também, a multiplicacao em um produto semidireto G x H € dada pela formula:
(g,h) - (g, 1) = (99, h/H), onde h? = g'h(g")™", (4.1.22)

ou seja, a acao de G sobre H € por conjugacao.

O resultado a seguir fornece uma condicao necessaria e suficiente para que a ordem

lexicografica sobre um produto semidireto seja uma bi-ordem.

Lema 4.1.14. [27, Lemma 2.6] Sejam G e H grupos bi-ordendveis. Entao, a ordem
lexicografica sobre o produto semidireto G x H é uma bi-ordenagao se, e somente se, a
acio de G sobre H preserva a ordem sobre H (equivalentemente, se gPgg~' < Py, para

todo g € G).

Demonstracgao:
Sejam (G, <g) e (H, <g) grupos bi-ordenaveis. Segue do Lemal4.1.5| que existem Pg < G

e Py < H cones positivos sobre G e H, respectivamente.



4.1 Grupos Ordenados 117

Suponhamos que G age sobre H de tal forma que ¢Prg ' < Py, V g € G. Definimos

(1)

P ={(g,h); g€ Pgou(g=1¢ehePp)}

= {(9,h);1g <g gou (9 =1g e 1y <y h)},

Mostremos que P - P < P.

Sejam (g, h),(¢’,h’) € P, vamos analisar o produto semidireto (g,h) - (¢', ') =
(99',h' 1), onde h9" = g'h(g')".

e Se g # 1lg ou ¢ # 1g, entao 1g <g g¢’, ou seja, gg’' € Pq.

e Se ambos g e ¢ sao iguais a 1g, entdao como h € Py e gPyg~' < Py, para

1

todo g € G, devemos ter b9 = ¢'h(g')~! € Py, entdo 1y <y h?y e sendo <y uma

bi-ordem, segue que 1y <z h9'h' = g'h(¢g') 'R’ = hR', ou seja, h9'h' € Py.

Em qualquer dos casos, temos (1¢g, 1) < (g,h) - (¢, ') = (gg', hI ') € P.

Agora, mostraremos que (G x H)\{(1g,15)} = P[P~

Suponhamos que (g,h) # (1g,1y) e que (g,h) ¢ P. Entdo ou g # 1g e g ¢ Pg ou
g=1qg, h¢ Py eh # 1y. No primeiro caso, g ¢ Pg e g # 1¢ implica que ¢g~* € Pg,

desde que G é um grupo ordenavel. Assim,

-1

(g:h) =g (W) ) =(g" g 'h g eP,

pois g th~lg € Py. Caso contrario, se g = 1g, h ¢ Py e h # 1y, entao h=' € Py, o
que significa que:

()" = (16, h ) e P.
Finalmente, mostraremos a normalidade: (g, h)P(g,h)™' = P.

Seja (¢’,h') € P. Considere o conjugado:

-1

(9,h) - (¢, 1) - (g, h) ™" = (¢, BT H) - (g7, (hH)7)
= (999", (WH)? - (A1)

_ (gg/gfl, (hg/h/hfl)gfl

)
). (4.1.23)

Se g’ > 1g, ou seja, ¢’ € Pg, entao desde que G é ordenavel, a condigao de normali-
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dade vélida para P, implica que g¢’'g~ ' € Pg, assim, o conjugado em (4.1.23) estd

em P.
Caso contrério, se ¢ = lg e h' € Py, entdo g¢'g' = 1lg e (RWHA 19" =
(hW'h~1)9"". Desde que (hh'h™') € Py, pois H é bi-ordendvel, (hW'h~1)9"" € Py,

da condicao de normalidade véalida para Pg. Neste caso, o conjugado em (4.1.23])

também estd em P.

Portanto, a ordem lexicografica sobre o produto semidireto G x H é uma bi-ordenacao.

Reciprocamente, suponhamos que G x H seja bi-ordendvel e seja h € Py. Entao, (1g,h) €
P. A acao sobre h por qualquer elemento g € GG é equivalente a conjugacao no produto
semidireto G x H (Observagao [4.1.13)). Para qualquer g € G, temos

(gv 1H) ’ (1G’h) ’ (gv 1H)_1 = (g7h) ’ (g_la lH) (4124)

= (997" ") = (1, h*),

Desde que G' x H é bi-ordenado, sabemos da normalidade valida para P, que o conjugado
em (4.1.24)), (1g,h971) e P, ouseja, (1g, 1) < (1, hgfl) e, portanto, h9 ' = g *hg € Ppy.
a

4.2 Penteado Artin

A partir de agora, seguindo a nomenclatura fixada em [12] e 28], V 1 < i < n — 1,
denotaremos por 0; a n-tranga geométrica elementar, na qual a i-ésima corda cruza
por baixo a (i+1)-ésima corda, uma unica vez, e todas as outras cordas sdo percorridas

do ponto inicial P; ao ponto final P, sem se cruzarem, conforme Figura . Também,

17

conforme Observacao usaremos a notagao = (f1,...,[3,) para representar uma

tranga geométrica sobre n cordas, onde 3; denota a i-ésima corda da tranca (.

i i+1

C
D

Figura 4.5: Representacao de uma n-tranca geométrica elementar o;.
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Existe uma inclusao natural B(n — 1) — B(n), a qual acrescenta uma n-ésima corda

com permutagao trivial a uma (n — 1) tranca € B(n — 1), como ilustrado na Figura[1.6]

\ AN

J
/

- g g

pgeBn—-1) i(3) =03 € B(n)
Figura 4.6: A inclusao natural i : B(n — 1) < B(n).
Restringindo esta aplicagao ao grupo das trancgas puras, obtemos também uma inclusao

PB(n — 1) < PB(n). Neste caso, existe uma retracdo PB(n) — PB(n — 1), definida

como segue.

Definicao 4.2.1. [12, Definition 2.1] Para n > 3, denotamos por r, : PB(n) —
PB(n — 1) a aplicagdo que consiste em apagar a n-ésima corda de uma n-tranga pura

p € PB(n), conforme ilustrado na Figura :

.
RSB
'

o

Figura 4.7: A retragao r3 apaga a ultima corda em o?030%, obtendo of.

Observagao 4.2.2. Note que r, € uma retragdao, desde que 1, 01 = Idpp(n—1).
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Lema 4.2.3. [12, Lemma 2.2] A aplica¢io r,, : PB(n) — PB(n — 1) é um homomor-
fismo. O nicleo de r,, denotado por F,_1, € o conjunto de todas as trancas puras com
n-cordas que podem ser representadas por um diagrama no qual as (n—1) primeiras cordas
possuem permutagdo trivial e a n-ésima corda enlaga entre as demais (vide Figura .

Ker(ry,) = F,_1 € um grupo livre de posto n — 1.

Ideia da Demonstracao:

r, ¢ um homomorfismo:

Dadas duas trangas a = (aq,...,a,) e B = (P1,...,5,) em PB(n), devemos mostrar que

(- B) = ra(@) - ().

(- B) = ralar - Bi, ... an - Ba)
= (a1 Buv- st Bust)
= (atyee oy Q1) - (Bry s Bot)
= rn(a) -7 (B).

O ntcleo de r,,, por defini¢ao, é o conjunto de todas as n trangas 8 = (S, ..., 3,) € PB(n)
tais que r,(8) = ro(B1, ..., Bn) = (B1,.-.,Pn-1) é a (n — 1)-tranca trivial, ou seja, é o
conjunto das n trancas puras que podem ser representadas por um diagrama no qual as
(n — 1) primeiras cordas vao do plano superior ao plano inferior sem se cruzarem e a

n-ésima corda enlaga entre as demais (vide Figura {4.8)).

Conforme Observacao [3.1.13] quando imaginamos uma tranga contida no interior de um
cubo, cujas faces superior e inferior sao homeomorfas a um disco D* ~ R?, olhando o
cubo por cima temos que cada corda [; de uma tranca pura [ pode ser identificada
com um laco em D? ~ R2 com ponto base P,. Assim, a n-ésima corda de uma tranca
pura 3 € Ker(r,) pode ser vista como um lago em D? ~ R?, com ponto base P,, como
representado a direita da Figura . Dessa forma, Ker(r,) pode ser identificado com
o grupo fundamental 7 (R*\Q,,_1), onde R*\@,,_; denota o plano com (n — 1) pontos
removidos. Sabemos, da Observacao que o complementar de (n — 1) pontos em
R? tem o mesmo tipo de homotopia de um buqué de (n — 1) circunferéncias, ou seja, é
a uniao de (n — 1) cdpias da esfera S com um tnico ponto em comum e, pelo Teorema,
de Seifert-van Kampen, m(R*\@,_1) é um grupo livre com (n — 1) geradores (vide [35,
Theorem 71.1}).
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Figura 4.8: Representacao de uma n tranga pura no ntcleo de r,,.

a
O resultado a seguir conecta o grupo das trangas puras com grupos livres. Em nosso
contexto, isso fornecera um passo indutivo para deduzirmos uma ordenacao para o grupo
das trancas puras a partir da ordenacao de grupos livres.
Proposicao 4.2.4. [12, Proposition 2.3] Para cada n = 2, o grupo das trancas puras
PB(n) é um produto semidireto de F,,_1 e PB(n —1).
Demonstracgao:

Pelo Lema |4.2.3| temos a seguinte sequéncia exata curta
l1— F,_, — PB(n) ™ PB(n—1) — 1. (4.2.1)

Sabemos da Observagao que a inclusao de PB(n — 1) em PB(n) é uma inversa
a direita para o homomorfismo r,. Entao, segue da Definicao [2.4.2] que a sequéncia
cinde. Portanto, pelo Lema [2.4.4) o grupo das trangas puras PB(n) é isomorfo ao

produto semidireto de PB(n — 1) com o grupo livre F,_1, ou seja,
PB(n) =~ PB(n—1) x F,_;.

.

Observacao 4.2.5. O processo apresentado na Proposi¢cao pode ser iterado para

obter PB(n) como um produto semidireto dos subgrupos livres F, ..., F,_1, ou seja,

PB(n) = ((Fy x Fy) x F3) x ... x F,_1). (4.2.2)
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Corolario 4.2.6. [12, Corollary 2.4] Cada tranca pura f € PB(n) possui uma tnica

fatorizagao como um produto da forma:

B =PB1P2 - B, (4.2.3)

na qual cada tranca pura ; € F; € uma tranca que admite uma representacao tal que todas
as cordas possuem permutacao trivial, exceto a (i + 1)-corda, que pode interagir apenas

com cordas de indice menor.

Definigao 4.2.7. [12], Definition 2.5] Para cada tranca € PB(n), as trangas [, . . .,
Bn-1 da expressio (4.2.3) sao chamadas coordenadas Artin de [5.

Observacao 4.2.8. O procedimento de isolar todas as interacoes entre uma certa corda
de uma tranca pura com as cordas anteriores, foi chamado por Artz’rF_U] “pentear a tranca” .

A Figum@ mostra um exemplo do penteado Artin em uma tranca pura.

— [y = ,3;1‘3 = UIQU%U%

5= O’%O‘%O‘g B=p1- s

Figura 4.9: Coordenadas Artin da tranca pura 8 = oic307. A tranga pura [ antes e

depois do penteado Artin.

Agora, fixaremos uma base para o subgrupo livre F,,_; de PB(n), como segue.

20Em sua tese de doutorado, Kim [27] relata que Artin observou que qualquer tentativa de realizar este
procedimento experimentalmente em uma pessoa sé levaria a protestos violentos e discriminagao contra
a matematica.
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Lema 4.2.9. [12, Lemma 2.6] Para cada 1 < i < j < n, definimos:

_ -1 -1 -1 2
X5 = Uj710j72 © 0,410,041 0j-20;5_1. (424)

Para cada j, as trangas x1j, %25, %3 ,...,T;-1,; formam uma base para o subgrupo livre

F;_y de PB(n).

Observacao 4.2.10. Como F;_; é um grupo livre, cada coordenada Artin de uma tranca
pura B admite uma inica expressao reduzida em termos dos geradores x;;, ou seja, in-
troduzindo coordenadas no produto semidireto B = (B1,...,0Bn—1), cada [;—1 € expressa
em termos dos geradores livres x1 j, T j, ..., Tj—1; do grupo livre F;_;. Na verdade, essa

expressao € o que devemos chamar coordenadas Artin da tranca 3.

Observacao 4.2.11. Fazendo referéncia as notacoes usadas no Teorema da Apresentacao
de Artin (Teorema, recordamos que o subgrupo U, de H, € gerado pelos elementos:
A1py- -y An_1n. Nota-se também que a Equagdo €, a menos de sinal, a mesma
Equagao [3.4.7.  Isto ocorre, pois os cruzamentos das trangas elementares o; adotados
neste capitulo, sao conforme mostrado na Figura[{.5, e ndao como na Figura 0 que
justifica essa diferenca de sinal. Geometricamente, as duas equacgoes sao representadas

pela Figura a sequir.

= =
({f\\f //\‘\/
\/\\ \/\\
(= L

Figura 4.10: Tranca geométrica z;; = 0;110]112 o 0..0%0,41 -+ 0j_20j_1 e sua inversa

_1 fr— 71 71 LIS 71 72 - . . .
(zij) ™ = 0,005 5+ 044105 Oig1- 042051

Observacao 4.2.12. Como vimos na Observagao[{.2.8, a operagdo de encontrar as coor-

denadas Artin de uma tranca pura f € PB(n) e expressd-la na base fizada de cada grupo
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livre € conhecida como a técnica de pentear a tranca 3. Na Figura apresentamos
um exemplo dessa técnica aplicada a tranga pura 3 = oio3or da Figura . Note que a
tran¢a 5 € PB(3) =~ PB(2) x Fy ~ Fy x Fy, assim, f = (1 - B2, onde ; € F;, i = 1,2.
Pelo Coroldrio temos que F; é o conjunto das trancas puras que admitem uma re-
presentacdo no qual todas as cordas possuem permutacdo trivial, exceto a (i + 1)-corda,

que pode interagir com as cordas de indice menor.

—
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—r I23

X
l
W \A/’% |
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l

e

2 — =22 ¢
By = o] o507

Figura 4.11: Penteado Artin.

Uma descricao formal do penteado Artin para uma tranca pura pode ser encontrada em

[37, pag. 32].
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4.3 A expansao Magnus

Nesta secao, apresentamos uma descricao de uma bi-ordenacao para grupos livres,
devida a W. Magnus. Seja F,, = {(x1,...,x,) o grupo livre de posto n. Seguindo Magnus
[32], produziremos uma representagdo de F,, em um anel de séries de poténcias, através

do qual definiremos uma bi-ordenacao para o grupo livre Fj,.

Defini¢ao 4.3.1. Sejam (Xi,...,X,) um conjunto ordenado e Z[[X1,...,X,]] o anel
de série de poténcias formais em n indeterminadas nao-comutativas X;. Tais séries sao
somas infinitas de monomios, cada um dos quais € uma palavra nas letras X;. Assim,

cada série tem a forma genérica

f= > fwW (4.3.1)

We{X1,..., Xn}*
onde {X1,...,Xp}* denota o conjunto de todas as palavras de comprimento finito no
alfabeto {X1,...,X,}. O comprimento da palavra W € chamado o grau do monémio

d

fwW. Como estamos considerando n varidveis nao comutativas, existem n® monomios

de grau d.

Observagao 4.3.2. Um elemento no anel Z[[ X1, ..., X,]] pode ser escrito na forma:
Co + 01W1(X1, R ,Xn) + CQWQ(Xl, R ,Xn) + - (432)

onde cada coeficiente ¢; € um inteiro e os monomios W;(Xy, ..., X,) sdo produtos de po-
téncias dos geradores Xy, ..., X,. Cada termo ¢;W; (X1, ..., X,,) de uma tal série formal,

possui um grau total, que € a soma dos expoentes do monomio W;.

Defini¢ao 4.3.3. A adicdo sobre Z[[ X, ..., X,]] € definida somando-se os coeficientes

que possuem a mesma palavra, enquanto que a multiplicacao € dada por:

(D sww) - (Zaww) = ( D ngv> W (4.3.3)

W \UV=W

Observagao 4.3.4. Denotaremos por O(X*) o ideal de Z[[X1,...,X,]] formado pelas
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séries envolvendo somente monomios de grau = k.

Definicao 4.3.5. [12, Definition 2.7] Seja F,, = {(x1,...,x,) um grupo livre com base
(x1,...,2,). A expansao Magnus de F relativa a base (xy,...,x,) € a aplica¢ao:

p: F— Z[[Xq,...,X,]], definida nos geradores de F' como seque:
wlr) =1+ X;, pzy) =1-X; + X2 - X2+ ..., (4.3.4)
Exemplo 4.3.6. [12, Example 2.8] Para w = x] ' xox1, temos:

pw)=1-X; + X - X?+..) - (1+X5) - (14 X;)

=14+ Xy — X1 X0 + Xo X1 + X7X, — X1 X0X; mod O(X?).

Proposicao 4.3.7. [32, Lemma 5.3] Considere G = {1 + O(X)} o subconjunto de

Z[[ Xy, ..., X,]] formado pelas séries de poténcias com termo constante igual a 1, onde
O(X) denota o ideal de Z[[ X1, ..., X,]] formado pelas séries envolvendo somente mono-
mios de grau maior ou igual a 1. Entdo, G € um subgrupo de Z[[ X1, ..., X,]], munido da

operacao de multiplicagao.

Demonstragao:

Desde que o termo constante de um produto é o produto dos termos individuais cons-
tantes, segue que G é fechado sob a operacao de multiplicacdo. Além disso, desde que a
multiplicagao é associativa em Z[[X1,...,X,]] e 1 =14 0- X € G, a associatividade e a
existéncia de um elemento identidade sao validas para G.

Para mostrarmos que G é um grupo com a multiplicacao, é suficiente mostrar a existéncia
do inverso multiplicativo para um elemento g = 1 + h € G, ou seja h € O(X) é uma
série envolvendo apenas monomios de grau maior ou igual a 1. E natural pensarmos que
g '=1—h+h?—h3+... existe e é o inverso procurado. De fato, desde que h tem termo

constante igual a zero e

(D)t ) =

(14z) 11—z +27 -2
=(l—a+25 -2+, +(=D"aP +..)

+(—i -l (D)) =1,
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Segue de [32, Lemma 5.2] que
g g =0+hA—-h+h—hr+. . +(-D"n"+...) =1

Assim, desde que g~! € G, segue o resultado.
Qa

Definigao 4.3.8. [12, pag. 263] A série central inferior associada a um grupo F é uma

sequéncia de subgrupos de F
F=F2F2F>... (435)

definidos indutivamente por F, 1 = [F,, F], isto €, o subgrupo gerado pelos comutadores
hgh=tg=t, com he F, e g€ F. Estes sao subgrupos normais de F' e os grupos quocientes

F,./F,+1 sao abelianos.

Observacao 4.3.9. Se F' é o grupo livre cuja base € (x,y), considerando a palavra w =

22y? # 1€ F, pela expansao Magnus, teriamos:

pw) = p(z?y?) = p(@®)p(y*) = ple - )y - y) (4.3.6)
=1+X)1+X)1+Y)1+Y)=(1+2X + X*)(1 +2Y +Y?)

=14+2X + Y242V +4XY +2XY? + X2 + 2V X? + X2YV2

Note que na expansao|4.53.6, aparece um unico monomio da forma XY e o seu coeficiente
nao nulo 4 = 2.2 € dado pelo produto dos expoentes dos geradores x e y na palavra

w = x2y?. Neste caso, ndo podemos ter u(w) =1 em {1 + O(X)}.

Proposicao 4.3.10. [12, Proposition 2.9] Suponhamos que F seja um grupo livre e

consideremos a expansio Magnus p: F' — Z[[ X1, ..., X,]]-
(i) A aplicagio p: F — G = {1+ O(X)} € injetiva.

(ii) Para cada k nao negativo, a imagem Magnus do k-ésimo termo na série central
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inferior de F esta incluida em 1 + O(X*1), ou seja
W(F) = u([Fit, F]) © 14 O(X*),
Demonstragao:

(i)

Mostraremos que Ker(u) é trivial. De fato:

Seja (z1,...,2,) a base de F' envolvida na defini¢do de p. Seja w um elemento nao

S

trivial de F. Entao podemos escrever w = ! i

re{l,...,l—1} e cada e, # 0.

com | > 1,4, # i,.1 para

Quando expandimos a série p(w), percebemos que esta envolve um tinico mon6émio
da forma X; X, --- X, e seu coeficiente é o produto €€ - - - ¢, dos expoentes dos

geradores x;,,...,x; na palavra w, o qual é nao é nulo (vide exemplo dado na

l

Observacao [4.3.9). Segue que p(w) # 1. Portanto Ker(u) ¢ trivial e assim, 4 ¢ uma

aplicagao injetiva.

A demonstragao seguira por indugao sobre k. Para k = 0, o 0-ésimo termo na série
central inferior de F' é o préprio F' = Fj e, pelo item (i), a imagem Magnus de Fj
estd contida em 1 + O(X%"!). Suponhamos por hipétese de inducao (H.L.), que o
resultado seja vélido para k — 1, isto é, a imagem Magnus do (k — 1)-ésimo termo

Fy_1 = [F_o, F] na série central inferior de F' estd contida em 1 + O(XP%).
Considere o k-ésimo termo Fj, = [Fj_1, F'| na série central inferior de F'.

Seja hgh™'g~! € F,, um gerador de F},, com h € F,,_; e g€ F. Assim,

€1+0(X)

ju(hgh~tg™1) ez p(h) 1(g) p(h) " u(g)™
——
€ 1+O(Xk)(H.I.)

= p(hgh™'g7") e 1+ O(XM),

como queriamos demonstrar.

.

Observacao 4.3.11. A Proposicao (4.3.10) (ii) serd a propriedade técnica a ser utilizada

na constru¢ao de uma ordenagdao para PB(n).
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4.3.1 Ordenando Grupos Livres

Usaremos a expansao Magnus para ordenar grupos livres. Primeiramente, ordenaremos

o anel Z[[ X3, ..., X,]] como segue. Para cada d, a ordenagao natural
X1 <Xo<...< X,

induz uma ordenagao lexicografica sobre os monomios de grau total d. Portanto, temos
uma enumeragao crescente natural destes monomios. Por exemplo, paran = d = 2, a

enumeracao crescente dos monomios de grau 2 ¢ a sequéncia:
2 2
(X7, X1Xo, Xo X1, X5). (4.3.7)

Mais precisamente:
Definigao 4.3.12. [12], Definition 2.11]

(i) Parad = 0 e f € Z[[Xq,...,X,]], digamos [ = > fwW, denotamos por Cy(f) a
sequéncia (fw,, ..., fwy), onde Wy, ...,Wx € a enumeracao crescente de todos os

monomios de graw d. Denotemos por cq(f) a soma de todos os coeficientes fy, em

Ca(f).

(ii) Para f,g€ Z|[X1,...,X,]], declaramos que f <SUMLEX g ¢ verdade, se existe d tal

que as sequéncias Cq(f) e Cy(g) coincidem, para d' < d, e,

o Temos cq(f) < ca(g) ou,
o Temos cq(f) = calg) e a sequéncia Cq(f) € lexicograficamente menor que a
sequéncia Cy(g), isto €, existe um indice k tal que as primeiras (k—1) entradas

s@o as mesmas, e a k-ésima entrada de Cy(f) € menor que a k-ésima entrada

de Cd(g>

Exemplo 4.3.13. [12, Example 2.12] Vamos comparar a série dada no Exemplo
f=1+Xo— X1 X0+ X0 X1 + X2Xo — X1 X0X1 modO(X*) com o polinomio g =1+ Xs.

Observamos que:

e No grau 0, existe somente a constante monomial, e assim: Cy(f) = Co(g) = (1).
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e No grau 1, a enumeracao crescente para os dois monomios € Xy, Xo e assim,

Ci(f) = Cilg) = (0,1).

e No grau 2, a enumeracao crescente dos quatro monomios € dada como na Equacao

.' X2, X1 X5, X5 X1, X2 e, neste caso,
Co(f) = (0,-1,1,0) e Cs(g) = (0,0,0,0).

Assim, co(f) = c2(g) = 0. Entdao, vamos comparar as sequéncias Cao(f) e Ca(g),
comecando da esquerda para a direita, onde temos que a sequnda entrada de f é

menor que a sequnda entrada de g.

Portanto, f <SUMLEX 4

Observagao 4.3.14. Considere a série f = 2> +4xy+8x3 eh =1+x€ G = {1+ O(X)}.
Note que f possui coeficiente fyy = 0, para o grau d = 1. O prérimo grau, no qual os

coeficientes de f sao nao nulos, serd d =2, e entao Co(f) = (1,4). Na série produto:
f-h= (2 +4day +82°) - (1 + x) = 2% + 4oy + 82° + 2° + 42y + 8a*,

para d = 2, teremos Co(f - h) = Co(f) = (1,4). Note que, denotando por fy os coefici-
entes da série f € Z[[ X1, ..., X,]], na série produto f - h, temos que os seus coeficientes

satisfazem (f - h)w = fw.

Lema 4.3.15. [12, Lemma 2.13] A relagio <SUMLEX ¢ yma ordem linear de
Z[[ X1, ..., X,]], que € invariante sob a adi¢io e sob a multiplicagao em ambos os la-

dos por um elemento do subgrupo multiplicativo G = {1 + O(X)}.

Demonstragao:

Invariancia sob Adicao:

SUMLEX SUMLEX 0

Primeiro afirmamos que f < geg—f>

SUMLEX ¢ — f < 3d tal que as sequéncias Cy(0) e Cy(g — f)

Observamos que 0 <
coincidem para d < d e 0 = ¢4(0) < c4(g — f) ouse 0 = ¢4(0) = ca(g — f), entdo a

sequéncia Cy(0) é lexicograficamente menor que a sequéncia Cy(g — f).
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De fato, sejam f = Z fuWeg= Z gwW séries em Z[[ X1, ..., X,]]
We{X1,...,Xn ¥ We{X1,...,.Xn}*
e consideremos

g—f= dDIoawW— > W

= Z (gw — fw)W

We{Xl:-an}*

= Z (9= flwW.

WG{Xl,...,Xn}*

Assim, temos que c4(g — f) = ca(g) — ca(f), para cada grau d.

Seja d o menor grau para o qual existe um grau monomial d que nao tem o mesmo
coeficiente em f e g. Entao, d é também o menor grau para o qual existe um grau
monomial d com um coeficiente nao nulo em g — f.

SUMLEX

Suponhamos que f < g. Entao:

(i) ou cq(f) < ca(g) e, assim, 0 < cq(g — f), o que implica que 0 <SUYMLEX ¢ f,

(i) ou c4(f) = calg), o que implica 0 = ¢4(0) = c4(g — f) e Cy(f) é lexicograficamente
menor que Cy(g) e, neste caso, Cy(g— f) é lexicograficamente maior que a sequéncia

constante (0,...,0) e, neste caso, também segue que 0 <SUMLEX g ¢

SUMLEX SUMLEX 0

g<g—f>
Note que as implicagoes da demonstracao sao na verdade bi-implicagoes e, assim, a reci-

Portanto, em ambos os casos temos f <

proca da afirmacao é imediata.

Desde que podemos escrever (g + h) — (f + h) = g — f, temos

f<SUMLEXg<$)0<SUMLEXg_f:(g+h)_(f+h)&)f+h<SUMLEXg+h'

<SUMLEX

A prova da invariancia a esquerda é totalmente analoga. Portanto, ¢ invariante

em ambos os lados sob a adicao.

Invariancia sob a Multiplicacao:

UMLEX UMLEX

Para o produto, precisamos mostrar que f <° g implica fh <%
heG = {1+0O(X)}. E suficiente provar que f >SUMLEX ( — fp »-SUMLEX ()
Seja d o primeiro grau para o qual Cy(f) contém pelo menos um coeficiente diferente de

zero. Para cada grau d do mondémio W, temos: (fh)w = fw. Assim, Cy(fh) = Cy(f) e,

gh, para
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<SUMLEX f,

desde que por hipdtese 0 devemos ter que:

(i) ou c4(0) < ca(f) = ca(fh) e, neste caso, 0 < c4(f —0) = c4(f) = ca(fh) o que

implica 0 <SUMLEX fp.

(i1) ou 0 = ¢4(0) = c4(f) = ca(fh) e a sequéncia Cy(0) é lexicograficamente menor que
a sequéncia Cy(f) = Cy(fh). Entao, 0 <SUMLEX fp

Assim, em qualquer dos casos f >SUMLEX () = fp »>SUMLEX () Portanto,

f <SUMLEX o af: (g— f) S SUMLEX () _ (g — f)h o SUMLEX ()

e gh — fh >SUMLEX () af: fh <SUMLEX g

Para a invariancia a esquerda, o procedimento é similar e concluimos que, <SUMLEX &

invariante sob a multiplicacao em ambos os lados por um elemento do subgrupo multipli-
cativo G = {1 + O(X)}.
a

Observagao 4.3.16. Notemos que a ordenagio <SUMEEX em 7[[X1, ..., X,]] ndo ¢é

invariante sob a multiplicacao arbitrdria, por exemplo, por —1.

Exemplo 4.3.17. Sejam f = 1+ 2%, g = 2% + 4y + 823 séries em Z[[X,Y]]. Note que:

e C1(f) =1(0) e Ci(g) = (0), assim, c1(f) = c1(g) =0

o Cy(f) = (1,0) e Ca(g) = (1,4), assim, co(f) = 1 e ca(g) = 5. Portanto, pela
Deﬁmgdo temos que f <SUMLEX g

SUMLEX pgo ¢ invariante pela multiplica-

Agora consideremos h = —1 e mostremos que <
cio arbitrdria, ou seja, f <SUMLEX g ngo implica f - h <SUMLEX ¢ b De fato,
> (fh)=(1+2%)(-1) = —1—a?%
» (g-h) = (2% + 4oy + 823) - (—1) = —2? — 4oy — 823,

Assim, temos que:

e Ci(f-h)=1(0) eCi(g-h) =(0), assim, c1(f -h) =c1(g-h) =0
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o Cy(f-h)=(—1,0) e Co(g-h) = (—1,—4), assim, co(f - h) = —1 e c2(g - h) = —b.
Portanto, pela Definicao temos que g - h <SUMLEX f.p.

Usando a expansao Magnus, definiremos uma ordenacao para todo grupo livre finita-

mente gerado com uma base fixada, naturalmente chamada Ordenacao Magnus.

Definigao 4.3.18. [12, Definition 2.14] Assuma que F' seja um grupo livre com base

(x1,...,2p). Para w,w’ € F, declaramos que
w <, w ¢ vdlido, se tivermos p(w) <SUMEEX (), (4.3.8)
onde |1 € a expansao Magnus relativa a base (xy, ..., x,).

Proposicao 4.3.19. [12, Proposition 2.15] Para cada grupo livre de posto finito F' e
para cada base (xy,...,x,) de F, a ordena¢ao Magnus de F' relativa d (xq,...,2,) € uma

ordenacao linear que € invariante sob a multiplicacao de ambos os lados.

Demonstracao:
Primeiro notemos que <, é uma ordenacao estrita, ou seja, <, nao ¢é reflexiva e vale a

propriedade transitiva.

Nao reflexividade:

SUMLEX (w), o que é uma contradicdo, pois

<SUMLEX ¢ yma ordenacdo estrita de Z[[ X1, ..., X,]], pelo Lema |4.3.15]

Dado w € F, se w <, w, terfamos pu(w) <

Propriedade transitiva:

<SUMLEX Iu(w2)

¢ uma ordenacgao estrita, segue que

Dados wy,wy, w3 € F tais que wy; <, wy e wy <, ws, entdo p(wi)
e p(wy) <SUMLEX <SUMLEX

,u(wl) <SUMLEX

p(ws), mas como

p(ws), o que implica wy <, ws.

Agora, afirmamos que a ordenagao estrita <, é uma ordenagao linear (ou total) sobre
F, ou seja, dados quaisquer dois elementos em F', eles podem ser comparados. Sejam
wi,wy € F tais que wy # wy. Desde que, pela Proposicao [£.3.10|(¢), a expansdao Magnus
p:F—G={140(X)}cZ[[X,...,X,]] é injetiva, segue que pu(wy) # pu(wz). Mas

entdo, como <“UMLEX § yma ordem linear sobre Z[[ X, ..., X,|], devemos ter

SUMLEX SUMLEX

p(ws) < p(ws) ou p(ws) < p(wy), (4.3.9)
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o que implica w; <, wy ou wy <, w;.

Para a invariancia sob a multiplicacao em ambos os lados, precisamos mostrar que dados
w,w', h € F tais que w <, w’, entao wh <, w'h e hw <, hw'. Mas, se w <, w' é vélido,
temos da definicao que p(w) < SYMLEX ) (w') e, desde que, pelo Lema , <SUMLEX
¢ invariante sob a multiplicacao em ambos os lados por um elemento do subgrupo G =
{1+ O(X)}, para u(h) € G = {1+ O(X)}, devemos ter

p(w)p(h) <SUMEEX ) u(h) " BT p(wh) <SUMEEX uw'h) S wh <, w'h.

Analogamente, mostra-se que hw <, hw'.
a

Exemplo 4.3.20. Vamos comparar w = 1o e w' = xgxlxgxl_lxgl. As expansoes Magnus

sao dadas como seque.

» (z2) = 14+ Xo.

s (zozi o g t) = (1 + Xo)(1+ X1)(1 + Xy)
1I-X + XX+ )1 - X+ X2 - X3 +..)
= (1+ X1 +2X0 + X1 X0 + Xo X) + X5 + X7X))
1-X - X+ X7+ X1 X0+ X7 - X7Xo — X1 X5 +..)

=1+ Xy —2X7 + X1 Xy — XX + 2X; modO(X).

As sequéncias sao, respectivamente, para o graud = 1: (0,1) e (0,1). Entao, verificaremos
para o prozimo grau d = 2 e, assim, Co(u(w)) = (0,0,0,0) e Co(pu(w')) = (—-2,1,-1,2) e
isso implica que co(pu(w)) = co(p(w’)) = 0. Assim, analisamos as respectivas sequéncias
e notamos que Co(p(w')) € lexicograficamente menor que Cy(u(w)), se observarmos as

SUMLEX

primeiras entradas. Portanto, p(w') < p(w) e, assim, w' <, w.

4.4 A ordenacao Magnus do Grupo de Trancas Puras

Agora vamos ao nosso principal objetivo: como vimos na Observacao[4.2.5] o grupo das

trangas puras ¢ um produto semidireto de grupos livres. Tendo ordenado grupos livres,
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via a expansao Magnus, podemos deduzir naturalmente uma ordenagao para PB(n).

4.4.1 Extensoes bi-ordenaveis

Ordenabilidade a esquerda é preservada sob extensoes, mas isso nao é necessariamente

verdade para bi-ordenacoes, como veremos. No entanto, temos o seguinte critério tutil.

Lema 4.4.1. [12, Lemma 3.1] Consideremos a sequinte sequéncia exata de grupos:
1—N-"5G%H—1

e, além disso, suponhamos que <y seja uma ordenac¢ao invariante a esquerda de N e

que <y seja uma ordenacao invariante a esquerda de H. Para g,¢" € G, declaramos que
g <g g €wdlido, se p(g) <u p(g") ou, se p(g) =p(g) el <y g tg.

(1) A relagao <G € uma ordenagdao invariante a esquerda de G.

(2) Se <y e <y sao ordenagoes bi-invariantes, entao <g € uma ordenagao bi-invariante

de G se, e somente se, a conjugacdo de N por G preserva a ordem, isto €, f <y f’
implica que g~ fg <y g ' f'g, Vf, f'e N ege G,.
Exemplo 4.4.2. O grupo fundamental da Garrafa de Klein K = (x,y ; v 'yz = y=1)

se encaixa na sequinte sequéncia exata curta
1-2Z->K—->7Z-—1, (4.4.1)

na qual Z. € o subgrupo ciclico infinito gerado por y, o qual € bi-ordenado, com a ordem
usual. Em particular, Z ¢ ordendvel a esquerda e dessa forma, pelo Lema - (1),
seque que K € ordendvel a esquerda, mas nao € bi-ordenado, como mostramos no Fxemplo

4.1.19. Portanto, a bi-ordenabilidade nao € preservada sob extensoes.

4.4.2 Resultados Preparatorios

Recordamos que, para o grupo de trancas puras, existe a seguinte sequéncia exata
curta:
1—> F,_; - PB(n) = PB(n—1) —> 1.
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Em vista do Lema [4.4.1] a fim de utilizarmos a ordenacao Magnus de F,_; para
definir uma ordenagao bi-invariante sobre PB(n), precisamos mostrar que esta ordenagao
¢ invariante sob a conjugagao por elementos de PB(n). Para isto, precisaremos dos

resultados que enunciamos a seguir.

Lema 4.4.3. [12, Lemma 3.3] Assumimos que ¢ : F' — F seja um automorfismo de um
grupo livre F, e seja pqp 0 automorfismo induzido sobre a abelianizacio F/[F, F| de Pﬂ
Se pa € 0 automorfismo identidade, entdo a ordenag¢ao Magnus sobre F' (com respeito a
qualquer base fixada) € invariante sob p, ou seja, se wy <, wa, entdo p(wy) <, w(ws),

para quaisquer wy,wy € F.

Demonstragao:
Para provarmos que a ordenagao Magnus sobre F' é invariante sob ¢, é suficiente provar
que 1 <, w implica que 1 <, ¢(w), para qualquer w € F. Primeiramente, observamos
que pela Proposicao - (i), p([F, F]) estd incluida no subgrupo 1 + O(X?) de
Z[ Xy, ..., X,]]

Desde que ¢4, € o automorfismo identidade, entao temos por definicao que

pay : F/[F,F] — F/[F, F]
xi_l—'_[FvF] '—)¢ab($;l+[F7F]>:SO(I;I)+[F7F]:‘I;1+[F7F]7
Mas z; ! + [F, F]

= p(z;") + [F, F] se, e somente se, z; " - p(x;) € [F, F] para cada i.
Assim, como u([F, F]) = 14+ O(X?), segue que p(x; ' - p(z;)) € 1+ O(X?), ou seja,

et plas) = play!) -ulp(a)) =1+06, 0 O(X?) (4.4.2)
= p(z;) !
= p(p(x:)) = p(x:) - (1 +0) = p(x;) + p(@:)0 = p(r;) mod O(X?).
eO(X2)

Agora, suponhamos que w # 1. Seja d o menor grau positivo para o qual existe um

grau monomial d com coeficiente nao nulo em pu(w). A série u(p(w)) é obtida de u(w),

21Dado um automorfismo ¢ : G — G, entdo ¢ induz um bem definido automorfismo na abelianizagao

¢:G/[G,G] - G/[G.G]
9+1G,G] = oy +[G,G]) = p(g) +[G. G-
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substituindo-se cada ocorréncia de X; por algum elemento de X; + O(X?).

Observacao 4.4.4 (Ilustracao da afirmacao acima). Consideremos por exemplo a palavra
w = x;. Pela expansao Magnus, sabemos que u(x;) = 1+ X;. Por outro lado, como
wlp(xy)) = p(x;) + plx;) - 0, com 0 € O(X?), temos que p(o(z;)) =1+ X; + (1 + X;) - 0,

—_—

e O(X?2)
com X; + (1+ X;) -0 € X; + O(X?).

Entao, para cada grau d do monoémio W, temos a igualdade dos coeficientes, ou seja,
p(p(w))w = p(w)w
e, portanto, Cy(u(p(w))) = Ca(pu(w)) e ca(pu(p(w))) = ca(pu(w)). Assim, comparando o

SUMLEX ,u(w),

j& que se compararmos as séries para d = 0 as mesmas coincidem, ou seja, Co(f) = (1) e

polinémio f = 1 com o polinémio obtido da expansao pu(w), teremos 1 <

Co(p(w)) = (1) e, assim, ¢o(f) =1 e co(pu(w)) = 1. Como w # 1, temos que existird um
grau positivo d para o qual as séries de f e p(w) diferem, pois Cy(f) = (0), para d > 1.

Portanto,

SUMLEX SUMLEX

1<

p(w) é equivalente a 1 < pu(p(w)),

isto é, na ordenacao Magnus 1 <, w é equivalente a 1 <, p(w).
l:l

Assim, falta mostrar que a Abelianizagdo da agao conjugacao de PB(n) sobre F,_; é

a identidade. Isso serd mostrado no resultado a seguir.

Lema 4.4.5. [12, Lemma 3.4] Sejam 5 € PB(n) e ¢ : F,_1 — F,_1 0 automorfismo
definido por o(x) = PBxB~t. Entdo, a aplicagio abelianizagdo pu, € o automorfismo

identidade.

Demonstragao:

Para o automorfismo ¢ : F,,_; — F,_;, definido por: z + Bx3~!, devemos mostrar que:

Pab - anl/[anb anl] - nfl/[anly anl]
T+ [Fn—la Fn—l] - @ab(x + [Fn—h Fn—l]) =T+ [Fn—h Fn—l]‘
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Pela definicao dos automorfismos ¢, € ¢, temos:
Qpab(x + [Fn—la Fn—l]) = (P(I) + [Fn—h Fn—l] = ﬁxﬁ_l + [Fn—h Fn—l] (443)
Observemos que

T+ [Fn—la Fn—l] = Bxﬁ_l + [Fn—h Fn—l] g 51'5_11‘_1 € [Fn—la Fn—l] (444)

< Bxf e = ghgT'hTt, com g, h e F,_.

Afirmacgdo % : Para cada i € {1,...,n— 2}, existe um elemento w; € F,,_y (dependendo

de [3) satisfazendo:

o(z55) = wixi,nwi_l (4.4.5)

o que implicard que g, € a identidade.

De fato, temos que wixmw[lm;ﬁ € [Fn-1, Fn-1], pois w;, x;, € F,,_1. Entao:

4

J|:3
A

Lin + [anla anl] = wixi,nw;1 + [anh anl] @(xz,n) + [anlv anl]

= @ab(mi,n + [anla anl])a

ou seja, @qp ¢ a identidade.
Agora, pela Proposicao como PB(n) = F,_; x PB(n — 1), é suficiente provar a
Afirmagao %, quando S € F,,_; ou f € PB(n—1).

» No primeiro caso, podemos tomar [ = w;, para cada i.

» Para o segundo caso, mostraremos que, para qualquer § € B(n — 1) e, ndo somente

para € PB(n — 1), existe um elemento w; em F,,_; que satisfaz:
Sp(xz,n) = wixﬂ(i)’nwi_ly (446)

onde 7 é a permutacgao associada a 3. Para § = 0;, com i < n — 2, a Figura fornece

as relagoes:
.

o(zi5) = xz_ixz+1nxzn

A

‘P(~Ti+17n) = Tin

O(Tjn) = Tjn, para j #i,i+ 1.

\
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o qual tem a forma esperada para w; = ;..

+

i+1 n i i1

el
]
X

/J
U

;\/

U
O

—1. .
inLitlnin

. -1
Oilin0;

RS

\
f\f =

OiZi+1,n0; Lin

Figura 4.12: Acao da conjugacao de o; nos geradores x;, € x;.1, do subgrupo F,_;.

-1 .
Para g = o, °, temos: )

_ -1
¢($i+1,n) - $i+1,n$i,n$i+1’n

9 @(xl,n) = Ti+1n

¢<x37n) = Tjn, paraj # lal + 1.

\
o qual também tem a forma esperada para w; = ;41,. O caso em que 3 é arbitrario segue
por inducdo sobre o comprimento de uma expressao de 3 em termos dos geradores o'
Entao, a Equacao estd provada. Em particular, para § € PB(n — 1), a permutagao

7 é a identidade e, entdo, a Equagao é satisfeita. Isso conclui a prova do lema.
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a
Considerando juntamente os resultados dos Lemas e |4.4.5, obtemos a seguinte

Proposicao 4.4.6. [12, Proposition 3.6] Para cada n, a ordena¢ao Magnus de F,,_1 é

invariante sob a conjugacao por PB(n).

Observagao 4.4.7. De agora em diante, quando fizermos referéncia a expansao Magnus
do subgrupo livre F;_y de PB(n) e da ordenag¢ao Magnus, sempre vamos considerar a base

fizada (z1j,...,75-15), para j = 2.

4.4.3 Ordenacao do Grupo de Trancas Puras

Agora, temos todos os ingredientes para construir uma ordenagao bi-invariante de PB(n),

indutivamente.

Definigao 4.4.8. [12], Definition 3.8] Para cada 3,5’ € PB(2), declaramos que <2

B se tivermos 3 = 03¢ e B’ = 03¢, com e < €. Paran =3 e 3, € PB(n), declaramos

que B <un B se tivermos:
o ourn(B) <arn-1ma(8),
o ourn(B) =ra(B) ern(B)7'B < ra(B)71H"
A relagao <1y, € chamada a Relagao Magnus sobre PB(n).

Observagao 4.4.9. Observemos que as ordenagoes da Defini¢ao [{.4.§ estao diretamente
relacionadas com as ordens do Lemal[{.4.1, uma vez que temos a sequinte sequéncia exata
curta:

1— F, 1 — PB(n) ™ PB(n—1) — 1.
o A ordem < ,—1 refere-se a ordenagao de PB(n — 1), indutivamente.

o A ordem <, € a ordenagao referente ao grupo livre F,_1, pois dados (3, 3" € PB(n),

temos que ro(8) 18, ra(B) 1B € Fy_y, onde

/8:( 61 ) < Bn—l )ﬁrn(ﬂ):QBlv"'?/Bn—Z)
——
eF EFTL,1

= Tn(ﬂ)_lﬂ = Bn—l € Fn—l-
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Analogamente, r,(8) 718 =8, _, € F,_1.

n

Teorema 4.4.10. [12, Proposition 3.9] Para cada n > 2, a relagio Magnus sobre

PB(n) € uma ordenagdo bi-invariante.

Demonstragao:

Usaremos inducao sobre n > 2.

Para n = 2, o resultado é claro, pois PB(2) = F; x PB(1), onde PB(1) é trivial e F; é
um grupo livre, o qual é bi-ordenado, pela Proposicao . Logo, PB(2) é bi-ordenado.
Para n > 3, suponhamos, por hipétese de indugdo, que PB(n — 1) seja bi-ordenado.

Temos a seguinte sequéncia exata curta:
1— F,;— PB(n) ™ PB(n—1) — 1.

Pela Proposi¢ao [£.3.19] a ordenagdo Magnus sobre F,,_; é uma ordenacao bi-invariante, a
qual é também invariante sob a conjugacao por PB(n), pela Proposigao m
Por outro lado temos, por hipétese de inducao, que a relacao <js,,—1 ¢ uma ordenagao bi-
invariante de PB(n—1). Entao, o Lema implica que a rela¢ao <, ¢ uma ordenacao
bi-invariante de PB(n).

a

Observagao 4.4.11. De agora em diante, a relagao Magnus sobre PB(n) serd chamada

ordenacdo Magnus de PB(n).

Observacao 4.4.12. Se 3, sdo trancas pertencentes a PB(n — 1), entdo elas também
pertencem a PB(n), pela aplicagdo inclusio. Como temos r, () = 5 er,(8) = ', seque
imediatamente da Definicao que B <prn [ vale se, e somente se, B <yn—1 .
Assim, podemos eliminar o indice n e simplesmente escrever <y para a ordena¢ao Magnus

do grupo de trancas puras.

4.4.4 Ordenacao Magnus versus Coordenadas Artin

Ao invés de recorrermos a construgao recursiva da Defini¢ao [£.4.8| podemos comparar

trancas puras diretamente usando suas coordenadas Artin, como segue.
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Exemplo 4.4.13. Consideremos o caso particular em que as trancas 3, B’ € PB(2). Neste
caso, sabemos que 3 <y B se, e somente se, temos B = 03¢ e ' = 03, com e < €.

Os possiveis casos para e, e’ sao dados como seque.

Casol:e,ef >0ece<¢.

Vamos tomar como exemplo e =1 e ¢’ = 2. Logo, B = 03! = 0? ¢ f' = 022 = o}. Desde
que PB(2) = PB(1) x Fy e PB(1) € trivial, devemos ter 3,3 € Fy. Assim, ) € F| é
a unica coordenada Artin de B e 5] € Fy é a unica coordenada Artin de B'. Pelo Lema
Br, By admitem uma unica expressio em termos dos geradores x; ; de Fy, ou seja,
fr=mx12 €] = :U%z. Por outro lado, pela C’omldm’o B = p1 e = p]. Portanto,

B=F=x120ef =0 = xiZ e as expansoes Magnus sdo:
1(Br) = pa1p) = 1+ Xy
n(B1) = (a3 y) = p(zr2) - p(rr2) = 14 2X15 + X7y,

Assim, comparando as sequéncias de coeficientes dos polinomios, para o grau d = 1,

obtemos:
o Ci(u(B) = (1) = er(p(Br) = 1 = .

« Ci(u(B) = (2) = er(u(B)) =2 = ¢
Portanto, cy(u(B1)) < cr(p(B)) "I () <suMLEX gy PIEEE g g o

seja, a sequéncia de coordenadas Artin de [ € menor que a sequéncia de coordenadas

Artin de (.

Caso 2: e < 0,¢' > 0.

. 2(—1 _
Vamos tomar e = —1 e ¢ = 2. Assim, § = 01( ) = o2 ep = a?? =gl Como
anteriormente, 3,3 € Fy e, entio, 3 = 1 = x5 ¢ 8 = B, = 22,, com expansoes

Magnus dadas, respectivamente, por:
w(Br) = pu(xy 2) =1-Xi2+ X12,2 - Xiz +

n(B1) = (a3 y) = p(zr2) - plrr2) = 14 2X15 + X7y,
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Assim, comparando as sequéncias de coeficientes dos polinomios, para o grau d = 1,

obtemos:
o Ci(u(pr)) = (=1) = aa(u(Br)) = -1 =e.

o Ci(pu(Br)) = (2) = ar(u(Py) =2 =¢.

Def Def
Portanto, a(u(81)) < ex(u(8)) "B () <UMEEX ) PHEE 5 < gt ou
seja, a sequéncia de coordenadas Artin de [ € menor que a sequéncia de coordenadas

Artin de (.

Caso 3:e,¢f <0 ee<¢.

. 2.(~2 . 2(—1 _
Vamos tomar e = =2 e ¢/ = —1. Assim, = 01( ) = ot ep = 01( ) = o % Em
termos dos geradores x;j, temos B = [ = xfg el =B = xf%, onde as erpansoes

Magnus sao dadas, respectivamente, por:
o u(Br) = p(wyy) = wlars) - plary) =1 - 2X10 +3X7, —4XP, + ...
o u(p]) = u(mf%) =1—-X2+ Xf2 — XiQ + ...

Assim, comparando as sequéncias de coeficientes dos polinomios, para o grau d = 1,

obtemos:

o Ci(u(A)) = (=2) = a(p(b)) = 2 = ¢

o Ci(p(Br)) = (=1) = ar(u(By) = —1=¢"

Def Def
Portanto, ei(u(B1)) < ex(u(8) "B () <5 ) PEEE g <t ou
seja, a sequéncia de coordenadas Artin de [ € menor que a sequéncia de coordenadas

Artin de (.

Observacao 4.4.14. Com base no Fxemplo temos que o expoente e (respectiva-
mente €') de [ (respectivamente ') € exatamente a soma dos coeficientes da sequéncia
Ca(u(B)) (respectivamente Cy(u(5’))), para o grau d = 1, ou seja, ¢1(u(f)) = e (respecti-
vamente c1(u(f8')) = €’). Notemos também, que essa sequéncia sempre terd uma entrada,

para cada grau d, pois 3,5 sao expressos apenas em termos do gerador xy 5 de Fy.
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Exemplo 4.4.15. Consideremos a tranga 5 = (f1, B2) € PB(3), dada por f = (212, %13),
com B; € F;, conforme Figura[].13:

1 2 3 1 2 3

N\

Figura 4.13: Representagao geométrica da tranga 8 em PB(3).

Note que aplicando r3(5), a qual consiste em apagar a dltima corda, obtemos By = x19.

Logo, o produto r3(3)~" - 8 resulta em (2 = 113, conforme Figura 4.1/

1 2 3 1 2 3
3 s (‘3)_1
___.‘_
—
S <
3 \—
rq(3)71 - 8 = o5 030, 3, = o5 3oy

Figura 4.14: Produto r3(8)~! - f = B2 = 713.
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Proposicao 4.4.16. [12, Proposition 3.10] Para 5,3 € PB(n), a relagao § <p ' é
verdade se, e somente se, a sequéncia de coordenadas Artin de 5 € menor que a sequéncia
de coordenadas Artin de [3', com respeito a extensdo lexicogrifica das ordenagoes Magnus

de cada subgrupo Fj.

Demonstracgao:

Usaremos inducgdo sobre n > 2. Para n = 2, dizemos que 8 <, ' se temos 3 = 0%¢ ¢
B = 0% com e < ¢. Notemos que poténcias pares da tranca elementar o, sdo trancas
puras. Dados (3, 5’ € PB(2), temos que (3, 8’ € Fy, pois PB(2) = Fy; x PB(1), onde PB(1)
é trivial.

Os geradores de F} sao da forma z; 2, conforme Observagao e, assim, 3,0 € Fy
sao produtos de r1, apenas. Mais ainda, 8 = 2{, e ' = xiQ e como e < €, basta
compararmos as sequéncias para o grau d = 1 na expansao Magnus, o que implica que a
sequéncia de coordenadas Artin de [ serd menor que a sequéncia de coordenadas Artin

de /', pois:

e(u(B) = e < ¢ = er(u(B) "LEER u(g) <SMEX () P g _ 5 < g = g,

o

v~

Obs 2414

conforme ilustrado no Exemplo [4.4.13]

Seja n = 3 e suponhamos, por hipétese de inducao, que o teorema seja valido para n — 1.
Sejam (3, 5" € PB(n) tais que 8 <, [, isto é:

d Tn(ﬁ) <M rn(ﬂl)a
o oury(B) =ra(B) era(B) 1B <ura(8) 1B

Sejam (51, ...,0n-1) e (B1,...,0,_;) as coordenadas Artin de S e /', respectivamente.

Observamos que as coordenadas Artin de r,,(3) sdo (B1,. .., Bu_2), e que r,(8) 18 = Bu_1

(Vide Exemplo [4.4.15|).

Suponhamos que r,(8) < m.(8'). Neste caso, teremos da hipétese de indugao que

rn(ﬁ) <M rn(ﬁl) <~ (ﬁl, R 76n72> <LEX (51, c. 7ﬁ7/172>' (447)

Assim, (By,...,Ba 1) <EEX (B,...,8,_,), i.e., a sequéncia de coordenadas Artin de 3 é

menor que a sequéncia de coordenadas Artin de (3.
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Por outro lado, se tivermos r,,(3) = r,(3") e r,(8) '8 <, r,(8') ", obtemos:

(ﬂla SR 7/671—2) = (617 s )/8;—2> € Bn—l <M /8;—17

implicando (B34, ..., Bn_1) <X¥X (8],..., 8!, _,), como queriamos demonstrar.

.

Observacao 4.4.17. Como a ordenacio Magnus <, € definida em termos da ordena-
cao sobre Z[[ X, ..., X, ]], podemos caracterizar equivalentemente a ordenagao de trangas

puras em termos de séries de poténcias.

Coroléario 4.4.18. [12, Corollary 3.11] Para 8 € PB(n), definimos as Z[[ X1, . .., X,]]-
coordenadas de 5 como sendo a expansao Magnus de suas coordenadas Artin. Entao, para
B, € PB(n), a relagio 5 <y B' vale se, e somente se, as Z|[ X1, ..., X,]]-coordenadas

de B sao menores que as Z[[ X1, . .., Xy]]-coordenadas de 5 com respeito a extensao lexi-

cogrdfica da ordenagao SUMLEX de Z[[ X1, ..., X,]].

Exemplo 4.4.19. [12, Example 3.12] Vamos comparar 3 = ciosoi e B = (010901)%.

Primeiramente determinamos 31 = r3(8) = of e 8] = r3(8') = o}. Em termos dos

geradores de Fy, temos que (i = xi2 e B = x12. As Figuras e tlustram

cada um dos casos. Assim, x7, >, x12 na ordenagio Magnus de Fy, equivalentemente,

1+2X, + X2 >SUMLEX 1 4 X na ordenagdo de Z[[ X1, ..., X,]]. Portanto, B >y 3.

12

T1,2

4 2
L =212

B = afagaf r3(8) = 31 Bi=0o

Figura 4.15: Tranga 3, coordenada Artin, 8; nos geradores x; o, respectivamente.



4.4 A ordenagao Magnus do Grupo de Trangas Puras 147

< =3

1
=
g N
- Y
\ '\I
010201 —<.

3" = (o10901)? r3(8) = 5] B =0t =ux10

Figura 4.16: Tranca (', coordenada Artin, /5] nos geradores z; o, respectivamente.

Para um sequndo exzemplo, manteremos 3 e consideremos 3" = oio3.

A primeira coordenada de 3" é B = of. Assim, as primeiras coordenadas Artin de (3 e

p" coincidem (vide Figuras e 4.17).

)

1
1
]
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
i

i
Fy

Al e/ - 4 2
r3(8") = B 81 =01 =113

1 . . i 0.2 iv .
Figura 4.17: Tranca 8", coordenada Artin Y, 8] nos geradores z; o, respectivamente

; . - 57222 n_ 2
Consideremos as sequndas coordenadas, observando que: By = oy “0507 € By = 05.
Temos que B3 = T23%13T23 xféxz_é e By = x23, em termos dos geradores x;3. Como

vimos no Exemplo |4.3.20, x2313 %23 xféx;é <, Ta3, em Fy, equivalentemente,
A+ X)) A+ X))+ X)) (1 -X + X2 X2+, )1 =X+ X2 - X3+, ) <SUMEEX 11 X,

Portanto, 5 <y B".
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—r13

— — —r 123

A >
/(\ 7= Jfagaf \ > — 1{%
:: i < 723

,/ =1/ P -2 2 2 ‘ -1 -1
Q)Q = ‘31 d ‘32 =0, 0307 ‘32 = T23T1,3T23T) 3Ly 3

Figura 4.18: Coordenadas Artin fs.

é Ht=ort

8 3" = olal . )
\( Bl = ol B =93

Figura 4.19: Coordenadas Artin /5.




Apéndice

A

Apresentacao do Grupo de Trancas

Puras

O objetivo deste apéndice é mostrar geometricamente as relagoes da apresentacao do
grupo das trangas puras indicado no Lema/[3.4.4|do Capitulo[3] Lembremos que este grupo
¢ denotado por H, e gerado pelas trancas a; ;, onde a;; é a tranga que apenas passa a
corda j uma vez em torno da corda i, primeiro por baixo e depois por cima, e passa por

. . e s . . D
baixo de cada corda intermedidria duas vezes, conforme Figura [A 1P

)./'
U
Vs
<
Vs .
=3
U
/\/
g -
)

: g — g o 2 1 1 -1
Figura A.1: a;; = 0j-10j-9...0i410;0, 1 ...0, 50,

As figuras [A.2] [A.3] [A.4] [A.5] e [A.6l nos mostram que valem as seguintes relacoes em

2ZPara a demonstracio completa e mais informacoes, consulte Hansen [20, pags. 153 - 170] e Murasugi
[37, pag. 50]
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H,,, respectivamente:

a) QG5 = Qp s , S€T <8 <1 <];
) Qi = Qrsai g, SET<T <S<];
ser <s<j;

7‘]7

-1 N
d) Ay sQr jAr.s = aT]aS]a’r]a Yol ser<s< 7;

(

(

(c) a;sla&jar,s ar Qs ja,
( 5. m’
(

e) a;;ar,jai,ja; = Qrj0;,jQ, am, ser<i<s<j.

Estas relacoes definem um sistema completo de relacoes para H,, isto é, todas as

outras relagbes sao provenientes destas. Mostremos que a relacao (e) é equivalente a

! -1 _ -1
(6 ) ar,s Qi jQrs = Qr Qs j ar,j CL aZJ As,jArj a’s Jor j De fato
—1 — -1 -1 —1
(€> had aj’l“75 a/’f’,j alv] aj?", a‘T‘,] ajlu] a a <:> a'f’,S a‘T‘,j ajlu] a’f‘,j ar,s - G/TJ al?] a?" ]
—1 1 1 -1 —1
had (ar,s ar,ja’ﬂs)a alv] a"’ s (ar s ar \J Qy S) = aﬁjai,ja”/‘,j
-1 -1 1/, -1 (d)
= Ay Qi jQr,s = (ar sy j Qr S)aT GG, G, (ar,s ar,jaﬁs) had
= -1_ _ ) 1 -1 ( /)
ar,s al»] 0”"75 - a’T,J aS,] ar,j a’s,j CL a”y] a’Z,J a’r ,J aﬁ] Qs JGJTJ a’s ] a’r ,J € ).
R,_/ —

Id. Id.

Podemos mostrar, geometricamente, que as relagoes acima sao de fato validas, apenas

realizando métodos “suaves” nas cordas, ou seja, usando o método de pentear trangas.

~ B
/ ﬁ /

Figura A.2: Relagao (a): a; a4, s = Grsa;j, ser <s<i<j.
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/X
W\
\

/

_ L 0

Figura A.3: Relacao (b): a;ja,s = a0, sei<r<s<j.

r S J r S

J L
g I~

D
M>%<5

.

7~
|
/=%
VAN |

1 -1

Figura A.4: Relagdo (c): a, jas a,s = arjas5a,;, ser <s < j.
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ros J r s j

N /E7
; 8\ T
q ™
Al

DARAR /ﬂ;
< N

4o

/1

\

/\ \\\// / X

.///\\//\//\\\/\\/

1@71

: _ < o1 — e
Figura A.5: Relagao (d): a,;a,ja,s = a,jas a,ja;a, ;,

ser <s<j.

Finalmente,
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/N

\
\

A —
T
]
///\\_/\u/\\\ ///\\
]
/\ f N ///\
1

7\
/%

—\C
Y

\

~|< q d
1 N Dl

: : 5 cog=lo =1 1] - :
Figura A.6: Relagdo (e): a,ja,;a;;a,; = a,;a;ja, ja,, ser <i<s<j.

Renomeando os indices, podemos resumir estas relagoes de acordo com o:
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Lema A.0.20. |20, Lema 4.2] O grupo H,, admite uma apresentacdo com geradores:

-1
ar,s ai:jaT»S =9

2 _—1 -1 -1 L 5
Qjj = 0j-10j-2...0i410;0;4 1 ...0; 50; 1, para 1 <1< j<n erelagoes:

ai,j?

Ar,j; jy 5,

Ay iQy i 0 ral)
r,jUs,j Wi jUs Wp 55

-1 -1 -1 -1
Arjls,jQp ; Qg Qi jAs jAr Qg 5 Gy i s

seit<r<s<jour<s<i<j

ser<i=s5<j
se i1 =r<s<j

ser<i<s<j.



Apeéndice
B

Resultados de Teoria de Conjuntos,

Teoria de Grupos, Topologia (eral e

Topologia Algébrica

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados basicos de teoria de conjuntos, teoria

de grupos, topologia geral e topologia algébrica que serao usados nos capitulos anteriores.

B.0.5 Equipoténcia entre conjuntos

Definigao B.0.21. [15, Definition 7.1] Dois conjuntos X e Y sao equipotentes (ou
possuem o mesmo cardinal) se existe bijecio f: X — Y. Usaremos a notagio | X| = Y],

sempre que X e Y forem equipotentes.

Observacao B.0.22. Equipoténcia € uma relacao de equivaléncia na classe de todos os
conjuntos, entao ela decompoe esta classe em sub-classes mutuamente exclusivas, chama-

das classes de equipoténcia.

Defini¢ao B.0.23. [15, pag. 46] Dado um conjunto X, o conjunto de todas as fungoes
f: X —{0,1} serd denotado por 2.

Proposigao B.0.24. Para qualquer conjunto X, temos |2%| = |P(X)].

Defini¢ao B.0.25. [15, Definition 7.3| Para quaisquer dois conjuntos X eY, se existe

uma fungao injetora f: X — Y, usaremos a notagao | X| < |Y|.
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Proposicao B.0.26. [15, Proposition 7.4] Dados dois conjuntos X, Y, entdo:

(a) |A| < |X]|, para qualquer subconjunto A < X.

(b) Se existe uma funcao sobrejetora f: X — Y, entao |Y] < |X]|.

B.0.6 O Lema dos Cinco

Lema B.0.27 (Lema dos Cinco). [25, Lemma 1] Consideramos o sequinte diagrama
comutativo, no qual todos os vértices sao grupos e todas as setas denotam homomorfismos
de grupos:

Ag 2 A = Ay 2 Ay Ay

R

BoﬂBlﬂBzﬁBg B,

0 1 2 B3

e cujas linhas horizontais sao sequéncias exatas curtas. Se g, 1, 3 € ¢4 sao isomorfis-

mos, entao ¢y também € um isomorfismo.

Demonstragao:
Mostraremos que ¢s ¢ bije¢ao, como segue.

¢y é injetor, ou seja, Ker(¢py) = {1}.

De fato, seja a € Ker(¢y). Logo, ¢o(a) = 1 e assim, 53 o ¢o(a) = 1. Pela comutatividade
no quadrado 3 pela direita, temos f5 © o = ¢35 0 an. Logo, ¢3(as(a)) = 1, ou seja,
as(a) € Ker(¢s). Desde que ¢3 € injetor, segue que as(a) = 1, ou seja, a € Ker(az). Pela
exatidao em As, temos que Im(a;) = Ker(as), o que implica que a € Im(ay) e assim,
existe a; € A tal que ay(ay) = a.

Por outro lado, pela comutatividade do quadrado 2 pela direita, temos que $10¢; = ¢g00.
Logo, p1(¢1(a1)) = ¢2(ar(ar)) = ¢o(a) = 1 e assim, ¢1(a1) € Ker(f;). Pela exatidao em
By, temos que Im(5y) = Ker(p). Logo, ¢1(a1) € Im(fBy). Logo, existe by € By tal que
/Bo(bo) = ¢1(a1)-

Como ¢y é sobrejetor, existe ag € Ay tal que ¢g(ag) = by. Pela comutatividade no quadrado

1, segue que [y o ¢g = 1 0 ap. Logo, By o do(ag) = ¢1 © ap(ag) e entao:

Po(ao) = bo = Bo o ¢o(ao) = Bolbo) = d1(ar).
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Assim, da comutatividade temos ¢1 o ag(ag) = ¢1(a1). Desde que ¢ € injetor, segue que
ap(ag) = ag, ou seja, a; € Im(ayg) e pela exatidao de Ay, temos que Im(ay) = Ker(ay).
Logo, a; € Ker(ay), ou seja, aj(a;) = 1. Mas provamos que «;(a;) = a. Portanto, a = 1,

como queriamos.

 ¢o € sobrejetor.

Mostraremos que dado b € B, temos que existe a € Ay tal que ¢o(a) = b. De fato,
seja b € By e por definigao, fB2(b) € Bs. Como ¢3 é sobrejetor, existe az € Az tal que
os3(az) = Pa2(b). Assim, ¢s(az) € Im(By) = Ker(fs3), pela exatidao em Bs. Portanto,
Pso¢s(az) = 1. Logo, pela comutatividade do diagrama no quadrado 4 (530 ¢3 = ¢40¢3),
segue que ¢4 0 ag(az) = 1. Como ¢4 é injetor, segue az(az) = 1 e assim, pela exatidao em
As, temos que ag € Ker(as) = Im(ag). Assim, existe as € Ay tal que as(az) = as. Pela
comutatividade no quadrado 3, temos f20¢y = ¢30as. Logo, Ba(pa(az)) = ¢3(as) = P2(b).
Seja (Ba2(pa(az)))™! o inverso de Ba(da(as)). Logo, temos:

1= Bo(b) - (B(2(a2))™") "= Ba(b - o(as) ™)

Assim, pela exatiddo em By, temos que b - ¢y(as) ™! € Ker(8:) = Im(B;), ou seja, existe
by € By tal que B1(by) = b- ¢a(az)™t. Ainda, como by € By e ¢, é sobrejetor, existe a; € A,
tal que ¢y(ar) = by, ou seja, 1 o ¢1(ay) = Bi(by). Assim, By o ¢i(ar) =b- P2(az)~t.
Por outro lado, pela comutatividade do quadrado 2, (¢2 o @y = i o ¢1), temos
P2(1(ar)) = b - ¢2(a2)_1. Logo, ¢a(az) - 2(ai(ar)) = b e, como ¢, é homomorfismo,
temos ¢o(ay(ar)as) = b, com aq(ai)as € As. Portanto, ¢o é sobrejetor.

l:l

B.0.7 Acoes de grupos

Nesta se¢ao, consideramos a nocao de agoes de grupos.

Definicao B.0.28. Uma a¢ao a esquerda de um grupo G sobre um conjunto qualquer
X € uma funcao p: G x X — X, usualmente denotada por (g,z) — p(g,z) = g-x que

satisfaz as sequintes condicoes:
(i) (1g,z) = 1lg-oz =2,V z e X. (Identidade).

(ii) (gh,x)— (gh) -z =g -(h-x),Voe X, Vg, heG. (Compatibilidade)
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Quando uma tal acao existe, dizemos que G age sobre o conjunto X.

De maneira andloga, podemos definir uma acao a direita de um grupo G sobre um

conjunto X como segue.

Definicao B.0.29. Uma ac¢ao a direita de um grupo G sobre um conjunto qualquer
X € uma funcao p: X x G — X, usualmente denotada por (z,g) — p(x,g9) = x-g que

satisfaz as sequintes condicoes:
(i) (z,1g) » x-1g =z, Vo e X. (Identidade).

(i) (x,gh) —x-(gh) =(x-g)-h,Vre X,V g,heG. (Compatibilidade)

Observacao B.0.30. E comum usar uma notagcao exponencial para representar acoes a
direita i : X xG — X, (x,g9) — 29 = x-g. A diferenca entre agées a direita e a esquerda
€ a ordem sequndo a qual um produto da forma gh € G age sobre a € A. Para uma acdo a
esquerda, h age primeiro, sequido pela acao de g. Enquanto que para uma ac¢ao a direita,

g age primeiro, sequido pela agao de h.

Observacao B.0.31. No caso em que X é um espaco topoldgico que admite uma agao a
direita (respectivamente, uma agao a esquerda) de um grupo G, nos referimos a X como
um G-espago a direita (respectivamente, um G-espago a esquerda) e usaremos também a

notagdao (X, 1) para o G-espago X. Se X € um G-espago a esquerda, entao, a relagao
r-g=g "' (B.0.1)
define uma estrutura de G-espago a direita em X, ou seja, definindo:

p: XxG —X (B.0.2)

(r,9) —ax-g:=g ' (B.0.3)

temos que | € uma acdao a direita de G sobre X. De fato, desde que X € um G-espaco a
esquerda, temos:

(i) (z,1g) —mx-1lg:=1lg-z=2,Vre X.
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= (hlg ) x=ht(g ")

=h'(xr-g)=(x-g)-h VreX, Vg hed.
—

=ax'eX

No caso em que X é um G-espago (a direita ou a esquerda), temos definido um novo

espaco topologico, obtido de X pela acao do grupo G, chamado o espago de orbitas, como

segue.

Definicao B.0.32. Seja i : X x G — X uma acdo a direita de um grupo G sobre um

espaco topologico X. Entao:

(i)

para cada € X, o conjunto G = {x-g; g€ G} < X € chamado a érbita de x

pela agao de G.
o subgrupo G, = {ge G ; x-g =x} < G é chamado subgrupo de isotropia de r € X.

cada orbita € uma classe da sequinte relacao de equivaléncia:

Ty~ Ty X =T9-g, para algum g€ G. (B.0.4)

quaisquer duas orbitas sao iquais ou disjuntas. Assim, elas determinam uma par-
ticao do espago topologico X. O conjunto de todas as orbitas de X pela acdo de G
serd denotado por X /G. Podemos munir este conjunto com a topologia quociente
co-induzida pela projegao natural p : X — X /G, definida por x — x - G. Assim,
X /G é um espago topoldgico, chamado espaco de drbitas de X pela ac¢ao de G.

uma acdo € chamada livre se os subgrupos de isotropia sdao triviais, ou seja, Gy =
{1¢}, para todo x € X. Isso significa que x - g #+ x, para todo g € G — {1} e para
todo x € X.

Sao validos os seguintes resultados.

Teorema B.0.33. [29, Theorems 17.1, 17.2] Sejam G um grupo finito e X um espago

de Hausdorff. Se G age livremente sobre X, entao p : X — X /G é uma aplica¢ao de

recobrimento.
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No caso particular em que a acao de GG sobre o espaco X é determinada por um grupo

compacto, o espaco de 6rbitas X /G possui uma importante propriedade, dada no seguinte

Teorema B.0.34. [5, Teorema 3.1] Seja (X, 1) um G-espago (a direita ou a esquerda),
onde G € um grupo compacto. Entio, X /G é um espago de Hausdorff.

Observacao B.0.35. [30, pag. 253] Seja p : E — B uma aplica¢ao de recobrimento.
Se E ¢ uma n-variedade topolégica e se B é um espaco de Hausforff, entao B também é

uma n-variedade topologica.

B.0.8 Grupos de Homotopia de Ordem Superior

Iniciamos esta segao fixando algumas convencoes. Um espaco com ponto base é um
par (X, xo) consistindo de um espago topolégico X e um ponto base g € X. Uma
aplicagao entre espagos com ponto base f : (X, x9) — (Y,70) é uma fungdo continua
f:X — Y tal que f(zg) = yo. Um par de espagos é um par (X, A) consistindo de
um espaco topolégico X e um sub-espaco A € X. Uma aplicacao entre pares de espacos
f:(X,A) — (Y, B) é uma fungao continua f : X — Y, com f(A) < B.

Defini¢ao B.0.36. |34, pag. 155] Uma categoria C consiste de:
(1) Uma classe de objetos X.

(2) Para cada par ordenado (X,Y) de objetos, um conjunto

Hom(X,Y):={f: X ->Y}

de morfismos ou flechas.

(3) Uma fungao, chamada a composi¢ao de morfismos, que estd definida para qualquer

tripla de objetos (X,Y, 7).

o: Hom(X,Y)x Hom(Y,Z) — Hom(X,Z)
(f,9) = gof

satisfazendo os sequintes axiomas:
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Axioma 1: (Associatividade) Se f € Hom(X,Y), ge Hom(Y,Z) eh € Hom(Z,W):
ho(gof)=(hog)of

Axioma 2: (Existéncia do morfismo identidade) Para cada objeto X, existe um

morfismo idx € Hom(X, X) tal que

foidy = f, VfeHom(X,Y)

idyog = g, VYge Hom(Z,X)

chamado morfismo identidade.

Observacao B.0.37. Mostra-se que os sequintes exemplos sao categorias:

(i) Se os objetos de C sao os espagos topoldgicos e se os morfismos de C sao as aplicagoes

continuas entre espacos topoldgicos, entao C é uma categoria, denotada por Top.

(ii) Se os objetos de C sao os espagos com ponto base e se os morfismos de C sao as
aplicagoes entre espacos com ponto base, entao C é uma categoria e serd denotada

por Top,.

(iii) Se os objetos de C sdao os pares de espacos e se os morfismos de C sao as aplicagoes

entre pares de espacos, entio C é uma categoria e serd denotada por Top?.

(iv) Se os objetos de C sao grupos se os morfismos de C sao os homomorfismos de grupos,

entdo C € uma categoria e serd denotada por Grp.

Definigao B.0.38. Na categoria Top, dois morfismos fo, f1 € Hom(X,Y') sdo chamados
homotopicos , e escrevemos fo ~ fi1, se existe um morfismo H : X x I — Y tal que
H(z,0) = fo(z) e H(z,1) = fi(z),Yx € X. A aplicagio H é chamada uma homotopia

H
entre fo e fi e escrevemos fo ~ f1 ou H : f ~ g.

Observacgao B.0.39. Definindo fy ~ fi se, e somente se, fo ~ f1, temos que a relacdao de

homotopia € uma relagao de equivaléncia sobre o conjunto Hom(X,Y), de todas as fungies
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continuas de X em Y. A classe de equivaléncia de uma funcdao continua f : X —Y com
respeito a relagao de homotopia é chamada classe de homotopia e serd denotada por [ f].

O conjunto das classes de homotopia de todas as funcgoes continuas de X em Y serd

denotada por [ X,Y] = Hom(X,Y)/ ~.

Observagao B.0.40. Se os objetos de C sao espagos topoldgicos e se os morfismos de
C sao dados por classes de homotopia de aplicagoes continuas, isto €, para cada par
de espagos topoldgicos X,Y tem-se Hom(X,Y) = {[f] € [X,Y]}, mostra-se que C é
uma categoria, chamada a categoria de homotopia de espagos, a qual serd denotada por

H(Top). A composicao [ X,Y]| x [Y,Z]| — | X, Z] é definida por [f]o[g] = [g° f].
Existem variantes da relacao de homotopia nas categorias T'op, e Top?, como segue.

Definigao B.0.41. Dois morfismos f,g : (X,x0) — (Y,yo) em Top. sao chamados
homotopicos em relagao aos pontos base , e escrevemos f ~ g rel xy, se existe

uma homotopia H : f ~ g tal que H(x,t) = yo, Vt € [0, 1].

Observacao B.0.42. Similarmente, mostra-se que a homotopia relativa a pontos base
determina uma relagdo de equivaléncia em Hom((X,xo), (Y, y0)), a qual é compativel
com a composicao. A classe de equivaléncia de uma aplicacdo entre espacos com ponto
base | f] € chamada classe de homotopia relativa a pontos base e o conjunto de tais classes

de homotopia serd denotado por [(X,zo), (Y, v0)]-

Defini¢ao B.0.43. Dados um par de espagos topoldgicos (X, A), um espago topolégico Y
e duas aplicagoes continuas f,g : X — Y tais que f(a) = g(a), Ya € A, uma homotopia
relativa entre f e g € uma homotopia H : f ~ g, satisfazendo H(a,t) = f(a) = g(a),Vt €
[0,1],Va € A, ou seja, H(a,—) : [0,1] — Y € constante, para cada a € A. Usaremos a

notacao H : f ~ g rel A, para representar tal homotopia.

Observacao B.0.44. Note que se A for vazio (respectivamente, um conjunto com um
tnico ponto), entdo a nogao de homotopia relativa coincide com a no¢ao de homotopia

(respectivamente, homotopia relativa a pontos base).

Definigao B.0.45. Na categoria Top?, dois morfismos fo, fi € Hom((X, A), (Y, B)) sao

chamados homotopicos , e escrevemos fo ~ fi, se existe um morfismo H : (X x I, A x
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I) — (Y,B) tal que H(z,0) = fo(x) e H(z,1) = fi(x),Yx € X. A aplicagio H ¢é

chamada wma homotopia de pares entre f e g, e serd denotada por f 2 gouH:f~g.

Observacao B.0.46. Também neste caso, temos determinada uma relacdo de equiva-

léncia sobre Hom((X, A), (Y, B)) e o conjunto de todas as classes de homotopia de pares

serd denotada por [(X, A), (Y, B)].

Observacao B.0.47. Se os objetos de C sao os espagos com ponto base e se os morfismos
de C sao dados por classes de homotopia relativa a pontos base, entdo C € uma catego-
ria, chamada a categoria de homotopia de espagos com ponto base e serd denotada por
H(Top,). Se os objetos de C sao pares de espagos topoldgicos e se os morfismos de C sdo
dados por classes de homotopia de pares, entao C é uma categoria, chamada a categoria

de homotopia de pares de espagos e serd denotada por H(Top?).

Definicao B.0.48. Um morfismo f : X — Y em uma categoria C é chamado uma

equivaléncia na categoria C, se existe um morfismo g:Y — X tal que
gOfZZdX € ngZidy.

Um objeto X € equivalente a um objeto Y, se existe uma equivaléncia f: X — Y.

Definicao B.0.49. Um funtor covariante de uma categoria C em uma categoria D é
uma regra, que denotaremos por F : C —> D, que associa a cada objeto X € C, um objeto
F(X) e D, e a cada morfismo f: X — Y de C, um morfismo F(f) : F(X) — F(Y) de

D, satisfazendo as sequintes condigoes:

1. F preserva identidades, ou seja, para cada X € C se Idx : X — X € o morfismo

identidade, entdo F(idx) = idpx) : F(X) — F(X).

2. F preserva a composicao de morfismos, ou seja,

F(gof)=F(g9)o F(f), VfeHom(X,Y),Vge Hom(Y,Z).

Definigao B.0.50. Consideremos um espago com ponto ponto base (X, xq), ou seja,

(X, z0) € um objeto na categoria Top.. Para cada n =0, denotemos por:
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(1) I" :=1 x --- x I on—cubo, onde I = [0,1].
—_——

n—vezes

(2) O bordo de I, denotado por 01", é o sub-espago de I™ consistindo de todos os pontos

de I"™ com pelo menos uma das coordenadas igual a zero ou um, isto é€,

oI" :={(s1,--,s9)eI":Jie{l,--- ,n} tal ques; =0 ou s; =1}

I" or"

Figura B.1: Representacao de I e seu bordo.

Convencionamos que I° := {so} e 0I° = &. O conjunto de todas as classes de homotopia

em Hom((I"™,01™), (X, xo)) serd denotado por:

Hom((I™, 01I™), (X, xq))

~

= (X, 7p)
Observacao B.0.51. Observemos que:

(i) Se n = 0, existe uma bijecdo mo(X,x9) — =, onde X/ ~ denota o conjunto das

componentes conexas por caminhos de X, isto é€,
X
— ={[z]:xe X} com|z]:={ye X :y~a},

com a relagao de equivaléncia ~ definida em X como segue:

rye X y~x <= 3Ja:|0,1] > X continua tal que a(0) =z e a(1) = y.
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(ii) Sen =1, temos que m (X, x¢) € o grupo fundamental de X com ponto base xo (mu-
nido da operacao induzida da concatenagao de lagos), que em geral nao € abeliano.

Neste caso, a relagao ~ € a relagao de homotopia de caminhos relativa a oI = {0, 1}.

(iii) Seja agora n = 2. Definimos a sequinte operagao sobre m,(X, xg):

* o (X, wo) X (X, 20) — (X, x0)

(Lf1: Lg]) = [fl1*[g] :=1[f*gl, onde
Frg:  (mAIY) s (X.z)
1
R S P I T s
9(281_17827"'78n)7 %§81<1

Mostra-se que esta operag¢ao € bem definida sobre as classes de homotopia e que, para
n =2, (m,(X,x),*) € um grupo abelianﬂ chamado o n-ésimo grupo de homotopia do

par (X, zg), cujo elemento identidade é a classe de homotopia da aplicagdo constante

Cro : (I, 0I") —> (X, x0)

s — Cyy(8) := g, Vs e I™.

E para cada aplicagao f: (I",0I") — (X, o), a sua inversa € dada por

qg: (I”,@I”) —> (X,l’o)

(517"'75n) = 9(51;"';5n)3:f<1_317"'75n)-

Observacao B.0.52. [21, pag. 342] Uma aplica¢io continua ¢ : (X,z9) — (Y, 40)

induz um bem definido homomorfismo, para todo n = 2:

@s 1 (X, w0) — mu(Y, 90)
LfT=eu(lf]) == [wo []

satisfazendo as sequintes condicoes:

BVide [21), pag. 340].
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(1) (pot)s =0t
(i) (id(x,m0))% = ir,(X,20)-

Dessa forma, m, : Top, — Grp, que associa a cada espago com ponto base (X, xq), o
seu n-ésimo grupo de homotopia m,(X,x), e a cada aplica¢io entre espagos com ponto
base ¢ : (X, z9) — (Y, 40), associa o homomorfismo induzido ¢, : 7,(X, z0) — (Y, yo),
¢ um funtor covariante. Além disso, se uma aplicagio ¢ : (X,z9) — (Y,y0) € uma
equivaléncia de homotopia, entao o homomorfismo induzido p, : 7,(X, x9) — m,(Y,v0) €

um isomorfismo, para cada inteiro n = 2.



Apéndice

C

Apresentacao do Grupo

Fundamental da Garrafa de Klein

Neste apéndice daremos uma apresentagao, em termos de geradores e relatores, do
grupo fundamental da Garrafa de Klein. Para isto, usaremos o Teorema de Seifert-Van
Kampen (vide [29]).

Seja X um espaco topoldgico, o qual é a uniao de dois sub-espagos U; e U,, ambos
abertos e conexos por caminhos e tais que U; n Uy é nao vazio e conexo por caminhos.
O teorema de Van Kampen nos permite calcular o grupo fundamental de X, desde que

conhegamos os grupos fundamentais de Uy, Uy e Uy n Us.

Teorema C.0.53 (Teorema de Seifert-Van Kampen). Seja (X, zg) um espaco com ponto
base tal que X = UyulUs,, com Uy e Uy abertos, conexos por caminhos e tais que xg € UynUs

€ conexo por caminhos. Entao

m(Uy, xg) %k m(Us, x
7T1(X,370)E 1( 1 0) 1( 2 O)

N (C.0.1)
no qual N € o fecho normal de m(Uy, xo) %k m1(Us, xo) gerado pela palavra
(e0)x([a]) - {(p2)x([a])} ", ¥ [a] € m(Ur 0 Us, o), (C.0.2)

onde o1 : Uy nUs — Uy e g : Uy N Uy — Uy sao as inclusoes naturais.
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O grupo fundamental da garrafa de Klein

A garrafa de Klein foi descrita pela primeira vez em 1882 pelo mateméatico alemao
Felix Klein. A garrafa de Klein é o espago quociente K obtido por identificacao dos lados

opostos de um quadrado, conforme ilustra a Figura [C.1]

b
»

S-A

Figura C.1: Identificacoes na Garrafa de Klein.

Consideremos a representagao da garrafa de Klein K dada na Figura [C.2] Fixamos
um ponto y no interior do quadrado, como indicado na figura. Sejam U; = K — {y} e
Uy = K — {a; U as}. Entado, Uy, Us e Uy n Uy sao abertos, conexos por caminhos, com
U, n Uy nao vazio. Assim, podemos aplicar o Teorema de Seifert - Van Kampen para
calcular o grupo fundamental de K.

Sejam xg, r1 pontos fixados, como indicado na Figura[C.2] Note que z; aparece quatro
vezes no diagrama, desde que estes quatro pontos sao identificados em um tnico ponto
em K. Seja ¢ uma circunferéncia com centro em y, passando pelo ponto xg e seja d um

segmento de reta unindo o a xy.

as
T a2 T

1
ai ai a J a

d

Figura C.2: Bordos identificados da Garrafa de Klein.

Fazendo as identificacoes apenas no bordo do quadrado, obtemos a figura oito O, como
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ilustrado na Figura |C.3| Este espaco é um retrato por deformagcao forte de Uj.

x1 a2 T

ai

aq aq

a2

€1 as T

Figura C.3: Bordos identificados da Garrafa de Klein.

Denotemos por «q, s caminhos fechados em U;, com ponto base x;, que dao uma
volta ao redor de a; e ag, respectivamente, no sentido indicado na Figura Segue de

[35, Lemma 60.5], que 7 (U1, 1) é o grupo livre gerado por {[a1], [as]}, ou seja,
7T1<U1,IE1) = m((’),xl) ~7 % 7.

Fazendo a mudancga do ponto base, seja d o caminho em U; correspondente ao segmento
de reta d, conforme Figura . Entao, 7 (U, x0) é o grupo livre gerado por A; =
[d* o 3k d_l] e A2 = [d* Qg K d_l]-

— ’,;" Iy . —
—p ——
0 (Y9

Figura C.4: Mudanga do ponto base.

O espaco Us é contrétil, entao m;(Us, zp) = 1.

Temos ainda que zg € U; n U, e a circunferéncia ¢ é um retrato por deformacao forte
de Uy n Us, conforme Figura [C.5 Seja v um caminho fechado em U; n U, com ponto
base g, que d4 uma volta ao redor de ¢, no sentido indicado na Figura[C.2] Dessa forma,

m1(Ur n Us, 29) é o grupo livre gerado por [v], ou seja, m(Uy n Us, x9) = Z.
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a9
> [T === ] [I============-== 1
1 1
1 : 1 l :
| N
. l . l
! | ! |
]a O Y WA | 1 — «—
) | 1 | 1
RN o o w '
1 1
! | ! / N |
| 1 | T 1
! | ! |
< a e o o e e e e - o a4
a9
U ~ oo U5 contratil Uy NUy ~ St

Figura C.5: Retrato por deformagao de Uy e Uy n Us.

Denotemos por ¢; : Uy N Us < U; a inclusao natural. Em Uy, temos:

()7 = [e1(0)] = [d 3 a1 3k ag sk a1 ™' sk sk d 7]
—[dk oy skd ] -[dskaskd ] [dkar sk d ] [dk ag sk d ]

— A Ay AT A,

Por outro lado, desde que 71 (Us, ) € trivial, entao a inclusao s : Uy n Uy < U, induz
o homomorfismo nulo (s)y : T (U N Us, xg) — 71 (Us, 7p). Assim, temos (p9)4[7] = 1.
Portanto, segue do Teorema de Van Kampen que 7 (K, xq) é isomorfo ao grupo que possui

a seguinte apresentacao <A1, A, | AlAgAl_lA2>.
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