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vida. Não poderia esquecer e deixar de agradecer, com muito carinho, os seminários com
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Resumo

Neste trabalho apresentamos uma descrição geométrica do grupo de tranças no disco

Bpnq e sua apresentação em termos de geradores e relatores no famoso teorema da apre-

sentação de Artin. Mostraremos também que o grupo de tranças puras PBpnq, grupo que

possui a permutação trivial das cordas, é bi-ordenável, ou seja, exibiremos uma ordenação

para PBpnq que será invariante pela multiplicação em ambos os lados. Esse processo

é dado a partir da combinação da técnica de pentear Artin e a expansão Magnus para

grupos livres.

Palavras-chave: grupos livres, grupo de tranças Artin, grupo de tranças puras,

ordenação bi-invariante, expansão Magnus.
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Abstract

In this work, we present a geometric description of the braids groups of the disk

Bpnq and its presentation in terms of generators and relations in the famous theorem

of Artin’s presentation. We also show that groups of pure braids, denoted by PBpnq,

groups that have the trivial permutation of the strings, are bi-orderable, that is, we will

present the explicit construction of a strict total ordering of pure braids PBpnq which is

invariant under multiplying on both sides. This process is given from the combination of

the techniques of combing Artin and Magnus expansion to free groups.

Keywords: free groups, braids of Artin group, group of pure braids, ordering

bi-invariant, expansion Magnus.
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3.2.1 Espaços de configurações . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

3.3 O Grupo de Tranças como Grupo Fundamental de um Espaço de Configu-

rações . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

3.4 Apresentação do Grupo de Tranças Artin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

4 Uma Ordenação para o Grupo de Tranças Puras 105

4.1 Grupos Ordenados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

4.2 Penteado Artin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118

4.3 A expansão Magnus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125

4.3.1 Ordenando Grupos Livres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

4.4 A ordenação Magnus do Grupo de Tranças Puras . . . . . . . . . . . . . . 134
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Introdução

Poucas áreas de pesquisa em matemática podem traçar suas origens tão precisamente

quanto a teoria de tranças, que teve seu marco em 1925, quando Emil Artin publicou seu

artigo “Theorie der Z:opfe” [1]. O termo grupo de tranças foi usado pela primeira vez por

Artin, embora provavelmente estes grupos tenham sido considerados por Adolf Hurwitz

em 1891 [24], como na terminologia moderna seriam chamados grupos fundamentais de

espaços de configurações de n pontos no plano complexo. Magnus, em 1934 [31], considerou

o mesmo grupo do ponto de vista das chamadas mapping classes. Markoff [33] apresentou

uma abordagem completamente algébrica. Todos estes pontos de vista já eram conhecidos

para definir o mesmo grupo naqueles tempos (veja [42]).

A noção expĺıcita de tranças foi introduzida por Emil Artin na década de 1920 com o

intuito de formalizar objetos topológicos que modelam o entrelaçamento de várias cordas

no 3-espaço Euclidiano. Artin mostrou que tranças com um número n fixo de cordas

formam um grupo, chamado Grupo de Tranças Artin, denotado por Bpnq. Desde en-

tão, vários resultados importantes têm sido provados, como por exemplo, o Teorema da

Apresentação de Artin, que diz respeito à apresentação de Bpnq em termos de geradores

e relatores e o Teorema da Representação deste grupo como um subgrupo do grupo dos

automorfismos de grupos livres em n geradores.

Uma das descobertas recentes mais fundamentais sobre os grupos de tranças Artin

Bpnq, é que eles são ordenáveis à esquerda (vide [10] e [18]). Um grupo é ordenável à

esquerda (respectivamente, à direita), se existe uma ordem total estrita de seus elementos

que é invariante pela multiplicação à esquerda (respectivamente à direita). Um grupo que

possui uma ordenação total estrita de seus elementos, que é invariante pela multiplicação

à direita e à esquerda, é chamado bi-ordenado. O principal objetivo deste trabalho é

mostrar que o subgrupo das tranças puras, PBpnq, tranças com permutação trivial das

cordas, é bi-ordenável, ou seja, exibiremos uma ordenação total estrita para PBpnq, que
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será invariante pela multiplicação de ambos os lados. A chave para provar este resultado é

que grupos livres são bi-ordenáveis e PBpnq é um produto semidireto de grupos livres. A

ordenação será definida usando uma combinação da técnica de pentear tranças de Artin

e a expansão Magnus para grupos livres.

Este trabalho está organizado como segue.

Grupos livres desempenham um papel fundamental na teoria combinatória de grupos.

É suficiente dizer que qualquer grupo é um grupo fator de um grupo livre apropriado

(vide Corolário 1.2.43). No Caṕıtulo 1, estabelecemos a existência de grupos livres com

uma base arbitrária. Abordamos também o conceito de produto livre de grupos, que

é fundamental no estudo da decomposição de grupos. Os resultados principais deste

caṕıtulo, assim como suas demonstrações, estão contidos na referência [6].

O principal objetivo do Caṕıtulo 2 é fornecer uma base teórica para os dois caṕıtulos

posteriores. Neste caṕıtulo, estudamos as apresentações para produtos diretos, semidiretos

e extensões de grupos. Os resultados principais deste caṕıtulo estão contidos na referência

[25].

O Caṕıtulo 3 contém resultados básicos sobre grupos de tranças e espaços relaciona-

dos. O nosso principal objetivo é dar uma descrição geométrica do grupo de tranças no

disco e identificá-lo com o grupo fundamental do espaço de configurações de R2, CnpR2q.

Apresentamos a definição de uma trança geométrica como sendo um sistema de n cordas

entre dois planos paralelos no 3-espaço Euclidiano, sendo esta a definição original dada

por Artin em [2]. Também consideramos a definição equivalente de uma trança, sugerida

por Fox em 1962 [19], como sendo um laço no espaço de configurações de um conjunto de

n pontos no plano Euclidiano. Mostraremos que o conjunto das classes de equivalência de

todas as tranças geométricas sobre n cordas determina um grupo, que denotaremos por

Bpnq, chamado o grupo de tranças de Artin sobre n cordas ou grupo de tranças no disco.

Além disso, introduziremos uma apresentação deste grupo em termos de geradores e rela-

tores no famoso Teorema da Apresentação de Artin. As principais referências utilizadas

neste caṕıtulo são [3], [20], [26], e [37].

No Caṕıtulo 4, definimos uma ordem total para PBpnq, o grupo das tranças puras

sobre n cordas, a qual será invariante sob a multiplicação de ambos os lados. A ordena-

ção para PBpnq será definida usando-se uma combinação da técnica de pentear tranças

devida a Artin e a expansão Magnus para Grupos Livres. Veremos que grupos livres

são bi-ordenáveis e que PBpnq é um produto semidireto de grupos livres. As principais

referências deste caṕıtulo são [12] e [28].



Introdução 3

Para finalizar, aproveitando essa introdução, as referências das figuras dos Caṕıtulos 3

e 4 foram baseadas em [12] e [20], respectivamente. Todas as imagens foram constrúıdas

pela autora deste trabalho, no LATEX usando simultaneamente o pacote“Braids” e o pacote

“TikZ”.
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Caṕıtulo

1
Teoria Combinatória de Grupos

Grupos livres desempenham um papel fundamental na teoria combinatória de grupos.

É suficiente dizer que qualquer grupo é um grupo fator de um grupo livre apropriado

(vide Corolário 1.2.43). Neste caṕıtulo, vamos estabelecer a existência de grupos livres

com uma base arbitrária. Abordaremos também o conceito de produto livre de grupos,

que é fundamental no estudo da decomposição de grupos. Os resultados principais deste

caṕıtulo, assim como suas demonstrações, estão contidos na referência [6].

1.1 Grupos Livres

Definição 1.1.1. [6, Definition 1] Sejam X um conjunto, G um grupo e i : X Ñ G

uma função. O par pG, iq é chamado livre sobre X se, para qualquer grupo H e para

qualquer função f : X Ñ H, existe um único homomorfismo ϕ : GÑ H tal que f “ ϕ˝ i,

ou seja, o seguinte diagrama é comutativo.

X
f //

i
��

H

G
D!ϕ

>> (1.1.1)

Observação 1.1.2. Essa propriedade também é conhecida como Propriedade Univer-

sal para Grupos Livres.

Exemplo 1.1.3. O grupo trivial G “ t1u é livre sobre o conjunto X “ H.

Exemplo 1.1.4. O grupo aditivo dos inteiros Z é livre sobre o conjunto contendo um

único elemento X “ txu, onde a aplicação i : txu Ñ Z é definida por ipxq “ 1. De fato,
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dados um grupo H e uma função f : txu Ñ H, seja fpxq “ a, para algum a P H. Defina

ϕ : ZÑ H por ϕpnq “ rfpxqsn “ an. Então, ϕ é um homomorfismo de grupos, pois dados

m,n P Z, temos:

ϕpm` nq “ rfpxqsm`n “ am`n “ am ¨ an

“ rfpxqsm ¨ rfpxqsn “ ϕpmq ¨ ϕpnq.

Observemos ainda que

pϕ ˝ iqpxq “ ϕpipxqq “ ϕp1q “ a “ fpxq. (1.1.2)

Assim, se existir um outro homomorfismo ϕ1 : ZÑ H satisfazendo (1.1.2), então:

ϕ1p1q “ pϕ1 ˝ iqpxq “ fpxq “ a “ pϕ ˝ iqpxq “ ϕp1q.

Portanto, ϕp1q “ ϕ1p1q “ a e desde que 1 é o gerador de Z, conclúımos que ϕ “ ϕ1 sobre

Z e segue a unicidade de ϕ.

Observação 1.1.5. Se pG, iq for livre sobre X e se ψ : G Ñ H for um isomorfismo,

então pH,ψ ˝ i) também será livre sobre X. De fato, dados um grupo H 1 qualquer e uma

função f 1 : X Ñ H 1, devemos mostrar que existe um único homomorfismo ϕ1 : H Ñ H 1

tal que ϕ1˝pψ˝iq “ f 1. Como pG, iq é livre sobre X, para a função f 1 : X Ñ H 1, existe um

único homomorfismo ϕ : GÑ H 1 tal que ϕ˝ i “ f 1. Defina ϕ1 : H Ñ H 1 por ϕ1 “ ϕ˝ψ´1.

X
f 1 //

i
��

H 1

G

ϕ
>>

ψ
��
H

D!ϕ1

FF

(i) A função ϕ1 é um homomorfismo de grupos, pois é composição de homomorfismos.

(ii) ϕ1 “ ϕ ˝ ψ´1 satisfaz ϕ1 ˝ pψ ˝ iq “ f 1.
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De fato,

ϕ1 ˝ pψ ˝ iq “ pϕ ˝ ψ´1
q ˝ pψ ˝ iq

“ϕ ˝ pψ´1
˝ ψ

loomoon

IdG

q ˝ i “ ϕ ˝ i “ f 1.

(iii) Suponhamos que exista um homomorfismo ϕ2 : H Ñ H 1 tal que ϕ2 ˝ pψ ˝ iq “ f 1.

Mostraremos que ϕ2 “ ϕ1. Seja θ : GÑ H 1 dada pela composição θ “ ϕ2 ˝ ψ.

X
f 1 //

i
��

H 1

G

θ

>>

ψ
��
H

ϕ2

FF

Assim,

θ ˝ i “ pϕ2 ˝ ψq ˝ i “ ϕ2 ˝ pψ ˝ iq “ f 1.

Como ϕ : GÑ H 1 é o único homomorfismo que satisfaz ϕ˝ i “ f 1, temos que θ “ ϕ.

Mas então, ϕ2 ˝ψ “ θ “ ϕ, o que implica ϕ2 “ ϕ ˝ψ´1 “ ϕ1 e segue a unicidade de

ϕ1.

A Proposição 1.1.6 é a rećıproca da Observação 1.1.5 e mostra que os grupos livres

sobre um determinado conjunto são únicos, a menos de isomorfismo.

Proposição 1.1.6. [6, Proposition 1] Sejam pG1, i1q e pG2, i2q livres sobre X. Então,

existe um isomorfismo ϕ : G1 Ñ G2 tal que ϕ ˝ i1 “ i2.

Demonstração:

X
i2 //

i1
��

G2

G1

D!ϕ

>> X
i1 //

i2
��

G1

G2

D!ψ

>>

Desde que pG1, i1q e pG2, i2q são livres sobre X existem únicos homomorfismos:

ϕ : G1 Ñ G2 e ψ : G2 Ñ G1 tais que ϕ ˝ i1 “ i2 e ψ ˝ i2 “ i1. (1.1.3)
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Assim, usando (1.1.3), podemos escrever:

ψ ˝ i2 “ pψ ˝ ϕq ˝ i1 “ i1 e ϕ ˝ i1 “ pϕ ˝ ψq ˝ i2 “ i2. (1.1.4)

Por outro lado, as aplicações identidade IdG1 : G1 Ñ G1 e IdG2 : G2 Ñ G2 também

satisfazem

X
i1 //

i1
��

G1

G1

D! IdG1

>> X
i2 //

i2
��

G2

G2

D! IdG2

>>

IdG1 ˝ i1 “ i1 e IdG2 ˝ i2 “ i2. (1.1.5)

Logo, comparando (1.1.4) e (1.1.5), conclúımos da propriedade da unicidade na definição

de grupos livres que:

ψ ˝ ϕ “ IdG1 e ϕ ˝ ψ “ IdG2 .

Portanto, ϕ é um isomorfismo.

o

O resultado a seguir dá condições para que a aplicação i : X Ñ F seja injetora, quando

o par pF, iq for livre sobre X.

Proposição 1.1.7. [6, Proposition 2] Seja pF, iq livre sobre X.

(i) Se existem um grupo G e uma função injetiva de f : X Ñ G, então i : X Ñ F é

injetiva.

(ii) pZX ,`q é um grupo, no qual

ZX :“ tα : X Ñ Z; α é funçãou e pα ` βqpxq “ αpxq ` βpxq, @x P X.

e existe uma função injetiva f : X Ñ ZX .

(iii) i : X Ñ F é injetiva.

Demonstração:

(i) Suponhamos que existam um grupo G e uma função injetiva f : X Ñ G. Como

pF, iq é livre sobre X, para este grupo G e para a função f : X Ñ G, existe um único
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homomorfismo ϕ : F Ñ G tal que ϕ ˝ i “ f , ou seja, o seguinte diagrama é comutativo.

X
f //

i
��

G

F
D!ϕ

>>

Desde que f é injetiva, dados x, y P X tais que x ‰ y, temos

pϕ ˝ iqpxq :“ fpxq ‰ fpyq :“ pϕ ˝ iqpyq. (1.1.6)

Assim, ipxq ‰ ipyq, pois se existissem x, y P X tais que x ‰ y e ipxq “ ipyq, teŕıamos que

pϕ ˝ iqpxq “ pϕ ˝ iqpyq, contradizendo 1.1.6. Segue que i : X Ñ F é injetiva.

(ii) pZX ,`q é um grupo: a associatividade da operação ` segue da associatividade da

adição em Z; o elemento neutro da operação ` é a função nula α0 P ZX , α0 : X Ñ Z,

α0pxq “ 0, para todo x P X e, para cada α P ZX , existe a função ´α P ZX , ´α : X Ñ Z
definida por p´αqpxq “ ´αpxq, para todo x P X, a qual é o elemento oposto de α : X Ñ Z.

Considere a função

f : X Ñ ZX (1.1.7)

x ÞÑ fpxq :“ αx : X Ñ Z

onde αx é definida, para cada x P X, como segue:

αxpyq “

$

’

&

’

%

1, sex “ y

0, sex ‰ y

Note que dados x, y P X tais que x ‰ y, então

αxpxq “ 1 ‰ 0 “ αypxq, assim, fpxq “ αx ‰ αy “ fpyq

e, portanto, a função f dada em (1.1.7) que envia x P X para αx P ZX é injetiva.

(iii) Segue imediatamente de (i) e (ii), tomando G “ ZX e f : X Ñ ZX , x ÞÑ αx, dada

em (1.1.7).

o
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1.2 Construção de Grupos Livres e suas Propriedades

Com base na Definição 1.1.1, uma questão natural que surge é: se dado um conjunto

X arbitrário, existe um grupo F e uma aplicação i : X Ñ F tal que pF, iq é livre sobre X.

Iremos produzir tal grupo livre sobre X começando com a seguinte construção auxiliar.

Seja X um conjunto arbitrário e denotemos por MpXq o conjunto de todas as sequên-

cias finitas pxi1 , xi2 , . . . , xinq de elementos de X, com n ě 0, ou seja,

MpXq “ tpxi1 , xi2 , . . . , xinq; xir P X, r “ 1, 2, . . . , nu.

O caso n “ 0 corresponde à sequência vazia, a qual será denotada por p q. Observe-

mos que os elementos xir PMpXq não são necessariamente distintos entre si.

Definimos uma multiplicação ¨ : MpXq ˆMpXq ÑMpXq pela concatenação:

ppxi1 , . . . , xinq, pxj1 , . . . , xjmqq ÞÑ pxi1 , . . . , xinq ¨ pxj1 , . . . , xjmq :“ pxi1 , . . . , xin , xj1 , . . . , xjmq

Essa multiplicação assim definida é associativa e possui como elemento identidade a

sequência vazia p q, que chamaremos de 1. Assim, pMpXq, ¨q tem estrutura de monóide1

e será chamado o monóide livre gerado por X.

Observemos que a função X ÑMpXq dada por x ÞÑ pxq é, naturalmente, uma função

injetiva e, identificando x com pxq, cada elemento de MpXq pode ser escrito de maneira

única como um produto da forma

xi1 ¨ ¨ ¨ xin , para algum n, (1.2.1)

ou seja, considerando uma sequência pxi1 , . . . , xinq P MpXq, segue da definição da apli-

cação X Ñ MpXq, que cada xir P X é levado injetivamente na sequência contendo um

único elemento pxirq P MpXq, r “ 1, . . . , n, e, da definição da multiplicação em MpXq,

temos que pxi1 , xi2 , . . . , xinq :“ pxi1q ¨ pxi2q ¨ ¨ ¨ pxinq. Fazendo a identificação x com pxq, ob-

temos o elemento xi1 ¨ ¨ ¨ xin PMpXq. A unicidade deste elemento como sendo um produto

de elementos de X segue da injetividade da função X Ñ MpXq. De agora em diante,

fixaremos a notação (1.2.1) para representar um elemento de MpXq.

1([14], págs. 40 - 41) Um monóide é um conjunto G, juntamente com uma operação G ˆ G Ñ G
que é associativa e possui elemento neutro. A diferença entre um monóide e um grupo é que no monóide
não se exige que todo elemento possua inverso.
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Um detalhe técnico foi omitido nessa construção. Desde que X é um conjunto arbitrá-

rio, é posśıvel que algum elemento de X seja ele mesmo uma sequência finita de elementos

de X. Neste caso, queremos distinguir essa sequência como sendo um elemento de X

ou como sendo um elemento de MpXq. O caminho natural para sanar este problema é

substituir X por X 1 “ ttxu, x P Xu e definir o monóide livre sobre X como sendo MpX 1q.

Esse detalhe será omitido de agora em diante.

1.2.1 Construindo o grupo livre gerado por X

Dado um conjunto arbitrário X, escolhemos um conjunto disjunto de X com a mesma

cardinalidade de X e denotemos um tal conjunto por X´1 “ tx´1; x P Xu, onde, é claro

que, x´1 é meramente um śımbolo. Assim, existe uma bijeção X Ñ X´1, x ÞÑ x´1, com

X X X´1 “ H. O śımbolo x1 será usado para denotar um elemento qualquer x P X.

Podemos considerar MpX YX´1q o monóide livre gerado por X YX´1 e seus elementos

serão chamados palavras sobre X, ou seja,

MpX YX´1
q :“ txε1i1 ¨ ¨ ¨ x

εn
in

; xεrir P X YX´1, εr “ ˘1, r “ 1, . . . , nu. (1.2.2)

Se w for uma palavra da forma xε1i1 ¨ ¨ ¨ x
εn
in

, então n será chamado o comprimento de

w e será denotado por |w| ou por lpwq. Cada elemento xεrir será chamado uma letra de w.

Uma palavra w “ xε1i1 ¨ ¨ ¨ x
εn
in

, εr “ ˘1 será chamada uma palavra reduzida se, para

cada 1 ď r ď n´ 1, ou ir`1 ‰ ir ou ir`1 “ ir, mas εr`1 ‰ ´εr. Por convenção, a palavra

vazia será também uma palavra reduzida.

Observação 1.2.1. Observemos que duas palavras reduzidas u “ xλ1i1 ¨ ¨ ¨ x
λr
ir
. . . xλnin e

v “ xδ1j1 ¨ ¨ ¨ x
δk
jk
¨ ¨ ¨ xδmjm com xir , xjk P X e λr, δk “ ˘1, são iguais se, e somente se, ambas

são a palavra vazia ou m “ n e xir “ xjr , λr “ δr, para todo r “ 1, . . . n.

Suponhamos que w “ xε1i1 ¨ ¨ ¨ x
εn
in

não seja uma palavra reduzida e escolha r tal que

ir`1 “ ir e εr`1 “ ´εr. Seja w1 a palavra obtida de w deletando os pares de letras

adjacentes xεrir e x
εr`1

ir`1
na escrita de w, ou seja, eliminamos da palavra w o produto da

forma xεrir ¨ x
εr`1

ir`1
“ xεrir ¨ x

´εr
ir

, obtendo a palavra:

w1 “ xε1i1 ¨ ¨ ¨ x
εr´1

ir´1 ¨ x
εr`2

ir`2 ¨ ¨ ¨ x
εn
in
. (1.2.3)

Neste caso, dizemos que w1 foi obtida de w por uma redução elementar. Se w2
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é uma outra palavra sobre X, obtida de w por uma sequência de reduções elementares,

dizemos que w2 é obtida de w por redução.

Exemplo 1.2.2. Seja w “ zxx´1zy´1y. As palavras zzy´1y e zxx´1z são obtidas de w

por redução elementar, e a palavra zz é obtida de w por redução.

Exemplo 1.2.3. Seja w “ zxx´1xy, então, zxy é obtida de w por redução elementar.

Neste caso, duas reduções elementares podem ser aplicadas para w, ambas dando o mesmo

resultado: a primeira deleta o par de letras adjacentes xx´1 e a segunda deleta o par de

letras adjacentes x´1x.

Dizemos que duas palavras w,w1 P X são equivalentes, e escrevemos w « w1, quando

w é igual a w1 ou, se existe uma sequência finita de palavras w1, . . . , wk, para algum inteiro

k, tal que w1 “ w, wk “ w1 e, para cada j ă k, wj`1 é obtido de wj por redução elementar

ou vice-versa (neste caso, dizemos que os termos consecutivos wj e wj`1 diferem por

redução elementar). Mostremos que « é uma relação de equivalência sobre o monóide

livre MpX YX´1q.

(i) Reflexividade: Para qualquer palavra w PMpX YX´1q, w “ w, logo w « w.

(ii) Simetria: Dadas duas palavras w,w1 P MpX Y X´1q tais que w « w1. Se w1 “ w,

então w1 « w. Caso contrário, existe uma sequência finita de palavras w1, . . . , wk

tais que w1 “ w, wk “ w1 e para cada j ă k, wj`1 é obtido de wj por uma redução

elementar ou vice-versa. Para cada j “ 1, . . . , k considerando a palavra

vj “ wk´pj´1q, (1.2.4)

obtemos uma nova sequência de palavras v1, v2, . . . , vk, as quais satisfazem:

v1 “ wk “ w1, v2 “ wk´1, v3 “ wk´2, . . . , vk´1 “ w2, vk “ w1 “ w, (1.2.5)

e cujos termos consecutivos vi e vi`1 diferem por redução elementar, para cada

i “ 1, . . . k ´ 1. Portanto, w1 « w.

(iii) Transitividade: Dadas palavras w,w1, w2 PMpXYX´1q tais que w « w1 e w1 « w2.

Caso 1: Se w “ w1 e w1 “ w2, então w “ w2 e isso implica que w « w2.
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Caso 2: Se existem sequências finitas de palavras, w1, . . . , wk e v1, . . . , vn tais

que w1 “ w, wk “ w1 e v1 “ w1, vn “ w2 e cujos termos consecutivos diferem por

redução elementar, então w1 “ v1 “ wk e, portanto, w1, . . . , wk, v2, . . . , vn é uma

sequência finita de palavras tais que w1 “ w, vn “ w2, cujos termos consecutivos

diferem por redução elementar. Assim, w « w2.

Caso 3: Se w “ w1 e se existe uma sequência finita de palavras w1, . . . , wk tais

que w1 “ w1 e wk “ w2 e cujos termos consecutivos wj e wj`1 diferem por redução

elementar, para cada j “ 1, . . . , k ´ 1, então w “ w1 “ w1 e wk “ w2, o que implica

w « w2.

Caso 4: Se w1 “ w2 e se existe uma sequência finita de palavras w1, . . . , wk tais

que w1 “ w, wk “ w1 e cujos termos consecutivos wj e wj`1 diferem por redução

elementar, para cada j “ 1, . . . , k ´ 1, então w1 “ w e wk “ w1 “ w2, o que implica

w « w2.

O conjunto das classes de equivalência do monóide livre MpXYX´1q pela relação

« será denotado por F pXq e a classe de equivalência de uma palavra w P MpX YX´1q

será denotada por rws, ou seja:

F pXq “ trws; w PMpX YX´1
qu, no qual rws :“ t w1 PMpX YX´1

q; w1 « wu.

A seguir, mostraremos que F pXq será um grupo munido do produto entre classes de

equivalência de palavras, herdado do produto de palavras no monóide livre MpX YX´1q.

Proposição 1.2.4. [6] Dadas duas classes de equivalências de palavras rus, rvs P F pXq,

definimos o produto:

¨ : F pXq ˆ F pXq Ñ F pXq (1.2.6)

prus, rvsq ÞÑ rus ¨ rvs :“ ru ¨ vs.

Então, pF pXq, ¨ q é um grupo.

Demonstração:

Mostraremos primeiramente que o produto em (1.2.6) é bem definido. Sejam u, v, w ew1

palavras em X.
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(1) Se w « w1, então uwv « uw1v.

Sem perda de generalidade, podemos supor que w1, . . . , wk seja uma sequência de

palavras sobre X tais que w “ w1, w1 “ wk e cujos termos consecutivos wj e

wj`1 diferem por redução elementar, para todo 1 ď j ă k. Logo, considerando a

sequência finita de palavras uw1v, . . . , uwnv, temos que uwv “ uw1v, uw1v “ uwkv

e os termos consecutivos uwjv e uwj`1v diferem por redução elementar, para todo

1 ď j ă k, o que mostra que uwv « uw1v.

(2) Se u « u1 e w « w1, então uw « u1w1.

De fato, segue do item (1) que

w « w1 ñ uw « uw1 (1.2.7)

u « u1 ñ uw1 « u1w1. (1.2.8)

Assim, de (1.2.7), (1.2.8) e da transitividade da relação «, conclúımos que uw «

u1w1.

Segue que o produto (1.2.6) em F pXq está bem definido.

Agora vejamos que pF pXq, ¨ q satisfaz os axiomas de grupo.

(i) Associatividade: Para quaisquer a, b e c P F pXq, com a “ rws, b “ rvs e c “ rus:

pa ¨ bq ¨ c “ prws ¨ rvsq ¨ rus “ rwvs ¨ rus “ rpwvqus

“ rwpvuqs “ rws ¨ rvus “ rws ¨ prvs ¨ rusq “ a ¨ pb ¨ cq,

pois a propriedade de concatenação é associativa.

(ii) Existência do elemento identidade: Existe 1 “ rp qs P F pXq, tal que para qual-

quer a “ rws P F pXq:

a ¨ 1 “ rws ¨ rp qs “ rwp qs “ rws “ a,

pois a palavra p q é o elemento identidade da concatenação. Analogamente, 1 ¨a “ a.

(iii) Existência do elemento inverso: Para qualquer a P F pXq, devemos mostrar

que existe a1 P F pXq tal que a ¨ a1 “ a1 ¨ a “ 1. De fato, dada a classe da palavra
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w “ xε1i1 ¨ ¨ ¨ x
εn
in

em F pXq, consideremos a classe da palavra w´1 “ x´εnin
¨ ¨ ¨ x´ε1i1

.

Então:

a ¨ a1 “ rws ¨ rw´1
s “ rxε1i1 ¨ ¨ ¨ x

εn
in
s ¨ rx´εnin

¨ ¨ ¨ x´ε1i1
s “ rpxε1i1 ¨ ¨ ¨ x

εn
in
qpx´εnin

¨ ¨ ¨ x´ε1i1
qs

“ rpxε1i1 ¨ ¨ ¨ x
εn´1

in´1
q ¨ pxεnin ¨ x

´εn
in
q ¨ px

´εn´1

in´1
¨ ¨ ¨ x´ε1i1

qs

“ rpxε1i1 ¨ ¨ ¨ x
εn´1

in´1
q ¨ p q ¨ px

´εn´1

in´1
¨ ¨ ¨ x´ε1i1

qs

“ rpxε1i1 ¨ ¨ ¨ x
εn´1

in´1
q ¨ px

´εn´1

in´1
¨ ¨ ¨ x´ε1i1

qs “ . . . “ rp qs “ 1.

Analogamente, a1 ¨ a “ 1.

Portanto, pF pXq, ¨q é grupo.

o

Observação 1.2.5. Consideremos agora a seguinte função i : X Ñ F pXq, definida por

ipxq “ rxs, @x P X. Afirmamos que F pXq é gerado pela imagem ipXq. De fato, se

a P F pXq então a “ rws, para alguma palavra w P MpX Y X´1q, com w “ xε1i1 ¨ ¨ ¨ x
εn
in

,

onde cada xir P X e εr “ ˘1. Assim:

a “ rws “ rxε1i1 ¨ ¨ ¨ x
εn
in
s “ rxε1i1 s ¨ ¨ ¨ rx

εn
in
s “ ipxi1q

ε1 ¨ ¨ ¨ ipxinq
εn . (1.2.9)

Assim, cada elemento em F pXq é escrito como um produto de elementos de ipXq.

Teorema 1.2.6. [6, Theorem 3] O par pF pXq, iq é livre sobre X.

Demonstração:

Sejam pH, ˚q um grupo e f : X Ñ H uma função, x ÞÑ fpxq. Dada uma palavra

w “ xε1i1 ¨ ¨ ¨ x
εn
in
PMpX YX´1q, podemos definir a função

f̄ : MpX YX´1
q Ñ H (1.2.10)

w ÞÑ f̄pwq “ f̄pxε1i1 ¨ ¨ ¨ x
εn
in
q “ fpxi1q

ε1 ˚ ¨ ¨ ¨ ˚ fpxinq
εn ,

a qual preserva produtos. Primeiramente, observemos que:

1. Se w1 é obtida de w por redução elementar, então w e w1 possuem a mesma imagem.

De fato, se w “ xε1i1 ¨ ¨ ¨ x
εr
ir
¨x
εr`1

ir`1
¨ ¨ ¨ xεnin , como w1 é obtida de w, temos a redução de um
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produto da forma xεrir ¨ x
εr`1

ir`1
, onde ir`1 “ ir e εr`1 “ ´εr, para algum 1 ď r ď n´ 1,

ou seja, w1 “ xε1i1 ¨ ¨ ¨ x
εr´1

ir´1
¨ x

εr`2

ir`2
¨ ¨ ¨ xεnin . Logo:

f̄pwq :“ fpxi1q
ε1 ˚ ¨ ¨ ¨ ˚ fpxirq

εr ˚ fpxir`1q
εr`1

looooomooooon

“ fpxir q
´εr

˚ ¨ ¨ ¨ ˚ fpxinq
εin

“ fpxi1q
εi1 ˚ ¨ ¨ ¨ ˚ fpxirq

εr ˚ fpxirq
´εr

loooooooooomoooooooooon

“ 1H

˚ ¨ ¨ ¨ ˚ fpxinq
εin

“ fpxi1q
εi1 ˚ ¨ ¨ ¨ ˚ fpxir´1q

εr´1 ˚ fpxir`2q
εr`2 ˚ ¨ ¨ ¨ ˚ fpxinq

εin “ f̄pw1q.

2. Se w « w2, então w “ w2 (e, neste caso, f̄pwq “ f̄pw2q) ou existe uma sequência

finita de palavras w1, . . . , wn tais que w1 “ w, wn “ w2 e cujos termos consecutivos

wj e wj`1 diferem por redução elementar, para todo 1 ď j ď n ´ 1. Assim, segue

do item (1) que f̄pwjq “ f̄pwj`1q, para todo 1 ď j ď n´ 1. Logo,

f̄pwq “ f̄pw1q “ f̄pw2q “ . . . “ f̄pwjq “ f̄pwj`1q “ . . . “ f̄pwn´1q “ f̄pwnq “ f̄pw2q

e, portanto, w e w2 possuem a mesma imagem.

Considere a função ϕ : F pXq Ñ H definida por ϕprwsq “ f̄pwq. Mostraremos que ϕ

é bem definida e que é o único homomorfismo de grupos satisfazendo ϕ ˝ i “ f , o que

implicará que o par pF, iq é livre sobre X.

(i) Sejam duas classes de equivalência de palavras rws, rw1s P F pXq tais que rws “ rw1s.

Então, w « w1 e pelo item (2) anterior, temos que ϕprwsq :“ f̄pwq “ f̄pw1q :“

ϕprw1sq. Segue que ϕ é bem definida.

(ii) ϕ é homomorfismo de grupos. Dadas rw1s e rw2s P F pXq, com w1 “ xε1i1 ¨ ¨ ¨ x
εn
in

e

w2 “ xδ1j1 ¨ ¨ ¨ x
δm
jm

, devemos que mostrar que ϕprw1s ¨ rw2sq “ ϕprw1sq ˚ ϕprw2sq. Mas:

ϕprw1s ¨ rw2sq “ ϕprw1 ¨ w2sq “ f̄pw1 ¨ w2q

“ f̄pxε1i1 ¨ ¨ ¨ x
εn
in
¨ xδ1j1 ¨ ¨ ¨ x

δm
jm
q

“ fpxi1q
ε1 ˚ ¨ ¨ ¨ ˚ fpxinq

εn
looooooooooooomooooooooooooon

f̄pw1q

˚ fpxj1q
δ1 ˚ ¨ ¨ ¨ ˚ fpxjmq

δm
loooooooooooooomoooooooooooooon

f̄pw2q

“ f̄pw1q ˚ f̄pw2q “ ϕprw1sq ˚ ϕprw2sq.
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(iii) Mostremos que o seguinte diagrama é comutativo:

X
f //

i
��

H

F pXq
D!ϕ

<< (1.2.11)

ou seja, ϕ ˝ i “ f . De fato, para todo x P X, temos:

pϕ ˝ iqpxq “ ϕpipxqq “ ϕprxsq :“ f̄pxq “ fpxq,

desde que f̄ |X “ f .

(iv) Suponhamos agora que exista um homomorfismo ψ : F pXq Ñ H que também torna

o diagrama 1.2.11 comutativo, ou seja, ψ˝ i “ f “ ϕ˝ i. Desde que pela Observação

1.2.5, ipXq gera F pXq, então ϕ e ψ coincidem nos geradores de F pXq. De fato, dada

uma classe rws P F pXq “ x ipXqy, segue de (1.2.9) que rws “ ipxi1q
ε1 ¨ ¨ ¨ ipxinq

εn e

como ψ é um homomorfismo de grupos, temos:

ψprwsq “ ψ pipxi1q
ε1 ¨ ¨ ¨ ipxinq

εnq (1.2.12)

“ ψpipxi1q
ε1q ˚ ¨ ¨ ¨ ˚ ψpipxinq

εnq

“ pψ ˝ iqpxε1i1 q ˚ ¨ ¨ ¨ ˚ pψ ˝ iqpx
εn
in
q

“ fpxε1i1 q ˚ ¨ ¨ ¨ ˚ fpx
εn
in
q

“ pϕ ˝ iqpxε1i1 q ˚ ¨ ¨ ¨ ˚ pϕ ˝ iqpx
εn
in
q

“ ϕpipxε1i1 qq ˚ ¨ ¨ ¨ ˚ ϕpipx
εn
in
qq

“ ϕpipxi1q
ε1q ˚ ¨ ¨ ¨ ˚ ϕpipxinq

εnqq

“ ϕpipxi1q
ε1 ¨ ¨ ¨ ipxinq

εnq

“ ϕprwsq.

Portanto, ψ “ ϕ e segue a unicidade de ϕ.

o

Desde que reduções elementares diminuem o comprimento de uma palavra, é natural

pensar que, quando começamos com qualquer palavra e aplicamos reduções elementares,
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uma após a outra, de uma forma arbitrária, até que nenhuma redução elementar possa

mais ser aplicada, obteremos uma palavra reduzida. A questão é se essa palavra é única.

O resultado conhecido como a Forma normal para grupos livres mostra que existe uma

única palavra reduzida que pode ser obtida por reduções elementares de uma palavra

dada. Para provar tal resultado, usaremos o seguinte lema que afirma que a classe da

palavra vazia p q “ 1 só contém a própria palavra vazia como palavra reduzida.

Lema 1.2.7. Se w é uma palavra reduzida distinta da palavra vazia p q “ 1, então w ff 1,

ou seja, rws ­“ r1s.

Teorema 1.2.8 (Forma Normal para Grupos Livres). [6, Theorem 4] Existe exatamente

uma única palavra reduzida em cada classe de equivalência rus P F pXq.

Demonstração:

A prova será feita por contradição. Suponha que existam u e v palavras reduzidas tais

que u « v, ou seja, rus “ rvs. Então, uv´1 « 1. Note que a palavra uv´1 não precisa

ser reduzida, mas desde que u e v são palavras reduzidas distintas, a única possibilidade

para haver redução em uv´1 é que a última letra de u seja a inversa da última letra de v.

Por exemplo, seja u “ xε1i1 ¨ ¨ ¨ x
εn´1

in´1
¨ xεnin e v “ xδ1j1 ¨ ¨ ¨ x

δm´1

jm´1
¨ xδmjm . Então uv´1 só poderá ser

reduzida se in “ jm e εn “ ´δm. A próxima redução ocorre se in´1 “ jm´1 e εn´1 “ ´δm´1

e assim sucessivamente. A redução termina em uma palavra reduzida w distinta de 1.

Note que, pela Observação 1.2.1, como u e v são palavras reduzidas distintas, elas possuem

comprimentos diferentes. Dessa forma, existe uma palavra reduzida w ­“ 1 tal que

w « uv´1
« 1,

o que contradiz o Lema 1.2.7.

o

Demonstração do Lema 1.2.7. Seja w uma palavra reduzida distinta da palavra vazia

e consideremos Sn`1 o grupo das permutações do conjunto S “ t1, . . . , r, . . . n ` 1u con-

tendo n` 1 elementos.

Afirmação ‹ Existe um homomorfismo ϕ : F pXq Ñ Sn`1, tal que ϕprwsq não é a

permutação identidade IdS.

Assim, desde que ϕ é um homomorfismo, ϕpr 1 sq “ IdS e conclúımos que w ff 1. Caso

contrário, se rws “ r1s, teŕıamos ϕprwsq “ ϕpr1sq “ IdS, o que contraria a Afirmação ‹.
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Para mostrar a validade da Afirmação ‹, definiremos um homomorfismo

ϕ : F pXq Ñ Sn`1 (1.2.13)

rws ÞÑ ϕprwsq : S Ñ S,

de tal forma que se w “ xε1i1 ¨ ¨ ¨ x
εr
ir
¨ ¨ ¨ xεnin for uma palavra reduzida distinta da palavra

vazia 1, então a permutação ϕprwsq levará s “ 1 em s1 “ n ` 1 e, portanto, ϕprwsq não

será a permutação identidade, o que mostra a Afirmação ‹.

Para obtermos um tal homomorfismo ϕ : F pXq Ñ Sn`1 tal que ϕprwsqp1q “ n`1 devemos

definir uma função f : X Ñ Sn`1, x ÞÑ fpxq : S Ñ S, de tal forma que fpxεrir q leve r em

r`1, para todo r ď n. Então, precisamos exigir que fpxq satisfaça as seguintes condições:

fpxqpsq “

$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

r ` 1, se s “ r, x “ xir e εr “ 1 piq

r, se s “ r ` 1, x “ xir e εr “ ´1 piiq

s “ IdSpsq, se x ­“ xir , @ r ď n piiiq

(1.2.14)

Observemos então que para a palavra w “ xε1i1 ¨ ¨ ¨ x
εr
ir
¨ ¨ ¨ xεnin ­“ 1, temos que:

fpxi1qp1q “ 2, fpxi2qp2q “ 3, . . . , fpxirqprq “ r ` 1, . . . , fpxinqpnq “ n` 1

fpx´1
i1
qp2q “ 1, fpx´1

i2
qp3q “ 2, . . . , fpx´1

ir
qpr ` 1q “ r, . . . , fpx´1

in
qpn` 1q “ n.

Assim, se as condições (i) a (iii) em (1.2.14) definem uma função injetora de algum sub-

conjunto de S “ t1, . . . , r, . . . n`1u em um outro subconjunto de S “ t1, . . . , r, . . . n`1u,

podemos estender essa função para uma permutação de S em S e então definimos, para

cada x P X, fpxq como sendo esta permutação.

Note que fpxq está bem definida, pois fpxq só poderia levar r para dois números diferentes,

se xir fosse x, com εr “ 1 (condição (i)) e xir´1 também fosse x, com εr´1 “ ´1 (condição

(ii)). Neste caso, teŕıamos:

w “ xε1i1 ¨ ¨ ¨ x
εr´1

ir´1
loomoon

x´1

¨ xεrir
loomoon

x

¨ ¨ ¨ xεnin .

Mas isso não pode ocorrer, pois sendo w uma palavra reduzida, ela não contém termos
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consecutivos da forma x´1x.

Logo, temos que fpxq é uma função injetora, pois fpxq só poderia levar dois números

diferentes para s se xis´1 fosse x, com εs´1 “ 1 e xis também fosse x, com εs “ ´1. Neste

caso, teŕıamos

w “ xε1i1 ¨ ¨ ¨ x
εs´1

is´1
loomoon

x

¨ xεsis
loomoon

x´1

¨ ¨ ¨ xεnin ,

o que também é imposśıvel, desde que uma palavra reduzida também não contém termos

consecutivos da forma xx´1.

Agora, desde que o par pF pXq, iq é livre sobre X, segue da propriedade universal aplicada

para a função f : X Ñ Sn`1 e para o grupo H “ Sn`1, que existe um único homomorfismo

ϕ : F pXq Ñ Sn`1 tal que ϕ ˝ i “ f , ou seja, o diagrama a seguir é comutativo.

X
f //

i
��

Sn`1

F pXq

D!ϕ

;;
(1.2.15)

Assim, para palavra w “ xε1i1 ¨ ¨ ¨ x
εn
in
“ ipxi1q

ε1 ¨ ¨ ¨ ipxinq
εn ­“ 1, temos:

ϕprwsq “ ϕ pipxi1q
ε1 ¨ ¨ ¨ ipxinq

εnq (1.2.16)

“ ϕpipxi1q
ε1q ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ ϕpipxinq

εnq

“ p ϕ ˝ i
loomoon

“ f

qpxε1i1 q ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ p ϕ ˝ iloomoon

“ f

qpxεnin q

“ fpxε1i1 q ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ fpx
εn
in
q.

Finalmente, verificaremos que o homomorfismo ϕ satisfaz a condição: a permutação

ϕprwsq leva 1 em n` 1. A prova seguirá por indução sobre número de letras de w.

‚ Seja w “ xε1i1 .

Assim, como ϕ ˝ i “ f , temos que ϕprwsq “ fpxε1i1 q, onde, por definição:

$

’

&

’

%

fpxi1qp1q “ 2,

fpx´1
i1
qp2q “ 1.

‚ Seja w1 “ xε1i1 ¨ ¨ ¨ x
εn´1

in´1
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Suponhamos como hipótese de indução, (HI), que ϕprw1sq “ fpxε1i1 q ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ fpx
εn´1

in´1
q seja

uma permutação que leva 1 em n. Assim:

ϕprwsq “ϕprxε1i1 ¨ ¨ ¨ x
εn
in
sq “ ϕprxε1i1 ¨ ¨ ¨ x

εn´1

in´1
srxεnin sq

“ ϕprxε1i1 ¨ ¨ ¨ x
εn´1

in´1
sq

looooooooomooooooooon

ϕprw1sq

˝ϕprxεnin sq “ ϕprw1sq ˝ ϕprxεnin sq

“ fpxε1i1 q ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ fpx
εn´1

in´1
q ˝ fpxεnin q

Pela (HI), ϕprw1sq leva 1 em n. Além disso, por definição temos

$

’

&

’

%

fpxinqpnq “ n` 1, p1q

fpx´1
in
qpn` 1q “ n. p2q

Assim, pelo caso p1q, desde que ϕprw1sq leva 1 em n e ϕprwsq “ ϕprw1sq ˝ ϕprxεnin sq, então

ϕprwsq leva 1 em n` 1. De maneira análoga conclui-se o mesmo resultado, pelo caso (2).

o

Observação 1.2.9. Em geral, consideramos X como sendo um subconjunto de F pXq

e i : X ãÑ F pXq a inclusão. Por essa razão, omitiremos a aplicação i de agora em

diante. Frequentemente, identificamos os elementos de F pXq com as palavras reduzidas

correspondentes. Algumas vezes, precisaremos considerar palavras como elementos de

MpX YX´1q e outras vezes vamos considerá-las como elementos de F pXq. Nestes casos,

diferenciaremos explicitamente tais elementos, ou seja, escreveremos w ” w1 quando w

e w1 forem a mesma palavra em MpX Y X´1q e escreveremos w “ w1 se elas definirem

o mesmo elemento em F pXq (ou seja, se elas são palavras equivalentes. Não usaremos

mais a notação «).

1.2.2 Propriedades básicas de teoria de grupos

A seguir, recordaremos alguns fatos básicos da teoria de grupos.

Definição 1.2.10. [13, pág. 9] Dados um grupo G e X subconjunto não vazio de G,

seja tHi; i P Iu a famı́lia de todos os subgrupos de G contendo X. Então XiPIHi é um
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subgrupo de G, chamado o subgrupo gerado por X e será denotado por

xXy “
č

iPI

Hi; X Ă Hi, @i P I. (1.2.17)

Os elementos de X são os geradores do subgrupo xXy. Se X é finito: X “ tx1, . . . , xnu,

escrevemos xXy “ xx1, . . . , xny. Se G “ xa1, . . . , any, com ai P G, dizemos que o grupo G

é finitamente gerado. Se a P G, o subgrupo xay é chamado o subgrupo ćıclico gerado

por a.

Teorema 1.2.11. [13, Theorem 1.3.3] Sejam G um grupo e X um subconjunto não

vazio de G. Então, xXy “ txε11 . . . x
εk
k ; xi P X, εi “ ˘1, k ě 0u. Quando k “ 0, o

produto é interpretado como 1G.

Definição 1.2.12. [23, Definition 3.3] A ordem de um grupo G é o número cardinal |G|.

O grupo G é chamado finito, (respectivamente infinito), se |G| for finito (respectivamente

infinito). A ordem de um elemento a P G é a ordem do subgrupo ćıclico xay gerado

por a e será denotada por |a|.

Teorema 1.2.13. [13, Theorem 1.3.8] Seja a um elemento de um grupo G.

(i) a tem ordem infinita se, e somente se, todas as potências ak, k P Z de a são distintas.

ak “ 1G se, e somente se, k “ 0.

(ii) Se a tem ordem finita n ą 0, então n é o menor inteiro positivo tal que an “ 1G e

ak “ 1G se, e somente se, n divide k. Mais ainda, o subgrupo ćıclico xay gerado por

a consiste dos elementos distintos a, a2, a3, . . . , an´1, an “ 1G.

Definição 1.2.14. [13, pág. 12] Um grupo de torção, ou grupo periódico, é um

grupo G no qual todos os seus elementos possuem ordem finita, ou seja, para todo a P G,

|a| “ | xay | é finita. Um grupo G é livre de torção se, exceto 1G, todos os seus elementos

possuem ordem infinita.

Teorema 1.2.15. [23, Theorem 5.1] Se N é um subgrupo de um grupo G, então as

seguintes condições são equivalentes:
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(i) As congruências módulo N à esquerda e à direita coincidem (isto é, definem a

mesma relação em G);

(ii) Todo grupo quociente à esquerda de N em G é um grupo quociente à direita de N

em G;

(iii) aN “ Na, para todo a P G;

(iv) Para todo a P G, aNa´1 Ă N , onde aNa´1 “ tana´1 ; n P Nu;

(v) Para todo a P G, aNa´1 “ N .

Definição 1.2.16. [23, Definition 5.2] Um subgrupo N de um grupo G o qual satis-

faz as condições equivalentes do Teorema 1.2.15 é chamado subgrupo normal em G.

Escrevemos N ŸG, se N é normal em G.

Definição 1.2.17. [13, pág. 16] Para qualquer subconjunto não vazio X de um grupo

G, o fecho normal de X em G é a intersecção de todos os subgrupos normais de G que

contêm X e será denotado por

xXyG “
č

iPI

Hi, X Ă Hi com Hi ŸG, @i P I. (1.2.18)

Este é o menor subgrupo normal de G contendo X e pode ser caracterizado como segue:

xXyG “
@

tg´1xg; g P G e x P Xu
D

. (1.2.19)

1.2.3 Grupos residualmente finitos

Para nossa próxima aplicação, consideramos propriedades residuais de grupos. Dada

uma classe C de grupos (por exemplo, grupos finitos, grupos livres, grupos abelianos), é

usual nos referirmos à classe C como uma propriedade de grupos. Consideramos que esta

propriedade de grupos é um invariante algébrico, ou seja, se G é isomorfo a H e se H

satisfaz a propriedade C , então G também satisfaz a propriedade C .

Definição 1.2.18. [25, pág. 37] Um grupo G possui a propriedade C , se e somente se,

G pertence à classe de grupos C .
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Dada uma propriedade C de grupos, podemos passar a uma propriedade derivada de

C da seguinte maneira.

Definição 1.2.19. [25, Definition 3.5] Seja C uma classe de grupos.

(ii) Dizemos que um grupo G é residualmente-C se, para cada g P G, com g ‰ 1,

existe um grupo H P C e um epimorfismo φ : GÑ H tal que φpgq ‰ 1.

(ii) Equivalentemente,

G é residualmente-C se @g P G, com g ‰ 1, DN ŸG tal que g R N e G{N P C .

A classe dos grupos residualmente-C é frequentemente denotada por CR.

Observação 1.2.20. As afirmações (i) e (ii) da Definição 1.2.19 são, de fato, equivalentes.

Seja G residualmente-C . Dados g P G, com g ‰ 1, e φ : GÑ H um epimorfismo tal que

φpgq ­“ 1, onde H P C , segue do Teorema do Isomorfismo2, que G{Kerpφq – H. Assim,

existe N “ Kerpφq com g R N (pois φpgq ­“ 1) e G{N – H P C .

Reciprocamente, dados um elemento g P G, com g ‰ 1 e N um subgrupo normal de G,

com g R N e tal que H “ G{N P C , temos que a projeção natural φ : G Ñ G{N “ H é

um epimorfismo e como g R N , segue φpgq ‰ 1.

Proposição 1.2.21. [6, Proposition 5] Grupos livres são residualmente finitos.

Demonstração:

Dado um grupo livre F , seja w P F uma palavra reduzida não trivial. Pela Afirmação

‹ (pág. 18), existe um homomorfismo φ : F Ñ Sn`1, onde Sn`1 é um grupo finito,

para algum n, tal que φpwq não é a permutação identidade. Assim, φ : F Ñ φpF q é um

epimorfismo, com φpF q Ă Sn`1 um subgrupo finito. Portanto, F é residualmente finito.

o

Definição 1.2.22. [25, Definition 3.3] Seja G um grupo.

(i) G é chamado hopfiano se ele não é isomorfo a um grupo quociente próprio dele

mesmo, ou seja, dado um quociente de G por um subgrupo normal N :

G{N – Gñ N é o grupo trivial.

2Teorema do isomorfismo: Seja φ : GÑ H um epimorfismo com núcleo N . Então, G{N – H.
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(ii) Equivalentemente, G é hopfiano se todo epimorfismo φ : GÑ G é um automorfismo.

Observação 1.2.23. As afirmações (i) e (ii) da Definição 1.2.22 são, de fato, equivalentes.

Seja φ : G Ñ G um epimorfismo. Pelo Teorema do Isomorfismo, temos G{Kerpφq – G.

Então, N “ Kerpφq é um subgrupo normal de G. Por hipótese, Kerpφq é trivial e segue

que φ é injetora, portanto um isomorfismo.

Reciprocamente, dado φ : G{N Ñ G um isomorfismo, onde N é um subgrupo normal de

G, considere a projeção canônica π : GÑ G{N , a qual é um epimorfismo. Assim,

G
π //

φ˝π

88G{N
φ // G

é um epimorfismo. Logo, por hipótese, φ ˝ π é um isomorfismo. Além disso,

Kerpπq “ tg P G; πpgq “ gN “ Nu “ tg P G; g P Nu “ N.

Desde que φ ˝ π é um isomorfismo, segue que π é injetora e, portanto, Kerpπq “ N é

trivial, como queŕıamos demonstrar.

A demonstração do resultado a seguir pode ser encontrada em [6, pág. 12].

Corolário 1.2.24. Grupos livres finitamente gerados são hopfianos.

1.2.4 Base de um grupo livre

Proposição 1.2.25. [6, Proposition 6] F pXq é isomorfo a F pY q se, e somente se,

|X| “ |Y |.

Demonstração:

Suponhamos que |X| “ |Y |, então existe uma bijeção f : X Ñ Y . Consideremos a

composição

X
f //

j ˝f “ϕ|X

77
Y

j // F pY q .

Desde que F pXq é um grupo livre sobre X, então j˝f se estende a um único homomorfismo

ϕ : F pXq Ñ F pY q, ou seja, j ˝ f “ ϕ|X . Analogamente, considerando a composição
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Y
f´1
//

i ˝f´1“ψ|Y

77
X

i // F pXq ,

sendo F pY q grupo livre sobre Y , temos que i ˝ f´1 se estende a um único homomorfismo

ψ : F pY q Ñ F pXq, ou seja, i ˝ f´1 “ ψ|Y

Observemos ainda que

IdF pXqpxq “ x “ ipxq, @x P X.

E, além disso,

ψ ˝ ϕpxq “ψpϕpxqq
ϕ|X “ j˝f
“ ψpj ˝ fpxqq

“ψp fpxq
loomoon

PY

q
ψ|Y “ i˝f

´1

“ i ˝ f´1
pfpxqq “ ipxq, @x P X.

Assim, ambos ψ ˝ ϕ : F pXq Ñ F pXq e IdF pXq : F pXq Ñ F pXq estendem a aplicação

inclusão i : X ãÑ F pXq e como essa extensão é única, conclúımos que ψ ˝ ϕ “ IdF pXq.

Analogamente, mostra-se que ϕ ˝ ψ “ IdF pY q e, portanto, ϕ é um isomorfismo.

Reciprocamente, observemos que o número de homomorfismos F pXq Ñ Z2, onde Z2

denota o grupo ćıclico de ordem 2, é o mesmo que o número de funções X Ñ Z2, que é

igual a 2|X|. Se, digamos, X for finito, desde que F pXq – F pY q, teremos 2|X| “ 2|Y | e,

portanto, |X| “ |Y |. Se X e Y são infinitos, assumiremos sem demonstração a seguinte

igualdade:

|MpX YX´1
q| “ |X YX´1

| “ |X|. (1.2.20)

Desde que F pXq é o conjunto das classes de equivalência de MpX Y X´1q, segue que

existe uma função sobrejetora MpX YX´1q Ñ F pXq e temos da Proposição B.0.26 e de

(1.2.20) que |F pXq| ď |X|. Além disso, como i : X Ñ F pXq é injetora, segue da Definição

B.0.25 que |X| ď |F pXq| e, assim, |F pXq| “ |X|. Portanto, sendo F pXq isomorfo a F pY q,

conclúımos que

|X| “ |F pXq| “ |F pY q| “ |Y |.

o
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Definição 1.2.26. [6] Um grupo G é chamado um grupo livre, se G é isomorfo a

F pXq, o grupo livre gerado por X, para algum X. Dado um isomorfismo h : F pXq Ñ G,

a imagem hpXq será chamado uma base do grupo G e diremos que G é livre sobre hpXq.

Observação 1.2.27. Seja G um grupo livre. Se A é uma base de G e se α : G Ñ G é

um automorfismo, então αpAq também é uma base de G. Segue da Definição 1.2.26 que

A “ hpXq, onde h : F pXq Ñ G é um isomorfismo, para algum X. Assim, a composição

F pXq
h //

α˝h

99G
α // G ,

é um isomorfismo e pα ˝ hqpXq “ αphpXqq “ αpAq. Portanto, αpAq é uma base de G.

Além disso, se A e B são bases do grupo livre G, então |A| “ |B|. De fato, segue da

Definição 1.2.26 que A “ hpXq e B “ h̄pY q são bases de G, onde h : F pXq Ñ G e

h̄ : F pY q Ñ G são isomorfismos, para algum X e para algum Y . Assim, temos que

h̄´1 ˝h : F pXq Ñ F pY q é um isomorfismo e pela Proposição 1.2.25, |X| “ |Y |. Portanto,

|A| “ |hpXq| “ |X| “ |Y | “ |h̄pY q| “ |B|.

Mais ainda, qualquer bijeção f : A Ñ B se estende a um automorfismo α : G Ñ G. De

fato, considerando a bijeção β : X Ñ Y definida pela composição

X
h|X //

β“p h̄|Y
´1
˝f˝ph|Xq

88A
f // B

ph̄|Y q´1

// Y

obtemos o seguinte diagrama comutativo

A

ph|Xq
´1

��

f //

ö

B

p h̄|Y q
´1

��
X

β
// Y

(1.2.21)

ou seja, ph̄|Y q
´1
˝ f “ β ˝ ph|Xq

´1. Assim, desde que F pXq é livre sobre X, a função

j ˝ β : X Ñ F pY q se estende a um único homomorfismo g : F pXq Ñ F pY q, ou seja,
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g|X “ g ˝ i “ j ˝ β.

X
� _

öi
��

β // Y
� � j // F pY q

F pXq
g

;;

Assim, para todo x P X, temos

pg|Xqpxq “ pg ˝ iqpxq “ gpxq “ pj ˝ βqpxq “ βpxq. (1.2.22)

Considerando a composição:

G h´1
//

h̄˝g˝h´1

66F pXq
g // F pY q h̄ // G

temos para cada a P A “ hpXq, usando 1.2.21 e 1.2.22,

ph̄ ˝ g ˝ h´1
qpaq “ h̄ ˝ gpph|Xq

´1
paq

looooomooooon

PX

q
g|X “β
“ h̄ ˝ βpph|Xq

´1
paqq

1.2.21
“ h̄ ˝ ph̄|Y q

´1
˝ fpaq “ fpaq.

ou seja, h̄ ˝ g ˝ h´1 : GÑ G é um automorfismo que estende f : AÑ B.

Definição 1.2.28. [6] Seja G um grupo livre com base A. A cardinalidade de A será

chamada o posto de G.

Observação 1.2.29. Sejam X um conjunto finito e α : F pXq Ñ F pXq um epimorfismo.

Então α é um isomorfismo. Isso segue do Corolário 1.2.24, que afirma que todo grupo

livre finitamente gerado é hopfiano, o que é equivalente a dizer que todo homomorfismo

sobrejetor α : F pXq Ñ F pXq é um isomorfismo.

Exemplo 1.2.30. [6] Seja X “ tx, yu. Então tx´1, x2yu é uma base de F pXq. De fato,

considerando a função
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f : X ÑF pXq

x ÞÑ x´1

y ÞÑ x2y

segue da Propriedade Universal, que existe um único homomorfismo ϕ : F pXq Ñ F pXq

que é uma extensão de f , ou seja, ϕ ˝ i “ ϕ|X “ f , onde i : X Ñ F pXq é a inclusão.

Observemos que ϕ é um epimorfismo. De fato, tomando wx “ x´1 e wy “ x2y, temos:

ϕpwxq “ ϕpx´1
q

homo
“ pϕpxqq´1

ϕ|X“f
“ pfpxqq´1

“ px´1
q
´1
“ x.

ϕpwyq “ ϕpx2yq
homo
“ ϕpx2

qϕpyq “ pϕpxqq2ϕpyq

ϕ|X“f
“ pfpxqq2fpyq “ x´2x2y “ y.

Como F pXq é um grupo livre finitamente gerado, segue do Corolário 1.2.24, que F pXq é

hopfiano, assim ϕ : F pXq Ñ F pXq é automorfismo. Portanto, segue da Definição 1.2.26

que ϕpXq “ tx´1, x2yu é uma base para F pXq.

Proposição 1.2.31. [6, Proposition 8] Seja X um subconjunto de um grupo G. São

equivalentes:

(i) G é um grupo livre com base X.

(ii) Todo elemento de G pode ser escrito de maneira única como um produto da forma

xε1i1 ¨ ¨ ¨ x
εn
in

, para algum n ě 0, com xir P X, εr “ ˘1, onde εr`1 ‰ ´εr se ir`1 “ ir.

O caso n “ 0 corresponde ao elemento identidade 1G P G.

(iii) X gera G, e 1G não é igual a qualquer produto da forma xε1i1 ¨ ¨ ¨ x
εn
in

, com n ą 0,

xir P X, εr “ ˘1 e εr`1 ‰ ´εr se ir`1 “ ir.

Demonstração:



30 Teoria Combinatória de Grupos

A implicação piiq ñ piiiq é imediata. Para mostrar que piiiq ñ piiq, observemos que, como

X gera G, para cada g P G, podemos escrever g “ xε1i1 ¨ ¨ ¨ x
εn
in

, para algum n ě 0, xir P X,

εr “ ˘1, onde εr`1 ‰ ´εr se ir`1 “ ir. Assim, se existissem duas maneiras distintas de

escrever g P G, digamos g “ xδ1j1 ¨ ¨ ¨ x
δm
jm

, teŕıamos que

xε1i1 ¨ ¨ ¨ x
εn
in
x´δmjm

¨ ¨ ¨ x´δ1j1
“ 1,

executando todos os posśıveis cancelamentos, e conseguiŕıamos escrever 1 como um pro-

duto não trivial de letras em X, o que contraria a hipótese.

Vejamos que piq ñ piiq. Se G é um grupo livre com base X, então G é isomorfo a F pXq,

logo G possui as propriedades do item piiq, uma vez que toda classe rws P F pXq possui

um único representante w, que é a palavra reduzida.

Agora, suponhamos que piiiq seja válida e mostremos a condição piq. Se G possui a

propriedade piiiq, podemos considerar o homomorfismo h : F pXq Ñ G induzido pela

aplicação inclusão j : X Ñ G, com h ˝ i “ h|X “ j.

X
j //

i
��

G

F pXq
h

<<

Assim, desde que G é gerado por X, segue que h é sobrejetor. Além disso, h é injetiva,

pois por hipótese, uma palavra reduzida não trivial sobre X não é mapeada em 1G P G.

Com efeito, se g P Kerphq é tal que g “ xε1i1 ¨ ¨ ¨ x
εn
in
‰ 1F pXq, então,

hpgq “ hpxε1i1 ¨ ¨ ¨ x
εn
in
q
homo
“ hpxi1q

ε1 ¨ ¨ ¨hpxinq
εn h|X “ j

“ xε1i1 ¨ ¨ ¨ x
εn
in

loooomoooon

“ g

“ 1G,

o qual contradiz piiiq. Portanto, h é um isomorfismo e, assim, G é livre em X.

o

Corolário 1.2.32. [6, Corollary 1] Sejam G um grupo gerado por um subconjunto X

e ϕ : G Ñ H um homomorfismo de grupos que é injetivo sobre X e tal que ϕpGq é livre

com base ϕpXq, onde H é um grupo arbitrário. Então, G é livre com base X.

Demonstração:

Por hipótese ϕpGq é livre com base ϕpXq e segue da Proposição 1.2.31 que piiiq é válido,
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logo ϕpXq gera ϕpGq e 1ϕpGq não pode ser escrito como um produto

ϕpxi1q
ε1 ¨ ¨ ¨ϕpxinq

εn , n ą 0, ϕpxirq P ϕpXq, εr “ ˘1; εr`1 ‰ ´εr, se ir`1 “ ir. (1.2.23)

Desde que X gera G, se tivéssemos

1G “ xε1i1 ¨ ¨ ¨ x
εn
in
, n ą 0, xir P X, εr “ ˘ 1; εr`1 ‰ ´εr, se ir`1 “ ir, (1.2.24)

então usando a injetividade de ϕ sobre X, teŕıamos

1ϕpGq “ ϕp1Gq “ ϕpxi1q
ε1 ¨ ¨ ¨ϕpxinq

εn , com ϕpxijq ‰ ϕpxikq, @ j ‰ k,

o que contradiz (1.2.23). Portanto, 1G não se escreve como um produto da forma (1.2.24)

e segue da Proposição 1.2.31 que G é livre com base X.

o

1.2.5 Palavras ciclicamente reduzidas

Seja g um elemento de F pXq. Estamos considerando g como uma palavra reduzida

que tem comprimento |g|. Se h é um outro elemento de F pXq, que também estamos

considerando como uma palavra reduzida, pode ser que a palavra gh não seja uma palavra

reduzida (mas o produto gh em F pXq é a classe de equivalência desta palavra). Quando o

produto gh for ainda uma palavra reduzida, dizemos que o produto gh é reduzido como

escrito. Mais geralmente, se g1, . . . , gk são palavras reduzidas e a palavra g1 ¨ ¨ ¨ gk for

uma palavra reduzida, dizemos que este produto é reduzido como escrito. As propriedades

listadas na proposição a seguir serão assumidas sem demonstração.

Proposição 1.2.33. [6, pág. 15] Sejam g, h palavras reduzidas em F pXq com compri-

mentos |g| e |h|, respectivamente. Então;

(i) |gh| ď |g|` |h|. A igualdade é válida se, e somente se, gh for reduzida como escrito.

(ii) Ou a primeira letra de gh é a primeira de g, ou g é cancelada completamente no

produto gh. Essa última afirmação ocorre se, e somente se, h ” g´1k, para alguma

palavra reduzida k. Analogamente, ou gh termina com a última letra de h, ou h é
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cancelada completamente no produto gh. Essa última afirmação ocorre se, e somente

se, g ” kh´1, para alguma palavra reduzida k.

Definição 1.2.34. [6, pág. 15] Seja g ” xε1i1 ¨ ¨ ¨ x
εn
in

uma palavra reduzida. Então g é

ciclicamente reduzida se, ou in ‰ i1 ou in “ i1, mas εn ‰ ´ε1.

Exemplo 1.2.35. Claramente, 1 é ciclicamente reduzida. A palavra x2
1x

5
2x
´1
3 é ciclica-

mente reduzida, mas x1x2x3x
´1
2 x´1

1 não é ciclicamente reduzida.

Assumiremos sem demonstração a seguinte

Proposição 1.2.36. [6, págs. 15, 16] Seja g uma palavra reduzida em F pXq com

comprimento |g|. Então:

1. g é ciclicamente reduzida se, e somente se, gg é reduzida como escrito.

2. Se g for ciclicamente reduzida, então, indutivamente, gn será ciclicamente reduzida

como escrito e |gn| “ n|g|.

3. Se g ” u´1vu for reduzida como escrito e se v for ciclicamente reduzida, então

gn “ u´1vnu será reduzida como escrito.

Definição 1.2.37. [6] Dada uma palavra w ” xε1i1 ¨ ¨ ¨ x
εn
in

, as permutações ćıclicas de w

são as palavras

xεninx
ε1
i1
xε2i2 ¨ ¨ ¨ x

εn´1

in´1
, x

εn´1

in´1
xεninx

ε1
i1
¨ ¨ ¨ x

εn´2

in´2
, . . . , xε2i2x

ε3
i3
¨ ¨ ¨ xεninx

ε1
i1
. (1.2.25)

Ou seja, uma permutação ćıclica da palavra xε1i1 ¨ ¨ ¨ x
εr´1

ir´1
¨ xεrir ¨ ¨ ¨ x

εn
in

é qualquer palavra

da forma

xεrir ¨ ¨ ¨ x
εn
in
¨ xε1i1 ¨ ¨ ¨ x

εr´1

ir´1
, r “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n.

Exemplo 1.2.38. Seja w “ xyx´1zy´1xz´1. Então, zy´1xz´1xyx´1 é uma permutação

ćıclica de w.

Definição 1.2.39. [13, pág. 26] Dado um grupo G, dizemos que dois elementos g, h P G

são conjugados se existe algum u P G tal que g “ uhu´1. A relação é dita simétrica se

h “ vgv´1, com v “ u´1.
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Proposição 1.2.40. [6, Proposition 9] Seja F pXq um grupo livre. Então:

(i) Toda palavra g P F pXq é conjugado de uma palavra ciclicamente reduzida.

(ii) Qualquer permutação ćıclica de uma palavra ciclicamente reduzida é ciclicamente

reduzida.

(iii) Sejam g, h P F pXq duas palavras ciclicamente reduzidas. Então, g e h são conjuga-

das se, e somente se, elas são permutações ćıclicas uma da outra.

Demonstração:

(i) Seja g ” xε1i1 ¨ ¨ ¨ x
εn
in

uma palavra reduzida, mas não ciclicamente reduzida, ou seja,

in “ i1 com εn “ ´ε1. Então g ” xε1i1 ¨ g
1 ¨ x´ε1i1

, onde g1 é a palavra xε2i2 ¨ ¨ ¨ x
εn´1

in´1
. O

resultado segue por indução.

(ii) Seja g ” xε1i1 ¨ x
ε2
i2
¨ ¨ ¨ x

εn´1

in´1
¨ xεnin uma palavra ciclicamente reduzida. Uma permutação

ćıclica de g é a palavra xεnin ¨x
ε1
i1
¨xε2i2 ¨ ¨ ¨ x

εn´1

in´1
, a qual é uma palavra reduzida, pois como por

hipótese, g é ciclicamente reduzida, então ou in ‰ i1 ou, se in “ i1, então εn ‰ ´ε1. Além

disso, essa permutação de g também é ciclicamente reduzida, desde que, sendo g uma

palavra reduzida temos que in ‰ in´1 ou, se in “ in´1, então εn ‰ ´εn´1. O resultado

segue indutivamente.

(iii) (ð) Sejam g ” xε1i1 ¨ ¨ ¨ x
εr´1

ir´1
¨ xεrir ¨ x

εn
in

uma palavra ciclicamente reduzida e h uma

permutação ćıclica de g, ou seja,

h “ xεrir ¨ ¨ ¨ x
εn
in
¨ xε1i1 ¨ ¨ ¨ x

εr´1

ir´1
, r “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n.

Então, podemos escrever:

g “ px´εnin
¨ ¨ ¨ x´εrir

q
looooooomooooooon

“u´1

¨ pxεrir ¨ ¨ ¨ x
εn
in
¨ xε1i1 ¨ ¨ ¨ x

εr´1

ir´1
q

loooooooooooooomoooooooooooooon

“h

pxεrir ¨ ¨ ¨ x
εn
in
q

looooomooooon

“u

“ u´1hu (1.2.26)

e, portanto, g e h são conjugados.

(ñ) Reciprocamente, dada uma palavra g ” xε1i1 ¨ ¨ ¨ x
εn
in

, tome h “ u´1gu um conjugado

qualquer de g, ambas palavras ciclicamente reduzidas. Se u´1gu fosse reduzida como

escrito, com u ‰ 1, então h “ u´1gu não seria ciclicamente reduzida, desde que ela

termina com a última letra de u e começa com sua inversa, a primeira letra de u´1, ou
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seja, se u “ yδ1j1 ¨ ¨ ¨ y
δk
jk

, então,

h “ u´1gu “ y´δkjk
¨ ¨ ¨ y´δ1j1

¨ g ¨ yδ1j1 ¨ ¨ ¨ y
δk
jk
.

Mas como por hipótese h é ciclicamente reduzida, teŕıamos uma contradição. Assim,

h “ u´1gu não é reduzida como escrito, então ou a primeira letra de u é xε1i1 ou x´εnin
. Em

ambos os casos, h “ u´1gu “ v´1g1v, onde |v| ă |u| e g1 é uma permutação ćıclica de g.

De fato, sendo g ” xε1i1 ¨ ¨ ¨ x
εn
in

, então se a primeira letra de u é xε1i1 , temos:

h “ u´1gu “ y´δkjk
¨ ¨ ¨ y´δ1j1

loomoon

“x
´ε1
i1

¨xε1i1 ¨ ¨ ¨ x
εn
in
¨ yδ1j1
loomoon

“x
ε1
i1

¨ ¨ ¨ yδkjk

“ y´δkjk
¨ ¨ ¨ y´δ2j2

looooomooooon

“ v´1

¨xε2i2 ¨ ¨ ¨ x
εn
in
¨ xε1i1

looooooomooooooon

“ g1

¨ yδ2j2 ¨ ¨ ¨ y
δk
jk

loooomoooon

“ v

onde, |v| ă |u|. Analogamente, se a primeira letra de u é x´εnin
. Assim, o resultado segue

por indução sobre o comprimento.

o

Proposição 1.2.41. [6, Proposition 10] Grupos livres são livres de torção.

Demonstração:

Sejam F um grupo livre. Devemos mostrar que todo elemento g P F , com g ­“ 1, tem

ordem infinita. Pela Proposição 1.2.40 (i), tomando o conjugado de g, se necessário,

podemos assumir que g é uma palavra ciclicamente reduzida. Assim, segue da Proposição

1.2.36 p2q que |gn| “ n|g| ‰ 0, para todo n ą 0. Portanto, gn ‰ 1, @n ą 0, ou seja, não

existe n ą 0 tal que gn “ 1, com g ‰ 1.

o

A enorme importância dos grupos livres em teoria de grupos é ressaltada pelos seguin-

tes resultados.

Teorema 1.2.42. [13, Theorem 2.1.5] Sejam G um grupo gerado por um conjunto

Y e F pXq um grupo livre gerado por um conjunto X. Se f : X Ñ Y é uma aplicação

sobrejetora, então f se estende a um único epimorfismo ϕ : F pXq Ñ G.

Demonstração:
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Dados G um grupo gerado por Y e F pXq um grupo livre gerado por X, seja

f : X Ñ Y uma aplicação sobrejetora e consideremos a inclusão natural j : Y ãÑ G.

Segue da propriedade universal de grupos livres, que j ˝ f : X Ñ G se estende a um único

homomorfismo ϕ : F pXq Ñ G tal que o diagrama a seguir é comutativo:

X
� _

öi
��

f // Y
� � j // G

F pXq
ϕ

>>

ou seja, ϕ ˝ i “ j ˝ f . Mostremos que ϕ é um epimorfismo. Com efeito, dado g P G, desde

que Y é um conjunto de geradores de G, podemos escrever:

g “ yε1i1 ¨ ¨ ¨ y
εn
in
, com yεrir P Y, @r “ 1, . . . , n.

Assim, como f : X Ñ Y é sobrejetora, para os geradores yi1 , . . . , yin P Y , existem

xi1 , . . . , xin P X tais que:

fpxi1q “ yi1 , . . . , fpxinq “ yin .

Seja rws “ ipxi1q
ε1 ¨ ¨ ¨ ipxinq

εn P F pXq3. Então,

ϕprwsq “ ϕpipxi1q
ε1 ¨ ¨ ¨ ipxinq

εnq (1.2.27)

“ ϕpipxi1q
ε1q ¨ ¨ ¨ϕpipxinq

εnq

“ pp ϕ ˝ i
loomoon

j˝f

qpxi1qq
ε1 ¨ ¨ ¨ pp ϕ ˝ i

loomoon

j˝f

qpxinqq
εn

“ ppj ˝ fqpxi1qq
ε1 ¨ ¨ ¨ ppj ˝ fqpxinqq

εn

“ jpfpxi1q
loomoon

yi1

q
ε1 ¨ ¨ ¨ jpfpxinq

loomoon

yin

q
εn

“ jpyi1q
ε1 ¨ ¨ ¨ jpyinq

εn “ yε1i1 ¨ ¨ ¨ y
εn
in
“ g.

(1.2.28)

Portanto, ϕ é um epimorfismo, como queŕıamos demonstrar e, portanto, ϕpF pXqq “ G.

o

3Vide fórmula (1.2.9), pág. 15.



36 Teoria Combinatória de Grupos

Corolário 1.2.43. [6, Proposition 13] Todo grupo G é a imagem homomórfica de um

grupo livre. Em particular, todo grupo G é quociente de algum grupo livre.

Demonstração:

Note que para qualquer grupo G, existe X Ă G tal que G “ xXy. Basta considerar

X “ G. Agora, pelo Teorema 1.2.42, considerando Y “ X e f “ IdX : X Ñ X, temos

um epimorfismo ϕ : F pXq Ñ G, onde F pXq é o grupo livre gerado por X “ G. Em

particular, segue do Teorema do Isomorfismo, que F pXq
kerpϕq

– G.

o

1.3 Apresentação de um Grupo por meio de Gerado-

res e Relatores

A Propriedade Universal de Grupos Livres nos permite descrever grupos arbitrários em

termos de geradores e relatores. Vimos no Corolário 1.2.43 que todo grupo G é isomorfo

a um grupo quociente F pXq
N

, onde G “ xXy, para algum subconjunto X Ă G, F pXq é o

grupo livre sobre X e N é o núcleo do epimorfismo ϕ : F pXq Ñ G do Teorema 1.2.42.

Dessa forma, Kerpϕq poderá ser visto como um conjunto de relatores de G e uma

palavra w P Kerpϕq será chamada um relator de G no conjunto de geradores X. Por-

tanto, a fim de descrevermos um grupo G, a menos de isomorfismo, precisamos apenas

especificar X, F pXq e N “ Kerpϕq. Mas, pela Proposição 1.2.25, F pXq é determinado, a

menos de isomorfismo, por X. E N é determinado por qualquer subconjunto que o gera

como um subgrupo de F pXq. Agora, se w ” xε1i1 ¨ ¨ ¨ x
εn
in
P F pXq é um gerador de N , então

via o epimorfismo ϕ : F pXq Ñ G, temos que

w ÞÑ ϕpxε1i1 ¨ ¨ ¨ x
εn
in
q “ 1G P G. (1.3.1)

A equação em (1.3.1) é chamada uma relação sobre os geradores xir . Assim, dado

um grupo G, ele pode ser descrito completamente especificando-se um conjunto X de

geradores de G e um conjunto adequado de relações sobre estes geradores. Uma tal

descrição efetiva de um grupo G será chamada uma apresentação (ou apresentação livre)

de G. Mais precisamente, temos as seguintes definições.

Definição 1.3.1. [6] Dados G um grupo, X um conjunto e F pXq o grupo livre gerado

por X, consideremos o epimorfismo ϕ : F pXq Ñ G do Teorema 1.2.42.
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(1) X é chamado um conjunto de śımbolos geradores para G, via o epimorfismo

ϕ : F pXq Ñ G.

(2) A famı́lia ϕpXq “ tϕpxq; x P Xu é chamada uma famı́lia de geradores de G.

Note que G “ xϕpXqy.

(3) Kerpϕq é chamado o conjunto de relatores de G, via o epimorfismo ϕ : F pXq Ñ

G. Dadas duas palavras quaisquer u “ xε1i1 ¨ ¨ ¨ x
εn
in

e v “ xδ1j1 ¨ ¨ ¨ x
δm
jm

(não neces-

sariamente reduzidas) com uv´1 representando um elemento do Kerpϕq, tal que

ϕpxirq “ air e ϕpxjsq “ ajs, para r “ 1, . . . , n e s “ 1, . . . ,m, então:

1G “ ϕpuv´1
q

homo
“ ϕpuq ¨ pϕpvqq´1

ô ϕpuq “ ϕpvq

ô aε1i1 ¨ ¨ ¨ a
εn
in
“ aδ1j1 ¨ ¨ ¨ a

δm
jm
. (1.3.2)

A equação (1.3.2) será chamada uma relação em G. Em particular, se u “

xε1i1 ¨ ¨ ¨ x
εn
in

representa um elemento em Kerpϕq, então a relação correspondente em

G será:

ϕpuq “ ϕpxi1q
ε1 ¨ ¨ ¨ϕpxinq

εn “ aε1i1 ¨ ¨ ¨ a
εn
in
“ 1. (1.3.3)

Definição 1.3.2. [6] Para qualquer subconjunto não vazio S de um grupo H, o fecho

normal4 xSyH de S em H é chamado o conjunto das consequências de S em H.

Exemplo 1.3.3. Se H é um grupo e S “ t1Hu, então xSyH “ t1Hu é o grupo trivial.

Definição 1.3.4. [6] Sejam um grupo G, F pXq o grupo livre gerado por um conjunto X

e ϕ : F pXq Ñ G um epimorfismo. Se Kerpϕq é o conjunto das consequências de algum

subconjunto R de F pXq, ou seja, R consiste de palavras nos elementos de X e Kerpϕq é

o fecho normal de R em F pXq:

Kerpϕq “ xRyF pXq “
@

tg´1rg; r P R, g P F pXqu
D

, (1.3.4)

4Vide Definição 1.2.17
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então dizemos que R é um conjunto de relatores definidores de G, via o epimorfismo

ϕ : F pXq Ñ G. Também podemos dizer que a relação u “ v é uma consequência de

um conjunto de relatores definidores, se o correspondente relator uv´1 P Kerpϕq é uma

consequência dos relatores definidores.

Exemplo 1.3.5. Se H é um grupo e se S “ H, então xHyH é o grupo trivial.

Definição 1.3.6. [6] Uma apresentação de um grupo G, denotada por xX|Ryϕ, consiste

de um conjunto X, um epimorfismo ϕ : F pXq Ñ G, onde F pXq é o grupo livre sobre X,

e um conjunto R Ă F pXq de relatores definidores de G via o epimorfismo ϕ. Escrevemos

G “ xX|Ryϕ, quando xX|Ryϕ for uma apresentação do grupo G. Se ambos, X e R,

forem finitos, diremos que xX|Ryϕ é uma apresentação finita de G e que G é um grupo

finitamente apresentado.

Observação 1.3.7. Todo grupo G admite uma apresentação xX|Ryϕ. De fato, seja F pXq

o grupo livre gerado por X. Como na demonstração do Corolário 1.2.43, existe um epi-

morfismo ϕ : F pXq Ñ G, com X um conjunto gerador para o grupo G. Além disso,

Kerpϕq “ xRyF pXq, para algum R Ă F pXq. Basta considerar R “ Kerpϕq Ÿ F pXq e

xKerpϕqyF pXq “ Kerpϕq. Assim, G “ xX | Ryϕ.

Observação 1.3.8. Desde que ϕ : F pXq Ñ G é um epimorfismo, segue do Teorema do

Isomorfismo que
F pXq

Kerpϕq
“

F pXq

xRyF pXq
– G “ xX|Ryϕ . (1.3.5)

Frequentemente omitiremos ϕ na notação xX|Ryϕ, especialmente quando ϕ for a aplicação

natural F pXq Ñ F pXq

xRyF pXq
– G, ou quando ϕ for injetora sobre X (neste caso, consideramos

X como um subconjunto de G ).

Observação 1.3.9. Às vezes é mais conveniente substituir cada relator r pela corres-

pondente relação r “ 1, ou mais geralmente, por uma relação u “ v onde r é uv´1 ou

v´1u. Sempre que for conveniente podemos misturar relatores e relações. Por exemplo,

se soubermos que um grupo G gerado por um conjunto X é abeliano, é mais fácil escrever

relações xy “ yx, onde x e y pertencem a X, em vez do correspondente relator x´1y´1xy.
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Exemplo 1.3.10. O grupo livre F pXq sobre X possui uma apresentação xX|Ry, com

R “ H. De fato, consideremos ϕ “ IdF pXq : F pXq Ñ F pXq, a qual é um epimorfismo.

Desde que ϕ é injetora, segue que Kerpϕq “ t1u “ xHyF pXq, assim, R “ H e, portanto,

pela Definição 1.3.6 conclúımos que F pXq “ xX;Hyϕ.

Exemplo 1.3.11. O grupo aditivo dos inteiros pZ,`q é finitamente apresentado.

De fato, seja G “ Z. Vimos no Exemplo 1.1.4 que G é um grupo livre sobre um gerador

Y “ t1u. Assim, consideremos X “ tau, com a representando qualquer objeto, ou seja,

X é um conjunto unitário. Logo, podemos definir a seguinte função

f : X Ñ Y

a ÞÑ 1

a qual é naturalmente sobrejetora. Portanto, pelo Teorema 1.2.42, f se estende a um

epimorfismo ϕ : F pXq Ñ G “ Z. Note que F pXq “ tan; n P Zu e

Kerpϕq “ tan; ϕpanq “ 0u “ tan; nϕpaq “ 0u

“ tan; n “ 0u “ t1u

Finalmente, pela Definição 1.3.6, segue que pZ,`q “ xa |Hyϕ.

Exemplo 1.3.12. [6] Seja X “ txu e considere o grupo com a seguinte apresentação

xx;xn y, onde n é um inteiro fixado. Este grupo consiste das palavras 1, x, x2, . . . , xn´1.

Para pZn,`nq, o grupo aditivo ćıclico de ordem n, seja ϕ : F pXq Ñ Zn, definida por

ϕpxq “ 1̄. Note que ϕ é um epimorfismo e se w “ xk P Kerpϕq, então ϕpwq “ ϕpxkq “

k̄ “ 0̄, então, k ” 0 pmod nq, o que implica que k “ ln, para algum inteiro l, ou seja,

Kerpϕq “ xxny e Zn tem apresentação xx | xny.

Teorema 1.3.13 (Von Dyck). [6, Theorem 14] Sejam G “ xX;Ryϕ, f : X Ñ H

uma função de X em algum grupo H e θ : F pXq Ñ H o único homomorfismo que

estende f . Se θprq “ 1, @ r P R, então existe um homomorfismo ψ : G Ñ H tal que
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fpxq “ pψ ˝ ϕqpxq, @x P X. Mais ainda, se fpXq gera H, então ψ é um epimorfismo.

X
f //

i
��

HOO

ψ

F pXq ϕ
//

θ

<<

G

Demonstração:

Como G “ xX;Ryϕ, temos que ϕ : F pXq Ñ G é um epimorfismo e R Ă F pXq é um

conjunto de relatores definidores de G via o epimorfismo ϕ, ou seja, Kerpϕq é o fecho

normal de R em F pXq. Desde que Kerpθq também é um subgrupo normal de F pXq, com

R Ď Kerpθq (pois por hipótese, θprq “ 1, @r P R), segue que Kerpϕq Ď kerpθq.

Por outro lado, como ϕ : F pXq Ñ G é um epimorfismo, para cada g P G, existe w P F pXq

tal que ϕpwq “ g. Definimos

ψ : GÑ H (1.3.6)

g ÞÑ ψpgq “ θpwq, @ w P F pXq tal que ϕpwq “ g.

Note que:

(i) ψ é bem definida, pois dados w,w1 P F pXq tais que ϕpwq “ ϕpw1q, então ϕpw´w1q “ 1G

e temos w ´ w1 P Kerpϕq Ď Kerpθq, assim θpw ´ w1q “ 1H e, portanto, θpwq “ θpw1q, ou

seja, ψ não depende da escolha de w P F pXq.

(ii) ψ é um homomorfismo, pois dados g, g1 P G, então ψpg ¨ g1q “ θpwq, @w P F pXq tal

que ϕpwq “ g ¨g1. Por outro lado, ψpgq ¨ψpg1q “ θpuq ¨θpvq, @u, v P F pXq tais que ϕpuq “ g

e ϕpvq “ g1. Assim,

ϕpwq “ g ¨ g1 “ ϕpuqϕpvq “ ϕpu ¨ vq. (1.3.7)

Dessa forma, escolhendo w1 “ u ¨ v P F pXq, desde que vale (1.3.7) segue do item (i) que:

ψpg ¨ g1q “ θpwq “ θpw1q “ θpu ¨ vq “ θpuq ¨ θpvq “ ψpgq ¨ ψpg1q. (1.3.8)

(iii) ψ satisfaz, para todo x P X:

pψ ˝ ϕqpxq “ ψpϕpxqq “ ψpgq “ θpxq “ fpxq, (1.3.9)
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desde que θ|X “ f (aqui estamos usando a Observação 1.2.9).

Agora, suponhamos que H “ xfpXqy, então dado h P H, temos h “ fpxi1q
ε1 . . . fpxinq

εn ,

onde xir P X, εr “ ˘1 e n ě 0. Seja w “ xε1i1 . . . x
εn
in
P F pXq. Assim,

ϕpwq “ ϕpxε1i1 . . . x
εn
in
q “ ϕpxi1q

ε1 . . . ϕpxinq
εn “ g P G. (1.3.10)

Portanto, dado h P H, existe g P G, como em (1.3.10), tal que:

ψpgq “ ψpϕpwqq (1.3.11)

“ ψpϕpxi1q
ε1 . . . ϕpxinq

εnq

“ ppψ ˝ ϕqpxi1qq
ε1 . . . ppψ ˝ ϕqpxinqq

εn

“ fpxi1q
ε1 . . . fpxinq

εn

“ h

Segue que ψ é um epimorfismo.

o

Observação 1.3.14. Nas mesmas hipóteses do Teorema 1.3.13 de Von Dyck segue do

Teorema do Isomorfismo que

G

Kerpψq
– H “ xfpXqy , onde G “ xX|Ryϕ . (1.3.12)

Observação 1.3.15. Como um caso particular do Teorema 1.3.13, temos que a inclusão

ī : X ãÑ X Y Y induz um homomorfismo de G “ xX|Ryϕ em H “ xX Y Y |R Y Syφ, para

qualquer subconjunto S de F pXYY q, o grupo livre gerado por XYY . De fato, denotemos

por f a seguinte composição:

X
ī
ãÑ X Y Y

j
ãÑ F pX Y Y q

φ
Ñ xX Y Y |R Y Syφ “ H, (1.3.13)

ou seja, f “ φ ˝ j ˝ ī : X Ñ H “ xX Y Y |R Y Syφ. Seja F pXq o grupo livre gerado

por X, então existe um único homomorfismo θ : F pXq Ñ H que estende f , ou seja,

θ ˝ i “ f “ φ ˝ j ˝ ī.

Consideremos R Ă F pXq um conjunto de relatores definidores de G via o epimorfismo ϕ :
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F pXq Ñ G, determinados pela apresentação xX|Ryϕ do grupo G, conforme a Definição

1.3.6. Note que dado r P R Ă F pXq, temos

r “ xε1i1 . . . x
εn
in
P R Ă R Y S Ă xR Y SyF pXYY q “ Kerpφq.

Dessa forma, usando o fato que θ|X “ f “ φ ˝ j ˝ ī “ φ|X , conclúımos que

θprq “ θpxε1i1 ¨ ¨ ¨ x
εn
in
q

“ θpxi1q
ε1 ¨ ¨ ¨ θpxinq

εn θ|X“φ|X
“ φpxi1q

ε1 ¨ ¨ ¨φpxεnin q

“φpxε1i1 ¨ ¨ ¨ x
εn
in
q

“φprq “ 1, @r P R. (1.3.14)

Assim, pelo Teorema (Von Dyck), existe um homomorfismo ψ : G Ñ H que torna o

seguinte diagrama comutativo:

X �
� ī //� _

i

��

X Y Y �
� j // F pX Y Y q

φ // H

F pXq

θ

22

ϕ
// G

ψ

OO (1.3.15)

ou seja, fpxq “ pψ ˝ ϕqpxq, @x P X. Este homomorfismo será usado mais adiante, sem

indicarmos explicitamente como ele é constrúıdo.

O próximo resultado é um caso de um dos Teoremas de homomorfismos [23, Theorem

5.6].

Teorema 1.3.16. ([6], pág. 19) Sejam R um subconjunto de um grupo A e θ : AÑ H

um homomorfismo tal que θpRq “ 1. Então, existe um homomorfismo ψ : A

xRyA
Ñ H tal

que ψ ˝ π “ θ, onde π : AÑ A

xR yA
é o epimorfismo canônico.

A
θ //

π
��

H

A

xR yA

ψ

>>
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Demonstração:

Como na prova do Corolário 1.2.43, existem um subconjunto X Ă A tal que A “ xXy e

um epimorfismo ϕ : F pXq Ñ A, onde F pXq é o grupo livre gerado por X. Definimos

ψ : A

xRyA
Ñ H (1.3.16)

ras ÞÑ ψprasq “ θpaq, @a P A.

Note que se a P rbs “ b ¨ xRyA, então, ab´1 P xRyA “ xta´1ra; a P A e r P Ruy. Assim,

ab´1
“ a´1

i1
ri1ai1 . . . a

´1
in
rinain , com aik P A, rik P R, k “ 1 . . . , n. (1.3.17)

Por outro lado, como ϕ : F pXq Ñ A é um epimorfismo e xRyA Ă A, existe w “ xε1i1 . . . x
εn
in
P

F pXq tal que ϕpwq “ ab´1. Assim,

ab´1
“ ϕpwq “ ϕpxε1i1 q ¨ ¨ ¨ϕpx

εn
in
q (1.3.18)

com ϕpxεkik q “ a´1
ik
rikaik , aik P A, rik P R, para todo k “ 1, . . . , n. Logo:

θpaqθpbq´1
“ θpab´1

q “ θ pϕpxε1i1 qq
looomooon

“ a´1
i1
ri1ai1

¨ ¨ ¨ θ pϕpxεnin qq
looomooon

“ a´1
in
rinain

“ θpa´1
i1
q θpri1q
loomoon

“ 1

θpai1q . . . θpa
´1
in
q θprinq
loomoon

“ 1

θpainq

“ θpai1q
´1θpai1q . . . θpainq

´1θpainq “ 1H ñ θpaq “ θpbq. (1.3.19)

Dessa forma, ψ é bem definido e para todo ras, rbs P A

xRyA
,

ψprasrbsq “ ψpra ¨ bsq “ θpa ¨ bq “ θpaqθpbq “ ψprasqψprbsq. (1.3.20)

Portanto, ψ é um bem definido homomorfismo e satisfaz pψ ˝ πqpaq “ ψprasq “ θpaq, para

todo a P A.

o

Observação 1.3.17. [38, pág. 187]. Se dois grupos G e H possuem mesma apre-

sentação xX|Ry, então eles são isomorfos. De fato, suponhamos que xX |Ryϕ seja uma
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apresentação para G e xX |Ryφ seja uma apresentação para H. Assim, os respectivos

epimorfismos são:

ϕ : F pXq Ñ G, com kerpϕq “ xRyF pXq, (1.3.21)

φ : F pXq Ñ H, com kerpφq “ xRyF pXq.

Desde que kerpϕq “ xRyF pXq “ kerpφq, segue do Teorema do Isomorfismo que:

G –
F pXq

Kerpϕq
“

F pXq

Kerpφq
– H.

1.4 Produtos Livres

Nesta seção, estudaremos um conceito que desempenha um papel fundamental na

teoria de grupos arbitrários, similar ao papel que o conceito de soma direta desempenha

na teoria de grupos abelianos. Este conceito é chamado o produto livre de grupos.

Em teoria dos grupos, o produto livre de uma famı́lia de grupos tGαuαPΛ será um novo

grupo, denotado por ˚
αPA

Gα, o qual contém cada Gα como subgrupo e será gerado pelos

elementos destes subgrupos. A construção de um produto livre é similar, em essência, à

construção de um grupo livre (o grupo mais geral que pode ser constrúıdo a partir de um

conjunto de geradores).

Definição 1.4.1. [6, pág. 24] Sejam tGαuαPΛ uma famı́lia de grupos, G um grupo e, para

cada α P Λ, um homomorfismo iα : Gα Ñ G. Dizemos que o par pG, tiαuq é um produto

livre dos grupos Gα se, para cada grupo H e para cada homomorfismo fα : Gα Ñ H,

existir um único homomorfismo f : GÑ H tal que fα “ f ˝ iα, para todo α P Λ.

Gα
fα //

iα
��

H

G
D! f

>> (1.4.1)

Observação 1.4.2. Essa propriedade é conhecida como Propriedade Universal para

Produtos Livres.

Observação 1.4.3. Assim como no caso dos grupos livres, podemos perguntar se dada
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uma famı́lia qualquer de grupos tGαuαPΛ, sempre existe o produto livre, se ele é único e,

além disso, se as aplicações iα : Gα Ñ G são monomorfismos. Por causa da unicidade,

diremos o produto livre dos grupos Gα ao invés de um produto livre.

Proposição 1.4.4. [6, Proposition 18] Se pG, tiαuq e pH, tjαuq são produtos livres de

uma famı́lia tGαuαPΛ de grupos, então existe um único isomorfismo f : G Ñ H tal que

f ˝ iα “ jα, para todo α P Λ.

Demonstração:

Por hipótese, como pG, tiαuq e pH, tjαuq são ambos produtos livres da famı́lia tGαuαPΛ,

então existem únicos homomorfismo f : GÑ H e f 1 : H Ñ G, respectivamente,

Gα
jα //

iα
��

H

G
D! f

>> Gα
iα //

jα
��

G

H
D! f 1

>>

tais que @α P Λ : f ˝ iα “ jα, e f 1 ˝ jα “ iα, ñ f 1 ˝ jα “ pf
1
˝ fq ˝ iα “ iα, @α P Λ.

Observemos ainda que a aplicação identidade IdG : G Ñ G também satisfaz a condição:

IdG ˝ iα “ iα, para todo α P Λ.

Gα
iα //

iα
��

G

G
IdG

>>

Segue da unicidade na definição de produto livre, que f 1 ˝ f “ IdG. Analogamente

mostra-se que f ˝ f 1 “ IdH . Portanto, f : GÑ H é um isomorfismo.

o

O próximo resultado mostra que cada iα : Gα Ñ G é um monomorfismo.

Proposição 1.4.5. [6, Proposition 19] Sejam pG, tiαuq o produto livre da famı́lia

tGαuαPΛ. Então:

(i) se existem um grupo H e homomorfismos fβ : Gβ Ñ H, @ β tais que fα é um

monomorfismo, então iα : Gα Ñ G é um monomorfismo

(ii) iα : Gα Ñ G é um monomorfismo.
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Demonstração:

(i) Suponhamos que existam um grupo H e homomorfismos fβ : Gβ Ñ H tais que fα

seja um monomorfismo. Desde que G é o produto livre da famı́lia tGαuαPΛ, segue da

definição de produto livre, que existe um único homomorfismo f : G Ñ H tal que o

seguinte diagrama é comutativo:

Gβ

fβ //

iβ
��

H

G
D! f

>>

ou seja, f ˝ iβ “ fβ, @ β P Λ. Em particular, para α “ β temos que f ˝ iα “ fα, e segue

que iα é um monomorfismo.

(ii) Para cada α P Λ fixado, seja H “ Gα e defina fβ : Gβ Ñ H por

fβ “

$

’

&

’

%

IdGα , se β “ α pmonomorfismo.q

0, se β ‰ α.

onde 0 denota o homomorfismo trivial. O resultado segue do item (i).

o

O resultado a seguir garante a existência do produto livre para qualquer famı́lia

tGαuαPΛ de grupos. A ideia para a construção do produto livre de uma famı́lia de grupos

tGαuαPλ é considerar a reunião de geradores e relações para cada grupo Gα, sem relações

adicionais. O produto livre contém cópias de cada Gα como subgrupos disjuntos e, de

fato, veremos que ele satisfaz a Propriedade Universal, o que mostra que ele não depende

da escolha das apresentações para cada Gα.

Teorema 1.4.6. [6, Theorem 20] Dada uma famı́lia tGαuαPΛ de grupos, existe um

grupo G e uma famı́lia de monomorfismos iα : Gα Ñ G tal que pG, tiαuqαPΛ é o produto

livre da famı́lia tGαuαPΛ.

Demonstração:

Para cada grupoGα, escolhemos apresentações xXα;Rαy
ϕα e consideremos a união disjunta

X “
Ť

αPΛXα (sem perda de generalidade, podemos assumir que Xα X Xβ “ H, para

todo α ‰ β, substituindo, se necessário, cada Xα por um conjunto em bijeção com ele).

Seja F pXq “ F pYXαq o grupo livre gerado por X “
Ť

αPΛXα. Para cada α, temos um
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homomorfismo F pXαq Ñ F pYXαq, induzido pelas inclusões Xα Ñ YXα.

Xα
� _

��

// YXα
� � // F pYXαq

F pXαq

::

ö

Denotemos por R “ YRα a união das imagens em F pYXαq dos conjuntos Rα Ă F pXαq

e seja xYRαy
F pYXαq o fecho normal de R em F pYXαq. Definimos G como sendo o grupo

quociente:

G “
F pYXαq

xYRαy
F pYXαq

o qual tem apresentação xYXα;YRαy
ϕ, onde ϕ : F pYXαq Ñ G é a aplicação natural.

Pelo Teorema de Von Dyck 1.3.16, cada inclusão Xα ÞÑ YXα induz um homomorfismo

iα : Gα Ñ G, conforme o seguinte diagrama comutativo:

A “ F pXαq

θ

((
� � //

ϕα

��

F pYXαq
ϕ // F pYXαq

xYRαy
F pYXαq

“ G

Gα “
F pXαq

xRαy
F pXαq

iα

77

ö

(1.4.2)

desde que θpRαq “ 1, para todo α P Λ. Mostraremos que pG, tiαuqαPΛ é o produto livre

da famı́lia tGαuαPΛ. Sejam H um grupo e, para cada α, consideremos homomorfismos

fα : Gα Ñ H. Queremos encontrar um homomorfismo f : G Ñ H tal que o seguinte

diagrama é comutativo,

Gα
fα //

iα
��

H

G
D! f

>> (1.4.3)

ou seja, f ˝iα “ fα, para cada α P Λ. De fato, cada fα : Gα Ñ H induz um homomorfismo

F pXαq
ϕα //

ψα“fα˝ϕα

88Gα
fα // H



48 Teoria Combinatória de Grupos

ψα “ fα ˝ ϕα : F pXαq Ñ H tal que ψαpRαq “ t1Hu, @α P Λ. Defina a seguinte função

h :
ď

αPΛ

Xα Ñ H (1.4.4)

x ÞÑ hpxq “ ψαpxq, se x P Xα.

Segue da Propriedade Universal para grupos livres que existe um único homomorfismo

ψ : F pYXαq Ñ H tal que o seguinte diagrama é comutativo:

YXα
h //

��

H

F pYXαq

D!ψ

;; (1.4.5)

ou seja, ψpxq “ hpxq “ ψαpxq, @x P Xα. Desde que ψpYRαq “ t1Hu, segue do Teorema

de Von Dyck 1.3.16, que existe um homomorfismo f : GÑ H tal que ψ “ f ˝ ϕ.

F pYXαq
ψ //

ϕ

��

H

G
D f

:: (1.4.6)

Observemos ainda que piα ˝ ϕαqpxαq “ ϕpxαq, para cada xα P Xα.

F pXαq
ϕα //

��

Gα
fα //

iα
��

H

F pYXαq ϕ
// G

f

?? (1.4.7)

Portanto,

fpiαpϕαpxαqqq “ fpϕpxαqq
p1.4.6q
“ ψpxαq :“ ψαpxαq

“ fαpϕαpxαqq, @xα P Xα.

Como ϕαpXαq gera Gα, temos que f ˝ iα “ fα, para todo α P Λ. Além disso, f é única

pois Ypiα ˝ ϕαqpXαq gera G.

o

Assumiremos sem demonstração os resultados a seguir. O primeiro deles é o Teorema
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da Forma Normal para Produtos Livres. O segundo resultado é o análogo da Proposição

1.2.31, para produtos livres.

Teorema 1.4.7 (Forma Normal para Produtos Livres). [6, Theorem 21] Considere

pG, tiαuqαPΛ o produto livre da famı́lia de grupos tGαuαPΛ. Então:

(i) Cada iα é um monomorfismo.

(ii) Considerando iα : Gα Ñ G como sendo a inclusão, qualquer elemento de G pode ser

escrito de maneira única como g1 ¨ ¨ ¨ gn, onde n ě 0, com gi P Gαi, para algum αi, tal

que gi ‰ 1Gαi e αr ‰ αr`1, para r ă n. Ou seja, nenhum gi é o elemento identidade

de seu grupo e dois elementos consecutivos gi, gi`1 pertencem a Gα1s distintos.

Observação 1.4.8. O produto livre de uma famı́lia de grupos tGαuαPΛ será denotado por

˚
αPA

Gα. Quando Λ “ t1, 2, . . . , nu, usaremos a notação G1 ˚ . . .˚Gn.

Proposição 1.4.9. [6, Proposition 23] Seja tGαuαPΛ uma famı́lia de subgrupos de um

grupo G. São equivalentes:

(i) G é o produto livre dos subgrupos Gα, com α P Λ.

(ii) Cada elemento de G pode ser escrito de maneira única como um produto g1 . . . gn,

com n ě 0, gi P Gαi, para algum αi, tal que gi ‰ 1Gαi e αi ‰ αi`1.

(iii) G é gerado pelos subgrupos Gα e 1G não pode ser escrito como um produto g1 . . . gn,

com n ą 0, gi P Gαi, gi ‰ 1Gαi e αi ‰ αi`1.

Definição 1.4.10. [6] Seja g “ g1 ¨ ¨ ¨ gn P ˚
αPA

Gα, com gi P Gαi, para algum αi, tal que

gi ‰ 1Gαi e αi ‰ αi`1. Dizemos que g tem comprimento n e que o produto g1 ¨ ¨ ¨ gn é

reduzido.

Exemplo 1.4.11. [6] O grupo livre F pXq, gerado por um conjunto X, é o produto livre

de todos os grupos ćıclicos infinitos gerados pelos elementos x P X, ou seja,

F pXq “ ˚
xPX

x x y . (1.4.8)
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Observação 1.4.12. Consideremos coleções de grupos tGαuαPΛ e tHαuαPΛ e homomor-

fismos ϕα : Gα Ñ Hα. Sejam G “ ˚
αPA

Gα e H “ ˚
αPA

Hα. Considerando cada Hα como

um subgrupo de H, temos inclusões jα : Hα Ñ H, para cada α P Λ, e segue da definição

de produto livre que os homomorfismos fα “ jα ˝ ϕα : Gα Ñ H dão origem a um único

homomorfismo de ˚ϕα : ˚
αPA

Gα Ñ ˚
αPA

Hα, conforme o seguinte diagrama comutativo.

Gα
� _

iα

��

ϕα // Hα
� � jα // ˚

αPA
Hα

˚
αPA

Gα

˚ϕα

;;
ö



Caṕıtulo

2
Apresentação de Produtos Diretos,

Semidiretos e Extensões de Grupos

O principal objetivo deste caṕıtulo é fornecer uma base teórica para os dois caṕıtulos

seguintes. No Caṕıtulo 3 veremos a apresentação de Bpnq, o grupo das tranças Artin e,

no Caṕıtulo 4, mostraremos um dos principais resultados sobre a ordenação de PBpnq,

o grupo de tranças puras, a saber, PBpnq se escreve como um produto semidireto de

grupos livres. Assim, neste caṕıtulo, estudaremos as apresentações para produtos diretos,

semidiretos e extensões de grupos. Os resultados principais deste caṕıtulo estão contidos

na referência [25].

2.1 Apresentação de Produtos Diretos

Nesta seção, descrevemos uma apresentação para o produto direto de dois grupos G

e H, a partir das apresentações de G e H, respectivamente. O produto direto de dois

grupos é um exemplo de um grupo que pode ser obtido a partir de grupos dados.

Definição 2.1.1. Sejam G e H grupos, com elementos identidades 1G e 1H , respecti-

vamente. Definimos o produto direto de G por H como sendo o grupo cujo conjunto

subjacente é produto cartesiano GˆH e, cuja operação binária, que determina a estrutura

de grupo, é dada pela seguinte lei de multiplicação:

¨ : pGˆHq ˆ pGˆHq Ñ GˆH (2.1.1)

ppg, hq, pg1, h1qq ÞÑ pgg1, hh1q, @g, g1 P G, @h, h1 P H.
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O elemento identidade de pG ˆH, ¨ q é p1G, 1Hq e o elemento inverso de pg, hq P G ˆH

é pg´1, h´1q.

Proposição 2.1.2. [25, Proposition 4] Se G,H são grupos apresentados por xX|RyϕX

e xY |SyϕY , respectivamente, com X X Y “ H, então seu produto direto G ˆH possui a

seguinte apresentação:

xX, Y |R, S, rX, Y sy, onde rX, Y s “ tx´1y´1xy; x P X, y P Y u, (2.1.2)

denota o conjunto dos comutadores.

Demonstração:

Sejam xX|RyϕX e xY |SyϕY apresentações de G e H, respectivamente. Assim, temos os

epimorfismos:

ϕX : F pXq Ñ G, com kerpϕXq “ xRy
F pXq,

ϕY : F pY q Ñ H, com kerpϕY q “ xSy
F pY q.

Denotemos por D o grupo que possui a apresentação (2.1.2), ou seja,

D “
F pX Y Y q

xR Y S Y rX, Y syF pXYY q
. (2.1.3)

Mostraremos que D é isomorfo a G ˆ H. Consideremos as aplicações nos seguintes dia-

gramas comutativos:

X �
� i //

iX
**

F pXq
j // F pX Y Y q

π
��
D

Y �
� i1 //

iY
**

F pY q
j1 // F pX Y Y q

π
��
D

ou seja,

π ˝ j ˝ i “ iX e π ˝ j1 ˝ i1 “ iY . (2.1.4)

Pelo Teorema de Von Dyck 1.3.13, estas aplicações induzem homomorfismos
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īX : GÑ D e īY : H Ñ D, respectivamente, conforme os diagramas comutativos:

X
iX //

i
��

DOO

īX

F pXq ϕX
//

θX

<<

G

Y
iY //

i1

��

DOO

īY

F pY q ϕY
//

θY

<<

H

onde θX : F pXq Ñ D e θY : F pY q Ñ D são os únicos homomorfismos que estendem iX e

iY , respectivamente (desde que F pXq e F pY q são grupos livres), os quais satisfazem

θXprq “ iXprq “ pπ ˝ j ˝ iqprq “ πprq “ 1D P D, @ r P R, (2.1.5)

θY psq “ iY psq “ pπ ˝ j
1
˝ i1qpsq “ πpsq “ 1D P D, @s P S,

pois πpwq “ 1D P D, @w P R Y S. Definimos, para quaisquer g P G e h P H:

α : GˆH Ñ D (2.1.6)

pg, hq ÞÑ αppg, hqq :“ īXpgq ¨ īY phq,

α é bem definido e, além disso, é um homomorfismo de grupos. De fato, para todo pg1, h1q,

pg2, h2q P GˆH, temos

αppg1, h1q ¨ pg2, h2qq “αppg1g2, h1h2qq (2.1.7)

:“ īXpg1g2q ¨ īY ph1h2q

“ īXpg1q īXpg2q ¨ īY ph1q īY ph2q.

“ īXpg1q īY ph1q ¨ īXpg2q īY ph2q

“αppg1, h1qq ¨ αppg2, h2qq,

desde que

īXpgq̄iY phq “ īY phq̄iXpgq, @ g P G, @h P H. (2.1.8)

De fato, como ϕX : F pXq Ñ G é um epimorfismo, dado g P G, existe, w P F pXq tal que
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ϕXpwq “ g. Além disso, w “ xε1i1 . . . x
εn
in

com xir P X, εr “ ˘1. Assim,

īXpgq “ īXpϕXpwqq “ īXpϕXpx
ε1
i1
¨ ¨ ¨ xεnin qq (2.1.9)

“ īXppϕXpxi1qq
ε1 ¨ ¨ ¨ pϕXpxinqq

εn

“pp̄iX ˝ ϕXq pxi1qq
ε1

loomoon

“ ipxi1 q
ε1

¨ ¨ ¨ pp̄iX ˝ ϕXq pxinqq
εn

loomoon

“ ipxin q
εn

“pp̄iX ˝ ϕX ˝ iq
loooooomoooooon

“ iX

pxi1qq
ε1 ¨ ¨ ¨ pp̄iX ˝ ϕX ˝ iq

loooooomoooooon

“ iX

pxinqq
εn

“p iX
loomoon

“π˝j˝i

pxi1qq
ε1 ¨ ¨ ¨ p iX

loomoon

“π˝j˝i

pxinqq
εn

“ πpxi1q
ε1 ¨ ¨ ¨ πpxinq

εn .

Analogamente, īY phq “ πpyj1q
δ1 ¨ ¨ ¨ πpyjmq

δm . Note ainda que @ x P X, y P Y :

πpx´1y´1xyq “ πpxq´1πpyq´1πpxqπpyq “ 1D P D ñ πpxqπpyq “ πpyqπpxq.

Isso completa a prova da igualdade em (2.1.8). Portanto, segue de (2.1.7), que α é um

homomorfismo de grupos.

Consideremos agora a aplicação γ : X 9YY Ñ GˆH tal que

γ|X “ pϕX ˝ i, 1Hq e γ|Y “ p1G, ϕY ˝ i
1
q. (2.1.10)

Pelo Teorema de Von Dyck, existe um homomorfismo β : D Ñ GˆH que estende γ.

X Y Y �
� γ //

iXYY
��

GˆHOO
β

F pX Y Y q π
//

θXYY

88

D

(2.1.11)

onde θXYY : F pX Y Y q Ñ GˆH é o único homomorfismo que estende γ, o qual satisfaz

θXYY pzq “ 1GˆH “ p1G, 1Hq, @ z P R Y S Y rX Y Y s.

Note que GˆH “ xγpX Y Y qy. Vejamos que pβ ˝ αqpγpzqq “ γpzq, para todo z P X Y Y .



2.1 Apresentação de Produtos Diretos 55

De fato, se z P X:

pβ ˝ αqpγpzqq “ pβ ˝ αqpϕX ˝ ipzq, 1Hq (2.1.12)

“ βp̄iXpϕX ˝ ipzqq ¨ īY p1Hqq

“ βp̄iX ˝ ϕX ˝ ipzqq

“ βpiXpzqq

“ pβ ˝ π ˝ jqpipzqq

“ pβ ˝ πqpjpzqq

“ pβ ˝ πqpzq

“ pβ ˝ πqpiXYY pzqq

“ pβ ˝ π ˝ iXYY qpzq

“ γpzq.

Para z P Y a prova segue de maneira inteiramente análoga. Temos que D “ xπpX Y Y qy

e, além disso, pα ˝ βqpπpzqq “ πpzq, @ z P X Y Y . Dado z P X:

pα ˝ βqpπpzqq “ pα ˝ β ˝ π ˝ iXYY qpzq

“ pα ˝ γqpzq

“ αpϕX ˝ ipzq, 1Hq

“ īXpϕX ˝ ipzqq ¨ īY p1Hq

“ īXpϕX ˝ ipzqq

“ iXpzq

“ pπ ˝ j ˝ iqpzq

“ πpzq.

Para z P Y a prova segue de maneira inteiramente análoga. Assim, β ˝ α e α ˝ β fixam

os geradores em GˆH e em D, respectivamente. Dessa forma, α e β são inversos um do

outro e, portanto, α é um isomorfismo.

o
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2.2 Produtos Semidiretos

Nesta seção descreveremos uma construção extremamente útil, a qual é uma genera-

lização do produto direto de dois grupos.

Recordemos que se A é um grupo, então o conjunto

AutpAq “ tα : AÑ A; α é um automorfismou (2.2.1)

de todos os automorfismos5 de A é um grupo, munido da composição de funções como

operação binária, ou seja,

‚ : AutpAq ˆ AutpAq Ñ AutpAq (2.2.2)

pα, βq ÞÑ α ‚ β “ β ˝ α : AÑ A

onde pβ ˝ αqpaq “ βpαpaqq, para todo a P A. O elemento identidade de pAutpAq, ‚q é o

automorfismo IdA : A Ñ A e, para cada automorfismo α : A Ñ A, o seu inverso será

α´1 : AÑ A, onde α´1 denota o inverso do isomorfismo α.

Definição 2.2.1. Dado um grupo K, dizemos que dois subgrupos G e A de K são com-

plementos um do outro (ou que G e A são subgrupos complementares) em K se:

(i) K “ GA “ tga; g P G e a P Au .

(ii) GX A “ t1Ku.

Definição 2.2.2. Dado um grupo K, suponha que A�K e que exista um subgrupo G Ă K

tal que K “ GA “ tga, g P G, a P Au, com G X A “ t1Ku. Neste caso, dizemos que K é

o produto semidireto interno de G por A e usaremos a notação:

K “ G˙ A ou K “ A¸G. (2.2.3)

Observação 2.2.3. Seja K “ G˙A. Desde que K “ GA , A�K e GXA “ t1Ku, são

válidas as seguintes propriedades:

5Um isomorfismo α : AÑ A é chamado um automorfismo de A.
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(1) G e A são subgrupos complementares de K.

(2) Segue do Segundo Teorema do Isomorfismo6

G –
G

GX A
–
GA

A
–
K

A
. (2.2.4)

(3) Cada elemento k P K pode ser escrito de maneira única como um produto k “ ga,

com g P G e a P A. De fato, suponhamos que k “ ga “ hb, com g, h P G e a, b P A.

ga “ hb ñ h´1g “ ba´1 e, desde que h´1g P G, ab´1
P A e GX A “ t1Ku,

ñ h´1g “ ba´1
“ 1K ñ h “ g e b “ a.

(4) Ao contrário do que ocorre com o produto direto, os grupos G e A podem não fornecer

informações suficientes para descrevermos a estrutura do grupo K “ G˙ A.

A informação extra que precisaremos consiste de um homomorfismo de K para o

grupo dos automorfismos de A, como segue. Para cada g P G, definimos a seguinte

aplicação:

α : G ÝÑ AutpAq

g ÞÝÑ αg : A ÝÑ A

a ÞÝÑ αgpaq :“ g´1ag, @a P A, @g P G,

(2.2.5)

satisfazendo, @g, h P G e @a P A:

pαg ˝ αg´1qpaq “ αg´1gpaq “ pg
´1gq´1apg´1gq “ a “ pαg´1 ˝ αgqpaq. (2.2.6)

pαh ˝ αgqpaq “ αhpαgpaqq “ αhpg
´1agq “ h´1

pg´1agqh. (2.2.7)

αghpaq “ pghq
´1apghq “ ph´1g´1

qapghq “ h´1
pg´1agqh.

Assim, da Equação (2.2.6), temos que αg é um automorfismo de A. Além disso,

6([23], Corollary 5.9) Se G e A são subgrupos de um grupo K, com AŸK, então G
GXA –

GA
A .
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segue da Equação 2.2.7, que α é um homomorfismo de grupos, chamado o homo-

morfismo por conjugação de A.

(5) Dados ga, hb P K “ G˙A, queremos saber como escrever seu produto pgaqphbq P K

e o elemento inverso pgaq´1 de pgaq. Observemos que dados g, h P G e a, b P A,

então

pgaqphbq “ g1a1, com g1 “ gh P G e a1 “ αhpaqb P A. (2.2.8)

pgaq´1
“ g´1αg´1pa´1

q.

De fato:

pgaqphbq “ gpahqb “ gphh´1ahqb “ pghqph´1ahqb “ pghqpαhpaqbq. (2.2.9)

pgaq´1
“ pa´1g´1

q “ pg´1gqpa´1g´1
q “ g´1

rpg´1
q
´1a´1g´1

s “ g´1αg´1pa´1
q.

Dessa forma, para determinar a estrutura de grupo de um produto semidireto K “

G˙A, são necessárias informações sobre as estruturas dos grupos G,A, juntamente

com um homomorfismo α : GÑ AutpAq, como na Equação (2.2.9).

(6) Se αg “ IdA, para todo g P G, então αgpaq “ a, para todo a P A. Assim, a operação

no produto semidireto K “ G˙ A, dada em (2.2.9) satisfaz:

pgaqphbq “ pghqpαhpaqbq “ pghqpabq. (2.2.10)

Observação 2.2.4. Note que o śımbolo ¸ é uma combinação dos śımbolos de subgrupo

normal, �, com o śımbolo do produto cartesiano, ˆ, e a notação nos diz qual dentre

os grupos G e A é subgrupo normal de K “ G ˙ A. Esta notação não é totalmente

satisfatória, desde que a estrutura do produto semidireto depende, não apenas dos grupos

G e A, mas também do homomorfismo α : GÑ AutpAq. Assim, escreveremos K “ G˙αA

ou K “ A¸α G para incluir todas as informações necessárias nesta notação.
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Consideremos agora G e A dois grupos e um homomorfismo arbitrário

α : G ÝÑ AutpAq

g ÞÝÑ αg : A ÝÑ A

a ÞÝÑ αgpaq, @a P A, @g P G.

(2.2.11)

Note que, dados g, h P G, então gh P G e o automorfismo αgh : A Ñ A é definido

por αghpaq “ pαh ˝ αgqpaq, para todo a P A. Além disso, para 1G P G, temos que o

automorfismo α1G : A Ñ A é dado por α1Gpaq “ IdApaq “ a, para todo a P A. Assim,

αgg´1 “ αg´1g “ α1G “ IdA, para todo g P G. O homomorfismo α : G Ñ AutpAq

determina uma ação à direita de G sobre A, definida por:

AˆG ÝÑ A

pa, gq ÞÝÑ ag “ a ¨ g “ αgpaq, (2.2.12)

onde o lado direito da igualdade em (2.2.12) é a imagem de a P A pelo automorfismo αg

de A. Assim, desde que αg é um isomorfismo temos, para todo a P A e para quaisquer

g, h P G:

piq pa, 1Gq ÞÑ a1G “ a ¨ 1G “ α1Gpaq “ IdApaq “ a

piiq pa, ghq ÞÑ agh “ a ¨ pghq “ αghpaq “ pαh ˝ αgqpaq “ αhpαgpaqq “ αhpa ¨ gq

“ pa ¨ gq ¨ h “ pagq ¨ h “ pagqh.

Portanto, a expressão em (2.2.12) é uma ação à direita de G sobre A. Note ainda que

para quaisquer a, b P A e g P G, como α é homomorfismo, temos:

pab, gq ÞÑ pabqg “ pabq ¨ g “ αgpabq “ αgpaqαgpbq “ pa ¨ gqpb ¨ gq “ agbg.

Consideremos o produto cartesiano Gˆ A, com a seguinte operação binária

¨ : pGˆ Aq ˆ pGˆ Aq Ñ Gˆ A (2.2.13)

ppg, aq, ph, bqq ÞÑ pgh, ahbq “ pgh, pa ¨ hqbq “ pgh, αhpaqbq.

Proposição 2.2.5. pGˆA, ¨q é um grupo com elemento identidade p1G, 1Aq e o elemento
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inverso de cada pg, aq P Gˆ A é pg, aq´1 “ pg´1, pa´1qg
´1
q.

Demonstração:

Para todo pg, aq, ph, bq, pk, cq P Gˆ A são válidas as seguintes propriedades:

(i) Associatividade:

rpg, aq ¨ ph, bqs ¨ pk, cq “ pgh, ahbq ¨ pk, cq “ pgh, αhpaqbq ¨ pk, cq

“ ppghqk, pαhpaqbq
kcq “ pgphkq, αkpαhpaqbqcq

“ pgphkq, αk ˝ αhpaqαkpbqcq.

Por outro lado,

pg, aq ¨ rph, bq ¨ pk, cqs “ pg, aqphk, bkcq “ pg, aq ¨ phk, αkpbqcq

“ pgphkq, ahkαkpbqcq “ pgphkq, pa
h
q
kαkpbqcq

“ pgphkq, pαhpaqq
kαkpbqcq “ pgphkq, αk ˝ αhpaqαkpbqcq.

(ii) Elemento identidade:

pg, aq ¨ p1G, 1Aq “ pg1G, a
1G1Aq “ pg, a ¨ 1Gq “ pg, α1Gpaqq “ pg, IdApaqq “ pg, aq,

p1G, 1Aqpg, aq “ p1Gg, 1
g
Aaq “ pg, p1A ¨ gqaq “ pg, αgp1Aqaq “ pg, 1Aaq “ pg, aq.

(iii) Elemento inverso:

pg, aq ¨ pg´1, pa´1
q
g´1

q “ pgg´1, ag
´1

pa´1
q
g´1

q “ p1G, pa ¨ g
´1
qpa´1

¨ g´1
qq

“ p1G, αg´1paqαg´1pa´1
qq “ p1G, αg´1paa´1

qq

“ p1G, αg´1p1Aqq “ p1G, 1Aq, @ g P G, @ a P A.

Analogamente, mostra-se que pg´1, pa´1qg
´1
q ¨ pg, aq “ p1G, 1Aq, @g P G, @a P A

Portanto, pGˆ A, ¨q é um grupo, conforme queŕıamos demonstrar.

o

Definição 2.2.6. [25, Definition 1] O grupo pGˆA, ¨q é chamado o produto semidi-

reto externo de G por A, com respeito ao homomorfismo α : G Ñ AutpAq. Usaremos
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as notações K “ G˙α A ou K “ A¸α G.

Observação 2.2.7. Consideremos as aplicações inclusões iG : G ãÑ G˙α A, g ÞÑ pg, 1Aq

e iA : A ãÑ G˙α A, a ÞÑ p1G, aq, as quais são monomorfismos, desde que dados g, h P G:

iGpghq “ pgh, 1Aq “ pg, 1Aq ¨ ph, 1Aq “ iGpgq ¨ iGphq.

iGpgq “ iGphq ñ pg, 1Aq “ ph, 1Aq ñ g “ h.

Denotemos as imagens de G e A via estes homomorfismos por:

G “ iGpGq “ tpg, 1Aq; g P Gu e A “ iApAq “ tp1G, aq; a P Au (2.2.14)

Então, G e A são subgrupos de G˙α A, tais que G – G e A – A. Observemos que, para

todo g P G e para todo a P A:

pg, 1Aq ¨ p1G, aq :“ pg1G, p1
1G
A qaq (2.2.15)

“ pg, p1A.1Gqaq (2.2.16)

“ pg, α1Gp1Aqaq “ pg, aq.

Assim, G˙αA “ GA, com G XA “ tp1G, 1Aqu. Note ainda que A é um subgrupo normal

de G˙α A. De fato, @g P G e @a, b P A:

pg, aq´1
¨ rp1G, bq ¨ pg, aqs :“ pg´1, pa´1

q
g´1

q ¨ rp1G, gq ¨ pg, aqs (2.2.17)

“ pg´1, αg´1pa´1
qq ¨ p1Gg, b

g
¨ aq

“ pg´1, αg´1pa´1
qq ¨ pg, αgpbqaq

“ pg´1g, pαg´1pa
´1
qq
g
¨ αgpbqaq

“ p1G, αgpαg´1pa´1
qq ¨ αgpbqaq

“ p1G, αgg´1pa´1
q ¨ αgpbqaq

“ p1G, IdApa
´1
q ¨ αgpbqaq

“ p1G, a
´1αgpbqaq P A.
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Mais ainda, a ação de G por conjugação de A:

Aˆ G ÝÑ A (2.2.18)

pp1G, aq, pg, 1Aqq ÞÝÑ pg, 1Aq
´1
¨ p1G, aq ¨ pg, 1Aq

induz o automorfismo αg. Isso segue fazendo a “ 1A em (2.2.17):

pg, 1Aq
´1
¨ p1G, bq ¨ pg, 1Aq “ p1G, 1

´1
A αgpbq1Aq “ p1G, αgpbqq, @ g P G, @ b P A.

Assim temos G˙α A “ GA, com AŸG˙α A, onde G é um subgrupo de G˙α A tal que

G XA “ tp1G, 1Aqu (A tem complemento G em G˙αA), com G – G e A – A. Portanto,

G˙α A é o produto semidireto interno de G e A.

Usualmente é conveniente não fazer distinção entre os grupos G e G, assim como entre

os grupos A e A, ou seja, estamos identificando os grupos isomorfos G – G e A – A,

respectivamente. No que segue, simplesmente faremos referência ao produto semidireto

G˙α A.

Observação 2.2.8. No caso particular em que αg “ IdA, para todo g P G, então

αgpaq “ a, para todo a P A. Assim, a ação definida em (2.2.12) é trivial e a operação de

multiplicação definida em (2.2.13) coincide com a operação de multiplicação definida no

produto direto Gˆ A, pois:

pg, aqph, bq “ pgh, αhpaqbq “ pgh, abq. (2.2.19)

Neste caso, G˙α A “ Gˆ A.

2.3 Apresentação de Extensões de Grupos

2.3.1 Conceitos básicos

Nesta seção apresentamos resultados sobre extensões de grupos com o objetivo de

obter uma apresentação para o produto semidireto.
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Definição 2.3.1. [25, Definition 1] Uma extensão de um grupo G por um grupo

A é um grupo rG que possui um subgrupo normal N Ÿ rG satisfazendo as condições:

(i) A
α
» N , ou seja, existe um isomorfismo α : AÑ N .

(ii)
rG
N

β
» G, ou seja, existe um isomorfismo β :

rG
N
Ñ G.

O grupo rG também é chamado uma extensão de A por G.

A seguir apresentamos dois exemplos onde surgem extensões de grupos.

Exemplo 2.3.2. Seja l : AÑ rG um mergulho normal.7 Então, tomando N “ ImplqŸ rG

e G “
rG
N

, temos, pelo Teorema do Homomorfismo:

A

Kerplq
“ A » N “ Implq e G –

rG

N
.

Portanto, rG é uma extensão de G por A.

Exemplo 2.3.3. Seja ϑ : rGÑ G um epimorfismo. Então, A “ N “ Kerpϑq Ÿ rG e pelo

Teorema do Homomorfismo:
rG

Kerpϑq
“

rG

N
» G.

Portanto, rG é uma extensão de G por A.

Uma maneira conveniente de retratar uma extensão de grupos é dada a seguir.

Observação 2.3.4. Seja rG uma extensão de um grupo G por um grupo A. Então, existem

um subgrupo normal N Ÿ rG e isomorfismos:

α : AÑ N e β :
rG

N
Ñ G. (2.3.1)

Consideremos as seguintes composições:

A
α //

l“i˝α

99N
i // G̃

p //

ϑ“β˝p

99
G̃
N

β // G (2.3.2)

7[4, pág. 07] Sejam G e N grupos. Um monomorfismo γ : N Ñ G é também chamado um mergulho
e dizemos que N é mergulhado em G. [8, pág. 55] Um mergulho normal de N é um par pG, γq, onde G
é um grupo e γ : N Ñ G é um monomorfismo de N sobre um subgrupo normal de G, ou seja, ImpγqŸG.
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onde i é a aplicação inclusão e p é a projeção natural no grupo quociente. Assim, na

seguinte sequência de grupos e homomorfismos de grupos temos:

A
l
Ñ rG

ϑ
Ñ G (2.3.3)

1. l é um monomorfismo. De fato, dados a, a1 P A tais que lpaq “ lpa1q, então

pi ˝ αqpaq “ pi ˝ αqpa1q e, como i é uma inclusão, temos αpaq “ αpa1q, o que implica

a “ a1, pois α é injetora. Portanto, Kerplq “ t1Au.

2. ϑ é um epimorfismo, pois dado g P G, como β é epimorfismo, existe y P
rG
N

tal que

βpyq “ g e, sendo p sobrejetora, para este y P
rG
N

, existe rg P rG tal que pprgq “ y.

Assim, ϑprgq “ βppprgqq “ βpyq “ g e, portanto, Impϑq “ G.

3. Implq “ Kerpϑq. Mostraremos que Implq “ N “ Kerpϑq. De fato, se y P Implq,

então, existe a P A tal que y “ lpaq “ pi ˝ αqpaq “ αpaq P N . Portanto, Implq Ď N .

Reciprocamente, se y P N , então, desde que α é isomorfismo, existe a P A tal que

y “ αpaq “ pi˝αqpaq “ lpaq. Logo, existe a P A tal que y “ lpaq, ou seja, y P Implq.

Assim, N Ď Implq e, portanto, Implq “ N .

Por outro lado, se w P Kerpϑq, então w P rG e ϑpwq “ 1G. Logo, pβ ˝ pqpwq “ 1G.

Desde que β é isomorfismo, temos ppwq :“ wN “ 1
rG
N

:“ 1
rGN , logo, w P N .

Assim, Kerpϑq Ď N . De maneira análoga, conclúımos que N Ď Kerpϑq. Assim,

N “ Kerpϑq e, portanto, Implq “ Kerpϑq.

A Observação 2.3.4 nos leva à seguinte definição, relacionada com a linguagem das

sequências exatas, que são ferramentas especialmente importantes em Álgebra Homológica

e em Topologia Algébrica.

Definição 2.3.5. [25, Definition 2] Consideremos uma sequência:

A0
α0
ÝÑ A1

α1
ÝÑ . . . ÝÑ An´1

αn´1
ÝÑ An (2.3.4)

onde cada Ai é um grupo e cada αi é um homomorfismo de grupos, para i “ 0, . . . , n´ 1.

Dizemos que a sequência em (2.3.4) é uma sequência exata se Impαi´1q “ Kerpαiq,

@ 1 ď i ď n´ 1.
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Em particular, quando A0 e An são grupos triviais, com n “ 4, obtemos uma sequência

1 ÝÑ A1
α1
ÝÑ A2

α2
ÝÑ A3 ÝÑ 1 (2.3.5)

chamada sequência exata curta, na qual estamos suprimindo as notações dos homomor-

fismos triviais α0 e α3 e, pela definição de sequência exata, temos:

(i) Impα0q “ t1u “ Kerpα1q, logo α1 é um monomorfismo.

(ii) Impα1q “ Kerpα2q.

(iii) Impα2q “ Kerpα3q “ A3, pois α3 é trivial. Assim, α2 é um epimorfismo.

Observação 2.3.6. Consideremos rG uma extensão de um grupo G por um grupo A, ou

seja, existem um subgrupo normal N Ÿ rG e isomorfismos α, β como segue:

A
α //

l“i˝α

99N
i // rG

p //

ϑ“β˝p

99
rG
N

β // G (2.3.6)

onde i é a aplicação inclusão e p é a projeção natural no grupo quociente.

De acordo com a Observação 2.3.4 e a Definição 2.3.5, uma tal extensão pode ser dada

por uma sequência exata curta:

1 ÝÑ A
l
ÝÑ rG

ϑ
ÝÑ G ÝÑ 1. (2.3.7)

na qual l “ i ˝ α é um monomorfismo, ϑ “ β ˝ p é um epimorfismo e Implq “ Kerpϑq.

2.3.2 O teorema principal

Nesta seção, apresentamos um método para encontrar apresentações de grupos.

Suponhamos que sejam dadas uma extensão de grupos

1 ÝÑ A
l
ÝÑ rG

ϑ
ÝÑ G ÝÑ 1 (2.3.8)

e apresentações G “ xX|RyϕX e A “ xY |SyϕY para G e A, respectivamente, ou seja:
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(i) ϕX : F pXq Ñ G e ϕY : F pY q Ñ A são epimorfismos, com F pXq e F pY q os grupos

livres gerados por X e Y , respectivamente.

(ii) G – F pXq

xRyF pXq
, onde xRyF pXq “ KerpϕXq.

(iii) A – F pY q

xSyF pY q
, onde xSyF pY q “ KerpϕY q.

Usaremos estas apresentações para obter uma apresentação para o grupo rG.

Observação 2.3.7. A fim de obtermos a apresentação desejada para o grupo rG, fixaremos

a seguir algumas notações.

I. Geradores de rG:

(1) Denotemos por rY “ try “ lpyq; y P Y u “ lpY q o conjunto das imagens dos geradores

y P Y do grupo A, sob o homomorfismo l.

(2) ϑ : rG Ñ G é um epimorfismo, assim para cada g P G, existe rg P rG tal que

ϑprgq “ g, ou seja, rg P ϑ´1pgq. Dessa forma, podemos escolher uma aplicação (não

necessariamente um homomorfismo) definida por:

µ : G Ñ rG (2.3.9)

g ÞÑ µpgq “ rg, onde ϑprgq “ g, ou seja , rg P ϑ´1
pgq.

Assim, dado um gerador x P X Ă G, seja rx “ µpxq uma escolha na pré-imagem

ϑ´1pxq, isto é, ϑprxq “ x. Denotemos por:

rX “ µpXq “ trx “ µpxq; x P Xu (2.3.10)

o conjunto de todas as tais pré-imagens. Mostraremos que rX Y rY “ µpXq Y lpY q é

um conjunto de geradores de rG.

II. Relatores: Existem três tipos de relatores de rG, os quais descreveremos a seguir.

(1) Denotemos por rS “ trs; s P Su o conjunto das palavras rs em rY obtidas de S

substituindo-se cada y por ry, sempre que y aparecer em uma palavra s P S, ou seja,
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se

s “ yδ1i1 . . . y
δn
in
P S, onde yir P Y, δi “ ˘1, @ i “ 1, . . . , n, então

rs “ ryδ1i1 . . . ry
δn
in
P rS, onde ryir “ lpyirq P rY , @ i “ 1, . . . , n.

Assim, cada rs P rS Ă rG é imagem, pelo monomorfismo l, de um relator s P S Ă A.

(2) Denotemos por rr P rG a palavra obtida de um relator r “ xε1i1 . . . x
εn
in
P R, substituindo-

se cada xir por sua escolha Ăxir “ µpxirq na pré-imagem ϑ´1pxirq, como anterior-

mente. Portanto,

rr “ Ăxi1
ε1 ¨ ¨ ¨ Ăxin

εn , onde Ăxir “ µpxirq, com Ăxir P ϑ
´1
pxirq. (2.3.11)

Note que, para qualquer g P G,

pϑ ˝ µqpgq “ ϑpµpgqq “ ϑprgq “ g “ IdGpgq. (2.3.12)

Assim, ϑ leva cada rr P rG no relator correspondente r P R, o qual pode ser conside-

rado com sendo a relação r “ 1G
8. De fato:

ϑprrq “ ϑp Ăxi1
ε1

loomoon

µpxi1 q
ε1

¨ ¨ ¨ Ăxin
εn

loomoon

µpxin q
εn

q (2.3.13)

“ ϑpµpxi1q
ε1 ¨ ¨ ¨µpxinq

εnq

“ ppϑ ˝ µq
loomoon

IdG

pxi1qq
ε1 ¨ ¨ ¨ ppϑ ˝ µq

loomoon

IdG

pxinqq
εn

“ xε1i1 ¨ ¨ ¨ x
εn
in

“ r “ 1G.

Assim, rr P Kerpϑq “ Implq, pela exatidão da sequência (2.3.8) e, desde que Implq

é gerada pelo conjunto rY , cada rr pode ser escrito como uma palavra em rY , digamos

8Aqui, por conveniência, estamos substituindo cada relator r pela correspondente relação r “ 1,
conforme Observação (1.3.9).
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rr “ νr e temos a relação rr ν´1
r “ 1

rG. Obtemos assim um segundo conjunto de

relatores:

rR “ trr νr
´1; r P Ru. (2.3.14)

(3) Temos que Implq é um subgrupo normal de rG9, ou seja, rg´1
ry rg P Implq, @ rg P rG e

@ ry P Implq. Em particular:

rx´1
ry rx P Implq, @ rx P rX, @ ry P rY . (2.3.15)

Assim, cada conjugado em (2.3.15) é uma palavra em rY , digamos,

rx´1
ry rx “ ωx,y, @ rx P rX, @ ry P rY . (2.3.16)

E temos a relação rx´1
ry rx ω´1

x,y “ 1
rG. Dessa forma, obtemos nosso terceiro conjunto

de relatores:

rT “ trx´1
ry rx ω´1

x,y; x P X, y P Y u. (2.3.17)

Assumiremos sem demonstração o seguinte resultado, que mostra que os conjuntos de

geradores e relatores definidos na Observação 2.3.7, determinam uma apresentação para

o grupo rG.

Teorema 2.3.8. [25, Proposition 1] Com as mesmas notações da Observação 2.3.7, o

grupo rG possui apresentação
A

rX, rY | rR, rS, rT
E

. (2.3.18)

Corolário 2.3.9. [25, Corollary 1] Dados dois grupos G “ xX;Ry e A “ xY ;Sy e

um homomorfismo α : G Ñ AutpAq tal que αpxqpyq “ ωx,y é uma palavra em rY , com

x P X, y P Y . Então, o produto semidireto possui a seguinte apresentação:

A¸α G “
@

X, Y ;R, S, tx´1yxω´1
x,y;x P X, y P Y u

D

. (2.3.19)

9Pois Implq “ Kerpϑq Ÿ rG.
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Corolário 2.3.10. [25, Corollary 2] Seja rG uma extensão de G por A. Se G e A são

finitamente apresentados, então rG também será finitamente apresentado.

2.4 Uma Sequência Exata Curta Especial

Nesta seção, apresentamos uma sequência exata curta especial, a qual será fundamental

no Caṕıtulo 4, para mostrar que o grupo das tranças puras é um produto semidireto de

grupos livres. Para fixarmos as notações apropriadas para os resultados apresentados

nesta seção, consideremos a seguinte

Observação 2.4.1. Dados dois grupos N , H e um homomorfismo ϕ : H Ñ AutpNq,

o qual denotaremos por h ÞÑ ϕphq “ ϕh : N Ñ N , consideremos o produto semidireto

N ¸ϕ H. A operação de multiplicação sobre o grupo N ¸ϕ H, dada em 2.2.13, também

pode ser definida como segue:

¨ : pN ˆHq ˆ pN ˆHq Ñ pN ˆHq (2.4.1)

ppn1, h1q, pn2, h2qq ÞÑ pn1ϕh1pn2q, h1h2qq.

Por conveniência, nesta seção, estaremos adotando as notações e a definição da multi-

plicação no produto semidireto dadas na Observação 2.4.1.

Definição 2.4.2. Dizemos que uma sequência exata curta de grupos e homomorfismos

de grupos

1 // N
β // G

α // H // 1 (2.4.2)

cinde, se existe um homomorfismo de grupos γ : H Ñ G tal que α ˝ γ “ IdH , isto é, α

possui inversa à direita.

Exemplo 2.4.3. O grupo G “ N ¸ϕ H, produto semidireto de H por N , se encaixa em

uma sequência exata curta que cinde,

1 // N
i1 // G

π // H

i2

aa
// 1
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na qual i1pnq “ pn, 1Hq; πpn, hq “ h e i2 : H Ñ G é definida por i2phq “ p1N , hq e

satisfaz:

pπ ˝ i2qphq “ πpi2phqq “ πp1N , hq “ h “ IdHphq, @h P H. (2.4.3)

Lema 2.4.4. Dada uma sequência exata curta de grupos e homomorfismos de grupos:

1 ÝÑ N
β
ÝÑ G

α
ÝÑ H ÝÑ 1, (2.4.4)

as seguintes condições são equivalentes:

(i) A sequência cinde.

(ii) Existe um homomorfismo ϕ : H Ñ AutpNq e um isomorfismo Ω : N ¸ϕH Ñ G que

torna o seguinte diagrama comutativo,

1 // N
i1 //

œ pIq

N ¸ϕ H
π //

Ω
��

œ pIIq

H // 1

1 // N
β

// G α
// H // 1

(2.4.5)

no qual a sequência 1 Ñ N
i1
Ñ N ¸ϕ H

π
Ñ H Ñ 1 é a sequência exata curta dada

no Exemplo 2.4.3.

Demonstração:

Vejamos que (i) ñ (ii). Seja γ : H Ñ G tal que α ˝ γ “ IdH . Definamos:

ϕ : H ÝÑ AutpNq

h ÞÝÑ ϕphq :“ ϕh,

onde ϕh : N ÝÑ N é definido por

ϕhpnq “ β´1
pγphqβpnqγph´1

qq. (2.4.6)
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Note que, γphqβpnqγph´1q P Kerpαq “ Impβq, pois

αpγphqβpnqγph´1
qq “ αpγphqq

looomooon

h

αpβpnqq
looomooon

1H

αpγph´1
qq

loooomoooon

h´1

“ h ¨ 1H ¨ h
´1

“ 1H

e β´1 |Impβq é um isomorfismo. Assim, ϕh é um automorfismo com inversa ϕh´1 . Além

disso, ϕ é um homomorfismo de grupos.

Vejamos que existe um isomorfismo Ω : N ¸ϕ H ÝÑ G. Definimos Ω : N ¸ϕ H ÝÑ G

pela expressão:

Ωpn, hq “ βpnqγphq.

Ω é um homomorfismo de grupos, desde que:

Ωppn1, h1q ¨ pn2, h2qq “ Ωpn1ϕh1pn2q, h1h2q

“ βpn1ϕph1qpn2qqγph1h2q

“ βpn1q βpϕph1qpn2qq
loooooomoooooon

por p2.4.6q

γph1qγph2q

“ βpn1qγph1qβpn2q γph
´1
1 qγph1q

loooooomoooooon

1

γph2q

“ βpn1qγph1qβpn2qγph2q

“ Ωpn1, h1qΩpn2, h2q.

Vejamos que Ω é injetivo. De fato, se Ωpn, hq “ 1G, então βpnqγphq “ 1G. Aplicando α a

ambos lados, desta igualdade obtemos,

αpβpnqq
looomooon

1H

αpγphqq
looomooon

h

“ αp1Gq “ 1H ,

assim, h “ 1H . Então, βpnq ¨ 1G “ 1G, assim n “ 1N pois β é injetor.

Agora, mostremos que Ω é sobrejetor. Seja g P G e considere h :“ αpgq P H. Note que
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g ¨ γpαpg´1qq P Kerpαq “ Impβq, pois

αpg ¨ γpαpg´1
qqq “ αpgqαpγpαpg´1

qqq

“ αpgqαpg´1
q

“ 1H .

Assim, defina n :“ β´1pg ¨ γpαpg´1qqq P N . Então,

Ωpn, hq “ βpnqγphq

“ g ¨ γpαpg´1
qqγpαpgqq

looooooooomooooooooon

1G

“ g.

Portanto Ω : N ¸ϕ H ÝÑ G é um isomorfismo.

Mostremos que o diagrama (2.4.5) é comutativo.

• Comutatividade do quadrado pIq: Para qualquer n P N

Ω ˝ i1pnq “ Ωpn, 1Hq

“ βpnqγp1Hq

“ βpnq,

assim Ω ˝ i1 “ β.

• Comutatividade do quadrado pIIq: Para quaisquer pn, hq P N ¸ϕ H

α ˝ Ωpn, hq “ αpβpnqγphqq

“ αpβpnqq
looomooon

1H

αpγphqq

“ αpγphqq

“ h

“ πpn, hq,

assim α ˝ Ω “ π. Portanto, segue a comutatividade do diagrama (2.4.5).
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Finalmente, piiq ùñ piq. Definimos γ :“ Ω ˝ i2 : H ÝÑ G homomorfismo, satisfazendo

α ˝ γ “ α ˝ Ω
loomoon

pIIq

˝i2 “ π ˝ i2 “ IdH .

Assim, a sequência (2.4.4) cinde.

o

Observação 2.4.5. Note que se no Lema 2.4.4 consideramos a categoria de grupos abe-

lianos, então o homomorfismo ϕ : H Ñ AutpNq é trivial, desde que:

ϕhpnq “ β´1
pγphqβpnqγph´1

q
loooooooomoooooooon

em G que é abeliano

q “ n, @h P H.

Assim, pela Observação 2.2.8.

N ¸ϕ H “ N ‘H “ N ˆH,

e obtemos o conhecido “Lema da cisão”.

Lema 2.4.6 (Lema da cisão). Dada uma sequência exata curta de grupos abelianos e

homomorfismos de grupos

0 ÝÑ N
β
ÝÑ G

α
ÝÑ H ÝÑ 0, (2.4.7)

as seguintes condições são equivalentes:

(i) A sequência cinde.

(ii) Existe um isomorfismo θ : N ‘H ÝÑ G.
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Caṕıtulo

3
Grupos de Tranças e Espaços de

Configurações

Este caṕıtulo contém resultados básicos sobre grupos de tranças e espaços relacionados.

O nosso principal objetivo é dar uma descrição geométrica do grupo de tranças no disco

e identificá-lo com o grupo fundamental do espaço de configurações de R2, CnpR2q.

Primeiramente, apresentamos a definição de uma trança geométrica como sendo um

sistema de n cordas entre dois planos paralelos no 3-espaço Euclidiano, sendo esta a de-

finição original dada por Artin em 1952. Também consideramos a definição equivalente

de uma trança, sugerida por Fox em 1962 [19], como sendo um laço no espaço de confi-

gurações de um conjunto de n pontos no plano Euclidiano. Mostraremos que o conjunto

das classes de equivalência de todas as tranças geométricas sobre n cordas determina um

grupo, que denotaremos por Bpnq, chamado o grupo de tranças de Artin sobre n cordas

ou grupo de tranças no disco. Além disso, introduziremos uma apresentação deste grupo

em termos de geradores e relatores no famoso Teorema da Apresentação de Artin.

As principais referências utilizadas neste caṕıtulo são [3], [20], [26], e [37].

3.1 Tranças Geométricas

Denotemos por E3 o espaço Euclidiano 3-dimensional, o qual será identificado com R3,

o espaço vetorial real de dimensão 3, através da escolha de um sistema de coordenadas

px, y, zq, no qual o eixo Oz positivo aponta verticalmente para baixo, conforme a Figura

3.1. Consideremos dois planos horizontais paralelos em E3, com z-coordenadas constantes

z “ z0 e z “ z1, respectivamente, onde z0 ă z1. O plano z “ z0 será chamado plano
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superior e o plano z “ z1 será chamdo plano inferior . Fixemos n pontos distin-

tos P1, . . . , Pn sobre uma reta no plano superior e sejam P
1

1, . . . , P
1

n, as suas projeções

ortogonais no plano inferior, como ilustrado na Figura 3.1.

Figura 3.1: Representação geométrica de uma trança.

Definição 3.1.1. [20, Definition 1.1] Uma trança geométrica sobre n-cordas (ou

uma n-trança) β é um sistema de n arcos A “ tA1, . . . ,Anu mergulhados em E3, no

qual o i-ésimo arco Ai conecta o ponto Pi do plano superior com o ponto P
1

τpiq no plano

inferior para alguma permutação τ de t1, . . . , nu, satisfazendo:

(i) Cada arco Ai intersecta cada plano paralelo intermediário entre os planos superior

e inferior exatamente uma vez.

(ii) Os arcos A1, . . . ,An intersectam cada plano paralelo intermediário entre os planos

superior e inferior em exatamente n pontos distintos.

A permutação τ será chamada a permutação da trança. O arco Ai será chamado a

i-ésima corda, ou o i-ésimo fio, na trança β. Também usaremos a notação pA , τq

para uma trança β, sempre que for conveniente destacar o seu sistema de arcos A e a

sua permutação τ .

Observação 3.1.2. Um arco em E3 pode ser visto como sendo a imagem de um mergulho

Ai : r0, 1s Ñ E3, ou seja, como sendo a imagem de um caminho injetor do intervalo
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unitário r0, 1s em E3. Usaremos a mesma notação para um arco Ai e seu mergulho

correspondente.

Duas tranças serão consideradas iguais se elas forem homotópicas, isto é, se uma puder

ser transformada na outra por uma deformação de suas cordas, com as extremidades fixa-

das, de tal forma que cada um dos passos intermediários desta deformação produz ainda

uma trança geométrica, ou seja, desde que as cordas sejam duas a duas disjuntas, cada

corda intersecte cada plano horizontal em um único ponto e as extremidades permaneçam

fixadas, durante todos os estágios da deformação. Formalmente, temos a seguinte:

Definição 3.1.3. [20, Definition 1.2] Duas n-tranças com sistemas de arcos A 0 “

tA 0
1 , . . . ,A

0
n u e A 1 “ tA 1

1 , . . . ,A
1
n u, ambas com mesma permutação τ , são chamadas

tranças equivalentes ou homotópicas, se existe uma homotopia por meio de tranças

geométricas, com permutação τ , de A 0 para A 1. Isso significa que existem n funções

cont́ınuas

Fi : r0, 1s ˆ r0, 1s Ñ E3, 1 ď i ď n, satisfazendo:
$

’

&

’

%

Fipt, 0q “ A 0
i ptq,

Fipt, 1q “ A 1
i ptq,

0 ď t ď 1, 1 ď i ď n; (3.1.1)

$

’

&

’

%

Fip0, sq “ Pi,

Fip1, sq “ P
1

τpiq,

0 ď s ď 1, 1 ď i ď n; (3.1.2)

e de tal forma que se definirmos A s
i : r0, 1s Ñ E3 por A s

i ptq “ Fipt, sq, então

A s “ tA s
1 , . . . ,A

s
n u será uma n-trança geométrica, com permutação τ , @ 0 ď s ď 1.

Neste caso, usaremos a notação: pA 0, τq „ pA 1, τq.

Observação 3.1.4. A relação de tranças equivalentes dada na Definição 3.1.3 determina

uma relação de equivalência sobre o conjunto de todas as tranças geométricas, como segue.

Propriedade Reflexiva: Mostremos que pA , τq „ pA , τq, para qualquer trança pA , τq.

Para cada i “ 1, . . . , n, seja Fi : r0, 1s ˆ r0, 1s Ñ E3 definida por Fipt, sq “ Aiptq, @ t, s P
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r0, 1s. Desde que cada caminho Ai : r0, 1s Ñ E3 é uma função cont́ınua, então cada Fi é

cont́ınua e satisfaz, para todo t, s P r0, 1s:

$

’

&

’

%

Fipt, 0q “ Aiptq.

Fipt, 1q “ Aiptq.

$

’

&

’

%

Fip0, sq “ Aip0q “ Pi.

Fip1, sq “ Aip1q “ P 1τpiq.

Propriedade Simétrica: Suponhamos que pA 0, τq „ pA 1, τq. Então, existem n fun-

ções cont́ınuas Fi : r0, 1s ˆ r0, 1s Ñ E3, com 1 ď i ď n, tais que para todo 0 ď t, s ď 1:

$

’

&

’

%

Fipt, 0q “ A 0
i ptq.

Fipt, 1q “ A 1
i ptq.

$

’

&

’

%

Fip0, sq “ Pi.

Fip1, sq “ P 1τpiq.

Para cada i “ 1, . . . , n, definimos Gi : r0, 1s ˆ r0, 1s Ñ E3 por Gipt, sq “ Fipt, 1 ´ sq.

Então, para todo 0 ď t, s ď 1, temos:

$

’

&

’

%

Gipt, 0q “ Fipt, 1q “ A 1
i ptq,

Gipt, 1q “ Fipt, 0q “ A 0
i ptq.

$

’

&

’

%

Gip0, sq “ Fip0, 1´ sq “ Pi,

Gip1, sq “ Fip1, 1´ sq “ P 1τpiq.

Portanto, pA 1, τq „ pA 0, τq.

Propriedade Transitiva: Suponhamos que pA 0, τq „ pA 1, τq e que pA 1, τq „ pA 2, τq.

Então, existe uma homotopia F de A 0 para A 1 e uma homotopia G de A 1 para A 2, ou

seja, existem funções cont́ınuas:

Fi : r0, 1s ˆ r0, 1s Ñ E3 e Gi : r0, 1s ˆ r0, 1s Ñ E3, @ 1 ď i ď n,

satisfazendo as condições em (3.1.1) e (3.1.2). Para cada i “ 1, . . . , n, definimos a função

Hi : r0, 1s ˆ r0, 1s Ñ E3 por:

Hipt, sq “

$

’

&

’

%

Fipt, 2sq, 0 ď s ď 1
2
,

Gipt, 2s´ 1q, 1
2
ď s ď 1.
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Então, pelo Lema da Colagem, cada Hi é cont́ınua e, além disso, para todo i “ 1 . . . , n:

$

’

&

’

%

Hipt, 0q “ Fipt, 0q “ A 0
i ptq, 0 ď t ď 1,

Hipt, 1q “ Gipt, 1q “ A 2
i ptq, 0 ď t ď 1.

Hip0, sq “

$

’

&

’

%

Fip0, 2sq, 0 ď s ď 1
2
,

Gip0, 2s´ 1q, 1
2
ď s ď 1.

“

$

’

&

’

%

Pi, 0 ď s ď 1
2

Pi,
1
2
ď s ď 1.

Hip1, sq “

$

’

&

’

%

Fip1, 2sq, 0 ď s ď 1
2
,

Gip1, 2s´ 1q, 1
2
ď s ď 1.

“

$

’

&

’

%

P 1τpiq, 0 ď s ď 1
2

P 1τpiq,
1
2
ď s ď 1.

Portanto, pA 0, τq „ pA 2, τq.

Observação 3.1.5. Por conveniência, em termos de notação, não faremos distinção

entre uma trança β e sua classe de equivalência segundo a relação de homotopia de tranças

geométricas. Desde que cada arco em uma trança geométrica pode ser visto como a imagem

de um caminho injetor de r0, 1s em E3, sempre que for conveniente, usaremos a notação

β “ pβ1, . . . , βnq para representar uma n trança (ou sua classe de homotopia), onde βi

representa a i-ésima corda da trança β (ou, equivalentemente, a imagem de um caminho

injetor de r0, 1s em E3).

Observação 3.1.6. Podemos assumir, a menos de equivalência, que uma trança β con-

siste apenas de arcos “poligonais” e que os cruzamentos entre os arcos são transversais, se

projetarmos a trança ortogonalmente sobre o plano em E3 contendo os pontos P1, . . . , Pn,

P
1

1, . . . , P
1

n. Uma tal projeção fornece uma figura padrão da trança β, chamada projeção

padrão da trança . Também, podemos assumir que os cruzamentos dos arcos ocorrem em

diferentes ńıveis e em tais cruzamentos serão indicadas quais cordas estão passando por

cima e por baixo, como na Figura 3.2.
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Figura 3.2: Projeção padrão de uma n-trança β.

3.1.1 Geradores Artin

Denotemos por Bpnq o conjunto de todas as classes de equivalência de tranças geomé-

tricas com n-cordas. Este conjunto será equipado com uma estrutura natural de grupo, a

qual definiremos nesta seção. Primeiramente, observando a trança β dada na Figura 3.2,

podemos notar que ela possui uma “decomposição” em termos de certas tranças especiais,

chamadas tranças elementares, as quais serão os geradores do grupo Bpnq, de acordo com

a definição a seguir.

Definição 3.1.7. [20] Para cada 1 ď i ď n ´ 1, denotaremos por σi a n-trança geo-

métrica elementar, na qual a i-ésima corda cruza por cima a pi`1q-ésima corda

uma única vez e todas as outras cordas são percorridas do ponto inicial Pi ao ponto final

P
1

i , sem se cruzarem, ou seja, todas as cordas, exceto em algum par vizinho de cordas,

são arcos verticais ligando Pi a P 1i e o par vizinho de arcos Aj,Aj`1 permuta os pontos

iniciais e finais, i.e., Aj é o arco que liga Pj a P 1j`1 e Aj`1 é o arco que liga Pj`1 a P 1j
10.

Figura 3.3: Representação de uma n-trança geométrica elementar σi.

10Uma trança geométrica elementar também pode ser definida como segue: para cada 1 ď i ď n ´ 1,
denotaremos por σi a n-trança geométrica elementar, na qual a i-ésima corda cruza por baixo
a pi ` 1q-ésima corda, uma única vez, e todas as outras cordas são percorridas do ponto inicial Pi ao
ponto final P

1

i , sem se cruzarem, conforme representado na Figura 4.5. No Caṕıtulo 4, por conveniência,
adotaremos esta última definição para as tranças elementares, seguindo a nomenclatura fixada em [12] e
[28].
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Definição 3.1.8. [20] Sejam β1 e β2 duas n-tranças geométricas. Definimos o produto

(ou a composição ) de β1 e β2 como segue. Primeiramente “identificamos” o plano inferior

z “ z1 da trança β1 com o plano superior da trança β2, de tal forma que os pontos finais da

trança β1 sejam identificados com os pontos iniciais da trança β2. Em seguida, removemos

o plano ao longo do qual as duas tranças foram identificadas. Finalmente, comprimimos

o sistema de arcos resultantes (via uma deformação cont́ınua) até que tais arcos situem-se

entre os planos superior z “ z0 e inferior z “ z1, conforme a Figura 3.4.

Figura 3.4: O produto entre duas tranças.

Usaremos a notação β1 ¨ β2 para representar o produto das n-tranças β1 e β2.

Definição 3.1.9. [20] A n-trança trivial, ε, é uma trança na qual cada arco Ai conecta

o ponto inicial Pi do plano superior com o ponto final P
1

i no plano inferior, @i “ 1, . . . , n,

sem cruzamentos. A projeção padrão de ε é representada na Figura 3.5.

Figura 3.5: Trança trivial.

Definição 3.1.10. [20] A trança inversa de uma n-trança β, é definida como sendo a

imagem refletida em um espelho da trança β com respeito a um plano horizontal entre os

planos superior e inferior. Usaremos a notação β´1 para representar a trança inversa de

uma trança β. A projeção padrão de β´1 é representada na Figura 3.6.
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Figura 3.6: Trança inversa.

Observação 3.1.11. Assumiremos, sem demonstração, que o produto de n-tranças geo-

métricas dado na Definição 3.1.8 induz uma operação bem definida no conjunto de todas

as classes de equivalência de n-tranças geométricas Bpnq e que tal operação satisfaz os

axiomas de grupo. O elemento neutro para o produto em Bpnq é a classe de equivalência

da trança trivial ε e, para a classe de equivalência de uma trança β, o seu elemento inverso

em Bpnq será a classe de equivalência de β´1. Para uma prova, vide [11, Proposition

1.7].

Proposição 3.1.12. [20] pBpnq, ¨ q é um grupo, chamado o Grupo de Tranças Artin

sobre n-cordas.

Observação 3.1.13. Podemos imaginar uma trança contida no interior de um cubo,

conforme Figura 3.7, cujas faces superior e inferior são homeomorfas a um disco D2 e,

por esta razão, o grupo Bpnq é também chamado o Grupo de Tranças no Disco.

Figura 3.7: Representação de uma trança no cubo.
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Observação 3.1.14. Para a trança elementar σi, 1 ď i ď n ´ 1, a trança inversa σ´1
i

é obtida fazendo-se (na projeção padrão) com que a i-ésima corda passe por baixo da

pi` 1q-ésima corda, em vez de passar por cima, e todas as outras cordas são percorridas,

do ponto inicial Pi ao ponto final P 1i , sem se cruzarem.

Figura 3.8: Inversa da trança elementar.

Exemplo 3.1.15. A 5-trança β, cuja projeção é dada na Figura 3.9 ou, mais precisa-

mente, sua classe de equivalência, pode ser escrita como um produto de tranças elemen-

tares σi e suas inversas.

Figura 3.9: Uma 5-trança β decomposta como um produto β “ σ´1
3 σ´1

1 σ2.

Observação 3.1.16. [20] É intuitivo que a classe de equivalência de qualquer n-trança

pode ser escrita como um produto das n-tranças elementares σi, para 1 ď i ď n ´ 1.

Isso significa que as n-tranças elementares σ1, σ2, . . . , σn´1 geram o grupo Bpnq, ou seja,

Bpnq “ xσi ; i “ 1, . . . , n´ 1y. Uma ideia da prova deste fato, pode ser dada como segue.

Denotemos por m o número de cruzamentos entre as cordas de uma n-trança β. Vejamos,

por indução sobre m, que β se escreve como um produto de tranças elementares, para
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todo m ě 0. Se m “ 0, então a trança β é formada por arcos que conectam os pontos

Pi no plano superior aos pontos P 1i no plano inferior, sem cruzamentos. Assim, podemos

escrever β “ σiσ
´1
i , para todo i “ 1, . . . , n ´ 1. Se m “ 1, existe um único cruzamento

entre as cordas de β, assim, β “ σi ou β “ σ´1
i , para algum i “ 1, . . . , n´1. Suponhamos

que o resultado seja válido para m “ k ´ 1, ou seja, uma n-trança β com m “ k ´ 1

cruzamentos entre suas cordas pode ser escrita como um produto de tranças elementares.

Agora, dada uma n-trança β com m “ k “ 1` pk ´ 1q cruzamentos, podemos escrever

β “ β1 ¨ β2, (3.1.3)

onde β1 é uma n-trança com um único cruzamento e β2 é uma n-trança com pk ´ 1q

cruzamentos, conforme a Figura 3.10.

Figura 3.10: Decomposição de uma trança.

Segue da hipótese de indução e do primeiro passo indutivo, correspondente a m “ 1, que

β pode escrita como um produto de tranças elementares.

Observação 3.1.17. As tranças elementares σi, para 1 ď i ď n´1 também são chamadas

geradores Artin do grupo Bpnq.
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3.1.2 Algumas relações em B(n)

Já vimos no Caṕıtulo 1, Seção 1.3, que é conveniente descrever um grupo em termos de

um conjunto de geradores, listando algumas relações que ocorrem entre estes geradores,

através de uma apresentação para um tal grupo. Olharemos agora para algumas relações

entre os geradores Artin do grupo Bpnq, definidos na seção anterior.

Observação 3.1.18. São válidas as seguintes relações entre os geradores σ1, . . . , σn.

(1) Se |i´ j| ě 2 e 1 ď i, j ď n´ 1, desde que o par consistindo das cordas i e i` 1 não

interfere no par consistindo das cordas j e j ` 1, temos a relação a seguir, ilustrada na

Figura 3.11.

σiσj “ σjσi, se |i´ j| ě 2, 1 ď i, j ď n´ 1 (3.1.4)

Figura 3.11: Relação em Bpnq.

(2) Outra relação em Bpnq, ilustrada na Figura 3.12 é dada por:

σiσi`1σi “ σi`1σiσi`1, se 1 ď i ď n´ 2. (3.1.5)

Figura 3.12: Outra relação em Bpnq.
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Artin, em seu primeiro trabalho sobre tranças publicado em 1925, Theorie der Z:opfe

[1], demonstrou que as duas relações descritas na Observação 3.1.18, geram todas as

relações entre os elementos de Bpnq. Isto não é trivial. A seguir, enunciaremos o Teorema

da Apresentação de Artin para o grupo de tranças Bpnq, o qual será provado

posteriormente.

Teorema 3.1.19. [20, Theorem 1.5] O grupo Bpnq das tranças geométricas sobre n

cordas admite uma apresentação com geradores σ1, σ2, . . . , σn´1 e relações:

(1) σiσj “ σjσi, |i´ j| ě 2, 1 ď i, j ď n´ 1;

(2) σi ¨ σi`1 ¨ σi “ σi`1 ¨ σi ¨ σi`1, 1 ď i ď n´ 2.

3.2 Grupos de Tranças e Espaços de Configurações

Veremos que os grupos de tranças estão intimamente relacionados com os espaços de

configurações. Nesta seção, definiremos os espaços de configurações de uma variedade

topológica conexa e apresentaremos alguns resultados que serão fundamentais para o de-

senvolvimento do nosso trabalho. Alguns resultados relacionados aos espaços de configu-

rações serão assumidos sem demonstração, desde que dependem de tópicos que fogem ao

escopo deste trabalho. Quando for este o caso, apresentaremos as referências adequadas

para uma compreensão mais aprofundada de tais tópicos.

A seguinte definição preliminar, captura de forma precisa a ideia intuitiva de que uma

variedade topológica deve se comportar “localmente” como um espaço Euclidiano.

Definição 3.2.1. [30, pág. 38] Um espaço topológico M é chamado um espaço local-

mente Euclidiano de dimensão n, se cada ponto de M possui uma vizinhança (um

conjunto aberto) em M que é homeomorfa a um subconjunto aberto do espaço Euclidiano

Rn.

Definição 3.2.2. [30, pág. 39] Uma variedade topológica n-dimensional M é um espaço

de Hausdorff segundo enumerável11 que é localmente Euclidiano de dimensão n.

11Um espaço topológico é chamado um espaço segundo enumerável se ele admite uma base enumerável
para a sua topologia.
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3.2.1 Espaços de configurações

Definição 3.2.3. [20] Seja M uma variedade topológica conexa de dimensão maior ou

igual a 2. Para algum inteiro n ě 1, considere o subconjunto F npMq do produto cartesiano

Mn “ M ˆ . . . ˆM , de n cópias da variedade M , consistindo de todas as n-uplas com

coordenadas distintas duas a duas, isto é,

F npMq “ tpx1, . . . , xnq PM
n; xi ‰ xj, para quaisquer i, j “ 1, . . . , n, com i ‰ ju.

F npMq é chamado n-ésimo Espaço de Configurações para um conjunto de n pontos

(ordenados) em M .

Observação 3.2.4. Podemos munir F npMq com a topologia induzida da topologia produto

sobre Mn “ M ˆ . . . ˆM e, dessa forma, F npMq é um sub-espaço topológico de Mn.

É posśıvel mostrar que F npMq é aberto em Mn e, portanto, F npMq é uma variedade

topológica.

O resultado a seguir garante que o espaço de configurações de uma variedade topológica

conexa de dimensão pelo menos 2 é conexo por caminhos. Deste modo, não precisare-

mos nos preocupar com a dependência do ponto base quando tratarmos do seu grupo

fundamental. Para demonstração, vide [7], Configuration Spaces and Braid Groups.

Proposição 3.2.5. [7, Lema 2.8] Seja M uma variedade conexa (sem bordo) tal que

M permanece conexa quando perfurada em k ´ 1 ě 0 pontos. Então, FkpMq é conexo

por caminhos. Se M for uma variedade conexa de dimensão pelo menos 2, todos os

seus espaços de configurações são conexos por caminhos. Em particular, os grupos de

homotopia de FnpMq são independentes do ponto base.

Definição 3.2.6. [20] Dado um inteiro m ě 0, denotemos por Qm “ tq1, q2, . . . , qmu um

subconjunto arbitrário fixado de M , consistindo de m pontos qi PM , dois a dois distintos.

No caso m “ 0, consideramos Q0 como sendo o conjunto vazio. Definimos:

Fm,npMq “ F npMzQmq. (3.2.1)
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Observação 3.2.7. O espaço de configurações Fm,npMq independe da escolha do subcon-

junto Qm (vide [16, pág. 111]). Note que:

F 0,npMq “ FnpMzQ0q “ F npMq e Fm,1pMq “ F1pMzQmq “MzQm. (3.2.2)

A seguir, consideramos o conceito de fibrados localmente triviais. Informalmente, um

fibrado localmente trivial é um espaço que, localmente, se comporta como um espaço

produto (no mesmo sentido em que uma variedade é localmente Euclidiana), mas que

globalmente pode possuir uma estrutura topológica diferente. Especificamente, a simila-

ridade entre um espaço E e um espaço produto BˆF é definida usando-se uma aplicação

cont́ınua e sobrejetora p : E Ñ B, a qual, localmente, se comporta exatamente como uma

projeção, como segue.

Definição 3.2.8. [39, Definition 1.1] Um fibrado localmente trivial é uma quádru-

pla pE,B, p, F q constitúıda dos seguintes ingredientes:

(i) um espaço topológico E, chamado espaço total;

(ii) um espaço topológico B, chamado espaço base;

(iii) uma função cont́ınua e sobrejetora p : E Ñ B, chamada projeção;

(iv) Um espaço topológico F , tal que para cada b P B, o espaço p´1pbq é homeomorfo a

F , o qual é chamado a fibra sobre b.

Tais espaços e a aplicação p devem satisfazer a seguinte condição:

‚ para cada b P B, existe um conjunto aberto U Ă B, com b P U , e um homeomorfismo

φ : U ˆ F Ñ p´1pUq tal que que o seguinte diagrama é comutativo:

U ˆ F
φ

ö

//

p1
""

p´1pUq

p
{{

U

no qual p1 é a projeção na primeira coordenada, ou seja, pp˝φqpx, yq “ p1px, yq “ x, para

todo px, yq P U ˆ F .
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Em topologia, uma fibração é uma generalização da noção de um fibrado localmente

trivial. No caso de uma fibração, as fibras não precisam ser o mesmo espaço, mas elas

serão homotopicamente equivalentes. Fibrações não possuem necessariamente a estrutura

local de um espaço produto que define um fibrado, mas uma fibração deve satisfazer uma

condição adicional (a Propriedade do Levantamento de Homotopia), a qual garante que

ela se comporta como um fibrado, do ponto de vista da teoria de homotopia.

Definição 3.2.9. [9, Definition 6.7] Sejam E,B,X espaços topológicos, p : E Ñ B

uma aplicação cont́ınua e I “ r0, 1s. Dizemos que p possui a Propriedade do Levan-

tamento de Homotopia (P.L.H) com respeito ao espaço X:

(i) se para qualquer homotopia F : X ˆ I Ñ B

(ii) e se para toda função cont́ınua f̃0 : X Ñ E, tal que f̃0 é um levantamento de

f0 “ F |Xˆt0u, ou seja, f0 “ p ˝ f̃0, com X homeomorfo a X ˆ t0u,

existe uma homotopia F̃ : X ˆ I Ñ E que é um levantamento de F , ou seja, F “ p ˝ F̃ ,

satisfazendo f̃0 “ F̃ |Xˆt0u.

X ˆ t0u
rf0 //

��

E

p

��
X ˆ I

ö

F
//

rF

;;

B

X ˆ t0u
rf0 //

ö

f0 ##

E

p

��
B

Uma função cont́ınua p : E Ñ B satisfazendo a Propriedade do Levantamento de Homo-

topia (P.L.H) com respeito a qualquer espaço topológico X é chamada uma fibração de

Hurewicz ou simplesmente uma fibração .

Observação 3.2.10. Seja p : E Ñ B uma fibração. Então, B será chamado espaço base,

E será chamado espaço total da fibração e, para cada b P B, Fb “ p´1pbq será chamado

a fibra de p sobre b. Embora Fb possa variar para diferentes escolhas de b P B, se B for

conexo por caminhos, a Propriedade do Levantamento de Homotopia restringe o tipo de

homotopia de Fb, ou seja, se B for conexo por caminhos, então todas as fibras Fb “ p´1pbq

são homotopicamente equivalentes (vide [9, Theorem 6.12]).

Definição 3.2.11. [21, pág. 376] Uma função cont́ınua p : E Ñ B satisfazendo
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a Propriedade do Levantamento de Homotopia com respeito a k-discos Dk, para todo

k ě 012, também é chamada uma fibração de Serre13.

Proposição 3.2.12. [21, Proposition 4.48] Um fibrado localmente trivial p : E Ñ B

possui a propriedade do levantamento de homotopia com respeito a discos, logo é uma

fibração de Serre.

A seguir, enunciamos um importante resultado que garante a existência de uma sequên-

cia exata longa associada a uma fibração, a qual envolve os grupos de homotopia de ordem

superior 14.

Teorema 3.2.13. [9, Corolário 6.44] Seja p : E Ñ B uma fibração, com fibra F :“

p´1pb0q Ď E e x P F . Então, a sequência:

¨ ¨ ¨ Ñ πnpF, xq Ñ πnpE, xq Ñ πnpB, b0q Ñ πn´1pF, xq Ñ πn´1pE, xq Ñ ¨ ¨ ¨

Ñ π1pF, xq Ñ π1pE, xq Ñ π1pB, b0q Ñ π0pF, xq Ñ π0pE, xq Ñ π0pB, b0q

é exata.

Observação 3.2.14. No Teorema 3.2.13 devemos ter cuidado com a exatidão na extre-

midade à direita da sequência, desde que π1pF, xq, π1pE, xq e π1pB, b0q nem sempre são

abelianos e π0pF, xq, π0pE, xq e π0pB, b0q são meramente conjuntos.

O resultado a seguir foi provado por Fadell e Neuwirth [16, Theorem 1] em 1962.

Para outras demonstrações, vide também [20, Teorema 2.1] e [26, Lemma 1.26].

Teorema 3.2.15. [16, Theorem 1] Seja M uma variedade conexa por caminhos, com

dimensão dimpMq ě 2. Suponhamos que 1 ď r ă n, com n ě 2. Então, a aplicação

p : Fm,npMq Ñ Fm,rpMq (3.2.3)

px1, . . . , xnq ÞÑ px1, . . . , xrq

12Ou equivalentemente, com respeito a n cubos In “ I ˆ . . .ˆ I, ou equivalentemente, CW complexos.
13Em homenagem ao importante papel desempenhado por este conceito na tese de Jean-Pierre Serre.

Este trabalho estabeleceu em Topologia Algébrica o uso das chamadas sequências espectrais e claramente
separou as noções de fibrados e fibrações da noção de feixes (ambos estes conceitos tratados implicitamente
no trabalho pioneiro de Jean Leray).

14Para definição dos grupos de homotopia de ordem superior, vide Apêndice A.
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é uma fibração de Serre, com fibra Fm`r,n´rpMq.

Observação 3.2.16. Conforme [35, Exemplo 2 - pág. 362], o complementar de dois

pontos em R2 tem o mesmo tipo de homotopia que a figura oito, ou seja, é a união de duas

circunferências com um ponto em comum. Mais geralmente, o complementar de m pontos

em R2 tem o mesmo tipo de homotopia de um buquê de m circunferências, ou seja, é a

união de m cópias da esfera S1 com um único ponto em comum, conforme Figura 3.13.

Este espaço possui grupos de homotopia triviais, em dimensões i ě 2 (vide [41, Corollary

- pág. 86]). Portanto, os grupos de homotopia πipR2zQmq são triviais, para i ě 2.

Figura 3.13: Buquê de m ćırculos.

O próximo resultado segue do Teorema 3.2.15, e foi provado por Fadell e Neuwirth em

[16, Corolário 2.1].

Corolário 3.2.17 (Fadell e Neuwirth). [20, Corollary 2.3] Para o espaço de configura-

ções F npR2q, de n pontos ordenados no plano R2, temos πipF npR2qq “ 0, se i ě 2. Mais

geralmente, para todo n ě 1 e m ě 0, segue que πipFm,npR2qq “ 0, se i ě 2.

Demonstração:

Consideremos a seguinte representação dos espaços de configurações no diagrama:

Fn´1,1pR2q // Fn´2,2pR2q //

��

. . . // F2,n´2pR2q //

��

F1,n´1pR2q //

��

F0,npR2q “ FnpR2q

��
Fn´2,1pR2q F2,1pR2q F1,1pR2q F0,1pR2q
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no qual as setas verticais representam as fibrações do Teorema (3.2.15), e as setas horizon-

tais representam as inclusões das fibras nos correspondentes espaços totais das fibrações.

Para os espaços Fm,1pR2q “ R2zQm, todos os grupos de homotopia em dimensões i ě 2

são triviais, conforme Observação 3.2.16. Considerando as sequências de homotopia para

as fibrações, a partir da esquerda para a direita no diagrama anterior, mostraremos que

no estágio final:

πipFnpR2
qq “ πipF0,npR2

qq “ 0, se i ě 2.

Com efeito, para a fibração p : Fn´2,2pR2q Ñ Fn´2,1pR2q, com fibra Fn´1,1pR2q temos a

seguinte sequência exata:

. . . ÝÑ πipFn´1,1pR2
qq

looooooomooooooon

“ 0

i˚
ÝÑ πipFn´2,2pR2

qq
p˚
ÝÑ πipFn´2,1pR2

qq
looooooomooooooon

“ 0

ÝÑ . . .

e, para i ě 2, πipFn´2,2pR2qq “ 0.

Agora, para a fibração p : Fn´3,3pR2q Ñ Fn´3,1pR2q, com fibra Fn´2,2pR2q, temos:

. . . ÝÑ πipFn´2,2pR2
qq

looooooomooooooon

“ 0

i˚
ÝÑ πipFn´3,3pR2

qq
p˚
ÝÑ πipFn´3,1pR2

qq
looooooomooooooon

“ 0

ÝÑ . . .

e, para i ě 2, πipFn´3,3pR2qq “ 0.

Finalmente, para a fibração p : F0,npR2q Ñ F0,1pR2q, com fibra F1,n´1pR2q, temos a

seguinte sequência exata:

. . . ÝÑ πipF1,n´1pR2
qq

looooooomooooooon

“ 0

i˚
ÝÑ πipF0,npR2

qq
p˚
ÝÑ πipF0,1pR2

qq
looooomooooon

“ 0

ÝÑ . . .

e, para i ě 2, πipF0,npR2qq “ πipFnpR2qq “ 0.

Mais geralmente, para a fibração p : F0,n`mpR2q Ñ F0,mpR2q, com fibra Fm,npR2q, temos

a seguinte sequência exata:

. . . ÝÑ πi`1pF0,mpR2
qq

looooooomooooooon

“ 0

ÝÑ πipFm,npR2
qq

i˚
ÝÑ πipF0,n`mpR2

qq
loooooooomoooooooon

“ 0

p˚
ÝÑ πipF0,mpR2

qq ÝÑ . . .

e, para i ě 2, πipFm,npR2qq “ 0.

o
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3.3 O Grupo de Tranças como Grupo Fundamental de

um Espaço de Configurações

SejaM uma variedade conexa de dimensão dimpMq ě 2. Denotemos por Σn o grupo si-

métrico sobre n elementos, isto é, o grupo de todas as permutações do conjunto t1, . . . , nu.

Existe uma ação natural à direita de Σn sobre o espaço de configurações F npMq, definida

pela permutação das coordenadas, como segue:

µ : F npMq ˆ Σn Ñ F npMq

ppx1, . . . , xnq, σq ÞÑ µppx1, . . . , xnq, σq “ px1, . . . , xnq ¨ σ “ pxσp1q, . . . , xσpnqq.

Observação 3.3.1. Mostremos que µ é uma ação à direita de Σn sobre F npMq. Dados

x “ px1, . . . , xnq P FnpMq e Id., γ, σ P Σn, onde Id. denota a permutação identidade,

então:

(i) µpx, Idq “ x ¨ Id. “ pxIdp1q, . . . , xIdpnqq “ px1, . . . , xnq “ x.

(ii) µpµpx, σq, γq “ px ¨ σq ¨ γ

“ pxσp1q, . . . , xσpnqq ¨ γ

“ py1, . . . , ynq ¨ γ

“ pyγp1q , . . . , yγpnqq

“ pxσpγp1qq, . . . , xσpγpnqqq

“ pxpσ˝γqp1q, . . . , xpσ˝γqpnqq

“ x ¨ pσ ˝ γq “ µpx, σ ˝ γq

onde, yi “ xσpiq. Além disso, desde que todas as coordenadas para pontos em F npMq são

duas a duas distintas, temos que µ é uma ação livre. De fato, para qualquer px1, . . . , xnq P

FnpMq, temos que xi ‰ xj, sempre que i ‰ j. Assim, @ σ P Σn

px1, . . . , xnq ¨ σ “ pxσp1q, . . . , xσpnqq “ px1, . . . , xnq ô σpiq “ i “ Idpiq, @ i “ 1, . . . , n.
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Observação 3.3.2. A permutação de coordenadas também define uma ação à esquerda

do grupo simétrico Σn sobre o espaço de configurações FnpMq.

Denotemos o espaço de órbitas de F npMq pela ação livre µ por CnpMq. Assim:

CnpMq “
F npMq

Σn

.

As órbitas dos elementos em F npMq, sob a ação livre µ, consistem das n-uplas

px1, . . . , xnq de pontos xi P M , dois a dois distintos, onde duas n-uplas estão na mesma

órbita se elas diferem apenas por uma permutação de suas coordenadas. Assim, podemos

pensar em CnpMq como o espaço de todas as configurações de um conjunto não ordenado

de n pontos em M , dois a dois distintos. O espaço CnpMq é chamado o Espaço de

Configurações para um conjunto de n pontos não ordenados em M .

Consideremos a projeção natural de F npMq sobre o espaço de órbitas CnpMq:

pn : F npMq Ñ
F npMq

Σn

“ CnpMq.

a qual define uma aplicação de recobrimento, pelo Teorema B.0.33, desde que Σn é um

grupo finito agindo livremente sobre FnpMq, que é Hausdorff. Além disso, pela Proposição

3.2.5, FnpMq é conexo por caminhos, logo é conexo e segue de [21, Example 4.42, pág.

377], que pn é uma fibração com fibra Σn. Temos ainda da Observação 3.2.4 que F npMq

é uma variedade topológica e que o espaço de órbitas CnpMq é Hausdorff, pelo Teorema

B.0.34, pois Σn é um grupo compacto. Assim segue da Observação B.0.35, que CnpMq é

uma variedade topológica.

O nosso próximo objetivo será averiguar como os espaços de configurações podem ser

usados para definir uma noção de tranças em M .

Escolhemos um ponto base c̃0 P F npMq e fixemos c0 “ pnpc̃0q como ponto base em

CnpMq. Consideremos um elemento arbitrário β P π1pCnpMq, c0q, o grupo fundamental

de CnpMq, representado pelo laço fechado:

f : r0, 1s Ñ CnpMq

com fp0q “ fp1q “ c0.
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Como pn : F npMq Ñ CnpMq é um aplicação de recobrimento, segue da propriedade

do levantamento de caminhos 15 que existe um único levantamento rf : r0, 1s Ñ F npMq de

f tal que rfp0q “ c̃0, com rf “ p rf1, . . . , rfnq.

pFnpMq,rc0q

pn

��
pr0, 1s, 0q

f
//

rf
77

pCnpMq, c0q

Assim, podemos pensar em f̃ como n caminhos rfi : r0, 1s Ñ M , para todo 1 ď i ď n

tais que rfiptq ‰ rfjptq, @i ‰ j e para todo t P r0, 1s. Observemos que a n-upla ordenada

p rf1p1q, . . . , rfnp1qq em M é apenas uma permutação σ da n-upla ordenada p rf1p0q, . . . , rfnp0qq

em M , pois como pn ˝ f̃ “ f , temos

pnp rfp0qq “ fp0q “ c0 “ fp1q “ pnp rfp1qq.

Para cada 1 ď i ď n, definimos mergulhos A i : r0, 1s ÑM ˆ r0, 1s, onde

A iptq “ p rfiptq, tq, @t P r0, 1s.

O sistema de arcos A “ tA 1, . . . ,A nu é um sistema de n-cordas no espaço produto

Mˆr0, 1s satisfazendo os requisitos previstos na Definição 3.1.1 para tranças geométricas,

ou seja,

(i) Cada arco Ai intersecta M ˆ ttu exatamente uma vez, pois Aiptq “ p rfiptq, tq e para

cada t, Aiptq está em um plano diferente.

(ii) Os arcos A1, . . . ,An intersectam M ˆ ttu em exatamente n pontos diferentes, pois

Aiptq ‰ Ajptq, se i ‰ j.

Em particular, o sistema de cordas pA , σq em M ˆ r0, 1s conecta os pontos P1, . . . , Pn

em M ˆ t0u, os quais são as coordenadas de c̃0 P F npMq, ao correspondente conjunto de

15[34, Lema 54.1] Seja p : pE, e0q Ñ pB, b0q uma aplicação de recobrimento, com ppe0q “ b0. Então,
qualquer caminho f : r0, 1s Ñ B, começando em b0, possui um único levantamento f̃ : r0, 1s Ñ E,
começando em e0.
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pontos P
1

1, . . . , P
1

n em M ˆt1u, de acordo com a permutação σ que leva rfp0q em rfp1q, i.e.,

$

’

&

’

%

A ip0q “ p rfip0q, 0q “ Pi PM ˆ t0u;

A ip1q “ p rfip1q, 1q “ p rfσpiqp0q, 1q “ P
1

σpiq PM ˆ t1u.

A classe de homotopia de A , definida em analogia com a Definição (3.1.3), está bem

definida, pois depende somente de β e não do representante particular f : r0, 1s Ñ CnpMq,

originalmente escolhido.

Seguindo a nomenclatura introduzida por Fox [19], chamaremos A (ou, por uma

questão de simplicidade, a própria classe de homotopia original β P π1pCnpMq, c0q), uma

trança com permutação σ em M sobre n cordas e o grupo π1pCnpMq, c0q será chamado

o grupo de tranças sobre n cordas em M . O grupo π1pF npMq, c̃0q será chamado o grupo

Fox de tranças coloridas (ou tranças puras) sobre n cordas em M . Tranças Coloridas ou

tranças puras são exatamente as tranças com permutação trivial das cordas.

Agora, vamos considerar a variedadeM como sendo o plano Euclidiano E2, mergulhado

no espaço Euclidiano E3, de forma que depois da identificação de E3 com R3, o plano E2

corresponde a R2 “ R2 ˆ t0u. Escolha pontos

P1 “ p1, 0, 0q, P2 “ p2, 0, 0q, . . . , Pn “ pn, 0, 0q, no plano z “ 0

P
1

1 “ p1, 0, 1q, P
1

2 “ p2, 0, 1q, . . . , P
1

n “ pn, 0, 1q, no plano z “ 1.

Consideremos a projeção ao quociente

pn : F npE2
q Ñ

F npE2q

Σn

“ CnpE2
q

e sejam c̃0 “ pP1, . . . , Pnq P F npE2q o ponto base em F npE2q e c0 “ pnpc̃0q P CnpE2q o

ponto base correspondente em CnpE2q. Então, a trança A em E2, no sentido de Fox,

correspondendo à classe de homotopia β P π1pCnpE2q, c0q, como definida anteriormente,

é uma trança geométrica sobre n cordas, no sentido de Artin, como na Definição (3.1.1).

Reciprocamente, é posśıvel definir uma trança Fox a partir de uma trança Artin.

Teorema 3.3.3. [20, Theorem 3.1] O grupo de tranças Artin, Bpnq pode ser canoni-

camente identificado com o grupo fundamental π1pCnpE2q, c0q.
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3.4 Apresentação do Grupo de Tranças Artin

De acordo com a Seção 3.1.1, o grupo Bpnq de tranças sobre n cordas é gerado pelas

tranças elementares σ1, σ2, . . . , σn´1, onde σi apenas permuta as cordas i e i ` 1. Além

disso, foram obtidas as relações (3.1.4) e (3.1.5) entre esses elementos. A seguir, apresen-

taremos as ideias envolvendo a demonstração do Teorema 3.1.19, conforme [20, Chapter

1, Section 4].

Usaremos a identificação Bpnq “ π1pCnpR2q, c0q descrita anteriormente. Fixemos

P1 “ p1, 0q, P2 “ p2, 0q, . . . , Pn “ pn, 0q (3.4.1)

como o conjunto de pontos iniciais para as cordas nas n-tranças. Então, a n-trança

elementar σi, 1 ď i ď n´ 1, pode ser descrita pelo caminho

f̄ : r0, 1s Ñ F npR2
q

definido por f̄ptq “ pP1, . . . , Pi´1, f̄iptq, f̄i`1ptq, Pi`2, . . . , Pnq, onde

f̄iptq “ pi` sin
π

2
t, sin πtq e f̄i`1ptq “ pi` cos

π

2
t,´ sin πtq.

Desde que:

f̄p0q “ pP1, . . . , Pi´1, f̄ip0q, f̄i`1p0q, Pi`2, . . . , Pnq,

onde,

$

’

&

’

%

f̄ip0q “ pi` sin π
2
¨ 0, sin π ¨ 0q “ pi, 0q “ Pi

f̄i`1p0q “ pi` cos π
2
¨ 0,´ sin π ¨ 0q “ pi` 1, 0q “ Pi`1,

temos:

f̄p0q “ pP1, . . . , Pi, Pi`1, . . . , Pnq.

Além disso, desde que

f̄p1q “ pP1, . . . , Pi´1, f̄ip1q, f̄i`1p1q, Pi`2, . . . , Pnq,
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onde
$

’

&

’

%

f̄ip1q “ pi` sin π
2
¨ 1, sin π ¨ 1q “ pi` 1, 0q “ Pi`1

f̄i`1p1q “ pi` cos π
2
¨ 1,´ sin π ¨ 1q “ pi, 0q “ Pi.

temos:

f̄p1q “ pP1, . . . , Pi`1, Pi, Pi`2, . . . , Pnq.

O caminho f̄ : r0, 1s Ñ F npR2q é projetado por pn no laço f : r0, 1s Ñ CnpR2q, com

fp0q “ fp1q “ c0 e este laço representa σi P π1pCnpR2q, c0q.

O resultado a seguir foi enunciado anteriormente como Teorema 3.1.19 e foi provado

por Artin em 1925 em Teorie der Z:opfe [1]. A ideia da demonstração apresentada aqui

está contida em detalhes em [20, págs. 18-24] e é devida a Fadell e van Buskirk (The

Braid Groups of E2 and S2 [17]).

Teorema 3.4.1 (Fadell e Buskirk). O grupo Bpnq das tranças geométricas sob n cor-

das admite uma apresentação com os seguintes geradores σ1, σ2, . . . , σn´1 e as seguintes

relações:

(1) σiσj “ σjσi, |i´ j| ě 2, 1 ď i, j ď n´ 1.

(2) σi ¨ σi`1 ¨ σi “ σi`1 ¨ σi ¨ σi`1, 1 ď i ď n´ 2.

Ideia da demonstração: Apresentamos a seguir um esquema da demonstração.

Passo 1: Existe um bem definido homomorfismo:

ιn : Bn Ñ Bpnq (3.4.2)

onde Bn é um grupo abstrato com apresentação dada por geradores σ̃1, . . . , σ̃n´1 e relações:

(1) σ̃i ¨ σ̃j “ σ̃j ¨ σ̃i, se |i´ j| ě 2, 1 ď i, j ď n´ 1

(2) σ̃i ¨ σ̃i`1 ¨ σ̃i “ σ̃i`1 ¨ σ̃i ¨ σ̃i`1, se 1 ď i ď n´ 2.

O homomorfismo dado em (3.4.2) leva σ̃i em σi.

Passo 2: ιn é um isomorfismo.
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Note que a sequência de homotopia para a fibração pn : F npR2q Ñ CnpR2q se reduz, pelo

Corolário 3.2.17, à seguinte sequência exata curta

1 ÝÑ π1pF npR2
q, c̃0q

ρn
ÝÑ π1pCnpR2

q, c0q
τn
ÝÑ Σn ÝÑ 1. (3.4.3)

Se usarmos a identificação Bpnq “ π1pCnpR2q, c0q e denotarmos Hpnq por π1pF npR2q, c̃0q,

então os elementos em Hpnq podem ser identificados com as classes de equivalência de

tranças geométricas sobre n cordas com permutação trivial das cordas (as chamadas tran-

ças puras ou coloridas16 ). O homomorfismo τn na sequência exata curta (3.4.3) é definido

como sendo a permutação de uma trança β P π1pCnpR2q, c0q. O homomorfismo ρn é in-

duzido pela aplicação pn. Com estas identificações, a sequência exata curta em (3.4.3),

torna-se:

1 ÝÑ Hpnq
ρn
ÝÑ Bpnq

τn
ÝÑ Σn ÝÑ 1. (3.4.4)

a qual é chamada a sequência do grupo de tranças e o homomorfismo τn é chamado o

homomorfismo permutação.

Observação 3.4.2. Observemos que Kerpτnq é um subgrupo normal de Bpnq, o qual

será denotado por PBpnq, chamado o grupo de tranças puras sobre n cordas. Segue da

exatidão da sequência (3.4.4) que ρn : Hpnq Ñ Bpnq é injetora, logo, Kerpρnq é trivial e,

pelo Teorema do Isomorfismo,

Hpnq “
Hpnq

Kerpρnq

iso.
– Impρnq. (3.4.5)

Portanto, de (3.4.5) e da exatidão da sequência (3.4.4):

Hpnq – Impρnq “ Kerpτnq “ PBpnq. (3.4.6)

Para o grupo abstrato Bn, mostra-se que existe um bem definido epimorfismo natural,

τ̃n : Bn Ñ Σn

dado por τ̃npσ̃iq “ pi, i`1q, a transposição em Σn, ou seja, a permutação que apenas troca

16Ou seja, se β é uma trança pura, então a permutação associada a β é a permutação identidade.
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i com i` 1.

Denotemos por Hn “ Kerpτ̃nq e seja ρ̃n : Hn Ñ Bn o homomorfismo inclusão. Assim,

para o grupo abstrato Bn temos a sequência exata curta:

1 ÝÑ Hn
ρ̃n
ÝÑ Bn

τ̃n
ÝÑ Σn ÝÑ 1.

Desde que também τnpσiq “ pi, i` 1q é a transposição pi, i` 1q P Σn, obtemos o seguinte

diagrama comutativo:

1 // Hn
ρ̃n //

ι1n
��

Bn
τ̃n //

ιn
��

Σn
//

Id.
��

1

1 // Hpnq ρn
// Bpnq τn

// Σn
// 1

no qual as linhas horizontais são sequências exatas curtas e onde ι1n é a restrição de ιn ao

subgrupo Hn em Bn. Usando o Lema dos Cinco (vide Lema B.0.27), obtemos o seguinte

resultado.

Lema 3.4.3. [20, Lemma 4.1] O homomorfismo ιn : Bn Ñ Bpnq é um isomorfismo se,

e somente se, ι1n : Hn Ñ Hpnq é um isomorfismo.

A ideia é provar que ι1n : Hn Ñ Hpnq é um isomorfismo e usando o Lema 3.4.3, obtemos

o isomorfismo desejado. Para mostrar que ι1n : Hn Ñ Hpnq é um isomorfismo, precisamos

conhecer uma apresentação de Hn, a qual será dada no lema a seguir, o qual assumiremos

sem demonstração (para detalhes de uma prova, vide [20, Appendix 1]).

Lema 3.4.4. [20, Lemma 4.2] O grupo Hn admite uma apresentação com geradores:

ai,j “ rσj´1rσj´2 . . . rσi`1rσ
2
i rσ
´1
i`1 . . . rσ

´1
j´2rσ

´1
j´1, para 1 ď i ă j ď n e relações :

a´1
r,sai,jar,s “

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

ai,j, se i ă r ă s ă j ou r ă s ă i ă j

ar,jai,ja
´1
r,j , se r ă i “ s ă j

ar,jas,jai,ja
´1
s,ja

´1
r,j , se i “ r ă s ă j

ar,jas,ja
´1
r,j a

´1
s,jai,jas,jar,ja

´1
s,ja

´1
r,j , se r ă i ă s ă j.

A n-trança geométrica que corresponde a aij, 1 ď i ă j ď n, isto é, a trança

σj´1σj´2 ¨ ¨ ¨ σi`1σ
2
i σ
´1
i`1 ¨ ¨ ¨ σ

´1
j´2σ

´1
j´1, (3.4.7)
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apenas passa a corda j uma vez em torno da corda i, primeiro por baixo e depois por

cima, e passa por baixo de cada corda intermediária duas vezes, conforme a Figura 3.14.

Figura 3.14: σj´1σj´2 . . . σi`1σ
2
i σ
´1
i`1 . . . σ

´1
j´2σ

´1
j´1

A trança inversa correspondente a a´1
ij faz o mesmo que a trança aij, exceto que agora a

corda j passa em sentido oposto pela corda i, primeiro por cima e depois por baixo.

As tranças puras podem ser escritas como um produto das tranças correspondentes a

aij e suas inversas. Esse processo é conhecido como técnica de pentear tranças

(vide Figura 3.15). Em outras palavras, o sistema de tranças correspondente ao sistema

taij; 1 ď i ă j ď nu é um sistema de geradores para Hpnq.

Figura 3.15: 4-trança correspondente a a14a24a24a
´1
13 a34.
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O grupo Hn´1 pode ser considerado como o subgrupo de Hn que é gerado por

aij, 1 ď i ă j ď n´ 1.

Pode-se mostrar que:

(i) existe um homomorfismo natural η : Hn Ñ Hn´1 definido por

ηpaijq “

$

’

&

’

%

aij, se 1 ď i ă j ď n´ 1

1, se 1 ď i ă n e j “ n.

(3.4.8)

(ii) Kerpηq é o fecho normal em Hn dos elementos a1n, a2n, . . . , apn´1qn.

(iii) Kerpηq “ Un, onde Un é o subgrupo em Hn gerado pelos elementos da forma:

a1n, a2n, . . . , apn´1qn.

Com essas informações, é posśıvel obter a seguinte sequência exata curta:

1 ÝÑ Un
i
ÝÑ Hn

η
ÝÑ Hn´1 ÝÑ 1

Considerando a fibração:

p : F npR2
q Ñ F n´1pR2

q,

com fibra F n´1,1pR2q “ R2zQn´1 definida no Teorema 3.2.15, podemos obter a correspon-

dente sequência exata curta para o grupo de tranças Bpnq, como segue.

1 ÝÑ π1pF n´1,1pR2
qq

i˚
ÝÑ π1pF npR2

qq
p˚
ÝÑ π1pF n´1pR2

qq ÝÑ 1 (3.4.9)

Para o grupo das tranças puras, temos as identificações

Hpnq “ π1pF npR2
qq e Hpn´ 1q “ π1pF n´1pR2

qq, (3.4.10)

e, deste modo, a sequência (3.4.9) torna-se

1 ÝÑ π1pF n´1,1pR2
qq

i˚
ÝÑ Hpnq

p˚
ÝÑ Hpn´ 1q ÝÑ 1 (3.4.11)
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O homomorfismo p˚ opera sobre tranças removendo a corda de número n de uma n-trança.

Observemos também que

Kerpp˚q “ π1pFn´1,1pR2
qq “ π1pR2

zQn´1q (3.4.12)

é um grupo livre sobre n´ 1 geradores, pois R2zQn´1 tem o mesmo tipo de homotopia da

união por um ponto de n´ 1 cópias de S1 (vide Observação 3.2.16).

A trança geométrica correspondente a aij comporta-se, sob o homomorfismo p˚, do mesmo

modo que aij comporta-se sob o homomorfismo η. Assim, temos o seguinte diagrama

comutativo:

1 // Un
i //

ι2n
��

Hn
η //

ι1n
��

Hn´1
//

ι1n´1

��

1

1 // π1pFn´1,1pR2qq
i˚
// Hpnq p˚

// Hpn´ 1q // 1

(3.4.13)

onde ι2n é a restrição de ι1n ao subgrupo Un de Hn.

Recordemos que P1 “ p1, 0q, P2 “ p2, 0q, . . . , Pn “ pn, 0q é o conjunto de pon-

tos de R2 fixado como sendo o conjunto dos pontos iniciais das n-tranças geométricas.

As n-tranças puras consideradas como laços em F npR2q são então baseadas no ponto

c̃0 “ pP1, . . . , Pnq P F npR2q. Em correspondência, as pn ´ 1q tranças puras em Hpn ´ 1q

são descritas por laços em F n´1pR2q baseadas no ponto pP1, . . . , Pn´1q P F n´1pR2q. O

ponto base na fibra F n´1,1pR2q para a fibração p : F npR2q Ñ F n´1pR2q, é então o ponto

Pn P F n´1,1pR2q “ R2ztP1, . . . , Pn´1u.

Analisando a trança geométrica ι1npaijq, correspondendo a aij P Hn, percebemos que ela

enlaça a corda j uma vez em torno da corda i. Portanto, temos que o elemento ι2npajnq P

π1pF n´1,1pR2qq, para 1 ď j ă n, é representado pelo laço no espaço F n´1,1pR2q “

R2ztP1, . . . , Pn´1u, baseado no ponto Pn, que enlaça o ponto Pj uma vez e o separa dos

pontos P1, . . . , Pj´1, Pj`1, . . . , Pn´1, conforme Figura 3.16.

Figura 3.16: Representação de um laço em F n´1,1pR2q.
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Então, o conjunto dos elementos tι2npajnq; 1 ď j ă nu é uma base para o grupo livre

π1pF n´1,1pR2qq de posto pn´ 1q.

O grupo Un “ Kerpηq é gerado pelos elementos tajn; 1 ď j ă nu e, como observado acima,

este conjunto de geradores é levado sobre uma base para o grupo livre π1pF n´1,1pR2qq, sob

o homomorfismo ι2n. Consequentemente, não podem existir relações entre esses geradores,

desde que um grupo livre de posto finito não pode ser isomorfo a um dos seus grupos de

fatores próprios17. Em outras palavras, o grupo Un é, ele mesmo, um grupo livre de posto

pn´ 1q, que é levado isomorficamente sobre π1pF n´1,1pR2qq pelo homomorfismo ι2n.

Finalmente, observemos que H1 “ 1 e π1pF 0,1pR2qq “ 1. Assim, ι11 é um isomorfismo.

Assumimos indutivamente que ι1n´1 é um isomorfismo. Então, desde que ι2n é um iso-

morfismo, para todo n, aplicando o Lema dos Cinco (Lema B.0.27) ao diagrama 3.4.13,

conclúımos que ι1n é um isomorfismo, como queŕıamos demonstrar.

o

17[32, Theorem 2.13] Um grupo livre de posto finito não pode ser isomorfo a um dos seus grupos
de fatores próprios.



Caṕıtulo

4
Uma Ordenação para o Grupo de

Tranças Puras

Recordemos do Caṕıtulo 3, que uma trança β é chamada uma trança pura (ou uma

trança colorida) se a permutação associada à trança β é a permutação identidade. Vimos

que PBpnq, o conjunto de todas as classes de equivalências de tranças puras sobre n

cordas, é o núcleo do homomorfismo permutação τn : Bpnq Ñ Σn. Portanto, PBpnq é

um subgrupo normal de ı́ndice |Σn| “ n! em Bpnq. Segue da Observação 3.4.2, que existe

uma sequência exata curta

1 ÝÑ PBpnq ÝÑ Bpnq
τn
ÝÑ Σn ÝÑ 1 (4.0.1)

associada aos grupos de tranças PBpnq e Bpnq e ao grupo simétrico Σn.

Neste caṕıtulo, definiremos uma ordem total para PBpnq; o grupo das tranças puras

sobre n cordas, a qual será invariante sob a multiplicação de ambos os lados. A ordena-

ção para PBpnq será definida usando-se uma combinação da técnica de pentear tranças

devida a Artin e a expansão Magnus para Grupos Livres. Veremos que grupos livres

são bi-ordenáveis e que PBpnq é um produto semidireto de grupos livres. As principais

referências deste caṕıtulo são [12] e [28].

4.1 Grupos Ordenados

Relembremos que uma ordenação estrita de um conjunto Ω é uma relação binária,

denotada por ă, que satisfaz as seguintes propriedades:
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1. Anti-reflexiva: x ă x não ocorre;

2. Transitiva: se x ă y e y ă z, implica x ă z.

Uma ordenação estrita de Ω é chamada total ou linear se, para todos x, x1 P Ω,

exatamente uma das seguintes condições é válida: x “ x1, ou x ă x1 ou x1 ă x.

Definição 4.1.1. [12, Definition 1.1] Dizemos que:

(i) Uma ordenação invariante à esquerda, ou ordenação à esquerda, de um

grupo G é uma ordenação total estrita ă de G satisfazendo a condição de que dados

g, h P G tais que

g ă h ñ fg ă fh,@ f P G. (4.1.1)

Um grupo G é chamado ordenável à esquerda, se existe pelo menos uma orde-

nação invariante à esquerda de G.

(ii) Uma ordenação bi-invariante, ou uma bi-ordenação, de um grupo G é uma

ordenação à esquerda de G que também é invariante à direita, ou seja, dados g, h P

G tais que

g ă h ñ gf ă hf, @ f P G. (4.1.2)

Um grupo G é chamado bi-ordenável, se existe pelo menos uma ordenação bi-

invariante de G. Neste caso, usaremos a notação pG,ăq.

Um exemplo importante é dado no resultado a seguir, o qual será assumido sem de-

monstração, desde que as ferramentas necessárias para uma prova fogem do escopo deste

trabalho.

Teorema 4.1.2. [12, Proposition 1.2] Para n ě 3, o grupo de tranças no disco Bpnq

não é bi-ordenável.

Por causa do teorema anterior, estaremos interessados em ordens que são invarian-

tes sob a multiplicação de um dos lados. O resultado a seguir mostra que ordenações

à esquerda de um grupo G determinam ordenações à direita de G, através de regras

simétricas.
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Lema 4.1.3. [28, Lemma 1.3] Suponhamos que ă seja uma ordenação invariante à

esquerda de um grupo G. Então, definindo

g ră hô g´1 ă h´1, (4.1.3)

obtemos que ră é uma ordenação invariante à direita de G.

Demonstração:

(i) ră é uma ordem estrita.

Propriedade anti-reflexiva: Por definição, g ră g ô g´1 ă g´1. Mas como ă é uma

ordem estrita, g´1 ă g´1 não ocorre e, consequentemente, g ră g também não ocorre.

Propriedade Transitiva: Suponhamos que sejam dados g, h, k P G tais que g răh e

h ră k. Queremos mostrar que g ră k. De fato, como

g răhô g´1 ă h´1 e h ră k ô h´1 ă k´1,

sendo ă uma ordem estrita, temos pela transitividade de ă que g´1 ă k´1. Por-

tanto, g ră k.

(ii) ră é uma ordem total.

De fato, precisamos mostrar que para todos g, h P G, ou g “ h ou g răh ou h ră g.

Para isso, suponhamos que g “ h e h ră g não ocorrem e mostremos que g răh.

Faremos a prova por contradição. Se g răh não ocorresse, como por definição,

g răhô g´1 ă h´1

teŕıamos que g´1 ă h´1 não ocorre, mas como ă é uma ordem total, deveŕıamos

ter g´1 “ h´1 ou h´1 ă g´1. Mas, se g´1 “ h´1, isso implicaria g “ h, o que não

ocorre por hipótese. Agora, se h´1 ă g´1, teŕıamos por definição

h´1 ă g´1
ô h ră g, (4.1.4)
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o que também não ocorre, por hipótese. Portanto, g răh ocorre e ră é ordem total.

(iii) ră é uma ordenação invariante à direita de G.

Dados g, h P G tais que g răh, devemos mostrar que gk ră hk, @k P G. De fato,

como ă é uma ordem invariante à esquerda de G, temos:

g ră h ô g´1 ă h´1
ñ k´1g´1 ă k´1h´1

ñ pgkq´1 ă phkq´1

def.
ô gk răhk.

o

Uma ordenação à direita de um grupo G pode ser caracterizada pela existência de um

subconjunto P Ă G chamado “cone positivo”, como segue.

Definição 4.1.4. [12, Definition 1.4] Um subconjunto P de um grupo G é chamado

um cone positivo sobre G se satisfaz as seguintes condições:

1. P é fechado sob a multiplicação de G, ou seja, P ¨ P Ă P.

2. Gzt1Gu “ P
Ů

P´1 (união disjunta), onde P´1 “ tp´1; p P Pu, isto é, P particiona

Gzt1Gu, onde 1G denota o elemento identidade de G.

Lema 4.1.5. [28, pág. 825] Um grupo G é ordenável a direita se, e somente se, existe

P Ă G cone positivo sobre G.

Demonstração:

Suponhamos que ă seja uma ordenação invariante à direita do grupo G. Definimos o

conjunto P “ tg P G; 1G ă gu. Mostraremos que P Ă G é um cone positivo sobre G.

1. Dados g, h P P , então 1G ă g e 1G ă h. Assim, podemos escrever 1G “ hh´1 ă g e

como G é ordenável à direita, temos h “ phh´1qh ă gh. Portanto,

1G ă h ă ghñ 1G ă gh, (4.1.5)

pela propriedade transitiva. Logo, gh P P , ou seja, P ¨ P Ă P .
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2. Primeiramente, vejamos que PXP´1 “ H. Suponhamos que isso não ocorra, então

existe um elemento g P P X P´1. Assim:

(i) g P P , implica 1G ă g.

(ii) g P P´1 implica g´1 P P , logo 1G ă g´1. E como ă é uma ordenação invariante à

direita, temos g ă 1G.

Dessa forma, 1G ă g e g ă 1G e, pela propriedade transitiva, teŕıamos 1G ă 1G, o

que contradiz a propriedade anti-reflexiva. Portanto, P X P´1 “ H.

Mostraremos que Gzt1Gu Ă P
Ů

P´1. De fato, seja g P Gzt1Gu. Sabemos que

1G ă g ou g ă 1G.

(i) Se 1G ă g, então g P P .

(ii) Caso contrário, se g ă 1G, desde que ă é uma ordenação à direita do grupo G,

temos 1G ă g´1 e, assim, g P P´1.

Portanto, Gzt1Gu Ă P
Ů

P´1 e como P
Ů

P´1 Ă Gzt1Gu, segue a igualdade.

Reciprocamente, suponhamos agora que exista P Ă G, cone positivo sobre G e mostremos

que G é ordenável a direita. Definimos ă pela relação

g ă hô hg´1
P P . (4.1.6)

Mostraremos que ă é uma ordenação invariante à direita do grupo G:

(i) ă é uma ordenação total estrita.

Propriedade anti-reflexiva: g ă g
def.
ô g ¨ g´1 “ 1G P P , o que é uma contradição,

pois 1G R P . Portanto, g ă g não ocorre.

Propriedade transitiva: dados g, h, k P G tais que

g ă h
def.
ô hg´1

P P e (4.1.7)

h ă k
def.
ô kh´1

P P .

Como P ¨ P Ă P , temos que pkh´1q ¨ phg´1q P P , ou seja, kg´1 P P ô g ă k.
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(ii) ă é uma ordem total.

De fato, precisamos mostrar que para todos g, h P G, ou g “ h ou g ă h ou h ă g.

Para isso, suponhamos que g “ h e h ă g não ocorrem e mostremos que g ă h.

Faremos a prova por contradição, ou seja, se g ă h não ocorre, desde que por

definição,

g ă hô h´1g P P

teŕıamos que h´1g R P , o que implica que ph´1gq´1 R P´1 :“ tp´1; p P Pu. Mas

G é grupo e h´1, g P G, logo h´1g P G. Assim, como Gzt1u “ P
Ů

P´1, a única

possibilidade é que h´1g “ 1G, ou seja, h “ g, o que é uma contradição. Portanto,

g ă h ocorre. Os outros casos ocorrem de maneira similar.

(iii) ă é uma ordem a direita.

Dados g, h P G tais que g ă h, devemos mostrar que gk ă hk, @ k P G. Mas

g ă h ô hg´1
P P. (4.1.8)

Assim, temos:

hg´1
P P ô phkqpk´1g´1

q P P ô phkqpgkq´1
P P def.

ô gk ă hk.

o

De maneira análoga, mostra-se o seguinte resultado

Lema 4.1.6. [12, Lemma 1.5]

(i) Assuma que ă seja uma ordenação invariante à esquerda de um grupo G. Então, o

conjunto P “ tg P G; 1G ă gu é um cone positivo sobre G e g ă hô g´1h P P.

(ii) Assuma que P seja um cone positivo sobre um grupo G. Então, a relação g ă h ô

g´1h P P é uma ordenação invariante à esquerda de G e P “ tg P G; 1G ă gu.

Como uma consequência imediata dos Lemas 4.1.5 e 4.1.6, obtemos o seguinte

Corolário 4.1.7. [28, pág. 825] Um grupo G é ordenável à direita se, e somente se, G

é ordenável à esquerda, mas as ordenações podem diferir.
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Proposição 4.1.8. [28, pág. 825] Um grupo G é bi-ordenável se, e somente se, as

propriedades p1q e p2q da Definição 4.1.4 são válidas para algum subconjunto P Ă G e,

em adição:

p3q @ g P G, g ¨ P ¨ g´1
Ă P (normalidade). (4.1.9)

Demonstração:

Suponhamos que um grupo pG,ăq seja bi-ordenável, então pG,ăq é ordenável à direita

e segue do Lema 4.1.5, que existe P “ tg P G; 1G ă gu Ă G, cone positivo sobre G,

satisfazendo as condições p1q e p2q da Definição 4.1.4. Assim, basta mostrarmos que P
satisfaz a condição p3q dada em (4.1.9). Dado g P G arbitrário, vejamos que g ¨P ¨g´1 Ă P .

Seja x P G um elemento qualquer tal que x P gPg´1, então x “ gpg´1, para algum

p P P . Nesse caso, 1G ă p e desde que ă é uma ordenação invariante à direita, segue

que 1Gg
´1 ă pg´1. Além disso, sendo ă também uma ordenação invariante à esquerda,

conclúımos que, 1G “ gg´1 ă gpg´1 “ x, o que implica x P P .

Reciprocamente, se para algum subconjunto P Ă G, são válidas as condições p1q e p2q da

Definição 4.1.4 e, além disso, P satisfaz também a condição p3q dada em (4.1.9), segue do

Lema 4.1.5, que pG,ăq é ordenável à direita, onde ă é dada por

g ă hô hg´1
P P . (4.1.10)

Mostraremos que ă é uma ordem a esquerda, ou seja, dados g, h P G tais que g ă h,

então kg ă kh, para todo k P G. Mas note que

kg ă kh ô khpkgq´1
P P ô kphg´1

qk´1
P P , onde p “ hg´1

P P , (4.1.11)

e a última equivalência é válida pela propriedade p3q. Portanto, ă é uma ordenação

invariante à esquerda e, consequentemente, pG,ăq é bi-ordenável.

o

Observação 4.1.9. Se pG,ăq é um grupo ordenável à direita (respectivamente, bi-

ordenável) e se H Ă G é subgrupo de G, então considerando a restrição de ă aos ele-

mentos de H, temos que pH,ăq é ordenável à direita (respectivamente, bi-ordenável).

A seguir, listamos algumas propriedades válidas para grupos ordenáveis.
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Observação 4.1.10. Propriedades dos grupos ordenáveis.

1. Um teorema clássico devido a Hölder [22], afirma que se um grupo ordenável pG,ăq

é Arquimediano18, então G é isomorfo (algebricamente e no sentido da ordem) a

um subgrupo do grupo aditivo dos números reais, e portanto, será abeliano (vide [36,

Theorem 1.3.4]).

2. Se um grupo G é ordenável à direita, então G não possui elementos de ordem finita.

Em outras palavras, G é livre de torção. (vide [27, pág. 12]).

3. Mostraremos na Proposição 4.3.19, que grupos livres são bi-ordenáveis.

4. Mais geralmente, Vinogradov em [40], mostrou que bi-ordenabilidade é preservada

por produtos livres.

A bi-ordenabilidade é preservada por produtos diretos, como mostra o exemplo a

seguir.

Exemplo 4.1.11. [28, pág. 826] (Ordem Lexicográfica) Mostraremos que se pG,ăGq

e pH,ăHq são grupos bi-ordenáveis, então o produto direto pGˆH,ăq é bi-ordenável, onde

ă denota a ordem lexicográfica definida como segue:

pg, hq ă pg1, h1q ô pg ăG g
1
q ou pg “ g1 e h ăH h1q. (4.1.12)

Sejam pg, hq, pg1, h1q P GˆH tais que pg, hq ă pg1, h1q e mostremos que

pg, hq ¨ pg1, h1q ă pg
1, h1q ¨ pg1, h1q, @ pg1, h1q P GˆH. (4.1.13)

Mas, por definição da ordem lexicográfica, temos pg, hq ă pg1, h1q se, e somente se,

(i) g ăG g
1 ou

(ii) g “ g1 e h ăH h1.

18[12, Definition 3.1] Uma ordenação em um grupo G possui a propriedade Arquimediana se, sempre
que 1 ă x ă y, no grupo G, então existe um inteiro p tal que y ă xp.
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Assim, se g ăG g
1, como G é bi-ordenável, segue que:

gg1 ăG g
1g1, @ g1 P G. (4.1.14)

Ou, se g “ g1 e h ăH h1, neste caso, como H é bi-ordenável segue que:

gg1 “ g1g1 e hh1 ăH h1h1, @ h1 P H. (4.1.15)

Note que as equações (4.1.14) e (4.1.15), equivalem a dizer que:

pgg1, hh1q ă pg
1g1, h

1h1q. (4.1.16)

Mas, (4.1.13) e (4.1.16) são equivalentes, o que mostra que pG ˆ H,ăq é ordenável à

direita. Analogamente, mostra-se a ordenabilidade à esquerda.

Os seguintes exemplos mostram que o produto semidireto de grupos bi-ordenáveis não

são necessariamente bi-ordenáveis.

Exemplo 4.1.12. [27, Example 2.5] O grupo fundamental da garrafa de Klein possui

uma apresentação, como segue.

K “ xx, y ; yxy´1
“ x´1

y (4.1.17)

Este grupo não é bi-ordenável. De fato, suponhamos que K seja bi-ordenável. Então,

pela Proposição 4.1.8, existe P Ă K, cone positivo sobre K, satisfazendo a condição de

normalidade, ou seja,

@k P K, kPk´1
Ă P . (4.1.18)

Desde que Kzt1Ku “ P
Ů

P´1, para o gerador x P K, x ‰ 1K, se x P P, então:

yxy´1
“ x´1

P P , (4.1.19)
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o que contraria P X P´1 “ H. Analogamente, se x P P´1. No entanto, K é o produto

semidireto de dois grupos ćıclicos infinitos, os quais são bi-ordenáveis.

Uma ideia intuitiva de como obtemos K “ π1pKq “ Z ¸ϕ Z é dada a seguir, com o caso

do toro incluso. Considere o Toro S1 ˆ S1 e a garrafa de Klein K. Em ambos os casos

existem dois caminhos fechados, indicados por a e b, como nas Figuras 4.1 e 4.2:

Figura 4.1: Identificações na Garrafa de Klein.

Figura 4.2: Identificações no Toro.

Em ambos os casos, existe uma retração19 r de X para a imagem A Ă X do caminho

a, com X sendo o toro ou a garrafa de Klein. A Figura 4.3 traz uma representação

desta retração no caso da garrafa de Klein. O grupo fundamental de A é Z e o grupo

fundamental de X se encaixa em uma sequência exata curta:

0 Ñ H Ñ π1pXq Ñ ZÑ 0, (4.1.20)

19Dados um espaço topológico X e A Ă X, uma aplicação cont́ınua r : X Ñ A é chamada uma retração
se r|A “ IdA, ou seja, rpaq “ a, para todo a P A.
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onde H “ Kerpπ1pXq
r˚
Ñ πpAqq.

Desde que rpbq é um único ponto, a imagem de b certamente está neste núcleo. Pode-se

mostrar que este núcleo é exatamente Z com gerador b.

Figura 4.3: Retração da garrafa de Klein.

Segue que π1pXq é um dos dois grupos, ZˆZ ou Z¸ϕZ. Para determinarmos qual destes

grupos ocorre, precisamos encontrar o homomorfismo ϕ : H Ñ AutpNq. O grupo H “ Z é

gerado por a e o grupo N “ Z é gerado por b, por isso, precisamos calcular ϕapbq “ aba´1.

A Figura 4.4 mostra que este elemento é b para o Toro, ou seja, ϕapbq “ aba´1 “ b ô

ab “ ba (relação entre os geradores na apresentação do grupo fundamental do toro) e,

respectivamente, b´1 para a garrafa de Klein, ou seja, ϕapbq “ aba´1 “ b´1 (relação entre

os geradores na apresentação do grupo fundamental da garrafa de Klein). Portanto, segue

que π1pS
1 ˆ S1q “ Zˆ Z e π1pKq “ Z¸ϕ Z.
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Figura 4.4: Relações entre os geradores do grupo fundamental do Toro e da Garrafa de

Klein, respectivamente.

Observação 4.1.13. Recordemos a notação fixada para uma ação à direita de um grupo

G sobre um grupo H, como segue.

H ˆGÑ H (4.1.21)

ph, gq ÞÑ h ¨ g “ hg.

Também, a multiplicação em um produto semidireto G˙H é dada pela fórmula:

pg, hq ¨ pg1, h1q “ pgg1, hg
1

h1q, onde hg
1

“ g1hpg1q´1, (4.1.22)

ou seja, a ação de G sobre H é por conjugação.

O resultado a seguir fornece uma condição necessária e suficiente para que a ordem

lexicográfica sobre um produto semidireto seja uma bi-ordem.

Lema 4.1.14. [27, Lemma 2.6] Sejam G e H grupos bi-ordenáveis. Então, a ordem

lexicográfica sobre o produto semidireto G ˙ H é uma bi-ordenação se, e somente se, a

ação de G sobre H preserva a ordem sobre H (equivalentemente, se gPHg´1 Ă PH , para

todo g P G).

Demonstração:

Sejam pG,ăGq e pH,ăHq grupos bi-ordenáveis. Segue do Lema 4.1.5, que existem PG Ă G

e PH Ă H cones positivos sobre G e H, respectivamente.
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Suponhamos que G age sobre H de tal forma que gPHg´1 Ă PH , @ g P G. Definimos

P “ tpg, hq; g P PG ou pg “ 1G e h P PHqu

“ tpg, hq; 1G ăG g ou pg “ 1G e 1H ăH hqu,

(1) Mostremos que P ¨ P Ă P .

Sejam pg, hq, pg1, h1q P P , vamos analisar o produto semidireto pg, hq ¨ pg1, h1q “

pgg1, hg
1

h1q, onde hg
1

“ g1hpg1q´1.

‚ Se g ‰ 1G ou g1 ‰ 1G, então 1G ăG gg
1, ou seja, gg1 P PG.

‚ Se ambos g e g1 são iguais a 1G, então como h P PH e gPHg´1 Ă PH , para

todo g P G, devemos ter hg
1

“ g1hpg1q´1 P PH , então 1H ăH hg
1

e sendo ăH uma

bi-ordem, segue que 1H ăH hg
1

h1 “ g1hpg1q´1h1 “ hh1, ou seja, hg
1

h1 P PH .

Em qualquer dos casos, temos p1G, 1Hq ă pg, hq ¨ pg
1, h1q “ pgg1, hg

1

h1q P P .

(2) Agora, mostraremos que pG˙Hqztp1G, 1Hqu “ P
Ů

P´1.

Suponhamos que pg, hq ‰ p1G, 1Hq e que pg, hq R P . Então ou g ‰ 1G e g R PG ou

g “ 1G, h R PH e h ‰ 1H . No primeiro caso, g R PG e g ‰ 1G implica que g´1 P PG,

desde que G é um grupo ordenável. Assim,

pg, hq´1
“ pg´1, ph´1

q
g´1

q “ pg´1, g´1h´1gq P P ,

pois g´1h´1g P PH . Caso contrário, se g “ 1G, h R PH e h ‰ 1H , então h´1 P PH , o

que significa que:

p1G, hq
´1
“ p1G, h

´1
q P P .

(3) Finalmente, mostraremos a normalidade: pg, hqPpg, hq´1 Ă P .

Seja pg1, h1q P P . Considere o conjugado:

pg, hq ¨ pg1, h1q ¨ pg, hq´1
“ pgg1, hg

1

h1q ¨ pg´1, ph´1
q
g´1

q

“ pgg1g´1, phg
1

h1qg
´1

¨ ph´1
q
g´1

q

“ pgg1g´1, phg
1

h1h´1
q
g´1

q. (4.1.23)

Se g1 ą 1G, ou seja, g1 P PG, então desde que G é ordenável, a condição de normali-



118 Uma Ordenação para o Grupo de Tranças Puras

dade válida para PG, implica que gg1g´1 P PG, assim, o conjugado em (4.1.23) está

em P .

Caso contrário, se g1 “ 1G e h1 P PH , então gg1g´1 “ 1G e phg
1

h1h´1qg
´1
“

phh1h´1qg
´1

. Desde que phh1h´1q P PH , pois H é bi-ordenável, phh1h´1qg
´1
P PH ,

da condição de normalidade válida para PH . Neste caso, o conjugado em (4.1.23)

também está em P .

Portanto, a ordem lexicográfica sobre o produto semidireto G˙H é uma bi-ordenação.

Reciprocamente, suponhamos que G˙H seja bi-ordenável e seja h P PH . Então, p1G, hq P

P . A ação sobre h por qualquer elemento g P G é equivalente à conjugação no produto

semidireto G˙H (Observação 4.1.13). Para qualquer g P G, temos

pg, 1Hq ¨ p1G, hq ¨ pg, 1Hq
´1
“ pg, hq ¨ pg´1, 1Hq (4.1.24)

“ pgg´1, hg
´1

q “ p1G, h
g´1

q.

Desde que G˙H é bi-ordenado, sabemos da normalidade válida para P , que o conjugado

em (4.1.24), p1G, h
g´1
q P P , ou seja, p1G, 1Hq ă p1G, h

g´1
q e, portanto, hg

´1
“ g´1hg P PH .

o

4.2 Penteado Artin

A partir de agora, seguindo a nomenclatura fixada em [12] e [28], @ 1 ď i ď n ´ 1,

denotaremos por σi a n-trança geométrica elementar, na qual a i-ésima corda cruza

por baixo a pi`1q-ésima corda, uma única vez, e todas as outras cordas são percorridas

do ponto inicial Pi ao ponto final P
1

i , sem se cruzarem, conforme Figura 4.5. Também,

conforme Observação 3.1.5, usaremos a notação β “ pβ1, . . . , βnq para representar uma

trança geométrica sobre n cordas, onde βi denota a i-ésima corda da trança β.

Figura 4.5: Representação de uma n-trança geométrica elementar σi.
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Existe uma inclusão natural Bpn´ 1q ãÑ Bpnq, a qual acrescenta uma n-ésima corda

com permutação trivial a uma pn´ 1q trança β P Bpn´ 1q, como ilustrado na Figura 4.6.

Figura 4.6: A inclusão natural i : Bpn´ 1q ãÑ Bpnq.

Restringindo esta aplicação ao grupo das tranças puras, obtemos também uma inclusão

PBpn ´ 1q ãÑ PBpnq. Neste caso, existe uma retração PBpnq Ñ PBpn ´ 1q, definida

como segue.

Definição 4.2.1. [12, Definition 2.1] Para n ě 3, denotamos por rn : PBpnq Ñ

PBpn ´ 1q a aplicação que consiste em apagar a n-ésima corda de uma n-trança pura

β P PBpnq, conforme ilustrado na Figura 4.7:

Figura 4.7: A retração r3 apaga a última corda em σ2
1σ

2
2σ

2
1, obtendo σ4

1.

Observação 4.2.2. Note que rn é uma retração, desde que rn ˝ i “ IdPBpn´1q.
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Lema 4.2.3. [12, Lemma 2.2] A aplicação rn : PBpnq Ñ PBpn ´ 1q é um homomor-

fismo. O núcleo de rn, denotado por Fn´1, é o conjunto de todas as tranças puras com

n-cordas que podem ser representadas por um diagrama no qual as pn´1q primeiras cordas

possuem permutação trivial e a n-ésima corda enlaça entre as demais (vide Figura 4.8).

Kerprnq “ Fn´1 é um grupo livre de posto n´ 1.

Ideia da Demonstração:

rn é um homomorfismo:

Dadas duas tranças α “ pα1, . . . , αnq e β “ pβ1, . . . , βnq em PBpnq, devemos mostrar que

rnpα ¨ βq “ rnpαq ¨ rnpβq.

rnpα ¨ βq “ rnpα1 ¨ β1, . . . , αn ¨ βnq

“ pα1 ¨ β1, . . . , αn´1 ¨ βn´1q

“ pα1, . . . , αn´1q ¨ pβ1, . . . , βn´1q

“ rnpαq ¨ rnpβq.

O núcleo de rn, por definição, é o conjunto de todas as n tranças β “ pβ1, . . . , βnq P PBpnq

tais que rnpβq “ rnpβ1, . . . , βnq “ pβ1, . . . , βn´1q é a pn ´ 1q-trança trivial, ou seja, é o

conjunto das n tranças puras que podem ser representadas por um diagrama no qual as

pn ´ 1q primeiras cordas vão do plano superior ao plano inferior sem se cruzarem e a

n-ésima corda enlaça entre as demais (vide Figura 4.8).

Conforme Observação 3.1.13, quando imaginamos uma trança contida no interior de um

cubo, cujas faces superior e inferior são homeomorfas a um disco D2 „ R2, olhando o

cubo por cima temos que cada corda βi de uma trança pura β pode ser identificada

com um laço em D2 „ R2, com ponto base Pi. Assim, a n-ésima corda de uma trança

pura β P Kerprnq pode ser vista como um laço em D2 „ R2, com ponto base Pn, como

representado à direita da Figura 4.8. Dessa forma, Kerprnq pode ser identificado com

o grupo fundamental π1pR2zQn´1q, onde R2zQn´1 denota o plano com pn ´ 1q pontos

removidos. Sabemos, da Observação 3.2.16, que o complementar de pn ´ 1q pontos em

R2 tem o mesmo tipo de homotopia de um buquê de pn ´ 1q circunferências, ou seja, é

a união de pn ´ 1q cópias da esfera S1 com um único ponto em comum e, pelo Teorema

de Seifert-van Kampen, π1pR2zQn´1q é um grupo livre com pn ´ 1q geradores (vide [35,

Theorem 71.1]).
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Figura 4.8: Representação de uma n trança pura no núcleo de rn.

o

O resultado a seguir conecta o grupo das tranças puras com grupos livres. Em nosso

contexto, isso fornecerá um passo indutivo para deduzirmos uma ordenação para o grupo

das tranças puras a partir da ordenação de grupos livres.

Proposição 4.2.4. [12, Proposition 2.3] Para cada n ě 2, o grupo das tranças puras

PBpnq é um produto semidireto de Fn´1 e PBpn´ 1q.

Demonstração:

Pelo Lema 4.2.3, temos a seguinte sequência exata curta

1 ÝÑ Fn´1
Ă
ÝÑ PBpnq

rn
ÝÑ PBpn´ 1q ÝÑ 1. (4.2.1)

Sabemos da Observação 4.2.2, que a inclusão de PBpn ´ 1q em PBpnq é uma inversa

à direita para o homomorfismo rn. Então, segue da Definição 2.4.2, que a sequência

4.2.1 cinde. Portanto, pelo Lema 2.4.4, o grupo das tranças puras PBpnq é isomorfo ao

produto semidireto de PBpn´ 1q com o grupo livre Fn´1, ou seja,

PBpnq – PBpn´ 1q ˙ Fn´1.

o

Observação 4.2.5. O processo apresentado na Proposição 4.2.4, pode ser iterado para

obter PBpnq como um produto semidireto dos subgrupos livres F1, . . . , Fn´1, ou seja,

PBpnq – pppF1 ˙ F2q ˙ F3q ˙ . . .˙ Fn´1q. (4.2.2)
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Corolário 4.2.6. [12, Corollary 2.4] Cada trança pura β P PBpnq possui uma única

fatorização como um produto da forma:

β “ β1β2 ¨ ¨ ¨ βn´1, (4.2.3)

na qual cada trança pura βi P Fi é uma trança que admite uma representação tal que todas

as cordas possuem permutação trivial, exceto a pi ` 1q-corda, que pode interagir apenas

com cordas de ı́ndice menor.

Definição 4.2.7. [12, Definition 2.5] Para cada trança β P PBpnq, as tranças β1, . . . ,

βn´1 da expressão (4.2.3) são chamadas coordenadas Artin de β.

Observação 4.2.8. O procedimento de isolar todas as interações entre uma certa corda

de uma trança pura com as cordas anteriores, foi chamado por Artin20 “pentear a trança”.

A Figura 4.9 mostra um exemplo do penteado Artin em uma trança pura.

Figura 4.9: Coordenadas Artin da trança pura β “ σ2
1σ

2
2σ

2
1. A trança pura β antes e

depois do penteado Artin.

Agora, fixaremos uma base para o subgrupo livre Fn´1 de PBpnq, como segue.

20Em sua tese de doutorado, Kim [27] relata que Artin observou que qualquer tentativa de realizar este
procedimento experimentalmente em uma pessoa só levaria a protestos violentos e discriminação contra
a matemática.



4.2 Penteado Artin 123

Lema 4.2.9. [12, Lemma 2.6] Para cada 1 ď i ă j ď n, definimos:

xi,j “ σ´1
j´1σ

´1
j´2 ¨ ¨ ¨ σ

´1
i`1σ

2
i σi`1 ¨ ¨ ¨ σj´2σj´1. (4.2.4)

Para cada j, as tranças x1,j, x2,j, x3,j, . . . , xj´1,j formam uma base para o subgrupo livre

Fj´1 de PBpnq.

Observação 4.2.10. Como Fj´1 é um grupo livre, cada coordenada Artin de uma trança

pura β admite uma única expressão reduzida em termos dos geradores xi,j, ou seja, in-

troduzindo coordenadas no produto semidireto β “ pβ1, . . . , βn´1q, cada βj´1 é expressa

em termos dos geradores livres x1,j, x2,j, . . . , xj´1,j do grupo livre Fj´1. Na verdade, essa

expressão é o que devemos chamar coordenadas Artin da trança β.

Observação 4.2.11. Fazendo referência às notações usadas no Teorema da Apresentação

de Artin (Teorema 3.4.1), recordamos que o subgrupo Un de Hn é gerado pelos elementos:

a1,n, . . . , an´1,n. Nota-se também que a Equação 4.2.4 é, a menos de sinal, a mesma

Equação 3.4.7. Isto ocorre, pois os cruzamentos das tranças elementares σi adotados

neste caṕıtulo, são conforme mostrado na Figura 4.5, e não como na Figura 3.3, o que

justifica essa diferença de sinal. Geometricamente, as duas equações são representadas

pela Figura a seguir.

Figura 4.10: Trança geométrica xij “ σ´1
j´1σ

´1
j´2 ¨ ¨ ¨ σ

´1
i`1σ

2
i σi`1 ¨ ¨ ¨ σj´2σj´1 e sua inversa

pxijq
´1 “ σ´1

j´1σ
´1
j´2 ¨ ¨ ¨ σ

´1
i`1σ

´2
i σi`1 ¨ ¨ ¨ σj´2σj´1.

Observação 4.2.12. Como vimos na Observação 4.2.8, a operação de encontrar as coor-

denadas Artin de uma trança pura β P PBpnq e expressá-la na base fixada de cada grupo
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livre é conhecida como a técnica de pentear a trança β. Na Figura 4.11, apresentamos

um exemplo dessa técnica aplicada à trança pura β “ σ2
1σ

2
2σ

2
1 da Figura 4.9. Note que a

trança β P PBp3q – PBp2q ˙ F2 – F1 ˙ F2, assim, β “ β1 ¨ β2, onde βi P Fi, i “ 1, 2.

Pelo Corolário 4.2.6, temos que Fi é o conjunto das tranças puras que admitem uma re-

presentação no qual todas as cordas possuem permutação trivial, exceto a pi ` 1q-corda,

que pode interagir com as cordas de ı́ndice menor.

Figura 4.11: Penteado Artin.

Uma descrição formal do penteado Artin para uma trança pura pode ser encontrada em

[37, pág. 32].
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4.3 A expansão Magnus

Nesta seção, apresentamos uma descrição de uma bi-ordenação para grupos livres,

devida a W. Magnus. Seja Fn “ xx1, . . . , xny o grupo livre de posto n. Seguindo Magnus

[32], produziremos uma representação de Fn em um anel de séries de potências, através

do qual definiremos uma bi-ordenação para o grupo livre Fn.

Definição 4.3.1. Sejam pX1, . . . , Xnq um conjunto ordenado e ZrrX1, . . . , Xnss o anel

de série de potências formais em n indeterminadas não-comutativas Xi. Tais séries são

somas infinitas de monômios, cada um dos quais é uma palavra nas letras Xi. Assim,

cada série tem a forma genérica

f “
ÿ

WPtX1,...,Xnu˚

fWW, (4.3.1)

onde tX1, . . . , Xnu
˚ denota o conjunto de todas as palavras de comprimento finito no

alfabeto tX1, . . . , Xnu. O comprimento da palavra W é chamado o grau do monômio

fWW . Como estamos considerando n variáveis não comutativas, existem nd monômios

de grau d.

Observação 4.3.2. Um elemento no anel ZrrX1, . . . , Xnss pode ser escrito na forma:

c0 ` c1W1pX1, . . . , Xnq ` c2W2pX1, . . . , Xnq ` ¨ ¨ ¨ , (4.3.2)

onde cada coeficiente ci é um inteiro e os monômios WipX1, . . . , Xnq são produtos de po-

tências dos geradores X1, . . . , Xn. Cada termo ciWipX1, . . . , Xnq de uma tal série formal,

possui um grau total, que é a soma dos expoentes do monômio Wi.

Definição 4.3.3. A adição sobre ZrrX1, . . . , Xnss é definida somando-se os coeficientes

que possuem a mesma palavra, enquanto que a multiplicação é dada por:

´

ÿ

fWW
¯

¨

´

ÿ

gWW
¯

“
ÿ

W

˜

ÿ

UV“W

fUgV

¸

W (4.3.3)

Observação 4.3.4. Denotaremos por OpXkq o ideal de ZrrX1, . . . , Xnss formado pelas
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séries envolvendo somente monômios de grau ě k.

Definição 4.3.5. [12, Definition 2.7] Seja Fn “ xx1, . . . , xny um grupo livre com base

px1, . . . , xnq. A expansão Magnus de F relativa à base px1, . . . , xnq é a aplicação:

µ : F ÝÑ ZrrX1, . . . , Xnss, definida nos geradores de F como segue:

µpxiq “ 1`Xi, µpx´1
i q “ 1´Xi `X

2
i ´X

3
i ` . . . . (4.3.4)

Exemplo 4.3.6. [12, Example 2.8] Para w “ x´1
1 x2x1, temos:

µpwq “ p1´X1 `X
2
1 ´X

3
1 ` . . .q ¨ p1`X2q ¨ p1`X1q

“ 1`X2 ´X1X2 `X2X1 `X
2
1X2 ´X1X2X1 mod OpX4

q.

Proposição 4.3.7. [32, Lemma 5.3] Considere G “ t1 ` OpXqu o subconjunto de

ZrrX1, . . . , Xnss formado pelas séries de potências com termo constante igual a 1, onde

OpXq denota o ideal de ZrrX1, . . . , Xnss formado pelas séries envolvendo somente monô-

mios de grau maior ou igual a 1. Então, G é um subgrupo de ZrrX1, . . . , Xnss, munido da

operação de multiplicação.

Demonstração:

Desde que o termo constante de um produto é o produto dos termos individuais cons-

tantes, segue que G é fechado sob a operação de multiplicação. Além disso, desde que a

multiplicação é associativa em ZrrX1, . . . , Xnss e 1 “ 1` 0 ¨X P G, a associatividade e a

existência de um elemento identidade são válidas para G.

Para mostrarmos que G é um grupo com a multiplicação, é suficiente mostrar a existência

do inverso multiplicativo para um elemento g “ 1 ` h P G, ou seja h P OpXq é uma

série envolvendo apenas monômios de grau maior ou igual a 1. É natural pensarmos que

g´1 “ 1´h`h2´h3` . . . existe e é o inverso procurado. De fato, desde que h tem termo

constante igual a zero e

p1` x1q ¨ p1´ x1 ` x
2
1 ´ x

3
1` . . .` p´1qnxn1 ` . . .q “

“ p1´ x1 ` x
2
1 ´ x

3
1 ` . . .` p´1qnxn1 ` . . .q

` px1 ´ x
2
1 ` x

3
1 ´ x

4
1 ` . . .` p´1qn`1xn1 ` . . .q “ 1.



4.3 A expansão Magnus 127

Segue de [32, Lemma 5.2] que

g ¨ g´1
“ p1` hqp1´ h` h2

´ h3
` . . .` p´1qnhn ` . . .q “ 1.

Assim, desde que g´1 P G, segue o resultado.

o

Definição 4.3.8. [12, pág. 263] A série central inferior associada a um grupo F é uma

sequência de subgrupos de F

F “ F0 Ě F1 Ě F2 Ě . . . (4.3.5)

definidos indutivamente por Fn`1 “ rFn, F s, isto é, o subgrupo gerado pelos comutadores

hgh´1g´1, com h P Fn e g P F . Estes são subgrupos normais de F e os grupos quocientes

Fn{Fn`1 são abelianos.

Observação 4.3.9. Se F é o grupo livre cuja base é px, yq, considerando a palavra w “

x2y2 ‰ 1 P F , pela expansão Magnus, teŕıamos:

µpwq “ µpx2y2
q “ µpx2

qµpy2
q “ µpx ¨ xqµpy ¨ yq (4.3.6)

“ p1`Xqp1`Xqp1` Y qp1` Y q “ p1` 2X `X2
qp1` 2Y ` Y 2

q

“ 1` 2X ` Y 2
` 2Y ` 4XY ` 2XY 2

`X2
` 2Y X2

`X2Y 2.

Note que na expansão 4.3.6, aparece um único monômio da forma XY e o seu coeficiente

não nulo 4 “ 2.2 é dado pelo produto dos expoentes dos geradores x e y na palavra

w “ x2y2. Neste caso, não podemos ter µpwq “ 1 em t1`OpXqu.

Proposição 4.3.10. [12, Proposition 2.9] Suponhamos que F seja um grupo livre e

consideremos a expansão Magnus µ : F ÝÑ ZrrX1, . . . , Xnss.

(i) A aplicação µ : F Ñ G “ t1`OpXqu é injetiva.

(ii) Para cada k não negativo, a imagem Magnus do k-ésimo termo na série central
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inferior de F esta inclúıda em 1`OpXk`1q, ou seja

µpFkq “ µprFk´1, F sq Ă 1`OpXk`1
q.

Demonstração:

(i) Mostraremos que Kerpµq é trivial. De fato:

Seja px1, . . . , xnq a base de F envolvida na definição de µ. Seja w um elemento não

trivial de F . Então podemos escrever w “ xε1i1 ¨ ¨ ¨ x
εl
il

, com l ě 1, ir ‰ ir`1 para

r P t1, . . . , l ´ 1u e cada εr ‰ 0.

Quando expandimos a série µpwq, percebemos que esta envolve um único monômio

da forma Xi1Xi2 ¨ ¨ ¨Xil e seu coeficiente é o produto ε1ε2 ¨ ¨ ¨ εl, dos expoentes dos

geradores xi1 , . . . , xil na palavra w, o qual é não é nulo (vide exemplo dado na

Observação 4.3.9). Segue que µpwq ‰ 1. Portanto Kerpµq é trivial e assim, µ é uma

aplicação injetiva.

(ii) A demonstração seguirá por indução sobre k. Para k “ 0, o 0-ésimo termo na série

central inferior de F é o próprio F “ F0 e, pelo item piq, a imagem Magnus de F0

está contida em 1 ` OpX0`1q. Suponhamos por hipótese de indução (H.I.), que o

resultado seja válido para k ´ 1, isto é, a imagem Magnus do pk ´ 1q-ésimo termo

Fk´1 “ rFk´2, F s na série central inferior de F está contida em 1`OpXkq.

Considere o k-ésimo termo Fk “ rFk´1, F s na série central inferior de F .

Seja hgh´1g´1 P Fk um gerador de Fk, com h P Fk´1 e g P F . Assim,

µphgh´1g´1
q
homo.
“ µphq

loomoon

P 1`OpXkqpH.I.q

P 1`OpXq
hkkikkj

µpgq µphq´1µpgq´1

ñ µphgh´1g´1
q P 1`OpXk`1

q,

como queŕıamos demonstrar.

o

Observação 4.3.11. A Proposição (4.3.10) (ii) será a propriedade técnica a ser utilizada

na construção de uma ordenação para PBpnq.
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4.3.1 Ordenando Grupos Livres

Usaremos a expansão Magnus para ordenar grupos livres. Primeiramente, ordenaremos

o anel ZrrX1, . . . , Xnss como segue. Para cada d, a ordenação natural

X1 ă X2 ă . . . ă Xn

induz uma ordenação lexicográfica sobre os monômios de grau total d. Portanto, temos

uma enumeração crescente natural destes monômios. Por exemplo, para n “ d “ 2, a

enumeração crescente dos monômios de grau 2 é a sequência:

pX2
1 , X1X2, X2X1, X

2
2 q. (4.3.7)

Mais precisamente:

Definição 4.3.12. [12, Definition 2.11]

(i) Para d ě 0 e f P ZrrX1, . . . , Xnss, digamos f “
ř

fWW , denotamos por Cdpfq a

sequência pfW1 , . . . , fWN
q, onde W1, . . . ,WN é a enumeração crescente de todos os

monômios de grau d. Denotemos por cdpfq a soma de todos os coeficientes fWi
em

Cdpfq.

(ii) Para f, g P ZrrX1, . . . , Xnss, declaramos que f ăSUMLEX g é verdade, se existe d tal

que as sequências Cd1pfq e Cd1pgq coincidem, para d1 ă d, e,

‚ Temos cdpfq ă cdpgq ou,

‚ Temos cdpfq “ cdpgq e a sequência Cdpfq é lexicograficamente menor que a

sequência Cdpgq, isto é, existe um ı́ndice k tal que as primeiras pk´1q entradas

são as mesmas, e a k-ésima entrada de Cdpfq é menor que a k-ésima entrada

de Cdpgq.

Exemplo 4.3.13. [12, Example 2.12] Vamos comparar a série dada no Exemplo 4.3.6,

f “ 1`X2 ´X1X2 `X2X1 `X
2
1X2 ´X1X2X1 modOpX4q com o polinômio g “ 1`X2.

Observamos que:

• No grau 0, existe somente a constante monomial, e assim: C0pfq “ C0pgq “ p1q.
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• No grau 1, a enumeração crescente para os dois monômios é X1, X2 e assim,

C1pfq “ C1pgq “ p0, 1q.

• No grau 2, a enumeração crescente dos quatro monômios é dada como na Equação

(4.3.7): X2
1 , X1X2, X2X1, X

2
2 e, neste caso,

C2pfq “ p0,´1, 1, 0q e C2pgq “ p0, 0, 0, 0q.

Assim, c2pfq “ c2pgq “ 0. Então, vamos comparar as sequências C2pfq e C2pgq,

começando da esquerda para a direita, onde temos que a segunda entrada de f é

menor que a segunda entrada de g.

Portanto, f ăSUMLEX g.

Observação 4.3.14. Considere a série f “ x2`4xy`8x3 e h “ 1`x P G “ t1`OpXqu.

Note que f possui coeficiente fW “ 0, para o grau d “ 1. O próximo grau, no qual os

coeficientes de f são não nulos, será d “ 2, e então C2pfq “ p1, 4q. Na série produto:

f ¨ h “ px2
` 4xy ` 8x3

q ¨ p1` xq “ x2
` 4xy ` 8x3

` x3
` 4x2y ` 8x4,

para d “ 2, teremos C2pf ¨ hq “ C2pfq “ p1, 4q. Note que, denotando por fW os coefici-

entes da série f P ZrrX1, . . . , Xnss, na série produto f ¨ h, temos que os seus coeficientes

satisfazem pf ¨ hqW “ fW .

Lema 4.3.15. [12, Lemma 2.13] A relação ăSUMLEX é uma ordem linear de

ZrrX1, . . . , Xnss, que é invariante sob a adição e sob a multiplicação em ambos os la-

dos por um elemento do subgrupo multiplicativo G “ t1`OpXqu.

Demonstração:

Invariância sob Adição:

Primeiro afirmamos que f ăSUMLEX g ô g ´ f ąSUMLEX 0.

Observamos que 0 ăSUMLEX g ´ f ô D d tal que as sequências Cd1p0q e Cd1pg ´ fq

coincidem para d1 ă d e 0 “ cdp0q ă cdpg ´ fq ou se 0 “ cdp0q “ cdpg ´ fq, então a

sequência Cdp0q é lexicograficamente menor que a sequência Cdpg ´ fq.
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De fato, sejam f “
ÿ

WPtX1,...,Xnu˚

fWW e g “
ÿ

WPtX1,...,Xnu˚

gWW séries em ZrrX1, . . . , Xnss

e consideremos

g ´ f “
ÿ

WPtX1,...,Xnu˚

gWW ´
ÿ

WPtX1,...,Xnu˚

fWW

“
ÿ

WPtX1,...,Xnu˚

pgW ´ fW qW

“
ÿ

WPtX1,...,Xnu˚

pg ´ fqWW.

Assim, temos que cdpg ´ fq “ cdpgq ´ cdpfq, para cada grau d.

Seja d o menor grau para o qual existe um grau monomial d que não tem o mesmo

coeficiente em f e g. Então, d é também o menor grau para o qual existe um grau

monomial d com um coeficiente não nulo em g ´ f .

Suponhamos que f ăSUMLEX g. Então:

(i) ou cdpfq ă cdpgq e, assim, 0 ă cdpg ´ fq, o que implica que 0 ăSUMLEX g ´ f .

(ii) ou cdpfq “ cdpgq, o que implica 0 “ cdp0q “ cdpg ´ fq e Cdpfq é lexicograficamente

menor que Cdpgq e, neste caso, Cdpg´fq é lexicograficamente maior que a sequência

constante p0, . . . , 0q e, neste caso, também segue que 0 ăSUMLEX g ´ f .

Portanto, em ambos os casos temos f ăSUMLEX g ô g ´ f ąSUMLEX 0.

Note que as implicações da demonstração são na verdade bi-implicações e, assim, a rećı-

proca da afirmação é imediata.

Desde que podemos escrever pg ` hq ´ pf ` hq “ g ´ f , temos

f ăSUMLEX g
af.
ðñ 0 ăSUMLEX g ´ f “ pg ` hq ´ pf ` hq

af.
ðñ f ` h ăSUMLEX g ` h.

A prova da invariância à esquerda é totalmente análoga. Portanto, ăSUMLEX é invariante

em ambos os lados sob a adição.

Invariância sob a Multiplicação:

Para o produto, precisamos mostrar que f ăSUMLEX g implica fh ăSUMLEX gh, para

h P G “ t1`OpXqu. É suficiente provar que f ąSUMLEX 0 ñ fh ąSUMLEX 0.

Seja d o primeiro grau para o qual Cdpfq contém pelo menos um coeficiente diferente de

zero. Para cada grau d do monômio W , temos: pfhqW “ fW . Assim, Cdpfhq “ Cdpfq e,
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desde que por hipótese 0 ăSUMLEX f , devemos ter que:

(i) ou cdp0q ă cdpfq “ cdpfhq e, neste caso, 0 ă cdpf ´ 0q “ cdpfq “ cdpfhq o que

implica 0 ăSUMLEX fh;

(ii) ou 0 “ cdp0q “ cdpfq “ cdpfhq e a sequência Cdp0q é lexicograficamente menor que

a sequência Cdpfq “ Cdpfhq. Então, 0 ăSUMLEX fh.

Assim, em qualquer dos casos f ąSUMLEX 0 ñ fh ąSUMLEX 0. Portanto,

f ăSUMLEX g
af.
ô pg ´ fq ąSUMLEX 0 ñ pg ´ fqh ąSUMLEX 0

ôgh´ fh ąSUMLEX 0
af.
ô fh ăSUMLEX gh.

Para a invariância à esquerda, o procedimento é similar e conclúımos que, ăSUMLEX é

invariante sob a multiplicação em ambos os lados por um elemento do subgrupo multipli-

cativo G “ t1`OpXqu.
o

Observação 4.3.16. Notemos que a ordenação ăSUMLEX em ZrrX1, . . . , Xnss não é

invariante sob a multiplicação arbitrária, por exemplo, por ´1.

Exemplo 4.3.17. Sejam f “ 1` x2, g “ x2 ` 4xy ` 8x3 séries em ZrrX, Y ss. Note que:

• C1pfq “ p0q e C1pgq “ p0q, assim, c1pfq “ c1pgq “ 0

• C2pfq “ p1, 0q e C2pgq “ p1, 4q, assim, c2pfq “ 1 e c2pgq “ 5. Portanto, pela

Definição 4.3.12, temos que f ăSUMLEX g.

Agora consideremos h “ ´1 e mostremos que ăSUMLEX não é invariante pela multiplica-

ção arbitrária, ou seja, f ăSUMLEX g não implica f ¨ h ăSUMLEX g ¨ h. De fato,

§ pf ¨ hq “ p1` x2q ¨ p´1q “ ´1´ x2;

§ pg ¨ hq “ px2 ` 4xy ` 8x3q ¨ p´1q “ ´x2 ´ 4xy ´ 8x3.

Assim, temos que:

• C1pf ¨ hq “ p0q e C1pg ¨ hq “ p0q, assim, c1pf ¨ hq “ c1pg ¨ hq “ 0
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• C2pf ¨ hq “ p´1, 0q e C2pg ¨ hq “ p´1,´4q, assim, c2pf ¨ hq “ ´1 e c2pg ¨ hq “ ´5.

Portanto, pela Definição 4.3.12, temos que g ¨ h ăSUMLEX f ¨ h.

Usando a expansão Magnus, definiremos uma ordenação para todo grupo livre finita-

mente gerado com uma base fixada, naturalmente chamada Ordenação Magnus.

Definição 4.3.18. [12, Definition 2.14] Assuma que F seja um grupo livre com base

px1, . . . , xnq. Para w,w1 P F , declaramos que

w ăµ w
1 é válido, se tivermos µpwq ăSUMLEX µpw1q, (4.3.8)

onde µ é a expansão Magnus relativa à base px1, . . . , xnq.

Proposição 4.3.19. [12, Proposition 2.15] Para cada grupo livre de posto finito F e

para cada base px1, . . . , xnq de F , a ordenação Magnus de F relativa à px1, . . . , xnq é uma

ordenação linear que é invariante sob a multiplicação de ambos os lados.

Demonstração:

Primeiro notemos que ăµ é uma ordenação estrita, ou seja, ăµ não é reflexiva e vale a

propriedade transitiva.

Não reflexividade:

Dado w P F , se w ăµ w, teŕıamos µpwq ăSUMLEX µpwq, o que é uma contradição, pois

ăSUMLEX é uma ordenação estrita de ZrrX1, . . . , Xnss, pelo Lema 4.3.15.

Propriedade transitiva:

Dados w1, w2, w3 P F tais que w1 ăµ w2 e w2 ăµ w3, então µpw1q ăSUMLEX µpw2q

e µpw2q ăSUMLEX µpw3q, mas como ăSUMLEX é uma ordenação estrita, segue que

µpw1q ă
SUMLEX µpw3q, o que implica w1 ăµ w3.

Agora, afirmamos que a ordenação estrita ăµ é uma ordenação linear (ou total) sobre

F , ou seja, dados quaisquer dois elementos em F , eles podem ser comparados. Sejam

w1, w2 P F tais que w1 ‰ w2. Desde que, pela Proposição 4.3.10piq, a expansão Magnus

µ : F Ñ G “ t1 ` OpXqu Ă ZrrX1, . . . , Xnss é injetiva, segue que µpw1q ‰ µpw2q. Mas

então, como ăSUMLEX é uma ordem linear sobre ZrrX1, . . . , Xnss, devemos ter

µpw1q ă
SUMLEX µpw2q ou µpw2q ă

SUMLEX µpw1q, (4.3.9)
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o que implica w1 ăµ w2 ou w2 ăµ w1.

Para a invariância sob a multiplicação em ambos os lados, precisamos mostrar que dados

w,w1, h P F tais que w ăµ w
1, então wh ăµ w

1h e hw ăµ hw
1. Mas, se w ăµ w

1 é válido,

temos da definição que µpwq ăSUMLEX µpw1q e, desde que, pelo Lema 4.3.15, ăSUMLEX

é invariante sob a multiplicação em ambos os lados por um elemento do subgrupo G “
t1`OpXqu, para µphq P G “ t1`OpXqu, devemos ter

µpwqµphq ăSUMLEX µpw1qµphq
µ é homo
ñ µpwhq ăSUMLEX µpw1hq

def.
ñ wh ăµ w

1h.

Analogamente, mostra-se que hw ăµ hw
1.

o

Exemplo 4.3.20. Vamos comparar w “ x2 e w1 “ x2x1x2x
´1
1 x´1

2 . As expansões Magnus

são dadas como segue.

§ µpx2q “ 1`X2.

§ µpx2x1x2x
´1
1 x´1

2 q “ p1`X2qp1`X1qp1`X2q

p1´X1 `X
2
1 ´X

3
1 ` . . .qp1´X2 `X

2
2 ´X

3
2 ` . . .q

“ p1`X1 ` 2X2 `X1X2 `X2X1 `X
2
2 `X

2
2X1q

p1´X1 ´X2 `X
2
1 `X1X2 `X

2
2 ´X

2
1X2 ´X1X

2
2 ` . . .q

“ 1`X2 ´ 2X2
1 `X1X2 ´X2X1 ` 2X2

2 modOpXq.

As sequências são, respectivamente, para o grau d “ 1: p0, 1q e p0, 1q. Então, verificaremos

para o próximo grau d “ 2 e, assim, C2pµpwqq “ p0, 0, 0, 0q e C2pµpw
1qq “ p´2, 1,´1, 2q e

isso implica que c2pµpwqq “ c2pµpw
1qq “ 0. Assim, analisamos as respectivas sequências

e notamos que C2pµpw
1qq é lexicograficamente menor que C2pµpwqq, se observarmos as

primeiras entradas. Portanto, µpw1q ăSUMLEX µpwq e, assim, w1 ăµ w.

4.4 A ordenação Magnus do Grupo de Tranças Puras

Agora vamos ao nosso principal objetivo: como vimos na Observação 4.2.5, o grupo das

tranças puras é um produto semidireto de grupos livres. Tendo ordenado grupos livres,
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via a expansão Magnus, podemos deduzir naturalmente uma ordenação para PBpnq.

4.4.1 Extensões bi-ordenáveis

Ordenabilidade à esquerda é preservada sob extensões, mas isso não é necessariamente

verdade para bi-ordenações, como veremos. No entanto, temos o seguinte critério útil.

Lema 4.4.1. [12, Lemma 3.1] Consideremos a seguinte sequência exata de grupos:

1 ÝÑ N
i
ÝÑ G

p
ÝÑ H ÝÑ 1

e, além disso, suponhamos que ăN seja uma ordenação invariante à esquerda de N e

que ăH seja uma ordenação invariante à esquerda de H. Para g, g1 P G, declaramos que

g ăG g
1 é válido, se ppgq ăH ppg1q ou, se ppgq “ ppg1q e 1 ăN g´1g1.

(1) A relação ăG é uma ordenação invariante à esquerda de G.

(2) Se ăN e ăH são ordenações bi-invariantes, então ăG é uma ordenação bi-invariante

de G se, e somente se, a conjugação de N por G preserva a ordem, isto é, f ăN f 1

implica que g´1fg ăN g´1f 1g, @f, f 1 P N e g P G,.

Exemplo 4.4.2. O grupo fundamental da Garrafa de Klein K “ xx, y ; x´1yx “ y´1y

se encaixa na seguinte sequência exata curta

1 Ñ ZÑ K Ñ ZÑ 1, (4.4.1)

na qual Z é o subgrupo ćıclico infinito gerado por y, o qual é bi-ordenado, com a ordem

usual. Em particular, Z é ordenável à esquerda e dessa forma, pelo Lema 4.4.1 - (i),

segue que K é ordenável à esquerda, mas não é bi-ordenado, como mostramos no Exemplo

4.1.12. Portanto, a bi-ordenabilidade não é preservada sob extensões.

4.4.2 Resultados Preparatórios

Recordamos que, para o grupo de tranças puras, existe a seguinte sequência exata

curta:

1 ÝÑ Fn´1
i
ÝÑ PBpnq

rn
ÝÑ PBpn´ 1q ÝÑ 1.
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Em vista do Lema 4.4.1, a fim de utilizarmos a ordenação Magnus de Fn´1 para

definir uma ordenação bi-invariante sobre PBpnq, precisamos mostrar que esta ordenação

é invariante sob a conjugação por elementos de PBpnq. Para isto, precisaremos dos

resultados que enunciamos a seguir.

Lema 4.4.3. [12, Lemma 3.3] Assumimos que ϕ : F Ñ F seja um automorfismo de um

grupo livre F , e seja ϕab o automorfismo induzido sobre a abelianização F {rF, F s de F 21.

Se ϕab é o automorfismo identidade, então a ordenação Magnus sobre F (com respeito a

qualquer base fixada) é invariante sob ϕ, ou seja, se w1 ăµ w2, então ϕpw1q ăµ ϕpw2q,

para quaisquer w1, w2 P F .

Demonstração:

Para provarmos que a ordenação Magnus sobre F é invariante sob ϕ, é suficiente provar

que 1 ăµ w implica que 1 ăµ ϕpwq, para qualquer w P F . Primeiramente, observamos

que pela Proposição 4.3.10 - piiq, µprF, F sq está inclúıda no subgrupo 1 ` OpX2q de

ZrrX1, . . . , Xnss.

Desde que ϕab é o automorfismo identidade, então temos por definição que

ϕab : F {rF, F s ÝÑ F {rF, F s

x´1
i ` rF, F s ÞÝÑ ϕabpx

´1
i ` rF, F sq “ ϕpx´1

i q ` rF, F s “ x´1
i ` rF, F s,

Mas x´1
i ` rF, F s “ ϕpx´1

i q ` rF, F s se, e somente se, x´1
i ¨ ϕpxiq P rF, F s para cada i.

Assim, como µprF, F sq Ă 1`OpX2q, segue que µpx´1
i ¨ ϕpxiqq P 1`OpX2q, ou seja,

µpx´1
i ¨ ϕpxiqq “ µpx´1

i q
loomoon

“µpxiq´1

¨µpϕpxiqq “ 1` θ, θ P OpX2
q (4.4.2)

ñµpϕpxiqq “ µpxiq ¨ p1` θq “ µpxiq ` µpxiqθ
loomoon

POpX2q

“ µpxiqmodOpX2
q.

Agora, suponhamos que w ‰ 1. Seja d o menor grau positivo para o qual existe um

grau monomial d com coeficiente não nulo em µpwq. A série µpϕpwqq é obtida de µpwq,

21Dado um automorfismo ϕ : GÑ G, então ϕ induz um bem definido automorfismo na abelianização

ϕ̄ : G{rG,Gs Ñ G{rG,Gs

g ` rG,Gs ÞÑ ϕ̄pg ` rG,Gsq :“ ϕpgq ` rG,Gs.
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substituindo-se cada ocorrência de Xi por algum elemento de Xi `OpX2q.

Observação 4.4.4 (Ilustração da afirmação acima). Consideremos por exemplo a palavra

w “ xi. Pela expansão Magnus, sabemos que µpxiq “ 1 ` Xi. Por outro lado, como

µpϕpxiqq “ µpxiq ` µpxiq ¨ θ, com θ P OpX2q, temos que µpϕpxiqq “ 1`Xi ` p1`Xiq ¨ θ
looooomooooon

POpX2q

,

com Xi ` p1`Xiq ¨ θ P Xi `OpX2q.

Então, para cada grau d do monômio W , temos a igualdade dos coeficientes, ou seja,

µpϕpwqqW “ µpwqW

e, portanto, Cdpµpϕpwqqq “ Cdpµpwqq e cdpµpϕpwqqq “ cdpµpwqq. Assim, comparando o

polinômio f “ 1 com o polinômio obtido da expansão µpwq, teremos 1 ăSUMLEX µpwq,

já que se compararmos as séries para d “ 0 as mesmas coincidem, ou seja, C0pfq “ p1q e

C0pµpwqq “ p1q e, assim, c0pfq “ 1 e c0pµpwqq “ 1. Como w ‰ 1, temos que existirá um

grau positivo d para o qual as séries de f e µpwq diferem, pois Cdpfq “ p0q, para d ě 1.

Portanto,

1 ăSUMLEX µpwq é equivalente a 1 ăSUMLEX µpϕpwqq,

isto é, na ordenação Magnus 1 ăµ w é equivalente a 1 ăµ ϕpwq.

o

Assim, falta mostrar que a Abelianização da ação conjugação de PBpnq sobre Fn´1 é

a identidade. Isso será mostrado no resultado a seguir.

Lema 4.4.5. [12, Lemma 3.4] Sejam β P PBpnq e ϕ : Fn´1 Ñ Fn´1 o automorfismo

definido por ϕpxq “ βxβ´1. Então, a aplicação abelianização ϕab é o automorfismo

identidade.

Demonstração:

Para o automorfismo ϕ : Fn´1 Ñ Fn´1, definido por: x ÞÑ βxβ´1, devemos mostrar que:

ϕab : Fn´1{rFn´1, Fn´1s Ñ Fn´1{rFn´1, Fn´1s

x` rFn´1, Fn´1s Ñ ϕabpx` rFn´1, Fn´1sq “ x` rFn´1, Fn´1s.
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Pela definição dos automorfismos ϕab e ϕ, temos:

ϕabpx` rFn´1, Fn´1sq :“ ϕpxq ` rFn´1, Fn´1s “ βxβ´1
` rFn´1, Fn´1s (4.4.3)

Observemos que

x` rFn´1, Fn´1s “ βxβ´1
` rFn´1, Fn´1s ô βxβ´1x´1

P rFn´1, Fn´1s (4.4.4)

ô βxβ´1x´1
“ ghg´1h´1, com g, h P Fn´1.

Afirmação ‹: Para cada i P t1, . . . , n´ 2u, existe um elemento wi P Fn´1 (dependendo

de β) satisfazendo:

ϕpxi,nq “ wixi,nw
´1
i (4.4.5)

o que implicará que ϕab é a identidade.

De fato, temos que wixi,nw
´1
i x´1

i,n P rFn´1, Fn´1s, pois wi, xi,n P Fn´1. Então:

xi,n ` rFn´1, Fn´1s “ wixi,nw
´1
i ` rFn´1, Fn´1s

4.4.5
“ ϕpxi,nq ` rFn´1, Fn´1s

“ ϕabpxi,n ` rFn´1, Fn´1sq,

ou seja, ϕab é a identidade.

Agora, pela Proposição 4.2.4 como PBpnq “ Fn´1 ¸ PBpn ´ 1q, é suficiente provar a

Afirmação ‹, quando β P Fn´1 ou β P PBpn´ 1q.

§ No primeiro caso, podemos tomar β “ wi, para cada i.

§ Para o segundo caso, mostraremos que, para qualquer β P Bpn´ 1q e, não somente

para β P PBpn´ 1q, existe um elemento wi em Fn´1 que satisfaz:

ϕpxi,nq “ wixπpiq,nw
´1
i , (4.4.6)

onde π é a permutação associada a β. Para β “ σi, com i ď n´ 2, a Figura 4.12 fornece

as relações:
$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

ϕpxi,nq “ x´1
i,nxi`1,nxi,n

ϕpxi`1,nq “ xi,n

ϕpxj,nq “ xj,n, para j ‰ i, i` 1.
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o qual tem a forma esperada para wi “ x´1
i,n.

Figura 4.12: Ação da conjugação de σi nos geradores xi,n e xi`1,n do subgrupo Fn´1.

Para β “ σ´1
i , temos:

$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

ϕpxi`1,nq “ xi`1,nxi,nx
´1
i`1,n

ϕpxi,nq “ xi`1,n

ϕpxj,nq “ xj,n, para j ‰ i, i` 1.

o qual também tem a forma esperada para wi “ xi`1,n. O caso em que β é arbitrário segue

por indução sobre o comprimento de uma expressão de β em termos dos geradores σ˘1
i .

Então, a Equação 4.4.6 está provada. Em particular, para β P PBpn´ 1q, a permutação

π é a identidade e, então, a Equação 4.4.5 é satisfeita. Isso conclui a prova do lema.
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o

Considerando juntamente os resultados dos Lemas 4.4.3 e 4.4.5, obtemos a seguinte

Proposição 4.4.6. [12, Proposition 3.6] Para cada n, a ordenação Magnus de Fn´1 é

invariante sob a conjugação por PBpnq.

Observação 4.4.7. De agora em diante, quando fizermos referência à expansão Magnus

do subgrupo livre Fj´1 de PBpnq e da ordenação Magnus, sempre vamos considerar a base

fixada px1,j, . . . , xj´1,jq, para j ě 2.

4.4.3 Ordenação do Grupo de Tranças Puras

Agora, temos todos os ingredientes para construir uma ordenação bi-invariante de PBpnq,

indutivamente.

Definição 4.4.8. [12, Definition 3.8] Para cada β, β1 P PBp2q, declaramos que β ăM,2

β1 se tivermos β “ σ2e
1 e β1 “ σ2e1

1 , com e ă e1. Para n ě 3 e β, β1 P PBpnq, declaramos

que β ăM,n β
1 se tivermos:

• ou rnpβq ăM,n´1 rnpβ
1q,

• ou rnpβq “ rnpβ
1q e rnpβq

´1β ăµ rnpβq
´1β1.

A relação ăM,n é chamada a Relação Magnus sobre PBpnq.

Observação 4.4.9. Observemos que as ordenações da Definição 4.4.8 estão diretamente

relacionadas com as ordens do Lema 4.4.1, uma vez que temos a seguinte sequência exata

curta:

1 ÝÑ Fn´1
Ă
ÝÑ PBpnq

rn
ÝÑ PBpn´ 1q ÝÑ 1.

• A ordem ăM,n´1 refere-se à ordenação de PBpn´ 1q, indutivamente.

• A ordem ăµ é a ordenação referente ao grupo livre Fn´1, pois dados β, β1 P PBpnq,

temos que rnpβq
´1β, rnpβ

1q´1β1 P Fn´1, onde

β “ p β1
loomoon

PF1

, . . . , βn´1
loomoon

PFn´1

q ñ rnpβq “ pβ1, . . . , βn´2q

ñ rnpβq
´1β “ βn´1 P Fn´1.
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Analogamente, rnpβ
1q´1β1 “ β1n´1 P Fn´1.

Teorema 4.4.10. [12, Proposition 3.9] Para cada n ě 2, a relação Magnus sobre

PBpnq é uma ordenação bi-invariante.

Demonstração:

Usaremos indução sobre n ě 2.

Para n “ 2, o resultado é claro, pois PBp2q “ F1 ¸ PBp1q, onde PBp1q é trivial e F1 é

um grupo livre, o qual é bi-ordenado, pela Proposição 4.3.19. Logo, PBp2q é bi-ordenado.

Para n ě 3, suponhamos, por hipótese de indução, que PBpn ´ 1q seja bi-ordenado.

Temos a seguinte sequência exata curta:

1 ÝÑ Fn´1
Ă
ÝÑ PBpnq

rn
ÝÑ PBpn´ 1q ÝÑ 1.

Pela Proposição 4.3.19, a ordenação Magnus sobre Fn´1 é uma ordenação bi-invariante, a

qual é também invariante sob a conjugação por PBpnq, pela Proposição 4.4.6.

Por outro lado temos, por hipótese de indução, que a relação ăM,n´1 é uma ordenação bi-

invariante de PBpn´1q. Então, o Lema 4.4.1 implica que a relação ăM,n é uma ordenação

bi-invariante de PBpnq.

o

Observação 4.4.11. De agora em diante, a relação Magnus sobre PBpnq será chamada

ordenação Magnus de PBpnq.

Observação 4.4.12. Se β, β1 são tranças pertencentes a PBpn´ 1q, então elas também

pertencem a PBpnq, pela aplicação inclusão. Como temos rnpβq “ β e rnpβ
1q “ β1, segue

imediatamente da Definição 4.4.8 que β ăM,n β1 vale se, e somente se, β ăM,n´1 β1.

Assim, podemos eliminar o ı́ndice n e simplesmente escrever ăM para a ordenação Magnus

do grupo de tranças puras.

4.4.4 Ordenação Magnus versus Coordenadas Artin

Ao invés de recorrermos à construção recursiva da Definição 4.4.8, podemos comparar

tranças puras diretamente usando suas coordenadas Artin, como segue.
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Exemplo 4.4.13. Consideremos o caso particular em que as tranças β, β1 P PBp2q. Neste

caso, sabemos que β ăM β1 se, e somente se, temos β “ σ2e
1 e β1 “ σ2e1

1 , com e ă e1.

Os posśıveis casos para e, e1 são dados como segue.

Caso 1: e, e1 ą 0 e e ă e1.

Vamos tomar como exemplo e “ 1 e e1 “ 2. Logo, β “ σ2¨1
1 “ σ2

1 e β1 “ σ2¨2
1 “ σ4

1. Desde

que PBp2q “ PBp1q ˙ F1 e PBp1q é trivial, devemos ter β, β1 P F1. Assim, β1 P F1 é

a única coordenada Artin de β e β11 P F1 é a única coordenada Artin de β1. Pelo Lema

4.2.9, β1, β
1
1 admitem uma única expressão em termos dos geradores xi,j de F1, ou seja,

β1 “ x1,2 e β11 “ x2
1,2. Por outro lado, pela Corolário 4.2.6, β “ β1 e β1 “ β11. Portanto,

β “ β1 “ x1,2 e β1 “ β11 “ x2
1,2 e as expansões Magnus são:

• µpβ1q “ µpx1,2q “ 1`X1,2.

• µpβ11q “ µpx2
1,2q “ µpx1,2q ¨ µpx1,2q “ 1` 2X1,2 `X

2
1,2.

Assim, comparando as sequências de coeficientes dos polinômios, para o grau d “ 1,

obtemos:

• C1pµpβ1qq “ p1q ñ c1pµpβ1qq “ 1 “ e.

• C1pµpβ
1
1qq “ p2q ñ c1pµpβ

1
1qq “ 2 “ e1.

Portanto, c1pµpβ1qq ă c1pµpβ
1
1qq

Def.4.3.12
ùñ µpβ1q ăSUMLEX µpβ11q

Def.4.3.18
ùñ β1 ăµ β11, ou

seja, a sequência de coordenadas Artin de β é menor que a sequência de coordenadas

Artin de β1.

Caso 2: e ă 0, e1 ą 0.

Vamos tomar e “ ´1 e e1 “ 2. Assim, β “ σ
2¨p´1q
1 “ σ´2

1 e β1 “ σ2¨2
1 “ σ4

1. Como

anteriormente, β, β1 P F1 e, então, β “ β1 “ x´1
1,2 e β1 “ β11 “ x2

1,2, com expansões

Magnus dadas, respectivamente, por:

• µpβ1q “ µpx´1
1,2q “ 1´X1,2 `X

2
1,2 ´X

3
1,2 ` . . ..

• µpβ11q “ µpx2
1,2q “ µpx1,2q ¨ µpx1,2q “ 1` 2X1,2 `X

2
1,2.
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Assim, comparando as sequências de coeficientes dos polinômios, para o grau d “ 1,

obtemos:

• C1pµpβ1qq “ p´1q ñ c1pµpβ1qq “ ´1 “ e.

• C1pµpβ
1
1qq “ p2q ñ c1pµpβ

1
1qq “ 2 “ e1.

Portanto, c1pµpβ1qq ă c1pµpβ
1
1qq

Def.4.3.12
ùñ µpβ1q ăSUMLEX µpβ11q

Def.4.3.18
ùñ β1 ăµ β11, ou

seja, a sequência de coordenadas Artin de β é menor que a sequência de coordenadas

Artin de β1.

Caso 3: e, e1 ă 0 e e ă e1.

Vamos tomar e “ ´2 e e1 “ ´1. Assim, β “ σ
2¨p´2q
1 “ σ´4

1 e β1 “ σ
2¨p´1q
1 “ σ´2

1 . Em

termos dos geradores xi,j, temos β “ β1 “ x´2
1,2 e β1 “ β11 “ x´1

1,2, onde as expansões

Magnus são dadas, respectivamente, por:

• µpβ1q “ µpx´2
1,2q “ µpx´1

1,2q ¨ µpx
´1
1,2q “ 1´ 2X1,2 ` 3X2

1,2 ´ 4X3
1,2 ` . . ..

• µpβ11q “ µpx´1
1,2q “ 1´X1,2 `X

2
1,2 ´X

3
1,2 ` . . ..

Assim, comparando as sequências de coeficientes dos polinômios, para o grau d “ 1,

obtemos:

• C1pµpβ1qq “ p´2q ñ c1pµpβ1qq “ ´2 “ e.

• C1pµpβ
1
1qq “ p´1q ñ c1pµpβ

1
1qq “ ´1 “ e1.

Portanto, c1pµpβ1qq ă c1pµpβ
1
1qq

Def.4.3.12
ùñ µpβ1q ăSUMLEX µpβ11q

Def.4.3.18
ùñ β1 ăµ β11, ou

seja, a sequência de coordenadas Artin de β é menor que a sequência de coordenadas

Artin de β1.

Observação 4.4.14. Com base no Exemplo 4.4.13, temos que o expoente e (respectiva-

mente e1) de β (respectivamente β1) é exatamente a soma dos coeficientes da sequência

Cdpµpβqq (respectivamente Cdpµpβ
1qq), para o grau d “ 1, ou seja, c1pµpβqq “ e (respecti-

vamente c1pµpβ
1qq “ e1). Notemos também, que essa sequência sempre terá uma entrada,

para cada grau d, pois β, β1 são expressos apenas em termos do gerador x1,2 de F1.
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Exemplo 4.4.15. Consideremos a trança β “ pβ1, β2q P PBp3q, dada por β “ px1,2, x1,3q,

com βi P Fi, conforme Figura 4.13:

Figura 4.13: Representação geométrica da trança β em PBp3q.

Note que aplicando r3pβq, a qual consiste em apagar a última corda, obtemos β1 “ x1,2.

Logo, o produto r3pβq
´1 ¨ β resulta em β2 “ x1,3, conforme Figura 4.14.

Figura 4.14: Produto r3pβq
´1 ¨ β “ β2 “ x1,3.
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Proposição 4.4.16. [12, Proposition 3.10] Para β, β1 P PBpnq, a relação β ăM β1 é

verdade se, e somente se, a sequência de coordenadas Artin de β é menor que a sequência

de coordenadas Artin de β1, com respeito à extensão lexicográfica das ordenações Magnus

de cada subgrupo Fj.

Demonstração:

Usaremos indução sobre n ě 2. Para n “ 2, dizemos que β ăM β1 se temos β “ σ2e
1 e

β1 “ σ2e1

1 , com e ă e1. Notemos que potências pares da trança elementar σ1 são tranças

puras. Dados β, β1 P PBp2q, temos que β, β1 P F1, pois PBp2q “ F1¸PBp1q, onde PBp1q

é trivial.

Os geradores de F1 são da forma x1,2, conforme Observação 4.4.7 e, assim, β, β1 P F1

são produtos de x1,2, apenas. Mais ainda, β “ xe1,2 e β1 “ xe
1

1,2 e como e ă e1, basta

compararmos as sequências para o grau d “ 1 na expansão Magnus, o que implica que a

sequência de coordenadas Artin de β será menor que a sequência de coordenadas Artin

de β1, pois:

c1pµpβqq “ e ă e1 “ c1pµpβ
1
qq

loooooooooooooooooomoooooooooooooooooon

Obs.4.4.14

Def.4.3.12
ðñ µpβq ăSUMLEX µpβ1q

Def.4.3.18
ðñ β1 “ β ăµ β

1
“ β11,

conforme ilustrado no Exemplo 4.4.13.

Seja n ě 3 e suponhamos, por hipótese de indução, que o teorema seja válido para n´ 1.

Sejam β, β1 P PBpnq tais que β ăM β1, isto é:

• rnpβq ăM rnpβ
1q,

• ou rnpβq “ rnpβ
1q e rnpβq

´1β ăµ rnpβ
1q´1β1.

Sejam pβ1, . . . , βn´1q e pβ11, . . . , β
1
n´1q as coordenadas Artin de β e β1, respectivamente.

Observamos que as coordenadas Artin de rnpβq são pβ1, . . . , βn´2q, e que rnpβq
´1β “ βn´1

(Vide Exemplo 4.4.15).

Suponhamos que rnpβq ăM rnpβ
1q. Neste caso, teremos da hipótese de indução que

rnpβq ăM rnpβ
1
q ô pβ1, . . . , βn´2q ă

LEX
pβ11, . . . , β

1
n´2q. (4.4.7)

Assim, pβ1, . . . , βn´1q ă
LEX pβ11, . . . , β

1
n´1q, i.e., a sequência de coordenadas Artin de β é

menor que a sequência de coordenadas Artin de β1.
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Por outro lado, se tivermos rnpβq “ rnpβ
1q e rnpβq

´1β ăµ rnpβ
1q´1β1, obtemos:

pβ1, . . . , βn´2q “ pβ
1
1, . . . , β

1
n´2q e βn´1 ăµ β

1
n´1,

implicando pβ1, . . . , βn´1q ă
LEX pβ11, . . . , β

1
n´1q, como queŕıamos demonstrar.

o

Observação 4.4.17. Como a ordenação Magnus ăµ é definida em termos da ordena-

ção sobre ZrrX1, . . . , Xnss, podemos caracterizar equivalentemente a ordenação de tranças

puras em termos de séries de potências.

Corolário 4.4.18. [12, Corollary 3.11] Para β P PBpnq, definimos as ZrrX1, . . . , Xnss-

coordenadas de β como sendo a expansão Magnus de suas coordenadas Artin. Então, para

β, β1 P PBpnq, a relação β ăM β1 vale se, e somente se, as ZrrX1, . . . , Xnss-coordenadas

de β são menores que as ZrrX1, . . . , Xnss-coordenadas de β1 com respeito à extensão lexi-

cográfica da ordenação SUMLEX de ZrrX1, . . . , Xnss.

Exemplo 4.4.19. [12, Example 3.12] Vamos comparar β “ σ2
1σ

2
2σ

2
1 e β1 “ pσ1σ2σ1q

2.

Primeiramente determinamos β1 “ r3pβq “ σ4
1 e β11 “ r3pβ

1q “ σ2
1. Em termos dos

geradores de F1, temos que β1 “ x2
1,2 e β11 “ x1,2. As Figuras 4.15 e 4.16 ilustram

cada um dos casos. Assim, x2
1,2 ąµ x1,2 na ordenação Magnus de F1, equivalentemente,

1` 2X1 `X
2
1 ąSUMLEX 1`X1 na ordenação de ZrrX1, . . . , Xnss. Portanto, β ąM β1.

Figura 4.15: Trança β, coordenada Artin, β1 nos geradores xi,2, respectivamente.
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Figura 4.16: Trança β1, coordenada Artin, β11 nos geradores xi,2, respectivamente.

Para um segundo exemplo, manteremos β e consideremos β2 “ σ4
1σ

2
2.

A primeira coordenada de β2 é β21 “ σ4
1. Assim, as primeiras coordenadas Artin de β e

β2 coincidem (vide Figuras 4.15 e 4.17).

Figura 4.17: Trança β2, coordenada Artin β21 , β21 nos geradores xi,2, respectivamente.

Consideremos as segundas coordenadas, observando que: β2 “ σ´2
1 σ2

2σ
2
1 e β22 “ σ2

2.

Temos que β2 “ x2,3 x1,3 x2,3 x
´1
1,3x

´1
2,3 e β22 “ x2,3, em termos dos geradores xi,3. Como

vimos no Exemplo 4.3.20, x2,3 x1,3 x2,3 x
´1
1,3x

´1
2,3 ăµ x2,3, em F2, equivalentemente,

p1`X2qp1`X1qp1`X2qp1´X1`X
2
1´X

3
1` . . .qp1´X2`X

2
2´X

3
2` . . .q ă

SUMLEX 1`X2.

Portanto, β ăM β2.
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Figura 4.18: Coordenadas Artin β2.

Figura 4.19: Coordenadas Artin β22 .



Apêndice

A
Apresentação do Grupo de Tranças

Puras

O objetivo deste apêndice é mostrar geometricamente as relações da apresentação do

grupo das tranças puras indicado no Lema 3.4.4 do Caṕıtulo 3. Lembremos que este grupo

é denotado por Hn e gerado pelas tranças ai,j, onde ai,j é a trança que apenas passa a

corda j uma vez em torno da corda i, primeiro por baixo e depois por cima, e passa por

baixo de cada corda intermediária duas vezes, conforme Figura A.122.

Figura A.1: aij “ σj´1σj´2 . . . σi`1σ
2
i σ
´1
i`1 . . . σ

´1
j´2σ

´1
j´1

As figuras A.2, A.3, A.4, A.5 e A.6 nos mostram que valem as seguintes relações em

22Para a demonstração completa e mais informações, consulte Hansen [20, págs. 153 - 170] e Murasugi
[37, pág. 50]
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Hn, respectivamente:

(a) ai,jar,s “ ar,sai,j, se r ă s ă i ă j;

(b) ai,jar,s “ ar,sai,j, se i ă r ă s ă j;

(c) a´1
r,sas,jar,s “ ar,jas,ja

´1
r,j , se r ă s ă j;

(d) a´1
r,sar,jar,s “ ar,jas,jar,ja

´1
s,ja

´1
r,j , se r ă s ă j;

(e) a´1
r,sar,jai,ja

´1
r,j “ ar,jai,ja

´1
r,j a

´1
r,s , se r ă i ă s ă j.

Estas relações definem um sistema completo de relações para Hn, isto é, todas as

outras relações são provenientes destas. Mostremos que a relação (e) é equivalente a

pe1q a´1
r,sai,jar,s “ ar,jas,ja

´1
r,j a

´1
s,jai,jas,jar,ja

´1
s,ja

´1
r,j . De fato,

peq ô a´1
r,sar,jai,ja

´1
r,j “ ar,jai,ja

´1
r,j a

´1
r,s ô a´1

r,sar,jai,ja
´1
r,j ar,s “ ar,jai,ja

´1
r,j

ô pa´1
r,sar,jar,sqa

´1
r,sai,jar,spa

´1
r,sa

´1
r,j ar,sq “ ar,jai,ja

´1
r,j

ô a´1
r,sai,jar,s “ pa

´1
r,sa

´1
r,j ar,sqar,jai,ja

´1
r,j pa

´1
r,sar,jar,sq

pdq
ô

ô a´1
r,sai,jar,s “ ar,jas,ja

´1
r,j a

´1
s,j a

´1
r,j ar,j
loomoon

Id.

ai,j a
´1
r,j ar,j
loomoon

Id.

as,jar,ja
´1
s,ja

´1
r,j ô pe1q.

Podemos mostrar, geometricamente, que as relações acima são de fato válidas, apenas

realizando métodos “suaves” nas cordas, ou seja, usando o método de pentear tranças.

Figura A.2: Relação (a): ai,jar,s “ ar,sai,j, se r ă s ă i ă j.
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Figura A.3: Relação (b): ai,jar,s “ ar,sai,j, se i ă r ă s ă j.

Figura A.4: Relação (c): a´1
r,sas,jar,s “ ar,jas,ja

´1
r,j , se r ă s ă j.
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Figura A.5: Relação (d): a´1
r,sar,jar,s “ ar,jas,jar,ja

´1
s,ja

´1
r,j , se r ă s ă j.

Finalmente,
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Figura A.6: Relação (e): a´1
r,sar,jai,ja

´1
r,j “ ar,jai,ja

´1
r,j a

´1
r,s , se r ă i ă s ă j.

Renomeando os ı́ndices, podemos resumir estas relações de acordo com o:
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Lema A.0.20. [20, Lema 4.2] O grupo Hn admite uma apresentação com geradores:

ai,j “ σj´1σj´2 . . . σi`1σ
2
i σ
´1
i`1 . . . σ

´1
j´2σ

´1
j´1, para 1 ď i ă j ď n e relações :

a´1
r,sai,jar,s “

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

ai,j, se i ă r ă s ă j ou r ă s ă i ă j

ar,jai,ja
´1
r,j , se r ă i “ s ă j

ar,jas,jai,ja
´1
s,ja

´1
r,j , se i “ r ă s ă j

ar,jas,ja
´1
r,j a

´1
s,jai,jas,jar,ja

´1
s,ja

´1
r,j , se r ă i ă s ă j.



Apêndice

B
Resultados de Teoria de Conjuntos,

Teoria de Grupos, Topologia Geral e

Topologia Algébrica

Neste caṕıtulo apresentaremos alguns resultados básicos de teoria de conjuntos, teoria

de grupos, topologia geral e topologia algébrica que serão usados nos caṕıtulos anteriores.

B.0.5 Equipotência entre conjuntos

Definição B.0.21. [15, Definition 7.1] Dois conjuntos X e Y são equipotentes (ou

possuem o mesmo cardinal) se existe bijeção f : X Ñ Y . Usaremos a notação |X| “ |Y |,

sempre que X e Y forem equipotentes.

Observação B.0.22. Equipotência é uma relação de equivalência na classe de todos os

conjuntos, então ela decompõe esta classe em sub-classes mutuamente exclusivas, chama-

das classes de equipotência.

Definição B.0.23. [15, pág. 46] Dado um conjunto X, o conjunto de todas as funções

f : X Ñ t0, 1u será denotado por 2X .

Proposição B.0.24. Para qualquer conjunto X, temos |2X | “ |PpXq|.

Definição B.0.25. [15, Definition 7.3] Para quaisquer dois conjuntos X e Y , se existe

uma função injetora f : X Ñ Y , usaremos a notação |X| ď |Y |.
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Proposição B.0.26. [15, Proposition 7.4] Dados dois conjuntos X, Y , então:

(a) |A| ď |X|, para qualquer subconjunto A Ă X.

(b) Se existe uma função sobrejetora f : X Ñ Y , então |Y | ď |X|.

B.0.6 O Lema dos Cinco

Lema B.0.27 (Lema dos Cinco). [25, Lemma 1] Consideramos o seguinte diagrama

comutativo, no qual todos os vértices são grupos e todas as setas denotam homomorfismos

de grupos:

A0
α0 //

φ0
��

A1
α1 //

φ1
��

A2
α2 //

φ2
��

A3
α3 //

φ3
��

A4

φ4
��

B0 β0
// B1 β1

// B2 β2
// B3 β3

// B4

e cujas linhas horizontais são sequências exatas curtas. Se φ0, φ1, φ3 e φ4 são isomorfis-

mos, então φ2 também é um isomorfismo.

Demonstração:

Mostraremos que φ2 é bijeção, como segue.

$ φ2 é injetor, ou seja, Kerpφ2q “ t1u.

De fato, seja a P Kerpφ2q. Logo, φ2paq “ 1 e assim, β2 ˝ φ2paq “ 1. Pela comutatividade

no quadrado 3 pela direita, temos β2 ˝ φ2 “ φ3 ˝ α2. Logo, φ3pα2paqq “ 1, ou seja,

α2paq P Kerpφ3q. Desde que φ3 é injetor, segue que α2paq “ 1, ou seja, a P Kerpα2q. Pela

exatidão em A2, temos que Impα1q “ Kerpα2q, o que implica que a P Impα1q e assim,

existe a1 P A1 tal que α1pa1q “ a.

Por outro lado, pela comutatividade do quadrado 2 pela direita, temos que β1˝φ1 “ φ2˝α1.

Logo, β1pφ1pa1qq “ φ2pα1pa1qq “ φ2paq “ 1 e assim, φ1pa1q P Kerpβ1q. Pela exatidão em

B1, temos que Impβ0q “ Kerpβ1q. Logo, φ1pa1q P Impβ0q. Logo, existe b0 P B0 tal que

β0pb0q “ φ1pa1q.

Como φ0 é sobrejetor, existe a0 P A0 tal que φ0pa0q “ b0. Pela comutatividade no quadrado

1, segue que β0 ˝ φ0 “ φ1 ˝ α0. Logo, β0 ˝ φ0pa0q “ φ1 ˝ α0pa0q e então:

φ0pa0q “ b0 ñ β0 ˝ φ0pa0q “ β0pb0q “ φ1pa1q.
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Assim, da comutatividade temos φ1 ˝ α0pa0q “ φ1pa1q. Desde que φ1 é injetor, segue que

α0pa0q “ a1, ou seja, a1 P Impα0q e pela exatidão de A1, temos que Impα0q “ Kerpα1q.

Logo, a1 P Kerpα1q, ou seja, α1pa1q “ 1. Mas provamos que α1pa1q “ a. Portanto, a “ 1,

como queŕıamos.

$ φ2 é sobrejetor.

Mostraremos que dado b P B2, temos que existe a P A2 tal que φ2paq “ b. De fato,

seja b P B2 e por definição, β2pbq P B3. Como φ3 é sobrejetor, existe a3 P A3 tal que

φ3pa3q “ β2pbq. Assim, φ3pa3q P Impβ2q “ Kerpβ3q, pela exatidão em B3. Portanto,

β3 ˝φ3pa3q “ 1. Logo, pela comutatividade do diagrama no quadrado 4 pβ3 ˝φ3 “ φ4 ˝φ3q,

segue que φ4 ˝α3pa3q “ 1. Como φ4 é injetor, segue α3pa3q “ 1 e assim, pela exatidão em

A3, temos que a3 P Kerpα3q “ Impα2q. Assim, existe a2 P A2 tal que α2pa2q “ a3. Pela

comutatividade no quadrado 3, temos β2˝φ2 “ φ3˝α2. Logo, β2pφ2pa2qq “ φ3pa3q “ β2pbq.

Seja pβ2pφ2pa2qqq
´1 o inverso de β2pφ2pa2qq. Logo, temos:

1 “ β2pbq ¨ pβpφ2pa2qq
´1
q
homo
“ β2pb ¨ φ2pa2q

´1
q

Assim, pela exatidão em B2, temos que b ¨ φ2pa2q
´1 P Kerpβ2q “ Impβ1q, ou seja, existe

b1 P B1 tal que β1pb1q “ b ¨φ2pa2q
´1. Ainda, como b1 P B1 e φ1 é sobrejetor, existe a1 P A1

tal que φ1pa1q “ b1, ou seja, β1 ˝ φ1pa1q “ β1pb1q. Assim, β1 ˝ φ1pa1q “ b ¨ φ2pa2q
´1.

Por outro lado, pela comutatividade do quadrado 2, pφ2 ˝ α1 “ β1 ˝ φ1q, temos

φ2pα1pa1qq “ b ¨ φ2pa2q
´1. Logo, φ2pa2q ¨ φ2pα1pa1qq “ b e, como φ2 é homomorfismo,

temos φ2pα1pa1qa2q “ b, com α1pa1qa2 P A2. Portanto, φ2 é sobrejetor.

o

B.0.7 Ações de grupos

Nesta seção, consideramos a noção de ações de grupos.

Definição B.0.28. Uma ação à esquerda de um grupo G sobre um conjunto qualquer

X é uma função µ : G ˆX Ñ X, usualmente denotada por pg, xq ÞÑ µpg, xq “ g ¨ x que

satisfaz as seguintes condições:

(i) p1G, xq ÞÑ 1G ¨ x “ x, @ x P X. (Identidade).

(ii) pgh, xq ÞÑ pghq ¨ x “ g ¨ ph ¨ xq, @x P X, @ g, h P G. (Compatibilidade)
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Quando uma tal ação existe, dizemos que G age sobre o conjunto X.

De maneira análoga, podemos definir uma ação à direita de um grupo G sobre um

conjunto X como segue.

Definição B.0.29. Uma ação à direita de um grupo G sobre um conjunto qualquer

X é uma função µ : X ˆ G Ñ X, usualmente denotada por px, gq ÞÑ µpx, gq “ x ¨ g que

satisfaz as seguintes condições:

(i) px, 1Gq ÞÑ x ¨ 1G “ x, @x P X. (Identidade).

(ii) px, ghq ÞÑ x ¨ pghq “ px ¨ gq ¨ h, @x P X, @ g, h P G. (Compatibilidade)

Observação B.0.30. É comum usar uma notação exponencial para representar ações à

direita µ : XˆGÑ X, px, gq ÞÑ xg “ x ¨g. A diferença entre ações à direita e à esquerda

é a ordem segundo a qual um produto da forma gh P G age sobre a P A. Para uma ação à

esquerda, h age primeiro, seguido pela ação de g. Enquanto que para uma ação à direita,

g age primeiro, seguido pela ação de h.

Observação B.0.31. No caso em que X é um espaço topológico que admite uma ação à

direita (respectivamente, uma ação à esquerda) de um grupo G, nos referimos a X como

um G-espaço à direita (respectivamente, um G-espaço à esquerda) e usaremos também a

notação pX,µq para o G-espaço X. Se X é um G-espaço à esquerda, então, a relação

x ¨ g “ g´1
¨ x, (B.0.1)

define uma estrutura de G-espaço à direita em X, ou seja, definindo:

µ : X ˆG Ñ X (B.0.2)

px, gq ÞÑ x ¨ g :“ g´1
¨ x, (B.0.3)

temos que µ é uma ação à direita de G sobre X. De fato, desde que X é um G-espaço à

esquerda, temos:

(i) px, 1Gq ÞÑ x ¨ 1G :“ 1G ¨ x “ x, @x P X.
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(ii) px, ghq ÞÑ x ¨ pghq :“ pghq´1
¨ x

“ ph´1g´1
q ¨ x “ h´1

¨ pg´1xq

“ h´1
px ¨ gq
loomoon

“x1PX

“ px ¨ gq ¨ h, @x P X, @ g, h P G.

No caso em que X é um G-espaço (à direita ou à esquerda), temos definido um novo

espaço topológico, obtido de X pela ação do grupo G, chamado o espaço de órbitas, como

segue.

Definição B.0.32. Seja µ : X ˆ G Ñ X uma ação à direita de um grupo G sobre um

espaço topológico X. Então:

(i) para cada x P X, o conjunto xG “ tx ¨ g ; g P Gu Ă X é chamado a órbita de x

pela ação de G.

(ii) o subgrupo Gx “ tg P G ; x ¨g “ xu Ă G é chamado subgrupo de isotropia de x P X.

(iii) cada órbita é uma classe da seguinte relação de equivalência:

x1 „ x2 ô x1 “ x2 ¨ g, para algum g P G. (B.0.4)

(iv) quaisquer duas órbitas são iguais ou disjuntas. Assim, elas determinam uma par-

tição do espaço topológico X. O conjunto de todas as órbitas de X pela ação de G

será denotado por X{G. Podemos munir este conjunto com a topologia quociente

co-induzida pela projeção natural p : X Ñ X{G, definida por x ÞÑ x ¨ G. Assim,

X{G é um espaço topológico, chamado espaço de órbitas de X pela ação de G.

(v) uma ação é chamada livre se os subgrupos de isotropia são triviais, ou seja, Gx “

t1Gu, para todo x P X. Isso significa que x ¨ g ­“ x, para todo g P G ´ t1Gu e para

todo x P X.

São válidos os seguintes resultados.

Teorema B.0.33. [29, Theorems 17.1, 17.2] Sejam G um grupo finito e X um espaço

de Hausdorff. Se G age livremente sobre X, então p : X Ñ X{G é uma aplicação de

recobrimento.



160 Resultados de Teoria de Conjuntos, Teoria de Grupos, Topologia Geral e Algébrica

No caso particular em que a ação de G sobre o espaço X é determinada por um grupo

compacto, o espaço de órbitas X{G possui uma importante propriedade, dada no seguinte

Teorema B.0.34. [5, Teorema 3.1] Seja pX,µq um G-espaço (à direita ou à esquerda),

onde G é um grupo compacto. Então, X{G é um espaço de Hausdorff.

Observação B.0.35. [30, pág. 253] Seja p : E Ñ B uma aplicação de recobrimento.

Se E é uma n-variedade topológica e se B é um espaço de Hausforff, então B também é

uma n-variedade topológica.

B.0.8 Grupos de Homotopia de Ordem Superior

Iniciamos esta seção fixando algumas convenções. Um espaço com ponto base é um

par pX, x0q consistindo de um espaço topológico X e um ponto base x0 P X. Uma

aplicação entre espaços com ponto base f : pX, x0q ÝÑ pY, y0q é uma função cont́ınua

f : X ÝÑ Y tal que fpx0q “ y0. Um par de espaços é um par pX,Aq consistindo de

um espaço topológico X e um sub-espaço A Ď X. Uma aplicação entre pares de espaços

f : pX,Aq ÝÑ pY,Bq é uma função cont́ınua f : X ÝÑ Y , com fpAq Ď B.

Definição B.0.36. [34, pág. 155] Uma categoria C consiste de:

(1) Uma classe de objetos X.

(2) Para cada par ordenado pX, Y q de objetos, um conjunto

HompX, Y q :“ tf : X Ñ Y u

de morfismos ou flechas.

(3) Uma função, chamada a composição de morfismos, que está definida para qualquer

tripla de objetos pX, Y, Zq.

˝ : HompX, Y q ˆHompY, Zq ÝÑ HompX,Zq

pf, gq ÞÑ g ˝ f

satisfazendo os seguintes axiomas:
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Axioma 1: (Associatividade) Se f P HompX, Y q, g P HompY, Zq e h P HompZ,W q:

h ˝ pg ˝ fq “ ph ˝ gq ˝ f

Axioma 2: (Existência do morfismo identidade) Para cada objeto X, existe um

morfismo idX P HompX,Xq tal que

f ˝ idX “ f, @f P HompX, Y q

idX ˝ g “ g, @g P HompZ,Xq

chamado morfismo identidade.

Observação B.0.37. Mostra-se que os seguintes exemplos são categorias:

(i) Se os objetos de C são os espaços topológicos e se os morfismos de C são as aplicações

cont́ınuas entre espaços topológicos, então C é uma categoria, denotada por Top.

(ii) Se os objetos de C são os espaços com ponto base e se os morfismos de C são as

aplicações entre espaços com ponto base, então C é uma categoria e será denotada

por Top‹.

(iii) Se os objetos de C são os pares de espaços e se os morfismos de C são as aplicações

entre pares de espaços, então C é uma categoria e será denotada por Top2.

(iv) Se os objetos de C são grupos se os morfismos de C são os homomorfismos de grupos,

então C é uma categoria e será denotada por Grp.

Definição B.0.38. Na categoria Top, dois morfismos f0, f1 P HompX, Y q são chamados

homotópicos , e escrevemos f0 » f1, se existe um morfismo H : X ˆ I ÝÑ Y tal que

Hpx, 0q “ f0pxq e Hpx, 1q “ f1pxq, @x P X. A aplicação H é chamada uma homotopia

entre f0 e f1 e escrevemos f0
H
» f1 ou H : f » g.

Observação B.0.39. Definindo f0 „ f1 se, e somente se, f0 » f1, temos que a relação de

homotopia é uma relação de equivalência sobre o conjunto HompX, Y q, de todas as funções
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cont́ınuas de X em Y . A classe de equivalência de uma função cont́ınua f : X Ñ Y com

respeito à relação de homotopia é chamada classe de homotopia e será denotada por rf s.

O conjunto das classes de homotopia de todas as funções cont́ınuas de X em Y será

denotada por rX, Y s “ HompX, Y q{ ».

Observação B.0.40. Se os objetos de C são espaços topológicos e se os morfismos de

C são dados por classes de homotopia de aplicações cont́ınuas, isto é, para cada par

de espaços topológicos X, Y tem-se HompX, Y q “ trf s P rX, Y su, mostra-se que C é

uma categoria, chamada a categoria de homotopia de espaços, a qual será denotada por

HpTopq. A composição rX, Y s ˆ rY, Zs Ñ rX,Zs é definida por rf s ˝ rgs “ rg ˝ f s.

Existem variantes da relação de homotopia nas categorias Top‹ e Top2, como segue.

Definição B.0.41. Dois morfismos f, g : pX, x0q ÝÑ pY, y0q em Top‹ são chamados

homotópicos em relação aos pontos base , e escrevemos f » g rel x0, se existe

uma homotopia H : f » g tal que Hpx0, tq “ y0, @t P r0, 1s.

Observação B.0.42. Similarmente, mostra-se que a homotopia relativa a pontos base

determina uma relação de equivalência em HomppX, x0q, pY, y0qq, a qual é compat́ıvel

com a composição. A classe de equivalência de uma aplicação entre espaços com ponto

base rf s é chamada classe de homotopia relativa a pontos base e o conjunto de tais classes

de homotopia será denotado por rpX, x0q, pY, y0qs.

Definição B.0.43. Dados um par de espaços topológicos pX,Aq, um espaço topológico Y

e duas aplicações cont́ınuas f, g : X ÝÑ Y tais que fpaq “ gpaq, @a P A, uma homotopia

relativa entre f e g é uma homotopia H : f » g, satisfazendo Hpa, tq “ fpaq “ gpaq, @t P

r0, 1s, @a P A, ou seja, Hpa,´q : r0, 1s ÝÑ Y é constante, para cada a P A. Usaremos a

notação H : f » g rel A, para representar tal homotopia.

Observação B.0.44. Note que se A for vazio (respectivamente, um conjunto com um

único ponto), então a noção de homotopia relativa coincide com a noção de homotopia

(respectivamente, homotopia relativa a pontos base).

Definição B.0.45. Na categoria Top2, dois morfismos f0, f1 P HomppX,Aq, pY,Bqq são

chamados homotópicos , e escrevemos f0 » f1, se existe um morfismo H : pX ˆ I, A ˆ



163

Iq ÝÑ pY,Bq tal que Hpx, 0q “ f0pxq e Hpx, 1q “ f1pxq, @x P X. A aplicação H é

chamada uma homotopia de pares entre f e g, e será denotada por f
H
» g ou H : f » g.

Observação B.0.46. Também neste caso, temos determinada uma relação de equiva-

lência sobre HomppX,Aq, pY,Bqq e o conjunto de todas as classes de homotopia de pares

será denotada por rpX,Aq, pY,Bqs.

Observação B.0.47. Se os objetos de C são os espaços com ponto base e se os morfismos

de C são dados por classes de homotopia relativa a pontos base, então C é uma catego-

ria, chamada a categoria de homotopia de espaços com ponto base e será denotada por

HpTop‹q. Se os objetos de C são pares de espaços topológicos e se os morfismos de C são

dados por classes de homotopia de pares, então C é uma categoria, chamada a categoria

de homotopia de pares de espaços e será denotada por HpTop2q.

Definição B.0.48. Um morfismo f : X Ñ Y em uma categoria C é chamado uma

equivalência na categoria C, se existe um morfismo g : Y Ñ X tal que

g ˝ f “ idX e f ˝ g “ idY .

Um objeto X é equivalente a um objeto Y , se existe uma equivalência f : X Ñ Y .

Definição B.0.49. Um funtor covariante de uma categoria C em uma categoria D é

uma regra, que denotaremos por F : C ÝÑ D, que associa a cada objeto X P C, um objeto

F pXq P D, e a cada morfismo f : X Ñ Y de C, um morfismo F pfq : F pXq Ñ F pY q de

D, satisfazendo as seguintes condições:

1. F preserva identidades, ou seja, para cada X P C se IdX : X ÝÑ X é o morfismo

identidade, então F pidXq “ idF pXq : F pXq ÝÑ F pXq.

2. F preserva a composição de morfismos, ou seja,

F pg ˝ fq “ F pgq ˝ F pfq, @f P HompX, Y q, @g P HompY, Zq.

Definição B.0.50. Consideremos um espaço com ponto ponto base pX, x0q, ou seja,

pX, x0q é um objeto na categoria Top‹. Para cada n ě 0, denotemos por:
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(1) In :“ I ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ I
looooomooooon

n´vezes

o n´cubo, onde I “ r0, 1s.

(2) O bordo de In, denotado por BIn, é o sub-espaço de In consistindo de todos os pontos

de In com pelo menos uma das coordenadas igual a zero ou um, isto é,

BIn :“ tps1, ¨ ¨ ¨ , s2q P I
n : Di P t1, ¨ ¨ ¨ , nu tal que si “ 0 ou si “ 1u.

Figura B.1: Representação de In e seu bordo.

Convencionamos que I0 :“ ts0u e BI0 “ H. O conjunto de todas as classes de homotopia

em HomppIn, BInq, pX, x0qq será denotado por:

HomppIn, BInq, pX, x0qq

»
:“ πnpX, x0q

Observação B.0.51. Observemos que:

(i) Se n “ 0, existe uma bijeção π0pX, x0q Ñ
X
„

, onde X{ „ denota o conjunto das

componentes conexas por caminhos de X, isto é,

X

„
:“ trxs : x P Xu com rxs :“ ty P X : y „ xu,

com a relação de equivalência „ definida em X como segue:

x, y P X : y „ xðñ D α : r0, 1s Ñ X cont́ınua tal que αp0q “ x e αp1q “ y.
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(ii) Se n “ 1, temos que π1pX, x0q é o grupo fundamental de X com ponto base x0 (mu-

nido da operação induzida da concatenação de laços), que em geral não é abeliano.

Neste caso, a relação » é a relação de homotopia de caminhos relativa a BI “ t0, 1u.

(iii) Seja agora n ě 2. Definimos a seguinte operação sobre πnpX, x0q:

‹ : πnpX, x0q ˆ πnpX, x0q ÝÑ πnpX, x0q

prf s, rgsq ÞÑ rf s ‹ rgs :“ rf ‹ gs, onde

f ‹ g : pIn, BInq ÝÑ pX, x0q

s “ ps1, ¨ ¨ ¨ , snq ÞÑ pf ‹ gqpsq :“

$

&

%

fp2s1, s2, ¨ ¨ ¨ , snq, 0 ď s1 ď
1
2
.

gp2s1 ´ 1, s2, ¨ ¨ ¨ , snq,
1
2
ď s1 ď 1.

Mostra-se que esta operação é bem definida sobre as classes de homotopia e que, para

n ě 2, pπnpX, x0q, ‹q é um grupo abeliano23, chamado o n-ésimo grupo de homotopia do

par pX, x0q, cujo elemento identidade é a classe de homotopia da aplicação constante

Cx0 : pIn, BInq ÝÑ pX, x0q

s ÞÑ Cx0psq :“ x0, @s P I
n.

E para cada aplicação f : pIn, BInq ÝÑ pX, x0q, a sua inversa é dada por

g : pIn, BInq ÝÑ pX, x0q

ps1, ¨ ¨ ¨ , snq ÞÑ gps1, ¨ ¨ ¨ , snq :“ fp1´ s1, ¨ ¨ ¨ , snq.

Observação B.0.52. [21, pág. 342] Uma aplicação cont́ınua ϕ : pX, x0q Ñ pY, y0q

induz um bem definido homomorfismo, para todo n ě 2:

ϕ˚ : πnpX, x0q Ñ πnpY, y0q

rf s ÞÑ ϕ˚prf sq :“ rϕ ˝ f s

satisfazendo as seguintes condições:

23Vide [21, pág. 340].
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(i) pϕ ˝ ψq˚ “ ϕ˚ ˝ ψ˚.

(ii) pidpX,x0qq˚ “ idπnpX,x0q.

Dessa forma, πn : Top‹ Ñ Grp, que associa a cada espaço com ponto base pX, x0q, o

seu n-ésimo grupo de homotopia πnpX, x0q, e a cada aplicação entre espaços com ponto

base ϕ : pX, x0q Ñ pY, y0q, associa o homomorfismo induzido ϕ˚ : πnpX, x0q Ñ πnpY, y0q,

é um funtor covariante. Além disso, se uma aplicação ϕ : pX, x0q Ñ pY, y0q é uma

equivalência de homotopia, então o homomorfismo induzido ϕ˚ : πnpX, x0q Ñ πnpY, y0q é

um isomorfismo, para cada inteiro n ě 2.



Apêndice

C
Apresentação do Grupo

Fundamental da Garrafa de Klein

Neste apêndice daremos uma apresentação, em termos de geradores e relatores, do

grupo fundamental da Garrafa de Klein. Para isto, usaremos o Teorema de Seifert-Van

Kampen (vide [29]).

Seja X um espaço topológico, o qual é a união de dois sub-espaços U1 e U2, ambos

abertos e conexos por caminhos e tais que U1 X U2 é não vazio e conexo por caminhos.

O teorema de Van Kampen nos permite calcular o grupo fundamental de X, desde que

conheçamos os grupos fundamentais de U1, U2 e U1 X U2.

Teorema C.0.53 (Teorema de Seifert-Van Kampen). Seja pX, x0q um espaço com ponto

base tal que X “ U1YU2, com U1 e U2 abertos, conexos por caminhos e tais que x0 P U1XU2

é conexo por caminhos. Então

π1pX, x0q –
π1pU1, x0q˚ π1pU2, x0q

N
(C.0.1)

no qual N é o fecho normal de π1pU1, x0q˚ π1pU2, x0q gerado pela palavra

pϕ1q˚prαsq ¨ tpϕ2q˚prαsqu
´1, @ rαs P π1pU1 X U2, x0q, (C.0.2)

onde ϕ1 : U1 X U2 ãÑ U1 e ϕ2 : U1 X U2 ãÑ U2 são as inclusões naturais.
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O grupo fundamental da garrafa de Klein

A garrafa de Klein foi descrita pela primeira vez em 1882 pelo matemático alemão

Felix Klein. A garrafa de Klein é o espaço quociente K obtido por identificação dos lados

opostos de um quadrado, conforme ilustra a Figura C.1.

Figura C.1: Identificações na Garrafa de Klein.

Consideremos a representação da garrafa de Klein K dada na Figura C.2. Fixamos

um ponto y no interior do quadrado, como indicado na figura. Sejam U1 “ K ´ tyu e

U2 “ K ´ ta1 Y a2u. Então, U1, U2 e U1 X U2 são abertos, conexos por caminhos, com

U1 X U2 não vazio. Assim, podemos aplicar o Teorema de Seifert - Van Kampen para

calcular o grupo fundamental de K.

Sejam x0, x1 pontos fixados, como indicado na Figura C.2. Note que x1 aparece quatro

vezes no diagrama, desde que estes quatro pontos são identificados em um único ponto

em K. Seja c uma circunferência com centro em y, passando pelo ponto x0 e seja d um

segmento de reta unindo x0 a x1.

Figura C.2: Bordos identificados da Garrafa de Klein.

Fazendo as identificações apenas no bordo do quadrado, obtemos a figura oito O, como
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ilustrado na Figura C.3. Este espaço é um retrato por deformação forte de U1.

Figura C.3: Bordos identificados da Garrafa de Klein.

Denotemos por α1, α2 caminhos fechados em U1, com ponto base x1, que dão uma

volta ao redor de a1 e a2, respectivamente, no sentido indicado na Figura C.3. Segue de

[35, Lemma 60.5], que π1pU1, x1q é o grupo livre gerado por trα1s, rα2su, ou seja,

π1pU1, x1q – π1pO, x1q – Z˚ Z.

Fazendo a mudança do ponto base, seja d o caminho em U1 correspondente ao segmento

de reta d, conforme Figura C.4. Então, π1pU1, x0q é o grupo livre gerado por A1 “

rd˚ α1 ˚ d´1s e A2 “ rd˚ α2 ˚ d´1s.

Figura C.4: Mudança do ponto base.

O espaço U2 é contrátil, então π1pU2, x0q “ 1.

Temos ainda que x0 P U1 X U2 e a circunferência c é um retrato por deformação forte

de U1 X U2, conforme Figura C.5. Seja γ um caminho fechado em U1 X U2, com ponto

base x0, que dá uma volta ao redor de c, no sentido indicado na Figura C.2. Dessa forma,

π1pU1 X U2, x0q é o grupo livre gerado por rγs, ou seja, π1pU1 X U2, x0q – Z.
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Figura C.5: Retrato por deformação de U1 e U1 X U2.

Denotemos por ϕ1 : U1 X U2 ãÑ U1 a inclusão natural. Em U1, temos:

pϕ1q˚rγs “ rϕ1pγqs “ rd˚ α1 ˚ α2 ˚ α1
´1 ˚ α2 ˚ d´1

s

“ rd˚ α1 ˚ d´1
s ¨ rd˚ α2 ˚ d´1

s ¨ rd˚ α1
´1 ˚ d´1

s ¨ rd˚ α2 ˚ d´1
s

“A1A2A
´1
1 A2.

Por outro lado, desde que π1pU2, x0q é trivial, então a inclusão ϕ2 : U1XU2 ãÑ U2 induz

o homomorfismo nulo pϕ2q˚ : π1pU1 X U2, x0q Ñ π1pU2, x0q. Assim, temos pϕ2q˚rγs “ 1.

Portanto, segue do Teorema de Van Kampen que π1pK, x0q é isomorfo ao grupo que possui

a seguinte apresentação
@

A1, A2 | A1A2A
´1
1 A2

D

.
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Anel de séries de potências, 125

Apresentação, 36

de um grupo, 38

finita, 38

Automorfismo, 56

Categoria C, 160

Cone positivo, 108

Conjunto

das consequências, 37

de geradores, 37

de relatores, 37

de relatores definidores, 38
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ordenável à esquerda, 106
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invariante à esquerda, 106

Magnus, 133, 141

Palavra

ciclicamente reduzida, 32

comprimento, 11

letra, 11

permutação ćıclica, 32
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ćıclico, 22

gerado, 22

normal, 23

Subgrupos

complementares, 56
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