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Abstract 

The classification problem of simple fibered knots (or open book structures) on odd 

dimensional spheres was studied by several authors — Levine, Durfee, Kato, etc. — and 

classification theorems have been obtained. On the other hand, the existence of open book 

structures on odd dimensional manifolds was studied by severa! authors — Winkelnkemper, 

A'Campo, Lawson, Quinn, and Ternura. However, the classification of these structures 

has not been studied until now. In this work, we present a complete classification up to 

isotopy of simple open book structures on closed (n-1)-connected manifolds of dimension 

2n + 1 for n > 4, n 7, and on (n — 1)-connected rational homology (2n + 1)-8pheres for 

n = 3, 7, using their algebraic invariants. 



Resumo 

O problema da classificação de nós fibrados simples (ou estruturas "open book") nas 

esferas de dimensões ímpares foi estudado por diversos autores — Levine, Durfee, Kato, 

etc. — e teoremas da classificação foram obtidos. Por outro lado, a existência de estruturas 

"open book" em variedades de dimensões ímpares foi estudada por vários autores — 

Winkelnkemper, A'Campo, Latuson, Quinn e Tatrtura. Porém, a classificação destas 

estruturas não foi estudada até agora. Neste trabalho, apresentamos uma classificação 

completa por isotopia das estruturas "open book" simples sobre (2n + 1)-variedades 

(n — 1)-conexas e fechadas com n > 4,n 	7, e sobre (2n + 1)-esferas homológicas 

racionais (n — 1)-conexas com n = 3, 7, utilizando invariantes algébricos. 
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Introdução 

Estudando a teoria das singularidades, mergulhos especiais de (2n-1)-variedades na esfera 

de dimensão 2n + 1, denominados de nós fibrados simples [Mi168], surgem naturalmente. 

Estes mergulhos foram estudados por diversos autores e teoremas da classificação foram 

obtidos [Ker65, Lev70, Dur74, Kat74, Sae99]. 

Uma generalização de nós fibrados simples é denominada estrutura "open book". Esta 

estrutura consiste de uma subvariedade fechada altamente conexa K de codimensão 2, 

denominada "binding", numa variedade M altamente conexa e fechada, juntamente com 

uma fibração do complementar M — K de K em M, sobre o circulo SI, satisfazendo certas 

condições (veja Definição 1.1). A fibra associada é denominada página e é denotada por 

F. Quando M, K e F são altamente conexas, a estrutura é denominada simples (veja 

Definição 1.2). Notemos que o caso discutido pelo Milnor [Mi168] é o caso simples. 

Como generalização do caso de Milnor, Lê [Lê92] provou que uma estrutura "open 

book" simples que não seja "nó fibrado simples" surge naturalmente no caso de certas 

singularidades associadas às funções sobre variedades complexas singulares. 

O termo estrutura "open book" foi introduzido formalmente por Winkelnkemper 

[Win73]. Ele provou que, para ri > 3, qualquer (2n + 1)-variedade simplesmente conexa 

e fechada possui uma estrutura "open book". Independentemente, Tamura provou um 

resultado similar [Tam73], e Lawson provou que a condição de ser simplesmente conexa 

não é necessária para n > 3 [Law78]. Quinn generalizou o resultado de Lawson para 

n > 2 e estudou a estrutura "open book" sobre variedades com bordo, obtendo condições 

necessárias para que uma estrutura "open book" no bordo se estenda para o seu interior 

[Qui79]. Para 5-variedades simplesmente conexas, A'Campo também obteve um teorema 

da existência [A'C72] e para 3-variedades Alexander obteve o teorema da existência 

[A1e23]. Estes teoremas foram obtidos para provar certas propriedades destas variedades, 
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e os autores não se preocuparam com a classificação destas estruturas. Caso particular 

da estrutura "open book" simples sobre uma esfera 527.4' com ri > 2 é denominado nós 

fibrados simples e vários autores fizeram estudos detalhados (veja Pur74, Kat74, Sae99]), 

obtendo a sua classificação para n > 3. 

Neste trabalho, realizaremos a classificação pela isotopia destas estruturas "open book" 

simples sobre uma variedade que não é necessariamente uma esfera. Devido ao fato das 

variedades envolvidas serem altamente conexas, utilizaremos vários conceitos e resultados 

sobre variedades altamente conexas. 

Denotamos por .A(M), o conjunto das classes de equivalência de certas 

coleções algébricas correspondentes aos invariantes das estruturas "open book" (veja 

Definições 2.15, 2.18 e 2.19), e definimos uma equivalência de "open book" pela isotopia 

estruturada como "open book" (veja Definição 2.21). Os resultados mais importantes 

obtidos neste trabalho podem ser enunciados como segue. 

Teorema 4.15 Seja M uma (2n + 1)-variedade (n — 1)-conexa e fechada com n > 

4, ri 7, ou uma (2rt + 1)-esfera homológica racional (ri— 1)-conexa com it = 3,7. Então 
existe uma bijeção entre o conjunto das classes de equivalência das estruturas "open book" 
simples e orientadas e o conjunto algébrico A(M). 

Teorema 5.5 Suponhamos que K é uma (2n— 1)-variedade orientada, (ri— 2)-conexa 
e fechada, mergulhada numa (2n + 1)-variedade orientada, (n — 1)-conexa e fechada M 
com n > 4,n 7, ou numa (2n+1)-esfera homológica racional (n— 1)-conexa e orientada 
com n = 3, 7. Então todas as estruturas "open book" simples e orientadas sobre M com 
"binding" K são estruturalmente isotópicas entre si. 

Teorema 5.7 Seja K uma (2rt — 1)-variedade (ri — 2)-conexa e fechada mergulhada 

numa (2n + 1)-variedade (n. — 1)-conexa e fechada M com n > 3. Então temos o que 

segue. 

(1) K é a "binding" de alguma estrutura "open book" (que não é necessariamente 
simples) sobre M com a página simplesmente conexa se, e somente se, o fibrado 
normal de K em M é trivial (ou equivalentemente, vizinhança tubular N(K) de 

K é trivial), 71-1(E) 	Z, e ir(E) são finitamente gerados para todo i, onde 

E = M — N(K). 
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(2) A "open book" acima é simples se, e somente se, ir(E) = O para i = 2, 3, ... , ri —1. 

O Teorema 4.15 classifica todas as estruturas "open book" sobre uma variedade 

M. O Teorema 5.5 fornece a unicidade da estrutura "open book" com a "binding" 

pré-fixada. Isto permite considerar os invariantes associados a uma estrutura "open book" 

como invariantes da classe de isotopia da "binding". O Teorema 5.7 caracteriza aqueles 

mergulhos de codimensão 2 que podem ser realizados como "binding" de alguma "open 

book". Juntando todos estes resultados, obtemos, por exemplo, uma correspondência 

biunívoca entre o conjunto das classes de isotopia de mergulhos de codimensão 2 em M 

que satisfazem as condições do Teorema 5.7 (2) e o conjunto algébrico A(M). 

Este trabalho utiliza vários conceitos e resultados da topologia algébrica. Resultados 

básicos tais como seqüência de Mayer-Vietoris, teorema de van-Kampen, dualidade de 

Poincaré-Lefschetz e outros conceitos são assumidos como parte do domínio do leitor. 

Além disso, a identificação dos grupos de homologia e homotopia via teorema de Hurewicz 

aparece freqüentemente sem mencionar o teorema. 

Alguns resultados sobre fibrados são tratados no capítulo 1 por serem usados em 

diversas partes do trabalho. Outros resultados serão apresentados na medida do 

necessário. 

Denotamos o interior da variedade X por Int X e o fecho do subespaço Y por Y, assim 

como o complementar de Y em X por X — Y. 

É importante observar que uma "open book" e o seu sistema de invariantes "open 

book" serão denotados por (M, K, w) e S(M, K, w) respectivamente (veja Definição 2.23) 

até o capítulo 4, onde w: M — K S' é a fibração associada. Mas, a partir do capítulo 5 

também serão denotados por (M, K) e S(M, K) respectivamente para ri > 4, ri 7, ou 

para n = 3, 7 quando M é uma (2n +1)-esfera homologica racional (ri — 1)-conexa, devido 

ao Teorema 5.5. Quando a variedade ambiental M está óbvia segundo o contexto, o 

sistema de invariantes também será denotado por S(K,w). 

Também chamamos a atenção de que todo grupo de homologia e cohomologia é com 

coeficientes nos inteiros, variedades e aplicações entre elas são diferenciáveis de classe C', 

e as estruturas "open books" são simples (veja Definição 1.2), a menos que especifiquemos 

o contrário. 

xix 
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Notemos também que x e y representam pontos, e e representam elementos dos 

módulos eaeb representam cadeias ou ciclos, exceto quando a simbologia não é adequada 

para o contexto. 

Indicaremos um isomorfismo entre objetos algébricos ou um difeomorfismo (que 

preserva a orientação) entre variedades (orientadas) pelo símbolo "1"=-1", e a aplicação 

identidade por "id". 

A organização dos capítulos é como segue. 

No capítulo 1, introduzimos o conceito de estrutura "open book" e trataremos de 

alguns resultados relacionados aos fibrados sobre esferas que servem como uma ferramenta 

importante no desenvolvimento deste trabalho. 

No capítulo 2, definimos e analisamos os invariantes associados a uma estrutura "open 

book", que serão utilizados nos próximos capítulos. 

No capítulo 3, desenvolvemos o critério de isotopia de estruturas "open book", 

utilizando os invariantes algébricos introduzidos no capítulo 2. 

No capítulo 4, efetuamos a realização dos invariantes discutidos no capítulo 2, 

completando o teorema da classificação (Teorema 4.15). 

No capítulo 5, analisamos a estrutura "open book" associada ao mergulho de 

codimensão 2, obtendo dois resultados importantes: condições necessárias e suficientes 

para a existência (Teorema 5.7), e a unicidade da estrutura "open book" associada 

(Teorema 5.5), a qual já eram conhecidas para o caso do mergulho de K homeomorfo 
a s - em  S27+1 com ri > 2 (veja [BL66, Corollary 1.6]), e "open book" sobre esferas 
92n+1  com ri > 3 (veja [Dur74]), respectivamente. Pelo Teorema 5.5 podemos considerar 

o invariante associado à estrutura "open book" como sendo um invariante do mergulho 

de codimensão 2 numa (2n + 1)-variedade (n — 1)-conexa e fechada para ri > 4, ri 7, ou 

numa (2n + 1)-esfera homológica racional (n — 1)-conexa para n = 3, 7. 

No capítulo 6, veremos vários resultados e exemplos que são conseqüências da 

teoria desenvolvida, tais como "open book" cuja "rank" de H71(F) é a menor possível, 

denominada "open book" minimal. 

Devido ao fato de envolver muitos símbolos e conceitos, apresentamos uma tabela de 

símbolos antes e um glossário depois da referência bibliográfica. 
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Capítulo 1 

Preliminares 

Este capitulo se destina à apresentação de conceitos preliminares para o estudo 

da estrutura "open book". Recordaremos alguns conceitos relativos às estruturas 

"open book" sobre variedades fechadas de dimensões ímpares, assim como resultados 

relacionados com as fibrações sobre esferas. 

Definição 1.1 Seja K uma variedade fechada de dimensão 2n — 1 mergulhada numa 

variedade fechada M de dimensão 2n + 1. Suponhamos que existem uma trivialização 

T : K x D2  —> N(K) da vizinhança tubular N(K) de K em M e uma fibração 

cp:M—K—>S1  tal que o diagrama 

K x (D2  — {0}) -24 N(K) — K 

P N 	W 
si  

comuta, onde p denota a projeção canônica. A terna (M, K,c,o) é denominada "open 

book" e a estrutura fibrada indicada pelo par (K, c,o) é denominada estrutura "open book" 

sobre M. A Figura 1.1 mostra a estrutura "open book" associada ao mergulho trivial 

Si 	S3, o que apresenta as configurações locais dignas de seu nome. Mais ainda, K é 

denominada "binding" e o fecho de cada fibra Ft  = tp-1(t), t E Sl, em M é chamado de 

página. Chamamos F = Fo com O E S1  R/Z de página típica da "open book". 

Definição 1.2 Uma estrutura "open book" é simples quando M e F são (n —1)-conexas 

e K é (n — 2)-conexa, onde F e K são a página e a "binding-", respectivamente. 
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-- 

... 

Figura 1.1: Estrutura local de uma "open book" associada ao mergulho trivial 51  c,s3  

Proposição 1.3 Seja F urna 2n-variedade compacta com bordo K = aF 	0. Para 

n > 2, as seguintes condições são equivalentes: 

(1) F é (n — 1)-conexa e K é (n — 2)-conexa; 

(2) F é homotopicamente equivalente a um buquê de esferas de dimensão n; 

(3) F possui uma decomposição da forma D2n U h1  U • • • U h,., onde r = rank H„(F) e 

hi  são n-alças coladas de forma simultânea ao longo de um link em 5D2n. 

Demonstração: 

(2) se, e somente se, (3): 

Quando F é homotopicamente equivalente ao buquê de esferas de dimensão n, os 

únicos grupos de homologia não triviais de F são 110 (F) e .1-1„(F). Como F é conexa e 

dim F > 6, existe uma decomposição desejada pelo [Sma62]. Reciprocamente, se F possui 

uma decomposição em alças da forma D2" U hi  U • • • U li,., então a retração das alças nas 

suas almas e a retração do disco D2n em um único ponto determinam uma equivalência de 

homotopia com um buquê de esferas. Assim, F é homotopicamente equivalente ao buquê 

de esferas de dimensão n determinado pelas almas das alças. 
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(3) implica (1): 

Suponhamos que uma decomposição em alças de F apresenta apenas n-alças coladas 

simultaneamente numa 0-alça. Então K é obtida através da aplicação sucessiva da cirurgia 

esférica ao longo de 5"2-1, iniciada por S2n-1  = DD'. Como ri > 3, a aplicação sucessiva 

do teorema de van-Kampen implica que K é simplesmente conexa. 

Aplicando a dualidade de Poincaré-Lefschetz, temos 

H i(F, DF) H2n-i  (F) = O 

para i = O, , n-1 por F ser homotopicamente equivalente ao buquê de ri-esferas. Então 

a seqüência exata 

• • • —> Hi+1(F, DF) —> H i(D F) —> H(F) —> • • • 

do par (F, DF) fornece H i (D F) = O para i = 2, ... , — 2 e conseqüentemente, K = DF é 

(n, — 2)-conexa. 

(1) implica (3): 

Pela dualidade de Poincaré-Lefschetz e o teorema dos coeficientes universais para 

cohomologia, temos 

H(F) H2n-i  (F, DF) Hom(H2„....i(F, F), Z) e Ext(H2,2_,_i (F, DF), Z). 

Por outro lado, pela seqüência exata 

• • • —> ili (F) —> H i (F, DF) —> 	(D F) —> • • • 

do par (F, O F) ;  temos que Hi(F, O F) = O para i = 1,..., ri — 1 devido ao fato de F ser 

(n — 1)-conexa e K=OF ser (n, — 2)-conexa. Logo H(F) = O para i = ri + 1,..., 2n —1. 

Como os únicos grupos de homologia não triviais de F são de dimensões O e n, e F é 

conexa com dim F > 6, a decomposição em alças obtida em [Sma62] é da forma desejada. 

Isto prova a Proposição 1.3. 

Observação 1.4 Pela proposição acima, uma página F de uma "open book" sempre 

pode ser decomposta como sendo D2n U h U•••U hr , onde r = rank H(F) e hi  são 

ri-alças, para n> 2. 
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Um exemplo interessante da estrutura "open book" simples é a fibração de Milnor 

que pode ser obtida como segue. Consideremos o germe de uma função holomorfa 

f: 	0 —> C, O com um ponto crítico isolado na origem. Então para E > 

suficientemente pequeno, (.9P+1, sp+1 ) 	) é uma "open book" denominada de 

fibração de Milnor associada a f, onde Sr' denota a esfera de raio e centrada na 

origem, ço = f 11f1 e .91  c C [Mi168]. Se substituímos (C'', O) pelo germe de uma 

variedade singular (X, O) C (Cm, O) de dimensão complexa n + 1, temos um resultado 

similar [Ham71, Lê92]. 

Definição 1.5 Dizemos que uma "open book" (M, K, w) é orientada se M e SI são 

orientadas, e as páginas possuem orientações compatíveis com a fibração : M—K 

Definição 1.6 Seja F a página típica de uma "open book" orientada (M K w). 
Identificamos SI com R/Z e consideramos Ft  = ço-1(t), t E SI, com F0  = F. O campo 
de vetores sobre M obtido como "pull-back" pela fibração ço: M — K 	SI, do campo 
de vetores canônico sobre S1  determina uma família de difeomorfismos a um parâmetro 

vtM ---+ M, t E R, tal que zi0  = id : M 	M, vtlFo  Fo 	Ft e vtlx = id : K 	K 
onde "id" denota a aplicação identidade. O difeomorfismo h = 	F F é denominado 
aplicação característica da fibração. Temos que h é determinado unicamente pela fibração 
ço a menos de isotopia. Chamamos h também de monodromia (geométrica) da estrutura 

"open book". 

Uma estrutura "open book" pode ser obtida também pela seguinte construção. 

Definição 1.7 ([Win73, Qui79]) Seja F uma variedade conexa, compacta e orientável 

de dimensão 2n com bordo K,eh:F—>Fum difeomorfismo que preserva a 

orientação tal que hiK  = id. Então o "mapping torus" de h é definido como sendo 
F x //{(x, 1) — (h(), 0)}, onde I = [0,1], e o seu bordo é naturalmente identificado 

com K x SI. Grudando K x D2  a este bordo, usando a identificação natural de 

K x 51  = a(K x D2) com o "mapping torus" de hK = id, obtemos o "mapping torus" 
relativo 

M= F x //{(x, 1) — (h(x),0)} UK „,s1 K x J92• 
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Tal construção é denominada construção "open book" e (M, Kx {O}, w) é uma "open book" 

com monodromia h : F F, onde :p é a projeção no segundo fator de 	estendida 

para M — (K x {0}) através da projeção canônica de K x (D2  — {0}) no bordo do segundo 

fator. Além disso, se F e K são (n — 1)-conexa e (n — 2)-conexa respectivamente, então a 

estrutura "open book" é simples (veja Observação 1 8) Mais ainda, toda estrutura "open 

book" pode ser obtida através da construção "open book" e a monodromia h : F F 

determina unicamente a sua estrutura. 

Observação 1.8 Na definição acima, se F e K são (n — 1)-conexa e (n — 2)-conexa 

respectivamente, então M é (n — 1)-conexa como segue. Como M é conexa, verificaremos 

para n > 2. 

Denotamos E = F x //{(x,1) (h(x), 0)}, então ir'  (E)#=-2. Z por F ser simplesmente 

conexa. Também é fácil ver que M é simplesmente conexa usando o teorema de van-

Kampen. Por isso, podemos assumir que n > 3 daqui em diante. 

Agora observemos que E = E1  U E2, onde Ei  Fx 1, i = 1,2, e E1  n E2  F TI F 

(união disjunta). Consideremos a seqüência exata de Mayer-Viqtoris 

Hi(E1  n E2) H(E1) e Hz (E2 ) 	 n E2) 

do par (El, E2). Então H(E) = O para i = 2, ... , n —1 pelo fato de F ser (n — 1)-conexa 

e Hi(Ei  n E2) = Hi(E) e H2 (F). 
Precisamos verificar que ir(M) = O para i = 2, ... , n — 1, ou equivalentemente, 

H(M) = O para i = 2, ... , n — 1. Como K é (n — 2)-conexa, H(M) = O para 

i = 3, ... , n — 2 pela seqüência exata de Mayer-Vietoris 

.112 (K x SI) H(E) e H,(K x D2) H(M) 	x SI) 

do par (E, K x D2 ). Para verificarmos que Hn _i (M) = O, observemos que o homomorfismo 

H„_1 (K x Si) 	Hn _i(K x D2) induzido pela inclusão de K X 81  em K x D2  é 

um epimorfismo. Para verificarmos que H2(M) = O, observemos que o homomorfismo 

(K x SI) H1(E) induzido pela inclusão é um monomorfismo. 

Isto completa a a demonstração do fato de que M é (n — 1)-conexa. 

Observação 1.9 A estrutura "open book" também pode ser definida sobre variedades 

com bordo. Veja [Qui79]. 
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Observação 1.10 A estrutura "open book" é denominada "spinnable structure" em 

[Tam73, Kat74]. No caso especial em que M é a (2n + 1)-esfera [Dur74] ou em que a 

"binding" é uma (2n — 1)-esfera [Tam93], ela pode ser chamada de nó fibrado. 

Definição 1.11 Uma estrutura "open book" (M, K, ip) sobre uma (2n + 1)-variedade M 

com n > 3 é dita trivial quando H(F) = O. 

É bem conhecido que uma estrutura "open book" trivial sobre S2n+1,n > 3, existe e 

é única a menos de isotopia pelo teorema da classificação de nós fibrados simples [Ker65, 

Lev70, Dur74, Kat74], onde isotopia é a isotopia estruturada como "open book" (veja 

Definição 2.21). Esta "open book" trivial é aquela cuja "binding" é S2n-1  mergulhada 

trivialmente em S2n+1. 

Observação 1.12 É conhecido que toda variedade fechada de dimensão 2n + 1 com 

n > 1 admite pelo menos uma estrutura "open book" [A1e23, Win73, A'C72, Law78, 

Qui79, Tam93]. 

Agora deixaremos a estrutura "open book" de lado e veremos alguns resultados sobre 

o relacionamento entre fibrados em discos sobre a esfera e os grupos de homotopia de 

SO (n). 

Seja E um espaço fibrado diferenciável sobre a esfera de dimensão n com espaço total 

E, fibra F, e grupo estrutural G, que é considerado como sendo um subgrupo do grupo 

de difeomorfismos Diff(F) de F. Considere o atlas formado pelos discos abertos {U1, Uz} 
tal que U1  U U2 = Sn  e U1  n U2 ,971-1  X (-6,6), onde Sn' x (-6,e) é uma vizinhança 

tubular aberta do equador Sn-1  c Sn (veja Figura 1.2) 

Definição 1.13 ([Ste51]) O espaço fibrado E está numa forma normal se g21(x0) = e 

para algum zo  E Sn-1  x {O}, onde e E G éo elemento neutro e g21 :u1  n u2 —> G 

é a transformação de coordenadas de U1  para U2. Quando E está numa forma normal, 

X = 92115,1 x  {o} : S'1  —> G é denominada aplicação característica de E. 

Intuitivamente, o espaço total E do fibrado E sobre Sn é obtido como 

E = u1  x F Usn-I xEEM xF  U2 X F, 
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U2 

Figura 1.2: Forma normal do fibrado sobre a esfera Sn 

onde é identificado 

(x,t, f) E Sn-1  x (—e,e) x F c Ui  x F 

COM 

(x, Xx(f)) E Sn-1  x (—E,e) x F c U2 X F. 

A aplicação característica x considerada como um elemento de 7rn_i(G) determina e 

é determinada unicamente pela estrutura fibrada de E [Ste51]. 

Um dos mais importantes espaços fibrados em discos sobre esferas é obtido como sendo 

a vizinhança tubular fechada de uma esfera mergulhada numa variedade diferenciável. 

Neste caso, a aplicação característica é denominada invariante tangencial [Wa163]. 

Considerando a vizinhança tubular fechada como um fibrado em discos do fibrado normal 

associado a uni mergulho de uma n-esfera (n > 2) numa m-variedade, temos que o grupo 

estrutural é SO(m — n) e conseqüentemente, x E rn_1(S0(m — n)). 

É um fato bem conhecido que SO(n + 1) fibra sobre Sn com fibra e grupo estrutural 

SO(n). A seqüência exata de homotopia associada a esta fibração é 

• • • 	77-,(Sn) 	7r n _1 (S0(n)) 	zn _i(SO(n +1)) 2=4 	(S") —÷ • • , 

onde a é o homomorfismo de bordo, i : SO(n) 	SO(n +1) é a inclusão definida por 

i(A) = A e (1), p é a projeção definida por p(B) = B • en+1 e en+1 = (0, . . , O, 1) é o 
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pólo norte da esfera unitária Sn C Ft."1-1. O homomorfismo de bordo a leva o gerador 

de ir.„(Sn) Z à aplicação característica da fibração [Ste51]. O seguinte resultado é bem 

conhecido. 

Lema 1.14 Para o homomorfismo de bordo a: ir(S2)  -> 7r„_1(510(n)) como acima com 
12 > 2,n 3,7, temos que Ima Z para 17, par e Ima Z2  Z2  para n ímpar (a = O para 

n = 3,7). 

Para n par 17, > 2, temos que 7r.„(510(n +1)) só poderia ser O, Z2  CM Z2 e Z2  (veja a 

tabela em [Wa165] e [Ker60]). Logo, pela seqüência exata de homotopia 

xn(SO(n + 1)) ---* 7r(&) 	7rn-1(80(n)), 

temos que a : 7r.„(S")al- Z 	7r,2 _1(510(n)) é injetora, o que implica que Im 0 Z. 

Para ri ímpar, n 3,7, a seqüência exata de homotopia 

7r (Sn) ±› 7rn.-1 (S0 (n)) —> xn-.1 (510(n +1)) —> 7r,t _i  (Sn) 

tem uma das seguintes formas (veja a tabela apresentada em [Wa165, Proposition 4] e 

[Ker6O]): 

{ Z 	Z2  e Z2  —) Z2  —> 0, n -.E- 1 (mod 8) 

Z ±r Z2  —+0 —). O, 	n -, 3,5,7 (mod 8). 

Conseqüentemente, temos que Im a :=)- Z2. 

No caso de 17, = 3,7, a é a aplicação nula, pois 7r2(510(3)) = 7r6(510(7)) = O por 

[Ker60]. 

Lema 1.15 Seja E o espaço total de um D"-fibrado orientado E sobre Sn associado 
a um fibrado em ri-planos sobre Sn (n > 2). Note que o seu grupo estrutural é 
SO(n). Se e E H(E) denota a classe representada pela seção nula 	x {0}, então 
seu número de auto-intersecção e • e em E coincide com ps(x) E 7rn_1(5"1-1) 	Z, 

onde p. : irn-1(S0(n)) 7rn-1(8n-1 ) é o homomorfismo induzido pela projeção 
p : SO(n) 	5n-1  associada à fibração 50(n -1) -> SO(n) 	Sn-1, ex é a aplicação 
característica do fibrado E. 
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Demonstração: Por [11ir76, Exercício 19 de §5.2], p„(x) coincide com o número de Euler 

do fibrado, que é definido como o número de auto-intersecção da seção nula sn x {O} 

[Hir76]. 	 • 

Observação 1.16 Consideremos o homomorfismo p. : 7r„_1(80(n)) 	irn-i (8n-1) 

induzido pela projeção p : SO(n) 	Sn-1  e o homomorfismo de bordo a : 7rn(S12 ) 

7r71 _1(510(n)) da fibração SO(n) —> SO(n +1) —> Sn como acima com n > 2. Então 

o a ir(Sn) —> 71 /4 _1(sn-i) é a multiplicação por dois para n par e p. o a = O para n 

ímpar (veja [Ste51, Theorem 23.4]). 

Lema 1.17 Consideremos Sn x D71+1  como um fibrado em discos unitários associado a 

um fibrado em (n+1)-planos trivial sobre Sn e suponha que E é o D"-fibrado unitário 

sobre Sn mergulhado como um sub-fibrado de Sn x Dn+1 ,n > 2. Então o espaço total 

E de E é determinado por uma seção v do fibrado trivial Sn x arp±i —> Sn, onde v é 

ortogonal a E em cada fibra {*} x Dn+1  (veja Figura 1.3). Se 8: 7r71 (sn)—> 7r„_1(50(n)) 

denota o homomorfismo de bordo associado à fibra ção SO(n) ,—> SO(n + 1) —> Sn, e 

X E irn_i (80(n)) denota a aplicação característica do fibrado E, então av = x, onde v é 
considerado como um elemento de 7r71 (8n) = irn(aDn+1 ). 

Demonstração: Consideremos a forma normal de 8" x D".+1  como na Definição 1.13 tal 

que E é trivial sobre U1. Então podemos assumir que v é constante sobre U1  com valores 

en±i, onde en+i  é o pólo norte de 5" = 8rr+1 . Pela definição, 

a :¶n(s- ) 7r(50 (n + 1), 0(n)) —> 71-n-1 (80(n)) 

aplica cada elemento de 71-„(510(n + 1), SO(n)) 	ir n(Sn) à sua restrição sobre o bordo 

[Ste51]. 

Temos av = ao, onde 6 é o elemento de 7r(510(n + 1), SO(n)) correspondente ao 

v E 7rn(Sn). Note que tY é definido como uma aplicação 6 : (4 	SO(n +1) tal que 

6(x) = [ui(x), • • . , un(x), v(x)], onde L4 = (12  — (5"-I x (—e, O)) 	D" (veja Figura 1.2), 

{ui  (x), 	, un(x)} é um "n-frame" ortonormal de R.".+1  ortogonal a v(x), e [A1, 	, Ari 

denota a matriz com vetores de colunas A1, 	,A,.. Além disso, como v(x) = en+1  

sobre 8(4, temos que v(aun c SO(n) c SO(ri +1). Como a aplicação de projeção 
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Figura 1.3: Seção normal determinando o fibrado E 

p: SO(n +1) -4 Sn é dada por p(B) = .13.en+1, temos que poi3 = vim conseqüentemente, 

i3 é um levantamento de v sobre U. Como o fibrado está numa forma normal, ele 

representa v em 7r„(80(n + 1), SO(n)). 

Agora, observamos que h(x) = [ui (x), 	, v,,i (x)] determina uma base da fibra de 

E sobre x E U e conseqüentemente, h fornece uma trivialização de E sobre U. Como 

v(x) = en±i sobre Ui, a trivialização de E sobre Ui é constante, e a aplicação característica 

x (transformação de coordenadas) de E coincide com filem : 	-4 SO(n). Desde que 

v(x) = en±i sobre au, temos 

av = filaN  = hiar4 = x 8ui-1  -4 SO(n) c SO(n +1). 

Assim temos av = x. 
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Capítulo 2 

Sistema de invariantes de "open 

book" simples 

Assumiremos daqui em diante que "open book" é simples e orientada, a menos que 

se afirme o contrário. Neste capítulo, introduziremos alguns invariantes associados a 

estfuturas "open book", que serão utilizados na classificação, e analisaremos as suas 

propriedades. Os invariantes a serem analisados são invariantes associados ao mergulho 

orientado de uma 2n-variedade (n — 1)-conexa F, numa (2n+ 1)-variedade (n — 1)-conexa 

e fechada M. Quando F é uma página de uma estrutura "open book" sobre M, existem 

propriedades extras a serem analisadas. 

Os invariantes próprios de F que consideramos neste trabalho são: o grupo de 

homologia H(F), a forma de intersecção QF, e o invariante tangencial aF  : 14(F) 

7rn-i(S0(n)). O grupo de homologia H„(F) descreve quantas n-alças são coladas, a forma 

de intersecção indica onde são coladas, e o invariante tangencial descreve como são coladas. 

Os invariantes associados ao mergulho orientável F 	M são: o homomorfismo 

H„(F) 14(M) induzido pela inclusão iF  : F 	M e a forma de Seifert racional 

que iremos definir. O homomorfismo F.  especifica onde são mergulhadas as n-alças de 

F, e a forma de Seifert especifica a torção de cada n-alça de F e seus enlaçamentos em 

M. 

A seguir, iremos definir e analisar cada um dos invariantes, mas não discutiremos sobre 

H(F) e a forma de intersecção, por serem bem conhecidos. 
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O invariante tangencial é definido da seguinte forma. 

Definição 2.1 ([Wa162]) Cada elemento de H(F), onde F é uma 2n-variedade (n - 1)-

conexa e compacta, pode ser representado por uma ri-esfera mergulhada em F, 
determinada unicamente a menos de isotopia, para n > 4 [Hae61, Wa162]. Definimos a 

aplicação aF  : H(F) --+ itn _1 (S0(n)) de forma que para cada e E Hn(F)'-'," irn(F), aF(e) 
é a aplicação característica do fibrado em discos sobre Sn associado ao fibrado normal 

do mergulho da n-esfera que representa o elemento C.  A aplicação aF  é denominada 

invariante tangencial de F. Quando 71 = 3, temos que irn _1(S0(n)) = O pelo fato de 

recobrimento universal do 80(3) r. -1  RP3  ser 53 , o que permite definir aF  como sendo a 

aplicação nula. Assim, o invariante tangencial de F está definido para n > 3. 

Observação 2.2 O invariante tangencial no caso acima satisfaz a regra de soma dada 

por 

aF(e + () = aF(e) + aF(C) + F(C, 05t,„ 
onde a : irn(S") --+ 7r-1(80(n)) é o homomorfismo de bordo do Lema 1.14, tn  é o gerador 

de ir(Sn) 	Z representado pela aplicação identidade S'n -+ Sn, e QF é a forma de 

intersecção de F (veja [Wa162] ou [Wa163]). Logo, temos as seguintes propriedades. 

1. aF(0) = O. 

Considerando (= O na formula da soma acima, temos 

aF  (e) = aF(e)+ aF(0) + QF(e, 0)0tn. 

Como QF(e, = O, temos que aF(0) = O. 

2. aF(-C) = -aF(e) + Qc(e>catn• 

Agora, seja Ç = -e, então temos aF(e - = aF(e)+ aF(-C)+QF(e,-e)atn. Daí, 

O = aF (0) = (e) + a(-e) - QF(e, eatn. Logo aF(-e) = -aF(e)+ Q F (e> )atn E 

Trn-I(SO(n)). 

Assim, o valor de aF(e) e a forma de intersecção determinam os valores de aF  sobre 

múltiplos de e e conseqüentemente, aF  é determinado unicamente pelos seus valores sobre 

elementos da base de H(F), para cada forma de intersecção fixada. 
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Dada uma (2n + 1)-variedade (n — 1)-conexa e fechada M com n > 2, definimos o 

invariante tangencial am : H(M) —> un_1(S0(n+1)) de maneira análoga a aF , desde que 

cada elemento de H(M) un(M) pode ser representado por uma n-esfera mergulhada 

que é determinada unicamente a menos de isotopia, para n > 2 [Hae61, Wa163]. 

Observação 2.3 O invariante am no caso acima sempre é um homomorfismo de grupos 

[Wa167]. 

Observação 2.4 Quando I: F  : P-1 	M é um mergulho, a vizinhança tubular de F 

em M é difeomorfa a F x [0,1] e a relação entre os invariantes tangenciais é dada por 

is  o aF  = am  o iF „, onde i irn_i  (S0 (n)) —> 7rn_ (S0(n + 1)) é o homomorfismo induzido 

pela inclusão natural de SO(n) em SO(n +1). 

Agora, analisaremos os invariantes associados ao mergulho de F em M e verificaremos 

suas propriedades. Existem propriedades que valem para todo mergulho, assim como 

aquelas que valem somente quando F é uma página de alguma "open book". Isto será 

especificado no enunciado dos resultados. 

Lema 2.5 Se F denota a página típica de uma "open book" sobre M, então o 

liomornorfismo iF,, : H(F) 	H(M) induzido pela inclusão iF  : 	M.  é sobrejetora. 

Demonstração: Considere a seqüência exata 

H(F) 	H(M) —> H„(M, F) 
	

(2.1) 

do par (M, F). Usando a excisão, temos 

Hn(M, as-  Hn(M, N(F))  Hn(M — N(F),aN(F)), 

onde N(F) F x [0,1] é a vizinhança tubular de F em M. 

Como uma "open book" pode ser construída pela construção "open book" (veja 

Definição 1.7), temos que M — N(F) 	F x [O, 1]. Assim, pela dualidade de Poincaré- 

Lefschetz, temos 

H„(M — N(F), aN (F)) r=d Hm-1(M — N(F)) 

H"±l (F x [0,1]) 



14 	 2. Sistema de invariantes de "open book" simples 

pois Fé homotopicamente equivalente a um buquê de ri-esferas pela Proposição 1.3 por ter 

7/ > 3. Para ri = 1,2, observemos que H'' (F) = O pela demonstração da Proposição 1.3. 

Logo a seqüência exata (2.1) implica que iF. é sobrejetora. 

Para definirmos a forma de Seifert racional, precisamos do conceito de número de 

enlaçamento racional. 

Sejam a e b dois ri-ciclos disjuntos numa (2n+1)-variedade orientada M, (n-1)-conexa 

e fechada, representando elementos de torção em 1-1,.,(M). Então ra se anula em H(M) 

e borda alguma (n + 1)-cadeia A em M para algum inteiro r > O. Definimos o número 
de enlaçamento de a com b em M como sendo lk(a, b) = (1/r)(A,b) E Q, onde (A, b) 
representa o número de intersecção de A com b em M. A aplicação lk é denominada 

"linking pairing". Para ver que isto está bem definida, note inicialmente que existe um 

inteiro s O tal que sb = O. Se A' é uma outra (n + 1)-cadeia em M tal que aiv = ra, 

então Au (—A') é um (22 + 1)-ciclo em M e 

o = (Au (—A'), O) = (Au (—A'), sb) = s (A U (— A') ,b) . 

Como s O, temos que (Au (—At), b) = O. Mas anb =0e 	= 	ra. Então 

O = (A u (—A'), b) = (A, b) — (A', b) e conseqüentemente lk(a, b) não depende da escolha 

de A. Observemos que o "linking pairing" lk( • , • ) é uma forma (-1)"1-simétrica, 

i.e. lk(a, b) = (— i)n+1 lk(b, a), o que pode ser verificado através do argumento de Wall 

[Wa167). 

Seja F c M um mergulho de uma 2n-variedade compacta e orientada numa (2n + 1)-

variedade orientada e fechada M. Como em [Ker65), definimos v+ : F —> M — Int F (ou 

• F 	M — Int F) como sendo uma pequena translação na direção normal positiva 

(respectivamente negativa) relativamente a F, onde Int F denota o interior de F. Então 

vs+ e v: são homomorfismos de H(F) em H„(M — Int F). 

No caso em que F é uma página de uma "open book", v+ e v: são isomorfismos. 

Para definirmos uma generalização da forma de Seifert usual (veja [Dur74, Kat74, 

Kau74)) para uma "open book" mais geral, precisamos do seguinte conceito. 

Definição 2.6 ([KaM79, p. 125)) Seja G um Z-módulo livre finitamente gerado eHCG 



2. Sistema de invariantes de "open book" simples 	 15 

um submódulo. Definimos 

R(H) = {g E G : rg E H para algum r E Z — {0}} 

e chamamos de fecho radical de H em G . Note que R(H) é o menor somando direto de 

G contendo H. 

Definição 2.7 Seja F. : H(F) 	H(M) o homomorfismo induzido pela inclusão 

iF F M de uma 2n-variedade compacta e orientada F mergulhada numa (2n + 1)-

variedade M, orientada e fechada. Notemos que iF. INker i,) : R(ker iFs) —> rHn(M) é 

sobrejetora, onde 14,(M) é a parte de torsão de H(M). Se e, e" E R(ker iFs) C 14(F) 

são representados pelos ri-ciclos a e b em F respectivamente, então 14±(e) e e" são 

representados pelos ri-ciclos disjuntos v±(a) e b em M respectivamente que representam 

elementos de T lin(M). Definimos a forma bilinear 

rF  : R(ker iF.) x R(ker iF.) 	Q 

por rF(e, () = lk(v±(a), 6), onde v±(a) e b são considerados como ri-ciclos em M. Esta 

aplicação é denominada forma de Seifert racional, ou simplesmente de forma de Seifert. 

Para que a forma de Seifert esteja bem definida, é necessário que ela não dependa da 

escolha dos ri-ciclos que representam as classes de homologia em R(ker iF.) c 14(F). 

Suponhamos que a e a' são ri-ciclos representando os mesmos elementos em 14(F). 

Então a e a' são homólogos em F e existe uma (n+1)-cadeia Cem F tal que OC = a—a'. 

Agora suponhamos que rv±(a) borda uma (ri + 1)-cadeia A em M. Então rv±(a') borda 

A — rv+ (C) e lk(v±(d), 6) = (1/r)(A — 	(C),b). Como C c F, temos que v+(C) 
não intercepta b. Logo (A — rv+ (C), b) = (A, b) e conseqüentemente, lk(v±(a), 6) = 

lk( v+ (d), 

Agora suponhamos que b e b' são ri-ciclos em F representando o mesmo elemento 

em H(F). Então b e b' são homólogos em F e existe uma (7/ + 1)-cadeia D em F 

tal que OD = b — b'. Suponhamos que rv+(a) borda uma (7/ + 1)-cadeia A em M. 
Escolhendo A apropriadamente, podemos assumir que AnD é uma 1-cadeia em F tal 

que 0(A n 	=Anb—Anb'. Então (A, b) = (A;  b1 ) em M e conseqüentemente, temos 

lk(v±(a), b) = lk(v+(a), b'). Assim, r F não depende da escolha de representantes dos 
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elementos de R(ker iF.), o que garante que ela está bem definida. Como 1k( . , . ) é 

bilinear (-1)"1-simétrica, a forma de Seifert também é bilinear (-1)"1-simétrica. 

Observação 2.8 No caso de M ser a (2n + 1)-esfera, temos que R(ker i F.) = 11„(F) e 
FF  : H(F) X H,1(F) 	Z c Q. Logo, a forma de Seifert racional se reduz à forma de 
Seifert clássica, e a definição acima é uma generalização para o caso não necessariamente 
esférico. 

Como v 4  eu; aplicam R(ker iF.) em R(kerfi FM, onde iM-Int M- Int F M 
é a inclusão, podemos provar várias generalizações dos resultados de [Kau74]. Uma delas 
é a generalização de [Kau74, Lemma 2.1] como segue. 

Lema 2.9 Seja FF  a forma de Seifert racional de uma 2n-varie4ade orientada F, 
mergulhada numa variedade orientada e fechada M de dimensão 2n + 1. Então 

rF(e, c) + (-- i)rF (c, e) = (-1)NFi(e, c) 

para todo e,(" E R(ker i F.), onde QF  denota a forma de intersecção em H(F). 

Demonstração: A demonstração é a mesma de [Kau74], com pequenos ajustes para o 
caso em que F não é necessariamente a página de uma "open book". 

Suponhamos que e e Ç são representados por n-ciclos a e b em F respectivamente, 
transversais entre si. Agora, consideremos a x [-e, e], onde [-e, e] denota um pequeno 
"intervalo" na direção normal de F orientada de forma compatível com as orientações de 
F e M (veja Figura 2.1). Então temos que 

F(a, b) = (a, b x [-e, e]) = (-1)"(a X [-e, e] ,b) , 

onde QF  e a forma de intersecção de F e ( . , . ) denota a intersecção em M. Logo 

QF(C, ç) (-1)1(a X 

= 	(-1)1  lk (a(a x [-e, e]) , b) 

=- (-1)" lk (a x {e} - a x {-6}, b) 

(-1)" lk(v+ (a) + 	(-a), b) 

= 	( -1)n(lk(o+  (a) , b) - Ik(v-(a), b)) 



v+ (a) - (a)  

a x 	— e, e] 
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= 	(-1)n  (1k(v+ (a) , b) — lk(a, v+(b))) 

= 	(-1)" (1k(v+  (a), b) — (-1)"41  lk(v+ (b), a)) 

= (-1)n (rF(e, —  
(-1)n (rF(e, () + (-1)nrF(C, e)) 

Isto conclui a demonstração do Lema 2.9. 

A diferença de sinal na identidade do lema acima com o [Kau74, Lemma 2.1] é devido 

à diferença de definição do número de enlaçamento utilizado neste trabalho [Wa167] e a 

definição adotada pelo Kauffman [Kau74]. 

Figura 2.1: Relação entre FF  e a forma de intersecção de F 

Lema 2.10 Se F é a forma de Seifert racional de uma página de uma "open book", 

então temos que detrF  = ±ITHn(M)1-1, onde detrF  é o determinante da forma de 

Seifert racional FF  definida como determinante da matriz associada e I T Hn(M)1 denota 

a ordem do grupo r1-1(M). 

Demonstração: Pelo Lema 4.6 que provaremos no capítulo 4, 

det /9;F = +1 Hn(M)I det FF, 
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onde 

= V.+  IR(keriF.,) : R(ker iF.) —* R(kerG. -M-IntF)*)• 

Como vs+ é um isomorfismo para o caso de "open book" e (vs+)-1  (R(ker(im-IntF).)) = 

R(ker iF.), iis+ também é um isomorfismo. Isto conclui a demonstração. 

Outras propriedades da forma de Seifert racional envolvem os invariantes de M 

definidos em [Wa167) que são mais sofisticados do que foram usados no Lema 2.10, e 

requerem alguns conceitos. 

Definição 2.11 Para n > 1, definimos a forma bilinear bm :r Hn(M) X T Hn  (M) QIZ 

por bm(e, () = lk(a, c) (mod 1), onde a e c são n-ciclos disjuntos em M representando 

as classes de homologia C  ( E r H(M) respectivamente [Wa167]. Então bm é urna forma 

bilinear bem definida. 

Observação 2.12 Para n ímpar n > 5,n 7, temos que Im a Z2  pela Proposição 1.14, 

onde O : 71 /4 (8") —* 7r,i_1(510(n)) é o homomorfismo de bordo associado à fibração 

80(n) 	SO(n + 1) 7 ) Sn. Como a seqüência exata de homotopia para estes valores 

de n tem a forma 

{ Z ±> Z2 	O, 	 n -= 1 	(mod 8), 

Z ±> Z2  e Z2 	Z2  7  0, n -a 3, 5, 7 (mod 8), 

(veja [Ker60) e [Wa165]), temos uma extensão bem definida do isomorfismo natural Im a ra-
Z2  que denotamos por çb : 7r,,i(S0(n)) —* Z2 tal que (çb,i,) : 71-„_1(510(n)) —* 4 e 
irn _1 (80(n + 1)) é um isomorfismo (veja [Wa165)). Este epimorfismo çb tem aplicações 

importantes. 

Definição 2.13 Para n ímpar, n > 5, n 7, definimos a forma quadrática 

: H(M) —* Q/2Z, 

inicialmente definida em [Wa167], como segue. 

Seja a uma representação esférica de e E r 110(M) determinada unicamente a menos de 

isotopia e consideremos a vizinhança tubular N(a). Então aN(a) é um S"-fibrado sobre 

. a.ca Sn e uma vizinhança tubular E de uma seção de aN(a) —* a é um D"-fibrado sobre a. 
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Denotamos a sua aplicação característica por ai  E 7r_1(S0(n)). Para n acima, podemos 

ajustar esta seção de forma que 0(a1) = O pelo Lema 1.17, onde : 7r„_i  (S0(n)) 	Z2  é o 

epimorfismo da Observação 2.12. Definimos o qmW como sendo o número de enlaçamento 

racional entre a e a alma de E módulo 2. Então qm (e) está bem definida e qm é uma forma 

quadrática associada à forma bilinear 2bm, onde bm é a forma bilinear da Definição 2.11, 

ou seja 

qAí( + — qm() — qm(Ç) 2bm(,() (mod 2) 

(veja [Wa167]). 

A forma de Seifert racional é compatível com os invariantes de AÍ como segue. 

Lema 2.14 Para n > 2, n 	3, 7, a forma de Seifert racional FF  satisfaz as seguintes 

condições. 

(1) FF.(,() 	bM(iF*(e), iF*(()) (mod 1) para todo 	E R(ker zF.). onde 

bm : H(M) X T H(M) —) Q/Z é a forma bilinear da Definição 2.11. 

(2) Se n for ímpar, então FF(,) 	qm(iFt(e)) + d)(aF()) (mod 2) para todo 

E  R(ker iF* ), onde qm  : TH(M) 	Q/2Z é a forma quadrática da Definição 2.13 

e (b : 7rn_i(S0(n)) 	Z2 é o epimorfismo da Observação 2.12. 

Demonstração: 

(1) Pela definição da forma de Seifert FF  e da forma bilinear bm, ternos naturalmente 

que 

FF(e, o  E  bm(iF.(),iF.(C)) (mod 1). 

(2) Seja acFa representação esférica de E R(ker ), então a translação na direção 

normal positiva de F determina uma seção de ON (a) 	a, onde N (a) é a vizinhança 

tubular de a em M. Denotamos a imagem desta seção por ã e a vizinhança tubular de 

em aN(a) por E. Como E é paralelo a N(a) n F, a aplicação característica ai  de E 

é igual a aFW, onde aF  : H(F) 	(S0(n)) é o invariante tangencial de F. COMO 

é o número de enlaçamento racional entre a e a sua translação na direção normal 

positiva, rF.(, 	qm(iF.(e)) (mod 2) quando .1)(aF()) = O. 
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Quando 0(aF(e)) = yb(ai ) 0, precisamos ajustar a seção para que tenhamos 0(ai) 

0. Note que as seções de aN(a) a estão em correspondência biunívoca com os campos 

de vetores unitários normais a a. Escolhemos um campo normal que difere por t„ do campo 

normal de F restrito a a, onde t„ é o gerador de rn(S") (-:=21  Z, e denotamos a imagem 

da seção determinada por este novo campo de vetores por a' e a vizinhança tubular de 

a' em alV(a) por E' respectivamente. Então 84, = aÇ — al  pelo Lema 1.17, onde ctÇ é 

a aplicação característica do fibrado E'. Logo, temos que 0(ali ) = eat,,)+ 0(ai ) E Z2. 

Agora, observemos que 011„,,9 : Im a c,- Z2 	Z2  é um isomorfismo (veja Observação 2.12) 

e St,, $ O por a ser uma aplicação não nula para nossos valores de n (veja Lema 1.14), o 

que implica que 0(5t,i ) $ O em Z2. COMO 0(al) $ O pela nossa hipótese, 0(5t.) = eai) 
e conseqüentemente, 0(c4) = 0. Logo qm(iF. (e)) é o número de enlaçamento de a com a' 

módulo 2. 

Como lk(a, a') e lk(a, õ) = ±FF(e, e) difere por +1, temos que 

(r F(, e) +1) + (0(«F(e))+ 1) (mod 2), 

o que prova a validade de (2). 

Definição 2.15 Seja M uma (2n+ 1)-variedade orientada, (n —1)-conexa e fechada com 

n > 3. O sistema de invariantes "open book" relativo aMéo seguinte conjunto algébrico, 

que denotamos por {G, C2c, ac, ia, rc}: 

1. um grupo abeliano livre finitamente gerado G com a forma bilinear (-1)"-simétrica 

QG 	 Z, denominada forma de intersecção, 

2. um epimorfismo ic : G  

3. uma aplicação ct0  : G 	rn_i  (510(n)), denominada invariante tangencial, tal que 

(a) o diagrama 
G 	r„_i  (SO (n)) 

H(M) c r 	(510(n + 1)) 

comuta, onde am  é o invariante tangencial de M e i. é o homomorfismo 

induzido pela inclusão natural de 80(n) em SO(n +1), 
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(b) psaGW = Qc(', e) E rn-i(Sn-1) 	Z para todo E G, onde p : SO(n) --> 

8"."-' é a projeção da fibração SO(n-1) 	SO(n) 	Sn-1  como no Lema 1.15, 

(c) a0(.+ Ç) = ceoW+ceG(C)+Qo(, c)atn para todo C.  E G, onde a : ir(Sn)--> 

rn _1 (so(n)) é o homomorfismo de bordo do Lema 1.14 e tn  é o gerador de 

rn(49") Z induzido pela aplicação identidade de Si', 

4. uma forma bilinear denominada forma de Seifert racional FG  : R(ker iG ) x 

R(ker iG ) --> Q, onde R(ker iG ) é o fecho radical de ker iG , tal que 

(a) det F0  = ± r Hn(M)1-1, onde 11-  Hn(M)1 denota a ordem da parte de torção 

de 14(M) e det FG  é o determinante de FG) 

(b) rG(,C) + (-1)nr0(C,) = (-1)nQa(> () para todo e, ç E R(ker ic), 

(c) o diagrama 
Po R(ker iG ) x R(ker ic) 

iG XiGI 

Hn(M) x Hn(M) 	Q/Z, 

é comutativo, onde bm é a forma bilinear da Definição 2.11 eréa projeção, 

(d) para n impar com n > 5,n$ 7, 

FG(' 	qM(iGn çb(CeG()) (MOd 2) 

para todo E R(ker iG ), onde qm é a forma quadrática da Definição 2.13 e 

çb : 	(S0(n)) 	Z2  é o epimorfismo da Observação 2.12. 

Então temos que a coleção dos invariantes {Hn  (F),QF)aF,iF.) FF } associados a uma 

estrutura "open book" sobre M com a página típica F forma um sistema de invariantes 

"open book" relativo a M, para n > 3, pois ip. é sobrejetora pelo Lema 2.5, as 

propriedades de aG  são satisfeitas pela Observação 2.4, Lema 1.15 e Observação 2.2, 

e as propriedades da forma de Seifert racional são satisfeitas pelos Lemas 2.9, 2.10 e 2.14. 

Observação 2.16 No caso de n ser par, o invariante tangencial aG  acima é unicamente 

determinado pela forma de intersecção QG , devido ao item 3(3) da Definição 2.15 e ao 

fato de p. : irn_1(S0(n)) --> wn-i (Sn-1) ser injetivo (veja [Ste51]), onde p : 80(n) 	sn-i 
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é a projeção como no Lema 1.15. Assim, poderemos omitir o invariante tangencial aG  do 

sistema de invariantes no caso de n par. 

Observação 2.17 No caso de M ser uma (2n + 1)-esfera homotópica (n > 3), existe 

uma correspondência biunivoca entre o conjunto dos sistemas de invariantes "open book" 

relativo aM e o conjunto de forma de Seifert unimodular, como segue. 

Para verificar que o sistema de invariantes é determinado unicamente pela forma de 

Seifert, notemos que iG = O e QG é determinada pela forma de Seifert pelo item 4(b) 

da Definição 2.15 e pelo fato de ter ker iG = G. Agora verifiquemos que aG  também é 

determinado pela forma de Seifert. 

No caso de n par, QG (que é determinada pela forma de Seifert) determina aG  pela 

Observação 2.16. 

Quando n é impar, n = 3,7, temos que aG  = Opor ter li-„_1(80(n)) = O (veja [Ker60])• 
No caso de n impar, n 3,7, notemos que am  = O (pois H(M) = O) e pelo item 3(a) 

da Definição 2.15, temos que ImaG  C ker i„ = Im O, onde O : ir(Sn) 	Irn-1(30(n)) 
é o homomorfismo de bordo da fibração 50(n) -4 .90(n +1) -4 Sn. Como a forma de 

Seifert determina q5 (aG(e)) para todo e E R(ker iG ) = G pelo item 4(d) da Definição 2.15 

e por ter qm  = O (pois H(M) = O), e como Ohm@ : Im O --* Z2  é um isomorfismo (veja 

Observação 2.12), temos que aG  é determinado pela forma de Seifert. 

Agora veremos que a forma de Seifert unimodular FG  pode ser completada para formar 

um sistema de invariantes. Para isso, definimos iG  = O. Como Hn(M) = O, as condições 

da Definição 2.15 que não envolvem QG  e aG  são satisfeitas. Agora definimos o QG pela 

fórmula do item 4(b) da Definição 2.15, observando que R(ker iG ) = G. Então QG é uma 

forma (-1)"-simétrica e as condições da Definição 2.15 que não envolvem aG  são todas 

satisfeitas. 

Finalmente, definiremos o aG  de forma coerente. 

Para n par, observemos que QG(e, e) é par por QG  ser simétrica. 	Então 

Qa(e, e) e 2Z = 	o a) pela Observação 1.16. Por outro lado, páma : Im O --* 2Z C 

Z 	7r_1(.9"-1) é um isomorfismo Logo podemos definir ac(e) = (NIT n a)-1(Q c(e , e)• 

Como aG(e) E Im O = ker i„, o item 3(a) da Definição 2.15 é satisfeito, e o item 3(b) 

da Definição 2.15 é satisfeito pela definição de aG. Agora verificaremos a condição do 
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item 3(c) da Definição 2.15. Como p. ihno : 1M a —> r„_1(S'1) Z é injetivo, apliquemos 

o p. em ambos os lados da equação e teremos a condição equivalente 

P.ac (e + Ç) = p.aG(e) + P.ac (c) + QG (e, c)Pan• 

Pela definição de ac edo fato de p.oe : 7r,„(5") Z —> r„.._1(Sn-1) Z ser a multiplicação 

por dois [Ste51], a condição é equivalente a 

	

QG 	+ (,e + () = QG (e, e) + (2G(c, () + 2(2G(e, (), 

o que é válido por QG ser simétrica para n par. 

Quando n = 3,7, temos que rn_1(50(n)) = O (veja [Ker60]) e conseqüentemente, 

basta definir aG  = O, o que satisfaz a condição do item 3(a) da Definição 2.15. Como 

e) = O para ri impar, o item 3(b) da Definição 2.15 é satisfeito. Como a = O para 

estes valores de ri, o item 3(c) também é satisfeito. 

	

Para n impar, n 	3,7, observemos que Olime : Im a —> Z2 é um isomorfismo, 

onde 	: rn_1(50(n)) —> Z2 é o epimorfismo da Observação 2.12. Definimos 

oec(e) = (Olaria) (rc(e, e) (mod 2)), o que satisfaz a relação do item 4(d) da 

Definição 2.15 por ter qm  = O. Notemos que ac está bem definido e a condição do 

item 3(a) da Definição 2.15 é satisfeita por ter aG(e) E Im a e I-1(M) = O. Como p.oe = O 

para n impar e por QG ser anti-simétrica, a condição do item 3(b) da Definição 2.15 é 

satisfeita. Agora vamos verificar o item 3(c) da Definição 2.15. 

Notemos que ambos os lados da equação abordada pertencem a Im a. Como Oinno  é 

um isomorfismo e etn  a-- 1 (mod 2) para estes valores de n, esta condição é equivalente 

a 

rG (e + (, e + Ç) rG(e, e) + rG(c, (-) + (me, () (mod 2). 

Por rG ser bilinear e pela definição de QG, a equação tornará 

rG(e, e)+rG (e, C)+FG((, e)+rG(C, 	rG(e, e)-FrG(c, Ç)—rG(e, c)+rG (c, e) (mod 2), 

o que é verdade por ser módulo 2. Logo rG se estende para um sistema de invariantes 

"open book". 

Assim existe uma correspondência biunivoca entre o conjunto dos sistemas de 

invariantes "open book" relativo a M e o conjunto de forma de Seifert unimodular, no 

caso de M ser uma (2n+ 1)-esfera homotópica (ri> 3). 
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A seguir, definiremos uma relação de equivalência entre dois sistemas de invariantes 

"open book" e também, uma equivalência entre duas "open books". 

Definição 2.18 Suponha que {G,QG ,aa,ia, rG} forme um sistema de invariantes "open 

book" relativo a M, e {G', Q G  , 	, , Pai} forme um outro sistema de invariantes 

"open book" relativo à mesma variedade M. Então dizemos que os dois sistemas de 
invariantes são equivalentes quando existe um isomorfismo W : G -4 G' mantendo todas 

as aplicações dos sistemas de invariantes. Isto quer dizer que as seguintes condições devem 

ser satisfeitas: 

(1) W é uma isometria; i.e., QGI (w (e), (o) = Qa(C, o para todo e, (" E G, 

(2) o diagrama 

G 

iG jo,  
H(M) 

comuta, 

(3) W preserva o invariante tangencial; i.e., aa,(W(e)) = aa (e) para todo e E G, 

(4) W preserva a forma de Seifert racional; i.e., 	(w (e) ,w (o) = r G  (e , o para todo 

C,( E R(ker iG) (notemos que W (R(ker iG)) = R(ker iG,) pela condição (2)). 

Definição 2.19 O conjunto das classes de equivalência dos sistemas de invariantes "open 

book" relativos a M será denotado por A(M). 

Observação 2.20 No caso de M ser uma (2n +1)-esfera homotópica (ri > 3), o conjunto 
A(M) corresponde ao conjunto das classes de congruência das matrizes unimodulares (veja 

Observação 2.17). De fato, se {G, Q G, aa, ia, rG} é equivalente a {G' , Q G  , 
então existe um isomorfismo 	: G -4 G' tal que 	(.1)(e), .1)((")) = 	(e, (") para todo 
C, CE Ge conseqüentemente, I'G  e PG, são congruentes. 

Reciprocamente, uma congruência entre as formas de forma de Seifert fornece uma 

equivalência entre os sistemas de invariantes, pois o sistema de invariantes é determinado 

unicamente pela sua forma de Seifert (veja Observação 2 17). 
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Relembramos que duas subvariedades X1  e X2  de uma variedade diferenciável M são 

ambientalmente isotópicas se existe uma família diferenciável de difeomorfismos a um 

parâmetro .bt  : M 	M,t E [0,1], tal que .1)0  = idm e .1)1(X1) = X2 , onde idm  é a 

aplicação identidade de M. Seja .1,  : M x [0,1] 	M a aplicação diferenciável definida 

por ''(x, t) = t (x). Então chamamos .1,  de isotopia ambeintal de X1  para X2. Dizemos 

que a isotopia .1) : M x [0,11 	.M é relativa aNCM quando iij(x) = x para todo x E N 

e t E [0,1]. 

Definição 2.21 ([Dur74]) Consideremos duas estruturas "open book" (simples) (Ki, 

j = 1,2, sobre uma (2n+1)-variedade M fechada. Uma isotopia estruturada entre (Kl, (PI) 

e (K2, p2) é uma isotopia ambiental .1) de K1  para 1<2  tal que .1)1(K1) = 1<2  e o diagrama 

M —K1 eltm-:>-1(1  M — K2 

(P1 \ 	17 (P2 
si  

comuta. Quando existe uma isotopia estruturada entre (Ki., (PI) e (1(2, 92), dizemos que 

elas são estruturalmente isotópicas ou isotópicas como "open book". 

Observação 2.22 Se duas estruturas "open book" (K1, (Pi) e (1(2, 92) sobre M são 

estruturalmente isotópicas pela isotopia .1), então .1)1. : H(F1 ) 	14,(F2) estabelece 

uma equivalência de seus sistemas de invariantes (veja Definição 2.18) para n > 3, onde 

Fi  e F2  são páginas típicas de (Kb  tpi ) e (1(2, (P2) respectivamente. 

Definição 2.23 Se (M, K, é uma "open book", denotaremos a classe de equivalência 

do sistema de invariantes associado por 

S(M,K,(p) = {H,i (F), 	aF ¡Fs.) FF}, 

que representa um elemento de A(M), onde F é a página típica da (M, K, cie). 

Quando M está óbvia segundo o contexto, o sistema de invariantes poderá ser denotado 

também por S(K , cie). 

Observemos que a aplicação 

: {estruturas "open book" simples sobre M}/ 	A(M) 

é uma aplicação bem definida, onde "—," denota a equivalência pela isotopia estruturada. 
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Capítulo 3 

Critério de isotopia 

Neste capítulo, demonstraremos que duas "open books" com sistemas de invariantes 

equivalentes são estruturalmente isotópicas. 

No caso de estruturas "open book" sobre esferas, Durfee [Dur74] e Kato [Kat74] 

provaram para n > 3 que existe uma correspondência biunívoca entre o conjunto das 

classes de isotopia de nós fibrados (estruturas "open book") em 827244  e o conjunto das 

classes de congruência das matrizes unimodulares (sistemas de invariantes), obtida pela 

associação de nó fibrado com o seu matriz de Seifert. 

Note que, para 71 = 2, a forma de Seifert não é suficiente para classificar os nós fibrados 

de forma completa [Sae87]. 

Nosso objetivo neste capítulo é obter um critério de isotopia para estruturas "open 

book" sobre uma (2n+1)-variedade (n-1)-conexa e fechada M que não é necessariamente 

uma esfera, para n > 4, n 7, ou sobre uma (2n + 1)-esfera homológica racional (n — 1)-

conexa para n = 3,7. Observemos que uma (2n + 1)-variedade (n — 1)-conexa e fechada 

M é uma esfera hornológica racional quando 1-1„44  (M) = O. 

O nosso citério de isotopia é enunciado como segue. 

Teorema 3.1 Seja M uma (2n + 1)-variedade (n — 1)-conexa e fechada M com n > 

4, n 7, ou uma (2n + 1)-esfera hornológica racional (n — 1)-conexa com n = 3,7. Se 

duas estruturas "open book" sobre M possuem os sistemas de invariantes equivalentes, 

então elas são estruturalrnente isotópicas. 
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A demonstração é longa e requer várias etapas, que serão enunciadas e provadas na 

forma de lemas. 

Lema 3.2 Seja M uma (2n+ 1)-variedade (n-1)-conexa e fechada M com n > 4, n # 7, 

ou uma (2n+1)-esfera homológica raciona/ (n-1)-conexa com n = 3,7. Se duas estruturas 

"open book" sobre M possuem os sistemas de invariantes equivalentes, então suas páginas 

típicas são isotópicas em M por uma isotopia que preserva as orientações delas. 

Demonstração: Sejam F e F' as páginas típicas de duas estruturas "open book" que 

apresentam sistemas de invariantes equivalentes. Denotamos a forma de Seifert, a forma 

de intersecção e o invariante tangencial de "open book" associados a F por rF, QF e 

aF  respectivamente, e associados a F' por rp, Qp e ap respectivamente. Suponhamos 

que W : H(F) 	Hn(F') é um isomorfismo que estabelece a equivalência entre os dois 

sistemas de invariantes. 

Decompomos H(F) como sendo H(F) = R(ker iF.) e A, onde A 

11„(F)IR(ker ip,), e tomemos uma base {e1, , er} de H(F) associada a esta 

decomposição de forma que {ei , 	, e3 }, s < r, forma uma base de A e {e8+1 , 	, e,.} forma 

uma base de R(ker iF.). Tomemos uma base de Iln(F') como sendo {e; = W (ei ), , e'r  = 

W(er)}. 

Usando a Observação 1.4, efetuamos as decomposições em alças F = D?"uh1 U • • • Uh,. 

e F' = 	1.1 h'1 1.1 • • • U h'r  de F e F' respectivamente em M, associadas com as bases 

acima, onde h1 , 	,h,. e 14, 	, h'r  são ri-alças coladas à 0-alça Dr e DP respectivamente 

de forma simultânea (veja [5ma62]). Denotamos o ri-disco que representa a alma de hi  e 

lei  por ci  e c'i  respectivamente. Nas decomposições acima, podemos assumir que as O-alças 

Dr e Dr coincidem, incluindo as suas orientações e denotamos ambos por /32 . 
Desde que dei  é uma (n — 1)-esfera mergulhada em 0./32" que é uma (2n — 1)-esfera 

com n > 2, ele borda um n-disco em 0./32n por [Hae61]. Empurrando o interior deste 

n-disco para o interior de D', podemos assumir que dai  borda um n-disco em /512" cuja 

intersecção com 0E12" é exatamente dei. Grudando este disco a ci  ao longo de seus 

bordos e suavizando, obtemos uma n-esfera mergulhada "ái c F representando a classe de 

homologia ei  E II (F). Usando o mesmo argumento, obtemos uma ri-esfera mergulhada 

di  c F' representando o elemento di  E Hn(F'), para i = 1,2, ... , r. 



3. Critério de isotopia 
	 29 

Agora usaremos o argumento de Levine [Lev70) para concluir que os links 

ordenados {Och  , 0c,.} e {adi, , 	são isotópicos em 0D2n como segue. Temos 

lk(Oci, Oci) = QF(ei,ei) e lk(Ocii, adi ) = Q 	ei ) (i 	j), onde lk denota o número 

de enlaçamento em 0D2 . Como 	preserva as formas de intersecção, temos que 

QF(ei, ei) = Q p (T(ei), W(ei)) = Q p(e eti). Logo lk(Oci, agi) = 	adi ) para todo 

i 	 j. Mas temos it > 2, o que implica que {Oci, 	, Oc.,.} e {Ocii, 	,54} são links 

isotópicos em 5D2n. Portanto, assumiremos que act  = Ocii  para todo i. 

Antes de continuar a demonstração, precisamos do resultado abaixo. 

Lema 3.3 Existe urna isotopia ainbiental de M relativa a D2n, levando ck a c'k  para todo 

k =1, 	,r . 

Demonstração: A isotopia das almas das alças é obtida por indução sobre k. 

Suponhamos que ci é isotópica a em M -Int D2n relativamente aos seus bordos para 

= 1, . , k -1. Assim, assumiremos que ci = c para todo i < k. Além disso, podemos 

assumir que ck  n c = Ock  = 04. Estamos tentando mostrar que existe uma isotopia de 

ck para 4 relativa a D2n U c1  U • • U ck-i• 

Inicialmente, observemos que Ek e ek  representam a mesma classe de homologia em 

H(M). Assim, ck  Uae, (-4) representa uma classe que se anula em 'Zn (Ad — Int D2n);'--1- 

7rn(M) 	Hn(M) e conseqüentemente, ck  e c'k  são homotópicos relativamente ao bordo 

em M - Int D2n. Pelo "engulfing theorem" [HZ66], podemos assumir que ck  Uach  (-6) 
está contido em vizinhança tubular de um ponto. Desta forma, ck  Uack  (-4) poderá ser 

pensado como uma ri-esfera mergulhada num (2n+1)-disco contido em M -Int D2n, ri> 2, 

o que implica que ck  Uack  (-4) borda um (n+ 1)-disco D;, mergulhado em M - Int D2n. 

Através de uma isotopia relativa ao bordo, podemos modificar 13:, de forma que ele 

intercepta c1  U • • • U ck_i transversalmente em um número finito de pontos. Como D'k  é 

uni disco com bordo ck  U -c'k, podemos construir uma isotopia H : Dn x [0,1) 	M tal 

que 

{

H(Dn x [0,1)) = Dtk , 

H(Dn x {0}) = ck , 

H(Dn x {1}) = 4, 

.11(x,t)=. H(x, 0) para todo (x, t) E 0Dn x [0,1), 
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e Mim Dr. x[o,i] : Int Dn x [0,1] 	M é um mergulho. 

Modificando H, se necessário, podemos supor que para cada t, H(D" x {t}) intercepta 

ci no máximo em um único ponto (veja Figura 3.1). Além disso, podemos modificar 

de forma que a intersecção de H(Dn x {t}) com Ui<ki<s cj ocorre apenas para t E (0, 1/2) 

e a intersecção com lis<i<k  Cj ocorre apenas para t E (1/2, 1). Enumeramos os valores t 

tais que H(Dn x {t}) n (ui,k  ci) 0 de forma que O ct1  < • • • <t,, < 1/2 < tp+1  < • • • < 

tq  < 1. 

Figura 3.1: Isotopia inicial de ck  para c'k  

Para n = 3, 7, estamos assumindo que M é uma (2n + 1)-esfera homológica racional 

(n-1)-conexa e não precisaremos analisar o caso dei < s. Para outros casos, precisaremos 
do seguinte resultado. 

Lema 3.4 Para ri > 4, n 7, podemos modificar H acima de forma que H(Dn x I) não 
intercepta ci  para i < k,i < s. 

Demonstração: Como i < s, ei  é um elemento da base de A. Logo, tipi(e) é um elemento 

primitivo de 1/.(M), pois F. A : A 11„(M)1 r 14(M) é um isomorfismo pelo Lema 2.5, 
onde 7-  11,2 (M) é a parte de torção de lin  (M) e H(M)/ 7-  14(M) é a parte livre de lin  (M). 
Conseqüentemente, pela dualidade de Poincaré, existe êi  E Hn+i(M), 1 < < s, tal que 
Qm(êi , ip,* (ei )) = 5ii  (1 < i < 3,1 < j < r), onde 5ii  = 1, 5ii = O para i j, e Qm  denota 
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a forma de intersecção de M. Como n > 4, temos que o homomorfismo de Hurewicz 

zn+1(M) —+ H ±1(M) é sobrejetora (veja [Hu59, Chapter X, Theorem 8.1]) e podemos 

representar êi por uma (n + 1)-esfera mergulhada êi  em M [Wa163, Hae61]. Além disso, 

como Hn(M —132") H(M) pelo isomorfismo induzido pela aplicação de inclusão, tal ê, 

pode ser escolhida em M — D2n  , e usando o truque de Whitney [Whi44, Mi165], podemos 

supor que ôj  n c = 0 para i j (1 < i < s, 1 < j < r) e êi  intercepta transversalmente a 

c.i  em um único ponto. 

Para cada 1 com 1 < 1 < p, seja -yi  uma curva mergulhada em ci  que liga o ponto 

H(Dn x {t1 }) n ci  em 13;, n c com o ponto êi n c, tal que Yi  intercepta D'k  n (ui<kc,) em 

um único ponto do extremo de 	Efetuando a soma conexa de D'k  com êi  ao longo de 

usando a orientação adequada para êt, podemos eliminar a intersecção de H(Dn x {t1 }) com 

ci. Usando o truque de Whitney, podemos eliminar as intersecções de ck , ek  com êi(i < k). 

Colocando ê, na posição transversal a In através de uma isotopia, podemos supor que D'k  

e êi  interceptam ao longo de alguns círculos mergulhados. Além disso, podemos assumir 

que estas intersecções ocorrem em H (D" x (O, t1/2)). Como êi  é uma (n + 1)-esfera 

mergulhada que não intercepta H(Dn x [t1 —E,t1 +6]) para E > O suficientemente pequeno, 

podemos modificar H sobre D" x [t i  — E,ti E] de forma que H(D" x [O, 1]) é a soma 

conexa descrita acima (veja Figura 3.2). 

ci  

ci  

    

     

     

     

Figura 3.2: Obtendo a isotopia relativa a ci  

Repetindo este processo para 1 = 1, . ,p, podemos eliminar a intersecção de H(D" x 

[O, 1]) com ci , i < k, i < s. Isto conclui a demonstração do Lema 3.4. 	 • 

Voltemos para a demonstração do Lema 3.3. 

Caso k < s, já temos a isotopia desejada. 

Caso k > s, temos que eliminar a intersecção de H(Dn x [O, 1]) com cl  para s <3 < k. 
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Para isso, notemos que ei ,ek  E R(ker iF.) e e'i, ek  E R(ker ip.) pela nossa convenção de 

índices. 

Seja Dit = H(D" x [1/2, 1]). Então D'‘ continua sendo um (n + 1)-disco mergulhado 

em M — Int 132 . Observemos que êi  n c = 0 para i j e logo H(D" x [O, 1/2]) continua 

não interceptando ci. Assim, o número de intersecção de A: com ci  é igual ao número 

de intersecção de H(D" x [O, 1]) com c , o que é igual ao número de enlaçamentos entre 

01/(D" x [O, 1]) = ck  U,9„ (—c'k ) e 	onde êi  é a n-esfera mergulhada em F correspondente 

a c. Além disso, temos 

lk (ck  ua„ (—dk ), E3) =  

- 1k(v1+ék, ej) 

= FF(ek, e3) — rp(ek, e;) = O 

pela nossa hipótese, onde -C13  = cj, k e ek  são as n-esferas mergulhadas em F e F' 

correspondentes a ck  e dk  respectivamente, e v+ e v'+ são pequenas translações nas direções 

normais positiva de F e F' respectivamente. 

Como o número de intersecção algébrica de 1); e ca  é nulo, podemos usar o truque de 

Whitney [Whi44, Mi165] para remover a intersecção de D't com c3  para todo j com s <j < 

k, através de uma isotopia de 	relativa ao bordo em (M — D212  U C1 U • • • U Ck--1)U aCk• 

Como 	é um (n + 1)-disco, podemos modificar a isotopia H em D" x [1/2, 1] de forma 

que H(D" x [1/2, 1]) = D. 

Assim, temos uma isotopia H : Dr` x [O, 1] 	(M — D2n U c1  U • • • U ck_i) U ack  de ck 
para ek  relativa a OD" x [O, 1]. Então, pelo teorema da extensão de isotopia [Hir76], existe 

uma isotopia ambiental de M, relativa a D2" U c1  U • • • U ck_i levando ck  para dk . 

A composição sucessiva da isotopia ambiental acima para k = 1, 	, r nos fornece a 

isotopia ambiental de M relativa a D2" que leva ck  para c'k . 

Isto completa a demonstração do Lema 3.3. 

Retomamos a demonstração do Lema 3.2. Agora mostraremos que existe uma isotopia 

que leva as alças hi  em 12 para todo i. Como as almas são isotópicas pelo Lema 3.3, 

podemos assumir que as almas das alças de F e F' coincidem e para cada i, as alças hi  e 

h', são mergulhadas como sub-fibrados no mesmo fibrado em discos que é uma vizinhança 
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tubular N(ci) associada ao fibrado vetorial normal de g em M. Então 14 e h são 

determinadas pelos seus campos (unitários) normais positivos vi  e v respectivamente, 

ao longo de g em N(g). 

Notemos que dois mergulhos hi e h são isotópicos como sub-fibrados relativamente a 

Ii n D2" = 12,/, n D2", se e somente se vi  e v são homotópicos relativamente a aci . 
Como vi e v coincidem ao longo de aci , podemos grudá-los, obtendo um campo de 

vetores Oi sobre a ri-esfera g Uaci  (—g) obtida como união formal. Dada uma trivialização 

do D 1-fibrado N (ci) Uaci .Dn+i (— N(ci )), a classe de homotopia de 19i determina e é 

determinada unicamente por um elemento de 7rn(S"). Mais ainda, vi é homotópico a 

relativamente a aci se e somente se 19i  se anula como um elemento de 7r,i(S"). Como 

aF(ei) — ar”(ei) é a aplicação característica do sub-fibrado determinado pelo campo de 

vetores normais t9i, temos que ao, = aF(ei) — ar(e) = O, pelo Lema 1.17 e a nossa 

hipótese. 

No caso de n par (n > 4), temos que a : 7i-n(sn) 	7r_1(so(n)) é injetora pelo 

Lema 1.14. Então t9i  = O e conseqüentemente, 14 e h são isotópicas relativamente a 

n D2n = n D2  n 

No caso de n impar, n > 3, procedemos da seguinte forma. 

Inicialmente, observamos que 

FF (64 ei) — FF" (d. I , 	= 1iE 7r(Sn) 	Z 

para todo i > s (ei  E R(ker i F.), e E R(ker ir.)). Para verificar isto, relembramos 

que UF(ei, 	e FF,(e'i, di) são números de enlaçamento de -g e suas translações através 

de f4 e f/i  respectivamente, onde 	e 1.-) são extensões óbvias de vi e v sobre -g = 

respectivamente. Como 19i E 7i-n(Sn) é a diferença entre esses dois campos de vetores, 

temos que FF  (ei, ei) — FF,(e,ei) = I9i• 
Como as formas de Seifert coincidem pela nossa hipótese, temos que 19i  = O. Assim, 

os campos de vetores normais vi  e v são homotópicos relativamente ao bordo para i > s 

e conseqüentemente, a alça 14 é isotópica a h relativamente a 14 n D2n. = h n D2n para 

estes valores de i. 

Para n = 3,7, estamos assumindo que M é uma esfera homológica racional, o que 

implica que 14(F) = R(ker iF.), e não precisamos preocupar com o caso de i < s. Logo, 
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hi  e h são isotópicas relativamente a hi n D2n = h n D2n. 
Agora resta apenas o caso de n impar, n 3,7. 

Para provarmos que a alça hi é isotópica a h relativamente a hi  n D2n = /4 n D2n 

no caso dei < s, lembramos que Im :"=-' Z2, para 7/ impar e 7/ > 5,n 	7, onde 

: ir(S) 	7r_1(.90(71)) é o homomorfismo de bordo (veja Lema 1.14). 

Como os invariantes tangenciais de F e F' coincidem, temos que ei9i = 0. Logo 

19i  E ir(Sn) é um múltiplo de 2. Para completar a demonstração do Lema 3.2, precisamos 

do seguinte resultado. 

Lema 3.5 Quando 7/ é ímpar, n > 5, 7/ 	7, para cada i < s, existe uma isotopia 

ambiental .1. de M relativa a D2n U h U • • • U 11/2 _1  U hi+1 U • • • U hr  tal que a diferença 

entre os campos associados a hi e '1'1(hi), denotada por 79,, representa o elemento 2 em 

irn(Sn) c=4  Z. 

Demonstração: Consideremos esferas mergulhadas ci e êi representando os elementos 

ei  E H(M) e o seu dual êi E H +1(M) tais que êinci = Oparai j, 1<j<reêi 

intercepta transversalmente a ci  em um único ponto, como discutido na demonstração do 

Lema 3.3. Denotamos ci n êj  = {p}. 

Consideremos a vizinhança tubular N(ê) associada ao fibrado normal de êi  em M, e 

a fibração ir: N(ê) 	ê,. Considere uma vizinhança Dp  D x Dl de p em ê. Então 

podemos identificar ir-'(D) como sendo 7r-1  (D p) D x Dl x D721  C R" X R x Rn, onde 

Dr, Dl e D51  são discos unitários, e podemos supor que 7r' (Dp) j c n N(ê.,) de forma 

que ir-'(D) = Dr x Dl x D'2' e ci  n N(ê) = {0} x {0} x D;1  (veja Figura 3.3). 

Agora identificamos D71  com D'31  U Sn' x [0,1] U S"-1  x [1,2], onde rn é um disco 

unitário e 0.11n = Sn-1  x {0}. Definimos o mergulho 

77 : J7= 0'31  U Sn-1  X [0, U Sn-1  X [1,2] 	x 	x D; = 7r-1(Dp) C N(ê) 

por 

{

77(x) = (x, 0, 0) 	(x E D), 

77(x, t) = (x, 0, tx) 	((x, t) E S'1  x [0, 1]) , 

n(x, t) = ((2— t)x, 0, x) ((x, t) E .9'1  x [1,2]) 

seguida de uma suavização. Então n determina um mergulho tal que n(eDn) = ion-i x  

{2}) = {0} x {0} x 0.11n (veja Figura 3.4). 
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D;1  

Figura 3.3: Vizinhança de ci  n N(ê) 

Figura 3.4: Alterando ci  n N(é-i) 
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Se d = — n Mei)) u n(D"), então d é difeomorfo a et . Além disso et  e d são 

isotópicos em M relativamente a D2" U h1  U • • • U 	U hi+1  U • • • u h. Assim, assumimos 

que d é a alma da h. Consideremos A = n(D'31) = 	x {O} x {O}, então A = dnêi  c ê. 

Como A é um disco de codimensão 1 em'Ct. rat 811+1, existe uma estrutura "open 

book" trivial (veja Definição 1.11) tal que A é uma página típica. Denotamos a família 

de difeomorfismos a um parâmetro em êt  associada a esta "Open book" por {vt}te[om• 

Então vt  : Ct. 	et  satisfaz vo  = id e vtlap = id para todo t, onde "id" denota a aplicação 

identidade. Definimos dt  = d — A U vt (A) para t E R. Então dt  determina uma isotopia 

de d em M — (D' u h1  U • • • u h 1  u hi+1 u • • • U hr ) que pode ser estendida para uma 

isotopia ambiental II. : M x [0,1] 	M relativa a D2n U h1 U • • • u h 4  u hi+1 u • • • u 

pelo teorema da extensão de isotopia [Hir76]. 

Agora, a isotopia II. leva a alça h com alma d numa alça "iit  cuja alma também é d. 

Consideremos a diferença entre os campos de vetores normais a d determinando TN e hi  

que denotaremos por O. Então O é trivial fora de N(êt )nd e podemos supor que a diferença 

existe somente em Sn' x [0,1] = n(Sn-1  x [0,1]). Neste trecho, O representa a "torção" 

do campo produzida pela isotopia ID. Como II. é obtida como extensão de dt, observemos 

que II. produz uma rotação em torno de 5"1-' x {O} C Rn  X R. Assim, para absorver 

a "torção" em Sn' x [0,1], 01,9n-ix[om efetua uma rotação em torno de 571-1  x {t} na 

medida que t E [O, 1] aumenta até completar uma volta em t = 1 (veja Figura 3.5). 

fluxo da rotação induzida pelo (1) 

Figura 3.5: A mudança de campo normal pela ação de isotopia II. 
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Assim, t9 é definido como sendo 

	

e: DI41  U 5"1-1  X [0,1] U 	D'51 1:=J- Sn 	Sn c R" x R x {0} 

por 

	

{

e(u) = (0,1, 0) E Rn  x R x {O} 	 (u E D741), 

	

e(v) = (0, 1, 0) E Ir x R x {0} 	 (v E Dr5i), 

t9(x,t) = (sen(27rt)x, cos(27rt), 0) E Rn x R x {0} ((x, t) E Sn-I x [0,1]) , 

onde Sn' = aá. Observemos que o espaço normal de sm-1 . aá C Ir x R x {0} 

em êi c=d Sn+1  no ponto x é determinado por (x, 0,0) e (0,1,0). Agora vamos provar o 

seguinte lema. 

Lema 3.6 O grau da aplicação t9 acima é —2 para ri ímpar e O para ri par. 

Demonstração: Notemos que o grau de uma aplicação pode ser determinado como sendo 

a soma dos índices dos pontos da imagem inversa de um valor regular. Consideremos o 

ponto 

q = 	0,0) E si" C Ir x R x {0}. 

Então, pela definição de t9, temos que 

e--1(q). {pl., p2} C Sn-1  X [0,11, 

( onde pl. = 	1, O, ... , O, 	e p2  = 	—1, O, ... , O, -1 . 
n 	 n 

Agora consideremos 

	

{

dein  : Tp,Sn 	TqS", 

	

dr9272  : Tp2 Sn 	TqSfl, 

onde dg denota a aplicação tangente de t9, e TSn denota o espaço tangente de Sn. Podemos 

escolher uma orientação em Sn tal que se (xi, 	, xn) e t são coordenadas de Ir x {0} x {0} 

e {0} x EL x {0} respectivamente, então 

{

{ 	. , 1 , ffi- } é a base orientada de Tin  Sn, OX2 ' " 	0Xn Ot 

	

{ 08.2 	0.':_i  , 2., A} é a base orientada de Tp,Sn, 

{-k,... , -k, £} é a base orientada de TqSn, 

37 
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a onde 	é normal a S" em p1  e p2. O sinal de —a, em TP2  Sn é devido ao fato de uXi  

(-1,0,., 0) E Sn-1  X {0} ser o ponto anti-podal de (1, O, 	, 0) E Sn-1  X {0}. 
Usando as bases acima, temos a forma matricial 

 

( i_1  O 

O -2/r 

 

dOp, = 

 

  

onde Tn1 é a matriz identidade (n - 1) x (n - 1), e conseqüentemente, det dOp, = -27r. 
Logo p1  é um ponto regular de índice -1 para O. Da mesma forma, temos a forma 

matricial 
4-2   O O 

dOp, = O 1 0 

O O 27r 

onde in-2  é a matriz identidade (n - 2) x (n - 2), e det dep2  = (-1)n-222r. Logo p2  é um 
ponto regular de índice (-1)1-2  para O. Como todos os pontos de 0-1(q) são regulares, o 
grau de O é a soma dos índices dos pontos de O-1(q) que é (-1)"-2  -1. Assim, concluímos 
a demonstração do Lema 3.6. 	 e 

Pelo lema acima temos que a isotopia construída altera o campo normal associado por 
-2 como elemento de 7rn(S") Z, o que significa que também existe uma isotopia que 
altera por 2. Isto completa a demonstração do Lema 3.5. 	 e 

Voltamos à demonstração do Lema 3.2 no caso de n ímpar, n 3,7. 

Pelas aplicações sucessivas das isotopias relativas a D2" U hi U • • • U 	U hi+1  U • • • U h, 
dadas pelo Lema 3.5, podemos ajustar vi(1 < i < s) de forma que 19i determinado como 
diferença entre vi  e v corresponde ao elemento nulo de 7rn(S"). Assim, hi  e h são 
isotopicas em 

(M - (D2" uku•••u hi_i U 	U • • • U 	U (hi n D2") 

relativamente a k n D2n = h n D271  para todo i < s. Isto completa a demonstração do 

Lema 3.2. 	 • 

Observação 3.7 Na demonstração do Lema 3.2, F e F' não precisam ser páginas de 

"open book", desde que sejam homotopicamente equivalentes ao buquê de esferas de 

dimensão n, e F. e ir , sejam sobrejetoras. Assim, o lema fornece um critério de isotopia 
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de dois mergulhos orientados de 2n-variedades homotopicamente equivalentes ao buquê 

de esferas de dimensão 71 numa (2n + 1)-variedade 	- 1)-conexa e fechada, tal que as 

aplicações de inclusões induzem epimorfismos no nível de homologia. 

Lema 3.8 Duas estruturas "open book" sobre M com páginas típicas isotópicas são 

estruturalmente isotópicas para n > 3. 

Demonstração: O argumento de Durfee [Dur74] para nós fibrados simples sobre 8271+1  

funciona sem problemas para este caso. Devido à importância da sua técnica, repetimos 

a sua demonstração. Pela hipótese, podemos assumir que as páginas típicas F e F' de 

duas estruturas "open book" coincidem. Então as "bindings" coincidem e será denotada 

por K. 

Consideremos E = M - N(K), onde N(K) é a vizinhança tubular de K em M como 

na Definição 1.1, e sejam cpi  : E -± 81  e cp2  : E -> 81  os fibrados correspondentes às duas 

estruturas "open book". Como F e F' coincidem, inclusive com as orientações, tomamos 

mesmas vizinhanças tubulares de K para as duas fibrações. Observando que a trivialização 

da vizinhança tubular de K é única a menos de isotopia, por K ser simplesmente conexa, 

podemos assumir que cpilaE  = cp21,9E. Denotando FnEe F' n E por F e F' de novo 

respectivamente para simplificar, temos que F = cpi l  (0) e F' = cp2-1(0). Consideremos 

a vizinhança fechada J c 81  = R/Z de 0. Então, pela unicidade da vizinhança tubular 

de F = F' em E, podemos supor que N(F) = cor.'(j) = ko 	vniN(F) = W2IN(F) 
N(F) -> J. Agora consideremos E' = E - N(F) e as duas fibrações pÇ = cpilEc : 

E' -> 81  - J = [0,1] e cp12  = cp21E, : E' -> 8 - J = [0,1], então cp'11 8E, = cp'21 8E, (veja 

Figura 3.6). Agora observemos que todas as fibrações sobre [0,1] são triviais, o que implica 

que existem trivializações g,: E' -> F x [0,1] e g2  : E' -± F x [0,1] tais que o diagrama 

E' 	F x [0,1] 

P 
[0,1] 

comuta para j = 1,2, onde p denota a projeção canônica no segundo fator. Como cp'11 8E0 =- 

cá 	, podemos supor queI .91-1  ifx{o} = 92-11Fx {o} e gr 1  laFx[o,i] =- 92-11antow - 

Logo g1  o g2-1  fornece uma pseudo-isotopia de F x I que é identidade sobre 

(F x {0}) U (ÔF x I), onde 1 = [0, 11 é o intervalo. Como n > 3, pela versão relativa 
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o 
.91  — J 	[0,1] 
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Figura 3.6: Recortando E ao longo da vizinhança de F = F' 

do teorema do pseudo-isotopia de Cerf [Cer70], ela é isotópica, como pseudo-isotopia 

relativa ao (F x {0}) U (DF x I), a uma isotopia que não é necessariamente identidade 

sobre F x {i}, pois g1  o g2-  I 1,Fx{i} nem sempre é identidade. Isto significa que existe uma 

isotopia ambiental H : (F x [0,1]) x [0, 1] 	F x [0, 1] de F x [0,1] tal que Ho  = id, 

IFx{i} = 91O 911 , e Hti(Fx {opu(aFx[o,n) é a aplicação identidade para todo t E [O, 1], 

onde Ht  : F x [0,1] 	F x [0, I], t E [0, 1], é dado por Ht(x, o) = H((x, s), t). 

Definimos a aplicação 9-1 : E' x / —> E' como sendo 9-/(x, t) = g2-1  (H (g2 (x), t)). Então, 

910 = id e (4 o Hi iFx{i} = 	g'Zi  og1  = p og1  = (Pti, onde R: E' —> E', t E [0, 1], é 

dado por 9-1t(x) = 9-1(x, t). Além disso, 9-tt  é identidade sobre DE' — g l (F x {1}). Como 

7/0  = id, temos que 9-/t 19çi(Fx {1))  é isotópico à identidade para todo t e conseqüentemente 

podemos estender 9-/ para E' U (F x [0, I]) tais que ele seja identidade sobre o seu bordo e 

leva F x {7} em F x {T}, onde F x [0, I] é a vizinhança colar de g2-1(F x {1}) em 

Logo podemos estender 9-1 para uma isotopia sobre E de forma que seja identidade sobre 

DE, o que permite estender ainda para uma isotopia sobre M. Devido à propriedade do 71 

original, temos que 5,22  o Hl  IE  = sol  e conseqüentemente, 9-/ é uma isotopia entre sol  e so2. 

Portanto, as duas estruturas "open book" são estruturalmente isotópicas. Isto completa 

a demonstração do Lema 3.8. 	 • 
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Demonstração do Teorema 3.1: Segue dos Lemas 3.2 e 3.8. 

Observação 3.9 A condição adicional de M ser uma (2n +1)-esfera homológica racional 

(n — 1)-conexa para n = 3,7 no Teorema 3.1 é devido aos Lemas 3.5 e 3.6 utilizados na 

demonstração do Lema 3.2 na qual utiliza a relação entre a forma de Seifert e o invariante 

tangencial (item 4(d) da Definição 2 15) que não existe para n = 3,7. No caso de n = 3, 

ainda existem problemas de representação esférica dos elementos de H+1(M)  durante a 

demonstração do Lema 3.4 usado no Lema 3.2. 

Não sabemos se o Teorema 3.1 vale para 71 = 3,7 sem as informações adicionais. 
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Capitulo 4 

Realização 

Neste capítulo, provaremos que cada sistema de invariantes "open book" pode ser 

realizado através de uma estrutura "open book". Isto quer dizer que, dado um sistema 

de invariantes ã E A(M), existe uma "open book" (M,K,w) tal que S(M,K,w) = ã, 

onde S(M,K,w) denota a classe de equivalência do sistema de invariantes "open book" 

associado a (M,K,w) (veja Definição 2.23). Esta construção é feita em duas etapas. A 

primeira delas é a construção de uma subvariedade de codimensão 1 que realiza o sistema 

de invariantes, e a segunda é a prova de que esta subvariedade é a página de uma estrutura 

"open book". 

Proposição 4.1 Seja = {G, Q,  ao, iG, r0} E s4(M) um sistema de invariantes "open 

book" sobre M, onde M é uma (2n + 1)-variedade (n — 1)-conexa e fechada com n > 3. 

Então existe um mergulho de uma 2n-variedade compacta F em M hornotopicarnente 

equivalente ao buquê de n-esferas tal que o sistema de invariantes associados à F seja ã. 

Demonstração: Seja {ei}L,1  com r = rank G, uma base de G tal que {e+1,. .. , er } seja 

uma base de R(ker iG ), O < s < r. Consideremos o "complexo básico" 

V' = D2n U U • • • L.1 

onde ey: Dn é colado a OD2n usando os mergulhos 071i 	OD2n de forma que OeynOey'i  = 0 

e lk(O, 071i ) = Q G(e, , e) para i j, o que é possível por ter n > 2. 

Como n > 2, podemos mergulhar V' em D2n.+1 c M. 

Observemos que cada elemento ic(ei) E H(M) '-= 7r n(M) pode ser representado por 

uma ti-esfera mergulhada em M — D2n+1, desde que n > 1 [Hae61, Wa163]. 



representante de io(e0 

44 	 4. Realização 

Agora efetuamos a soma conexa dentro de M — D2n, da ri-esfera correspondente a 

i0(e) com o 7: do V', para cada i = 1, ,r. Denotamos o CW-complexo assim obtido 

por V = D2n — u 7i  U • • • U -y,., onde -yi corresponde a 7: em V' (veja Figura 4.1). 

Figura 4.1: O "complexo base" V mergulhado em M 

Agora seja vi  um campo de vetores normais não nulos sobre -yi. Então vi  restrito a 

ay, representa um elemento de rn_i  (Sn) = O e logo, é homotópico ao campo de vetores 

normais sobre a-yi  determinado como sendo a restrição do campo de vetores normais não 

nulos sobre D2n. Assim podemos assumir que vi é normal a D2n sobre a•-yi . Este campo 

normal determina uma n-alça hi = -yi x Dn C N('yi ) cuja alma é -yi, = 1, .,r, onde Neyi) 

é a vizinhança tubular de em M, formando uma 2n-variedade F = D2n U h1 U • • • U h,. 

mergulhada em M (veja Figura 4.2). Note que F é homotopicamente equivalente ao 

buquê de ri-esferas e H(F) = G pela identificação de ei E G com o elemento de H(F) 

correspondente a 7i. Usando esta identificação, temos que i F. = ic : H(F) = G —> 

Hn  (M). A partir de agora, assumimos que a forma de Seifert e a forma de intersecção 

estão representadas matricialmente em relação à base {e} r_1  de G = H(F). 

A matriz de intersecção fora do diagonal coincide com a matriz de enlaçamento de 

{ô-y} 1. No caso de 11 impar, o diagonal da matriz de intersecção é sempre nulo por 

ser (-1)"-simétrica, o que implica que a forma de intersecção de F coincide com QG. 

Quando 17, é par, observamos que os diagonais das matrizes de intersecção sobre G e 

Hn  (F) são unicamente determinados pelos invariantes tangenciais sobre os elementos 

da base (item 3(b) da Definição 2.15 e Lema 1.15). Logo, seguiremos para ajuste dos 

invariantes tangenciais. 
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Figura 4.2: Campo normal sobre determinando 14 

Sem distinguir o caso de n ser par ou impar, observemos que a n-alça hi de F é 

determinada unicamente pela classe de homotopia do campo de vetores normais vi  sobre 

a sua alma 	a menos de isotopia. Se substituirmos hi  por h , onde /ti  é determinada 

pelo campo de vetores normais í3 sobre tal que vi  e ü coincidem sobre a-y, então um 

elemento t9i E ir(Sn) é determinado como sendo a diferença entre vi  e iii. Notemos que, 

dado m E ir(Sn) Z, sempre podemos obter Ü tal que t9i  associado representa m, pois 

a associação entre as classes de homotopia de seções não nulas de 13"1  x Sn 	Sn com 

o 7r„(822 ) 	Z é biuniVoca. 

Definição 4.2 Um "twist" de hi  por mEZéa substituição de hi  por h tal que t9i = m 

em 7rn  (Sn) Z. 
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Como discutimos na demonstração do Lema 3.2 (veja a página 33), &o, é a diferença 

entre os invariantes tangenciais associados a hi  e iti  pelo Lema 1.17, onde 0 é o 
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homomorfismo de bordo da seqüência exata 

• • • 	a-n(r) 	a-n—i 

4. Realização 

(S0(n)) 	rrn _i (S0(n +1)) 

associada à fibração SO(n)—) SO(n +1) —) Sn. 
Como o invariante tangencial aF  de F e o invariante tangencial aG  que é desejado, 

são compatíveis com o invariante tangencial de M, a diferença aG(e) — a(e) está em 
ker 	= Ima. Então existe um elemento m E rn(S") tal que am = aG(e) — 
Assim, usando um "twist" de hi por m, podemos anular esta diferença. Logo, podemos 
assumir que aF  = aG  sobre todos os elementos da base. Como já foi discutido, aF e ac 
determinam os diagonais das formas de intersecção para n par e conseqüentemente, temos 

C2F C2G• 
Como aF  e aG  coincidem sobre os elementos da base e QF  = Qc, a fórmula de adição 

(Observação 2.2 para aF  e item 3(c) da Definição 2.15 para aG ) implica que aF  = ac 
sobre H(F) = G. 

Pelos argumentos acima, podemos supor que F realiza todos os invariantes exceto a 
forma de Seifert. Inicialmente, ajustaremos o diagonal da matriz de Seifert. No caso de 
ri par, temos que 2FG(ei, ;) = QG(ei, ;) (item 4(b) da Definição 2.15) e 2FF(ei, ;) = 
QF(ei,ei) (Lema 2.9) para s <i < r. Como QG  = QF , o diagonal da matriz de Seifert de 
F coincide com o de G. 

Quando TI= 3,7, observemos que 

ro(ei, ;) — FF  (C, 	bm (ei, ;) — bm  (ei, ;) O (mod 1) 

para s < i < r, devido ao item 4(c) da Definição 2.15 e o item (1) do Lema 2.14. 
Conseqüentemente, Fo(ei, ;) e FF(ei, ;) difere por um inteiro e logo, podemos ajustar 
usando "twist" associado a esta diferença. Como rrn _1 (S0(n)) = O para n = 3,7 
(veja Lema 1.14), sempre teremos aG  = O = aF  e conseqüentemente, o invariante 
tangencial não é alterado. 

Quando n é impar (ri > 5,n g 7), observemos que R(ker iG ) = R(ker iF.) pela 
identificação iF* = iG . Temos que qm(io(ei)) = rc (ei, ei)+0(aG(ei)) (mod 2) (item 4(d) 
da Definição 2.15) e o qm(iFs(ei)) = FF(ei, ei) + 0(aF(ei)) (mod 2) (item (2) do 
Lema 2.14) para s < i < r por ri > 5, n 7. Como os invariantes tangenciais coincidem, 
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temos que 

rG(ei,ei) — rKei, ei) O (mod 2) 

e conseqüentemente, rG(ei, ei) 	ei) = 2m param E Z. Agora efetuemos um "twist" 

da alça hi  de F correspondente a ei por 2m. Como rF(ei, ei) é o número de enlaçamento 

entre a translação do ri-ciclo E que representa o ei  na direção normal positiva de F com o 

o "twist" por 2m efetua uma mudança de 2m em r(6, ei ) por alterar o campo normal 

exatamente por 2m. Assim, após o "twist", podemos assumir que rG(ei, ei) = rF(ei, ei). 

Notemos que a alteração no aF(ei) pelo "twist" acima é 5(2m) = 2(arn) = O em Ima Z2 

por ri ser impar, 11 > 5, ri 	7 (veja Lemas 1.14 e 1.17). Assim, o invariante tangencial 

não será alterado durante este processo. 

Desta forma, podemos assumir que o diagonal da matriz de Seifert de F e G coincidem, 

independente de ri ser par ou impar. Para completar o ajuste da forma de Seifert, usamos 

o método de Kervaire [Ker65] como segue. 

Pelo item 4(c) da Definição 2.15 e o item (1) do Lema 2.14, temos que rG  —FF  é uma 

matriz inteira (com diagonal nulo). Agora, pelo item 4(b) da Definição 2.15 e Lema 2.9, 

temos que 

— rF) ± (-1)n  • (InG — rpm) = (-1)n  (QC C2F) "=" O, 

onde !A denota a matriz transposta de A. Logo, I', — rF  = (-1)-Fix + w para alguma 

matriz inteira X = (xii)8+1<iá<, tal que xii = O. 

Como ri > 3, aryi  é um nó trivial em aD2n, onde D2n é a 0-alça na decomposição 

F=D2n Uhi U•••Uhr . 

Logo aryi borda um ri-disco em aD2n. Colando este ri-disco a ty, ao longo de seus bordos, 

obtemos um ri-ciclo em F representando o elemento ei  E Hn(F). Denotemos este ri-ciclo 

por 

Daqui em diante, consideremos .s < i,j < r. Seja Di  um pequeno (n + 1)-disco 

em M transversal ao tyi, interceptando em um único ponto no interior. Tomemos.  o Di  

suficientemente pequeno de forma que Di  não intercepte tyi  para iOje também que 

tenha Di  n Di  = 0 (i j). Orientemos o Di  de forma que lk(% aD; ) = 	.s < i, j < r, 

onde S = 1 e Si. = O para i j. 
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Agora consideremos um D'4-fibrado trivial N(5D) eal5D x Dn que é uma vizinhança 

tubular de ar);  num 2n-disco contendo Di no seu interior. Podemos escolher N(5D1) de 

forma que não intercepta a F (veja Figura 4.3). 

Figura 4.3: D'-fibrado trivial N(0D3 ) 

Agora consideremos o hi  = 7, x Dn e efetuamos uma sorna conexa fibrada ambiental 
de N(0D1) e h, a! 7, x rt como segue. 

Sejam D/., c ar);  e 1)7 c 7, pequenos ri-discos tais que as fibrações N(5D) e11 /2  

restritas a tais discos sejam triviais. Substituímos o h, = 7, x Dn por 

(7, — Int D]') x Dn  U (3D1 — Int 	x Dn  

onde a união é feita da seguinte forma. Consideremos a vizinhança tubular [0,1] x Dn  X Dn  

de uma curva mergulhada que liga os pontos centrais de D e D'i' e suponhamos que 
{0} x Dn  x {0} = g e {1} x Dn x {0} = A' respectivamente. Agora identificamos 

{0} x Sn-1  x Dn  e {1} x Sn--1  x Dn  de [0,1] x sn x Dn  com ar); x Dn  e 3D7 x Dn  

respectivamente (veja Figura 4.4). 

Com esta soma conexa fibrada, o n-ciclo associado à nova alça correspondente a e, 

será --ri gor);  (veja Figura 4.5). 

Quando x > 1, efetuamos xii  vezes a soma conexa acima, mas tomemos cuidado de 

utilizar Di  transladado de forma que não intercepte o anterior. Se x < 0, utilizemos o 
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[0,1] x S" -1  x 

4. Realização 

[0,1] <Dnx/7 

Figura 4.4: Efetuando uma soma conexa fibrada de hi e N(3D3 ) 
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Figura 4.5: Ajustando a forma de Seifert 
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—D2  em vez de Dl , e efetuamos a soma conexa 	vezes. Quando xil  = 0, nenhuma 

alteração será efetuada. 

Com isso, o n-ciclo associado à alma da nova alça h, correspondente a ei  é 

= 	 xiiapi. 
J.8+1 

Denotamos a variedade resultante por -É, então para s + 1 < i, j < r, temos que 

Ffr(ei,e2) = lk(v+5,-i,;y".1) 

lk (v+(?).5i 	Xikapk), 59 	XjlaDI)) 
k=s+1 	 l=s-1-1 

lk(v, 5,2 ) + E 1 lk(v+ryi, aDi) + E xik lk (v+ aDk ) 
l=s+1 	 k=s4-1 

É 

r 

+ E 	E xik xii ik(v-  apk , 
kr-9+11=8+1 

Desde que Dk são escolhidos suficientemente pequenos, temos nopk,aD1 ) = O e como 

lk(% apk ) = sik, temos que 

rfr(ei, ei) = lk(v+-yi, 72) + xi, + (-1)71±1Xi = rF(ei, ei) + (-1)'+Ixii xii  = rG(ei, e5). 

Observemos que iF., a forma de intersecção, e a estrutura fibrada de hi  são mantidos 

por esta operação, o que significa que a forma de Seifert é o único invariante que será 

modificado. Logo É realiza todos os invariantes desejados. 

Agora provaremos que um mergulho de uma 2n-variedade homotopicamente 

equivalente a um buquê de n-esferas que realiza um sistema de invariantes "open book" 

é realizado como uma página de uma estrutura "open book". 

Definição 4.3 [Qui79] Seja F C M um mergulho de 2n-variedade F com bordo numa 

(2n + 1)-variedade M tal que o fibrado normal de F em M é trivial, então a vizinhança 

tubular relativa N(F) de F pode ser pensada como FxI c M. Dizemos que F C M 
é uma página hornotópica se as inclusões de F x {0} e F x {1} em M—F x I induzem 

isomorfismos nos grupos de homotopia. 

Nosso objetivo é provar que F construída na Proposição 4.1 é uma página homotópica. 



4. Realização 	 51 

Denotamos W=M—F x/ para simplificar, onde F x / é uma vizinhança tubular 

relativa de F em M. Notemos que a inclusão de F x {1} em W pode ser identificada 

(homotopicamente) com a pequena translação na direção normal positiva de F, que será 

denotada por v+ : F M — Int F. Da mesma forma, a inclusão de F x {O} em W pode 

ser identificada com a translação na direção negativa, denotada por v+ : F M— Int F. 

Pela nossa construção, F é obtida, colando simultaneamente algumas n-alças numa 

0-alça, e como n > 3, temos que aF é 	2)-conexo pela Proposição 1.3. 

Lema 4.4 Seja F um mergulho de 2n-variedade compacta, (n, — 1)-conexa com bordo 

aF 	0, 	— 2)-conexo numa (2n + 1)-variedade (n — 1)-conexa e fechada M, tal que 

F. 1-1„(F) H(M) é sobrejetora, com n > 3. Então W=M—F xI é (n-1)-conexa 

e H,,(W)2=-' H,„(F). 

Demonstração: Como n > 3, pela condição sobre F e aF, e pelo teorema de van-

Kampen, temos rr i (a(F x I)) = {1}. Como M é simplesmente conexa, o teorema de va.n-

Kampen implica que W também é simplesmente conexa. Assim, é suficiente provarmos 

que H(W) = O para i > 2, i n, e H(W)2-4  H(F). 

Consideremos a seqüência exata 

• • • —> 	(M, W) 	H(W) 	H(M) —> • • • 

do par (M, W) e observemos que Hi±i(M, W) 1-1,±1(F x 1, 5(F x I)) Hi(F,aF) pelo 

teorema da excisão e de Künneth Assim, a seqüência torna-se 

• • • —> 11,(F,aF) 	H(W)—* H(M) —> • • • 

e temos que H(W) = O para i = 2, ... , n — 1, pois Hi(F,aF) = O = H(M) para estes 

valores de i. Conseqüentemente, W é (n — 1)-conexa. 

A seqüência exata do par (M, F x /) é 

• • • -> Hi(F x I) —> Hi (M) 	Hi(M,F x I) -> Hi_i(F x I) —r • • • 

e como Hi(M, F x 1)-c-2' Hi(W, aw) pelo teorema da excisão, a seqüência torna-se 

• • • —> Hi(F x I) —> H(M)-4 Hi(W,aw)—y Hi _l (F x I)-4 • • • 
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eternos que Hi(W,OW) = 0 parai= 1, , n — 1 devido a alta conexidade de F e M. 

Para dimensão n, a seqüência acima torna-se 

• • • —> H„(F x I) —> Hn(M) —> Hn(W,aw) O. 

Como ip. : H(F) —> H(M) é sobrejetora pela nossa hipótese, temos que H„(W, OW) = 

0. 

Agora, pela dualidade de Poincaré-Lefschetz e o teorema dos coeficientes universais 

para cohomologia [GH81, Teorema 23.28], temos 

H(W) 	H2"4"1-4(W,5W) 

Hom 	OW), Z) G Ext (H2 -(W, OW), Z) 

para i > ri, pois 1/271+1--i(W,5W) = 0 para esses valores de i. 

Para i = n, temos 

H(W) Hn+1(W,OW) 

Hom (Hn+i  (W, 5W), Z) e Ext (Hn(W,OW), Z) 

Hom (Hn+1(W, OW), Z) 

e logo H(W) é livre sobre Z. 

Como H(W) e H(F) são Z-módulos livres, eles são isomorfos se, e somente se, seus 

"ranks" forem iguais. 

Consideremos a seqüência exata 

O —> Hn+i(F x I,O(F x I)) —> Hn(O(F x I)) —> Hn(F x I) —* 0 

associada ao par (F x 1, 0(F x I)) e 

O —> Hn+  (W, aw) —> H,,(aw) —> Hn(W) —* 0 

associada ao par (W, avv). Usando a dualidade de Poincaré-Lefschetz, e o fato de que 

H(F) e H(W) são Z-módulos livres, temos que 

{

Hn(0(F x I)) -rLd H(F) e H(F), 
H,,(aw) Hn(W) e Hn(W). 
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Como a(F x I) = aw, temos que 

H„(F)ep H„(F) H,,(F) e Hn(F)a-1- H(W) e Hn(W)ta"' H,,(W) e H(W). 

Então, rank H(F) = rank H(W) como desejado. 

Agora denotamos R= R(ker ip.) e R' = R(keriw„), onde R(ker ip.) e R(ker iw.) são 

os fechos radicais de ker iF„ e ker iw„ respectivamente (veja Definição 2.6), e iF  : F —* M 

e iw  : W /1/ são as inclusões. Como iw ov+:F—*MeiF :F—*Msão isotópicos, o 

seguinte diagrama é comutativo: 

H(F) 	H(M) 	O 	 (4.1) 

uti 	1d1 

	

H(W) 4 H(M) 	O. 

Então v,+(ker iF „) C ker w,,  o que implica que e(R) c R'. Logo, os homomorfismos 

H(F)/R H(W)/R' e Ds, = In : R R' induzidos po' r v : H(F) H(W) 

são bem definidos. Além disso, e é um isomorfismo se, e somente se, e e e são 

isomorfismos. 

Lema 4.5 Seja F um mergulho de 2n-variedade compacta, (ri — 1)-conexa com bordo 

aF 	0, (n — 2)-conexo numa (2n + 1)-variedade (n — 1)-conexa e fechada M, tal que 

¡F. Rn(F) 	H(M) é sobrejetora, com n > 3. Então, P„+ : H(F) 	H(W) é um 

isomorfismo. 

Demonstração: Pelo teorema da excisão e dualidade de Poincaré-Lefschetz, temos que 

H„(M ,W) H„(F x i,a(F x I)) 2:2  Hn+1(F x I) H'1(F) = O. 

Então a seqüência exata do par (M, W) fornece uma seqüência exata 

O —* H+1 (M) 	Hn+i (F x i,a(F x I)) 	H(W) 3 H(M) 	O 	(4.2) 

e conseqüentemente, iw„ é sobrejetora. 
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Pelo Diagrama (4.1) e o fato de v(  R) c E, temos que o diagrama 

 

H(F)/R 	H(M)/r1-4(M) 

 

  

;"-= 
 

H(M)/ H(M) 

 

   

é comutativo, onde iFt e iw, são os homomorfismos quocientes de iFt e ¡VV., 
respectivamente. Como F. e iw, são sobrejetoras, :1F. e w.  são isomorfismos. Logo 

1)? também é um isomorfismo. 	 e 

Lema 4.6 Seja F um mergulho de 2n-variedade compacta, (ri — 1)-conexa com bordo 
DF 	0, (ri — 2)-conexo numa (2n + 1)-variedade (n — 1)-conexa e fechada M, 
tal que F. : H(F) 	H(M) é sobrejetora, com n > 3. Então temos que 
det D.+ = +I 14(M)1 det FF, onde det it e det rp^ são determinantes de D.+ e FF  
respectivamente, e 17-  Hn(M)! é a ordem de 7-  Hn(M). 

Demonstração: Para provarmos este lema, precisamos de algumas construções. 

Definimos o homomorfismo 

: H„(F, DF) H„±i (N (F), N (F)) H„(F, DF) ® Hl  (I , I) 

por ip(A) = A ® [(1, 3I)}, onde N(F) é a vizinhança tubular de F em M, I = [0,1] 

é o intervalo e [(1,31)] E Hn(I, DI) 	Z é o gerador canônico. Seja 	= 3 o ip (veja 

Figura 4.6), onde 3: HTH-1  (N(F), DN(F)) 	H„(W) é o homomorfismo de bordo da 

seqüência (4.2) na demonstração do Lema 4.5. 

Então, (Hn(F, DF)) c ker iw. e o seguinte diagrama comuta: 

Hn(F, DF) 

mi 
H„+I (N(F),DN(F)) 	ker iw.. 

Note que é um isomorfismo. Temos também que 3 é sobrejetora pela seqüência 

exata (4.2) e logo, 	é sobrejetora. 

Para prosseguirmos com a demonstração, usamos o conceito de sub-módulos 

ortogonais. 
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(A) 

Figura 4.6: Definição de cl)(A) 

Definição 4.7 Consideremos Z-módulos livres finitamente gerados A = A1  e A2 e B 

com uma forma bilinear : A x B 	Z. Definimos um sub-módulo de B, denominado 

ortogonal de Ai  relativa a como sendo 

= {h E B : 	b) = O para todo a E Ai}. 

Então temos o seguinte 

Lema 4.8 Se  : A x B Z é uma forma bilinear unimodular, onde A = A1  A2  e B são 
Z-módulos livres finitamente gerados de mesmo "rank" r, então temos que B = 

Demonstração: Como é unimodular, existem bases {ai}'=1  e {bi}i1,1  de A e B 
respectivamente, tais que 

{

{a1,... ,a,} é a base de Ai, 

{as+i, ... , ar } é a base de A2, 

Cai, bi) = Si.) , 

onde s = rank A1, Õii = 1 e 	= para i j. Então temos que {bi, • 

são bases de A e A respectivamente devido a sua definição. Conseqüentemente, temos 

que B = AiL  e 4,4-. 

Observação 4.9 Observemos que rank AiL = rank A2 e rank A§L = rank A1  respectiva- 

mente. 
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Voltamos para a demonstração do Lema 4.6. 

Como R C H(F) é um somando direto e a forma de intersecção 

11,(F) x 11,(F,aF) 	z 

é unimodular pela dualidade de Poincaré-Lefschetz, 

Ri= {a E Hn(F,aF) :b•a=OparatodobERCHn(F)} 

é um somando direto de 14(F, aF) pelo Lema 4.8 acima, onde b • a denota a intersecção 

de b com a. 

Lema 4.10 Ri-  D ker 

Demonstração: Consideremos o diagrama comutativo 

11 +1(M) 

(D. 

11„(F,3F) 

tbi 
H7,±1(m) Hn,i(N(F),aN(F)) ker i, 

onde H 1(M) 	Hn(F,OF) e H 1  (M) 	(N(F), aN(F)) são definidos pela 

dualidade de Poincaré-Lefschetz e pelos homomorfismos H(M) 	H" (F) e H' (M) 
Hn(N(F)) induzidos pelas inclusões i F : F —+ M e 2N(F) : N(F) 	M, respectivamente. 

Observemos que a última seqüência do diagrama acima é a seqüência exata (4.2). 

Como 2/) é um isomorfismo e a ultima seqüência do diagrama é exata, temos que 

ker (I) = 1m6. 

Logo, para todo b E ker (D, existe b' E H 1(M) tal que b = 8(b`). Assim, para todo 

a E R arbitrário, temos que 

a • b = a • 8W) = iF..(a) • b' 	O, 

onde primeiras duas intersecções são em F e a última intersecção é em Aí. A última 

igualdade vale por i,F.(a) ser uma torção em H(M). 

Assim b E RI e conseqüentemente ker (1) C Ri . 
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Lema 4.11 Temos Ri-  =  ker (I) e 4) : H„(F,OF)1R1 	ker iw. induzido por (I> é um 

isomorfismo. 

Demonstração: Corno (I) :  .1-1(F,3F) 	ker iw. é sobrejetora, 	: 1-17,(F,a1-')/ ker (I) 

ker iw „, induzido por (I) é um isomorfismo. Então basta mostrar que Ri = ker 

Pelo Lema 4.10 acima, temos um epimorfismo p: 1-1„(F,ap-i)/ ker (I) 	1-1(F,5F)IR±  

definido como projeção natural. Agora consideremos p o 4,-1  : ker iw. 	H(F,OF)I 

que é um epimorfismo. 

Observemos que rank(ker iw.) = rank(ker iF.) devido ao Lema 4.4 e o Diagrama (4.1). 

Então 

rank(ker iw.) = rank R = rank(1-17,(F, aF)IRI ), 

onde a última igualdade é devido à Observação 4.9. 

Como ker iw*  e 1-17,(F,anIR-L são Z-módulos livres e um epimorfismo entre dois 

Z-módulos livres finitamente gerados de mesmo "rank" é um isomorfismo, temos que 

p o (D-1  é um isomorfismo e conseqüentemente, p é um isomorfismo. Logo temos que 

ker 	= R±, o que implica que I-1(F, OF)/ ker (I) = Hn(F,OF)I Ri . 

Agora, retornamos para a situação do Lema 4.8. Definimos ei  : A1  x (B/An  -+  Z 

por e1  (a, [b]) = e(a, b), onde [b] é a classe de equivalência de b, então temos que ei  é urna 

forma bilinear bem definida, pela definição de 

Lema 4.12 e é unimodular. 

Demonstração: Pela demonstração do Lema 4.8, temos que B/Aii- 	i4L  e existem 

uma base {[bd, 	, [14]} de B/A-IL e outra {ai, 	, a,} de A1  respectivamente de forma 

que ei(at, [ki ])  = e(ai,b3)  = 8,3  (veja a demonstração do Lema 4.8). Isto conclui a 

demonstração do Lema 4.12. 	 • 

Agora retornaremos para a demonstração do Lema 4.6. 

Considere o sub-módulo ker iw*  do Z-módulo livre finitamente gerado R(ker iw.). 

Pelo [KaM79, Theorem 8.1.1], existe uma base Et 4.  , 1, • • • , ar-s} de R' = R(ker iw.) tal que 

{Ã, = 	é uma base de ker iw,„ obtida pela diagonalização da matriz associada a 

L da seqüência exata 

O —+ ker iw* 	R(ker iw.) --+ R(ker iw.)/ ker iw*  --+ 0, 
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onde r - s = rank(ker iF.) = rank(ker iw.) e ri, • • • ,rT-3 são inteiros positivos. 

Como ri : ker iw. 	lin(F,OF)1R-L  é um isomorfismo, a base {Ai  = ,3-1(221-2)}1.111  
de H„(F, O F) I R-L está bem definida. Como R e HT ,(F, O F) I RI estão relacionados pela 

dualidade (Lema 4.12), podemos escolher uma base {ai}rj! de R, que é dual à base 

{Ai}ii2 de HT ,(F, OF)/R-L. 
Para analisarmos a matriz de e : R 	R' dada nestas bases especiais, observemos 

= 	lk(13.+ai, ai) = lk (E [141kiák , ai) 
k=1 

T-3 	
r-S  1 

= 	E [P-s]ki ik(áik, ai) = E —[elki lk(Ãx, 
k=1 	 k=1 rk 

que 

FF(ai, ai) 
r-3  

onde P;frai = E' rik  ák  com [13 ] ki  E Z. Pela definição de lk, a última expressão k=1 * 
torna-se 

r-s 	 r-s 
E 	 rk  —[D.4-]ki ik(Ãk, ai) = 	E  
k=1 rk 	 k=1 

1 r:-.4-1 

	

= 	— 11"; miai  • iL i k  
k=lrk 

	

= 	E —[Dt]kikik = ±—r • [fi]ii) k=1 rk 

onde ai E R c H(F), Ak  E H„(F, OF)/R-L , a intersecção é induzida pelo Lema 4.12, e 
ai • Ak  = Ôjk  E Z pela escolha da base dual. 

Observando que ir Hn (M) I = r1 • • • rr-s por r Hn(M) 	R(ker iFs)i ker iF. 
R(ker iw.)/ ker iw., temos 

±1 	 ±1  det rF =-- 	deti2 = 	detü.  
ri • • • rr-s 	* 	I H(M)1 

Isto conclui a demonstração do Lema 4.6. 

Proposição 4.13 Seja F um mergulho de 2n-variedade compacta, (n - 1)-conexa com 
bordo OF 0, (n - 2)-conexo numa (2n + 1)-variedade (n - 1)-conexa e fechada M, tal 
que i F,, : H(F) 	H(M) é sobrejetora, com n > 3. Se detfF = rH(M)I', então F 
é uma página de alguma estrutura "open book" sobre M. 
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Demonstração: Pelos Lemas 4.5 e 4.6, v,p+ : H(F) 	H(W) é um isomorfismo e um 

argumento análogo mostra que v; : H(F) H(W) também é um isomorfismo, onde 

W=M—Fx [0,1]. Como W é homotopicamente equivalente a um buquê de n-esferas 

pelo Lema 4.4, o Teorema de Whitehead [Spa66, Capitulo 7, Seção 5, Teorema 9], V e 

ir induzem equivalências de homotopia. Então FcMé uma página homotópica. Como 

n > 3, o teorema do h-cobordismo ([Sma62]) implica que W = M—Fx1"-='FxI e 

conseqüentemente F é uma página de alguma estrutura "open book". 

A proposição acima juntamente com o item 4(a) da Definição 2.15 e a Proposição 4.1 

fornece o seguinte resultado. 

Teorema 4.14 Seja M uma (2n+ 1)-variedade orientada, (n— 1)-conexa e fechada com 
n > 3. Então, para cada sistema de invariantes "open book" ã E A(M), existe uma 

"open book" (M, K, cio) sobre M tal que S(M, K, w) = , onde S(M, K, w) é a classe de 

equivalência do sistema de invariantes associados a (M, K, p). 

O conjunto A(M) é o conjunto das classes de equivalência dos sistemas de invariantes 

"open book" associados a M (veja Definição 2.19). Lembramos que a aplicação 

8 : (M, K, cio) 	S(M,K,w) é bem definida, onde (M,K,w) representa a classe de 

equivalência por isotopia estruturada de (M, K, w) (veja Observação 2.22). Assim, os 

Teoremas 4.14 e 3.1 fornecem o seguinte teorema que apresentamos na introdução. 

Teorema 4.15 Seja M uma (2n+1)-variedade (n-1)-conexa e fechada com n > 4, n 7, 

ou urna (2n+1)- esfera homológica racional (n-1)-conexa com n = 3, 7 . Então a aplicação 

: (M, K, w) 	S(M, K, w) E A(M) estabelece uma bijeção entre o conjunto das classes 

de equivalência de "open book" simples sobre M e A(M). 

Observação 4.16 No caso em que NI s2n+1 com n > 3, o resultado acima é bem 

conhecido, onde A(M) pode ser identificado com o conjunto das classes de congruência 

das matrizes unimodulares (veja Observações 2.17 e 2.20, e [Dur74, Kat74]). No entanto, 

o resultado não vale para n = 2, mesmo que M szn+i (veja [Sae87]). 
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Capítulo 5 

Estrutura fibrada 

Neste capítulo, analisaremos as estruturas de fibração de "open books" quando "binding" 

é pré-fixada, obtendo dois resultados importantes. O primeiro deles garante a unicidade da 

estrutura fibrada, o que implica que o sistema de invariantes "open book" é um invariante 

do mergulho orientado de "binding", e o segundo especifica as condições necessárias e 

suficientes para que um mergulho de codimensão 2 seja "binding" de uma "open book". 

Lema 5.1 Considere duas estruturas "open book" simples com "binding" comum K , 
definidas numa (2n + 1)-variedade (ri —1)-conexa e fechada M com n > 3, com páginas 

típicas F1  e F2  respectivamente. Então existe um difeomorfismo que preserva a orientação 

cli : M 	11/1 levando E1  no F2  tal que cli oVI* = 	 F,e C,. : 11.„(M) 	11(M) é a 

identidade, onde VI' : 	M — Int E1  e 4 : F2  M — Int F2  são pequenas translações 
nas direções normais positivas de F1  e F2  respectivamente. 

Demonstração: O difeormorfismo cli pode ser obtido pelo argumento similar ao [Sae99, 

Lemmas 2.4 e 2.5] como segue. 

Seja E = M — N(K), onde N(K) é a vizinhança tubular de K em M, e denotemos 

as fibrações E 	81  associadas às duas estruturas "open book" por wi e w2, e as páginas 

típicas por E1  = wi-1(0) e F2  = (p2-1(0) respectivamente, onde O E SI  = R/Z. Agora, 

Hl(K) = O e a trivialização de N(K) é unicamente determinada a menos de homotopia. 

Então podemos assumir que wi laN(x) = W2IaN(x). Consideremos o recobrimento universal 

Ê de E. Pela unicidade do recobrimento universal, É = F1  x R é difeomorfo a F2  X R. 



P-12 = 9(F2 X {0}) 
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Logo, existe um difeomorfismo g : F2  x R 	x R tal que o diagrama 

F2  x R _24  Ê=F1 xR 
	

(5.1) 

P 2 \ 	P1 

E 

comuta, onde PI  e p2  são projeções do recobrimento universal associadas a wi  e (p2  

respectivamente. Como F2  é compacta, podemos assumir que P2= g(F2 x {0}) C 
x (0, r) para algum inteiro positivo r. Então ti  = F x {0} e P2  bordam uma 

variedade compacta W1  C Fi x [0, r], e fr2  e F1  x {r} bordam uma outra variedade 

compacta W2  C F1  X [0, r]. Como (pi  coincide com (p2  no bordo de E, W1  e W2  formam 

um cobordismo inversivel relativo ao bordo (veja [Sie68]). Logo, T3/4  é um h-cobordismo 

relativo ao bordo [Kin78, fact 3] (veja Figura 5.1) e conseqüentemente, W1  é simplesmente 

conexa. 

É = F1  x R 

Figura 5.1: Cobordismo inversivel entre É1  e fr2  

Para obtermos um mergulho de W1  em E x 1 com 1 = [0,1], usamos a construção 

de Wall ([Wa170, p. 140], [Lau76], [Sae99, Lemma 2.5]) como segue. Para simplificar, 

identifiquemos É com F1  x R. Seja p2  É = F1  x 	R a projeção no segundo fator, 
e consideremos o mergulho (i,p2/r) : 	x /, onde i : W1 	"É é a aplicação 

de inclusão, (p2/r)(x) = p2(x)/r, e 1 = [0,1] é o intervalo unitário. Colando uma 

subvariedade compacta de -F2  X 1 bordada por (i,p2/r)(1;2) e P2  x {1} e suavizando, 

obtemos um mergulho ê : 	É x 1. Denotamos a imagem deste mergulho por 

W. Então W é urna subvaxiedade cujos bordos relativos ao DÊ x 1 são -É1  x {0} e 
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P2 x {1}, i.e. OW — (0È x I) = x {O} U F2 X {1} (veja Figura 5.2). Usando a projeção 

Pi x id :É x 1 —> E x I, onde PI  é a projeção dada no Diagrama (5.1), definimos a 

aplicação 

ë = (PI x id) o é: W1  —> E x I. 

Pode ser verificado facilmente que é um mergulho, cuja imagem é W = (PI  x id)(W), 

bordada por F1  x {O} e F2 X { 1 } relativamente ao OE x I, i.e. 0W — OE x I = F1  x {O} U 

F2 X {1} (veja Figura 5.3). 

Figura 5.2: Mergulho de Wi  em -É x I 

A seguir, identificamos W1, W e tiv = (p1  x id)(W1) através dos seus respectivos 

mergulhos. Então, podemos supor que W = W1  e ele está mergulhado simultaneamente 

em ÊxIe em E x I (veja [Wa170, pp.140-141]). 

Temos que W c Ê x /. tal que 

W n 	x {o}) = x {o}, 
w n CÊ x {1}) = F2 X { 1 } 

e W é um h-cobordismo entre PI  x {O} e F2  x {1} relativo ao bordo. Como n > 3 e 

frialF1, P2 rat F2 são simplesmente conexas, temos o seguinte. 

Lema 5.2 Se ri > 3, W é um h-cobordismo entre F1  e F2 relativo ao bordo, e 

conseqüentemente, W rafF1  x 1. 
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F1  x {O} E x [O, 1] 

Figura 5.3: Mergulho de W1  em E x 1 
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Recortando E x I ao longo de T47 = (pl  x id)(W), obtemos uma (2n + 2)-variedade 

compacta que denotaremos por X. Considerando a translação no espaço de recobrimento 

r: É É, a variedade compacta em É x I bordada por W e W' = (r x id)(W) pode 

ser identificada com X pela projeção do recobrimento 	x id : Ê x 	E x 1 (veja 

Figura 5.4). 

fr2 X { 1 } 

Ê x [0,11 W' = x id)(W) 

   

Pi x id 

  

Figura 5.4: Recortando E x I ao longo de -W 

Lema 5.3 X é um h-cobordismo entre W e W' relativo ao bordo. 

Demonstração: Recortando Ê x I ao longo de W, teremos duas variedades, cuja 

intersecção é W. Como W e -E x 1 são simplesmente conexas, estas duas variedades devem 

ser simplesmente conexas pelo teorema de van-Kampen. Tomemos aquele que contém W' 

e recortando ao longo de W', teremos duas novas variedades, onde uma delas é X. Como 

W' é simpleámente conexa, ambas variedades resultantes devem ser simplesmente conexas, 

o que implica que X é simplesmente conexa (veja Figura 5.4). 

Como W, W' e X são simplesmente conexas, basta provarmos que 11.(X,W) = O. 

Para isso, consideremos É = F1  x R, e seja Y = (F1  x I) x {0}. Então a inclusão 
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W 	W u Y U W' é uma equivalência de homotopia e conseqüentemente, 

11,,(X,W)L=_/ H,(X,W uY 	1.1,(E x I,W u (E x {0})) 

pela excisão. Como E x {O} W U (E x {0}) é uma equivalência de homotopia, temos 

que 

H,(E x I,W u (E x {0})) H„(E x I,E x {O})= O. 

Analogamente, temos .1-4(X,W') = O. Como TI > 3, (X,W,W') é um h-cobordismo 

relativo ao bordo [Mi165]. 	 e 

Assim, existe um difeomorfismo e: W x/—* X tal que e hvx{o}= id: W x {O} W. 

Consideremos o difeomorfismo el = elwx{i}  : w W'. Então = erl  o ((2- x id)iw) 

W 	W é um difeomorfismo e temos 

..S(F1) = 

-= 

onde os bordos P1  x {O} e F.2 X {1} de W são identificados naturalmente com Fi e F2, 

respectivamente. 

Por X ser um h-cobordismo relativo ao bordo, temos que 

= 
4)-  IF2  = h2 

onde h1  e h2  são monodromias de wi e cp2  respectivamente. Por outro lado, pelo Lema 5 2, 

existe um difeomorfismo 	: 	x I 	W tal que AlF,x {o} = id. Consideremos o 

difeomorfismo 	= AiFix{i} : 	F2 induzido por ele. Então, hi e A1-1  o hz o Ai 
são pseudo-isotópicos relativamente aos seus bordos, pela pseudo-isotopia A-1  o o À. 

Agora definimos o difeomorfismo 

por 

Então temos que 

= (À x id) o A-1  o 3-1  o À. 

(nx, 1) = (À1  X id) o A-1 ,o (5-1(A1(x), 1) 
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= 	(À1 x id) o À-1  (hí'' o À1(x),1) 

= 	(À1  x id) (Ari  o 	o Ài(x),1) 

= 	(17;1  o Al (x),1) 

= 	17 1  x id) o A-1  o ri (hi  (x), O) 

= 	(À1  x id)(x, O) 

= 	(Ai (x), O). 

Logo (1,' está bem definida e é um difeomorfismo que preserva a orientação. Além disso 

temos o seguinte lema. 

Lema 5.4 V. : H(E) —* H(E) é a identidade. 

Demonstração: Como E — N(111 )-t--' F1  x I, onde I = [0,1] e N(F1) é a vizinhança 

tubular de F1  em E, temos que Hn(E, F1) x I) _.-,_ Hn-1-1(Fi ) rad  Hn+1 (E _ F1 	 = O pela  

dualidade de Poncaré-Lefschetz. Então pela seqüência exata 

H„(111 ) 	H,-(E) 	Hn(E, Fi) 

do par (E, F1), temos que i'F1. : H(F1) —* H(E) é sobrejetora, onde 4:F1  —* E é 

a inclusão dada por iF,(x) = x x {1} , onde x x {1} é um ponto em F1  x {I} c E = 

x I / (x,1) 	(hi (x), O). 

Logo, todo e E H.(E) pode ser representado por um n-ciclo a x {I} c E = F1  x 

I / (x , 1) r•-,  (hl  (x), O). 

Denotando a classe de homologia de a x {I} em H(E) por [a x {1}], teremos 

Vs(e) = V,Ga x {1}]) = [V(a x {1})] = [h" 1  o À1(a) x {1}]. 

Como hz é isotópico à identidade de F2 em E pelos difeomorfismos a um parâmetro 

determinados pela estrutura "open book", temos que (1",(e) = [À1(a) x {1}]. 

Agora, observemos que pz. : H(Ê) = H(F2 ) —* H(E) é sobrejetora e À1(a) é 

isotópico a a em É. Então eles são isotópicos em E e conseqüentemente, ki(a) x {1}] = 

[a x {1}]. Logo, Vs (e) = [a x {1}] = e. Isto prova o lema. 
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Como 4)/ : E -+ E é identidade sobre aE, existe uma extensão natural (I) : M -+ M 

que preserva a orientação tal que o diagrama 

41,  H(E) 	H(E) 

H(M) 	H(M) 

comuta, onde iE  : E -> M é a inclusão. Observando que K = 0F1  é (n-2)-conexa, temos 

11,(M, E) Hn(K x D2  , 0(K x D2 ))f-s,' 1-171+1(K x D2) Hn+ 
1  (11 ) = H_2(K) = ° 

pelo teorema da excisão e dualidade de Poincaré-Lefschetz. Então pela seqüência exata 

de homologia do par (M, E), temos 

—> H, (E)H, (M) O 

e iE „, é sobrejetora. Logo, pelo Lema 5.4 e a comutatividade do diagrama acima, 

: H(M) Hn(M) é a identidade. 

Isto conclui a demonstração do Lema 5.1. 

Teorema 5.5 Suponhamos que K é uma (2n - 1)-variedade orientada, (n - 2)-conexa e 
fechada, mergulhada numa (2n +1)-variedade orientada, (n-1)-conexa e fechada M com 

n > 4, n 7, ou numa (2n + 1)-esfera homológica racional (n -1)-conexa e orientada 
com n = 3, 7. Então todas as estruturas "open book" simples e orientadas sobre M com 
"binding" K são estruturalmente isotópicas entre si. 

Demonstração: Sejam (K, (pi) e (K, cp2 ) as estruturas "open book" em questão e 

denotamos a forma de Seifert e a página típica de (K, çoi ) por r, e F1  respectivamente, 

e a forma de Seifert e a página típica de (K, w2 ) por F2 e F2 respectivamente. Vamos 

mostrar que o isomorfismo H(F1 ) 	1-4,(F2) induzido por (DIFi  : F1  -4 F2 induz uma 

equivalência entre os dois sistemas de invariantes "open book", onde f  é o difeomorfismo 

do Lema 5.1. 

Pela definição de (1)i no Lema 5.1, temos que .21.1F, : F1  x {O} 	F2 X { O } é um 

	

difeomorfismo que preserva a orientação. Então (I)IF, : 	F2  é um difeomorfismo, e 

induz um isomorfismo ((1)1F,). : 1-17,(F1) -4 H (  F2) que preserva o invariante tangencial e 

a forma de intersecção. 
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Pelo fato de 4). ser identidade sobre 11(M), o seguinte diagrama comuta 

	

H(F1 ) 	Hn(F2 ) 

	

\ 	i F2* 

H(M), 

onde M, j = 1,2, é a aplicação de inclusão. Relembramos que 4> o vjF = 

4 o (1.1F1, onde vil" e 4  são pequenas translações nas direções normais positivas de F1  e 

F2 respectivamente. Então 1k04(4)(e)), (I)(()) = lk(4.(vt(e)), c1)(0) para todos n-ciclos 

e Ç em F1  representando elementos de R(ker iFi*). Se rvjE  (e) borda uma (n + 1)-cadeia 

em M, então r(4()) borda (1.(ë) e conseqüentemente, temos que 1k((1)(vt(e)), (21.(C)) 

lk(vit- (e), (), pois 1,  preserva a orientação. Assim, F2 ((4)1F1)*()) (4)1F1)*(()) = 
para e e Ç em R(ker iF,*). 

Desta forma, (G131F1)*  determina uma equivalência entre os sistemas de invariantes 

"open book" associados a (K, çoi ) e (K, ço2 ). Logo, pelo Teorema 3.1, duas estruturas 

"open book" são estruturalmente isotópicas. Isto conclui a demonstração do Teorema 5.5. 

Observação 5.6 Pelo Teorema 5.5, a estrutura de fibração de uma "open book" sobre 

uma (2n + 1)-variedade (n — 1)-conexa e fechada com n > 4, ri 	7, ou sobre uma 

(2n+1)-esfera homológica racional (n-1)-conexa com n = 3, 7, é determinada unicamente 

pela classe de isotopia orientada de sua "binding" K mergulhada em M. Então, o sistema 

de invariantes "open book" é um invariante do mergulho da "binding". 

Como o mergulho determina a estrutura "open book", eventualmente denotaremos a 

"open book" (M,K,(p) simplesmente por (M, K), para n > 4, ri 7, ou ri = 3, 7 e M é 

uma esfera homológica racional. 

Teorema 5.7 Seja K uma (2n— 1)-variedade (n-2)-conexa e fechada mergulhada numa 

(2n + 1)-variedade (n — 1)-conexa e fechada M com n > 3. Então temos o que segue. 

(1) K é a "binding" de alguma estrutura "open book" (que não é necessariamente 

simples) sobre M com a página F simplesmente conexa se, e somente se, o fibrado 

normal de K em M é trivial (ou equivalentemente, a vizinhança tubular N(K) 
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de K é trivial), iri (E) c=2  Z, e ri (E) são finitamente gerados para todo i, onde 

E = M — N(K). 

(2) A "open book" acima é simples se, e somente se, ir(E) = O para i = 2,3,... , n —1. 

Demonstração: 

(1): Suponhamos que K é a "binding" de uma "open book" (não necessariamente 

simples) com a página típica F simplesmente conexa. Então N(K) é trivial pela definição 

de estruturas "open book". 

Pela seqüência exata de homotopia 

• 	• • -+ (F) —> Ini(E) —> R-i(S1) -+ • • • 

associada à fibração E —> S1 , e pelo fato de F ser simplesmente conexa, temos que 

ri(E) Z. 
Agora, notemos que a seqüência acima nos fornece ir(E) ir(F) para i> 1. Como F 

é simplesmente conexa, o Corolário 16 de [Spa66, Capítulo 9, Seção 6] implica que ir(F) 

são finitamente gerados para todo i. Logo, ir(E) são finitamente gerados para todo i. 

Suponhamos agora que N(K) é trivial, R-1(E) 	Z e ir(E) são finitamente gerados 

para todo i. Provaremos que existe uma estrutura "open book" (não necessariamente 

simples) com as páginas simplesmente conexas. 

Como N(K) é trivial, aE = aN(K) pode ser identificado com K x SI e logo temos 

uma fibração trivial aE ---> 81 definida como projeção no segundo fator. Vamos verificar 

que esta fibração estende para E, usando o teorema da fibração de Browder-Levine [BL66]. 

Para isso, precisamos de alguns conceitos envolvidos como segue. 

Seja E uma variedade compacta com bordo e suponhamos que exista uma fibração 

orientável f: aE 	sl e consideremos v E Hi(S1) o gerador correspondente à classe de 

orientação de SI. Então, a classe ND = f(v) E H1(aE) é definida. Por outro lado, a 

aplicação de inclusão i : aE -+ E induz uma aplicação de restrição i* : H' (E) -+ H'(ÔE). 

Então temos o seguinte. 

Teorema 5.8 (Browder-Levine [BL66]) Se E é uma m-variedade compacta com m> 5, 

71-1(E) 	Z, 7r(E) são finitamente gerados para todo i > 2, e se existe uma classe não 

nula 6 E Hl(E) tal que i'29 = 29(f), então f se estende a uma fibração J: E -+8'. 
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Na nossa situação, já foram verificadas todas as condições do teorema de Browder-

Levine, exceto a existência de 19, onde f : DE = K x Si  -4 Si' é a projeção no segundo 

fator de DE = K x SI. Como K é simplesmente conexa, temos que HI(K) = O. Logo, 
0.=, segue do teorema de Künneth que .11' (K x 	Hl (S') pela inclusão trivial de S' em 

K x SI. Então fs : H' (S') -4 (K x S') é um isomorfismo e 19(f) = 7(v) é um gerador 

de H' (K x SI) =̂:' Z. Assim, se is : H' (E) -4 H' (DE) induzido pela inclusão i : DE -4 E 
é sobrejetora, então existe um elemento não nulo 19 E Hl (E) tal que isi9 = 19( f). 

Consideremos a seqüência exata de cohomologia 

• • • 	H1  (E) 	H' (DE) 	H2(E,aE) —> 

associada ao par (E, DE). Como temos H2(E, DE)2,-- H2 _1  (E) pela dualidade de 

Poincaré-Lefschetz, a seqüência torna-se 

• • • —> H1  (E) 	H1  (aE)—> H2,2 _, (E) —> . 

Assim, is é sobrejetora, se H2 _1  (E) = O. A seqüência exata de Mayer-Vietoris associada 

a {E, N(K)} é 

• • • -4 H(  M) 

	

	H2 _1(DE) H2 _ (  E) e H2n-1 (N(K)) 	H2,._(  M) -4 • • • . 

Temos que H2  (M) = H2n_1(M) = O pela nossa condição de conexidade, e também temos 
que H2,i_1  (N(K)) H2n _1(K) pois N (K)2±1  K x D2. Então a seqüência torna-se 

O —> H2 _1(DE)—> H (E) igh, H (Ri —> - -2n-1,- , 	-2n-1,- , 	_ O. 

Temos H2 _1(DE) -! H271-1  (K x SI)2-s., 	(K x 	ai Hi(91) -22  Z, e H2 _1(K) Z pelo 
fato de K ser fechada e orientável. Então a seqüência se reduz a 

O 	Z 	H2n_1  (E) e Z —> O. 

Isto implica que H2n_1(E) = O e conseqüentemente, is é sobrejetora. Assim, existe um 

19 desejado e pelo teorema de Browder-Levine, a fibração f : DE 	SI se estende como 

sendo a fibração : E -4 SI. 
Para verificarmos que a página é simplesmente conexa, observamos que a seqüência 

exata de homotopia associada à fibração F E SI 

• • • -4 7r2  (S1) 	71-1(F) 	71-1(E) 	71-1  (S1) 
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se reduz a 

O —› (F) 	ri  (E)  

Observamos também que o diagrama 

ri (DE) 	(K x .91) 	ri(E) 

(5.2) 

N 

comuta. Como f. é sobrejetora por f ser projeção no segundo fator, l„ também é 

sobrejetora. Mas ri  (E)'-'," Z. Então is  é um isomorfismo, o que implica que ri  (F) = {1} 

pela seqüência exata (5.2). 

Para verificarmos que F é conexa, observemos que a seqüência exata de homotopia da 

fibração F —+ E —+ SI  no nível zero é 

O 	Z ±"› Z 	ro(F) 	O 

desde que E é conexa. Como I. é um isomorfismo, temos que ro (F) = O, o que implica 

que F é conexa. 

(2): Consideremos a seqüência exata de homotopia associada à fibração F —+ E —+ SI  

(91) 	ry (F) 	7rj (E) 	• • . 

Isto implica que r(F)-Q1- ri(E) para i = 2,... ,n — 1. Como F é simplesmente conexa, 

ela é (n — 1)-conexa se, e somente se, ri(E) = O para i = 2, ... , n — 1. Como K é 

(n — 2)-conexa, isto conclui a demonstração. 

Isto completa a demonstração do Teorema 5.7. 	 • 

Pelos Teoremas 4.15, 5.5 e 5.7 temos o seguinte. 

Corolário 5.9 Seja M uma (2n+ 1)-variedade (n —1)-conexa, fechada e orientada com 
n > 4,n 	7, ou uma (2n + 1)-esfera homológica racional (n —1)-conexa e orientada 
com n = 3,7. Então existe uma bijeção entre A(M) e o conjunto das classes de 
isotopia orientada das subvariedades de codimensão 2 que satisfazem as condições do 
Teorema 5.7 (1) e (2). 
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Capítulo 6 

Exemplos 

Neste capítulo, apresentaremos o conceito e a existência da "open book" minimal, e 

também apresentaremos alguns resultados e exemplos que podem ser obtidos pelo teorema 

da classificação da estrutura "open book" (Teorema 4.15). 

Dadas duas estruturas "open books", podemos obter uma nova estrutura "open book" 

através do método denominado de soma conexa "open book" definido como segue. 

Definição 6.1 Seja Ki  a "binding" orientada e conexa de uma estrutura "open book" 

(não necessariamente simples) sobre uma (2n +1)-variedade orientada Mi, i .= 1,2. Então 

a vizinhança tubular suficientemente pequena de um ponto de K, tomada em Mi, é um 

(2n + 1)-disco D. Além disso, Di  — (Di n Ki) fibra trivialmente sobre SI pela fibração 

da estrutura "open book" (veja Figura 6.1). Efetuamos uma soma conexa Mi#M2 = 

(MI  — Int D1) U (M2  — Int D2) obtida pela identificação natural entre ar), e 31)2  (usando 

as orientações opostas de 31)1 e 31)2, e de 31)1  n Kl  e 31)2  n 1<2) respeitando as fibrações 

no bordo dos discos, e colamos K1  — (Int D, n K1) com 1C2  — (Int D2 n 1<2) ao longo 

dos seus bordos. Então a variedade MI#M2  apresenta uma estrutura "open book" com 

a "binding" Ki#K2  e a página F1 F2. Esta nova estrutura "open book" é denominada 

soma conexa "open book" ou simplesmente de soma conexa quando não há ambigüidade, 

e denotemos Por (M1, /4)#6(M2, ./(2) ou simplesmente por Mi"Atz. Notemos que a 

estrutura "open book" resultante não depende da escolha dos pontos sobre Ki, por Ki  

serem conexas. 
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Di  n K (removido) 

Figura 6.1: Fibração trivial de Di  - (Di  n Ki) sobre SI 

Observação 6.2 Se (Mi, Ki) são "open book" simples, então (Mi, )#b (M2, 1<2) 
também é uma "open book" simples. 

No nosso caso, sempre assumiremos que as estruturas "open book" envolvidas na soma 

conexa "open book" são simples. 

Agora consideremos Ã2+,,n 	a reunião de todos ..4(M) tais que M é uma (2n + 1)- 

variedade orientada, (n — 1)-conexa e fechada. Então podemos definir a soma em 

como segue. 

Definição 6.3 Sejam Si, s2  E 	Então si E 11.(M1) e s2 E .4(M2) para 

algumas (2n + 1)-variedades orientadas, (n — 1)-conexas e fechadas, Mi e M2. 

Sejam {Gi, (2G1, aG1, 2G1, FG1  } e {G2, ( 2 G2, aG2, iG2) FG2} as representantes de si  e 82 
respectivamente. Então definimos a soma como sendo 

81 4- S2 = RG1 e G2/ QG1 (2G2 aci + aG2,zG1  e 2G2, 	FG2 }], 

onde [s] denota a classe de equivalência de s, Gi  EB G2, (2Gi e Qc2 são somas diretas, 

FG2  eFG2  é a soma direta em relação a R(ker(iG, e iG2 )) = R(ker iG,) EB R(keriG2)), 
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iGI ® iG2 : Gi  e G2 	H(M1 ) ® Hn(m2) é definido de forma canônica, e aG, + a02 

G1  e G2  -+ rn-1 (S0 (n)) é definido por (aG, + aG2)(e e C) = aG1(e) + aG2(o) Para todo 

e E G1  e (e Gz. 

Podemos observar que a operação não depende da escolha de representantes. Logo a 

operação acima está bem definida e temos o seguinte resultado. 

Proposição 6.4 Sejam M1  e M2  (2n + 1)-variedades (n — 1)-conexas e fechadas. Se 

(M1 , K1 ) e (M2 ,1(2 ) são "open book" sobre M1  e M2  respectivamente, então temos que 

SUMI, Ki)gb(M2, K2)) = S(M1 ,1(1 ) + S(Mi , Kl ), onde S(M, K) denota a classe de 

equivalência do sistema de invariantes "open book" associado ao (M, 1<). 

Demonstração: Denotamos as páginas típicas de (M1,1(1) e (M2, 1(2) Por F1  e F2 

respectivamente. Então a página típica de (M1,K1)(M2,K2)  é FihF2  cujo grupo de 

homologia na dimensão n decompõe naturalmente como sendo Hn  (F1) e 1-4(F2), e exceto o 

invariante tangencial, S((MI,K1) gb (M2 1<2)) decompõe como soma direta dos invariantes 

de (M1,1(1) e (M2, 1<2). Logo S((M1,1(i)gt(M2,1(2)) = S(MI, Kl) + S(M2, 1<2) se, e 

somente se, aF1gF2(e + () = aF1  (e) + aF2(C) Para todo e E 1-1(F1) e E 14(F2)• 
O invariante tangencial cempF2  não é um homomorfismo, mas por ser invariante 

tangencial de uma 2n-variedade (n — 1)-conexa, temos que 

aF1llF2 (e + C) = ceml,F2(e)+ aF1F2(c)+Qpw2(e,c)atn, 

onde t,, é o gerador de 2r(S") e O : ir(Sn) 	zrn_1(80(n)) é o homomorfismo de bordo 

do Lema 1.14 pelo [Wa165]. Como QmhF2(e, () = O para todo e E H(F1 ) e E lin(F2), 

temos que aF1gF2(e + 	a2V1t:F2(e) + aF1t:F2(c). Pela definição do invariante tangencial, 

ampF2(e) = aFi (e) Para e E 11"(F1 ) e aF1gF2((") = aF2(() Para (" E 11(F2 ), o que conclui 

a demonstração. 

Agora veremos alguns resultados sobre a "open book" trivial (veja Definição 1.11). 

Lema 6.5 Se (M, 1<, é trivial com n > 3, então 

(1) M é uma (2n +1)-esfera homotópica, 

(2) F ral D2n e K = OFrair S2n-1, onde F é a página típica de (M, K, 99) . 
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Demonstração: (1) Pelo Lema 2.5 temos que H(M) = O. Usando a dualidade de 

Poincaré e o teorema dos coeficientes universais, temos que Hn+1(M) 2=-1  Hn (M) 

Hom(H„(M), Z) = O. Logo, H.(M) 	H.(82n+1) e como 7ri(M) = {1}, temos que 

M é uma esfera homotópica. 
+ (2) Devido à nossa hipótese, H.(F) 	(D2n1) 7ri(F) = {1} e 7ri(aF) = 7ri(K) = 

{1}. Logo F D2n e eu, s2,-1 pela resolução da conjectura de Poincaré generalizada 

(veja [Sma61] e [Mi165]). 	 e 

Proposição 6.6 Seja M uma (2n + 1)-esfera homotópica com 7-2, > 3. Então existe uma 

única estrutura "open book" trivial sobre M a menos de isotopia estruturada. 

Demonstração: O resultado segue do Teorema 4.15. 

Observação 6.7 Consideremos uma "open book" (simples) (M, K) sobre uma (2n + 1)-

variedade (n - 1)-conexa e fechada M com n > 3. Suponhamos que (S2"+1, Ko) é uma 

"open book" trivial (veja Definição 1.11). Como a estrutura "open book" trivial é aquela 

associada ao mergulho trivial de S27-1, a soma conexa "open book" por (524-1,1(0) 

não altera a estrutura "open book". Logo (M, K)Ifb(S27 +1, Ko) é sempre estruturalmente 

isotópica à (M, K). 

Se trocarmos 82"+1  por uma (2n+1)-esfera homotópica na observação acima, precisará 

das condições adicionais como segue. 

Observação 6.8 Consideremos uma "open book" (simples) (M, K) sobre uma (2n + 1)-

variedade (n - 1)-conexa e fechada M com n > 4,n 7, ou sobre uma (2n + 1)-esfera 

homológica racional (n - 1)-conexa M com ri = 3, 7. Suponhamos que (A,!0, 1C) 
é uma "open book" trivial, onde Mo  é uma (2n + 1)-esfera homotópica que não é 

necessariamente difeomorfa à 82"+1  (veja Definição 1.11 e Lema 6.5). Então temos que 

S(M, K) =  

Logo, se M ra' M#M0  por um difeomorfismo que preserva a orientação e que induz 

a aplicação identidade em H(M) = Hn(MW0), então (M, K) e (M, K)Iii,(M0,K0) são 

estruturalmente isotópicas pelo Teorema 3.1. 
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Definição 6.9 Uma estrutura "open book" (M, K) é dita decomponível no sentido fraco 

quando M M1#M2  e (M, K) é estruturalmente isotópica a (M1 , Ki)#b(M2,1(2)  para 

algumas "open books" não triviais (Mi , K2 ), i = 1,2. 

O seguinte lema decorre da definição acima. 

Lema 6.10 Suponhamos que (M, K) é uma estrutura "open book" decomponível 

no sentido fraco sobre uma (2n + 1)-variedade (n — 1)-conexa e fechada M com 

n > 3. Então S(M, K) = {GbQ a Gi iGi r G1 } ± {G2 Q cea,,iG2,r c,} para algum 

{G1, QGI aGi, iG,,rGi} e {G2,Qc2 5 aG2,iG2, rG2} E ,4271+1 
H(M) =Imi 1  e lmia2. 

tais que G1 	O, G2 	O e 

A próxima proposição é uma conseqüência imediata do teorema da classificação 

(Teorema 4.15). 

Proposição 6.11 Seja M = M1PM2  e suponhamos que (M, K) é uma "open book", onde 

M, M1  e M2  são (2n + 1)-variedades (n — 1)-conexas e fechadas, com n > 4,n 7, ou 

M, M1  e M2  São (2n + 1)-esferas homológicas racionais (n — 1)-conexas com n = 3,7. 

Então (M, K) é a soma conexa "open book" (Mb Ki)lib(M2, K2) de algumas "open books" 

(M1 , K1 ) e (M2 , 1(2) se, e somente se, o sistema de invariantes "open book" decompõe 

como uma soma direta relativa à decomposição H(M) = H(M1 ) e lin(m2)• 

Na proposição acima, supomos que M = M1 M2  desde início. Mesmo que não tenha 

esta hipótese, se tiver a condição adicional °em  = O, temos o seguinte. 

Proposição 6.12 Seja (M, K) uma "open book" simples sobre uma (2n + 1)-variedade 

(n — 1)-conexa e fechada tal que cem  = O e n > 4,n 	7. Se S(M,K) =- 

{Gi,QG1 , ceci, ¡ai, ro,1} + {G2, Q G2 , aG2,iG2,r G,} para algum {G1, QGI aG1 iGI rG,} e 

{G2, Qc2, aG2 iG2, rG,} E .42n-Ei tais que G1 	O, G2 	O e H(M) = Hl  e H2 , onde 

= ImiGI  e H2  = 1111iG2 , então existem "open book" simples não triviais (M1,K1) 

e (M2 , K2 ) tais que (M, K) seja estruturalmente isotópica a (MI, K1)#6(M2, K2 ). Em 

outras palavras, (M, K) é decomponível no sentido fraco. 

Demonstração: Pelo item 4(c) da Definição 2.15, a decomposição H(M) = H1  e H2 

é uma decomposição ortogonal relativa a bm  : r Hn(M) x r 	Q/Z. Logo, 
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pelo [VVa167, Corollary, p. 285], existe a decomposição M — Int.132"+1  = MjiiM tal que 

1-1,•,(M) = H,i = 1,2. Como ce m = O pela hipótese, temos que cem = cem = O. 

Então, pelo [Wa167, Theorem 8, p. 285], em; ••-• s2- an. Assim, podemos considerar 
= Aff  D271-1-1. e  m2  = .11/4 U 	, onde as uniões são feitas pela identificação dos 

bordos, e temos que M = Mi#M2. 

Logo, pela nossa hipótese e pela Proposição 6.11, (M, K) é a soma conexa de (A11, 

e (M2, K2) para algumas "open books" 	Kl) e (M2, K2)• 

Observação 6.13 (1) Se Aí for uma esfera homotópica, ou mais geralmente, se Aí for 

estavelmente paralelizável, então am  = O. 

(2) A condição am = O na proposição acima foi usada para garantir que cetig  = am; = 

O, o que implica que em e aiv4 são difeomorfos a S. Caso não tenha esta condição, 

cem ou ceiv4 pode ser não trivial, o que implica que em; ou am pode ser uma esfera 

exótica. 

(3) Na Proposição 6.12, a decomposição (MI, Ki)Pb(M2, K2) não é única em geral. 

Pois, se Aí = MIPM2  e E é uma esfera homotópica de dimensão 2n + 1, então temos que 

Aí = (M1liE)P(M211(—E)). 

Definição 6.14 Uma estrutura "open book" (M, K) é decomponível no sentido forte 
quando for estruturalmente isotópica à soma conexa (Aí, K1 )#(8212+1 , K2 ) para algumas 

"open books" não triviais (M, K1 ) e (52"+1, K2). 

Definição 6.15 Quando uma "open book" não é decomponível no sentido forte (fraco), 

dizemos que ela é indecomponível no sentido forte (fraco). 

Definição 6.16 Seja F a página típica de uma estrutura "open book" simples (K, w) 
sobre uma (2n + 1)-variedade Aí. Se rank H, (F) é igual ao número mínimo de geradores 

de H(Aí) sobre Z, então dizemos que (K, cio) é minima/ por ter o menor "rank" possível 

de H(F). 

Teorema 6.17 Se M é uma (2n + 1)-variedade (n, — 1)-conexa e fechada tal que 
7" H(  Aí) -= O, então existe uma estrutura "open book" simples minimal sobre Aí, para 

n > 3. 
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Demonstração: Devido ao Teorema 4.14 basta construir um sistema de invariantes 

"open book" com "rank" minimal. 

Como H(M) é livre, tomamos G = Hn(M) e ia = id. Notemos que R(ker iG) = O, o 

que implica que a forma de Seifert é sempre nula. Assim, os invariantes restantes para o 

sistema de invariantes "open book" associado a M são aa e a forma de intersecção Qa• 

Para construir estes invariantes, notemos que am é um homomorfismo (veja 

Observação 2.3). 

Seja {ei, . • • , er} a base de G = H(M) e escolhemos arbitrariamente o valor de aG(ej) 

de forma que i„aG(ai) = am(e). Isto é possível, pois i. : 7rn_i(S0(n)) 	Irn _i (S0(n + 

1)) é um epimorfismo devido à seqüência exata 7r n _i(S0(n)) 	irn_1(S0(n +1)) --+ 

7r„_1(Sn) associada à fibração SO(n) 	SO(n +1) 	Sn e o fato de que irn_i (Sn) = O. 

Quando ri, é ímpar, a(e) E wn _1(S0(n)) 	O CM Z2  CM Z2  e Z2  (veja [Wa165]) e 

p.aG(ej) = O E irn_1(S"-1) Z, onde p. : rr„_i  (S0(n)) —> irn _i (Sn-i) é o homomorfismo 

da Observação 1.16 que anula para ri ímpar. 

Quando ri é par, p.aG(ej) E irn-i (Sn-1) Z pode assumir qualquer valor. 

Então definimos a forma de intersecção por 

	

ek) = P*aG(6)) Z 	= O 	(i k)- 

Observemos que ela é (-1)n-simétrica. 

Agora definimos os valores de aG  : G 	(S O (n)) por 

Ir 	 r 
aG 	ki ei ) = E (kiaG (e;) + ki(ki —1)

Qc 	ei)atn) E _1  (SO(n)), 2 

onde r = rank G, tn  é o gerador de rr„(Sn) induzido pela aplicação identidade ,S" 

(veja Observação 2.2) e a é o homomorfismo de bordo da seqüência exata 

ir(Sn) 24 7rn-i (S0(n)) 	7rn-i (S0(n + 1)) 

(veja Lema 1.14). 
Para que {G, Qc , a, i0, F} seja um sistema de invariantes "open book" relativo a 

M, é suficiente provarmos o seguinte. 

Lema 6.18 ao satisfaz as condições dos (tens 3(a), 3(b) e 3(c) da Definição 2.15. 
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Demonstração: 3(a). Verificaremos que o diagrama 

G 
	(S), 	7rn-i(S 0(n)) 

H(M) 	7rn-i(S 0(n  + 1)) 

comuta. Temos que 

iireto 	kiei) = rj:.1 kji.ao(ej) 	 ( por iset„ = 0) 

	

E1 kiam(ei) 	( pela definição de aG(ei)) 
= 	M (r3:=1  kiej) ( por am ser um homomorfismo) 

e conseqüentemente, temos i. o aG  = am sobre Hn(M). 
3(b). Temos que p.ao (Erj.1 kiej) = QG (z; 	E,1 k i) para ri par, pois 

P.ao 	kie;) E 1  (kiP.ao (es)  + &;': Qo(ej, ei)p.Otn ) 
= 	E 1r1(kiQ G(ei , 	+ ki(ki  — 1)Q o(e.  , es)) 

(como p.orn  = 2 por [Ste51, §23.4]) 
= Eri=1  kNo(ei, ei ) 

= QG 	kjej, Eri=1  kiej) (pela escolha de QG ). 

Para ri ímpar, como p. aG  e QG são nulas, temos que 

NaG (
r 	 r 	r 

Ekjej) --= O = QG (E kiej, E kie j ) . 

3(c). Finalmente, verificaremos que ao(e + Ç) = ao (e) + ao (c) + Qo(e, (-)at para 
todo e, Ç E G. Temos 

r 
aG E kiei + E tiej) = 	ao (E(ki 	+ 

\i =1 	i=1 	 j.=1. 

= É ((ki + li)ao(e.i) + ( ki + /j)(ki + — 1)  
2 	QG(ej l enatn) . 

Por outro lado, temos 

	

E ki e j  + aG  E 	+ Qo E kiej, E /ie., atn  
v=i 	.;=i 	 j=1. 

, 	ki(k;  —  1)  = 	E (kiaGkei, + 	2 	wo kej, enutn) 

(6.1) 

ao 
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+Ê (ijac(ei) + 	2-- 
1) 

C2G(ei,ei)atn) + 	kiliQG(ei,ei)) atn  
;,1 	 J=1 

( pela escolha de aG  e QG ) 

= 	E ((ki + k)ac (ei) +
k
l 
 (k

i 
 —1) 

 +
lj(li —1) 

 + kili)QG(ei,ei)atn) • 2 	2 j=1 

E ((ki+ waa(ei) (k
i +4)(ki + l  - 1)  cmei, )atn) 

2 

o qual coincide com a equação (6.1). Isto conclui a verificação das propriedades 

mencionadas. 

Assim, obtemos um sistema de invariantes "open book" relativo a M. Pelo teorema da 

realização (Teorema 4.14), existe uma "open book" associada. Isto conclui a demonstração 

do Teorema 6.17. 

Acreditamos que a condição r I-1(M) = O não é necessária para Teorema 6.17, mas 

ainda não conseguimos uma demonstração. 

Conjectura 6.19 Se M é urna (2n +1)-variedade (n —1)-conexa e fechada, então existe 

urna estrutura "open book" minimal sobre M, para n > 3. 

Observação 6.20 Notemos que a única estrutura "open book" minimal sobre 8'1+1  com 

n > 3 é a trivial. No entanto, sobre uma variedade mais geral, não há garantia da 

unicidade da "open book" minimal, como veremos no exemplo abaixo. 

Exemplo 6.21 "Open book" minimal não é necessariamente única. 

Consideremos M = S" x 8n+1 , n > 4, n 7. Como 1-1„(M) Z, a forma de Seifert da 

"open book" minimal é trivial e conseqüentemente, "open book" minimal é determinada 

unicamente pela sua forma de intersecção e pelo invariante tangencial. Notemos que o 

invariante tangencial aG  é compatível com o invariante tangencial am de M se, e somente 

se, 1m a0  c keri = 1m B, pois am = O, onde i. : rrn_1(80(n)) —> ¶„_1(80(n +1)) é 

induzido pela inclusão e 8: ¶(8n) —> ¶_i (80(n)) é o homomorfismo de bordo associado 

à seqüência exata de homotopia da fibração 80(n) —> SO(n +1) —> Sn. 

Para n par, Im a ai- Z pelo Lema 1.14 e podemos escolher um aG  correspondente a cada 

inteiro. Como aG  determina unicamente a forma de intersecção, temos que o conjunto 
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das classes de equivalência das estruturas "open book" minimal sobre S" x 5n+1  está em 

correspondência biunívoca com o conjunto dos inteiros, devido ao teorema da classificação 

(Teorema 4.15). 

Para n ímpar, Im a ra Z2 pelo Lema 1.14. Então existem exatamente duas escolhas 

de aG, e a forma de intersecção é sempre nula. Assim, existem exatamente duas classes 

de equivalência da estrutura "open book" minimal sobre sn x  sn+1.  

Observação 6.22 Notemos que uma "open book" minimal é indecomponível no sentido 

forte (não necessariamente indecomponível no sentido fraco). De fato, se existe uma 

decomposição (M, K) = (AÍ,  K1)ih(s2a+1 1(2) com H(F1 ) $ O e H(F2 ) O, onde Fi 
é a página de (M, K1 ) e F2 é a página de (52n+1, 1(2), então existe uma "open book" 

(M, K1 ) com página típica F1  tal que rank Hn(Fi) < rank Hn(F), onde F é a página de 

(M, K). Conseqüentemente, (M, K) não pode ser minimal. 

Assim, o Teorema 6.17 implica que existe pelo menos uma estrutura "open book" 

indecomponível no sentido forte, sobre qualquer (2n + 1)-variedade M, (n — 1)-conexa e 

fechada tal que 7-  Hn  (M) = O, quando 72 > 3. 

Pela discussão acima, Conjectura 6.19 implica a seguinte conjectura. 

Conjectura 6.23 Seja M urna (2n + 1) variedade (n —1)-conexa e fechada com ri? 3. 

Então existe uma estrutura "open book" indecomponível no sentido forte. 

Uma "open book" indecomponível no sentido forte nem sempre é minimal, como 

veremos no exemplo abaixo. 

Exemplo 6.24 "Open book" indecomponível no sentido forte nem sempre é 

minimal. 

Consideremos sn x sn-Fi com n ímpar, n>3eG=Ze Z. Então R(ker iG ) Z, 

e a forma de Seifert é rG = +1 (veja item 4(a) da Definição 2.15). Neste caso, a forma 

de Seifert determina somente a auto-intersecção de um dos geradores, que é obviamente 

nula, pois n é ímpar. Então podemos definir a forma de intersecção de forma que não seja 

trivial (não nula). Agora definimos o invariante tangencial a0. Seja {e', e2} a base de G 
tal que e2  é a base de R(ker iG ). Definimos o ctG  : G —> irn _1 (S0(n)) por 

aG(kei + 1e2 ) = (k +1+ klQa(€1, e2))ati, E  irn-i(S0(n)). 
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Como asn xs.+1 = O, a condição do item 3(a) da Definição 2.15 é satisfeita. 

Para a condição do /tem 3(b) da Definição 2.15, notemos que 

Peac(kei +1e2) = (k + 1 + klQ G(ei, €2))Nat. = O 

por n ser ímpar, e Q G(kei  + 1e2 , kei  + 1e2 ) = O também pelo fato de 71 ser ímpar, o que 

verifica a condição. 

Agora veremos a condição do item 3(c) da Definição 2.15. Temos que 

((kei + 1e2) + (le + /182)) = aG ((k + 	+ (1 + /I)e2) 

= 	(k + + I + I' + (k + ki )(1 + 11 )Qc(ei, €2)) atn 

e 	por outro lado, temos que 

aG(kei  + e2 ) + aG(le ei + Pe2) + QG(kei  + 1e2, kt + e2)8tn 

= 	(k + 1 + klQ G (ei , €2))atn + (kl  + /1 + ktQc (e' , e2))8t„ (k/' — /1e)QG(ei, cz))atn, 

o qual coincide com a expressão obtida para aG  ((kei  ±/e2) (Wel  +1182)), Pois atn  é de 

ordem 2. 

Finalmente, quanto à condição do item 4(d) da Definição 2.15, temos 

(/e2, 1e2) = /21-G  (e2, e2) = ±12  

e 

qm  (iG(1e2 )) + q5(aG(162 )) = q m (0) + q5(1atn ) = 1q5(atn ) =- 1 (mod 2), 

o que verifica a identidade. 

Agora considere a estrutura "open book" associada ao sistema de invariantes acima, 

via Teorema 4.14. Este "open book" não é minimal e é indecomponível no sentido forte. 

De fato, se for decomponível, a forma de intersecção é dada pela forma diagonal e desde 

que ni é ímpar, ela se anula, o que contradiz a nossa hipótese. Assim, construímos "open 

books" indecomponíveis no sentido forte que não são minimais. 

No caso de M ser a esfera, é fácil ver que existem open "book" indecomponíveis que não 

são minimais, devido ao fato da existência de matriz de Seifert que não decompõe como 

soma direta e o teorema da classificação de nós fibrados simples [Lev70, Dur74, Kat741. 

"Open books" minimais sobre variedades docomponiveis podem ser indecomponíveis 

no sentido fraco como no exemplo a seguir. 
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Exemplo 6.25 "Open book" minimal sobre variedades decomponíveis pode ser 

indecomponível no sentido fraco. 

Consideremos M =nx Sn+1 )#(S" x 51"+1), n > 3. Como H(M) z e Z, a forma 

de Seifert da "open book" minimal é trivial e conseqüentemente, "open book" minimal é 

determinada unicamente pela sua forma de intersecção e pelo invariante tangencial. Seja 

e2} a base de G = Hn(M)• 

matriz na base {e1, e2} seja 

Agora definimos a forma de intersecção Q0 tal que a sua 

 

quando n é ímpar e 

—1 O 

 

 

1 0 

quando 71 é par. 

Agora definimos o ceG  por aG(kei + 162) = k/Qc(ei, e2)atn  = mata. Então podemos 

verificar que a forma de intersecção e o invariante tangencial satisfazem as condições 

da Definição 2.15, usando cálculos similares aos do exemplo anterior. Consideremos a 

"open book" obtida pela realização destes invariantes que será minimal. Então ela é 

indecomponível (mesmo no sentido fraco), pois a forma de intersecção não decompõe 

como soma direta. 

Agora veremos que a quantidade das estruturas "open book" sobre uma (2n + 1)-

variedade (n — 1)-conexa e fechada com ri > 3 tal que H(M) é livre de torção, é maior 

ou igual à quantidade de estruturas "open book" sobre a esfera 52"4-1. 

Proposição 6.26 Seja (M, K) uma "open book" minimal sobre uma (2n + 1)-variedade 

(n — 1)-conexa e fechada tal que 7-  Hfl,(M) = O e seja N uma (2n + 1)-esfera homológica 

racional (n — 1)-conexa. Suponhamos que (N, K1 ) e (N, K2 ) são duas "open books" tais 

que (M,K)#b(N, K1 ) e (M, K)#b(N, 1(2 ) são estruturalmente isotópicas e ri. > 3. Então 

(N, Kl ) e (N, K2 ) são estruturalmente isotópicas. 

Demonstração: 

Seja F a página típica de (M, K), e F1  e F2 as páginas típicas de (N, Kl ) e (N,1(2) 
respectivamente. Então a página típica de (M,K)#b(N,Ki) é a soma conexa ao longo do 



6. Exemplos 	 85 

bordo FFj, j = 1,2, e temos uma decomposição natural H(FF) = H(F) e Hn(Fi)• 

Para esta decomposição, temos que R(keriFbn.) = Hn(Fi), j = 1,2, desde que F é 

uma página típica de uma "open book" minimal, H(M) é livre de torção, e H(N) c 

Hn(MON) é exatamente a parte de torção, onde inn  : FilF;  M, j = 1,2, são aplicações 

de inclusão. 

Seja (1) : (M11N) x [0,1] —> MilN a isotopia estruturada que determina uma equivalência 

entre (M, K)ilb(N, 1(1) e (M, K)ilb(N, K2), então I. : Hn(FlIFI) 	Hn(FliF2) é um 

isomorfismo que determina a equivalência entre os sistemas de invariantes "open book" 

de (M, K)th,(N, K1 ) e (M, K)ilb(N, 1<2) (veja Observação 2.22). Como (1) determina um 

diagrama comutativo 
Hn(FliFi) 	Hn(FliF2 ) 

(1)1. aplica ker inFp. em ker 411E2 . e induz um isomorfismo (1) : H(F1 ) 	Hn(F2)• 

Como I. preserva o sistema de invariantes "open book" e (1) é sua restrição, ele 

também preserva o sistema de invariantes "open book", determinando uma equivalência 

entre os sistemas de invariantes de (N, Kl ) e (N, 1<2). Então (N, 1 ) é estruturalmente 

isotópica a (N, 1<2) pelo Teorema 3.1. 

Corolário 6.27 Seja (M, 1<) uma "open book" minimal sobre uma (2n + 1)-variedade 

(n — 1)-conexa e fechada M tal que rH(M) = O. Suponhamos que (82"1 ,K1 ) e 

) são duas "open books" tais que (M, K)#b(82n+1 , 1<1) e (M,K)#b(S2n+1 ,K2 ) 

são estruturalmente isotópicas e n > 3. 	Então (82"+1 ,1(1 ) e (82"±i ,K2 ) são 

estruturalmente isotópicas. 

Corolário 6.28 Seja M uma (2n + 1)-variedade (n — 1)-conexa e fechada tal que 

H(M) é livre de torção, com n > 3. Então existe uma aplicação injetora do 

conjunto das classes de equivalência das estruturas "open book" sobre 52"+1, no 

conjunto das classes de equivalência das estruturas "open book" sobre M, definida por 
(5.2,1+1 KI )  1—* (M,K)#5(S2"±i ,K1 ), onde (M, K) é uma "open book" minimal de M. 

Demonstração: Como existe pelo menos uma estrutura "open book" minimal pelo 

Teorema 6.17, o resultado segue do Corolário 6.27. 
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Conseqüentemente, dada qualquer (2n + 1)-variedade (n — 1)-conexa e fechada M tal 
que 'r 14(M) = O com n > 3, a quantidade de estruturas "open book" é maior ou igual à 
quantidade das estruturas "open book" sobre a esfera da mesma dimensão. 

Quando 14(M) apresenta a parte de torção, não sabemos a validade do resultado 
acima. 

Conjectura 6.29 Seja M uma (2n + 1)-variedade (n — 1)-conexa e fechada com n > 3. 
Então existe uma aplicação injetora do conjunto das classes de equivalência das estruturas 
"open book" sobre 8271+1 , no conjunto das classes de equivalência das estruturas "open 
book" sobre M, definida por (S21, K') 1—> (m,  10#b(s2n+1,  n ) onde (M, K) é uma 
"open book" minima/ de M. 
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Tabela de Símbolos 

A(M) 	conjunto das classes de equivalência dos sistemas de invariantes 

"open book" relativos à variedade M 

bm 	"torsion linking pairing" da variedade M 

Ext(G, Z) 	Extl(G, Z) sobre o Z-módulo G 

h 	mono dromia geométrica 

H (X) 	cohomologia do espaço topológico X com coeficientes em Z 

H, (X) 	homologia do espaço topológico X com coeficientes em Z 

intervalo [O, 1] 

id 	aplicação identidade 

Im f 	imagem da aplicação f 

Int X 	interior da variedade X 

ker g 	núcleo do homomorfismo g 

lk 	número de enlaçamento 

N(X) 	vizinhança tubular da subvariedade X 

Qx 	forma de intersecção da 2n-variedade X sobre H(X) 

QG 	forma de intersecção sobre o módulo G 

qm 	forma quadrática de Wall da variedade M 

corpo dos números racionais 

R 	corpo dos números reais 

R(M) 	fecho radical do sub-módulo M 

SO(n) 	grupo das rotações em Itn 

M 	parte de torção do Z-módulo M 

anel dos inteiros 
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Z„ 	anel Z/nZ 

ifb 	soma conexa "open book" 

recobrimento universal do espaço topológico E 

(M, K, w) 	estrutura "open book" sobre a variedade M 

(M, K) 	estrutura "open book" sobre a variedade M 

S(M, K) 	sistema de invariantes "open book" de (M, K) 

S(K, w) 	sistema de invariantes "open book" de (K, ço) 

S(M, K, w) sistema de invariantes "open book" de (M, K, ço) 

elemento dual de x no Z-módulo, homologia ou cohomologia 

subespaço ortogonal do sub-módulo R 

x • y 	número de intersecção entre as classes de homologia x e y 

X Id Y 	união dijunta dos conjuntos X e Y 

X — Y 	complemento do sub-conujnto Y n x no conjunto X 

X 	fecho do espaço topológico X 

fix 	restrição da aplicação f em X 

invariante tangencial do módulo G 

ax 	invariante tangencial da variedade X 

X 	aplicação característica de um espaço fibrado sobre uma esfera 

ax 	bordo da variedade x 
O 	operador de bordo na homologia ou homotopia 

FG 	forma de Seifert racional do módulo G 

FF 	forma de Seifert racional do mergulho da variedade F 

translação (pequena) na direção normal positiva da página de "open book" 

v- 	translação (pequena) na direção normal negativa da página de "open book" 

Tf*  (X) 	grupo de homotopia do espaço topológico X 
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