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Resumo

Neste trabalho, apresentamos um breve compéndio sobre o estudo topologico das fi-
bras de Milnor. Abordamos o caso classico, estudado por J. Milnor, e a generalizacao
apresentada por Lé D. T. para o caso de germes de fun¢oes analiticas definidas em va-
riedades singulares. Nestas duas situagoes, os resultados principais tratam de germes de

funcoes com singularidades isoladas.






Abstract

In this work, we present a brief compendium about the topological study of J. Milnor
fibers. We address the classic case, studied by Milnor, and the generalization presented
by Lé D. T. for the case of germs of analytic functions defined on singular varieties. In

both situations, the main results deal with germs of functions with isolated singularities.






Sumario

11
(1__Preliminares| 15
[[.1 Variedades diferenciaveis| . . . . . . . . . ... .. ... ... ... .. ... 15
(1.2 Homotopial. . . . . . . . ... 19
(1.3  Homotopia de pares e homotopia relatival. . . . . .. ... ... ... ... 22
(1.4  Grupos de Homotopia| . . . . ... ... ... ... ... ... ... .... 23
(1.4.1 O Grupo Fundamental| . . . . . .. ... ... ... ... ...... 23

(1.5 Homologia singular| . . . . . ... ... ... ... ... 0 0. 24
(1.6 Complexos CW| . . . . .. . . ... 29
(1.7 Fibracoes, Fibrados e Fibrados Vetoriais| . . . . . . .. ... ... ... .. 30
(1.8 Teoria de singularidades| . . . . . ... ... ... ... 0 0. 32
(1.9 Variedades algébricas e espacos analiticos complexos|. . . . . . . . . .. .. 33
[1.10 Estratificacao de Whitney| . . . . . . . ... ..o o000 36
(.11 Teoria de Morsel. . . . . . . . . . . . . e 38

2 O Teorema da Fibracao| 41
[3 A Topologia das Fibras| 61
[4 A Topologia das Fibras para o caso de um ponto critico isolado| 71

9



[ Funcoes Analiticas Complexas com Singularidades Isoladas] 79

[.1 Funcoes com singularidades 1soladas|. . . . . . ... ... ... ... ... 79
5.2 Morsificacaol . . . . . .. e 82
[>.3 Link Complexo e Profundidade| . . . . . ... ... ... ... ....... 84
[5.3.1 O Link Complexo| . . . . . . . . ... ... . ... . ... 84
[5.3.2  Protundidade homotopica retificadal. . . . . . ... ... ... ... 85




Introducao

Em [19] J. Milnor estudou a topologia dos pontos singulares de uma hipersuperficie
complexa. Ele obteve um resultado impressionante sobre pontos singulares isolados, a
saber, seja f : (C",0) — (C,0) um germe de fun¢ao analitica complexa, se 0 for um
ponto critico isolado de um representante (suﬁcientemente pequeno) do germe, entao
definida a funcio ¢ : S.\ K — S', dada por ¢ = f/|f|, em que f ¢ polinomial complexa
nao nula com f(0) =0e K = S.N f710), (¢,5. \ K,S') é um fibrado diferenciavel tal
que as fibras de f em uma vizinhanca da origem, chamadas fibras de Milnor de f em
0, tem o tipo de homotopia de um buqué de esferas de dimensao real igual & dimensao
complexa da fibra. O ntumero de esferas do buqué, normalmente denotado por u(f), é
chamado de niimero de Milnor. O ntimero de Milnor é um importante invariante de um
germe de funcao analitica com ponto critico isolado.

Este invariante fornece varias informagoes sobre a geometria de f, e esta relacionado
a outros ramos da matematica, por exemplo, no caso em que f tem ponto critico isolado

na origem, os seguintes invariantes, que coincidem a menos de sinal:
a) O niamero de Milnor de f em 0, denotado por u(f);
b) O ntimero de pontos de Morse de uma Morsifica¢ao de f;
¢) O indice de Poincaré-Hopf do campo gradiente de f conjugado Vf.

Desta maneira, os estudos desenvolvidos por J. Milnor em |19] passaram a desempe-
nhar um papel fundamental para a teoria de singularidades, nao s6 do ponto de vista

topologico, mas também do ponto de vista algébrico e geométrico.
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H. Hamm em sua tese de doutorado [7] mostrou que um resultado semelhante aos
obtidos por J. Milnor também é valido para intersecoes completas com singularidade
isolada. Em [15], Lé D. T. mostrou que a fibra de Milnor da restricao de uma forma linear
genérica sobre uma intersecao completa, possivelmente com singularidades nao isoladas,

tem o tipo de homotopia de um buqué de esferas de dimensao média.

Em [12], Lé D. T. observou que o resultado de |I5] mencionado acima implica um
resultado similar ao de J. Milnor, que f : (X,0) — (C,0) um germe de uma funcao
analitica complexa com uma singularidade isolada definido sobre (X,0), um germe de
intersecao completa, tem fibras de Milnor com o tipo de homotopia de um buqué de

esferas de dimensao real igual a dimensao complexa da fibra.

Finalmente em [I3], Lé D. T. buscou um conjunto maior de espacos em que um
resultado semelhante ao de Milnor se verifica. Estes foram denominados espacos de Milnor,
e comportam os espagos nos quais a profundidade homotopica retificada é maxima, isto
é, igual a dimensao do espaco. Neste caso, Lé D. T. provou que a fibra genérica da funcao
f definida em um espaco de Milnor tem o tipo de homotopia de um buqué de esferas.
E definimos entao o nimero de esferas do buqué como sendo o nimero de Milnor de Lé,

denotado por pup(f).

Um dos objetivos desta dissertacao é apresentar parte dos estudos de Milnor descritos
em [19], como a construgao da fibragdo de Milnor e o estudo topolégico das fibras desta
fibracao. Pretendemos expor também, a generalizacao dos resultados de Milnor apresen-
tada por Lé D. T. em [I3] para germes de fungées holomorfas com singularidade isolada

definidas em variedades singulares.

No Capitulo 1, introduzimos alguns conceitos basicos que serao utilizados ao longo do

texto.

Nos Capitulos 2 a 4 foram desenvolvidos os estudos referentes ao Teorema da Fibracao
de Milnor: no Capitulo 2 apresentamos o Teorema da Fibragao que prova que uma deter-
minada aplicagao ¢ é um fibrado diferenciavel localmente trivial. Conhecendo o fibrado
fornecido pela aplicacao ¢, no Capitulo 3 nos dedicamos ao estudo da topologia das fibras
Fy desta fibracao. Ja no Capitulo 4, consideramos a hipotese adicional de uma funcao f

com singularidade isolada na origem de C"*! e, mais uma vez estudamos a topologia das
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fibras da fibracao ¢ neste caso. Isto conclui nossa exposi¢ao sobre parte dos resultados de
J. Milnor apresentados em [19].

Por fim, no Capitulo 5, apresentamos os principais resultados do trabalho [I3] de Lé D.
T. mencionado anteriormente, que expoe uma generalizagao dos resultados de J. Milnor
para germes de func¢oes holomorfas com singularidade isolada definidas sobre variedades

singulares.






Capitulo

1

Preliminares

1.1 Variedades diferenciaveis

Definicao 1.1.1. Seja M um espago topolégico. Um sistema de coordenadas locais ou
uma carta em M é um homeomorfismo ¢ : U — ¢(U) de um subconjunto aberto U C M

sobre um aberto p(U) C R™.

Defini¢ao 1.1.2. Um atlas &/ m-dimensional de um espago topologico M é uma familia
de sistemas de coordenadas locais ¢ : U — ¢(U) C R™, tal que os dominios dos sistemas

de coordenadas cubram M.

Definicao 1.1.3. Dados os sistemas de coordenadas locais ¢ : U - R™ ey : V — R™

no espaco topologico M, tais que U NV # (), entao o homeomorfismo

by =Yoo 1 UNV)=y(UNV)

¢ chamado mudanca de coordenadas.

Observagao 1.1.1. Seja a mudanca de coordenadas duy = o™, entao (Yo )t =

potp™! = ¢y, € também uma mudanca de coordenadas.

Definicdo 1.1.4. Um atlas I/ em um espaco topologico M ¢ diferenciavel de classe C¥,

se todas as mudangas de coordenadas ¢, forem aplicagoes diferencidveis de classe C*.

15



16 Capitulo 1 — Preliminares

Observagao 1.1.2. Da Observagao [I.1.1] e da Defini¢ao seque que em um atlas

diferencidvel U todas as mudangas de coordenadas ¢,y sao difeomorfismos.

Definicao 1.1.5. Uma variedade diferenciavel m-dimensional, de classe C*, é um par
(M,U), em que M é um espago topologico Hausdorff com base enumeréavel e U é um atlas

m-dimensional de classe C*.

Como vimos na Observagao em um atlas diferencidvel U todas as mudancgas
de coordenadas ¢ sao difeomorfismos. E exatamente esta propriedade que nos permite
transportar todas as nogoes de Calculo Diferencial do R™ para as variedade diferenciaveis.

Seja M uma variedade de classe C* e seja p um ponto de M. Indicamos por C, o
conjunto de todos os caminhos A\ : I — M, definidos num intervalo aberto I, contendo
0, tais que A\(0) = p e A\ é diferenciavel em 0. Diremos que dois caminhos A\, p € C,
sao equivalentes, e escreveremos A\ ~ u, quando existir um sistema de coordenadas locais
@:U —=R™em M, com p € U, tal que (o \)'(0) = (¢ o u)'(0). Como as mudangas de
coordenadas sao difeomorfismo, a igualdade (@ o A)'(0) = (¢ o u)’(0) serd verdadeira para
todo sistema de coordenadas ¢ : U — R™ em M, p € U. Resulta dai que a relacao acima
é uma relacao de equivaléncia.

O vetor velocidade X de um caminho A € C, ¢, por definicdo, a classe de equivaléncia

de . Ou seja, N ={peC,:p~ A}

Definigao 1.1.6. Definimos o espaco tangente a variedade M no ponto p como sendo o

conjunto quociente C,/ ~. Denotaremos o espaco tangente a variedade ) no ponto p

por T, M.

Podemos mostrar que o espaco tangente a uma variedade diferenciavel M em um ponto
p € M é um espaco vetorial de mesma dimensao que M.

Dada uma variedade diferenciavel m-dimensional M, podemos obter uma nova vari-
edade 2m-dimensional a partir de uma “uniao” dos espagos tangentes 7T,/ , em todos os

pontos p € M.

Definicao 1.1.7. Seja M uma variedade diferenciavel de dimensao m. O conjunto

T™ = | J {p} x T,M

peEM
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de todos os espacos tangente T,M, com p € M, “colados” de uma maneira natural é

chamado de fibrado tangente de M.

Proposicao 1.1.3. Dada uma variedade diferencidvel m-dimensional M, o fibrado tan-

gente T'M tem naturalmente a estrutura de uma variedade 2m-dimensional.

Informalmente, o fibrado tangente de uma variedade é obtido por considerar-se todos
os espacos tangentes, e reuni-los em um conjunto diferencidvel e sem sobreposi¢ao, como

ilustra a Figura onde a variedade em questdo é o circulo unitario em R2.

Figura 1.1: Representacio do fibrado tangente de S*

Agora, que ja vimos a definicao de espaco vetorial tangente, podemos definir o con-
ceito de diferenciabilidade de uma aplicacao f : M — N entre variedades diferenciaveis,
utilizando nosso conhecimento prévio a cerca das aplicagoes deferenciaveis definidas em

um subconjunto aberto de R™ com valores em R".

Definicao 1.1.8. Sejam M, N variedades diferenciaveis e uma aplicacao f : M — N,
dizemos que f é diferenciavel em p € M se existem cartas ¢ : Uy — Vi para M com
peU e : Uy — Vypara N com f(Uy) C U, tal que ¥ o f o p~! é diferenciével em
©(p). Diremos simplesmente que f é diferenciavel se ela o for em todos os pontos de M.

E chamaremos f uma aplicacdo de classe C* quando 1 o f o ¢! for de classe C*.

Podemos provar que a definicao acima nao depende das escolhas das parametrizagoes
@ e 1, sendo entao coerente.

Nem sempre é facil verificar se um espaco topologico M é uma variedade diferenciavel,
porém, existe um importante resultado relacionado ao conceito de walor reqular que nos

ajuda a decidir se M é uma variedade diferenciavel.
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Definicao 1.1.9. Sejam M uma variedade diferenciavel m-dimensional, N uma variedade

diferenciavel n-dimensional e f : M — N uma aplicacao diferenciavel. Dizemos que:

(1) f é uma imersao em p se a aplicacao derivada df, ¢ injetiva (portanto n > m) em

p € M. Isto é, o posto da matriz jacobiana [Jf(p)],xm € igual a m;

(2) f éuma submersao em p se a aplicacao derivada df, é sobrejetora (portanto m > n)

em p € M. Isto é, o posto da matriz jacobiana [Jf(p)]nxm € igual a n.

Se em p € M a aplicacao f : M — N for uma submersao, p é dito ponto reqular de f.
Um ponto ¢ € N é chamado valor reqular de f se sua imagem inversa f~'(q) s6 contém
pontos regulares.

Se em p € M a aplicacao f : M — N nao é submersao e nem imersao, entao p é dito

ponto singular de f e f(p) é o valor singular de f.

Teorema 1.1.4. Sejam N uma variedade diferenciavel n-dimensional, P uma variedade
diferenciavel p-dimensional, f : N — P uma aplicacao diferenciavel e p € P um valor
regular de f. Entao, f~'(p) = M é uma subvariedade (n — p)-dimensional de N e dado
q € M, temos T,M = Ker(df,), onde df, representa a aplicagao derivada de f no ponto

q.

Sejam M, N variedades diferenciaveis, f : M — N uma aplicacao diferenciavel e um
ponto p € N vimos, no Teorema, que uma condigao suficiente para que f~'(p) seja
uma subvariedade de M é que p seja um valor regular de f. Deste fato é natural que
facamos a seguinte pergunta: dada S C N uma subvariedade de N, em que condicoes a
imagem inversa f~'(S) ¢ uma subvariedade de M? Uma resposta a esta questao ¢ dada
pela nocao de transversalidade. Trata-se de uma generalizagao natural do conceito de

valor regular.
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Definicao 1.1.10. Sejam M uma variedade diferencidvel m-dimensional, N uma varie-
dade diferenciavel n-dimensional, f : M — N uma aplicacao diferenciavel e P C N uma
subvariedade p-dimensional de N, dizemos que f é transversal a P no ponto q € f~(P)

quando

dfy(TyM) + Ty P = Ty N

ou seja, quando a imagem de df, junto com o espago tangente a P em f(gq) geram todo
Tt N. Dizemos ainda que f é transversal a P se, para todo ponto ¢ € f~'(P) f é

transversal a P em q.

Teorema 1.1.5. Sejam M uma variedade diferenciavel m-dimensional, N uma variedade
diferenciavel n-dimensional, f : M — N uma aplicacao diferenciavel e P C N uma
subvariedade p-dimensional de N. Se a aplicacao f é transversal a subvariedade P entao,

ou bem f~1(P) = @ ou bem f~(P) é uma subvariedade (m — n + p)-dimensional de M.

Corolario 1.1.6. Seja f : M — N uma submersao, entao para toda variedade P C N

ou bem f~!(P) =@ ou bem f~!(P) ¢ uma subvariedade de M.

1.2 Homotopia

Nesta secao introduzimos nocoes basicas sobre homotopia, procurando ilustra-las com

alguns exemplos.

Definicao 1.2.1. Sejam X e Y espacgos topologicos, dizemos que duas aplicacoes conti-

nuas f,g: X — Y sao homotdpicas quando existe uma aplicacao continua
H:XxI—Y, com I=]10,1]

tal que H(z,0) = f(z) e H(x,1) = g(x) para todo = € X. Chamaremos a aplicacio H

de homotopia entre f e g e escreveremos f ~ g.

Exemplo 1.2.1. Sejam E um espaco vetorial normado, Y C E um espago topologico com

a topologia induzida de F e X um espaco topologico qualquer. Dadas aplicacdes continuas
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f,g: X — Y, suponhamos que, para todo x € X, o segmento de reta [f(z), g(z)] esteja
contido em Y. Entao, f ~ g¢.

De fato, denotando o intervalo [0, 1] por I, basta definirmos H(z,t) = (1—t) f(x)+tg(z)
para obtermos uma homotopia H : X x Y — Y entre f e g.

Em particular, dada uma aplicacao constante

f: X — FE

T — C

toda aplicacao continua g : X — E é homotopica a f.

Exemplo 1.2.2. Seja S™ a esfera unitaria de R"*!, dadas duas aplicacoes continuas
frg: X — 8" se f(x) # —g(x) para todo x € X, isto &, se f(x) e g(x) nunca sdo pontos

antipodas, entao f ~ g.

Proposicao 1.2.3. Sejam X e Y espacos topologicos. A relacao de homotopia f ~ g é

uma relacao de equivaléncia no conjunto das aplicagoes continuas de X em Y.

Proposigao 1.2.4. Sejam X, Y e Z espagos topologicos, consideremos aplicacoes f, f’ :
X —>Yeg,qg:Y — Z aplicagoes continuas. Se f ~ f'e g ~ ¢, entdo go f ~ ¢’ o f'.
Demonstragao: Seja [ = [0, 1], denotemos por H : X x [ — Y uma homotopia entre f
e ffepor K : Y x I — Z uma homotopia entre g e ¢’. Definindo L : X x [ — Z por

L(z,t) = K(H(x,t),t), temos que L é uma homotopia entre go f e g’ o f'. n

Existe uma estreita relagao entre homotopia e o problema de estender continuamente
a todo o espaco uma aplicagao continua definida num subconjunto fechado desse espaco.

Um exemplo disto pode ser visto na seguinte proposicao.

Proposigao 1.2.5. Sejam X um espaco topologico e B1(0) a bola fechada de centro 0 e
raio 1 de R"*!. Uma aplicacio continua f : S® — X estende-se continuamente a B;(0)
se, e somente se, € homotdpica a uma constante.

Demonstragao: Denotemos por I o intervalo [0, 1] e consideremos a aplicac¢ao

w:S"xI — B(0)
(x,t) — (1 —t)x
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que é continua, sobrejetora e igual a 0 em S™ x 1. Se f : By(0) — X é uma extensio

continua de f:S™ — X, entao

H=fop:5"xI—X

¢ uma homotopia entre f e a aplicacdo constante g : S™ — X, definida por g(x) = f(0).
Reciprocamente, suponhamos que H : S™ — X seja uma homotopia entre f e uma
aplicagao constante g : S™ — X, dada por g(z) = p, para todo = € S™. Seja a aplicagao
f:8" = X definida da seguinte maneira,

- H(i,l—x>, se x#0

fla) = ol

p, se x=20

Assim, f é continua e f|5n = f. ]

Definicao 1.2.2. Sejam X e Y espacos topologicos, dizemos que uma aplicagao continua
f X — Y é uma equivaléncia homotdpica quando existe uma aplicacao continua g :
Y - Xtalquego f~id: X - Xefog~id:Y — Y. Neste caso, g chama-se uma

equivaléncia inversa de f e os espagos X e Y dizem-se ter o mesmo tipo de homotopia.

Exemplo 1.2.6. Dado um ponto a € R", seja B.(a) a bola fechada de centro a e raio

e > 0 em R". Entdo, B.(a)\{a} e a esfera unitaria S"~! tém o mesmo tipo de homotopia.

De fato, sejam
p=pac: Bela)\{a} = 5" e j=j..:8" = Ba)\ {a}

as aplicacoes definidas por

r—a .
P(x)—m e jly) =a+ey,
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assim, poj = id : S"! — S"71 Além disso, considerando a aplicacao continua

F:B.(a)\{a} x I — B.(a)\ {a} dada por
F(z,t) = (1—1t) (a + sﬁ) + t.

temos j o p~id: B.(a)\ {a} = B.(a) \ {a}.

Fazendo € = oo no Exemplo [1.2.6] obtemos B = R™. Continuamos tendo R" \ {a} e

S"~1 do mesmo tipo de homotopia, a equivaléncia homotopica
p = Paco : R"\ {a} — g
define-se do mesmo modo, mas sua inversa j = j, o : S"' — R"\ {a} ¢ definida por

iy) =a+y.

Definicao 1.2.3. Um espaco topologico X é dito contratil quando ele tem o mesmo tipo

de homotopia de um ponto.

1.3 Homotopia de pares e homotopia relativa

Definigao 1.3.1. Diremos que (X, A) é um par de espagos topologicos quando A for um
subespaco de X. Dados os pares (X, A) e (Y, B), uma aplicagdo continua f : (X, A) —
(Y, B) é uma aplicagao continua f: X — Y tal que f(A) C B.

Definicao 1.3.2. Dadas as aplicagoes continuas f,g : (X, A) — (Y, B), uma homotopia
de pares entre f e g é uma aplicagdo continua

H:(XxI,AxI)— (Y,B)
tal que H(z,0) = f(x) e H(z,1) = g(x), para todo z € X. Deve-se portanto ter
H(A) C B,VteI.

Observacao 1.3.1. O caso em que B se reduz a um ponto y, é frequentemente usado, este

ponto é chamado de ponto bésico do espaco Y. Neste caso, durante uma homotopia entre
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duas aplicagoes f,g: (X, A) — (Y, 10), a aplicacdo H; deve ser constante no subespago
A.

Definicao 1.3.3. Dadas as aplicacoes continuas f,g : X — Y. Diremos que f é

homotoépica a g relativamente a um subespaco A C X, e escreve-se

f~g(rel.A)

quando existe uma homotopia H entre f e g tal que H(x,t) = f(z) = g(z) para todo

r e A

1.4 Grupos de Homotopia

1.4.1 O Grupo Fundamental

Uma referéncia para este assunto é [17].

Definicao 1.4.1. Um caminho em um espago topologico X é uma aplicagdo continua
a:J — X, em que J é um intervalo compacto J = [sq, s1]. Vamos trabalhar sempre

com caminhos definidos no intervalo I = [0, 1].

Definicao 1.4.2. Diremos que a,b : [ — X sao caminhos homotépicos quando tivermos

a ~ b(rel.0I).

Definigao 1.4.3. Sejam a,b : I — X caminhos tais que a(1) = b(0). Definimos o

produto ab como sendo:

a(2s), se 0<s<1/2;
b(2s —1), se 1/2<s<1.

ab(s) =

Proposigao 1.4.1. Sejam a,b,c: I — X caminhos tais que a(1) = b(0) e b(1) = ¢(0).
Sejam o = [a], B = [b] e v = [c] suas respectivas classes de homotopia, v = a(0),
y=a(l), e,, e, 0s caminhos constantes sobre estes pontos e £, = [e,], €, = [e,] as classes

de homotopia destes caminhos. Entao:
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1 _ .
1. aa™ =&y
1, — .
2. a7 = gy
3. .00 = 0 = QEy;

4. (aB)y = a(B);
Assim, o conjunto das classes de homotopia (com extremos fizos) dos caminhos em

um espago topologico X, munido da ler de composicao dada na Defini¢ao [1.4.3| chama-se

grupdide fundamental de X.

Definigao 1.4.4. O subconjunto m; (X, zo) do grupdide fundamental formado pelas classes
de homotopia de caminhos fechados com ponto base em z( constitui um grupo, chamado
grupo fundamental de X, com base no ponto xy. O elemento neutro deste grupo é a classe

de homotopia € = £y do caminho constante no ponto x.

Observagao 1.4.2 (Grupos de Homotopia de ordem n). Um tema importantissimo
para o desenvolvimento do trabalho apresentado ao longo desta dissertacao é o de grupos
de homotopia de ordem n. A definicao do n-ésimo grupo de homotopia de um espago,
(X, 2g), € estritamente analoga a definigdo de grupo fundamental. No6s substituimos o
intervalo I = [0, 1] pelo n-cubo I"™ consistindo dos pontos ¢ = (t1,...,t,) em R" tais que

0<t;<1lcomi=1,...,n. Una 6tima referéncia para este assunto é |26].

O seguinte conceito de g-conexidade serd fundamental para nossos estudos no Capitulo

5.

Defini¢ao 1.4.5. (veja [26]) Diremos que um espago X € g-conexo (¢ > 0) se ele for

conezxo por caminhos e m;(X) =0 parai=1,...,q.

Defini¢ao 1.4.6. Diremos que um par de espagos topoldgicos (X,Y") é q-conexo (¢ > 0)

se ele for conexo por caminhos e mi(X,Y) =0 parai=1,...,q.

1.5 Homologia singular

Ha diversas maneiras de tratar-se a teoria de homologia sobre espagos topolégicos. Em

particular, as homologias singular e simplicial que coincidem em espacos triangularizaveis
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e variedades compactas. Como ao longo desta exposicao trabalharemos com complexos
CW, que sao trianguldrizaveis, optamos aqui por estudar a abordagem da homologia
singular. Faremos o estudo dos R-mo6dulos de homologia singular com coeficientes em um

anel R comutativo com identidade. Uma referéncia para este assunto é [21].

Simplexos em R”

Definicao 1.5.1. Dados (p + 1) pontos em R™, p < n, dizemos que {Xj,...,X,} é uma

colecao geometricamente independente se os vetores v; = X; — X, 03 = Xo— Xy, .. .,

U, = X, — X sao linearmente independentes.

Definicao 1.5.2. Seja {Xj,...,X,} C R uma cole¢do geometricamente independente

de R", p <n. O p-simplexo S gerado por Xj,..., X, é a envoltoria convexa:
S =EC(H{Xo,...,X,}).

Os pontos X; sao chamados vértices do p-simplexo S.

Teorema 1.5.1. (Teorema das coordenadas baricéntricas) Sejam {X,..., X, } uma
cole¢ao de (p + 1) pontos geometricamente independentes em R", com p < n. Considere

o seguinte conjunto:

p
Ay={toXo+.. . +,X,; 0<t<1l e Y t;=1}CR"
=0

i) A, = EC’({XO, ..., X,}) = p-simplexo gerado por X, ..., X,;

Dy
p
(ii) Se Zt X, = Zsl i 0<t;s <1com Zt = Zsi = 1, entao t; = s; para todo
270 =0 =0
1= 1, e ,p, ou seja: todo elemento de A, se escreve de maneira tinica como combinacao

linear dos pontos {Xo,...,X,}.

Observagao 1.5.2. Concluimos que escolhida uma ordenagdo {Xo, ..., X,} para (p+1)
pontos geometricamente independentes em R", com p < n, cada ponto

X € EC({Xo,...,X,}) € univocamente determinado por uma (p+1)-upla (to,t1,...,t,),
p

com(0<t;<1 e Zti =1 denominada as coordenadas baricéntricas do ponto X.
i=0
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Definicao 1.5.3. Sejam X, = e; = (1,0,...,0), X3 = e; = (0,1,0,...,0),...,.X, =
epr1 = (0,0,...,0,1). O p-simplexo EC({Xo,...,X,}), nesse caso, ¢ denominado

p-simplexo padrao e sera denotado por A, € RPT!

Homologia singular de um espaco topolégico X com coeficientes

em um anel R

Fixemos R um anel comutativo com a identidade 1y e consideremos A, C RPH o
p-simplexo padrao munido da topologia induzida de subespago em RPT! (munido da to-

pologia usual).

Definigcao 1.5.4. Para cada espaco topologico X, um p-simplexo singular em X é uma

funcao continua o : A, — X.

Denotaremos por
Cp(X)={o:A,— X; o écontinua}

o conjunto de todos os p-simplexos singulares de X.

Definicao 1.5.5. Para cada p > 0, definimos o R-mddulo livre cuja base é o conjunto de

todos os p-simplexos singulares de X:
Sp(Cp(X),R) ={f : Cp(X) = R; f(0) # 0, apenas para um n finito de elementos o}.

Um elemento tipico de S,(C,(X), R) ¢ uma combinacao linear formal oo, +. . .4+a,0,,

onde o; € Re 0; : A, = X é um p-simplexo singular de X.

Zai0i<—> f:C)(X) = R
i=0

a;; seo=o0;1=1,...,r

0, se o #o;

o = f(o) =

Os elementos de S,(C,(X); R) sdo chamados p-cadeias singulares de X com coe-

ficientes em R.
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A seguir, definiremos o complexo de cadeias {S,(X; R);0},>0. Para isso, convencio-

naremos que {S,(X; R)} = {0} para todo p < 0.

Os operadores face
Definicao 1.5.6. Seja 0 : A, = X um p-simplexo singular de X. Considere a inclusao
Ay & A,

(to, RN 2P ;tp—l) — (to, vy tii, 00t ,tp_l),
que insere o zero na i-ésima posicao. Para cada ¢ = 1,...,p definimos a i-ésima face de
o como sendo o (p — 1)-simplexo singular de X dado pela composi¢ao

goegi: Ay = X,

que é continua e denotada por 0,0 : A,_; — X.

Assim, para cada i = 1,...,p e para cada p-simplexo singular o € C,(X), associamos

a sua i-ésima face 0;0 € C,_1(X). Isso define uma fungao

81' : CP(X) — Cp_1<X) C Sp_l(X;R)

o — 0;0

para todo ¢ = 1,...,p, e desde que C,(X) é base para o R-moédulo livre S,(X; R), 0
se estende por linearidade a um tnico R-homomorfismo 9; : S,(X;R) — S,_1(X;R),
chamado operador face. O R-homomorfismo 0 : S,(X;R) — S,_1(X; R) dado pela

soma, alternada dos operadores face

p
0=00— 01+ 0y — ...+ (=10, => (~1)'0,
i=0
¢ chamado operador bordo.
p
Teorema 1.5.3. O operador 0 : S,(X; R) — S,_1(X; R), definido por Z(—l)i@-, é tal
i=0

que 0o d = 0.
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Definicao 1.5.7. Fixado um anel comutativo com identidade R para cada espaco topo-

logico X, criamos um complexo de cadeias S.(X; R) = {S5,(X; R),0},>0, ou seja,
0 0 0 0 0 0
S{(X;R): -+ — Sp(XG;R) — S, (X R) — - — S1(XG R) — So(X;R) — 0,
usaremos as seguintes terminologias:

Z,(S«(X;R)) = Z,(X; R) = Ker(9) o submoédulo dos p-ciclos,

B,(S.(X; R)) = B,(X; R) = Im(0) o submodulo dos p-bordos e

H,(S.(X;R)) = Hy(X;R) = g’;gg 0 p-ésimo R-moédulo de homologia de X com coefi-

cientes em R.

Um elemento tipico de H,(X; R) é da forma
p=z, + By(X;R),

onde z, € Z,(X; R) é um p-ciclo; 1 é chamada classe de homologia de X com coefi-

cientes em R, representada pelo p-ciclo z,.

Construcao do R-homomorfismo induzido em homologia

Dada uma funcao continua f : X — Y, queremos definir um R-homomorfismo
fe t Hy(X;R) — H,(Y;R) para cada p > 0. Para isso, precisamos definir uma apli-
cacao de cadeias

fo 1 Sp(X5R) — Sp(Y5 R)
para cada p > 0, entre os complexos de cadeias S,(X; R) e S.(Y; R).

Observemos que, dado um p-simplexo singular de X, o : A, — X, a composigao

foo:n, - X Ly
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é um p-simplexo singular de Y e determina uma funcao

Co(X) — G(Y) CS5(Y;R)

o — foo

para cada p > 0. Desde que C,(X) é base para o R-modulo livre S,(X;R) e
Co(Y) € Sp(Y;R) tal funcdo se estende por linearidade a um tnico R-homomorfismo

fu: Sp(X; R) — Sp(Y; R), definido por

oo+ ...+ a.0.) =ai(foor)+... +a.(foo,).

Teorema 1.5.4. O R-homomorfismo fu : S,(X;R) — S,(Y;R) é uma aplicacao de

cadeias.

Portanto, fx : S,(X;R) — S,(Y;R) induz um bem definido R-homomorfismo
fe : Hy(X; R) = H,(Y; R), dado por

fe(zp) + Bo(X5 R) = fy(2p) + Bp(Y; R),

onde

fu(zp) = fularor + ... +a,0,.) =ai1(foo)+ ... +a,(foo,).

O seguinte resultado sera fundamental para nossos estudos no Capitulo 4, como referéncia

para este assunto sugerimos [10].

Teorema 1.5.5 (Teorema de Hurewicz). Se um par (X,A) for (n — 1)-conexo, n > 2,

12

com A simplesmente conexo e nao vazio, entdo H;(X,A) = 0 para i < n e m,(X, A)

H,(X, A).

1.6 Complexos CW

De maneira informal, um complexo C'W é construido a partir de blocos basicos deno-

minados células. A defini¢ao precisa descreve como as células podem ser “topologicamente
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coladas". Uma célula aberta n-dimensional é um espago topolégico homeomorfo a uma
bola aberta n-dimensional.

Um complexo C'W é um espago topologico de Hausdorff X junto com uma parti¢ao
de X em células abertas (de varias dimensoes) tais que: Para cada célula aberta n-
dimensional C' em X, existe uma aplicacao continua f da bola aberta n-dimensional em
X, que aplica esta bola aberta homeomorficamente sobre C' e a imagem do bordo da bola
aberta, isto é, a imagem do bordo da célula aberta C', intersecta apenas um ntimero finito
de outras células. Um conjunto de X é fechado (em X) se, e somente se, ele intersecta o
fecho de cada célula segundo um conjunto fechado.

Indicamos como referéncias para este assunto [3] e [24].

1.7 Fibracoes, Fibrados e Fibrados Vetoriais

Apresentamos nesta secao conceitos basicos sobre fibragoes, fibrados e fibrados veto-

riais. Para um estudo mais completo sugerimos [26].

Defini¢ao 1.7.1 (Fibrado). Sejam E, B, F' espagos topoldgicos. Um fibrado £ sobre B,

com fibra F € uma terna § = (E,p, F) satisfazendo as condigoes:
1. p: E — B € uma aplicacao continua e sobrejetora chamada projecao;

2. para cada b € B, existem um aberto U, C B, b € Uy, e um homeomorfismo ¢y,
Gy : Uy x F — p 1 (U,) tal que po ¢y, = Iy, em que I} € a projecio na primeira

coordenada (condi¢ao de trivialidade local).

Neste caso, denominamos E o espacgo total do fibrado e B o espago base. Note que,

para cada b € B, a fibra p~'(b) é homeomorfa a F.

Defini¢ao 1.7.2 (Fibrado diferenciavel). Sejam E, B, F wvariedades diferencidveis. Um
fibrado diferencidvel & sobre B, com fibra F é uma terna § = (E,p, F) satisfazendo as

condigoes:

1. p: E — B ¢é uma submersao sobrejetora;
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2. para cada b € B, existem um aberto U, C B, b € Uy, e um difeomorfismo ¢y,
by : Uy x F — p~Y(U,) tal que po ¢, = Iy, em que I} € a projecio na primeira

coordenada (condi¢ao de trivialidade local).
Neste caso, para cada b € B, a fibra p~1(b) é difeomorfa a F.

Definigao 1.7.3. Um fibrado vetorial (real ou complexo) & sobre B € uma terna, formada

por:
1. Um espago topoldgico E = E(&) chamado espago total,
2. uma aplicag¢io (continua) m: E — B sobrejetora chamada projegao,

8. para cada b € B, m~1(b) tem uma estrutura de espago vetorial sobre K (K = R ou

C).

E deve satisfazer a sequinte condi¢ao:

Condicdo de trivialidade local: Para cada ponto b € B deve existir uma vizinhanca

U C B, um inteiro n > 0 e um homeomorfismo
h:UxK"— 7 }(U)

tal que, para cada b € U, a correspondéncia x — h(b,x) define um isomorfismo entre o
espaco vetorial K" e o espago vetorial 7=1(b).
O par (U,h) serd chamado sistema de coordenadas local para & em b. Se pudermos

escolher U igual ao espaco base, entao & serd chamado de fibrado trivial.

O espago vetorial 771(b) ¢ chamado de fibra sobre b, e pode ser denotado por F, ou
por Fy(§). Observemos que Fj, nunca é vazio, entretanto pode ser formado por apenas um
ponto.

O conceito de fibrado vetorial diferenciavel pode ser definido pedindo apenas que B e
E sejam variedades diferenciaveis, que 7 seja uma aplicacao suave e que para cada b € B
exista um sistema de coordenadas locais (U, h) com b € U tal que h seja um difeomorfismo.

Consideremos agora dois fibrados vetoriais £ e v sobre o mesmo espago base B.
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Definigao 1.7.4. Dizemos que & € isomorfo a v, escrevemos & = v, se existir um home-

omorfismo

fEE) = EQ)

entre os espagos totais que aplique cada espago vetorial Fy(§) isomorficamente sobre o

espago vetorial correspondente Fy(v).

Definicao 1.7.5. Uma secao de um fibrado vetorial & com base B € uma funcgao continua
s: B — E()

a qual leva b dentro de sua fibra correspondente Fy(€). Uma se¢do do fibrado tangente a

uma variedade suave M € usualmente chamada de campo de vetores de M.

Definig¢ao 1.7.6. Uma fibracao € uma generalizacao da nog¢ao de fibrado. O conceito de
fibragao é como o de um fibrado, exceto pelo fato que as fibras nao precisam ser homeo-

morfas, ao contrdrio, € pedido apenas que elas tenhas o mesmo tipo de homotopia.

Observacio 1.7.1. E importante observar que ao longo de nossa exposicio sobre o Teo-
rema da Fibracao de Milnor provaremos que uma aplicagao ¢ € um fibrado diferencidvel
localmente trivial, embora o nome do teorema mencione a palavra “fibracao”. Fsta deno-
minacao ocorre pois um dos fatores mais importantes deste resultado € a demonstragao
de que as fibras desta fibrag¢ao (fibras de Milnor) tem o tipo de homotopia de um buqué

de esferas.

1.8 Teoria de singularidades

Nesta secao, apresentamos as defini¢coes e principais resultados da teoria de singula-
ridades que serao usados para o desenvolvimento deste trabalho. Para o leitor interessado
recomendamos [I} [19].

Um dos nossos objetivos é estudar localmente funcoes analiticas f : C*** — C*. Para
isso, introduzimos uma relacao de equivaléncia no espaco das funcoes analiticas definidas

num aberto contendo a origem de C", da seguinte forma:
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Definicao 1.8.1. Dizemos que a funcao f : C* — C é equivalente a fungao g : C* — C,
se existe um aberto U C C", com 0 € U, tal que fjiy = gj. As classes de equivaléncia sao
chamadas de germes, denotadas por f : (C",0) — C, ou simplesmente, por f. A colegao
de todos esses germes de funcoes citados acima é denotada por O,. Observemos que O,

¢ um anel noetheriano local cujo ideal maximal é dado por M,, = {f € O, : f(0) = 0}.

Definicao 1.8.2. Denotamos por O, , o conjunto dos germes de aplicacoes analiticas

f:(C",0) = C” e por O , o conjunto dos germes f : (C*,0) — (C?,0).

Proposicao 1.8.1. O, , ¢ um O,-mddulo livre de posto p.

1.9 Variedades algébricas e espacos analiticos complexos

Nesta secao trabalharemos com o caso complexo.

Variedades algébricas

O n-espaco afim sobre C, denotado por A™ é o conjunto de todas as n-uplas de ele-
mentos de C. Um ponto p € A" é dado por p = (ay,...,a,), com a; € C, e a; a i-ésima

coordenada de p.

Seja Clzy,- -+ ,x,] o anel de polindmios em n variaveis sobre C. Podemos interpretar
os elementos de C[zy,--- ,z,] como fungbes do espaco afim A™ sobre C, com f(p) =
flai,...,a,),onde f € Clzy,--- ,x,] e p € A" Desta forma, faz sentido falar no conjunto

de zeros de f, que denotaremos por Z(f) = {p € A™; f(p) = 0}. De uma forma mais
geral, se T' for um subconjunto de Clxy,--- , z,], podemos definir o conjunto de zeros de
T como sendo o conjunto de zeros comuns a todos os elementos de 7. Denotaremos esse

conjunto da seguinte forma,

Z(T) = {p € A" f(p) = 0V f € T},

Claramente se [ for o ideal de C[zy, -+ ,x,] gerado por T entdo Z(T) = Z(I). Mais

ainda, como C|xy, - ,z,] € um anel Noetheriano, qualquer ideal I tem um namero finito
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de geradores fi,..., f,, logo Z(T') pode se expressar como o conjunto de zeros comuns de

um nimero finito de polinémios fi,..., f,.

Definicao 1.9.1. Um subconjunto Y de A™ é chamado conjunto algébrico se existe um

subconjunto 7" C Clzy, - -+, x,] tal que Y = Z(T').

Proposicao 1.9.1. A uniao de dois conjuntos algébricos é um conjunto algébrico. A
interseccao de uma familia arbitraria de conjuntos algébricos também é um conjunto

algébrico.
Para a demonstragao deste resultado e referéncia basica para o assunto ver |9].

Definicao 1.9.2. Os conjuntos algébricos sao os conjuntos fechados de uma topologia de

A", denominada topologia de Zariski.

Defini¢ao 1.9.3. Dizemos que Y C X, um subconjunto nao vazio Y contido em X é
irredutivel se 0 mesmo nao pode se expressar como uma uniao Y = Y; UY,, onde Y}, Y5

sao fechados em Y.

Defini¢ao 1.9.4. Uma variedade algébrica afim é um subconjunto irredutivel de A" (com

a topologia induzida).

Espacos analiticos complexos

Analogamente ao caso de polinémios, podemos também estudar o conjunto de zeros
de uma ou mais funcoes analiticas. Estes sao os chamados espagos analiticos.

Primeiramente consideremos a seguinte definicao:

Definig¢ao 1.9.5. Consideremos o conjunto de pares (V,, U,), onde U, é uma vizinhanga
aberta da origem em C" e V,, subconjuntos de U,. Dois tais pares (V;,U;) e (Va, Us) sdo
equivalentes se existe uma vizinhanca W C U; N U, da origem tal que Vi NW =V, NW.

Uma classe de equivaléncia destes pares ¢ chamada germe na origem em C".

Se f € O,, a classe de equivaléncia do conjunto {z : f(z) = 0}, onde f é um
representante do germe f, é denotada por V(f); se fi e fo sdo dois representantes de um

mesmo germe, entao os conjuntos V(f1) e V(f2) sdo iguais.
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Definicao 1.9.6. Um germe de espago analitico (V,0) em torno da origem é o germe do

subconjunto

V=VY(fi)yn...0V(f)=V(f1,- -, [r),

para fi,..., fr € O,.

Definimos o ideal de um germe de espaco analitico V' por
IZV)={fe€0,:VC 0}

Dizemos que um germe de espaco analitico V' é irredutivel quando para quaisquer
germes V) e V, tais que V =V, UV, entao V = V) ou V = V5, neste caso dizemos que V

é uma variedade analitica.

O nosso objetivo é estudar a natureza de tais espagos analiticos na vizinhanca de algum
ponto fixado em C", o qual sem perda de generalidade consideraremos a origem. Para

isso precisamos definir formalmente o conceito de germe de um espaco analitico complexo

(veja [6]).

Proposicao 1.9.2. Seja V um germe de espaco analitico, entao existem um inteiro po-
sitivo p e Vi,...,V, variedades irredutiveis, com V; nao contida em Vj, para todo ¢ # j,
tais que V =V, U...UV,. Essas variedades sao unicamente determinadas, a menos da

ordem, e sao chamadas de componentes irredutiveis de V.

Definigao 1.9.7. Dizemos que um germe de espago analitico V' é equidimensional quando

todas as suas componentes irredutiveis tem a mesma dimensao.

Chamamos de germe de espaco analitico em z, um germe de conjunto V' em x tal que,
para alguma vizinhanca U de x, o germe V N U pode ser descrito por V(f1,..., f.), para
alguns f1,..., f. € O,.

Defini¢ao 1.9.8. Dizemos que um germe V = V(f1,..., f;) é reduzido se a C-algebra

On

Ty nao possui elementos nilpotentes.

Dizemos que um ponto z de um germe de espaco analitico V' é um ponto regular ou

suave se para alguma vizinhanga U de z, o germe UNV pode ser descrito como o conjunto
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dos zeros de um ntmero finito de germes de fungoes analiticas que possuem z como ponto

regular. Um ponto de V' nao regular é chamado de ponto singular de V.

Teorema 1.9.3 (Hilbert’s Nullstellensatz - versao local,|[4]). Seja I um ideal de O,,. Entao
Z(V(I)) = Rad(I), onde Rad(I) é o ideal radical de I, ou seja, o ideal {f € O,, : In €
Ntal que f" € I}.

1.10 Estratificacao de Whitney

Introduziremos aqui a nocao de estratificacao de Whitney, introduzida por Whitney

[28] e amplamente utilizada desde entdo. Uma referéncia para este assunto é [L].

Defini¢ao 1.10.1. Sejam M uma variedade suave e V- C M. Uma estratificacao local-
mente finita de V' € uma particao de V em subvariedades de M (chamadas de estratos)
tais que, para todo ponto de V existe uma vizinhang¢a em M que encontra apenas um

numero finito de estratos.

Definigao 1.10.2. Dizemos que a estratificacio {V,} de V satisfaz a condig¢ao de fron-

teira, se para dois estratos Vi, e Vj, tais que Vo, NV g # () entio V,, C V.

Condicoes de Whitney

Definigao 1.10.3. A estratificagcao {V,} satisfaz as condigoes de Whitney se para todo
par (Va, V) de estratos, tais que Vg esteja no fecho de V,, e para todo ponto y de Vs temos:

a) Para toda seqiéncia de pontos x; de V, convergindo para y, tal que o limite

lim T, (V) =T

1— 00
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eriste na Grassmanniana correspondente, entao T contém T,(Vj3).

b) Se além disso temos uma seqiéncia y; de pontos de Vi com limite y e tal que o
limite de direcoes

lim z;y; = A
1— 00

ezriste no espaco projetivo, entao T' contém A.

Estas sao as chamadas condi¢cao (a) e condicao (b) de Whitney.

Whitney mostrou em seu trabalho |28] que toda variedade analitica complexa admite
uma estratificacao satisfazendo essas duas condicoes.
Uma estratificacao que satisfaz as condi¢oes de Whitney e a condicao de fronteira é

chamada de estratificagcao de Whitney, ou estratificacao Whitney regular.

Exemplo 1.10.1. Consideremos como primeiro ezemplo o cone C' com vértice na origem,
e a estratificacao {V1,Vao}, onde Vi é uma geratriz do cone e Vo = C'\ Vi. Neste caso, as
condigoes (a) e (b) de Whitney nao sao satisfeitas. Para ver isto, basta considerar uma
seqiiéncia {x;} de pontos de C, situados todos sobre uma geratriz L do cone que nao seja

Vi, cujo limite seja a origem, de tal modo que o segmento T;y; tenha sempre a mesma

direcdo M.

A condigao (a) nao € satisfeita, ja que o limite dos espagos tangentes Ty, L nao contém
0 espaco To(V1), a verificacao de que a condi¢ao (b) também nao é satisfeita vem do fato

que X\ nao estd contida no limite dos espagos tangentes T, L.
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Exemplo 1.10.2. Consideremos agora a variedade V em C* dada pelo conjunto de zeros
de y? + 23 — 222 = 0.

Se tomarmos o eizo da coordenada t como um estrato Vi e a parte reqular da variedade
Vieg como sendo outro estrato, temos que a estratificagao {Vi,Va} satisfaz a condigio (a),
mas nao a condi¢ao (b). Porém se acrescentarmos um estrato de dimensao zero, a origem

de C3, teremos as duas condicoes de Whitney satisfeitas.

Figura 1.2: Variedade Singular.

1.11 Teoria de Morse

Apresentamos aqui os principais conceitos da teoria de Morse utilizada neste trabalho.

Como referéncia sugerimos [18].

Seja M uma variedade diferenciavel e f : M — R uma aplicacao diferenciavel C°.

Definicao 1.11.1. Um ponto p € M serd um ponto critico de f se a derivada de f no
ponto p for nula. Um ponto critico serd chamado nao degenerado, se a matriz hessiana

de f em p for nao singular, isto €, se esta matriz tiver determinante nao nulo. Os pontos

criticos nao degenerados sao ditos pontos de Morse de f.
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Definicao 1.11.2. A matriz hessiana define uma aplicagcao bilinear H no espaco tangente
T,M. O indice desta aplicagao é definido como sendo a dimensao do maior subespago V

de T,M no qual H ¢é definida negativa e é chamado indice de Morse de f em p.

Definicao 1.11.3. Dizemos que uma aplicacao f € uma fungao de Morse se todas os

seus pontos criticos sao nao degenerados, isto € se todos os pontos criticos forem pontos

de Morse.

Lema 1.11.1 (Lema de Morse). Seja p um ponto critico nao degenerado de f. Entao

existe um sistema de coordenadas locais (1, ...,T,) em uma vizinhanga U de p em M
tal que neste sistema de coordenadas p = (0,...,0) e
f@)=flp)—ai —a3— ... — a3+ 23, +...2%,

para todo x = (1, ...,xy) € U, em que \ € o indice de Morse de f em p.






Capitulo

2

O Teorema da Fibracao

As principais referéncias para este Capitulo sao [19] 22].

Definicao 2.0.4. O gradiente de uma funcio analitica f : C**' — C em um ponto

ze€C"™ éa(n+1)-upla

grad f(z) = ( H(2), a2 (2) )
em que a j-ésima componente € o complexo conjungado de %(z).
J

Seja p : I — C"! um caminho diferenciavel. A derivada direcional de f no ponto

p(t), na diregio do vetor 2(¢) ¢ dada por:

d dp
2 (fop)(t) = df(p(t)) - —(2).
Em termos dos elementos da matriz (%(z)) i) de df (z) e dos elementos da matriz
J 1x(n+1

(V1 ... Vp41) de 2(t), podemos escrever:

G0 D0 =3 52005, = (o), wrad f610)),

em que ( , ) é o produto interno hermitiano

41
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<’>: Cn+lxcn+1 -5 C

(a,b) — Z;Hll a;b;.

Assim, definicdo de grad f(z) é escolhida de maneira que a regra da cadeia para a

derivada de f ao longo de um caminho z = p(t) é da forma

Gt = (220, erad £ ).

Em outras palavras, a derivada direcional de f na direcao de um vetor v, em um ponto

z, pode ser expressa pelo produto interno

df (2) - v = (v, grad f(2)).

Agora, seja K a intersegao dos zeros de f com a esfera S, = {z € C"*;||z|| = ¢}.

Considere a aplicagao ¢ : S. \ K — S! definida por

Note que S. \ K é uma variedade diferenciével real de dimensao 2n + 1.

O proximo lema fornece uma caracterizagao dos pontos criticos de ¢.

Lema 2.0.2. Os pontos criticos de ¢ sao os pontos z € S. \ K para os quais o vetor

igradlog f(z) € um maltiplo real de 2.

Antes de demonstrarmos o Lema [2.0.2| faremos as seguintes observacgoes:

Observacgio 2.0.3. Para z € S.\ K, isto é f(z) # 0, podemos escrever ¢(z) = L

¢?) ¢ escolher, localmente, uma determinagio para log f(2) e 0(z). Nesta caso,

i6(2) = m%) —log f(2) — log |/(2)].

o que implica que

0(z) = Re(—ilog f(z)).
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Ao longo deste trabalho vamos considerar sempre uma determinacao local para o logaritmo

e para a func¢ao 6.

Observagao 2.0.4. Embora a fungao log f(z) possa ser definida apenas localmente, seu

gradiente pode ser estendido naturalmente para todo z € C"*1\ f=1(0). Basta notar que

gradlog f(z) = (aileog f(z),..., azinﬂlogf(z)) = (%g—i(z), ce %823; (z)) :

Ou seja,
grad /()
f(z)

Observacao 2.0.5. O espaco vetorial hermitiano C** pode ser pensado como um espaco

gradlog f(2)

vetorial euclidiano de dimensao 2n + 2, basta tomar o produto interno de z,z' € C*!
como sendo Re(z,2').

De fato, consideremos o isomorfismo v : C*"*1 — R?"*2 definido por

7(&1 + ’ibl, B o | + ibn+1) = (CLl, bl, ey py, bn+1).
Sejam z = (ay + by, ..., Gpp1 +ibypr) € 2 = (a) +b), ..., al, . +1ib), ). Entao:
n+1 n+1
Re(z,2') = Re() (a; +ibj).(a) — b)) = Y (a;a] + b;b}) = (7(2),7()),
j=1 j=1

em que (, ) denota o produto interno usual em R*"*2,

Podemos demonstrar agora o Lema [2.0.2

Demonstracao do Lema Como dim T¢(Z)Sl = 1, a derivada
do(2) : T.(S: \ K) — T¢(Z)Sl

nao seréa sobrejetora, isto é, z sera ponto critico de ¢, se, e somente se, do(z) for a aplicagao
nula.
Escrevendo ¢(z) = (), sabemos, pela Observacio 2.0.3| que (z) = Re(—ilog f(2)).

Derivando-se a fungao 6 ao longo de uma curva z = p(t), obtemos:
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F@op)(t) = Re(—ig(log f(p(t)))
= Re(smya(fop)(t))
= Re(j50y (F(1),grad f(p(t))))
= Re(2(t),igradlog f(p(t))).

Em outras palavras, a derivada direcional de 6, no ponto z = p(t), na dire¢ao do vetor

v = %(t), ¢ dada por

df(z) - v =Re (v,igradlog f(2)) .

Agora, se o vetor igradlog f(z) for um multiplo real de z (isto é, se este vetor for
normal a S.), pela Observacao 2.0.5| para todo vetor v tangente a S. \ K em z, a derivada

direcional Re (v,igradlog f(z)) sera nula. Como

$(z) = ") = do(z) = ¢(2)db(2),

segue que, para todo v € T,(S. \ K),

do(z) - v =¢(z)dd(z) -v = 0.

Por outro lado, se os vetores z e i grad log f(z) forem linearmente independentes sobre

os reais, entao existird um vetor v em nosso espaco euclidiano de maneira que

Re (v,z) =0
Re (v,igradlog f(z)) # 0.

De fato, se Re (igradlog f(z),z) = 0, basta escolher
v =igradlog f(z),

que é nao nulo, pois estamos considerando i grad log f(z) e z linearmente independentes

sobre R.
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Se, por outro lado, Re (i gradlog f(z), z) # 0, tomamos

Re (igradlog f(z), 2) 2

v =igradlog f(z) — Re (2. 2)

Neste caso, é facil ver que Re(v,z) = 0. Também, calculando Re (v,v), obtemos
Re (v,v) = Re(v,igradlog f(z)). Portanto, Re (v,igradlog f(z)) # 0, ja que o ve-
tor v escolhido é nao nulo.

Agora, pela Observacao Re (v, z) = 0 implica que v € T,(S: \ K). Além disso,
df(z) - v = Re (v,igradlog f(z)) # 0, isto é, do(z) - v = ¢(2)df(z) - v # 0. Portanto, z

nao é ponto critico de ¢. Isto conclui a demonstracao do lema. O

A partir deste ponto, vamos supor que f : C**1 — C é uma funcio polinomial nao
nula que se anula na origem de C"*!. Queremos provar que, para € > 0 suficientemente
pequeno, a aplicagdo ¢ : S. \ K — S' nao admite pontos criticos.

Vamos denotar por V' a hipersuperficie f~1(0) ¢ C"!,

Lema 2.0.6. Eziste € > 0 tal que, para todo z € C"** =V com ||z|| < & e 2z no dominio de

igradlog f, os vetores z e igradlog f(z) sao linearmente independentes sobre os reais.
Vamos demonstrar um resultado um pouco mais forte:

Lema 2.0.7. Seja f : C"*t — C uma funcdo polinomial nao nula que se anula na origem.
Eriste eg > 0 tal que, para todo z € C"™ =V com ||z|| < &g € 2 no dominio de igradlog f,

os vetores z e gradlog f(z) sao linearmente independentes sobre os complexos ou
gradlog f(z) = Az,

em que A\ € um numero complexo nao nulo, cujo argumento (arg\) em valor absoluto é
menor que, digamos, 7/4. Em outras palavras, \ estd no quadrante aberto de C simétrico

em relagao ao semi-eizo real positivo.

Observe que, desta maneira, a prova do Lema R.0.6]segue diretamente do Lema
Primeiramente, se z e gradlog f(z) forem linearmente independentes sobre os com-

plexos, também o serdo z e igradlog f(z). Porém, se gradlog f(z) = Az com A € C\ {0}
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e |arg\| < m/4, entdo A nao serd imaginario puro e, portanto, igradlog f(z) = (i\)z
com i\ € C\ R.
A demonstracao do Lema dependera do Lema de Selecao da Curva e do Lema

apresentados a seguir.

Lema 2.0.8 (Lema de Sele¢ao da Curva [19]). Seja V' C R™ um conjunto algébrico real,

e seja U C R™ um conjunto aberto definido por um nimero finito de desigualdades:
U={zeR""g(z)>0,...,9:(x) > 0},

1sto €, um conjunto semi algébrico. Se U NV contém pontos arbitrariamente proximos da

origem, isto é, se 0" pertence ao fecho de U NV, entao eriste uma curva analitica real
p:[0,0) — R™

satisfazendo p(0) = 0" e p(t) € UNV para todo t > 0.

Lema 2.0.9. Seja p : [0,0') — C™™ um caminho analitico real com p(0) = 0, tal que,
para cada t > 0, o nimero f(p(t)) € nao nulo e o vetor gradlog f(p(t)) é um mailtiplo

complezxo de p(t), isto é,

gradlog f(p(t)) = A(t)p(t), A(t) € C.

Entao arg A(t) — 0 quando t — 0.
Em outras palavras, A(t) € nao nulo para valores positivos de t suficientemente peque-

nos e

Demonstragao. Como p(t), f(p(t)) e grad f(p(t)) sdo fungoes analiticas reais, podemos

considerar suas expansoes em séries de Taylor em torno da origem:

p(t) = aglt® + at*T + apt®? + ..., a; € CMH
f(p(t)) = byt +0itPT +butP2 . b €C;
grad f(p(t)) = cot? +cit"™ + et 4+, ¢ e CVTL
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em que ag, by e ¢o sao nao nulos.

A identidade 4 (fop)(t) = <%(t), grad f(p(t))) nos mostra que grad f(p(t)) ndo pode

ser identicamente nulo, caso contrario, teriamos %( fop)(t) =0, o que implicaria f op
constante em uma vizinhanga de t = 0. Como f(p(0)) = f(0) = 0, f(p(t)) seria nula

nesta vizinhanca, contrariando a hipotese do lema.

Observe também que os expoentes «, [ e v sao inteiros positivos com « > 1 (pois
p(0) =0) e 8 >1 (pois f(0) = 0). Além disso, as séries sdo todas convergentes para,

digamos, [t| < ¢’

Por hipotese, para cada t > 0, temos gradlog f(p(t)) = A(t)p(t), entdo

grad f(p(t)) = A(t)p(t) f(p(t)).

Como as componentes dos vetores grad f(p(t)) e p(t)f(p(t)) sdo funcdes analiticas re-
ais, comparando as componentes correspondentes, podemos escrever A(t) como um quo-
ciente de funcoes analiticas reais, admitindo portanto, expansao em série de Laurent.
Considerando-se as expansdes de Taylor na igualdade grad f(p(t)) = At)p(t)f(p(t)),
obtemos:

Cotfy +...= )\(Iﬁ)(&o%lfaJrB + .. )

Assim, o desenvolvimento em série de Laurent de A é da forma:
AE) = Xt P14 eyt + ko> 4. ),

com cg = Agagby. Substituindo-se a equacao na expansao em série de poténcias da iden-

tidade
Grenn = (L) erad 160,

temos

6b0t6_1 +...= <oza0ta_1 + ... y )\anb_otﬁf + .. > = Oé||CL0||2)\_0b0ta_1+7 + ...
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Comparando-se os coeficientes principais, segue que 8 = af|ag||?Xo. Isto &, Ay é um
nimero real positivo.
Para calcularmos lim(A(¢)/|A(t)]) é necessario assegurar que A(t) # 0 para t # 0 em

alguma vizinhanca de zero. Esta condicao seré satisfeita devido & igualdade
ME) = Mt P (L + ket + kot? +..).

De fato, como (1 + kyt + kot®> + ...) é continua e tem limite 1 quando ¢ — 0, dado &” > 0

suficientemente pequeno, existe uma vizinhanca de ¢ = 0 na qual (1 + kit +...) > €.
Logo,

AME) = Mot 7P (A4 ot + kot® 4. > "\t 7OF
para t # 0 nesta vizinhanga. Mas, como \g > 0, concluimos que

Mt) L Xt TP kgt + hat? 4.

I -
50 INE)] 50 Mot B||(1 + kot + kt2 + . .)]

O

Demonstrag¢ao do Lema Suponha primeiramente que existam pontos z € C"™'\ V|
arbitrariamente proximos da origem, e escalares A € C, com gradlog f(z) = Az # 0 e

|arg A\| > 7/4. Isto é, suponha que X pertenga ao semi-plano aberto
Re((1+i)\) < 0,

ou ao semi-plano aberto

Re((1 —i)\) < 0.

Queremos expressar estas condicoes por meio de equacoes e inequacoes polinomiais,
para aplicarmos entao o Lema de Selecao da Curva.

Seja W o conjunto de todos os z € C™™! para os quais os vetores grad f(z) e 2 sao
linearmente dependentes sobre C. Entao, z € W se, e somente se,

Bf af
Zja = Zka—zj, j,k—l,,n—l—l
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De fato, se para algum A € C tivermos

(g—i(z), e %(z)) = M21,-- 5 Zng1),s

segue que
d ]
zka—jj(z) =z =22L(2), jk=1,...,n+1
Por outro lado, se z # 0, entdao z = (z1,...,2,41) com z, # 0, para algum s. Assim,

podemos escrever

20 = Z(z), j=1,....n+1,
logo,
) E) 9 nt1 O %)
ED o) = GEG-2EG) = 10w

Ou seja, grad f(z) e z sdo linearmente dependentes sobre C. (Note que, se z = 0 € C"™!,

entdao z pertence trivialmente a W)

Escrevendo z; = x; + 1y; e tomando as partes real e imaginaria das equacgoes

of of

Zja_Zk(Z) = ch‘)_zj(z)’

obtemos (lembrando que f é polinomial) uma cole¢ao de equagoes polinomiais nas variaveis

reais z; e y;. Isto mostra que W C C"*! é um conjunto algébrico real.
Notemos que um ponto z € C""1\ V pertence a W se, e somente se,

grad f(2)

——— = )z,
f(z)

para algum A\ € C, isto é,
grad f(z) = Af(2)z.

Tomando o produto interno por f(z)z, obtemos

(grad f(2), F(2)z) = Al[f )=
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Em outras palavras, o nimero A multiplicado por um ntmero real positivo é igual a

N(z) = <grad f(2), f(z)z>, e portanto,
arg A = arg \'.

Note que A" é uma fungdo polinomial, a valores complexos, nas variaveis reais z; e y;.

Agora, denotemos por U, (respectivamente U_) o conjunto aberto constituido de todos

os z € C"™! que satisfazem a desigualdade
Re((1+9)N(2)) <0

(respectivamente Re((1 — i)\ (z)) < 0).

Observe que se z € V, isto é f(z) = 0, entdo N'(z) = 0 e z ndo pertence a U, nem a

U_. Ouseja, Uy CC"MI\VeU_ cCcCM!\V.

Escrevendo cada componente z; de z como z; = z;+iy; em N'(z) = (grad f(z), f(2)z)
e substituindo-as nas expressoes para U, e U_, verifica-se que estes sao conjuntos semi-

algébricos reais.

A hipotese de existirem z € C"™'\ V arbtrariamente proximos da origem, com

gradlog f(z) = Az # 0 e |arg A| > 7/4 é entdo equivalente a

zeWnNULUU)=WnNU)Uu(WnNU-)

0eWN(U, Ul ) =WnU,UWNU_,

em que barra denota o fecho do conjunto.

Portanto, pelo Lema de Selecao da Curva, deve existir um caminho analitico real

p: [075) — Cn+17
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com p(0) =0 e com p(t) € WNU,, oup(t) € WNU_, para todo t > 0. Em qualquer dos

casos, obtemos
grad log f(p(t)) = A(t)p(t), com |arg A(t)| > w/4, para todo t > 0.

O que nao pode ocorrer, pois p(t) € (U, UU_) implica p(t) € C*™ \ V, para ¢ nio nulo,
de onde segue que f(p(t)) # 0, para todo ¢ # 0. Entao poderiamos aplicar o Lema [2.0.9]
para obtermos uma contradicao.

Esta contradicao nao completa a demonstracao: permanece a possibilidade de existi-

rem pontos z € C"*! — V| arbitrariamente proximos da origem, satisfazendo
gradlog f(z) = Az, com A =0 ou |arg \| = w/4.
Neste caso, definimos o conjuno algébrico real
W= {zeC" (Re((1+9)N(2))) - (Re((1 —)A(2))) = 0}
e o conjunto semi-algébrico real
U={zeC|f(2)|I > 0}.

Estamos supondo que z € (W N W) NUe0 € m Novamente, pelo Lema
de Selegao da Curva, deve existir um caminho real analitico p : [0,0) — C"*! tal que
p(0)=0ep(t) € (WNW)NU, para todo t > 0.

Agora, p(t) € W implica que gradlog f(p(t)) = A(t)p(t) e p(t) € W implica que
At) = N(t) =0 ou |arg A(t)| = |arg N (t)| = 7/4, t > 0. Como também temos p(t) € U,
entdao f(p(t)) # 0, para t > 0, e podemos aplicar 0 Lema P.0.9] para novamente obtermos

uma contradicao. O
Agora, usando o Lema obtemos o seguinte corolario:

Corolario 2.0.10. Nas condicoes do Lema se € < &g, a aplicagdo ¢ : S:\ K — S*

nao terd pontos criticos.
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Assim, para cada € € S', o espaco
Fy=¢ () CS.— K
¢ uma variedade diferencidvel de dimensao real 2n.

Definicao 2.0.5. O numero €y acima € chamado raio de Milnor de ¢. A variedade Fy,

¢ dita fibra de Milnor da aplica¢ao ¢.

Para demonstrarmos que ¢ é de fato a projecao de uma fibragao localmente trivial,
faremos um uso mais refinado do Lema P2.0.7] de modo a controlar cuidadosamente o

comportamento de ¢(z) quando z tende ao conjunto K, onde ¢ nio esta definida.

Lema 2.0.11. Se ¢ < ¢, entao existe um campo de vetores diferencidvel, v(z), tangente

a S: \ K tal que, para cada z em S: \ K, o produto interno hermitiano

(v(z),igradlog f(2))
é nao nulo e tem argumento em valor absoluto menor que /4.

Demonstragao. Iniciaremos a demonstragdo construindo campos de vetores em S. \ K
localmente: dado um ponto z, em S, \ K, exibiremos um campo v,(z) ao longo de uma
vizinhanca U, de z, de maneira que as propriedades do teorema sejam satisfeitas. Em
seguida, usaremos uma parti¢do da unidade para obtermos v(z).

Seja z, € S. \ K, consideremos os casos:

Caso 1: Suponha z, e igradlog f(z,) linearmente independentes sobre C.

Entao, as equagoes
<U7 Za) - 07

(v,igradlog f(z,)) =1
admitem solugoes simultaneas v, pois, substituindo v = (vi,...,Vp41), 20 = (27, ..., 204 1)
e igradlog f(z,) = (u1,...,uns1) nas identidades, obtemos um sistema de duas equagoes

lineares com n + 1 variaveis.
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Em particular, existe uma tinica solugao simultanea no espaco gerado pelos vetores z,

e igradlog f(z,). Isto é, uma tnica solu¢ao da forma

v =az, + figradlog f(z,), com «,f € C.

De fato, como z, e igradlog f(z,) sdo linearmente independentes sobre C, o determinante

de Gram [23],

<Za7 Za> <1 grad 10g f(za)v Za>
(o igradlog f(z,) (igradlog f(z,),igradlog f(z,))

detG =

é nao nulo. Logo, o sistema linear, nas variaveis « e (3,

(0, 20) = @ (20, 20) + B (i grad log f(24), 7) = 0
(v,igradlog f(z.)) = a(z,,igradlog f(z,)) + 5 (igradlog f(z,),igradlog f(z,)) =1

tem uma tunica solucao dada por
a = g (igradlog f(z.), za)
/B = de:tL;G <Za7 Za)

portanto,
1

V= G[(Za, z.)igradlog f(z,) — (igradlog f(24), za) Za)-

Agora, observe que a fungao h: S.\ K — R definida por
h(z) = det G(z) = ||z[]*|| igradlog f(2)|]* — | (2,igrad log f(2)) |”

¢ uma fungio C*°. Entdo, como h(z,) # 0, existe uma vizinhanga U} de z, tal que

h(z) # 0 para todo z em U}. Além disso, a fungao g : S. \ K — C definida por

9(z) = ||2|*igradlog (=) — (igradlog f(z), =) =
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¢ C* e nao nula em z,. Logo, existe uma vizinhanca U? de z, tal que g(z) # 0, para todo

z em UZ. Assim, podemos definir

B ||z||*igradlog f(z) — (igradlog f(z), 2) 2
%% = [ |el Tgradlog f(2)|F — | (=, 1 gradlog f(2))

para todo z € U, = Ul N UZ.

Por construgao, para todo z € U,, obtemos

<Ua(z>’ Z> =0,
(va(2),igradlog f(z)) = 1.

A primeira equagao garante que Re (v,(2),z) = 0, isto é, que v,(z) é tangente a S, \ K

em z.

Caso 2: Se gradlog f(z,) for igual a Az,, A € C, entao basta tomar
V=12,
Assim, Re (iz,, z,) = 0 e, pelo Lema 0 ndimero
(izq, igradlog f(z.)) = Allzal|”
tem argumento em valor absoluto menor que 7/4. Usando a continuidade da fungao
z +—> |arg (iz,igradlog f(z)) |
conseguimos uma vizinhanca U, de z, tal que
|arg (iz,igradlog f(z)) | < m/4
para todo z em U,. Definimos entao,

va(2) =iz, Vz € U,.
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Desta maneira, cobrimos S. \ K por abertos U, em cada qual esta definido um campo
de vetores tangentes satisfazendo as propriedades requeridas. Finalmente, utilizando-se
uma partigao diferenciavel da unidade, obtemos um campo de vetores global v(z). Tal
campo sera tangente a S. \ K pois, para cada z, v(z) é dado por uma combinacao linear
com coeficientes reais (fornecidos pela partigao) de vetores tangentes. Precisamos porém,

garantir que as "colagens'destes campos locais mantém a propriedade

|arg (v(z),igradlog f(z)) | < 7/4.
E o que faremos na proposicio seguinte.

Proposigao 2.0.12. Sejam u, vg,,...,v,, vetores de C"'! tais que

larg (va,, u)| < w/4, i=1,... n.

Entao para toda combinacao linear nao nula, v = a1V, + ... + Qpv,,, com coeficientes

reais, temos |arg (v, u)| < w/4.

Demonstra¢ao. Mostraremos que o resultado é valido para v = ayv,, + @2v,,, 0 caso geral

segue por indugao. Considere

g = arg(v,u),
Bl = arg <061Ua1 ) u> = arg <U¢117u> )
By = arg(Qovay,u) = arg (v, u).

Por hipotese, 81| < m/4 e |2] < /4. Queremos mostrar que |5 < w/4. Agora,

[(a1va1, u)| cos B1 + [(Qovaz, u)| cos B = Re (a1Va1, u) + Re (aava2, u)
= Re (1041 + QoU42, 1)

= [{a1Va1 + 242, u)| cos B.

Mas,

{11 + Q2Va2, u)| cos B < [{a1va1, u)| cos B + [(azvaz, u)| cos B.
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Logo,
[{a1va1, u)| (cos B — cos B) + [{aaVa2, u)| (cos By — cos B) < 0. (2.0.1)
Agora, suponha que || > m/4. Entao cos 8 pertence ao intervalo [—1, \/75] Como
cos 1 > \/75 e cos [y > ‘/75,
segue que
(cos By —cosfB) >0 e (cosfy—cosf) >0,
o que contradiz a Equacao m Portanto, 3| < 7. ]
Isto conclui a demonstracao do Lema O

Considere agora a normaliza¢do do campo v(z):

w(z) =v(z)/Re (v(z),igradlog f(z)) .

Note que w(z) também é diferenciavel e tangente & S. \ K. Além disso, w satisfaz as

seguintes propriedades:
Re (w(z),igradlog f(z)) =1
|Re (w(2), gradlog f(z))| <1

De fato, pelo Lema [2.0.11}

Re (v(z),igradlog f(z))
Re (v(z),igradlog f(z))

Re (w(z),igradlog f(2)) = =1

Re (w(z), igradlog f(2)) = f?ee(iv((z?,7¢ggrrtiillooggj;((zz)>>> '

_ |Im (v(z),igradlog f(z))
Re (v(z),igradlog f(z))

< 1.

Em seguida, trabalharemos com as trajetorias da equacgao diferencial

dz_
dt

w(z).
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Lema 2.0.13. Dado zy € S: \ K, eziste um unico caminho diferencidvel
p:R— S.— K
. L . dp L
que satisfaz a equagao diferencial %(t) = w(p(t)), com condigao inicial p(0) = zo.

Demonstragao. Pelo Teorema de Existéncia e Unicidade de solugao de uma equagao dife-
rencial, tal solucao existe localmente e pode ser extendida a um intervalo maximal aberto
de R. Como S\ K nao é compacto, para que seja possivel extender a solugao a toda
reta real, deve-se assegurar que p(t) nao tende a K quando ¢ tende a algum limite finito
to. Isto é, devemos garantir que |f(p(t))| ndo tende a zero, ou equivalentemente, que

Relog f(p(t)) ndo tende a —oo, pois log |f(p(t))| = Relog f(p(t)). Mas, a derivada

<+ Retog( 0 )(1)) = Re { (1), grad1og f(6(1) ) = Re (w(p(0), gradlog / ((0)

tem valor absoluto menor que 1. Portanto, Relog f(p(t)) é limitada em cada vizinhanga

finita de ¢. O

Escrevendo ¢(z) =€), segue da demonstracio do Lema e das propriedades do

campo w(z) que

d dp, . .
—(0op)(t) =Re ( —(t),igradlog f(p(t))
dt dt

é identicamente 1, para todo z = p(t) que é solugao de d—i = w(t). Portanto,

O(p(t)) =t + constante =t + 0(p(0)).

Em outras palavras, ¢ projeta cada solugao p(t) em um caminho que percorre S no

sentido anti-horario com velocidade unitéaria.

Observacgao 2.0.14. Se p(t) é um caminho na variedade Fy, entdo

0= (0000 = Re(“F(0).tgrad oz f(1) ).
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Isto nos diz que, sequndo o produto interno real usual, o vetor i gradlog f(p(t)) € ortogonal
a Fy em z = p(t). Mas, entao, a propriedade Re (w(z),igradlog f(2)) =1 diz que w(z)
tem componente nao nula no espago normal a Fy em z, ou seja, as curvas integrais de

w(z) sao transversais as variedades Fy.

A observagao acima, juntamente com a descricao do comportamento da funcao 6 ao
longo de cada curva integral do campo w(z), 8(p(t)) = t + 6(p(0)), sugerem como deve

ser feita a “colagem'das fibras para obtermos a trivializacao.

Consideremos o fluxo sobre S. \ K, gerado pelo campo w, isto é:

h: (S.\K)xR — S.\K

(z,1) —  p.(t),

em que p, : R — S, \ K é a tnica curva integral com p,(0) = z. Note que h; : S.\ K —
S: \ K dado por hi(z) = p,(t) é um difeomorfismo para cada t € R. De fato, para cada

t € R, a aplicacao h; é diferenciavel. Além disso, para t; e t; em R, temos

Blhuyrn(z) = () — (0-(ttis)

— i0(2) ) i((0(2)+t2)+)
_ 0= (t2)) ) — 0Py (1) (1))
— iy (0=(12))) — i6(he, (e (2)))

= 0hohy () = ¢(hy o hy,(2)).

Como estamos trabalhando com uma determinacao local de 6(z) entdo ¢(z) é injetora.

Portanto,

h‘tl © htz (Z) = ht1+t2 (2)

Em particular, h; '(2) = h_(z), de onde segue que h; ¢ um difeomorfismo.

Observe também que cada fibra Fy = ¢~ 1(e?) é levada sobre a fibra Fy,; por cada h;.

De fato, se z € Fy, entao

P(he(2)) = p(p=(t)) = e0P=() — Sit+6(p=(0))) _ Li(t+6(2)) _ ei(t+9)7
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de onde segue que h(z) € Fy;. Como h; é difeomorfismo, segue a afirmagao.

Apos este longo trabalho, podemos enfim demonstrar o Teorema da Fibracao:

Teorema 2.0.15 (O Teorema da Fibragao). Seja o um raio de Milnor da aplicag¢io ¢.

Para 0 < € < gy, 0 espago S: \ K € um fibrado diferencidvel localmente trivial sobre S*,

o _ f(®)
com proje¢ao ¢(z) = o

Demonstracio. Dado e € S', seja Uy um intervalo aberto em S' da forma
Up=1{e"eS: teJy=(0—a,0+a),0<a<l+7}
e considere a aplicacao

Yo: Upx Fy — ¢ 1(Up)
(e®,2) = hig(2).

Entao,
(¢ 0wo)(e", 2) = B(he-o(2)) = Glps(t — 0)) = 7@ = (H=0HIE) — i,

pois z € Fy, isto é, 0(z) = 6. Em outras palavras, ¢ é uma projegao.

Precisamos mostrar ainda que ¢y é um difeomorfismo. Que 1)y é diferenciavel, segue

da composigao de aplicacoes diferenciaveis:

U@ X Fg — Jg X Fg — Fg X (—a,a) — quil(Ug)

(e z) +—— (t,2) > (z,t—0) +—— h(z,t—10),
pois ¥g(e®, z) = h(z,t — 0).

Considerando a aplicagao g : ¢~ (Uy) — Uy x Fy, dada por

9(2) = (8(2), ho—arg () (2)) = (€7 hg_g() (2)),
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obtemos,

Isto é,
ng o0g = qub—l(U@)-
Por outro lado,
g(We(e",2)) = g(hi—o(2))
G(he-6(2)), ho—ang (o (2)) (hi-6(2)))

e t, hgft(htfg(z))

(
= (
(e, ho(2)) = (e, 2).

Isto é,

g Od}e = IdUgXFg'

Portanto, g = 1, !, Para mostrarmos que Yy 1 ¢ diferenciavel, basta considerar a aplicacao
z— <Z7 arg gb(Z)) — <Z7 0 — arg ¢(2)) — h<Z7 0 — arg ¢(2)) - he—arg(z) (Z);

que ¢ uma composicao de aplicaces diferencidveis. Logo, as componentes ¢(2) € hg_arg ¢(2)(2)

de g(2) sdo diferencidveis. Portanto, g = v, " é diferencidvel.



Capitulo

3

A Topologia das Fibras

Continuaremos a estudar a fibragao localmente trivial, obtida no capitulo anterior,
¢:S.\ K — S!

associada a uma fungdo polinomial complexa nao nula f(z1,...,2,41) que se anula na
origem. Pelo Corolario2.0.10} cada fibra Fy = ¢~1(e) ¢ uma variedade suave de dimensao
real 2n. O principal resultado apresentado neste capitulo refere-se a topologia destas

variedades e esta descrito no seguinte teorema:

Teorema 3.0.16. Cada fibra Fy tem o tipo de homotopia de um complexo CW finito de

dimensao n.

A demonstracao do Teorema, dependera de um estudo da teoria de Morse as-
sociada a funcao real diferenciavel, |f|, restrita a Fy. Neste caso, sera mostrado que o
indice de Morse de |f| em um ponto critico é > n. Deste modo, nosso primeiro passo sera

identificar os pontos criticos desta aplicacao.

Considere a aplicacao diferenciavel agy : Fy — R, definida por

ag(z) = log | f(2)]

61
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Como a derivada da fungao real logaritmo é um isomorfismo, os pontos criticos da funcao
ag sao os mesmos de |f| restrita a Fy. E conveniente trabalharmos com a fun¢do ay ao
invés de |f| devido a caracterizagao da derivada direcional , dada no capitulo anterior,

que envolve a fun¢ao log f(z).

Lema 3.0.17. Os pontos criticos de ag(z) = log|f(2)| em Fyp sdo os pontos z € Fy para

0s quais o vetor gradlog f(z) é um miltiplo complezo de z.

Demonstracdo. Escrevendo f(z) = |f(z)|e'*#/() e considerando a equacio

log f(2) = log(| f(2)|e'*#/®) = log |f ()| + i arg f(2),

obtemos

Relog f(z) = log|f(2)].

Derivando-se a fungao log|f(z)| = Relog f(z) ao longo de uma curva z = p(t) em

C"1\ V, observamos que a derivada direcional na dire¢io v = %(t) é descrita por

%Re log f(p(t)) = Re (v, gradlog f(p(t))) ,

basta aplicar a regra da cadeia e lembrar que £ (f op)(t) = df (p(t)) - E(t) e

_ grad f(p(1))

rad lo
g g f(p(t)) o)

Assim, z serd ponto critico desta aplicacao, restrita a Fjp, se, e somente se, o vetor
gradlog f(z) for normal a Fy em z. (Aqui, “normal” significa ortogonal a todo vetor

tangente, segundo o produto interno real).

Mas, segundo o produto interno real, z é normal a S; e, portanto, a Fy. Também, pela
Observacao 2.0.14] o vetor igradlog f(z) é normal a Fy em z. Como Fy tem codimensio
real 2 e os vetores z e igradlog f(z) s@o linearmente independentes sobre R (Lema [2.0.6),

conclui-se que os vetores z e igradlog f(z) geram o espago normal a Fy em z. Deste
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modo, z serd ponto critico de ay se, e somente se, existirem A, Ay € R de maneira que

gradlog f(z) = A1z + Ay igradlog f(2),

isto é,

gradlog f(z) = T )\22,2.

Observacao 3.0.18. O espacgo tangente a Fy em um ponto critico z de ag €, de fato, o
subespaco vetorial complexo de C** constituido de todos os vetores v € C'*! tais que
(v,2) = 0. Isto seque do fato que, se igradlog f(z) for um mailtiplo complexo de z,
entao um vetor v serd real ortogonal a ambos z e igradlog f(z) se, e somente se, ele for
complexo ortogonal a z. Com efeito, temos:

Re(v,z) =0 Re (v,z) =0

=
Re(v,igradlog f(z)) =0 Re (v, (A +iX2)2z) = 0; A, A2 € R;

Re(v,z) =0 Re(v,z) =0
<~ <~
Re (v, \1z) + Re(v,ilgz) =0 Re (v,i)g2) = 0;

Re(v,z) =0 ,
— , isto €, (v,z) = 0.
Im (v, z) =0,

Estudaremos agora, a Hessiana de ay em um ponto critico, de modo a computar
seu indice de Morse. Usaremos a seguinte interpretacao da Hessiana: Dado um vetor v
tangente a Fj em um ponto critico z, escolheremos um caminho diferenciavel p : R — Fj
com vetor velocidade % = v em p(0) = z. Entao a derivada segunda

d2

ag(t) = ﬁao(p(t))

em t=0 podera ser expressa como uma funcao quadratica. Tal funcao quadratica seré a

Hessiana de ag.
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Lema 3.0.19. Com a notagdao anterior, a derivada sequnda de ap(p(t)) em t =0 € dada

por uma expressao da forma

(g = Z Re(bjrvvi) — o],

em que (bjr) € uma matriz de nimeros complezos e ¢ é um nimero real positivo.

Demonstra¢ao. Note primeiramente, que o caminho p(t) esta contido na variedade Fy.

Portanto # & constante ao longo deste caminho. Derivando-se a identidade

A
1A
ag(p(t)) = log | f(p(t))| = log f(p(t)) — 10,

obtemos

n+1
8logf dp]
o8 f = Z 0z; dt

Derivando-se mais uma vez,

”Z“(alogf)@+ ”i(auogf dp; dpy
Oz; ~ dt? 020z, " dt dt

j=1 jk=1

ap =

Escolhendo ¢t = 0, gradlog f(z) = Az, A € C (pelo Lema [3.0.17), e usando a notacao

0% log f
20z
podemos reescrever
n+1
dpg = (P, Az) + Z Djyvjug,
k=1

em que o lado esquerdo da equagao é real, pois é a segunda derivada de uma funcgao
real. Agora, multiplicando-se os dois lados da equacao por A e tomando-se a parte real,

obtemos:
n+1

dyRe(\) = [\"Re (5, 2) + > Re(ADjxv;vz).

jk=1
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Substituindo-se a identidade Re (p, z) = —||v||?, obtida derivando-se (p(t), p(t)) = €* duas
vezes, encontramos
n+1
dyRe()) = > Re(AD;xvue) — [[Mv][.
Jk=1

Pelo Lema temos Re(\) > 0. Entéao, dividindo-se a equagao por Re(\), concluimos

a demonstracao. O
Podemos avaliar agora o indice de Morse da funcao ag.
Lema 3.0.20. O indice de Morse de ag : Fy —> R em um ponto critico é > n.
Demonstrag¢ao. Como vimos no Capitulo 1, o indice de Morse, I, da funcao quadratica
n+1
H(v) = Re( ) byv;or) — cl[v]f,

jk=1

com v variando em T, Fy, é definido como sendo a dimensao méaxima dentre os subespacos
vetoriais de T, Fp, nos quais H é definida negativa.

Se H(v) > 0 para algum vetor v, ndo nulo, entdo H(iv) < 0, pois o primeiro termo
na expressao para H(v) muda de sinal, enquanto o segundo termo permanece negativo.
Note que, pela Observacao [3.0.18] o vetor v também esta em T, Fp.

Consideremos a decomposicao do espaco tangente T, Fp em uma soma direta real
T.Fp=To® 11,

na qual a Hessiana é definida negativa em 7Tj e definida semi-positiva e 7. Deste modo,
a dimensao de Ty é igual ao indice de Morse, I, de H.

Por outro lado, H também é definida negativa em 77. Logo,
I > dim(iTy) = dim Ty = dim T, Fy — dim Ty = 2n — 1.

Portanto, I > n. O]

O proximo passo é verificar que os pontos criticos situam-se todos em um subconjunto

compacto de Fy.
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Lema 3.0.21. Existe uma constante real ng > 0 tal que, se z € Fy for ponto critico de ay,

entao |f(z)| > ng. Isto €, os pontos criticos de ag estao todos no subconjunto compacto

Co = {z € Fo;[f(2)] = mo}-

Demonstra¢ao. Suponha que existam pontos criticos z de ag = log|f]|, com |f(z)| arbi-
trariamente proximos de zero. Entao estes pontos criticos tém um ponto limite zy no
conjunto compacto S, de maneira que |f(2)| — |f(20)] = 0. Assim, se encontrarmos
uma curva diferenciavel p : (0,6) — Fp, com p(t) — 2o quando t — 0, ao longo da qual

| f| ndo pode tender a zero, chegaremos a uma contradigao.
Seja
W = {z € C""; grad f(z) = Az, A € C}.
Vimos na demonstracao do Lema que W é um conjunto algébrico real.

Considere também,
By = {z € C"™; Re(ie ™ f(2)) = 0},

que é um conjunto algébrico real, ja que f é polinomial. Considere por fim, o conjunto
semi-algébrico real

Up = {z € C"™; Im(ie " f(2)) > 0}.

Observe que, z € Uy N By se, e somente se, arg f(z) = 6.

Estamos supondo entao, que existem pontos z arbitrariamente proximos de zy; com
S ((SsmWﬂBg)mU9> C Fy.

Como S. também é um conjunto algébrico real, pelo Lema de Selecao de Curva, existe
uma curva diferenciavel p : (0,0) — Fp, com p(t) € WNByNUy e com p(t) — 2y quando
t — 0. Entao, usando o fato de p(t) pertencer a W e o Lema [3.0.17] observamos que p(t)

é constituido de pontos criticos de ay. Deste modo, a fungao ag, e portanto |f|, é constante
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ao longo desta curva. Como p(t) € Fy, |f(p(t))| deve ser constante nao nula. De onde
segue a contradicao.

Mostremos por fim que o conjunto Cy é, de fato, compacto. Considere o subconjunto
fechado de C™*!
Ag = {z € C" | (2)] = 10}

Entao,

Agﬁ(SE\K):AgﬂSE e Co = AypN Fy.

Como ¢~ 1(e?) = Fy ¢ fechado em S.\ K, entao Fp = F'N(S.\ K), para algum F fechado

em C""1. Assim,
C@ZA@QFQZA@QFQ(SE\K>:AQQFQSE,

ou seja, Cy é um subconjunto fechado de S. que é compacto em C"*!, portanto Cy é

compacto em S; e, consequentemete, em Fj. ]
Lema 3.0.22. Eziste uma aplicacao diferencidvel
Sg - Fg — R+

tal que os pontos criticos de sy sao nao degenerados, com indice de Morse > n e tal que

para | f(z)| suficientemente prozimo de zero.

Demonstragao. Segue do fato que as fungoes de Morse formam um aberto denso em
C>®(Fy,R) com a topologia de Whitney: Segundo Morse [20], Teorema 8.7, pag. 178,
podemos escolher uma fungao sy que coincida com | f| exceto em uma vizinhanga compacta
do conjunto critico, de maneira que sy tenha apenas pontos criticos nao degenerados e
suas derivadas primeira e segunda se aproximem uniformemente das derivadas primeira e

segunda de | f| sobre qualquer vizinhanga compacta de Fy. Como todos os pontos criticos
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de |f| tém indice > n, segue que se a aproximagao for suficientemente proxima, os pontos
criticos de sy também terdo indice > n (veja [18], 22.4). Isto completa a demonstracao.

]

Observacao 3.0.23. Como o0s pontos criticos de sy sao nao degenerados, eles sao isola-
dos. Além disso, os pontos criticos de sq estao contidos em um compacto. Portanto, sy

tem somente um nimero finito de pontos criticos.
Agora podemos provar o Teorema B.0.16

Demonstragcao do Teorema |3.0.16] Para aplicarmos a teoria de Morse na sua forma usual,
¢é necessario considerar uma aplicagao nao degenerada gy : Fy — R com a propriedade:
o conjunto dos z em Fy com gg(z) < ¢ é compacto, para toda constante real ¢. Em outras
palavras, a aplicacao gy deve ser propria e limitada inferiormente.

Afirmamos que a fun¢ao

9o(2) = —log s4(2)

satisfaz esta condicao. Ou seja,

¢ compacto para cada c.
De fato, seja My uma vizinhanga compacta dos pontos criticos de |f|, fornecida pelo
Lema [3.0.22] fora da qual |f| = sy. Com um argumento analogo ao dado para garantir a

compacidade de Cy no Lema [3.0.21] concluimos que o conjunto
{z € Fo;|f(2)] = e™7}
¢ compacto para cada c. Como sy(z) = |f(2)| fora de My, segue que:
sq[e7%,00) C (|f1/Fp) "™, 00) U My,

para cada c, ou seja, s;l[e_c, o0) é um fechado em Fy contido em um subconjunto com-

pacto de Fy, portanto é compacto em Fj.
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Como o indice de Morse I de sy ou de log sy em um ponto critico z é maior ou igual

a n, o indice de Morse de — log sy é
Iy=dimT.Fy — I =2n—1<n.

Agora, de acordo com o principal teorema da teoria de Morse 18], a variedade Fjy tem o
tipo de homotopia de um complexo CW de dimensao < n, obtido pela adjuncao de uma
célula de dimensdo I, para cada ponto critico de indice Iy < n. Como existe apenas um

ntmero finito de pontos criticos, o complexo C'W é finito. Isto demonstra o teorema. [J






Capitulo

4

A Topologia das Fibras para o caso de

um ponto critico isolado

Neste capitulo consideraremos a hipotese adicional de que a funcao polinomial com-
plexa f(z1,...,2,41) ndo tem pontos criticos em uma vizinhanga da origem, exceto pos-
sivelmente na propria origem. Isto é, a origem serd um ponto nao singular ou um ponto
singular isolado da hipersuperficie V' = f~1(0). Vamos supor também que n > 1.

Seja S. contida em uma vizinhanca da origem, nas condicoes acima. Entao, o vetor

grad f(z) é ndo nulo para todo z # 0 nessa vizinhan¢a, em particular para z € S..

Lema 4.0.24. Os pontos criticos de f|s. sao os pontos z em S. para os quais o vetor

grad f(z) é um mailtiplo complexo de z.

Demonstrag¢ao. Como TS, é um espago vetorial real, consideramos a identificagao natural

de C com R? e teremos z € S, ponto critico de f|s. se, e somente se, o nicleo da derivada

d(fls.)(z) = df (2)|r.s. : 1.5 — R?
v —> (v, grad f(2))

tem dimensdo maior ou igual a 2n, ja que 7,S. tem dimensdo 2n + 1. (Note que se

considerassemos n—0, entdo todo z em S. seria critico de f|s..)
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Suponhamos que z e grad f(z) sejam linearmente independentes sobre C. Afirmamos
que z nao é critico de f|s.. De fato, se z e grad f(z) sdo linearmente independentes sobre

C entao o sistema
(v,2) =0

(v,grad f(z)) =1
tem solugdo v # 0. A primeira equacao fornece Re (v, z) = 0, ou seja, v € T.S.. Mas,
(iv,z) = i(v,z) = 0. Portanto, v também pertence a T,S;. e (iv,grad f(z)) = i, pela
segunda equagao. Como os vetores v e iv sao linearmente independentes sobre R, entao o
nicleo de d(fl|s.)(2) tem dimensdo menor ou igual a (2n+ 1) — 2 = 2n — 1, de modo que
z nao é critico.

Por outro lado, se grad f(z) = Az, para algum A\ em C. Entao,

ker(d(f|s.)(z)) = {veT.S;(v,grad f(z)) = (v, A\z) = 0}
= {veC";Re(v,2) =0, (v,\z) =0}
= {veC";(v,2) =0},

que é um espaco vetorial real de dimensao 2n. Logo, z é critico. Isto completa a demons-

tracao. O

Lema 4.0.25. Para € > 0 suficientemente pequeno, K = S. NV nao contém pontos

criticos de f|s..

Demonstragao. A demonstracdo é baseada no Lema de Selegao da Curva

Sejam os conjuntos algébricos reais
V=f10) e W={zeC"grad f(z) = A\z,\ € C}
e seja U o conjunto semi-algébrico real,
U={z€C"(z2) =" > 0} =C"""\ {0}.

Suponhamos, por absurdo, que para todo ¢ > 0 exista z € V, critico de f|s.. Entao

0e VNWNU e, portanto, pelo Lema de Selecao da Curva, existe uma curva analitica
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real

p:[0,8) — CH!

com p(0) =0ep(t) e VNWNU para t > 0.

Agora, como p(t) € V, temos f(p(t)) = 0 para t € [0,¢), de onde segue que

(Pit).grad 50(0) ) = (7 00)(0) =0.

De p(t) € W, temos grad f(p(t)) = Ap(t) para algum A € C. Mas, entdo,

0= <%(t),gradf(p(t))> = <E(t)aAp(t)>’

logo,
0= 2Re (% (0).510)) = IO

Em outras palavras, p(t) é constante e, como p(0) = 0, devemos ter p(¢) = 0, contrariando

o fato de, por construgao, p(t) pertencer a U, para t > 0. Esta contradicdo demonstra o

Lema [4.0.25] O

Lema 4.0.26. Para € > 0 suficientemente pequeno, o fecho em S, de cada fibra Fy é uma
variedade diferencidvel de dimensao real 2n, com bordo. O interior dessa variedade é Fy

e o bordo € precisamente K.

Demonstracao. Devemos verificar, primeiramente, que os pontos de K pertencem ao fecho
de Fy em S..
Dado zy € K, como z nao é critico de f|s., existem, pela forma local das submersoes,

coordenadas reais uy, ..., us,+1 em uma vizinhanca U’ de zq tal que

f(z) = ui(2) +ius(z),

para todo z em U’. Assim, se U” é uma vizinhanca qualquer de 2z, em S, para todo
zem U = U NU", f(z) também se escreve como f(z) = wui(z) + iug(z). Observe

que U nao estd inteiramente contido em K, ja que zy nao é critico de f|s., e como
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0= f(20) = u1(20) + ius2(20), a vizinhan¢a U contém pontos z tais que

(u1(2))* + (u2(2))* #0 e arg(ui(z) +iuz(2)) =0,

para cada 6. Segue entdo que z, € Fy.

Para concluir a demonstracao observemos que
FpnU=(FUK)NU = (FyU{zu(z) =ux(2) =0})NU

e que um ponto z pertence a Fp N U se, e somente se, arg(uy(z) + iuz(z)) = 6 (portanto
u1(2) # 0 ou ug(2z) # 0). Em outras palavras, os pontos de FpNU nao pertencem ao bordo

de Fyp NU. Como todo ponto de K admite uma tal vizinhanca U, segue o resultado. [

Corolario 4.0.27. A variedade compacta com bordo, Fy, estd mergulhada em S. de tal

modo que tem o mesmo tipo de homotopia que seu complemento S\ Fp.

Demonstragio. Como Fy é uma subvariedade de S., a inclusdo i : Fy — S. é um
mergulho. Agora, o Teorema da Fibracao fornece a fibracao localmente trivial
¢:S.\ K — S Segue que a restrigao

¢ S\ (KUg™'(e”) — ST\ {e"}

¢ uma fibragao localmente trivial. Mas, S'\ {e?} é contritil. Portanto, a fibragio é

(globalmente) trivial, ou seja,

S\ Fy=5.\(KUF,) édifeomorfoa (S'\ {e?}) x Fy,

em que Fy é qualquer fibra diferente de Fy. Usando novamente a contratibilidade de
S\ {e?}, S.\ Fy tem Fy como um retrato por deformacao. Como as fibras sdo difeomorfas,

temos

S\ Fy ~ Fy ~ F.

em que ~ significa "tem o mesmo tipo de homotopia que".
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Como o interior de Fy é justamente Fy, segue que Fy tem o mesmo tipo de homotopia

que Fy. ]

Corolario 4.0.28. A homologia de Fy estd concentrada nas dimensoes 0 e n. Além disso,

Ho(Fy) = 7.

Demonstragao. Pelo Teorema [3.0.16|temos H,(Fy) = 0 para ¢ > n. Também,
Hq(FH) = Hq(S«S \F@>7

ja que Fy é difeomorfa a um retrato por deformacio de S. \ Fy. Portanto, basta conside-
rarmos H,(S. \ Fy). O Teorema da dualidade de Alexander (veja [21] pag. 424) fornece
um isomorfismo

H*174(Fy) =2 Hy(S:, Se \ Fp).

Assim, da sequéncia exata de homologia do par (S.,S. \ Fp),
. — Hy(S.) — Hy(S:,S:\ Fy) — Hy1(S: \ Fy) — Hy1(S:) — ...
temos, para 2 < q < n,
Hy 1 (S:\ Fp) = Hy(S:, S: \ Fy) = H™ 79(F).
Agora, pelo Teorema [3.0.16| para 2n + 1 — g > n, temos
H* = 1(Fy) = 0.

Portanto,

Hya(F3) & Hy (S \ ) =0,

para g < n —+ 1.

Além disso,

e — H2n+1<Se \E)) — H2n+1<Se) — H2n+1(567 Se \FG) — H2n<Se \E)) —>7
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com Hop,y1(S:\ Fy)) =0, Hopi1(S.) = Z e Hop,(S. \ Fy) = 0. Portanto,
HO(E) = HQn—H(Se; Se \FG)) = Z7

ou seja, Fy é conexa. O
Lema 4.0.29. A fibra Fy é (n — 1)-coneza.

Demonstragao. Pelo corolario anterior, temos H;(Fy) = 0 para 1 < ¢ < n. Entdo, se
mostrarmos que Fy é simplesmente conexa para n > 2, o resultado seguira do Teorema de
Hurewicz [25]. Agora, também pelo corolario anterior, Fp é conexa e, como é localmente
conexa por caminhos, segue que é conexa por caminhos. Assim, é suficiente mostrarmos
que 71 (Fp) = 0 para n > 2.

Consideremos a fungao

—Sg:Fg—)R,

em que sp é a funcao de Morse obtida no Lema Entao, —sy é uma funcao de Morse
em Fy cujos pontos criticos tém indice I < n. Notando que o indice I de —sy associado
ao menor valor critico é zero, concluimos que Fy é obtida de um disco D2" pela adjuncao
de células de dimensdo menor ou igual a n. Agora, S.\ D3" é contrétil e, portanto,
simplesmente conexo. Também, a adjun¢ao de uma célula ey de dimensiao A < n a D",
nao altera o grupo fundamental de S. \ (D2" Ue,), desde que A < (dim S.) — 3 = 2n — 2.

Portanto, desde que A < n < 2n — 2 (ou seja, n > 2), temos
m(S: \ (Dg" Uer)) = mi(S:\ (Dg") = 0.
Mas, F, é obtido de D2" apos a adjungao de um niimero finito de células. Portanto,
0=m(S:\ Dg") = mi(Fp).
Usando o Corolario {.0.27] obtemos

0 =m(Fp) = m(S:\ Fp) = mi(Fp).



77

Isto completa a demonstragao. O

Teorema 4.0.30. Cada fibra Fy tem o tipo de homotopia de um buqué de esferas:
StV StV v ST

Demonstra¢ao. Como consequéncia do Teorema [3.0.16] H,,(Fp) é um grupo abeliano livre.

Portanto, se n > 2, usando o Teorema de Hurewicz [26], temos que
Wn(Fg) = Hn(FQ)

Assim, cada gerador do grupo livre m,(Fp) é representado por uma aplica¢ao continua
(S™,po) — (Fp,p1) (representante da classe de homotopia) de maneira que estas apli-
cagoes determinam (S™V ...V S" py) — (Fy,p1), uma aplicagdo continua que leva o
ponto base py no ponto base p; e que leva as esferas (S™, pg) do buqué nos geradores de

Tn(Fy, p1). Uma tal aplicacao induz um isomorfismo entre as homologias de tais espagos:
H,(S"Vv...vS") = H,(F).

O Teorema de Whitehead ([25] 7.5.9) garante que a aplicagdo acima é uma equivaléncia
de homotopia, ja que Fp e S™V ...V S™ sdao simplesmente conexos.

Se n=1, temos o caso classico. Neste caso, Fy é uma superficie conexa compacta
orientavel e com bordo. Pela classificacao dessas variedades de dimensao 2 [11], segue que

F, tem o tipo de homotopia de um buqué de esferas S'. n

Definicao 4.0.6. O numero de esferas do buqué mencionado no Teorema ¢ deno-

minado numero de Milnor da aplicacao f.

Observacao 4.0.31. Os Teoremas|2.0.15| e|4.0.30| compoe o resultado que € popularmente

conhecido como o Teorema da Fibracao de Milnor.






Capitulo

5

Funcoes Analiticas Complexas com

Singularidades Isoladas

Em [13], Lé D. T. investigou os espacos nos quais é valido um resultado similar ao
resultado de Milnor que apresentamos nos capitulos anteriores. Ele estudou alguns espacos
nos quais é possivel obter uma generalizacao do Teorema da Fibracao de Milnor para o
caso de funcgoes definidas em variedades singulares, de modo a caracterizar a topologia de

uma fibra genérica na vizinhanca do ponto singular.

Neste capitulo, nos propormos a apresentar os principais resultados de |I3]. Por se
tratar de um artigo denso demostraremos o teorema e apenas mencionaremos as

principais ferramentas utilizadas nas demonstragoes dos resultados p.2.1]e

As principais referéncias para este Capitulo sao [L3] 14] 2.

5.1 Funcoes com singularidades isoladas

Comecaremos a secao com as definicoes de fibrado cotangente e espaco conormal,

ferramentas essenciais para nossos estudos ao longo deste capitulo.
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Definicao 5.1.1. Seja M uma variedade diferencidvel de dimensao m. O conjunto

(M) = |J {p} x (T,M)"
peEM
de todos as formas lineares (T,M)* definidas nos espagos tangente T,M, com p € M,

“colados” de uma maneira natural € chamado de fibrado cotangente de M.

Definicao 5.1.2. Seja U C M. O espago conormal de U em M é o subespaco
T (M)

do espago cotangente T*(M) das formas lineares que se anulam em T,U,Vp € U.

Introduziremos a seguir o conceito de germe de func¢oes analiticas complexas com singu-
laridade isolada definido sobre um germe de espago analitico complexo na origem, (X,0),
com uma estratificagdo de Whitney {X;};. Trabalharemos sempre com representantes X

equidimensionais e mergulhados em algum espaco C".

Definicao 5.1.3. Uma func¢ao analitica complexa f : X — C definida sobre um espago
analitico complexo X, munido de uma estratificacao de Whitney {X;};, terd uma sin-
gularidade isolada em 0 € X relativa a esta estratificacao de Whitney, se existir uma
vizinhanga U de O em X tal que, para todo estrato X; para o qual X;NU # @&, a restri¢ao
de fa X;NU\ {0} tem posto 1.

Esta defini¢ao é equivalente a seguinte proposicao:

Proposicao 5.1.1. Uma fun¢ao analitica compleza f : X — C terd uma singularidade
isolada na origem, 0 € X, relativa o estratifica¢ao de Whitney {X;}i, se existir uma
vizinhan¢a U de 0 em X e uma extensao F a uma vizinhanca aberta U de 0 em C" da
restricao f|U, tal que a interse¢ao da imagem ImdF no fibrado cotangente T*(U) da
diferencial dF' : U — T*(U) de F e a unido dos espagos conormais ;T ~,(U) for igual
ao ponto (0,dFp):

{(0,dFy)} = ImdF 0 (U(T)Zmu(u)) :

(2
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Teorema 5.1.2 (Teorema de Bertini-Sard, [27]). Se {X;}; for uma estratifica¢ao de Whit-
ney de X, para € > 0 suficientemente pequeno, a esfera 0B.(0) serd transversal aos es-

tratos X;.

Uma consequéncia do Primeiro Teorema de Isotopia de Thom-Mather (ver [I]) junta-

mente com o Teorema de Bertini-Sard nos fornece o seguinte resultado:

Teorema 5.1.3. Seja [ : X — C uma fungao analitica complexa com singularidade
isolada na origem de X, relativa a estratificagao de Whitney {X;};. Ewxiste uma vizinhanga
U de 0 em X tal que eziste g > 0 tal que, para todo €, €9 > € > 0, existe 1. > 0 tal que,
para todo n, n. > n >0, a fungio f induz uma aplicagdao ¢., de B-(0)NXNf~1(D,(f(0)))
sobre D,(f(0)),

pen Bo(0) N X 0 (D, (£(0))) = D,y(£(0)).

que € uma fibragao localmente trivial sobre o disco menos um ponto

Dy (f(0)) := Dy(f(0)) \ {(0)}-

Demonstrag¢ao. As intersegoes nao vazias dos estratos de {X;}; com a vizinhanga U for-
necem uma estratificacdo de Whitney de U N X.

Seja U suficientemente pequeno, de maneira que as restricoes de f aos estratos de UNX
tenham posto 1, exceto possivelmente em 0. Entao, a fibra U N f~1(f(0)) é estratificada
por {0} e pelas interse¢des nio vazias dos estratos de {X;}; com UN f~1(f(0)) menos {0}.
Vamos nos referir a estas estratificagoes de UNX e UN f~1(f(0)) como as estratificagoes
induzidas por {X;},.

Seja B.(0) a bola fechada em C™ centrada em 0 com raio . Se & > 0 for suficientemente
pequeno, digamos £y > ¢ > 0, para algum &j, entao o Teorema de Bertini-Sard mostra
que a esfera S.(0) que limita B.(0) intersepta transversalmente os estratos de {X;}; e os
estratos de U N f~(f(0)) induzidos por {X;};.

A estratificagdo de Whitney {X;}; de X induz uma estratificacdo de Whitney sobre
B.(0) N X cujos estratos sdo as interse¢des nio vazias dos estratos de {X;}; com a bola

aberta B.(0) e com a esfera S.(0), respectivamente.
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Novamente pelo Teorema de Bertini-Sard citado acima, para cada ponto de S.(0) N
F7Y(f(0)), existe uma vizinhanga na qual as restri¢oes de f aos estratos de S.(0)N X tem
posto real 2. Como a interse¢cao S.(0) N X é compacta, existe 7. tal que, para todo 7
satisfazendo 7. > n > 0, as restrigdes de f aos estratos de S.(0) N X tem posto real 2 nos
pontos de f~(Dy(f(0))). A aplicagdo @, de B.(0)nX N f~Y(D,(£(0))) sobre D,(f(0)),

Beyt B(0)N XN f7HD,(£(0))) — Dy(£(0)),

induzida por f é portanto estratificada.

Como a aplicagao p, , ¢ propria, pelo Primeiro Teorema de Isotopia de Thom-Mather,

ela ¢ uma fibragao continua localmente trivial sobre o disco menos um ponto D;(f(0)) :=

Dy (f(0)\{f(0)}-

Por outro lado, as restrigoes de f aos estratos de S.(0)N X N f~1(D,(f(0))) tem posto
méaximo, e o Primeiro Teorema de Isotopia de Thom-Mather novamente nos diz que f
induz uma fibra¢io de S-(0) N X N f~1(D,(f(0))) sobre os disco D, (f(0)). Sobre o disco
furado, D;(f(0)), ela é uma subfibragdao de @, ,. Portanto, a restricio ¢., de ©., a
B.(0)NnX N f~D,(f(0))) é também uma fibragao continua localmente trivial sobre o
disco furado Dy (f(x)). O

5.2 Morsificacao

Nesta secao vamos considerar uma funcao analitica complexa F' : U — C definida
sobre uma vizinhanca aberta ¢ de 0 em C", e um germe de espago analitico complexo

fechado X em U. Denotaremos por f a restricao de F' a X.

Assumiremos que {X;}; ¢ uma estratificacio de Whitney analitica complexa de X e

que f tem uma singularidade isolada em 0 relativa & esta estratificacao. Definimos:

Definicao 5.2.1. Diremos que 0 é um ponto de Morse complexo de f relativo a estratifi-
cagao de Whitney {X;}:, se a imagem, ImdF, da diferencial dF intersepta a uniao dos

espagos conormais U T ~,(U) transversalmente em T*(U), no ponto (0,dFy).
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Em particular, se o ponto 0 for um ponto de Morse complexo de f relativo a estra-
tificacdo {X;};, (0,dFy) ndo esta contido no espago conormal de U do fecho de qualquer
estrato X; de {X;};, para i # ig. Isto é,

(0,dFy) ¢ U U
1#£10

Portanto, ou dFj tem posto 1 e o niicleo, ker dFy, é tangente ao estrato X;, no ponto isolado
0 e ndo é um limite de hiperplanos tangentes aos fechos X; dos estratos X; de {X;};, para
i # 1y, ou dFy tem posto 0, isto é, dFy = 0, e necessariamente, em (0,dFy) = (0,0), o
espaco conormal T)*(iomu(U) ¢ a se¢ao zero do fibrado cotangente e X, ¢ uma vizinhanca

de 0 em C". Neste caso, F' tem um ponto quadratico ordinario em 0.

Usando a notacao acima temos o seguinte teorema:

Teorema 5.2.1. FExiste um subconjunto aberto e denso ) do espaco das formas lineares
complexas de C" tais que, para cada forma linear | € ), existe g > 0 tal que, para todo
e satisfazendo g9 > € > 0, existe 7. > 0 tal que, para todo t com 7. > |t| > 0, a restri¢ao

a X da fungao F + tl tem apenas pontos de Morse complexos em B.(0) N X.

Na prova deste teorema, em [I3] o autor define uma aplica¢ao basicamente definida
entre espacos cotangentes, usa fortemente o Teorema de Preparacao de Weirstrass, resul-
tados sobre recobrimento ramificado e que a imagem da intersecao de Im dF' com a uniao

dos conormais aos estratos de X é um ponto isolado.

Este teorema representa um resultado muito importante para a teoria de singularida-
des. Ele diz que, dada uma funcao analitica complexa com singularidade isolada como
acima, é possivel aproximé-la por fun¢oes analiticas complexas que admitem apenas singu-
laridades do tipo Morse. Intuitivamente falando, uma singularidade do tipo Morse é uma

singularidade “estavel"no sentido de que é impossivel “dividi-la"em mais singularidades.
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5.3 Link Complexo e Profundidade

5.3.1 O Link Complexo

No estudo de estratificacoes de Whitney analiticas complexas, M. Goresky e R. MacPher-
son introduziram o conceito de link complexo de um estrato de Whitney e mostraram que
o link complexo é o elemento chave para uma teoria de Morse em espacos analiticos com-
plexos [2]. Este espago contém varias informagoes sobre o comportamento de X em torno

de um ponto x escolhido, que em nosso caso sera sempre a origem.

Seja 0 € X C C", representante de um germe de espago analitico complexo (X, 0).

Definicao 5.3.1. Para | : C* — C funcao linear genérica e € > 0 suficientemente

pequeno, definimos o link complexo de X em 0 como o espago
Lo:=B(0)NX NI
em que t # 1(0) estd suficientemente prozimo de 1(0).

Teorema 5.3.1 ([2, 16]). Eziste um aberto de Zariski 2 no espago das formas lineares
complexas de C™ tal que, para todo | € S, existe e, > 0 de modo que, para qualquer €,
g > ¢ >0, existe um 7. tal que, para qualquer t com 1.; > |t| > 0, o tipo de homotopia
do link complexo

Lo:=B.(0)NnXNI10) +1)

é um invariante analitico do germe (X,0).

Considere (X,0) um germe de espago analitico complexo e X um representante sufici-
entemente pequeno, Whitney estratificado como anteriormente, e 0 um ponto de X. Seja
X o estrato que contém 0 e N um subespaco afim de C" passando por 0, de codimen-

sao igual a dimensao do estrato X, e transversal ao estrato em 0. Ou seja, N é tal que

NNXy,={0}.
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Definicao 5.3.2. O link complexo do conjunto X NN em 0 é chamado de link complexo

do estrato Xy em X e € denotado por Lx,.

Teorema 5.3.2 (|2,[16]). O tipo de homotopia do link complexo do estrato € um invariante

analitico do germe (X,0) e nao depende da escolha do ponto x no estrato.

Definicao 5.3.3. Nas condicoes anteriores, para € suficientemente pequeno, 0 espaco
X NNNBA0) é chamado de uma fatia normal No em X de Xo em 0, e o par (N, L) €

chamado de dados normais de Morse do estrato Xy em X.

5.3.2 Profundidade homotépica retificada

Nosso interesse na profundidade homotopica retificada (rhd) vem do fato que medindo
a rhd para espacgos analiticos complexos obtemos informagoes sobre seus dados normais
de Morse.

A seguinte definigao é atribuida a Grothendieck [5].

Defini¢ao 5.3.4. Sejam (X,0) germe de um espago analitico complexo, X um repre-
sentante suficientemente pequeno do germe e Y um subconjunto analitico fechado de X.
Diremos que X tem profundidade homotdpica hdy(X) > n ao longo de Y se, para qual-
quer y € Y, existir um sistema fundamental de vizinhangas {Uy}o de y em X tal que os
pares (Uy, U, —Y') sejam (n — 1) — conexos.

O nidmero inteiro hdy (X) é definido como sendo o supremo do conjunto dos inteiros

n como na definicao acima.

Defini¢ao 5.3.5. Sejam (X,0) e X como anteriormente, x um ponto de X eY C X
um subespaco analitico complexo de X. Assuma que v € Y. Dizemos que o espaco
X (ou o germe (X,0)) tem profundidade homotdpica hdy(X,0) > n ao longo de Y no
ponto x se existe uma vizinhanc¢a aberta U de x em X tal que a profundidade homotdpica

hdyry (X NU) de (X NU) ao longo de Y NU seja maior ou igual a n.

Lema 5.3.3. Seja {X;} uma estratificacao de Whitney de X. A fungao hdx,(X,0) é

constante ao longo dos estratos X; de X.

Podemos agora, definir a nocao de profundidade homotoépica retificada.
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Definicao 5.3.6. Dizemos que a profundidade homotdpica retificada rhd(X,x) de X em
um ponto x € maior ou igual a n se, para qualquer subespaco analitico fechado Y de X,
existe uma vizinhanga U de x em X tal que a profundidade homotdopica de X NU ao longo

de Y NU seja maior ou igual a n —dimY.
O inteiro rhd(X, x) é o supremo do conjunto de inteiros n como na defini¢do anterior.

Observacao 5.3.4. Note que rhd(X,z) < dim(X). De fato, se Y = X e U é uma boa
vizinhanga (ver [8]) de x em X, o par (U,U — X) nao é 0—conezxo, pois U — X = &.

Os links complexos de uma estratificacao de Whitney complexa fornecem uma boa

caracterizacao para profundidade homotopica retificada:

Teorema 5.3.5. Seja (X, 0) germe de um espago analitico complexo, X um representante
suficientemente pequeno do germe e x € X. Seja {X;} uma estratificagao de Whitney de

X. As sequintes condigoes sao equivalentes:
1. rhd(X,z) > n;

2. Para qualquer estrato X; de {X;} que contenha o ponto x em seu fecho, os dados

normais de Morse (N, L) de X; em X é (n — dim X; — 1)-conezo.

Observacao 5.3.6. Fste teorema € muito util quando tomamos uma estratificacao de
Whitney simples do espagco X. Por exemplo, suponha que X tenha uma singularidade
isolada em 0. Entao, rhd(X,0) > n se, e somente se, o link complexo de {0} em X for
(n — 2)-conezxo. De fato, a condi¢io (c¢) do Teorema 1.4 de [8] mostra que rhd(X,0) > n
se, e somente se, existe um sistema fundamental de vizinhang¢as {Uy}o de 0 em X tal que
(Ua, Uy —{0}) € (n—1)-conexo. Como estas vizinhangas podem ser substituidas por boas
vizinhangas (veja [8]), pode-se considerar o sistemas fundamental de boas vizinhangas de
x em X dado por B.(0) N X, com € > 0 suficientemente pequeno. Nesta situagao, pela
estrutura conica local da singularidade, o par (B:(0)NX, B-(0)NX —{0}) é (n—1)-conezo

se, e somente se, o link algébrico S.(x) N X da singularidade x em X é (n — 2)-conexo.

Imediatamente, obtemos o corolario:
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Corolario 5.3.7. Seja (X,0) germe de um espago analitico complexo, X um representante
suficientemente pequeno do germe e x € X. Seja {X;} uma estratificagao de Whitney de

X. As sequintes condicoes sao equivalentes:
1. rhd(X,z) = dim X;

2. Para qualquer estrato X; de {X;} que contenha o ponto x em seu fecho, o link
complexo L de X; em X tem o tipo de homotopia de um buqué de esferas de dimensao

real igual a dimensao complexa de L.

Observacao 5.3.8. Para simplificar, quando um link complexo £ de X; em X tiver o
tipo de homotopia de um buqué de esferas de dimensao real igual a dimensao complexa de

L, diremos que L tem o tipo de homotopia de um buqué de esferas de dimensao média.

5.4 O ntimero de Milnor de Lé

Concluimos este trabalho com a generalizacao do resultado de Milnor, apresentada
por Lé D. T. em [13], sobre as fibras de fun¢oes analiticas complexas com singularidades

isoladas.

Teorema 5.4.1. [13, [T}/ Sejam (X,0) um germe de espago analitico complexo e X um
representante do germe suficientemente pequeno. Considere uma fungao analitica com-
plexa f definida em X e suponha que ela tenha uma singularidade isolada em 0. Entao,
se Thd(X,0) = dim X, uma fibra genérica de f em O tem o tipo de homotopia de um

buqué de esferas de dimensao real dim X — 1.

A principal ferramenta na demostragao do teorema anterior é a teoria de Morse estra-
tificada de M. Goresky e R. MacPherson [2]. Além disso, os conceitos de transversalidade

e g-conexidade sao fortemente utilizados.

Definicao 5.4.1. Sejam (X,0) um germe de espago analitico complexo, X um repre-
sentante do germe suficientemente pequeno e f uma funcao analitica complexa definida

em X, com singularidade isolada em 0. O nimero de esferas do buqué mencionado no

Teorema é denominado nimero de Milnor de Lé de f.
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Definigcao 5.4.2. FEstes espacos sobre os quais Lé D. T. pode construir tal resultado, isto

é, 0s espagos nos quais rhd(X,0) = dim X foram denominados Espagos de Milnor.
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