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RESUMO

RIVAS, B.A.P. Computacio rigorosa de variedades invariantes. 2019. 64 p. Disserta-
¢do (Mestrado em Ciéncias — Matemadtica) — Instituto de Ciéncias Mateméticas e de Computacdo,
Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2019.

Este trabalho € uma introducdo a métodos computacionais rigorosos utilizados no estudo de
sistemas dindmicos nao lineares. A priori, € dado um panorama de conceitos tedricos em
equacodes diferenciais e andlise funcional essenciais para o desenvolvimento das ferramentas.

Em seguida, os métodos e suas aplicagdes sao descritos em detalhes.

Palavras-chave: sistemas dindmicos ndo lineares, computagao rigorosa.






ABSTRACT

RIVAS, B.A.P. Rigorous computation of invariant manifolds. 2019. 64 p. Dissertacdo (Mes-
trado em Ciéncias — Matematica) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacao, Universi-
dade de Sdo Paulo, Sao Carlos — SP, 2019.

The present work is an introduction to rigorous computational methods applied in nonlinear
dynamical systems. A brief description of the theory on differential equations and functional

analysis is given, followed by the methods and its applications in details.

Keywords: nonlinear dynamical systems, rigorous computation.
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INTRODUCAO

Sistemas dinamicos nao-lineares sdo capazes de demonstrar comportamentos complexos
até mesmo quando a ndo-linearidade é simples. Mesmo sistemas quadraticos comportam-se de
forma inesperada e cadtica. Submersos em duividas, matemdticos se remetem a experimentos
numéricos para obter uma intuicao sobre os seus problemas. Nesse aspecto, o aprimoramento da

capacidade computacional tem se mostrado primordial.

Entretanto, os erros de aproximacao sao intrinsecos a abordagem computacional, pois
a finitude da operacdo da maquina impede a precisao operacional. Portanto, é necessaria uma
abordagem que transcenda os erros numéricos e consiga validar rigorosamente os resultados
matemadticos. Essa necessidade instigou pesquisadores a tratarem com rigor a validacdo numérica

e obterem demonstragdes assistidas pelo computador.

Enquanto esta dissertacao introduz os aspectos tedricos bdsicos e a pratica da validacio
numérica, o recomendamos o livro (TUCKER, 2011) para mais detalhes. Na obra, W. Tucker
discute a andlise numérica como se encontra e a abordagem da computacio rigorosa. Essencial-
mente, a ideia é trabalhar com ©w = [T — €, T+ €] ao invés de © = 3.1415. Dessa forma, quando
calcularmos f(7r) obteremos uma gama de valores que jd consideram os erros de aproximagio

da maquina para f(x).

Desenvolvemos também uma base tedrica para compreender algumas demonstragdes
assistidas por computadores em sistemas dinamicos. Tratamos da validacdo numérica como uma
ferramenta rigorosa na demonstracao de resultados matematicos. A estratégia geral € buscar o
zero de um operador F : X — X definido em espaco de Banach apropriado. Com essa informacao,
cria-se um operador do tipo Newton 7 : X — X cujos pontos fixos estdo em correspondéncia
bijetora com os zeros de F'. Finalmente, utilizamos aritmética intervalar para demonstrar que 7'

é, de fato, uma contracdo numa vizinhanca fechada dum zero aproximado.

Essa estratégia € recorrente em trabalhos recentes que, inclusive, propde uma nova forma
verificar que o operator 7 € uma contragdo. Em geral, o Método de Newton sugere uma sequéncia

que converge para o zero de um operador F. Ao definir
T(x) =x— (DF(x)) ' F(x), paracadaxeX, (1)

poderiamos utilizar as condi¢des do Teorema de Newton-Kantorovich sob um ponto inicial

Xo € X e tomar

Xp =T (Xp—1)
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para cada n > 0. Entretanto, quando X for um espaco de dimensao infinita, o cdlculo exato
de DF (xg) ndo é possivel. De toda forma, podemos aproximar (DF (xo))~' por um operador

injetivo A e redifinir 7 : X — X na forma
T(x) =x—AF(x). (2)

Se A for uma boa aproximagao para o inverso do jacobiano e se obtivermos algumas estimativas
similares ao Teorema de Newton-Kantorovich, podemos obter a convergéncia da sequéncia. Para
encontrar uma vizinhanca na qual 7' possui um tnico ponto fixo, iremos definir um polindmio

p :]0,00) — R que serd chamado de Polindmio Radial.

A estratégia é desenvolvida com detalhes em (HUNGRIA; LESSARD; JAMES, 2016),
mas repercute nos trabalhos de (LESSARD; JAMES; HUNGRIA, 2015; LESSARD; REI-
NHARDT, 2014; BERG; LESSARD, 2018; BERG; SHEOMBARSING, 2016; BERG et al.,
2011; GAMEIRO; LESSARD, 2017; LESSARD; JAMES; RANSFORD, 2016; BREDEN;
LESSARD; JAMES, 2016; BERG; JAMES; REINHARDT, 2016; KALIES; KEPLEY; JAMES,
2018). Superficialmente, podemos dizer que se obtivermos um r > 0 tal que p(r) < 0, entdo
na bola fechada centrada em x( de raio r o operator T satisfaz as condi¢des do Teorema do
Ponto Fixo de Banach. E justamente nesse passo que entra a computacio rigorosa. Ao invés de
computarmos com floating points, usaremos intervalos para assegurar que em / = [rin, max)
teremos de fato p(I) C (—o0,0).

Desenvolveremos o aspecto basico em equacdes diferenciais ordindrias para a compreen-

sao de trés aplicagdes no Sistema de Lorenz dado por

x=0(y—x)
y=px—y—xz 3)
z=xy— Bz

com parametros alterados de acordo com o objetivo.

A dissertacdo se divide de forma a

e introduzir o leitor ao aspecto dinamico de equacdes diferenciais;
e formalizar o traduc¢do para a linguagem funcional;

e concluir com as provas assistidas conforme descrito.

Para este fim, o Capitulo 1 desenvolve a metodologia necessaria e os capitulos 2, 3 e 4 aplicam a

metodologia no Sistema de Lorenz.

Para a completa execucdo do codigo anexado, € necessario o software MatLab em

conjunto com os pacotes Chebfun! e IntLab?. O primeiro pacote permite a manipulagio de

1
2

<http://www.chebfun.org/>
<http://www.ti3.tu-harburg.de/rump/intlab/>


http://www.chebfun.org/
http://www.ti3.tu-harburg.de/rump/intlab/
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Séries de Chebyshev com maior facilidade, enquanto o segundo € responsavel pela aritmética

intervalar.

Ha cédigos de autoria propria e codigos de terceiros inclusos nesse trabalho. Quando

usados, a devida fonte € apresentada.
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CAPITULO

ANALISE NUMERICA

O Método de Newton, também conhecido por Método de Newton- Raphson, € o algoritmo
mais popular para encontrar zeros de operadores C' Fréchet diferencidveis F : X — ¥ onde X,Y

sdo espacos de Banach!.

Definicao 1. Um operador F : X — Y € dito ser Fréchet diferencidvel em x € X se existe um

operador linear limitado A tal que

F — —
li [E ) — F(x) AhHYZO‘ (1)
h—0 || x

Nessas condi¢des, o algoritmo consiste em fixar um ponto inicial xy € X e definir a
sequéncia
Xp = Xp_1 — (DF (x—1)) 'F(x,—1), n>0. (1.2)

Se a escolha de ponto inicial for adequada, a sequéncia converge para um zero de F'. De

fato, fazendo n — oo com x,, — x, temos

x=x—(DF(x)) " 'F(x) = F(x)=0. (1.3)

Entretanto, o método ndo funciona para uma escolha arbitraria de ponto inicial. Em geral,

tanto a escolha do ponto quanto a computacao da derivada podem gerar dificuldades.

Mesmo assim, sob certas condi¢des no ponto inicial, Kantorovich (1940) provou que
ha convergéncia do método. O objetivo desse trabalho € utilizar uma versao parametrizada do
argumento, também conhecida por Método dos Polindmios Radiais, para assegurar critérios de

existéncia e unicidade no panorama de equacdes diferenciais ordindrias. Para o leitor interessado
no trabalho do Kantorovich, recomenda-se (ORTEGA, 1968).

O método dos polindmios radiais foi usado em (GAMEIRO; LESSARD, 2017) para

validar a continuagdo de estados de equilibrio em equagdes parciais ordindrias. Desde entdao
1

Espago métrico completo
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também foi aplicado em resultados para equacdes diferenciais ordindrias como integracio
numérica, solugdes periddicas, variedades invariantes, bifurcacdes e também em contextos
de equagdes diferenciais parciais. A abordagem difere do Newton-Kantorovich classico por
substituir a problemética de obter uma estimativa para DF (xo) pela de obter aproximagdes da

derivada e sua inversa, denotadas por A", A respectivamente.

A constru¢do dos operadores € dependente do problema abordado, pois € analisado tanto
o operador quanto o inverso de DF (x). Veremos a abordagem geral a seguir e, mais adiante,

como o método € utilizado em demonstracdes assistidas pelo computador.

1.1 Meétodo dos Polinomios Radiais

O método depende de um argumento de contragdo baseado no Ponto Fixo de Banach.

Enunciamos abaixo o teorema e em seguida o resultado principal.

Definicdo 2. Seja (X,d) um espago métrico e T : X — X um operador. Dizemos que 7 é uma

contragdo se existe uma constante 0 < k < 1 tal que
d(T(x),T(y)) <kd(x,y), Vx,y€eX. (1.4)
e chamamos de ponto fixo os pontos x € X tal que 7'(x) = x.

Teorema 1. Seja (X,d) um espago métrico completo e 7 : X — X uma contragdo. Entdo T

admite um unico ponto fixo.

Demonstragdo. Fixe xo € X um ponto qualquer. Provaremos que a sequéncia definida por
xp=T(xy—1), n>0, (1.5)

€ convergente. Como estamos em um espaco métrico completo, € suficiente mostrar que a

sequéncia € de Cauchy. O que, por sinal, € bem simples:

d(Xm,xn) < d(XpsXin—1) + -+ +d(Xpg1,%0)
<K (1, 0) o d (1)
< (km—n—l 4.4 1)knd(x17x0)

K —1

< ﬁknd(XhX())
kK" — k"

< 1 d(xy1,x0) = 0

quando n,m — oo, garantindo a existéncia. Em particular, o candidato a ponto fixo segue por

continuidade
x* = limyx, = lim, T" (x) = T (limyx,) = T (x¥) (1.6)
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Por fim, a unicidade: se supormos que x,y € X sdo pontos fixos, teremos
d(x,y) =d(T (x),T(y)) < kd(x,y),
Como k < 1, segue que d(x,y) =0, ou seja, x = y. O

Teorema 2. Sejam X, Y espacos de Banach e F : X — Y uma aplicacdo C! Fréchet diferencidvel.
Considere os operadores lineares A" : X — Y e A: Y — X onde A é injetivo e

AF X = X. (1.7)

Suponha que para um xp € X existam constantes ndo negativas Yy, Zy, Z1,Z, tais que

JAF (x0)|lx < Yo
11— AAT|| < 2

+ (1.8)
|A[DF (xo) = A"l < Z,
|A[DF (b) — DF (x0)]|| < Zor, Vb € B,(xp)
onde as normas dos operadores € definida de maneira cldssica por
IT]| = sup |T(x)[. (1.9)
[lxf|=1
Defina o polindmio radial
p(r)=2Zor* — (1 -2, — Zo)r + Yp. (1.10)

Se existir rp > 0 tal que p(rp) < 0, entdo T (x) = x —AF(x) é uma contragdo na bola fechada
By, (x0)-

Demonstragdo. Note que como A € injetiva, os zeros de F estdo em correspondéncia 1-1 com os
pontos fixos de 7. Portanto, basta verificar as condi¢des do Teorema do Ponto Fixo de Banach

para T que obtemos um zero de F. De fato, note que p(rg) < 0 implica
er(z) — (1 -7 _ZO)V'O‘f’YO <0,

ou seja,
(ero—|—Z1—|—Zo)r0—|—Y0<r0, (111)

e, por conseguinte,

Y,
0< Zoro+2Z +7Zo < 1—r—°<1.
0

Defina k = Zprg + Z1 + Zy uma constante entre zero e um. Veremos que 7 € contra¢io na bola
fechada B/, (x) com constante k.

De fato, ao diferenciar 7' (x) = x — AF (x), temos

DT (x) =I1—ADF(x), VxeX. (1.12)
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Logo,

DT (x)|| = ||l — ADF (x)||
= || —AAT +AAT — ADF (xy) +ADF (xo) — ADF (x)

(1.13)
< || = AAT|| +||AAT — ADF (x0) || + [|ADF (x0) — ADF (x) |
<Zo+Zi+2Zorg=k.

o que nos da
sup ||DT(x)|| <k (1.14)

XEBy, (x0)
e a contracdo segue do Teorema do Valor Médio se provarmos que 7T leva a bola fechada nela

mesmo. De fato, Suponha que x € B, (xo) e faca

1T (x) —xol = |17 (x) = T (x0) + T (x0) — xo|
<7 (x) =T (xo)ll + 1T (x0) = xoll

(1.15)
< (Zaro+Zi +Zp)||x — xol| + |AF (x0) |
< (Zaro+Z1 +Zo)ro+Yo < ro
onde a ultima desigualdade segue de (1.11). ]

Diferente do método cldssico, esquivaremos do problema da escolha do ponto inicial
Xo € X através da escolha de um espago de Banach apropriado. Em geral, trabalharemos com o

espaco das sequéncias com alto decaimento.

Neste formato, a busca por um ponto inicial € simplificada. Para obté-lo, basta truncar
o operador F inicial e resolvé-lo por métodos numéricos cldssicos. Assim, o decaimento dos
coeficientes garante que a solug¢do aproximada € um zero numérico razodvel para o operador

original.

A dificuldade do método proposto € determinar as estimativas analiticas para os limitantes
Y, Z necessdrios. Se os limitantes ndo forem precisos o suficiente, o polindmio ndo atingira valores
negativos e nao serd possivel provar a contracdo. Com o objetivo de facilitar a futura defini¢ao
das estimativas nas aplicacdes, faremos um breve resumo dos resultados necessdrios em espacos

de Banach conhecidos.

1.2 Espacos de Banach e estimativas preliminares

A seguir definiremos as normas, as operacoes e 0s espagos utilizados ao longo do texto.

Em R" e C" defina simplesmente

X)) = [|(x1, - x0) || =1n<1§1<xn|xi!, x€R" (1.16)

2l = z1s--o2)l| = max [z, zeC” (1.17)



1.3. Construgdo do operador T 25

Enquanto nos espacos de sequéncias limitadas /.. definimos a norma por
alle = [[(ar)kezll = 2ug|ak|vk, ar € C. (1.18)
S

Em geral ¢ serd indexado pelos naturais, mas € conveniente definir com indice nos inteiros
quando usarmos séries de Fourier. Quando a situacao for geral, os indices serdo omitidos para
evitar a congestao visual. Ademais, se considerarmos um produto desses espacos, definiremos

em X = C" x (¢)* a norma

il = _max _ (bl

;xiEC,ijE} (1.19)

Definiciio 3. Dados a,b € ¢!, defina a convolucdo discreta, ou produto de Cauchy, por

(axb)= Y ab;el. (1.20)
i+j=k
Nessas condi¢des, temos
I(axb)|l1 < llali|blli, Va,be (1.21)
Além, defina o multi-indice ot = (o1, ..., o) tal que para z € C"
f@)=Y caz®=Y cozlt.. 2P (1.22)
acN? aeN”

de tal forma que duas fungdes f, g analiticas dadas por séries de poténcias com coeficientes em £

tem seu produto escrito como

f@)="Y auz* g@)= Y, baz®

acN"? aeN"?

f(2)-g2) =Y (axb)az”.

aeN”

onde a convolugdo discreta € generalizada de forma natural por

(axb)a =Y aabg p (1.23)

p<a

com a ordem lexicografica nos multi-indices.

1.3 Construcao do operador T

Suponha que X = C"! x (¢)"2 e que operador F : X — X jé esteja definido. Vejamos os
conceitos basicos para definirmos o operador do tipo Newton no qual provaremos a convergéncia

via o argumento de contragdo.



26 Capitulo 1. Andlise numérica

Defini¢ao 4. Dada uma sequéncia a = (ay), € ¢y, defina o truncamento da sequéncia de ordem

m > (0 por
a(m):(a07a17a27"'7am—17070?07"‘)' (124)

Assim, definimos a projecao de Garlekin do operador F por
(m) _ (m) (m)
FU (21, zn,,at, . any) =ILuF (21, 20,0 ..o slny ) (1.25)

onde IT,, : X — C™ x (C™)".

Ao reduzir o problema para o caso finito, podemos utilizar métodos numéricos cldssicos
para encontrar zeros aproximados de F (m) A estratégia é que a abordagem escolhida possui um
decaimento natural no espaco das solucdes, o que faz de uma projecao de ordem grande gerar

um bom candidato ao zero de F'.

Seja X uma aproximagdo numérica de sua projec¢do. Entdo DF (X) é dado por

[ O FI(X) ... Oy FI(X) Dy FI(X) ... DyF(x) ]
axle (x) . axnl F>(X) Dxn1+1F2 (x) ... Dy F(X)
D.F(X)= | dnFy,(X) ... axan,,l (x) Dy, . F, (X) ... Dy Fy, (%) (1.26)
aX1Fn1+1(x) axann1+1(3_C) Dxn1+1Fn1+1(3_C) DannlJrl()_C)
| F(® ... 9y R(®) Dy  RE ... Dy

onde

(1.27)

para espacos de sequéncias apropriados a cada aplicacdo, por isso os indices omitidos a priori.

Agora definiremos uma aproximagio para DF (X) chamada de pseudoinversa A*, dada por

[ 4T T T T
A171 Al,nl Al,n1+1 Al,n
T i T
AT — Anlal T AVTllJll An17"1+1 T A;rlh”l (1.28)
Al Al Al Al '
m+1,1 ni+1,m ni+1,n1+1 ni+1l,n
T +
Ay Al Al il e Al |
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onde
4
AZj:axiFj()_C>:C—>C’ 1§l,]§l’l1
Al =0 Fj(x): C— I1<i<n,m<j<n (129)
Aij:DxiFj(’")(x):E%C, I<i<n,m<j<n
\AZJ :dlag <Dxle(m) (3_5)7Ak>m> :g — £7 ni < l7] S n

com Ag~,, sendo um bloco diagonal invertivel dependente da aplicagado tratada. Em geral, A esta
relacionado com o crescimento da derivada ao longo da diagonal, visto que a derivada é diagonal

dominante. Naturalmente, Dy, F' j(m) (¥) deve ser visto como um truncamento do funcional linear.

. . ~ . m
€ uma aproximacdo numérica de (Dx,-Fx(j )

Assim, se A(";)

i (x))~!, decompomos A da

seguinte maneira

A171 Al,m A17n|+1 Al,n
Ayl ... A A L. A
A — ni, ny,1y ny,iy+ ny,n (1.30)
An]+1,1 An|+1,n1 An]+1,n|+1 An]+1,n
At oo Awm Awmst e Ann

(m)

comA;;=A;; completando a operacdo com zeros quando necessario. Por exemplo, se A; ;

mapeia C em ¢, as primeiras m coordenadas sdao dadas por AEZ.Z) e o restante sdo zeros. Exceto
quando #, j > ny, pois teremos
Aij = diag <A§Z.’),(Ak>m)_'>, n <i,j<n. (1.31)
Definimos, enfim, o operator do tipo Newton dado por
T(x) =x—AF(x) (1.32)

com A definida como acima. Em cada aplicacdo, precisaremos provar o seguinte lema, que

dependem da construcdo de A.

Lema 1. Existem estimativas ndo-negativas Yy, Zy, Z; € Z; que satisfazem o Teorema 2.

Em cada capitulo a seguir abordaremos uma aplicacdo da metodologia no sistema
de Lorenz. No Capitulo 2 provaremos a existéncia de solu¢des, no Capitulo 3 provaremos a

existéncia de Orbitas periddicas e no Capitulo 4 provaremos a existéncia de variedades invariantes.
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CAPITULO

INTEGRACAO DE SOLUCOES

Esse capitulo introduz os conceitos bdsicos de equacdes diferenciais ordindrias e suas
solucdes. A seguir, utilizamos o método descrito anteriormente para obter solugdes locais usando

séries de Chebyshev e obtemos a validagao numérica pelo Método dos Polindmios Radiais.

2.1 Solucoes de EDOs

Defini¢iio 5. Um sistema dinAmico continuo € uma tripla (R, X, @), onde X € um espaco de

Banach e ¢ : R x X — X é uma fun¢io continua que satisfaz

e ¢(0,x) =xparatodox € X, e

o 0(t,0(s,x)) = @(t+s,x) paratodox € X et,s € RT.

Chamamos uma ¢ definida dessa forma de semi-fluxo ou fluxo, se no dominio tivermos
R™ ou R respectivamente. Uma equacio diferencial ordindria nos leva naturalmente ao estudo

dos fluxos definidos no espago, pois

Defini¢do 6. Dada uma funcio continua f : U C R4*! — R?, definimos uma equagio diferencial

ordindria de primeira ordem por
X' = f(t,x) (2.1)

onde x : R — R?. Ainda, dizemos que y: I C R — R? de classe C' definida num intervalo aberto

€ uma solucdo de (2.1) se

Y(t)=f(t,v(t)), paratodote€l. (2.2)

Geometricamente, (2.2) define uma curva cujo vetor tangente em cada ponto € dado por

(2.1). Lidaremos, em geral, com funcdes que independem do tempo ¢, as quais chamamos de
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EDOs autonomas. A seguir enunciamos um dos resultados fundamentais em EDOs discursa

sobre a existéncia e unicidade dessas solucdes.

Teorema 3. Suponha que f: U — R? é continua e localmente Lipschitz em x e considere a
EDO dada por

X' = f(t,x). (2.3)

Entao

i) para todo (9,x) € U C RY*! existem um intervalo I C R e uma solugdo y: I — R tal
que ty € I e y(ty) = xo.

i) Se y;: I} = Re p: L — R sdo duas solucdes de (2.3) com intersecdo no dominio nio
vazia, i.e., I} NI, # 0, entdo ¥, (t) = p(¢) para todot € I} N 1.

Em particular, se f for de classe C*, a solu¢io também serd de classe CX. No exemplo
trabalhado, consideraremos a classe das fun¢des analiticas, no sentido de varidveis complexas.
Assim, obteremos solucdes também analiticas que podem ter suas séries exploradas com melhor

convergencia.

A prova do teorema consiste justamente no conceito que trabalharemos nos métodos
numéricos: criar uma contra¢ao num espago de Banach adequado. A ideia € mostrar que num

espaco de solucdes especifico, o operador 7 : X — X definido por

T = i)+ [ F67(5)ds 4

¢ uma contracdo. A partir disso, basta tomar a solugdo constante y(¢) = xo como ponto inicial e
iterar a sequéncia. De fato, uma solucdo de (2.3) satisfaz a equacdo integral que induz o operador,

dada por
t
x(t) =xo+ [ f(s,x(s))ds. (2.5)

To

Note que a solugdo original € obtida pela diferenciacdo da equacao acima.

No formato acima, basta fazermos uma translacio de 79 para 0 e podemos simplificar
a identificacdo da solu¢io por um mapa @ : R x R — R tal que ¢ é a solucio que passa por
x € X no instante 7 = 0. Por vezes denotamos também por ¢;(x) ou ¢'(x) essa aplicagdo que

mapeia (7,x) no ponto da trajetéria de x que estd a ¢ unidades de tempo de x.

Ainda, note que ¢ define um sistema dinimico em R, pois

i) @(0,x) = x para cada x € R? uma vez que

0
©(0,x) = x(0) —i—/o f(s,x(s))ds = x(0) = x. (2.6)
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i) e (s+1,x) = @(s,9(1,x)) jé que

t+s
pls+r0)=x+ [ fEXE)ME
t t+s
=t [ SEAENE+ [ SExE)E
=)+ [ rEE)E
= 9l0.0)+ [ F(E-+1x(E+1)dE
= 90.0)+ [ F(E+1,0(E+1.0)ag
—pt0)+ [ f(E0(&"x)ag’
~ p(s.0(1.1)).

2.2 Abordagem numérica

Nosso objetivo é, dado um ponto x € R?, obter uma aproximacio da solugio local que
passa por x no instante ¢ = (. Pelo resultado apresentado anteriormente, sabemos que existe uma

unica solugdo. Para obter uma aproximacao inicial, usaremos Séries de Chebyshev.

Defini¢ao 7. Os Polindmios de Chebyshev 7 : [—1, 1] — R sdo definidos recursivamente por
To(x)=1,Ti(x)=xe

Ti(x) = 2xT—1(x) = T2 (x), k> 1. (2.7)

Os polindmios apresentam uma série de propriedades uteis para o desenvolvimento
numérico. Dentre elas, a direta computacdo do valor de T} (x) através de t = arccos(x), ou seja,
x = cos(t).

Proposicao 1. Para cada n > 0, o n-ésimo polindmio de Chebyshev T,, satisfaz

Ti(x) = Ty (cos(t)) = cos(kt), Vt € [0,7]. (2.8)

Demonstragdo. De fato, se k =0
To(cos(t)) =1 =cos(0-1). (2.9)

Se k =1, teremos

Ti(cos(t)) = cos(t) = cos(1-1). (2.10)
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Figura 1 — Cinco primeiros Polindmios de Chebyshev

Suponha verdadeiro até k e teremos o resultado

2cos(t)(Ti(cos(t))) — Ty—1 (cos(t))

Tiet1(cos(t)) = )
= 2cos(t)cos(kt) —cos((k— 1))

= 2cos(t)cos(kt) — (cos(kt) cos(—t) — sin(kt) sin(—t)) @11
= 2cos(t)cos(kt) — cos(kt) cos(t) + sin(kt) sin(z) '
= cos(kt)cos(t) — sin(kt) sin(?)
=cos((k+ 1)1).
[]

Além do mais, os polindmios {7 }, formam uma base ortogonal para o espago de fung¢des

Ly([—1,1]) com o produto interno dado por

(f.8) = / f (t)g(t)dt (2.12)
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De fato, para verificar a ortogonalidade basta fazer

0, ki#k
P Ty (0T, (%) 4
T, T, = ! 2 d—/ cos(kit)cos(kot)dt = —ky = 2.13
(Thy» Tiy) 0 i 0 (k1t) cos(kat) T, ki=ky=0 ( )
Tk =k £0.

Assim, dada uma funcdo f € Ly([—1, 1]), podemos obter facilmente os coeficientes correspon-

dentes através de

1 T, 1, k=0
ak:g M’ o= (2.14)
/-1 V1—t 2, k>1
eteremosque
=Y aTi(x), vxe[-1,1]. (2.15)
k

Outras propriedades notdveis que serdo utilizadas adiante siao
Ti(-)=(-1)f e T(1)=1 (2.16)

para todo k € N e a seguinte recursao

/To(t)dt =t=T(r) (2.17)
/ Ty ()dt = ; — 411 (To(1) + To (1)) 2.18)
/Tk(t)dt - % (Tll:i(lt) _ T]"C_IY)) Ck>2 (2.19)

Em particular, como trabalharemos com espagos de sequéncias com decaimento, a seguinte

proposicao serd de grande utilidade.

Proposicdo 2. Se f: [—1,1] — R é uma fungéo real analitica, entdo sua série de Chebyshev
dada por

ikt
kZ arTr(x Z 5 cos( kt)+ag+ Z —cos (kt) = Z by cos(kt) = Z bie™ (2.20)
eN keN ke 2 kEZ kEZ

converge uniformemente em [—1, 1]. Ainda, existem constantes C >0 e v > 1 tais que

lag| < C, Vk € N. (2.21)

Note que na proposicao alteramos a notacdo para by com indices em Z. Para tal, basta
tomar by = a; /2 quando k # 0 e temos a Ty (t) = b_ Ti(t) + by T (t) = b_ cos(—kt) + by cos(kt).
A demonstracdo em si € uma consequéncia do Teorema de Paley—Wiener e pode ser encontrada
em (HORMANDER, 2003).
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2.3 Problema de Valor Inicial

Conforme descrito anteriormente, buscamos uma solucdo do problema de valor inicial

dado por uma funcdo analitica f : RY — R?

X =f(x
f(x) (2.22)
x(0)=p, peR’
que também pode ser vista como uma solucdo da equagdo integral dada por
p+/ f(x(s))ds —x(t) =0. (2.23)

Note que ap6s uma reparametrizacdo do tempo, podemos considerar simplesmente o tempo ¢

entre [—1, 1]. De fato, para L > 0 fixado, basta tomar

¢:[—1,1] = [0,L]
o L(s;l).

Assim, se substituirmos em 2.23, teremos

=p+ [ F(x(0(5)) o (5)ds—x(1) =0. 224)

Em suma, se encontrarmos o zero do operador .#, encontramos uma solu¢do da equacio
diferencial ordindria. Como tanto a f quanto a solucdo sdo analiticas, segue da Proposi¢do 2 que

existem coeficientes de Chebyshev tais que

x(t) =ap+2 Z ar Ty (1) (2.25)
k=0

() =bo+2 Y biTi(t) (2.26)
k>0

e substituindo em (2.24), temos

F()(1) —xo—l—L/ bo+2 Y biTi(s)ds —ao+2 Y. acTi()
k>0 k>0

=p+L (bo(t+ 1)+ 2b; G(Tz(t) +To(1)) — %)) - <a0+2 Z aka(t)> +

2LY by ( (T21(1>_T1i—1<1t)_1<<2_1)];)) k>0

k>1

— (p—a0+L< 0———22 k2 )) (t>_|_22 (L<bk—12;bk+l) —ak) Tk(l)

k>1 k>0

=G(p,a,b)oTo(t)+2 Y G(p,a,b)cTi(t).
k>0
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onde definimos um operador temporério G coordenada a coordenada. Agora defina

p—ap—2Y,~0(—1)"a,, k=0,
F(a)=F(p,(an),(bn))k = " (2.27)
2kay + Lby1 — Lby_1, k>1.

e uma observacdo importante é que podemos simplificar a analise de G através do operador F.

De fato, se temos um zero de F, entdo pela relagdo F(p,a,b);, = —2kG(p,a,b);/L com
k # 0 também temos um zero de G. Para k = 0, temos
by

—1)k
p—ao—l-bo—?—ZZ](CZ_)lbk:p—ao—Z(—l)kak (2.28)
k>1 k>0

uma vez que 2kay = Lby_1 — Lby 1. Ou seja, os zeros de F estdo em correspondéncia com os
zeros de G, e, logo, os de .#. A conclusdo é que encontrar solu¢des analiticas do problema de
valor inicial dado, é andlogo a encontrar solugdes no espago de sequéncias ¢ que satisfazem o

operador dado.

Note que o operador depende unicamente da sequéncia a = (ay), pois o ponto inicial p é

um parametro do operador e b = (by) é definido a partir de a.

Na préxima se¢do vamos definir o operador do tipo Newton 7' : X — X dado por T'(x) =

x—AF(x),x € X associado a F como descrito no capitulo introdutdrio.
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2.4 Sistema de Lorenz: Problema de Valor Inicial

Considere o sistema de Lorenz dado por

x=0(y—x)
Yy=px—y—xz (2.29)
z=xy— Bz

com parametros ¢ = 10, B = 8/3 e p = 28. Caso necessdrio, multiplicaremos o lado direito por

L > 0 para reparametrizar o tempo de acordo com 0 nosso interesse.

Seguindo a abordagem proposta, fixamos um ponto p = (p1, p2, p3) € R? e consideramos

as respectivas séries de Chebyshev

x(1) =x0+2 Y 0 Ti(1), (2.30)
k>0

() =yo+2 Y wTi(1), (2.31)
k>0

() =z20+2 ) wTi(1). (2.32)
k>0

Note que operator de .# terd trés coordenadas, dadas por

(F(x,y,2) ) =p +G/_t1 <y0+2zyka(S)> - <x0+2ZXka(S)> ds — <X0+ZZXka(f)

k>0 k>0 k>0
(F (x,3,2)(1)2 = p2+ /t p (xo +2) kak(S)> - (yo +2) Yka(S)>
-1 k>0 k>0
— <x0 +2 Z kak(s)) (ZO —|—2 Z Zka(S)> ds — (y() —|-2 Z yka(t)>
k>0 k>0 k>0
(F (x,3,2)(1))3 = p3+ /t <XO +2) kak(S)> (yo +2) Yka(S)>
-1 k>0 k>0
- B (zo +2 Z szk(s)> ds — (zo +2 Z szk(t)>
k>0 k>0

que resultardo no operador F = [F}, F>, F3] onde cada F; corresponde a .%;, parai = 1,2,3. Os

operadores sao dados explicitamente por

- -2 n —1)" ny k=0
FL((xn)ns Vn)ns (zn)n) = P1=%0=2Lns0{~1)'x (2.33)
2kx; + (0 (V1 — Xar1) — 0 (Vk—1 — X—-1)) -

P2=Y0—2Y,50(=1)"yn, k=0

2kye + (PXi1 — Yir1 — (X% 2)ir1) — (Pxk—1 — Y1 — (X% 2)g—1) -
(2.34)

B ((xn)ns On)ns (zn)n) =

)
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P3—20—2Y~0(—1)"20, k=0
F5((xn)n, On)ns (zn)n) = " " (2.35)
2kzi 4+ (% y)ks1 — Bakr1r) — ((c*y)—1 — Bak—1) -
A derivada pode ser dada em blocos por
D.Fy DyF 0
DF = |\DF, D,F, D.F (2.36)
D.F3 D,F3; D.,F3
onde ) )
-1 2 -2 2 0 0O O O
D.F c 2 —-o 0 D.F -o 0 c 0
110 6 4 -0 YTl 6 0 o
-1 2 -2 2 (-1 2 -2 2
1 2 -1 O 2 0
DyF2 = , D 3= ﬁ B
o 1 4 -1 ... 0 B 4 -PB

enquanto os outros blocos sio definidos coordenada a coordenada por

(DyF)j=

(DiF3)i ;=

Se it = (X,y,Zz) € uma aproximacdo de um zero de F, defina A como a pseudoinversa de DF (ii).

;

0,
Zi—24j —Zitj — P,

Zji—2+j — Zi+jt P,

| Zi—24j — Zitjs

Y

—Yi—24j T Vitj,

sei=0;
sei=j+1;
sei=j—1;

caso contrario.

sei=0;

(D:F2)ij=

(DyF3)i7j =

caso contrario.

?

Xi—2xj = Xitj,

Y

—Xi—2+j T Xitj,

A seguir, defina T : £3 — £3 por T (u) = (u) — AF (u).

sei=0;

caso contrario.

sei=0;

caso contrario.

Para o desenvolvimento desse trabalho, foram determinados trés condi¢des inicias dadas

por

p:
q:

(8.102574164767477,9.551574461919124,24.429705657930224),
(—0.208252089096454, —0.454566900892446,0)
r = (4.102702069909453,8.936495309135337,0.5789130478426856)

onde p se situa proximo a variedade instdvel do ponto de equilibrio (v/B(p —1),+/B(p —1),p —

1), ¢ préximo a variedade instével da origem e r € um ponto qualquer. Nessas condigdes, para

L = 2 obtemos as seguintes solu¢des numéricas:

Y

Y
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Figura 2 — Fluxo a partir dos pontos destacados.

A seguir, destacamos os raios em que o operator 7" definido por 7' (x) = x — AF (x) é uma

contracdo e garante a existéncia e unicidade da solugdo.

Ponto de Equilibrio | m | L | Intervalo [Fmin, "max|

p 150 | 2 | [3.0075 x 10~12,0.0011]

q 300 | 1 | [1.2832x 10~'1,0.00027931]
r 200 | 2 | [9.1460 x 10~'2,0.00094958]

Tabela 1 — Ordem da aproximacao numérica e intervalo dos raios da bola que garante a contracao.

A contracao foi provada utilizando as estimativas e cddigos disponiveis em (LESSARD;
REINHARDT, 2014). Vale destacar que o operador ¢ ligeiramente diferente, pois os autores
utilizaram L/2 ao invés de L. Ou seja, para realizar as provas supracitadas, considere L = 1,0.5

e 1 nos respectivos pontos p,g e r.
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CAPITULO

SOLUCOES PERIODICAS

Nesse capitulo iremos utilizar os conceitos ja apresentados para encontrar solucdes

periddicas no sistema de Lorenz com pardmetros ¢ = 10, p =28 ¢ f = 8/3.

3.1 Solucdes periddicas

Dizemos que uma solucio 7: R — R da equagio diferencial ordindria
X' = f(t,x) (3.1)

é periddica se existe T > 0 tal que y(¢) = y(t + T) para todo ¢ € R. Nesse caso, o valor minimal

de T em que isso acontece é chamado de periodo.

E natural tratarmos de solugdes periddicas, uma vez que se denotarmos o conjunto

S = 7(R), obtemos um conjunto invariante pelo fluxo. De fato, relembremos que

Definiciio 8. Um conjunto S C X é dito ser invariante se no sistema dado por ¢ : RT x R — R?

temos
ot,S)CS, ViteR". (3.2)

Claramente, se seguirmos a solugao ao longo de um ponto fixado p € y(R) ao longo do

tempo, a trajetoria permanece contida no caminho fechado.

Se retirarmos de contexto, uma 6rbita periddica nada mais € do que uma fungio periddica
£:10,T] — R? e sobre fungdes periédicas temos vérios resultados promissores. De fato, sabemos

que sdo aproximadas uniformemente por séries de Fourier.

O desenvolvimento, portanto, serd andlogo ao caso de integracdo numérica usando
Chebyshev. Descreveremos o operador funcional cujos zeros estardo em correspondéncia com

orbitas periddicas da solucdo e, em seguida, descreveremos uma contragdo associada.
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3.2 Abordagem numérica

Considere uma fung@o periédica y : [0,7] — RY decomposta coordenada a coordenada

em
Y(t) = (@), %)), (3.3)
com ¥; : [0, 7] — R fungdes reais periédicas. Em séries de Fourier, teremos paracada j=1,...,d
os coeficientes associados
vi(t) = Y (aj)e" (3:4)
keZ

onde a; = {(a;)}xez € a sequéncia dos coeficientes e @ = 27/T ¢ a frequéncia da solugdo.

Somente essa informagdo ja sugere o operador F que trabalharemos. De fato, para cada y; temos

=Y iko(a;)e™™ (3.5)
keZ

e, se ¥(¢) é solucdo da equagdo diferencial ordindria dada por

¥ = fx) = (fi(x),- fax) (3.6)

entdo para cada j entre 1 e d temos
Fi((0) = ¥(6) = fi(v;(1) = Y ikox(a;) e =0 3.7)

kEZ
€ portanto
F(1)(0) = fi(y;(0) = Y ikeo(ay) e (3.8)
keZ
_fJ(Z zsz Z iko( a, 3.9
kEZ kEZ

= (9(a))i — ikoo(aj)e) €*" (3.10)

onde ¢;(a), resulta da acdo de f sobre a série de Fourier de y. Logo, estamos procurando uma

solugiio em (£1) para um operador F que busca zeros de .7

Fi(a)
Fla)=| : (.11
Fy(a)
onde
(Fj(a))k: Qj(a)—iko(aj) (3.12)

Naturalmente, o operador como esta escrito define uma matriz "infinita"para a esquerda e para
a direita. Seguiremos como ja fizemos anteriormente. Defina uma projecdo de Garlekin dada
por F (m) que projeta a imagem de a'™ num espacgo de dimensao finita e obteremos um operador

cujo zero estard proximo de um zero do operador F.

Note que essa boa aproximacao s6 € possivel devido ao decaimento dos coeficientes de

Fourier para fungdes periddicas. De fato,
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Teorema 4 (Teorema de Paley-Wiener). Suponha que y: R — R é uma fun¢do periddica analitica.

Considere a expansao em Fourier de y dada por

v(t) =Y ae*®, o=2m/T. (3.13)
keZ

Se a = (ay)kez, entdo existe v > 1 tal que

Y laxvf < eo. (3.14)

A demonstracido do teorema € omitida, pois o escopo de andlise complexa foge do
contexto do trabalho. O leitor interessado pode encontrar a demonstracio em (HORMANDER,
2003). Entretanto, o essencial para o desenvolvimento é que existe um espaco de sequéncias com

decaimento dado por v > 1.

3.3 Secao de Poincaré

Essa secdo destaca a importincia de informacdes adicionais sobre a Orbita periddica
no contexto do operador descrito anteriormente. De fato, se I" descreve uma orbita periddica e
obtemos seus coeficientes associados quando y(0) = p € I', podemos obter coeficientes arbitrari-
amente proximos fazendo

pn €L, pn— p, (3.15)
e obtermos 7%,(0) = p com ¥(t) = Y. a,e*® tal que ¥, — y quando n — oo

Ou seja, precisamos de uma forma de isolar nossa solu¢ao dada pelas sequéncias dos

coeficientes no espago tal qual se encontra mesmo quando a solucdo periddica for isolada.

Considere a equacdo diferencial ordindria

X = f(x), (3.16)

sabemos que numa vizinhanga de um ponto regular p € R ha uma mudanca de varidveis que
retifica o fluxo. Este resultado é conhecido como Teorema do Fluxo Tubular. Em poucas palavras,
0 teorema mostra que numa vizinhanga U do ponto p hd uma mudanga de varidveis g: U —V

que conjuga o fluxo ¢ dado por f com o fluxo dado por
yi=1, y’j:0,Vj>1. (3.17)
Seja S =UN ({0} x R¥~1) C R¥ e defina a se¢iio de Poincaré associada
X =g(9). (3.18)

Note que p € X e como p é ponto periédico temos ¢ (T, p) = p, com T > 0 periodo da 6rbita. Por
continuidade, existe uma vizinhan¢a N de p mapeia os pontos na vizinhanca V de X. Definimos,

assim, a fun¢do tempo de retorno no dominio N por

7(x) =min{r >0 : @(t,x) € X} (3.19)
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Figura 3 — Ilustragcdo da Condicdo de Fase. Fonte: (GAMEIRO et al., 2019).

Em particular, a fungdo 7 € continua e tal como P: N — X

P(x) = o(7(x),x), (3.20)
pois € composicdo de funcdes continuas.

Nesse formato, podemos isolar nossa solu¢do no espaco dos coeficientes usando a

ferramenta adicional: basta fixar p € I' como ponto inicial e definir um operador associado

n(p,y(t)) = P(T,y(t)) — p, (3.21)

onde p € a unica solucdo. Em termos de solu¢des numéricas, buscamos por uma solucio periddica
Y(¢) tal que
%- (Yo = ¥(0)) =0, (3.22)

para aproximagdes fixadas ¥) e ¥, e defina a equagdo acima por Fy(a) sob os coeficientes de

Fourier de y

3.4 Sistema de Lorenz: Orbitas periddicas

Considere o sistema de Lorenz dado por

x=o0(y—x)
)'):p_x—y—xz (323)
z=xy— Pz

com parametros ¢ = 10, B = 8/3 e p = 28. Vamos definir o operador F : X — X dado por

FO(O), (an)a (bn)7 (cn))
_ | Fi(o,(an), (bn), (cn))

P @), ) () =1 o (), (b () 029
F3(w7 (an); (bn)7 (Cn))
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com
(Zle Yo%, — Y Y. Likj<m(@i)k, J=0
Fi(0,a,b,¢) — {iko(a) — (¢1(a,b,¢))i}kez, j=1 -
{iko(b)i — (¢2(a,b,c))k }kez j=2
. {lk@(C)k - (¢3 (aab7c))k}k€Z7 J =3
onde
G(bk - ak)a J= 1
(¢j(a,b,0))k =4 pax — by — (a*xc)y, j=2 (3.26)
(axb);— Bey, j=3

3.5 Computacao Rigorosa

Assim, para os parametros descritos, foram validadas as seguintes 6rbitas periddicas em
(GAMEIRO et al., 2019).

Trajetéria Periodo | m | Intervalo [rmin, 7max]

AB 1.5587 | 80 | [3.0112x 10~1%,0.0078691]
AAB 2.3059 | 110 | [6.0866 x 10~13,0.0041978]
ABB 2.3059 | 110 | [5.1273 x 10~13,0.0031017]
AAAB 3.0236 | 140 | [2.1023 x 10~'2,0.0018607]
AABB 3.0236 | 140 | [2.6987 x 10~13,0.0015571]
ABBB 3.7256 | 170 | [2.016 x 10~12,0.0014146]
AAAAB 3.8203 | 170 | [1.6132 x 10~12,0.00089004]
AAABB 3.8203 | 170 | [2.6086 x 10~12,0.00059818]
AABAB 3.8695 | 170 | [3.5391 x 10~12,0.00064646]
AABBB 3.8203 | 170 | [2.1882 x 10~12,0.00055587]
AAAABABB 6.0824 | 300 | [2.7194 x 1071 6.8867 x 107]
AABBAABB 8.957 [ 560 | [2.6555x 10~11,6.4514 x 1077]
AAAAAABBABBBAAAA | 11.9973 | 870 | [1.2693 x 10~19,3.0684 x 1077]

Tabela 2 — A trajetdria descreve a regido em que a Orbita periddica passa por, sendo A/B os pontos de
equilibrio ndo nulos. O periodo descreve o periodo da drbita encontrada, a quantidade de
coeficientes de Fourier para a aproximacio numérica e o Intervalo de validag@o.

Segue quais foram as drbitas periddicas validadas.
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45

Figura 8 - AAAAAABBABBBAAAA

As figuras acima foram retiradas de (GAMEIRO et al., 2019).






47

CAPITULO

VARIEDADES INVARIANTES

O objetivo desse capitulo é determinar a variedade estdvel de um ponto hiperbdlico dada
por uma fung¢do analitica f : R” — R em

y=f(y). (4.1)

4.1 Variedades estaveis

Defini¢do 9. Um ponto de equilibrio p € R", i.e., f(p) = 0 € dito ser hiperbdlico se todos os

autovalores de Df(p) possuem parte real nio nula.

Se analisarmos o espectro de Df(p), isso significa que sob pequenas perturbagdes a parte
real dos autovalores ndo troca de sinal. Ou seja, a estabilidade linear conjugada numa vizinhanga

de p nao se altera.

Definicao 10. Chamamos de variedade estavel local de um ponto fixo p € % com respeito a
uma vizinhan¢a %7 C R” de p o conjunto

Wie(p) = {xe %] tim o) =p

t—>-Foo

e apenas variedade estdvel

Wi (p) = f(t.W.(p)),

t>0

em outras palavras,

Wi(p) = {x | tim o) =)

t—r+oo
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Em geral, essas variedades podem ser complicadas de determinar. Entretanto, o Teorema
de Hartman-Grobman as caracteriza no caso de pontos fixos hiperbélicos. O teorema diz que
essas variedades sdo copias topologicamente imersas dos respectivos subespacos estaveis/ins-
taveis dados pela linearizagdo do sistema nos pontos hiperbélicos. Em particular, os métodos
computacionais estudados neste projeto sao fundamentados no seguinte resultado tedrico sobre

pontos fixos hiperbodlicos de equagdes diferenciais ordindrias.

Teorema 5 (Teorema da Variedade Estavel). Seja f: U — R” uma funcio de classe C¥, k > 1
e seja p € U um ponto fixo hiperbélico. Entdo existe um mergulho ¢ : V — U de classe C*

definido numa vizinhanga V C E* da origem tal que

e ¢(0) = pe @(V) coincide com uma variedade estdvel local W/ (p) de p;
o D(0)ES = E¥;

e ¢ se estende a uma imersdo injetiva ¢ : E* — U de classe C* cuja imagem é W*(p);

onde E° = E*(p) é o subespaco gerado pelos autovetores em correspondéncia com os autovalores

com parte real negativa, ou seja, o subespaco estavel de Df(p).

A ideia €, portanto, trabalhar com campos vetoriais dados por func¢des analiticas, assim
teremos que numa vizinhang¢a do ponto de equilibrio hiperbdlico, a variedade estdvel é dada

localmente por um mergulho analitico.

4.2 Abordagem numérica

O método utilizado se chama “Método da Parametrizacao” (CABRE; FONTICH; LLAVE,
2005) e se fundamenta no Teorema da Variedade Estavel. De fato, da analiticidade de g € possivel

concluir que a variedade estdvel num ponto hiperbdlico € uma superficie analitica mergulhada

no R”.

Suponha que p € R" seja um ponto de equilibrio hiperbdlico de (4.1) e denote por ny < n
a dimensdo da variedade estdvel de p. Sejam (A, &) com 1 < k < ny os pares de autovalores e

autovetores de Df(p) com parte real negativa da lineariza¢do em p.

O método da parametrizag@o consiste na busca de uma parametrizagdo local da variedade

estavel W*(p) dada por

f(6)="Y aq6” 4.2)
|a|>0
onde a = (¢, ..., Qy,) € um multi-indice. Como o fluxo é conjugado com o fluxo linear numa

vizinhang¢a (Hartman-Grobman), assumimos que f € a parametrizacdo dada pelo teorema, isto €,

f(eM0) = o(t,f(6)) (4.3)
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onde A = diag(Ay,...,A,,) e @ é o fluxo induzido por f.

Derivando com respeito a ¢ e avaliando em ¢ = 0, obtemos a seguinte equacdo de

invdariancia

Df(6)A6 = g(f(0)), (4.4)

a qual acrescentamos as seguintes condicdes para obtermos um problema bem posto,

f0)=p, Df(0)= (&, 6n,)- (4.5)

A partir da equagdo de invariancia, expandimos ambos os lados em Taylor e igualamos
os coeficientes correspondentes a 6% para obtermos um sistema de infinitas equagdes. O sistema
¢ truncado e resolvido até um certo grau || = M, o que nos dd uma aproximagdo numérica da
variedade estdvel de p. Uma ultima condi¢do deve ser adicionada para que esse processo seja

bem sucedido. Precisamos que os auto-valores de Df(p) sejam ndo-resonantes.

Definicao 11. Um conjunto de auto-valores {A; }|<x<, € dito ser resonante se existirem ¢, ..., 0, €
Ntaisquea;+:---+a, >2e

QA+ Oy = A

para algum i € {1,...,n}. Caso contrdrio, dizemos que sdo ndo-resonantes.

Caso os autovalores sejam resonantes, o sistema obtido por (4.4) pode ndo ter solucgdo.

Supondo a condicao de ressondncia, podemos resolver o sistema através da formula de recorréncia
ap=p, a,=2¢&(i=1,...,n) (4.6)

(Df(p) — (a1 A1 + -+ Ay )dy ) g = —cCq 4.7)

onde cq € definida em termos dos ag, 8 multi-indice com || < |a| e Id), , € a matriz identidade
de tamanho n. Uma verificagao do erro a-posteriori é realizada em (CABRE; FONTICH; LLAVE,
2005) para garantir a qualidade da solu¢do numérica.

Outra abordagem seria tratar a solucao do sistema (4.6) como um zero de um operador
F : R" — R" definido por
apg—p

Ae; — gi

(4.8)

((Xlll +- Olns)bns)ldn,n)aa - (])(aa)

e usar métodos numéricos conhecidos para encontrar o seu zero.
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4.3 Sistema de Lorenz: 1D-Variedades estaveis/instaveis
Considere o Sistema de Lorenz dado por
x =o(y—x)
y =px—y—xz 4.9)
; =xy—fz

onde 6 = 10,p =28 ¢ B =8/3. O objetivo dessa se¢do é descrever o operador que trabalharemos

no sistema. De fato, considerando

—o(x+y)
fly,2) = |px—y—xz (4.10)
—Bz+xy

Suponha que p € R? é um ponto de equilibrio hiperbélico que sé possui um tnico autovalor
nao-negativo, denotado por A > 0. Seja v € R? o autovetor associado a A. Procuramos entio

uma série de poténcias P : [—1,1] — R3 tal que
P(0)=p, P(0)=v (4.11)

que seja uma solugdo do sistema. Seja

P@r) =Y out” (4.12)
n=1
com
0y = (ap,bn,cn), a,b,c €. (4.13)
Agora defina as sequéncias
¢1(a,b,c) =o(b—a)
¢2(a,b,c) =pa—b—(axc) (4.14)
¢3(a,b,c) =—Pc+ (axb)

e substituindo de acordo com o Método da Parametrizagao, i.e., fazendo nd oy, — ¢ (), =0,

obtemos as equacdes

nia, — ob, + oca, =0
nAb, —pa,+b,+(axc), =0 (4.15)
nicy+ Ben— (axb), =0

Assim, podemos definir o operador F : ¢ x ¢ x £ — ¢ x £ x { simplesmente usando as equagdes

acima. De fato, fazendo
Fi(a,b,c)
F(a,b,c) = |F(a,b,c) (4.16)
F3(a,b,c)
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onde
ap — Px, k:O
(Fi(a,b,c))r = { aj — v, k=1 (4.17)

nAa, —ob,+ca,, k>1

bo — py, k=0
(Fa(a,b,c))i = { by — vy, k=1 (4.18)
nAb, —pa,+b,+(axc),, k>1

€0 — Pz k=0
(F3(a,b,¢))k = { c1 — v, k=1 (4.19)
nicy+Ben—(axb),, k>1

cujas proje¢des de Garlekin sdo facilmente definidas, basta truncar em certo grau m > 0.

Esse formato possibilita determinar as seguintes variedades um-dimensionais dos pontos

de equilibrio na Figura 9 e o perfil das solucdes pode ser observado na Figura 10.
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-AHH““H._ “- -_--_4;_-“"-““-“ 2 O

Figura 9 — Variedades estaveis dos pontos de equilibrio simétricos em vermelho e variedade instavel da
origem em verde.
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Figura 10 — Graficos superiores descrevem o decaimento total dos coeficientes de uma variedade estavel e
instdvel. Abaixo, um grafico em escala log e um reescalado respectivamente.

4.4 Computacao Rigorosa

Conforme apresentado na introducgdo, buscamos estimativas que satisfacam o Teorema 2

que requer Yy, Zo,Z1,Z; tais que

IAF @@)]|x < Yo

17— AAT|| < Zy

IA[DF (@) — AT]|| < Z,
|A[DF (b) — DF (@)][| < Zor, Vb € B, (%)

(4.20)

onde @ = (a@,b,c) é uma aproximagio numérica de F = [F, F>,F3] e A é uma aproximacio do

inverso da derivada em u. Nesse formato, temos

2A+o
D,Fi(a,b,c) = ) , DpFy(a,b,c) = —c

nA+o

(4.21)
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_ 0 | -
0 1
€2 €1 € 24 +1
DaF2<aab7C): 7DbF2(a7b>C): )
Cn Cp—1 --- Co nA+1
) 4.22) =
K 0
0 0
a, ar aop —by —b1  —by
D.F(a,b,c) = , DaF3(a,b,c) =
an ap-—1 ao —by, —by —bg
) (4.23)
[ 0 ] 1
0 1
—a —ap  —a 2A+ B
DyF3(a,b,c) = ,D.F3(a,b,c) =
—An  —dn-1 —ao niA+ B
) ) ) 4.24)
Finalmente, faca
D,Fi DyF, D/F; DFyy DFip DFi3
DF(a,b,c) = |D,F» DpF, D.F| = DF, DF,, DF33 4.25)
D,F5 DpF3y D/Fj3 DF51 DF3, DF;s3

Dada uma solugdio numérica para a projecio, defina A™ de maneira andloga aos casos anteriores.

Definimos completando com zero quando necessario os seguintes operadores bloco-a-bloco

(

DF;(a,b,c)™

mA

(m+1)A

sei=j=1,2,3

sei# j

(4.26)




54 Capitulo 4. Variedades Invariantes

e A por
( _ —1 -
(DF,},-(a, b,C) (’")>
.
mA 1 , sei=j=1273
Ajj= T (4.27)
L ~ » i
(pFj@Bo™) sei
\
Assim, defina com tal A o operador do tipo Newton
T(x) =x—AF(x), (4.28)

e determine as estimativas que satisfacam a condi¢do de contragdo.

4.4.1 Estimativa Y

Defina Yy = max |AF ()|, pois

IAF (@)]]., = (ZAj,iFi(ﬁ)> (4.29)
i il
<max |} A;iFi(u)| =Y (4.30)
T
satisfaz o Teorema 2.
4.4.2 Estimativa Z
Defina
zoz‘ ((I—AA*)(l,...,l)T) (4.31)
I<j<m]|q
pois o operador se resume a uma acao em parte finita dada por
- B _q B -
In— (DF,;(@b,e)™) " DF,j(a,b,o)"
- AAT = 0 4.32)
0
Logo, ||I —AAT|| < Z.
4.4.3 Estimativa Z;
Defina B
7, — max {67 1 +Z|En| +Z|an|aﬁ +X |bn| +X |an|} . (4.33)

: mA|
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De fato, precisamos que ||A[DF (@) —A']|| < Z;. Note que

_bo

Bii] O 0
By | B2p | By
B3 | B3p | B33
0
B33z = '
1 ’ B
[0
Bos=10 a1 ... a
0 0 adn—1 ... Q

—by

€ B3’2 = —3273.

(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.37)

Se (x,y,z) é uma tripla de sequéncias em (/.)* na bola unitdria em torno da origem,

DF () — A"
onde
_0 .
By = yBap =
c
e
[0
Bo1=10 ¢y1 ... <o
0 0 Cm—1 (o))
0
B3,1: 0 —bp1
0 0 by
entao

(DF (i) = A") (x,y,2) =

€ temos, portanto,

A(DF (@) =AT) 32" = | Ag

0,...,0,0%,...)

s 0,(C*X) A+ ym+(@*2)m,---)
30, = (bxX) — (@*Y)m + Bam,--.)

0 B171x
Az By 1x+Bspy+ B3z
A33 B3 1x+ B3y + B33z

X

...707W,...)
0 (C5X)m+ym+ (@2)m

D@ Y

0 f@*x)m*n(jl*y)erﬁzm . )

(4.38)

(4.39)
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Note que
(o3
< —<

[ (0,005 >w—MM—a’
O,...,O, (E*x)m‘f_ym_f—(a*Z)m’”. S 1+Z|En|+2|an| SZ],

mA - m|A|
O".WO’_(b*x)m_(a*)’)m‘f'ﬁzm"“ < B+X|bn| + ¥ [an] <7z,

mA - m|A|

O que propde a estimativa inicial, j& que a norma de A[DF (&) — A'] é menor do que a maior das

trés quantidades acima.

4.4.4 Estimativa Z,

Defina

2
z§>—-nmx{HA22H |A|}

2 = lasall+ max { g3 - |

e, finalmente,

7, =2max {7’} (4.40)

De fato, precisamos que ||A[DF (u) — DF (u)]|| < Zr para u = (a,b,c) numa bola de raio r em
torno de % = (@, b, ). Note que

[ DF(u)y1 —DF (@)1, DF(u);2—DF ()12 DF(u);3—DF ()3
DF (u) — DF (u) = DF(M)Q 1 —DF(ﬁ)z 1 DF(M)Z 2 —DF(ﬁ)z 2 DF(M)2’3 —DF (u)33 2,3

:I

| DF(u)3,1 —DF ()31 DF(u)3»—DF(u)32 DF(u)33—DF(u)33 |
[ 0 0 0 ]
= | DF(u)y, —DF ()3, 0 DF (u)y.3 — DF (i0)23
| DF(u)31 —DF(@)3; DF(u)3— DF(@i)3. 0 |
0 0 0
=Gy 0 Gp

| G5 Gz O
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Se (x,y,z) é uma tripla de sequéncias em (£..)> na bola unitdria em torno da origem, teremos

0

(DF (u) — DF (0))[x,,2)" = | Ca1x+Casz

| G3.1x+C30y

0

= (0,0,(x*(c—7¢))2,...)+(0,0,(z* (a—a))z,...)

Logo,

A(DF (u) — DF (#0))[x,,2)" =

onde, para i = 1,3, teremos

NN
DF (u):

| —(0,0, (x* (b—b))2,...) — (0,0, (y* (a—a))a,...)

[ A1 A1x Aps 0

Ar1 Azp Anj Coix+Cr 3z
| A3 A3zp Az C31x+C30y
[ A1 (Co1x+Cr32) +A15(C31x+C32y)
A2 (Cr1x+Cr32) +A23(C31x+C32y) | »
| A32(Co1x+Co32) +A33(C31x +C32y)

0
(x*x(c=C))m+ (zx(a—a))m
- 0 C
0
1 (x*(c—0))2+ (z%(a—a))2
O )

(xx (c=C))m—1+ (2% (@—=a))m-1
0




58 Capitulo 4. Variedades Invariantes

enquanto para i = 2,

0
0
(pFa@®) " (e =@+ (2 (a—a))2
A2p (Crix+Co32) = L :
(cx (¢ =€)m-1+ (2% (@a—=a))m-1
(x (¢ =2))m + (z+ (@ =a))m
: . i
0
(oF@) (x5 (=) + (% (a—a)),
= |

(xx(c—€))m—1+ (zx(a—a))m-1
(x*(c—E))m—i-)L(z*(a—ﬁ))m

O andlogo ¢ utilizado em A; 3 (C3 1x + C372y) comi= 1,2 ei=3 separadamente. Dessa forma,

pelos dois desenvolvimentos anteriores, temos

1412 (C3,1x+C3.22) + 415 (C3,1x+C3.0y) [ < (A1 2l[[ (@ —@) + (c =€) || + |41 5]l (a — @) + (b —b)|
< [|A12|2r + ||A1 327
=2r([[A12]l + [[A13]])
< Zpr

m 1 _ _
1422 (C3.1x+ C322) + A2 3 (C3,1x 4+ C32) || < max { ||Aé72) Il W} |(a—a)+ (c—72)||
+lA25[l(a—a) + (b - b)|
< Mp2r+ ||A273||2r
=2r(Mz2+[|A2;]])
< Zr

1432 (C3,1x+ C322) +A33 (C3,1x +C3.2Y) || < [|A32][[|(a —@) + (c — )|

m 1 _ —
+max{||Ag,;H,m}||<a_a>+<b_b>||

< ||A3,2 ||27‘-|—M321"

=2r(||As 2| + M3)
< Zr
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4.4.5 Raio de convergéncia via Polinbmios Radiais

A seguir, destacamos os raios em que o operator 7 definido é uma contragdo e garante a

existéncia e unicidade da solugdo.

Ponto de Equilibrio | m | Intervalo [rmin, max)

Origem 50 | [6.7738 x 10~13,0.3709227]
Olho 1 50 | [3.8888 x 10~13,0.2550928]
Olho 2 50 | [4.0001 x 10~13,0.1897546]

Tabela 3 — Ordem da aproximagado numérica e raio da bola que garante a contraciio nos pontos destacados.

4.5 Sistema de Lorenz: 2D-Variedades estaveis/instaveis

Supondo que existam dois autovalores com parte real negativa A1, A, e seus autovetores

associados v, vy, podemos reescrever o operador descrito acima para uma série de poténcias
_ i J
P(11,10) =) o jtit3, (4.41)

onde ¢; j = (a; j,b; j,ci j) e o operador F = [F1,F2,F3] é dado por

ap,0 — Px, l:.]:()v

a10—Vvis, i=1,j=0,
Fi(abc)j=4 " / (4.42)

ap1 —V2.x, l:07.]: 17

| (A +mAy)aij—o(bij—aij), i+j=2.

(
bo,0 — Py, i=j=0,
bro=viy i=1,j=0,
Byab,c);=4 07" / (4.43)
bO,l_VZ,ya l:07]:17
\ (I’llll —}—l’lz/lz)bw —pa,-7j—|—b,~7j — (a*c),-,j, i+j>2.
€0,0 — Pz l:]:OJ
1.0 — Vg, i=1,j=0,
Fy(abc)i;=4 0 / (4.44)
€0,1 — V2.2, = 07.] = 17
\(m?h—i—nzlz)ci,j—i—B(CiJ)—(a*b)i,j, i+j>2.

Se fizermos o truncamento e resolvermos até um certo grau m = 50 ou m = 30, obtemos

as seguintes solu¢des do operador que aparecem na Figura 11.
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Figura 11 — 2-Variedade estdvel em vermelho (m = 50) e 2-variedades instdveis em verde (im = 30).

4.6 Computacao Rigorosa

Andlogo ao caso 1-dimensional, usaremos o Teorema 2 que requer Yy, Zy, Z1,Z, tais que

|AF (@)||x < Yo

11— AAT| < 2

IA[DF (@) - AT]|| < Z4
|A[DF (b) — DF (@)]|| < Zpr, Vb € B,(u)

(4.45)

onde A é uma aproximacéo do inverso da derivada na aproximagido numérica u = (a,b,c) de
F = [F}, F>, F3]. Primeiro, é importante reordenar a varidvel e o operador da seguinte forma para

esclarecer as estimativas:

a = (a070,a170,a071,. .. ,an,o,an_m,. .. ,a17n_1,a07n, P ), (4.46)
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€ - -
apo—p
a0 —Vvix
ap,1 — vax
Fila,b,e) = nA1an0 — 6 (byo — anp) (+47)
(n—DA+1)ap—11—0(bp—11 —an—1,1):
nAxag,, — o (bop,—ao )
Defina
Yo = [|AF (@) [, (4.48)
Zo=||(1=AAT) (1, . 1) o, (4.49)
1:mw{m1+;mA+Z@mﬁ+Zwm+ZWMR .
ming,, 4 p,=m [R1A1 + 122
Z, = 2max {zg‘),zgz),zf)}, 4.51)

(i)

onde os Z,~ sdo definidos de forma anédloga ao caso 1-dimensional, exceto pela substitui¢do de

1/m|A| por
1

. a4m=m 452
i mi Mt (4.52)

Com essas estimativas, destacamos os raios em que o operator 7 definido por 7' (x) =

x — AF (x) é uma contragdo e garante a existéncia e unicidade da solug@o.

Ponto de Equilibrio | m | Intervalo [rmin, "max)
Origem 50 | [2.3223 x 107%°,0.0312352]
Olho 1 30 | [5.0001 x 10~'%,0.234556]
Olho 2 30 | [4.7338 x 1071%,0.262254]

Tabela 4 — Ordem da aproximac¢ao numérica e raio da bola que garante a contracdo nos pontos destacados.
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