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RESUMO

ANDRADE, F. G. Propriedades das solucoes de equacoes diferenciais em medida. 2019.
68 p. Tese (Doutorado em Ciéncias — Matemadtica) — Instituto de Ciéncias Matemadticas e de
Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2019.

Equacdes diferenciais funcionais em medida podem ser usadas como ferramentas para o estudo
de modelos fisicos mais proximos da realidade, por exemplo, modelos com fendmeno de "jump"
e constituem um ramo relativamente novo de equacdes diferenciais. Embora esse campo tenha
se desenvolvido nos dltimos anos, a teoria sobre equagdes diferenciais funcionais em medida
¢é escassa, com algumas classes de equacdes ainda ndo pesquisadas. Neste trabalho, vamos
explorar as equagdes diferenciais funcionais neutras em medida com retardo infinito. Usando
técnicas conhecidas na literatura, obtemos propriedades qualitativas para sua solu¢ao, como
existéncia, unicidade e dependéncia continua com relagdo as condi¢des iniciais. Além disso,

estudamos a controlabilidade de um sistema descrito por este tipo de equacao.

Palavras-chave: Equacdes diferenciais em medida, Equacdes neutras, Existéncia de solugdes,

Unicidade de solucdes, Dependéncia continua de solugdes, Controlabilidade.






ABSTRACT

ANDRADE, F. G. Properties of solutions of measure differential equations. 2019. 68
p- Tese (Doutorado em Ciéncias — Matematica) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de
Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2019.

Measure differential equations is a branch of differential equations area recently discovered that
can be used as a tool to study physical models closer to the reality, for example, models with
the phenomenon of jump. Although this field has been developed in the recent years, the theory
of measure functional differential equations is still scarce, and some classes of these equations
have not been described yet. Here, we will explore the neutral measure functional differential
equations with infinite delay. Using techniques known in the literature, we obtain qualitative
properties of their solutions, such as existence, uniqueness and continuous dependence. In

addition, we study controllability for systems described by this type of equation.

Keywords: Measure differential equations, Neutral equations, Existence of solutions, Unique-

ness of solutions, Continuous dependence of solutions, Controllability.






SUMARIO

INTRODUCAOD . . . . . .ttt e e e e e e e e e e e e e e e e e 19
1 PRELIMINARES . . . . . . . . . . e e e e e e e e 21
1.1 Funcées Regradas . . . . . . . ... ... ... ... . .... . ..... 21
1.2 Integral de Kurzweil . . . . . . . .. ... ... ... ... ... ... 22
1.3 EDO generalizadas . . ... ................. ... .... 26
2 EDFN EM MEDIDA COM RETARDO INFINITO VIA EDO
GENERALIZADA . . . . . . e e e e e e e 31
2.1 Espacode Fase . . ... ... . ... ... ... .. ... . ..., 31
2.2 EDFN em medida e EDO generalizada . . ... ... ......... 34
2.3 Existéncia e unicidade de solucées . . . . . .. . ... ... ... ... 45
2.4 Dependénciacontinua . . . . .. ... ... .. ... ... ... . ... 48
3 CONTROLABILIDADE . . . . . . . . e e e e s et e 53
3.1 Controlabilidade para sistemas de EDF . . . ... ... ........ 53
3.2 Controlabilidade de sistemas de EDF em medida . . . . .. ... .. 55

REFERENCIAS . . . . . . o e e e e e e e e e e e e e s s s s 65






17

INTRODUCAO

Uma equacio diferencial funcional, abrev. EDF, € uma equacao diferencial em que a
taxa de variacdo da solu¢do depende tanto de ocorréncias do presente quanto do passado. Em
outras palavras, esse tipo de equacdo pode descrever eventos futuros a partir de informagdes do

que temos agora e de observacdes anteriores.

Suponha que 0 < r < +oo seja um ndmero real dado, R"” seja o espago euclidiano

de dimensdo n com norma |- |, e €(|a,b],R") seja o espago das fung¢des continuas definidas
no intervalo [a,b] assumindo valores em R”, munido com a norma do supremo, isto é, para
¢ € €([a,b],R"), ||@|| = sup,<g<, 9(0). Setg €R, 6 >0 ey € €([to —r,t0 + c],R"), para
t € [to,to + o] definimos y; € € ([—r,0],R"), a histéria de y em 7, por y;(0) = y(¢ + 6), para todo

0 € [-r,0]. Dado Q C R x €([—r,0],R") e f : Q — R", dizemos que a rela¢do

d
Ey(t) = f(t,) (1

¢ uma equacao diferencial funcional retardada (EDFR). Uma funcio y é chamada de solugédo de
(1)em [tg —r,to+0) se existe 0 > O tal que y € €' ([to — .10+ 0),R"), (¢,y:) € Qe y satisfaz (1)
para todo 1 € [ty,tp+ ©]. Dado 1y € R, ¢ € € ([—r,0],R"), dizemos que y(¢;1y, ¢) é solucdo de
(1) com condigdo inicial ¢ se existe 6 > 0 tal que y(¢;79, @) é solugdo de (1) em [t) — r,t0 + O)
e yt0(~, @) = ¢. Para um estudo detalhado e aprofundado das EDFR’s, veja (HALE; LUNEL,
1993).

A partir da necessidade de aplicacdes reais, houve uma evolugdo deste ramo de equagdes
diferenciais. Durante este processo surgiram alguns tipos de EDFR’s, dentre elas a EDF neutra
(EDFN) e a EDF impulsiva (EDI). Podemos ainda dividir as EDRF’s em classes de retardo finito
e retardo infinito, i.e., tomando r = +oo. Diferente do que acontece com as EDFR’s com retardo
finito, em que o estado y; € uma fun¢do continua para ¢t > g+ r, nas EDFR’s com retardo infinito
a solucdo sempre vai carregar informagdes da condi¢do inicial, isto €, x; sempre vai incluir parte
da funcao inicial para qualquer ¢ > ty. Por este motivo, a teoria desenvolvida deve ser adequada a
cada espago de fase escolhido. Para desviar dessa dificuldade, Hale e Kato (1978) adotaram como
espaco de fase um espaco de Banach satisfazendo algumas propriedades qualitativas (axiomas
de defini¢do). Mais tarde, Hino, Murakami e Naito (1991) mostraram que alguns espacos de
fun¢des bem conhecidos satisfazem os axiomas de (HALE; KATO, 1978).

Questdes envolvendo essas equacdes vem sendo extensivamente estudadas na literatura.
Por exemplo, no contexto de retardo finito Andrade (2014) estudou a controlabilidade de sistemas

representados por EDFN'’s, Frasson e Lunel (2003) descreveram o comportamento assintético
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de uma classe de EDFN'’s, Benchohra, Henderson e Ntouyas (2006) apresentaram a teoria de
existéncia e Federson e Mesquita (2016) estabeleceram resultados de dependéncia continua para
as EDI’s. J4 com retardo infinito temos a existéncia e unicidade para EDFN’s desenvolvida por

Hernandez e Henriquez (1998).

Caminhando um pouco mais na evolug¢do das EDF’s, na década de 1960 surgem as

equacoes diferenciais em medida

Dy = f(t,y) +G(t,y)Dg, (2)

onde D denota a derivada distribucional da fun¢io g e G(¢,y) pode ser tomada como uma fungéo
continua ou uma funcao integravel que faz o sistema evoluir continuamente com relagdo ao
tempo. Tais equacOes foram estudadas primeiramente por Schmaedeke (1965) na teoria do
controle, considerando o caso especial em que G(¢,y) = G(¢) é uma fungdo continua com rela¢do
at (lembramos que quando g é uma func¢do de variacdo limitada entdo Dg torna-se uma medida
de Stieltjes). Uma solucdo de (2) é uma fung¢do y de variagdo limitada cuja derivada distribucional
Dy satisfaz a equacdo (2). Note que agora nao se espera mais a continuidade das solucdes, melhor
dizendo, estamos lidando com uma ferramenta que possibilita a modelagem de modelos fisicos

descontinuos, por exemplo, com o fendmeno de salto.

Posteriormente, Das e Sharma (1971) incluiram na 4rea de equacdes as EDF’s em medida

Dy:f(tvyt)+G(t7yt)Dg' (3)

Muitas das técnicas usuais para se obter propriedades das solu¢des ndo se aplicam as EDFR’s
em medida ou s@o de tratamento muito complexo. Esse inconveniente pdde ser superado usando
uma nova forma de olhar para as EDFR’s em medida. A técnica, que consiste relacionar EDF’s
e EDQO’s generalizadas (veja a se¢do 1.3) através de uma correspondéncia biunivoca, foi apre-
sentada na literatura pela primeira vez por Imaz e Vorel (1966) e Oliva e Vorel (1966). Desde
entdo, alguns trabalhos tém aparecido nessa linha, por exemplo, (FEDERSON; SCHWABIK,
2006), (FEDERSON er al., 2018) e (MONTEIRO; SLAVIK, 2014) relacionaram com EDO
generalizadas as EDI’s com retardo finito, EDFN’s em medida com retardo finito e EDFR’s

lineares em medida com retardo infinito, respectivamente.

Embora a teoria de equagdes diferenciais em medida esteja bem encaminhada, este
campo de pesquisa das equagdes ainda desperta muito interesse. Neste trabalho, vamos estudar
EDFN’s em medida com retardo infinito. Mais especificamente, tendo em vista (DAS; SHARMA,

1972), vamos considerar sua forma integral

1) = 00)+ [ F15,33)dg(s) + N{e)yi — N (o) @

Nosso objetivo € associar (4) a uma EDO generalizada e, usando a teoria disponivel na literatura

sobre estas equacoes, extrair propriedades qualitativas de uma solucao de (4).
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Dividimos nosso trabalho em duas partes principais. Num primeiro momento estudamos
qual o melhor cendrio para que nossa correspondéncia seja concretizada, ou seja, vamos procurar
um espaco de fase que seja o mais conveniente para as EDF’s neutras em medida com retardo
infinito e analisar quais s@o as particularidades que cada elemento de (4) deve satisfazer para
que possamos associar a (4) uma EDO generalizada. A partir disto, vamos extrair propriedades

qualitativas da solucdo de (4), a saber, existéncia, unicidade e dependéncia continua das solucdes
de (4).

Na segunda parte, estudaremos a controlabilidade para sistemas descritos por uma EDFN
em medida perturbada com retardo infinito. Usando a teoria de controle para EDO generalizadas
e correspondéncias existentes na literatura, vamos explorar essa propriedade da solugdo de (4)

comparando com outros sistemas.
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CAPITULO

PRELIMINARES

Neste capitulo sdo introduzidas ferramentas basicas que fundamentam todo este trabalho.
Dividimos este capitulo em trés partes, sendo a primeira delas destinada a apresentacdo de uma
classe de fun¢des bem conhecida na literatura, a segunda ao estudo da Integral de Kurzweil e

finalizamos com a teoria de equagdes diferenciais ordindrias generalizadas.

Neste capitulo, consideraremos X um espago de Banach munido de uma norma || - || e
a,b € R, com —oo < a< b < +oo,

1.1 Funcoes Regradas

Recordamos aqui uma importante classe de fun¢des para o nosso propdsito, conhecida
como a classe das funcdes regradas. As informagdes contidas aqui sobre este tipo de funcgao,
quando ndo forem explicitamente citadas, podem ser encontradas com maiores detalhes, por
exemplo, em (FRANKOVA, 1991) e (BANAS; KOT, 2017).

Defini¢do 1.1. Uma fun¢do f : [a,b] — X é regrada quando existem e sdo finitos os limites

laterais
f(t7):= lim f(s), t € (a,b] e f(t):= lim £(s), t € [a,b).
st~ s—tt
Uma parti¢do de [a,b] é uma colecdo finita de pontos D = {so,si,...,s,}, sendo

a=s0<s5] <...<sp,=>b. Se existir uma parti¢do de |a,b], tal que uma fungio f é cons-

tante em cada intervalo (s;_p,s;), entdo f é chamada de funcdo escada.

O Teorema 1.2 abaixo diz que o conjunto das fungdes regradas f : [a,b] — X, aqui
denotado por G([a, b],X) de acordo com (HONIG, 1975) e (TVRDY, 1989), é o fecho do espaco
das fungdes escada. Isto €, o espago G([a,b],X), munido com a norma || f|[ec = sup;cfq ) /(1) I,

torna-se um espago de Banach.

Teorema 1.2. Seja f uma funcdo de [a,b] em X. As seguintes propriedades sdo equivalentes:
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(i) f:[a,b] — X é limite uniforme de fungédes escada.
(ii) f:[a,b] = X é regrada.

(iii) Dado € > 0, existe uma particdo D = {s¢,s1,...,S,} de |a,D] tal que

sup{[|f(t) = f(s)ll, 1,5 € (sj-1,8;), i=1,....,n} <e&.
Corolario 1.3. Toda funcdo regrada f : |a,b] — X é limitada por uma constante.

Corolario 1.4. Se f: [a,b] — X € uma funcdo regrada entdo, para todo € > 0, os conjuntos

{tela.b),|f")—f)l > €} e {t€(ablllf(t)—f)ll > e}

sdo finitos. Além disso, o conjunto de pontos de descontinuidade da fungdo f é enumerdvel.
Sejam f: [a,b] — X e D = {s¢,s1,...,5,} uma parti¢do de [a,b]. Se considerarmos
n
S(f.D) = Y I1£(s;) = f(sj-1)l
i=1

como uma soma do tipo Riemman para a fun¢io f, sua variagdo em [a, b] é dada por

var[a’b] (f) = Sup{S(faD)}a

com o supremo tomado sobre todas as parti¢oes de [a, b]. Quando vary, | (f) < +oo, a fungdo f €
dita de variagdo limitada. O conjunto dessas fungdes, usualmente denotado por BV ([a,b],X),

¢ um espago de Banach se considerarmos a norma ||f|[py = ||f(a)||x + varj, ;(f). Segundo
(KREJCI, 2005 apud BREZIS, 1973) sabe-se que BV ([a,b],X) C G([a,b],X).

Finalizamos esta secdo apresentando um conjunto de fungdes regradas que possuem uma

certa regularidade.

Defini¢ao 1.5. Um conjunto &7 C G([a,b],X) é dito equi-regrado se, para cada € > 0 e cada
fo € |a,b], existe § > 0 tal que para toda f € <7 valem:

() ser € (19— 8,1), entdo || f(t) — f(ty)] < &;

(ii) ser € (fo,10+ 8), entdo || f() — f(15)| < e.

1.2 Integral de Kurzweil

Falando em integrais, podemos dizer que houve uma evolu¢do ao longo do desenvolvi-
mento da Andlise. Tipicamente os cursos de graduagdo apresentam a integral de Riemann, em
seguida a integral impropria de Riemann e mais tarde, a integral de Lebesgue. Porém, mesmo

estas integrais nao eram totalmente adequadas e muitas classes de fun¢des ndo se enquadravam
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entre as fungdes integraveis. Mais tarde, temos as defini¢des de Arnaud Denjoy e Oskar Perron,
que vieram ser equivalentes. Décadas depois, Jaroslav Kurzweil e Ralph Henstock, de forma
independente, tal como Leibniz e Newton no desenvolvimento do Célculo, desenvolveram uma
versao mais simples para a definicao da integral de Denjoy-Perron, sobre a qual veremos algumas

propriedades a seguir.

Os resultados e defini¢des aqui enunciados sdo bem conhecidos na literatura e podem ser
encontrados, por exemplo, em (GODOY, 2009). Veja também (SCHWABIK, 1992), para o caso
particular X = R".

Uma particdo marcada de [a,b] é uma colegdo finita de pares ponto-intervalo
D = {(7j,[sj-1,8j]),j=1,...,n}, onde a = 59 < 51 < ... < 5, = b € uma divisdo de [a,b] e
Tj € [Sj_l,Sj], j=1,...,n.

Um calibre em um conjunto B C [a,b] é uma func¢do 6 : B — (0,c). Dado um calibre &
em |a,b] dizemos que uma divisdo marcada D = {(7},[s;_1,5,]),j=1,...,n} é O-fina se, para
todo j € {1,...,n}, temos

[sj—1,8;] C (7;—8(7)), Tj+ (7))

E natural se perguntar quando é possivel encontrar uma parti¢iio 8-fina a partir de um
calibre 6 dado. O préximo resultado, cuja demonstra¢do pode ser encontrada em (HENSTOCK,

1988), traz a resposta para essa pergunta.

Lema 1.6 (Lema de Cousin). Dado um calibre § em |a,b], existe uma parti¢do 8-fina de [a,b).

Apresentamos a seguir o conceito de integrabilidade no sentido de Kurzweil para uma

fun¢do definida em [a,b] X [a,b] tomando valores em X.

Definicio 1.7. Uma fungéo U : [a,b] X [a,b] — X é dita Kurzweil integravel sobre |a, b] se existe

um elemento I € X satisfazendo a seguinte condicao:

dado € > 0, existe um calibre 8 em |a,b] tal que, para toda parti¢do marcada
o-fina D = {(7},[sj-1,8;]),j=1,...,n} de [a,b],

< E.

i‘,l[U(Tj;Sj) —U(tj,sj-1)] -1

Na defini¢do acima o elemento / é chamado a integral de Kurzweil de U sobre [a,b] e
denotado por || f DU (t,t). Com alguns cdlculos é possivel mostrar que algumas propriedades
basicas da integral de Kurzweil sdo similares as propriedades da integral de Riemann, a saber,
linearidade, aditividade com relagdo a intervalos adjacentes e integrabilidade em subintervalos.
Além disso, quando ffDU(T,t) existe, definimos ff DU(t,t)=— [,'DU(7,t), quando b < a, e
1P DU (7,1) = 0, quando a = b.
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Alguns casos especificos sdo bem conhecidos quando § é um calibre constante. Por
exemplo, se U(7,t) = f(7)g(t), com f : [a,b] — R" e g: [a,b] — R uma fungio, entdo obtemos
a integral de Riemann-Stieltjes de f com relagdo a g. Ainda, se g(¢) =t entdo U(t,t) = f(7) -t
e, nesse caso, obtemos a usual integral de Riemann. Esta andlise nos permite dizer que funcdes

Riemman integraveis sido fungdes Kurzweil integraveis podendo-se tomar um calibre constante.

No que segue, enunciamos uma condicao necessdria e suficiente para integrabilidade de

funcdes no sentido de Kurzweil, onde
n
D)=} [U(g).5,) = U(g},5-1)]
=1
representa uma soma do tipo Riemman para a fungio U : [a,b] X [a,b] — X em relacdo a parti¢do
marcada D = {(7j,[sj_1,s;]),j=1,...,n}.

Teorema 1.8 (Critério de Cauchy). Uma fungdo U : [a,b] X [a,b] — X serd integrdvel sobre

la,b] se, e somente se, para todo € > 0, existir um calibre § em [a, D] tal que
HS<U7D1) _S(U,DZ)H <§g,

para quaisquer parti¢oes marcadas O-finas Dy, D, do intervalo [a, D).

O préximo resultado, conhecido como Lema de Saks-Henstock, diz que se uma fun¢do
¢ integravel em [a,b] entdo, para os mesmos € e 0, a integral em partes de [a,b] pode ser

considerada como a soma de Riemman dessa fungdo respectiva a essas partes.

Lema 1.9. Sejam U : [a,D] X [a,b] — X Kurzweil integrdvel sobre [a,D]. Dado € > 0, seja 6 um

calibre em [a,b] tal que

n

b
Y [U(55) ~U(w5-0)] = | DU(E)

<E&

para toda parti¢do marcada 8-fina D = {(tj,[sj-1,s;]),j =1,...,n} de [a,D]. Se

g <E<Pi<u<éHL <P <En< B < b,

representa uma parti¢do marcada 8-fina {(&;,[a;,B;]),j=1...,m)}, sem que necessariamente

tenhamos |a,b] = U}, [a;, B)], entdo

<E

i [ (8):Bj) — (éjaaj)—/BjDU(r,t)]

a;

Teorema 1.10. Seja U : [a,b] X [a,b] — X uma fungcdo Kurzweil integrdvel sobre [a,c|, para

todo ¢ € [a,b). Se existir o limite

fim [/CDU(f,t) _U(b,c) + U(b,b)] _JeX,

c—b~
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entdo a fungdo U serd Kurzweil integrdvel sobre [a,b] e

/abDU(r,t) —

Analogamente, se a fungdo U for Kurzweil integrdvel sobre [c,b) e existir o limite

lim {/CbDU(T,t)—i—U(a,c)—U(a,a) =leX,

c—at

para todo c € (a,b), entdo a fungdo U serd Kurzweil integrdvel sobre [a,D] e

/abDU(T,t) —

Corolario 1.11. Considere o par de fungoes f : [a,b] — R" e g : [a,b] — R.
i) Se a integral de Kurzweil-Henstock-Stieltjes [! f(s)dg(s) existir para todot € [a,b) e

lim [ [ 7(5)a(5) + 10) s6) - g<r>>] 1.

t—b~

entdo [” f(s)dg(s) =1I.

ii) Se a integral de Kurzweil-Henstock-Stieltjes flb f(s)dg(s) existir para todo t € (a,b] e

i | [ 76)ds6) + 7)) 5| =1

entdo fabf(s)dg(s) =1

O Teorema 1.12 sugere um comportamento para a fun¢do s — [ DU(7,t). Mais es-
pecificamente, nem sempre é verdade que a integral indefinida da funcdo U é uma funcdo

continua.

Teorema 1.12 (Hake). Sejam U : [a,b] X [a,b] — X Kurzweil integrdvel sobre |a,b] e ¢ € [a, D).
Entao,

N
lim[/DU(‘c,t)— cs+Ucc} /DU’L't
a

S—C

lim{/ DU(t,t)+U(c,s) — } /DUrt

S—C

A seguir exibimos algumas propriedades para a integral indefinida de Kurzweil-Henstock-

Stieltjes resultantes de casos particulares do teorema anterior.

Teorema 1.13. Sejam f: [a,b] — R" e g : [a,b] — R fungées tais que g é regrada e fff(s)dg(s)

existe. Entdo, as funcoes

t b
= [ #6)as(s). refabl k)= [ fls)dgs)r € ab)]
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sdo regradas em |a,b| e satisfazem

onde

Para finalizar a secdo, vejamos um resultado, bastante util no decorrer deste trabalho,

que apresenta uma condicao para podermos majorar a integral de Kurzweil.

Teorema 1.14. Seja U : [a,b] X |a,b] — X uma funcdo integrdvel. Se V : [a,b] X [a,b] — R for

integrdvel e existir um calibre 0 em [a, D] tal que
e —1|-|U(z,0) = U(7,7)[| < (1 = 7) - [V(2,0) = V(1,7)]

paratodot € (T—38(7),T+ 6(7)), entdo

/abDU(T,t) < /a[DV(T,t).

1.3 EDO generalizadas

Nesta secdo introduziremos as equagdes diferenciais ordindrias generalizadas, abreviadas
por EDO generalizadas, e apresentaremos alguns resultados basicos desta teoria cujas demonstra-
coes podem ser encontradas em (GODQY, 2009) e (SCHWABIK, 1992), para o caso particular
X = R". Por toda esta secdo, considere O um subconjunto de X e F : [a,b] x O — X.

Definicao 1.15. Uma fungdo x : [or, B] — O é solugdo da equagdo diferencial ordindria generali-
zada
dx

- =DF(1.x) (1.1)

no intervalo [, B] C [a,b], se (t,x(¢)) € [a, B] X O paratodo t € [, B] e se, quaisquer que sejam
SI,SQG[(X,B], ¢
52
x(52) —x(s1) :/ DF(t,x(1)). (1.2)
S1

A integral considerada na defini¢cdo acima € a integral de Kurzweil, definida na Secdo 1.2, para a
fungdo U(7,1) = F(t,x(7)).

Observagdo 1.16. No conceito de EDO generalizada, que € definido via solucdo da equacao,
a letra D em (1.1) ndo se refere a derivacdo, é apenas um simbolo usado para indicar que
(1.1) ¢ uma EDO generalizada. Mesmo a notacao % nao significa que a solu¢ao de uma EDO

generalizada tenha uma derivada.
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Exemplo 1.17. Sejam O um conjunto de fun¢des continuas definidas em [0, 1] com valores em
R e z € O uma fung¢io que ndo possui derivada em qualquer ponto 7 € [0, 1]. A func@o z pode ser,

por exemplo, a restri¢do ao intervalo [0, 1] da fun¢do de Weierstrass

f(t)= i c"cos(d"nt),

n=0
onde ¢ € (0,1) e d é um ndmero inteiro positivo impar tal que cd > 1+ 37/2. Definindo
F:]0,1] x O — R por F(t,x) = z(t), pela defini¢éo de integral de Kurzweil, temos
d d
| DF(a() = [ () = () - (o)
C c
quaisquer que sejam ¢,d € [0, 1]. Assim, a fungdo x : [0, 1] — R definida por x(s) = z(s) € solu¢do

da EDO generalizada

% — DF(1,x) = Dz(t),

mas nao possui derivada em nenhum ponto de [0, 1].

Diferente da teoria de EDO, poucas informag¢des podem ser extraidas da definicao de
solucdo de uma EDO generalizada. Diretamente sabemos apenas que a integral do lado direto
de (1.2) existe. Ainda assim, usando o Teorema 1.12 podemos obter uma aproximacao do valor

x(t), para cada t € [a,b] fixado.
Proposicao 1.18. Se x: [a, B] — X for uma solugcdo da EDO generalizada (1.1) em [o, B], entdo

lim[x(s) — F(s,x(¢)) + F(¢,x(t))] = x(¢)

s—t

paratodot € [, fB].

Certas situacdes na teoria de EDO dependem de uma condig¢do inicial associada ao
problema. Quando isso acontece para uma EDO generalizada, podemos definir a solucao de (1.1)

com condi¢do inicial (f,x(fy)) € [a,b] x X da seguinte forma.

Defini¢do 1.19. Uma fungdo x : [a, B] — X é solucdo da EDO generalizada (1.1) com condi¢do
inicial x(f9) = x¢ no intervalo [o, B] C [a,b], se ty € [, B], (¢,x(t)) € [a,b] x O para todo
t € [o, B] e se, qualquer que seja s € [a, B,
N
x(s)—xo= | DF(t,x(7)).

To

A fim de obter resultados mais ricos sobre a solu¢do de uma EDO generalizada, vamos
nos restringir ao estudo das equagdes cuja funcdo F' em (1.1) satisfaz duas condi¢des comuns na

teoria de EDO generalizadas:

(:#1) Dada uma fungéo & : [a,b] — R ndo decrescente, para todo x € O e ty,t; € [a, D],

1F (2,2) = F (11, %) || < |h(22) = h(11)];
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(:#,) Dada uma fungdo & : [a,b] — R ndo decrescente, para todo x,y € O e 11,1, € |a,b],
|F(t2,x) = F(t1,x) = F(i2,y) + F(11,) || < [h(2) — h(21)[ |lx = y]|.

Definicdo 1.20. Para /i : [a,b] — R ndo decrescente, uma fungdo F : [a,b] x O — X pertence a

classe .7 ([a,b] x O, h) se .F| e %, sdo satisfeitas com tal .

Lema 1.21. Seja F : [a,b] X O — X uma fun¢do que satisfaz ¥, e x : [a,b] — X uma fung¢do
b
tal que (t,x(t)) € |a,b] x O, para todo t € |a,D)]. Se a integral / DF (t,x(7)) existe no sentido
a

de Kurzweil, entdo, quaisquer que sejam sy, € |a,b|, temos

No lema anterior, € preciso garantir a existéncia da integral de Kurzweil. A proposicio a

52
/ DF(t,x(‘c))H < |(s2) — h(s1)].
51

seguir nos da condicdes para que isso aconteca.

Proposicdo 1.22. Seja F : [a,b] X O — X um elemento da classe 7 ([a,b] x O,h). Se x : [a,b] —

X € um funcdo regrada em [a,b| (em particular, uma fungdo de variagdo limitada) e (t,x(t)) €

b
la,b] X O, para todo t € [a,b], entdo a integral / DF (t,x(7)) existe no sentido de Kurzweil e a
a
N
fungdo s — / DF (t,x(7)) é de variagdo limitada em |a, D).
a
Supondo que a fungdo F do lado direito de (1.1) seja de classe .7 ([a, D] x O, h) é possivel
obter informagdes mais precisas sobre a solucao de uma EDO generalizada.

Lema 1.23. Seja F : [a,b] X O — X uma fungdo que satisfaz F,. Se x : [o, B] — X € uma solugdo
da EDO generalizada (1.1), entdo

[1x(s2) = x(s1)[| < [~(s2) = h(s2)]
quaisquer que sejam sy,sy € [, B].

Observagdo 1.24. Segue da desigualdade acima que os pontos do intervalo [a,b] onde a fungdo

h é continua, também sdo pontos de continuidade da solu¢do da EDO generalizada (1.1).

Corolario 1.25. Seja F : [a,b] x O — X uma funcdo que satisfaz #;. Se x : [a,B] — X € uma

solugdo da EDO generalizada (1.1), entdo x é uma fungdo de variagdo limitada em [a, B] e

var(g, g (x) <h(B) —h(at) < Hoo.

Na busca por informagdes e propriedades das solu¢des de uma EDO generalizada,

vejamos um resultado acerca de suas descontinuidades. Usaremos as notacdes

F(t",x(t)) = lim F(s,x(¢)), V¢ € [a,b) e F(t ,x(t)) = lim F(s,x(¢)), V¢ € (a,b].

s—tt st
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Lema 1.26. Considere F : [a,b] x O — X uma fungdo que satisfaz F,. Se x : [o, B] — X é uma
solucdo da EDO generalizada (1.1), entdo

x(tT) —x(t) = F(t7,x(t)) — F(t,x(t)), para todo t € [, B),
F(t,x(t))—F(t,x(t)), paratodot € (a,B].

=
—
~
~—
|
=
—~
NI
~—
|

Observagdo 1.27. Pelo lema anterior, se F satisfaz . entdo uma solugdo x : [a, 3] — X da

EDO generalizada (1.1) é uma fun¢do regrada.

Até este momento, todas as vezes que falamos em solucdo de uma EDO generalizada
estamos assumindo que ela existe, mas ainda ndo sabemos sob quais condi¢des isso acontece.
Para estudar a existéncia e a unicidade de solu¢cdes da EDO generalizada (1.1), emprestamos
um resultado, veja (FEDERSON; SCHWABIK, 2006, Teorema 2.15), que confere uma resposta

para essa pergunta.

Teorema 1.28. Sejam O C X um subconjunto aberto e limitado e F : [a,b] x O — X uma
fungdo de classe F ([a,b] x O,h), com h: [a,b] — R uma fungdo ndo decrescente e continua
a esquerda. Se xg e x(‘{ =3 +F(tg,xo) — F(to,xo) pertencem a O, entdo existe ® > 0 e uma
fungdo x : [ty,to + ©] — X sendo a tinica solu¢do da EDO generalizada (1.1) com condi¢do

inicial x(ty) = xo.

Observagdo 1.29. Segue da demonstracdo do teorema acima que se tivermos uma familia de

EDO generalizadas,

dx
— = DF(t k=0,1,2,... 1.3
dt k( ,X), s Ly 2y ’ ( )

sendo F, € .7 ([a,b] x O, h*), com h* : [a,b] — R fungdes nio decrescentes e continuas a esquerda
para todo k = 0,1,2,..., entdo a hipétese adicional de que o conjunto .7 = {h* : [a,b] — R,k =
0,1,2,...} seja equi-regrado, garante a existéncia de @ > 0 tal que x* : [tg, o + @] — X é a tinica
solucdo da (1.3) com condico inicial x¥(#y) = x’é.

Dependéncia continua fecha nosso breve estudo sobre EDO generalizadas. Aqui, o
principal resultado é de (AFONSO et al., 2011). No entanto, como esse assunto ja foi amplamente
estudado, na literatura existem vdrios trabalhos com versdes diferentes de dependéncia continua
de solucdes para este tipo de equacdo. Podemos citar, por exemplo, (FRANKOVA, 1989),
(HALAS, 2007), (HALAS; TVRDY, 2009), (MONTEIRO; TVRDY, 2013).

Lema 1.30. Sejam F; : [a,b] x O — X, k=0,1,2,..., uma sequéncia de funcbes de classe
F([a,b] x O,h), onde h é ndo decrescente e continua a esquerda, e Y, € G(|a,B],X),
k=0,1,2,..., uma sequéncia de func¢des regradas em [o, B] C |a,b]. Suponha que Fi, — Fy em
F (la,b] x O,h), quando k — oo, €

Wi —woll = sup ||wi(t) —wo(t)|| — O,
tea,B]
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quando k — +oo. Entdo

B B
/ DF(s, (1)) — / DFO(s,l//o(’c))H 0, quando k — oo
o o

Eis o resultado sobre dependéncia continua que generaliza o Teorema 8.2 de (SCHWA -
BIK, 1992). Uma demonstracao alternativa pode ser encontrar em (GODOY, 2009).

Proposicao 1.31. Suponha que Fy : [a,b] x O — X, k=0,1,2,..., seja uma sequéncia de fun¢oes
de classe F ([a,b] x O,h), com h ndo decrescente e continua a esquerda, tal que

lim F(t,x) = Fo(t
k%l-koo k( ,X) 0( ,X),

para todo (t,x) € [a,b] X O. Se xi : [o, B] — X é uma solugcdo da equagdo diferencial generali-
zada

— = DF (¢ k=1,2,...
dT k( ax)a ) )

em [, B, (x(s),s) € [a,b] X O, para todo s € [a, B], e se

kEmek(S) =xo(s), Vs € [a, B],

entdo xo : [o, B] — X satisfaz as seguintes condigdes:

() [[xo(s2) —x0(s1)|| < h(s2) —h(s1), quaisquer que sejam sy,s2 € [, B], com s1 < s2;

(ii) klim xi(s) = xo(s) uniformemente em o, B];
oo

(iii) xo € uma solugdo em |, B] da equacao diferencial generalizada

S pRy(t)
dT_ o\t,A)-
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CAPITULO

EDFN EM MEDIDA COM RETARDO
INFINITO VIA EDO GENERALIZADA

A 1ideia principal deste capitulo € obter propriedades das solu¢des de uma equagdo
diferencial neutra (EDFN) em medida da forma
t
Ye)=y(to)+ | f(s.5)dg(s) +N(t)ye = Nto)ysy, (2.1)
0
com retardo infinito, isto é, considerando @ : (—oo,0] — R” como condigdo inicial . Para isso,
vamos usar a teoria existente para EDO generalizadas e estabelecer nossos resultados através
de uma correspondéncia entre estes dois tipos de equacdes. Antes de comecar a investigar as
possiveis propriedades qualitativas da solugdo de (2.1), vamos estudar um ambiente apropriado

para isso.

2.1 Espaco de Fase

Sejam [a,b] C R um intervalo e O um conjunto de fungdes f : [a,b] — R". Por toda esta
se¢do, usaremos a notagdo | - | para representar uma norma de R” e G((—eo,0],R") denotando o

conjunto das fun¢des regradas f : (—oo,0] — R”.

Um importante conceito que utilizaremos € o conceito de prolongamento. Dizemos que
O tem a propriedade de prolongamento se, paracaday € O et € |a,b], a fun¢do y : [a,b] — R"
dada por

(), s€lt,eo)Nla,bl,

ainda pertence ao conjunto O. Uma ideia geométria deste conceito pode ser visto na Figura 1.

5(5) = { ¥(s); 5 € (—oo,t] N [a,),

Note que, dada y € G((—e0,0],R") e t € (—e0,0], existem os limites laterais lim,_, .+ y(s) para
todo T € (—oo,7) € limy_, .- y(s) todo T € (—eo,]. Além disso,

Sgrgy(s) =y(t),Vte,0) e lim y(s) =y(r),V7t € (£,0].

s—T



Capitulo 2. EDFN em medida com retardo infinito via EDO
32 generalizada

-
s

M

t

Figura 1 — Propriedade de prolongamento

Logo, o conjunto G((—ee,0],R") tem a propriedade de prolongamento.

Na teoria de equacdes diferenciais com retardo infinito, a escolha de um espaco de fase
apropriado é sempre feita com certo cuidado. Ao contrdrio do que acontece quando trabalhamos
com retardo finito, aqui ndo vamos tomar um espaco de Banach especifico e desenvolver a teoria
para este espago. Nosso protdtipo para espaco de fase serd um conjunto Hy C G((—oe,0],R"),

munido de uma norma || - ||y, satisfazendo as mesmas hipéteses (H1)-(HS5) de (SLAVIK, 2013).

(H1) (Ho,| - ||H,) é completo e tem a propriedade de prolongamento.
(H2) Seye Hyet <0,entdo y, € Hy.

(H3) Existe uma fung¢do localmente limitada &; : (—oo0, 0] — (0,+o0) tal que se y € Hy, entéo
()] < S () 1yl -

(H4) Existe uma fung@o &, : (0,+o0) — [1,4o0) tal que se 6 > 0ey € Hy com supp(y) C [—0,0],

entao

1llz, < G2(0) sup |y(r)].
te[—o,0]
(H5) Existe uma fung@o localmente limitada &3 : (—o0,0] — [0,+0) tal que se y € Hyet < 0,

entao

yellzy < 63 (0) 3], -

Recordamos que dada uma fun¢do em Hy, para cada r < 0, o simbolo y, representa a
histéria de y em ¢, ou seja, a fungdo y; : (—e0,0] — X definida por y;(0) = y(¢ + 0), para todo
0 € (—o0,0].

Para garantir que a correspondéncia anteriormente mencionada seja estabelecida, além
do espaco Hy definido axiomaticamente acima, precisamos de um outro espago mais conveniente
de fungdes regradas em (—oo, al, para algum a € R. Mais precisamente, vamos definir um espago
H, da seguinte forma: dada uma funcéo regrada qualquer y € Hp, definimos S,y : (—e0,a] — R”"

por
(Say)(s) = y(s —a).



2.1. Espaco de Fase 33

Assim, consideramos H, = {S,y; y € Hyo} com a norma ||y| g, := ||S—ay|/H,- Observe que, se
t<aeze€ H, entio

%(0) = (Say)(1 +6) = y(t +6 —a) =yi-a(8), V6 € (—,0],

donde, por (H2), concluimos que z; € Hy, para todo ¢ < a. Dessa forma, podemos reescrever o
espaco H, = {z € G((—,a],R"); z; € Hy}.

O lema a seguir pode ser encontrado (SLAVIK, 2013) e mostra que, dado a € R, o
espaco H, herda propriedades de Hy. As afirmacdes nele contidas s@o consequéncias diretas
dos axiomas de defini¢cdo (H1)—(HS5). Para a demonstracao, basta ter um pouco de paciéncia e

executar alguns calculos entediantes.

Lema 2.1. Se Hy C G((—o0,0],R") € um espaco satisfazendo (H1)—(HS), entdo para a € R as

seguintes afirmacoes sdo verdadeiras:

1- (Hg, |- ||m,) é completo e tem a propriedade de prolongamento.
2- Set<aeyeHg, entdo y, € Hy.
3- Set<aeye€ H,, entdo |y(t)| < & (t —a)||ylla,-

4- Se 0 >0ey € Hy g é uma fungdo com supp(y) C [a,a+ o] entdo

IYllHe < G2(0)  sup [y(2)].
t€la,a+0]

5- Set<a+o0eye€ H,s entdo
Iyl < G3(t —a—0)|yllH,.q-

Como Hj foi definido de forma axiomatica, € natural questionar a existéncia de um
espaco que satisfaca tantas propriedades. Na teoria de equacdes diferenciais funcionais com
retardo infinito, onde o espaco de fase também € definido por meio de axiomas semelhantes,
varios exemplos podem ser encontrados em (HINO; MURAKAMI; NAITO, 1991). Aqui, vamos
dar um exemplo apresentado por (MONTEIRO; SLAVIK, 2014).

Exemplo 2.2. Seja g : (—o0,0] — R uma fung¢io continua positiva e considere o conjunto
Gy = {y € G((~o,0,R"); y/g é limitada},
com a norma ||y||, = sup{[y(0)|/g(0); —eo < 6 < 0}. Assuma que para todo r < 0

g(s+r)
t)= su
") SG(—‘E,O] g(s)

< o0,

Além disso, suponha que ¥ seja uma funcao localmente limitada. No que segue, vamos verificar
se (Gg, || - ||¢) satisfaz os axiomas (H1)-(HS5).
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Se definirmos a aplicagdo y — y/g, entdo teremos um isomorfismo isométrico entre G4 e
BG((—0,0],R"), 0 espago das fung¢des regradas e limitadas em (—oo,0] munido da norma do
supremo. Como BG((—ee,0],R") é um espago completo, temos que G,(—oo,0], R") é completo.

Assim, a condi¢do (H1) estd garantida.

Agora, note que para todot < 0 ey € Gg(—o0,0],R") temos

i ()] y(t+5)] g(t+s)
su <| sup =+ su < yllg¥(@),
sG(—E,O] g(s) se(—E,O} g(t+s) se(—E,O] g(s) lsr(e)

ou seja, y; € G4((—oo,0],R"), 0 que torna (H2) satisfeita e, pela defini¢do da norma || - [|,, (HS)

¢ valida para &3(¢) = y(¢). Mais ainda, tomando & () = g(¢) a condicdo (H3) € satisfeita, pois,

N0 p)
O =) 37 <s0) swp B

Dado 6 > 0, sejay € Gg((—2°,0],R") tal que supp(y) C [~0,0]. Se k = min,c[_s o &(¢),

(1)) (1))
yllg=sup < sup
Il t€]-0,0] g(t) tel-0,0] K

entao

e consequentemente, & (o) = k! verifica (H4).

Alguns casos particulares do exemplo acima sdo bastante interessantes. Se considerarmos
a funcdo g constante igual a 1, entdo G4((—o0,0],R") serd o espago BG((—,0],R") com a
norma do supremo. Para este espaco rapidamente se verificam as propriedades (H1)—(HS).
Quando consideramos g(7) = e~ 7, para algum y > 0, temos outro exemplo de espago de fase, a
saber, 0 espago

Gy((—o0,0],R") = {y: (—o0,0] = R"; (Sup ]Ie”y(t)l < oo},
t€(—o0,0

com a norma, ||y||y = sup,c(_ ) " y(#)|. Para mais detalhes deste dltimo espago, veja (SLAVIK,

2013, exemplo 2.5).

2.2 EDFN em medida e EDO generalizada

Por toda esta sec¢do fixe 1y € R, 0 > 0. Considere O C Hy, s um subconjunto limitado,
P={y; y€Oety<t<ty+o}. Uma equacdo diferencial funcional neutra em medida com

retardo infinito, aqui abreviada por EDFN, é uma equacao da forma
t
) =y(to)+ | f(s.35)dg(s) +N(t)y = N(to)ys, 2.2)
0

sendo g : [tg, %o + o] — R ndo decrescente, f,N : [to,f) + 0] x P — R aplica¢des continuas, com
N(t) : P — R" linear limitada pra cada ¢ € [fy,#p + ¢]. Quando y,, = ¢ € P, dizemos que (2.2)
tem condicdo inicial ¢.
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Nosso objetivo € associar a equagdo (2.2) uma EDO generalizada
dx
dt

comx : [to,to+ 0| — O e F : [ty, 10+ 6] x O — G((—o0,tp + o], R") dada por

DF(t,x), t€ [to,t0o+ O], (2.3)

;

0, v E (—eo,1p),

F(t,x)(v) = fls.%)dg(9) + N, v e fio.], 2.4)

To

tf(s,xs)dg(s) +N(t)x;, vEltth+o0],

\ JIp

conforme a seguinte relacdo, entre a solucdo x de (2.3) e a solucdo y de (2.2),

<)) = { O !

y(), veltt+ol.

Note que o Teorema 1.13 justifica a defini¢do da fungdo F em (2.4), isto €, a fun¢do F de fato

assume valores no espacgo das fungdes regradas.

A fim de assegurar uma correspondéncia entre (2.2) e (2.3), dados tp <a < b<ty+0oce
¥,z € O, vamos assumir as seguintes condigoes:
th+0

(A1) existe, no sentido de Kurzweil, a integral f(t,y)dg(t);
To

(A2) existe uma funcdo positiva M : [fg, %o + 0] — R integravel, no sentido de Kurzweil, em

relagdo a g tal que

b b
| #a30dso] < [ @) aso:

(A3) existe uma fung@o positiva L : [to, 7o + o] — R integravel em relagdo a g tal que

b b
[ Uy = ezl (0)| < [ L0~z de 0

(A4) existe uma fungdo positiva Q : [fo, %o + 6] — R integravel, no sentido de Kurzweil, em

relacdo a g tal que
b
INE) = N(@yal < [ 0Ol dg(0)
a

Antes de enunciar o préximo resultado, observe que sendo O C H;, s um conjunto limi-
tado, existe uma constante C > 0 com ||y||Ht0 .o < C, para todo y € O. Assim, pelo

Lema 2.1, se t < tp+ O temos

el < &3(1 —to = 0)YllHy.e < sup  G3(t—tg—0)-C+1:=C. (2.5)

€[t to+0]
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Lema 2.3. Sejam O C H; s um subconjunto limitado, P = {y;; y€ Oety <t <ty+ 0} e
g [to,to + 0] — R uma func¢do ndo decrescente. Assuma que a funcdo definida em (2.4),

F : [to,to+ 0] x O — G((—oo,t9 + o], R"),

tome valores em Hy, 1 5. Nessas condigdes, supondo que f e g satisfacam (Al) e N : [ty,to+ O] X
P — R" cumpre (A4), valem:

(i) se f:[to,to + 0] = R" cumpre a condi¢dao (A2), entdo a fungdo F satisfaz F| com

h(t) = C& (o) </tt[M(s)+Q(s)]dg(s)> , ¥t € h,n+0ol;

0

(ii) se f: [to,t0 + 0] — R" cumpre a condi¢do (A3), entdo a funcdo F satisfaz Fy com

hy(t) =& (o) ( sup  Ea(s—19— O')) (/tt[L(s) +Q(s)]dg(s)) ,Vt € [ty,t0+ O].

s€lto,to+0] 0

Demonstracdo. Pela condi¢do (A1), para todo v € [ty,7y + G|, existe a integral ft; fs,y5)dg(s).
Paracadayc Oery <t <t <ty+ O, temos

(0, V€ (—oo,1],

[F(12,) — F(t1,9)](v) = / (59 dg() + NGy Nt vE [0,

n

/tzf(s,ys)dg(S) +N(12)ys, — N(t1)ys,, v E [ta,t0+0].

\ J1]

Dessa forma, usando (A2), (A4), (2.5) e o item 4 do Lema 2.1 temos

1F(t2,5) = F (t1,9) |ty 0 < &2(0)  sup  |F(t2,y)(v) = F(t1,)(v)]
vElfo,tp+0]

[ 7653809 + N0~ N0 )

1

<&(0) sup (

vE(t] 1]

<o) swp ( ["w)des)+ [ Q) ol dets))

Vet )

< C& (o) ( [+ 00 dg<s>)
=hi(tr) —hi(t1),

0 que prova o item (i). Agora, para cada x,y € O temos

[F(12,) = F(t1,) = F(12,5) + F(11,9)](v) =



2.2. EDFN em medida e EDO generalizada 37

/

0, v E (—oo,t],
= /v[f(saxs)_f(says)]dg(s)+N(V)XV_N(V)yV_N(tl)xtl+N(t1>)711; S [t17t2]7

14

[ 1550 = £(5.301d(5) + N(2) — Nty = N1}, + Nty v o+ 0]

14

Usando (2.5) e a condi¢do (A3), temos

1F(22,%) = F(t1,%) = F(t2,) + F (t1,9) |10

<& (o) [Sup ]\[F(tz,x)—F(tl,X)—F(tz,y)+F(t1,y)](V)!
vE[to,to+0

<o) sup

veltt)

/tl Uf(s,x) — £(s,35)]dg(s)

NG (o — ) — N1 (i —yt1>|)

< &(0) sup (/ZIVL(S)||xs—ys||Hodg(S)+/ZIVQ(S)||xs—ys||Hod8(S)>

Vet

<€'z(6)< sup 53<s—ro—c>> ([7126)+ 0wldsts)) el .

s€|to,to+0]| n
< (ma(t2) = ho (1)) [1x = Yl 15

0 que prova (ii) e encerra a demonstracdo do lema. [

Algumas propriedades das solugdes de uma EDO generalizada sd@o de fundamental
importancia para que nossos objetivos sejam alcancados. Uma delas aparece no teorema a seguir,
que possui algumas formas diferentes na literatura, cuja demonstracio desta versdo encontra-se
em (SLAVIK, 2013, Lema 3.5).

Lema 2.4. Sejam O um subconjunto aberto de Hyy1, P = {y;; y € O, eto <t <th+ 0} e
g [to,to + 0] — R uma funcdo ndo decrescente. Assuma que f : [ty,to + 0] X P — R" satisfaca
a condigcdo (Al) e F : [tg,t0+ 0] X O — G((—o0, 10+ 0|, R") definida em (2.4) tome valores em
H;ytc. Se x : [ty,to+ G — O é uma solugdo de

dx

— = DF(t
& =DF(t,x)

e x(ty) € Hy, 1o € constante em [ty,ty + O| entdo

Teorema 2.5. Sejam O C Hy 1 limitado com a propriedade de prolongamento para t > t,
P={y;y€0ety<t<ty+0}, @ €Peg:ltgto+ 0] — R uma funcdo ndo descrescente.
Assuma que f : [to,to+ 0| X P — R”" satisfaca as condi¢des (A1)—-(A3), N : [ty,t9o+ O] x P — R”"
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cumpra (A4) e F seja definida por (2.4), com F(t,x) € Hy,1c para cadax € O e t € [ty,to+ O|.
Se y € O é uma solugdo da EDFN em medida
t
y(t) =y(t0) + t f(s,y5)dg(s) +N(1)y: — N(10)y1,
0
Yip = @,

entdo a fungdo x : [ty,tg + 6| — O definida por
x(1)(v) = { o), € (meet] (2.6)

é uma soluagdo da EDO generalizada

dx_

— = DF(t,x).

Demonstragdo. Devemos mostrar que para todo v € [f, o + 0] a integral [, DF (t,x(7)) existe
e vale )
x(v) —x(to) = | DF(t,x(7)).

Io

Seja € > 0. Como a fun¢do

. t
() =Ca(o) [ Ms) + 0(5)lds(s) )
0
é ndo descrescente em [y, 7 + O, existe um ndmero finito de pontos com
() =i (0) = AThi (1) > €,

que serdo denotados por {t,...,t,}. Considere um calibre J : [fy,7) + 6] — R satisfazendo

ti—tj_
5(T)<min{JT]];j:2,...,m}, T € [fo,t0+ O],
§(t)<min{|t—1¢]; j=1,....m},  TEt,lo0+0\{t,...tn}.

Nestas condi¢des, se (7, [a,b]) é um par ponto-intervalo tal que [a,b] C (T —0(7),T+ 6(T)),
entdo [a,b] contém no maximo um dos pontos f1,...t, €, além disso, se t; € [a,b], entdo T =t¢;.
Esta dltima afirmagéo é verdadeira pois, se [a,b] fosse um intervalo com ¢; € [a,b], para algum
j€{l,...,m}, mas T #t;, entdo pela carateristica do calibre 8, o intervalo [, b] ndo seria 6-fino,

como podemos ver na Figura 2, por exemplo.

Figura 2 — Intervalo ndo 8-fino.
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Agora, note que pela defini¢cdo da fungdo x(r) em (2.6), para cada j € {1,...,m}, temos
(x(2))1;(0) = x(1)(t; +0) = y(t; + 0) = y,;,(8), VO € (—e°,0],

isto €, x(t;);; = y;; paratodo j € {1,...,m}. Assim, pelo Teorema 1.13, temos
S

lim [ [L(s) + Q(s)]llys = x(t;)sll sy dg(s) = [L(t;) + Q)] ys; — x(t)s; | 1y A ™ 8(25) = O,

s—>tj+ t

e com isto podemos escolher o calibre 6 tal que

ti+6(t;) € '
[ 1)+ e =)l d(s) < 5, Wi € {1

J

Ainda sobre a escolha de 8, usando (A2) e (A4), temos

T

[ ) dg(s) 4+ Nz +0ves [ Flsi)ds(s) N ()

To fo

<A”%@%MA9

y(z+1) =y(7)| =

+ ‘N(T+t)Yr+t _N(T)yr‘

T+
< [ M)+ [ 06 llndss)

<hi(t+1) —hi(7),

sendo a dltima desigualdade verdadeira pois, & (c) > 1 e C > 1. Dessa forma, fazendo r — 0

obtemos
y(tH) — ()| < b (t7) —h(t) = AThi (1) < &, T € [to,t0+S]\{t1,...tm}
e assim, o calibre 6 pode ser ajustado para que tenhamos

lv(p) —y(7)| < €, V1 € [to,t0 + 0]\{t1,. . -tm}, p € [T,T+ 0(7)).

Sejam v € [to, 1o+ o] e {(7},[sj-1,5;]),j = 1,..., p} uma parti¢do S-fina de [f,v]. Para
cada j € {1,...,p}, temos

=)

; VG(—OO,SJ'_]],

) oy 0l(9) = { S )+ NI =Ny vl

[ 70530 d8(5) £ N6 ~Nisisy o v €l

[F(sj,x(7))) — F(sj-1,x(7;))} (v)
) S (_°°7sj—1]7

_ /svlf(s,X(Tj)s)dg(S)+N(V)X(Tj)v—N(Sj—l)X(fj)s,-p Ve [sj-1,8];

J

\
=

/ F(5,5(5))s) dg(s) + N(s)x(T)s, — N(sj )x(t))s, 1o v E [st0+0].
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Note que, se s < 7j, entdo por (2.6) temos
x(7;)s(8) = x(7;)(s+0) = y(s+ 0) = y5(0), VO € (—0,0],

isto €, x(7;)s = ys quando s < ;. Em particular, x(7;)s;_, = ys;_, €

Consequentemente,

Pe(s ) —x(sj—1))(v) = [F (s5,x(77)) — F (sj-1,%(7}))] (v)

( 0, VG(—OO,T]'],

) [ U630 = faa(m)0ldgls) NGy, ~NO(z) vE s,

\ /:j [/ (s,35) = f(s,x(7))5)] dg(s) +N(sj)ys; = N(sj)x(j)s;, v € [sj.to+ 0],

J

donde,

| =x(sj-1) = [F(s5.2(5) = Fsj1.(5,)]

HI0+G

<&(0) sup[lx(s) =x(s-0](0) = [F(51x(5)) = Flsi-ra(m)]00)

VvE|[tg,to+0]

e(s) = (s-0))(9) = [F (5,x(57)) = F(s;-1,x(2;))]0)]

=& (o) sup

veE[T),s)]

[ 1#5230) = £(5.x(53)0) )] + N, —N<v>x<r,->v) .

J

<o) s (

velzysl
Como x(7j)r; = ye;, entdo N(7;)(yr;) = N(7;)(x(7)1;) e, de acordo com a hipétese (A4), temos

NG, = NOJ(E)] = ING) 0 =x(1)0) = N () (55, ~x(53)s)
< [ Qv =5l de(s).

Tj

Isto, junto com (A3), implica em

+ [Ny = N()x(T))y|

[ 15130 = F5.x(2.) )

J

</ L) + () lys — (1)l d (5)-

J

Dado um par ponto-intervalo particular (7;,[s;_1,s;]) temos duas possibilidades:
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(i) A intersegdo de [s;_1,s;] e {f1,...,tx} contém um tnico ponto T; = t;;

(ii) A intersecdo de [sj_1,s;] e {t1,...,tn} € vazia.

No caso (i), pela escolha do calibre é temos

/:j [L(s) + O(s)]llys — x(7))sl| 1, dg(s) < 2m8+ I

J

Assim, neste caso

£
Hvo ~ 2T

[xts) =x(sj0) = [F s x(5) = Fsj1.2(5)]|
No caso (ii), se s € [7},s;] entdo

lys =x(7j)sllm < &2(0) sup |y(p) —x(1j)(p)| = &2(0) sup [y(p) —y(7))| < &(0)e.

pe[rjﬁs} pe[fj,S]

Logo,
[L(s) + Q(s)]dg(s),

[+ 0 gs) < o [
€, consequentemente,

HX(SJ) —x(sj1) = [F(sj,x(7))) = F (sj1 ’X(Tf))])

Hto+0’

<&(0) [ IL(s) + 0())llys —x(%))s | dg(s)

Tj

<&(oPe [ IL6)+0()]dg(s).

T

Combinando (i) e (i1), sabendo que (i) acontece no maximo 2m vezes, temos

X0)—x(0)— ¥ |F(sj,x(5)) = Flsj-1,4(5) |

Hf0+0'

j=1 Hto+6
<X (&0 [0+ o1zt ) +2mo)
< etV ( [ )+ 0] dsts) + 1) ,
0 que prova o resultado. [

Teorema 2.6. Sejam O um subconjunto limitado de H; s com a propriedade de prolongamento

parat >ty, P={y; y€Oety<t<to+0}, ¢ € Peg: |ty,to+ O] uma fungcdo ndo decrescente.
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Assuma que f : [to,to + o] x P — R" satisfaca as condigdes (A1)—(A3), N : [to,to+ 0| x P — R"
cumpra (A4) e F seja dada por (2.4), com F(t,x) € Hy, o para cada x € O et € [ty,t)+ C|. Se
x: [to,t0 + 0] — O € uma solucdo da EDO generalizada

dx_

— = DF(t
dt (&%),

com condicdo inicial

(o)) = { P(r—t0), vE (o),

q)(O)a Ve [t0>t0+6]7
entdo a fungdo 'y € O definida por

é uma solucdo da EDFN em medida
5(0) = (00)+ [ (5.3 d(5) N0y = Nt
Yig = @
Demonstracdo. Observe primeiramente que para todo 6 € (—oo,0] temos
Yio(8) = y(to+ 0) = x(10) (to+ 0) = @10+ 6 —10) = 9(6),

ou seja, Vig = @. Precisamos mostrar que, se v € [to,to —+ G], entao
v
y(v) = y(to) + /t F(s,y5)dg(s) + N(v)yy — N(t0)yry-
0

Usando o Lema 2.4 temos

¥(v) = ¥(10) = x(v)(v) — x(10) (1) = x(v)(v) —x(10) () = ( ”DF(nx(r))) ),

To

donde,

26) =300~ [ flsdets) = ([ DFxE) ) )= [ rs0ds)

Ty T Ty

Seja € > 0. Como a fun¢do

(1) = C&a(o) ([ 09+ 001 a))

Ty

é ndo decrescente em [fy, ) + G|, existe um nimero finito de pontos neste intervalo, denotados

por {t1,...ty}, tais que

h(t;)—h(t;) =A%h(r;) > e, je{l,...,m}.
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Da mesma maneira feita no teorema anterior, seja 8 um calibre em [to, 7 + o] tal que

ti—t;—
o(t) <min{]TJ1; j:2,...,m}, T € [to,10+ O],

til; j=1,....m}, TEto,to+0O)\t1,....tm,

0(7) < min{|t —

1j+6(t)) €
[ )+ b x(6)lndals) < 5 T€ (1),

: m-—+1

Por fim, escolha o calibre 6 de forma que

\hi(p) —hi(T)] <€, T€[to,t0+0|\{t1,.--,tm}, p €[T,T+(7)).

Pela defini¢éo da integral de Kurzweil, existe uma particdo {(7;,[s;—1,sj]); j=1,...,p}

de [t,v], 6-fina, tal que

P
DF t,x( Z (sj,x(tj)) — F(sj—1,x(7}))] <E.
0 j=1 Hiy 1o
Do item 3 do Lema 2.1, obtemos
() =30) = [ S(5,3.) dg() =N (s)yo+N(o)y
p
< ( DF(t,x(x ) = Y 1P (s, x(5)) = F(sj1,x())(0)
fo =
P
+ ]_Z’I ([F(Sﬁx(fj))_F(sj 1,X / f(s,ys)dg(s) — N(Sj)ysj+N(sj1)ysjl>
<8€1(V—t0— )
+Z (s,( F(Sj—laX(Tj))](V)—/:jlf(says)dg(S)—N(Sj)yAvﬂLN(Sj—l)ysj1 :

Sendo s; < v paratodo j € {1,...,m}, pela definicdo da F, temos
Sj
[F (s, x(7)) = F(sj-1,%(77))](v) = /S f(s,x(7))s) dg(s) +N(sj)x(T))s; — N(sj-1)x(Tj)s, -
i—1

Além disso, pelo Lema 2.4, para cada j € {1,...,p} temos x(Tj)s = x(s)s = ys, s € [sj—1,Tj] €

x(s;)s = x(8)s = y5. 5 € [7},5;]. Consequentemente, N(sj_l)ysjf1 = N(Sj_l)x<’[j)sj71 e
/s .Sjl [ (s,x(7j)s) = f(s,y5)] dg(s) = /T [F(5,x(T))s) — f(5,75)] dg(s).

Assim,

[F(sj,x(1j)) = F(sj-1,x / f(s,y5)dg(s) = N(sj)ys; +N(sj-1)ys;_,
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/:j [f(s7x(rj)s) — f(s,y5)] dg(s)

J

/Ts_/ £ (5,x(T})s) — £(5,y5)] dg(s)

J

<

+|N(sj)x(T))s; = N(sj)ys,|

+|N(s;) (x())s; —ys;) = N(7) (x(T)) 5, — yg;)|

< /ij(S) 1x(%))s = ysllmo dg(s) + /:] O(s)lx(t))s = ysllm, dg(s)

Tj

— [71L(s) + O(s)] ()5 — vl ds ().

T
Novamente temos dois casos a considerar:
(i) A intersegdo de [sj_1,s;] e {f1,...,tn} contém um tnico ponto T; = f;;
(ii) A intersecdo de [s;_1,s;] e {t1,...,tn} € vazia.

No caso (i), pela escolha do calibre 8, temos

€
2m+1

/:j [L(s) + Q(s)]llys — x(T))s || 1o dg (5) <

J
Portanto, neste caso,

F(s58(5) = Flsod(@I0) = [ Fo30)dg(s) = N5y, +Nsjihon 1| < 5

Vejamos o caso (ii). Note que se s € [7;,5,] entdo s — 0 < fg. Além disso, pela defini¢do

da funcdo F temos F(t,x(t))(v) =0 paratodo t € [T},s;] e v € (—o0,19]. Logo,

J

365 ~+(5)10) = ([ DF(a(2) ) () 0.9 € (o]

Assim, dos Lemas 2.1, 2.3 € 2.4, temos

[1x(sj)s = x()slly < G2(0)  sup  |x(s;)(p) —x(1;)(p)]

pE(s—o,s]

< &(0) sup ]51(13 —10 = 0)|x(s7) =x(T) |y 1.
pe|ls—0o,s

< &(0) sup Gi(p)(h(sj) —h(1)))
[—20,0]

< €A,

onde 4 = &(0) suppc(_r5,0) §1(P)- Logo,

Fsjur(e) = Flsjte(m)) = [ 75,3 dgls) = Nisyhys + Ny,

j—1

< / L(s) + Q) I(T)s — v 1o dg(s)

J
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<sx/ ()] dg(s).

Combinando os casos (i) e (ii), sabendo que (i) acontece no maximo 2m vezes, obtemos

y(v) —y(to) — f(s Ys)dg(s) — No(v)yv + No(to)yr,

<e&(v—1y—o0) +Z(e/l/_ s)+Q(s)]d ()>+2m2m8+1
ty+0
<€ (f,l(v—to—G)—l—l [L(s)+Q(s)]dg(s)—|—l) :
fo
0 que completa a prova do teorema. 0

2.3 Existéncia e unicidade de solucoes

Tendo em mente a correspondéncia estabelecida na se¢do anterior, agora nosso objetivo
¢é estudar a existéncia local e a unicidade de uma solu¢do da EDFN em medida com retardo
infinito (2.2).

Considere O C H; s um subconjunto limitado com a propriedade de prolongamento
parat >ty, P={y; y€O0e ty <t <th+0} e ¢ € P. Nosso objetivo é estabelecer condi¢des
para garantir a existéncia e a unicidade da solu¢do de uma EDFN

t
Ye)=y(to)+ | f(s,5)dg(s) +N(t)ye = Nto)ysy,
0

sendo f,N : [ty,7p + 6] X P — R" como na se¢do anterior.

Defina as fungdes xg : (—oo,t9 + 0] = R" e z: (—o0,p + 0] — R" por

) o(t—1), te€(—oo,1),
xo(t) = { o0, 1€ loito] (2.7)
Zm:{¢aﬂm re (=l g
(p(O) +f(t0, QD)A+g(t0) +N0(to+)(Xo)t0+ —No(to)qD, te (t(),l‘() + G].

Como consequéncia direta de (H3) temos |¢(0)| < &;(0)]|@||x,. Além disso, a condi¢do
(A4) aliada ao Teorema 1.13 produz

IN(t5) (x0) = — N(to) | = lim [N (1) (x0): — N(t0) (x0)s,|

1=ty

< tim [ 0 (o)sll, ds(s)

1=t J1o
= O(to) A" g(t0) || (x0)1o || 5
= Q(10)A™g(10) | | 1y-
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Mais ainda, observando que xo(¢) = x{(¢) +x3(t), onde

O(t—tg), t€ (—oo,t], 0, t € (—oo,19],

xo(t) = e x(1) =
0, 1 € [to,10+ O], ¢(0), [to,t0+ O],

do Lema 2.1, obtemos

1 2
|x0||Ht0+6 + ||x0HHt0+G

19llm, +&2(0)  sup [lxg(0)]

€[ty to+0]
19|, +&2(0)|@(0)]
191y + 82(0)S1(0)]| @]y -

%0l Eyy o <
<

|
|
<
<

Suponha que f : [fy,7p + 0] X P — R”" satisfaga a seguinte condicao:

b
(AS) dadosty < a < b <ty+ o, temos / f(t,0)dg(a) =0.
a
De acordo com (A3) e (AS5), temos

[ 1765, (x0)9) — £(5,0)] dgts)

To

totf(s, (x0)5) dg(s) < /t()tL(S)||(x0)s||Ho dg(s)

e, consequentemente, | f(to, 9)A*g(10)| < L(t9)ATg(t0)||@]| 1, Dessa forma, pelo Lema 2.1 para

a funcao
2(t) = N € (=eho),
? ®(0) + f(to, p)ATg(to) +N(to+) (x0)ry+ — N(t0) @, t € [to,20+ O],

temos

22l 0 < E2(0)  sup  |z2(r)] < &2(0)[E1(0) + L(to) AT g(t0) + Q(t0) A g (10)] |0l -

t€tg,to+0]
Portanto,

2]y o < [1+E2(0)E1(0) +E2(0)L(10) AT g(t0) +E2(0)Q(t0) A" g (t0)] 1| @] -

:;Z?’

Assim, se considerarmos C > 0 a constante de limitacao do conjunto O e o subconjunto
P' ={¢ € P;||o|| <C(C")~'} fica demonstrado o lema a seguir.

Lema 2.7. Se ¢ € P’ entdo as fungdes xg e z, definidas em (2.7) e (2.8), sdo elementos de O.

Observacdo 2.8. A fungdo

#0) = { 0, ) 1 € (—oo, 1),

=, 1€ [fy,to+ 0],
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< . C . .
¢ um elemento de O, pois, 5 (o) < C. Além disso, se t € [ty,1) + O], temos

) 0, 0 c (_oo,—(t—t0)>7
%(0) —{ B 0 €[-(t—1),0],

ou seja, o suporte da fungdo (x;) estd contido em [—o,0] para todo ¢ € [ty, %) + ©], e portanto

- - C
I%elly < G2(0) sup 1%(6)] = -
0e[—0,0]
Em resumo, o conjunto P’ ndo é um conjunto vazio.
Teorema 2.9. Sejam O C Hy, s, P e P' como descritos acima, ¢ € P' e g: [ty,to + O] —
R uma fungdo ndo decrescente continua a esquerda. Assuma que as condicoes (Al) - (AS)
sejam satisfeitas e F : [ty,t0+ 0] X O — G((—oo,t9 + 0], R") seja definida por (2.4), com F(t,x)
tomando valores em H; ., para cada x € O et € [ty,to+ O]. Se

_{ ot —19), 1€ (—o0,10],
X()(t) =
©(0), t € [to,t0+ O],

) =4 P~ 1€ (—oo,10),
®(0) + f(t0, ) AT g(to) + No(to+) (x0)r+ — No(to) @, t € (to,t0 + o],

sdo elementos de Hy |, entdo existe um @ > 0 e uma fungdo y : (—oo,ty + 0] — R" sendo a

tinica solug¢do da EDFN em medida

1) = 300)+ [ F(5,23)dg(s) + N6y~ N o)y

(2.9)
Yig = Q-
Demonstragdo. Pelos Teoremas 2.5 e 2.6, o PVI (2.9) € equivalente a EDO generalizada
dx
— =DF(t
gz~ PF(t%) (2.10)
X (l‘()) = X,

com a fungdo F definida por (2.4). Pelo Lema 2.3, F satisfaz as condi¢des %] e .%,. Além disso,

segue do lema anterior que x( € xo+ sdo elementos de O. De fato, do Teorema 1.13 temos

0, v E (—o0,1p),

+ ) — x)(v) =
[F(t ,x0) — F (to,X0)] (v) {f(to,(p)A+g(lo)+N(lJ)(x0)tJ_N(to)(p’ v € [to,t0 + O],

visto que (xp);, = ¢. Logo,

[xo + F (1, x0) — F (10,%0)] (v)

(p(v—t()), S (—00,1‘()),
@(0) + f(t0,9)ATg(10) +N0(fo+)(xo)t0+ —No(to)®, v € [to,t0+ 0],

z(v).
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Assim, pelo Teorema 1.28, existe um @ > 0 e uma tnica solucio x : [fy,fp + @] — O da EDO
generalizada (2.10) de forma que y : (—oo, 9 + @] — R" dada por

x(to)(v), v €& (—oo,tp],

) :{ (W), Ve ltosto+ o),

€ uma solucao da EDFN em medida (2.9), que deve ser tnica pois, caso contrdrio, o Teorema

2.5 garante que a solugdo de (2.10) ndo € unica.

[]

2.4 Dependéncia continua

Sejam 7 € R, 6 > 0 e os conjuntos O C Hyy 1, P e P’ da mesma forma da segdo anterior.
Considere a familia de EDFN’s

t
¥(t) =) + | F5(s,35) dgk(s) + N (0)y, — N (to)yig, k=0,1,2,..., 2.11)

com condicdo inicial @* € P/, gk : [t9,t9 + 6] — R fungdes nio decrescentes e f* N* :
[to,t0 + 0] X P — R" tais que para todos y,z € O e quaisquer 7y < a < b < tp+ o valem as

seguintes condi¢des:

b
(A1) existe, no sentido de Kurzweil, a integral / 1, ys)dgk(s);
a

(A2’) existe uma funcao positiva MF [f0,70 + 6] — R integravel, no sentido de Kurzweil, em

relacdo a g¥ tal que

b b
/a P30 dg ()| < [ () d o)

(A3’) existe uma fungdo positiva Lk [to,t0 + 6] — R integréavel, no sentido de Kurzweil, em

relacdo a g¥ tal que

b b
/a P4 (5,3) — FX(5,20)] dg¥(s)| < / LX(5)lys — 211y 8 (5):

(A4’) existe uma funcao positiva ok : [to,t0 + 0] — R integravel, no sentido de Kurzweil, em

relacdio a g¥ tal que

k Ak " k(.
IN*(b)yp, — N*(a)ya| < / O (5) sy 4" (5):

b
(A5") / F4t,0)dgk(s) = 0.
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Observe que, se y* : (—oo,19 + 6] — R" é uma solugio de (2.11) com condigio inicial
@* € P/, entio
ki _ ok k
Y1) =) +y3(1),

com )’If i (—o0,t9+ O] eylﬁ : (—o0,1p + o] dadas por

ﬁm_{¢%;m%fek%m7 ﬁm:{o, t € (—oo 1],

0, re (t07t0+6]7 Zk(t)7 S [t07t0+6]>

sendo z¥(¢) uma funcio que satisfaz (2.11). No que resta dessa secio, se ¢ € [y, o + ] usaremos

a notacio yX(¢) para representar y’ﬁ (t). Nessas condi¢des podemos enunciar o seguinte resultado.

Teorema 2.10. Sejam O C Hy s, P e P' como descritos na se¢do anterior. Para cada k =
0,1,2,... seja (pk € P’ e considere gk o, to+ 0] = R, k=0,1,2, ..., uma sequéncia de funcoes
ndo decrescentes continuas a esquerda, com o = {g* : [to,to + 6] = R,k =0,1,2...} equi-
regrado. Assuma que as condicoes (A1°)—(AS’) sejam satisfeitas. Além disso, suponha que para

todo y € O valham as hipoteses:
@ lim [|¢* — ¢, = 0;
k—yoo

(i) lim sup =0;

et to+0]

FX(s,y5) dg(s) — t £O(s,y5) dg’(s)

To

i) lim sup |[N¥(t)y — NO(t)y,| =0

k=22 119, 10+0]

(iv) hmg (t) sup QN(r) < 4o, V1 € [t0,10 + .

k—reo 1€ty to+0]

Entdo para cada k =0,1,2. .. existe ® > 0 e uma tinica soluc¢do y* : (—oo,tg + ®] — R" do PVI

t
O =5 o)+ | F(s:35)dg" () + N (1)ye =N (o) (2.12)

i, = ok,
tal que |y*(t) —y°(t)| — 0 quando k — +oo, para todo t € (—oo,ty + 0].

Demonstragdo. A existéncia e a unicidade da solucao de (2.12) segue do Teorema 2.9. Agora,

observe que se € [t,fp + O] entdo
FO =0 =) =50+ [ P 6)= [ 150 d
+Nk( ))’t _NO( ))’t _Nk(tO)yto —|—N0(t0)y,0.
Por (H3), temos

[V (t0) =3°(10)| = v (0) =¥, (0) = |9“(0) — 9°(0)| < &1 (0)[|¢* — @° -
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Além disso, como
N ()ys = N2(1)y) — N (1) v, +N°(10)y,

= N O0F —30) = N (10) (0 = 3 + (VH (039 = NO(1)s?) = (N {10y, = N0y )

usando (A4’), obtemos
IN“(0)yf = NO(8)yy = N (20)y1 + N (z0) 3|

t
</t Q ()5 =¥l dg" (s) + IN“(1)yf = NO()37 | -+ IN“(z0) 5y — N°(10) 3.
0

Dessa forma,

() 0] < A 0) )|+ | [ s dgh(s)— [ (5,3 ds(s)
S— to to

(1) (};)

1
+/[ QX ()16 — 3 lrodg® (s) + IN*(2)y) — NO(2)y) | + IN*(t0)y5), — N° (t0)y5y | -
O A J/

(111

Definindo a*(¢) = (I) + (II) + (III), podemos escrever
t
YO = 0] < (1) + t O (s)llys =331y dg"(s)-
0
Como y* é solucdo de (2.12), temos y* = y’l‘ +y’§. Assim, se s € [fo,f)+ 0], entdo dado € >0 e k
suficientemente grande, temos

15 =5l < UOHs = ONsllatg +1065)s = 08)sllmy < €+&2(0) sup [y (7) —»(7)]

TEto,5]

Assim,

PO =01 < @0+ [ Q6 (2+E(0) sup W@ (@) dek(), 1 € lostg+ o]

T€(t9,5]
Tomando B* = su ak(t) + & [f O (s) dgk(s)) e ¢ = su 0K (t) temos
Pretg,t0+0] 1 8 q Preltg,to+0]

sup [y(7) —y°(7)| < B* +&(0) sup TQk(S) sup [y¥(7) —y°(7)|dg" (s)

TEto,1] T€[19,¢] Y 10 TE(1,S]
t
<P &(o)gt [ sup (D) -0(0)]dg ().
o t€e(ty,s)

Usando o Teorema 1.43 de (SCHWABIK, 1992) obtemos

sup |y*(7) —)°(7)| < Brexp(&(0)g" (g (1) — ¢" (1)),

velro.]

y&(t) —y°(t)| — 0, quando k — oo uniformemente para todo ¢ € (—oo, 9 4 @], visto

€, portanto,

que B* — 0, quando k — oo. O
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Observagdo 2.11. Se existir um € > 0 tal que para todo k suficientemente grande

th+0o

Gi=80) [ QE(—1-0)ds(s) < 1-e,

fo
entio [[y* —?| Hiyre — 0, quando k — eo. De fato, como

Y =5ty o < 195 = @°lli +&2(0)  sup () =" ()]

t€to,t0+0]
< 9" = ¢°||u,
+&(0)y (10) —¥°(10)]
t 1
FEs0) dgk(s) — l £O(5,39)dg’(s)
0

To

+&(0) sup

t€to,to+0]

FaOF Ny sup [ O(5)E(s— 10— o) dg(s)

t€lto,to+0] /10

+2%(0) _sup [N =Nef

t€to,to+0

Y

temos

(1= COlY* =l < 19"~ @° 11,
+&2(0) " (t0) =" (10)]

1 t
+&(0)  sup sy dg () — [ fOs,3))dg"(s)
€[ty to+0o] [V 10 fo
+262(0) sup [NK(P - N(1)y?)
t€to,to+0]

e portanto, ||y* —yO]|HlO+(r — 0, quando k — co.
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CAPITULO

CONTROLABILIDADE

Neste capitulo nossa contribuic@o serd investigar quais condicdes sao necessdrias para

garantir a controlabilidade de um sistema descrito por uma equacdo diferencial em medida.

3.1 Controlabilidade para sistemas de equacoes

diferenciais funcionais

Nesta se¢do, faremos um breve estudo sobre controlabilidade para sistemas descritos
por equagdes diferenciais abstratas em espacos de dimensao infinita. Abordaremos, de forma
sucinta, sistemas lineares e sistemas lineares retardados. Um estudo mais aprofundado sobre a
controlabilidade de sistemas lineares pode ser encontrado, por exemplo, em (CURTAIN; ZWART,
1995) e (ZABCZYK, 1992), nossas principais referéncias aqui. Considere nesta se¢do X e U
espacos de Hilbert.

Relembramos que um semigrupo (S(7));>0 é uma familia a um pardmetro de operadores
lineares limitados em X tal que S(0) =1 e S(¢ +s) = S(¢)S(s), para todos ¢, s € [fy, +°), onde [
¢ o operador identidade em X. O operador A : D(A) C X — X, definido por

S(t)x

Ax= lim % Vx € D(A),

t—0*
sendo D(A) = {x € X; lim,_,o+(S(t)x —x)/t existe}, é chamado gerador infinitesimal do semi-

grupo (S(t)):>0-

Definicio 3.1. Um semigrupo (S(¢)),>0 de operadores lineares limitados em X é chamado de
fortemente continuo, ou Cyp-semigrupo, se
lim S(t)x=x, VxeX,
=07
ou equivalentemente,
lim [|S(#)x—x||=0, VxeX.
t—0T



54 Capitulo 3. Controlabilidade

Vamos introduzir o estudo de controlabilidade com o sistema linear de EDO’s dado por

4y(t) = Ay(t) +Bu(t), t>0,
y(0) =y €X,

(3.1)

onde, para todo t > 0, y(¢) € X, o espago dos estados, u(t) € U, o espago dos controles, A :
D(A) C X — X é o gerador infinitesimal de um Cyp-semigrupo (S(¢));>0 e B: U — X é uma
aplicagdo linear continua. A férmula da variacdo dos parametros nos di que uma solugdo de
(3.1) é da forma

y(t;y0,u) = S(t)yo+ /O[S(t —s)Bu(s) ds.

Para T > 0, considere o espago L*([0,T],U) = {f: [0,T] — U; fOT 1£(5)|? ds < +eo}.
Definimos o operador controlabilidade %7 : L?([0,T],U) — X, por

BT (u) = /0 " S(T = )Bu(s) ds.

Definicao 3.2. O sistema (3.1) € dito exatamente controldvel em [0,T] se a imagem do operador
AT éigual a X, isto é, R(AT) =X.

Observagdo 3.3. Pela defini¢do acima, o sistema (3.1) € exatamente controlavel quando, dado
um estado x € X, é possivel encontrar um controle u € L?([0,7],U) tal que y(T) = x, se consi-

derarmos a condi¢@o inicial y(0) = 0. Mas isto equivale a dizer

y(T,O,I/t) ZX—)’(TJOaO)-

Em outras palavras, dado um estado x € X podemos encontrar um controle u € L([0,7],U) tal

Proposicdo 3.4. Se o operador B é compacto, entdo o operador controlabilidade 2" é compacto
para todo T > 0. Em particular, se dimX = oo, entdo (3.1) nunca é exatamente controldvel em
[0,T].

Em vista da proposic¢do acima, apresentamos uma defini¢do mais fraca para a controlabi-

lidade de um sistema linear.

Definicao 3.5. O sistema (3.1) é dito ser aproximadamente controldvel em [0,T] se a imagem
do operador controlabilidade %7 for densa em X, isto é, R(%7T) = X.

De acordo com esta defini¢do, o sistema (3.1) ser aproximadamente controldvel em [0, 7] é
equivalente a dizer que existe um controle ue € L*([0,7],U) tal que ||x — y(T,yo,ue)|| < €, para
cada estado x € X.
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Outra classe de sistemas lineares estudada na literatura, veja por exemplo (NAKAGIRI;
YAMAMOTO, 1989), sdo aqueles descritos por uma equacgao diferencial funcional com retardo

r > 0. Mais especificamente, sistemas da forma

Ly(t) = Ay(t) +L(t)(y1) + Bu(t), t > 0,
Yo=@c (ga

(3.2)

com y(t) € X, u(t) € U, paratodo t > 0, ¢ = C([—r,0],X) é o espaco das fun¢des continuas
definidas em [—r,0] tomando valores em X, A : D(A) C X — X é o gerador infinitesimal de um
Co-semigrupo (S(¢));>0 em X, para cada ¢ € [0,+o0) a aplicacdo L(t) : € — X ¢ linear limitada
e fortemente continua, isto é, t — L(#)y é continua para toda v € % fixa,e B: U — X é uma

aplicacao linear continua.

Para estudar a controlabilidade desse sistema, precisamos introduzir o conceito de

conjunto atingivel.

Definicao 3.6. O conjunto atingivel de (3.2) é o conjunto definido por

T
Ru(T.0) = {ST)0(0)+ [ ST = )[L6) 00+ Buls)] dss we 2(0.7,0) |

Definicio 3.7. O sistema (3.2) é X -aproximadamente controldvel em [0,T], se R;(T,0) é denso
em X, isto é, R.(T,0) = X.

Em (HENRIQUEZ; PROKOPCZYK, 2015) foi feita uma comparacdo entre a controlabi-
lidade do sistema (3.1) e do sistema (3.2). Os autores afirmam que, sob ser certas condi¢des, a
controlabilidade aproximada de (3.1), com condigéo inicial ¢(0) € X, garante a controlabilidade

aproximada de (3.2), com condi¢3o inicial ¢ € % .

Com esta ideia de comparar sistemas de equagdes diferenciais, passamos a estudar alguns

sistemas retardados em que o espaco de fase ndo seja um ambiente de fun¢des continuas.

3.2 Controlabilidade de sistemas de equacdes diferencias

funcionais em medida

Fixe 1, r € [0, 40). Considere O C BG([tg — r,+o0),R") um subconjunto aberto limitado
com a propriedade de prolongamento e P = {y;;y € O et > ty}. Nosso objeto de estudo é um
sistema descrito pelo Problema de Valor Inicial (PVI)

0 =30+ [ 6RO +LOldes) [ Bos >0

leZQDGP,

cuja solugdo denotaremos por y(t;¢,u), onde L : [ty,+o) — Z(BG(|—r,0],R"),R") e
A : [ty, +o0) — Z(R") sdo localmente Perron-Stieltjes integraveis, g : [fp, +o0) — R uma fungéo
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ndo decrescente continua a esquerda, B : [ty, +o°) — £ (U,R") e u : [ty, +o0) — U uma fungdo

tal que B(-)u(-) seja localmente Perron integravel, com (U, || - ||¢) um espago de Banach.

O conjunto das fungdes u : [fy, +o0) — U que tornam B(-)u(-) localmente Perron integra-

vel serd denotado por % .

Observagdo 3.8. Daday € BG([to —r,+),R") e t € [ty, +o0) temos

[yelleo="sup [y(8)[= sup [y(t+6)]< sup [y(s)].
0<[—r0] 0€[—r0] sE[to—nt]

Por outro lado,
V()= [y:(0)] < ||y leo-

No que segue apresentamos algumas propriedades consequentes das caracteristicas dos

elementos que compde (3.3). Antes, lembramos que existe M > 0 tal que
|[¥]|l < M, paratodoy € O,

visto que O C BG([to — r,+o0),R") € limitado.

A fim de estudar a controlabilidade para o sistema (3.3), algumas verificagdes se fazem

necessarias. Para isto, vamos definir f : [fg, +-o0) x P — R" por
f(t,0) =A)@(0)+L(1)o. (3.4)
Como consequéncia da observagdo anterior, para todo ¢ € [ty,+o) e y € O, temos
f @yl < TA@ Y@+ IL@]yielle < M(||A(t)|| + HL(t)H)~
Assim, tomando M (t) = (||A(?)]| + ||L(¢)|| )M, se T,p € [fy,+oo) sdo quaisquer, entdo

Ip—7ll(z.0)8(p) — £(%.y0)g()] = Ip — 7| (%, ¥2)l8(p) — 8(7)

~(p =)/ (e 30)l(~(8(p) —8(2)), P <
(p— D) f(T.y0l(g(P) ~g(x)),  p>%

= (p =) (1£(.50)lg(p) ~ £ (2,32 I8(v))

<(p =) (Mi(2)g(p) ~ My (2)g(x) ).

Com isto, pelo Teorema 1.14, podemos afirmar que

t

M, (s)dg(s).

Ty

] f(s,ys)dg(S) <

Além disso, ainda levando em consideracdo a observagdo anterior, qualquer que seja
z € BG([to — r,+o0),R"), em particular z € O, temos

f(&y0) = f(t,z) | <A@y (@) = 2]+ 1L — 2l
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< (IA@ I+ ) Iy: =zl

Pelo mesmo argumento usado acima, definindo com M;(t) = ||A(¢)|| + ||L(¢)||, temos

[ o2 = rs.20det)

0

t
< / Ma(5)|lys — 25|l dg(s).
0

Por fim, fixada uma funcéo u € %, podemos definir p : [tg, +o0) — R” por p(t) = B(¢)u(t).

Uma vez que B(t) é linear limitado para cada 7 € [fy, +o0), existe uma constante K (¢) > 0 tal que

|B(@)u(t)| < K(t)||lu()]|lv := M3(), (3.5)
donde concluimos que
t t
/ p(s)ds| < | Mz(s)ds.
0 1o

Com isto, garantimos que os elementos que compdem (3.3) cumprem as condig¢des
(H1)—(HS) de (FEDERSON; MESQUITA; TOON, 2015).

Agora, seja BG™([ty — r,+),R") o subconjunto de BG([ty — r,+o0),R"), das fungdes
continuas a esquerda, e considere O C BG™ ([fo — r,+90),[R") um subconjunto com a propriedade
de prolongamento, aberto e limitado . Pelo Teorema 3.1 de (FEDERSON; MESQUITA; TOON,
2015), o PVI (3.3), pode ser associado a EDO generalizada

dx ~ =~
o = D[F (t,x) + B(t)u(1)], (3.6)

com condi¢do inicial
(p(v—to), S [l()—r,to],
x(to)(v) = (3.7)
x(to)(to), v € [to, +0),

onde F : [y, 4o0) x O — BG~([to — r,+0),IR") é dada por

¢

0, S [t()—r,t()],

)

(t,y)(v) = /tv[A(s))’(s) +L(s)ysldg(s), v € o,1], (3.8)

0

[ 1A + L6 s(s), v e o),

To

e para cada t € [fo, o+ 0] a aplicacdo B(t) : U — BG ™ ([tg — r, +o0), R") é definida da seguinte

forma )

0, v E [t —nto),

[B(t)u(1)) (v) = ,OVB<S>M<S>dS7 v € [r0,1], (3.9)
[B(s)u(s)ds, Vv E [t,4o0).

\ JIp
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Embora as funcoes F e B assumam valores em BG~ [to — r,+o0), a correspondéncia
estabelecida em (FEDERSON; MESQUITA; TOON, 2015) acontece quando consideramos que
a solugdo x de (3.6) toma valores em um subconjunto O C G([ty — r,tp + ],R") para algum
o > 0 fixado. No entanto, é possivel “estender” para BG™ ([ty — r,+), R") aplicando a mesma
técnica de (SLAVIK, 2013). Vejamos isso com um pouco mais de detalhes.

7z

Seja O um subconjunto de BG™ ([ty — r,+o0),R"). Dizer que x : [fo — r,+o) — O ¢é
solu¢@o da EDO generalizada

¢ equivalente a dizer que

x(to + &) — x(to) = / DIF(¢,x(7)) + B(t)u(r)], (3.10)

To

para todo o > 0. Fixado um o > 0, segue de (3.8) e (3.9) que ambos os lados direito e esquerdo

de (3.10) séo constantes em [t) + T, +0), ou seja, a igualdade acima é equivalente a

~

st +0)(5) ~x(0)) = ([ DEEx(E) + Bloue) )

0

para todo v € [fy,tp + o]. Considerando X a restricdo da solugdo x ao intervalo [ty,%) + O] 0
problema, antes considerado em [ty — r, +o0), se reduz ao intervalo [ty,?) + 6| onde o Teorema 3.1
de (FEDERSON; MESQUITA; TOON, 2015) se aplica. Dito isto, apresentamos uma releitura

desse teorema.

Teorema 3.9. Considere O C BG™ ([tg — r,+),R") com a propriedade de prolongamento.
Sejam P={y;; yE O ety <t < +oo} e @ € P. Assuma que g : [to, +o°) — R seja ndo decrescente.

(1) Sey € O é uma solucdo da equacado diferencial em medida
t

ym=%+ﬁmmmwiwmww+ B(s)u(s)ds,

fo

yl‘o = (pv

entdo a fungdo x : [ty, +°0) — O dada por

é solugdo da EDO generalizada (3.6) com condi¢do inicial

QD(V—Z‘()), VE [l‘() — r,l‘()]

x(t())(t()), Vv E [l‘(),—|—°°).

x(to) (v) =
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(ii) Se x: [tg,+o0) — O é uma solugcdo da EDO generalizada (3.6) com condigdo inicial

(p(v—to), VE [l() — r,t()]

x(l‘())(l‘()), S [l‘()7—|—00).

x(to)(v) =

entdo a funcdo y € O definida por

X(t())(\/), veE [to_r7t0]7
y(v) =
x(v)(v), v € to,+e0),
é solucdo da EDF em medida

t

(1) = 3(0)+ [ AO(G) +LE)y.Jdg(s)+ [ Bs)uls)ds, 1 € fio,to+ ],

Iy Iy

Yo = Q-

Até agora verificamos que a equagdo (3.3) possui uma EDO generalizada associada.
Dessa forma, podemos usar a teoria de controle para EDO generalizadas de (SILVA, 2017), e
extrair informagdes para o nosso objeto de estudo. Antes de tudo, vejamos quando o sistema

(3.3) é controlavel.

Definiciio 3.10. Seja x° € R”™.

(a) Dizemos que o sistema (3.3) é controldvel em [ty, T| (para algum tempo finito 7 > 1) se

existe uma funcio u € % tal que

(T 0,u) =x°.

(b) Dizemos que o sistema (3.3), é aproximadamente controldvel em [fy, 7| (para algum tempo
finito T > t() se existe uma sequéncia u, € % tal que

WT;0,u,) — X0,

No que segue, vamos nos apoiar na constru¢cdo de (COLLEGARI, 2014) e (FEDERSON;
SCHWABIK, 2006). Sejam y € BG™ ([to — r,+2°),R") e t € [tg,+oo) quaisquer. Note que a
aplicacao

v Ft,)(v)

é limitada e regrada em [fg, +o0), isto &, F(z,y) : [ty — r,+-o0) — R" é regrada limitada. Assim,
podemos olhar para a funcio F de uma maneira mais conveniente, da seguinte forma: para cada

t € [ty, o) fixado, consideramos o operador
F(t,") : BG™([to — r,+o0),R") — BG™ ([tg — 1, +o0),R").
Como A(t), L(t) e o operador integral so operadores lineares, entdo F(r,-) é linear, isto é

F(t,oy+Bz) = F(t,09) + F (1, Bz),
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quaisquer que sejam o, € R e y,z € BG™ ([to — r,+°°),R"). Consequentemente, a fungio

definida em (3.8) pode ser reescrita na forma

(

0,

To

\ JIp

[ AEYE) +Lwds(s), v e o),

v € [ty — ntol,

3.11)

[ A6 6) + Lslds(s), Vel +eo)

sendo A(f) um operador linear definido em BG™ ([to — r,+o0),R"), para cada t € [fy, +oo) fixado,

tomando valores em BG™~ ([tg — r,+o0),R"). Considere a norma

1A()y| =

F(t,9)()].

sup
VE[tfo—r,+0)

Com os mesmos argumentos de antes, se v € [ty — r, +0), entdo

F (1) ()] <

fo

| 14636) + Ly Jdg(s)

< ([ 453266)) Iy

Logo, A(7) é um operador linear limitado para cada ¢ € [fy, +o0), isto &,

A': [tg,+o0) = L(BG™ ([to — 1, +0), R")),

com

A 286 (rp,+00)) 77) <

t

M (s)dg(s).

To

Mais ainda, se y € BG™ ([tg — r,+o0),R") e g < 51 < 52 < +oo, entdo

0, v E [tg—r,s1],
[A\(SZ)y](V) - [A\(Sl)y] (V) = /SIV[A(S)y(s) +L(S)ys]dg(s), ve [S],Sz], a1
/sjz[A(S)y(S)-I-L( )ysldg(s) € [s0,+0).

Dessa forma,

1A (s2)y — A(s1)y]|es

sup
VE([s1,82]

Als2)y](v) =Als1 )]0

sup
VE[$1,82]

1 140t £lomdsts)
sup

velsi 5] (/ My (s)dg(s )||y||w
([ 4a(52606)) ol
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Portanto, quaisquer que sejam fy < 51 < 52 < 400,
~ ~ )
IA(s2) = A1)l < [ Ma(s)dgl). (313
S1

ou seja, a aplicagdo A : [fo,1o + 6] — L(BG([ty — r,-+0),R")) é de variacdo limitada em
[to, 20 + O] qualquer que seja o > 0, com
~ foto

Var(y, 1+0] (A) < My(s)dg(s).

fo

Para atingir nosso objetivo, precisamos enquadrar (3.6) no mesmo formato apresentado

em (SILVA, 2017), isto é, precisamos verificar as seguintes hipéteses:

(B1) A € BV ([tg, +),.2(BG~ ([tg, +°), R"));
(B2) para todo 7 € [ty, +o0), temos
o (I-[A(t)—A@)))" € Z(BG ([to, +0),R"));
o (I+[A(tT)—A(1)]) ' € Z(BG ([ty, +0),R")).
A construgdo anterior mostra que o operador A : [fg, +o0) — .Z(BG~ ([tg, +°0), R")),

redefinido em (3.11), satisfaz a condicao (B1). Para verificar (B2), suponha que valha a seguinte

condicdo:
(B3) set é um ponto de descontinuidade de g, entdo M, (1)ATg(r) < 1.

Assim, por (3.13), pelo Teorema 1.13 aliado a continuidade a esquerda da funcdo g e

pela condicao (B3), temos
JA =A@ ) <MA (1) =0 e [ACH)—A@)]| <Ma(1)ATg(r) <1,

donde, podemos concluir (veja, por exemplo, o Teorema 2.8 de (KRESS, 1989)) que a condicao
(B2) esta satisfeita.

Agora, vejamos a aplicagcdo B definida em (3.9). A linearidade de B segue do fato de
B e o operador integral serem lineares. Além disso, visto que para cada ¢ € [fy,+o) temos
B(t)u(t) € BG™ ([tg — r, +o0),R") entdo

IBOu)e=  sup [ [Boyu))]

VE[tg—r,+oo)

Suponha que u : [ty, +o0) — U seja tal que ||u(s)||y < 1 para todo s € [fg, +o0). Entdo, por (3.5)
e o Teorema 1.35 de (SCHWABIK, 1992) temos

VB(s)u(s)ds

To

B <

<< [K(s)ds) =K (7).

Io
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Nesse caso,
[B(2)u(t)][ < K(2).

Agora, se u(t) € U é qualquer elemento nao nulo, podemos definir v(r) = u(t)/||u(z)||y. Assim,
[v(2)||v < 1 e pela afirmagdo anterior |B(¢)v(t)| < K(t) e, portanto,

1B(6)u(t) [l < K (1) [u(t)]]v-
Consequentemente, B : [fg, +o0) — .Z(U,BG([to — r,+0) ), R").

Sintetizando a anélise feita até o momento, o PVI (3.3) corresponde a EDO generalizada

linear

dx n R
== DIA()x+B()u(r)], (3.14)
x(tp) = xo,

onde xo € BG™ ([to — r,+°),R") é dada por (3.7) e as solugdes y(r; @, u) de (3.3) e x(¢;x0,u) de

(3.14) obedecem a relagdo

x(to)(v) v € [to—ntol,
y(v) =
x(v)(v)  ve€lt,+o0).

Para a controlabilidade do PVI (3.14) apresentamos uma releitura da Defini¢do 4.2 de
(SILVA, 2017).

Definicao 3.11. Seja { € BG™ ([tg — r,+),R").

(a) Dizemos que o sistema (3.14) é controldvel em [ty, T] (para algum tempo finito T > #() se

existe uma funcdo u € 7 tal que
x(T;x0,u) = .

(b) Dizemos que o sistema (3.14), é aproximadamente controldvel em [fy,T] (para algum

tempo finito 7' > 1) se existe uma sequéncia u, € % tal que

x(T;x0,u,) — €.

Observe que dado x° € R” podemos definir a fungdo constante por
(1) =x°, para todo t € [ty — r,+oo).
Se existirem #y < T < +o0 e uma fungio u € % tal que x(T;xo,u) = §, entdo
YT 9,u) =x(T)(T) = {(T) = x".

De maneira andloga se existirem #p < T < +oo e uma sequéncia u, € U tal que x(T;xq,u,) — &,
entio y(T; @, u,) — x°.

Todo esse estudo justifica o proximo resultado.
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Teorema 3.12. Seja ¢ € P. Se o sistema (3.14) é (exatamente) aproximadamente controldvel

entdo o sistema (3.3) é (exatamente) aproximadamente controldvel.

A partir dessa condi¢do suficiente para a controlabilidade de (3.3), buscamos estabelecer
um critério de controlabilidade para equagdes diferenciais funcionais com impulso (EDFI).
Vamos considerar uma EDFI com infinitos impulsos semelhante aquela estudada em (SELVI;

ARJUNAN, 2012). Mais especificamente, consideraremos um sistema da forma

Y =A(t)y(t) +L(t)y +B(t)u(t), t #t,
ATy(t) = L(y(t)), t =ti,k=1,2..., (3.15)
yt() - (P € P7

com os os operadores A, B, L e a fun¢do u satisfazendo as mesmas condi¢des do comego deste

capitulo.

Definiciio 3.13. Seja x” € R". O sistema (3.15) é controldvel em [0, T] (para algum tempo finito
0

T > ty), se existe uma funcdo controle u € 7% tal que y(T; @,u) = x".
De acordo com (FEDERSON; MESQUITA; SLAVfK, 2012), veja a observagao 3.12, o
PVI (3.15) pode ser reescrito como o sistema de EDF em medida

t

y(6) =y(t0) + [ Fls.p)ds(s)+ [ Blshuls)ds, t > 1o,
o o (316)

Yo = () S P,
onde f : [tg, +o0) x P — R" é dada por

Fit.9) = A eO0)+L1)g, 1 F 1
L (9(0)), =t k=12...

e g(t)=t+Y | X, (t), sendo x, a fungdo caracteristica do intervalo aberto (a,+o0). Assim,

podemos enunciar o resultado a seguir.

Corolario 3.14. Seja @ € P. Se (3.16) é exatamente controldvel entdo (3.15) é controldvel.
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