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ABSTRACT

Our main aim in this work is to study the regularity of
the periodic solutions of differential equations (especially
second order ones ) using the characterization of periodic
distributions and of smooth periodic functions by means of their

Fourier series.
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INTRODUCAOD

Este trabalho de Mestrado tem como objetivo principal o
estudo da hipoeliticidade global de cerfos operadores diferenci
ais parciais lineares. Para chegar a isto fizemos no Capitulo
I um estudo sobre distribuigoes periddicas procurando trata-las
de maneira que nao fosse preciso ter um conhecimento prévio da
teoria das distribuic¢des, visando com isso tornd-lo mais acessi
vel. Ainda neste capitulo estudamos as séries de Fourier das
distribuicdes periddicas e das.funcées periddicas infinitamente
diferenciaveis de n variaveis reais.

Apos terminarmos a redacdo deste trabalho tomamos conheci
mento do livro Equagées'Diferenciais Parciais: Uma Introducao,
de Rafael I0rio e Valéria Iorio, Projeto Euclides - 1988, o qual
trata este assunto no caso de uma variavel.

Os resultados obtidos neste capitulo foram a ferramenta
basica para o Capitulo II, que contém a parte principal do tra
balho. Neste capitulo estudamos a influéncia dos termos de or
dem mais baixa de um operador diferencial parcial linear a coe
ficientes constantes de 23 ordem através de exemplos. Isto €,
adicionamos a certos operadores homogéneos de ordem 2 outros ho
mogéneos de ordem 1 e de ordem 0 e comparamos a hipoeliticidade
do operador reéultante com aquela de cada uma das parcelas.

Mostramos a hipoeliticidade do operador P dado por
2 2 '

Pu = - —3—-u - ¢2(x)-3—-u + a(x)gE' onde a e ¢ sao fungoes

ax2 dy2 oy



-iie-

2m - peridédicas de classe c” + 9(0) = 0 e ¢(x) =0 se
% S| x| sm. Nocasoemgque az0, ¢(x) =1 se |x] < %
e o¢(x) =0 se %} < |x] €7 o operador P & o mesmo que

foi estudado por Fujiwara e Omori ([4]).
Por fim, verificamos que para quase todo ae[0,1] os
operadores das familias

(2 3
T %y ) ©
X Y a€[0,1] 15]a] s2

sao globalmente hipoeliticos.
O Teorema 4 da secdo 2 e o Teorema 1 da secao 3 do Capitu

lo II sao de Greenfield e Wallach [5].



CAPITULO 1

O objetivo deste capitulo é caracterizar as funcoes perid
dicas infinitamente diferenciaveis e as distribuicdes periodi
cas com suas séries de Fourier.

Na primeira secdo sera feito um breve estudo envolvendo
as funcdes periédicas infinitamente diferenciaveis.

Na segunda secdo serao definidas as distribuicdes periddi
cas e apresentadas algumas de suas propriedades mais importan
tes.

Na terceira secao sera definido um tipo de convolucao
( T- convolugao) para fungoes e distribuicles periddicas. Um fa
to interessante € que esta convolugao fica definida para quais
quer pares de distribuicdes periddicas, fato que nao ocorre com
as distribuicOes e convolucao usuais.

Na quarta secdo serd dada uma condic@o necessaria e sufi
ciente para a resolubilidade de uma equacdo linear da T-convolu
cao.

A quinta secao sera dedicada ao estudo da série de Fourier
tanto das fungoes periddicas infinitamente derivaveis como das
distribuicoes periddicas. Sera mostrada a caracterizagao de cada
um destes objetos com seqiiéncias numéricas apropriadas.

Na sexta secao serao estudadas as séries parciais de
Fourier para fﬁngées periddicas infinitamente diferencidveis e

distribuigoes periddicas.



1. Pp: O ESPACO DAS FUNCOES TESTES PERIODICAS

Sejam T > 0 e m = (m1,...,mn) e z" .

DEFINICAO 1. Seja

Po(RY) =< 0eC(®); 0(x) = 6(x-Tm), ¥x €K, ¥mez"> .

PT(HfH ou, simplesmente, PT € um espag¢o vetorial chamado de

espaco das fungoes testes periddicas.

DEFINICAO 2 . Uma seguéncia (Bj)j €W onde Bj € Pp,j €N,

converge em PT se existir 6 € PT tal que D“ej converge uni

formemente para D®p , para cada a = (a1,...,an) e N .

Existe uma métrica em P, em relacdo a qual as seqlén

cias convergentes sao as da Definicao 2. A saber:

© P, (6=0)
ae,6) = 1 — k
k=0 2K(1 +p, (6-¢))

14

onde

P, (6) = sup [D%(x)|
x € RN
|o] £k

€ uma semi-norma.

TEOREMA 1 . Gj converge para 9 em PT se, e somente se ,

pk(ej-e) + 0 para cada k = 1,2,... .



DEMONSTRACAO:
Se ej + 6 em P, entao, para cada k ,
6.-6) = p%6. (x) -D% 0 .
Pk( 5 ) xsuPn l J(x) (X)| —
|a| €k

Se pk(ej-e) + 0 entdo para cada o € W' ,

sup |D%6.(x) -D%6(x)| s sup |D%.(x) -D%6(x)]| =
x € IRD ] x € RN ]
|a‘ <k
- 6.-6 0 .
Para cada ¢ € C_(R") defina 6(x) = ] o 0 (x=Tm)

meé€ Z
6 esta bem definida pois, existe C > 0 tal que ¢(x) =0 para

n

todo x de R tal que |x| 2 C .

Assim, se x € R® e |x| s a para algum a > 0 entdo

¢(x-Tm) = 0 => 0 => Ix-TmI < C = |x -Tmil <C ,

i= 1,...,n=> -C<Tmi—xi<c ’ i=1,o--'n
Como -a £ X4 £ a temos
C-a<f£~-C+Xx,<Tm, <C+x, 2£C+a , i=1,c0e,n .
i i i
<C + a . .
Logo, Imil $ = i=1,...,n. Como existe ape

nas um numero finito de n-uplas m que satisfazem esta Ultima

condigao, podemos escrever
6(x) = ¢(x—Tm1) + ... +0(x —ka)

desde que |x| < a.



Mostremos que 6 € PT(IRn) .

Seja m € z"

0(x-Tm) = J _ (X -Tm=Tk) = J _ 6(x-T(msk)) =
kez k € z"

V0 ¢(x-TR) = 6(x) .
g €zn

Dado x € R" , seja a >0 tal que |x,| < a. Assim,
8(x) = ¢(X—Tm1) + e +d>(x—ka) ’ [xl < a

e vemos que 6 € infinitamente diferenciavel em X, « Logo,
n
g € PT(IR ) .

Além do mais,

D% (x) = Da¢(x-Tm1) + ees +Da¢(x-ka)

1t}

e como ¢(x-Tm) =0 se |x| <a e mem o, i

1,...,k

temos também que

Dacp(x - Tm)

m
o

. se x| <a e m#m , i=1,...,n .
Desse modo podemos escrever

p%(x) = § D% ¢(x = Tm) .
' me z°

. o n
PROPOSICAO 1. Seja (%)Qem P 9, € C.(RY) , €N tal
que ¢, converge para ¢ em C°c°(]Rn) . Entdo, a seqgiliéncia
n . _ _
(6y) ) ey de Pp(R ) definida por 6 (x) = ) N ¢, (x = Tm)
me€ 2Z
converge em PT(IRn) . para 6(x) = y ncb(x - Tm) .

me Z



DEMONSTRACAO :

Existe a > 0 tal que S(¢,) < B[0,a] , para todo £ € IN
e Da¢ % converge para D°‘¢ uniformemente para todo o € w" .
Sejam a € N e € >0 .

o o . .
Como D~ (¢,-¢) € Cc(]Rn) existem m1,...,mk£ tais que

o o ‘ a
mezzn D™(¢~4) (x=Tm) = D"(¢y=¢) (x=Tmy) +... +D7 (=) (x=Tmy )

x € [0,T1P .

0 se x ¢ B[0,a] , 2 € NN

Mas ¢£(x)
Logo, se ¢,(x-Tm) = 0 entao |x-Tml £ a e isto impli
-a < <
ca em xi a=Tmi_a+xi.
Como x € [0,TI1" , vem que

1A
o
1A
5
1A
o
+
%
A
W
+
=]

-a - T

e, portanto

A

|m,

a
ll ,T+1.

Como a independe de £ € IN , concluimos que sO existe
um nimero finito de indices m | ¢£(x -Tm) #0 para todo L E€NIN.

Desse modo, podemos escrever

o . a
mGZZn D (¢2-¢>)(x-Tm) =D (¢2—¢)(x—Tm1)+...

+D°L(<l>2-¢)(x-ka) , ¥, e N, w¥xe [0,TI".

Como Da¢>2 converge para Dacb uniformemente , existe

20 € N tal que 2 2 %, implica em



sup  [D%¢, (x) - Dy(x)| < & .

x e R?

Logo, se % 2 4. e x e [0,TI"

(o]
[p%, (x) -D%(x) | = [D%(8,-0) (x)] =
= [p%¢ % (¢,=¢) (x =Tm) ) | = D% (¢ ,-4) (x=Tm) | -
- me zn . l_ ‘mgzn % |

A

ID%(¢,-6) (x =Tm,) + ... +D%(¢,~¢) (x - Tm) |

A

lDa(¢2-¢)(x-Tm1)] +eee +|Da(¢£-¢)(x-ka)| <

Considere

Up(R™) = (¢ e c:(mn) , ] Ex-Tm) =1, ¥xeR'} .
mée zZ!

Se & € UT(HJU diremos que ¢ € unitaria.

Um exemplo de fungao unitaria é £ : R + R dada por

B 1

J exp(;T%%gT)dx se |t| < 1
1tl |
L -1
E(t) = < J exP(§TT:§T)dx
o
0 se |t] 21

Verifica-se que & € c”(nu e S(g) = [-1,1]

172N

Dado t € IR seja n, € Z tal que n, £t n, + 1



istoeé, 02 t-n_£1 ou =-1<n -tc=<o0

Se n 2 no-+2 entao t £ n e
|t-n] =n-t2n -t+22 -1+42=1

logo, &(t-n) =0 .

A
=
|
—-—
1)
o
ct
(V1]
o
o}
A
rf
0

Se n

|t-n|

n
'+
!
=]
[\
t
+
b
!
o]
]
o~
|
=]
+
Y
wv
o—

logo, E&(t-n) =0 .

Assim,
+o A

n_X_m E(t-n) = E(t-n_) + E(t-n_-1) =
! 1 =1 (" 1

= ( J exp(-}z-ﬁ—x—)—)dx ) . [ J exp(;—(—;]—_x—))dx +
o t—no

} >1 1 ] -1

+ J - exp(m-)-) dx ] = (J exp(m) dx ) .

T+ng-t e

1 o)

< [ J exp(m)dx - J exp(m)dx ]
t—no to-no

1 : 1
( J exP(§T%%§T)dX)—1 . J exp(;T%%§T)dx ) =1 .
o :

O

Se f € UT(]Rn) entao ¢ € C:(HJU e como visto

y p*£(x -Tm) = D* § Ex-Tm) =D*1 =0 .
me z" me z"



PROPOSICAO 2. Se (ej) converge para 6 em PT(JRn) e

£ € Un(R") entdo (&.Bj) converge para £.6 em CZ(B?U .

DEMONSTRACAO:

i) S(E.Bj) c S(&)

n

ii) Dado a € I temos que

o ol Y B
.6.) = D'g .DV6.
D(E.0,) Y+%=a ~Tgr D't -D 68y

converge uniformemente para

] yrgroiene - p%ee)
Y+pb=0Q

pois Gj converge para 6 em PT(IJU .

i\ proposigcao seguinte mostra que sempre possivel escre

é
ver uma funcao 6 de P na forma Z

¢(x ~Tm) com ¢ ec..
T me zh ¢

PROPOSICAO 3 . A aplicacio

T : CO(R™Y) — Pp(R")

¢ —>s TO

onde T (x) = ) $(x —Tm) € sobrejetora.
: me zB

DEMONSTRACAO:

Dada 6 € pT(mn) defina ¢ = £.6 € c:,’ (R®) onde ¢ e UT(]Rn).

Assim,



(Te)(x) = § _ ¢(x=-Tm) = ] E(x ~Tm) . 8(x~Tm) =
me z® me zt

= 6(x) ) E(x-Tm) = 6(x) .
me z"

Logo,

Note £ & uma funcao unitaria arbitraria.

: O ESPACO DAS DISTRIBUICOES PERIODICAS

]
2. PT.

DEFINICEO 1. Um funcional linear £ : P (R") + € & dito

continuo (ou seqliencialmente continuo) se (ej) converge para

0 em P implica que f(ej) convirja para 0 em C .

DEFINICAO 2. O espago vetorial P%(IRn) ={f; £ é funcio

nal linear continuo de PT(IRn) } & chamado de espaco das dis

tribuicdes periddicas e £ & dita uma distribuicdo periddica.

Se feP, e 6€FP usaremos a seguinte notacao:

T T
£(e) = (£,6) .
TEOREMA 1 : Seja f : PT(IRn) + € um funcional linear. Sao e

quivalentes:

i) f & continuo;
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ii) Existem C >0 e m€e IN tais que

|£,0)] sc I |Z< s;%nloae(x)l ,
o =2m X

para toda 6 de Pn .

DEMONSTRACAOQ:

Suponha que (ii) seja valido. Se (ej) vai a 0 em

P,, ent3o sup |D”6.(x)| tende a zero para todo a € WN" .
T x € R J

Logo, a soma

) sup |D%6. (%) |
|o] <m xeR" J

também tende a zero quando Jj tende a infinito.

Portanto, usando a desigualdade em (ii) concluimos que £
€ continuo.

Suponha agora que f € continuo.

Se f = 0 a implicacao & imediata. Admitamos que (ii)

seja falsoe f % 0 .

Dt
Mm
)

Entao, para cada m € N , podemos encontrar

tal que

(£,8.)] > m sup _ |D%B_ (x)
2.5y | |Mém xemnl n |

-~

Definindo 6_ =

temos que
m g

m
| (£,8,

) |

(£,6.)] = 1 >m sup _ |D%8_(x) |
I Tm l |a|z§n1 x e R m
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0 < z sup IDaGm(x)l < i%

plém x € RR

Assim, em converge pare. 0 em Pp s porém (f,em) nao

converge a zero em € . Absurdo.

DEFINICAO 3. Diremos que uma seguéncia (fn) de distribuigdes

T-periddicas & convergente em P%(Efﬂ se existir f e Pé(IﬂU
tal que para toda 6 € PT(HJH a seqgiliéncia (fn,e) converge pa

ra (£,0) .

O proximo teorema mostra que existe uma identificacdao en
tre o P&(nfﬂ e o0 subespago vetorial e topoldogico (munido da

topologia induzida de D' (R") definido por:

D,i,(]Rn)={ueD'(IRn); u=u ¥vmezZ})

Tm '

onde <Ug. P 9> = <u b _qo> e ¢Tm(x) = ¢(x -Tm) .

TEOREMA 2 . Existe um homeomorfismo linear entre Pé(nfﬁ e

D,i.(an) .

DEMONSTRACAO:

Seja f € P,i,(]Rn) .

Para cada ¢ € CZ(BJ“ considere

me zh M T

Podemos definir
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u:C (R") € por u(¢) = (£, ]

mezn%m) = (£,0) .
Mostremos que u € D,i.(]Rn) .
Linearidade: Se ¢ , y € C:(IRn) e A €T entdo
ulg +y) = (f'meizn (¢ +9)p ) =
) (f'meizn¢Tm+meZZn¢Tm) i
=(f, ] ¢, )+ (£, ) U ) = u(d) + u(y)
mezh N mezh ™
e
- ( = A =
u (1) (f,meizn_(mm) (f,meZZn oy )
= (£, 2§ 4o ) = AE, ) 6. ) = du(d) .

me zn me z°

Continuidade: Se ¢j converge para zero em C:(IRn) + @ Propo

sicao 1 da sec¢ao anterior garante que ej = mezzn (tbj)Tm conver
, n
ge para 6 = meizzn Opy = 0 em Pp(R") . ‘
Desse modo, u(¢j) = (£, Gj) converge para 0 em € .
Logo, u € D'(]Rn) . Usaremos a notacao u(¢) = <u, ¢> .

n

Periodicidade: Se ¢ € C:(IRn) e mezZ entdo

Upr ¢> = <, d_p> = (£, ) n (¢-Tm) ) =

ke Z Tk
(f T ¢ ) = (£, Y 60) = <u, ¢>
"xegn ThW "kemh TK '
isto e, Up = u .

Portanto, u € D,i‘(IRn) .



onde
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Seja

. ' n ' n
A : Pp(R7) — Dn(RY)

£ '-——+ u="T(£f)

<u,¢>= (£, [ o

© . n
Lo t) s ¢ € CUEY .

m

Mostremos que A € linear e continuo.

Linearidade: Se f£f,g e'P,i,(IRn) e LEC entao , para

¢ € C: (R™) temos

<A(f+g) , 0>= (f+g, ) . ) =
mezh Im

(£, § _o¢m ) + (g, b ) =
me zgn M mexzzn Tm

<A(f) , d> + <A(g) , ¢> = <A(f) +A(q) , ¢>

<A(AE) , o> = <Af ) 6> = A <f ¥ b, > =
ez T ‘mezh M

= A<A(f) , ¢> = <AA(f), ¢> .

toda

Continuidade: Seja (f.) , fj € Pé(ﬂfﬂ tal que fj tende a

J

zero em Pé(ﬂfﬁ .

Dada ¢ € C:(IJH , temos que

lim <A(fj) s $> = lim (fj, ) =0 .

¢
j+oo j->co me Zn Tm

Logo, A(fj) tende a zero em D%(Bﬂ“ .

Vamos agora, a partir de u € Dé(nﬂ” , definir uma unica
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distribuigcao T-periddica £ de modo gque esta aplicagao seja a
inversa de A .
Seja £ € UT(IRn) . Para cada u € D,i,(]Rn) definamos

n
fE:PT(IR) —

) — <u, £.0>

Mostremos que fE € P,i,(IRn) .

Linearidade: Sejam 6 , B € PT(IRn) e P ECQC .
i) fg(em = <u,E(0+B)> = <u, E6 +EB> = <u , £6> + <u , EB> =

= fg(e) + fE(B)

ii) fg(ke) = <u, E(AB)> = <u, AEO6> = <Au , £E6> = A <u, £6> =

= A fg(e).

Continuidade: Seja (e'j) , ej € PT(IRn) tal que ej tende a
zero em PT(IRn) .

A Proposigao 2 da secao anterior nos diz que (& ej) ten
de a zero em C:(]Rn) .

Como u € D,i,(IRn) temos que f (ej) = <u, gej§ + 0 .

2
Logo, f GP,{.(IRn) .

£
Mostremos que a definicao de fg independe da escolha de
. - n ~
£, isto e, se £,n € UT(IR )‘ entao fE = fn .

Mostremos antes que

u= (un) .
me z" Tm
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seja ¢ € CL(RY) .

Entao

<u - |m|z§k (un) o, > = <u- |m|z§k Upn Nepp ¢ 0> =

= <u - lmlzgk u g, 0> = <ul(l - Imligk o)+ 0> =

= <u, ¢.(1 - Iml - Tle)>
converge para zero pois, 1 - |m| - N tende a zero em PT(]Rn)
e pela Proposiééq 2 da segao anterior ¢.(1 - '2 nTm) ten

© _n
de a zero em CC(Ii) .

m| <

Além do mais, como

< (un)p, 9> = I <@, , 6>
Im| s k m EYERS Tm
temos que
Y o_<lun)y , 4> =< ) (un), , 6> .
m € zP Tm nez Tm
Provemos agora que fg = fn
Dada 6 € P tome ¢ = £6 entao

T

fg(e) = <u, £6>

<un , (€6

)

me€ z°

n(ui)_Tm

n <u£_,1.m , N6>

)

)

<un,e€_ > =
n T~ ez

~Tm”~

<(ug) , N6>
-Tm
me z"

, NO> <u , no>

.

fn(e)

<u, nGE_Tm> -
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Passaremos a escrever somente

Definamos

IS Dy

H.DT(IR) — PT(]R)
u +————- H(u)

onde H{(u) : PT(IRn) —

6 F————— <u,£6>

e geUT.

H é linear pois, dados u,v € D,i,(IRn) e A€ tems pa

ra todo 6 € PT(]Rn)

i) (H(u+v) ,0) = <u*v  £0> <u , £6> + <v , EO> =

= (H(u) ,8) + (H(v) ,8) = (H(u+(H(v) ,8) ;

ii) (H(Xu) ,8) = <xu,E6> = A<u, £6> = (AH(u),0) .

H & continuo pois, se uy > 0 em D,I'.(]Rn) entdo para ca

n n
da eePT(IR) e gGUT(IR)
(H(uj) ’ g) = <uj r £6> > o .

Portanto, H(uj) > 0 em P,i,(IRn) .
Mostremos que H € a inversa de A .

Sejam u € DL(R™) , ¢ e cC(R") e £ € UL (RD).
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Observe que se a > 0 é tal que S(£) < B[0,a] entao

vi(x) = £(x) P (X) = (x) (x)
mezzn Tm mezzn & Orm
= meizn (6. E_pp) g (¥) = 0
se |x| >a e, se |x] < a entdo

Y(x) = E(x) (¢(x-Tm) +... +¢(x=-Tm) )

para certos Myyese My e z" .

Deste modo, para todo x € r"

a seérie
I e, = 1 (0E ) & finita.
me 70 Tm me zb =Tm" pm
Tendo em vista isto, obtemos
<A(H(u)) , ¢> = (H(u), mei gn fm) = <u am‘eizn Oop® =

=<u, J o (0E o) >= ] <u, (¢ o) > =

mez =T’ Tm me %z -Tm" Tm
= ) <u, ¢ . > = ) <u £ , 0> =
me z" -Tm - e zd -Tm
= 3 < (uk) , 0> = < Y (uf) , 6> = <u, o>
me z ~Tm me z? -Tm

onde as duas ultimas igualdades sao validas em virtude da obser

vagao feita antes de demonstrarmos que fn = fE .

Agora, para f € PL(R") , 6 € P(R") e £ e U(R") ,

(H(A(£)) , 6) = <A(f) ,€6> = (£, ] _ (E0),.) =
mezn Tm
(£, ) . Epp8) = (£,8 ] &) = (£0)

me Z mezZ
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Portanto, H = a-? , ©O que demonstra o teorema.

De agora em diante nao distinguiremos mais u e f£f . Ape
nas quando julgarmos que possa haver duvidas faremos alguma men
cao.

Mas como o nosso proposito & tratar distribuic¢oes periédi

cas como funcionais lineares continuos de PT procuraremos usar

T .

Vejamos agora alguns exemplos de distribuigbes periddicas.

a notacao de P

EXEMPLO 1 :

Seja g € Ll([0,T1™ .

Defina f : R" + C por

f(x+Tm) = g(x) , x € [O,Tn] ' mezZ' .

Se £€ULRY e 6€ PT(IRn) entio f.£.0 € LY(RY e

podemos definir

n ,
Le ¢ PT(IR ) - C por

Le(6) = J £ 0£(x)dx
R
Ve-se que Le é linear e, além do mais, se 6. - 0 em
PT(IRn) entao f.g.ej + 0 quase sempre e
| (£.£.0.)(x)) £ sup_|o.(x)]|.|(£.8) (x)] =
J xemr" J

sc|(f.0)(x)] e LT(RY

pois como ej - 0 em P existe C > 0 tal gue

sup ej (x)|] £ C para todo j € IN .
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Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada

Lf(Gj) = J £& ej - 0
RN

' n
Portanto, L. € PT(n{) .
Além do mais, se a = (a1,...,an) e R" temos
(Lf,e) = J f(x)E(x)6(x)dx =
]Rn

= 1 J £(x)E(x) B8(x)dx =
me z* ‘n
i [ai+Tmi,ai+Tmi+T]
i=1

) J f(y+Tm) £ (y+Tm) 6 (y+Tm)dy =
me z" n

I [ai,ai+T]

i=1

) n J f(y)o(y)E(y+Tm)dy =
meé Z n _

Il [ai,ai+T]

i=1

- | £(y)oly) ] Ely+Tmady =
me Z
1[ai,ai+T]

N o= s

1
_ J £ (y) 6 (y)dy

[a.

1'ai+T]

n =g

i=1

EXEMPLO 2 :
Seja

: n
§ = PT(HQ) — €

6 +—— 6(0)
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Linearidade: Para todas 61 ,62 € PT(IRn) e X €C temos:

i) 6(61+62) = (61+62)(0) = 61(0) + 62(0) = 6(91) + 6(92) ;

’

ii) 6(A61) = (A61)(0) = A61(0) = A6(61) .

Continuidade: Se Bj + 0 em PT(HJH entao G(Gj) = ej(O) + 0
em @ . Portanto, & é continua.

Deste modo § € Pé(ﬂ?ﬁ .

Vejamos qual & o correspondente de § em Dé(IRn).

Pelo Teorema 2 sabemos que tal correspondente , digamos

S', é definido por

<8,0> = (&6, 3 ¢ ) = Y 0. (0) = Y _ ¢(mm)
me z T me gt M me zZh

§ & chamada de distribuigao ¢ de Dirac T-periddica, ou

§ de Dirac concentrada em Tm , m € z" .

Vejamos agora como podemos definir em Pé algumas opera

coes.

sejam f,g € PA(R") , 6,8 , €P(RY), reC e

1
6. + 0 em PT(IRn) .

j
i) Adicao
Defina f+g : P(RY) — €
8 — (f,ei + (g,0)
Linearidade: (f+g) (8,+8,) = (f, 61462) + (g, 8,468,) = (£,0,) +

+ (£,0,) + (g, 8, + (g, 8, = (£,8) + (g, 8,) + (£, 6,) +

+ (g, 8,) = (£49) (8;) + (£+g) (0,)
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(£+g9) (A6) = (£,X8) + (g,A8) = A(£,0) + X(g,8) =
= A[ (£,8) + (g,8) ] = A(f+g) (6)
Continuidade :

v(f+g)(6j) = (f,9j) + (g,ej) + 0

Logo, f+g € P,i,(IRn) .

ii) Multiplicacao por ¢ € PT(IJU .
Defina ¢f : Pp(R") — €

6 ———  (£,60)

Linearidade:
(0£) (8,48, = (£, 6(0,+8,) ) = (£, ¢0,+¢0,) =

= (£,08,) + (£,08,) = 0£(8,) + $£(8,)

(¢£) (X0)

"

(£, 2¢0) = X( £, ¢8) = A(o£) (6)

Continuidade:

(¢£) (ej)

"
—
Hh
-
©
@
.
¥
o
-

pois para cada o € N

D% ¢ 05 (x) |

A

sup  |DPo(x) | ) Cq IDBej(x)l > 0
|B] = ]o |8] = ||

uniformemente para cada o .

Logo, of € P,i,(IRn)
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iii) Translacao

Seja h e R". Defina £, ¢ PT(IRn) — €

8 ——— (f,0_p)

onde B_h(x) = 6(x4h) .

Linearidade:
fh(61+62) = (f, (91+92)_h) = (f ,(91)_h +(62)_h ) =
=(f ,(91)_h ) + (£ ,(92)_h ) = (£ ,(01)_h ) +

£ (£,(0) ) = £(0)) + £ (8,

£ (X8) = (£, (A8) ) = (£,X6_4) = A(£,0_) = A (6)

Continuidade:

n

fh(ej)_ (£, (ej);h) +0 em € pois para cada o € ;N

D“(ej) h'(x) = Daej(x+h) - 0 uniformemente.

Logo, £, € P,i.(]Rn) :

iv) Reflexao
. ¥ n
Defina f : PT(II) —
8 r— (£f,0)
v
onde 6(x) = 8(-x) .

Linearidade:

v v Vv v v
) ) = (£,6 +62) = (f,61) + (£,0

v
£(0,48,) = (£, (6,40, :
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v v
= £(0,) + £(6,)

v v v Y
£(26) = (£, (x8) ) = (£,28) = A(£,06) = x£(6) .

Continuidade:
v n
f(Bj) = (f,ej) + 0 em € pois, para cada o € N
sup|Da6j(x)| = suplDaej(x)|
v n
e desse modo ej -+ 0 em PT(Bi) :
v n
Logo, f € Pé(ni) .
v) Derivacao
Para cada o € " defina
DYf pT(m“) — T
6 (f,(-1)la|Dae)
Linearidade: 1

D*£(6,+6,) = (£, (-1)l°‘lo°‘<e1+ez>) -

(f, (-—1)""'1:"‘91 * (-1)|°‘|D°‘92) =

= (f,(—1)laIDae1) + (£, (—1)laIDa92) =

a o
D% £(8,) + D% £(6,) .
D%(xe) = (£, (-1)|°‘|D°‘xe) = A( £, (-1)|°‘|D°‘e) = AD*£(0)

Continuidade:

Daf(ej) = (f,(-1)|°‘|D°‘ej) >0 em & .
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Logo, D%f e pq',(mn) .

Notemos que

a . ' n t n

DY : PT(IR) — PT(IR)
f +——0H DUF

é linear e continuo.

Linearidade: Se f ,g € Pé(nfﬁ e )A€ entao para toda

6 € PT(BfW temos
(D% (£+g) ,8) = (f+g, (-1)'“|D°‘e)

(£, (-nlelp¥oey . (g, -1 121 pe 6 )

(D%,G) + (p%g,0) = (D*f+D%g,0)
e tambéem
(D* (Af) ,0) = (Af,(-1)|°‘|n°‘e)

cace, enlelore) <, 6y = (s, 0) .

Continuidade: Se fj + 0 em -Pé(ﬂfﬁ entdao, para cada
n
6 € PT(IR )
(D"fj,e) = (fj,(-1)|°‘|D°"e) > 0

Notemos ainda que se f € PT(HJH entao

(p%f,06) = J p%* f(x).0(x)dx =

n .
jI=I1[aj,aj+T]
= (_1)l°‘| J | f(x).p% B (x)dx =

n
'H [aj,aj+T]

j=1
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;J f(x).(—1)|°‘|n°‘e(x)dx= (f,(-1)|°‘|D°‘e).
o |

I [a.,a.+T]
j=1 7]

Isto torna mais claro o motivo do fator (-1)!°LI .
TEOREMA 3 . Seja ¢ € C_(R") tal que

j¢=1 , ¢20 e S(¢) < [o,TI%

Seja

B (x) = e §T  o(2=Ty ep (KM, 0c<ec<1 .
me z" €

Se f é continua e T-periddica entao

f.(x) = J f(x-y)ee(y)dy
‘o, TI?

pertence a PT(IFU e f€ + f uniformemente.

DEMONSTRACAO:

Se x € [0,T]? entao para todo m = (m1,.;.,mh) e z" ,

m# 0 existe m, *# 0 tal que

_ Tm; g x; - Tmy ‘o (1-mi)
€ € €
xi-Tm
Se m, 2 1 entao <0 e , desse modo ,
€
-7
o( E=—=T) = o
€
‘ Tm T
Se my < -1 entao - 2 —— 2T e , portanto ,
€ €
X -Tm
¢ ( ) =0 .




Assim, 6_(x) = €™ ¢(X)
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[4

se x € [O,T]n .

€
Agora,
£t = | £(x-y) 6, (y)dy = e £ixy) 0 L)y =
[o,T1n (o,T1"
= f(x-€2)0(z)dz = f(x-€2)¢(z)dz =
[0,T/¢1" (o,T1"

J f(x-c2)¢(z)dz =
&

pois,
s(¢) < [0,T1" < [0,T/¢]

A igualdade

€

S J f(u)o(X=2)au
n

n

IR

£ (x) = e'“J £(y) o (X=X ) ay
[ n €

IR

permiti-nos escrever

fe(x) = ¢ J f(y) ¢(§i51) dy

K

X
onde
X, -y
K, ={yem; o012
X .
n
={yeR ; x,-eT £y; ¢
K, € um compacto.
Dados x ,x'é€ Rr" . seja

U c a i
Kx Kx' K . Entao existe

|f€(x)-f6(x')| < e J

IA

=
~

[ ot

L[}
-—

-

-
e
(u—

"

X, , i=1,...,n1

K um compacto tal que

C > 0 tal que

IR

n

£ | o =) -¢(x—'€:X)|dy, <
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A

e . sup|£(u) | J |¢(x_;_x,_¢(§.'_;_x)|dy s
K

A

e~n-1 .J dy . sup|£(u) ]| . |x-x"]| .
K

Logo, f£_ é continua.

Para provar que fE é diferenciavel qualquer numero de

vezes, basta derivar sob o sinal de integracao a funcao $ na

expressao de f usada acima e repetir o procedimento acima u

€

sando Da¢ ao inves de ¢ .

e

Agora,
l£(x) —£_(x)] = | J £(x) ¢(z)dz -
[o, 3"
- J f(x-€z) ¢ (2)dz]| < J l[f(x) - f(x-ez)|¢(z)dz <
(o, )" (o, 71"
S sup |f(x)-—f(x-€z)] .
ze[0,T]D

Como f € continua e peridédica, € uniformemente continua.

Assim, dado n > 0 existe 6 > 0 tal que

|x-y| < 6 = |£(x) —f(y)| < ¢ .

Como z € [0,T)® , |z|] s /n T e para todo 0 < € <
ynT

X € Hfl temos

|x-—(x—ez)| = E|z| < § . Logo,
| £(x) - £(x-€2)| < n

sup lf(x)-—f(x—ez)l <7
z € [0,T)]R
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Isto prova que fe + £ uniformemente.

TEOREMA 4. Se f e g sao funcbes continuas e periddicas em

R" e éﬁi = g no sentido de distribuig¢oes periddicas entao f
X4 ,
]
é diferenciavel em relagao a x. e éﬂi = g como funcoes.
3
DEMONSTRACAO:

Usando a notacao do teorema anterior

3 _ P B [ g(XoY ]
== £ (x) = ¢ Fly) o [o(2=E)ay =
J [0, 71" J

- e j f(y)a—;—'[¢(x—gx)]dy=
[o,T1" J

= e J gly) ¢ (F=X)dy = g (x) .
- 0,11 |

Como f€ -~ f e g. > 9 uniformemente segue que iﬁi::g.

axj
3. T - CONVOLUGAO
DEFINICAO 1. Se f € Pp(R") e 6 € Pr(R")  defina a convo
lugcdo de f por 6 como a funcao
n v
fx6 : R > Q dada por (fx0)(a) = (£,86_)

onde

v
6a(x) = 0 (a-x)
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EXEMPLO 1 :

Seja f como no exemplo 1 da secdo anterior.

Se 6 e P.T(]Rn) temos,

(£+0)(a) = (£,0,) = f £ (x) 8 (a-x) dx
n

.H [bi,bi+T]
i=1

onde substituimos a notacao Lf do exemplo 1 da secao anterior

pela propria f .

EXEMPLO 2 :

Seja 6 € Pp(R") .

v v

(6x8)(a) = (6,6,) = 6,(0) = 6(a) .

EXEMPLO 3 :
Sejam 6 € Pp(R") e he R"
\" ' v v A
(6p*e)(a) = (6, ,8,) = (&, (8) ) = (8,)_ (0) =

v
= 6,(h) = 8(a=h) .

EXEMPLO 4 :

n

Sejam o« € N' e 6 € P (R") .

(D*6%0)(a) = (D*6,6_) = (6,(-1)|°‘|D°‘5a) =
- (s, =nlel el pe 6_) = D%0(a)

portanto
p®*6 = D% 6 .
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TEOREMA 1. Sejam f € Po(R") e 6 € Po(R") . Entdo

f*eepT(mn) e D*(f%x06) = D% x06 = £xD% .

DEMONSTRACAOQ:

Sejam a € R" e uma seqiéencia (aj) tal que a. » a .

J

Para provar a continuidade de fx06 basta provar que

n . .
6. ~ Ga em Pn(IR ) , pois dai,

J
\% v
(f*e)(aj)=(f,9aj) — (flea)=(f*9)(a).
- A\ v n
Mostremos, entao, que 6 + B em P,(IR) .
a.j a - T

Dado o € IN®, sabemos que, devido as derivadas de 6 se

rem limitadas, existe C > 0 tal que

a

v v
D% ¢ (x)-Daea(x)I = |p% 6(a,-x) ~D"68(ax) | s Cla-a]
3 J J

Como aj + a , segue-se o0 resultado.
Seja e; o i-ésimo vetor da base candnica do R" .

Dada uma seqgiiéncia (hj) ’ hj z 0 tal que hj + 0 temos
-1

[ (f*e)(a+hjei)-(f*8)(a) ] .h

J
[ (£,8 ) = (£,6_) 1.n7"
= ’ o ’ . =
a+hje:.L -a 3j
[ (f 6.) - (£,6_) 1 . h7
= -— ’ . =
hjel ' ~a a 3
( (f £) .h3',8_ )
hjel j ' "a
: -1 0
Mostremos que gj = ( 'fhjei -f) . hj converge para 5%, f

'
em PT .
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Dada ¢ € PT(IRn) temos

-1
(g.,9) = ( (£ -f).hl , ¢)
Jj hjei J

-1
= (£, (¢-¢ ) .h.')
"hjei J

Resta, assim, mostrarmos que

(-9 ) . h.
-hjei J Xy

Para cada a € ]Nn temos

-0 -1 d

[e%C (¢ -0 Yh! + =— ¢ ) (x) | =

| ~hye; "3 x4

- a a -1, 3 4o -
= | (3% (x) -9 ¢(x +hye;) ) hy' + axi‘a o(x) | =

_ |8 .o _ [ aC S’ -1 .
= | ;g 376 (x) - (3" ¢(x+hses) =376 (x) ) hj. | 0

. . 9 o - NP
uniformemente, pois T 9°¢ & periddica e continua, e
i

a : o -1
(9 ¢(x+hjei) -9 ¢(x) )hj

converge pontualmente para —a—i— 2% (x) .
» | i

* 0O € continua

Logo, 9 (f *x0) = of * 0 ; como
o0Xy IX4 0Xy
temos que fx*x06 e CT(RM) .
Também,
Y \' \'
(2E v 6) (@ = (22, 6.) = (£,-2-5,) =
i 9Xj (RS
e, (22 ) = (£ 222 qa)
9Xj a 90X

Portanto,



32

—?——(f*e) =.3_f_*e = f*—a—e— .
3Xi axi 3Xi

Usando o principio da inducado vemos que se 3% (£ * 9)

= 3% x 08 = f x 2%0 € continua entao, colocando R = a +
temos que
2P EwB) = =2 3%(fx0) = =2 (3% %x0) = 3PF % 6
axi BXi :

e, portanto, GB(f * ) também € continua.

Ainda,

(28, v0) (@ = (2B, 6.0 = (018l (£, 088 ) -

= £, %)) = (£x0%0) (a) .

A periodicidade de £ x 6 se verifica através de

v

. v
(fx0)(a+Tm) = (£, 06 ) = (£,6,) = (£x6)(a)

a+Tm
TEOREMA 2. Se f € Pp(R") e 6,0 € Py (R") entdo

(£x06) » p = £ % (6 %p)

DEMONSTRACAO:
Seja a € r" .
Para cada k = 1,2,... tome ¢ = % e defina
S (x) = 2 6(x- (a+em) ) p (a+em) . e .
€ 1sm; £k
i
1< 1i<n

S¢ é a soma de Riemann da funcao gl(y) = 8(x-y)p(y)

n
bre o cubo n [a.,a.+T] .
§=1 J J
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Mostremos que Se -+ O0xp em PT(IRn) .

Dado o € N” existem C>0 e M > 0 tais que
I%ex)| s c , |otx)|

|D% (x) =D% (y) | = M|x-y]| e

lo(x) =p(y)| < M|x-y]

para todo x ,y € Rr" .

n
Defina Be,i = jI:I1 [ ay +elmg=1), ay +emy 1
Assim,
lDaSE(x) -D% (6 * p) (x) | = | ) D6 (x - (a+em) ) p (a+em) .
1¢m. <k
i
12isn
el - J D%6 (x-y) p (y) ay|
n
I [a.,a.+T]
521 373
o
= ) J D6 (x - (a+e€m) ) p (a+em)dy -
< <
1 m; k Be,i
1£isn
(o}
- 1 J D 6(x-y)p(y)dy]|
1§mi§k Be i
1£isn
< Z J |D°‘e(x - (a+em) ) p(a+em) - Dae(x-y)p(y) |dy
=mlék B€ i
1£isn
< y J ( [D%6(x - (a+em) ) - D*8(x-y) | |p(a+em)| +
1=m 1§k Bs i
1£isn ’

+ IDae(x-—y)I |o(y) —p(a+€m)| )dy <

<
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< } M ( |p(a+em) | J |y - (a+em) |dy +
sm, Sk B_ .
i €,1
1£isn
o
+ J |D 8 (x-y) | Iy-— (a+em) |dy ) <
g,1
SCM 3 (/EeJ dy+/ﬁeJ dy ) =
<
1em; 2k Be,i Be,i
1£isn

1 i
1£ign

Como S _(x+Tm) = Se(x) temos que S_ > 6xp em PT(IRn)

e, portanto, (S ). (G*O); . Logo

£€°X
(f*x (06xp))(x) = 1lim (fxS5_)(x) =
€0
= 1lim e ) (f % 6) (x - (a+em) ) p(a+em) =
€E>O 1§mi§
154i¢g
=J (£ x0)(x-y)o(yldy = ((£%x6) xp) (x) .

TEOREMA 3. Seja F : PT(]Rn) -+ PT(]Rn) um operador linear con

tinuo tal que para todo h € R" e toda 6 € PT(]Rn)
[T, F(8) 1 (x) = F(6) (x-h) = F(6,)(x) = F(T,6)(x) .

Entdo existe uma unica f € P,I"(]Rn) tal que F(6) = £ %6

para toda 6 € PT(]Rn) .
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DEMONSTRACAO:

Defina f : PT(IRn) -~ O
v
8 . — (FB)(0)

A linearidade de f é imediata.

Se Gj + 0 em PT(IRn) entao, por continuidade de F ,
\"

: v
Fej - 0 em PT(IRn) e, con_seqiientemente, (Fej) (0) - 0 em
T .

Logo f € P,i.(mn) .

Para todo h € r" .
(F6) (h) = (T_h(Fe) ) (0) = (T__hF) 8)(0) = ( F(T_he) ) (0) =
. \"
= ( f ’ (T—he) ) = (f'eh) = (f *e) (h)
'pois, (T_he)V (x) = (T_,0)(-x) = 8(-x +h) = gh(x) .

Unicidade: Sejam £ ,g € P,I',(IRn) tais que F(6) = £*x06 = gx6

para toda 6 € PT(IRn) .

Entao,

v v
(£,68) = (£%x0)(0) = (gx8)(0) = (g,8) -

Logo, f£f =g .

DEFINICAO 2 . Sejam f,g € Prn(R") .

Definimos h = f*g como sendo a unica distribuigao peri

odica tal que

£x(gx6) =h*6 , 06 €Py (R

h é chamada de T-convolugao de f por g .
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Para verificar que a definicao é possivel, mostremos que
F: Pp(R") — Pn(R")
8 +——— £ (gxb)
€ linear-continuo e comuta com as translacoes Ty, -
Linearidade: Se 6 ,p € PT(IRn) e A€ entdo
i) F(B +p) = £ & (g*x(B+p) ) = £x (g*6 +gxp) =

= £fx(gx0) + £x(gxp) = F(B) + F(p)

ii) F(A6) = E£x(gx(A8)) = £x(A(gxb)) =
= Afx (gx0) = AF(0) .

Continuidade: Seja 65 > 0 em Pp(R") .

n

Dado o € IN existem C.I,C2 >0 m,,m, € N tais que

IDG(F(ej))(a)I = If*D“(g*ej)(a)I =

| (£, (0%gxe) [ scp T sup|pPdgaogn -

B

= C 5 sup| (DP*%(gx0.) )| =
! |B|§m‘I X J a
= C, Y sup | (g*DB+aej) (a-x) | =
|8fsmy %
B+o v
= C ( (D 6)
1 |8|2§m1 suel (g, 32! |
B+a v
< C,C sup | sup|DY (D 6. ) | ] =
12 |B|z§m1 x llegmz y JoaTx
- ¢, c, sup| ]  sup DY+8+°‘6j(a-x—y)| | =
|Blsmy X |v|smy ¥
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=C,C, ) sup| ] sup DY+8*ae.(z-x)| > 0
|B]smy X |y|Smy ® ’

uniformemente.

Portanto, F & continuo.
Comutatividade: Sejam h € R e 0 € PT(]Rn)

T, (F8)(a) =T (£x(gx6)) (a) = (£« (gx6))(a-h) =

(£,(g%0), 1) = (£,(T,(g48))_) =

(£xTyp(g+6)) (a) = (£ (gxTy6))(a) = F(T,6) (a)

Justificativa da igualdade T, (g=x6) = g x Ty (6) :
v

T, (g % 6) (a) = g=*6(a-h) = (g,ea_h) =

= (g, (Ty8),) = (gxT,0) (a)

Antes de mostrarmos algumas propriedades da T-convolugao

vejamos O seguinte lema:

LEMA 1. Seja ¢ € c°c°(1Rn) tal que

e s(¢) < [o,T1® .

%——s

-8
-
n
-
~
A
v
o

seja 6 (x) = ¢™ J ¢ (X=T) onde 0<e<1. Ob
me z" €

serve que GE e PT(IRn) . Entao, se 1y € PT(IRn) r Vx6_ >y em

n
Pp (IR ) .

DEMONSTRACAQ :

Seja o € n" .
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DX (¥ x 6,) (a) = D%y (a-x) 6_ (x)dx =
(o, 71"
= e P DY (a-x) ¢ (=)ax
n €
[0,T]

. n = = z?
pois, se x € [0,T] entao para todo m = (m1,...,mn) € ,
m# 0 existe m; * 0 tal que

_ Tml . xi--Tmi . T(1-mi)
€ £ £
X, -Tm
Se m; 2 1 entao = > £ 0 e entdo (b(x-Tm) =0 .
€
Tm; g
Se m, £ -1 entao - — 2 — 2 T e entao
1 € €

b (x-;Tm) = 0

Deste modo 6_(x) = e'n¢(€?) se x e [0,T]".

Também,
e™h J D%y (a-x) ¢ (X)dx = j DY (a~ey) ¢ (y)dy =
n € n
[0,T) 10,T/¢)
= J Daw(a-ey)¢(y)dy
(o,T1"

pois

s(¢) < [0,TI® < [0 ,{}1n
Assim,

D% (a) - % x6)(a)] = | J (0™ (a) -

o,71"
- D%V (a-€x) ) ¢ (x)dx| < J ¢ (x)dx .supIDaW(a) -
| [o,T1"
- D*y(a-ex)| = C . sup lex| = vacT .«

xe€[o,TI™
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Logo, ¥*6_~+ 1V em PT(IRn) .

LEMA 2. Sejam £f,g € P,i,(IRn) . Entao, f =g se, e somente

se, f%6 =gx0 para toda 6 € Py(R") .

DEMONSTRACAO:

Se f = g entao

(E%6)(a) = (£,8,) = (g,0,) = (g0)(a) .
Se gx06 = £x6 entao

: v v
(£,0) = (£x6)(0) = (g*8)(0) = (g,6)

TEOREMA 4. Se f,g,h € P,i‘(]Rn) entdo
i) (fxg) *+h = f % (gh)

ii) fxg = g=xf

DEMONSTRACAO:

seja 6 € Pp(R") .
i) ((fxg)xh) = 6 = (f£f*xg) » (hx6) = f x (gx (h*x9)) =
= f » ((gxh) x 8) = (£fx (gxh)) » 86 .‘
Usando o Lema 2 concluimos que
(E*g) « h=f x (gxh) .

ii) Seja eé como no Lema 1 .

Provemos primeiramente que 6E * 8 = 0 % e€
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(o, +0)ta) = | o, (a-x)6 (x)dx =
o, 71"
- J 0, (y)6 (a-y)dy =
n
j111[aj,aj+T]
= j e(a-y)ee(y)dy = (6 *ee) (a)
n
j}3-1[aj,aj+T]
Agora,

(£fxg) x (o *ee) = f x (gx (6 *es) ) = £ x ((gx8) *ee)
= £ x (eE *(gxg)) = (f *ee) * (g *0)
Por outro lado,

(gxf) » (e*ee) = (gxf) x (ee*e) = g % (f*(ee*e))

=g % ((f=x ee)* ) =g % (6 » (fx GE)) =
=(9*8)*(f*6€)=(f*8€)*(g*6)

Comparando,

(£xg) = (0%x8.) = (gxf) » (6x6)

Quando ¢ » 0 , pelo Lema 1, 0 =% 6€-+6 em PT . Logo
(Exg) *x 6 = (g*xf) % ©

Pelo Lema 2 , f x g = g x £

TEOREMA 5 . Sejam f£,9 € P4(R") e ae€ R

Entao
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i) (f*g_)a =Afa*g=f*ga

ii) D%(fxg) = DY *g = £ aD% ,

Mostremos primeiramente que se § € P

Observe que isto nao contradiz i) , pois, se L@

presentante da funcao 6

¥ o € N®

T

entao fa x § =

é o re

como distribuigdao periddica entao,

Le_a = (Le)a . De fato,
v \"
(F,%0)(x) = (£,,08,) = (£,08,) ) = (£,0, ) =
= (f,(6 ).) = (f ) (x)
= ’ G_a)x) = *e_a X ®
Assim,
(£xg)  » 6 = (£*xg) x6_, = £ % (gx6_) =
= £ x (g *0) = (£xg)) » 0 .
Portanto,
(f*g)a=f*ga.
Também,
(f*g)a* 6 = (9*f)a*e = (gxf) * e_a=g*(f*e_a)

=g x (fa*e) = (g*fa) * 0 = (fa*.g) * 6 .

Mostremos agora

(DX (£ x g) * 8) (a)

AAWV
= (£xg, (D%)%)

ii)

n

(D*(£f *xqg) , \éa) = (fE*xqg, (_1)|OL|D0t(‘éa)) =

((£+xg) *D% ) (a)

(£* (g*D%08)) (a)
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"

(£ (g, (%), ) ) (a) = (-n lol (£+(g,D*(8,))) (a) =

(£x (D% ,8,))(a) = (£x (DI %0)) (a) =

((£xD% ) x0)(a) .
Portanto,
D*(f xg) = £ % D% .

Por comutatividade obtém-se a outra igualdade.

EXEMPLO 5 :

sejam f € PL(R") e g € P (R").
. \Y \%
(£fx6,6) = (£x6%x8)(0) = (£x6)(0) = (£,8) .

Logo f x6=°¢

EXEMPLO 6 :

Sejam o € N® e fe P,i,(IRn) .

D% = DA(f%x68) = D*F % & = £ % D%

EXEMPLO 7 :

Seja P(D) = 2 c p* um operador diferencial linear
: lal im
parcial a coeficientes constantes. Se fe P%(BJ5 entao
PD)f = §J ¢, Df= ] ¢, £f*D% =
lal <m

|a| <m

= ¥ fx(c D*6)=fx( J < D¥6)=fx(P(D)S).
la| $m ¢ |o| sm ©
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Assim, toda equagao diferencial parcial 1linear com coefi

cientes constantes
P(D)u = f , onde u,f € Pé(ﬂfﬁ

pode ser expressa como uma equagao da T-convolucao

us*u, = £,
onde

uo = P(D)S§ .
EXEMPIO 8 :

Uma equacao linear de diferencas com coeficientes constan

tes pode ser expressa como uma equagao da T-convolugao.

Vejamos

c f = c (fx3§) = c £ x ¢ =
|a[2gm o "Ta lalzém ¢ To |a|2gm ¢ Ta
= f % ( C, dTa ) .

jof <m

TEOREMA 6 . Seja C : Po(R") x Pp(R") — Pr(R")
(f,9) ——ms f x g

C é seqiliencialmente continuo em cada variavel.

DEMONSTRACAO:

Como C & simétrico, basta demonstrar em uma variavel.

Como C € linear, basta verificar que se fj -~ 0 em Pé

entao
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c(fj,g) = fj *xg * 0 em PT .
Seja 6 € P, (R") .
\'2

v
Como g*6 €P, e fj + 0 em P% segue-se que

v Vv
(fj * (gx0)) (0) = (fj , (gx86) ) » 0 .

4, A ALGEBRA (pT

P * l+)

O espag¢o vetorial Pé(ﬂfﬁ munido das operagoes T~convo
lucao e adigdo possui uma estrutura de algebra comutativa com e
lemento neutro ¢ em relacao a T—convolugéo. Designaremos esta
dlgebra por algebra da T-convolucao.

O proximo teorema nos dara uma condigao necessaria e sufi

ciente para que possamos encontrar u em Pé tal que

fxu=qg9g ,

onde f e g sao distribuigdes periddicas conhecidas anterior
mente. |

Antes disso, definamos o inverso (segundo a T-convolucgio)
de um elemento de P, .

T

DEFINICAO 1. f € Pé é dito inversivel se existir g(EP% tal

que
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Uma g deste tipo é dita inversa de f .

TEOREMA 1 . Se existir inversa de uma distribuicao peridédica

ela é uUnica.

DEMONSTRAGAO:

Sejam g e h inversas de f entao,
g=g*8 =g+ (fxh) = (gxf) xh = §xh = h .

Denotemos por £=1 o inverso de f£ , quando existir.

Nem todos os elementos de P% possuem inverso, como € ©
caso de qualquer 6 € PT . Pois, como visto no Teorema 1 da se
¢ao anterior, fxg € Pp para toda f € P,i. . Logo, €& impossi
vel encontrar f € Pé tal que f£x6 =8, j& que § & Pg,

pois, se assim fosse teriamos

2 §(x) = lim (§(x+hey) -6(x) ) B =
axj h->o
. = .
= 1lm (h (6X+he.-6x'6)) =
h->o J
= lim (WS =080 480 (-6 ,6) =
h->o 3 ij
3 d
= (6, ==— §) = = — §(x)
X an BXJ
o . - -
Logo, —— 6(x) =0 , i.é., 6 & constante.
3Xj
Como (8 ,el¥wX) = 1 e (6,0) = 0 vemos que a suposigio

foi absurda.
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TEOREMA 2 . Seja £ € Pp(R") .

Uma condicao necessaria e suficiente para que a equagio

f*u:g

tenha, para cada g € P,i.(]Rn) , uma solucao em P,i.(]Rn) é que e
xista £ .

No caso afirmativo a solugado é Unica e dada por £, g .

DEMONSTRACAO:

Necessidade: Existe u € P,_.'[,(]Rn) tal que

fxu =26 . Logo, uw=f£1 .

Suficiéncia: Suponha que exista £

Tome u = £ *xg . Entao,

Fxu=fx (£ 4g) = (E+£ ) ag=206xg=9g .
Se faxv = g entao

£V a(fav) = £ % g

(£~ * £) vV = £ * g

E importante observar que o teorema diz respeito a exis
téncia e unicidade de solucdo da equacao de T -convolugao

f*u = g gquando a resolvemos para toda g € P,i,(IRn) .

Vejamos o seguinte exemplo:
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EXEMPLO 1 :

Seja f =1 e wu(t) = et onde w = igl , Nn€zZ* e
te R .
Entao,
a+T a+T
(f*u ) (t= = J £(t-s)u (s)ds = J WS 4s = 0 .
a a

Assim, a equagao f *xu = 0 possui infinitas solucgdes.

5. A SERIE DE FOURIER

DEFINICAO 1. Seja (f) uma sequéncia em PL(R") .
) mne zX 3 T
Dizemos que a série )) kfm é convergente em Pé(IJU
mezZ
se a sequéncia Sy = Y fm for convergente em Pé(ﬂgﬁ .
' Inﬂ £
TEOREMA 1. Se f= ]  f € Pp(R”) entdo D% = ] D .
B me Z me zk

DEMONSTRACAO:

Dados 6 € PT(]Rn) e € > 0 existe 20 € IN tal gue para

todo 8 2 ¢ tem-se

Deste modo,
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(p%t- ¥ p%_,e)| =] (0%~ ¥ £),6)]| =
| |m| &2 m | | |m| s & m |

S llz<z fn ,D0) | < e .
m| £

As definigOes a seguir serdo uUteis para caracterizarmos os

L}
elementos de PT e PT .

DEFINICAO 2 . Uma seqiéncia numérica é dita rapidamente decres

cente se para cada Xk € z* existir C > 0 tal que:

C n

lcm|§— = para todo me zZ ; mZE0 .
|m]
Equivalentemente, (cm) € rapidamente decrescente se para
cada k € Z*° existir C > 0 tal que I c l < —C para
n (1+|m|)k

todo me Z° . Pois, se para cada k € Z* existir C > 0 tal

gue

lc | s =<

|=—— m=#20 mez" .
m lm‘kl 7

entao, se m=# 0 , 1+|ml

A

2|m| e

k
|c < C < 27 C

nl Im[¥ ~ (14[mpk

Colocando M = max { 2Xc , lc] }  obtemos

M n
l c E — para todo me zZ .
m (1+|m) ¥

Agora, se para cada k € Z* existir C > 0 tal que

lc | s —S— mez® .
m (1+|m|)k
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entao, como para m # 0 vale

1 < 1
(1+|mh¥  |m|¥

chegamos a

C n

|CmI§|—I;-|—E, me?Z ’ m=#=20 .

O espago das seqiiéncias de decrescimento rapido sera deno

tado por s(Zn; C) ou simplesmente s .

DEFINICAO 3 . Uma seqgiiéncia numérica (c)me z° € dita de
crescimento lento se existirem constantes M > 0 e xk e zt
tais que

Icm| §M|m|k para todo me€ zZ" , m=0 .

A definicdo acima € eguivalente a existirem constantes

M>0 e k ez tais que

M(1+|m|)k para todo m € z" .

A

Pois, se M e k sao como na definicao entao
<M hnp{ S M(1+|m‘)k =S M'(1+|m|)k
onde M' = max {M ,|co| }o.
Agora, se existem M > 0 e k € Z¥ tais que
| cml s M(14lm|)k para todo m e z" ,
temos que, se m # 0 entdo |m| 2 1 e

e | s MO+|m® = M(|m|+[mH" = 2

o |
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O espago das seqiéncias de crescimento lento serd denota

do por s'(z® ; ) ou, simplesmente, s' .

TEOREMA 2. Seja (c_) uma seqiiéncia rapidamente decres

m'me zh
cente.
Entdo f = ) c., e, Pertence a PT(]Rn) .
m € zZP
OBS. e _(x) = e™"* , xe R .
DEMONSTRACAO:
Considere s _(x) = y c_ e (x) .

Como (cm) é de decrescimento rapido existe M1 >0 tal

que
M
len, em(x)l = Icml ] 7 para todo me z" .
(1+|m])P*
Pelo critério de Weierstrass g é uniformemente conver
gente e f(x) = 2 Ch em(x) é continua.
m € zZ"
E claro que f €& periddica.
Agora,
2 s (x) = ) iwm. c e TWIX
. m
axj p lml <p J

Novamente, existe M, > 0 tal que

Iiwmj cmem(x)l = wlmj| ‘cml < w(1+|m|) lcm| <

< (elm) My (e m) ™72 = My (14T,

Assim, gj(x) = lim -a—%— sp(x) é continua. (a convergén
J

cia € uniforme).
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Sejam x,h € R' e vy : [0,1] + R" dada por y(t) = x + th.

Entao,

1
sp(x+h) - sp(x) = sp(Y(1)) - SP(Y(O))=-L (spo Y) (t) dt =

1

1
= L) <grad sp(Y(t)) Y (t)>dt =J <grad sp(x+th),11>dt
o

Defina g = (g1,...,gn) .

Entao, quando p »> «» , vem:

:
£(x+h) - f(x) = J <g(x+th) , hs> dt =

o)
D ong | 1
= h. J g.(x+th)dt = h.g.(x) +
j=1 3 o J j=1 J 7]
n 1
+ ) h.J (g.(x+th) - g.(x) )dt .
j=1 3 I ] J

Agora, se h # 0 , temos

1

n

) hy J (gy(x+th) - gs(x))dt | . ||n]|7" <
j=1 o
4 1

< ¥ ]hjl.lhln— max | g, (x+th) =g, (x) | <
321 j j

A

n .
Y max | g.(x+th) —g.(x) | + ©
521 3 3

guando h-+0

Logo, f & diferenciavel e grad £(x) = g(x). Dai, con

cluimos que

Usando inducao segue a tese.
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TEOREMA 3 . Seja ¢ € P,(R") . Entdo

c,(0) =T J e_p ()¢ (x)dx
[o,1"

forma uma seqléncia rapidamente decrescente e

$(x) = mg n c, (¢) e (x)

DEMONSTRACAO:
'I'nmj cm(¢) = m, e imWX d(x)dx =
(o,T)n
= —-37 D, WX ¢ (x)dx =
(o, 71"
1 J g iwmx D.¢(x)dX=Eic (D.¢) .
\ J w m ]

[o,T1"

Usando inducdo sobre |a| podemos obter
n® c_(¢) = () ol c_(D%)
m W m

Assim, para cada § € IN

Im|* Je )] = 1 A |n® c ()] =
. el b 7
.1 21 o (p%) ] -
= ¢)| =
WR' ]al =g ol m
- L 2L D% (x) e IV gy |
" lal =2 : [O,T]n
< T AL osup|p%| = M .

w¥ |oc-| =g Ol

Como M nao depende de m , (cm(¢)) e s(z”;c) .
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Seja vy o= ) o Cmi®le, - Pelo teorema anterior

c, ) = —%; J P (x) o~ 1vmx dx =
T “1o,m"®
- iw(m-2)x
- J n Qezzan ° (0 € =
[0,T]
_ 1 y c (9) lwim-2)x o Cn(9) ax =
o gezh * n i n
[0,T] [0,T)
= ¢, (¢)
Deste modo, se provarmos que se cm(¢) = cm(w) implicar

em ¢ = ¢y O teorema estara demonstrado.

O proximo lema diz isto.

LEMA 1. (Unicidade). Seja ¢ € PT(IRn) tal que cm(¢) =0

para todo m em Z" . Entdo ¢ = 0 .

DEMONSTRACAOQ:

Suponha que tenhamos demonstrado o lema para toda
v: R > R, y€P (R .

Se ¢ € PT(IRn) entio

v = ¢ + ¢ = 2Re(¢) : R? » R

é tal que

(¢) = 0 .

cp (V) = c (¢) + cn(®) = c (V) + C-m‘
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Assim, ¥ = 0 e, portanto, ¢ =1if onde E: R » IR,

£ € PT(IRn) . Mas
c (E) = ic (¢) =0 .

Logo, ¢ = if = 0 .

Com isto podemos supor, sem perda de generalidade, que ¢

assume valores reais.

iwm, x
Se pl(x) = ] a. e 3 ’ onde a. € €T , entao
j=1 J J

j *f :

$p-= ¢ a. ep. = a J ¢ e =
B, (a) Bpfa) 3=1 7 3 3=1 JBa)

>
=T a. c (¢) = 0
j=1 7T

Observe que se mostrarmos que ¢(0) = 0 entdo teremos mos

trado que ¢(x) =0, x € wR" , pois,

n -iwmy -
T ¢ (T_,9) (T_,9) (y) e dy =

[o,r1"
- ¢ (x+y) eIV gy J ¢ (z) e~1vM(Z=X) 4,
[O,T]n BT(x)
=™ ™™ e (¢) = 0
Logo, (T_,¢4)(0) =0 , i.¢&,
$(x) =0
Mostremos, enfim, que ¢(0) = 0 .
Suponha que ¢(0) = c = 0 .

Sem perda de generalidade, podemos supor c¢ > 0 pois,
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Cpl=¢) = -c (¢)
e
(-¢)(0) =0 <= ¢(0) =0
Como ¢ € continua, existe 6§ > 0 tal que 0 < § < %
n . A C
x € [-§,6] implica em ¢(x) > >0 .
Defina P : [-E,-'I:'] — 1R
2' 2
t ————— 14+coswt - coswl .
Se & g |t] €= entdo caso § £ t §% temos
0 <wé swt £
-1 £ coswt £ coswé < 1
-1 - coswS £ coswt - coswd £ 0 < 1-coswd
-1 < —cosw$ £ p(t) £ 1< 2~-coswé
Como p(t) = p(-t) segue-se que Ip(t)l £1, 6 ¢ Itl <
Se 05 |t] s¢& entdo
0 = [wt| S ws <
e
cos wt = cos |wt| 2 cosws .
Logo, pl(t) = 1+coswt-cosws 2 1 .
Para cada a > 1 defina
t

pa(t) = p ('»a) =

: wt
1 + cos = - cos wé

e
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Sejam
g. =1 + cos(¥5) _ cosws = min p(t)
a a _.§<t<§.
a“~ “a
e
k = max p(t) = 2 -coswé > 1
-gstssd
Como
lim =2 -cosws = k > 1 (1)
ar +o 4
entao
lim = = 1
a > +oo qa
e, para n 2z 1
2(n-1
1m (X201 (2)
at+w a

Por (1) existe a, tal que aza implica em

q, > k..k;1 = k;1 e por (2) existe a, tal que a 2 a, im
. k ,2(n-1) k-1 k+1
lica em — < 1 +—— = .
P ‘g * 72 2

Seja a, = max{a1,a2}

Entao para a 2 a, vale

k . 2(n-1) k+1

—— < .
(qa) <=5 dq,
S —
k 2 (n-1 A 2 (n-1
Logo, a; < qa(n ) , 1i.e., k < 9, n-1)
Deste modo,
1+ 1

p(t) £ k = d, 2(n-1) para todo t € [-8, 8] e se
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1
1 + s
8 -
te [-E,g] vale qaép(t) £ q, 2{n-1) .

Fixemos a,a 2 ao .

Considere

P(x) p(x1) ...‘p(xn) =

= (1 + coswx, — cosw8) ... (1 + cos WX - cCoswg) =

1

iwe1x -iwe1x
-e
= (1 + & - coswlb) ...
2
elw e, x _ e—iw en X
eee (T + - cos wl) .,
2

Para cada N € IN defina

P (x) = NV .

) k iwm, x
Py €& da forma ] ay e .
J=1
Temos
J'Tan)PN:J n¢PN+JK¢PN+J¢PN
-5, 5] [- 6, 6] ©
n .
onde K c [-%,%] e dado por: X € K <= |xj| 2§ ,
¥ 3=1,...,n e Q c [--g—,%]n € dado por: x € Q <=>E!i1,i2
tais que Ixi1] <8 e ]xizl >8 . (Nocaso n=1 , Q=¢0)
n n -
Vale que [—%,-T—] = [-6,8] vKUQ , uniao disjunta.

(a menos de conjuntos de medida nula).

Se x € [-6,8]" entdo Py (x) =pN(x1) ...pN(xn) 2 10N _
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c
e dp(x) 2 3 - Logo , ¢PN >0 e
n
J quNZJ ¢PNzE.nN.(-2—5—) .
n 2 a a
[-8,8)" -8, 4
’ a'’'a

Se x € K entao % 2 |xj| 2 § para todo j = 1,...,n
Assim Ip(xj)l £1 , J=1,ee,n .

Logo, |PN(x)| £ 1 e

n
f Py 2 .-J lo Pyl = -j lo] |pyl 2 -suple|.T" .
K X K

Se x € Q existem i1 e 12 tais que

Ixi1l £ 64 € |xi | > 6 .
Entéo, lp(x, )] s 1 e
2
lpy) | = [pxd ¥ oo [px ™ s
N N N
s lpxp ™ .. |p(xiz_1)| . lp(xi2+1)| cee R T s
(1 +2—(n—1_1—)) (n-1)N (n-%)N
£ q = qa '
1 1
+
pois, se x; € [-6,8) entao p(xj) S 2 (n-1)

+——-——-——
T T ~ -
se x. € [ -5-,-6] v [6, 3] entao |p(xj)| £ 1 £ q, 2(n 1).

3 <
Assim,

(n-hv
J ¢PN2—J lol Ipyl 2 -suplol . q T
0 0

Portanto,
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| opy 2 (27 IV - 1 suple| -
T T.N a
[-'31 5]
1
(n - x)N

n 2 _
- ™ sup|¢| q =
o g (g (2yn _ sup[¢| . ™" _ sup|¢| 7" )

a '2'a nN N/2

qg q;

Como qé > 1 temos:

28 yn _ sup|¢| . ™" _ sup|¢] .7 \

lim qu (% (

w ‘a nN N/
N> 9 Qa 2
Logo, existe N € IN tal que J dP,. 2 1
N
-1,1ym
22
Absurdo.

Os Teoremas 2 e 3 permitem escrever um isomorfismo entre

s(zZ%;c) e PT(IRn):

A s(zZh;e) — PT(IRn)
(c ) +H——— ) c_ e
m mezn m m

A linearidade é imediata.

A sobrejetividade € dada pelo Teorema 3 , visto que, para

cada ¢ € PT(ﬂgn a seqiéncia c = ( cm(¢) ) é tal que

ces(zn;ﬂ:) e A(c) = ¢

)

meZ

Para se verificar a injetividade observe que se A(c) =

c_ e =0 entao
n m m
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1
0 = — ( 3 c.e e , =
n n m m -2
T [O,T]n me 7Z
N ln ) n “m *m-2 7 %y -
T meZ [O,Tn]

Antes de fazermos a caracterizacao das distribuicdes peri
6dicas com as seqliéncias de crescimento lento, mostremos que Pé

é completo no seguinte sentido:

TEOREMA 4. Se (f.). é uma seqiéncia em Py
- J jJEN
8 e PT e € > 0 existe jO € N tal que j 2

]
que | (fj—fk , 6 )| < £ entao 'fj +f em P

tal que dados
implica
% , 1.é., existe

fe Pé tal que (fj,e) + (£,0) para cada 6 € P

DEMONSTRACAO:

Mostremos antes que se (ej) , ej € Py, € de Cauchy entao

ej - 6 em P; para alguma 8 .
Como para cada p € IN
Q a
6. -0.) = sup|D™ 6. -D78.,] - 0
pk( J+p J) lo"ék PI J+p ] !

o

qiando j - « para todo k€ N , D ej converge uniformemen

te para uma fungao T-periodica continua ea

Para cada Yy € P

T
a cx| a a : o
(D eo,xp)=(-1)l (9O,D w)=(_1)||J GoDlPé
(o,T1"

= lim (_1)|a' ejDaw = lim p% ejw =

> e (o,T1" 17 % 10,7
= 7 P = (o rll))

J[o,'.m“ > *
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Usando o Teorema 4 da secao 2 repetidas vezes concluimos

1

a
que 6a €Py, e D 60 = ea .

Concluimos entao que D“ej + p%6 uniformemente para cada

o

a , isto €,

Considere a seqiiéncia (pj) de func¢oes continuas, defini

das em Pqo dadas por
py(0) = l(fj,e)l ;3= 1,2,...

Por uma aplicacaoc do teorema de Baire [ ver [11, (7] 1]
existe uma bola aberta em Pr B(e1,r) = {0 €Pn ;<3(e,e1)< r}

onde pj € uniformemente limitada, i.é., existe M>0 tal que

lpj(e)l S M para toda 6 € B(8,,r) e j €N .

Se -6 € B(e1,r) entao pj(e) = pj(-e) <M
Seja 6 € B(0,r) .
Escreva
1 _
6 = 5 [ (8+8,) + (6-6,) ]
Temos
o Py (6)
d(6+6, ,0.) = ] k =d(e,0) < r
k=1 2K(1+p, (6))
e
© pk(e)

d(—(6—61) ’ 61) = d(e.l—e , 61) = = d(GIO) <r

k=1 2K (14p, (8))

Sendo assim,
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1 A
p5(8) = | (£5,50(8+8,) +(6-81) 1) | =

A

1 .
s LIEg e |+ [(gy,0-0] 1 =

1 .
-Z-[Dj(6+61) +pj(6-81) ] £ M

.

pois 6 +86, e -(8-6,) € B(61.r)

Defina f : Py »C por £(6)

lim (fj,e). f esta bem

jre
definida pois, para cada 6 € PT , a sequéncia (fj,e ) €& de

Cauchy. Mostremos que f € P, .

Seja 62 + 0 em Pp .
2M6

Para cada € > 0 tomemos Ro € IN tal que

€ B(0,r)
sempre que £ 2 lo .

Dessa forma

21462

ps (

- 2M
s (=) = T LEgep | < on

sempre que ¢ 2 %_ , j=1,2,... , ou seja, para todo j € IN

>
e £ 2 20

€

| (g5 | = 2

Como f(el) =jl-j;mm(fj'el) r Ppara cada 2 2 2q existe jl
tal que
€
[£8) - (25 s0p) | < 3
Assim, para { 2 20

£, ] = [£(0y) -(fjg,el)l + I(sz,ez)l <

Portanto, f € PT .
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TEOREMA 5. Seja (c) L, uma sequéncia de crescimento lento.
— m

€ Z
Entdo a série ) o m et X L w o= —2% & convergente
me Z
em P,i.(IRn) e se
£= ] n Cp ©p + onde e (x) = eWX ' temos que
me Z
1
Cp = == (£,e ) = c () .
T
DEMONSTRACAO:

Seja 0 € Pp(R") .

Para cada m = (m .,mn) e Z" temos

1,.-

ms(ey,0) = m, IVIX g yax = % J Dj(eiwmx)e(x)dx =
[o,m" [o,T1"
=1 l¥MX § o(xyax .
w n J
[0,T]
_ 1 - _1
Obtemos mj(em,e) _w(Djem,e) --w(em,Dje) .

Usando inducao sobre |a| podemos ver que

a 1 a _ (—1)la|
m(em,e) =;|0L_l(Dem'e) -W(em,pae)

Como (c_) é de crescimento lento, existem M > 0
m'me zn

e k € IN tais que

A

Mlmlk , mezZ® , m=0
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- 2 k! (e D 9) | k' 1 '
adf=k+n+1 al l m’ o k+n+1 ar wlul
|o|= l |

|ei¥™X p%(x) |ax = ) koA,
(o, " la|=k+n+1 a! wlal
IDae(x)Idx = C
[o,T1"

Observe que C nao depende de m e se 6. + 0 em P

J T
entdo para cada k € W |m|k+n+1 I(em,ej)l - 0, para todo
mez’.

k C
|Cm (em,e) I = ICmI | (em,e) I < M|m| . W =
MC C

= = , mez' , m=zo0
|m|n+1 |m|n+1

Considere a reduzida

s.{x) = ) n eiwmx
J |m| <3

Para cada p € WN

. -s., , 0 = 6 <
ogpmey e e b j+1§|£|§j+p nens®) |
< ) | c (e_,0) | < ) L
j+1§|m|§j+p m*m’ j+1§|m|§j+p lmln+1
Como a série ) L € convergente , & de Cauchy.
Logo, s. também é de Cauchy e como P, € completo , existe

J T

f ep, tal que
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de ser representada como uma série trigonométrica com coeficien

65

f = lim s. = c_ e
jso J megn ™ W
Ainda,
1 1
L (f,e )= — 1 ¢
n ~-m n n 4
T T LeZ [O,T]n
Mas,
. 0 se
e1w(£—m)x dx = {
[0,r]0 Tn se
14
Entao
c . (f, e )
m ol " “—m °

O gue o teorema acima diz €& que toda série trigonométrica

oiW(2-m)x

dx

coeficientes de crescimento lento é convergente em P

Ja o seguinte nos diz que toda distribuigao periddica po

tes de crescimento lento.

TEOREMA 6 . Seja f € Pp(R") . sSe e (£)
(cm(f)) é de crescimento lento e
£= 3 c_(fe em Pl (R")
me Zn m m T
DEMONSTRACAO:

Como f € P, existem ¢ > 0 e k

T

T

€ N

1 | ~
— (f,e__ ) entao

tais que
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C
|, (£) = ;% | (£,e__) | = ] supIDaem(x)l =

m T |a] sk X

= — Y  sup wlctI .m” .e_(x)]| =
Tn|a|§kxl n |

k
_C ) suplwla! m®| ¢ C . max{1,w'} Im®|
T |o| sk X i |o| =k
< C ) (1+lm|)'a|§C"(1+|m|)k ,
lul £k
para todo m de z" .
Portanto cm(f) é de crescimento lento.
Pelo teorema anterior existe g € P% tal que
g= ) c_(f)e
me gl W m
Resta-nos mostrar que g = f .
Para isto, mostremos primeiramente que § = A 2 en
™ me zh
Para cada 6 € PT temos
1 1
— 1l . epg-6,8)=— ] e, (x)0(x)dx -
T < T <4
|m| =3 [m|<3 7o, 1P
- 6(0) = L j e (x)0(x)ax -
Th |m| < n o
- (0,T]
_ 8(0) e (x)dx =
n . m
T Im| =3 “o,mn
-1 1 e (x) (6(x) -8(0) )dx =
T |m|§j o,r]"
= L (6(x)-06(0)) e_ (x)dx =
h -

Im| 3 7o, mP
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= ) ¢ (8-68(0))= I c (6-6(0))e_ (0) -
LI m| €5 ™ m
+ (6-6(0))(0) = 6(0) - 6(0) = 0O

Usando a continuidade sequencial em cada variavel da T-con

volucao chegamos a

lecer

cada

]
(£,0) = (£x6,06) = ( — frxe_ ,0 ) =
Tnmezzn m
_ (1 v -
= (Tnmeizn(f,(em)a),e(a))-
1
= (Eﬁmgzn (f,e_).e (a),0(a)) =

= (meizn cp(£) e (a), 8(a)) = (g,0) .

Portanto, f = g .

Estes dois Ultimos teoremas mostram que & possivel estabe

um isomorfismo entre s'(Zn; C) e P%Cmp) .
Defina
B: s'(zZ%;¢) — Pé(ﬂgn

c = (cp) ) n-°m °m

A linearidade de B €& trivial.

A sobrejetividade decorre do ultimo teorema, pois, para

f € Pé(ﬂfﬂ tome c = (cm(f)) e, entao, B(c) = f

A injetividade:
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Se Blc) = ] c_ e =0 entdo o Teorema 5 diz que

EXEMPLO 1 :

Ja sabemos que § = 1 2 n®m ¢ calculemos a série de
™ mez
p%s .
c_(D%) = -~ (D% , e )—iﬂ—)f—l—(a p%e ) =
m T an ! Taem ' T n ' -m -
T T

_nlel lof

= i_‘l_)___ ( S , (_1)lalw|al mue_m) - w m(l
o ol

Logo,

a. _ _b ; |0L|oc
Ds—Tnmezznw ™ n

TEOREMA 7. Se f,g € P,i, entao

fxg = TO c. (f) .c_(g)e
meizn m m m

DEMONSTRACAO:
1 _ A -
c, (£ *9) =;—ﬁ (f*g,e_m) -T—n—(f*g*em)(o) =
N
_L(f*( xe_ ) )(0) = 1 o(fx), o xe ) (x)) =
_Tn g m on r \g m
=;‘]r—1(f(x) (g ee ) (-x)) = -T%(f(x) ,(gla) , e (-x-a))) =

(x)
m )

(£(x) , (gla) ,e__ (a)).e_

'avl“

n
(£(x) ,e_ (x)) (gla) ,e_ (a)) =T c (f) .c (g)

H:sl“



69

Logo,

_ gzn c (£).c (g) e

6. SERIE PARCIAL DE FOURIER
6.1. A SERIE PARCIAL DE FOURIER EM Py
Sejam p.,q e n em N tais que
n=p+q.
Considere a soma direta R" = RP ¢ RY
Escreveremos (x,y) € r" para indicar
y € RY ,

que x e RP e

Dada ¢ € PT(]Rn) considere para cada x € RP a funcao

wx:]Rq—r(E

y +—— ¢(x,y)

vy € PT(IRq) e, portanto,

onde

PY) = ly) = T ety ety
m
1 ~iwmy
Cpl¥y) = o J v (y) e dy
* Tro,m4
= -T1_q j ¢(x,y) e~ 1vmy dy .

(o,m14
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Defina ¢m(x) cm(wx) .

ft
o~

Assim, ¢(x,y) ¢ (%) eiWmy

me z9

E claro que o é T-periddica.

o € continua pois, se Xy > X, enm RrP entao
1lim ¢(xj,y)e'lwmy = <1>(xo,y)e-lwmy e como ¢(xj,y)e-lwmy
]

-iwmyl -

€ mensuravel e |¢(xj,y) e |¢(xj,y)| < cC ( onde C
nao depende de j , pois ¢ € limitada), pelo Teorema da Con

vergencia Dominada temos que

lim ¢ (x.) = 9 1im J $(x.,y) e Wy =

3 J 15> J

j e J [O’T]q

- m—9q -iwmy -

=T J ¢(xo,y) e dy = ¢m(xo) .
(o,1¢

1

Para verificarmos que Om e C considere uma seqiiéncia

(hj) ’ hj e ]R* ’ hj 4 0 .

Temos que

13 [ ¢(X+hjek ' Y) -¢’(XIY) ]
im . €
j e By

-iwmy

= 2 4(x,y) e~V
an

| 28lx,9) ~dvmy | | 2% (x,4) | s c , (x,y) € R".

Deste modo, a seguéncia

$(x +h, € + y) = ¢(x,y)

3 o-ivmy

h_
J
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também é limitada para todo (x,y) € R" .
Pelo Teorema da Convergéencia Dominada segue-se que

¢m(x +hj ek) - ¢m(x)

lim =
j+w hy
(x+h. e ) - ¢ (x,Y) ,
37%%10,m9 hy
=T_qJ a—i—— ¢ (x,y) et gy
0,13k
Isto €,
—af’{ by (%) = T‘qj ——i 6 (x,y) e VY gy
k fo,m@ °°k

Como -53— ¢ (x,y) €& continua, podemos usar o mesmo racio
Xk -
cinio feito na prova de que ¢ € continua para concluirmos que

3 - -
— ¢ (x) tambem eé.
axp W

Através de inducao sobre a ordem da derivada concluimos

que

n
oy € Pp(RY) .

TEOREMA 1. Seja (¢p) uma seqiiéncia de funcdes de P (IR)

m e z49
tal que para cada o € NP e Ne€ IN existe C > 0 tal gue

<
( 1+|ml )N

’

|D%p () | <

para todo m € zd e x € RP

Entao , a funcgao v : RP'? o ¢ dada por
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Vix,y) = ) q ¢ (%) e'¥™Y  esti bem definida e pertence a
meé Z
n
Pp (RD) .
DEMONSTRAGAOQ:

Como para cada x € rP .

¥ ¢m(x)elwmy é convergente, Yy estd bem definida.
me z3
Seja v : RY — €

y +—— V¥(x,y)

é evidentemente perioddica.
% P

Y, pertence a PT(IRq) , pois, dado NE€IN, existe C>0

tal que

C

le. (v ) | = |¢ (x)] § ———
X n (1+|mpH)¥N

Mostremos que V¥ €& continua.

Seja (xo,yo) e R .
- = iwmy
lv(x,y) = vixg,v,) | Imezzq (0 (x) e
iwmyg
- o (%) e )| o= | mezzq [ (6 (x) =0 (x)) .
. : iwm
C eIV L g (x) (eIVRY Lo TTO g | g
e Jog It gL+ T g oplxg)
; iwmy
B S N mezzq lo, (x) =& (x )| +

+ -

[Vx 9) - ¥x (v | -
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Como existe C > 0 tal que

C
(1+]m|)9a*?

q -~
|¢m(x) -¢m(xo)| s , m€zZ* , a funcao

mGEZq |6, (%) =6 (x) |

é continua.

Como lpx também €, dado € > 0 existe 6§ > 0 tal que
o

l (x,y) I < § implica que

[vey) -vixguygd | s T g logle —otxg)|

. E: E —-—
¢ U ) = ¥y )| <5 eg = e
Vejamos agora que Vy €& c!
¥ ( xo+-hej, Vo) = ¥{xgy,) 5 iwmy
- ) n x5 m(%o) © =
h mezZ 3
iwmy iwmyo
= l meizn ¢m(xo+hej)e _mezzzn ¢m(Xo)e -
h
iwmy ¢, (x_+he.)=¢ (x)
_ 2 __3_¢m(xo)e ol=| Z [mo:jmo_
me zZ" 9%y m€ z" h
iwm ¢ _(x_ +he.) -¢_(x)
___8_¢m(xo)]e % < ) m' o Jj mTo
A5 me z? h
3¢ ¢
0 m m _
— X; d)m(xo) I meizn I E (xo+€mej) - TJ (Xo) I
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onde
ltal < legl < n|
Existe C > 0 tal que
| 2 | c :
¢(X+ce-) s , MEZZ
ij ] (1+|m])a+?
Sendo assim, dado € > 0 tome
§ = ¢ . ( C 2 1 3 -1
me€ zq (1+|m|)3*
e se |h| < ¢ entdo |€m| <6 e, portanto,
D12
<
Cdaa |53ttt tey) | e,
I 1 P N
< ¢ (x_+Te.) [§ S C8 =
me z° ax§ meo J mezd (1+|m])*!
Ou seja,
3 5 iwmy
= (x_,y.) = 1} — ¢ (x_ ) e .
axj o me z9 axj m “o
Como
te
|——~¢(x)elw’“yl ¢, (x) | s £ , me z9d
*5 aXJ (1+]m[) 9+
W - . -
segue-se que -——* €& continua, ja que
J
Vv, (y +he.) - v (y)
w(xo,yo+hej) - w(xo,yo) X, "0 Jj X, -0

lim = 1im =
h-+o h h-+o h
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d 3 iwmy
T e— U) (y ) = T [ z ¢ (X ) € ] =

yy X5 7 ° Yy mezd ™ ©

iwmyo
= iw ) m, ¢_(x)e
mezd 1T °
iwmyo, cte q

Ims ¢, (x,) e | = Imyoptx) | s , me zl,

(1+|m|)q+1

Mostremos por inducao sobre a ordem das derivadas que

Suponha que (@B & continua e que
a . B 4
3 (@B yx,y) = 1 376 (x) (iwm) etV
me Zﬁ
i ., = , a.. = O, R
Defina aJ o+ eJ e 33 3 + eJ

(a,B) (a,B) |
9 w(xo+¢1ej, Yo) - 9 W(Xo,yo)

h

o iwmy
] . B o)
- mezzq ) ¢m(xo) (iwm)" e |

n
~

(3 (3%, (xo+hey) - 3% (x) ) -

m € z9
* 8 TV
- 97 ¢p(x) 1 (iwm)" e | =
1 o o
s 1 g lg (2% (xgrhey) = 2% 0xg) ) -

(o N
33 ¢ (x) | |(iwvm)B| =
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., a,
] J . By _
mezzq | (3 ¢m(xo+€mej) -9 "¢ (x)) I | (iwm) | =

oL
JJ . B
mgzq | 9 o (X + Cmej) | IEmI | (iwm)" |

onde |z | < Je | < |n| .

Como existe C > 0 tal que

c_
(14|m|) 9+

o .
| 5 3 b (%o + Ep ey) | |(iwm)B| < ,

para todo m € z4 ’ tome , para cada € > 0 ,

1 -1
mezd (1+|m) I

§ = ¢ (C

Ent3o, se h & tal que |h| < 8 temos

O .
mezzq | 5 3J ¢m(xo+i;mej) | Igml I (iwm)B | < ¢

Dessa forma,

(u'lB) Q. .
5 4w,y = L 23 e ) MY L (1wm) P
me z49

€ como

%3 i B
| 8 o (x).e™™Y (1wm)® | =

cte m e z9
(1+|n)y e 7

a-
= |57 g () (1wm)B |

A

segue-se que
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(a5,8) i
) Yy & continua.

i | 5 (@, 8) V(% 1 ¥, +hey) - 2 (4B x v 107! =
=lm [ A7) 9% (x) (1wm)® JMo VM .
h=+o me z4 moo
= mezz 3% ¢ (x,) (iwm) P (1wm, ) eiwmy° =
i mGEZq e ¢, (%) (iwm)Bj eiwmyo .
(d,Bj)

Deste modo, existe 9 /] e & continua.

A periodicidade de ¢ € imediata.

No inicio desta secao vimos que se ¢ € PT(IRn) entao

$lx,y) = 6. (x) elvmy
rngzzq m
oy € PT(]RP) e
b (X) = — J o(x,y) e VW ay |
T

0,719

O teorema a seguir mostra que (¢m) € uma seqiiéncia de

decrescimento rapido.

TEOREMA 2. Se ¢ € PT(IRn) entao

o(x,y) = T ¢ (x) IVEY
mezd M
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onde

o, € Po(RP) , ¢ (x) = ¢(x,y) eIV gy

N
q
T " 10,m9

edado k€N e o€ NP existe C>0 tal que

C

D% (x)| s —=—r
m (1+|mD)¥

para todo me€ z9 e x € IRP

DEMONSTRACAO:

SO resta demonstrar a ultima parte do teorema.

Sejam o € WP e g e w9

qumB Da ¢m(x)| - I J D(Q,O) d)(er) mB e-iwmydy -
(0,714
= — | J p{@°) 4(x,y) .DB &Y gy | -
wl ] [o,r14
- 77 | J D@8 (g(x,y) ) e ay |

Dado k € N , temos

Im|¥ [D%_ (x| = ( mlk = Imfl %00 ] -
- |8|2=k | -};—i-mB.Datbm(x) | =
- |B|z=k %'ﬂlﬂ lﬁa [o,T]qD(a'B) (¢ (x,y)) e W™ gy |
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Observe que C(k,¢) nao depende de m € z¢ e que se

¢4 0 em Pq entdo C(k,¢j) + 0 para cada k € IN .

Estes dois teoremas caracterizam também as funcoes de PT

através dos coeficientes (neste caso func¢oes) de Fourier.

6.2. A SERIE PARCIAL DE FOURIER PARA DISTRIBUICOES PERIODICAS.

seja uepPr(RPeRrRY) , psg=n.

Para cada vy € PT(HJU defina

VY:PT(IRq) —
5 vY(e)=(u,y®e)
onde
vyepo: RRoerRT — ¢

(x,y) +——— y(x) .68(y)

Afirmagao: v, é linear, pois, para quaisquer 6,,6

d
y 1095 € PT(IQ)

e a;,a, ec vale:
vy(a 8, +a,0,) = (u,y@(a1e1;a262)) =

= (u,a1Y®61+azy®62) = a1(u,y@81) + az(u, y®62)=

a, VY(61) + azvy(ez)

v, é continuo. Seja ej + 0 em P'T(JRP) . Entao para

todo (a,B) € WP x m9
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ID(alB) .Y@ ej (x’y)l = |D(a'8) Y(X) eJ(Y)I =

A

= |D%y(x) .Deej(y)l sup|D%y(x) | . suplDSGj(Y)l > 0

uniformemente.
Logo, vY(ej) = (u, Y® ej) + 0 em € .
Assim, vy € P,i,(IRq) e , desta forma ,
vy = Y q vyl ey
me Z
onde
Cnlvy) = 2 (v, ,e_p) = L (u, Yyee_ ) .
74 T

u e linear.

:
Un(ag7q *apv) = g (ua{agygrayyy) @ ) -

a, a,
=— (u,y,8e_) +—a(u,yz®qm)=

7d T

= a um(y1) + azum(Yz) ’

—

para todos YqrYo € PT(]Rq) e a,;,a, € c .

Afirmacao: uy é continuo. Seja Yy 0 em PT(IRP) . Entao,

para todo (a,B) € WP x w9 ,

IA

lD(aIB) Y.

j8e_p x| = D%y (x) pf e_ (v)

< suplDBe_m(y)I . supIDan (x| - 0
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uniforme, quando j + » , para cada m € zq

Logo,

e

v, = ) (up P Y)ey

m e z9
(u, y®d) = ( 2 (u IY)e ,9) .
mezd M m

Note que esta expressaoc ja € suficiente para que u fi
que bem definida , bastando tomar Y{x) = e e
Bly) = e , onde m=m1+mzeZ ’ m1ezz e m,E€ 79 .
Dai,

cm(u) = (u,vy®8) .

Vejamos agora como € o crescimento da seqiiéncia (w ) .

Como u € Pq',(]Rp+q) existem C_, > 0 e k €N tais que,

para todo <y € PT(IRP)

]
[ | = Gl yee | s
< C ) |8 (yx).e (y)) ]| =
° )| sk, -m
= C, ) sup | D%y (x) (-iwm)B e~ iwmy | =
| (e 8) | <k
= C, ) sup | D%y (x) | . | (wm)B | .

| (0, 8) | kg
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Entao, para algum C1 >0

| (o) | scipe () (s m|) ©
O

onde

P (Y) = ) SuplDaYl
o) lal sko

Provamos o seguinte teorema

TEOREMA 3. Se u € Pp(RP@ RY)  entdo

_ ' p
u = mGEZq U en onde uy e PT(IR )

e dada por (um,Y) = cm(vY) e

- ] p
cm(vY) -E(u,\r@e_ ) YePT(JR) .

m

Além do mais, para cada vy € PT(IRn) v (up,y) é uma se

gliéncia de crescimento lento.

TEOREMA 4 . Seja (um) uma seqiliéncia de P.I"(]Rp) que sa
m e z4 -

tisfaz a seguinte condicao:
Existe C > 0 e ko e N tal que

, k
| (up o) | s cp () (1+]m|)
(o]

para toda ¢ de P_T(IRp) e todoc m de z% .

Entao u = e, Pertence a ,_P,i.(]Rp+q)

Un
me z4
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DEMONSTRACAO:

Para cada 6 € PT(IRp+q) considere a seqguéncia

s; = lmlzgj (u (x) e (y), 0(x,y)) =
me z9
= X<_ (u, (x) , J e (y) ®(x,y)dy) =
W|=é 0,719
me Z
= Yo(u (x) ,0 (x)) .
LI I
me z9

Para cada p € IN

m € z9
ko
<cC ) P (6 ) (1 +|m|) .

j<|m|sj+p ©

Porém, como visto, %n € rapidamente decrescente ; sendo

assim,
, -k . -g-1
Py (em) = z su Og < 2 o <
p|D (x)] = c (1+ |m|) <
o |a| éko I m l “l gko a Il
, -k _-g-1
sc' (1+ mp) © .
Assim,
-g-1
s.._ -s.| scc Y € TP 1Y s S
J+p J j<|m[sj+p
me zd
gquando j -+ «
Deste modo, sj é convergente, e ) u_ e pertence

mezd ® M
a PpL(RP*Y)



CAPITULO 1I

Neste capitulo serao utilizadas basicamente as caracteri

1
T € Fr
com seus coeficientes de Fourier) para se analisar a regularida

zacOes feitas no capitulo anterior (dos elementos de P P
de (hipoeliticidade global ) de alguns operadores diferenciais
parciais lineares.

Na primeira segdo sera apresentada uma condi¢do necessa
ria e suficiente para que uma equagido de T-convolucdo tenha sem
pre uma solugao. Estaremos assim incluindo a resolubilidade dos
operadores diferenciais parciais lineares com coeficientes cons
tantes.

Na segunda secao sera mostrada uma condigdo necessaria e
suficiente para que um operador diferencial parcial 1linear a
coeficientes constantes seja globalmente hipoelitico.

Com base neste resultado, a terceira secao sera dedicada
a operadores diferenciais globalmente hipoeliticos. Nesta secao
serao vistos outros exemplos de como fica afetada a regularida
de de alguns operadores pela adig¢ao de outros de ordem mais
baixa.

A quarta secao diz respeito a um exemplo de operador glo
balmente hipoelitico com coeficientes variaveis.

Por fim, na quinta segao sera demonstrada hipoeliticidade
global de certos operadores utilizando-se uma técnica diferente

das usadas nas segoes anteriores.
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1. RESOLUBILIDADE DE EQUACOES LINEARES DE T-CONVOLUCAO

Na secao 4 do capitulo anterior vimos que dada ~ f € Pé ’
a equacdo f*u = g tem, para cada g € P, , uma soluciao em

Pé se, e somente se, existe a inversa de f na T-convolucgao,

isto €, fxu = § tem solucadao em Pé .
O préximo teorema da condigOes necessarias e suficientes
sobre os coeficientes de Fourier de uma distribuigao periddica

para que ela possua uma inversa.

TEOREMA 1. Seja f € Pé(nﬂ” . Entao, f é& inversivel se, e

1

n
somente se, cm(f) # 0 para todo m de Z e | E;T?T

) for

mar uma seqgiiéncia de crescimento lento, i.é., existem k € N e

C > 0 tais que
lcm(f)l 2 C(1+ |m])_k , mez .

Antes da demonstracao observemos que esta Ultima condicao
sobre cm(f) diz que estes nao podem decrescer rapidamente, i.é€,

cp(f) € s(z”;¢) .

DEMONSTRACAO:
Suponha que exista £ Assim,
_ 1 _ qn -1
cm(é) = ;E = T .cm(f) .cm(f ) .

Desta forma, cm(f) # 0 , para todo m € zt

-1 1

€ Pp,

Como ( cm(f-1) ) & de crescimento lento, pois £
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1 cm(f-1) -
vemos que = também o e.
c_(f) 2n
m T
1 .
Suponha agora que c (f) # 0 e que ( -é;-(?)— ) seja de
crescimento lento.
Defina g = —%— E_1T) -, + 9E€ P,i,(]Rn) pois,
720 ne z® Cnf
1 1 v (B
c = . s ; C) .
( m(g)) ( 2 o (9) ) € ( )
Entao,
c (£%g) = Tc (£) . c (9) = Tc (£) . ——1) =L -c (6)

2n
T cm(f) T

Logo, f=xg = §

Por este teorema e o comentario que lhe precede,a equacido
fxu = g tem uma solugao para cada g € Pé se, e somente se,
1

cm(f) =z 0 e ( 3;7?7 ) e de crescimento lento.

Além do mais, ja sabemos que caso exista a solugao, ela é

dada por u = £-1 *qg .

Porém,
c._(qg)
_ mn -1 _ 1 m
Cp(u) = T c (f ).c (g) = wn S (D)
e dai,
c_(g)
wol 3
™ mez® Cm(f)

Note que se A = { m e z" ; c (f) = 0} entdo a equagao

fxu = g pode ter solugao, dependendo da g

Por exemplo, se cm(g) = 0 para todo m € A defina
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] cm(g)
u = — e .
™ pme zt\ a Cp(f) ™
[ cpl9)
= se meaA
_ T . c(£)
Entao , c_(u) = <
m
0 se meaA

Logo, fxu=qg .

Neste caso nao had unicidade de solucao pois, basta acres

centar & u qualquer u € Pé(nfﬁ da forma

k
u = ) €,. + onde m.€A , j=1,...,k
. : J
j=1 J
ja que
~ - n -~ _
cm(f *u) = T cm(f). cm(u) =0
pois, c (f) =0 se m = my . j=1,...,k e cm(ﬁ) = 0 se
m#mj ’ j = 1'- -’k .
Assim,
fxu=0 e fx(u+u) =fx+u+ fru=g .

No caso em que cm(f) #z 0 para todo m € z" e | !

S (f)
ndo é de crescimento lento, a equacao f*u = g pode ter so
- Cn(9) R
Jucao desde que ( cm(f) ) seja uma seqiiencia de crescimento
m

lento. Neste caso, a solugao sera dada por:

] cm(g)
u o= — — e
™ peg? Cp(f) M

n ~ 1
Por exemplo, se f € Pp(R7) e c_ (f)# 0 entdo (————Cm(f) )
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nao & de crescimento lento, porém, f=*§ = f .

Ja vimos que, se P(D) = lE a, p* y a, €ec for um
[a £k

operador diferencial parcial linear a coeficientes constantes, a

equagao P(D)u

g, onde g€ Pé(nf“ pode ser transformada

em

u * P(D)$ g .

Usando o Teorema 1 desta secao vemos que a equacao admite

uma unica solucao para cada g se; e somente se, qmuND)6)¢ o,

1

para todo m de Z" e ( ) for uma sequéncia de cres

cp (£)
cimento lento.
Note que, definindo p(&) = ) a, £ ter” , o
|a| <k
simbolo de P(D) , temos:
n n a
T P(D)S) =T D™ 8§ ) =
¢, (P(D)§) Cp { I°‘l§§k a,
= c_ ( ) 1 _a wIGL| 2% e, ) =
™ la]sx tez” ° .
-, ( L P L) T
m zeEZn |a|2§k ¢ €2 o] =x ©
= a, w|| m = p(wm)
|a| £k

No caso de existéncia de solugao ela sera dada por

cm(q)
u = e
mez" pl(wnm)

m
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EXEMPLO 2 :

Considere

P(D)u = u - Au ,

onde
] 2 ' 3 2
A= (=—)"+.eet+( —)
8X1 axn
Temos
p(E) = 1+]€]% 21
e
1 =_...._.l._§‘|

p(wm) w2 |m}?+1

Entao, para cada g € Pp

c (g)
u = Y a e
™ mez® w?|m|%+ 1

m

€ solucado de u - Au=g .

2. HIPOELITICIDADE GLOBAL

DEFINICAO 1. Seja P um operador diferencial parcial com coe

ficientes em Pp . P € dito globalmente hipoelitico se uGEPé
e
Pu = £ € PT entao u € PT .

‘TEOREMA 1. No caso em que P €& um operador diferencial par
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cial linear a coeficientes constantes de ordem k entao a Defi
nicdo 1 é equivalente a :
k _ -
Se ueCT e Pu-fePT entao uePT.
DEMONSTRACAO:
Suponha que P satisfaz a Definigdo 1.
Se u € Ck e Pu=fe€ePpP entao u e p ois Ck«:P
T T T PO1S, Lp©Pp .
Suponha que P = Y aalfx nao satisfaz a Definigdo 1,
Ial <k
isto &, existe
aus= c.e €P, \P
me gzt mom T T
tal que
Pu= ) _( ) e.mta, ). =fep
nez" |ojsk " % °m T

Como u € Pé \ Pp existem L ' My My >0 euma seqiiéncia

(mk)ke]N tais que
: S lep |
(1+ |m |2)M1 "
k
e
M
|cm| £ L (1 +|m|2) 2 , para todo m € zZ" .

Como f € Pp » para cada M € IN existe K > 0 tal que

| “a, | .
|a| sk " * (1+ |m|2)M

0

=]
f
1A
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Entao, para todo k de N

c
) g, |
M;+M5+p M»+p
(1+lmk|2)1 2 (1+lmk|2)2
e
el
L Moip s L para todo m € z"
(1+ |m[2) 2 (1+ |m|2)P

A primeira desigualdade garante que v ¢ PT e a segunda,

para p suficientemente grande, que v € C],; .

Assim,
a
c_m a
P(v) = 1 _( 1 = w5 )% = 9 -
mez |a|§k (1+|m]2)
Afirmacao : g € Pg .
De fato, se M € IN entao
c_m® a
legtad] = |1 —a= | -
m M,+p
|a]§k (1+lm|2) 2
(1+|m|2)2 |°‘|§k
K
< c, m* a | <
- m a = M
ja| =k (1+ |m|?)
TEOREMA 2 . Sejam P, e Py operadores globalmente hipoeliti

cos. Entao P‘l 0P, também o é .
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DEMONSTRACAO:

Se u€Pp e (PjoP,y)(u) =P (Py(u)) = £ &P, entdo,
por P, ser globalmente hipoelitico, P,u € PT . Por P, ser

globalmente hipoelitico, u € PT .

TEOREMA 3 . Sejam P1 e P, operadores diferenciais parciais
com coeficientes em Pr .

Entao,

a) Se P, ndo é globalmente hipoelitico entdo P,oP, tam
bém nao é.
b) Se P, nao €& globalmente hipoelitico e P, € resoluvel

entao P, 0P, nao é globalmente hipoelitico.

DEMONSTRACAO:

. ] -
a) Existe u € Pr \ Pp tal que Pou = f € PT .

Como P1 tem coeficientes em PT ’ P1(P2(u))= P1f e PT .

Logo P, 0P, nao & globalmente hipoelitico .

b) Como P1 nao € globalmente hipoelitico existe 11€Pé\ P

tal que

Como P2 é resoluvel, existe v € Pé tal que P2v =u .
Note que v ¢ Pp pois, caso contrario u = P,v € Pp .
Logo,

VePT\PT e (P10P2)v=feP
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TEOREMA 4 . Seja P = Y a p*, a,ecr
|a‘ <k ¢ @

P & globalmente hipoelitico (GH) se, e somente se, exis

tem numeros reais positivos tais que

(LM) |lp(m)| 2 L
(m2+ 4m2)M
1o ¥my
para |m| suficientemente grande, onde P(m) = IE a, n® .
o} £k

Antes da demonstragao note que a condicdo (LM) € equiva

lente a

L

|p(m)| 2 2 , para |m| = Imyf+ooot|m |

|m

suficientemente grande.

Pois,
2 2 _ 2 2 . B3 )
My4. . 4MD S Mid.Hmp o+ 2 121 |mi||mj| =
i<jsn
n-1
g2 L2 2 2 2, _ .2 2
= |m|* ¢ mi+. . 4m 4 iz1 (mi4-mj) = n(mi+...+mp) .
i<jsn
DEMONSTRACAO:

Suponha que existam b , L e M positivos tais que

|P(m)| 2 l TZM se Im|] 2 b .
m

Assim, se P(m) = 0 implica que me€ {me z"; |m|<b } = A

que é finito.
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Seja u = ) c_(u)e_ e P} tal que Pu = f€P .
megh W m T T
Assim,
cm(u) P(m) = cm(f) .
Dado k € N , para tode m € Z" tal que Im| 2 b ,
existe C > 0 tal que
c_(f) 2M
le )| = | = | = e (0] . Im|™ ¢ ¢ . |m| 7K
P (m) L
pois, cm(f) € de decrescimento rapido.
Seja
c' = max {C ,|m|k e}
0<|m|<b
Entao
lcm(u)l < C'Iml_k , paratodo me€zZ", m=0 .

Portanto, u e PT .

Suponha que a condicao (LM) seja falsa. Isto é , existe

uma seqiiéncia (mj) e z" tal que

1

P(m. £ —
| mJ)I LS
J
e
|m§| + o paracada i =1,...,n .
Seja u = epn .
j21 5

Como
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1 se m = mj , para algum j € IN

Cm(u) = <
0 se m= mj r JEN |,

3 1
que u € PT .

Além do mais, u ¢ Pp , Ja que a subsegiiéncia (¢, (u))

de decrescimento rapido. ’
Poreém,
n
P(u) = mgzzn c,(u) P(m)e = jZ" P(mj)emj = f
0 se m= mj ’ j € N
cm(f) = <

P(mj) se m = mj , Ppara algum j € W

Assim, dado k € IN temos, para todo m € Zn, m=z0 que:

1
|2k :

le (8)] =0 ou e (B)] = |Pm)] s l
m

De qualquer forma

1

|cm(f) l < -I—;llz—k

Portanto, f e PT .

EXEMPLOS DE OPERADORES GLOBALMENTE HIPOELITICOS

Considere o operador diferencial parcial
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1,2 .

J .
J
BXj

N
e
m
L]
o
n

I B

TEOREMA 1 .

a) se a=a+ib, a,b€ R , b=0 entdo P & globalmen

te hipoelitico.
b) Se a €D entao P nao é globalmente hipoelitico.
c) Se o€ R\D entao P é globalmente hipoelitico se, e

somente se, o nao € um namero de Liouville.

OBSERVACAO: Um numero o € IR € de Liouville se para todo

N € IN existe K > 0 e uma infinidade de pares (n,m) € Z?
. n K
tais que Ia - El <=5 -
m
DEMONSTRACAO:
2 1

a) Para todo (m,n) € Z tal que |n| 2 -ﬁ)-‘- temos

|thn)P =|m—(a+ﬂﬂnp =lm—an—imﬂ2=

= (m-an)? + b%n? 2 b%n?

Pelo Teorema 4 da se¢ao anterior segue-se que P € global

mente hipoelitico.

b) Seja o = ’ m,né€z , n#0 .

218

Entao, para qualquer inteiro & ,

P(2m , &n) =5Lm-r-§.2n = 0

Como P tem uma infinidade de zeros, pelo Teorema 4 se

gue-se que P ndo é globalmente hipoelitico.
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c) Se a€ IR \Q éde Liouville entdo para todo N € IN exis

2

te K > 0 e uma seqliéncia (n'j ,mj) € Z® onde podemos supor

m. >0 e m. -~ +o , tais que

J J
n.
o -2l < 5 -
j m_
J ]
Assim,
K
\ = , - R <
IP(nJ ,mJ)I lcxmJ njl = ( %)
J
Como mj + +o quando Jj > « , podemos supor que J%'<1 .
m:
J
Desse modo,
K K
In.l - |a|m. £ |am;=-n,}] < = M, — < m. .
J J J ] mv -1 I J
J J
Logo,
|nj| < (1 +|a|)n5
Dai,
2 2
n§ +'m§ S [1+ (1+ lal) ]mj '
N-1 N-1
(n§+m32.)2 s [1+0G1+]ap?1 2 . m?_1
e
N-1
1 [1e+]af?1 2
N-1 ~ -
m, =
] (n§-+m§)
De (*x) segue que
N-1
2, 2
K.[1+(1+ jaj)”]
| P(nj, mj)l < | $_1 . (%% )

2 2 2
(mj +nj)
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Assim, dados L,M > 0 tome N € IN tal que - >M e
e j suficientemente grande para que ocorra
N-1
K 1+ 0+ lah?y 2 :
L. N—1 .
(m?-+n? ) 2
J J
Deste modo, por ( x%)
| N-1
2. 2 1
K
IP(n.,m-)I <__.[1+(1+|(X)] . <
J J L 2 2 : N-3
{m, +n3 ) 2 2 T3
J J (m +n%)
J 3
L L
<
o , 2B (2.
(mg+nd) M5t h

Portanto, P nao é globalmente hipoelitico.

Suponha agora que P nao seja globalmente hipoelitico ,

i.é., P nao satisfaz a condicdo (LM) do Teorema 4 da secao

arterior.
Entao, para todo L >0 e M € IN existe (ny,my) € z?
tal que |ny| >~ , my >0 e my >~ guando M > e e
L L
< <
|P(nM,mM)| 2,2 )h 3%
M+ Ty
Logo,
|omy - nyl < L
M 2M
m
M

isto &,
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0
M L
Ll =

ou seja, a é de Liouville.

m . .
. ) 3 m-3 3 ]
TEOREMA 2. Seja P = ) =) (317)

a. ( a. e ¢ um o
. J 9 4 2
J=0

J

perador diferencial parcial a coeficientes constantes. Temos:
a) Se a_=a_ =0 entdo P nao é globalmente hipoelitico.

b) Se a #0 (ou a_ # 0) entao P se escreve COmo

o m
9 b 3 0
P = a (§§ - a, 5;) .. (5; - oy 5;)
3 0 a 3
o P = — - B, =) eii (— = B —
( ou an (ay 1 ax) (ay - ax) )

e P nao é globalmente hipoelitico se, e somente se,exis

te a; (ou existe Bi ) tal que a; €D (ou Bi.e D)

ou aj ( ou Bi) € R\ 0 e é& de Liouville.

DEMONSTRACAO:
B p T e ()™ (2
= b8 Uk * 3y :
J=1
Seja u = |cosx| € P} (IR2) \ P (]Rz) como 153 <m-1
) - 27 27 =J=
temos
39 ,m-j 9 .7 _
(%) - (550 lcosx| = 0 .
Logo
2
Pu =0 € P (IR™) .

2T



b)

temos:

Se a, # 0 entao

100

o o 0
P=ao(-5§—a1wé§)...('g‘§—am-5§).

Seja ay e€n ou o, € R\ § de Liouville.

Como

(%—ai%).(%- jaiy)= (%{--aj%)(%- aiaiy)

P=(%-ai%)...(—;—x-ul_1%).(% °‘i+13%"'

o (g s (e = % ge)

Existe u € Pé \ P tal que

( g% - oy %% Ju = g € P

Desse modo,

Pu= (o) (g moy g g ) (apmay ) oo
(%-am-é%)g - fep,
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Assim P nao € globalmente hipoelitico. Agora, se para

todo i =1,...,n tivéssemos a; €C R ou a; €ER D nao

) ) . . <
% " % 3y seria globalmente hipoeli

tico. Como a composigao de operadores globalmente hipoeliticos

de Liouville entido P, =

resulta num operador globalmente hipoelitico ( Teorema 3 da se

cao anterior ) teriamos
P = P1o...oPm

globalmente hipoelitico.

Em alguns dos exemplos que seguem usaremos o fato de que
se p € um primo entdo o = Yp €& um irracional ndc de Liouville,

pois, o € um nimero algébrico [ver: [3]1].

EXEMPLO 1 :
Seja o =vYp , p primo.

Como os operadores

2

3 3
Pi= %5 ~ 5y 3y

d

sdao globalmente hipoeliticos, temos que

2 2

P=P1OP2=(12-——82—'—3——2-
X oy
também o e.
EXEMPLO 2 :
2 2
Sejam P, = az JLE - iif ' az = p primo e P0= -1.
9xX oy
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2 2
_._32___32-1 nio é (GH) .
X Jdy

=
S
r’-
i
o
el
n
g
N

+
g
[
R

De fato, P(m,n) = n2 - qan - 1 =0 (equacao de Pell)

tem infinitas solugboes [ ver: [6] ]

.

Por exemplo, se a = V2

k E
k-j .2
n= I (;)37)2
j=o
J par
3j-1
k 231
k., k- 2
mk= 'z ( )3 J 2
J=1
j impar

Este exemplo ilustra o fato de que se a um operador glo
balmente hipoelitico de segunda ordem for adicionado um opera

dor de ordem zero, o resultado pode ser um operador nao regular.

EXEMPLO 3 :

2 2 ‘ |
. 2 9 d 2 _ . . 0
Sejam Py = 0" —5 - — o+ %" =p , primo P, =21 3y

Entao P = P, +P, nao & globalmente hipoelitico. De fato,

P(im,n) = - o"m" + n° - 2n = (n—1)2 - aZHP -1 = 0

tem infinitas solucoes.

No caso a = V2
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Assim, se adicionarmos a um operador globalmente hipoeli
tico de segunda ordem um operador de primeira ordem, o resultado

podera ser nao globalmente hipoelitico.

EXEMPLO 4 :

Seja Py um operador diferencial parcial linear a coefi

cientes constantes reais, homogéneo, de ordem par e GH .

9
Se P1= on.'-ax—+...+a ag. € IR

P .
] n 3x_ ! i r 3J=1,2, .. yn
n

entdao P = P_+P

N 1 é globalmente hipoelitico.

De fato, usando a condicao (LM) do Teorema 4 da secao

anterior, temos:

P(m) = PN(m) ¥i(a1m1+...+anmn)
lpm)| = /(Pgtm) )% + (aqmys.covam ) 2
L
> |potm)| 2 ———
N |m|2m

para |m| grande.
Logo, P €& globalmente hipoelitico.
Os dois exemplos gque seguem mostram como que a soma de ©O

peradores de ordem um podem afetar a nao hipoeliticidade global

de um certo operador diferencial parcial.
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EXEMPLO 5 :

Sejam P, = Jii e P, = -:iii
J 2 7 U2 1~ y

P, nao & globalmente hipoelitico, pois,

3 d 3
P2|cosy| = — |cosy1 = 0¢€ Py
X
e
|cos y|3 e Py \ Py .
2
. ) ]
Seja P =P, +P, = —m - 1 — .
2 1 3X2 Yy

Afirmacao: P nao € globalmente hipoelitico.

De fato,

L2
in“y '
c)cosnxe GPZN\P

o
"
ne-18

2n !
n

pois a seqiiéncia dos coeficientes da série parcial de Fourier

€ de crescimento lento e ndo decresce rapidamente.

s 2 in? v 2 in?
Pu=- ) n“cosnx e ¥ i J in° cosnx MY -
n=o n=o
=0 € P, .
EXEMPLO 6 :
32 3
Sejam P2=—-— e P1=0L-8—— ’ a e R* .
X Y

Entao, P = P, +P, € globalmente hipoelitico.

De fato,

P(m,n) = -m2 + ian
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|P(m,n)| = n?+a?n? 2 m?+0?n? 2 min{1,0?) | (m,n) |% .

O Exemplo 1 serviu para nos mostrar um operador hiperbSli
co que € globalmente hipoelitico. Os Exemplos 2 e 3 mostraram
que a adigao de operadores de ordem 0 e 1 , respectivamente,
ao-operador do Exemplo 1 pode resultar em um operador nac glo
balmente hipoelitico. Vejamos agora que se um operador & eliti
co isto n3do pode acontecer, i.é., qualquer operador elitico é
globalmente hipoelitico (guando somamos a um operador elitico
de ordem N um operador de ordem menor do que N o operador re

sultante sera, ainda, elitico) .

Seja P

Pm-+Pm_1 um operador diferencial parcial eliti

co, onde P_ & homogéneo de ordem m e P

n é de ordem no

m-1
maximo m-1 .

Como P & elitico temos que:

inf |Pm(g)| =c >0 ese ¢e€R'\ {0}

Também existe M > 0 tal que

|m-1

lp,_1 (&) ] = Mg se lel 21 .

Seja C =max{1,=

Assim, se |£| z C

lper] 2 |p 00| - o _ &) ] 2 e le™ - |p @] .
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Mas

= Ipm-1(£)| 2 —Mlglm-1 = - O .2& |€Im_1 5
cO m-1 CO m
2 - —2— . C Igl 2 _7 Igl

Logo, se IEI 2 C temos que

[\

C
ey ] 2 =2 g™ .
2
Assim, se L ez e |2]zcC entéo

C
lpy| 2 > [ef™

Logo, P & globalmente hipoelitico.

4. UM EXEMPLO DE OPERADOR DIFERENCIAL PARCIAL A COEFICIENTES

VARIAVEIS GLOBALMENTE HIPOELITICO

Sejam ¢ ,a € Pzﬂ(nu a valores reais tais que:

i) ¢(0) = 0

ii) ¢(x) =0 se X € [-T ,-%] U [=, T] .

N

Entao o operador P , dadoc por

2
Pu = —a—g-tbz(X)
X oy

2
97u + a(x)éE
2 3Y

€ globalmente hipbelitico.



onde

107

Tomemos as séries parciais de Fourier, com respeito a y ,

e f .
u= ) e.u e f(x,y) = | £ (x) &Y
nez * " nez &
]
un e Pz,n(lR) e £ € PZTT(IR) .

n

(k))n € de decrescimento rapido pa

Lembremos que f
re ! ( n ez

ra todo k € IN .

temos

sobre

onde

62 (t)

Agora,
Pw = ] [-ut(x)+ (n%6%(x) +ina(x) ) u (x)1e™Y -
nez
= 1 £ x) MY
ne z
Logo,

Lu = [-u;'l+ ( n? ¢2(X) + ina(x) )un(x)] =fn(x) .

Como o operador diferencial ordinario L é hipoelitico,

que u, € PZn(]R) .

Para provarmos que u € PZH(IRZ) , faremos estimativas
o crescimento de (u]) .

Escrevamos

X
un(x) = un(t) + J uh(s)ds ’
t

t€e[-6,8 e &§ >0 e tal que: se t € [-§,8] entao

[\
-
N
—
o
S—
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X
|un(x)|2 - Iun(t)|2 + | L ur'l(s)ds|2 + 2 Iun(t)l .

.

X X
| Jt u’ (s)ds | = 2|un(t)|2 + 2 IJ ul(s)ds |2 <
t

A

X
2|un(t)l2 + 2 (jt Iur'l(s)lds)2 < 2|un(t)|2 +

il
[ 2 2 w TI [} 2
+ 2 (J_ﬂ Iun(s)lds) < lun(t)l + 2 J-"ds J_nlun(s)| ds <

[i7aY

T
47 ( |un(t)l2 + J |u;l(s)|2ds)
-7

Integrando em t sobre [-§,8] temos:

8 m
26|un(x)|2 < 4m (J . |un(t)lzdt + 28 J lu;l(s)lzds) <

- -7

§ i
2 2 2 2
< 4m ( J lu_(t) € ¢° (t)at + 2 SJ u'(s)|{“ds) =
T s ''n | . luy (s) |
< a4 (=2 J" lu_(t) |2 62 (t)at « 2<SJTr lu'(s)[%as) s
$2(0) Jom T _m D

WA

T
cte j Clu (01 ]2 0% + Julter]?)
-T

Se chamarmos

;
1262(6) + [ul(0)|?) at )2

+

m
leally = ¢ Clogee

entao poderemos dizer que existe C > 0 tal que

Se multiplicamos a equagéi_o Lun = f por u. e integra

mos sobre [ -~-7,7m] obteremos:
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m m
" —_— 2 2 2
- J." u’ (x)U (x)dx + n J_ﬂ 07 (x) |u (x)[“ax +

m v
+ in J a(x) |u_(x)|® ax = J £ (x)T_(x)dx (%)
-1 T

Mas,

T m
- J u! (x) ur'x(X) dx =
-T -

it
J_“ ul (x)u_(x)dx = ur'i(x)ﬁ;(x)

K 2
= J lul (x) | ax
-7,

Assim, (*) se reescreve como:

2 . 2 i —
“un“¢ + 1in Lﬂ a(x) |un(X)| dx = J—ﬂ £ (x) u (x)dx

1
m -
Definamos ||g”2 = J |g(x)|2dx)2 e observemos que

-7

existe € > 0 tal que

T il
2 2
lsll2 = [ lewal?ax s cllgll> | ax = 21c |ql?
2 : ¢ m ¢

-1 -

Podemos escrever

i
1 e[ a0 ey (a2 -

4
a1 = fo, i ~

m
S Dl e an [ at0 pego0 Pax 12
LW T -
= | J-Tr fn(X)g(X)dX 12 < | J . lfn(x)‘zdx) ( J_'n lun(x)Ide)Z -

2 2 2 2 2
= Ilan2 “un||2 <c ||fn||2. ||un||(p para algum C > 0
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Logo, se u, 20 ,

logll, = cliggll, -

Estamos agora em condi¢des de mostrar que (u_ ) é de de

n
crescimento rapido.

Seja k € N entao

cte
lun(x)l £ cte Hun”¢ $ cte |Ifn”2 < m
Pois, como fn é de decrescimento rapido,
2 m 2 te i cte
e || =J £ (x)|° ax s = J dx = ————
nr2 -7 n (1 + |n|)2k - (1+|n|)2k

Mostremos agora que (uh) é de decrescimento rapido.

Seja v, = u

'
n

Entao,

Lv, (x) = -v'(x)+ (0 ¢ (x) +ina(x) ) v, (x) =

n

_u;"; (x) + (hz ¢2(x) + ina (x) )U;I(X) =

L -ul )+ (0% 9% (x) +inalx) ) u (x) 1 -

[ 2n2¢(x)¢'(x) +ina' (%) ] un(x) =

]

£2(x) - [20%6(x) ¢’ (x) +ina' (x) Tu (x) .

Mas,

| (2n°6(x) ¢’ (x) +ina’ (x) | lu (x)]| < C . n® .Iun(x)|
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2 = . - .
e como (n un) e (fﬁ) sao de decrescimento rapido, segue-se

que
g,{x) = £ (x) - [2n2¢>(x)¢' (x) +ina' (x) 1. u,(x)

também é de decrescimento réapido.

Logo, v, e tal que Lv, =9, onde g, € de decresci

mento rapido.

Portanto, usando o mesmo argumento que foi utilizado para

mostrar que u era de decrescimento rapido, concluimos que v,

decresce rapidamente.

Para mostrar que uék) é de decrescimento rapido procede

remos por indugao sobre k € IN .

LK)

n n entao

Notemos que, se v

+ B

Lv (x) = - u* () + (n? 4% (x) +ina(x) ) u® (x)

(S f-ur + (0% 6% (1) +inalx) v (0] -

k, ,d k-j, 2.2 » 4 ] -
_ jzo (j) (dx) (n© ¢“(x) +ina(x) ) (dx) un(X) =
- f(k)(x) ki1 ( k) (_é_ k-3 (n2¢2(x)+ina(x)) (jl)jll(X)=
- j=o 3 dx o on
= g, (x)

Se admitirmos que (é%)J u (x) & de decrescimento rapi

do para j=0,1,...,k=1 entao 9, também o sera.

Assim Lvn =9, +r 9y de decrescimento rapido.
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Usando as estimativas

v (x)| s cte “Vn“¢ < cte Hgnuz s cte (1+|nh7P

para cada p € N e todo n € N concluimos que uék) = v,

decresce rapidamente.
+oo : .
Logo, U(x,y) = ) u (x) ethY é de classe C

n= =

5. OUTROS EXEMPLOS

Nesta secao apresentaremos duas familias de operadores di

ferenciais parciais lineares, ambas indexadas em [0,1] , cujos

elementos saoc quase sempre globalmente hipoeliticos.

EXEMPLO 1 :

Considere a familia

) I
o’ 4 e10,1] onde Pa % aay

Ja sabemos que Pa € globalmente hipoelitico se, e somen

te se, o € [0,1] & irracional nao de Liouville.

Como o conjunto dos numeros de Liouville tem medida nula

[ ver: [8] ] concluimos que Pa € globalmente hipoelitico para

quase todo a .

EXEMPLO 2 :

Seja Q = 2 a D% ’ a € IR .
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Entao para quase todo a € [0,1] P=Q+a é globalmen

te hipoelitico.

Se (m,n) € Z* é tal que |o(m,n)| 2 2 entdo
IP(m,n)I = IQ(m,n) +al 2 |Q(m,n)l-—|a| 2 1 .

Seja

A={(mn) € Zz; [otm,n) | < 2} = {(mj,nj)e2z2 , j e IN}

onde

|m. + |n

]l | s Im'\]l + |n.

j+1 I

3 J+
Considere
k 1
fk(a) = z .

. 2 24,2
j=1 /TEA+Q(mj,nj)| (nj-rmj)

1

Para cada (mj,nj) € A a funcao gj(a) =

/la+Qm.,n.)|
| I Q(m;,n) |
e integravel em [0,1] , pois, se Q(mj,nj) ¢ [-1,0] ela é con
tinua e, caso contrario,

1

J da : Jb da
= lim +
(@] l/ la +Q(mj,n3)! b » —Q(mjlnj)- [e} /—-Q(mj,nj)-a

1
+ lim J da =
b ~» —Q(mj,nj)+ b »fa4-Q(mj,nj)

= 2 [/-Q(mj'nj) + 1+Q(mjrnj)]

Também, para todo Jj vale:

1
| J da | s 2(/{0m,n) + /[T +0m, 0]
o Yla+0Mms, n| 3 )
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Temos que

p 1
£.(a) 7 ] . 5

j=1 /'a-rQ(mj,nj)r (m§4+n§)
Pelo Teorema da Convergéncia Mondtona

1 ® 1
J ) 2 2.2 %"
o j=1 /Ia-fQ(mj,nj)| .(mj-fnj)
@ 1
. J da <
=1 "o /|a+Q(m.,n.)|‘ (m2.+n2.)2
3] J J
., 020 Jlr+Qlmyng) [+ v/ [Qmy,ng) | )
S 5= (m2+n2)2 )
J J
§2(‘/-3_+,/-2—)2__2_1__.2__.2_§2(/§+,/§) z 2——2—1—2——2—-<oo,
(mj+nj) {m,n) €Z< (m“+n<)
Pois,
., n. < ., n. < .

|Q(mJ,nJ)| 2 e |1+Q(mj,nj)] 3
Assim, para quase todo a € [0,1] a série
< 1
L
J=1

. 2
/Ta»+Q(mj,nj)] (m§-+n§)
é finita.

Logo, existe Ma > 0 tal que

1

\ 2 2,2
fTa-+Q(ﬁj,njf| (mji-nj)
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Ou seja,
IP(m.,n.)l = la+0Q(m.,n,)| 2 !
3] 373 M2(m?~+n2)4
a ] J
Seja L, = (max-{Mg ;1 })-1 . Entao, se (m,n) # (0,0)
|P(m,n)| 2 12 Lal(m,n)]-8 se (m,n) € A
lpmn| 2L |mn]|™® se  (mn ea
Logo,
-8 2
[P, | 2 L[ (mn) |77, % (m,n) € Z°\ {(0,0)}



APENDICE

Vimocs na secao 5 do Capitulo I que s

= s(z™;C) é isomor
fo a Pp = PT(HJH e que s' = s'(2";€C) é& isomorfo
a Pé = P%(Bf” .. Neste apéndice mostraremos que s €& homeo
morfo a Py bem como s' a P% .

Consideraremos em

S as semi-normas
k
p,(c) = sup_ (1 + |m|) |c |,
k me zo m
onde c¢ = (cm) € s e k=0,1,2,... .
s € metrizavel atravées da distancia
© p, (c-b)
dle,b) = J — k )
k=0 2™(1 +pk(c-b))
Em PT usaremos as semi-normas usuais
Pk(cb) = sup IDO‘d)(x)l .
x € RN
|oc| <k

Considere o isomorfismo algébrico p dado por

Ac) = ) c_e_ .
mez® T T
Seja (cj)j e W uma sequéncia em s , onde
c. = (c_ . tal que c. > 0 em s i.é., para cada
3 (Imﬁmezn' q j ' P
k € IN

pk(cj) + 0 quando

j+oo
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Sejam € >0 e k€ IN .

Assim, se |0L| £k
o o
|D A(cj)l = 1 moep g e, | =

< o 1 < k
mezzn [m%| lcm,jl < cte mezzn (1+ |m|) lcm,jl .

Porém, existe jo € W tal que se J 2 j entao

n+1+k
(1+ m]) lem, 51 8 Ppyqex fo5) < e .

Logo, para Jj 2 jo

a 1
|ID* A(c.)| S ctee. )
J mezn (1 + Iml)n+1

Portanto, Pk(A(cj)) + 0 quando j * = .,
Assim, A é continuo.

Mostremos agora que

Af1 : PT — s

o (cm(d>)) é continuo.

Seja (¢.) uma seqgiliéencia de P tal que ‘bj +~ 0 em

J
Para cada ao € w" temos
|m® cm(¢>j)| = | -1—n J ¢4 (x) m® ™™ gx | =
o, 1"
= ——1|-—— | J cbj(x) p% elWmxX ax | =
™ ulel g pyn
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o iwmx
-WIJ[OT]DD by(x) . e ax | s

A

—_— |p% ¢.(x) ] ax <
anlal [O'T]n J

A

o
w‘al sup |D ¢j(x)| .

Assim, se |al £k

(s mD)* Je (4] =

I o~ 5

k 2
( 2) |m| |cm(¢j)| =

£=0

k L1 [ B ' _
O T LA R R

"
" e~-1 %

g=0 % |8]=2
k k X B
= () = |[m°c_(6.)] <
220 |8lll L B! I e J
k k. 21 1 8
< () =L sup [DP¢.| + 0
2-2.-0 |3|z=z A TR J

gquando j > « ,

Logo, pk(A-1(¢j)) - 0 quando j » ® e, portanto, a~?

é continuo.

Antes de mostrarmos que s' ¢é homeomorfo a P; mostremos

gque s' ¢é homeomorfo a s* , o dual de s .

Considere a aplicacao
L : s' — s*

c +—— L(c)
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dada por <L(c),d> = meZzn Cm dm onde c = (cm) € s' e

d = (dm) € s .
L{(c) esta bem definido pois existe C > 0 e k €IN tais
que ‘le S C(1+ |m|)k . Também existe C' >0 tal que
' -k-n-1
la | < c' (1 +]m]) .

Logo, Icmdml < C.C'(1+|m|)_n"I .

E facil verificar que L & linear.

L. é sobrejetora pois, se f € s* considere cm=<f,ém>

_ 1 se m=j
e ¢ = (c onde €_ = (é_ . e e . = .
Cn) - m = ©n,3 “m, 3 0 se m=#j

Como f € s* , i.é., f : s > C & linear e continuo exis
te semi-norma Py de s tal que <f,d> | s C . pk(d) para

cC>0 para toda 4 € s .

Assim,

n
N
H
-
®
A\
1l

~ [k
$ c.pglep) =c.jseu§qn(1+|j|) .

Logo c € s' e

<L(c) ;,d> = z c_d_ = z <f,é_>dm = <f,d> .
mezt ™ M pezd m
L €& injetora pois, se c € s' e c = (cm) 2 0 entao
Cn * ¢ para algum m € z" . Assim,
<L(c) ,eé >=c¢c_=0 , ‘i.é., L(c) = 0 .

m m

Portantc, L € um isomorfismo entre s' e s* .
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l (B(£5) , ) | = | (mezzn <f5.8>ep,0) | =

-— n -
l mezzn £, 5 (e ©) | = % mezzn fn,5 Sml® | =

n
T qd(fj) =+ 0
quando j > «

Logo, Qe( ﬁ(fj)) + 0 quando j + « e, portanto,

continuo.

Mostremos que

onde, para cada d = (4 ) € s
'<§'1 (u) ,d> = 2 n cm(u)dm € continuo.
mez

. 1
Seja uj + 0 em PT .

Para cada d € s existe 6 e P tal que dm = cm(e)

T

Assim,

==1

B . = . =
ag (uj)) | meizn cm(uj)dm] _
-— n —
=T lmezzn Cm(uj) (6 ’em) | =
= % | ( meizncm(uj)em,e )y =1 w0 |-
= ﬂnge(uj) - 0 quando j o> oo

Logo, B~1 & continuo.

o
[p]
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