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Resumo

Neste trabalho, noés consideramos o seguinte problema de valor inicial para uma

equacao diferencial funcional retardada com impulsos

T=cf(t,xy), t#t
Ax(ty) = el (z(ty)), k=0,1,2,... (1)

Tty = Qb,

onde f estd definida em um aberto € de R x G~ ([—r,0],R") e assume valores em R",
e > 0 é um parametro pequeno e ¢ € G~ ([—r,0],R"), r > 0, onde G~ (|—r, 0], R") denota
o espago das fun¢oes de [—r, 0] em R™ que sao regradas e continuas a esquerda. Além disso,
tg < t; <...<tg <...sao momentos pré determinados de impulsos tais que k1—1>£?oo t, =
+00 e Ax(ty) = x(t]) — x(tx). Os operadores de impulso Iy, k = 0,1,... sdo fungoes
continuas de R” em R™. Consideramos, também, que para cada x € G~ ([—r, 00), R"),
t — f(t, z;) € uma fungao localmente Lebesgue integravel e sua integral indefinida satisfaz

uma condi¢ao do tipo Carathéodory. Além disso, f é lipschitziana na segunda variavel.

Definimos

1 /7
MWzM—/ﬂWWe]d hm—ZI
T=oo T i, T=oo T 0<t;<T
onde v € G~ ([—r,0],R™) e z € R", e consideremos a seguinte equagao diferencial funcional
autonoma "média"

9 = elfo (we) + Lo(y(1))]

2
yt0:¢' ( )

Entao, provamos que, sob certas condigoes, a solugao x(t) de (1) se aproxima da solugao

y(t) de (2) em tempo assintoticamente grande.
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Abstract

In this present work, we consider the following initial value problem for a retarded

functional differential equation with impulses

T=cf(t,xy), t#t
Al’(tk) = E]k<l’(tk))7 k= 0, 1,27 R (3)

Tty = Qb,

where f is defined in a open set Q2 C R x G~ ([—r,0],R"), r > 0, and takes values in R,
e > 0 is a small parameter and ¢ € G~ ([—r,0],R"), where G~ ([—r, 0], R") denotes the
space of regulated functions from [—r,0] to R™ which are left continuous. Furthermore,
tg <ty <...<tp<...are pre-assigned moments of impulse effects such that k1—1>r—§l:loo ty =
+00 and Az(t;) = z(t;) — x(tx). The impulse operators I, k = 0,1,..., are continuous
mappings from R” to R™. For each 2 € G~ ([—r,00),R"), t — f(t, x¢) is locally Lebesgue
integrable and its indefinite integral satisfies a Carathéodory-type condition. Moreover,

f is Lipschitzian with respect to the second variable. We define

1 T
fole) = Jim 7 | f(t o)t and Do) jlggo— > L
0<t;<T
where ¢ € G~ ([-r,0,R") and z € R", and we consider the "averaged" autonomous

functional dlfferentlal equation

{ g = lfo (90) + Doy ()] n

Yto = ¢

Then we prove that, under certain conditions, the solution z(t) of (3) approximates the

solution y(t) of (4) in an asymptotically large time interval.
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Introducao

Um problema classico que vem sendo estudado h& muito tempo é o problema dos trés
corpos em mecanica celeste. Este problema trata do movimento de dois planetas ao redor
de um grande sol e um parametro pequeno dado pela razao entre a massa de um dos

planetas e a massa do sol.

Se nao levarmos em consideracao a interacgao entre os planetas, entao a trajetoéria de
cada planeta pode ser descrita por uma elipse. Em nosso sistema solar, Jupiter e Saturno
possuem massa bem maior do que as dos outros planetas. No problema dos trés corpos,
considerando-se estes dois planetas e nosso sol, o parametro pequeno é da ordem 1073 a
10~*. Além disso, em nosso sistema solar, as excentricidades e as inclinacoes das orbitas
sao pequenas (da ordem de 1071).

Se levarmos em consideracao a interagao entre os planetas, entao o movimento dos
planetas podera ser muito mais complicado. Nesta situacao, o movimento dos planetas se
aproxima de uma Orbita eliptica e os parametros do movimento sofrem pequenas variagoes.
Tal sistema ¢é caracterizado por duas frequéncias que sao as frequéncias de rotagao de cada
planeta ao redor do sol. Assim, para tratar do problema dos trés corpos, desenvolveu-se
a teoria das perturbagoes.

O problema dos trés corpos foi estudado, por exemplo, em trabalhos do matematico,
fisico e filos6fo francés Henri Poincaré, onde a estabilidade do sistema foi analisada por
métodos da teoria das perturbagoes. A principal dificuldade na teoria das perturbagoes é
causada por pequenas frequéncias de ressonancia. O desaparecimento de uma frequéncia
num sistema com varias frequéncias (sistema multifrequéncia) é chamado de ressonancia,
ou seja, € a tendéncia de uma frequéncia de oscilar em maxima amplitude, também
chamada de frequéncia ressonante.

Além do problema classico dos trés corpos, a classe de problemas de ressonéancia inclui,
por exemplo, o problema de estabilidade do movimento de um satélite com respeito ao seu

centro de massa: deve-se assegurar movimentos ressonantes estaveis do giroscépio que fica



suspenso livremente. Estes sistemas ressonantes sao usualmente modelados por equagoes
diferenciais ordinarias com perturbagoes.

Outras aplicagoes nesta direcao podem ser encontradas em oscilagdes nao lineares,
controle de barulho, analise de estabilidade, teoria de bifurcacao, controle de vibragoes,
entre outras.

Comegando pelo matematico, astronomo e fisico alemao Johann Carl Friedrich Gauss,
diversos pesquisadores notaram que o lado direito das equagoes que modelam problemas
de mecénica celeste possuem termos que oscilam rapidamente e termos que variam de
forma mais lenta. Os termos que variam lentamente determinam a evolucao lenta dos
parametros do sistema. Por outro lado, os termos que oscilam rapidamente afetam muito
pouco o movimento e, portanto, podem ser omitidos. E o processo de se omitir os termos
que oscilam rapidamente no lado direito das equagoes é chamado método da média. Assim,
métodos da média ou "sistemas médios" tém sido aplicados em mecénica celeste ha muito
tempo para se omitir termos que oscilam rapidamente do lado direito de equagoes.

Justificativas para o uso de métodos da média ou "sistemas médios" para sistemas
nao lineares quaisquer foram apresentadas pela primeira vez nos trabalhos de N. N. Bo-
golyubov e A. Mitropolskii (veja [4]) e de N. N. Krylov e N. N. Bogolyubov (veja [17]),

quando a descri¢ao dos sistemas na forma usualmente conhecida foi introduzida:

T =eX (z,t)
z (0) = xo,

onde £ é um parametro pequeno e x e X sao vetores n-dimensionais.

Para o sistema (5), considera-se o seguinte "sistema médio"

g =eXo(y)

4 (0) = o, ©)

onde o lado direito da equagao (6) é obtido tomando-se uma média do lado direito do

sistema (5), ou seja,

T—oo 1’

Xo(x) hm—/Xt:c

E evidente que o sistema (6) ¢ muito mais simples do que o sistema inicial (5). Além
disso, (6) ¢ um sistema auténomo.
O primeiro resultado provado para esta teoria, conhecido como Principio da Média, diz

que as solugoes de (5) e (6) estardo proximas uma da outra em tempo assintoticamente
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grande (¢ € [0,£]), desde que o sistema (5) tenha uma solucdo e o lado direito de (5)
satisfaca uma condigcao de Lipschitz na segunda variavel. Fica claro, portanto, que o
objetivo do método da média ou Principio da Média é determinar condig¢oes sob quais a
solugao do sistema (5), que admite um paramtro pequeno, pode ser aproximada por uma
solugao de um sistema diferencial ordinario auténomo (como (6), por exemplo).

A teoria do método da média para equagoes diferenciais ordinarias (EDOs) esta bem
desenvolvida. A teoria do método da média para equagoes diferenciais funcionais (EDFs)
também tem sido desenvolvida em artigos relativamente recentes. Nos anos 60, por exem-
plo, autores como V. I. Foduck [8], A. Halanay [12|, J. K. Hale [14], G. N. Medvedev [24]
e V. M. Volosov [28] desenvolveram métodos da média para certas EDFs com parametro
pequeno, podendo estas serem aproximadas por EDOs auténomas.

A partir dos anos 70, passou-se a pensar que "sistemas médios" de EDFs com parametro
pequeno deveriam ser EDFs autéonomas em lugar da aproximacao classica por EDOs
autonomas. Desta forma, seria possivel manter a natureza infinito-dimensional do "sis-
tema médio", e como consequéncia, a aproximacgao do sistema inicial seria melhor. De
fato, isto pode ser verificado por simulagoes computacionais. Por exemplo, V. Strygin em
[27] e B. Lehman e S. P. Weibel em [22], consideraram os "sistemas médios" de EDFs com
parametro pequeno como sendo EDFs auténomas. Mais precisamente, eles consideraram
a EDF

T =cf (t,x)

2o = 6, (7)

onde £ > 0 é um parametro pequeno e x,(0) = x(t+6), para§ € [—r,0], comr > 0et > 0,
e a fungao inicial ¢ é um elemento do espago de Banach C = C([—r,0],R™) das fungdes
continuas de [—r, 0] em R™, munido da norma usual do supremo. Também considerou-se
que f é uma funcao continua de R x C em R"™ que é lipschitziana na segunda variavel e

que, para toda ¢ € C, o limite

T—o00 T

fole) hm—/ F(5, ¢)ds

Considerou-se, também, o seguinte "sistema médio"

v = efo (y1)

Yo = ¢ (8)

O Principio da Média para (7) e (8) consistiu, portanto, em estabelecer condigoes sob as

quais, para ¢ suficientemente pequeno, a solugao de (7) estard suficientemente proxima



da solugdo de (8) em tempo finito ¢ € [0, £].
Em [3], D. D. Bainov e S. D. Milusheva consideraram uma equagao diferencial funcional

do tipo neutro dada por

=X (toa(t), o(A(L 2(t), 2 (AL 2(1), t> 0.t £ 7(2),
: (9)

onde £ > 0 é um parametro pequeno, 7 > 0, t —r < A(t,z(t)) < t,t > 0 e ¢(t,e) €

D C R™ ¢é a fungao inicial definida em [—r,0]. Eles consideraram as superficies 7;(z) tais

que 7;(z) < Tip1(z), i = 1,2,..., e 7;(x) pertence ao semi-espago t > 0 para x € D e
i =1,2,.... Consideraram, também, os seguintes impulsos
ZEZ‘+ :xi_+alz-(a:i_), 1= 172,... (10)

que uma solucdo de (9) sofre quando ela encontra a superficie 7;, i = 1,2, . . ..

Suponhamos que os limites

existam e consideremos o seguinte "sistema médio" para (9)

g =:eXo(y)+el(y)

4 (0) = o, =

que é, na verdade, uma "EDO média" e nao uma "EDF média". Milusheva e Bainov
assumiram que X (¢, x,y,z) é continua em {t > 0,x,y € D,z € D; C R"}, que A(t,z) é
continua em {t > 0,z € D}, que ¢(t,¢) ¢ continuamente diferenciavel em {t € [—r,0],¢ €
(0, E]} e que os operadores de impulsos [;(z),i = 1,2,..., sdo continuos em D. Eles
também assumiram que as fungdes 7;(x), ¢ = 1,2,..., sdo duas vezes continuamente
diferenciaveis em D, e provaram que, sob determinadas condigoes, para cada pu > 0 e
L > 0, existem ¢y € (0, E], €0 = €o(n, L), tal que se 0 < ¢ < gg, entao ||z(t) —y(t)|]| <n
para t € [0,£], onde z ¢ solugdo de (9)-(10) e y ¢ solugao de (11).

Note que, quando A(t, z(t)) = z(t — o), para um o > 0 fixo, entao (9) é uma equagao

diferencial diferenca do tipo neutro.
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Nesta dissertagao, vamos considerar a seguinte EDF

T=cf (t,x), t#1t

| (12)
To = @,

onde £ > 0 é um paradmetro pequeno, a funcao inicial ¢ é regrada e continua a esquerda,
definida em [—7,0], com r > 0,  é uma fungao de [—r,4+00) em R", para cada solugao x
de (12), a fungdo t — f(t,z;) é localmente Lebesgue integréavel e sua integral indefinida
satisfaz uma condi¢ao do tipo Carathéodory. Além disso, f é lipschitziana na segunda
variavel.

Note que as condigoes sobre a integral indefinida e nao sobre a funcao f propriamente
dita, permitem que f tenha muitas descontinuidades como fun¢ao da primeira variavel e

até possa "comportar-se mal", contanto que sua integral indefinida seja "boa" o suficiente.

Também consideraremos os tempos de impulsos to < t; < ... < t, < ..., onde
khm t, = 00, e assumiremos que os operadores de impulso [j(x), K = 0,1,2,... sejam
—00

fungoes continuas de R™ em R™. Consideraremos (12) sujeita as condi¢oes de impulso

ou seja, assumimos que x é continua a esquerda.

O "sistema médio" relativo ao sistema (12)-(13) sera dado por

y = efo(y:) +elo(y)
Yo = ¢7

onde

fole) 71520?/ f(s,p)ds e Io(y)leilrolo Z Li(y).
0<t;<T

Neste trabalho, nés estabelecemos um resultado do tipo "Principio da Média" para a
EDF impulsiva (12)-(13). Este resultado é inédito e diz que, sob certas condigoes, dados
p>0elL >0, zt)—y®) < p, parat € [0, %], onde = ¢ solugdo de (12)-(13) e y ¢
solucdo de (14). Tal resultado esta descrito em nosso artigo [11].

A maneira pela qual obtivemos nosso resultado foi explorando o método da média de-
senvolvido por S. Schwabik para equagoes diferenciais ordinérias generalizadas (EDOGs)
[26]. Para isto, tivemos que adaptar toda a teoria de EDOGs feita por Schwabik para
funcgoes a valores em R™ para o caso em que as fun¢oes assumem valores em um espaco de

Banach X. Porém, nem todos os resultados foram adaptados facilmente. Em certo mo-



mento, tivemos que restringir o espago X ao espaco das fungoes regradas para obtermos
um resultado sobre dependéncia continua de solugoes de EDOGs com respeito aos valores
iniciais que foi fundamental para a obtencao do resultado principal deste trabalho final.
Esta restricao, entretanto, nao afetou nosso objetivo que era o de estabelecer um Principio
da Média para equagoes diferenciais funcionais retardadas com impulsos (EDFRIs), pois,
afinal, num contexto geral, as solu¢oes de EDFRIs sao mesmo funcoes regradas. E o con-
texto no qual trabalhamos trata exatamente deste tipo de solugao (de variagao limitada
e continua & esquerda).

E claro que outro fato fundamental que utilizamos neste trabalho é correspondéncia,
biunivoca que existe entre certa classe de EDFRIs e uma classe de EDOGs. Para isto,
utilizamos os resultados de M. Federson e S. Schwabik descritos em [7].

Um terceiro aspecto fundamental deste trabalho foi a adaptacao dos resultados de
[19]. Neste artigo, M. Lakrib estabeleceu um Principio da Média para EDFRs sem im-
pulsos através da teoria da Andlise Nao Standard. Neste sentido, tivemos que adaptar os
resultados de Lakrib usando somente a Anéalise Cléssica.

Todos os aspectos acima serao desenvolvidos neste trabalho de forma que o leitor
possa se ater a leitura desta dissertagao, com poucas incursoes para literaturas adicionais.
Apresentaremos as teorias basicas de EDOGs, de EDFRs, de EDIs e de EDFRIs que sao

os pilares do nosso trabalho.

Organizamos nossa exposicao da seguinte maneira: no Capitulo 1, apresentamos a
teoria de EDOGs, enunciando e demonstrando alguns resultados essenciais para o nosso
trabalho. No Capitulo 2, apresentamos as teorias fundamentais de EDFRs e EDIs. Apre-
sentamos, também, varios exemplos de sistemas de EDIs. Ainda neste capitulo, apresen-
tamos a teoria de EDFRIs, incluindo alguns resultados novos que fizemos. No Capitulo
3, apresentamos a relagao entre a teoria de EDOGs e a teoria de EDFRIs. Também
incluimos alguns resultados novos. Por fim, no tltimo capitulo, apresentamos um resul-
tado inédito sobre método da média para EDFRIs, que ¢é o resultado principal do nosso
trabalho. Ao longo deste tltimo capitulo, entretanto, também apresentamos versoes do
Principio da Média para EDOGs, EDIs (em particular, para EDOs) e para EDFRs. To-
das estas versoes também sao inéditas e generalizam, cada uma, os resultados existentes
correspondentes na literatura.

Convém mencionarmos aqui que nosso trabalho trata-se de uma justificativa para o
método da média para EDFRIs. Fica, portanto, para uma proxima etapa, o tratamento
de aplicacoes provenientes deste resultado. Tais aplicagoes podem incluir, por exemplo, o
estudo de solugoes periddicas e/ou o estudo de estabilidade para equagoes do tipo (12)-
(13).



Capitulo

1

Equacoes Diferenciais Ordinarias

(GGeneralizadas

Neste capitulo, iremos introduzir algumas definicoes basicas e alguns resultados im-
portantes sobre equagoes diferenciais ordinarias generalizadas (EDOGs) que serao uteis
ao longo deste trabalho.

Este capitulo esta dividido em quatro segoes. Na primeira delas, abordaremos a inte-
gral de Kurzweil, apresentando a definicao desta integral, suas propriedades fundamen-
tais e alguns resultados que serao importantes ao longo deste trabalho. Na segunda secao,
abordaremos as equagoes diferenciais ordinarias generalizadas (EDOGs), que sao definidas
a partir da integral de Kurzweil. Na terceira se¢ao, analisaremos a existéncia e a unicidade
de solugoes de EDOGs. Finalmente, abordaremos a dependéncia continua das solugoes
com respeito aos parametros iniciais para as EDOGs.

As principais referéncias para este capitulo sao [26], [7] e [1].

Quando considerarmos relevante, incluiremos as demonstragoes dos resultados apre-

sentados. Vamos evitar as demonstragoes excessivamente longas.

1.1 A Integral de Kurzweil

Seja [a,b] C R, —00 < a < b < +00, um intervalo dado.
Dado um par (7, J), diremos que .J é um intervalo marcado e T é a marca deste inter-
valo, se 7 € R for um ponto e J C R for um intervalo compacto. Seja A = {(7;, J;),j =

1,2,...,k} uma cole¢ao finita de intervalos marcados. Diremos que esta cole¢ao é um
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sistema em [a,b], se 7; € J; C [a,b] para todo j = 1,2,...,k e IntJ;(\IntJ; = () para
j # i, onde IntJ denota o interior de um intervalo J.

Diremos que um sistema A = {(7;,J;),7 = 1,2,...,k} é uma particio de [a, b], se

U Jj = [Cl,b].

Chamaremos uma fungao positiva 0 : [a,b] — (0,+00) de calibre em [a,b]. Assim
sendo, dado um calibre ¢ em |[a, b], diremos que um intervalo marcado (7, J) com 7 € [a, b]
¢ d-fino, se J C (1 — (1), 7+ 0(7)).

Um sistema (em particular, uma particio) A = {(75,J;),j = 1,2,..., k} sera dito
d-fino, se o intervalo marcado (7, J;) for o-fino para todo j =1,2,... k.

Sejam X um espago de Banach e U : [a,b] X [a,b] — X uma fungao de duas variaveis

7,t € [a,b]. Usaremos a notagao

M»

Ul(rj, aj) = U(7y, 1)
]:1

para denotar a soma de Riemman correspondente & funcao U e a particao D.

O primeiro resultado que apresentamos diz que, para cada calibre 0 de [a, b], sempre
¢ possivel obter uma parti¢ao o-fina de [a, b]. Este resultado é conhecido como Lema de

Cousin e é importante para a defini¢ao da integral que apresentaremos na sequéncia.

Lema 1.1 (Lema de Cousin - [26], Lema 1.4). Dado um calibre § em [a,b], eziste uma

parti¢ao 0-fina D = {ag, 11,00, . . ., 1, Tk, i} de [a, b].

A definigao de integral que apresentamos agora é devida ao matematico tcheco Jaroslav

Kurzweil que generalizou a integral de Perron em seu artigo de 1957 ([18]).

Defini¢ao 1.2. Diremos que U : [a,b] X [a,b] — X € uma fun¢ao Kurzweil integravel
sobre o intervalo [a, b], se existir um unico elemento I € X tal que para todo € > 0, existe

um calibre 6 em [a, b] tal que
1S, D) = Il = | Z (75, 05) = Ulmj,a5-0)] = I|| <€

para toda particao d-fina

D = {(Tj7 [O‘j—ho‘j])vj =1,.. 'ak} = {aOaTlaalv .- '7Tkaak}
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de |a, b].

Na defini¢ao acima, chamaremos I de integral de Kurzweil de U sobre o intervalo [a, b]
e denotaremos esta integral por fab DU(t,1).

Se fab DU (r,t) existir, entao definiremos fab DU(r,t) = — [, DU(r,t) e quando a = b,
definiremos [* DU(7,t) = 0.

Observacao 1.3. Note que, na Defini¢aio 1.2, gra¢as ao Lema de Cousin (Lema 1.1)
a condi¢ao de que, dado um calibre 0, sempre existe uma particao d-fina do intervalo,
de fato estd satisfeita (ela poderia estar satisfeita por vacuidade). Note, também, que
a integral de Riemann-Stieltjes é claramente um caso particular de integral de Kurzweil
quando U(T1,t) = f(7)g(t). Em particular, fun¢oes Riemann integrdveis sao integraveis no

sentido de Kurzweil.

Denotaremos por K([a,b], X) o conjunto de todas as fungoes U : [a,b] X [a,b] — X

que s@o integraveis no intervalo [a, b], no sentido de Kurzweil.

A seguir, vamos enunciar e provar alguns teoremas que tratam de algumas propriedades

fundamentais desta integral e que serao bastante utilizadas ao longo do nosso trabalho.

O primeiro teorema que apresentamos nos diz que a integral e Kurzweil é linear.

Teorema 1.4 (Linearidade - [26], Teorema 1.9). Se U,V € K([a,b], X) e c1,c2 € R, entdo
01U+CQV S K([Cl,b],X) €

/Dq (1,t) + oV (7, 1)] /DUTt+CQ/DV7't

Prova: Sejam ¢y, co € R constantes e D uma parti¢ao arbitraria
D = {ap, 71,00, .., 1, Tk, O }

de [a,b] e sejam S(U, D) e S(V, D) respectivamente as somas de Riemann das fungoes

U,V :la,b] X [a,b] — X. Entdo temos a seguinte igualdade

S(e U + ¢V, D) = Z[(QU + V) (15, 05) — (U + V) (75, 051)] =
Z )75, 05) + (2V)(75, ;) = (U)(75, 1) — (e2V)(75, 1)) =

k
:Z aU)(7), ;) = (aU)(75, aj-1) +Z [(c2V)(75, 5) = (e2V)(75, 1) =
7j=1

j=1
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= 015<U, D) + CQS<V7 D>7
donde segue imediatamente o resultado. [ |

A seguir, apresentamos o Critério de Cauchy para a integral de Kurzweil. Este critério

serd fundamental na demonstracao do resultado seguinte.

Teorema 1.5 (Critério de Cauchy - [26], Teorema 1.7). A fungao U : [a,b] X [a,b] — X
serd integrdvel sobre |a,b] se, e somente se, para todo & > 0, existir um calibre 6 em [a, b]

tal que
|1S(U, D1) — S(U, Ds)|| < €

para quaisquer particoes o-finas Dy, Dy de |a,b], onde
k
S(U,D) = [U(rj,a5) = Ulrj, 1))
j=1

¢ a soma de Riemann correspondente a U e a particio D = {cg, 71, 1, .« .y 1, Tk, Qg }

de [a,b].

Prova: Para cada calibre § de [a, b], definimos

Z ={S(U,D); D ¢éuma parti¢ao d-fina de [a,b]}.
5

Pela defini¢cao acima, fica evidente que
51 < 52 - Z C Z
01 O2
Além disso, se ¢ for um calibre correspondente ao € > 0 do enunciado do teorema, entao

dz’amz <e. (1.1)
5

Tomemos, entao, uma sequéncia &, — 0 e calibres correspondentes d,,, as quais podemos

supor que satisfazem 9,11 < ¢,. Portanto os ) formam uma sequéncia decrescente de

on
conjuntos em X com diam » , — 0. Como X é completo, entao existe um e s6 um I € X
On
que é aderente a todos os » . Desta forma, temos f; f(t)dt = I. De fato, pois dado £ > 0,
on

tomando €, < € e o calibre correspondente 9,, escolhido acima, entdao para toda particao

dp-fina D de [a,b], temos S(U, D) € >_ e, portanto, por (1.1), vale ||S(U, D) —1|| <&, <€
on

e temos o resultado desejado. [ |
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O teorema a seguir trata da integrabilidade em subintervalos de [a, b].

Teorema 1.6 ([26], Teorema 1.10). Se U € K([a,b], X), entao para todo [c,d] C [a,b]
teremos U € K([c,d], X).

Prova: Suponhamos que £ > 0 seja dado. Pelo Critério de Cauchy (Teorema 1.5)

para a existéncia da integral fab DU(r,t), existe um calibre § em [a, b] tal que
|1S(U, D1) — S(U, Ds)|| < (1.2)

para quaisquer parti¢oes d-fina Dy e Dy de [a, b].
Agora, tomemos 171 e 52 partigdes d-finas arbitrarias de [c,d] e suponhamos que
a < c¢< d <b Sejam Dy uma partigao o-fina de [a,c] e Dr uma partigdo d-fina de

[d,b]. Estas partigoes existem pelo Lema de Cousin (Lema 1.1). Assim, se

Dy ={ag, 11,01, ..., 1, Th, O},
L _L L L _L L
DLI{Oéo yT1 5,01 .., 001, T, Oy }7
R _R _ R R _R _ R
DR:{QO yT1 ,00 ., 01, T, O }7
entdo o’ =a, ' =c=ap, a, =d =y e o, = b.

Vamos unir as parti¢oes Dy, Dy, Dg para criar uma particao Dy de [a, b]. Temos
L _L L L _L R R R _R R
Dlz{UZO ,T1 ,00 ..., Q-1 , T ,Qp,T1, Q1. ., Qp—1, Tk, A, T1 Q1 .., Qe T, Qi }

Entao evidentemente D; serd uma partigao de [a, b] e serd d-fina, pois as partigoes Dy,
171, Dp sao d-finas.

Similarmente, unindo as partigoes DL,EQ,DR, obtemos uma particao J-fina Dy de
[a, b]. Dai, por (1.2), temos

IS(U, Dy) — S(U, Dy)|| = |S(U, Dy) — S(U, D)|| < e,

pois os termos na soma S(U, D1) — S(U, D2) que correspondem as partes comuns de Dy,
e Dy aparecem em cada uma das particoes Dy e Dy e, portanto, cancelam-se.
Portanto, pelo Critério de Cauchy (Teorema 1.5), a integral fcd DU(t,t) existe pois as

particdes Dy, Dy sio particoes arbitrarias 6-finas de e, d]. |

O teorema acima é uma generalizagdo do Teorema 1.10 encontrado em [26], onde se

fez o caso X = R".
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O teorema abaixo é uma generalizagao do Teorema 1.11 encontrado em [26] e trata da

aditividade da integral.

Teorema 1.7 (Aditividade - [26], Teorema 1.11). Se ¢ € (a,b) e U : [a,b] X [a,b] — X
forem tais que U € K([a,c],X) e U € K([c,b], X), entao U € K([a,b], X) e

/a DU 1) = | / DU 1) + | /C'b DU(r 1),

Prova: Seja ¢ > 0 dado. Sejam I, = [ DU(r,t) e I = fcb DU(r,t). Como U €
K([a,c], X), entao existe um calibre d; em [a, ¢] tal que para toda parti¢ao d;-fina DY de
[a, c], temos

1S(U,D") — I || < e.

Analogamente, como U € K(]c, b, X), entdo existe um calibre 0x em [c, d] tal que para
toda partigao dz-fina D® de [c, b], temos
|S(U, D) — Il < e.

Vamos definir um calibre auxiliar ¢ de [a, b] da seguinte forma:

o (1), para T € [a,c)

0 (1) =< min{d; (c),dr(c)}, para T=c
dr (1), para 7 € (c,d]

Assim, escolhemos um calibre 0 : [a, b] — (0, +00) de modo que

§(7) <min{é (1), | —¢c|}, seT #c,

5(c) = d(c).

Suponhamos que D = {ag, 71,04, ...,Q, 1, Tk, } seja uma partigdo J-fina de [a, b].
Entao existe um indice m tal que ¢ € [ay,_1, @y,). Suponhamos, por contradigao, que
Tm 7 c. Entao vale

[T — | < 0(Tim) < |Tm — €|,

pois pela definicao de particao d-fina [, 1, m] C (T — 0(Tim), Tm + 0(T)) € ¢ €
[Qm—1, ], € também §(7) < |7 — ¢| para todo 7 # c¢. Assim, temos uma contradigao.

Logo 7, = c.
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Pela definicao de soma de Riemann, também temos a seguinte igualdade

k -1

S(U,D) =Y [U(rj.05) = Ulry,a5-0)] = Y _[U(5,05) = Um0+

Jj=1 J=1

3

Jj=m+1l
m—1 k
= U (r,05) = U(rjo05 )]+ U(e,am) =Ule,am 1)+ Y [U(75,05) = Ul a51)] =
=1 j=m+1
m—1
= [U(rj,aj) = Ul(rj,j-1)] + Ulc,e) — Ule, m-1) + Ule, o) — Ule, ¢)+
=1
k
+ Y [U(r,05) = Ulry,05-1)] = S(U, D") + S(U, D",
j=m+1
onde DY = {ap, 71,1, ..., a1, TE = ¢,a = ¢} é uma partigao d-fina de [a,c] e DE =
{af | =c i =c an,...,an 1,7k ap} € uma particio d-fina de [c, b].

Devido & escolha do calibre §, DY também é uma partigao dz-fina de [a, c] e D® ¢ uma
partigdo dg-fina de [c, b]. Portanto, para uma partigao d-fina D de [a, b], temos a seguinte
relagao

IS(U, D) — I, — Ig|| = [|S(U, D*) + S(U, D¥) — I — Ig|| <

< |[[S(U, D) = 1|l + |S(U, Dr) — Ig| < 2.

Pela definigao, isto implica a existéncia da integral fab DU(t,t) e também a seguinte

igualdade
b c b
/ DU(r, 1) = / DU(r, 1) + / DU(r1).
Portanto, temos o resultado desejado. [ |

Pelos teoremas acima, percebemos que muitas propriedades das integrais de Lebesgue
e de Riemann também valem para a integral de Kurzweil.

O resultado que enunciaremos abaixo é conhecido como Lema de Saks-Henstock e é
devido ao polonés Stanislaw Saks e ao inglés Ralph Henstock, ambos matematicos. O
Lema de Saks-Henstock diz que a integral em "partes" de [a,b] corresponde & soma de
Riemann relativamente a estas "partes" de [a,b] para os mesmos valores de € e § da

defini¢ao de integral sobre todo intervalo [a, b].

Lema 1.8 (Saks-Henstock - [26], Lema 1.13). Seja U : [a, b] X [a,b] — X integrdvel sobre
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[a,b]. Dado e >0, seja § uma fun¢ao calibre em |a, b tal que

k b
> U(r5,05) = Ul a5-1)] —/ DU(r,t) (1.3)
para toda particao 6-fina D = {(7;, [oyj—1,¢4]),7 =1,2,...,k} de [a,b]. Se
a< <6 <M< <Ll <0< < m <D
representar um sistema d-fino {(&;, [85,74]),7 =1,2,...,m}, isto €,
5]' € [ﬂj77j] C (SJ - 5(53')’5]' + 5(5]))7 j = 17 27 s, M,
entao teremos
Y |UE.8) - U&,7) — | DU(r 1) (1.4)
j=1 B
Prova: Por hipétese, 5; < v; para j = 1,2,...,m. Mas podemos supor, sem perda
de generalidade, que 3; < «; paratodo j =1,2,...,m
Denotemos 79 =a € Gni1 = b .
Se v; < Bj41 para algum j = 0,1,...,m, entao a existéncia da integral fab DU (r,t)

junto com o Teorema 1.6 vao implicar a existéncia da integral ff 1 DU(7,t). Deste fato
J

segue que, dado n > 0, existe um calibre §; em [v;, 5;11] tal que d;(7) < d(7) para

T € [v;, Bj+1) e para toda partigao d;-fina D7 de [v;, 3;41], temos a desigualdade

) Bj+1 n
Isw.p) - [ DUl < (1.5)
i ’

Se ; = (41, entdo, pela relagao acima, teremos S(U, D?) = 0.

Como U D'U{(&;,185,7]),5 = 1,2, ..., m} é uma partigao d-fina de [a, b] e a expressao
=0

Z (&) — U 87)] + Z S(U, D7)
7j=1 Jj=1

representa sua soma de Riemann, entao, por (1.3), vale

m

D10(6:) = U6 )] + 3 50 D) - | put
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Observe que vale / DU (r,t) Z

DU T, 1) —I—Z/ . Portanto,

> 106 5) U ) - / " DU(r )

m /6]+1 b
Z &.5,) — U(&.7) +Z/ T,t)—/ DU(r, 1)

< |0 5 - Ui - [ DU+ 38000
+ Xm: S(U, D7) Z/ﬁm
< S W3 - Ui - [ DU+ Sw. D)

Bji+1
S(U, D7) / DU(,t) =c+0,

Vi

n
< 1)————
e+ (m+ )m+1

=0
e, como esta desigualdade acontece para todo n > 0, entdo a desigualdade (1.4) esta

satisfeita e o lema esté provado. [ |

O proéximo teorema trata da extensao de Cauchy para a integral de Kurzweil.

Grosseiramente falando, a extensao de Cauchy de uma integral trata de estendé-la
por integrais que conhecemos como "impréprias" nos casos da integral de Riemann e da
integral de Lebesgue. No caso da integral de Kurzweil, as extensoes de Cauchy também
sao integrais de Kurzweil e, portanto, nao hé "integrais improprias", pois as integrais de

Kurzweil contém suas extensoes de Cauchy. E é isto que o teorema seguinte nos diz.

Teorema 1.9 (Extensdo de Cauchy - [26], Teorema 1.14). Se U : [a,b] X [a,b] — X for

uma fungao tal que para todo ¢ € |a,b), U for integrdvel em [a,c] e o limite
lirgl [/ DU(r,t) = U(b,c) +U(b,b)| =1 € X

existir, entdo a fungao U serd integrdvel em |a,b] e teremos

/a ’ DU(r,t) =
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Similarmente, se a funcao U for integravel em [c,b] para todo ¢ € (a,b] e o limite

lim [/cbDU(T,t)+U(a,c)—U(a,a) =leX

c—a+

existir, entao a fung¢ao U serd integrdvel sobre [a,b] e teremos

/abDU(T, N=T.

Prova: Demonstraremos apenas a primeira parte deste teorema, ja que a segunda
parte segue analogamente.

Suponhamos que € > 0 seja dado. Pela relagao

c—b—

lim [/ DU(t1,t) = U(b,c) +U(b,b)| =1 € X,
podemos encontrar um B € [a, b) tal que, para todo ¢ € [B,b), vale a desigualdade
H / DU(r,t) — U(b, c) + Ub,b) — I|| < =.

Suponhamos que a = ¢y < ¢; < ... seja uma sequéncia crescente (c,)>2; de pontos
¢ € [a,b) tal que ILIEO ¢, = b. Por hipotese, U ¢ integréavel em [a, ¢,| para todop = 1,2, ...
e, portanto, para Zjcodo p=1,2,..., existe um calibre ¢, : [a, ;] — (0,+00) tal que para
toda parti¢ao d,-fina DP de [a, ¢,], temos

HS(U, D) —/ DU (7, t) p=1.2, ... (1.6)

€
RSTEER

Por outro lado, para todo 7 € [a, b), existe exatamente um p(7) = 1,2, ... para o qual
T € [Cp(r)-1, Cp(r))- Entdo dado 7 € [a,b), vamos escolher 6(7) > 0 tal que 6(7) < &) (7)
e (1—=0(1),7+8)N[a,b) C [a,cpr))-

Suponhamos que ¢ € [a,b) seja dado e que
D= {01077'17 A1y ee e, Op—2, Tk—1, Oék—1}

seja uma partigio d-fina de [a, c]. Se p(7;) = p, entdo [a; 1, ;] C (15— o(7;), 75 +0(75)) C

[a, ¢,] e também [ 1, ;] C (5 — 0,(75), 75 + 6p(75)).
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Seja

T
I

[U(7j,c5) = U(7j,j-1) —/%j DU(r,t)]

J=Lp(m;)=p
a soma dos termos para a qual as marcas T; satisfazem a relacao T € [cp_l, cp) na soma

correspondente "total"

E

-1

[U(Tja%)—U(Tja%—l)—/%j DU(7,t)].

=1

<
Il

Pela relagao (1.6) e pelo Lema de Saks-Henstock (Lema 1.8), obtemos

k-1 o
J £
I Y Uea)-Ulam) = [ DUEA < oo
3=1,p(75)=p -t
Assim
k—1 C
|y [U(7),a5) = U(7j, 05-1)] — / DU(r,t)|| =
=1 Ja
k-1 o
= > [U(r,a5) = U5, 05-1) — DU(r,t)]|| <
j=1 Jaja

<Y Wa)-Ulna - [ DUEHI<Y oo ==

p=1 j=l,p(7;)=p
Agora, definiremos um calibre § no intervalo [a,b] da maneira seguinte. Para 7 €
[a,b), tomemos 0 < §(7) < min{b — 7,6(7)} tal que 0 < 6(b) < b — B. Entdo, se D =
{ao, 71,00, ..., Qp_1, Tk, o} for uma partigdo o-fina de [a,b], pela escolha do calibre 0,

teremos 7, = ax = b e a1 € (B,b). Usando a desigualdade
H / DU(r,t) — U(b, ¢) + Ub,b) — I|| < =,

obtemos a seguinte relagao

N

IS, D) = 1If| = | : (U5, 05) = Uy, 0] + U7, an) = Ui, ag) = 1] <

J=1

N

-1

IA

U0 - U] = [ DUGo)+

1

.
I
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+|| —U(b,oy—1) + U(b,b) — I|| <

Qg1
<e+||2 (73:0) = Ulrpa] = [ DU

Como ap_; < be D = {ag,7,01,...,0_2,Tho1,x_1} é uma particio o-fina de
[a, 1], 0 segundo termo do lado direito da ultima desigualdade pode ser estimado por

g, como foi mostrado anteriormente. Desta forma, obtemos
1S(U, D) = I < 2¢

e esta desigualdade implica a existéncia da integral fab DU(r,t) bem como a igualdade
[P DU(r,t) = 1.

Para a prova da outra parte do teorema, basta usarmos um raciocinio analogo. [ |

Se U : [a,b] X [a,b] — X for integravel, nao é verdade que sua integral indefinida
fas DU(7,t), s € [a,b], sera sempre continua. O teorema a seguir descreve como sera esta

integral indefinida.

Teorema 1.10 (|26], Teorema 1.16). Sejam U : [a,b] X [a,b] — X uwma fun¢ao integrdvel
em [a,b] e ¢ € [a,b]. Entao

lim{/asDU(T,t)— Ule,s) +Ucc} /DUTt (1.7)

S—cC

Prova: Seja ¢ > 0 dado. Como U ¢é integravel em [a,b], entdo existe uma fungao

calibre ¢ em [a, b] tal que a desigualdade

k

Z (15, 05) = Ul7j, 5-1)] = 1

|1S(U,D) — 1| = <€

vale para toda partigao d-fina D = {(7;, [j_1,4]),j = 1,2,...,k} de [a, b].
Seja ¢ € [a,b] arbitrario. Se s € (¢ — d(c),c+ d(c)) N [a,b], entdo, pelo Lema de
Saks-Henstock (Lema 1.8), teremos

HU((‘S (¢, c) /DUTtH

Portanto,

/:DU(T,t)—U(c7s)+U(c7c)—/aCDU(T,t)H
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donde segue o resultado. [ |

<€,

/SDU(T,t)—U(C,S)—I—U(C,C)

Vale ressaltar que, nas condi¢oes enunciadas acima, também vale o seguinte resultado

anéalogo

b b
lim [ / DU(rt) — Ule, ) + Ulc, c)] _ / DU(r, 1),
S—cC s c
cuja demonstracao também ¢é similar & demonstracao anterior.

Para a integral de Kurzweil, também temos um teorema de mudanga de variavel que
enunciaremos abaixo. Este teorema serd de grande importancia em nosso trabalho. Um
caso particular deste teorema pode ser encontrado em [26], Teorema 1.18, para fungoes a

valores em R™.

Teorema 1.11 (Mudanga de variavel - [26], Teorema 1.18). Suponhamos que —o0 < ¢ <
d < 400 e que ¢ : [c,d] — R seja uma fungao continua estritamente mondtona em [c, d].

Seja U : [p(c), p(d)] x [p(c), p(d)] — X uma fun¢ao dada. Se uma das integrais

@(d) d
DU (1) / DU(p(0), ¢(s))

e(c)
existir, entao a outra também existird e teremos a igualdade

o(d)

d
DU(rt) = [ DU(0). (5).
¢(c) c

Omitiremos a demonstragao do teorema acima, pois ela é muito extensa e é comple-
tamente analoga & demonstragao do Teorema 1.18 encontrado em [26].

Vale observar que o teorema acima também seré vélido quando a funcao ¢ for apenas
continua e monotona, ou seja, nao-decrescente ou nao-crescente, nao havendo necessidade
de ser estritamente mondtona.

Assim como podemos integrar por partes a integral de Riemman, também podemos
integrar por partes a integral de Kurzweil, sendo esta mais uma ferramenta desta integral.
A seguir, apresentamos um resultado a este respeito, que é uma generalizacao para fungoes

a valores em espago de Banach do Teorema 1.21 encontrado em [26].

Teorema 1.12 (Integragao por partes - [26], Teorema 1.21). Seja U : [a,b] x [a,b] — X
uma fungao dada. Consideremos U*(7,t) = U(t,7) e V(t,7) =U(r,7)=U(1,t)=U(t, 7)+
U(t,t). Se duas das integrais fab DU(t,t), fab DU*(1,t) e fab DV (1,t) existirem, entdo a
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terceira também existird e teremos a igualdade

/ab DU(r,t) + /ab DU*(r,t) = U(b,b) — U(a,a) — /ab DV (7, 1).

Omitiremos, também, a demonstracao deste teorema, pois ela é muito extensa e é
completamente analoga a demonstragdo do Teorema 1.21 encontrado em [26].
O teorema abaixo é uma generalizagao do Teorema 1.35 encontrado em [26]. Incluire-

mos sua demonstragao aqui.

Teorema 1.13 (|26], Teorema 1.35). Seja U : [a,b] X [a,b] — X wma fungao integrdvel.

Se V :[a,b] x [a,b] — R for integrdvel e se existir uma fungdo calibre 0 em [a,b] tal que
[t =7l[|U(r ) = U(7,7)[| < (t = 7)[V(7,) = V(7,7)]

para todo t € (1 — 6(7), 7+ 0(7)), entdo teremos a desigualdade

/abDU(T,t)H < /abDV(T,t).

Prova: Seja ¢ > 0 dado. Como as integrais

/a ’ DU(t,t) e / ’ DV (1)

existem, existe uma fungao calibre § em [a, b] com d(s) < 0(s) para s € [a, b] tal que para

toda particao d-fina D = {(7;, [aj_1,04]),5 = 1,2,...,k} de [a, b], valem as desigualdades

1305 a) = Ulrap)) = | DU 0] <= (18)

k
Jj=

V(7 05) — V(s a51)] / DV(r.1)| < e. (1.9)

1

Por hipotese, para cada i = 1,2, ..., k, temos
(i = T)[U (73, 00) = U(mi, )| < (o — 1) [V (73, 00) = V (73, 73)]-
j& que «y; > 7;. Portanto,

||U(Ti7ai) — U(Tsz)H S V(TZ’,OZZ') — V(Ti,Ti), 1= ]_, 2, ey k
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Analogamente,
WU (Ti, ;1) = U(mism)|| < V(mgy ) = Vim, 1), 1=1,2,... k.
Desta forma, para cada i = 1,2, ..., k, temos
[U(7i, ) = U(mi, i) | < U (73, 00) = Ui, i) | + [|U (73, 73) — U7, cia )|

<V(m,o)—=V(r, 1)+ V(r,n) —V(t,a) =V(n,a) =V, ai-q).

‘ / bDU(T,t)

Por (1.8) e (1.9), obtemos

IN

k b k
< DU (5, 05) = Ulrj5-0)] - / DU(r 0|+ | YU (. 05) = Ul a5)]|| <

j=1 @ j=1

k b b

<e+ Y Va5 = Vimga;1)] —/ DV (r.1) +/ DV(r 1) <
j=1 a a
b
< 2£+/ DV (1,t).
Dai, como ¢ é arbitrario, temos o resultado desejado. [ |

1.2 Nocoes basicas de EDOGs

Dado um ¢ > 0, seja O = B, = {x € X; ||z| < c¢}. Seja, também, (a,b) C R um
intervalo aberto com —oo < a < b < co. Vamos considerar o conjunto §2 = O x (a, b).

Seja G : Q — X uma funcdo a valores em X definida para (z,t) € Q, onde x € X
et € R. Lembramos o leitor que estamos considerando X como sendo um espaco de

Banach.

Definicao 1.14. Uma fungao x : [, 3] — X serd dita uma solugao da equagao diferencial

ordindria generalizada

dx

no intervalo [, 5] C R, se (z(t),t) € Q para todo t € [a, (] e se a igualdade

5(52) — w(s1) = / DG (a(r).4) (1.11)

1
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acontecer para todo s, sy € [a, (.

A integral do lado direito da igualdade (1.11) deve ser entendida como sendo a integral
de Kurzweil definida anteriormente.

E importante perceber que a notacdo mencionada em (1.10) é apenas simbolica. A
letra D indica que (1.10) é uma equacao diferencial generalizada, definida acima. E
importante ressaltar que mesmo usando o simbolo d—f_ na igualdade acima, nao significa
necessariamente que a solugao tenha uma derivada.

Alternativamente, podemos usar a seguinte definicao para um problema de valor inicial

no sentido generalizado.

Defini¢ao 1.15. Uma funcdo z : [, 5] — X serd uma solug¢io da equagao diferencial
generalizada (1.10) com condi¢ao inicial x(to) = zo no intervalo o, 5] C R, se tg € |ov, J],
(x(t),t) € Q para todo t € |a, (] e se a igualdade

x(v) — 29 = /tv DG(xz(1),t)

acontecer para todo v € [ay, f3].

Proposigao 1.16 (|26], Proposi¢ao 3.5). Se uma fungao x : [o, 5] — X for uma solugao
da equagao diferencial ordindria generalizada (1.10) em [«, (], entao para todo 7 € |a, (]

fizado, a igualdade .
x(s) = x(vy) + / DG(x(1),t), s € |a,f] (1.12)

estard satisfeita. Se uma fun¢ao x : [a, ] — X satisfizer a equagao integral (1.12) para
algum ~y € [a, (], entdo x serd uma solugao da equagao diferencial ordindria generalizada

(1.10).

Prova: A primeira parte do teorema segue diretamente da definicao de solugao de
uma equagao diferencial generalizada dada acima, tomando-se s; = v e s5 = s.
Por outro lado, se x : [a, ] — X satisfizer a equagao (1.12), entdo para s = so,

teremos a relagao abaixo
52
o(s2) =2(2) + [ DGlalr).0), v € a6
v
Tomando s = sy em (1.12), teremos

oo =20+ [ DG €l
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Dai, pelas relagoes acima e pela aditividade da integral, obtemos
5
x(s9) — x(s1) = / DG(x(1),t)
J s1

para todo si, $3 € o, §]. Logo = é uma solugao de (1.10). [ |

A proposigao seguinte descreve as solugdes de (1.10) em fungao de G. Em particular, se

G for continua na segunda variavel, entao a solu¢do x de (1.10) serd uma funcdo continua.

Proposigao 1.17 ([26], Proposigao 3.6). Se x : [, 8] — X for uma solugao da equagao

diferencial generalizada (1.10) em [a, (], entdo

lim[z(s) — G(z(0),s) + G(x(0),0)] = z(0) (1.13)

S—0
para todo o € [, f3].

Prova: Seja 0 € [a, (] fixo. Como x é solugdo da equagao (1.10), entdo, pela

Proposiciio 1.16, temos a relagio abaixo
x(s) = 2(0) +/: DG(x(7),t), sé€la,f].

Logo,

(s) — G(x(0), )+ G(x(0),0) = / DG(x(7), t) — G(x(0), s)+G(x(0), o) +x(0), (1.14)

para todo s € [a, §]. Dai, pelo Teorema 1.10, temos

lim [ / " DGa(r). 1) — Ga(0), 5) + Gla(o), a)} _ / " DG (7). 1) = 0.

S§—0

Assim, a relag@o acima e a igualdade (1.14) implicam a existéncia do limite lim[z(s) —
G(z(0),s) + G(z(0),0) — z(0)] e vale

lim[z(s) — G(z(0),s) + G(z(0),0)]

S§—0

~ lim { / " DG((), 1) — G(0), ) + (o), 0) + 2(0)| = 2(0).

que ¢é equivalente a (1.13) e a prova esta completa. [

A seguir, vamos introduzir uma classe especial de fungoes G : ) — X para a qual

é possivel obter informacgoes mais especificas sobre as solugoes da equacgao diferencial
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generalizada (1.10). Iremos supor, ao longo deste trabalho, que h : [a,b] — R é uma

funcao nao decrescente definida em [a, b].

Defini¢ao 1.18. Diremos que uma fun¢ao G : 2 — X pertence a classe F(€), h), se
|Gz, 12) — Gz, th)[| < [h(t2) — h(t1)] (1.15)
para todo (x,t3),(x,t1) € Q e se
G (2, 12) — Gz, 1) = Gy, t2) + Gy, )| < [z = yll[A(t2) — h(t1)] (1.16)

para todo (x,t3), (x,t1), (y,t2), (y, 1) € Q.

O lema a seguir é uma generalizagao, para o caso das fungoes a valores em X, do Lema

3.9 encontrado em [26]. As demonstragoes de tais resultados sao similares.

Lema 1.19 ([26], Lema 3.9). Suponhamos que G : Q — X satisfa¢a a condi¢io (1.15).
Se [a, 0] C [a,b] e x : [, 5] — X for tal que (z(t),t) € Q para todo t € [a, ] e se a

integral ff DG(x(7),t) existir, entdo para quaisquer sy, se € |ov, (3], valerd a desigualdade

Prova: Pela desigualdade (1.15) e pelo fato de h ser nao decrescente, temos a de-

/ DG(ff(T)’t)H < [n(s2) = h(s1)]. (1.17)

1

sigualdade abaixo
[t = 7l[|G(z(7). 1) = G(a(r), T)|| < [t — 7|[h(t) — h(7)]

para quaisquer t, 7 € [a, 3].
Tomando-se V (7,t) = h(t), a integral ff DV (r,t) = ff dh(t) existe e

/ " dh(t) = h(ss) — hsy)

para quaisquer sy, s € [o, #]. Como todas as hipoteses do Teorema 1.13 estao satisfeitas,

/ DV(r, t)’

/ DG 0| < h(ss) — h(sy)

1

podemos aplica-lo para obter a relagao abaixo

/s " DG <

1

e, portanto,
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para quaisquer i, sy € [a, (] [ |

A seguir, vamos definir algumas classes de fungoes que utilizaremos ao longo deste
trabalho.

Defini¢ao 1.20. Uma funcao f : [a,b] — R serd dita wma funcao escada finita, se
existir uma divisao finita a = By < 1 < ... < B = b tal que em cada intervalo aberto

(Bic1,0:) yi=1,2,...,m, a fungdo € identicamente igual a uma constante c; € R.

Definicao 1.21. Uma fungao f : [a,b] — R serd dita uma fungao regrada no intervalo
[a,b], se os limites laterais f(s—) e f(s+) existirem para todo s € (a,b] e s € [a,b)

respectivamente.

E um fato conhecido que toda funcio regrada em [a, b] ¢ limitada neste intervalo e é o
limite uniforme de funcées escada finitas. E claro, também, que toda funcéo de variacao
limitada em [a, b] é regrada em [a, b]. Veja [16].

O lema a seguir vai implicar o fato de que as solugoes de (1.10) sao de variagao limitada,

contanto que G satisfaga a condicao (1.15).

Lema 1.22 (|26], Lema 3.10). Suponhamos que G : Q — X satisfagca a condigao (1.15).
Se o, 8] C [a,b] ez : [, f] = X for uma solugao de (1.10), entao valerd a desigualdade

[(s1) = w(s2) || < [h(s2) = h(s1)] (1.18)

para quaisquer si, sy € [a, (.

Prova: O resultado segue diretamente do Lema 1.19 e da definicao de solucao da

equagao diferencial generalizada (1.10). |

Denotaremos a variagdo de uma fungio x : [o, 8] — X por varfz e o espago das
fungdes de variagao limitada x : [, 5] — X por BV ([a, 5], X) com a norma usual da
variacao dada por

lelly = ()] + varle.

Corolario 1.23 ([26], Corolério 3.11). Suponhamos que G : Q2 — X satisfa¢a a condi¢ao
(1.15). Se [a, 0] C (a,b) e x : [, 5] — X for uma solugao de (1.10), entao x serd de

variagao limitada em |o, 0] e
varls < h(B) — h(a) < +oo.

Além disso, todo ponto em |c, B] no qual a fung¢ao h é continua também é um ponto de

continuidade da solugio x : o, f] — X.
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Prova: Seja a = sg < $1 < ... < s = [ uma divisao arbitraria do intervalo [a, J].
Como todas as hipoteses do lema anterior estdo satisfeitas, a desigualdade (1.18) implica

que

Z z(s;) — 2(s;_1)|| < Z h(s;_1)] = h(B) — h(c).

Passando o supremo sobre todas as divisoes de [«, 3], temos a desigualdade desejada.

A segunda afirmacao segue imediatamente da desigualdade (1.18). [ |

O proximo lema nos diz que se G satisfizer (1.15), entdo as descontinuidades de uma
solucao qualquer de (1.10) serdo de primeira espécie, como era de se esperar ja que pelo
Corolério 1.23, as solugoes sao fungoes de variagao limitada e, portanto, regradas. Em

particular, o lema a seguir descreve como serao os "saltos" de x, quando existirem.

Lema 1.24 ([26], Lema 3.12). Se x : [, 5] — X for uma solugao de (1.10) e G: Q — X

satisfizer a condigao (1.15), entao

z(o+) —x(o) = lim z(s) —xz(0) = G(z(0),0+) — G(z(0),0)

S—0o+

para o € [a, 3) e

para o € (o, 3], onde

G(z,0+) = lim G(x,s), parao € [a,[)

s—o+

G(x,0—) = lim G(x,s), parao € (a,f].

S—0—

Prova: Como a fungao h é de variagao limitada, entao h possui limites laterais em
todos os pontos do intervalo [«, 5]. Disso, segue que os limites G(z,0+) e G(z,0—)
existem. Este fato e a condigao (1.15) garantem a existéncia dos limites laterais corres-
pondentes da fungao G(z,0) : [a, ] — X para todo = € B,.

Pela definigao de uma solugao de (1.10), temos a igualdade abaixo

(s) /DG
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para a < s < g < 3. Pelo Teorema 1.10, temos

lim z(0) — x(s) = lim i DG(z(7),t) = lim [G(z(s),0) — G(z(s), s)] (1.19)

oc—st o—st |, o—st

e a primeira relacao do enunciado esta satisfeita.

A segunda relacgao pode ser provada analogamente. [ |

A demonstragao do lema abaixo foi inspirada na demonstracao do Coroléario 3.15
encontrado em [26] e trata da existéncia da integral | (;8 DG(z(7),t) quando = for uma

fungao escada finita. Consideraremos, entretanto, fungoes a valores em espagos de Banach.

Lema 1.25 (|26, Corolario 3.15). Se G € F(Lh) e ¢ : [o, f] — X for uma fungao

escada finita, entao existird a integral

/a ® DGt

Prova: Se ¢ for uma funcao escada finita, entao existira uma divisao a = 59 < 57 <

. < s = [ de [a, ] tal que ¢(s) = ¢; € X para s € (sj_1,s;), j = 1,2,...,k onde

¢j, j = 1,2,...,k sdo constantes. Suponhamos que (¢(s),s) € 2 para todo s € [a, 7]

Pela definicao da integral, ¢ facil ver que se s;_1 < 01 < 0y < s;, entao a integral
[ DG(p(7), 1) existird e

g2
/ DG(p(r).1) = Glej, 02) — Glej. o).
g1
Suponhamos que 0y € (s;_1, s;) seja dado. Entao temos a seguinte a relacao:

hm {/ DG(p(7),t) + G(e(sj-1),5) — G(g(sj-1), sj-1) | =

S—>S

= lim [G(cj,00) — G(cj, 5) + G(p(sj-1),8) — G(p(sj-1), 55-1)] =

s—>s;.L_1
= G(cj,00) — G(cj,55-1+) + G(p(s5-1), 8j-1+) — G(p(s5-1), Sj-1)-

Portanto, pelo Teorema 1.9, a integral f DG(p(7),t) existe e é igual ao limite calculado

acima.

Similarmente, podemos mostrar que a integral [ DG(¢(T),t) também existe e vale

/ 7 DG(p(r), 1) = Gles,53—) — Gless 00) — Glolsy), 5=) + Glalsy)s ).
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Portanto, pelo Teorema 1.7, obtemos a existéncia da integral fssjj_l DG(p(T),t) e

/sj DG(p(7),t) = G(cj,55—) — G(cj,00) — G(p(s5), 8,—) + G(p(s)), 55)+

+G(cj,00) = Glej, s5-1) + Gle(sj-1), sj1+) — Gle(sj-1). s5-1) =
= G(cj,85—) — G(cj, 85-1+) + G(p(sj-1), Sj—1+)—
—G(p(sj-1). sj-1) — Gle(s;), s;—) + Gle(s;), 55)-

Repetindo este argumento para todo intervalo [s;_1,s;], 7 = 1,2,...,k, e usando

novamente o Teorema 1.7, obtemos a existéncia da integral [ f DG(p(1),t) assim como a

igualdade
BDG(,&(T),I‘) = Z[G(c], s;—) — Gl(cj, sj1+) |+
a s
k
+ D [G(e(sj—1), sj-11) — Gle(sj-1), 55-1) — Gle(s5), s5—) + Gl(s5). 55)].
j=1
[sto completa a prova. |

Prosseguimos para provar a existéncia da integral ff DG(x(7),t) quando x for uma

funcao regrada.

Teorema 1.26. Suponhamos que a fungcio G € F(Q, h) seja dada e que x : o, 5] — X
seja o limite uniforme de uma sequéncia (xy)ren de fungoes escada finitas xy, : (o, B] — X
tais que (x(s),s) € Q e (zx(s),s) € Q para todo k € N e todo s € [a, f]. Entao a integral
ff DG(x(1),t) existe e vale a igualdade

B 8
/ DG(z(7),t) = lim DG(xx(7),1).

k—o0 a

Prova: Para cada k € N, a integral ff DGz (7),t) existe pelo lema anterior.

Dado £ > 0, seja kg € N tal que para k£ > kg, tenhamos

£

|2k (s) — z(s)[| < Th(B) — h(e)] s € [a, 4],

e seja d um calibre em [a, b] tal que, para k > ko, tenhamos

m

B
> [6lan(n).t) = Glanlr)tis)] = [ DGlau(r).t)

i=1

<

DO ™
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para toda parti¢ao d-fina D = {ag <7 < t; < ... <ty 1 < 7y < B} de [a, §]. Entao
para todo k > kg, vale

m

B
S [Gla(r), 1) — Gla(r) 1)) — / DG(ax(r). 1)

i=1

<

< Z |G (x(7i), t:) — G(x(73), tio1) — Gag(Ti), ti) + Gar(7), tioy) ||+

m B
IS IG (), 1) — Glan(r) i) - / DG (a(r), )| <
< D Ih(t) = bt max [lo(r) = we(m)]| + 5 =
= [h(B) = M) max [l (i) — @y (r)[| + g <e
e a prova estd completa. |

A demonstragao do Teorema 1.26 néo é analoga a prova apresentada em [26], Teorema
3.14, para fungoes a valores em R”, onde foi usado o conceito de equiintegrabilidade e um
teorema de convergéncia para fungoes equiintegraveis. Aqui, usamos fortemente o fato da
fungao ser o limite uniforme de fungoes escada finitas. Em [26], por outro lado, usou-se
convergéncia pontual.

O corolario abaixo é uma generaliza¢ao do Corolario 3.16 encontrado em [26].

Corolario 1.27 (|26], Corolario 3.16). Se G € F (2, h) for uma fungao dada e x : o, ] —
X, [o, 6] C (a,b), for uma funcao regrada (em particular, uma fun¢do de variagao limi-

tada) em |o, B] tal que (x(s),s) € Q para todo s € |a, 3], entao existird a integral

/a ® DG(r).10).

Prova: Como toda fungao regrada ¢é o limite uniforme de fung¢oes escada finitas, entao

todas as hipoteses do Teorema 1.26 estao satisfeitas e o resultado segue. [ |

Chegamos ao final desta se¢ao conhecendo certas hipoteses que x e G devem satisfazer

para que a integral
B
/ DG(x(7),t)

exista. Agora, portanto, estamos em condigoes de investigar propriedades bésicas sobre

as solugoes de (1.10) que sao descritas através desta integral.



30 Equacgoes Diferenciais Ordinarias Generalizadas

1.3 Existéncia e unicidade de solucoes

Nesta segao, iremos supor que 2 = O x (a,b), onde (a,b) C R, O = B, = {x €
Xi|lzl]| < ¢}, come >0e —00 < a <b< 400, h: [a,b — R é uma funcao nao
decrescente e continua a esquerda.

Vamos considerar a equagao diferencial generalizada

Z—f = DG(z, 1), (1.20)
onde G :  — X pertence a classe F(€2, h) descrita anteriormente. Nestas condigoes,
uma solugao de (1.20) é uma fun¢ao de variagao limitada (veja o Corolario 1.23) que, pelo
Lema 1.22, também é continua & esquerda, e pelo Lema 1.24 tem descontinuidades de
primeira espécie. Dessa forma, se para algum ¢y € (a,b), o valor da solugdo = de (1.20)

for x(tp) = 7, entao o limite & direita no ponto ¢, satisfara

Como estamos considerando a possibilidade de (1.20) admitir solugao descontinua,

pode acontecer o fato de que, para algum = € B,, isto é, para algum (7, ) € €2, o valor
I+ =7+ G(T,to+) — G(T, to)

nao pertenca a 0. Assim, para provar o teorema de existéncia local de uma solugao de

(1.20), satisfazendo a condicao inicial z(ty) = ¥, fazemos a seguinte hipotese natural
1+ =7+ G(2,t0+) — G(T,t) € O.
O teorema a seguir trata da existéncia local e unicidade de solugoes de (1.20).

Teorema 1.28 ([7|, Teorema 2.15). Seja G : Q — X uma funcao pertencente o classe
F(Q,h), onde Q@ = O x (a,b), e a fungio h é continua & esquerda e nao decrescente em

[a,b]. Entdo para todo (T,t) € Q satisfazendo
T+ =7+ G(Z,ty—) — G(z,t) € O,

teremos (T+,1t9) € Q e existira um A > 0 tal que, no intervalo [t — A, tg + Al, existird
uma unica solu¢ao x : [to — A tg + Al — X da equagao diferencial generalizada (1.20)

satisfazendo x(ty) = .
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Prova: Primeiramente, suponhamos que %, seja um ponto de continuidade da fungao
h. Como T € O, existe p > 0 tal que (z — p, T + p) C O. Como h é continua em ty, entao
dado € > 0, existe A > 0 tal que |t — to] < A implica |h(t) — h(to)| < €. Portanto, se
r € X for tal que ||z — z|| < |h(t) — h(to)| < €, entdo z € O, para € < p.

Suponhamos que A > 0 seja tal que [tg — A, to+A] C (a,b), h(to+A) —h(to—A) <
e ||z — || < |h(t) — h(to)| implica que = € O.

Seja A o conjunto das funcoes z : [tp — A, o+ A] — X tais que z € BV ([to — A, to +
Al X) e [|z(t) — z|| < |h(t) — h(to)], para t € [to — A, 1o + A]. Note que A é fechado. De

fato, seja {z, fnen C A uma sequéncia tal que z, — z. Como

N[ —

lzn = 2llv = llzalte) — 2(to)]| + varie™A (2, — 2),

entdo ||z,(t) — z(t)|| < ||zn — z||Bv, para qualquer ¢ € [to — A, to + A] e isto implica que

2, — z uniformemente.Portanto, dado € > 0, existe n € N tal que
12(2) = 2| < [|2(t) — zu(®)]] + l[2n(t) — T[] < & 4 [h(t) — h(to)].

Assim ||z(t) — || < |h(t) — h(to)| para qualquer ¢ € [to — A, ¢y + A] e, portanto, z € A, o
que implica que A é fechado.
Para s € [ty — A, lp + A] e z € A, definamos

z(s) = 5—1—/: DG(z(7),t)

A integral ft DG(z(7),t) existe pelo fato de z ser de variagao limitada e G € F (2, h)
(veja o Corolario 1.27). Entao, pelo Lema 1.19, vale

I72() =3 = || | DG(() 0] < [h(s) o).

Portanto, Tz € A, isto é, T aplica A em A.
Tomemos tg — A < 81 < 89 <tg+ Ae 2,2 € A Entao,

| T2o(s2) — T'z1(s2) — [T22(s1) — T'z1(s1) ||—H/ D[G(2(7),t) — G(21(7), )]

- [ DG 0= G0 = 1 [ DIGEatn).0) = Glar(o) )]
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S92 n

= | D[G(z(1),t) — G(a(7),1)] — Z[G(ZQ(Ti)a a;) — G(z1(7), i) — G(za(Ti). 1)

51 i=1

+G(21(7), 2ia)] + Z[G(zz(ﬁ)a ;) = G(21(7), i) — G(22(7), @i1) + G(21(7), aia)]]

n

< Z[G(zz(ﬂ'):@i) — G(21(7i), i) — G(22(7), i) + G(21(7), i )]l + €
< Z 1[G (22(7), i) — G(21(7), i) — G(za(Ti), vi1) + G(21(7i), )] + €

< Z [22(7:) — 21 (73) [[[A(ci) — h(ci1)] + €

< sup ||zo(7) — 2 (7)) (Z[h(@i) - h(@i—l)]> +e

TE[s1,52] i1

< suplza(7) = 2 (7)] [A(s2) — h(s1)] +¢,
TE[to—Ato+A]

para qualquer particao d-fina {(7;, i1, ;]),i = 1,2,...,n} de [s1, s3]

Como ¢ é arbitrario, temos
[T22(s2) — Tz1(s2) — [Tz2(s1) — T=1(s1)]]| <

< suplza(r) = 2(7)[[[A(s2) = h(s)]-

TG[tO—A,to—I—A]

Logo,
fuarigfﬁ(ng —Tz) < sup |22(7) — 21(7)||[R(s2) — h(s1)]. (1.21)
TE[to—A,to+A]
Mas
sup |z2(T) — 21(7)|| < Uarigfﬁ(zg —21). (1.22)

TE[tofA,t(ri»A]
Logo, por (1.21) e (1.22), temos

Uarigfﬁ(TzQ —Tz) < va'r’igfﬁ(zg — 21)[h(s2) — h(s1)]

< var*R(z — z1)[h(to + A) = h(to — A)],

to
pois h é nao decrescente e tg — A < 51 < 59 < to+ A.

Pela desigualdade na definicdo de A, segue imediatamente que se z; € A, i = 1,2,

entao z;(tg) = . Temos, também, a igualdade T'(z;(ty)) = .
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Logo,
vary "3 (T = Tz) < varyy "5 (22 — 21)[h(to + A) = h(to — A)],
e isto implica que
1
T2z — T2 ||gv < |22 — 21l|sv[h(to + A) — h(ty — A)] < 5”22 — 21| v

Logo T' ¢ uma contragao e, pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, temos o resultado
desejado.

Agora, consideremos ¢y como sendo um ponto de descontinuidade de h e definamos

- h(t), se t < to;
"OEN R0 - o) — b)), set> 1o

Entao a funcao h é continua em ¢y, nao decrescente e continua a esquerda.

Definindo, também,

G G(z,t), se t < to,
T, 1) = N N
(z.9) G(z,t) — (G(T, to+) — G(T, 1)), se t > to,

temos G € F (€, E) Portanto, de modo analogo ao que fizemos anteriormente, concluimos

que existe uma solugao z de d—Z — DG(2(7),t) com z(ty) = 7+. Dai, definindo
T

T, se t =tg,
x(t) =
2(t), se t > to,

dx

notamos que x é solugao de i DG(z,t) com z(ty) = T e terminamos a prova. [ |
T

1.4 Dependéncia continua para EDOGs

Nesta segao, apresentaremos resultados sobre dependéncia continua de solugoes de
equagoes diferenciais generalizadas com respeito aos dados iniciais.
Um outro resultado sobre dependéncia continua com respeito aos valores iniciais sera

apresentado para uma classe restrita de equagoes diferenciais generalizadas com a qual
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poderemos associar uma classe de equagoes diferenciais funcionais impulsivas cujas fungoes
assumem valores em R". Este tltimo, sera apresentado no Capitulo 3.
No que segue, consideraremos 2 = O x (a, b) e h : [a, ] — R nao decrescente e continua

a esquerda.

Lema 1.29 ([1], Lema 7.1). Suponhamos que Gy : Q — X pertenca a classe F (2, h),
para k = 0,1,2, ..., onde h € nao decrescente e continua a esquerda. Seja Gy gmary Go
em F(, h). Seja Y € G([a, 0], X), k =1,2,..., [a, ] C [a,b] tal que ||ty — tolloo =
sup. ||¢k< ) — ¢o()]] “=E5°0. Entao

/ DG}.(Y(T / DGo(tpo(7), s)

Prova: Primeiramente, note que 1y € G(|o, (], X), pois G([a, 8], X) com a norma do

k—>+oo

supremo ¢ um espago de Banach e )y é, por hipdtese, o limite uniforme de func¢oes regradas
em [a,b]. Pelo Corolario 1.27, todas as integrais ff DG (¢p(1), s), k=0,1,2,..., exis-
tem.

Suponhamos que £ > 0 seja dado. Entéo, como a fungao regrada vy € G([a, (], X)
pode ser aproximada uniformemente por uma funcao escada finita, existe uma funcao

escada finita y : [a, §] — X tal que
1y = thollee = sup [ly(t) —vo(t)]| <e.
a<t<p

Como |[[Yx — Yolloo gmasey 0, existe um inteiro positivo Ny, tal que

Hwk - 2pOHoo <g,

para todo k > Nj.
Suponhamos que k > Ny. Entao

/ DGy,(v(T / DGo(vo(7), s)

s
+ / D[Gy(¢o(7), 5) — Gi(y(7), s)]

IN

v ‘ /jD[Gk(y(T), s) = Go(y(7), s)]

3
+ / D[Go(y(7), s) — Go(Yo(T), 9)]

‘ . (1.23)

Vamos considerar o primeiro termo do lado direito da desigualdade em (1.23).
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Seja d um calibre em [a, b] correspondente a & da defini¢ao da integral [ f DGy (¢ (1),

Gr(vo, s)] e seja (7, [Si—1, Si])1<i<p uma parti¢do o-fina de [o, 3]. Temos

/DGk Ur(7), 8) = Gr(¥o(7), 8)]|| <

— Gi(tho(7), s)]—
—Z(%%nz Gr(r(7i). si1)) = (Gr(vho(7i), 8i) = Gi(tho(7:), si-1))]|| +
é;[@h(wMEJW%)—ChwaEJW%—0>—(Gk@mhw,sD—-Gk@%Oﬂ,SFJD] <

<e+ Z |Gr(Vr(Ti), 8i) — Gr(Vr(Ti), si—1) — Gr(o(Ti), 5i) + Gr(Vo(7:). si-1)]| <

(1.16)

< e+ Z |n(7:) — Yo(3) || |R(s:) — h(si-1)| <

p

< e+ [k — Yolloe Y _[Alsi) = hlsi)] <

i=1

< e+efh(8) — Ma)] = e(1 + [A(F) — h(@)))-

Para o segundo e quarto termos do lado direito de (1.23), podemos mostrar analoga-
mente que

— Gi(y(7), s)]

<e(l+[h(p) = h(a)])

/ D[Goly(r), s) — Golwro(r), )

<e(1+[h(B) — h(a)]),

/ DGyt (r / DGo(to(r

/Dak — Goly(r), ).

ou seja, temos

<3e(1+h

Agora, vamos considerar a integral //B DG (y(T), s) — Go(y(7), 9)].

Como ¥ : [, f] — X é uma fungao escada finita, existe um ntmero finito de pontos

s)—
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a=r9<1 <Ty<---<r1p_1 <71, =[tailsque, paraT € (r;_1,7;), j = 1,2,...,p, temos
y(1) = ¢; € X, isto é,y assume um valor constante ¢; em cada intervalo aberto (r;_1,7;),
j=1,2,...,p. Neste caso, uma féormula explicita para a integral faﬁ DGy (y(7), s), para

cada £ =0,1,2,..., pode ser dada por

/j DGy (y(r), s) = 2: / :jl DG(y(7), s)

e, usando o Teorema 1.9 e escolhendo uma particao de [r;_1,7;], temos

/ DGy(y(1),t) = G(cj,rj—) — Gi(cj, rj—1+) + Ge(y(rj—1), rj—1+)—

—Gr(y(rj—1),1j-1) — Ge(y(ry), 75—) + Gr(y(ry), r5).

Olhando a diferenca entre Gy e Gy na expressao do lado direito na tltima igualdade,
obtemos
T

lim [ DGL((r), 1) Goly(r), 1) =0,

pois como Gy, € F (£, h), vale
|Gz, t2) = Gi(z, t1)|| < [h(t2) — h(t1)]

para quaisquer (z,t1),(x,t3) € §, e isto implica que lim, .o+ Gi(z,t + p) = Gp(x,t+)
e lim, oy Gi(z,t — p) = Gi(z,t—) para todo (z,t) € Q uniformemente com respeito a
kE=0,1,....

Como por hipoteste Gy sy Gy, entao

kl—l>1:&I-loo Gilzt+) = k1—1>1:|1—loo pli%l-l- Grlt+p) =
= i lim Gg(x,t =
L, Grl )
= lim Go(ﬂ?,t—i—p) :Go(x,t‘i‘),
p—0+

desde que (z,t) € Q.
Finalmente, como € > 0 pode ser escolhido suficientemente pequeno, obtemos o resul-
tado desejado. [ |

O corolario abaixo segue imediatamente do lema anterior, como podemos notar.

Corolario 1.30 (|1], Corolario 7.2). Seja Gy, "2 Gy pertencentes & classe F(Q, h),
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onde h é nao decrescente e continua o esquerda. Seja 1, € BV ([, 8], X), k=0,1,2,...,

[, 8] C (a,b), tal que [[1x — Yol By koo 0. Entao

/ DG (1 (7 / DGo(to(7), )

Prova: Levando em consideragao que BV ([«, 5], X) C G([a, 5], X) e que, para todo
t € [a, (], temos

k—-4o00

[ (t) = o) < Nlvow(e) = (@)l + l9on(t) = to(t) = [h(@) = Po()]]| <
[ (@) = tho(@)[| + varg (v — o) <
< [[¥n(a) = vo(a)|| + varg (¥ — vo) = [t — Yol v,

IA

podemos ver facilmente que ||¢x — ¥l "2 0 e o resultado segue do Lema 1.20. M

O teorema seguinte é um resultado sobre dependéncia continua que generaliza o Te-
orema 8.2 encontrado em [26] para valores a espago de Banach. Sua demonstragao é
completamente diferente da prova apresentada em [26] que usa o Principio da Escolha de
Helly.

Proposigao 1.31 ([1], Proposi¢ao 7.3). Suponhamos que Gy : Q — X pertenca a classe

F(Q, h), para k =0,1,2,..., onde h é nao decrescente e continua a esquerda e que

lim Gk(l’, t) = Go(l’, t),

k—+o00

para (z,t) € Q. Sejam zy : [, f] — X, k = 1,2,..., solugdes da equagio diferencial

generalizada
dx
— =D
dr Gk(xa t))
em [a, (] tal que
lim x(s) = xo(s), s€ [, I, (1.24)

e (x(s), s) € Q para s € [a, 8]. Entdo x : [a, 8] — X satisfaz as sequintes condigoes:

i) ||zo(s2) — xo(s1)]] < h(se) — h(s1), se sy < sy €81, 82 € |, (];

it) kl_l)al_loo zr(s) = xo(s) uniformemente em |o, f;

iii) xo € uma solu¢ao da equagao diferencial generalizada d—I = DGo(x, t) em [«, f].
T
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Prova: Suponhamos que o < s1 < s9 < (3. Entao para todo k € N, temos
[z0(s2) = zo(s1)[| < [[wo(s2) — wi(s2) | + llww(s2) — wi(s1)[| + [k (s1) — @o(s1)]-

Seja € > 0 arbitrario. Por (1.24), existe um ¢ € N tal que, para k > {, temos

£ £

[z (s2) — zo(s2)[| < 5 ¢ [z (s1) — zo(s1)]| < 5

Usando o Lema 1.22, temos
[z (s2) — zi(s1)[| < h(s2) — h(s1), k=1,2,3,...

Logo
[20(s2) — 2o(s1)]| < &+ h(s2) — h(s1).

Como ¢ > 0 pode ser tomado suficientemente pequeno, obtemos

[zo(s2) = wo(s1)|| < h(s2) = h(s1)

e isto implica 7).

Para provar i), vamos supor primeiramente que [«, (3] ndo contém pontos de descon-
tinuidades da fungao h, ou seja, h : [, §] — R é continua. Pelo Teorema de Heine-Borel,
h & uniformemente continua em [«, f]. Isto significa que para todo € > 0, existe um 6 > 0
tal que |h(s) — h(t)| < e, sempre que |s — t| < 0.

Seja € > 0 arbitrario e seja § > 0 correspondente a ¢ na definigao de continuidade
uniforme. Entao intervalos da forma (¢ — d, t 4+ §), com t € [a, [3], cobrem [«, 3]. Como
[, 0] & compacto, existe um conjunto finito de pontos 71, ..., 7, tal que [, ] é coberto
por um namero finito de intervalos (r; — 4§, r; +6), 7 =1,..., L.

Tomemos k* € N tal que (por (1.24)), para k > k*, tenhamos
[z (r;) — zo(ry)]| <&,

para todo j = 1,...,¢. Seja s € [a, ] dado. Entao existe j € {1,...,¢} tal que
s € (r; — 0, r; +0). Logo, para k > k*, temos

[k (s) = zo(s)l < [lew(s) = 2@yl + zn(rs) = 2o ()|l + [[2o(r;) = zo(s)]| <

< |h(s) = h(rj)| + e+ |h(s) — h(r;)] < 3e.
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Como isto pode ser feito para todo s € [, (3], obtemos ii) neste caso.
Agora, sejam o < t; < ... < t,, < (J os pontos de descontinuidades de h em [«, J].
Suponhamos que € > 0 seja dado. Por (1.24), existe um k* € N tal que, para todo
j€{1,2,...,m}, obtemos
lew(t;) — xo(ty)l] <,

sempre que k > k*.

Seja [c,d] um dos intervalos [, t1], [t1, ta], ..., [tm—1, tm] OU [tm, 5], € definamos
h(a+), s=c.

Pelas hipoteses de h, a fungao h* : [¢, d] — R é nao decrescente e continua.
Para cada k = 0,1,..., seja x5(c) = xp(ct) e x3(s) = zx(s), s € (¢, d]. Entao, por
(1.24), temos

Jim wi(s) = 5j(s). s € (e d]

kkrfoo zi(c) = k1—1>I—Poo zr(c+) = xzo(c+) = x§(c)

[k (s2) =z (s0)| < [P7(s2) = h*(s1)],

para ¢ < 51 < §o < d.
. k— .
Usando a parte anterior, xj, By xj uniformemente em [c, d]. Portanto, para todo

e > 0, existe k, € N tal que
2k (s) — zo(s)|| = [lok(s) — z5(s)]| <e,

k——+o0 .
sempre que s € (¢, d|, ||zx(c) —zo(c)|| <€, k> kv e 2y — x¢ uniformemente em [c, d].
Como isto pode ser feito para um namero finito de intervalos do tipo [¢, d], obtemos i) e
sua forma geral como afirmada na conclusao do teorema.

Agora, vamos provar iii). Pela defini¢do de uma solu¢ao da equagao diferencial gene-

v _ DGy(z, t), k=1,2,3, ..., temos

lizad =
ralizada ——

x(s2) — xx(s1) = /82 DGy (zx(7), t) (1.25)

para todo si, $3 € [a, §]. Pelo Corolario 1.30, temos
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/ DGk CBk / DGO ZL‘Q )
S1 S1
para todo s, sy € |

a, (). Usando (1.25), temos

k—-4o00

To(s2) — To(s1) — /: DGy (zo(7), t)H <

= [|[zx(s2) — wo(s2) || + |7k (51) — wo(s1)|| +

Entao, quando k£ — 400, obtemos

2o(52) — To(s1) = / * DGo(wo(r), 1)

para todo sq, Sy € [, §]. Portanto x é uma solugdo da equacgao diferencial generalizada
dx

= DGy(z, t) em [a, (] e terminamos a prova do teorema.
-

|
A seguir, introduziremos algumas notagoes.

Seja hg : [a,b] — R uma func¢do nao decrescente e continua a esquerda em [a, b]

Suponhamos que 1 > 0 seja dado. Se [a, 5] C (a,b), entdo denotaremos

D = D(n. ho, [ev, B]) = {t € |ov, Bl; ho(t+) — ho(t) > n}.

Como hy é continua a esquerda, entao para todo n > 0, o conjunto D é finito. O

fato de existirem os limites laterais da fungao hg em todos os pontos de [«, ] implica a

existéncia de uma fungao calibre d; : [o, §] — (0, 400) com as seguintes propriedades:

e Set ¢ D, entdo
ho(t + 01(t)) — ho(t — 61(t)) <n, para te€ (a,p). (1.26)

Além disso, se a ¢ D, entao

ho(a + 01 () — ho(ar) < m, (1.27)

ese 3¢ D,

ho(0 + 61(9)) — ho(B) < 1. (1.28)

e Set e D, entao

ho(t 4 01(t)) — ho(t+) < n, t € o, ), (1.29)
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ho(t) = ho(t = 61(t)) <, t € (o, f]. (1.30)

Em particular, se t € D for igual a a ou a 3, entao somente uma destas duas tltimas

desigualdades sera requerida.

Definamos, também, uma fungao calibre J; : [, 3] — (0, +00) da maneira abaixo

dist(t, D D,
Sa(r) =4 (r. D). para7 ¢ D. (1.31)
1, paraT e D,
e seja
Oyho (7) = min{o1(7), 62(7)}, para 7 € [o, G]. (1.32)

Entao a fungao &, p, : [, 3] — (0, +00) também é um calibre em [, £], j& que d; € Js
o sdo. Note que, pelo Lema de Cousin (Lema 1.1), o conjunto das partigoes 9, »,-finas de

[, 4] € nao vazio. Suponhamos, entao, que
A ={ag, T1, 01y ooy Qg1 Thy O}
seja uma parti¢ao o, j,-fina de [, §]. Entao
D C {m, 712, ..., T}, (1.33)

pois 0,5, (7) < 01(7) para 7 € [w, f], pelas defini¢oes de dy e de 6, p,. Isto pode ser

mostrado da mesma forma como na demonstracao do Teorema 1.7.
Como A é uma particao o, p,-fina, entao pelas propriedades do calibre 9, ,, temos as

seguintes propriedades

e Se T, ¢ D, entdo

ho(am) — ho(am—1) <7 (1.34)

e Se 7, € D, entao

ho(ctm) — ho(Tmt) < 1 (1.35)
ho(Tm> — h()(a’m_1> <.

A propriedade (1.34) segue facilmente de (1.26), (1.27) e (1.28).
Analogamente (1.35) é uma consequéncia imediata de (1.29) e (1.30). Como o limite

lateral & direita de hg existe em todo ponto de [a, ), podemos ver que a partigao J, p,-fina
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A de [a, 8] pode ser escolhida de modo que

O > T, quando 7, € DN [o, ) (1.36)

Portanto, pelas consideragoes feitas anteriormente, afirmamos que para toda funcao
nao decrescente hy : [a, 5] — R que é continua a esquerda e para todo 7 > 0, existe uma
parti¢ao do intervalo [«, 5] que satisfaz (1.33), (1.34), (1.35) e (1.36).

Como o conjunto dos pontos de continuidade de hy é denso em |[o, 5] e todas as
desigualdades em (1.34) até (1.36) estao satisfeitas para estes pontos, a parti¢ado pode ser
escolhida de modo que os pontos oy, ..., ax_1 sejam pontos de continuidade de hy.

O lema abaixo ¢ uma generalizagdo do Lema 8.4 encontrado em [26] e trata da exis-
téncia da integral f DG(z(7),t) quando G € F(Q, h), onde [a, 5] C (a,b).

Proposigao 1.32 (|26], Lema 8.4). Suponhamos que as fungées h, hg : [a,b] — R sejam
nao decrescentes e continuas a esquerda. Suponhamos, também, que G : Q) — X seja uma
fungao pertencente a F(Q,h). Se x: o, 8] — X, [a, 5] C (a,b), for tal que (z(7),7) € Q
para T € [a, F] e

|lx(ta) — x(t1)|| < ho(ta) — ho(t1), a<t; <ty <0, (1.37)

entao a integral ff DG(x(7),t) existird. Se, além disso, n > 0 for arbitrario e A =
{a, T1, 01, ooy 1, T, i} for wma particao de |o, 3] que satisfaz (1.83), (1.34), (1.35) e
(1.36), entao

k

/DG )= S

m=1

— h(a) + ho() — ho(a)] (1.38)

onde Sy, = G(2(Tm), Am) — G(2(T), m—1), sSe Tm & D, ¢
Sm = G(x(Tim+), am) — G((Ti+), T +) + G(2(7n), Tint) — G(2(T), An—1),

se Tm € D.

Prova: Como G € F(Q, h), pela hipotese (1.37), a fun¢do z é de variagao limitada
em [a, f]. Desta forma, todas as hipoteses do Corolério 1.27 estao satisfeitas e, portanto,
a integral [ . DG(x(7),t) existe e a primeira parte do lema esta provada.

Para provar a segunda parte, consideremos n > 0 dado e suponhamos que A seja uma
particao de [, ] que satisfaz (1.33), (1.34), (1.35) e (1.36). Assim, pelo Teorema 1.6, a
integral [a: DG(z(T),t) existe para todo m =1, .., k.
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Seja m € {1, ..., k} fixo e suponhamos que 7, € D. Entao, para todo € > 0, existem

calibres §~ e 07 em [,_1, Tin] € [T, i) Tespectivamente, tais que

I DGlatr.y - a0 <

DN ™

para toda partigdo 6 -fina A~ de [am—1, 7], onde S(A™) é a soma de Riemann corres-

pondente a A, e

1/ " DG((r), 1) — S(A)]| <

para toda partigdo 0*-fina A~ de |7, ], onde S(AT) é a soma de Riemann correspon-
dente a A™.

Das desigualdades acima, obtemos

I [ D).ty — s(47) - S(a™)| =

Am—1

— [ Dete(r), 1+ / " DG(r(r), 1) — S(AT) — S(AT)]| <

QAm—1

<[ DG - SO+ [ DG - SN < 545 == (139)

DO ™
DO ™

Sem perda de generalidade, podemos supor que o valor 67 (7,,,) > 0 seja tal que
h(a) = h(Tm+) < n
para todo & € (T, Ty + 07 (72,)). Suponhamos, ainda, que
A” ={ay, 71,0, ..., 1, T, 4}
seja uma parti¢ao ¢ -fina de [a,,_1, 7y, satisfazendo
U1 =@ <71 < < ... <1 ST =0 = Ty
Suponhamos, também, que

+ (= = _ _ — _
A - {ala Tl-i—la al-i—la ceey al+s—17 TH—S? al-i—s}
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seja uma parti¢do d*-fina de [7,,, a,,] satisfazendo
T = Qp = Ti41 < Qg1 < Tpg2eee S Qps—1 S Tigs = Qs = Qi
Entao, pelas propriedades da classe F (2, h), temos

IS(A7) = S(AT) = Sl

= |l Z[G(w(ﬂ% ;) = G(e(7), )] = (G(2(7m), T t) = G(Tn), 1)) +

+ Z G (x(7), @) = Ga(Ty), )] = (G(e(Tmt), am) = G@(Timt), T t)) ]

Z — G(2(7)), @j-1)] = G(x(7m), ) + Gl (Tm), 1) =
—G(x

(Tm), o) + G(2(Tm), @) + G(2(Tiv1), Qrgr) — G(@(Tig1), cu)—
—G(z(Tn), Tmt) + G(@(Tin), 1)) — G(2(Tint+), am) — G(2(Tin+), T )+

+G($(Tm+)v al—i—s) - G(ZE(Tm"{')v al-i—s)_

—G(& (T t). Gi) + G(a(Tt), i) + Y [Gla(T)), 65) = Gla(T), 5] =

Z = G(a(%), aj-1) — G(x(Tm). ;) + G(2(7m), Gj-1)]—
2(Tm), Tm+) + G(2(Th), 1) — G(2(Ti+), ) + G(2 (T +), T+ )+
D G@(R), ;) = Gla(F), 1) — G(a(tmt), @) + Gla(rm+), @51)]+

+G($(Tm>, C_Yl) — G(JI(Tm>, C_Y()) -+ G(Jl(ﬁ_H), C_¥l+1> — G(J?(ﬁ_H), C_¥l>+

+G( (Tm+)7 dl+s> - G(x(Tm—i_)? dl—&-l)” =
Z = G(x(7y), @j-1) — G(@(Tm), @) + G(2(7m), &j-1)]—
(7

—G(2(Tm), Tm+) + G(x(T), A1) — G(@(Tin+), am) + G(@(T+), T +)+

+G(x(Tin), Tm) — G(2(Ton) s Q1)+
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+G(2(Tr41), Qi) — G(2(Tig1), Tw) + G(@(Tnt), Quys) — G(2(Tin+), Quga )+

+ Y [G(2(7), @) — G(a(F), @1) = G(@(Tm+), &) + G (Tm+), 1)) =

= 1) [G((7), a5) = G(a(7), @51) = G(@(7m), @) + G((Tm), @ 1)) —

—G(2(T), Tnt) + G(2(Tint), T t) + G(2(Tin), Tn )+

+G(2(Try1), ugr) — G(2(Tie1), Ti) — G(2(Tin+), Quga)+

+ 3 [G(7), ;) — Gla(5), baraj1) — G(a(7m+), a5) + Gl (tm+), a5-1)]l| =

= | Z[G(a:(fj), a;) — G(z(7), @j—1) — G(2(7n), @) + G(2(Tm), @j-1)]—

—G(2(Tn), Tmt) + G (7)), @) + G((Ti41), Auga) =

—G(2(T111), @) — G(z(Tm+), are1) + G(x(T+), Tmt+)+

+ > [G(7), &) — Gla(F), j-1) — =G (2(tm+), &) + G(a(Tmt), ;1)) <

J=1+2

MN

<) NG(=(7), &) — G(x(75), @j-1) — G(2(Tm), @)+

O 1G(rm), an) + G(2(Ti4a), u4a) = G((Tiga), au)—

—G(x(Tm), Tm+) — G(x(Ti+), @v1) + G(x(Tin+), T+ ||+

<.
Il

+G(z(1),

Qi

> G((F), a5) = Gla(F), aj1) = Gla(rmt), &) + G(a(tm+), @]

< Z G (x(75), @5) — G(2(T5), @j-1) — G(2(Tm), @) + G(2(7m), @5-1) ]|+

HG(x(Tim), Tm) + G(x(T00)s A1) — G(2(Tin), Tin) — G2 (7)), T +) —

—G(x(T+), g1) + G(x(Tin+), Tm+) ||+

+ Y G((7), a) — Gla(F), @5-1) = G(a(Tm+), &) + Ga(rmt), @;-1)]|| <

j=l+2
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IN

Z — G(2(T), aj-1) — G(x(Tm), ;) + G(@(7m), Qj-1)] |+

HNG(@(Tm), Q1) — G(@2(T), T t) — G(2(Tn+), Qug1) + G2 (T t), T ) [+

l+s

+ > G(F), @) — Ga(F), @j-1) — G(a(rm+), @) + Ga(r+), a;-1)]|

J=1+2

< ) e(®) = w(ma)l[(h(ay) = h@; 1)) + [l2(mm+) = 2(mn)[[(M(@141) = h(Tn+))+

M-

1

J

l+s

+ ) a(7) = 2l (h(@;) = h(a;-1) <

j=l+2

< > (ho(7) = ho(mm))(h(@5) = h(@;-1)) + (ho(Tt) — ho(rn)) (A(@11) = M)+

Jj=1

l+s

+ D (hol5) = o1 )) (@) = h(@;-1)

j=I+2

< n(h(7m) — hloun-1) + (ho(Tim+) = ho(7m))n + n(h(am) — h(Gu41) <
< n(h(am) = hlam-1) + ho(Tm+) — ho(Tim))
< n(h(am) — h(am—1) + ho(am) — ho(m-1)).

A desigualdade acima junto com (1.39) implicam a desigualdade

H/ DG(x(r),4) — Syl <

< ||/ DG(x S(AT) = S(AT)I[ +[[S(AT) = S(A7) = Su

<e +[S(A7) + S(AT) = Sull <& +n(h(am) = hlam-1) + holem) — ho(am-1)).

Como ¢ > 0 pode ser escolhido arbitrariamente pequeno, temos
H / DG((r), 1) — Sull < nlh(m) — Alaim 1) + hoctm) — holam 1)), (1.40)

Para o caso em que 7 ¢ D, a mesma desigualdade acima pode ser provada de modo
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anéalogo. Dai, usando (1.40) e a desigualdade abaixo
B
|| et ZSH<ZH/ DG((r). 1) ~ Syl
obtemos
B
|| péat ZSH—HZ " et ZSH
«@ =1Y&m-1
k an
<Y [ DGl - Sul <
m=1 Qm—1
k
Z (M) = h(am—1) + ho(cm) — holam—1)) = n(h(3) — h(a) + ho(B) — ho(e))
e temos o resultado desejado. [ |
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Capitulo

2

Equacoes Diferenciais Funcionais

Retardadas com Impulsos

Neste capitulo, iremos introduzir algumas defini¢oes béasicas e alguns resultados so-
bre equagoes diferenciais funcionais retardadas com impulsos (EDFRIs), que serao de
fundamental importéancia ao longo deste trabalho.

Este capitulo esta dividido em trés segoes. Na primeira sec¢ao, faremos uma abor-
dagem sobre as equagoes diferenciais funcionais com retardos (EDFRs), trazendo algu-
mas defini¢oes basicas e resultados essenciais para o nosso trabalho. A principal referéncia
para esta parte sera [13]. Na segunda segao, trataremos da teoria de equagoes diferenciais
impulsivas (EDIs), quando descreveremos varios tipos de sistemas de equagoes diferenciais
impulsivas, exibindo exemplos. A principal referéncia para esta parte serd [21|. Por fim,
na terceira se¢ao, trataremos da teoria de equagoes diferenciais funcionais retardadas com
impulsos (EDFRIs), onde relacionaremos a teoria de EDFRs com a teoria de EDIs. A
principal referéncia para esta parte seréa [10].

Omitiremos algumas demonstragoes dos resultados apresentados, quando considerar-

mos desnecessarias.

2.1 Nocoes basicas de EDFRs

Nesta se¢ao, consideraremos a, b como sendo ntimeros reais, n como sendo um inteiro
maior ou igual a 1, R™ como sendo o espaco vetorial n-dimensional sobre os reais com
norma denotada por || - || e C([a,b],R™) como sendo o espago de Banach das fungdes

continuas de [a,b] em R™ com a topologia da convergéncia uniforme. Supondo r > 0 e
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tomando [a,b] = [—r,0], denotaremos por C' = C([—r,0],R™) o espa¢o de Banach das

fungoes continuas de [—r,0] em R™ com a norma

el = sup l(0)]]
—r<6<0
Seja V' C R x C um aberto, entao C'(V,R") sera o espago das fung¢oes continuas de
V em R". Denotaremos por C°(V,R") o espago das fungdes continuas e limitadas de V'
em R". Este espago se tornard um espago de Banach, se considerarmos sua norma como
sendo a norma induzida de C'(V,R™).
Dados 0 € R, A > 0ez € C(Jo —r,0 + A),R"), entdo para cada t € [0,0 + A),

definimos x; € C([—r,0],R") como sendo
() =z(t+6), —r<60<O0.

Definicao 2.1. Se Q) C R xC for um aberto e f : Q — R™ for uma funcgao, entao diremos

que a equacao
. . dx
dt
serd uma equacao diferencial funcional retardada sobre ).

As vezes, usaremos a notacio EDFR(f) para nos referirmos a uma equacio do tipo

(2.1). Definiremos, a seguir, o conceito de solugao da equacao (2.1).

Defini¢ao 2.2. Uma func¢ao x serd dita uma solucio da equagao (2.1) em [0 —r,0+ A)
se existirem 0 € R e A > 0 tais que x € C([o —r,0+ A),R"), (t,x;) € Q e z(t) satisfizer
a equagao (2.1), para t € [o,0 + A).

Temos também a defini¢ao de uma solugao de (2.1) com valor inicial, que apresentamos

a seguir.

Defini¢ao 2.3. Dados 0 € R, ¢ € C, diremos que x(o, ¢, f) serd uma solug¢io de (2.1)
com valor inicial ¢ em o, ou simplesmente que serd uma solugao passando por (o, @), se
existir um A > 0 tal que x(o, ¢, f) € uma solugao de (2.1) em [c—r,0+A) e x,(0, ¢, f) =
o.

Com estas notagoes e terminologias, podemos enunciar alguns resultados basicos que

podem ser encontrados em [13].

Lema 2.4 ([13|, Lema 2.1). Se v € C([o — r,0 + a|,R"), entao x; serd uma funcao

continua como fungao de t parat € [o,0 + a].
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Prova: Como z € C([o —r,0 + a],R"), entdo z é continua em [0 —r,0 + a]. E como
[0 —r, 0+ «a] é compacto, = é uniformemente continua. Portanto, para todo £ > 0, existe
um 0 > 0 tal que |z(t) — z(7)| < &, se |t — 7| < J. De fato, se [t — 7| < d et € [0,0 + a,
entao
lx(t+0) —x(r+0)] <e

para todo 6 € [—r,0]. Isto prova o lema. [ |

Lema 2.5 ([13], Lema 1.1). Se 0 € R e ¢ € C forem dados e f(t,¢) for continua, entao
encontrar uma solugdo da equagio (2.1) passando por (o, ¢) serd equivalente a resolver a

equacao integral

Ty =@
x(t) = ¢(0) —I—/ f(s,x5)ds, t>o

Prova: A demonstragao deste lema segue imediatamente do lema anterior e do teo-

rema fundamental do calculo. [ ]

O préximo resultado aborda a existéncia de uma solugao de uma dada EDFR com

valor inicial.

Teorema 2.6 (Existéncia local - [13], Teorema 2.1). Suponhamos que 2 seja um subcon-
gunto aberto de R x C' e f € C(Q,R"). Se (0,¢) € Q, entao existird uma solugdao local
de (2.1) por (o,¢). Mais geralmente, se W C Q for compacto e f € C(Q,R"), entdo
ezistird uma vizinhanga V- C 0 de W tal que f € C°(V,R"™), e existirdo uma vizinhanga
UCCUV,R™) de f e um a > 0 tais que, para (o,9) € W e g € U, existird uma solugao
z(o, ¢, g) de (2.1) passando por (o,¢p) em [0 —r,0 + af.

Omitiremos a demonstracao do Teorema 2.6, devido & sua extensao. Para o leitor
interessado, ela pode ser encontrada em [13], pagina 43.
A seguir, enunciaremos um teorema que garante a existéncia de uma tnica solugao

local de (2.1) passando por (o, ¢).

Teorema 2.7 (Unicidade - [13], Teorema 2.3). Se Q C R x C for um aberto, (o, ) € ,
f:Q — R for continua e f(t,p) for localmente lipschtiziana com relagao a ¢ em ).

Entao existird uma inica solugao de (2.1) passando por (o, ).

Prova: Definamos I, = [0,a] ¢ Bsg = {¢ € C : |p| < (}. Suponhamos que = e y
sejam solugoes da equagao (2.1) em [0 — r,0 + a] com z, = ¢ = y,. Entao, pelo Lema
2.5, temos

Ty = @
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z(t) = ¢(0) + /tf(s,xs)ds, t>o

Yo = ¢
t
o) =)+ [ fsmdds, tzo
a
Destas relagoes, temos a relagao abaixo

To =Yoo = @

£(t) — y(t) = / Flsz) — f(s,u)ds, >0

Se k for a constante de Lipschitz de f(t,¢) em algum conjunto compacto contendo as
trajetorias {(¢t,z¢)} e {(t,y:)}, t € I,, entdo poderemos escolher @ de modo que ka < 1.
Assim, para t € I5, teremos

j«(t) — y(t)] < / F(s,2) — (s y2)ds

< / 1£(5,2) — f(5,5)|ds <

t t
§/ klys — z4|ds < k sup |y, —SL’S|/ ds < k sup |ys — z4|a

o<s<t o<s<t

e isto implicard que x(t) = y(t), para t € I5. Se repetirmos este processo, tomando os

intervalos de comprimento & cada vez maiores, teremos o resultado desejado. [ |

O préximo teorema trata da dependéncia continua de solugoes de certa EDFR com

respeito aos valores iniciais.

Teorema 2.8 (Dependéncia continua - [13], Teorema 2.2). Suponhamos que @ C R x C
seja aberto, (0°,0°%) € Q, O € C(Q,R") e 2° seja uma solugio de EDFR(f°), por
(0% ¢%), a qual existe e € unica sobre [0 — r,b]. Sejam W° C Q o conjunto compacto
definido por WO = {(t, (2°););t € [0°,b]} e V® uma vizinhanga de W° sobre a qual f°
¢ limitada. Se (0%, %, f*), k = 1,2,..., satisfizer o* — 0%, & — o e [f¥ — f° — 0
quando k — oo, entdo existird um k° € N tal que, para k > k°, a EDFR(f*) serd tal que
cada solugio x* = x*(o®, ©F, f*) passando por (o*, ¢*) existird sobre [o% —r, b e 2% — 2°
uniformemente sobre [0° — 1, b].

k

Observacao 2.9. No teorema acima, como pode ocorrer de nem todas as x" estarem

definidas em [0° — r,b], quando escrevermos x*

— 2% uniformemente sobre [0° — r,b],
entenderemos que, para qualquer £ > 0, existird um ki(c) € N tal que para k > kyi(e),

zk(t) estard definida sobre [0° —r +¢,b] e ¥ — 20 uniformemente sobre [0° —r + &, b].
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Novamente, nao incluiremos a demonsracao deste resultado, devido a sua extensao.
Entretanto ela pode ser encontrada em [13], paginas 43 e 44.
Para as defini¢coes abaixo, vamos supor que f na Definicao 2.1 seja uma func¢ao con-

tinua.

Defini¢ao 2.10. Se z for uma solug¢ao de (2.1) em um intervalo [o,a), a > o, diremos
que T serd uma continuagao de x, se existir um b > a tal que T estd definida em [0 —1,b)
e T coincidir com x em [0 — r,a) e satisfizer a equagao (2.1) em [o,b). Uma solugio x
serd nao-continudvel, se tal continuag¢ao nao existir, ou seja, se o intervalo [o,a) for o

intervalo mazximal de existéncia da solucao x.

Com estas defini¢oes e com os resultados apresentados anteriormente, podemos enun-
ciar alguns resultados de grande importancia sobre continuagao de solucoes. Nao apre-
sentaremos as demonstragoes destes resultados, tendo em vista a extensao destas. Entre-

tanto, elas podem ser encontradas em [13], paginas 45 e 46.

Os resultados seguintes tratam de nao-continuagao de solugoes.

Teorema 2.11 ([13], Teorema 3.1). Suponhamos que 2 seja um conjunto aberto de R x C
e que f € C(Q,R™). Se x for uma solugdo nao continudvel da equagao (2.1) em [0 —1,b),
entdo, para todo conjunto compacto W em €, existirda um ty tal que (t,z;) ¢ W para
tw <t <.

Corolario 2.12 ([13|, Coroléario 3.1). Suponhamos que Q seja um conjunto aberto de
R x C e que f € C(QR™). Sex for uma solugao nao continudvel da equagao (2.1) em
[0 —1,b) e W for o fecho do conjunto {(t,x;) : 0 <t < b} em R x C, entao se W for
compacto, ezistird uma sequéncia de nimeros reais {ty}, com t;, — b— quando k — oo,
tal que (tx,xy, ) tende a O quando k — oo, onde O denota a fronteira de Q2. Se r > 0,
entdo existird um ¢ € C tal que (b, ¢) € OQ e (t,x;) — (b, ) quandot — b .

Teorema 2.13 ([13], Teorema 3.2). Suponhamos que 2 seja um conjunto aberto de R x C
e que f: Q — R" seja completamente continua, ou seja, f € continua e leva conjuntos
fechados e limitados de §2 em conjuntos limitados de R™. Suponhamos, também, que x
seja uma solugao nao continudvel da equagao (2.1) em [o—r,b). Entao, para todo conjunto
limitado e fechado U em Rx C, U em (), existird um ty tal que (t,x;) ¢ U paraty <t <b.

2.2 Nocgoes basicas de EDIs

Inciaremos a fundamentacgao teodrica sobre equagoes diferenciais funcionais retardadas
com impulsos, listando e esclarecendo alguns aspectos bésicos sobre a teoria das equagoes

diferenciais impulsivas sem retardo que trataremos, abreviadamente, por EDIs.
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Uma EDI (equagao diferencial impulsiva) ou sistema impulsivo pode ser representada

da forma seguinte. Considera-se

i) uma equacao diferencial

s (52%) o3

onde f: Ry xQ — R" e Q) ¢ um subconjunto aberto do R, R™ é o espago euclidiano

n-dimensional e R é a reta real nao negativa;
ii) subconjuntos M(t), N(t) C 2, t € Ry;
iii) fungoes A(t) : M(t) — N(t),t € R,.

Descreveremos, a seguir, o comportamento do processo de evolugao de i), ii) e iii)
aclma.

Seja x(t) = x(t; Lo, xo) uma solugao do sistema (2.2) passando pelo ponto (o, xg) €
R, x Q, que denotaremos po P,,. O ponto P, = (¢, z(t)) inicia seu movimento no ponto
inicial B, = (t, o) e move-se ao longo da curva {(¢, x) : t > to, = x(t)} até o tempo
t1 > to no qual P, encontra o conjunto (¢, M(t)). Em t = t;, o operador A(t) transfere o
ponto I, = (t1, x(t1)) para o ponto P+ = (t1, {) € (t1, N(t1)), onde zi = A(t))z(t1).
Deste modo, o ponto P; continua seu movimento ao longo da curva x(t) = x(t; t;, z1), que
é solugao de (2.2) com condi¢ao inicial Py = (t1, x7), até encontrar novamente o conjunto
(t, M(t)) num tempo ¢y > t;. Em seguida, o ponto P, = (t2, x(t2)) ¢ transferido pelo
operador A(t) para o ponto Fpr = (t2, ry) € (t2, N(ls)), onde x5 = A(ty)x(l). Agora, o
movimento de P; se inicia em (f5, 23 ) ao longo da solugao x(t) = z(t; ta, x5 ) de (2.2) e 0
processo continua ao longo da solugao de (2.2), caso esta exista, repetindo o procedimento

descrito acima.

Definicao 2.14. A curva descrita por P; acima € chamada curva integral e a fungao que

define esta curva € a solug¢ao da equagao diferencial impulsiva.
Note que uma solugao de uma equagao diferencial impulsiva como acima podera ser:

a) uma fungao continua, se a curva integral {(¢,z) : t > to, 2 = x(¢)} nao interceptar o

conjunto M (t), ou se ela atingir M (t) somente nos pontos fixos do operador A(t);

b) uma fungao continua por partes com um namero finito de descontinuidades de
primeira espécie, se a curva integral encontrar M () em um ntmero finito de pontos

que nao sejam pontos fixos do operador A(t);
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¢) uma fungao continua por partes com uma quantidade enumeravel de descontinuidades
de primeira espécie, se a curva integral encontrar o conjunto M (¢) em uma quanti-

dade enumerével de pontos que nao sejam pontos fixos do operador A(t).

Chamaremos os instantes t = 5, k = 1,2, ..., nos quais a curva integral atinge M (t) de
momentos de impulso. Iremos supor que qualquer solucdo z(t) da EDI (2.2) seja continua
a esquerda em ¢, parak = 1, 2, 3, ..., isto &, z(t; ) := hlilg z(ty — h) = z(ty).

A seguir, analisaremos alguns tipos de sistemas diferenciais com impulsos.

Comecaremos analisando os sistemas com impulsos em tempos fixados. Estes sistemas
sao equagoes diferenciais impulsivas cujos momentos de impulsos sao pré estabelecidos,
ou seja, os impulsos ocorrem em tempos conhecidos de antemao. Neste sistema, M (t)
representa uma seqiiéncia de planos t = 5, onde {#;} é uma seqiiéncia de tempos, com
ty — +0oo quando k — +o00.

Definiremos o operador A(t), para t = t;, k = 1,2,..., da maneira descrita a seguir.

A seqiiéncia {A(tx)} de operadores A(ty) : @ — € sera dada por
x— Alty)r = x + Ix(x),

onde I :  — Q. O conjunto N(f) sera definido para t = #;, como sendo N(t;) =
A(tp)M(t), onde k= 1,2,....

Com a escolha de M(ty), N(ty) e A(ty), k = 1,2,..., podemos descrever um modelo
matemético de um sistema diferencial impulsivo simples em que cada impulso ocorre em

tempos fixados da maneira abaixo:

(2.3)

o(t) = f{t,z(t), t#t,
A.II:Ik<.E> t:tk, k’:127

onde, para cada t = tg, Az(ty) = () — x(t,) e z(t]) = lim+ x(ty + h). Mas como
h—0

x & continua a esquerda, Ax(ty) = z(t]) — x(tx). Assim, qualquer solugdo z(t) de (2.3)

satisfaz:
1) I’(t) = f(t,x(t)), te [t():tl]? te (tk7tk+1]7 k= 17 27 s

Sabemos que os efeitos impulsivos influenciam o comportamento das solugoes de (2.3).
A continuidade das solugbes pode ser afetada pela agao impulsiva, como mostram os

exemplos abaixo.
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Exemplo 2.15 ([21], Exemplo 1.1.1). Consideremos a equagao diferencial impulsiva

i =0, t £k,
Az = 11, t=Fk k=12 ...

€T —

(2.4)

A solucdo z(t) da equagao diferencial ordinaria & = 0 é continua para todo ¢, pois é

constante para todo t. Note que a solugao do sistema (2.4), com condigao inicial 2(0) = 1,

estda definida somente para 0 < t < 1, ja que a fungao Ix(z) = ] nao esté definida
x

para r = 1.

Exemplo 2.16 (|21], Exemplo 1.1.2). Consideremos a equagao diferencial impulsiva

k
i=1+22 t;éf,

A (2.5)
Ar=-1, t==", k=12...

Neste caso, a solucdo z(t) do problema de valor inicial (escrevemos abreviadamente PVI)
T =1+ 2% z(0) = 0, é continua no intervalo [O, g), pois a solugao do PVI ¢ dada

por z(t) = tan (t — Z). Por outro lado, a solucgdo do sistema (2.5) com condicdo inicial

x(0) = 0 é dada por
B km kr (k+ 1w

-, D , m N . . L, .
Tal solugao é periddica de periodo 1 e tem descontinuidades de primeira espécie em
km

L= R para k=1, 2,.... A Figura 2.1 ilustra este fato.

z(t)

il
4

Figura 2.1: Curva integral do sistema impulsivo (2.5), com condigao inicial z(0) = 0.
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Agora, iremos analisar os sistemas com impulsos em tempos variaveis. Seja {Si} uma
seqliéncia de superficies dadas por Sy : t = 7(x), b = 1,2,..., satisfazendo 7(z) <

Te+1(x) e lim 74 (z) = +o00. Assim, teremos o seguinte sistema diferencial impulsivo:
k—-4o00

{ i = f(t,x), t #m(x), (2.6)

Az = Iy(z), t =1(x), k=1,2,...

Note que os momentos de efeito impulsivo para o sistema (2.6) dependem das solugoes,
ou seja, eles variam de acordo com as solugoes do sistema (2.6). Portanto, solugdes
iniciadas em diferentes pontos terao diferentes pontos de descontinuidades. Devido a
isso, situagoes peculiares podem ocorrer, se comparados aos sistemas com momentos fixos
de impulsos. Por exemplo, neste sistema, pode ocorrer de uma solugao atingir a mesma
superficie t = 7 () vérias vezes. Tal comportamento serda denominado fendmeno de pulso.
Além disso, solugoes diferentes podem coincidir ap6s algum tempo e se comportar como
uma solucao tnica apos isso. Este fenomeno sera chamado de confluéncia.

O exemplo seguinte ilustra estes comportamentos (que nao ocorrem na teoria de EDOs

classicas).

Exemplo 2.17 (|21], Exemplo 1.1.3). Consideremos a equagao diferencial impulsiva

Ar = 2%sgn(z) —z, t =7(z), k=0,1,2,...,
onde 7,(x) = z + 6k, com |z| < 3, descreve a superficie S, : t = 73,(z), e

1, >0
sgn(z) =4 0, =0
—1, x <0.

Note que as solugoes x(t) com condicao inicial x(0) = xo, |z > 3, nao sofrem impulso,
j& que elas nao encontram a superficie S, para qualquer £ =0,1,2,....

Por outro lado, as solugoes z(t) que se iniciam nos pontos (0, xg), 1 < xy < 3, sofrem
efeito impulsivo um numero finito de vezes. Por exemplo, considere a solugdo z(t) com
2(0) = v/2. Esta solucdo encontra a superficie Sy trés vezes e nio se choca com qualquer
superficie Sy além do tempo t3 = 2, como mostra a Figura 2.2. Se o ponto inicial (0) =
for tal que 0 < xy < 1, ent@o a solugdo x(t) encontraré a superficie S, em um ntmero

infinito de tempos t; e teremos t;, — +00 quando £ — +o00, bem como klim x(tr) = 0.
——+00

Para zo = %, observe a Figura 2.3.
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Figura 2.2: Curva integral do sistema impulsivo (2.7) com z(0) = v/2.

x(t)

1/2 A

Figura 2.3: Curva integral para o sistema impulsivo (2.7) com z(0) = 1/2.

As solugoes x(t), com —1 < zp < 0, se chocam um ntmero infinito de tempos t;,

j = 1,2..., com a mesma superficie Sy. Entretanto, neste caso, temos lim ¢, = 6 e
k——+o0

klim z(ty) = 0, exibindo o fendémeno de pulso. Veja a Figura 2.4.
——+00

Finalmente, as solugdes que comecam em (0, v/2) e (0,4) se unem em ¢ > 2 , exibindo

o fendmeno de confluéncia.

Sistemas diferenciais impulsivos mais gerais do que (2.6) podem ser descritos da
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x(t)

Figura 2.4: Curva integral do sistema impulsivo (2.7) para —1 < z(0) < 0.

maneira abaixo:

{xzf@@, h(t,z) # 0, (2.8)

Ax = Iy(t,x), h(t,z)=0,

onde h: R, x 2 — R" é uma fungao e {2 é um subconjunto aberto de R".

Se h(t,z) = 0 tiver uma quantidade enumeravel de raizes t = 7(z) para cada z,
satisfazendo algumas condigoes necessérias, entao, definindo Iy(x) = Io(7x(z),x), po-
deremos notar que (2.8) se reduz a (2.6). Por outro lado, se h(t,z) = 0 tiver raizes
{(tg,z) : x € M(ty)} tais que k1—1>I—|I—100 tr, = 400, entao (2.8) se reduzira a (2.3).

A seguir, analisaremos sistemas auténomos com impulsos. Para isso, consideremos
os conjuntos M(t) = M e N(t) = N independentes de t e seja A(t) = A: M — N
definido por Ax = 2+ I(z), onde I : Q — Q. Consideremos também o sistema diferencial

impulsivo autéonomo dado por

{x:ﬂ@, x ¢ M, 29)

Ar=1(z), ve€ M.

Quando qualquer solucao x(t) = x(t; to, xo) de (2.9) atingir o conjunto M em algum
tempo ¢, o operador A transferird, instantaneamente, o ponto x(t) € M para o ponto
y(t) = x(t) + I(z(t)) que estd em N. Como (2.9) é autonomo, o movimento do ponto x(t)

sera considerado em 2 ao longo da trajetoria do sistema (2.9).
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O exemplo seguinte mostra varias possibilidades interessantes.
Exemplo 2.18 ([21] - Exemplo 1.1.5). Consideremos o sistema diferencial impulsivo em
R? dado por

{ iy = azy — B, dy = fry +azz, @ <0,6>0, (2.10)

A:M — N,

onde os conjuntos M, N C R? sio definidos por
M ={(z1, 13) ER*:2? + 25 =77} e N={(z1, 1) €ER?: 2% + 25 =3},

com vy, > 7, e sao tais que, para qualquer ponto x € M, existe o correspondente Axr =

y € N tal que x e y estao sobre a mesma semi-reta que se inicia na origem.

Usando coordenadas polares

x1 = pcos) e Xo = psend,

pemos dr,  d a6 dr,  d a6
T1 . _p X2 _ _P el
= 30 0s — psent— o e pTaale7 senf + pcost o
e substituindo as coordenadas polares em (2.10), obtemos
dxq dxs
— = a(pcost) — B(psenh) e — = B(cosh) + a(psent)

Assim, podemos reescrever o sistema (2.10) como

dp
df pa . 6

A, 9) - (727 0),

onde
]\/[:{(p,e):p:’yl} e N:{(p,e)tp:’yz}.

Note que as trajetérias do sistema diferencial correspondente sao espirais logaritmas
dadas por
p= poe(w/ﬁ)(9_9°)7 a<0,0>0,

as quais tendem a posicao estacionaria p = 0, quando § — +oo.

Note, também, que

dp
di

—adt = hp=at+C = p=e2"C
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do
=0 = di=pdt — 0=pt+K
Dai,
0— K
0—K=p0t = —— =1t
5
Logo
o= ea%%) _ 50-K) C
Como
0—K=0t = Oh—K=0» — 6 =K,
entao vale
po = 6%(00—6’0)6c — ¢
e, portanto,
0= e%(e—%)p

Como todas as trajetorias do sistema diferencial impulsivo (2.10) que se iniciam na
regiao p > 7, encontram o circulo p = 79, é suficiente considerarmos as trajetorias ini-

0—00)

ciando sobre o circulo N. A trajetoria p = ypel@/P) , iniciando em (73, 6p), encontra

o circulo M em (v, 61), onde
(91 :90+ﬁt1 5904'7',
com 7T = gln % De fato, pois

0—0o) EES 9:91:804—@111&:004—7'.

p) =m = = Yael®/P)
a2

Note, ainda, que o operador A leva (71, 01) sobre N. Desta forma, o movimento ocorre
ao longo da espiral y,e(®/?(0=01) até encontrar M, digamos em (71, 6), o qual é transferido
pelo operador A para o ponto (7z, #2) sobre N, com 6, = 0y + 27. Assim, depois do n-
ésimo encontro com M, o movimento estara sobre o ponto (s, 8y + n7). Por isso, para se
estudar o movimento das trajetorias, é suficiente considerarmos a distribui¢ao de todos
os pontos #,, = 6y + nt sobre o circulo N.

Se 5 for racional, isto &, se T = 27T§, com p e q inteiros positivos relativamente primos,
entao teremos

0, =00+ qr =6y (mod2m)

e o movimento da trajetoria serd periddico. Além disso, como 6, é arbitrario, entao todas
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as trajetorias iniciando em N serao periodicas.

Se 5 for irracional, dividimos o circulo N em k arcos iguais, cada um de comprimento
21 Pelo fato de 5= nao ser racional, nunca teremos 6,, = 6y(mod2w). Dai, entre os (k+1)
primeiros pontos, 0y, 0o+, ..., 6+ k7(mod27), existirao dois pontos sobre o mesmo arco,
digamos 0y + m7 e Oy + I, com m > .

Seja s = m — [. Como 0y + m7 e 6y + IT estao sobre o mesmo arco, entao

2
(0o +m7) — (0 + I7) < %

Desta forma, o angulo s7 é menor do que 2% Assim, na sequéncia {0y + ns7(mod27)},
n € N, qualquer dois angulos consecutivos diferem pelo mesmo nimero s7 < 27”

Entao dados € > 0 arbitrario e k suficientemente grande, podemos obter 27” < e. Logo,
dada qualquer e-vizinhanga de qualquer ponto sobre o circulo N, existe pelo menos um
elemento do conjunto {fy + nst : n € N}.

Assim mostramos que as trajetorias iniciando na regiao x? + r3 > 7% sdo densas no

anel 7i < 27 + 23 < 3.

2.3 Nocoes basicas de EDFRIs

Listaremos, a seguir, algumas notacoes essenciais para iniciarmos o nosso estudo sobre
equagoes diferenciais funcionais retardadas impulsivas (EDFRIs).
Dada uma fungao v : [a,b] — R™, [a,b] C R, usaremos a seguinte notagao

P(tT) = lim 4(s) e (t7) = lim ¢(s)

s—tt s—t—

para indicarmos, respectivamente, os limites laterais a direita e a esquerda de v em ¢,
quando existirem.

Sejam a,b € R com a < b e D C R™. Denotaremos por PC([a,b], D) o espago formado
pelas fungdes ¢ : [a,b] — D que sdao continuas exceto em um numero finito de pontos e
cujos limites laterais 1) (¢1) e ¢ (t™) existem, satisfazendo ¥ (t~) = ¥ (t), paratodo t € [a,b).

Denotaremos por PC([a,0), D) o espago das fungoes ¢ : [a,00) — D tais que para
todo ¢ > a, a restricao |, € PC([a,c], D). Em PC([a,b], D), consideraremos a norma
usual do supremo, denotando-a por | - || e em PC([a,o0), D), consideraremos a topologia
da convergéncia localmente uniforme.

Se x € PC([to — r,0],R™), onde t; € Ry, 7 > 0 e 0 > ty, entdo, para cada t € [tg, o],
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definiremos z; € PC([—r,0],R") da seguinte forma
r(s)=z(t+s), —-r<s<N0.

Sejam J C RT um intervalo da forma [a,b), com 0 < a < b < oc, e D C R" um

conjunto aberto.

Consideremos a sequéncia
0<tg<ti<ta<...<tp<...

de pontos satisfazendo lim ¢, = oo e o seguinte problema de valor inicial (PVI)

k—oo

{ i(t) = f(t,z), t=>to, tFt, (2.11)
Tyy = O,
onde ty € Ry e ¢ € PC([—r,0],R").
Consideremos, também, nos instantes de impulsos t, k = 1,2, ..., a seguinte condi¢ao
de impulso
Ax(t) =I(t,xy), t>1y, t=1, (2.12)

onde Az(ty) = z(tx ™) — x(ty), f, I : J x PC([—r,0], D) — R™ e (0) + I(t, 1) € D, para
todo (tg,v) € J x PC([-r,0], D).

Definicao 2.19. Seja [to,to + ] C J, com a > 0. Uma solugao do problema impulsivo
(2.11)-(2.12) em [to,to + a] € uma funcao x € PC([to — r.to + &, D) que satisfaz as

sequintes propriedades:

(a) x(t) € continua em [to, to+ ]\ {tx; k € N}, os limites laterais x(t;) e z(t]) existem

e x(t) € continua a esquerda em ty € [to,to+ ], k=1,2,...;
(b) z(t) satisfaz a equagao (2.11), para todo t € [ty to + a;
(c) x(ty), com ty < to+ «, satisfaz a equagio (2.12), para todo k € N.
Denotaremos uma solugao de (2.11)-(2.12) por z(t) = (t; 9, ¢) ou simplesmente por
xr = x(to, @).

Note que a solugao z(t) coincide com ¢(t — ty), para to —r < t < ty. Sendo assim, se

uma solugao z(t) de (2.11)-(2.12) existir em [tg — r, to + o] e sofrer efeitos impulsivos nos
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instantes {tx}7,, onde to < t1 <ty < ... <ty < ty+ «, entdo ela sera descrita por

.T(t, t07 ¢)7 te [tO -, tl]a
l’(t) = a:(t;tk,:ctk), te (tk,tk+1], k=1,2,....m—1,
x(t;tm, xy,,),  tE (tm,to+ .

Entretanto, se uma solugao z(t) existir sobre o intervalo [ty — r, 00), entao x(t) sofrera
infinitos impulsos nos instantes {tx}32,, onde tg < t; < ty < ... < t; < ... satisfazendo
lim ¢, = o0, isto é, os instantes de impulsos nao se acumulam. Neste caso, a solugao sera

k—oo
descrita da seguinte maneira

2(t) = { x(t; to. @), t€fto—rt],

l’(t;tk,l’tk), t e (tk,tk+1], k= 1,2,...,

ou seja, x(t;ty, xy,) representa uma solucdo de (2.11)-(2.12), para cada k € N e cada
t € (tg. tr+1], onde tx denota o instante inicial e x;, representa a fungao inicial.

Para os proximos resultados, consideraremos to € J e a > 0 tais que [to, to + a] C J.
Iremos supor, também, que a funcao f : J x PC([—r,0], D) — R" satisfaga as seguintes

condigoes:

(i) Para cada x € PC([to — r,to + ), D), a fungao ¢t — f(t, x;) pertence a PC([ty,to +
a), R™).

(i1) Para cada t € J, f(t,1) é uma func¢ao continua em 1, onde ¢ € PC([—r,0], D).

(i11) Para cada conjunto compacto F' C D, existe M > 0 tal que |f(¢,%)| < M, para
todo par (t,v) € [to, Lo + ] x PC([—r,0], F).

O proximo lema exibird uma formula integral para uma solugao de (2.11)-(2.12).

Lema 2.20 ([10], Lema 1.9). Consideremos o problema (2.11)-(2.12), onde f satisfaz a
condigao (i) acima. Entao x € PC([to — r,to + &, D), onde a > 0 e [to — r,to + ] C J,
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serd uma solugdao de (2.11)-(2.12) se, e somente se,
gb(t—to t e [to —T,to],

/ f(s,xs) t € [to, 1],

t
x(ty) + (g, 24, +/ f(s,x4)ds, te€ (tgytrs1], k=1,2,--- ,m—1,
23

t
I(tm)+l(tm7$tnz)+/ f(87I5) dS? l € (tm7t0+a]
tm

\

ou equivalentemente,

Qﬁ(t - t0)7 te [tO - tO]a
x(t) = / fs,z)ds+ Y It ), t e (to, to + .
to<tp<t

O proximo teorema garante a existéncia de uma solugao local de (2.11)-(2.12).

Teorema 2.21 (Existéncia local - [10], Teorema 1.12). Consideremos o problema (2.11)-
(2.12) e suponhamos que f satisfaca as condi¢oes (i) a (iii). Entdo, para cada (to, ) €
J x PC([—r,0],R"), existe uma solu¢ao x = x(t;to, ») de (2.11)-(2.12) em [to —r,to + ],

para algum o > 0.

Nao incluiremos a demonstragao deste resultado, devido & sua extensao, mas uma

prova pode ser encontrada em [10], Teorema 1.12.

Definigao 2.22. Se x e y forem solugdes de (2.11)-(2.12) sobre os intervalos J, e Jo,
respectivamente, onde J, estd propriamente contido em Jo e estes intervalos sao semi-
abertos a direita, e se x(t) = y(t) para todo t € Jy, entdo y serd uma continuag@o
propria o direita de x, ou simplesmente, uma continuacao de x. Uma solucao x de
(2.11)-(2.12) definida sobre J, serd dita continudvel, se existir alguma continuagao y de
x. Caso contrdrio, x serd nao-continudvel e o intervalo J; serd chamado de intervalo

maximal de existéncia de x.

E consequéncia imediata do Lema de Zorn que se z for uma solucio continuavel de
(2.11)-(2.12) sobre algum intervalo, entao « podera ser continuada a um intervalo maximal

de existéncia.
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Mostraremos, a seguir, alguns resultados que abordam a continuacao de solugoes de

(2.11)-(2.12) ao intervalo maximal de existéncia.

Teorema 2.23 (Continuagao - [10], Teorema 1.14). Consideremos o problema impulsivo
(2.11)-(2.12) e suponhamos que f satisfaca as condi¢oes (i) a (iii). Sejam (to, ) € J X
PC([-r,0],D) e x = xz(ty, ) uma solugio de (2.11)-(2.12). Se x estiver definida em
[to — 1, to+ ], onde o > 0 e [tg, to+ ] C J, entao x serd continudvel. Agora, se x estiver
definida sobre um intervalo da forma [to — 7, to+ (3], onde 0 < § < 00 e [to,to+ 5] C J, e
x for nao continudvel, entao para todo conjunto compacto G C D, existird uma sequéncia

de numeros {t;}32, com to < t, < tp41 e klim ty =to+ 0 tal que x(t) € G.

Pela primeira parte do teorema acima, segue que o intervalo maximal de existéncia de
uma solugao nao continuavel de (2.11)-(2.12) é aberto a direita. Ja, pela segunda parte,
uma solugao nao continuavel z ou esta definida para todo t € J ou esta definida sobre um
subintervalo proprio limitado de J e, neste caso, a solugao ou se torna ilimitada quando

t — to+ 0, isto &, lim sup |z(t)| = oo, ou ela assume valores suficientemente proximos
t—to+8

da fronteira de D quando t — ¢y + (3. No caso particular em que J = R ¢ D = R", as

solugoes limitadas de (2.11)-(2.12) sdo continuaveis a t = co.

Teorema 2.24 (Existéncia global - [10], Teorema 1.17). Suponhamos que f satisfaca as

condicoes (i) a (ii1) e também satisfaca a sequinte condi¢do:

(iv) Existem fungoes hy, he € PC(R,Ry) tais que, para (t,v) € Ry x PC([—r,0],R"),
temos

[f (&) < hu(t) + ha(F)||90]]-

Entao, para cada (tg, ) € Ry x PC([—r, 0], R™), existird uma solugao (local) x = x(t; ty, )
de (2.11)-(2.12) que pode ser estendida ao intervalo [ty — r, 00).

Defini¢ao 2.25. Uma solugio x = x(t;t, @) de (2.11)-(2.12) serd dita unica, se dada
qualquer outra solug¢do y = y(t;to, ») de (2.11)-(2.12), tivermos x(t) = y(t) sobre o inter-

valo comum de existéncia.

O teorema a seguir trata da unicidade de solugdes de (2.11)-(2.12).

Teorema 2.26 (Unicidade - [10], Teorema 1.19). Suponhamos que f satisfaca a condi¢ao

(1) e a condigdo abaizo

(v) f:Jx PC([-r,0],D) — R"™ é localmente lipschtiziana em 1, isto é, para cada
to € J e cada o > 0, onde [to, to + ] C J, e para cada compacto F' C D, existe uma
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constante L > 0 tal que
[f(t b)) = (&, 02)] < Lllvn — ¢af],
para quaisquer t € [to, to + a] e Uy, 1y € PC([—1,0], F).
Se existir uma solugao de (2.11)-(2.12) em [to—r, to+a), onde 0 < o < 00 e [tg, to+a) C J,
entao ela serd inica.
2.4 EDFRIs num contexto mais geral

Nesta secao, vamos considerar o seguinte problema de valor inicial para uma EDFRI

y(t)=f(yt), t #te

yto = ¢)
onde t, k=0,1,....m,comty < t) < ... < tp, < ... < t, <tg+0o,0 >0, sao
momentos de impulsos pré determinados, para k =0,1,...,m, y — I (y) aplica R" nele
mesmo e
Ay (ty) =y (tet) —y (=) =y (tt) —y () ,
ou seja, y é continua a esquerda em ¢t = ¢, e limite lateral y(t,+) existe, para k =
0,1,2,...,m. Note que também estamos considerando 5 como momento de impulso.

Dada uma fungao y : [to —r,to +0] — R", com r > 0 e ¢ > 0, consideraremos

Yyt : [—r, 0] — R™ dada por
ye () =yt +0), 0€[-r0] teltty+o0].

Agora, iremos especificar o conjunto que contém a fun¢ao f do problema (2.13).

Seja X um espago de Banach. Escreveremos f € G([a,b], X) se f for uma funcao
regrada que aplica [a, b] em X e consideraremos, neste conjunto, a norma usual do supremo
dada por || f|les = sup,<;<p [|.f(t)]|. Entdo (G([a,b], X),|| - ||s) serd um espago de Banach.
Como mencionamos no Capitulo 1, toda fungdo em G([a,b], X) é o limite uniforme de
fungoes escada finitas (veja [16]).

Definamos o conjunto

G ([a,b], X) = {u € G(]a,b], X) : u & continua & esquerda para todo t € (a, b]}.
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Em G~ ([a,b], X), consideraremos a norma induzida por G([a,b], X). Desta forma, esta
claro que para uma dada fungdo y € G~ ([to — r,to + o], R™), ys € G~ ([-r,0],R") para
todo t € [to,to + O'].

E um fato conhecido que o sistema impulsivo (2.13) é equivalente a equagao integral

y(t) = ylto) + [i flyss)ds+ > L(y(ty))
S h<t (2.14)

yt() = ¢7

sempre que a integral existir em algum sentido. Em nosso caso, consideraremos a integral
no sentido de Lebesgue.

Seja PCy C G~ ([to — r,to + o], R™) um conjunto aberto (com a topologia da con-
vergéncia localmente uniforme) com a seguinte propriedade: se y for um elemento de PC}

et € [ty —r,to + o], entdo 7 sera dada por

y(t), to—r <t <1,

y(t) = { (2.15)

y(t), t <t<oo,

e y também serd um elemento de PC). Em particular, toda bola aberta em G~ ([ty —
r, to + o], R™) tem esta propriedade.

Suponhamos que f (¢,t) : G~ ([—r,0],R") X [to, to + 0] — R™ seja uma fungao dada.
Suponhamos, também, que a aplicacao t — f (v, t) seja Lebesgue integravel paray € PC}

e que as seguintes condigoes acontegam:

(A) existe uma fungao Lebesgue integravel M : [to,to + 0] — R tal que para todo
T e POl e todo U, Uy € [to,to ‘I‘O’],

Aff@&@@

(B) existe uma fungao Lebesgue integravel L : [ty, ty + o] — R tal que para todo z,y €
PCl e todo Ui, Us € [to,to +0'],

u2
S/ M (s)ds;
ul

‘/‘“2 [f (2s,8) = f (ys, s)] ds

ui

< [ L) o= il ds

ul

Para os operadores de impulsos I, : R* — R”, k = 0,1,2,..., suponhamos que as

seguintes condigoes estejam satisfeitas:
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(A’) existe uma constante K7 > 0 tal que para todo k =0,1,2,..., e todo z € R",

[Ik(2)] < K3

(B’) existe uma constante Ky > 0 tal que paratodo k =0, 1,2,..., e quaisquer z,y € R",
() — Ik(y)| < Kol —yl.

Note que as condigoes do tipo Carathéodory e Lipschitz (A) e (B) s@o requeridas para
a integral indefinida de f e n@o para a func¢ao f. Portanto, a hipdtese usual de que f(1),t)
deve ser continua em 1 nao necessita estar satisfeita. Além disso, a aplicagao t — f (v, t)
nao precisa ser continua por partes; basta ser Lebesgue integravel.

Note que, opcionalmente, podemos considerar outra integral em lugar da integral de
Lebesgue, como por exemplo, a integral nao absoluta de Henstock-Kurzweil. Se este for
o caso, entdo a aplicagao t — f (y;,t) podera ndo somente ter muitos pontos de descon-
tinuidades, mas ela também podera ser de variacao ilimitada. Em qualquer caso, usando-
se integragao de Lebesgue ou integragao de Henstock-Kurzweil, a solucao da equagao
(2.13) precisa estar satisfeita quase sempre no sentido da medida de Lebesgue.

Vamos, entdo, relembrar o conceito de uma solu¢ao do problema (2.13).

Definicao 2.27. Um fun¢io y € PCy tal que (yi,t) € G~ ([—r,0],R") X [to, to + o] para
to <t <ty+ o e tal que as condigoes

(i) §(t) = f (u,t), quase sempre (no sentido de Lebesgue), para t # ty.
(it) y (tet) =y (tx) + I (y (&), £ =0,1,2,...,m.
(iit) Yy = ¢

estao satisfeitas, serd dita uma solugao de (2.13) em [to, to + o] (ou algumas vezes também

em [to — 1, to + o] ) com condigdo inicial (¢, o).

No que segue, apresentaremos um teorema de existéncia local e unicidade de solugoes
para a EDFRI (2.13). Daremos uma prova direta sem fazermos uso da teoria de EDOGs.
Nossa demonstracao, entretanto, foi inspirada na demonstracao do Teorema 2.15 de 7|

(veja, também, o Teorema 1.28 do Capitulo 1).

Teorema 2.28. Consideremos o problema (2.13) e suponhamos que as condigoes (A),
(B), (A') e (B') estejam satisfeitas. Entao existirga um A > 0 tal que no intervalo [to, to+
A] existird uma unica solugdo y : [ty — r,to + A] — R™ do problema (2.13) com yy, = ¢.
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Prova: Para t € [to, to + o], definamos
t m
h(t) = / [M(s)+ L(s)lds e ho(t) = max(K1, K5) > H,, (1),
to k=0

onde H;, denota a fungao Heaviside continua & esquerda e concentrada em ?;, ou seja,

1, (1) 0, para t <t
t p—
* 1, para t <t.

Seja h = hy + hy. Entao h serd nao decrescente e continua a esquerda. Além disso,

para s € [to, to + 0], temos

[ tvier Y L) -

to<t;<s

/ts fye t)dt + Z I (y(t) Hy (5)] <

< /S M(t)dt + K, thJ(S) < h(s) - h(t0>7

pelas condigoes (A) e (A’).

Consideraremos dois casos: quando ty ¢ um ponto de continuidade de h : [ty, tg+ 0] —
R™ e caso contrario.

Primeiramente, seja to um ponto de continuidade de h. Suponhamos que A > 0 seja
tal que [to,to + A] C [to, to + o) e h(to + A) — h(to) < %

Seja @ o conjunto de fungdes z : [tg,tg + A] — R™ tal que z € BV ([ty,to + A],R™)
e |z(t) — y(to)| < h(t) — h(to) para t € [to,to + A]. E facil mostrar que o conjunto
Q C BV ([to, to + A],R™) é fechado.

Para s € [tg,to + Al e 2z € @, definamos

Ta(s) = ylto) + / eondi+ Y ().

to<t;<s

Entao,

IT2(s) — y(ty)] = /tsf(zt,t)dt+ 3" L=(t))] < h(s) = hlto), s € [to,to + Al.

to<t;<s

O fato de que Tz pertence a BV ([tg,to + A],R") também nao é dificil de provar.
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Portanto T" aplica () em (.
Tomemos ty < s1 < s2 < tg+A e 21,22 € . Usando as condigoes (B) e (B'), obtemos

|TZQ<82) - T21<82> - [TZQ(Sl) - T21<81>]| =

- / Ut — fentit+ S () - L)) <

51 s51<t;<s2

< [T L0 - 2 0kd+ Ko D (0) = (0] [H (s2) = iy s1)] <

S1 j:0

< sup  |z(s) — z(s)] (/82 L(t)dt + K, Z [H, (s2) — Htj(51)]> <

SE[t(),t()-I—A] S1 =0

< |22 — 21l BV (jto,to + A [(52) — R(s1)].

Como ||2|| By (to.rora)) = |12 (to) | +varie™(2) define uma norma em BV ([to, to+A], R™),
onde var{®"*(z) denota a variagio de z no intervalo [to, to + AJ, temos

[T22 = Tzt By (to,t0+a]) <[22 = 21l BV (t0,t0+a]) [R(to + A) — R(to)]
1
< §||22 - ZlHBV([tO,to—i-A])
donde concluimos que T é uma contracao. Assim, pelo teorema do ponto fixo de Banach,

o resultado segue.

Agora, consideremos o caso em que ty nao é um ponto de continuidade de h (ou de

hs). Definamos

Tio(t) = ha(t), t=to
TN Ra(t) = holtot) + ha(te) = ha(t) — holto+), to <t <ty+o,

e h = hy + hy. Entao h é continua em t = t;, continua a esquerda e nao decrescente.

Definamos um operador de impulso I, de R™ em R™ tal que

- { I(y(t)), t=to

Lo(y(t)) = To(y()) — Io(y(to+)) + Io(y(ty)), to <t <to+o.
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sempre que y € G~ ([tg, to+0],R"™), e consideremos o sistema diferencial impulsivo auxiliar

(

f(z:t) . t# b

2(t) =
Az (te) = Ix (2 (t)), b =1,....m,
Az (t

2.16
| 25 (t0) = To (= t0)), 210
L ?to 257
onde
—n ) 0), —r<0<0
o) = { y(to+), 0 =0.

Entdo, para s € [to, o + o], temos

/ flantydt + To(2(t) + > I, < h(s) — hito).
to<tj<s
Como no caso anterior, seja A > 0 tal que [to, to+A] C [to, to+0) e h(to+A)—h(to) < 3.
Entdo, definimos @ como o conjunto das fungoes z : [to,to + A] — R™ tal que z €
BV ([to, to + A, R™) e |2(t) — y(to+)| < h(t) — h(to) para t € [ty, to + A] e consideramos o
operador T definido em @ dado por

T()—yto—l— /th, dt—l—lo to Z I

to<t;<s

Seguindo o procedimento do caso anterior, é possivel mostrar que a equagao (2.16)
admite uma unica solugdo z(t) em [tg,to + A]. Entdo, definindo y,, = ¢ e y(t) = 2(t),
para t > ty, obtemos uma solugao tnica de (2.13) em [lo, ty + A] para a qual y,, = ¢. W

O resultado que segue é inédito para a teoria de EDFRIs. Na auséncia de impulsos,

tal resultado também é novo na teoria de EDFRs.

Consideraremos a seguinte sequéncia de problemas de valor inicial:

y(t) = fp (v, t), t # ty
Ay (ty) =17 (y (tr)), k=0,1,...,m, (2.17)

to :¢p7 p :1727

onde g < t1 < ... <ty <...<ty, <ty+o,eparacadap=1,2,..., 2 — I} (x) aplica
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R™ nele mesmo e
Ay (te) =y (tet) —y (=) =y (tat) —y(te), k=0,1,2,...,m.

Mostraremos que, nas condigoes (A), (B), (A’) e (B') para todos os f, e I}, com
k=0,1,2,...,mep=1,2,..., asequéncia {y, },>1 de solugbes de (2.17) sera equilimitada,

e uniformemente de variagao limitada em [ty, ty + o].

Teorema 2.29. Suponhamos que ¢, € G~ ([—r,0],R™), para p = 0,1,.... Suponhamos,
também que, para p = 0,1,..., as fungoes f, : G~ ([—r,0,R") x [to,to + 0] — R" e
I :R" - R", k=0,1,...,m, satisfacam as condigoes (A), (B), (A") e (B') para as
mesmas fungoes M e L e as mesmas constantes Ki e Ky. FEntdo existird um A > 0 tal
que yp : [to — 1.t + A] — R™ serd uma solugao de (2.17), para cada p, e a sequéncia

{yp}p>1 serd equilimitada e uniformemente de variagcdo limitada em [to,to + A].

Prova: Pela prova do Teorema 2.28, fica claro que podemos obter um tinico A > 0
tal que a solugao y, : [ty — 7, to + A] — R de (2.17) existe e ¢ tnica, independentemente

de p. Portanto, parap =0,1,..., temos

Yp(s) = yp(to) + /tS Fo((yp), t)dt + Z If(yp@j))v s € [to, to + Al

to<t;<s

Consideremos uma partigao to = sop < s1 < ... < s, = to + A de [to, to + A]. Entdo

wls) = wmlsi) = [ flaetds Y L), i-12.n

8i—1<t;<s;

Portanto, as condigoes (A) e (A") implicam

Z |yp(3i) - yp(si—l)| < Z

[ b+ 5 )

t to<t;j<to+A

to+A
g/ M(s)ds + Kil,
t

0

onde [ ¢ o nimero dos momentos de impulso no intervalo [to, to + A]. Assim,

to+A
varngrA(yp) < / M (s)ds + Kil, paratodop €N, (2.18)

to

e, portanto, {y,},>1 ¢ uniformemente de variagao limitada em [to, to + A].
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Agora, iremos mostrar que {y,},>1 ¢ equilimitada. Novamente, como

uolt) = w(to) + / F)s s+ 3 Lwy(t),

to<t;<t

entdo, para cada t € [to,to + A] e cada p=1,2,3,..., temos

/tt Fol(yp)s, 5)ds

Y L)

to<t;<to+A

|yp(t)| < |yp(t0)| +

t
< lyy(to)] + / M(s)ds + Kyl

to

to+o
<y, (to)| + M(s)ds + Kl
to
Portanto {y,},>1 € equilimitada em [to, to + A] e o resultado segue. n

Em geral, nao podemos esperar que uma solucao de uma EDFRI dependa dos valores
iniciais. Mencionamos [29] para uma discussao elucidativa sobre dependéncia continua de
solucoes de uma EDFRI cujos operadores de impulsos também envolvem retardos.

O proximo teorema é um resultado sobre dependéncia continua. Tal resultado junto
com o Teorema 2.29 sao importantes para provar o teorema que vird a seguir.

Nao demonstraremos o préximo resultado agora, pois para a demonstracao deste,
precisaremos de dois teoremas que serao apresentados no capitulo seguinte. Devido a

isso, apenas o enunciaremos e, no proximo capitulo, apresentaremos sua prova.

Teorema 2.30 (|7], Teorema 4.1). Suponhamos que, para cada p = 0,1,..., ¢, €
G~ ([-r,0,R"™) e as fungdes f, : G~ ([-r,0,R") X [to,to + 0] — R* e I! : R* — R,
k=0,1,2,..., satisfacam as condi¢oes (A), (B), (A") e (B') para as mesmas fungoes M

e L e as mesmas constantes K, e K5. Consideremos que as relagoes

[V
i sup | [ 1fy ee) = fo (5| =0 (2.19)
p—00 ﬂe[to,to—&-tﬂ to
para todo y € PCy e
lim I?(7) = I}() (2.20)
p—00

para todo x € R" e k = 0,1,...,m estejam satisfeitas. Suponhamos, ainda, que vy, :
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[to — 1, to+ 0] = R", p=1,2,..., seja uma solu¢dao em [tg — 1, tg + o] do problema

y(t)=fp(y,t), t #ty

Ay (ty) =1 (y (), E=0,1,...,m (2.21)
yt() = ¢p7
tal que
lim y,(s) = y(s) uniformemente em [ty — 1ty + o). (2.22)

p—o

Entao y : [ty — 1, to + o] — R"™ serd uma solugao em [ty — r,ty + o] do problema

y(t) = foly,t), t #te
Ay(ty) =10 (y(tx)), k=0,1,...,m (2.23)

yto — ¢0'

As hipoteses (2.19) e (2.20) no Teorema 2.29 asseguram que, se a sequéncia {y,}p>1,
Yp o [to—7to+A] = R", p=1,2,..., de solugbes de (2.21) convergir uniformemente para
uma fungao y : [to — 7, to + A] — R”, entao este limite sera uma solugao de (2.23).

O proéximo resultado também é inédito e diz que se adicionarmos uma condi¢ao de
unicidade para a equacao "limite", entdo para p € N suficientemente grande, y, : [to —
r,to + A] — R™ serd uma soluc¢ao de (2.21), desde que a sequéncia dos valores iniciais

{¢p}p>1 convirja uniformemente em [—r, 0].

Teorema 2.31. Suponhamos que, para cada p = 0,1,2,..., f,(¢,t) : G~ ([-r,0],R™) x
[to, to + 0] — R™ satisfagcam as condigdoes (A) e (B) para as mesmas fungoes M e L e,
para cada p = 0,1,2,..., e cada k = 0,1,2,..., [l? : R* — R" satisfagcam as condi¢oes

(A") e (B') para as mesmas constantes K; e Ky. Suponhamos, também, que

t

lim [ [fo(ys,s) — fo(ys, $)]ds =0, t€E [to,to+ 0] (2.24)

P Jyo

para todo y € PCY, e
lim I7(z) = I}() (2.25)

pP—00

para todo x € R" e k =0,1,...,m. Sejay: [ty —r,to+ o] — R™ uma solugao de

y(t) = foly,t), t #te
Ay(ty) =10 (y(tx)), k=0,1,...,m (2.26)

Yty = (b()v
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em [ty — r,to + o]. Suponhamos que se ezistir p > 0 tal que

sup |u(0) — ¢o(0)] < p,
0e[—r,0]

entio u € G~([—r,0],R™). Suponhamos, ainda mais, que ¢, — ¢o uniformemente em

[—7,0], quando p — co. Entao, para p € N suficientemente grande, existird uma solugao

Yp de
g () = fp(yet), tF# ty
Ay(t) =1 (y(t), k=0,1.....,m (2.27)
Yty = Op;
em [to — 1, to+ o] €
phlgo yp(s) = y(s), S € [to— 1ty + 0] (2.28)

Prova: Esta demonstracao foi inspirada na prova do Teorema 8.6 de [26] para EDOGs.
Usaremos fortemente o fato de que as funcoes f,, p = 0,1,2,..., assumem valores em um
espaco de dimensao finita para podermos aplicar o Principio da Escolha de Helly.

Como ¢, — ¢o uniformemente em [—r, 0] quando p — oo, existem p > 0 e k € N tais
que

, s[upo} |6p(0) — d0(0)| < p, para p > k. (2.29)
cl—r,

Portanto, por hipotese, ¢, € G~ ([—r, 0], R"), para p > k. Logo, pelo Teorema de Existén-
cia (Teorema 2.28), para p > k, existe um A > 0 tal que y, ¢ uma solugdo de (2.27) em
[to - T, to + A]

Afirmamos que

panélO yp(s) = y(s), paras€ [tog—r,to+ o] (2.30)
De fato, pelo Teorema 2.30, se a sequéncia {y, },>1 admitir uma subsequéncia convergente,
entao como ¢, — ¢p, seguird da unicidade de solucoes que existe um A > 0 tal que
,,IEEO yp(s) = y(s), para s € [to — r,to + A], onde yz, = ¢y.
Usaremos o Principio da Escolha de Helly para provar o fato de que {y,},>1 admite
uma subsequéncia convergente.
Pelo Teorema 2.29, a sequéncia {y,}, p > k, de fungées em [tg, to + A] é equilimitada
e uniformemente de variacao limitada. Portanto, pelo Principio da Escolha de Helly, a
sequéncia {yp}, p > k, contém uma subsequéncia pontualmente convergente e, portanto,

y(t) € o tnico ponto de acumulacao da sequéncia y,(t) para todo t € [t. to + A]. Logo, o
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teorema vale em [to, tp + A]. O teorema também vale em [ty — 7, o], j& que ¢, — .

Agora, vamos assumir que o resultado de convergéncia nao acontece em todo o intervalo
[to — r,to + o]. Entdo, existe um A’, 0 < A’ < o, tal que para todo A < A’ e para p > k,
existe uma solugao y, de (2.27) em [to — 7,to + A], com (yp)s, = ¢p, € lim yp(t) = y(t)
para t € [tg — r,to + A], mas isto ndo acontece em [ty — r, o + A], para pA o>O A

Pela prova do Teorema 2.28, temos

|y (s2) — y(s1)] < [h(s2) — h(s1)];
para todo S, $1 € [tg — 1r,to + A’) e todo p > k. Portanto os limites
yp((to + A")—) = liré{ yp(to + A" +¢), p>Fk,

existem e y,((to + A")—) = y(to + A’), para p > k, ja que y ¢ continua a esquerda.
Definindo y,(to+A") = y,((to + A’)—), para p > k, entao lim y,(to+A") = y(to+ A").
Portanto o teorema acontece em [ty — 7, tg + A’]. Dai, usandopz; O—fci A’ < tg+ o como ponto
inicial, podemos provar analogamente que o teorema acontece no intervalo [ty + A’ to +
A’ + 7], para algum 1 > 0, e isto contradiz nossa hipotese. Logo, o teorema acontece em

todo o intervalo [ty — 7, to + o). n
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Capitulo

3

Dependéncia continua para EDOGs e
EDFRIs

Este capitulo estd dividido em duas segoes. Na primeira delas, trataremos da cor-
respondéncia entre a solugao de uma equacgao diferencial funcional retardada impulsiva
(EDFRI) e a solugao de uma equagao diferencial ordinaria generalizada (EDOG). Na se-
gunda se¢ao, abordaremos a dependéncia continua de solugoes de certas EDOGs, a partir
de EDFRIs e vice-versa.

As principais referéncias para este capitulo sao [7] e [26].

3.1 Correspondéncia entre EDFRIs e EDOGs

Comecaremos esta se¢ao, definindo algumas fungoes que usaremos adiante.

Paray € PC) et € [ty — r,to + 0], definamos
(0, to—r<9<tyouty—r<t<t
0
’ to .

t
/f(ysa‘S)dSv tOStSﬁStO—i_O—
to

Entéao para cada (y,t) € PC} X [tog—r,to+ 0], a equagao (3.1) define um elemento F (y, t)
de C ([t —r,to+0],R") e

FZPCl X [to—r,t0+0] —>C([t0—T,tQ+U],Rn),
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ou seja, F (y,t) (1) € R™ é o valor de F (y,t) em um ponto 7 € [tg — 1, tg+ o], onde
C([a,b],R™) denota o espago de Banach das fungoes continuas que aplicam [a, b] em R"
com a norma usual do supremo.

Suponhamos que as condigoes (A) e (B) do capitulo anterior (pagina 68) estejam
satisfeitas para a aplicagao f (¢,t) : G~ ([—r,0],R"™) x [to, to + o] — R™.

Dados © € PCy e tg < 81 < sy < tg+ o0, temos para F' : PCy X [tg — r,tg + 0] —
C([to — r,to + o], R™) dado por (3.1) a seguinte relagao:

( O, 79 c [to —T,Sl],

F(w.5) (0) = F(w.s) (0) = [, (o) V€l sal (32)

f(20,8)ds, V€ [s3,t0+ 0.

\ S1

Portanto, para um x € PC] e para ty < $1 < sy < ty + 0, a condi¢ao (A) implica que

|F (2, 82) = F(z,81) | = sup  |F(z,80) (V) — F(z,5) )| = (3.3)
Y€ [to—r,to+0]
= sup |F (z,s2) (V) — F(z,s1) ()] = sup / f(zs,s)ds| <
196[81,82] 196 81 82]

< sup /M ds—/ M(s
1963152 51

Similarmente, usando (3.2) e (B), se 2,y € PCy ety < 51 < 53 < tg+ 0, entdo teremos

HF (:CWS?) —F (Iv 81) - F(yv*S?) + F(y781) H = (34)

S2
:sw|/' (20,5 @,mm</ L(s)|1zs — ysllds <

e 81 52

< sup ol ﬂ/y/ w<m—w/
V€[s1—7,82]

Definamos h; : [to — 7, to + 0] — R por

o /t [M(s) + L(s)lds, t € [to,to + o], s

0, t € [to — 1, tg].

Entao a fungao hy é (absolutamente) continua e nao decrescente, pois M, L : [to, to+ 0] —
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R sao fung¢oes nao negativas Lebesgue integréaveis.

Assim, de acordo com as relagoes (3.3) e (3.4), temos
[F(z, 52) = F(z,51)|| < |ha(s2) — ha(s1)] (3.6)
para quaisquer (x, sq), (z,s1) € PCy X [to,to + 0] e
(2, 82) = F(,81) = F(y, 82) + F(y, s0)l| < [l = ylllha(s2) = a(s)] (3.7)

para quaisquer (z, s2), (x,s1), (v, $2), (y,s1) € PCy X [to, to + o]. Portanto F' € F(Q, hy),
onde Q = PCy X [tg — r,to + 0.
Agora, vamos considerar os termos impulsivos do problema (2.13).

Paray € PCy et € [ty — r,to + o], definamos
9) = Hy (1) Hy (9) I (y(t)) (3.8)
k=0

para v € [to—r,to+0o], onde H,, ¢ afuncao Heaviside continua a esquerda concentrada em
tr. Vamos considerar que as condigoes (A") e (B’) do capitulo anterior estejam satisfeitas.

Entao, paray € PCi ety —r < s; < s < ty+ o, temos
Ty, 52)(0) = J(gs)(0) = S [Hiy () = Hy (s Hy (D Iy(te)  (3.9)
k=0

onde ¥ € [ty — r,ty + 0]. Logo, para tg — 1 < 51 < s <ty + 0 ey € PCY, temos

m

1T, 50) = J(x,s)l = sup Y [Hy(s3) = Hy(s0)]Hy, (0) (2 ()] < (3.10)

Vefto—rtot+o] ;-

< D [Hy(s2) = Hy(s0)] K,
k=0

e, similarmemte, se x,y € PCy ety —r < s1 < 9 < ty + 0, temos
1T (x, 52) = J(x,51) = J(y, 52) + J (2, 80) || <Y [Hy, (s2) = Hy, (s1)]Kallz — y[l.  (3.11)
k=0

Definamos hy : [tg — 7, tg + 0] — R por
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hs(t) = max(K;, K5) Xm: H,, (t). (3.12)

k=0

Entao hsy é continua a esquerda e ndo decrescente. Além disso, por (3.10) e (1.22), temos

[J(z, 89) — J(, 51)|| < ha(s2) — ha(s1) (3.13)

[T (2, 82) = (2, 81) = J(y, 82) + J (2, 51)[| < [l = yl[[ha(s2) — ha(s1)] (3.14)

desde que x,y € PCy ety < 1 < s9 < tg+ 0. Logo J € F(), hy), onde Q = PCy X [tg —
r,to + ol.
Agora, consideremos F'(y,t) dado por (3.1) e J(y,t) dado por (3.8) e seja

G(y,t) = F(y,t) + J(y, t), (3.15)

onde y € PCy et € [ty — 1ty + o]. Entao G(y,t) pertence a G~ ([tg — r,to + o], R™), ou
seja,
GZPCl X [tO—T,t0+0'] —>G_([t0—T7t0+U],Rn).

Por (3.6) e (3.13), temos

|G (2, 52) = Gl s1) || < || F(, 82) = F(a, s)l| + | (2, 52) = (2, 1) <
< hi(s2) = hi(s1) + ha(s2) — ha(s1) = h(s2) — h(s1), (3.16)

onde h(t) = hy(t) + ha(t) é ndo decrescente e continua a esquerda, © € PC) e ty < 51 <
S9o S to + 0.
Similarmente, (3.7) e (3.15) implicam

|G (2, 82) = G, 81) = Gy, 82) + Gy, s1)l| < [l =yl (h(s2) = h(s1)), (3.17)

para z,y € PCy e tg < s1 < s9 < tg + 0. Logo, as desigualdades (3.16) e (3.17) mostram
que G € F(,h).
Consideraremos que f e [} da equagao (2.13) satisfazem as condigoes (A), (B), (A7) e

(B’) e consideraremos a seguinte equagao diferencial ordinaria generalizada

T 18
dr
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onde a G é dada por (3.15). Vamos estudar as relagdes entre a equagao diferencial retar-

dada impulsiva (2.13) e a equagao diferencial ordinaria generalizada (3.18).

Os resultados que apresentaremos abaixo foram extraidos de [7].

Lema 3.1 (|7], Lema 3.3). Seja x (t) uma solugdo de (3.18) no intervalo [ty,to + o], com
G dada por (3.15) e com a condigdo inicial x (ty) € PCy dada por x(to)(¥) = ¢(V) para
V€ [to—T,to] e x(to) (V) = x(to)(to) para ¥ € [to, to+0]. Entao sev € [ty,ty + o], teremos

z(v) () =z W) (v), ¥>wv, JEtg—rty+0] (3.19)

()W) =z )W), v>9, ¢E[tg—rts+0]. (3.20)

Prova: Suponhamos que ¥ > v. Como x é uma solugao de (3.18), temos

z(v)(v) = z(to)( / DG (x (v)

e similarmente,

z(v)(¥) = x(to)( / DG(z ().

Como z(to) () = z(ty)(v), pelas propriedades da condicdo inicial, temos

2(0)(9) / DG(x / DG(x(r), ) (v).

Como a integral ft DG(z(7),t) existe, para todo e > 0 existe um calibre § em [tg, to+0]

tal que se (73, [si_1, s;]) for uma divisao d-fina de [tg, v], entao

S[Gla), s1) — Gla(m), i1 / DGz

i

Portanto, temos

|z(v)(F) — z(v)(v)| < 26+

+ Z[G(ff(ﬂ')asz’) — G(z(n), si-1)](0) — Z[G(ﬂf(ﬂ'):sz’) — G(x(7), si-1)](0)] -

Pela defini¢ao de G dada em (3.15), a forma de F' dada em (3.1) e de J dada em (3.8),

é facil checar que, para todo i, temos

Ga(n), 5:)(0) = G(a(n), 5i1) (V) = G(2(7), 5:) (v) = G(2(7), 5:1) (V)
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e isto implica, pela tltima desigualdade acima, que

|2(0) (W) = z(v)(v)] < 2e.

Com isto, para um & > 0 arbitrario, a relacao (3.19) esta satisfeita.
Para a segunda relagao, suponhamos que ¥ < v. Pela definigao de uma solucgao de

(3.18), temos analogamente como na primeira parte da demonstragao

2(W0) () = 2(t)( / DG(x(7), £)(0).
Portanto,

z()(0) — 2(0) (W) = /ﬁ DG(x(7), £)(V).

Agora, se (7, [si—1,s;]) for uma divisdo marcada arbitraria de [J,v], novamente, &

simples checar por (3.1) e (3.8) que, para todo i, temos

G(z(r), s:)(0) — G(x(1;), s;i-1) (V) = 0.
Mas isto significa que [ DG(x(7),t)(¥) = 0 e que vale z(v)(¥) = x(J)(V). Portanto
(3.20) esta provado. ]

O préximo teorema nos daréd a primeira parte da relagao biunivoca que seré estabele-
cida entre a solu¢ao da EDFRI (2.13) e a solugao da EDOG (3.18).

Teorema 3.2 ([7], Teorema 3.4). Consideremos a equagio (2.13), onde para todo y €
PCy, f: G ([-7,0],R") x [tg,tg + 0| — R" € tal que t — f (y,t) € Lebesque integrdvel
em [to, to+ 0] e (A), (B), (A, (B’) estao satisfeitas. Sejay (t) uma solu¢io do problema
(2.13) no intervalo [to,to + o]. Dado t € [ty — r,ty + 0], seja

y<79>7 796 [tO_Tvt]

z(t) (V) = { S (8). 9 € [t.4o + 0. (3.21)

Entao x (t) € G~ ([to — 7, to + o], R™) serd uma solugdo de (3.18) em [ty — 1ty + o].

Prova: Precisamos mostrar que, para todo v € [tg, ty + 0], a integral ftz DG (x (1) ,1)

U)—x(to):/tvDG(x(T) t

existe e vale
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Consideremos um ¢ > 0 arbitrario dado.
Como y é uma solucdo de (2.13), as relagoes (1.1) referentes a forma "integral" equi-
valente estao satisfeitas e a funcao y : [to, to + 0] — R™ pode ser escrita é a soma de uma

funcao absolutamente continua e uma funcao escada finita continua & esquerda.

Desta forma, para todo 7 € [to. o + 0], existe um §(7) > 0 tal que

ly(p) —y(7)| < e paratodo p € [T —0(7),7] (3.22)

ly(p) — y(t+)| < e para todo p € (1,7 + d(7)]. (3.23)

Portanto, temos naturalmente um calibre § de [ty, ¢y + ¢|. E mais, consideremos o calibre

0 de modo que, se T € [tg, o + o], entao

/uv L(s)ds

onde m é o ntimero de momentos de impulsos no intervalo [to, to + o] e K; é a constante

< para todo [u,v] C (T — (), 7 + 0(7)), (3.24)

(m + 1)K, +1)

da condigao (A’). Esta tal escolha é possivel pois a fun¢ao L : [to, to+ o] — R da condicao
(B) é Lebesgue integravel. Suponhamos, ainda, que o calibre § satisfaga as seguintes
condigoes

0<5(r)<min{%; kzl,...,m} (3.25)

0 < 0(7) < min {dist(r, tg), dist(r,tx_1); T € (tx_1,tx), k=1,...,m}, (3.26)

onde dist(t,t;) denota a distancia de 7 a t; e similarmente para dist(7, t;_1).

A condigao (3.25) assegura que se um intervalo marcado (7, [s1, s2]) for d-fino, entao o
intervalo [s1, s3] contera no méaximo um ponto tx, k = 1,...,m, enquanto (3.26) implica
que T' = t;, sempre que tj € [sq, Sa).

Suponhamos que (73, [s;—1, $;]) seja uma partigao o-fina do intervalo [to, v]. Usando a

definigao (3.21) de z e (1.1), podemos mostrar facilmente que

[z (si) — 2 (si-1)] (V) =
0, U€lto—r,81]

_ / f (ysr8)ds + D Iy (t))[Hy (0) = Hyy(sio1)], 9 € [sim, 53] (3.27)

i1 k=0

[ ) ds + 30 ol (5) = Hu (5L, 0 € [sito +0].

i1 k=0
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Usando a definigao de G dada em (3.15) e usando (3.1) e (3.8) obtemos
[G(z(r), s1) — G(x(73), 5i-1) (V) =
= [F(2(m), 50) = Fa(m), 5im0)](9) + D[y (5) = Hy(si-1)] Hy (0) I (2(73) (1)) =

( 0, 19 c [to -, Sz’—l] )
9
= { f(x (%‘)s’s) ds, U € [81—1731] +

Si—1
Si

f(z(m),,s)ds, ¥ € [s;,t+ 0]

\ “Si-1 Y,

+ 3 [Hy, (s0) = Hyy (si-1)] Hy, (9) In(2(7:) (8)).

(3.28)
Usando as propriedades (3.25) e (3.26) do calibre § e as propriedades correspondentes

da partigao (7, [s; 1, si]), existem duas possibilidades para um dado intervalo marcado

(73, [si—1, 8i]):
(i) existe exatamente um t; € [s;_1, s;),

(ii) [si—1, $;) ndo contém nenhum ponto de impulso, isto &, [s;_1, s;) N {to, ..., tm} = 0.
No caso (i), temos

Zlk(y(tk))[Htk (V) — Htk(si—l)] = Il(y(tl))th (V)

e, como 7; = t;, obtemos, pela definicao de =z,

> [Hu(s1) = Hy (-] Hey (0) L (2(7:) (1) = L () (0) Hy, (9) = Li(y(8)) e (0).
Dai, por (3.27) e (3.28), temos

(2 (si) — 2 (5i-1)] (V) = [G(2(7i), 1) — G(2(73), 8i-1)] (V) =

( 0, Ve [fo -, Sz’—l]
0

9
_ £ (g 8) ds — / f (@ (m), s)ds, 9 € [si, 5],

Si—1 Si—1
Si

f (ys,s)ds — /Sl f(z(m),,s)ds, ¥ € [s;,tg+ 0]

\ vV Si-1
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’
0, ¥ € [IL() -7, Sifl]

9
) s - ), ol 0 € s, (3.20)

i—

/S f (ys,8) — f (2 (7)., 8)]ds, ¥ € [si,to+ o).

\

No caso (ii), temos

> I(y(t)[Hy, (9) — Hy (si1)] =0

e também

D (Hu(5) = Ho (o) Hi ()u{o(m)(00) = 0.

Logo, por (3.27) e (3.28), obtemos a relagao (3.29) novamente.
Usando (3.29), também temos

|7 (si) = (sic1) — [G(x(7), 8i) — G(x(73), si1)]|| =

= swp [[e(s) - 2 (5] (9) — [Gla(m). s1) — Gla(m), si)](0)] =

JE[to—r,to+0]

- Iﬂﬁ s—fmum»mwuﬁem4ﬁ4
Lo f — f(z(m),,9)]ds|, U € [si, to + 0]

Ve to rto+a
- wp|/ f( (7), 5))ds].
Ve 52 151 Si—

Pela definigdo de x proveniente de (3.21), temos para o caso (i),

[ 1) = 1 @, s = [ 1F () = £ (1), 5.

para U € [t;, si, e

/ [f (ys,s) = f(z(r),,s)]ds=0

i—

para ¥ € [s;_1,t]. Pela condi¢ao (B), temos

9
Zﬁﬂ%@—f@muﬁmS

9
< [ LGl 2 (0, 1ds, 0 € 651,
t
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Usando (3.22) e (B’), entao para s € [t;, s;], temos

lys =2 (), | = sup [y(s +p) = 2(t1)(s + )| =
pE[—T,

= sup |y(p) —y(t)| = sup |y(p) —y(ti+) +y(tit+) —y(t)| =
pEt1,s] pEt1,s]

= sup |y(p) —y(ti+) + Ly(t)| < e+ K.
pe[tlvs]

Portanto, pela propriedade (3.24) do calibre 9, temos

|2 (si) = 2 (sic1) — [G(z(7), 8i) — G(x(7), si)]|| < (e + K1) /:i L(s)ds <

S € i &
< L(s)d K < L(s)d .
_s/tl (s)ds + o T D D) E/tl (S)S+(m+1)

Similarmente para o caso (ii), temos

[ U9 = Fa @ 9ls = [ 1 s) = £ o (7))l

para ¥ € [1;,s;] e

9
/ [f (ys, ) — f(x (1), ,8)]ds =0

para ¥ € [s;_1,T;].
Pela condigao (B), temos

) )
[0 ) = £ sds| < [ 16— o ), s, 0 € i)

onde

lys — 2 (1), || = sup |y(p) —y(n)| <e, s €[, s,

pE [Tlﬂs}
pela propriedade do calibre § dada em (3.23) .
Logo,

|2 (si) — 2 (si1) — [G(x(7), 81) — G(x(73), si)]|| < 5/_& L(s)ds.

Usando os resultados obtidos acima e o fato de que o caso (i) ocorre em no maximo
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m intervalos, temos

IN

Z / §)ds + il)+zi:s/:L(s)ds<

Gt E€[si—1,84) b

to+o € to+o
< 25/ L(s)ds + m(m Y < 2£/t L(s)ds+¢

to 0

Portanto, para todo v € [tg, to + o] a integral ftz DG (z (1) ,t) existe e

U)—z(to):/tvDG(x(T) t

Isto prova o resultado. [ |

Teorema 3.3 ([7|, Teorema 3.5). Seja G dada por (3.15) e seja x (t) uma solugio de

(3.18), no intervalo [ty — r,ty + o] satisfazendo a condi¢ao inicial

P(J —to), to — 1 <V <y,
JI(t())(to), t() S U S t() +o

(to) (V) = {

Para todo 9 € [ty — 1,19 + 0], consideremos

[E(to)(ﬁ), to—?"<’[9<t0

v ()= { e, to<d<ioto (3:30)

Entao y (9) € uma solugao do problema (2.13) em [to — 1, to + o] ey (V) = z (to + o) (V),
(VNS [to —T,to—FU].

Prova: De acordo com (2.14), é suficiente provar que, para todo n > 0 e para algum

v € [to, to + o], temos

y() —ylto) — / F (er ) ds — 3 Iu(y(t) Hiy (0)] < (3.31)
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yto = ¢

A dltima igualdade esta clara por (3.30).
Suponhamos que um calibre 0 : [to, to + o] — (0, +00) satisfaga, para 7 € [to, to + o],

as seguintes desigualdades:

0<5(T)<min{%; kzl,...7m} (3.32)

0 < 0(7) < min{dist(r,tx), dist(r,tx—1) para 7 € (t_1,tx), k=1,...,m}, (3.33)

onde dist(7,t;) ¢ a distancia de 7 a t; e similarmente para dist(7, t;_1).

Como na prova do Teorema 3.2, a condigao (3.32) assegura que se um intervalo mar-
cado (T, [s1, s2]) for d-fino, entao o intervalo [sq, s3] conterd no maximo um dos pontos
t, k=1,...,m, enquanto (3.33) implica que 17" = t; para t) € [s1, Sa].

Se (7, [si—1,$;]) for uma particao o-fina de [ty,v], entdo por (3.11), quando ¢, €

[Si_1,S;), teremos
T(x(7:), 8:)(V) = J(x(7:), 5i21) () = > [Hy, (s2) — Hy, (s1)] Hyy, (9) I ((:) (t)) =

= Htl<79>lk(x<tl>(tl>) - Htl<19>1k(y<tl>>

para ¥ € [ty — r,to + o], e se [s;_1, s;) ndo contiver nenhum ponto t1, ..., %,,, entao
T(w(73), 5:) () = J(@(73), 50-1) (9) = Y [Hy, (52) = Hyy (1)) Hyy (0) I ((7) (8)) = 0.
k=1

Isto implica que a integral ft DJ(z(7),t) existe e

L / DJ<x<T>,t>] (0) = thk O L) o

Por (3.30), (3.19) e pelo fato de que x é uma solugao de (3.18) temos

y(v) = y(to) = z(v)(v) — (ko) (o) = (v)(v) — x(to)(v) = (3.35)
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- [/t DG(x(T),t)} (v) = Ut DF(x(T),t)} (v) + M DJ(x(T),t)} ().

para v € [to, to + 0.
Usando (3.35) e (3.34), obtemos

y0) =)= [ s)ds = 3 Bly(6) Hi (o) = (3.36)

- | [ pra.| o) [ £
Jto to
Note que a existéncia das integrais ftz DG(z(1),t) e ftz DJ(z(7),t) implicam a existéncia
da integral ftz DF(x(7),t).
Seja € > 0 dado.
Suponhamos que um calibre 6(7) > 0 de [ty, o + o] satisfaga (3.32), (3.33) e as de-

sigualdades
|h(p) — h(T)| < &, paratodo p€ [t —d(T),7], (3.37)

|h(p) — h(T+)| < e, paratodo p € (1,7 + ()] (3.38)

onde h(t) = hi(t) + hao(t) é a fun¢do nao decrescente e continua & esquerda descrita por
(3.16) e (3.17).

Consideremos, também, o calibre ¢ de modo que se 7 € [tg, tg + 0], entao

./u'v L(s)ds

onde m é o numero de pontos de impulso e K é a constante da condigao (A’). Tal escolha

< T l)i[{l 1) para todo [u,v] C [T —0(7), 7 + 0(7)], (3.39)

¢ possivel, pois a fungao L : [tg, to + 0] — R da condicao (B) é Lebesgue integravel.
Para o calibre § que acabamos de definir, temos, pela existéncia da integral ftz DF(xz(1),t),

a desigualdade

| PP = S (Fa(m),5) = Fla(m),50)

i

<e (3.40)

para toda parti¢ao d-fina (7, [s;_1, s;]) do intervalo [ty, v]. Portanto

<e€ (3.41)

| / DF(a(7),)(v) = 3" [F(a(r), 8) = F(a(m), si-1)] (v)

7
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para toda parti¢ao d-fina (7;, [s;_1, s;]) do intervalo [ty, v]. Por (3.36) e (3.41), temos

= (3.42)

y(v) —y (to) - /fys, ds—sz (1)) Hy, (0)| =

([ proton ) /fys, i

SO F((r), 50) — F(a(r), si1 / F (ger s

i

S {Fa).5) - Flatr).si) - [ s }

%

< e+

A definigao de F' dada em (3.1) implica
P, 5) = Pl s @)= [ F (e(r)s
Por (3.20), temos x(7;)(¢) = z(¥)(¢) = y(¥), para ¥ < 7;. Portanto

/Z f(z(1)s, s ds—/l f (Ys; s ds—/_l[f(x(n)s,s)_f(y&s)]dsz

~ [ U @) ~ f s

Analogamente, para v € [7;, s;], temos, novamente por (3.20), a igualdade y(v) = z(9) () =
x(s;)(¥) e portanto

[ @) = sl = [ 1F ((m)es) = £ (0l o)l
Usando as relagoes acima e a condi¢ao (B), obtemos

\[F(zc(n),si) ol @)= [ Fsad - (3.43)

[ UG — Fts)slis| <

< / L) (i), — (s:)s s

Agora, vamos analisar ||z(7;)s — z(s;)s||. Pela definigao e pelo fato de que x(s;)(r;) =
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z(7;) () (veja (3.20)), temos para todo i a seguinte relagao:
l2(ri)s — x(si)sll = sup |z (s:)(s + ) — z(m:)(s + V)| =
d€[—7,0]
= sup [z(s:)(p) —z(7:)(p)| = sup |z(si)(p) —z(m:)(p)| =
pe[ﬂ',si] pE(TZ‘7SZ‘}
= S |z(s:)(p) — 2(r4)(p) + 2(ri+)(p) — 2(7:)(p)| <
PE(Ti,Si
< sup }{liﬂ(sz‘)(P) —2(mi+) ()] + [x(i+)(p) — () (P)|} <
PE(Ti,Si
< lw(si) = a(mt) | + [|G(a(n), 7it) — G(a(7:), 7:)[| < h(si) — h(mi+) + K1 < e + K,
onde as ultimas desigualdades vém do Lema 1.22 e da definigdo da G' em (3.15). Logo
por (3.43), para todo i, vale a desigualdade
1Pt o)~ Fetm sl ) [ o) < (3.44)
S/ L(s)||x(mi)s — x(si)s||ds < (5+Kl)/ L(s)ds.
Agora, por (3.42) e (3.44), obtemos
Syt~ [ Flos)ds = 30 Byl Hy ()] < (3.49
to k=1
<€+Z’ — F(x(1:), si-1)] (v) / f(ys,s)ds| <
<e+t(e+ LK) Z/ s)ds <
§E+8/ L(s)ds + K, / s)ds <
to 1} [52 1,54 m{tl ----- tm}#@ Ti
<51+/L5ds+m-K - §€1+/Lsds+£
( o () ) 1<m+1)(K1—|—1) ( o () )
pela propriedade do calibre (3.39). Dai, tomando £ > 0 tal que
£(2 +/ L(s)ds) <,
to
obtemos (3.31) e o teorema esta provado. [ |
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3.2 Dependéncia continua para EDFRIs

Consideraremos a seguinte sequéncia de problemas de valor inicial para EDFRIs

U(t)=fp(ynt), t #ty
Ay (ty) =17 (y (), k=0,1,...,m (3.46)

yt() = ¢p7

onde p=20,1,2,.... Suponhamos que, para p = 0,1, ..., temos ¢, € G~ ([—r,0],R") e as

fungdes f,, I} satisfazem as condigdes (A), (B), (A’) e (B’) para as mesmas fungdes M e
L e as mesmas constantes K e K, para todop=0,1,.... Entao, para todop =0,1,...,

o sistema (3.46) é equivalente a

y (t) = y(to) + /t fo (Yo 8) ds + Y T2 (y(t)) Hy, (1), t € [to, to + o], (3.47)

yto:qbp'
Definindo, parap =0,1,...,y € PCy et € [ty — r,ty + o], as fungoes
(
0, to—’f'glggto or tO_TStStO

9
Rw@=] [ Bon9n wsosisnro (3.45)

t
/fp(ys,S)d& to<t<v<ty+o.
\ “to

Toly, 0)(9) =Y Hyy () Hy (0) I (y(11)) (3.49)
k=1
para v € [ty — r,to + o], ndo ¢ dificil de mostrar que G, dada por
Gply,t) = F,(y,t) + Jp(y, 1), (3.50)

pertence a F(Q,h), parap=1,2,..., onde Q = PC} X [tg — 1, tog+ o] e

W) = /to [M(s) + L(s)]ds + max (K7, Ka) kZ:; H,, (t), t € [to,to + o],

0,t € [to — 7, to).

De acordo com os resultados apresentados nos Teoremas 3.2 e 3.3, para cada p =
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0,1,..., existe uma correspondéncia biunivoca entre a solu¢do do problema (2.21) e a

solucao da equagao diferencial generalizada

dx

o = DG (1), (3.51)
com condigao inicial x(to)(V) = ¢,(V), U € [to — 7, to] € x(to) (V) = ¢Pp(to), ¥ € [to, to + 0.
Assim, estamos aptos a demonstrar o resultado abaixo, ja enunciado anteriormente com
a finalidade de demonstrar um outro resultado mais adiante (veja o Capitulo 2, tltima

$e¢ao).

Teorema 3.4. Suponhamos que para p =0,1,..., ¢, € G~ ([-r,0],R") e f,, I} satisfa-

cam as condigoes (A), (B), (A”) e (B’) enunciadas anteriormente para as mesmas fungoes

M e L e as mesmas constantes K1 e Ky para todop =0,1,.... Consideremos as relagoes
9

lim  sup / [fp (s, 8) — fo(xs,s)]ds| =0 (3.52)
p—oo V€[to,to+0] to

para todo x € PC| e
lim IP(z) = I} () (3.53)

p—00

para todo v € R", k = 0,1,...,m. Suponhamos que y, : [to — . to + o] — R, para

p=1,2,..., seja uma solug¢io de problema (3.46) em [ty — r,to + o] tal que
lim y,(s) = y(s) uniformemente em [ty — r,to + o] (3.54)
p—00

Entao y : [to — r,to + 0] — R™ serd uma solug¢do do problema

y(t) = foly,t), t #te
Ay(ty) =1 (y(tx)), k=0,1,...,m (3.55)

yto — QSO'

Prova: Dado t € [ty — 1ty + 0], sejam

zp (1) (1) =

{ yp (V). 0 € [to — 1, 1] (3.56)

yp (1), U € [t,to+ 0]

parap=1,2,... ¢

z(t) (1) = { y(0), V& llo =md (3.57)

y(t), 0 € [tty+0].
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Entao z, (t) € G~ ([to — r,to + 0], R") ¢ uma solugao de (3.51) em [ty — r,ty + o] para
p=1,2,... pelo Teorema 3.2.
Por (3.54) e (3.56), é facil checar que para s € [to, to + o] temos
lim z, (s) = z (s) (3.58)
p—o0
em G~ ([to — r,to + o], R™) e x(s) € PC) para s € [to, to + o].
Por (3.52) e (3.53), podemos mostrar que
lim G,(y,t) = G(y,t) (3.59)
pP—00
para (y,t) € PCy x [to — r,to + o].
Pela Proposicao 1.31, = : [tg, tg + o] — PC} é uma solugao de
dz

- =DGo(x.1). (3.60)

Dai, (3.57) implica (3.30) e, entao Teorema 3.3 implica que a fun¢ao y : [to—7, to+0] — R™

¢ uma soluc@o do problema (3.55). A demonstragao esta, portanto, completa. [ |

Seja [tg, 00) C R dada e consideremos as fungdes f(¢,t) aplicando G~ ([to—r, to], R™) x
[tg, 00) em R™. Suponhamos que uma sequéncia {t,} seja tal que to < t; <ty < ... <t <
... et — oo quando [ — oo.

Consideremos que as fungoes y : [tg — r,00) — R" sejam continuas & esquerda em
seus dominios de definicdo e admitam limite lateral a direita y(t4) em todo ponto e
sao tais que y(t+) # y(t) somente para t = t;, [ = 0,1,2,..., e a restricao ¥|i,—rt
pertenga a G~ ([to — r,to], R™). Denotaremos esta familia de fungdes por G~ ([tg—r, 00)) =
G~ ([to — r,00),R™). E claro que para uma funcio y tendo estas propriedades, temos
y € G~ ([-7r,0],R") para t € [ty, 00). Portanto f(y,t) : [to,00) — R™ esta bem definida
para t € [ty,00) e y : [tg — r,00) — R™ pertence a classe G~ ([to — r,00)) de fungdes
apresentadas acima.

Seja PCy C G~ ([tg — r,00)) um conjunto aberto (na topologia da convergéncia local-
mente uniforme em G~ ([ty — r, 00))) com a seguinte propriedade: se y for um elemento

de PCy et € [tg, 00), entdo 7 sera dada por

também sera um elemento de PCY.
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Para o proximo resultado, iremos supor que para cada y € PCi, a fungao f(y;,t) :
[tp,00) — R™ é lo calmente Lebesgue integravel e, mais ainda, valem as condigoes

seguintes:

(A*) existe uma fungao localmente Lebesgue integravel M (t) : [to, c0) — R tal que para

todo x € PC} e todo uy, uy € [tg, +00),
u2
< / M (s)ds
Ul

/uuz f(zs,8)ds

(B*) existe uma fungao localmente Lebesgue integravel L : [ty, 00) — R tal que para todo

x,y € PCy e todo uy,uy € [tg, +00),

u2
s/L@m—mm

w1

/MU@@$—f@m@MS

Uy

Para as fungoes impulsivas [; : R® — R" ¢ = 0,1,2,..., assumiremos as seguintes

condigoes:

(A’™*) existe uma constante K7 > 0 tal que para todo i =0,1,2,... e todo z € R",

|I;(x)] < Ki;

(B'*) existe uma constante Ky > 0 tal que para todo i =0,1,2,... e todo x,y € R™,

[1i(z) — Li(y)| < Kol —yl.

Consideremos, para cada (y,t) € PCy X [tg —r,00) e cada k =0,1,2,..., que

;

se to—r<v<ty ou tg—r<t<t

7

Fiu(y, t)(0) = / filys, s)ds, se tg <9 <t <oo (3.61)

/ Tr(ys, s)ds, se tog <t <19 < oo
to

onde ¥ € [tg — r,00) e f satisfaz (A*) e (B*) para k =0,1,2,....

Consideramos também

= H (O HL () (y(t:), (3.62)
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onde ¥ € [ty — r,00) e IF satisfaz as condigoes (A'*) e (B'*) para k = 0,1,2,... e
i=0,1,2,.. ..
Entao Fj, € F(Q,hy) e Jp € F(Q, hy), k=0,1,2,..., onde

ha(t) = /t [M(s) + L(s)]ds, t € [to, +00).

0, t e [to -7, to]

e
ha(t) = max(Ky. Kp) Y Hy,(t), t € [to — r,00). (3.63)
i=0
Portanto, se para cada k = 0,1,2,..., definirmos

para (y,t) € PCy X [tg—r,00), teremos Gy € F(2, h), onde h = hy+h; a qual é claramente
continua a esquerda e nao decrescente.

O proximo resultado é uma generalizagdao do Teorema 8.6 de [26], para uma classe
especial de equagoes diferenciais generalizadas que aplica valores em G~ ([tg — 7, 00)). Os
Teoremas que dao a correspondéncia entre a solucao de certa EDOG com a solugao de

uma EDFRI e vice-versa foram cruciais na demonstragao (Teoremas 3.2 e 3.3).

Teorema 3.5. Suponhamos que, para k = 0,1, ..., Gy : PCy X [tg—r,00) — G~ ([to—1,00))
seja dada como em (3.64) e que tenhamos

lim Fy(y,t) = Fo(y,t) e klim Je(y,t) = Jo(y, ), (3.65)

k—o0

para (y, t) € PCy X [ty —r,00). Seja x : [tg — r,00) — PCy a tnica solu¢do da equagao

diferencial generalizada

2—: = DGy(z,t) = D[Fo(x,t) + Jo(x, )] (3.66)

com a condi¢ao inicial x (ty) € PCy dada por

o0 —to), to—r <0 <tp,

(to) (V) = { H(0), t0 < 0 < oo (3.67)

onde ¢ € G~ ([-r,0],R"). Seja {¢x}r>1 € G~ ([—r,0],R") uma sequéncia que converge

uniformemente para uma fung¢io ¢ € G~ ([—r,0],R"). Entao existe um inteiro positivo
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m tal que, para cada k > m, eziste uma solugdo xy : [ty — r,00) — PCy da equagdo

diferencial generalizada
dx
— = DGy(x,t .
I Gp(x,t) (3.68)

em [to — r,00), com condi¢ao inicial

oR(0 —to), to—1r < <,
¢k(0)7 tO S v < 00,

2k (to) (V) = {

kEToo zr(s) =x(s), s € [tg—1,00).

Prova: Por (3.65), esté claro que para v € [ty — 1, 00), temos

Jim Fy(y, 1) (V) = Fo(y, 0)(0) e lim Ji(y, 0)(0) = Jo(y, 1)(0).

Portanto, por (3.61) e (3.62), também temos

9 .
i [ fulwes)ds = [ folves)ds, 9 € ft0,00)
Jtg J g

k—o0

im IF(y(t;) = IX(y(t)), i=0,1,2,....

k—o0

Seja x : [to —r,00) — PC} a unica solugao da equagao diferencial generalizada (3.66),
com condigdo inicial (3.67). Definamos y : [t — r,00) — R" como em (3.30). En-
tao, pelo Teorema 3.3, y serd uma solugao de (2.13) em [ty — 7,00). Note que, como
or(0 — tg) — x(to)(¥) = y(¥) uniformemente em [ty — 7, to], quando k — o0, entdo
¢r — Ui, uniformemente em [—r,0]. Portanto, o Teorema 2.31 implica que, para k € N

suficientemente grande, isto é, para k > k, existe uma solucao y; da equacao

y':fk(ytvt)vt%ti
Ay (t) = I (y (1)), i = 0,1,2. ..

yto - ¢k,

em [tg—1,00) e yr(s) — y(s), s € [to—r,00) (em particular, yx(6) — y(#), uniformemente

em [—r,0], por hipotese). Portanto, se para cada k = 1,2, ..., definirmos

yk(ﬁ)a tO —-T S 19 S ta
yr(t), t <19 < oo,

k(1) (V) = {
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onde t € [ty —r,00), entdo o Teorema 3.3 implicard que, para k > ki, zx(t) € PC; é uma

solugao de (3.68), com condi¢ao inicial

oK(0 —to), to—r <V <ty
(ﬁk(O)q to < U < 0.

2k (to) (V) = {

Também, para todo t € [ty — 7, 00) fixo, temos, pela definicao,

lze(t) = o)l = sup [z (t)(V) = 2o(t) ()| = sup |yn(d) — (V)]
V€ [to—r,00) V€[to—r,t]
Entao, como limy_ . yx(s) = y(s), s € [to — 7, t], segue que para todo € > 0, existira
ks = ko(t) € N tal que para k > ko,

sup [ye(d) —y(V)] < e
VE[to—,t]
Portanto,
ek (t) — xo(D)]| <&, k> ko.

Isto implicara que klim zk(t) = zo(t). Dai, tomando m > max{ky, k2 }, teremos o resultado
—00

desejado. [ |

Para o proximo resultado, consideraremos 2 = PC; X [ty — r,00). Consideraremos,
também, que para cada (y,t) € Qecadak =0,1,2,..., Fi(y,t) é definida como em (3.61)
e Jr(y,t) é definida como em (3.62). Mas, ao contrario do que foi assumido em (3.61) e
(3.62), consideraremos que para cada k = 1,2,..., fi e I satisfazem as condigbes do tipo
(A*), (B*), (A"™*) e (B'*), porém para diferentes fungoes M e L e diferentes valores K; e
K5. Assim, vamos supor que, para cada k =0,1,2,..., fp : G~ ([-7,0],) — R™ é tal que

t — fr(ys,t) é localmente Lebesgue integravel, para y € PC, e valem as condigoes:

(Ar*) existe uma fungao localmente Lebesgue integréavel My (t) : [ty, 00) — R tal que para
todo z € PC e todo uy,uy € [tg, +00),

u2
§/ M, (s) ds;

u1

/:2 fr (zs,8)ds

(Bi*) existe uma fungao localmente Lebesgue integravel Ly : [tp, 00) — R tal que para
todo x,y € PC} e todo uy,uy € [tg, +00),

/ P i () — i (g 9)] ds

ui

u
< [ L) o - el ds

uy
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Para cada k = 0,1,2, ..., consideramos que os operadores de impulsos I¥ : R" — R",

t=0,1,2,..., satisfazem as seguintes condigoes:

(A} *) existe uma constante KJ > 0 tal que para todo i = 0,1,2,... e todo x € R",

|17 (2)] < K7

(B,*) existe uma constante K% > 0 tal que para todo i = 0,1,2,... e todo x,y € R,

|IF(z) = IF(y)| < K3z —y).
Dai, definindo

hlf(t) _ /to [Mk(S) + Lk(s)]ds, t e [to, +00).

0, t e [ILQ -, to]

hE(t) = max(KT, K5) i Hy,(t), t € [to —7,00). (3.69)

i=0
temos Fy, € F(Q,h¥) e J, € F(Q,hY), para k =0,1,2,..., onde

;

0, se to—r<v<ty ou tg—r<t<ty

<y <
Fk(y7'[§)(19): / fk Ys, S)as, se to_ﬁ_t<OO

/ Tr(ys, s)ds, se tog <t <1< o0
to

_ Z Hy, (8) Hy, (9)IF (y(t:)),

onde (y,t) € PCy x [tg — r,00), ¥ € [ty — 7,00) e fr e IF satisfazem as condigoes (Ax*),
(Br*), (A*) e (B.*) para k =0,1,2,...ei=0,1,2,....
Logo, definindo
Gr(y, 1) = Fi(y, t) + Ju(y, 1), (3.70)

onde (y,t) € Qe k=0,1,2,..., e fazendo

hu(t) = R (t) + R (t), (3.71)
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para t € [tg — r,00), temos Gy, € F(Q, hy), para k =0,1,2,....

O proximo resultado é bem interessante e é ainda mais geral do que o Teorema 3.5.
Ele sera crucial para a demonstracao do nosso resultado sobre o Principio da Média para
EDFRIs, pois o parametro pequeno ¢ da EDFRI média, quando fazemos ¢ — 07, sera
relacionado inversamente com a sequéncia de indices k, quando k — oo, das fungoes fi e

IF.

1

Teorema 3.6. Suponhamos que, para k = 0,1,2,..., Gy : Q@ — G ([ty — r,00)) seja
dada como em (3.70). Entao, para k = 0,1,2,..., Gx € F(Q, hy), onde hy, é dada por
(3.71) e € uma fungao nao decrescente e continua & esquerda. Suponhamos que, para cada
(y,t) € Q, tenhamos

Foly,t) = lim Fi(y.t) e Jo(y, 1) = lim Ji(y,1). (3.72)
Além disso, suponhamos que hg : [to — r,00) — R seja continua e

parato—r < t; <ty < o0o. Sejazx : [ty—r,00) — PCy uma solug¢io da equagao diferencial

generalizada
DGy t) (3.74)
dr 0N

em [to—r, 00] e suponhamos que exista um p > 0 tal que se s € [to—r,00) € |ly—x(s)| < p,

entao (y,s) € Q. Consideremos uma sequéncia {yy}ren em PCy tal que
klim yr = x(lo). (3.75)

Entao para todo n > 0 e todo o > 0, existird um k. € N tal que para k € N, k > k,,

existird uma solug¢ao xy da equagao diferencial generalizada

Z—i = DGy, (z,1t) (3.76)
em [to — 1,00) com xx(to) = yx €
|zk(s) — x(s)|| < p, para s € [to — 1, to + 0] (3.77)
Prova: Por (3.72), temos
lim Gg(y,t) = Go(y, 1), (y,t) € Q. (3.78)

k—o0
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Dai, (3.78) e (3.75) implicam que existe k; € N tal que pata k > k;, valem

|Gr(z(t0), to+) — Gr(z(to), to) — Go(z(to), to+) + Go(z(t0), o) || < g

p
gk — (to)] < 2.

Logo, para k > ki, temos (yx,ty) € Q e
lyr + Gr(yr, to+) — Gr(yk, to) — (o)l < llyr — (to)||+

+||Gk(yk to—F) — Gk(fﬂ(fo), fo—l-) — Gk(yk, fo) + Gk(ﬂ?<t0>, fo)H—F
+H|Gr(x(to), tot+) — Gr(z(to), to) — Go(x(to), to+) + Go(z(to), to)||+
+[|Go(x(to), to+) — Go(z(to), to)|| <

< &l = 2(to)| [ha(to+) = ()] + 5 + [halto+) = ho(ta)] <

onde usamos (1.16) para Gy, e (1.15) para Gj.
Mas por (3.73) e pela continuidade de hg, temos

£+ llge = (ko) (o) = huto)] + & + [olto+) — ho(to)] < p.

Logo,
lur + G (Y, tot+) — Gr(yr, to) — z(to)l| < p

e, portanto, por hipotese,
(ye + Gr(yr, to+) — Gr(yr, to), to) € Q, para k > k. (3.79)

Assim, para k > ky, estamos nas condigoes do teorema de existéncia e unicidade (Teorema
1.28). Entao, para k > ki, existem d > 0 e uma solugao zy, : [tg — r,00) — PC de (3.76)
em [to — 1, ty + d] tal que zx(to) = yg, k > ki.

Queremos provar que kh—>120 x(t) = x(t), para t € [ty — r,to + d]. Note que, por (3.75)
e pelo paragrafo anterior, basta provarmos que kll_)lilo z(t) = x(t), para t € [to, to + d].

Para k > ky e 0 € [t — r,00), seja

2k (to)(V), to — 1 < ¥ < to,

uld) = { 2 (0)(0), to < 1) < 0. (3.80)
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Entao, pelo Teorema 3.3, y;. € solucao de

y(t) = fr(yet), t #t;
Ay () =1IF(y(t;)),i=0,1,..., (3.81)

yto — ¢k

em [to — 1, to + d], onde definimos ¢y (¥ — to) = yp(9), to —r < ¥ < ty. Logo, para k > ky,

xk(ty) pode ser descrita como

OR(0 —to), to—1r < U <t
gbk(O), to <V < o0

i (to) (V) = {

onde ¢, € G~ ([—r,0],R™) & definida como acima.
Por (3.75), para ¥ € [ty — r,00), temos klim y(¥) = x(tp)(¥). Entdo, definindo
60(0 — 1) = 2(ta) (V). temos lim 4u(6) = 60(8). 4 € [~1.0].
Agora, definindo y : [ty — r,00) — R" por
z(to)(V), to —1 <V <t

w9) = { 2(0)(9), to < U < o0, (3.82)

para U € [ty — r,00), temos y, = ¢ e, além disso, pelo Teorema 3.3, y é solugao de

y(t) :f()(yt?t)a t%tz

Ay(t) =T (y(t), i =0,1,. ., (3.83)
yto = ¢0
em [tg — r, 00).
Afirmamos que
klim yr(s) =vy(s), paras € [ty —r,00). (3.84)

Por (3.73), segue de maneira aniloga ao que foi provado no Teorema 2.29, o fato de
que a sequéncia {y;}, k > ki, de fungdes em [tg, to+ d] € equilimitada e uniformemente de
variagao limitada. Portanto, pelo Principio da Escolha de Helly, a sequéncia {yx}, k > ki,
admite uma subsequéncia pontualmente convergente e, portanto, y(t) é o tnico ponto de
acumulagao da sequéncia yy(t) para todo t € [tg, o + d|. E como ¢, — ¢o, entdo temos a
convergéncia de (3.84) em [tg — r, to + d.

Vamos assumir que o resultado de convergéncia de (3.84) nao acontece em todo o

intervalo [to — r,00). Entao, existe um d', 0 < d' < oo, tal que para todo d < d' e
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para k > ki, existe uma solugao y; de (3.81) em [ty — 7, to + d], com (yg)y, = Ok, €
li_)m yr(t) = y(t) para t € [to — r,to + d], mas isto ndo acontece em [ty — 7, to + d], para
i>d.

Pela prova do Teorema 2.28 e por (3.73), temos

|y (s2) — yk(s1)] < [h(s2) — hi(s1)] < [ho(s2) — ho(s1)],
para todo S, $1 € [tg — 1r,to + d’) e todo k > k;. Portanto os limites
yk<<t0+d/)—> = 111(1)1_ yk(to—i‘d,—i‘é?), k > kl,

existem e yx((to + d')—) = y(to + d'), para k > k1, ja que y é continua a esquerda.
Definindo yi(to + d') = yr((to + d')—), para k > ki, entdo ]}i)rglo yr(to+d') =y(to +d').
Portanto vale a convergéncia de (3.84) em [ty — r, to + d’]. Dai, usando to +d' como ponto
inicial, podemos provar analogamente que o teorema acontece no intervalo [to + d’, to +
d' + n], para algum 7 > 0, e isto contradiz nossa hipotese. Logo a convergéncia de (3.84)
¢ valida em todo o intervalo [ty — 7, 00).
Agora, estendendo a definigao de xy, k > k;, para o intervalo [ty — r, 00) da seguinte
forma
ye (0), to—r <9<t
Yr (1), t <V < oo,

(1) (V) = {

onde ¢, € [tg — r,00), segue pelo Teorema 3.2 o fato de que xy(t) € G~ ([tg — r,00)) &
uma solugao de (3.76) em [ty — 7, 00). Segue, portanto, da defini¢ao de xy, k > ki, acima,
da definigao de x e de (3.84), o fato de que

lim zx(s) = x(s), paras€ [ty —r,00). (3.85)

k—o0

Nosso proximo passo nesta demonstragao serd mostrar que vale (3.77). Para isto,
vamos considerar a diferenca xx(s) — x(s) para k € N suficientemente grande e para
s € [ty —1,00).

Pela definicao de uma solucao, temos
zi(s) — x(s) =y — (o) +/ DGy (xx(7),t) — Go(x(7), )] (3.86)
to

para todo s € [ty — 1, 00).

Seja um n > 0 arbitrario dado. Escolhamos um 7 > 0 tal que 7 < 1 e consideremos a
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particao

A= {04077—17a17 - 7al—177—l7al}

de [to — r,to + o], o > 0, tal que
ho(am) — ho(@m—1) < T, Qm1 =T < @, m=1,2,...,1L. (3.87)

E evidente que uma tal particao A existe, pois a fungao hy é uniformemente continua

em [to — r,tg + 0]. A escolha de 7 também nos da
ho(to — 7“) — ho(CEm_1> <T7T<mnm, (388)

m=1,2,...,1

Pela continuidade de hg, temos D = D(n, ho, [to — 7, to+0]) = 0 e a partigdo A satisfaz
(1.34), (1.35) e (1.36). Como (3.73) esta satisfeito, existe um ko € N tal que para k > ko,
k € N, temos

hi(am) — hi(amq) <1, m=1,2,...,1

Consequentemente,
hi(m) — hi(am—1) <n, m=1,2,.... 1L (3.89)

Além disso, podemos tomar 7, = a,,,_1, m = 1,2,...,] e a desigualdade
hi(m—14) — hg(m—1) < hg(am) — hg(om—1) < T
implica que
hi(Tm+) — h(Tn) <7 <7

e, portanto, 7, = a1 & D(n, h, [to — 7.t + o]) para m = 1,2,...,l. Portanto, para
k > ko, a particdo A satisfaz (1.34), (1.35) e (1.36) com hy, ao invés de hy. Da convergéncia
ponto a ponto de solugoes z, a x existe um ky > ko, k1 € N, tal que para todo k > k; e
m=1,2,...,1, temos

|z (7)) — (T || < 7 <7 (3.90)

Suponhamos, agora, que s € (to — ,to + o] seja dado. Entao existe um p € 1,2,...,1

tal que s € (ap_1, ). Denotando
As = {(1/'077—17 Ayeeny Oy, Tp, Op = 7}

obtemos uma parti¢ao de [to—7, 7] e esta partigao satisfaz (1.34), (1.35) e (1.36) e também
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satisfaz as mesmas relagoes com hj; ao invés de hg, contanto que k > k;. Consideraremos

a integral

| DlG(arlr).0) = Gutatr).0)] = [ DiGu(an(r)ot) = Gola(r). 1)

to

Pelas propriedades das solugoes de (3.74) e (3.76), temos

|2k (ta) — zx(t)]] < hi(ta) — hi(tr)

[2(t2) — x(t1)]| < ho(ta) — ho(t1)

paraty —r <t; <ty < sek>k;. Entao o Lema 1.32 implica a desigualdade

I DGt Z Sl < 20(hu(s) = (@)
para k > k; onde
Sk = Gr(2k(Tn), 0m) — G2k (7), m—1) = Gr(Te(@m-1), m) — Gr(Tr(m-1), Am_1)
param=1,2,...,p—1e
Spk = Gr(xr(ap-1,8) = Gr(zr(op-1, ap-1)

e, também,

|| / DGO 1)~ 3" Suall < 20(ho(s) — ho(c)).

m=1

onde

S0 = Go(x(Tim), ) — Go(@(Tim), m—1) = Go((m-1), m) — Go(T(vm-1), ¥m—1)

param=1,2,...,.p—1e
Spo = Go(z(0p-1),8) — Go(z(0p—1, ap_1).

Portanto, para k£ > ki, temos

H /t:D[Gk<x<T>,t> Hlll = | / DG (i (r / DGo(a(r), 1) <
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< Z [Smk = Smooll + 2n(hr(s) = he(a) + ho(s) — ho(a)) =

-1

Z |Gk Tk (7] O‘m) Gk(ffk(am—l)a@m 1) GO( (O‘m 1) O‘m)‘I'GO(:E(am—l)vO‘m—l)H"'

3

HGr(@e(ap-1),8) — Gr(zr(ap-1), ap-1) — Golzr(ap-1), s) + Gr(zr(ap-1), ap1) |+

+2n(hi(s) — he(a) + ho(s) — ho()). (3.91)

Pelas propriedades da classe F (€, hy) e por (3.90), para k > ky em=1,2,...,p— 1,

obtemos
|Gr(zk(m—1), m) — Gr(zk(m-1), m-1) — Go(x(m—1), m) + Go(x(An—1), m-1)]|] <

< NGr(zr(om-1), om) — Grl(@r(@m-1), am-1) = Gr(x(am-1), om) + Gr(r(am-1), am-1)[+

HGr(z(am1), am) = Go(w(m1) am) || + [[Gr(w(m—1), m1) + Gol(w(m—1), am-)|| <

< [lzr(am—1) = w(@m-0)l[(he(am) = hi(om—1) + [|Gr(@(m—1); om) = Go(@(m—1), )|+
HGr(z(am-1), am1) + Go(z(am-1), am-)[| < n(hx(am) = hi(am-1))+

| Grl(mn-1), am) = Go(@(tm-1), ) | + |Gr(@(tm-1), A1) + Go(@(tmn-1), 1)
(3.92)

e, similarmente, também obtemos
|Gr(@r(ap-1), 8) = Gr@r(p-1), p—1) — Go(x(ap-1), 5) + Go(x (-1, 1)) || <

|2 (ap—1) = z(ap-1) [ (hr(ap) — hie(ap1)) + [|Ge(z(ap-1), ap) — Go(z(ap-1), ap)||+
| Gr(z(ap-1), 1) + Go(z(ay-1), ap-1)[| + hi(ay) — h(s) + ho(ayy) — ho(s) <
< n(hw(ey) = hi(ap-1)) + |Gr(@(ap-1). ap)) — Golz(ap-1), ap)[|+

Gk (z(ap-1), ap-1) = Golx(ap-1), ap-1) | + hue(ap) = hi(s) + ho(ap) — ho(s).  (3.93)
Portanto (3.88), (3.89), (3.90), (3.91), (3.92) e (3.93) implicam

||/ DGy (i (T / DGy(z(1).t)| < (3.94)
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< QT](hk(S) — hk( )+ ho( +772 hk Oém hk am 1))+

+ ) Gk (am1), ) = Golw(m-1), am) |+

m=1

+Z||Gk (1), 1) + Go(x(m-1), m—1)||+

+hk(ap> — hk(ap—1> + ho(Oép) - ho(ap—1> <

<201 + ho(to + o) — ho(to — )] + nlhk(to + o) — hi(to — 7)]+

+ Z |G (2 (tm—1), am) = Go(@(tm-1), ) ||+

m=1

_|_Z |Gr(x(vm=1), tm—1) + Go(x(tm—1), tm—1)]l]

Por (3.78), para todo u > 0 existe um ky € N, ky > k; tal que

ZHGk (1), @) = Go(w(am1), am) ||+ (3.95)

+Z HGk Ov/m 1 am—l) - GO(x(am—1)7am—1>H S

~=

para k > ko. Dali, por (3.73), existe um k3 € N, k3 > ks tal que para k € N, k > k3, temos
hk(to —+ O') — hk(to — 7’) S ho(to + O') — ho(to — 7') —+ 1.

Como 1 > 0 pode ser arbitrario, entao escolhemos 7 de modo que a desigualdade

seguinte esteja satisfeita

L
20(1 + ho(to + o) — ho(to — 7))

n <
Pela desigualdade (3.94), segue que para todo s € [to + o, tg — 7]

1| Dm0~ [ DGufa(r) <

< B 5ull+ holty +0) = holte = )] _
=4 T 20[+ holto+0) — holto—1)] 2



110 Dependéncia continua para EDOGs e EDFRIs

Portanto, por (3.86), temos
1
J(s) = 2(3)] < lon = 2(to)l| + 5

para todo s € [to—r,to+0] e, finalmente, tomamos k, € N tal que k, > k3 e |lyp—z(to)|| <

£ para k > k.. Entao obtemos
[z (s) — z(s)|| < p

para quaisquer s € [tg — 7, to + o] e k > k., e o teorema esta provado. [ |



Capitulo

4
Método da Média para EDFRIs

Neste capitulo, apresentaremos quatro resultados principais, a saber, versoes do Princi-
pio da Média para EDOGs, EDIs, EDFRs e EDFRIs.

O primeiro resultado principal é uma generalizagao do Principio da Média para EDOGs
para fungoes a valores em G~ ([—r, 00)) (compare com |26, Teorema 8.12). Tal resultado,
junto com o ultimo teorema sobre dependéncia continua de solugoes para EDOGs ap-
resentado no Capitulo 3, serd importante na demonstracao do Principio da Média para
EDFRIs (Teorema 4.10).

Devido ao Principio da Média para EDOGs, obtivemos, de maneira natural, uma ver-
sao do Principio da Média para EDIs (Teorema 4.2). Tal resultado generaliza os resultados
existentes por tratar de condigoes sobre a integral indefinida da fungao ao lado direito
da equagao e, portanto, por permitir que esta fung¢ao tenha muitas descontinuidades, por
exemplo.

Em seguida, trabalhamos na tradugao dos resultados de M. Lakrib (veja [19]) para o
caso da Anélise Classica. Como comentamos na introdugao deste trabalho, Lakrib usou
Anélise Nao Standard em seu artigo. E, neste artigo, havia um resultado que nos inter-
essava muito se pudéssemos té-lo através da Analise Classica. O que fizemos, portanto,
foi trabalhar os resultados de [19] a fim de obtermos os resultados correspondentes us-
ando as ferramentas da Analise usual. Em particular, obtivemos nosso Lema 4.6, que
é o resultado que nos interessava. Com isto, seguiu desta investigagao, uma versao do
Principio da Média para EDFRs (Teorema 4.8). Tal versao generaliza os resultados da
Analise Nao Standard (veja [19], [20] e [25]), pois nao precisa da hipotese de continuidade
na variavel tempo da fungao ao lado direito da equacgao, e também generaliza resultados

da Anélise Classica (veja [15], por exemplo, que usa as hipoteses adicionais da solugao da
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equagao média ser limitada e da funcao ao lado direito da equacgao possuir solugao quase
periodica).

Finalmente, em vista do Principio da Média para EDOGs, do nosso Lema 4.6, e da
correspondéncia entre EDFRIs e EDOGs, obtivemos uma versao do Principio da Média

para EDFRIs que apresentaremos no Teorema 4.10.

No que segue, vamos considerar to = 0. Assim, por exemplo, vamos escrever [—r, 00)

em vez de [tg — 1,00), G~ ([—71,00)) em vez de G~ ([ty — r, 00)), etc.

4.1 O Principio da Média para EDOGs

Vamos considerar a seguinte equacao diferencial generalizada

Ell—i = DG (z,t), (4.1)
onde G € F(Q, h) é dada por (3.18), Q = PC} x [-r,00) e h = hy + hy : [-r,00) — R",
onde h; é dada por (3.5) e hy é dada por (3.12).

Iremos assumir que G(z,0) = 0, para todo « € PC}.

Antes de enunciamos nosso primeiro resultado, gostariamos de observar que se uma
fungao qualquer Hy € F(Q,h) for tal que (z,t) — Hy(x,t) = Go(z)t, para todo par

(x,t) € Q= PC) x [—r,00), entdo a equagao diferencial generalizada

% = DH, (z,t) = D|Go(2)t]

pode ser reescrita como uma EDO autonoma (claramente a valores no espago abstrato
G=([-r,00)))
T = GO (I’) s

pois para toda parti¢ao suficientemente fina, (7, [s;_1, s;]), de um subintervalo [a, ] qual-

quer de [—r, 00), temos

B
/ DHy(a(7),t) ~ S [Ho(w(m),55) — Holw(r:), 1)) =

%

8
= ZGO(x(Ti))(Si—si_l)%/ Go(z(t))dt.

O teorema que segue é o Principio da Média para EDOGs.

Teorema 4.1. Seja Q = PCy X [—r,00) e suponhamos que G : @ — G~ ([-r,0)) seja
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dada por (3.18). Consideremos a equagao (4.1) e suponhamos que

h(T + o) — h(a)

lim sup T <, onde C' = constante, (4.2)
T—o0
para todo o > 0, e
. G(x,T)

Jim T — Go(), (4.3
para todo x € PCy. Sejay : [—r,00) — PC) a solugdo unica da equagao diferencial
ordindria autdnoma

4= Go(y), (4.4)

solugao esta que pertence a PCy junto com sua p-vizinhanga, para algum p > 0, isto €,
eziste p > 0 tal que {z € PCy; ||z —y(t)|| < p} C PCy, para todo t € [—r,00). Entao para
quaisquer > 0 e L > 0, existe um g9 > 0 tal que para ¢ € (0,&q), vale a desigualdade

lze(t) = & < p
para t € [O, ﬂ , onde x. € uma solugao da equagao diferencial generalizada

dx

o= D [eG (z,1)] (4.5)
em [O, %] tal que z.(0) = y(0), e & € uma solugdo da equagao diferencial ordindria
autonoma

i = eGy(x) (4.6)

em [0, L] satisfazendo &(0) = y(0).

Prova: Paray € PCy, t € [-r,4+0) e £ > 0, definamos

(1) =<6 )

e tomemos h.(t) = ch(%), para t € [—r,00). A funcdo h. é evidentemente ndo decrescente

e continua a esquerda em [—7r,+00). E como G € F(2, h), segue da definigao de F(Q, h)

o(x2)-5(u8)|-
n (%) - (’f_)\ = [helts) — he(t)

as seguintes desigualdades:

IH=(y,t2) = He(y, )| =

VA
™
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e, similarmente,
||H5(CE, t?) - Ha(x7tl) - HE(yv t2) + HE(yvtl)H =

= ||5G (xy t%) - EG (‘T7%> - €G (ya tf) +€G (y7 %) ” S
t t
n(2) =0 ()] =l - wlinte — o

para quaisquer x,y € PC} e quaisquer tq,ty € [—7,4+00). Logo H. € F(Q, h.), parae > 0.

< [lz =yl

Agora, consideremos y € PCy. Entao

P T =TT

= Go(y)

e, portanto, (4.3) e (4.2) implicam que, para todo > 0, existe R > 0 tal que para T > R,

temos

1Go) s\kaw—

S }L(T); h(0)

G(yv T) B G(y,O) H + ||G(y7 T) B G(yv O)H <
T T -

<2n+C,

pois G € F (2, h) implica que ||G(y,T) — G(y,0)|| < h(T) — h(0). E como n > 0 pode ser

escolhido arbitrariamente pequeno, temos
1Goy)| < C, ye PCy (4.7)
Analogamente, se z,y € PCY, entao para todo n > 0, existirda um R > 0 tal que para
todo T' > R, teremos

|Gy, T) — G(y,0) = Gz, T) + G(x,0)]| _

1Go(x) — Go(y)|| <n+ T <

<t -y 2O

e, novamente, como 1 > 0 pode ser escolhido suficientemente pequeno, obtemos

n+n+ Oy —z| <n(l+lly —=z|) + Clly — |,

[Gole) = Go)ll < Clly ==l .y € PCy. (4.8)

Para y € PCy et € [—r,00), t # 0, temos

lim H.(y,t) = lim &G (y, é) — lim t-G (y, é) = tGo(y)

e—0t e—0t e—0t ¢
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e, para t = 0, temos

0
1' }%é . - 1' .= = U.
im H.(y,0) lim e <y E) 0

e—0t

Seja Hy(y,t) = tGo(y), para y € PCy e t > —r. Entao, pelas relagoes dadas acima,
temos
lim H_(y,t) = Hy(y,t). (4.9)

e—0t

Por (4.8) e (4.6), Hy € F(§2, h), onde hy(t) = Ct, t > —r. Além disso, para —r < t; <

ty < 400, obtemos pela defini¢ao

ho(ts) — ho(t) = & [h (t_2> n (’%)] _

e dai, pela hipotese, obtemos

lim Sljp[ha(tg) — h€<t1>] S O(tg — t1> = ho(tg) — ho(tl), (410)
e—0
ja que temos
lim 2=t = +00
e—0t £

Podemos notar facilmente que (4.10) também esté satisfeita no caso em que t; = to.
Usando o fato que y : [—r, 00) — PC} é uma solugao de (4.4) e usando as propriedades
da integral generalizada de Perron como mencionamos no paragrafo anterior ao enunciado

do teorema, temos

S92 52 52
s2) ~vls) = [ Galu(m)dr = [ DlGo(u(r))d = [ DHo(u(r).

s1 S1 S1
para quaisquer sq,sy € [—r,+00). Portanto, y é uma solu¢ao da equagao diferencial
ordinéria generalizada

dy

— = DHy(y,t
dr 0<y7 )

em [0, +00) e, pelas condi¢oes do teorema, esta solugao é unicamente determinada.
Desta forma, mostramos que todas as hipoteses do Teorema 3.6 estao satisfeitas para

o caso do parametro continuo ¢ — 0. Usando o resultado do Teorema 3.6, para todo

>0 etodo L > 0, existe um valor €y > 0 tal que para € € (0,2) e existe uma solugao

Y. da equagao diferencial generalizada
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d
Y= DH.(y.1) (4.11)
dr

no intervalo [0, L] satisfazendo y.(0) = y(0) e

ly=(s) —y(s)|| < p (4.12)

para todo s € [0, L], onde y ¢ solugao de (4.4).
Para a solugao y. : [0, L] — PC) de (4.11), também temos

Ye(52) — ye(s1) = /: DH(y-(1),t) = E/82 DG <y€<7')’ é)

S1

sempre que sy, so € [0, L].

Para ¢ € [0,£], denotemos z.(t) = y.(et). Entdo vale

eto

Lalte) — wa(t) = welets) —ue(et) =< /

ety

eto
- [ (2))

1

DG (ya(a% g) =

para t9,1; € [O, ﬂ . Aplicando o teorema de mudanga de variavel (Teorema 1.11) para

¢(0) = 2, obtemos

[ 06 (e (2).2) = [ petein = [ peteinnn

t1 (et1) 1

para quaisquer tq,ts € [0, %] Isto, junto com a igualdade anterior, implica que

para to,t; € [0,£] e

2c(0) = 4=(0) = y(0).

Portanto, a fungao . : [0, %] — PCY é uma solucao da equacao diferencial generalizada
(4.5) em [0, £].
Analogamente, podemos mostrar que a fungao &, : [0, é] — PCy dada por &.(t) = y(et)

L],

¢ uma solugao da equagao diferencial ordinaria autéonoma (4.6) em [0, Z

Finalmente, por (4.12), obtemos
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lz=(t) = & = lly=(et) —y(et)[| <

para todo t € [0, £] e o teorema esta provado. |

e

4.2 O Principio da Média para EDIs

Uma aplicagao que segue imediatamente do Teorema 4.1 é o seguinte Principio da
Média para EDIs, que generaliza o resultado e S. Schwabik encontrado em [26], Teorema
8.14. Quando os operadores de impulsos forem o operador identidade, estaremos no caso

particular das EDOs classicas e o resultado desta se¢ao generaliza os existentes.

Teorema 4.2. Seja 2 = B x [0,00), onde B ={z € R": |z| < ¢}, ¢ > 0. Suponhamos
que [ : Q — R" satisfaga as condigoes (A) e (B). Suponhamos que uma sequéncia de

pontos 0 <ty <ty < ... dada seja tal que

lim sup Z 1<d

e a<lt;<a+r

para todo o« > 0 e suponhamos que I; : B — R", i = 0,1,2,..., seja uma sequéncia de
/

i
operadores de impulso que satisfazem as condigoes (A') e (B'). Suponhamos, ainda, que

T
lim — / (v s)ds = foly), =€ B,
0

T—o00 T

.1
Tlggo? Z Ii(x) = Iy(z), € B e
0<t;<T

1 TH+ao
lim f/ [M(s)+ L(s)]ds < ¢, c¢= constante,

para todo t € [0,+00) e v > 0. Sejay € G~([0,00)) a solu¢do unicamente determinada

da equagao diferencial autonoma

v = fo(y) + Lo(y)

Entao para todo 1 > 0 e todo L > 0, existe um 9 > 0 tal que para € € (0,29), a
desigualdade

(1) = & ()] <

vale em [O, ﬂ, onde y* € a solug¢ao da EDI
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j=cf (y,t), t £t
{y flyt), t# | (413)
Ay(ti) = y(tit+) —y(t:) =eLi(y(t:). i=1,2,...
em [0, £] tal que y=(0) = y(0), e & € a solugio do sistema médio
v = ¢[fo(y) + Lo(y)] (4.14)
em [0, £] tal que &°(0) = y(0).
Prova: Seja
n 0
Glunt) = [ flws)ds+ > H(O1(0)
0 i=1
Nao é dificil de mostrar que a EDOG
DG b) (4.15)
dr

corresponde ao sistema ordinario (4.13) e H,(t) = 0 parat € [0,v] e H,(t) = 0 para t > v.

Pelas hipoteses, é facil verificar que G : 2 — R" pertence a classe F (€2, h), onde
t 00
h(t) = / [M(s) + L(s)]ds + max(K7, K5) Z Hy (t), te€]0,00).
0 i=1

Além disso, as hipoteses também implicam que

T—o00

= foly) + Io(y) = Go(y)

< ¢+ max(K;, Ks)d,

lim sup
T—o00

T + o) — h(a)
T
parax € Be a > 0.
Assim, as hipoteses do Teorema 4.1 estao satisfeitas e o resultado segue imediatamente
da correspondéncia entre o sistema impulsivo (4.13) e o sistema generalizado (4.15) e da

correspondéncia entre o sistema médio ordinério (4.14) e & = Go(z). |

4.3 O Principio da Média para EDFRs

Vamos dar continuidade ao nosso trabalho apresentando um Principio da Média para

EDFRs. Usaremos varias idéias de [19]. Mas em [19], usa-se a teoria de Analise Nao
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Standard.

No que segue, procuramos demonstrar resultados anédlogos aos de [19] através da
Analise Cléssica.
Consideremos a EDFR

- t
v=7 (yt’ 5) (4.16)
Yo = ¢»

onde ¢ € G~ ([—r,0],R") e £ > 0 é um parametro pequeno.

Suponhamos que exista o limite

im — [ f(¢,s)ds = fo(¢), (4.17)

para cada ¢ € G~ ([—r,0],R"), onde f satisfaz a seguinte condi¢ao (B*) (que implica na

condigao (B*) apresentada anteriormente):

(B*) existe uma fungao localmente Lebesgue integravel L : [0,00) — R tal que para
wa ¥ € G_<[_T7 0]7Rn> € Uy, Uz € [07 +OO>7

< [Tr@lw-dlds

u1

/WU@%@—fW£ﬂ®

u1

Consideremos, também, a seguinte condi¢ao adicional:

(C*) existem constantes C, N > 0 tais que para todo u € [0, +00),

u T
/u_r L(s)ds <N e 71520 %/0 L(o) =C.

Note que, pela continuidade da integral indefinida de f, que segue pelo Lema de Saks-

Henstock (Lema 1.8), entdo, para qualquer £ > 0 suficientemente pequeno, também vale

fu+€
/ L(s)ds < N, wu € ]0,+00),
ja que fuu:fs L(s)ds = [ L(s)ds + fuu+€ L(s)ds e esta tltima integral pode ser tomada
tao pequena quanto se queira.

Note, também, que se [ satisfizer as condigoes (B*) e (C*), entdo, para todo y € PCY,
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i 1
Tgrolo T

A

folws) = folw)| < A[ﬂ%m»—ﬂ%mﬂw-g

o (4.18)
< i [ L@l - wldo < Clly. ~ ul
0

T—o00

Isto vai implicar que, para 6 € [—r, 0], se y for solucao de (4.33) e s,t € [0,00), com s < t,

entao teremos

t+0
ly(s +0) —y(t+0)] = ) fo(yo)do| <
?—&:9 t+6
< [ it = 5o+ [ 1ol <
s+6 s+0
t+6
< C lyolldo + (t — s)[ fo(0)].
s+0
Portanto,
lys —well = sup [y(s+0) —y(t+0)] <
oe[—r,0]

(4.19)
< Clt=s) s ol + (=60

og|s—r,t
Dai, fazendo t — s — 0, temos ||ys — v;|]| — 0, o que quer dizer que y; como funcao de ¢,

para t variando em [0, 00), é uma funcao continua.

Consideremos a seguinte EDFR média

{ v = fo(y:) (4.20)

y():(ba

onde fy é dada por (4.17).
A seguir, vamos provar varios resultados auxiliares para, finalmente apresentarmos

uma versao do Principio da Média para EDFRs.

Lema 4.3. Consideremos (4.17). Entao, para todo t > 0 e todo S > 0, vale

1 t/e+S
lim < / £, 8)ds = fo(¥), © € G((~r, 0], R").

Prova: Seja ¢ > 0 dado arbitrariamente. Entao, por (4.17), existe N, > 0, digamos

N, > %, tal que para todo 1" > N,, vale

E2

<
2

fw) =5 | 1w.s (a.21)
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Seja t > 0 tal que t > eN, > 5 = /= Entao 2> N, e, portanto L+ S > N, para
S > 0. Logo, por (4.21), temos

<€2
— e
2

1 t/e+S
)~ g [ S

1 t/e
-7 /0 £, 5)ds

1 t/e+S
s [ s o [ s as

<=
2

e, portanto,

<€

Por outro lado,

t/€+5 1 -t/a-i—S
S/ ZEA 8——/ f(,s)
S t/e+S
- (1 S) s s (“—5) [ s
1 t t/e+S " 1 c
WV%S(S+J>A fﬁ“$“‘g§'g;é f(W, s)ds =

/t/e+sf(¢7 )ds+i t/£+S/t/s+S Fs)ds — - / / F5.9) ]

T t/e+ 5 ),
Logo
1 t/e+S t/e+S
s ) s A >‘ tms/ F(0.5)ds — o) +
t/e+S
que tende a zero quando € — 0T e o resultado esta provado. [ |

A demonstragao do lema abaixo é analoga & demonstragao acima.

Lema 4.4. Consideremos (4.17). Entao, para todo t > 0 e todo o > 0, vale

t/e+afe
lim —— / F(6,8)ds = fo(t), ¥ € G~([=r, 0], R").

e—0+ afe

Prova: Seja ¢ > 0 dado arbitrariamente. Entao, por (4.17), existe N. > 0, digamos
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N. > %, tal que para todo T' > N, vale

2

T
fw) =5 [ swas) < 5 (422

Seja t > 0 tal que t > e, > 8% = /2. Entéo é > N. e, portanto, g + 2 > N, para
a > 0. Logo, por (4.22), valem as desigualdades abaixo

82
< = e

t/e+oafe
W - [ S| <

t/e+aje )y

<<€
5

t/e
folth) — t/ig / £, 5)ds

! /t/M/Ef(w, T / £, 5)ds

t/e+aje )y

Portanto,

<€

Por outro lado,

- T s s)as - T s)ds = — / F(1.5)

£

= () L [ s (M) [ s

1 t t/etale t 1 t/e
:t/€+oz/5 (a+1>/0 f(lb,S)dS—E-t/—g/o [, 8)ds =

1 t/e+afe
= m/o f(,s)ds+

1 t/eta/e 1 t/e
m/() f@, s)ds — t/_s/o f, s)ds] )

t

Logo
t/e+a/e 1 t/eta/e
é/t F(@,8)ds = fo(v )‘ m/ S, s)ds — fo(¥)| +
t | t/etale y ,
+5 t/E—i—(y/gA f(?/}7 / / fwv s < = ‘I'_ 5

que tende a zero quando € — 07 e o resultado esta provado. [ |



4.3 O Principio da Média para EDFRs 123

O corolario seguinte segue do Lema 4.4.

Corolario 4.5. Sejamt >0 e a > 0. Entdao, para todo y € PCY, vale

' e t/etaje
lim —/ [, s)ds = fo(ye)-
t

Prova: A demonstracao segue imediatamente do lema anterior, pois o corolario é um

caso particular do lema anterior, ja que y; € G~ ([—r, 0], R™). [ |

Agora estamos em condigoes de provar o resultado que nos interessa que é o Lema 4.6
abaixo. Ele seré essencial para a demonstragao do Principio da Média para EDFRs nesta

secao e para a demonstragao do Principio da Média para EDFRI na secao seguinte.

Lema 4.6. Seja y uma solugao de (4.20) e suponhamos que [ satisfaca as condi¢oes (B*)
e (C*). Entao, para todo t > 0, vale

lim tf (ys, ;) ds = /Ot fo (ys) ds

e—0+ 0

Prova: Sejam £ > e t > 0 fixados arbitrarios.
Para s > 0 e € G~ ([—r,00),R"), definamos

S, s) = f(¥,s) = fo(v).

Seja 0 um calibre correspondente a € > 0 na definicdo da integral fot fi (ya, %) do e

consideremos uma parti¢ao (7, [s;, si11]), ¢ = 0,1,2,...,m — 1 de [0,t] que seja J-fina.
Entao,
t s t t g
[ 1 () ds= [ fatwdas|=| [ 4 () as| <
0 € 0 0 €
m—1 Sit1 m—1 Si41 S
< sy Siy d ( R _Z> d
_;/& [f1(y ) fl('ylv)] S ;/S fily - S
m—1 m—

Si+1

[fo (ys) — fo (ys,)] ds

m—1 Sit1
DY R (ys,—) ds|.
i=0 'V i

(4.23)

Como podemos supor, sem perda de generalidade, que o calibre ¢ é tal que §(§) < 3,

para todo & € [0,t], entao, usando a condi¢ao (B*), obtemos
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m—1 Si+1 s 52+l
> [l () - (e 2)]a Z / e —wllds  (424)
Por (4.19), para cada i = 0,1,2,... e cada s € [s;, $;11], temos
lys —wll < Cls—t) sup }Ilygll + (s = )| /o(0)] <
oc|t;—r,s
< C20(r)  sup  |lyoll +20(:)] fo(0)] <
Ue[ti—’r‘,ti+1]
< Ce  sup |lyo|l +elfo(0)].
O’E[ti—T,tiJrl]
Portanto,

sup  lys —wy || < Ce sup  yo| + 2| fo(0)]

Se[ti,ti+1] UE[ti—T,ti+1]

que pode ser feito suficientemente pequeno pela arbitrariedade de £, digamos

n
sup |lys — v (4.25)

1 < 4
s€[ti,tiv1] " T max(N, 0)27!

Dai, substituindo (4.25) em (4.24) e usando a condi¢ao (C*), obtemos

/+ (D) =7 (92 s

K3

m—

Z

=0

<

m—1 Sit1 m—1
n
< sup  ||Ys — Y L(s)ds < — N <
iz:; o€titit1] || 7 ! i ( ) Zz:; maX(N, 0)22+1

e 1) pode ser feito tao pequeno quanto se queira (pela arbitrariedade de ). Logo o primeiro

somando ao lado direito de (4.23) tende a zero quando € — 0.

Agora, usando (4.18) e (4.25), para cada i = 0,1,2,... e cada s € [s;, $;11], temos

Z/SM | fo (ys) — fo (ys,)

m—

Z

=0

ds <

Si+1
/ [fo (ys) — fo (ys,)] ds

m—1 Sit+ m—1
l 7]
=¢ Z/ o =g lids < © 2 eiutpm lvo =.[20(7) < CmaX(N )21 €
=0 Si 1=0 o 7 9

que tende a zero quando ¢ — 0%. Assim, o segundo somando ao lado direito de (4.23)

tende a zero quando ¢ — 07,
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Finalmente,
m—1

/:Hl J1 (yw g) ds

pode ser feito tao pequeno quanto se queira pelo Corolério 4.5, e entao, o terceiro somando

1=0

ao lado direito de (4.23) tende a zero quando £ — 07. De fato,

ol i 5 Sit1 S
; /s J1 (ys“ g) ds /s [f (ys“ g) - fo(ysi)} ds

i i

m—1

1=0

= szz_; /S‘Si-‘rai [f (ySi7 g) _ fo(ZLw)] ds| = TZ:_;%‘

i
onde oy = ;11 — 8, para todo 1 =0,1,2,....

c si/eta;/e
_/ f(ySHS)dS_fO(ySi) )
Q; sife

Agora, para cada i =0,1,2,..., seja

si/etoy /e
== / F (gs0r ) ds — folys,)

ai Si/é
e seja f=max{f;i=0,1,2,...}.

Pelo Corolario 4.5, J pode ser tomado suficientemente pequeno. Portanto

m—1
Z a; 3
i=0

m—1 m—1
< 52% - 5Z(Si+1 — 8;) = ft.
=0 =0

Com isto, o terceiro somando ao lado direito de (4.23) tende a zero quando ¢ — 0% e

terminamos a prova. n

Para apresentarmos nossa versao do Principio da Média para EDFRs, vamos precisar
impor uma condi¢do sobre f bastante forte. Vamos precisar que a funcao f(v,t) seja

lipschitziana na primeira variavel. Consideremos, entao, a seguinte condigao:

(K) existe uma constante positiva K tal que, para ¢, ¢ € G~ ([-r,0],R") e u € [0, +00),

Note que se f satisfizer a condigao (K), entdo f também satisfara as condigoes (B*)
e (C*).
Observacao 4.7. Obviamente que poderiamos ter considerado a condi¢ao de Lipschitz
acima como sendo local. Alternativamente, poderiamos ter considerado f(,t) como

sendo uniformemente continua em 1, com respeito a t € [0, +00).
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Teorema 4.8. Consideremos a EDFR (4.16), onde ¢ € G~ ([—r,0,R™) e f satisfaz a
condi¢ao (K ). Consideremos, também, a EDFR média (4.20), onde fy € dada por (4.17).
Sejam [0,b) e [0,b) os intervalos mazimais de evisténcia de (4.16) e (4.20) respectiva-
mente, e sejam x° solu¢ao maximal de (4.16) ey solugao mazimal de (4.20). Seja M > 0,
M < min(b,b). Entdo, para todo t € [0, M], vale

lim |z°(t) — y(t)| = 0.

e—0+

Prova: Para cada t € [0, L], valem as igualdades

cO =60+ [ 1(@)ds o w0=00+ [ mw)ds

<

[ 1f (2) = sotw] s
[ 1 (0:2) = sotw] s

Usando o fato de que ()y = ¢ = 1, temos

S/

F(@)02) =1 (92 | as +

£

t
<K [ 6. - wlds +
0

[(x%)s —ysll = sup [2°(s +0) —y(s+0)] = sup [2°(c) —y(0)|
0e[—r,0] o€l0,s]

e, portanto,

t

) -y <K [ sup 127(0) — yl(o)lds +
0 o€[0,s]

(4.26)

/ot [f (ys, g) — fo (ys)] ds| .

Como o lado direito de (4.26) é crescente, entao vale

t
sup [2°(7) —y(7)| < K [ sup |2°(0) — y(o)lds + sup
T€[0,¢] 0 o€[0,s] T€[0,t]

/oT [f (ys, f) — fo (ys)] ds| .

Dai, pela desigualdade de Gronwall, obtemos

sup |2°(1) — y(7)| < e** sup
T€[0,t] T€[0,¢]

/OT [f <y87 g) — Jo (Z/s)] ds| .
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Finalmente,

sup
T€[0,¢]

/OT [f (ys, Z) — Jfo (ys)} ds

pode ser tomado suficientemente pequeno, pelo Lema 4.6 e pela compacidade do intervalo

[0,t]. Assim, terminamos a prova. |

4.4 O Principio da Média para EDFRIs

A fim de obtermos o Principio da Média para EDFRIs, vamos considerar a situacao
na qual obtivemos o Principio da Média para EDFRs e vamos adicionar efeitos impulsivos
em tempo pré fixado. A partir dai, vamos considerar, também, EDOGs e vamos utilizar
a correspondéncia entre EDFRIs e EDOGs e o Principio da Média para EDOGs para

obtermos nosso resultado.
Primeiramente, faremos algumas observacoes.

Consideremos o sistema diferencial sem impulsos

v =f (Y1)
{ o (w2

onde ¢ € G~ ([-r,0],R") e f satisfaz as condigoes (A*) e (K). Consideremos, também,

sua EDOG correspondente

d
L DF(x,t),
dr

onde F': () — P(C} é dada da seguinte forma: para cada y € PC e cada t > —r,

0, - r<9¥9<0ou —r<t<o0,
F(y,t)(0) =< [ f(ys,5)ds, 0<9<t< oo,
Jo flys,s)ds, 0<t<9 <o,

e consideremos a condicao inicial

2(0)(9) = (4.28)
»(0), 0<¥ <0
Seja £ > 0 um parametro pequeno. Consideremos a EDFR
- ;
Yo = ¢
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Entao a EDOG correspondente a (4.29) é dada por

dx

L~ DEF(r.1)

com condigao inicial (4.28).

Note que

0, - 7r<9<0ou —r<t<o,

t\ [V ]
(EF (3/, _> <_> = Efoﬂ/ ,f(ysas)d87 0 S g S é < 00,
= JF Flyes)ds, 0< << oo

Seja y a solugao de (4.29). Fazendo a mudanga de varidvel ¢(s) = 2, temos

[ ertsas= (w2 2)as= [5(c.2)as o)

onde () = ()i, t € [0, L], isto &, ¢ ¢ solugdo, em [0, L], de

C_ v
v=71 (yt’ 5) (4.31)

90:¢7

Por outro lado, considerando fy : G~ ([—r, 0], R") — R" dada por

fo(p) = lim — [ f (¢, s)ds (4.32)

e considerando a EDF auténoma média

v = fo(y) (4.33)
Yo = (ba
se 7 for solugao de (4.33) em [0, L], entao pelo Lema 4.6, teremos
t s t
iy [ £ (5,.2) ds = [ nigads. tefo.0). (4.34)
£=0Jo € 0

Dai, usando (4.30) e (4.34), obtemos a seguinte aproximagao

[ [ 1.5

~
~

gff@@@—é%@ﬂs
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para € > 0 suficientemente pequeno.

Usando a condigao (K), temos

[r(e2)as— [ r(m.2)

Entao, pelo Principio da Média para EDFRs (Teorema 4.8), podemos concluir que o lado

t
<K [ ¢ -7lds (4.35)
0

direito de (4.35) pode ser feito suficientemente pequeno. Assim, acabamos de mostrar o

lema seguinte.

Lema 4.9. Consideremos as EDFRs (4.29) e (4.33). Entao para todo p > 0 e todo L > 0,

existe um €9 > 0 tal que para € € (0,¢0), vale

E/;f(ys,S)dS—/ fol@)ds| < p. te0.L)
0 0

onde y € solugio de (4.27) em [0, £] ey € solugao de (4.33) em [0, L].

Vamos prosseguir com nossas observagoes.

Definindo para y € PCy et > —r,

0, - r<d9<0or —r<t<O0,
Ho(y, t)(0) = [Fo)t)(¥) = [ folys)ds, 0<9 <t< oo (4.36)
fotf()(ys>ds7 0§t§79<00

temos, pelo Lema 4.9,

Fo(y)t = lim =F (y, é) = lim t%F <y, z)

e—0t

Portanto

ou, equivalentemente,

Note que (4.36) define a EDO gencralizada

dx

o = DlFo(y)t] (4.37)

que corresponde & EDFR média (4.33).
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Por outro lado, como comentamos anteriormente, (4.37) é na verdade uma EDO em

espagos de Banach (em G~ ([—r,00))) e pode ser escrita como
Agora, consideremos as seguintes EDFRs com impulsos

v=f(yt), t #1

Yo =9

y=cf (y,t), t #t;
Ax(t;) =el(z(ty)), i=1,2,... (4.39)
Yo = ¢,
onde ¢ € G~ ([—r,0],R") e f: PCy x [0,00) — R™ satisfaz as condigoes (A) e (K).
Seja
I°(x hm—ZI . zreR"

T—oo 1’
0<t;<T

Entao

I°(y(t;)) = lim 1 > Ly(t) = lim —ZI OV H, (T,

T—oo T—>OO
0<t;<T

onde H;, é a funcao Heaviside continua a esquerda concentrada em t;

Para y € PC) et € [—r, 00), sejam

19) = Z th<t>th<19)]z(y<tz>> e

ZHt VH, (9)I°(y(1,))

onde ¥ € [—r,00). Entao

T—o00
Vamos considerar que as condigoes (A’) e (B') estejam satisfeitas.

O teorema que apresentaremos a seguir ¢ o principal resultado deste trabalho. Ele é

uma versao do Principio da Média para EDFRIs e trata-se de um resultado inédito.
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Teorema 4.10. Sejam y e y° respectivamente as solug¢oes das EDFRIs (4.38) e (4.39)
em [0,L], onde ¢ € G=([—r,0,R") e f: PCy x [0,00) — R™ satisfaz as condigdes (A) e
(K ). Suponhamos que

1 T+a
lim — M(s)ds < ¢, c¢= constante, (4.40)
T—oo T’ a
para todo av > 0. Seja 0 < t] <ty < .. <t < ..., comt, — oo quando k — 0o, uma

sequéncia de pontos tal que

lim sup Z (4.41)

=00 a<lt;<a+T

para todo o > 0 e suponhamos que I; : R" — R" i =0,1,2,..., seja uma sequéncia de

operadores de impulso satisfazendo as condigoes (A') e (B'). Suponhamos, ainda, que

hm—ZI )= Iy(z), =eR™

T—oo T
0<t;<T

Entao para todo pn > 0 e todo L > 0, existe um g9 > 0 tal que para ¢ € (0,29), a
desigualdade

(%) — (@ )ell < m

acontece, onde ¢ € a solugao em |0, %] da EDFR com tmpulsos

y=cfoly), t#t
Ay(t;) =el’(y(ty)), i=1,2,... (4.42)
Yo = ¢.

Prova: Primeiramente, observemos que o sistema (4.39) é equivalente & EDOG

dx

= D[eG(x,t)],

com condi¢ao inicial (4.28), onde G é dada por (3.18), e pelo Teorema 3.2, sua solucao x.

¢ dada por

z. (1) (V) = { ye (0), U € [-r,t]

Y= (t), 9 €[t 00).
Conforme o que foi visto anteriormente, G € F(£2, h), se tomarmos, por exemplo,

s)ds+ K, t >0
O,—r§t§0
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Pelo Teorema 3.2, também ¢ verdade que &. dada por

@) (), V€ [-nr1]
56 t) (V) =
. { (@) (1), U € [t,00).
é solucao de
% _ D[eGy (x)].

Pelas observagoes anteriores ao teorema, se
G(x,t) = F(x,t) + J(z,t) e Go(z) = Fo(z) + Jo(x),

entao o p
LGl n)()

r—00 r

= Go(z)().
Observemos, também, que para todo o > 0, vale

T + a) — h(a) ho(T + o) — ho(a) + i (T + o) — hy ()

A T = A T -
1 T+ 1 T+
= Ilgxgof ) M(s)ds—i—T ) K ds+
1 -
+ Jlim <max(K1, K>) ;[Hn (T + a) — H,, (a)])

< ¢+ K 4+ max(K;, Ks)d,

Entao todas as hipoteses do Teorema 4.1 estao satisfeitas e, portanto, para quaisquer

p>0e L >0, existe g > 0 tal que para € € (0,20), vale a desigualdade

= (t) = &(B)]] <

para t € [0, %] Finalmente, para todo t € [0, ﬂ, temos

(%) — @ )ell = sup [yt +0) =7 (t+0)|= sup [y°(0) -7 (W) <
0e[—r,0] JE[t—r,t]

< sup [y (0) =7 (V)| = sup |z()(0) = &) (W) < [lwe(t) = & < p

de[—r,t] de[—nrt]

e obtemos o resultado desejado. [ |
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