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RESUMO

ROCHA, L. N. R. Dinamica forwards de sistemas dinidmicos nao auténomos: se-
migrupos driving sem unicidade para tras e estrutura dos atratores.. 2021. 103
p. Dissertacao (Mestrado em Ciéncias — Matematica) — Instituto de Ciéncias Matemaéticas
e de Computacao, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos —SP, 2021.

Neste trabalho iremos apresentar os semigrupos skew-product para abordar problemas
nao autéonomos, mostrar como obter uma decomposicao de Morse para tais semigrupos
e estudar uma equacgao diferencial ordinaria planar com acoplamento difusivo na qual a
decomposicao de Morse pode ser explicitada e descreve muito bem a dinamica do pro-

blema.

Palavras-chave: Semigrupos skew-product, decomposicao de Morse.






ABSTRACT

ROCHA, L. N. R. Forward dynamics of non-autonomous dynamical systems: dri-
ving semigroups without backwards uniqueness and structure of attractors..
2021. 103 p. Dissertagdo (Mestrado em Ciéncias — Matematica) — Instituto de Cién-
cias Matematicas e de Computagao, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2021.

In this work we will present the skew-product semigroups in order to aproach non au-
tonomous problems, show how to obtain a Morse decomposition to such semigroups and
study a planar diffusively coupled ordinary differential equation in which the Morse de-

composition can be explicited and describes very well the problem dynamics.

Keywords: Skew-product semigroup, Morse decomposition.
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INTRODUCAO

A andlise de propriedades qualitativas de sistemas dindmicos, autonomos e nao
autonomos, nos fornece muitas informacoes sobre o comportamento de fenémenos nas
mais diversas areas, como fisica, biologia e engenharia. Chamamos de atrator global o
conjunto que guarda os estados assintoticos dos sistemas dindmicos. Assim, sua dinamica
interna é peca fundamental para o entendimento do comportamento dos fenémenos mo-
delados. O estudo de atratores de sistemas dinamicos em espacos de Banach constituiu-se
como uma ampla e profunda area de pesquisa que recebeu bastante atencao nas tltimas

décadas, nos levando ao entendimento cada vez mais refinado da estrutura desses objetos.

No caso autonomo, é bem estabelecida a analise de quando podemos decompor
o atrator na sua dindmica recorrente (invariantes isolados) e na sua dindmica gradiente
(suas conexdes) através da decomposicao de Morse. De fato, quando temos um semigrupo
gradiente com relagao a familia de invariantes isolados & = {&;,...,E,}, podemos decom-
por seu atrator global &7 em atratores locais Ag CA| C Ay C --- C A, definidos por: Ag = I,
A =%1 e, para 2 < j<n,

Aj=Aj 1 UWH(E)) = U W' (E)) (1.1)

—
7]

onde W"(E) denota a variedade instével de E. Além disso, temos que A, = & e, se A]

representa o repulsor de Aj, entao E; =A; ﬂA}LI.

No entanto, esta analise nao é bem estabelecida quando estamos lidando com
sistemas dindmicos nao auténomos devido as dificuldades que rapidamente aparecem neste
tipo de problemas que, em geral, apresentam uma familia infinita de campos de vetores
"dirigindo" as solugbes (dai o nome semigrupo driving), ao contrario do caso auténomo
que apresenta um tnico campo de vetores. Desta forma, é desejavel que pudéssemos obter
resultado similar para o caso nao autéonomo ou algo que nos conte sobre seu atrator tanto
quanto a decomposicao de Morse nos conta sobre o caso autoénomo e ¢é este problema que

iremos abordar.
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Mais especificamente, o objetivo deste trabalho é mostrar que, em um certo sentido,
podemos decompor a dinadmica de um atrator nao autéonomo entre sua parte gradiente e
sua parte recorrente através da introdugao natural do conceito de atrator skew-product,
que nos permite identificar estruturas similares as auténomas em problemas nao auténo-
mos. Esta foi a abordagem seguida em (Chepyzhov e Vishik 2012) no estudo da dindmica
forwards de problemas nao autonomos em que caracterizam o atrator uniforme assumindo
unicidade para tras das solugoes globais para o semigrupo driving. Contudo, a nao uni-
cidade de tais solugoes é o que ocorre naturalmente. Desta forma, ressaltamos que neste
trabalho nao iremos assumir a unicidade para tras de solugoes globais para o semigrupo
driving. Por fim, iremos explicitar uma equacao diferencial ndao auténoma para a qual

podemos dar a descricao almejada.

Durante todo o trabalho serd dada a devida importancia a questao de se estabele-
cer condicoes para que as estruturas estudadas se mantenham sob a agao de uma pequena
perturbagao. De fato, como comentado no inicio deste texto, o estudo dos sistemas dina-
micos ¢ um campo com diversas aplicacoes a outras ciéncias que, por sua vez, modelam
iniimeras situagoes reais. Assim, os modelos matematicos estudados estdo sempre sujeitos
a imprecisoes, sendo importante que nossa teoria nao seja dependente de modelos perfeitos
ou idealizagoes. Iremos entao definir precisamente o que queremos dizer com perturbacgao
e quais delas sao permitidas na nossa andlise. Mostraremos que conseguimos recuperar
resultados de robusteza sob perturbacao do caso auténomo para o caso nao auténomo a

partir da configuragao skew-product.

Este trabalho serda dividido em seis capitulos, o primeiro deles sendo a presente
introducao. No capitulo dois iremos definir conceitos basicos da teoria auténoma dos siste-
mas dindmicos e demonstrar resultados iniciais. Caracterizaremos quando um semigrupo
possui atrator global e lidaremos com o problema da semicontinuidade de um atrator,
isto é, a analise de quando o atrator nao "implode" ou "explode" em tamanho quando

submetido a uma pequena perturbacao.

No capitulo trés iremos estudar os semigrupos gradientes com respeito a uma fami-
lia disjunta de invariantes isolados. Daremos um critério para a existéncia de um atrator
global para estes semigrupos (mais fraco que o apresentado no capitulo dois) e caracteriza-
remos seu atrator como a uniao das variedades instaveis dos invariantes isolados. Também
iremos definir os semigrupos dinamicamente gradientes, que sao aqueles que compartilham
de algumas propriedades dinamicas dos semigrupos gradientes e mostraremos que, na ver-
dade, elas sao suficientes para definir os semigrupos gradientes, demonstrando assim que
tais conceitos sao equivalentes. Para isso, iremos desenvolver a teoria de Morse e utiliza-la
para construir uma funcao de Lyapunov para um semigrupo dinamicamente gradiente.
Por fim, através desta equivaléncia, iremos demonstrar que os semigrupos gradientes sao

estaveis por perturbacao.
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No capitulo quatro iremos tratar dos sistemas dindmicos nao autéonomos. Introdu-
ziremos diferentes nogoes de atrator nao autonomo a fim de relaciona-los em uma teoria
abstrata e com ela descrever um método para estudar equagoes diferenciais nao autono-
mas. Daremos também condi¢Oes necessarias e suficientes para a existéncia de atratores
nao autonomos. Por fim, iremos obter resultados de estabilidade sob perturbagao na teoria

nao auténoma a partir da reinterpretagao de resultados na teoria autonoma.

No capitulo cinco iremos estudar o conceito de dicotomia exponencial, que estende
a noc¢ao de hiperbolicidade para processos de evolugao e nos da importantes informacgoes
sobre a estrutura fina de atratores, e demonstrar sua estabilidade sob perturbacao da se-
guinte forma: uma vez que é possivel caracterizar quando um processo de evolucao linear
discreto possui dicotomia exponencial (ndo hé resultado andlogo para o caso continuo),
iremos primeiro utilizar esta caracterizacao para demonstrar a estabilidade da dicotomia
exponencial discreta e posteriormente discretizar o caso continuo para obter a estabili-
dade da dicotomia exponencial continua a partir da discreta. Também iremos estudar as

solugoes globais hiperbdlicas e demonstrar sua estabilidade por perturbacao.

No sexto e ultimo capitulo, iremos estudar o problema de valor inicial

X1 :k()q —)Cz)—{-)q —ﬁ(t)x?, t>12>0, xl(f) =X1,1, (1 2)
W=k —x)+x—B()x, t>T>0, x(1)=x. '

onde B : RT — R ¢ uma fungao globalmente Lipschitz com B(R™) C [Bo,B1], 0 < Bo < B1 <

oo,

Para isso, associaremos um semigrupo skew-product a 1.2 da seguinte forma:
considere f:RT x R? — R? dada por

Ft,x) = (k(xy —x1) +x1 — B(t)x], k(x1 —x2) +x2 — B(£)x3)

e tome o espaco C(RT,R") com a métrica da convergéncia em compactos p. Se ¥ =
{B(t+-):te R+}p, defina o semigrupo driving 0(¢) : £ — X por (O(¢)B)(s) = B(r +5).

Além disso, dado xo € R?, defina o cociclo R x X3 (t,06) — J# (t,06)xp € R? como

sendo a solucao do problema de valor inicial

X1 =k(xp —x1) +x1 — G(t)x%
X = k(x) —x2) +x2 — o (t)x3

(x1(0),x2(0)) = xo

Podemos agora considerar o semigrupo skew-product II(-) associado em X = R? x X dado
por

I(t)(x,0) = (H (t,0)x,0(t)0)
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Se n:R — X é uma solugdo global de ®, entdo podemos definir o processo de
evolugao Sy(t,s) = (t —s,m(s)) para todo t > s dado pelas solucdes do problema de

valor inicial

X1 =k(xy —x1)+x1 —n(0) (t)x%
% = k(x1 —x2) +x2 — 1(0)(£)x3 (1.3)

(x1(s), x2(s)) = x0

Iremos mostrar que 1.3 possui cinco solugoes globais hiperbélicas que denotaremos
por & (1) =0 e EX(1), i = 1,2. Mostraremos também que os conjuntos Eg = {(0,1(0)) :

n é solugio limitada de ®} e EF = {( ;;1 (1),m(0)):n é solucao limitada de ® et € R}, i=
1,2, formam uma familia de invariantes isolados de II(-). Por fim, concluiremos que
I1(-) é um semigrupo dinamicamente gradiente em relacao aos invariantes isolados & =

{Eo,Eii,i: 1,2} que é estavel por perturbagao.
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2

SEMIGRUPOS

Neste capitulo trataremos de conceitos e resultados basicos da teoria de semigrupos
que serao necessarios para a nossa abordagem. Utilizaremos T para denotar que estamos

trabalhando com R ou Z, sem necessidade de especificagio, e Tt :={r€ T :¢ > 0}.

2.1 Definicoes iniciais

Definig¢ao 2.1.1. Seja (X,d) um espago métrico. Um semigrupo em X consiste de uma
familia de aplicacoes continuas {T'(t) € C(X) :t € T*} tal que

i) T(0)x = x para todo x € X
ii) T(t+s)=T(t)T(s) para todo t,s >0

iii) O mapa (t,x) — T (t)x é continuo para todo (¢,x) € T™ x X

Note que no caso discreto, isto é, no caso em que T = Z, a terceira condi¢ao esta

automaticamente satisfeita.

Semigrupos também sdo chamados de sistemas dinamicos auténomos. Quando for
conveniente, denotaremos um semigrupo apenas por T(-). Semigrupos estdao frequente-
mente associados a equagoes diferenciais a fim de modelar uma série de fenémenos. Isto
porque é possivel associar, de maneira natural, semigrupos a equagoes diferenciais ordiné-

rias autonomas em espacos de Banach, como ilustraremos a seguir.
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Exemplo 2.1.2. Considere um o problema de valor inicial em um espac¢o de Banach X

dado por

x(0)=yeX .

que satisfaz condigbes de boa colocacao global. Isto é, para cada y € X, (2.1) possui uma
solugdo tnica e continua x, : RT — X e a aplicagio RT x X 3 (¢,y) — x,(f) € X é continua.
Neste caso, temos que a equacao x(f) = f(¢,x(¢)) define um semigrupo {T'(¢r) e C(X):t €
R*} dado por T(r)y = x,(t), para todo y € X.

De fato, se y € X, entao T(0)xop = x(0) =y, pois é a condigao inicial de (2.1). Além

disso, se s € RT, entdo nao ¢é dificil ver que Xz, (s) (t) = xy(t +5). Desta forma,

T()T (s)y = T(1)xy(8) = 2, (5) (1) = xy (1 +-5) = T (£ + )y

A continuidade de (¢,y) — T (t)y segue das condigoes de continuidade impostas as

solucoes xy(-).

As condicoes de boa colocacgao sao dadas, em geral, pelo Teorema de Picard e suas

consequéncias, como enunciaremos a seguir.

Teorema 2.1.3. Considere o problema de valor inicial

() = f(2,x(1))

x(s) =x; € R"

onde f: R xR" — R" é uma funcao continua que é Lipschitz na primeira variavel. Entao
temos que para cada x; € R" e s € R, existe 7 = 7(s,x;) > s e uma unica solugao [s,7) >
t— x(t,5,x;) € R" para o PVI tal que ou 7 = o0 ou limsup,_, , ||x(z,s,x;)|| = eo. Além disso,
se R={(t,5,x) >RxRxR":5<r<1(s,x)}, a funcdo R > (t,5,x5) — x(t,5,x5) € R" é

continua.

Para obter a boa colocagao global, requisito para definirmos um semigrupo associ-

ado a 2.1, em geral, mostramos que as solugoes de 2.1 nao explodem em tempo finito.

No que se segue, fixaremos um semigrupo {7 (t) € C(X):t € TT} em um espago
métrico X = (X,d).

Definicao 2.1.4. Dado um subconjunto B C X, definimos sua 6rbita positiva por

y'(B) ={T(t)xeX:xcBetcT"}
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Dado 7 € T", definimos ainda a érbita positiva de B a partir de 7 por
v (B) =y (T(7)B)={T(t)xeX:xc€Bet>1}

Defini¢do 2.1.5. Um semigrupo {T(¢t) € C(X): ¢ € T} é dito limitado se y*(B) é
limitado para todo B C X limitado. Se tivermos que, para cada B C X limitado, existe

tp € TT tal que 7 (B) ¢ limitado, dizemos que T(-) é eventualmente limitado.

Definigao 2.1.6. Uma solugédo global de {T'(t) € C(X):1 € T"} por x € X é uma funcdo
continua & : T — X tal que £(0) =x e T(t)(E(s)) = &(t + ), para todo s € T com ¢t € T™.

Dada uma solugéo global & : T — X, chamamos a sua imagem {&(r) € X : 1 € T}
de érbita global e a denotamos por y(§). Dado 7 € T, denotamos a 6rbita até t por

Yo (&) ={8() eX: 1 <1}
Queremos descrever o comportamento assintotico dos semigrupos. Nesse sentido,

o conceito de w-limite se torna fundamental para nossa analise.

Definicao 2.1.7. Dado um conjunto B C X, definimos o conjunto @-limite de B como

oB)= () % (B),

teT+

Definigao 2.1.8. Dada uma solucao global & : T — X, definimos o conjunto o—limite
de & por

(&) =[x (&)

teT

As defini¢cbes de -limite e a-limite, apesar de nos darem a intuicao do que se
pretende com tais objetos, sao pouco uteis na demonstragao de resultados. As seguintes
caracterizagoes dos conjuntos @w—limite e ox—limite serao bem mais utilizadas no desen-

volvimento da teoria.
Proposicao 2.1.9. Seja B C X. Entao

®(B) = {y € X : existem sequéncias (f;)nen em T e (X,)nen
em B tais que 1, —s oo ¢ y = lim T(,)x,}
n—r—4oo
Além disso, se & : T — X é uma solugdo global do semigrupo {T (1) e C(X):t € T},

entao

a(&) = {y € X : existe uma sequéncia (t,) em T tal que

In ’H—O; —eey= ngl}_loog(tn)}



24 Capitulo 2. Semigrupos

Demonstra¢do. Tome y € ©(B). Entdo y € % (B) para todo ¢t € T*. Podemos entdo tomar
sequéncias (y})ken C ¥, (B) tal que y} IH—O;y para todo n € N. Uma vez que y} € ¥, (B),
podemos escrever

Vi =T(n+q)x;.
onde (x})nken C B e (¢} )nken CTT.

Como y} k_>—°>°y, dado n € N, existe m(n) € N tal que
n 1
d(yk7y) < —, S€ k 2 m,
n

Tome entao t, :=n-+q), e x, = x’:n(n), assim

1 n—oo

d(T(tn)xn,y) < Z —0

Portanto y = limy,_,e0 T (#,)X,, cOmo queriamos.

Reciprocamente, seja y € X e sequéncias (t;),eny C TT e (xXn)nen C B, tais que 1, i
0 ey = limy 0T (t,)x,. Fixado 7 € T, tome uma subsequéncia (1, )reny de (fn)nen tal

que t,, > 7 para todo k € N. Temos (T (tn, )Xk )ken C Y2 (B), € y € ¥ (B). Isto mostra que
y € o(B).

A demonstragao para a(§) é anéloga. O

Agora iremos definir a nocao de atrator global, que é o conjunto para onde o

semigrupo converge assintoticamente em um sentido a ser definido a seguir.
Para tal, vamos comegar definindo a semidistdncia de Hausdorff disty(A,B)

entre dois subconjuntos nao vazios A,B C X por

disty (A, B) == supinfd(x,y).
x€EAYE

Definicao 2.1.10. Sejam A,B C X nao vazios. Diremos que A atrai B sob agao do semi-
grupo {T(t) e C(X):t € T"} se

lim disty (7(1)B,A) = 0.

=300

Definamos agora a no¢ao de invariancia pela agao de um semigrupo.

Defini¢do 2.1.11. Diremos que A C X ¢ invariante pela agdo de {T'(t) e C(X):t € T}
se T(t)A = A para todo t € T™.

Defini¢do 2.1.12. Um conjunto & é dito um atrator global para {T(t) e C(X):t€T"}

se é compacto, invariante e atrai subconjuntos limitados de X sob a agao de T(-).
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Lema 2.1.13. Sejam A,B C X nao vazios. Entao disty(A,B) =0 se, e somente se, A C B.

Demonstragio. Tome a € A. Entao disty(a,B) =d(a,B) =infycpd(a,b) = 0. Pela defini¢ao
de inf, para todo n € N existe b, € B tal que d(a,b,) < % Assim, b, — a. Portanto a € B.

A reciproca é trivial. n

Proposicao 2.1.14. O atrator global, se existir, é inico.

Demonstragio. Sejam <7 e o' dois atratores globais para um semigrupo T'(-). Entao
disty (T (1)<, ") =30,

Mas da invaridncia de 7, temos que disty(<7,«’) = 0. Logo, do lema anterior e da
compacidade de &', & C &/'. Procedendo de forma andloga obtemos que &/’ C &7, e

temos resultado. O

Agora iremos caracterizar o atrator global em funcao de solugoes globais que sao

limitadas.

Proposigao 2.1.15. Seja {T(t) € C(X) :t € TT} um semigrupo que possui um atrator
global 7. Entao

o/ ={&(0): £(-) é uma solugao global limitada}

Demonstra¢io. Tome x € 7. Iremos definir uma soluc¢ao global limitada & : T — X com
£(0) = x. Uma vez que T (n)e/ = o/, para todo n € N, existem x_, tal que T(n)x_, =x. E
fécil ver que podemos tomar esta sequéncia satisfazendo x_(,_1) = T(1)x_, (em particular,

se n > m, temos T(n—m)x_, = x_,;). Defina entao

(1) =

T(t)x,t>0
T(n+t)x_p, t €[—n,—n+1), neN

E claro que x = £(0) e que &(T) C 7 é limitada. Assim, basta mostrar que &(-) é uma
solucao global. De fato, fixe t € TT e tome T € T. Se T > 0, segue das propriedades de
semigrupo que T(¢)&E (1) = E(t+ 7).

Se 1 <0, tome n € N tal que T € [-n,—n+1). Segue que

T0)§(1) =T@)T(n+T)xp =T +T+n)x

Agora, temos dois casos: se t + T > 0, entao

T(t+t4+n)x_py=Tt+10)T(n)x_, =T{E+7)x=E(t+7)
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Por outro lado, se t+ 7 < 0, entao podemos tomar m € N tal que t +7 € [—m,—m—+1).

Uma vez que temos m < n, segue que

Tt+t+n)x_p,=T((t+7t+m)+n—m))x_, =Tt+7+m)T(n—m)x_,
=Tt+t4+mx_p=Tt+1)x=§(+7)

Logo & : T — X ¢é uma solucao global limitada por x.

Reciprocamente, seja & uma solucao global limitada. Entao &(T) é invariante, isto
é,set€T", entao T(¢)E(T) = &(T). De fato, se s € T, entdo T(¢)E(s) =&(t+s) CE(T) e
E(s)=C(s—t+1)=T(t)é(s—1) CT(t)E(T). Como &7 atrai limitados, temos

disty (T (¢)&(T), o) = distg(§(T), o) =0
logo, pelo Lema 2.1.13, &(T) C & = &/ e temos o resultado. O

Lema 2.1.16. Seja {T(t) € C(X):t € T} um semigrupo em X. Se B C X, entao T (t)@(B) C
®(B) para todo t € TT. Se ®w(B) é compacto e atrai B, entdo também temos ®(B) C
T(t)o(B). Isto é, @(B) é invariante.

Demonstragio. Fixet € TT e suponha @(B) # @ (do contrario, nao hé o que provar). Dado
x € 0(B), existem sequéncias (fy)neny C TT € (X)nen C B tais que x = limy_yo0 T () Xp.

Uma vez que T () é continuo, T(t)x = limp—yeo T (t)T (t5) X = liMp—yoo T (t +1,,)X. As-
sim, T'(t)x € @(B) e temos T (t)®w(B) C w(B).

Agora, assuma que @(B) é compacto e atrai B e fixer € TT. Dado x = lim,, e T (£,)X, €

o(B), assuma que t, >t para todo n € N (do contrario, basta tomar uma subsequéncia
uma vez que f, — o).

Entdo T(6)T (1, — 1)x, = T (t,)x, = x. Como o(B) atrai B, segue que distg (T (t, —
1)xn, @(B))"=30. Logo, da compacidade de @(B), segue que (T (f, —t)Xp)pen POSSUi uma
subsequéncia convergente, digamos T (t,, —t)xp, ]H—O;y. Assim, y € o(B) e que T(t)y = x.
Portanto, @(B) =T (t)®(B). O

Lema 2.1.17. Seja {T(t) € C(X) :t € T*} um semigrupo em X e B C X tal que ®(B) é

compacto e atrai B.

i) Se T=7Z, B é conexo e BD ®(B), entdao @(B) é conexo;
ii) Se T=R e B ¢ conexo, entdo ®(B) é conexo.
Demonstragio. Para ambos os itens, suponha que @(B) é desconexo. Entdo podemos

escrever ®(B) = F1 UF;,, onde F] e F> sdao conjuntos fechados nao vazios e disjuntos. Mais

ainda, Fy e F; sdo compactos, uma vez que ®(B) é compacto. Assim, d(Fj,F;) =r > 0.
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i)

ii)

Como também supomos que disty (T (1)(B), ®(B)) =3 0, existe 1o € T+ e i € {1,2}
tal que T(¢t)B C O,(F;) para todo t >ty (B conexo = T(t)B é conexo). Sem perda
de generalidade, assuma que i = 1. Do Lema 2.1.16 temos que B D @w(B) = T(¢t)B D
T(t)w(B) = o(B) D F,, logo F, C U,(F) e, portanto, d(Fj,F;) <r, o que é um ab-

surdo.

Como @(B) atrai B, lim,_.distg(y(B),@(B)) = 0. Além disso, note que %(B) =
T ([t,))B, logo é imagem do conexo B pela fungao continua R* x X 5 (¢,x) — T (f)x €

X e, portanto, conexo. Assim, existe i € {1,2} tal que %(B) € O,(F;). Assuma que
i=1. Entdo F, C @(B) C %(B) C O,(Fy) e, portanto, d(Fj,F;) < r, o que é um

absurdo.

2.2 Caracterizacao de semigrupos com atrator global

Defini¢ao 2.2.1. Um semigrupo {T(r) € C(X) :r € Tt} é dito assintoticamente com-

pacto se, sempre que tivermos sequéncias (x,)nen, limitada em X, e (t,),eny em TT com,

th — oo, entao (T (t,)Xn)nen possui uma subsequéncia convergente.

Lema 2.2.2. Suponha que {T(t) € C(X):t € T"} seja assintoticamente compacto e tome

um B C X limitado ndo vazio. Entdo @(B) serd nao-vazio, compacto, invariante e é o

menor fechado que atrai B.

Demonstracao.

i)

ii)

®(B) é nao vazio: Tome x € B e (fy)peny em T tal que £, — 0. Como T'(+) é assinto-
ticamente compacto, existe uma subsequéncia (t,, )ren tal que T(t,,k))ck_>—°>o y. Assim,

y € @(B) e temos que @(B) é nao vazio.

®(B) é compacto: mostraremos que toda sequéncia em @(B) possui uma subsequén-

cia convergente. De fato, tome (x,),eny em @(B). Entao, para cada n € N, existem
N ' j i\ Lj J :

sequéncias (x7) jeny em B e (f;) jey em T com T (7 )x, % xu. Assim, para cadan e N

podemos tomar j, > n tal que

d (o, T (61)c]y) <

S | =

. g . A Jngy Jny k—seo
Pela compacidade assint6tica de T(-), existe uma subsequéncia T (f,* )xp — x

Portanto

k—yoo
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iii) @(B) é o menor fechado que atrai B: primeiro vamos mostrar que ®(B) atrai B.
Suponha que nao. Entao existem € > 0 e sequéncias (x,),en € B e 1, 7% oo tais que
d(T (ty)xn, ®(B)) > €.

Mas sabemos que existe uma subsequéncia (7T (fy, )X, ) convergente para algum x €

®(B), o que é uma contradicao.

Para ver que @(B) é de fato o menor fechado que atrai B, tome um fechado F
que atrai B. Suponha que exista x € @(B) tal que x ¢ F. Entao existem sequéncias
(Xn)nen em B e t, — o0 em T tais que T (t,)x, % x. Além disso, como F é fechado,
d(x,F)=r>0. Como F atrai B, existe 7> 0 tal que d(T'(t)y,F) < 5 para todo y € B
er>T.

Podemos escolher ng € N tal que t,, > 7 para todo n > ng

Logo d(T (ty)x,),F) < 5 e, tomando o limite, concluimos que d(x,F) < 5, o que ¢é

uma contradigao.

iv) @(B) é invariante: é consequéncia imediata do Lema 2.1.16.

]

Definigao 2.2.3. Dizemos que um semigrupo {7 (t) € C(X):t € T*} é ponto dissipativo
se existir um subconjunto limitado B C X que atrai pontos de X. Analogamente, dizemos
que T(-) é limitado dissipativo se existir um subconjunto limitado B C X que atrai

subconjuntos limitados de X.

Teorema 2.2.4. Um semigrupo {T(t) € C(X):t € T} possui um atrator global < se, e

somente se, {T(t) € C(X) :tr € Tt} é limitado dissipativo e assintoticamente compacto.

Demonstragio. Suponha que T(-) possua um atrator global .o/. Entao T(-) é limitado

dissipativo, uma vez que &/ é um subconjunto limitado que atrai limitados de X.

Para ver que é assintoticamente compacto, veja que dada uma sequéncia limitada
(Xn)neny em X e t, — o em TT, o conjunto limitado B = {x, € X : n € N} ¢ atraido por
o/ e, em particular, d(T (t,)x,, /) — 0. Como &/ é compacto, existe uma subsequéncia

convergente de (T (,)xn)nen € T(+) é assintoticamente compacto.

Reciprocamente, suponha que T'(-) é limitado dissipativo e assintoticamente com-
pacto. Considere # = {B C X : B ¢ limitado} e

o = | o(B)

Be%#

Vamos mostrar que & é um atrator global para T(-). De fato, pelo Lema 2.2.2,

temos que &/ é reuniao de conjuntos invariantes e, portanto, é invariante. Além disso,
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pelo mesmo lema, todo limitado B é atraido por @(B) C /. Logo 7 atrai subconjuntos
limitados de X.

Considere A C X um subconjunto fechado e limitado que atrai limitados de X.
Entao temos que ®(B) C A para todo B C X limitado, logo Upcz ®(B) = &/ C A. Assim,
w(/) C ®(A) C «/. Como & é invariante, temos ainda que &/ C @(%/). Portanto

g Co(d)CwA)Cd

E concluimos que o(A) = 7, que é compacto pelo Lema 2.2.2. ]

2.3 Semicontinuidade de atratores

Nesta secao iremos abordar pela primeira vez um aspecto recorrente durante este
texto, que é a estabilidade de certas estruturas sob perturbacgao. Isto é importantissimo
para garantirmos que a nossa teoria é aplicavel em situacgoes reais, uma vez que invari-
avelmente iremos lidar com modelagens que nao refletem exatamente as condigoes reais
(isto é, conseguimos modelar apenas uma perturbagao da realidade). Mais especificamente,
neste capitulo iremos mostrar que, sob certas hipdteses, uma pequena perturbagao de um

atrator nao "explode" ou "implode' em tamanho.
Definicao 2.3.1. Sejam X e A espagos métricos e (& )nep uma familia de subconjuntos
de X.

1. Diremos que (@ )nea ¢ semicontinua superiormente em 79 € A se

dlStH(Mrl 5 Mno) nﬂo O.

2. Diremos que (o)pea é semicontinua inferiormente em 19 € A se

O seguinte resultado serd bastante usado para demonstrar semicontinuidade.

Lema 2.3.2. Sejam X e A espacos métricos e (& )nea uma familia de subconjuntos de
X.

. A . n—oo A~ .
i) Se qualquer sequéncia (xp,)nen cOm Xy, € &7y, € N, — Mo, tem uma subsequéncia

convergente com limite em o7, entdo (& )nea ¢ semicontinua superiormente em

No.

ii) Se @7y, ¢ compacto e para qualquer x € @, e 1, =2 Mo existe uma subsequéncia
k—oo N ~
Ny, — Mo € sequéncia (xnnk)keN com xp, € @fnnk que converge para x, entao (& )nea

¢é semicontinua inferiormente em 7.
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Demonstracao.

i)

ii)

Nas condi¢des dadas, suponha que (2% )pea ndo seja semicontinua superiormente
~ . N . n—oo

em 7o. Entao existem € > 0 e sequéncias 10, — Mo € (Xn, )nen com xy, € o7y, tal que

d(xy,,ay,) > €, neN.

Mas (xp,)nen possui uma subsequéncia que converge para algum elemento de o7,

uma contradigao.

Suponha agora que (&%)pea nao seja semicontinua inferiormente em 1My. Entao
existem € > 0 e sequéncia 1, —> 1o tais que supxe%od(x,szfnn) > 2¢ para todo
n € N. Assim, existe uma sequéncia (xp,)pen em o7y, tal que d(xy,, 2%, ) > € para
todo n € N.

Uma vez que o7, é compacto, podemos assumir que (xp,)pen converge para algum
x € ey, donde segue que d(x,op,) > 5, neN

- . A . k—oo k—o0
Das hipoteses, existem uma subsequéncia 1, — Mo € yu, € engnnk tal que y, — x.

Como d(x,yn) = d(x, o, ) > €, temos um absurdo.

]

Definigdo 2.3.3. Dizemos que uma familia de semigrupos {Ty(t) € C(X) : 1 € T* },cpo.1]

. 0 .
¢ continua em 1 = 0 se d(Ty (t)x, To(1)x) 50 uniformemente em compactos de T+ x X.

Teorema 2.3.4. Suponha que {Ty(t) € C(X) : 1 € TT },¢[o,1 seja uma familia de semigru-

pos continua em 1 = 0. Se Ty (+) tem um atrator global o7 para cada 1 € [0,1] e Uy (0,119

¢ compacto, entao a familia {7 C X : n € [0,1]} é semicontinua superiormente em 1 = 0.

Demonstragio. Considere sequéncias 1, — 0 e (un)nen com u, € o/y,. Como Unefo,11 %

¢ compacto, existe uma subsequéncia de (1,)zen (que denotaremos da mesma forma) e

up € X tal que uy, e ugy. Pelo lema anterior, basta mostrar que uy € .<%. Para tal, vamos

construir uma solugao global limitada de Tp(+) por up.

Para cada n € N, tome uma solugao global limitada &, : T — <7, por uy,.

Segue da continuidade da familia de semigrupos que

En, (t) = T, ()un, — To(t)uo

uniformemente para t em limitados de T™.

Se n?:=mn,, n €N, dado j € N existe uma subsequéncia (n,{) de (n,{_]) e u_j tal

que & i(—J) Fu_j, pois (&, (=) jen € Unepo.r) @
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Pela convergéncia uniforme em compactos da familia de semigrupos, temos que
para 0 <i < j,
. . . . —00 .
(=) =T (D8 (=)= 1) =% u_j = To(DJu_jsi.

Entao podemos definir a solugao global & : T — X de Ty(-) por up dada por

E(t) = To(t)uo, parat >0
' To(t+j)u—j, para —j<t<—j+1, jeN,

e temos
k—yo0
én/:(t) — &), VreT.
Logo & : T — X ¢é limitada e temos o resultado. O

Definicao 2.3.5. Dizemos que um ponto y* € X é um ponto de equilibrio para o
semigrupo {T'(t) € C(X) :r € T} se T(t)y* = y*, para todo t > 0. Denotaremos por & o

conjunto dos pontos de equilibrio para T'(+).

Definicao 2.3.6. Dado um ponto de equilibrio y*, podemos falar do conjunto instavel
W (y*) de y*, dado por

WH(y*)={y € X : existe solugao global &, : T — X

t——o0

tal que, §,(0) =y e & (1) — y'}

Dada uma vizinhanga V de y*, podemos falar do conjunto instavel local W (y*)

de y*, dado por
Wi (v*) = {y € X : existe solugao global &, : T — X tal que &,(0) =y,
(1) Ty e Ey(t) €V para todot € T™ }
No caso de V = Bs(y*), denotamos W .(y*) por Wg'(y*).

Teorema 2.3.7. Seja {Ty(t) € C(X) : 1 € T*}; ¢ uma familia continua em n =0 de

semigrupos com atratores globais (& )pep0,1)- Suponha que

i) Se &y denota o conjunto dos pontos de equilibrio para Ty(-), existe n € N tal que
; ; , 0y 10
éarl = {y)([ na"' ;y;kln}v para todo n S [07 1]7 € SuPlgignd()’;'k nay;'k ) — 0.

ii) Existe um & > 0 tal que a familia {Wy (yj-’n) :n €10,1]} é semicontinua inferiormente

em 1N =0.
iii) oy = U Wh(y0).

Entéo, (#)nepo,1) ¢ semicontinua inferiormente em 1 = 0.
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Demonstragio. De iii), se uy € o, entao existe uma solugao global & : T — X por uy,
1<l<neteT" tal que EO(—1) € Wg(yZ’O).
De ii), existe uma sequéncia (up")pe(o,] com up® € W¥(y;") tal que up* =9
E%(—1). Assim, podemos tomar solugdes globais () de Ty (+) com £7(0) = up* e &M(t) 5
%1
Yo -

Segue da continuidade de {7y (1) € C(X):t € T*} em 1 =0 que
n—0
Ty(7)E"(0) — uo.
Como as E7(+) foram tomadas de forma a serem limitadas para tras e, da existéncia

dos atratores %), sdo também limitadas para frente, segue que §"(T) C %, e, portanto,
Ty (7)EN(0) € o7yy.

Logo, o resultado segue do lema 2.3.2. ]
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3

SEMIGRUPOS GRADIENTES

Defini¢io 3.0.1. Seja {T(t) € C(X):t € T*} um semigrupo. Dizemos que um conjunto
invariante £ C X é um conjunto invariante isolado quando existe 6 > 0 tal que & é
o conjunto invariante maximal em Og(E). Isto é, se A C Og(E) ¢ invariante, entdo A € E.
Dizemos ainda que E = {&y,...,&,} é uma familia disjunta de invariante isolados
se cada um de seus elementos é um conjunto invariante isolado e existe € > 0 tal que
O¢(Ei)NO(E;) = @ sempre que 1 <i< j<n.

Definigdo 3.0.2. Sejam {T(t) € C(X):¢ € T*} um semigrupo e E = {E{,...,E,} uma
familia disjunta de invariantes isolados. Dizemos que T(-) é um semigrupo gradiente
com respeito a E quando existe uma funcao continua V : X — R satisfazendo as seguintes

propriedades:

i) V:X — R é ndo crescente ao longo de solugdes; isto é, para todo x € X, a funcao
[0,00) 3¢+ V(T (t)x) € R é nao crescente.

ii) Se tivermos x € X tal que V(T (t)x) =V (x) para todo t € T, entdo x € &; para algum
1<i<n.

iii) v

= é constante para todo 1 <i<n.
Chamamos a funcao V : X — R de fungao de Lyapunov para T'(-).

Nao é a toa que semigrupos gradientes recebem este nome, como veremos no

proximo exemplo.

Exemplo 3.0.3. Considere o problema de valor inicial

= VS
x(0) =xp € R”
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Onde f:R" — R é uma funcio de classe C? tal que existe M > 0 satisfazendo

—Vf(x)-x <0 para todo ||x|| >M (3.2)

Como Vf(x) é de classe C!, (3.1) possui solugdo tnica e, de (3.2), estd definida
globalmente, j& que % ||lx|| = =2V f(x) -x < 0 e, portanto, as solugdes de (3.1) nao explodem

em tempo finito, devendo existir para todo r > 0.

Assim, (3.1) gera um semigrupo T'(-) como descrito no Exemplo 6.3. Se V f possui
um nimero finito de zeros dados por E = {x],...,x;}, entdao f é uma fungao de Lyapunov

para T (-) relativamente a E. De fato, se xo € R", entao

o7 (T (0)x0) = VAT (t)x0)- T(t)xo = V(T (t)x0) - =V (T (t)x0) = =||Vf(T(t)x0)|*> <0

Mostrando que f ¢é decrescente ao longo de solugoes. Por outro lado, se xo é tal
que f(xo) = f(T(t)xo) para todo r € RT, entdo

0= % F(T(6)x0) = = VAT (0)x0) 2

para todo ¢ > 0. Isso implica que Vf(T (t)xp) = 0 para todo ¢t > 0. Da continuidade de Vf
e T(-), temos que Vf(T(0)xp) =0 e, portanto, xo € E.

Mostrando que f:R" — R é de fato uma fungao de Lyapunov. Neste exemplo, 7'(+)
possui um atrator global .« C B (0)

Agora iremos trabalhar em descrever a dinamica no atrator de semigrupos gradi-

entes quando estes existirem.

Defini¢io 3.0.4. Seja {T(t) € C(X) :¢ € TT} um semigrupo que possui um atrator glo-

bal o/ e uma familia disjunta de invariantes isolados & = {&;,...,&,}. Uma estrutura
homoclinica em E consiste de um subconjunto {Z;,...,E;,} de E e um conjunto de
solugoes globais limitadas {&; : R — X :i=1,...,k} tais que, pondo Ej,, =&, temos

i) Para cada 1 <i <k, existe t; € TT tal que &(1;) ¢ E;,UE;,,, e

t
i

ii) Z;, &) =% Ej., paratodo 1 <i<k

Proposigao 3.0.5. Seja {T(t) € C(X) :t € TT} um semigrupo gradiente com respeito a
familia disjunta de invariantes isolados limitados & = {&y,...,E,} que possui um atrator

global & e considere V : X — R sua funcao de Lyapunov. Entao

G1) Se & :R — X é uma solugdo global limitada de T'(-), entdo existem 1 <i,j <n tais

que

[x]
(x]

il—<>—_m5(f) L j



35

G2)

Nao existe estrutura homoclinica em .

Demonstracao.

G1)

G2)

Vamos mostrar que ®(&(0)) estd inteiramente contido em algum elemento da familia

de invariantes isolados, assim como o(&).

Pela defini¢io de fun¢ao de Lyapunov, temos que a fungao T 27— V(E(r)) € R
é nao crescente. Além disso, é limitada, pois & D &(T) é compacto e, portanto,
V(E(T)) C V(&) é limitado. Assim, existe o limite L = lim; .V (£(¢)) e nao é
diffcil ver que Vg (o)) = L.

Da invariancia de ®(&(0)), temos que x € (&) implica que T(7)x € ®(&(0)) para
todo € T™. Logo V(x) = V(T (t)x) = L para todo t € TT e, portanto, x € E; para
algum 1 < j <n. Assim, ®(§) C Uj<j<,Ej. Se T =R, uma vez que ®(&) serd conexo

e os invariantes sdo isolados, devemos ter @(§) C E;.

Se T =7, o(§) ndo precisa ser conexo. Suponha, por absurdo, que temos inva-

riantes {Ej}i-zl, para algum 1 <[ <n, tal que E;Nw(§) # @. Entao existe uma

cobertura disjunta {Nj}i':l de N tal que d(&(1),E)) <y 0 quando t — oo para
todo 1 < j <[. Agora, considere o conjunto N' = {n € Ny : n+1 ¢ N;}. E facil
ver que esse conjunto é infinito. Podemos entao tomar uma sequéncia (ky),cn tal
que kpni1 € N e ko, = ko1 +1 €N; para algum 1 < i <[ com k, — . Temos entao
que limy—ed(E (kopi1),Z1) =0, logo limy—ed (& (k2nt1),Ei) > 0, ja que os invariantes

sao isolados. Mas veja que
limnﬁmd(g (k2n+1),3i) = limn*)ood(T(1>€ (kzn),Ei) = limng)ood(é (kzn),Ei) =0

o que é um absurdo. A demonstracao para a(§) é inteiramente analoga.

Suponha que exista uma estrutura homoclinica {Z;,,...,2;,}. Das propriedades da
funcao de Lyapunov, temos que existem L; € R, 1 <i <k, com V(Z|;,) =L; e ainda
que L1 <L, <...L;y <Ly = L. Mas isso implica que L; = L para todo 1 <i <k.
Assim, fixado 1 <i <k, da monotonicidade de V, temos que V (&;(7)) = L. Isso implica
que, se s € T, entdao V(T (¢)&(s)) = V(&(s)) para todo t € T*. Portanto devemos ter
&i(s) € E; para algum 1 <[ < n. Da invaridncia de E;, segue que £ (t) € E; para todo
t € T. Disso e do fato de que devemos ter =, iy &i(r) = Ej,, segueque E; =Ej =

Zjit- Como tomamos i arbitrariamente, segue que os elementos {E Jroee e jk} sao
todos iguais, digamos, a E' e, consequentemente, os elementos de {& : T — X} sao
todos iguais, digamos, a £'. Além disso, concluimos que &'(T) C &', o que contradiz a

primeira propriedade de uma estrutura homoclinica e, portanto, temos um absurdo.
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]

O proximo teorema nos da hipdteses mais fracas que as do Teorema 2.2.4 para a

existéncia de atrator global quando o semigrupo é gradiente.

Teorema 3.0.6. Seja {T(t) € C(X):r € RT} um semigrupo gradiente com respeito a

familia disjunta de invariantes isolados limitados & = {&y,...,E,}. Entao T(-) possui

atrator global &7 se, e somente se, é assintoticamente compacto e eventualmente limitado.

Demonstragio. Suponha que T(-) é assintoticamente compacto e eventualmente limitado.
Basta mostrarmos que T(-) é limitado dissipativo e teremos o resultado pelo Teorema
2.2.4.

Primeiramente, veja que T(-) é ponto dissipativo. De fato, considere o limitado
A= 01(U,E;). Da compacidade assintética, se x € X, entdo @(x) ¢ invariante, compacto,
¢ atrai x. Entdo existe L € R tal que V(T (t)x) == L, pois trata-se de uma fun¢do monétona
e limitada. Se y = lim,_e T (f,)x € ®(x), temos que V(T (t)y) = limy—o V(T (t +1,)x) = L

n 7.
=10

para todo t € T™. Assim, obtemos que y € &; para algum 1 <i<n. Logo ®(x) C U

donde temos que A atrai x.

Agora, mostremos que T(-) é compacto dissipativo. Como T'(-) é eventualmente
limitado, existe T € T™ tal que C = ¥; (A) ¢ limitado. Se K C X é um compacto, entdao
para cada x € K existe t, € RT tal que T(t)x € A para todo t > 7,. Pela continuidade
de T(ty), existe 8, > 0 tal que T(1,)05 (x) C A. Isso implica que T(t)0s (x) C C para
todo t > 1, + 7. Sejam xi,...,x, tais que K C U, ﬁ&c,-xi' Entao tomando Tx = maxj<;<y, Ty,
temos T(1)K C C para todo t > T+ t¢. E, portanto, C atrai compactos de X.

Mostremos agora, finalmente, que T'(+) é limitado dissipativo. Do Lema 2.2.2, temos
que ®(C) C C é ndo vazio, compacto, invariante e atrai C, logo @(C) atrai compactos de
X. Assim, se B C X é limitado, novamente pelo lema 2.2.2, @(B) é um compacto que atrai
B. Assim, o(C) atrai o(B) e, consequentemente, atrai B. Mostrando que 7'(-) é limitado

dissipativo, como queriamos. O

Definigao 3.0.7. Considere um semigrupo {7 (t) € C(X):t € T*} contendo um invariante

isolado E. O conjunto instavel de E é dado por
W“(E) := {x € X : existe uma solugao global £ : T — X

por x tal que d(&(r),E) == 0}

Podemos caracterizar o atrator de semigrupos gradientes através dos conjuntos

instaveis de sua familia de invariantes isolados.

Teorema 3.0.8. Seja {T(r) € C(X):t € T} um semigrupo gradiente com respeito a

familia disjunta de invariantes isolados limitados & = {&y,...,E,} que possui um atrator
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global . Entao
n
o = JW(E))
j=1

Demonstra¢io. Tome x € «/. Entao existe uma solucao global limitada & : R — X com

£(0) = x. Como o semigrupo é gradiente, existe 1 <i < n tal que d(&(¢),Z;) '==" 0. Logo
xeWH(E) e o CUj_ WH(E))

Por outro lado, tome x € &; para algum 1 <i < n. Assim, existe £ : R — X com
E(0) =x e d(&E(1),E) "=="0. Como E; ¢ limitado, existe 7 € T tal que 7, (£) ¢ limitado.
Por outro lado, (1) ¢ atraido por & e, portanto, {T(1)é(t) € X:t € TT} =y (&) ¢é
limitado. De onde concluimos que &(T) é limitado e, como também é invariante, devemos
ter §(T) C &/ e & D Uj_ W"(E;), concluindo a demonstragio.

]

Definigao 3.0.9. Seja {T(t) € C(X):t € TT} um semigrupo que possui um atrator global
</ e uma familia disjunta de invariantes isolados € = {Z&y,..., &, }. Dizemos que T'(+) possui

um atrator de tipo gradiente se tivermos
n
o = JW"(E;)
j=1

A principio, é dificil dizer se semigrupos gradientes sao estaveis utilizando apenas
a sua caracterizacao por fungées de Lyapunov. Em (Carvalho et al. 2007) os autores de-
monstram que uma perturbacao de um semigrupo gradiente possui um atrator do tipo
gradiente. No entanto, semigrupos com atrator do tipo gradiente nao necessariamente
sao gradientes e, portanto, essa nao constitui uma prova da estabilidade por perturba-
¢ao de semigrupos gradientes. Por outro lado, as propriedades dinamicas derivadas na
Proposicao 3.0.5 sdao estaveis por perturbagao, como mostraremos a seguir, adaptando
(Carvalho e Langa 2009).

3.1 Semigrupos dinamicamente gradientes

Definigao 3.1.1. Seja {T(r) € C(X) :t € T} um semigrupo que possui um atrator global
2/ e uma familia disjunta de invariantes isolados limitados & = {Z4,...,E,}. Dizemos que

T(-) é dinamicamente gradiente com respeito a E se valem as seguintes propriedades

G1l) Se &:R — X é uma solugao global limitada de T'(+), entdo existem 1 <i,j <n tais

que

it_<>—_°°§(’)l_>—>m

[x]
(x]

J
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G2) Nao existe estrutura homoclinica em E.

Como iremos tratar da perturbacao de semigrupos, devemos definir algumas pro-

priedades que uma familia de semigrupos deve ter para ser considerada uma perturbagao.

Definigdo 3.1.2. Dizemos que uma familia de semigrupos {7y (t) € C(X) : 1 € T* }, o1
é coletivamente assintoticamente compacta em 1 =0 se dadas sequéncias (x;)reN
limitada em X, (M )xen em [0, 1] com 1 — 0 e (f)xeny em T com #;, — o0, entdo a sequéncia

(T, (tx)xk)ken possui uma subsequéncia convergente.

Definigao 3.1.3. Dizemos que uma familia de semigrupos {Ty () € C(X) 11 € T* }pcjo 1) €
continua em 1 = 0 se d(Ty(t)x,To(t)x) — 0 quando 1 — 0 uniformemente em compactos
de Tt x X.

Lema 3.1.4. Considere {T(t) € C(X) :t € T*}, c[o ;] uma familia de semigrupos coletiva-
mente assintoticamente compacta e continua em 1 = 0. Sejam nkk_>—°>00 em [0, 1], s k_>—°>° 0
em T eJg:={se€T:s>—s}. Se, para cada k € N, existe uma solucao &, :Jx—X de Ty, (-)
e By = Uen &n (—si) € limitado, existe uma subsequéncia (que também denotaremos por
&n,) € uma solugao global &y : T — X de Ty(-) tal que

lim &y, (s) — So(s)

k—>oo

para todo s € T.

Demonstragio. Como By ¢ limitado e {Ty(¢) € C(X) 11 € TT }pcjo) ¢ coletivamente as-
sintoticamente compacta, existe xg € X tal que, passando a uma subsequéncia, temos
Eni(0) = T, (s%) S, (—sk) — Xo.

Defina &y(-) : TT — X por
éo(l‘) = To(t)xO, teTt

Segue que
Eni(s) = T, (5)En, (0) O Ty (s)xo = E(s), VseTT.

Agora vamos trabalhar em estender esta solugao para tras. Dado n € N, considere
N, C N tal que s; > n para todo k € N,,. Veja que cada N,, é infinito (uma vez que s — o)
e (N,)nen € encaixada. Ademais, existe x_, € X tal que &y, (—n) = Ty, (s — 1) &, (—sk) iy

X_pn, kEN,.

Definindo &y(s) := To(s+n)x_,, s€ {s € T :5s > —n}, temos

To(n)x—n = lim Ty, (n)&ne(—n) = Jim Ene(0) = xo
ke, ke,
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e&:{s€T:s>—-n}— X é uma solugdo de {Tp(t) € C(X) :t € T*} com &y(—n) = x_,,
&(0) =xp e

Ene(s) =Ty (s+n) &y, (—n) = To(s+n)x_p, = &o(s),
se{seT:s>—n}.

Agora considere o conjunto .4 contendo o n-ésimo elemento de N, para cada
n € N. Considere entao a subsequéncia (&p, Jke.s de (&n, ren € a solugao &y : T — X, entdo
temos én,f (5) = &o(s) para todo s € T. Isto conclui a demonstragao. O

[remos agora demonstrar a estabilidade de semigrupos dinamicamente gradientes

por perturbagcao.

Teorema 3.1.5. Seja {Ty(t) € C(X) 1t € T }pcpo,1) uma familia de semigrupos continua

e coletivamente assintoticamente compacto em 1 = 0. Suponha que

i) Ty(-) possui um atrator global <; para todo 1 € [0, 1] e Upejo,1)9% ¢ limitado.

ii) para cada n € [0,1], o contém uma familia finita de invariantes isolados Ejp =

_ _ . _ _ —0 .
{Z19,---,Enn} tal que distg(E;5,EZi0) ™0 para cada 1 <i<n.

iii) Existe 6 > 0 tal que &; é o invariante maximal em O§(E; ) para todo 1 <i<ne
n €10,1].

iv) To(-) é dinamicamente gradiente relativamente a Eo.

Entao existe ng € (0, 1] tal que, para todo n € [0,n0], T (-) é dinamicamente gradiente.

Demonstra¢io. Primeiramente iremos mostrar que (G1) é estavel por perturbagao. Note
que, de ii) e iii), existem &' € (0,6] e n’ € [0,1] tal que, se &, : T — X é solugao global de
Ty () eto > 0sdo tais que d (& (), Ul Ei0) < 8’ para todo 1 > g, entdo d(Ey (1), Ul Ziy) =%

0.

Vamos mostrar que existe " > 0 tal que, se n € [0,1"], entdo toda solucao global
limitada de Ty(-) convergird para Ey quando t — co. Para tal, é suficiente mostrar que
existe n” € [0,n'] tal que, se n €[0,1"] e &, (-) é uma solucao global de Ty (), entéo existe
to > 0 tal que d(&y(r),UL | Eio) < &' para todo t > 1.

Suponha que isto nao ocorre. Entao existem sequéncias 1y 206 solugoes globais
limitadas & () de Ty, tal que, para todo k,s € N, temos d(&(t), Ul E;) > 0 para todo t >
s. Pelo Lema 3.1.4, podemos supor que &(t) oy &y, onde &y(-) é uma solugao global
limitada de Tp. Uma vez que Ty é dinamicamente gradiente, temos que, para algum 1 <
i <n, &) e Entdo, para cada m € Ng, existem 1, e kp, tal que d(E(tn),Zi0) < %
para todo k > ky,, onde Ng = {m € N : % < 0}. Logo, pela hipdtese que assumimos, existe

1, >ty tal que d(& (2,),Zi0) =0 e d(&,, (t),),Eip) < 6 para todo t, <t <1,
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Entao t, — ty "X 0. De fato, do contrario, podemos assumir (tomando uma sub-
sequéncia, se necessdrio) que t, —t, "— to > 0 e terfamos entdo que &, (1)) = Ty, (1) —
tm)Ex, (tm). Mas & (1) "= Z; (tomando uma subsequéncia, se necessério), logo T, (£l —
tm)&r, (tm) e Zi0- No entanto, &, (1,) dista 8 de E;o, o que, claro, deveria se manter

quando tomassemos o limite. Um absurdo.

Considere agora, novamente pelo Lema 3.1.4, a solugao global limitada & : R — X
de Ty dada por &(f) = limy—e &, (t +1,). Entdo d(&(7),E;9) < 6 para t < 0. Assim,
E1(1)'=="Z;0. Por (G1), existe j € {1,...,n} tal que & (1) == Eio. Por (G2), temos que
Jj #i. Assim, para cada s € Ng, existe £, >0 e ky € N tal que d(&(1),Z;) < % para todo
k > ky. Logo, novamente, existird #; > 1, tal que d(& (#;),Zi0) = 8 e d(&,(t),Zi0) < O
para todo #; <t < t{. Procedendo como anteriormente, encontraremos uma solugao global
limitada & : R — X de Tp(-) com

(x]
[x]

J‘I_Loo (1) =3 ¢

para ¢ ¢ {i,j}. Como Eg é finito, ap6s repetirmos esse processo um ntmero finito de
vezes, iremos encontrar uma estrutura homoclinica em Zg, contradizendo o fato de Tp(+)

ser dinamicamente gradiente.

Assim, existe n” € [0,n'] tal que se &,(-) é uma solugéo global limitada de Ty (-)
com N <n”, entao (1) =% ;0 para algum i € {1,...,n}. A prova de que Zg ;' ¢— En(1)
para algum i € {1,...,n} é inteiramente anéloga.

Agora vamos provar que (G2) é estavel por perturbacao. Suponha, por contradigao,

. N . ) 17 soe
que exista uma uma sequéncia 1y — 0 com 1 € (0,1n”] e estruturas homoclinicas

(=]

—
=]
N

{(

jl,nk7£j17nk)""7( jp:”k’gjp:nk)}
em Ep, para todo k € N. Pelo Lema 3.1.4, podemos assumir que, para cada i € {1,...,p},

existe  ; tal que

_ 1
d(&jimi (1)) Ejr0) < 7

Como devemos ter &j,,, convergindo para frente para Ej n # Zj., n,, podemos
/ op 4 . N R ) =
tomar 1 ; > j tal que d(&jim(te.j),Ej0) < 6 para todo € [fk,pfk,j) ed(&jin (1) Zji0) =
0 e podemos proceder como anteriormente para encontrar uma estrutura homoclinica em

-
0.
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3.2 Funcoes de Lyapunov para semigrupos dinamicamente

gradientes

Como o nome da sec¢ao sugere, no que se segue iremos construir uma func¢ao de Lya-
punov para um semigrupo dinamicamente gradiente dado, mostrando que semigrupos di-
namicamente gradientes sdo gradientes. Este resultado foi mostrado em (Aragao-Costa et al. 2011).
Para tal, iremos apresentar a no¢ao de Decomposicao de Morse de um atrator global, que
é uma forma de decompor o atrator global em atratores locais com seus respectivos repul-
sores. Posteriormente, mostraremos que podemos reordenar os invariantes isolados de um
semigrupo dinamicamente gradiente de forma a torna-los uma decomposicao de Morse.
Feito isso, construiremos uma funcao de Lyapunov para cada par atrator-repulsor e obte-

remos uma funcao de Lyapunov relativamente a familia de invariantes isolados.

Definigao 3.2.1. Seja {T () € C(X) :t € T} um semigrupo que possui um atrator global
/. Diremos que E C &/ é um atrator local se existe € > 0 tal que 0(0:(E)) =E. O
repulsor E* associado ao atrator local E é o conjunto definido por E* ={x € & : o(x) NE =

@}. O par (E,E%) é dito um par atrator-repulsor para T(-).

B

Observacédo 3.2.2. E imediato que se (£,E*) é um par atrator-repulsor de um um semi-
grupo 7T'(+), entdo existe € > 0 tal que E* N O(E) = & (basta usar o mesmo € da defini¢do

de E). Além disso, E é um compacto invariante como consequéncia do Lema 2.2.2.

Lema 3.2.3. Se (E,£%) é um par atrator-repulsor de um semigrupo 7'(-), entdao E* é

invariante e fechado.

Demonstragiao. Dado t € TT, sabemos que ®(x) = (T (¢)x). Assim, ®(x) NE = se, e
somente se, @(T(t)x) NE = @. Isto é, x € E* se, e somente se, T(t)x € E*, donde segue a

invaridncia de E*.

Da observagao anterior, temos que E*NE = &. Como o fecho de um conjunto

invariante é invariante, segue que Z* ¢ invariante. Assim, 2 C E* e segue o resultado. [J

Lema 3.2.4. Sejam {T(t) € C(X):t € T*} um semigrupo que possui um atrator global

o/ e E um conjunto compacto invariante. Se existe um € > 0 tal que E atrai Og(E) N,
entdo, dado 6 > 0, existe um 8’ > 0 tal que Y™ (0g(E)) C O5(E).

Demonstragio. E claro que s precisamos mostrar para 8 pequeno, assim, suponha que o
resultado nao é valido para algum 8 < €. Entao existem x € £, uma sequéncia (x,),cy em
X com x, =3 x ¢ (ty)ney em T com 1, — oo tais que d(T (ty)xn,2) =8 e T(t)x, € O5(E)
para todo t € [0,1,).

Considere as solugoes &, : [—1,,00) = X dadas por &,(r) =T (t,+1)x,. Entéo, pelo
n—oo

Lema 3.1.4, existe uma solugdo global & : T — X tal que &,(r) — &(¢) para cada r € T.
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Pelas propriedades das &,, temos que set <0, entao & () € Os(BYN A C O(E)N .
Mas isso implica que existe T € T tal que d(T(s)&(1),E) < g para todo s > Ter <0. Em
particular, podemos tomar s =7 e t = —7, obtendo d(T(7)E(—7),E) =d(£(0),E) < %
Porém d(&(0),E) > 8, uma contradigao. O

Se {T(t) e C(X):t € TT} é um semigrupo em X com um atrator global &, como
&/ é invariante, podemos considerar o semigrupo {S(¢) € C(&) :t € T*} em &, onde
S(t) =T|.(t) para todo t € T*. Nesse caso, afirmamos que

Lema 3.2.5. Se E é um atrator local para S(-) e K é um subconjunto compacto de </

tal que KNE* = &, entdo E atrai K. Além disso E é um atrator local para T(-) em X.

Demonstra¢io. Suponha que E nao atrai K. Entao existe § > 0, e sequéncias (#,),en em
T+ com t, =3 00 ¢ x €K € (Xp)nen em K tais que d(T(t,)x,, ) > 8. Da compacidade de
K, podemos assumir (passando a uma subsequéncia se necessario) que x, 2 x € K. Pela
contrapositiva do lema anterior, existe 0 < 8’ < 8 tal que d(T (¢)x,,E) > 8’ para todo t <t,.
Tomando o limite, obtemos que d(T (t)x,E) > 6’ para todo t € TT, logo w(x)NE =&, o
que contradiz o fato de que KNE* = &.

Para ver que E é atrator local para T(-), tome € tal que E = @(0¢(E)). Pelo
lema 3.2.4, existe 0 < 8’ < € tal que 0(0(E)) C O:(E). Portanto, o(0(E))NE* = @.
Sendo (0 (E)) compacto e invariante, devemos ter, pela primeira parte deste lema,
0(0s(Z)) C E. Além disso, 0(0s(E)) atrai Og(E) e o resultado segue. O

Lema 3.2.6. Seja {T(r) € C(X):t € TT} um semigrupo que possui um atrator global &
*

e um par atrator-repulsor (E,5*).

i) Se & : T — X é uma solugao global de T(-) com a propriedade de que &(T)NE* # &,

entdo d(&(1),2%) '==0.
ii) Se & : T — X é uma solugao global de T(-) com a propriedade que £(t) € O5(E*)
para todo 1 < 0 e algum & > 0 tal que O5(Z*)NE = @, entdo d(&(1),2%) '2=°0.

Demonstracao.

i) Temos que existe x € E* e sequéncia (tn)nen com t, — oo tal que &(—t,) — x. Suponha
que ndo temos d(&(r), %) '=="0. Entdo existe € > 0 e uma sequéncia s, — o com
Sn € [tnytnt1) tal que d(E(—sy),E*) > €. Podemos assumir, sem perda de generalidade,
que d(&(—t,),E%) < € para todo n € N.

Entéo §(—s,) € K ={z€« :d(z,E*) > €} para todo n € N. Como K é um compacto
de 7, pelo lema anterior, é atraido por E. Assim, existe T > 0 com d(T(t)z,E) < €
paratodoz€ K et > T.
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Particularmente, se s’ € (s,),en € tal que s’ > T+411, terfamos d(T(s' —11) & (—5'), E)
d(&E(—1),E) < €, 0 que é um absurdo, pois d(&(—t,),E*) < € paratodoneN e E

E* possuem uma vizinhanga disjunta.

ii) Se &(T)NE* # &, o resultado segue imediatamente do item anterior. Mostremos que

este é o caso. De fato, se tivermos & (T)NE* = &, do Lema 3.2.5 e da invariancia de

E(T), temos que &(T) C E, o que contradiz a hipdtese.

]

—k

). Se 5 T — X ¢ uma solucao global limitada para T'(-) por
e E(r)'=="2*. Além disso, se x € X\ entdo, T(f)x =5 ZUE*

Lema 3.2.7. Seja {T(r) € C(X) :t € TT} um semigrupo que possui atrator global & e
um par atrator- repulsor (E
x¢ ZUE*, entdo (1) =3

[1]

Demonstragio. Como x ¢ E*, pelo lema 3.2.5, este é atraido por E. Isto é, &(¢) i) . Veja
que se E(T)NE* # @ pelo lema 3.2.6, d(&(r),E*)'=="0. Mostremos que este é o caso. De
fato, se E(T)NE* = &, do fato de que &(T) é invariante e do Lema 3.2.5, devemos ter

&(T) C &, uma contradigao.

Agora tome x € X\ &7. Se tivermos yt(x) NE # &, a atragao local de E implica que
T(t)x =3 E. Por outro lado, se existe 8 >0 com y*(x) N O5(E) = @, entdo afirmamos que

T(H)x =3z,

De fato, suponha que nao. Entao existe € > 0 e uma sequéncia t, % o tal que
d(T (t,)x,E*) > €. Entao considere as solugoes &, : [t;,00) — X dadas por &,(¢t) = T(r +
fn)x e a solugao global & : T — X com &, — & obtida pelo lema 3.1.4. Entdo temos que
d(&(0),E") > € e, assim, & ¢ E*. Mas também temos que d(§(0),E) > & para todo t € T,
implicando que @(&(0))NE = &, isto ¢, £(0) € E*, uma contradicao.

O

Corolario 3.2.8. Se {T(t) e C(X):t € T"} é um semigrupo que possui um atrator glo-
bal & e (E,E%) é um par atrator-repulsor, entao 7(-) é um semigrupo dinamicamente

gradiente relativo a familia disjunta de invariantes isolados & = {&,E*}.

Demonstracao. Basta mostrar que E e E* sdo invariantes isolados maximais e o resultado

segue do lema anterior.

Da Observacao 3.2.2, sabemos que sao invariantes e isolados. Mostremos que sao
maximais. Tome € de tal forma que O¢(E)NO(E*) =T e 0(0:(E)) =E. Se A C 0(E)
¢ um conjunto invariante, entao £ atrai A, uma vez que o Lema 2.2.2 nos diz que E atrai

OUe(Z). Como A é invariante, devemos ter A C E, logo E é invariante maximal.
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Agora, se A C Og(E*) ¢ invariante e x € A\E*, entdo d(T(t)x,E) == 0 pelo Lema
3.2.5, 0 que é um absurdo, pois T (t)x € O¢(E*) para todo t € TT. Logo nao existe tal x e

E* é invariante maximal. O]

Com isto podemos comecar a estudar a decomposicao de Morse do atrator de um
semigrupo dinamicamente gradiente relativo a a familia disjunta de conjuntos invariantes

isolados. Comecamos fixando a defini¢ao de decomposicao de Morse que utilizaremos.

Definicao 3.2.9. Dada uma familia crescente @ =Ag CA; C--- CA, =&, de n+1 atrato-
res locais, para j=1,---,n, defina E;:=A; ﬂA;Ll. A n-upla ordenada & := (E1,5;,--- , &)

é chamada uma decomposi¢ao de Morse de 7.

No que se segue, nosso objetivo é mostrar que, se {T'(tr) € C(X) : ¢t > 0} é um
semigrupo dinamicamente gradiente relativo a familia disjunta de invariantes isolatos
E={E, -+ ,E,} e com atrator global 27, entdao uma reordenacao de E é uma decomposigao

de Morse de 7. O resultado a seguir desempenha um papel fundamental neste processo.

Lema 3.2.10. Seja {T(r) € C(X) :¢r € T*} um semigrupo que possui atrator global <

e E C & um conjunto invariante isolado. Entdao E é um atrator local se, e somente se,

WH(E) =

(1

Demonstragio. Seja E um atrator local e § > 0 tal que E = 0(0s(E)). Pelo Lema 3.2.4,
existe 8’ > 0 tal que Y™ (0% (E)) C O5(E). Agora, suponha que exista x € W*(Z)\E. Entao
existe uma solugao global &(-) por x com & () 23”2, Em particular, existe —tg € T~ com
E(—tg) € Os(E), logo E(T) C Og(E), o que é um absurdo, uma vez que &(T) e x € E(T)\E,

contrariando a maximalidade de =.

Para a volta, veja que o Lema 3.2.4 é valido se pedirmos apenas que W*(E) = E.
Assim, se § > 0 é tal que E é o conjunto invariante maximal em Og(Z), entao existe 6’ > 0
tal que Y (Og(E)) C Os(E). Pelo Lema 2.2.2, ©(0,(E)) é invariante, logo 0(0¢(E)) C &,

completando a demonstracao.

]

Lema 3.2.11. Seja {T(t) € C(X):t € T™} um semigrupo dinamicamente gradiente rela-

tivo a familia disjunta de conjuntos invariantes isolados &= {&,---,E,}. Entao, existe

um 1 <k <n tal que & é um atrator local para T(-).

Demonstracao. Do lema 3.2.10, se nao existe um atrator local em E temos que, para cada

1 < i< n, existe uma solucao global & : R — & tal que &(t) == &; e &(r) =25 E; com

J # i. Isto produz uma estrutura homoclinica e nos d4 uma contradigao. [
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Feito isto, podemos descrever precisamente como construir uma decomposicao de
Morse de um semigrupo dinamicamente gradiente. De fato, seja {T () € C(X):t € T}
um semigrupo dinamicamente gradiente relativo a uma familia disjunta de invariantes
isolados E ={&;,---,E,}. J& vimos que podemos reordenar a familia de forma que E; seja
um atrator local. Entdo cada Z;, com i > 1, estd contido em Z7 e, se & : T — &/ é uma

-
&

solugao global por a € &\ (E; UEY), entao

Bl «— c(1)— &
Ja sabemos que E* é invariante, entdo faz sentido considerarmos a restrigdo de 7(:) a
=: &7, que é um semigrupo dinamicamente gradiente em Zj relativo a familia disjunta
de invariantes isolados {E,---,&,} e podemos reordenar novamente a familia de forma

que X, seja um atrator local para esta restri¢ao.

Se &3, é o repulsor de & para T'(-) restrito a E}, podemos considerar a restri¢ao
de T(-) a &5 ,. Esta restricdo ¢ um semigrupo dinamicamente gradiente em Z3 ; relativo

a familia disjunta de invariantes isolados {E3,--- ,E,}.

Prosseguindo desta forma, ap6s um ntmero finito de passos, obtemos uma reorde-
nacao de {&1,---,Z,} de modo que E; é um atrator local para a restricao de T'(-) a
=k Py—
(Eo—1:=4).

B
=JjJj—1

Com esta construcao, se uma solugao global & : T — &7 satisfaz

_ [—>— [—>00 o
B () S R (3:3)
entao ¢ > k.
Provaremos que esta reordenacao d familia {&y, ..., &, } (que denotaremos da mesma

forma) é, de fato, uma decomposigao de Morse para 7 com os atratores locais Ag C A} C

Ay C ... C A, definidos da seguinte forma: Ay =@, A =& epara2<j<n

Aj=Aj  UWY(E;)) = UL, W"(E)). (3.4)

J& vimos que A, = &7

Lema 3.2.12. Para cada 0 < j <n, A; (como definido acima) é compacto.

Demonstracao. Vamos mostrar por indugao. O resultado é trivial para j=0,1. Suponha
que vale para A;_ e mostremos que vale para A;. Como A; C &/, basta mostrar que
Aj ¢é fechado. Suponha, por absurdo, que exista uma sequéncia (x,),eny em Aj tal que
x, — x € @/ \A;. Entao existe ng tal que x, € W*(E;)\E; para todo n > ng, pois do contrario
existiria uma subsequéncia convergente no compacto A;_1UZ ;. Sem perda de generalidade,

vamos assumir ng = 1.
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Entao existe 6 > 0 tal que x ¢ O5(E;UA;_1). Para cada n € N, considere a solugao
E,: T — o por x, com &(1) = E;. Logo, existem t, € T tal que d(&,(1,),Zj) =6 e
d(Ea(t),Z) < 6 para todo 1 <t,. Como a vizinhanga Og(ZE;) converge em um tempo finito
para a vizinhanca Og(A;_1) (ver 3.3 e 3.4), a sequéncia (f,),en ¢ limitada e, portanto,

: . .- k—so0 —
possui uma subsequéncia (¢, )ren convergente. Seja f € T tal que —t,, =37

Tome agora as solucoes globais &, (-) = &, (- +1,,). Pelo Lema 3.1.4, podemos
assumir que existe solugao global &y tal que é:lk Y &o com d(&y(r),E ;) < 8 para todo r <0.
Logo &y(7) = limy_ énk(—tnk) = liMy 00 &, (0) = limy o0 xp, = X. Assim, & é uma solucao
global que passa por x com & guaney:y j e, portanto, x € Aj, um absurdo, mostrando que

Aj é compacto.

]

Teorema 3.2.13. Seja {T(t) € C(X):¢ € T*} um semigrupo dinamicamente gradiente
relativamente & familia disjunta de invariantes isolados & = {&,---,&,} reordenada de

maneira que E; é um atrator para a restricao de T(-) a &5 ., (&) _; = ).

Entdo A; definido em (3.4) ¢ um atrator local para T'(-) em X, Ej =A;NAT | e E

¢ uma decomposicao de Morse de 7.

Demonstragio. Pelo Lema 3.2.5, é suficiente provar que A; é um atrator local para T'(-)

restrito ao atrator global 7. Agora faremos algumas afirmagcdes técnicas.

Afirmagdo 1: Existe € > 0 tal que O5(A;) N (UL ;11 i) = 9.

L. e a n -

De fato, do contrario existiria uma sequéncia (x,),eny em Jio j+1 i com x, — Aj.
Como estamos lidando com um niimero finito de E’s, podemos assumir que (x)eny C Ek
fixado, j+1 <k <n. Como A; e E; sdo compactos, também podemos assumir, passando

a uma subsequéncia, que x, — x € A;NE; = &, uma contradigao.

Afirmagio 2: Existem 8 < & e §' < § tais que Y™ (Os(A;)N) C Os(Aj)N .
De fato, se este ndo é o caso, podemos tomar uma sequéncia (x,),eny em o7\A; com
d(x,,Aj) 220 e, para cada n € N, uma solucao global &, : T — &/ por x, e uma seqiiéncia
tn =5 oo, tal que d(&,(1),A;) < 8 para todo 1 € [0,1) e d(&(1),A;) > §.

Entdo existe uma solugdo global § : T — & com &, — & tal que d(&(r),A;) <o
para todo t < 0. Como T(-) é dinamicamente gradiente, temos que &(t) "2 5, para
algum 1 <i< je, assim, £(0) € A;. Por outro lado, obtemos também que d(£(0),A;) > 0.
Em particular, £(0) ¢ A;. Uma contradicao.

Pela afirmacdo 2, temos que @(0s (A;)Ne/) atrai Og(A;) N/ e, pela invaridncia
de 0(0g5(Aj)Na ), esta contido em A provando que A; é um atrator local em 7.
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Agora provemos que E; :AjﬂA;ffl. E claro que A;D U{ZlEi e Aj‘;l ={zed:
(D(Z) ﬂA]’,1 = @} D) U?:j E;. Assim, AjﬂA;Ll D) Ej.

Por outro lado, dado x € A; ﬂA}f_l e uma solucao global & : T — & por x, temos

— 1—3—oo =00
B ‘S(I)gdk
com k<l <j(poisxcAj)ej<k</t (poisxGA;‘-_l). Logo k={= j e x € E;. Portanto
AjﬂA;Ll C E; e temos a igualdade. O

Proposigao 3.2.14. Seja {T(r) € C(X) :t € T} um semigrupo dinamicamente gradiente
relativamente a familia disjunta de invariantes isolados & = {Z&y,--- ,E,} reordenados de
maneira que constituam uma decomposicao de Morse de 7. Entao,

n

n
N @;uAy) = E;.
Jj=0 j=1

Demonstracao. Tome x € E; :AjﬁA}k._l, com 1 < j<n. Lembre-se que A; CAj; 1 C--- C
A, e A}Ll CA}LZ C -+ CAy, logo

n j—1 n j—1 n
x€ANAT = [AN[A] C[AUA) N[ (A7 UA) = [)(AiUA])
i=j i=1 i=j i=0 i=0

E temos uma inclusio.

Agora, tome x € ﬂ?ZO(AjUA}?). Considere uma parti¢ao (I,J) de {1,...,n} tal que
x€E€A; paratodoiel exe A;f para todo j € J. Como os A;’s formam uma sequéncia
crescente de intervalos encaixados, se k =min I, entdo I = {k,k+1,...,n} e J={0,... k—

1}. Logo x € AxNA}_| = Ej e temos a outra inclusdo. O

A partir de agora iremos de fato construir a funcao de Lyapunov para o semigrupo

dinamicamente gradiente T'(-).

Lema 3.2.15. Seja {T(t) € C(X) :t € TT} um semigrupo que possui atrator global «7. A
funcao h: X — R definida por
h(x) := sup d(T(t)x, <),

teT+

estd bem definida, é continua, T+ ¢+ A(T(t)x) € R é decrescente e h~1(0) = 7.

Demonstragio. 1. A funcdo estd bem definida: Fixe x € X. Como 7 atrai {x}, existe
7€ T tal que T(t)x € O1(«) para todo t > 7, portanto a imagem de [T,o0) por
Tt >t d(T(t)x,«/) € R é limitada por 1. Por outro lado, da compacidade de
[0,7] e da continuidade de T* 3¢ +— d(T(t)x,«/) € R, segue que a imagem de [0, 7]

também é limitada. Assim, o supremo existe e h esta bem definida.
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2. h é continua: Primeiramente, suponha que x € 7. Entao dado € >0, existe 0 < 0 < €
tal que Y (Os5()) C Oc(). Logo, se y é tal que d(x,y) < 8, temos h(y) < €. Assim,
d(h(x),h(y)) =d(0,h(y)) < € e temos a continuidade de h em x.

Se x € X\, tome € € (0,d(xp,47)), V uma vizinhanca limitada de x com d(V, <) >
€ e 1>0 tal que Yy (T(7)V) C Og() (existe pois & atrai V). Entao h(y) =

sup d(T(s)x,</) para todoy € V e, como T(-) e a distancia sao continuas, segue a
0<s<7t
continuidade em x. Portanto A é continua em todo x € X.

3. T 3¢+ h(T(t)x) € R é decrescente: Sejam t; > tp. Entédo
BT (1)) = sup d(T(0)T (1), ) = supd (T'(1)x, /)

teT* 121

<supd(T(t)x, o/ ) = sup d(T (t)T (t2)x, o) = h(T (t2)x).

1>t teT+

4. h~1(0) = o7: A igualdade é ébvia.
[

Proposigao 3.2.16. Seja {T(r) € C(X) :t € T*} um semigrupo que possui um atrator
global &7 e (E,E*) um par atrator-repulsor. Entéo, existe uma fungao continua f: X — R

satisfazendo:

(i) Dado x € X, T* ¢+ f(T(t)x) € R é decrescente.

(i) FFH0)=Ze 1 1)N =ZE"
(iii) Dado x € X, se f(T(t)x) = f(x) para todo t € T, entdo x € (EUE*).
Demonstracao. Para esta demonstragao, definiremos duas fungoes auxiliares. Como E e

E* sao fechados e disjuntos em &7, podemos definir, para cada x € X, a fungao de Urysohn

[:X —[0,1] associada a (E,Z%) por

que é uniformemente continua em X e [71(0) =Z e I71(1) = E*.

Definamos agora k : X — R por

k(x):= sup I(T(t)x),

teT+

afirmamos que k é continua, T+ > ¢+ k(T (¢)x) é decrescente para cada x € X, k~1(0) = Z
ek '(1)No =Z*
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Para provar que T+ 31+ k(T (¢)x) € [0,1] é decrescente, fixe x € X e note que se
0<rn <1, temos

k(T (t1)x) = sup I(T ()T (11)x) = sup I(T(1)x)

reT+ 121
<sup [(T(t)x) =sup (T (t+12)x) =k(T(t2)x).
>0 >0

Como I71(0) =&, I"!(1) = E* e tanto E quanto E* sdo invariantes, temos que
k(E) =10} e k(E*) = {1}. Tome agora x € X tal que k(x) =0, entao /(T (¢)x) = 0 para todo
t € T*. Em particular, 0 = [(T(0)x) = [(x), e assim, x € E, mostrando que k~1(0) = Z.

Tome x € o7 tal que k(x) = 1. Suponha, por absurdo, que x ¢ E*. Entao o(x) C E.
Como o(x) atrai x,temos que }Lml(T(t)x) = 0. Assim, existe um 7 > 0 tal que k(x) =
sup (T (t)x).

0<t<rt
Da compacidade de [0, 7], existe ¢’ € [0, 7] tal que [(T(¢')x) = k(x) = 1, o que ocorre

(z
quando T(t')x € E*. Consequentemente @(x) = o(T(t')x) C

)x
E*, uma contradicao. Logo
devemos ter x € E* e, portanto, k~!(1)N.e/ = E*.

Por fim, vamos mostrar que se x € & e k(T (t)x) = k(x) para todo t € T™ entao
x € EUE". Faremos isso mostrando que se x ¢ E*, entdo x € E. De fato, x ¢ E*, entao
o(x) C E. Como o(x) atrai x, temos que k(x) = }Lmk(T(t)x) = 0. Pelo que ja foi provado,

isso implica que x € E, como queriamos mostrar.

Agora iremos demonstrar a continuidade de k: X — R para E, E* e X\(EUE¥)

separadamente.

Continuidade de k: X — R em E*;

Como I(x) < k(x) <1, para todo x € X, dado xg € E* e x € X temos que
|k(x) —k(xo)| = 1 —k(x) < 1—1(x) = [I(x) = I(x0)]

Como [ : X — R é continua, dado € > 0, existe 0 > 0 tal que |x—xp| < & implica
|k(x) = k(xo)| < [I(x) —I(xo)| <&

Logo k é continua em xg.

Continuidade de k: X = R em E

Pela continuidade de /: X — R, dado € > 0, existe § > 0 tal que [(O5(E)) C [0,¢€).
Do Lema 3.2.4, existe 6’ € (0,0) tal que y"(O0s(E)) C O5(E), do que concluimos que
k(Og(ZE)) C [0,€].

Continuidade de k: X — R em X\ (EUZE").
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Dado xp € X\ (EUZ*), do Lema 3.2.7, ou }Lmd(T(t)xo,E) =0, ou }i_)md(T(t)xo,E*) =

Suponha que tli_)r{}lod(T(t)xo,E*) =0, entao k(xg) = 1. Dado € > 0, da continuidade
de l: X — R em E* existe um aberto V O E* tal que I[(V) C (1 —¢g,1]. Seja 1o > 0 tal que
T(to)xo € V. Uma vez que T(ty) é continua, existe um aberto U 3 xg tal que T (t)U C V.
Logo k(x) > I(T (t9)x > 1 — € para todo x € U e k é continua em xj.

Suponha agora que xp € X\(EUE") e tli_>md(T(t)xo,E) =0, entao I(xg) > 0. Pela

continuidade de [, tome § > 0 tal que I(O5(E)) C [0, I(ZO)). Do Lema 3.2.7, existe um 8’ €
(0,0) tal que Y™ (05 (E)) C O5(E). Seja 1y > 0 tal que T'(fp)xo € O (E). Da continuidade de
T(tp), existe um aberto U; 3 xp tal que T (tp)U; C Og(E). Entao, para todox € Uy et >ty
temos que T'(t)x € Ug(E). Novamente pela continuidade de I, tome um aberto U, 3 x¢ tal
que I(x) > @ para todo x € U, e escreva U := U} NU,. Desta forma, para todo x € U vale

que k(x) = sup [(T(t)x). Argumentando como antes, obtemos a continuidade de k em xg.
0<t<ry

Seja h: X — R a funcdo definida no Lema 3.2.15 e defina f: X — R por

f(x):=k(x)+h(x), xeX.

A continuidade de f:X — R segue da continuidade de k (provada acima) e de h

(lema anterior).

Como T 3¢+ k(T(t)x) e TT 3¢+ h(T(t)x) sao decrescentes para cada x € X,
segue que TT >+ f(T(t)x) também e decrescente, de onde temos (i).

E facil ver que f~1(0)=Z e 1 (1)NaZ =k (1) N.oZ = E*, obtendo (ii).

Para demonstrar (iii), tome x € X tal que f(T(t)x) = f(x) para todo t € T, entao
a monotonicidade de f implica que h(T (f)x) = h(x) para todo t € T e portanto h(x) = 0.
Segue que x € &7 e neste caso, temos que k(7T (t)x) = k(x). Assim x € EUE* completando

a prova. 0

Teorema 3.2.17. Seja {T(r) € C(X) :t € T} um semigrupo que possui um atrator global
&/ e uma familia disjunta de invariantes isolados E = {&,---,&,}. Entao, T(-) é um
semigrupo gradiente relativamente & se, e somente se, ¢ um semigrupo dinamicamente
gradiente relativamente a E. Além disso, a func¢ao de Lyapunov V : X — R de um semigrupo
dinamicamente gradiente relativo & & pode ser escolhida de modo que V(&) =m— 1,

m=1,---,n.

Demonstragcao. J4 mostramos que um semigrupo gradiente relativamente a colegdo dis-

junta de invariantes isolados E é um semigrupo dinamicamente gradiente relativamente a

~
L)
et
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Seja T'(-) um semigrupo dinamicamente gradiente relativamente a E reordenada
de modo que seja uma decomposicao de Morse para 7, com os atratores locais @ = Ag C
A; C--- CA, = & definidos anteriormente e os repulsores associados @ = A, C A, | C

-+ CAj = o de forma que, para cada j=0,1,---,n, temos Ej:AjﬂA}k._l.

Seja h: X — R a funcao definida no Lema 3.2.15 e, para cada j=0,...,n, k; : X = R

a fungao construida na Proposi¢ao 3.2.16 para o par atrator-repulsor A j,Ajf.

Afirmamos que a funcao V : X — R definida por

n
V(x) :=h(x)+ Z ki(x), x€X.
=1
é uma funcao de Lyapunov e, portanto, T(-) é um semigrupo gradiente relativamente &

—
la)
Nt

E consequéncia imediata as propriedades demonstradas para & e k i que V ¢ conti-
nua e TT 3¢+ V(T (t)x) € R é decrescente.

Mostremos que se existe x € X tal que V(T (t)x) = V(x) para todo r € T™, entdo x €
Uj=1 Ej. De fato, da monotonicidade de # — h(T (t)x) e t — k;(T (t)x), segue que h(T (t)x) =
h(x) e k;j(T(t)x) = kj(x) para todo t € T*. Logo

£i(T(t)x)=k;(T (t)x)+h(T (t)x) =k;(x)+h(x) = fj(x), para todo r€T".

Pela Proposicao 3.2.16, temos que x € (AjUA;‘-), para cada j=0,1,---,n, isto é, x €

n
Ni=o(A;jUA}) = U E;, como querfamos mostrar.
J=1
*
m—1°

segue que X €Ay, CApp1 C - CAp=a exc€A, | CA' ,C---CAj=.Logokj(x)=0

Para a tltima parte do teorema, veja que se m € {1,--- ,n} ex€ &, =A,NA

sem<j<nekjx)=1sel<j<m—1. Assim,

n m—1 n
V(x) = h(x) + Z,lkj(X) —~ ;)kj(X) + ) ki)
:miH iOzm—l.
j=0 j=m

3.3 Semigrupos gradientes sao estaveis por perturbacao

Com a equivaléncia provada no teorema anterior e o teorema de estabilidade para

semigrupos dinamicamente gradiente sob perturbacao, obtemos o seguinte resultado.

Teorema 3.3.1. Seja {Ty (1) € C(X) :1 € T" };,¢(9,1], uma familia de semigrupos continua

e coletivamente assintoticamente compacta em 1 = 0. Suponha que
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i) Ty(-) possui um atrator global 7, para todo 1 € [0,1] e Uy o119 ¢ limitado.

ii) para cada n € [0,1], @ contém uma familia finita de invariantes isolados Ep =

—_ — . —_ —_ —0 .
{E10,---,Enn} tal que disty(E; 5, Eio) =0 para cada 1 <i<n.

iii) Existe 6 > 0 tal que &; 5 é o invariante maximal em Os(Z; ) para todo 1 <i<ne
n €10,1].

iv) Tp(-) é gradiente relativamente a E.

Entéo existe ng € (0, 1] tal que para todo n € [0,10], T (-) é gradiente.
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A

TEORIA NAO AUTONOMA

Nos anos recentes, a analise das propriedades qualitativas de problemas nao-autéonomos
em espagos de fase gerais (espagos de Banach de dimensao infinita ou espagos métricos
gerais) tem recebido bastante atengao. Em particular, o estudo dos atratores pullback,
skew-product e uniforme desenvolveu uma area de pesquisa ampla e profunda, fornecendo
informacgao qualitativa sobre a dindmica assintotica de um nimero crescente de modelos
nao auténomos de distintas areas do conhecimento como, Fisica, Biologia, Economia e

Engenharia, entre outras.

Os diferentes conceitos de atratores tém provado sua importancia por diferentes
motivos no entendimento do comportamento assintético de solugdes de problemas nao
autonomos. No decorrer deste projeto, combinaremos os conceitos de atrator pullback e
atrator uniforme de forma a dar o framework correto para descrever as solugoes destes
problemas. Nosso objetivo central é investigar a dindmica assintética para frente (dindmica
forwards) de equagdes diferenciais ndo auténomas. A seguir, iremos desenvolver a teoria
abstrata de sistemas dindmicos nao autéonomos e, posteriormente, exemplificaremos o

método desenvolvido através do estudo de uma equacao diferencial ordinaria.
Defini¢do 4.0.1. Sejam (X,dx) e (X,dy) espacos métricos e {@(r) € C(X) :t € RT} um

semigrupo em . Entao a familia {#(r,0) € C(X) :t € RT, 6 € £} é um cociclo relativo

a O(-) se satisfaz

(i) #(0,0)x =x para todox€X e 0 € %;
(i) H (t+s,0) =K (t,0(s)0)H (s,0), para todo t,s ER' e 0 € L;

(iii) O mapa RT xEx X 3 (¢,0,x) = £ (t,0)x € X é continuo.



54 Capitulo 4. Teoria Ndo Auténoma

Além disso, considere X =X x ¥ com a métrica produto. Definimos o semigrupo skew-
product {I1() € C(X):t € RT} como

(t)(x,0) = (K (t,06)x,0(t)o) para todo t € RT e (x,0) € X
O semigrupo ©(+) é chamado de semigrupo driving.

Veja que II(-) é de fato um semigrupo em X, pois

I1(0)(x,6) = (#(0,6)x,0(0)5) = (x,0)

II(t +5)(x,0) = (H (t+5,0)x,0(t +5)0) =

(H (1,0(s)0).%# (5,0)x,0(1)O(s)o) = II(1)I1(s)(x,0)

Além disso, a continuidade de II(-) segue da continuidade de #(-,-) e O(-).

No caso particular em que X é unitério, digamos £ = {0y}, temos que @(t)cy = 0y
para todo ¢ > 0. Podemos entdo gerar um semigrupo em X dado por T (t)x = J# (t,00)x.
O semigrupo skewproduct pode ser visto entdo como II(¢)(x,00) = (T (t)x,0p). Este é o
caso quando consideramos uma equacgao diferencial autonoma. O resultado a seguir nos

dé condigoes para que IT(-) possua um atrator global.

Teorema 4.0.2. Sejam (X,dx) e (X,dx) espagos métricos, O(-) um semigrupo em X, JZ (-, ")
um cociclo relativo a ©(:) e X =X x £ com a métrica produto. Entdo o semigrupo skew-

product TI(-) associado possui atrator global A em X se, e somente se

(i) ©(-) possui atrator global . em X;

(ii) #(-,-) é limitado dissipativo, isto ¢, existe um limitado By C X tal que dados
limitados B C X e S C X, existe 1o = 19(B,S) > 0 tal que ¥ (¢,0)B C By para todo
t > 1y e 6 € X (dizemos ainda que, neste caso, By absorve limitados de X sob a agao

de J (t,0) uniformemente para ¢ em limitados de X);

(iii) £ (-,-) é assintoticamente compacto, isto é, dadas sequéncias (f,)neN, (Xn)neN €
(On)neny em RT. X e ¥, respectivamente, com f, — oo, a sequéncia (£ (t,, 0,)Xu)neN

possui uma subsequéncia convergente em X.

Demonstragio. Sabemos que TI(-) possui atrator global se, e somente se, é assintotica-
mente compacto e limitado dissipativo. I1(+) ser limitado dissipativo significa que existe
um conjunto limitado C C X que absorve limitados de X. Uma vez que todo limitado de
X esta contido em um conjunto do tipo B x S, onde B,S sao limitados de X e X, existem

limitados By C X e Sy C X tais que Sy absorve limitados de £ e By absorve limitados de X.
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Logo  (-,-) e ©(-) sao limitado dissipativos. Reciprocamente, é facil ver que se By C X
absorve limitados de X sob a acao de # uniformemente em limitados de ¥ e Sy C X
absorve limitados de X sob a agdo de O(-), entdo By X Sp absorve limitados de X. Logo

H (+,+) e O(+) sao limitado dissipativos se, e somente se, II(-) é limitado dissipativo.

Além disso, se I1(+) é assintoticamente compacto, dadas sequéncias (f,)neN, (Xn)neN
e (On)nen em RT X e X, respectivamente, com , — oo, a sequéncia (I1(t,) (x,, 0y) )nen possui
uma subsequéncia convergente em X. Reciprocamente, dadas sequéncias (t,)neN, (Xn)nen
e (Op)neny em R X e X, respectivamente, com £, — o0, a sequéncia (O(t,)0,)en possui
uma subsequéncia convergente em X e (£ (ty,, 0y) Xy )nen POSsui uma subsequéncia conver-
gente em X. Logo, £ (-,-) e O(-) sdo assintoticamente compactos se, e somente se, I1(-) é

assintoticamente compacto e segue o resultado. O]

Fixemos a notagao & :={(t,s) € R*>:t > s}

Definicao 4.0.3. Uma familia {S(z,s) € C(X): (t,s) € &} é dita um processo de evo-

lucao se satisfaz as seguintes propriedades:
(i) S(t,t)x =x para todot €R e x € X
(ii) S(t,s) =S(t,r)S(r,s) para todot >r>s;

(ili) o mapa & xX > (t,s,x) — S(t,s)x € X é continuo.

Muitas vezes sera conveniente nos referirmos ao processo de evolugao {S(t,s) €
C(X):(t,s) € #} como S(-,-).

Proposigao 4.0.4. Se 11 : R — X é uma solugdo global de um semigrupo 0(-), a familia
{Sn(t,s) € C(X) : (t,5) € P} definida por

Sp(t,s) = (t —s,m(s)) para todo (t,s5) € &
é um processo de evolugao em X.

Demonstragio. Temos que Sy(t,t)x =22 (0,1 (t))x = x para todox € X et € R.

Além disso, escrevendo 1n(r) = O(r —s)n(s), temos
S(t,r)8(r,s) = A (t =r,0(r—s)n(s))H (r—s,1(s)) = A (t —5,1(s)) = Sy (t,5)
A continuidade de S(z,s)x segue da continuidade de n e de 2. Il

Se tivermos S(t,s) = S(t —5,0) para todo (t,s) € &, dizemos que S(-,-) é um pro-
cesso de evolucao auténomo. Neste caso, a evolucdo depende apenas do tempo trans-

corrido, e nao explicitamente dos tempos iniciais e finais. Assim, fica bem definido o
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semigrupo S(z,s) =: T (¢t —s). Naturalmente, se um processo de evolugao nao é auténomo,

dizemos que ele é nao auténomo, ou simplesmente um processo de evolugao.

Defini¢ao 4.0.5. Uma solugao global do processo de evolucao {S(t,s) € C(X): (z,5) €
P} é uma funcdo continua & : R — X tal que S(¢,5)E(s) = &(r) para todo (t,5) € Z.
Quando {&(¢) € X :r € R} é limitado, dizemos que & é uma solugao global limitada.

Agora vamos definir a nog¢ao de invaridncia para um processo de evolugao. Esta
definicao surge da necessidade de construir solu¢oes globais e, quando aplicada ao caso

autonomo, nos leva a um conceito diferente do que o criado no caso auténomo.

Defini¢do 4.0.6. Seja X um espago métrico e {S(t,s) € C(X) : (t,5) € £} um processo
de evolugdo em X. Uma familia de conjuntos {A(r) C X : ¢ € R} é dita invariante se
S(t,5)A(s) = A(t) para todo (t,s) € L.

Assim, quando se trata de processos de evolugao, definimos invariancia para uma
familia de conjuntos, ndo para um conjunto. Esta ndo tao sutil mudanca fica evidente no
seguinte exemplo: considere St (-, ) o processo de evolugao gerado por um semigrupo 7'(-)
dado por Sy (t,s) =T (t —s) e £(+) uma solugao global de T(+). Entao &(+) (isto é, a famfilia
de conjuntos unitarios A(t) = £(t)) é invariante para St(-,-), porém é a érbita &(R) que é

invariante para o semigrupo 7'(-).

Existem dois caminhos para estudar o comportamento assintético de um processo
de evolugao S(-,-): fazer t — oo (dindmica forward) ou s — —eo (dindmica pullback). Em
geral, esses dois caminhos nos levam a resultados diferentes, porém no caso particular
em que estamos considerando um processo de evolu¢ao auténomo, S(t,s) = T(t —s), sdo

claramente equivalentes.

Definigao 4.0.7. Seja {S(t,s) € C(X) : (t,5) € &} um processo de evolugdo em um espago
métrico X e A,B C X. Dizemos que A atrai pullback B no tempo ¢ se

lim disty(S(t,5)B,A) =0

3 —o0
Agora podemos definir a no¢ao de atrator pullback.
Definicao 4.0.8. Uma familia {<7(f) C X :t € R} é um atrator pullback limitado de
um processo de evolugao {S(t,s) € C(X) : (t,5) € £} no espago métrico X se
(i) </ (t) é compacto para cada r € R;
(ii) A familia {&7(r) C X :t € R} é invariante;

(iii) «7(¢) atrai pullback conjuntos limitados de X no tempo ¢ para cada t € R;



o7

(iv) Urer (t) é limitado.

E facil ver que o atrator pullback limitado é tnico, pois se {&7(1) C X :1 € R} é

outro atrator pullback, entao para todo t € R temos

o)

disty (A (1), (1)) = disty (S(t,8) (s), (1)) < distyr(S(t,s) User  (5), (1)) "= 0

e, analogamente, disty (<7 (t),</(t)) = 0. Logo <7 (t) = &/ (t) para todo t € R.

Teorema 4.0.9. Seja {S(t,s) € C(X) : (t,5) € &} um processo de evolugdo em um espago
métrico X. Se S(-,-) possui um atrator pullback limitado {7 () C X : t € R}, entdo para
todo t € R temos

(1) ={E(r) € X : & : R — X é uma solugao global limitada de S(-,-)}

Demonstragio. Seja & : R — X uma solugao global limitada de S(-,-). Fixe t € R, mos-
traremos que & (1) € o7 (t). Como & (t) atrai pullback o conjunto &(R), para cada n €
N, existe 7, <t tal que disty(S(t,5)&(R), /(1)) < rlz para todo s <t,. Em particular,
disty (S(t,t2)& (tn), A (t)) = disty(E(t), o/ (t)) < 1 para todo n € N. Tomando n — oo, ob-
temos que & (1) € (t).

Para a outra inclusao, dado s € R e x € &/(s), podemos proceder como no caso
autonomo e obter uma solugdo global & : R — X com &(s) =x e £(¢) € /(r) para todo
teR.

]

Defini¢ao 4.0.10. Seja {S(z,s) € C(X) : (t,5) € &} um processo de evolugdo em um
espago métrico X. Dado BC X et € R, o w-limite pullback no tempo ¢ de B ¢ definido por

oB,1)= () |JS@sB

c<ts<o

E claro que ®(B,t) é fechado, pois é intersecao de fechados, e, procedendo como

no caso autonomo, temos

®(B,1) = {y € X : existem sequéncias {s,} em (—oco,1], s, =5 —oo, €

4.1
{xn} em B tal que y = lim S(z,s,)x,} (4.1)
n—>oo

Teorema 4.0.11. Seja {S(t,5) € C(X) : (t,s) € &} um processo de evolugdo em um espago
métrico X. Se existe um compacto K C X que atrai pullback limitados de X no tempo ¢
para todo t € R, entdo S(-,-) possui um atrator pullback {7 () C X : t € R} dado por
(1) = w(K,1) para todo t € R e [J,cg </ (t) é compacto.
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Demonstra¢io. Como K é um compacto que atrai a si mesmo, segue que @(K,t) C K para
todo t € R. Como cada @(K,t) é fechado, é também compacto. Além disso, da inclusdo

segue que U;cr®(K,t) C K e, portanto, também é compacto (em particular, limitado).

Provemos agora a invariancia de {<7(¢t) C X : ¢ € R}. Fixe (t,5) € & e tome x €
o(K,s). Entdo existem sequéncias (sp)nen com s, —s —oo em (—oo,5] € (xp)peny em K
tal que x = limy_eo S(s,5,)xn. Logo S(¢,5)x = limy_ye0 S(2,5)S(s,5,)X, = limy_00 S(2,5,)x, €,

portanto, S(¢,s)x € @(K,t), nos dando uma inclusao.

Tome agora x € @(K,t) com x = lim,_,e S(f,5,)x, conforme (4.1). Assuma, sem

perda de generalidade, que s, < s para todo n € N. Como K é um compacto que atrai a
. . N n—soo

si mesmo no tempo s, existe y € K tal que, passando a uma subsequéncia, S(s,s,)x, — y.

Isto nos diz que y € o(K,s). Como S(t,s)y = lim, e S(¢,5)S(s,5p)xn, = limy, 00 (2,5, )X, = X,

temos a outra incluséo.

Por fim, provemos que, para todo t € R, &7(t) atrai pullback limitados no tempo
t. Suponha que nao. Entao existe T € R e B C X limitado tal que B nao ¢é atraido pull-
back por @(K, ). Assim, existem € > 0 e sequéncias (x;)yeny €m B e s, 7% o com
d(S(t,sn)xn, (K, 7)) > € para todo n € N. Como K é compacto e atrai B, S(7,s,)x, precisa

ter uma subsequencia convergente com limite em @(K,7), uma contradigao. ]

Coroléario 4.0.12. Sejam (X,dx) e (X,dx) espagos métricos, ®(-) um semigrupo em
X, ' (-,+) um cociclo relativo a ®(-) e X =X x £ com a métrica produto. Se o semi-
grupo skew-product IT associado possui atrator global A em X, entao para toda solucao
global limitada 1 : R — X de ©(-), o processo de evolucao {Sy (t,s) = % (t —s,m(s)) € C(X) :
(t,5) € 2} tem um atrator pullback limitado {7 (t) C X :t € R} e U,cp (1) C 7ix(A).

Demonstra¢io. Mostraremos que 7y (A) atrai pullback limitados de X no tempo ¢ para
todo r € R. Fixe r € R e tome B C X limitado. Veja que, para cada s € R,

disty ( (t —s,m(s))B,Ix(A)) < disty(( (t —s,n(R))B,0O(t —s)n(R)),A)

Como A atrai B x n(R) por II(-), temos que

s——o0

disty(J (t —s),n(s)B,Ix(A)) < disty((# (t —s,n(R))B,0(t —s)n(R)),A) "— 0

e o resultado segue do teorema anterior tomando K = mx (A).

]

Podemos agora caracterizar o atrator do semigrupo skew-product em termos dos
atratores pullbacks dos processos de evolugao associados a solugoes globais limitadas do

semigrupo diretor.
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Teorema 4.0.13. Sejam (X, dx) e (X,dx) espagos métricos, O(+) um semigrupo em X, J# (-, -)
um cociclo relativo a ©(:) e X =X x X com a métrica produto. Se o semigrupo skew-
product II(-) tem um atrator A, entdo o semigrupo diretor @(-) tem um atrator glo-
bal .. Se n(-) é uma solucdo global limitada para ©(-), entdo o processo de evolu-
cdo {Sp(t,s) € C(X) :t > s} dado por J (t —s,m(s)) possui atrator pullback limitado
{oy(t) CX :t € R} com @y (t) ={xe€ X :(x,n(r)) € A}. Mais especificamente,

A=JU o) < {n()}

n teR

onde a primeira unido é tomada sobre todas as solugoes globais limitadas 1 de O(-).

Demonstracao. Uma vez que temos a caracterizacao dos atratores globais e pullback
limitado por solugoes globais limitadas (Teoremas 2.1.15 e 4.0.9), basta mostrar que
(E(t),m(¢)) : R — A é uma solugao global limitada de II(-) se, e somente se, 1(-) é uma
solucao global limitada de @(-) e &(-) é uma solucdo global limitada de Sy(-,-). De fato,
tome t >0 e s € R. Como

(1) (E(s),n(s)) = (A (1,1(5)) (5), O(1)n(s)) = (Sy (1 +5,5)E (s),O(1)n(s))
Temos que
(1) (5 (s),n(s)) = (§(t +5),n(t +5))

se, e somente se,

Sp(t+s5,5)E(s) =&E(t+s) e O)N(s) =n(t+s)
]

Definigao 4.0.14. Sejam (X,dx) e (X,dy) espagos métricos, ®(-) um semigrupo em
Y, #(-,-) um cociclo relativo a @(-) e X =X X X com a métrica produto. O atrator
uniforme para (#,0) é o conjunto fechado minimal @ C X tal que para cada limitado
B C X e cada limitado § C X, temos

lim supdisty (% (t,0)B,4) =0

I=%°ges
Segue do Teorema 4.0.2 que

Teorema 4.0.15. Sejam (X, dx) e (£,dx) espagos métricos, O(+) um semigrupo em X, J# (-, -)
um cociclo relativo a ® e X =X x X com a métrica produto. Se @(+) possui atrator global
S emXe ¥ (-,-) ¢ limitado dissipativo e assintoticamente compacto, entao (., ®) possui
um atrator uniforme compacto @. Além disso, se A é o atrator global para o semigrupo

skew-product I1(-) associado, entdao @ = mx (A). Por fim,
a={Jay(0)
n

onde a uniao é tomada sobre todas as solugoes globais limitadas 1 de ©(-).
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4.1 Equacoes Diferenciais nao autéonomas

Nesta secao iremos abordar o caso especifico em que estamos estudando o compor-
tamento assintético de uma equacao diferencial nao autonoma em R” utilizando a teoria
abstrata desenvolvida anteriormente. Utilizaremos a letra J para denotar R ou R™, sem

distincao, a menos que dito o contrario.

Considere o problema de valor inicial

{L’t:f(t,u), t>s (42)

u(s) =up € R"

onde f:JxR" — R" é tal que o problema possua solucao tnica para cada s € J
e up € R". Suponha ainda que a solugdo u(-,s,up) de (4.2) esteja definida em [s,00) e que
a aplicagdo P25 x R" > (t,s,up) — u(t,s,up) € R" seja continua, onde Ly ={(t,s) € I x J:
t>s}.

A funcao f:J x R"* — R" pode ser vista como uma familia de campos vetoriais
onde, para cada t € J, f(t,-) é o campo vetorial que conduz a solugdo no tempo z. No
caso em que f(t,-) = f(-) ndo depende de ¢, temos um tnico campo vetorial e recaimos no
caso autonomo como descrito no Exemplo 6.3. Como é de se imaginar, a mudanc¢a de um
unico campo vetorial conduzindo a solucdo para infinitos campos vetoriais evoluindo com
o tempo a conduzi-la faz uma grande diferenga na descricao do comportamento assintotico

das solugoes.

Quando J = R podemos definir o processo de evolucao {S(z,s) € C(X): (t,s) € £}
dado por S(t,s)ug = u(t,s,up) para cada (t,s) € g e ugp € R". Se f depende do tempo,
como comentado na teoria abstrata, podemos analisar o comportamento assintético das
solugbes de (4.2) através da sua dindmica forwards ou pullback. E natural esperar que
tais dinamicas nao estejam relacionadas, uma vez que os campos vetoriais que conduzem

a solucao em geral sao completamente distintos uns dos outros.

Para assegurar um entendimento adequado do método abstrato desenvolvido an-
teriormente, vamos agora aplicd-lo no estudo de (4.2). Seja A o conjunto das fungoes
continuas f:RT x R" — R" tais que, para cada B C R" limitado, existe uma constante

L¢(B) >0 e uma funcao continua e crescente wyg: RT — R™ com wy 5(0) =0, tal que

£ (t,x) = F(7,%)|| <wpp(jt —7])+Ls(B)|x—x| parat,7f€R" and x,x € B. (4.3)

Em A consideramos a métrica p da convergéncia uniforme em subconjuntos com-
pactos de RT x R"”. Suponha que f € A e que f seja dissipativa, isto é, existe M >0 e
0 > 0 tal que

(f(t,x),x) < -8 parat € R exeR" com |jx]| > M, (4.4)
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onde (-,-) denota o produto escalar em R”.

Denote por X(f) o fecho do conjunto de todas as translagbes para frente de f

relativamente a métrica p

 (f)={f(s+-): se RT}",

e defina o semigrupo driving O(z): X(f) — X(f) por O(@)f(-,-) = f(t+-,-) em X(f).

Dada uma sequéncia (fy),eny em L(f), a condi¢ao 4.3 nos diz que (f,)nen € equi-
continua e uniformemente limitada. Logo, segue do Teorema de Arzela-Ascoli que X(f) é
compacto. Assim, ©(-) é trivialmente limitado dissipativo e assintoticamente compacto,

logo possui um atrator global .7 .

Assim, para tratar do comportamento assintético de uma equacao diferencial nao
auténoma, consideramos uma combinagao do fluxo base O(-) em X(f) e, para cada o €
2(f), o cociclo RT x R" 5 (t,ug) > # (t,0)ug € R" onde, para cada uy € R", a funcio
R 37+ #(t,0)up € R" é a solugao do problema de valor inicial

{u: o(t,u), t>0,
(4.5)
u(0) =up € R".

Note que as condigoes impostas sobre f asseguram que as solugoes de (4.5) estao
definidas para todo t > 0. De 4.4, obtemos que K = B(0,M) atrai pullback limitados de X
no tempo ¢ para todo t € R. Assim, pelo Teorema 4.0.11 segue que {Sy(t,5) € C(X): t > s}

possui um atrator pullback {An(r) C X: 1t € R}.

Conjuntamente, % (+,-) e ©(-) determinam o problema nao auténomo (4.2) e o
sistema dindmico nao auténomo (£, 0) gera um semigrupo {I1(z) € C(X): r € R}, onde
X =R"xX(f). Além disso, pela dissipatividade de f, o conjunto {(x,0) € X: ||x|| <M,0c €
&} é um subconjunto compacto de X que atrai subconjuntos limitados de X. Segue que

IT tem um atrator global A em X e
A=JAg (1) x{n(n)} (4.6)
n

onde a unido é tomada sobre o conjunto de todas as solugoes globais de O(-) em ..

4.2 Estabilidade Estrutural Topolégica

Aqui iremos estudar o comportamento de estruturas topoldgicas de sistemas di-
namicos nao autonomos sob perturbacao. Vamos iniciar reinterpretando a estrutura de
atratores de semigrupos skew-product, cuja estabilidade ja foi provada anteriormente,

fazendo observagoes para este caso especifico.
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Considere (X,dx) e (X,dx) espagos métricos, O(-) um semigrupo em X, J# (-,-) um
cociclo relativo a ©(+), X =X x X com a métrica produto e II(-) o semigrupo skew-product
associado. Assuma que I1(+) possui um atrator global A em X e uma cole¢ao de invariantes
isolados {Lj,...,L,}.

Lembre-se que uma estrutura homoclinica em A é uma subcolecao {L;,...L;}

junto com solugodes globais {(&;,,n;,),---, (&, M)} de IT tal que

t—r—o0

L;; ¢— (él-j,n,-j)(t)[—>—>°°I[4,-j+1 para i< j<k

com L;

i1 = Lip- Se k=1, pedimos também que a solugao nao esteja inteiramente contida

em ]Lil-

Dizemos que I1(+) é dinamicamente gradiente relativamente a {L1,...,L,} se

(i) Toda solugao global (&,1): R — A é tal que

Li <= (&m0 =3 L; paral<i,j<n;
(i) Nao hé estrutura homoclinica em A.

Fixaremos .Z; = nx(L;) e E; = mx(LL;).

Além disso, dizemos que II(-) é gradiente relativamente a {Li,...,LL,} se existe
uma fungao continua V : X — R que é nao crescente ao longo de solugoes e V(¥ (t,0)x,

O(t)o) =V (x,0) para todo ¢ > 0 se, e somente se, (x,0) € L; para algum 1 <i<n.

Como consequéncia imediata do que ja foi provado para semigrupos, temos

Teorema 4.2.1. Se I1(-) é um semigrupo skew-product dinamicamente gradiente relativo
a colegao disjunta de invariantes isolados {Ly,...,L,}, entdo existe uma reordenacao de

{Ly,...,L,} que é uma decomposi¢ido de Morse.

Teorema 4.2.2. Se I1(-) é um semigrupo skew-product dinamicamente gradiente relativo
a colegdo disjunta de invariantes isolados {LLy,...,LL,}, ordenados de forma a serem uma

decomposicao de Morse, entao I1(+) é gradiente relativamente a {Ly,...,L,}.

Observacgao 4.2.3. Nas condigoes acima, se 1 : R — X é uma solugao global limitada de
0, entdo para cada solucao global limitada & : R — X de {Sy(¢,s) € X: (t,5) € P} existem
1 <i< j<n tais que
LETEN) 2
B () 5 E
Para cada 6 € X, defina a fun¢ao V5 : R x X — R por Vs (t,x) :=V (A (t,0)x,0(t)0).

Fixado x € X, Vi é continua e nao crescente ao longo de ¢t. Além disso, se V(% (t,0)x,0(t)0) =
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V(x,0) para todo t > 0, devemos ter (x,0) € L; para algum 1 <i < n. Em particular,
O € E; e existe uma solugao global limitada 1 : R — X de ©(+) por ¢ e uma solucao global
En de {Sy(t,s) = A (t—s5,E(5)) : (t,5) € P} tal que (§y(r),n(r)) € L; para todo t € R,
logo V(A (t —s,m(5))&n(s),n(s)) = V(x,0) para todo s € R e, portanto, &,(s) e {y € X :
(,1(5)) €Ly},

Existem diversas situagoes possiveis para termos {Li,...,L,} disjuntos em X. Nés
assumiremos o caso em que os E; =.%, onde . é o atrator global de O(-) e, portanto,
%’s sao todos disjuntos. Essa é a situacao que ocorre quando temos uma pequena per-
turbagao nao auténoma no problema autéonomo. Em particular, isso nos diz que o atrator
uniforme também possui uma estrutura similar a gradiente uma vez que se o semigrupo
skew-product associado a (£ ,X) possuir atrator global A e for dinamicamente gradiente
relativamente a {Ly,...,L,}, ordenados de forma a serem uma decomposi¢do de Morse,
com E; =.7, entao o atrator uniforme &7 de (£ ,X) é dinamicamente gradiente com rela-
cao a {.4,...,. %, } no seguinte sentido: se x € &7, entao existe uma solugao global limitada

N :R — . e uma solucdo global & : R — X do processo de evolugao Sy(-,-) tal que
LT g

para algum 1 <i < j <n. Além disso, ndo ha estrutura homoclinica no atrator
uniforme, no sentido de que nao ha uma subcolegao {.Z,,...,.Z, } e solugdes globais

limitadas 7;; de ® e solugdes globais &;; de Snij(-, ) com 1 < j <k tais que

t——o0 t—so0
"gij — 511,-.,.(1) —>"%'j+1

com ., , =24.

k+1
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4.3 Semigrupos skew-product dinamicamente gradiente

sob perturbacao

Novamente, iremos reinterpretar os resultados provados para semigrupos no con-

texto de semigrupo skew-product.

Sejam (X,dx) e (X,ds) espagos métricos, ®(-) um semigrupo em X, J£(-,-) um
cociclo relativo a O(+), X =X X X com a métrica produto e IT o semigrupo skew-product

associado.

Considere (Cp)pepo,1) uma familia de subconjuntos fechados com @(Cy) C Cp tal
que X = Upejo,1]Cn- Seja dy a restrigio de dy a Cy x Cy, Oy (+) a restricio de O(-) a Cy,
Jy(+,-) a restrigdo de J£7(+,-) a Oy (+), Xy =X x Cy e Iy (+) a restrigao de II(-) a Xj.

Teorema 4.3.1. Tome (Ily)pep,1] como acima. Assuma que (Ily)yepo,) ¢ uma familia
continua em M = 1, coletivamente assintoticamente compacta e coletivamente limitado
dissipativa e tal que cada Il possui um atrator Ap com Uyep,jAn ¢ limitado em X.
Assuma também que IT possua um atrator A (e, consequentemente, cada @y, possui atrator
global .y em Xy) e que (y)nep,i) seja continua em cada 1 € [0,1]. Se, além disso,
IT;, é dinamicamente gradiente relativamente a uma colecao disjunta de conjuntos ITp,-

invariantes isolados {Li g, ..., Lnn,} €

(i) Para cada n € [0,1],A; possui uma colecdo de invariantes isolados
{Liy,..., Loy} tal que

nli_>n?17 disty (L n,Lin,) +disty (L n,,Lin) =0 para 1 <i<mn;
0

(i) Existe 6 >0 e &> 0 tal que L; 5 é o invariante isolado maximal em Os(L; ) para
1 <i<neparatodo n € [0,1] tal que |n —1no| < €.

Entdo existe & > 0 tal que para todo n tal que |n —1no| < &, Il é dinamicamente
gradiente relativamente a {Ljy,...,Lyn}.
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5

DICOTOMIAS

Iremos agora apresentar o conceito de dicotomia exponencial, que estende a nogao
de hiperbolicidade para sistemas dinamicos nao autonomos e é rica fonte de informacao
sobre a estrutura fina de atratores. A estabilidade da dicotomia exponencial é extrema-
mente util para obtermos resultados sobre estabilidade de atratores e foi provada em
(Massera e Schéffer 1958) no caso em que estamos lidando com equagoes diferenciais or-

dindrias. Esta apresentacgdo sera baseada em (Henry 1981), com maior detalhamento.

5.1 Dicotomia exponencial para processos de evolucao

discretos lineares

Para o que se segue, fixe um espago de Banach X e as notacgoes .Z(X) para o
conjunto das transformagoes lineares continuas de X em X e %z o conjunto {(n,m) €
ZXZ:n>m}.

Considere um processo de evolugao discreto linear {S, , € Z(X) : (n,m) € Pz}, isto
é, uma familia de aplicagoes em £ (X) tal que T, , =1, para todon € Z e T, ,Tp m = Ty m,

para todo (n,p),(p,m) € Zy,.

Observagao 5.1.1. Note que {S : (n,m) € 7z} determina uma sequéncia {S, € £ (X):
n €7} onde S, = S,+1,. Reciprocamente, dada uma sequéncia de operadores {S, € Z(X):
n € Z}, podemos definir um processo de evolucao discreto linear {S,, € Z(X) : (n,m) €
Pz} colocando S, , =1, para todo n € Z e Sy, :=Sp—10---08,,, para todo n > m € Z.
Assim, quando for conveniente, iremos nos referir a aplicacao S,41, por S, ou ainda ao

processo de evolucao como {S, }nez.

Definicao 5.1.2. Dizemos que um processo de evolucao linear discreto {S,, € Z(X):
(n,m) € Pz} possui dicotomia exponencial discreta com constante M > 1 e expoente
® > 0 se existem projecoes {Q, € Z(X) :n € Z} tais que
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i) S0 = Qnt15y, para todo n € Z

it) Smn:R(Qn) — R(Qp) é um isomorfismo com inversa Sy, : R(Qm) — R(Q,), para todo

m>n
iii) Valem as seguintes estimativas

[[Snm (1 — Qm)”.f(x) < Meiw(nim)v nz=m,

5.1
[Sn.mOmll.2(x) < Me® =M <. (5-1)

E facil ver que se {Sym € Z(X) : (n,m) € Pz} possui dicotomia exponencial dis-
creta com projecoes {Q, € Z(X) :n € Z}, entdao QnSpm = SnmQm para todo m > n.

Definimos a funcao de Green

{ Sn,m(l_ Qm), n=>m

—SumQOm, n<m.

nm —

E imediato das definicoes que

® |Onll2(x) <M+1 paratodon€Ze

o [|Gum|l 2x) < Me=®"=ml para todo n,m € Z.

O lema a seguir é uma versao discreta da férmula da variagdo das constantes.

Lema 5.1.3. Seja {Syn € Z(X): (n,m) € Pz} um processo de evolugdo. Se X, 41 = Spx, +

yn para todo n € Z, entao

n—1
Xn = SpmXm + Z Snk+1Yk, para todo n > m.

k=m

Demonstra¢io. Vamos proceder por inducdo. E claro que o resultado é valido para m =
n— 1. Suponha agora que o resultado vale para m = r e mostramos que ele serd vélido

para m =r— 1. De fato, como
Xr =S 1Xr—1 +YVr-1,

temos que

n—1

Xn = Sn,rSr—lxr—l +Sn,ryr—1 + Z Sn,k—l—lyk
k=r

n—1
=dnr—1Xr—1+ Z Sn,k+1yk
k=r—1

Como queriamos mostrar. O]



5.1. Dicotomia exponencial para processos de evolucdo discretos lineares 67

O seguinte teorema sera extremamente util na demonstracao dos resultados a

seguir.

Teorema 5.1.4. Se {S,},cz tem dicotomia exponencial discreta e (y,)nez é uma seqiién-

cia limitada em X, entdo existe uma tnica sequéncia limitada (x,),cz tal que
Xni1 = SpXn+ Y (53)

e esta sequéncia é dada por

Xp = Z Gni4+1Yk; n € L. (5.4)
k——oo

Demonstracao. Dividiremos a demonstracao em trés passos.

1. Unicidade:
Mostraremos que uma sequéncia limitada que satisfaga (5.3) é dada por (5.4). Veja
que, pelo lema anterior,

n—1

Xn = Sn,mxm + Z Sn,k—l—lyk? n>m

k=m
do que segue que
n—1
(I_Qn)xn :Sn,m<I_Qm)xm+ Z Sn7k+1 (I_Qk—H )yka n>m (55>
k=m

Como (x,)nez € limitada e

HSn,m(I_ Qm)meX < Me_(n_m)wl‘meXa n=>m,

temos que |[Spu(l — Om)xmllx "= 0 e, tomando o m — —eo em (5.5), obtemos que
a série
n—1
Y Snir1 (= Orr1)yx
j——
é convergente e, portanto,

n—1

(I=0n)xn="Y Sugsr1(I— Os1)

k=—oo

Por outro lado,
r—1

Qrxr = SrnQun + Y, Srict1 Q1 Yes 7> 1
k=n

Aplicando S, , em ambos os lados, obtemos

r—1

Sn,rerr = Onxp+ Z Sn,k+le+1yk7 r>n
k=n
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procedendo de forma andloga a anterior, temos que

Onxp = —

k

S k+1Ok+1Yk-

n

Isto implica que

Xp = OpXy + (I_ Qn)xn = Z Gn,kJrlyk-

2. Existéncia: Para ver que (x,),ecz dada por (5.4) é uma solugao de (5.3), basta verificar

que

Xnr1 = Y Guit 1Yk

k=—oc0

n oo
=Y Suti 1 (= Qrr 1)k — Y, Snt et 1Okt 1k
—oo n+1

n—1

=Y St (= Qs 1)yk — Y, Snt 141 Ckr 1Yk + ¥
=~ -

n—1 oo
= Sn (Z Snk+1(I — Qke1) ¥k — ZSn,k+1Qk+1yk> +Yn

—o0

= SnXn + Y-

3. Limitacao:
Para ver que (x,),ez ¢ limitada, note que

n—1 oo

x%allx < Y 1St (= Qus)yiellx + Y 1S 1 Qrs1vklIx

n

n—1 o]
<M (Z e(nkl)w+ze(k+ln)w) sup HYnHX
—o0 n nez
l+e @
=M ——— sup|ly|lx
l—e® nez !

Com isto, podemos demonstrar a unicidade das proje¢des associadas.

Corolario 5.1.5. Se {S, € Z(X) :n € Z} tem dicotomia exponencial discreta, entao as

projegoes associadas {Q, € Z(X) :n € Z} sdao unicamente determinadas.

Demonstracdo. Suponha que {Qsli) € Z(X):ne€Z},i=1,2sao duas familias de projegoes
associadas & {S, € Z(X) :n € Z}. Considere a sequéncia (f,)cz com f, =0 para todo
n#m—1e f,_1 =x e tome (x,),ez é a tnica solucao limitada de x,1 = Tpx, + f,. Em

vista do Teorema 5.1.4, temos que
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xn_ZGnk+]fk Gnmx i:1727

(i)
; SpmI—=0w' ), n=m
G’(ll’)’ﬂ — I ( )

SumOY, n<m.

Em particular, tomando n = m, temos x,, = G,(,me =(- Qﬁ,’;))x e Q,(n1 )y = Q,(n2 )x para todo

x € X. Logo as familias de projecoes coincidem. Il

Mostraremos que a reciproca do Teorema 5.1.4 também ¢é verdadeira, derivando

importante caracterizagao para dicotomias exponenciais.

Teorema 5.1.6. Se {S,},cz define um processo de evolugao linear, entao as seguintes

afirmacoes sao equivalentes

i) {Sn}nez tem dicotomia exponencial discreta;

ii) Para cada sequéncia limitada (f,),cz em X, existe uma tnica solucao limitada

(Xn)nez de Xpt1 = SpXn+ fu, n € Z.

Demonstra¢io. J4 mostramos, no teorema anterior, que i) implica ii). Facamos a outra

implicacao.

Seja loo = les(Z,X) 0 espago de Banach das sequéncia limitadas com a norma do

sup. Dividiremos a demonstracao em nove etapas. A prova serd dividida em nove passos

1. A aplicagao L: D(L) C s — {s dada por

L(xn)nEZ = (xn—i—l - Snxn)nEZ-

possui inversa limitada:

Ja sabemos que se (fy)nez € lo, €ntao existe uma tnica solugao limitada de x,11 —

T,x, = fn, para todo n € Z, mostrando que L ¢ bijetora e, portanto, possui inversa.

Se mostrarmos que L é fechada, do Teorema do Gréfico Fechado, seguird que L™! €

Z(ls). Com esta finalidade, tome sequéncias (x¥)ieny em D(L) e (Yn)nez, Wn)nez €

ls tais que
k—yo0
by = yulle. =5 0
k 0o
1Ly = walle., =
entao

k—so0
H(Snxk)neZ + (Wn)nGZ - (yn—i-l)neZH[ i> 0.
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Como ||S,xX — S,yulle. iy 0, para cada n € Z, segue que (S,yn)nez € o mostrando
que (yn)nez € D(L) €

(Wn)neZ = (yn+1 - Snxn)neZ = L(Yn)neZ

Portando, o grafico de L é fechado.

. Vamos definir a funcao de Green, explicitaremos L_l( fn) em termos dela quando

(fn)nez possui apenas um ndmero finito de elementos nao-nulos e definiremos as
projecoes {Q, € L (X) :n € Z}.

Fixe x € X e m € Z. Considere (g,)uez com g, =0 paran#m—1 e g,_; =x e defina
a sequéncia (G mX)nez := L™ (gy). Entdo, se (fu)nez ¢ tal que existe um conjunto

finito A C Z tal que x, =0 para todo n € Z\A, temos que
L™ (fy) = {Z Gn,k+1fk} :
keA nez
E claro que G, ,, € Z(X) e |Gnmll 2x) < ||L’1||g(gm) para todo m,n € Z.

Note que se (fy)nez é tal que f, =0 para todon#m—1e fp,—1 =x, entdo (x;)nez =
(GumX)nez = L~(f,) é a solucdo de x,1 = Spxy + fn, n € Z.

Desta forma,
Gn—i—l,mx = SnGn,mx + fa

Gn+17m = SnGanv n 7é n — 1, (56)

Gm,m - m—le—l,m =1
Defina I — Qp, := Gy ;m € mostremos, por indugao, que

a) Gum=Sum(I—Qm) paran>me

b) SnnGnm = —0m para n < m,

a) O caso n=m é trivial. Suponha que Gy, = Sk (I — Qn), para algum k > m. De

(5.6) (k#m—1),
Git1.m = SkGin = SiSkm(I — Om) = Sk 1.m(I — Om)-

como queriamos.

b) Se n=m— 1, sabemos de (5.6) que

Sm,m—le—l,m = Sm—le—l,m = _Qm-

Assumindo agora que Sy, kGim = —QOm, para algum k <m— 1, temos de (5.6) que

Smk—=1Gk—1,m = SmkTk—1Gi—1,m = SmkGim = —COm-
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3. Agora forneceremos um critério para verificar se x € X estd em N(Q,,). Mostraremos

que, dados m € Z e x,,, € X, se a sequéncia (X,+1 = SuXn)n>m ¢ limitada, entdo Qpx, =

0.

Defina x,, = 0 para n < m e considere a sequéncia (x,),cz dada por

Xnt1 = SpXn, n#m—1

Xm — T 1Xm—1 = Xm,

Entao (x,)nez é uma solucao limitada de x,41 = Thx, + f, onde f,=0sen#m—1e
Sfm—1 = xm. Logo x, = Gpmxm €, em particular, x,, = Gp mXm = (I — Qpm)Xp, provando

que Qpmxy, =0.

. Vamos mostrar que, dado m € Z, Q,, é de fato uma projecao.

Para cada x € X, considere x, = G, X, entao x,41 = Spx, sempre que n > m. Como
(Xn)n>m € uma sequéncia limitada, pela etapa anterior, temos que QG mX = Qm(I —

n)x = 0; isto é, Opx = Q2x para todo x € X. Logo Q,, é projecio.
m

. Agora provemos que Qp+1Sux = S;uQmx para todo x € N(Qp).

Considere a sequéncia x, = Gy ux. Se Qpx =0, entdo 0 = Qyyx = (I — Gy )x € obtemos
x = Gy mx. Como a sequéncia (X,41 = SpXn)n>m+1 € limitada, temos, pelo passo 3,

que Qpa1Xme1 = 0. Assim,
Omt15mx = Om1SmXm = Om+1Xm+1 = 0=S8,,0mx,

Como queriamos mostrar.

. Mostremos que

Tm‘R(Qm) : R(Qm) - R(Qm+1)
é um isomorfismo.

Primeiramente, veja que se (x,)p<m—1 ¢ limitada, onde x,41 = T,x, para n <m—1,
entdo Spy—1Xm—1 € R(Qn). De fato, estenda a sequéncia fazendo x, = 0 para n > m.
Entao (x,),ez € uma solugao limitada de x,11 = Spx, + fu, onde f, =0 paran#m—1
e fim-1=—Sm-1Xm—1.

Portanto

Xn = —GumSm—1Xm—1, para todon e Z.

Em particular,
Xm = —GmmSm—1%Xm—1 = _(1_ Qm)Sm—lxm—l =0

€ Sm—lxm—l € R(Qm)
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Para ver que R(Qm+1) C Sm(R(Qm)), tome x € R(Qm+1) e considere x, = Gy m1X.
Entao, (xp)uez € limitada com x,4+1 = Syx, para n < m. Entao Sp_1x,—1 = xp e,
procedendo como anteriormente, X, = Syu—1xXn—1 € R(Qy). Além disso, como x €
R(Qm+1), temos que x € N(I — Qmy1), 1ogo xpmi1 = Guitme1x = (I — Qpy1)x = 0.
Assim, x11 = Suym+x=0 e x = S;(—x). Isto implica que x € S, (R(Qn)).

Para ver que Sy (R(Om)) C R(Om+1), tome x € R(Qy,) e considere a sequéncia x, =
Gpmx para todo n € Z. Seja (zp)n<m dada por z, =x, para n <m—1 e z,41 = Spzn
para n > m— 1. Segue que Spyzm = Sm(Sm—1Xm—1) = —Smx. Como (z,)n<m € limitada,
concluimos que Sy, zm = —Sux € R(Qm+1)-

Agora basta mostrar que Sm‘R(Q ) :R(Om) — R(Qm+1) é injetiva.

Tome x € N(S,,), entao zpyt1 = Smzm = —Smx =0 e z, = 0 para n > m; Logo {z, }n>m
é limitada e zy,+1 = Spmzm. Assim, pelo passo 3, temos que Oz, = 0 e, do fato que

X € R(Qm), Omx =x=0. Segue que S, :R(Om) = R(Qm+1) ¢ um isomorfismo.

}R(Qm)
7. Agora mostremos que se x € R(Qy,), entao S, Qmx = Qumi1SmX.

De fato, se x € R(Qp), temos que S;,(I — Qp)x =0 e, do Passo 6, Syux € R(Qp+1)-

Portanto, Q+1Smx = Sux € SpuOmx = Qmr1Smx. Isto, juntamente com o Passo 5,
implica que S;,0m = Qm+1Sm-

8. Agora mostraremos as estimativas da dicotomia.
Seja x € X. note que se S, ,x = 0 para algum n > m, entao S, ,x =0 para p > m.

Além disso, se Spmu(I — Om)x # 0 entao

(pk_l = ||Sk,m(I_Qm)x||X > 07 m<k<n

Escreva v = @ Sim(I — Om)x, entao ||wllx =1 e

n

Y Sukl—Ok) Sk — Om)x =) Gyovi

k=m k=m

= Z Ok Sn,m(l_ Qm)xa
k=m

n n n
Y Guivil| =Y S lSumT—=0un)xllx =0, Y .
k=m x k=m k=m

Tomando uma sequéncia (fi)nez com fr =viiq, param—1<k<n—1e fy =0 caso

contrario, entao ||(fi)|lp=1e

n oo
1Y, Guavillx = 1Y, Guarrfillx <UL Flls < IL7"| 2(s)-
k=m —o0
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Logo 1 < ¢, Y4 ¢ <||IL™ 1|L/ .Se y, =Y7_, O, temos que

n—1
V-1 = Z O = — 0 < VY, (1_||L 1”:21}(3))
k=m
Portanto

Oon > HLilH;gl(B) Z O = ||L71H'}1(B)‘Vn

k=m

> L (1 1L 1) v
> LA (=120 ) "
(

=L~ L= IL ) o

1
2

e 0, <L ) (1= 1) 6

Assim,

1S (I — Om)xllx = ¢,*
<L ) (1 - IIL‘IH,,;}(B))”"”H(I— Om)x||x
= 1L ey (1 = 1L 1 )" " | Gonax
<Ly (1= 1L )"l

Para o caso ||T, (I — Om)x||x =0 a estimativa é trivial. Isto prova iii) na Defini¢ao
5.1.2.

9. Se p, ! = ||Sy.mOmx| >0 para n < m, entio

Z Snk Ok Pk Sk,mOmX = Z Gpivk = Z Pk SnmQmx

k=n+1 k=n+1 =m
onde vg = Pr Sk mOmx.

Procedendo como no passo anterior, temos

L ew Y
1S0m@mtllx < A+ @) | —omn 2| x|, n<m.
B B AT L s

_ _ - I~ —1y-1
Tomando M = (1+||L 1||g(3))2 > ||L 1||f$(3) ee = ﬁ >1—|IL IH,,?(B)

temos que {S, € Z(X) :n € Z} tem dicotomia exponencial discreta com constante
M e expoente ®.
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5.2 Estabilidade da dicotomia exponencial discreta

Nesta secao, iremos demonstrar que a dicotomia exponencial discreta é estavel por

perturbagoes.

Teorema 5.2.1. Seja {S, € £ (X):n € Z} um processo de evolugdo que possui dicoto-
mia discreta com constantes M >1 e @ > 0. Dado M| >M e 0 < 0 < @, existe € > 0
(dependendo somente de M, M|, ® e @) tal que qualquer familia {7, € Z(X):n € Z} com

sup,ez | T — Sn||og(x) < g, tem dicotomia discreta com constante M) e expoente ;.

Demonstragio. Se {G,m} é a fungdo de Green associada a {S, € Z(X) :n € Z}, entdo
{Gpme® "} ¢ a Fungio de Green associada a {S,e® € Z(X):n € Z} que tem dicotomia

exponencial com constante M e expoente ® — @ .

Sabemos que {T,e®" € Z(X) :n € Z} possui dicotomia discreta, se e somente se,
para cada (fn)nez € lo(Z,X), a equagdo x,+1 = T,e“ x, + f, = Spe® x4+ (T, —Sn)e® x,, + fr,

tem uma tnica solugdo limitada, o que ocorre se, e somente se, para cada f = {fu}nez €B,
X, = ZGn’lﬁlewl'n*k*l' (T — S)e“ xx + fi] (5.7)

tem uma tunica solugao limitada.

Para ver que (5.7) tem uma tnica solucao limitada, note que, se G : lo(Z,X) —
l(Z,X) é dado por

Gf = {Z Gpiy1e” l"_k_llfk}

e H: lo(Z,X) = lw(Z,X) é dado por

nez

HX = {ZGn,k+lewln_k_l(Tk_Sk)ewlxk} ,
e nez

entdo a equagao (5.7) se torna
(I-H)%=Gf.

Apoés isto, para provar que {S,e® € € (X):n € Z} tem dicotomia exponencial

discreta, precisamos somente mostrar que ||H|| ¢z x)) < 1. De fato

IH| 2 (t.z.x)) < sup Y G g 1e® " F e (S, — T) | 2(x)
NELi —oo

14 (@)

<ee"M——MM
< €e Ml_e—(w—wl)

<1,

para todo € satisfazendo

eV _e®

M(1 1 e @-o)

E<
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Provamos que {S, € .Z(X) :n € Z} tem dicotomia exponencial discreta com alguma
constante M e expoente @; > 0. Omitiremos a demonstracio de que podemos tomar € a

fim de que M = My, que pode ser encontrada em (Carvalho 2017, p. 214). ]

5.3 Dicotomia exponencial para processos continuos

Defini¢do 1. Dizemos que um processo de evolugao linear {S(z,s) € £ (X) : (t,5) € Pr}
tem dicotomia exponencial, com constante M > 1 e exponente @ > 0, se existe uma
familia de projegoes {Q(t) € £ (X): t € R} satisfazendo

i) Q(t)S(t,s) = S(t,5)Q(s), para todo (t,s) € PR,

ii) S(t,s)|R(Q(S)) : R(Q(s)) — R(Q(t)) é um isomorfismo, cuja inversa denotaremos por
S(s,t) : R(Q(t)) — R(Q(s)), para todo (t,5) € PR e

iii) valem as seguintes estimativas

IS(,5)(T = Q)| ) < Me™ @), 1>,

59
15(,5)0(5) ) < Me®O—, 1 <. (5:9)

Observacao 5.3.1. Se {S(t,s) : (t,5) € Zr} C Z(X) tem dicotomia exponencial com
projegoes {Q(t) : t € R} temos que

a) S(t,5)S(s,7)Q(t) =S(¢t,7)Q(7), para todo t,s,T ER e

b) Q(t)S(t,s)0(s) = S(t,5)Q(s), para todo t,s € R.

5.4 Estabilidade da dicotomia exponencial continua

Para demonstrar a estabilidade da dicotomia exponencial discreta foi imprescindi-
vel a caracterizagao da mesma através do Teorema 5.1.6. Como nao ha resultado andlogo
para o caso continuo, iremos utilizar o caso discreto para provar a estabilidade. Mais espe-
cificamente, dado um processo de evolug¢ao com dicotomia exponencial continua, iremos
discretiza-lo e mostrar que tais discretizagoes possuem dicotomias discretas e que a esta-

bilidade das dicotomias das discretizagoes implica a estabilidade da dicotomia continua.

Teorema 5.4.1. Suponha que {S(¢,s) € Z(X): (t,s) € Zr} seja um processo de evolugao
que possui dicotomia exponencial com constante M > 1, expoente @ > 0 e projecoes
{0(t) e Z(X) :t € R}. Para cada ¢ > 0 e tp € R, denote 1, := fo+nl. Entao

{SH}HGZ = {S(tn—i-l ) tn) }nGZ

possui dicotomia discreta com projegoes {Q, = Q(t,) : n € Z}, constante M e expoente /.
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Demonstracao. E consequéncia da dicotomia continua que

1) SﬂQl’l - Qn+ISn—0—17
ii) S”|R(Qn) :R(Qn) — R(Qu+1) é um isomorfismo,

iii) para todon = m, [|Sym(I = Om)x|x =|Sa—1 -+ Sm(I — Om)x|| = [|S(tn, tn—1) - - S(tm1,1m) (1 —
O(t))xIx = 1S (tst) (I — Q1) )x]|x < Me™ @0 |x[|x
iv) Sen<me (Sy,,)"! éainversa de S, : R(Qp) — R(Qy), entdo

S0 mOmx||x = H(Sm’n)_lmeH = ||(S(to+ml,tg+nl)) 1 Q(to+ml)x||x = ||S(to+nl,to+
ml)Q(to+ml)x||x < Me®!(n—m) ||| x

Logo {Sy}nez possui dicotomia exponencial discreta com constante M e expoente
l. [

Uma vez que temos a unicidade das projecoes para o caso discreto, o teorema

anterior implica que

Corolario 5.4.2. Se o processo de evolugao linear {S(z,s) : (¢,s) € Pr} tem dicotomia

exponencial, entao a familia de projegoes {Q(r) : t € R} associada é tinica.

A seguir, daremos condigoes suficientes para termos uma reciproca do Teorema

5.4.1.

Teorema 5.4.3. Suponha que {S(z,5) € Z(X): (t,5) € Pr} satisfaca

Ly= sup [S(t,s)]| zx) <o
0<t—s</¢

para algum ¢ > 0 e, para cada t € R, {S,(t) }nez = {S(t+ (n+ 1){,t +nl)},cz tenha di-
cotomia discreta com constante M > 1 e expoente @f> 0. Entao, S(-,-) tem dicotomia

exponencial com constante KM e expoente @, onde

K= sup {®"|S(t,5)] 20} (5.10)

0<t—s</¢

Demonstracao. Vamos dividir a demonstragdo em varias etapas.

1. Vamos definir as projecoes associadas a dicotomia continua.

Para cada t € R, tome {Qy(f)},cz as projegoes associadas a dicotomia discreta

de {Sn(f)}nez e defina Q(r) = Qo(r). Veja que {S,(t +kl)}nez = {Sn+x(t) }nez pOS-
sui dicotomia discreta com projegoes {Q, (t+kf) bnez = {Qnik(t) }nez. Em particular
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Or(t) = Qo(t +kf) = Q(t + k¢). Além disso, veja que para todo n > k, temos que

S(t+nl,t+kl)Q(t +kl) =S(t + kl + (n — k)L, t+k0) Qo (t+k?)
= Qi (t+k0)(S(t+kl+(n—k)l,t+k0)
= Q(t+nl)S(t+nl,t+k0)

2. Agora vamos mostrar que

1S(5) (1 — O($)) | vy < KMe™@0=), 1>, (5.11)

De fato, dado t > s, escolha n € A tal que s+nl <t < s+ (n+1)¢. Entao

1S(2,8)(I = Q(s)ll 2 (x)
< |[S(r,s +n0)[| 2 x) [1S(s +nl,s)(I = O(s)) || 2(x)
< Me“"||S(t,s+nl) | 2(x)
=M |S(t, 5+ n)|| e @)
< KMe @)

Provando (5.11).

3. Para demonstrar a outra estimativa, suponha que z € R(Q(s)) e t <'s. Defina
S(t,s)z= S(t,s—i—nﬁ)(S(s,s—l—nK)‘R(Q(an)))flz

onde n € Z é escolhido de forma que s+ (n+1)¢ >t > s+ nl. Com esta definicao,

mostremos que
IS(2,5)0(5) || 2x) < KMe®™), 1 <. (5.12)

De fato,

1S(,5)Q()l2(x)
<IS( s+ n0) L) | (S(s,5+ 1) ()~ QO 2x)
< Me®™|[S(t, 5+ nl)|| 2(x)
=Me U582, 5+ 1) || () ) < KMe® ),

e temos (5.12) demonstrado.

4. Mostremos agora que

N(Q(19))={z€X :[tg,00) 21— S(t,t9)z€X é limitada}. (5.13)

Tome z € N(Q(19)), isto é, O(fy)z = 0. Entao

I1S(t,10)2]1x = ||S(£,20) (I — O(to))z||x < KMe™@U~1)
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portanto, [f,0) 3¢+ T(t,t9)z € X é limitada.

Por outro lado, se z ¢ N(Q(fy)) e n > 0, entdo

HQ(Z())ZHX = ||S(to,to +nl)Q(to+ nl)S(to + l’lf,t())ZHX
< Me= ™" ||S(tg+nl,10)z||x

Ou seja, ||S(to +nl,10)z|lx > M~ 'e®||Q(10)z| x. Tomando n — o obtemos entdo que
[to,o0) o1 — S(t,10)z € X ¢é ilimitada. Assim, [fy,e0) 1+ S(t,19)z€ X ¢é ilimitada, pro-

vando a inclus@o contraria e terminando a prova de (5.13).

. Mostremos que isso implica que

S(t,50)N(Q(to)) C N(Q(1)), t>1. (5.14)
De fato, sabemos que se z € N(Q(fp)), entao, [ty,o0) D s+ S(s,fp)z € X ¢ limitada e

consequentemente [f,00) 3 5+ S(s5,7)S(t,10)z € X ¢é limitada. Logo S(t,79)z € N(Q(1)).

Para ver que S(z,f |R (o) :R(Q(t)) — X ¢é injetivo, tome z € N(S(t,19 ’R ))).
Escolhendo n € N tal que tg+nf > t, temos que T (to+nl,t9)z=0¢ Consequentemente
z=0.

. Agora provamos que

R(Q(tp)) = {z € X :existe uma solugao (5.15)
backwards-limitada por z em t =1#p}. .

Se z € R(Q(ty)), defina & : R — X por §(t) = S(¢,t0 +nl)S(to + nl,tp)z onde n € Z ¢é
escolhido de forma que to+nl <t <o+ (n+1)¢.

Entdo & : R — X é uma solugdo backwards-limitada por z em t =ty para {S(¢,7) :
(l‘, ‘L') S gz[[g}

Suponha z ¢ R(Q(t9)) e que exista uma solugao global £ : R — X por z em t = t.
Claramente T (to,t0 +nl)& (to+nl) = z, n < 0. Logo,

T (to,10 +nl)(I = Q(to +nl))y(to+nl) = (I - Q(t0))z, n<0,

1€ o+n0)lx > M~ e= " |~ Q(10))zllx "= .

Mostrando que & : R — X nao é backwards-limitada e provando (5.15).

. Por fim, mostremos que S(7,7)R(Q(t)) = R(Q(t)) para todo T > 1.

Tome z € R(Q(to)) e & : R — X uma soluc¢do backwards-limitada por z em #. Entao
& :R — X é uma solugdo backwards-limitada por S(7,%p)z em 7.
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Assim, S(7,19)z € R(Q(7)). Por outro lado, se z € R(Q(7)), para T >ty > T+ nl temos
que w = S(t0,T+nl)S(t+nl,7)z € R(Q(t0)) e S(7,70)w = z.

Segue que

S50 gty RQ(0) = RQ(T)).  (5.10) € P,
¢ um isomorfismo. Isto juntamente com (5.14) implica que Q(#)S(z,70) = S(t,79) Q1)
para todo t >ty e completa a prova.

]

Mostremos entao, finalmente, que a dicotomia exponencial continua é estavel sob

perturbagao.

Teorema 5.4.4. Suponha que {S(z,5) € Z(X): (t,5) € Pr} tenha dicotomia exponencial

com constante M > 1 e expoente @ > 0 e que
L= sup{[|S(t,5)| (x), 0 <1 —5< 1} <oo. (5.16)

Se w; < @ e M} > M, entao existe € > 0 (dependendo de @, w;, M, My, e L) tal que,
qualquer processo {T(t,s) € Z(X): (t,s) € Pr} satisfazendo

sup{[|S(,8) =T (1,9)| 2(x): 0 <t —s <1} <,

tem dicotomia exponencial com constante M| e expoente @;.

Demonstracio. Para cadat € R, definat, :=t+nl, n € Z. Seja £ > 0 tal que Me~®! < e~ 1L,
Pelo Teorema 5.4.1, sabemos que {S(fy+1,t) }nez tem dicotomia discreta com constante

M e expoente /.

Se T(-,-) ¢ tal que
sup{[|7'(z,5) = S(1,9)| 2(x) 0 <t —s <1} <,

e s satisfaz 0 <t —s </, defina 7, =s+n, n € N, e escolha k € N tal que 7 € [s,t) e
T+ 1 >t. Entao

15(2,5)=T (1, 9) || 2x)
= 118, ) =T (&, T)IT (They $) =S (2, BT (T, 8) =S (T 5)] ] 2 (x)-

Como 0 <r— 1 < 1, temos que

1S, ) =Tt w)ll 2x) < € IS %)l .2x) < L e, utilizando a desigualdade trian-

gular,

1T (%, 9) | 2 = 1T (T, Te1) -+ T (54 1,5)] | rx) < (L+€)"
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Logo,

I1S(2,8) = T(t,8) | 2x) < (L+€) e+ LT (%, 8) — (1. 9)] . x)-

Para estimar o ultimo fator, veja que

1T (T, 5) = S(Tey )| < T (Ths To1) — S (T, T )] T (Te—1,5) |
+ 18 (T, Te—1) [T (Tk—1,5) — S(Th—1,9)] |
< (L+&)f e+ L||T(T1,5) — S(T_1,5)]].

Portanto, existe uma constante ¢, tal que para 0 <t —s </,

|T(,5) = S(t,5)|| < [(L+ &)+ LL+&) ... +LFe < cpe.

Em particular, como t,+1 —t, = ¢, segue que

"S(tn+1,tn) — T(tn+1,tn)"g(x) <cpe, forallneZ.

Como M} > M e 0 < 04 < ol, segue do Teorema 5.2.1 que {T (ty11,tn)}nez tem
dicotomia exponencial discreta com constante M; e expoente @;¢, para todo € suficien-
temente pequeno. Agora, pelo Teorema 5.4.3, possivelmente reescolhendo € menor ainda,

S(-,-) tem dicotomia exponencial com constante KM e expoente @;.

Omitiremos a demonstracao de que podemos tomar M| no lugar de KM reesco-

lhendo € menor, porém ela pode ser encontrada em (Carvalho 2017, p. 226). O

5.5 Solucdes globais hiperbodlicas

Seja f: R x X — X uma fungdo nao linear continuamente diferenciavel e {S(z,s) €

Z(X): (t,5) € Pr} um processo de evolucao linear. Assuma que a familia dada por

Sy(t,5)x = S(t, T)x + /T ' S(,5) (5,88, D)) ds

defina um processo de evolugao {Ss(t,s) € C(X) : (t,s) € Zr}. Chamaremos S¢(-,-) de o
processo de evolugao semilinear obtido pela perturbagao de S(-,-) por f. Veja que se S(-,-)
é obtido da solucao da equagao diferencial 1 = Au, entao S¢(-,-) é obtido através da solugéo
da equacao diferencial i = Au(t) + f(u(t),t).

Se & : R — X é uma solucdo global para S¢(-,-), considere o processo de evolucao
linear {Ly(t,s) € Z(X): (t,s) € Pr} dado por

Le(t,s)x=S(t,7)x+ /;S(t,s)Dxf(s, E(s))Ls(s,T)xds
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Isto é, o processo de evolugao linear dado pela linearizacdo do termo nao-linear ao
redor de &.

Definigao 5.5.1. Dizemos que § : R — X é uma solucdo global hiperbdlica para S¢(-,)

se L¢(-,-) possui dicotomia exponencial.

Se existir uma solugao global hiperbdlica limitada, entao podemos caracterizar as

solugoes globais que sao limitadas da seguinte forma.

Lema 5.5.2. Seja {Sf(t,s) € C(X) : (t,5) € Pr} 0 processo de evolucao obtido pela per-
turbacao do processo de evolucao linear {T'(¢,s) € Z(X) : (t,s) € Zr} pela funcao continu-
amente diferencidvel f:R x X — X que possui uma soluc¢ao global hiperbdlica & : R — X.
Se ¢ : R — X é uma solugdo global limitada qualquer de S(-,-), entao

(o)

0(1) = [ Gelt.5)[f(5.9(5)) ~ Daf(s.£(5)) p(s)]ds

Onde Gg(+,) é a fungao de Green associada ao processo de evolugio Le (-, ).

Demonstragio. Primeiramente, vamos mostrar que se ¢ : [T,7+ 0] — X é uma solucao de

0(1) = T(0.5)9(5)+ [ T(1.9)f(s. 9(s))ds

Entao

01) = Le(t.0)0(0) + [ Lelt.o)f(5:9() - Def 5EG)0(s)ds (57)

De fato, se definirmos

w(1) =Le(1,7)o(7) + /Tl Le(1,5)[f (s, 9(5)) = Duf (5,6 (5)) (s)lds

entao temos

t

V)=o) = [ TS 6,EWL 6 D0(@ds — [ T9DS(5,E(6))g(s)dr+

T

/rt/stT(t’G)Dxf(e’5(9))L€(97s)d9[f(sa‘P(S))—Dxf(s;g(S))(p(s)]ds

= [ TIPS GG Le (s, Vo) — [ T,5)DS(5,EG)o5)ds

0

+ [ 70.00D.5(0,6(0)) [ L6(0.9)/(5,0(5) ~ Daf(5:£5)) 95 dsd0
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_ / T (05)Df (5,E () [W(s) — 9(s)]ds

Aplicando a desigualdade de Gronwall, temos que ¢(f) = y(t) para todo t € [T, T+
ol.

Se Q(+) sdo as projegoes associadas a Lg(+,-), entdo podemos aplicar Lg (7,1)Q(¢) a
(5.17), obtendo

Le(1,0)Q(1)9(1) = Q(T)9(T) + /; Le(T,5)Q(s)[f (5, 9(s)) — Dxf (s, 9(s)) 9 (s)]ds

Pela segunda estimativa da dicotomia exponencial, temos [|Lg (7,1)Q(t)]| =%0. Logo, to-

mando ¢ — oo, obtemos

00(x) =~ [ L5(2.506)(f(5.0(5) = Das (5, 9(s))0()lds. TR

De forma aniloga, utilizando a primeira estimativa da dicotomia, podemos obter que
(1= P)9@) = [ Le(t,5)I = PO)IF(5,9() ~Def (s, E(5)p(s))ds 7 € B
Somando as duas ultimas igualdades, encontramos
o) = [ Gelt,9)[f(5,0(5)) ~ Daf(s. E()p(s))ds 1 € R

Como queriamos mostrar O

Solugoes hiperbdlicas de Sy(-,-) sdo estdveis quando perturbadas por uma nao

linearidade continuamente diferenciavel g muito proxima de f.

Teorema 5.5.3. Considere & : R — X uma solugdo global hiperbdlica para S¢(-,-), com
sup;cr | (7)|lx < B < o cuja dicotomia exponencial associada possui constantes M e @.

Assuma que existe € > 0 tal que

sup [ (2, 0)llx + 1D f (2, 2)[] 2 x) < oo,

[xllx<B
que
E
sup su 1,E()+x)— f(t,&(t)) — Dy f(2,E(2))x||x <
IIX\\gsteﬂg”f( S(1)+x) = f(1,6(1)) Fi6,6(0))xlx AMo~!
e que
E
Su su ftax _g t7x + Dxf t,x —ng l"x <—_
”ngBteﬂgH (t,x) — g(t,x)||x + | Dxf (£, %) (6:2)l2x) < 7770

Entao existe uma tnica solugao global n: R — X de S,(,-) que satisfaz

sup([& () —n(1)llx <&
teR

e essa solugao ¢ hiperbdlica.
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Observacao 5.5.4. A existéncia de um € que satisfaca a segunda hipdtese é direta da

definicao de derivada.

Demonstracao. Pelo lema anterior, temos
&)= [ Gelts)f(5£(5) ~ Duf (5 E(5)E(9)ds

Agora suponha que 1 : R — X é uma solucao global de Sg(-,-). Entao usando (5.17)
para 1(-) e £(+) e tomando @(¢) = n(r) — &(¢) para todo 7 € R, temos

0(1) = Le(1.0)0(2) + [ Lelt.o)els. (5))ds (.19
onde g(l‘,([)) = g(t7(P(t) +§(t>) _f(t7€(t)> _Dxf(tvg(t»q)(t)

Agora podemos utilizar o mesmo truque aplicado ao lema anterior, aplicando I —

Q(t) na igualdade anterior e tomando T — —oo, obtendo

(1= 00)0(6) = [ Le(e,5)(1~ P(5))als, 0(s))ds

e depois aplicando Lg(7,1)Q(t) e tomando t — oo, obtendo

0()9(x) =~ [ L5(z.5)Q(5)3(s.0(5)ds
Somando, obtemos

oo

0(1) = [ Gelt.9)g(s. 9(s))ds

Assim, obtemos que uma solugao global limitada de (5.18) em uma pequena vizi-

nhanca de zero existe se, e somente se, a aplicacao

2(90) = | Gelt.s)(s. p()ds
possui um ponto fixo no conjunto Be = {¢ € € (R, X) : sup,cp ||@(7)||x < €} para € pequeno.

Isto de fato acontece. Mais especificamente, mostraremos que existe uma tnica

solucao global limitada em B¢ através do Ponto Fixo de Banach.

Primeiramente, veja que £ (Bg) C Be. De fato,
12@)®)lx <M [ e (s, 0(s)) lxds

<2Mo~! tsgg lg(t,m(z)) — f(t,n(t))|Ix+
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2Mo~" sup sup||f(z,E(t) +x) — f(£,E(2) —Dof(1,E(1))x||x < €

lx||<et€R

pelas hipoteses sobre €. Também pelas hipdteses sobre €, segue que se @1, @ € Be, entao

12 (@1)(1) = Z(@2) (1) ||x < %fgﬂg lo1(2) — @2(1) 1x

Mostrando que . é uma contracdo e que existe uma tnica solugao ¢ em Bg.

Defina y = ¢ +&. Como y é uniformemente préxima de &, segue do Teorema 5.4.4

que, para € suficientemente pequeno,

Ly(t,7)=T(t,7) +/;T(t,s)ng(s, V(s))Ly(s,T)ds =

Le(t,7) + /T ng (2,5)[Dxg(s, W(s)) = Dxf(s,6 (5))][Ly (s, 7) — Lg (s, T)]ds

+ [ Le0,9) a5, W) ~ Daf (5.5 5,0

possui dicotomia exponencial hiperbodlica e, portanto, ¥ é uma solugao global hiperbdlica.
]

Tomando f = g obtemos o seguinte corolério.

Corolario 5.5.5. Considere & : R — X uma solucdo global hiperbdlica para S¢(-,) cuja
dicotomia exponencial associada possui constantes M e @ e sup,cp ||E(7)||x < B < e. Su-

ponha que

sup || f(t,%)|[x + [ Daf (£,%) || 2(x) < oo
|x[|lx<B

Entao existe € > 0 tal que nao existe solucao global contida em uma &-vizinhanca

de E().
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0

UMA EDO PLANAR COM ACOPLAMENTO
DIFUSIVO

Nesta secao, iremos aplicar os conceitos desenvolvidos anteriormente no estudo de
uma equagao diferencial ordinaria planar com acoplamento difusivo que possui origem
na discretizagdo do problema de Chafee-Infante. Iremos caracterizar completamente seu
atrator global, explicitando sua estrutura gradiente. Os resultados aqui descritos estao
sintetizados em (Carvalho et al. 2021).

Seja 0 < By < By <~ e B :R" — R uma fun¢io globalmente Lipschitz com §(R") C

[Bo, Bi]. Considere o problema de valor inicial

X1 :k(xz—xl)—l—x] —ﬁ(t)x? = fi (t,x), t>12>0, x1(7:) = Xl,1,

6.1
X =k(x1 —x2) +x2 — B(t)v = folt,x), t>7>0, x(T)=x2r. oy

Para estudar (6.1), considere por um momento outra funcdao y: R — R que tam-
bém seja globalmente Lipschitz e y(R) C [Bo,Bi]. Se n é uma solucao global qualquer
do semigrupo driving ® associado a (6.1), estamos interessados nas fungoes da forma
y(t) :==n(t)(0) para todo t € R, uma vez que elas configuram extensoes naturais de 8 no

atrator global S de ® em X. Agora, considere o problema de valor inicial abaixo

X1 =k(xy —x1) +x1 —Y()x] = fra(t,x), t>7, x(1)=xs, (6.2)
Xy = k(x1 —xz) +xy — }/(l)x% = f%z(l‘,x), r>7, )CQ(’L') =X -

Pelo Teorema 2.1.3, este problema possui solugao local que se comporta continuamente
com relacao ao instante e posi¢ao inicial. Para ver que, na verdade, as solugoes estao defi-

nidas globalmente, basta mostrar que elas permanecem limitadas no intervalo maximal.

Veja que

d
J Il =2 (1,2) - = 200k — ki ] — y(e)x] o — kvixs 3 — (0)x2)
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= 2(k(x) —x2)* +x1 +33 — ¥(t) (x] +x3))

Como —2f(t)(x] +x3) é o termo de maior ordem e é sempre negativo, existe M >0
tal que %H)CHZ < 0 sempre que ||x|| > M para todo r € R e, de 2.1.3, devemos ter T = co.

Denote por S(t,7)(x1,7,%2,¢) = (x1(¢,7T,x1,7),X%2(¢, T, x2,7)), t > T, a solucao de (6.2).
Entéo {S(¢,7) € C(R?): 1>t} é um processo de evolucao. Como K = B(0,M) é um com-
pacto que atrai pullback limitados de X no tempo ¢ para todo ¢t € R, pelo Teorema 4.0.11
segue que S(-,-) possui um atrator pullback {7 (t) C R?:t € R} dado por #(t) = w(K,1)
para todo t € R.

6.1 Caso autonomo

Antes de prosseguirmos, consideremos o caso em que () = B, isto é, B(¢) é uma

fungao constante. Assim, considere o problema de valor inicial

2= f(2),
z2(0)=z0 € R?

e [ *x10 X1\ k(xp —x1)+x; —ﬁx?
onde z = , 20 = ef = .k
X2 x2,0 X k(xy —x2) +x2 — Bx3

Primeiramente, note que, se z(+,z9) é uma solugéo para (6.3) entdo, ﬁ%z() é uma

(6.3)

solucdo para (6.3) com B =1 e dado inicial [3%10. Por esta razao, nao ha perda de gene-

ralidade se considerarmos B = 1 na analise a seguir.
Os equilibrios de (6.3) com B =1 sdo as raizes de

k(xy—x1) +x1—x =0
(2 =) 1 = (6.4)
k(xl—XZ)—I—XQ—X%:O

Do caso geral, sabemos que dado zg € R?, (6.3) tem uma tnica solucio z(-,z9) que
estd definita em [0,00). Se T'(t,z0) = z(,20) para cada t > 0, entdo {T(r) € C(X):t >0} ¢é

um semigrupo que possui um atrator global 7.

Considere o retangulo Ry = [-M,M]?, M > 1. Entdo para z em qualquer de suas
faces, temos que o campo vetorial f(z) aponta para dentro do retdngulo. De fato, se
x] =M entdo x| = k(xo — M) +M — M> < 0 sempre que x, € [-M,M]. Se x, = M entio
X = k(x; —M)+M —M? < 0 sempre que x| € [-M,M]. De forma andloga, podemos verificar
os casos em que x; = —M ou xp = —M. Segue que, uma solucao que comece em Ry; nunca
deixa Rys. Deduzimos disto que o/ C [—1,1] x [—1,1].

Claramente zj = (1,1),z5 = (0,0) e 25 = (—1,—1) sdo solucdes de (6.4). Se k < 1,

existem dois outros equilibrios de (6.3) na diagonal secundéria x; = —x;. Eles sao

7= (V1 =2k, —V1-2k) e 2t = (—V1 -2k, /1 —2k).
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Se k > %, nao existem outros equilibrios além destes cinco. De fato, isolando x; na

primeira equagao de (6.4) e substituindo na segunda obtemos

1 1
kxiy — (k—1)x; —x3 + %[(k— x; +x3] —

ﬁ[(k— 1))61 —I—X%]?’ =0

que, apos expansao do termo cubico e simplificacdo, nos da
2k D+ [-26 44K = 3k 4 1} = 3(k— 12 = 3(k— D]~ =0,

cujas solugdes ndo nulas satisfazem (fazendo x3 = z)

0=p(z
2p< ) 3 2 2.2 3.4 (6.5)
=k“(2k—1)+[—2k"+4k"—3k+1]z—3(k—1)"z"-3(k—1)z"—z
Como as solugoes de x1 = xp, x| —x? =0ex;=—x, (1— 2k)x—x3 = 0 sdo raizes

da equagdo acima concluimos que o polinémio ¢(z) := (1 —z)((1 —2k) —z) = (1 —2k) —
2(1 —k)z+z* divide p(z). Dividindo o polinémio p(z) em (6.5) por ¢(z) obtemos r(z) =
22+ (k— 1)z —k? cujas raizes sao

2o =(1—k) £/ —3k2 —2k+1.

Observando —3k?>—2k+1<0 que para k€ (%, %), temos que estas raizes sao com-

plexas, nao contribuindo para as solugoes de (6.4).

Segue que as Unicas raizes sao aquelas encontradas nas retas x; =xy e x| = —xo,
que sao: (1,1), (0,0), (—=1,—1),(v/1 =2k, —/1—2k) e (=1 —2k,\/1 —2k).

Agora vamos determinar os auto-valores e auto-vetores das matrizes A; = f’ (z}) €

My», 1 <i<5, e fazer um esboco do retrato de fase para z=A4;z, 1 <i<5.

Note que, para x; = x ou x| = —Xx»,
1 —k) —3x? k
f/(Z) _ ( ) 1 )

Esta matriz tem como auto-valores )uj‘rz =1-3x? e A_ =1—2k—3x?%, com correspondentes
auto-vetores vy = (ill )
Assim, para zj= (1) e z3=("]) temos f'(z})=f(z}) = <_(2k+k) _(2k+k)> com auto-
valores ML =-2<0e Al =—2-2k <0 e auto-vetores correspondentes v, = ({) ev_ =
—1
(7')-
Para z = ( V1“2 ) ezi= <* 172]‘) temos que f'(z3) = f'(z3) = (%% 5 ;) com

—V1=2k VI=2k
auto-valores AX =2(3k—1) > 0 e Ak =2(2k— 1) < 0 e auto-vetores correspondentes v =

(1) ev-=(").
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Por fim, para 23 = ({) temos que f'(z3) = ('* ,*,) com auto-valores A =1>0

k
1—-k
e A0 =1—2k > 0 e auto-vetores correspondentes v, = (}) ev_ = ( )

Com base nesta anélise temos, da propriedade do ponto de sela que

) ez3= (:1) sao assintéticamente estaveis.

Figura 1 — Linearizacdo em torno de £(1,1).

5= () o= (5

veis de dimensao um, portanto instaveis.

4

Figura 2 — Linearizagao em torno de +(y/1 —2k, —/1 — 2k)

) sao pontos de sela com variedades estaveis e insta-

e 25 =(9) é um né instével (variedade instdvel de dimensdo 2).

Figura 3 — Linearizagdo em torno de (0,0)

Not V()="4 ST - Y VV () = f (). Ou seja (6.3) &
ote que V (3) =4 (r —x)?— S+ 242 ¢ tal que —VV () = £(1). Ou scja (6.3) ¢
gradiente e, portanto, dinamicamente gradiente. Podemos entao ilustrar seu atrator global

como a parte em verde na Figura 5.
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Figura 4 - Retrato de fase para k € (3,3).

Se k > %, os Unicos equilibrios de (6.4) sao aqueles sobre a diagonal principal. Se,

por outro lado, k € [0, %) entdo, temos quatro equilibrios adicionais dados por

s = (—/(1=k) V=3 2k4 1 (1 =R+ =32k T 1
— (~ /(=R + VIR 2k 1, (1-k) — V3R —2k+ T
23 = (/=0 +V =32k 1, —/(1-k) — V=3 —2k+1
25 = (/(1-0) — V32K T, —/ (1-k)+v/ 32+ 1

~ %

<

Os equilibrios {z§,27,25,25} sao todos assintéticamente estéveis quando k € [0, %)

Nosso interesse se concentra no caso em que k € (%, %)

6.2 Caso geral

Voltemos ao caso em que B pode nao ser constante. Note que

(i) A variedade linear ¢; = {(x1,x2) € R?: x; = x} é invariante para o processo de

evolugao associado a (6.2), isto é, se x| ¢ = x2 ¢, entao a solugao

S<t7 T)(xl,’thT) = ()C] (I,T,XIJ),XZ(I, TJXZ,T))

satisfaz x; (t,7T,x1¢) = x2(t,T,x2.7)), t > 7.

Neste caso, ambas as coordenadas xi(f,7,X| ¢) = x2(, T, X2 ¢) satisfazem

i=x—y)x’, t>1, x(7)=x1=x271. (6.6)
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(i) Da mesma forma, a variedade linear f» = {(x1,x2) € R? : x; = —x} é invariante
para o processo de evolucao associado a (6.2), isto €, se x1 ; = —xp 7, entdo a solugao
S<t7 T) (xl,TaXZ,’L‘) = ()C1 (ta T7x171)7x2<t7 Tax2,f))7 satisfaz x; (ta T,xl,f) = _-x2(t7 T7x2,’5>)7 t>
T.

Neste caso, ambas as coordenadas xi(t,7,x1 ¢) = —x2(t, T,x2 ¢) satisfazem
x=1-2x—y)x>, t>1, x(1)= X170 =—X20 = —x2(T). (6.7)
(il) Se 0 <k < 3 a linearizacdo de (6.2) ao redor da solugio de equilibrio (x},x5) = (0,0)
possui dois autovalores positivos A1 =1 e A, =1 —2k.

Provaremos que, se k < %, existem quatro solugoes globais limitadas de (6.2) que

ficam longe de (0,0) para todo t € R, duas em ¢; e duas em /5.

Por simplicidade, consideremos o caso em ¢, e o problema (6.7). O caso em ¢; é o

mesmo fazendo k= 0.

=
VRS
m‘ |
S
~
——
=

Primeiramente note que se x; € I := [(%) ] , entao x(t,T,xz) € Iy para

2
todo t > 7, pois se x = (IB—IZ") , entao

1

2
e, analogamente, se x = <IB—02]‘> , entao x <0.
Isso diz que o intervalo I é positivamente invariante para o processo de evolugao
{8(t,7) € C(R?) : ¢t > 1}.
Agora, considere {Tp,(t) € C (R?):t >0}, i=0,1, o operador solugio do problema

autonomo

x=(1-2k)x—Bix, >0, x(0)=ux. (6.8)

o=

Esse problema é gradiente e possui trés equilibrios xg,xli’i == (%) ese {Sy(t,7) €
C(R?):t >t} é o processo de evolucio associado a (6.7), nds temos
+ _ + + + + .+
Xy = T (= s)xp < Syltss)x)y < Sylt,8)xyg < Ty (1 = 5)x1 9 = 479

e, se 51 < sp <, temos

xtl < Sy(t,sl)xto = Sy(l‘,Sz)XfOSy(Sz,Sl)xio < Sy(t,sz)xto < Sy(nsz)xio = xto

xi] < Sy(t,sz)xtl = Sy(t,52)Tp, (52— sl)xt] < Sy(t,sz)Sy(sz,sl)xt]

< Sy(t,sl)xtl < Sy(t,sl)xio < Tp, (t - sl)xio = xto
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Assim, temos que os limites

No(t) = lim Sy(t,s)xto, teR, e

§—3—o0
M) = lim Sy(t,s)xtl, teR.

s—y—o0

existem e correspondem a solugoes globais limitadas de (6.7) que estao em I;. Além disso,

Mo(t) > N1 (z) para todo r € R. Se &(¢) = no(t) — N1 (¢) > 0, entdo

1 —2k - .
(1=2)m0(2) = Y(t) 10 (# )3} E(1) = [1— 2k — (1) ()2 + Mo (6)m () + M1 (1)) E (£).
(1=2k)m(7) — ¥(

Seja () = 1 — 2k —¥(t)0(r)2. Entio 1io(t) = qt)mo(t) e

Mo(t) = ek 9O ny(s).

Tjo(t)
mM1(1)

=
~
S—
=
-
~~
~
SN—

Uma vez que Mo(t) € I, para todo € R, devemos ter el a(6)d6 ¢ [1 / %, %}, para todo
t>s.

Ademais
E(1) = q(t)& (1) — y() [no(t)m (1) + m(1)* ] (¢)
>

Escrevendo p(t) = y(t)[no(t)n1(t) +n1(¢)?], temos que p(t) %2(1 —2k) > 0 e, pela for-

mula da variacao dos parametros,

0<E@) = effq(e)deg(s) _ /st effq(e)dﬂp(r)fé(r)dr < efs’q(@)deg(s) 69)

< ef;q(e)deno(s) — nO(t)

Logo, fazendo s — —oo temos que a integral

[ pryar

—o0

3
é convergente e, como e 9(0)d0 () > 2 (g—‘l’) ’ (1 —2k) > 0, existe uma sequéncia s, — —oo

tal que &(s,) == 0. Entdo substituindo s por s, em (6.9) e fazendo n — oo, obtemos que

t 1
0<&() = [ el p((r)ar <o
e concluimos que My(t) = N1 (¢) para todo ¢t € R. Essa solucdo serd denotada por &, onde
k € (0,1) é o pardmetro em (6.2).

Isso prova a existéncia de uma tnica solugao global limitada de (6.7) que esta em
I, para todo t € R.

Este argumento pode ser repetido, sem mudancas, para o caso quando k = 0.

Nosso préoximo resultado sintetiza os resultados que acabamos de provar para o
problema (6.2).
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Teorema 6.2.1. Seja 0 <k < % Como acabamos de provar, (6.7) possui exatamente uma
solucao global & : R — R? que fica longe de zero. Como uma consequéncia disso, (6.2)

possui exatamente quatro solugoes que ficam longe de (0,0) e sdo dadas por

(§0,80) (1), 1 €R,
(=80, —%0) (1), 1 €R,
(

(=

S

(1)
& (1)
(1)
(1)

e

3 (1) = (&, =& )(1), t€R,
& (1 ELE)@), teR.

nos chamamos essas quatro solugoes de solugoes globais limitadas nao degeneradas. Iremos
denotar &;(r) = (0,0), para todo t € R.

Mostraremos que todas as solugoes globais limitadas de (6.2) tendem para /¢,
quando r — —oo e, com exce¢ao das solucoes globais limitadas £ (-) que permanecem em ¢
para todo t € R, tendem a ¢; quando t — +oo. Para provar isso, iremos primeiramente line-
arizar ao redor das solugoes globais nao degenerada e provar que as linearizacoes possuem

dicotomia exponencial.

Teorema 6.2.2. Seja 0 <k < % Entdo &5 = (0,0), &, e & . sdo solugdes globais hi-
perbolicas, isto é, a linearizagao ao redor de cada uma dessas solugoes possui dicotomia

exponencial.

Demonstragio. Afirmamos que a linearizacio do processo de evolucao {S(t,7) € C(R?) :t >
7} associado a (6.2) ao redor de & possui dicotomia exponencial com projecoes constantes

Q(t)=1e (I—Q(t)) =0 para todo r € R. Veja que essa linearizagao ¢ um sistema dinamico

d X1 . 1—k k X1
dt (xz) B ( k 1—k) (xz) (6.10)

Sobre o subespago invariante ¢;, o problema se reduz a x(t) = x, de onde segue

autonomo dado por

que x(t) = €'x(0) e ¢; é uma direcao instavel. Agora, sobre o subespaco invariante ¢, o
problema se reduz a x(t) = (1 — 2k)x, de onde segue que x(t) = ¢! ~2Kx(0) e ¢, também é
uma diregao instavel. Como qualquer outra solugdo do sistema linear é combinacao linear

dessas duas solucoes que possuem dicotomia exponencial, temos que &; é hiperbdlica.

Agora, vamos provar que a linearizacio do processo de evolucio {S(t,7) € C(R?) :
t > t} associado a (6.2) ao redor de &, é um processo de evolucao linear {L; (,7) €
C(R?) :t >t} que possui dicotomia exponencial. Esta linearizacdo é o processo de evolucao

linear associado & EDO linear

d (x) 1—k—3y(t)& k x1
dt <x2> - ( k 1—k—3y(t)§§> <X2> (611)
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Note que ¢; ainda é uma variedade invariante para (6.11) e que, ao longo de ¢;, o

sistema acima de reduz a

d (x) _ (1=k=3y(1)& k x1
dt \x ) k 1—k=3y(& ) \x

o que corresponde a cada coordenada satisfazer () = (1 —3B(r)&3)x. Lembrando que

Eo(r) = Eo(t) — y(1)Eo(1)3, n6s temos que

fo(f )

B 2
35 =2 (13108 ())

de onde obtemos que

ol1(1-37(0)50(6))d0 _ ,-2(t—s) (iio(t) ) ’
So(s)

e uma vez que &(t) € [h = [ﬁl %, By 5] para todo ¢ € R nés devemos ter que
() =(50) = (%)

e as solugoes de (6.11) em ¢; satisfazem
ﬁl ) 2(t—s) X1 (S)
Bo x1(s)

t
t
1Ly (6,s)(1— P < (Bl) 209 (>,

Portanto, se I — P é a projecao ortogonal em ¢, temos
Bo

Logo, ¢1 é uma diregao estavel.

Vamos ver o que ocorre na imagem de P, isto é, em ¢,. Ela corresponde a x; = —x;
satisfazendo x(r) = (1 — 2k — 3y(¢)EZ)x. Lembrando que &(r) = & (t) — y(t)&o(t)?, temos
que

t
50( ) =2(14k) + (1 =2k —3y(t)&(2)?)
500 )

De onde obtemos que

L (1-2-37(0)&(0)2)d0 _ ,—2(1-+4)( (éo(f))
Eo(s)

11
como &(t) € [ = [[31 . B, 2] para todo t € R nés temos que

()< ()< (B
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e as solugoes de (6.11) em ¢, satisfazem

xi(1) B 2(1+k)(t—s) x1(s)
(S HOR (E)]

Hu+@swu<(?) ) >,

logo

e /> é uma direcao estavel.

Unindo ambas as estimativas, obtemos que

nm+awn<(g) 269 1>,

A estimativa para a linearizagdo ao redor de 61*_ é exatamente a mesma com o
b

mesmo expoente.

Agora provaremos que a linearizacio do processo de evolucao {S(¢,7) € C(R?: ¢t >
7} associado a (6.2) ao redor de &, (1) = (& (1), —&(t)), t € R, é um processo de evolugao
linear {L, 1 (¢,7) € C(R?): ¢ > 7} que possui dicotomia exponencial. Esta linearizagio é o

processo de evolugao linear associado a EDO linear

d (x) _ (1=k=3y(t)& k x1
dt <x2> B ( k 1—k—3?’(t)§k2> <x2> (6:12)

Note que ¢; ainda é uma variedade invariante para (6.12) e, ao longo de /1, o

sistema acima se reduz a

d (x) _ 1—k—3y(t) &} k x1
dt \x,] k 1—k—=3y()2 ) \x

o que corresponde a cada coordenada satisfazer x(t) = (1 —3y(t)é2)x. Lembrando que

Eu(1) = (1= 2k)& (1) — ¥(1)&(1)*, temos

ék(t)

B 2
35 =2 0k + (1310 &0))

de onde obtemos que

oL (1-37(0)8(0))d0 _ ,(6k-2)(1—s) (ék(t) ) ’
Ek(s)

e uma vez que & (t) € [ = {(1 —2k)2 B (1 —2k)2 ﬁo } para todo t € R, segue que

() <(86) <(5)
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()]
x1(s)

||Lz+(sl)QH<(g1> (6260 4 >

e as solugoes de (6.12) em ¢; satisfazem

()l Gy e

ou, se Q ¢ a projecao ortogonal em ¢ e k € (%,%)

e, portanto, £; é uma direcao instavel.

Vejamos o que acontece com a imagem de I — Q, isto é, em /5. Isso corresponde a
X1 = —x satisfazendo x(r) = (1 — 2k — 3y(t)&Z)x. Lembrando que & (t) = & (t) — y(1) & (1),

temos que

32_8 — 24k 4 (1—2k—3y()E(1)?)

de onde obtemos que

o (1=2k=37(0)&,(6)7)d6 _ ,~2(1-2k)( <5k(f))
Sk(s)

1
e uma vez que &(t) € [ = [[31 >, B, 2} para todo t € R, devemos ter

() < (86) <()

e as solugoes de (6.12) em ¢, satisfazem
x1 (1) Bi 2(1-2k)(1—s) xi(s)
H (—m <f)> <ﬁ°) (‘xl (S>>

Lo (50— Q>u<(§;) 212009, >,

7IZS7

Ou seja,

e f» é uma direcao estavel.
O que mostra que a linearizacio de {S(t,s) € C(R?):¢ > s} ao redor de 52*  possui
dicotomia exponencial com projecoes Q(f) = Q, onde Q ¢é a projegao ortogonal em /.

A estimativa da linearizagao ao redor de §; _ ¢é exatamente a mesma com o mesmo
)

expoente. O

Observagao 6.2.3. Se k € (0, %), os calculos acima nos levardo a conclusao de que & +
¢é estavel nas variedades invariantes £; e £,. NOs esperamos que essa situacao iria requerer

a existéncia de quatro outras solugoes globais nao degeneradas e isso é exatamente o
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que acontece quando B é constante, para o qual conseguimos encontrar explicitamente os
quatro equilibrios adicionais que aparecem. No entanto, ndo conseguimos encontrar esses
equilibrios no caso nao autonomo. Nos nao estamos interessados nessa situagao, pois ela
nao corresponde a um atrator do problema de Chafee-Infante, que é o que nossa EDO

quer imitar.

No que se segue, mostraremos agora que todas as solugoes globais limitadas de
(6.2) tendem para ¢, quando t — —oo e tendem a ¢; (possivel no caso em que saem de

(0,0)) ou ¢, (maioria das solugdes) quando t — +co.

O argumento é dividido em quatro partes, todas similares, relacionadas aos qua-
drantes determinados por £ e ¢> no plano. Observamos que, como as retas £; e £, sao
subespacos invariantes para (6.2), os quadrantes determinados por essas retas também

sdo invariantes. Primeiro consideramos

01 = {(x1,%2) : x1 —x2 > 0 and x; +x > 0}

X2

4

b

Figura 5 — Regido Qi

Proposigao 6.2.4. Se x(t) = (x1(¢),x2(¢)) é¢ uma solugdo global limitada em Q;, entdo

1x(t) — 1] =30 e ||x(2) — £2]] == 0.

Demonstragdo. Considere a mudanca de coordenadas (rotagdo de § mno sentido anti-

horério):

Xy — X1 X2+x1

\/E ) \/i ):(ZhZZ)

(x1,22) = (
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224

T(01)

Figura 6 — Regiao T(Q)

Assim, em Qj, teremos x| = @(Zz —2z1)exp = ‘/Ti(zl +22), com z1,23 > 0.

Nestas novas coordenadas, o fluxo (6.2) é expresso como

Z1=z1(1—-2k)— @((Zl +2)° —(2—2)%) = fo1(z1,22)
n=2-"a+2)+(@-20)) = firlz1,2)

Considere agora uma curva do tipo z» = rzj, cujo vetor normal ¢ dado por n
(—1,— ) quando z; # 0.
1

nrz

2,2)

Sobre esta curva, temos o campo

fea(ar ) =21 (1-20) = B (22} +- 672

fea(err2f) = r2l = B (6r " 2072}

Queremos mostrar que, para algum n € N, o campo (f31(z1,7z}), fz2(z1,rZ})) aponta
pra dentro da curva. Veja que se assim o fizermos, teremos mostrado que se (z1(s),z2(s))
satisfaz zo(s) = rzi(s)" e t > s, entao (z1(t),22(r)) satisfaz z5(¢) = r'z1(¢)", com ¥’ > r. Assim,
as solugoes convergirao para a reta z; =0 (que corresponde a reta x; = x;) quando ¢ cresce

e para a reta zp = 0 (que corresponde a reta x; = —x;) quando ¢ decresce.

2A

2=r7]

21

Figura 7 — Curvas de nivel
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Assim, vamos verificar sob quais condicoes temos (f; 1, f:2) “N(z ) > 0 sobre a
curva.
Temos
Z t n t 2n+1
(fols fo2) sy 1) = ;1 — %(6@ + 2127270y — 7 (1= 2k) + 9(2& +6r2zg * )) =
21(2kn—n+1) N Y(6) (3 (n—3)+ 22" (3n—1)) =0
n 2n
= 202kn—n+1)+y(t)(zi(n—3) +*"(B3n—1)) >0
Veja que se n = 3, a ultima desigualdade fica
43k —1) > —8y(1)r*z8
O que é verdade para todo r,z; > 0, pois k > % e ¥(t) > 0 para todo r € R.
Portanto, tomando n = 3, obtemos o resultado desejado. O]
Este resultado sera refinado quando tratarmos do semigrupo skew-product associ-
ado.

6.3 Configuracao Skew-Product

Nesta secao iremos escrever o semigrupo skew-product associado a (6.1) e descrever

seu atrator, como preterido.

Considere f: Rt x R? — R? dada por
f(t,X) = (_B(t)x%u _ﬁ(t)x%>
Entao (6.1) pode ser vista como

x = (k(xg —x1) +x1,k(x) —x2) +x2) + f(t,x), t >7>0 (6.13)
x(7) = x; € R? .

Tome o espaco C(R* x R?2,R?) com a métrica da convergéncia em compactos p.
Seja L={B(t+-):r¢€ R+}p e considere o semigrupo O(z) : £ — X dado por (O(7)B)(s) =
B(t+s).

Dado um compacto K C RT, é facil ver que {B(t+-):t € RT} é equilimitada e

equicontinua em C(K), logo, pelo Teorema de Arzeld-Ascoli, £ é compacto com rela¢ao a

p e, portanto, ¥ possui atrator global.
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Dado ¢ € ¥ e xg € R?, defina o mapa R > — # (t,0)xo € R? como sendo a solugio

do problema

X1 =k(xp —x1) +x —G(t)x?

X = k(x) —x2) +x2 — o (t)x3
(x1(0),2%2(0)) = xo

Entao {# (t,0) € C(R?) :¢ > 0,0 € £} é um cociclo. Considere entdo o semigrupo
skew-product I1(+) associado em X = R? x £ dado por

I(t)(x,6) = (K (1,6)x,0(1)0)

Se 1 :R — X é uma solugao global de ®, entdo podemos definir o processo de

evolucao Sy(t,s) = X (t —s,Mm(s)) para todo t > s como sendo a solucao de

X1 = k(x2 —x1) +x1 — n(s)(t —s)x3
%2 = k(x1 —x2) +x2 — 1(s) (¢ — 5)x3 (6.14)

(x1(s), x2(s)) = x0
que ja foi estudado na segdo anterior com ¥(f) = n(z)(0). Vamos entdo trabalhar em
descrever o atrator do semigrupo II(-). Se n(r) é solu¢do global de ®, seja 5;;7, i=1,2,

as solugoes hiperbdlicas do problema (6.14).

Vamos refinar a proposigao 6.2.4. Defina Eg = {((0,0),1n(0)) : 1 é solugao limitada de @}
e EF = {( sj](t),n(t)) : M (-) é solugdo limitada de O(+) e r € R}, i = 1,2. Sabemos que

Q1 x X é invariante sob a ac¢ao de II(-). Entao

Proposigao 6.3.1. Se (&;(¢),n(¢)) é uma solugao limitada de IT(-) em Q; x X, entdo

1(En(6),m () —EF | =5 0. Além disso, ou [|(&;(1),n(r)) — Zol == 0 ou [|(&y (), n(t)) —
=5 == 0.

Demonstragao. Seja (&y(f),n(t)) uma solugao global limitada em Qp para II(-) e uma
sequéncia t, — —oo com (& (tn), M (1)) = (0,V), é consequéncia do lema anterior que obte-
mos uma solucao global limitada (do processo de evolugao associado a solugao v(z) do semi-
erupo ©) (3(¢), V(1)) dada por (6(¢), (£) =limy ex(En (t+12), 1 (1+12)). Se (& (1),1 (1)) =
o, temos o resultado.

Sendo, (&, (t),n(t)) fica fora de uma bola de raio 6 e centro na origem. De fato,
veja que
(x1,%2) - (x1,%2) = (1 = k) (xf +23) + 2kx12 =1 (5) (¢ — ) (xf +23)

Como n(s) € £ é limitada e estd multiplicando um polinémio de quarta ordem,
existe 0 > 0 tal que (x1,x2) - (x1,x2) > 0 para todo t >s, f,s € R e x < §. Assim, se a

solucdo entrasse na bola de raio 6 centrada na origem, convergiria para tras para Z.
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Logo, (o(t),v(t)) é uma solugdo global limitada em ¢, que também fica longe da
origem. Assim, (o(¢),v(t)) = ((;‘ZV,V) e (&n(1),n()) guiny 5> (5;’“‘,,\/).

De forma analoga, obtemos que (&, (), (1)) =% Er. O

Os outros quadrantes gozam da mesma propriedade de forma simétrica. Com isso,
obtemos que os conjuntos Eg e E;—L sdo invariantes maximais e concluimos que II(-) é um
semigrupo dinamicamente gradiente em relagdo aos invariantes isolados {Zo, Eii,i =1,2}.

Podemos dizer um pouco mais, como veremos no préximo resultado.

Proposicao 6.3.2. Existem solugoes globais Cii em /; X X tais que

(=)

IZ0(r) = &)1 "=="0 ¢ [|Ef 1(1) = & (@) =5 0

e uma solugao que conecta &3 (5) a E (E]).

Demonstragdo. Faremos o argumento para Q1 X X. Tome 1(¢) solucdo global de ©. Entao
{1 é variedade instavel de &y (f). Logo, existe solucao global nao nula (&, (¢),n(r)) de I(-)
com [[(&on(r),m(2)) — (En(2),m(1))|] "Z2°0. Pelo lema 3.1.4, se {ty}pey ¢ uma sequéncia
com t, = o0 e (&y(ty),M(t)) — (0,v), podemos construir uma solugao global limitada
(o(t),v(t)) dada por (o(t),v(t)) = limysee(Cp(t +1,),M(t +1,)) €, como (o(t),v(t)) fica
longe de g, temos que (o(t),v(t)) = (7, v) € E]. O argumento ¢é andlogo para encontrar

IR
&

Além disso, como cada <§2+ n(é{ n) possui variedade instavel unidimensional, existe
uma solucdo global limitada (o(¢),v(r)), com (o(),v(r)) == égrn(éz_n), que converge

para ET (E]) pela proposicao anterior. ]

Podemos entdo ilustrar o atrator uniforme @ de (6.1) como abaixo.

Figura 8 — Representacao pictorica do atrator uniforme
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6.3.1 Estabilidade sob perturbacao

Podemos também mostrar que o problema é estavel por perturbacao. Considere
a equagao (6.13) com suas estruturas descritas na se¢do anterior, isto é, o semigrupo
driving O(-) possuindo atrator global ., o cociclo JZ(-,-) e o semigrupo skew-product
I1(-) com atrator global A. Se a famflia {fy(,")}vep,1] ¢ uma pequena perturbacio c',
uniformemente em ¢, de f(¢,-) na segunda varidvel, considere os semigrupos skew-product
{Hv}ve[()’” gerados por f, possuindo atratores globais A, uniformemente limitados. Mos-
traremos que a estrutura do atrator uniforme do semigrupo skew-product dado na Figura

8 permanece a mesma para Vv suficientemente pequeno.

Primeiramente note que, dada uma solugao global limitada ny : R — X, do semi-
grupo driving ®y(+), existe uma solugao global limitada associada 1 : R — £ do semigrupo
driving @(-) tdo préxima quanto se queira de 1y (-), no sentido de que se g(¢,x) =n(¢)(0,x)
e gy(t,x) = ny(1)(0,x), nés temos que g e gy sdo, uniformemente no tempo, préximas na

topologia C! com respeito & segunda varidvel.

Desta forma, se &, é uma solugao hiperbdlica para o processo de evolugao Sy(-,)
associado a n(-), da continuidade das solugoes hiperbélicas sob perturbacao (Teorema
5.5.3) obtemos a existéncia de solucoes hiperbdlicas &y, para os processos de evolugao
Sy, (+,+) proximas & &y. Podemos entao considerar, para v € [0, 1], as familias Ey formadas
pelos conjuntos Eg y = {(0,1y(0)) : Ny € solugao limitada de Oy} e Ef\, ={( iﬁw (t),0v(1)):
oy é solucao limitada de ®, et € R}, i=1,2. E imediato do argumentado acima que a

familia E, comporta-se continuamente quando v — 0.

Para vermos que os invariantes isolados que pertencem a E, sao maximais, mos-
traremos que existe uma vizinhanca de Ey que nao contém qualquer outra solucao global
limitada além das hiperbolicas contidas no invariante. Primeiramente lembre-se que, pelo
Teorema 4.0.13, uma solugao global limitada do skew-product corresponde a uma solugao
global limitada &y (-) de Sp,(-,-) para alguma solugdo My(-) fixa no semigrupo driving.
Assim, dado € > 0, tome (&y(+),ny(-)) uma solugao global limitada de ITy(-) em Og(Ey).
Mostraremos que, para € pequeno, devemos ter &, (R) C Og( liv) para algum i € {0,1,2}

e sinal =+.

Para tal, tome uma solugao global limitada 1(+) do semigrupo driving ®(-) proxima,
uniformemente no tempo, de 1y na topologia C! com respeito a segunda varidvel. Se élin

¢ uma solucao global hiperbdlica associada a 1, como no Lema 5.5.2, escreva &, como

&= [ Gex (6:9)lsv(s.Ev(5)) = Daf (s, E5 () Evls)lds

Com isso, é facil ver que &, — & quando v — 0 uniformemente na reta inteira,
onde &y é uma solucao global limitada de Sy(-,-). Além disso, devemos ter & préximo

de mR2(E) pela continuidade dos invariantes. Mas veja que ja sabemos a estrutura dos
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invariantes no problema original e, portanto, que &y estar uniformemente préxima de
T2 (E) significa que &y é igual a 5:57 Desta forma, para todo € > 0 e para v = v(¢)
suficientemente pequeno, temos que &, C ﬁ’g(éi’in). Pelo Teorema 5.5.3, existe € > 0 tal
que existe uma tnica solugao global limitada do problema perturbado em ﬁg(é;ﬁ,’)
esta solugao é hiperbolica. Assim, devemos ter que &, = 53/ para algum i € {0,1,2} e sinal

=+.

e que

Note ainda que tal € pode ser tomado uniformemente, uma vez que, conforme
+

i1’
tomias associadas a cada solucao hiperbdlica nao variam quando variamos 1. Como essas

demonstracao do Teorema 6.2.2 para cada vemos que as constantes M e @ das dico-
e-vizinhancas dependem de M e @ (ver Teorema 5.5.3), temos a uniformidade. Portanto,
tomando € como o obtido anteriormente, temos que E,, é o invariante maximal em O (ZEy)

para v suficientemente pequeno.

Desta forma, atentando-se para o fato de II(-) ser dinamicamente gradiente, o
Teorema 3.3.1 nos garante que a estrutura gradiente do nosso problema é estavel por

perturbacao. Isto é, existe um 8 > 0 tal que {Hv}ve[o,é] ¢ dinamicamente gradiente.
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