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Resumo 

Seja M o produto de ri cópias da esfera p-dimensional SP com p > 1 e ri > 2. Estu-

daremos nesta dissertação todos os automorfismos de Hp(M; 7L) 7L que são realizados por 

difeomorfismos de M, fazendo uma classificação destes. Como uma aplicação, veremos uma 

classificação completa das esferas p-dimensionais mergulhadas suavemente em M a menos 

de difeomorfismos de M. 



Abstract 

Let M be the product of n copies of the p-dimensional sphere SP with p ~ 1 and n > 2. 

We will study in this work aU automorphisms of H(M; Z) Zn which can be realized by a 

diffeomorphism of M, maicing a classification of them. As an application, we will see a com-

plete classification of smoothly embedded p-dimensionai spheres in M up to diffeomorphisms 

of M. 
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Introdução 

O objetivo desta dissertação é estudar todos os automorfismos de H(M; Z) Z' que são 

realizados como homomorfismos induzidos por difeomorfismos de M, onde M = SP x. x 8", 
o produto de n cópias da p-esfera SP com p ~: 1 e n > 2, e classificar mergulhos suaves de S'' 

em M. Todo difeomorfismo f : M - M induz um automorfismo f de H(M; Z) Z, o 

qual pode ser considerado como um elemento de GL(n;Z) = A E M(nx n; Z); detA = 

o grupo das matrizes de ordem n em Z com determinante +1 e munido da multiplicação, e 

seja D o subgrupo de GL(n; Z) consistindo de todos os automorfismos que são induzidos 

por difeomorfismos de M. 

Em 1962, C.T. Wall [22], em 1967, R.Z. Goldstein [6] e em 1969, H. Sato [18], fizeram 

um estudo deste problema para o caso n = 2. O que estudaremos aqui é uma generalização 

desses resultados feita em Lucas [14], que mostra: 

(i) D coincide com GL(n;Z) para  = 1, 3,7, 

(ii) D é um subgrupo de índice 2(n2_n)/2(21-1)(2 2 - 1) . (2 n - 1)/n! para p ímpar com 

p 	1, 3,7, 

(iii) D é um subgrupo finito de ordem 2n! para p par. 

• Em 1968, R.Z. Goldstein [7] fez uma classificação das esferas p-dimensionais mergulhadas 

suavemente em M a menos de difeomorfismos de M, para o caso n = 2 e p . 4. A clas-

sificação aqui apresentada é uma generalização deste caso, mais precisamente, se supormos 

que p=len>4,oup=2,3en>3,oup>4en>2 veremos uma lista deformas 

padrões de tais mergulhos e que qualquer esfera p-dimensional mergulhada suavemente pode 

ser aplicada continuamente a exatamente uma das formas padrões por um difeomorfismo de 

M. 

Apresentamos o trabalho em quatro capítulos como a seguir: 

No capítulo 1 enunciamos algumas definições e resultados importantes para o desenvolvi-

mento da dissertação. 

No capítulo 2 provaremos o principal resultado deste trabalho, o Teorema 2.2.1, que é 
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uma generalização do caso r = 2, feito por Wall e Goldstein, que trata da classificação das 
matrizes que representam automorfismos de M. 

No capítulo 3, como uma aplicação do Teorema 2.2.1 (classificação das matrizes que 

representam automorfismos), apresentaremos o Teorema 3.1.2, que trata da classificação de 
esferas mergulhadas. 

No capítulo 4, veremos a prova do Teorema 3.1.2 (classificação de esferas mergulhadas 

feita por Goldstein [7]) quando consideramos n = 2, e posteriormente analisaremos quais 

modificações são necessárias ao teorema 3.1.2 quando consideramos as orientações de S' e 
de M. 



Capítulo 1 

Preliminares 

Neste capítulo apresentaremos algumas definições e resultados básicos sobre álgebra, topolo-

gia diferencial e algébrica, com aplicações de alguns deles que serão necessários nos capítulos 

posteriores. 

1.1 Álgebra 

Comecemos relembrado alguns resultados sobre matrizes. Veja Hoffman-Kunze [13] para 

mais detalhes. 

Define-se por operações elementares sobre as linhas de uma matriz A de dimensão m x n 

sobre um corpo F, as operações: 

(i) A transposição de duas quaisquer linhas. 

(ii) A multiplicação de uma linha por um escalar não nulo. 

(iii) A adição de qualquer múltiplo de uma linha a qualquer outra linha. 

Define-se operações elementares sobre as colunas de uma matriz A, de maneira análoga. 

Vejamos também a definição da adjunta de uma transformação linear: 

Considere dois espaços vetoriais V e W sobre um corpo F e uma transformação linear 

T de V em W. Então T induz uma transformação linear de W*  em V, duais de W e V 

respectivamente, como segue. Suponhamos que g seja um funcional linear sobre W e seja 

f(c) = g(Tc) 

para cada a em V. Então a igualdade acima define uma função f de V em F, a saber, a 

composta de T, uma função de V em W, com 9,  uma função de W em F. Como T e g são 
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ambas lineares, temos que f também é linear, isto é, f é um funcional linear sobre V. Assim 

T nos fornece uma função Tt  que a cada funcional linear g sobre W faz corresponder um 
funcional linear f = Ttg  sobre V, definido na igualdade acima. Notemos também que Tt  é 

na verdade uma transformação linear de W*  em  V*;  de fato, se 91 e 92  estão em W" e c é 
um escalar 

[Tt(c91 + 92)1 (Ce) = (cgi  + 92)Ta = cgi (Ta) + 92 (Ta) = c(Ttgi)(a) + (T"92) (Ce)

de modo que Tt  (cg1  + 92) = cTtgi + 7'92- 

Teorema 1.1.1. Sejam V e W espaços vetoriais sobre um corpo F. Para cada transformação 

linear T de V em W existe uma única transformação linear Tt  de  W*  em  V*  tal que 

(Ttg)(a) = g(Ta) 

para todo g em W e a em V. 

Denominamos Tt  como a adjunta (ou transposta) de T. 

Outro fato a recordar é: se det é a função determinante das matrizes quadradas sobre 

um anel comutativo com unidade, e se al,...,an  são as linhas da matriz A, escrevemos 

detA = det(a1 ,. . , a,), então 

Esse mesmo resultado é válido se considerarmos a1 ,. , a7, as colunas da matriz A. 

Os resultados abaixo sobre grupos e anéis podem ser encontrados com maiores detalhes 

em Cohn [4]. 

Vejamos inicialmente que a intersecção de qualquer conjunto de subgrupos de um grupo 

C (mesmo um número infinito) é um subgrupo de G. Se X é qualquer subconjunto de C 

podemos considerar a coleção de todos subgrupos H de G tal que X Ç H e formar sua 

intersecções, digamos T. Então T será um subgrupo de G e pode ser caracterizado como o 

menor subgrupo contendo X. Um modo mais construtivo para descrever T seria: seja T' 

o conjunto de todos os produtos nos elementos de X U X', isto é, os produtos formados 

pelos elementos de X e seus invesos, incluindo 1 como o produto vazio. T' é um subgrupo e 
T' D X. E mais, qualquer subgrupo contendo X também contém T'. Logo T D T', mas da 

definição de T como a intersecção de todos os subgrupos contendo X temos T Ç T', COlfl isso 

T = T'. Esse subgrupo T é chamado o subgrupo gerado por X e escrito <X>, enquanto 

X é chamado conjunto gerador de T. 

• Recordemos também da definição do produto direto de dois grupos: 
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Definição 1.1.2. Sejam G grupo e A, B subgrupos de G; então G é o produto direto de A 

e B se cada elemento de A comuta com cada elemento de B e g de G pode ser unicamente 

escrito na forma 

g=ab (aEA,bEB). 

A definição pode também ser escrita como segue 

Proposição 1.1.3. Um grupo G é o produto direto de seus subgrupos A e B se, e somente 

se, A, B são normais em G, G = AB e A fl B = 1. 

Mais geralmente, chamamos um grupo G o produto direto dos subgrupos A1,... , Ar  

se quaisquer dois dos grupos Ai  comutam elemento a elemento e todo g E G pode ser 

unicamente escrito da forma 

9 = a1a.. . ar 	(a E' A.). 

Analogamente à proposição anterior, temos por indução 

Corolário 1.1.4. Sejam G grupo e A1,... ,Ar  subgrupos quaisquer de G; então G é o pro-

duto direto de A1,.... Ar  se, e somente se, cada Ai  é normal em G, G = A1 A2 .. A,. e 

A1 . . Aj_ nAi  = 1 para i = 2,.. . , r. 

Para uma generalização do produto direto: sejam A, B dois grupos e suponha que A age 

por automorfismos sobre B. Isso significa que cada a E A define um autornorfismo de B, 

escrito b '- b, de tal modo que 

b'=b, 	(ba)!=b!, 	(a, a' E A, b E B). 

Temos assim um homomorfismo À A -, AutB, e reciprocamente, qualquer homomor-

fismo À define uma A-ação sobre B. 

Então podemos definir um grupo G, chamado o produto semi-direto de A e B com a ação 

dada de A sobre B, como segue. Os elementos de G são novamente pares (a, b), a E A, b E B, 

com multiplicação 

(a1,b1)(a2,b2) = (aia2, b 2b2). 

Essa multiplicação é associativa: 

[(ai , b j)(a2, b2)1(a3, b3) = (aia2a3, b2aSb3b3) = (a1, b j)[(a2, b2)(a3 , b3)]; 

o neutro é (1A, 1B) e (a, b)-1 = (a-', (b-')--' ). Temos assim um grupo; os elementos (a,1) 

formam um subgrupo A1  isomorfo a A e os elementos (1, b) formam um subgrupo B1  isomorfo 

a B. B1  é normal em G e G/B1  A; em geral A1  não é normal em G. 



1.1 Álgebra 	 6 

Recordemos que R é mu Domínio de Integridade se R é um anel não trivial COlXlUt,atiV() 

sem divisores de zero. 

Seja R um Domínio de Integridade e suponha que para cada a E R, a 54 O, um inteiro 

não negativo (a) está associado tal que 

1. ço(ab) ~: cp(a) para todo a, b O em R, 

2. para quaisquer a, b E R, se b 54 O, existe q, r E R tal que 

(1 - b(J -1- '1, 	()ii(i( ço('r) < 	(b) ou r = O. 

Geralmente assumimos que cp não é constante, isto á, cp assume mais que um valor (por 

2, cp pode ser constante apenas se R é um corpo). Qualquer domínio com essas propriedades 

é dito ser Euclidiano. Em geral Z é um anel Euclidiano se considerarmos (a) =I a 1. Para 

verificar que um anel é Euclidiano é mais conveniente trocarmos a condição 2 acima por 

outra condição equivalente: 

T. Para quaisquer a, b E R, b 54 O, se ço(a) ~: (b), existe c E R. tal que 

- bc) < W(a) ou a - bc. 

Teorema 1.1.5. Em um anel Euclidiano R quaisquer dois elementos tem um rTuí?irnO divisor 

comum e um mínimo múltiplo comum; se o mdriirno divisor comum de a e b é d, então existem, 

u,v E R tal que d = au+bv. 

Tainbém é interessante recordarmos alguns resultados sobre grupos abeliano livres: 

A expressão de um elemento de um grupo em termos de um conjunto de geradores 

simplifica muito no caso do grupo ser abeliano. Assim se A é um grupo abeliano, gerado por 

ai , . ... a, todo elemento x E A pode ser escrito na forma 

.1. • - 	 . . . (I,'' 	(Yfl(i( (1 , . . , fl', E Z, 	(1) 
- 

ou quando A é um grupo aditivo, 

x=a1a1+...+aa. 	(2) 

Vamos adotar a notação aditiva, então temos (2); eiii geral não podemos afirmar que o 

coeficientes ai,. . . , an são unicamente determinados por x. Em geral, se a1 tein ordem finita 

rn1, podemos trocar a'1 por um múltiplo de m1 e ainda obtemos x. Um objetivo natural 
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seria encontrar uni conjunto de geradores { a1  , 	, a7 , } para A (ai (I1IC t0(1() ClClLidflt,O ::: J)O(IC 

ser escrito de um único modo na forma (2), onde ai  está restrito a O < ai < mi  no caso de 

ai  ter ordem finita m. Então a17 . .. , a7  é chamada base de A. Escrevendo A COO soma 

direta de grupos cíclicos A: 

(3) 

Reciprocamente, se A pode ser escrito como urna soma direta de grupos cíclicos, isso nos 

leva a representação (2) para seus elementos, a qual é única se, os ai  são siificicnt,eiziczit,c 

pequenos sempre que ai  tem ordem finita. 

Proposição 1.1.6. Se A é um, grupo abeliano qualquer, então o subconjunto M de elementos 

de ordem finita é um subgrupo. 

O subgrupo tA é chamado subgrupo de torção de A, seus elementos são chamados ele-

mentos de torção de A, enquanto os elementos restantes de A são livres de torção. O grupo 

A é chamado de grupo de torção se tA = A, e livre de torção se tA = O (tA é uni grupo de 

torção e A/tA é livre de torção). 

Um grupo de torção finitamente gerado deve ser finito. Se A é gerado por a1, ... . a e a 

tem ordem finita m, então todo elemento pode ser escrito na forma (2) com O < ai  < mi, 

então existe no máximo ml  m2 .. rn diferentes elementos em A. 

Para descrever os grupos livre de torção finitamente gerados temos 

Definição 1.1.7. Um grupo abeliano A é dito ser abeliano livre sobre e1,.. . , cit  se todo 

elemento de A pode ser escrito unicamente da forma 

À11 	 onde Àh...,À71. E Z. 

Em outras palavras, um grupo abeliano livre ( 11111 grupo com urna Iiaie coijis(,iiido de 

elementos livre de torção. É claro que A terá em geral muitas bases diferentes, mas todas 

terão o mesmo número de elementos pois, escrevendo 2A = {2x; x E A}, esse número é ri,, 

onde 

[A: 2A1 = 2. 

Esse número n é chamado o rank do grupo abeliano livre A. 

Teorema 1.1.8. Seja F um grupo abeliano livre sobre E = {e1 , , e,} Então qualquer 

aplicação de E em um grupo abeliano A estende a um único homomorfismo F,L - A. Em 

particular, qualquer grupo abeliano finitamente gerado pode ser escrito como urna imagem 

homomorfa de um grupo abeliano livre. 
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Assim, F com a aplicação inclusão E - F é universal para aplicações de E em grupos 
abelianos livres. 

A definição de um grupo abeliano livre pode ser estendida para o caso de rauk infinito e 

todo grupo abeliano pode ser escrito como uma imagem homomorfa de um grupo abeliano 

livre adequado. Para grupos abelianos finitamente gerados, o grupo livre tem uma caracte-

rização simples que não estende ao caso geral: 

Proposição 1.1.9. Um, grupo abeliano finitamente gerado é livre se, e somente se, é livre 

de torção. 

Corolário 1.1.10. Todo grupo abeliano finitamente gerado é a soma direta de 'um grupo 

finito e um grupo livre. 

1.2 Homologia e cohomologia 

.Podemos encontrar mais detalhes em Spanier [19]: 

Definição 1.2.1. Um complexo de cadeias C = (Cq, 0q ) é definido por um par de seqüências, 

sendo uma seqüência de grupos abelianos Cq, q E 4 e urna seqüência de hornomorfisrnos 

- 	tal que 0q-1  O o9. = O para todo q E Z. É definido também Cq  = O se q < O. 

A um complexo de cadeias C = (Cq, 0q)  se associa de modo natural certos subgrupos dos 

grupos de cadeias Cq . Os homomorfismos 0q  são denominados operadores bordo, os elementos 

de Cq  são chamados de q-cadeias, o grupo Zq(C) = ker0q  é chamado de grupo dos q-ciclos, 

o grupo Bq(C) = Im0q+1  é chamado de grupo dos q-bordos. Sendo 0q1 ° o9q  = O, então 

Bq(C) C Zq (C) e o grupo quociente 

Hq(C) = Zq(C)/Bq(C) 

é chamado de q-ésimo grupo de homologia do complexo C. 

Sejam C um complexo de cadeias e G um grupo abeliano. Podemos formar o complexo 

de cadeias C®G= (Cq  ØG,0q Ø1) com 01 Ø1:Cq ØG—.Cq _i ØG, onde 1:G---.Géo 

homomorfismo identidade. Definimos Hq (C; G) = Hq(C 0 G) como sendo o q-ésimo grupo 

de homologia do complexo C com coeficientes no grupo G. 

A relação entre os grupos Hq (C; G) e H. (C) é dada pelo seguinte resultado: 

Teorema 1.2.2. (Teorema dos Coeficientes Universais para Homologia) Sejam C um com-

plexo de cadeias livre, isto é, os Cq  são grupos abelianos livres, e G um grupo abeliano. 

Então 

Hq(C;G) Hq(C) ØGEDT0r(Hqi(C),G). 
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Definição 1.2.3. Sejam G um grupo abeliano e Cl = (G',, Üq) um (o7r17)iex0 de cadeias. 

Forrri.amos o grupo abeliano C" = Horrt(G,,, G), isto é, seus elementos 5(M) Iwinomorjismos 

h : Cq — G chamados de q-cocadcias de C. O cobordo de li e urna ((1 + i)-cocadeia, 

denotada por Óh, S!1h = (1)11 O 8q+1 C',,+ —+ G. Em outras, palavras o operador 1)01(10 

C'q induz 	Hom(G'q,G) 	HoTfl(C'q+i,G) e 6,1 
= (_1)1+ a, +1. Observe 

que 6 o 61-1 = 0. Segue-se que (Ci', õ'1) é uni, complexo de cocadcias cora coeficientes em 

G. Denotaremos Hom(C, G) = (Hom(C'q, G), 8v). A homologia do complexo Hom(C, G) é 

a cohonu)loqia de C com coeficientes cru G. Denoiarewos pai H'1(C; G), is/o é, 

H" (C; C) = kcr5"/Iiru". 

Uni elemento de kcr(&') é chamado de q-cociclo e um elemento de Im(' 1) (:liauia(lO 

de q-cobordo. 

Teorema 1.2.4. (Coeficientes Universais para Cohonioio(lia) Sejarri. C um complexo de 

cadeias livre e G uru grupo abeliano. Então, 

H"(C; G) Horn(Hq(C), C) (D Ext(H,,_ j (C), G). 

Em Greenberg 181 podemos encontrar os resultados de homologia e cohoinologia singular 

para um espaço topológico X, descritos abaixo. 

Considere os vetores E0 = (0,0,.. .), E1 = (1,0, . . . ), E2 = (0, 1,0....)......m 1l. Iden-

tificamos 1k" como o siibespaço onde todas as componentes depois da n-ésiiva são iguais a 

zero. Para qualquer q ~: 0, q o simplexo geométrico q-dimensional gerado por E0,.. . , E,,, 

chamado q-simplexo padrão. 

Sendo P0, . . , P,, pontos eni algum espaço afim E, (P, . . . , Pq ) (lcnot;ará a restrição a 

da única aplicação afim IR" — E aplicando E0 cm P0, . . ., E, em P,,. Assim (P0, . . . , P,,) é a 

aplicação identidade de Li,,, denotada por õq. 

Dado um espaço X, um q-simplexo singular em X é unia aplicação A,, —' X. Definimos 

Sq(X) como o A-módulo livre gerado por todos os q-simplexos singulares (onde módulo é um 

grupo abeliano aditivo e A o anel dos coeficientes). Os elementos de S,,(X) são combinações 

lineares 

VO 

onde o corresponde aos q-siinplexos singulares, e os coeficientes v são de A. Essas somas 

são chamadas q-cadeias singulares. 

Para q > 0, defina F, : 	— 	 para O < z < q, sendo a aplicação afim 

(E0 .. . Ê. . E,,), onde Ei significa omitir E. Com  isso definimos a i-ésimna face o•' de 
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o como sendo o (q - 1)-simplexo singular o-  o F. Assim F é a i-ésima face de 8q•  F aplica 

q-i afim e homeomorficamente sobre a face de A. oposta ao vértice E. 
Agora definimos o bordo de um q-simplexo singular sendo a (q - 1)-cadeia singular 

O(o-) = y'(1)io-(i) 
i=O 

e 00 = O. 

Uma q-cadeia singular c tal que 8(c) = O é chamada um ciclo; se c = 8(c') para alguma 

(q + 1)-cadeia c', c é chamada um bordo. Como 88 = O os bordos formam um subrnódulo B1  
do módulo Zq  dos ciclos; e ZCJ /Bq  é chamado o q-ésimo módulo de homologia singular de X, 

denotado por Hq (X; A), ou simplesmente Hq (X) quando a referência ao anel A é conhecida. 

Definição 1.2.5. O módulo S(X)  de todas as cocadeias singulares sobre X é 

HomA(Sq(X), A) = Sq (X)*.  Assim a cocadeia singular de dimensão q é um homomor-

fismo A-linear c: Sq(X) -+ A. Se denotamos o valor desse homomorfismo sobre urna cadeia 

z por [z, c], temos então as igualdades 

[z1  + z2, c] = [zi ,c] + [Z2, C] 

[z, c1  + c21 = [z, c11 + [z, c21 

[zJz,c] = zi[z,c] = [z,zJc] 	ii E A 

tal que [,] é bilinear. 

Como S. é um funtor de espaços topológicos em A-módulos e HomA( A) é um con-

trafuntor na categoria de A-módulos, o funtor composto S'1  é um contrafuntor de espaços 

topológicos em A-módulos. Mais explicitamente, se f : X -+ Y é uma aplicação qualquer, 

então S(f) S' (Y) -+ S(X) é definido pela fórmula 

[z,s(f)c] = [Sq(f)z,c] 

para qualquer q-cadeia z, q-cocadeia c. Quando z é um q-simplexo singular o-, a fórmula se 

torna 

[o-, S'(f)c} = [f o o-, c] 

em outras palavras, 8q(f) é a transposta S(J (f)t de Sq(f). 

Proposição 1.2.6. Existe um único homomorfismo 8: S(X) -' S(X) satisfazendo 

[,9z, C] = [Z, 5c] 
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para toda (q + 1)-cadeia z e q-cocadeia c. Se f X - Y é urna aplicação qualquer, então 

6S(f) = S+l(f)5.  

E mais, 

Chamamos õ o operador cobordo. 

Definimos os módulos de cociclos e cobordos por 

Z"(X) = Kernel õ S"(X) - 

B'(X) = Imagem õ : S 1(X) - S" (X) 

e o grupo de cohomologia H(X;  A) por 

H'(X) = Z(X)/B(l(X). 

Os grupos de homologia e cohomologia deste trabalho, terão coeficientes inteiros. 

Seja 

S*(X) = EDq>oSt1 (X). 

Vamos definir um produto, denominado cup, em S*(X):  queremos que seja bilinear e 

que c - d E SP+(X)  se c E SP(X) e d E S(X).  Para definir c - d, é suficiente especificar 

[u, c '-. dl para qualquer (p + q)-simplexo singular u. Para isso considere as aplicações afins 

Pq Lq 	p+q 

dadas por À = (E0 . E,,), Pq = ( EE +1  ... Ep+q ). Fazendo 

[cr,c—d] = [u,\,c][up(J ,d] 

onde o lado direito é o produto de dois escalares em A. Se c = E, d = Edq  são elementos 

arbitrários de S*(X), temos por definição 

C '- d = 
p,q 

Proposição 1.2.7. O produto cup em S*(X)  é hilinear, associativo, e tem, como elemento 

identidade a O-cocadeia 1 definida por [x, 11 = 1 para todo ponto x E X. 
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Proposição 1.2.8. 0 operador cobordo é uma derivação do anel-graduado S*(X),  isto é, 

8(c"— d) = 8c—d+(--1)c'--- Sd 

para c E SP (X), d E SI,  (X). 

Corolário 1.2.9. A soma direta Z*(X)  do módulo dos cociclos é um subanel de S*(X) 

e a soma direta B*(X)  do módulo dos cobordos é um ideal em Z*(X),  conseqüentemente 

passando o produto cup ao quociente, a soma direta H*(X)  dos módulos de cohornologia 

torna-se uma A-álgebra graduada. 

Seja  : X - Y uma aplicação contínua. Então f induz homomorfismos S(f) : S(Y) 

S(X) para todo q, e conseqüentemente um homomorfismo S* (f : S* (Y) S*(X)  definido 

por 

S*(f)(>cp) = >SP(f)(cp) 

Similarmente temos um homomorfismo de módulo H* (f) : H* (Y) H (X). 

Proposição 1.2.10 S*(f) e  H*(f)  são homomorfismos de anéis. 

Corolário 1.2.11. S e H são contrafuntores da categoria de espaços topológicos para a 

categoria das A-álgebras graduadas. 

Teorema 1.2.12. Em H*(X)  temos 

a - b = (-1)b - a 

para a E HP(X), b E H' (X). Em particular, se a = b e p é ímpar, a a = O, contanto que 

Á tenha característica diferente de 2. 

Ainda em Greenberg [ 8] temos 

Teorema 1.2.13. (Fórmula de Künneth) Se X e Y são espaços topológicos, existe um 

isomorfismo natural 

H. (X X Y) 	H(X) ® Hq(Y) 	Tor(Hr(X), 118 (Y)) 
r+s=n-1 

para todo ii. 

Em Spanier [ 19] podemos encontrar o seguinte resultado de homologia e cohomologia 

para variedades diferenciáveis: 
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Teorema 1.2.14. (Dualidade de PoirLcaré) Se'ja M 'unia 'rL-varLedade corripacta (Oifl bordo 

M. Se (M, ,9M) é orientável, então: 

H"(M,8M) 

HP(M) H(M,aM). 

1.3 Homotopia 

As seguintes definições podem ser encontradas em Hilton 1101. 

Sejam X, Y espaço de Hausdorff conexos por caminhos e considere aplicações contínuas 

de X em Y. Dizemos que fo, f : X -+ Y são hornotópicas se existe uma aplicação contínua 

F: X x 1 -+ Y, onde lê o intervalo unitário O < t < 1, tal que F(x,0) = fo(x),F(x,1) = 

f i(x) para todo x E X (se fo é homotópica a f escrevemos fo 
-' fi). 

Agora sejam f:X—Yeg:Y--+X tais que yf:X--+Xefq:Y--+Ysíio 

homotópicas as aplicações identidades apropriadas. Então dizemos que X e Y tem o mesmo 

tipo de homotopia. Chamamos f e g equivalências de homotopia e !l(f) uma homotopia 

inversa de f (g). Considerando 1 como a aplicação identidade de qualquer espaço nele mesmo, 

então yf 1 e fy ' 1. 

Seja 1" o n-cubo Euclidiano, consistindo dos pontos (ti,... , t) com O < ti < 1, i = 

1; 2,... , n. O bordo de 172, escrito Í', consiste dos pontos de In onde ti = O para no mínimo 

um valor de i. 

Agora seja X um espaço de Hausdorff conexo por caminhos e seja x0 E X. Sejam 

f,g : P -+ X tal que f(1,t2,. 
. 3 til)  = g(O,t2, .... t1 ) e defina h : In 

-+ X por 

Çh(t1, ... ,t,) 	
f(2t1,t2,... ,t) 	O, < t1 ~ 1/2 

= s 
1 y(2t1 - 1,t2,.. .,t,1) 1/2 < t1 < 1. 

Então h é contínua e escrevemos h = f + g. 

Suponha agora que f, çj aplicam in em :c0, e seja Mi, (X, :c(J ) a coleção de todas 	xS apli- 

cações contínuas de pares (P, Í") - (X, xo). Então f + g está definida e pertence a 

M(X,x0). Assim temos uma adição em M(X,xo). Seja ir(X,xo) a coleção de todas 

as classes de homotopia das aplicações contínuas de pares (P, Í') 	(X, :t0), e seja [fI a 

classe de f. Se f,g E M(X,XO), então [f + g] depende apenas de [f] e 	e com isso a 

adição introduzida em M,, (X, x0) induz urna adição em ir (X, x0). 

A adição definida em ir,(X, z0) não é apenas descrita em termos da adição particular em 

M,, (X, x0), existem outras formas equivalentes de definir esta operação. 
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Teorema 1.3.1. Segundo a operação de adição, a coleção de classes, ir(X, x0), é um grupo. 

7r7 (X,xo) é abeliano se n> 1. 

O grupo ir(X, x0) é chamado o ri-ésimo grupo de homotopia de X com ponto base 

xo E X. Quando n = 1, ir j(X,xo) é chamado de grupo fundamental de X. 

Os próximos resultados podem ser encontrados em Spanier [19]: 

Teorema 1.3.2. (Teorema de Hurewicz) Seja X um espaço simplesmente conexo. Então, 

as seguintes afirmações são equivalentes: 

7r3(X)=0, 	1<j<n-1, 

H(X)=O, 1<j<n-1. 

No caso de uma das condições acima estar verificada, 'tem-se H(X) ir(X). 

Sejam X e Y espaços topo lógicos e f X - Y uma aplicação contínua. Dizemos 

que f é urna equivalência de homotopia fraca se f induz uma correspondência biunívoca 

entre as componentes conexas por caminhos de X e Y e se para todo q ~ 1 e x E X, 

f# : irq (X, x) .' 71q (Y f(x)) é um isomorfismo. Observe que se f X - Y é uma equivalência 

de homotopia, então f é uma equivalência de homotopia fraca. Se X e Y forem variedades 

de classe C°°, então tem a estrutura de CW-complexos e os conceitos de equivalência de 

homotopia fraca e equivalência de homotopia coincidem. 

Também em Spanier [19], são estabelecidas correspondências entre os elementos de 

ir(X,xo) e as classes de homotopia das aplicações contínuas f: (Sn ,po) - (X,xo), po E S, 

ou g: (Da, S') -' (X, x0), onde D é o disco orientado ri-dimensional unitário e S 1 sua 

fronteira, isto é, a (ri - 1)-esfera unitária. 

Seja Y um subespaço fechado 'e conexo por caminhos de X e Yo E Y. Os elemen-

tos do grupo de homotopia relativo ir(X, Y, 1,0) estão em correspondência com as classes  

de homotopia de aplicações contínuas g' : (Da, Sn- ',po) - (X, Y, yo), onde g'(D') c X, 

g'(S') c Y e g'(po) = yo Note que um elemento de ir_i (Y, yo) é representado pela 

restrição de g' a S"', g' Isn_i: (S',po) - (Yyo). 

Considere SPVSQ = Sp X { qo } U {po } XSq c 	ondepo E SP , q0 E 	2. Os 

elementos de 7rpq(SP x S , 9Pv91, *) estão em correspondência com as classes de homotopia 

de aplicações contínuas g' : (D' x De', 0(DP x Da), w) - (Sp x S", S V 	*), onde g'(DP x 

D) c Sp x 	g1(5(DP x Da)) c SPvS1 e g'(w) = *, com w E 5P1 X S' = DDP X 5D' c 

5(DP x D) = 	 e * = (po,qo). Assim, cada elemento 'y E irpq(SP X S(1.,' SP V S,*) 

'representado. por uma aplicação contínua g': (DP x D1, 5(DP x Da), w) - (S x S, SPVS(J, *) 



1.3 Homotopia 	 15 

Observe que Hpq(SP X S'I, SP V S) 	Z. Segue-se do teorema de Hurewicz relativo, em 

Spanier 1191 pag. 397, que 7r.+. (SV X S', S" V S", *) 	Hp+q(S" x S", S" v S") 	Z, pois 

SP x Sq e SP V Se" são, neste caso, simplesmente conexos. 

Defina o hornornorfismo bordo 

d: 7r;,+q (S' X Sq , SP  V S", *) ; 7r;,+q_i  (SP v S,  *) 

como sendo d(-y) = c, onde c é a classe de homotopia representada por 

9' 

 
18(DPxD11): (0(D1' x D"), w) — (S1'VS",*). 

Definição 1.3.3. (Colchete de Whitehead) considere as classes de hornotopia ce E 7r1,(X, x0 ) e 

P E 7rq(X,xo) representadas pelas aplicações contínuas Vi 	(S1',po ) —+ (X,xo) e 

92 	(se,  qo) - (X, x0 ) e a aplicação 91  V g : (S1' V S", *) — (X, x0 ) com (91  V 92)(po,  (1o) = 

x0 ,(91  V92)(x,qo) = gi(x),(gi V92)(po,y) = 92(y). Seja 	um gerador de 7r +,(s1' x Se', 

SP v S, *) Z escolhido através da fixação de uma orientação adequada de SP x S.  Para 

a composta abaixo 

 

7r p+q(S' X S, SP 	* 

 

7pq_1(SP v 	
(givga)# 

*) ----7rp+q_ i (X,xo) 

defina 

 

Ice, 01 =((giVg2)od)('y)=(g1Vg2)(ci)E7rp+q_1(X,xo). 

O elemento [cv, Í3] é chamado de Colchete de Whitehead (ou produto de Whitc/tead) de c 

e t3. Observe que Ice, 13] só depende das classes de hornotopia ce e t3 e não dos particulares 

representantes gi  e 92. 

Uma propriedade do Colchete de Whitehead que vamos precisar no segundo capítulo é a 
ubilinearidade ti, isto é, para todo m, n E Z tem-se 

[mc,ri.fi] = mn Ice, fiJ. 

O fato de que o Colchete de Whitehead [, ,0j é bilinear cm a e fl, se p, q > 2, pode ser 

encontrado em Whitehead [231. 

Para os enunciados e demonstrações a seguir ver Cartan [3]. 

Proposição 1.3.4. A aplicação contínua !11  V92  : SP V S' — X se estende a urna aplicação 

contínua F : SP x S' - X se, e somente se, [a,] = 0 em 7r7)+q_1(X,xo). 
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Definição 1.3.5. (Definição de H-espaço) Seja (X, x0) espaço topolágico X com ponto base 
x0  E X. Dizemos que X é um H-espaço se existe uma aplicação contínua f: X x X - X, 

com f(xo, x0) = x0  tal que as aplicações f X -+ X, f1(x) = f(x, x0), e 	X -+ X, f 2(x) = 

f(xo, x), são homotópicas à identidade id : X -+ X. O ponto Xo E X é o elemento neutro 

de X a menos de homotopia. 

Foi demonstrado em Adams [1], que SP  tem estrutura de H-espaço se, e somente se, 

p = 1, 3,7. Nestes casos, a aplicação f: SP x S' - SP é a multiplicação dos complexos, dos 

quatérnios e dos octônios de norma igual a 1 respectivamente (ver também Cartan [3]). 

Proposição 1.3.6. Se p é um número ímpar p 1,3,7, ou seja , S' não é um H- espaço, 

então ['y, 'y] é um elemento de ordem 2 de 1r2 _ i(S1'), onde 'y é um gerador de ir(SP) Z. 

1.4 Topologia das variedades diferenciáveis 

.Veremos agora algumas definições e propriedades sobre variedades diferenciáveis, que poderão 

ser vistas com maiores detalhes em Hirsch [11]. 

Seja f M -+ N uma aplicação de classe C' (onde M, N são variedades C', r > 1). 

Dizemos que f é imersiva em x E M se a aplicação linear Tf : TM -+ Tf (,.) N for injetiva, 

e submersiva de Tf for sobrejetiva. Se f é imersiva em todos os pontos de M ela é uma 

imersão; se ela é submersiva em todo ponto, f é uma submersão. 

Dizemos que f é um mergulho se f é uma imersão que aplica M homeomorficamente 

sobre sua imagem. 

Sejam M e N variedades diferenciáveis orientadas de dimensão n, ambas sem bordo, com 

M compacta e N conexa. Seja f : M - N uma aplicação diferenciável de classe C e 

•x E M um ponto regular de f (ou seja, x é um ponto onde f é submersiva). Observe que, 

nestas condições, a derivada de f no ponto x, denotada por df,  é um isomorfismo entre os 

espaços tangentes em x e em f(x). Dizemos que f preserva a orientação em x se df levh 

uma base de TM da orientação de M numa base de Tf()N da orientação de N. Se isto não 

ocorre, dizemos que f inverte a orientação em x. 

Definição 1.4.1. (Grau de uma aplicação diferencidvel) Seja x E M um ponto regular. 

Dizemos que o grau de f no ponto x é igual a 1 se df preserva a orientação. Denotaremos 

por degf = 1. Se df inverte a orientação, então o grau de f no ponto x é igual a —1. 

Para cada valor regular y E N de f, definimos também o grau de f sobre y como sendo 

deg(f,y)= 	degf. 
xEf' (v) 
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Se f'(y) for vazio, deg(f, y) = O por definição. Observe que f'(y) tem um número 
finito de pontos, pois M é compacta. 

O grau de uma aplicação contínua f, denotado por degf, é definido como sendo o grau 

de uma aplicação h, deg(h, z), onde h M - N é uma aplicação C00  homotópica a f e 

z € N é um valor regular para h. 

Por resultados de Hirsch [111, tal aplicação h M - N existe e degf independe de h e z. 
Se N é compacta, então f. [M] = (degf )[NI em H,, (N; Z), com [M] e [NI classes funda-

mentais de M eN respectivamente. 

Agora, se P, Q são variedades, uma isotopia de P em Q é uma homotopia 

F:PxI —Q, 

F(x,t) = F(x) 

tal que a aplicação 

P:PxI —QxI, 

definida por F(x, t) = (F(x), t), é um mergulho. 

Quando P = Q e cada F é um difeomorfismo, e F0 = 1c, então F é chamada uma 

difeotopia. 

Outro resultado de variedades diferenciáveis é o teorema de aproximação, o qual podemos 

encontrar em Haefliger 191, e diz 

Teorema 1.4.2. (a) Qualquer mergulho topológico (respectivamente imersão topológica) 

de uma variedade diferenciável Vn  em uma variedade diferencidvel wm  pode ser apro-

ximado por um mergulho diferericiável  se m > 3(n + 1)/2 (resp. urna imersão difereri-

cidvel se 'rh > 3mi/2). 

(b) Sejam fo, fi dois mergulhos diferenciáveis (resp. imersões) de V' em W. Qualquer 

homotopia na categoria de mergulhos topológicos ('resp. imersões) pode ser aproximado 

por uma isotopia diferenciável se m> 3(n + 1)/2 (resp. uma homotopia ria categoria 

de imersões diferenciáveis se rn > (3n + 1)/2). 

.1.5 Difeomorfismos do produtos de esferas 

As definições e os resultados a seguir podem ser encontrados em Lucas [15]. 

Denotaremos por * um ponto base de S, com uma orientação fixada e consideremos a, 

com i = 1, 2,.. . , n, classes de homologia que geram H,, (M; Z) representadas por SP x {*} x 

{*}j*} x SP x {*} x ... x {*},...,{*} x ... x {*} x S. 



3 1 seo-(j)=i 
aij 	

1 O caso contrário 

1 sei(k)=j 

I. 
e 	= 	

o caso contrário 
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Definição 1.5.1. Seja f : M - M um difeomorfismo e f. : H(M) - H,(M) dada por: 

f(a) = E 1acx. 

Chamamos a matriz 

If= 

a11  

a21  

a,1  

£12 

a22  

a2 	... 

a1  

a2 

de matriz da induzida por f na base {ai} de H(M; Z). 

Os a (i,j = 1,2,... ,n) de cada coluna de lf  são os graus das composições 

S - kj - M 	M --- s, 

onde k é a inclusão do j-ésimo fator em M e iri  é a projeção no i-ésimo fator. 

	

Vamos denotar GL(n; 7L) = {A E M(n x n; 7L); detA = 	o grupo das matrizes de 

ordem n em 7L com determinante ±1 e munido da multiplicação. 

Definição 1.5.2. Dizemos que uma matriz A E GL(n; 7L) é realizada por um difeomorJisrno 

de M se existe um difeornorfismo f: M - M tal que l f  = A: H(M) -* H(M) na base 

canônica {ai} de H(M). 

• Definição 1.5.3. Seja D o subgrupo de GL(n; Z) consistindo das matrizes A E GL(n; 7L) 

tais que I f  = A para algum difeomorfismo f : M - M. 

Definição 1.5.4. Seja !3, o grupo das permutações de ordem ri, isto é, '!3, é o grupo das 

bijeções a : {1,2,...,n} - {1,2, .... n}. Para cada a E 03, definimos B = (b) E 

GL(n; Z) como sendo 

bjH 1 sei=a(j), 

O caso contrário. 

Observemos que a aplicação contínua 'y: On - GL(n; Z) definida por y(a) = B é um 

monomorfismo. De fato, para 0jL E 	, considere B, = (a) e B,, = (bjk), onde 

Faça B BÍL = C = (cjk) = (>t abjk). 
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Seja j =/L(k). Então temos Cik = a I blk  + a2b2k + 	+ a fl,b fl  = 	O + 	+ a.j 1 + 

+ 	O = a, ou seja 

	

Cik = 1 	—1 	i = r(j)j = ooj(k), 

Isto implica que C = B01, = 	o jt) e tem-se que 

• -y(g) = 	. 	= 	= ,y@J. ° ii) 

e logo 'y é um homomorfismo. 

Mostremos que 'y é injetiva, isto é, se o 4 j, então 'y(o) 4 o(p). Considere 'y(o) = B,= 
(a) e 'y(j) = B,L  = (b). Como o 4  u, existe 1 com 1 < 1 < ii tal que o(1) 	i(1). Faça 
rn = p(1) 4  o(1) = k e tem-se que 

c7(1)=k=akj =1 e 	o, 

e 	= O. 

Logo aki 	bkz, ou seja, B0. 	B,, e assim 'y(o) 	'y(j). Portanto 'y é injetiva. 
• De agora em diante, identificaremos On  com y(5) c GL(n; Z) pelo isomorfismo 

'Y: o. - 
Seja i: GL(n; Z) - GL(n; Z2) o homomorfismo canônico, definido por 77(X) = X, onde 

X = (x), 7 = (Z) e 	x.(rnod2), e seja Gj = '(i(3)). Uma matriz em GL(n; Z) 

está em Gi  se, e somente se, cada uma de suas linhas e colunas contém exatamente um 

ímpar. 

Observe que* Gj  é um subgrupo de GL(n; Z). Corno identificamos 0. com  'y(), e 

é um subgrupo de GL(n; Z), pois é a imagem de um grupo por um homomorfismo, então 

temos que On  é um subgrupo de GL(n; Z). Agora, como cada matriz de & possui entradas 

O ou 1 temos que ij() = 	, e i() é um subgrupo de GL(n; Z2). 

Mostremos então que Gj é um subgrupo de GL(n; Z): 

(i) 1 E G1  pois rj(I) = 7 que é o elemento identidade do grupo 

(ii) Sejam A, .B E G1, logo ternos 77(A . .8) = q(A)7-1(B) que pertence a ij() pois este ó 

grupo. Logo A - B E G 1. 

(iii) seja A E G1, então 77(A) E 7(3) que é grupo, logo [77(A)]' está em 	e como 17 

homomorfismo, temos [77(A)] 1  = 77(A 1). Portanto, A' E G 1, ou seja, G1  é subgrupo 

de GL(n; Z). 
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Além disso, seja G2  o subgrupo de GL(n; Z) gerado por On  junto com a matriz diagonal 

R E GL(n; Z) com entradas da diagonal —1, 1,.... 1, ou seja G2  =< 	, R>. Note que G2  
é um subgrupo de G1, o que podemos ver diretamente da definição de subgrupo gerado. 

Observação 1.5.5. q é um epimorfismo. De fato, para X, Y E GL(n; Z) temos que 7J(X. 

Y) = X Y = 7 7 = 	rj(Y). Logo ij é um homomorfismo. Verifiquemos agora que i 

é sobrejetiva: considere X E GL(n; Z2) então as entradas de X são õ e 1, e o determinante 

de X é diferente de à Basta então considerar a matriz Y em GL(n; Z) com entradas O onde 

é U em X e 1 onde é 1 em X. Assim, i7(Y) = X e portanto 'ij é sobrejetiva. 

Além disso, o índice [GL(n; Z) : G1] de G1  em GL(n; Z) é igual a 2(n2T)12(21 - 1)(22  - 

1). . . (2' - 1)/ri!, por Newmam [17]. 

Observemos primeiro a ordem de GL(n; Z2) : seja A E GL(n; Z2), então o determinante de 

A é diferente de zero, ou seja, A é não singular. Escrevamos A como a matriz de seus vetores 

coluna, A = [C1,. . . , C,]. Então, por A ser não singular seus vetores coluna são linearmente 

independentes sobre 4.  Com  isso vemos que existem 2' - 1 escolhas possíveis para C1 , 

uma vez que apenas C1  = O deve ser excluído. Suponha que escolhemos C1, C'2 ,. . . , C,. 

Então Ck+1 pode ser escolhido como qualquer vetor o qual não fica no subespaço gerado 

pelos vetores independentes C1 ,. .. , C,. Como esse subespaço contém 2' elementos e como 

existem 2' vetores no total, Ck+1 pode ser escolhido de 2' - 2' maneiras. Disso segue que A 

pode ser escolhido de (2' - 1)(2' - 2) .. . (2 n - 2n_1) maneiras. Logo, a ordem de GL(n; 4) 
e 

(2' - 1)(2 n -2) ... (2 n - 2'') = (2' - 1)2(2"' - 1) . . . 2''(21-1) 

= 21+1(21-1)(2 2 - 1) . . . (2 - 1) = 22I2(21 -1)(2 2 - 1)... (2' - 1). 

No caso de 	como !3,, é um grupo de permutação de n elementos, então a ordem 

de On  é n!. Assim, a ordem de 77(23) é n!. Com isso temos 

1 GL(n; Z2) 1 - 2(2_1L)/2(21 - 1)(22 - 1) 	(2' - 1) 

1 	 n! 

Mostremos agora que o índice [GL(n; ZZ) : G1 } de C1  em GL(n; Z) é igual a IGL(n; 4): 

Assim, por Lucas [15], temos: seja rn = [GL(n-, Z2) : 77(!5,)]. Note que a ordem de 

GL(n; 	é finita e é igual a 2(n2_n)/2(21-1)(2 2 - 1) ... (2' - 1). Em particular, rn é finito 

e é igual a 
2(22_)/2(21-1)(2 2 - 1). .. (2  n - 1) 

n! 
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Consideremos as classes laterais à direita de 5 = 	em GL(n; Z2) dadas por 5k1 , 1,,,2, 
Q3km, onde k1 , k2, .. . , k E GL(n,; 7L2) são representantes de classes. Como rj é um epi-

morfismo existem elementos 91,92,... ,g,, E GL(n; Z) tais que ?7(g j) = k. Afirmamos que 
G191 , G192 ,... , G1g são classes laterais à direita, distintas, de GL(n; Z). Pois se Gi gi  = 
G1g, então gg' E G1. Logo, 7;1(9jg;') = 	 = 	E 3 = 	e segue-se que 
04 = Q5kj e i = j. Isto mostra que as classes laterais à direita G191, G1!12, . . G1y sio 
todas distintas. 

Seja 9 E GL(n; Z). Mostremos que y E Glgi  para algum 9j. Tem-se que r(g) E GL(n; Z2) 
e 77(9) E Oki  para algum inteiro i, ou seja, r(g) = ukj com c E 0 = r(). Considere 

yy'. Tem-se ij(x) = 	= 77(9)77(gj)1 = 	= o• E 0. Logo, x E 	'(ij()) = G1 , 
ou seja, gy 1  E G1. Assim 9 E G1g. Segue-se que todo elemento' de GL(n; Z) está em 
alguma classe à direita de G1  em GL(n; Z). Então, G191 , G192 ,... , G1gm  consistem de todas 

as classes à direita de G1  em GL(n; Z). Portanto, 

[GL(n; Z) : G1} = rn. 

Outro modo de verificarmos a igualdade entre os índices segue do isomorfismo abaixo 

GL(n; Z) 	GL(n; Z2) 

_ 77(!5r) 

uma vez que ij é um epimorfismo. 

Observação 1.5.6. O subgrupo G2  é finito de ordem 2n!. De fato, G2  é isomorfo ao 

produto semi-direto de (Z2) por 0r, com respeito a ação padrão de 0% sobre (Z2). 

Como G2  =< 15, R >, sabemos que a ordem de 	= ii! e o produto de elementos 

de QS,, por R apenas muda o elemento —1 de linha e coluna, e quando multiplicamos por 

mais fatores R podemos fazer aparecer mais entradas —1. Logo, fixada uma matriz de Q.5 

podemos trocar alguns 1 por —1 e como as matrizes de 0,, possuem r linhas, podemos 

fazer essa troca de 2' maneiras diferentes, ou seja, para cada matriz fixada de 	podemos 

encontrar uma bijeção que troca 1 por —1, entre as n linhas da matriz fixada e o conjunto 

das partes de {1, 2,... , n}. Logo, a ordem de G2  é 2n!. 



Capítulo 2 

Classificação das matrizes que 

representam automorfismos 

Todo difeomorfismo f : M -* M induz um automorfismo ft. de H(M; Z) 	o qual pode 

ser considerado como um elemento de GL(n; Z) = {A E M(n x n; Z); detA = ±1} e seja 

D. o subgrupo de GL(n; Z) consistindo de todos os automorfismos que são induzidos por 

difeomorfismos de M. O resultado principal deste capítulo é o Teorema 2.2.1, o qual nos diz 

que 

(i) D coincide com GL(n; Z) para p = 1, 3, 7, 

(ii) D coincide com C1  (o subgrupo de GL(n; Z), no qual cada elemento possui apenas 

um ímpar em cada linha e coluna), para p ímpar com p 1, 3,7, 

(iii) D coincide com G2  =< 0, R> (onde !3 é o grupo das matrizes de permutação 

e R é a matriz com entradas na diagonal -1, 1, ..., 1), para p par. 

Os lemas da seção 1 e o Teorema 2.2.1 da seção 2, podem ser encontrados em Lucas [14]. 

2.1 Lemas básicos 

Nesta seção veremos alguns lemas necessários a demonstração do teorema de classificação 

das matrizes que representam automorfismos. O primeiro lema será usado para mostrarmos 

que D contém os subgrupos GL(n; Z), G1, C2, dependendo de p. 



/ a11  a12  

A = 
a21  a22  

\ afll  a2 

Para a última cofuna de A, defina 
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Lema 2.1.1. 	1. O grupo GL(n; Z) é gerado pelas matrizes 	, 1? e a matriz 

Ti i o ... o\ 

oio ... o 

T= O O 1 ... O 

\o o o ... ij 

2. O grupo G1  é gerado pelas matrizes de Ç%,R. e a matriz 

(1 2 O ... o\ 

oio ... o 

U= O O 1 ... O 

Demonstração: 

i. Se X está no subgrupo gerado por todas as matrizes de 07 , R e T, ou seja, X E 

<, R, T> então detX = ±1 e X E GL(n; Z). 

Mostremos que para qualquer matriz A E GL(n; Z), então A E < , R, T>. Para 

isto, basta mostrar que A pode ser transformada na matriz identidade 'yxT  por um 

número finito de operações elementares-linha e elementares-coluna (ver definições dadas 

no capítulo i), já que estas operações são representadas por multiplicações pelos ele-

mentos citados acima. 

Isto será feito por indução sobre n. 

Se n = i, então o resultado segue imediatamente. 

Suponha n > 2, e considere a matriz A como sendo 

v = min{ ai, j;i < i < n,a 	O}. 
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Fazendo uma operação elementar-linha do tipo (i), vista no capítulo 1, se necessário, 
pode-se assumir que v =I a, 	Fazendo operações elementares-linha do tipo (iii), 
vista no capítulo 1, obtém-se 

/ ai, +v1a1 

a21 + v2afl1 

a_ 1  + v_a1 

a12  + VjO2 

a22 + v2afl2 

afl12+vfl_1afl2 

a1 _1  +va_1 

a2fl_1 + v2aflfl_1 

a1 + vi ann 

a2 fl  + v2ann  

+ Vn-iann  

a 1  a 2  ann 

onde escolhemos v, 1 < i < n - 1, tais que 

(a) vi = O se ain = O 

(b) se 	O, então 1 a + viann  1<1 ain 

Repetindo esta operação, pode-se obter uma matriz da seguinte forma: 

	

/ b11  b12 	b1 _ 1  O 
b21 	b22 	b2 _ 1 	O 

b_11  b_12 	b_11  O 
* 	* 	*bim 

Seja 
/ b11  b12 	b1 _ 1  

B= 
b21  b22  

b_11  b,1_ 12 	b_1_1 j 
Como detA = +1, segue que bnn = +1 e detB = +1, ou seja, B E GL('n - 1; 7Z). 

Aplicando uma operação elementar-linha do tipo (ii), vista no capítulo 1, se necessário, 

podemos assumir que bnn = 1 e por operações elementares-coluna, pode-se obter a 

matriz 

Pela hipótese de indução, obtém-se a matriz identidade 'flxfl  por operações elementares. 

Portanto A E< ()3, R, T> e GL(n; ZZ) =< '3TL, R, T>. 
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2. Denotemos os hoinoinorfismos -y, 17, já definidos anteriormente, por y i/, rspctiva-

mente. Recordemos que para 17,, GL(n; Z) - GL(n; Z2) urna matriz A E GL(n; Z) 

estô. em G1  se, e somente se, A contém em todas as linhas e colunas um único elemento 

ímpar e os outros todos pares. Também pela definição de 'y, estamos identificando 0 Z  

corri um subgrupo de GL(n; 7L) por 'n para todo n > 2. 

Corno i(R), i(U) E 	obviamente temos que < 0,, R, U >c G1. seja A E G1. 

Mostremos que A E < 0,, R, U>. Para isto, basta mostrar que A pode ser transfor- 

mada na matriz identidade 	por um número finito de operações eleineiitare, mas 

aqui, em lugar de operação do tipo (iii), temos que usar a operação do tipo a seguir: 

(iii)' A adição de qualquer múltiplo par de uma linha a qualquer outra linha (similar-

mente para operações elementares-coluna). 

Vamos mostrar isso por indução sobre n. 

Se n = 1, é Óbvio. Suponha que r > 2 e a matriz A seja dada por 

a11  (L12 • (L1 

a21  a22 	ü2fl 

a, 2  ... 

Defina 

v = min{IaT 1;]. < i < n,a 	O}. 

Por uma operação elementar-linha do tipo (i) pode-se assumir que v 	1. Por 

operações elementares-linha sobre a matriz A, obtém-se 

/ 	ali  + vi a,,,  

(121 + v2a l  

a12  + vla2 

a22 + v2a2 

a1fl_1 + via 

a2_1 + V2(L_j 

ain + Vj(i 

(L2n + v2a7Lfl 

a_ii + 	1 	12 + 'n 1 a7a... 1n. In- 1 + Vi U_j 	1 + V71_ 1t,iu 

a2 

onde v 	0(mod2) e pode-se escolher v, i = 1, 2,... . n - 17  de tal modo que 

(c) se a 7  = O, então vi = O 

(d) se ai,, 	O e a, 1>1 a 	, então 1 a 7  + vi ann  1 < 1 aí, , v 	0(rnod2) 

(e) se 	0 e 	1=1 ann , então Vi = O. 

A 
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Se a, = a2n = ... = 	= O, como detA = ±1, então por uma operação elementar- 
linha do tipo (ii) se necessário, podemos assumir que 	= 1. Como A E Gi  segue 
que anl, afl2,.... 	são todos pares, em seguida, aplicando as operações elementares- 

coluna do tipo (iii)' podemos assumir que A é da forma 

para alguma matriz C E GL(n - 1; Z). 

Se não ocorrer a hipótese do parágrafo anterior, então podemos escolher v, i = 1,2,..., 

n - 1, como em (c), (d), (e). Neste caso, se 1 ann  é um número par, pode ocorrer que 

para algum outro 1 akn 1 tenhamos 1 a/a,.  1=1 ann1 e assim, por (e), Vk = O. Mas nem 
todos os vs são nulos, pois por hipótese A E G1 , isto é, A contém em todas as linhas 

e colunas um único elemento ímpar. Logo, para algum i, podemos aplicar (d), ou seja, 

a + viann 1<1 ai,., . Seja 1 a.n  1 um número ímpar. Como por hipótese para algum 

i, a 	O e é par, segue que 	 . Portanto para algum i, v 	O também. 

Repetindo este tipo de operação um número finito de vezes, podemos assumir que a 

hipótese do parágrafo anterior ocorre. 

Mostremos que a matriz C está em 	 C GL(n - 1; Z). Como a ma- 

triz A E G1 , isto significa que toda linha e toda coluna de A contém apenas um 

elemento ímpar e os outros são todos pares. Então, para C também apenas um ele-

mento de cada linha e cada coluna é um número ímpar e os outros são pares. Logo 

C E 

Aplicando a hipótese de indução, obtém-se a matriz identidade 	por operações 

elementares dos tipos (i), (ii), (iii)'. Portanto A E < 0, R, U >. 

Os próximos dois lemas serão utilizados para demonstrar que D está contido rios sub-

grupos GL(n; Z), C1, G2, dependendo de p. 

	

Lema 2.1.2. Se p é ímpar com p 	1,3,7, então para todo difeomorfismo f  

ternos I E G1. 
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Demonstração: Seja 

I f = 

/ a11  

a21 

a1 

a12 

a22 

a2 	... 

ai 

a2 

realizada pelo difeomorfismo f, com determinante igual a ±1. 

Considere a seguinte composta 

S' x SPM_LM_L)SP 

onde k e ir serão definidas a seguir. Sejam os geradores canônicos w1 , w2  E ir(SP x S) 
Z (D Z, w E ir(SP) Z e o homomorfismo abaixo: 

(ir fok)# :7r(SX 	_(SP) 

definido por 

(ir o f o k)#(wi) = 

('ir o f o k)#(w2) = 

onde k é a inclusão para i e 1 ésimos fatores e ir é a projeção no j-ésimo fator. Tomemos 

a restrição de irofok a SP V SP = S71  x {v}U {u} x S c S' x SP, onde u,v e S'. Então 

pela definição de Colchete de Whitehead, a restrição ir o f o k IspvSP determina um elemento 

de 7r2p_1(SP)  que é o Colchete de Whitehead dado por: 

[aw,a3 w] = 

pois o Colchete de Whitehead é bilinear. Como SP rido é um H-espaço quando p é ímpar 

com p 1, 3, 7, então por Cartan [3] (prop. 3 e pag. 18) temos que [w w] é diferente de zero 

e é um elemento de ordem 2. Como 7V o f o k restrita a S' V SP pode ser estendida a SP x S, 

então por Cartan [3] (prop. 2) obtemos 

ají 	= O( aaj 0(mod2)). 

Portanto, o produto de dois elementos quaisquer da mesma linha de I, é sempre um 

número par. Como detI = ±1 cada linha e cada coluna da matriz 1»  tem exatamente 

um número ímpar, os demais são todos pares, isto implica que ij(Ij ) E 7)(!5,), ou seja, 

lf  E 7)-'(7)(5)) = G1. 
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Lema 2.1.3. Se p é pai, (1:iào para todo difnnorjismo •/ : M - M Ir:ws Ij E (12. 

Demonstração: Sejam 1r = (a) e {afl a base de H"(M) 	Ho'rn(H7) (M); Z) dual a 

{ai}. Pelo Teorema da Dualidade de Poincaré, vemos que a — a 	c4 — (4 = 

- a = O, e que {a - aj*  : 1 < < ~ n} é urna base de H27 (M) 

O honiomorfisnio f* induzido por f na colioixiologia H1'(M) corresponde a trans- 

posta I de I com respeito a base dual. Corno p é par, a '- a = 	'- (Y. ira 
i,'j = 1, . . . , ii. Assim, para todo k com 1 < k < ri, temos f*(4) 

= 	
(S 

O 	f* (()) 	f* ( $ 	*) = f*(a*) 	f* ( * ) = 	
2ak a,.l(4 .— 

Isso implica que akak1 = O para i j. Como detlj = ±1, temos que Ij E C. 	11 

2.2 Teorerna de classificação das matrizes que represen-

tam autornorfismos 

Agora veremos urna generalização do caso estudado por Wall 1221 e Goldstein 161 quando 

r=2. 

Teorema 2.2.1. Temos 

GL(ri;Z) se p= 1,3,7, 

se p éimparep 1,3,7, 

se pépar. 

Demonstração: Para o E 	seja f : M - M o difeomorfismo definido por 

f(,.(xl , ... ,x71) = (v,._i(1) ) ...,XÓ._1(71)), (:x;j. ) ...,a;) E Ai! 

A matriz de representação I, de (f) : H(M) - H(M) com respeito a base {ai } é 

dada por o E 	c GL(n; 7L). Sendo o = (a 1)1< i j <,, podemos determinar a, 1 através da 

composição 

s k1 	f, 
1 	M -a- Jf --SP 

onde S1 = 5P x {*} x ...x {*} c M. 

Para i = 17 2, . ii, tdulOs 

(irofokj)(x,*, ... . *)= f x se i = o 1(1) 

* 	(:aS() contrário 
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Note que a 1 é igual ao grau de lrjofaoki. Como deg(irjofaok j) é igual ao grau da aplicação 

constante para i o i(i), temos a 1 = O para i a- ' (1). Como deg (7r_i (1) o f, o k1) é igual 

ao grau da aplicação identidade, temos que a_1(l)l = 1. 

Similarmente os graus de 7rj o o k, da j-ésima coluna de I0 são a,-i (j)j = 1 e os demais 

aij são todos nulos para 2 < j < n. 

Quando escrevemos na forma matricial obtemos 

Seja r S' - SP a reflexão, definida por 

r(yj, .... yp+j) = (Y1, .. .. Yp+1), (Yi, .... Yp-i-i) E S 

onde identificamos SP com a esfera unitária em I+1. O grau de r é igual a —1. Assim, para 

o difeomorfismo f, : M —* M, definido por 

fr(xi, .... xn)(r(xi), .... xn), 

Se a matriz de representação 'fr é igual a (ai )i< <,, podemos determinar a1 através da 

composição 
fr 

S" - M - M - S 

para i = 1,... ,n. Temos que se  = (yi, . ... Yp+i) E S' então 

(7r1 o fr o ki )(x, *, .... *) = r(x) 

(lr2ofr okj)(x,*, .... *).=* 

(irn o fr o ki)(x, *, ... , 	= * 

Observe que a1 é igual ao grau de 7rj o f, o k1. Como deg(7rj o f, o k1) é igual ao grau da 

aplicação constante para i 7É 1, temos a1 = O para i 7É 1. Como deg(iri o f, o k1) = deg(r), 

temos que a11 = —1. 

Usando um raciocínio análogo, podemos mostrar que aii = 1 para i = 2,3,.. . , n. e que 

aU = O para  ~: 2 e  4j. 

Note que a matriz de representação 'fr de (fr)* é igual a R dada no capítulo anterior. 

Por Adams [1], temos que SP tem a estrutura de um H-espaço se, e somente se, p = 1, 3, 7. 

Assim, quando p = 1, 3,7, para x1, x2 E S, denotamos por x1x2 o produto de x1 e x2 in- 

duzido pela estrutura de H-espaço de S. Note que para todo x E SP, temos o inverso de "x", 
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que denotaremos por x 1 . Definamos f M - M por fi (x j.........= (xjz2,x2  
-Observe que fi  é um difeomorfismo cujo inverso é dado por 

f'(xj, . . ,x) = (x1x 1 ,x2......x). 

De fato, e para mostrarmos isso, provaremos que À : S - 5P dada por À(x) = x é uma 

aplicação C°°, quando p = 1, 3,7. 

1. (Caso p = 1) Mostremos que À S' - S, À(x) = :,; 1  á unia aplicaçi.o C°°. Vamos 

identificar R2  com C (Complexos). Então os elementos da esfera 51  c C dada por 

5' = { z E C; 1 z 1= i} 

são os complexos de módulo 1. 

Sabemos que todo complexo não nulo z E C possui inverso multiplicativo denotado 

por z'. É fácil verificar para z E g1  que 7 = z', onde = a - bi é o conjugado do 

complexo z = a + bi (a, b E R). Assim a aplicação 

À1  :R2 —+R2, Ài (a,b) = (a,—b) 

é C, cuja restrição 

ÀiIsi:S1—S', Ài(z)=z= 

também é C, pois 5' é uma subvariedade C°° de IR2. 

2. (Caso p = 3) Mostremos que À : SI - S, À(x) = x 1  é C°°. Podemos identificar R4  

com os quatérnios 1111 por 

(x,,x2, x3, x4) 1-4 w = z1  + x2i + x3 j + x4 k 3  w E 53, 

o seu conjugado =xj -  x2i - x3 j - x4k satisfaz Uí = w* Segue-se então que 

À2  IR" - 

definida por 

À2 (x1,x2 ,x3 ,x4 ) = (z1, -;2,  -2;3, -X4) 

é C, cuja restrição 

1\2 1S3 À: 53 - 3, À(w) = w' = 

também é C, pois g3  é uma subvariedade C de IR. 
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3. (Caso p = 7) Mostremos que ) : S7 -~ S7, \(x) = x 1 é C°. 

o conjunto dos números octônios O (ou números de Cayley) é definido como 

O = {c = (wi,w2);wi,w2 E IHI} 

A multiplicação de dois octônios c1 = (w1, w2) e c2 = (w3, w4) é definida por 

C1 C2 = (w1,w2)(w3,w4) = (W1 W3 —iii'w2,w4w1 +w2 iJ) 

Os octônios tem um elemento neutro e = (1, 0) que satisfaz 

ec = ce = c 

para todo c E O. Também é natural identificar e = (1,0) E O com o elemento 

1 E I C O. Definimos o conjugado de um octônio c = (w1, w2) como sendo 

Z= (U,—w2) 

Então Cc =1 c 2 e = (1 w1 2 +1 w2 12)e pode ser identificado com o número real não 

negativo 1 
c 12 , e 1 c 12= 0 se, e somente se, c = (0, 0). 

Se c (0, 0), então o inverso de c, denotado por c 1, é dado por 

c_ l _ 	 1 

Observe que nos octônios O a multiplicação é distributiva com relação a adição e que 

forma uma álgebra de divisão, isto é, valem todos os axiomas de um corpo com exceções 

da comutatividade e associatividade. Como fizemos no caso anterior, os octônios podem 

se identificados com o I8 e os elementos da esfera S7 C I8 dada por 

S7 = {c E O; 1 c 2 = 1} 

são os octônios de módulo 1, então c 1 = para c E S7. Segue-se de modo similar ao 

anterior que À: S7 - S7, \(x) = x 1 é C°°. 

Com isso podemos concluir que 	: M —~ M é de classe C°°, ou seja, J M M 

definida por ft(xi,.. ,x,) = (x1x2) x2,. .. ,x) é um difeomorfismo. 

Ainda para p = 1, 3,7, considere a composição abaixo 
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onde SI  = SP x { * } x ... x { * } C M. 

Seja f: 8'-' x S' 	8" a multiplicação dos complexos se p = 1, dos quatérnios se p = 3 e 

dos octônios se p = 7, de norma igual a 1, e vamos assumir que * =.,r() é o elemento neutro 

de S. Note que fi, f2 SP - SP definidas por f j (x) = f(.x,xo ) e f 2(x) = f(:c,x) respecti-

vamente são aplicações de grau 1, pois são homotópicas a aplicação identidade. Considere 

as aplicações compostas abaixo 

(7r1  o ft o ki )(.x j, *,. . . , 	= 	= x, = f1(x1 ) 

(7r2  o ft  o ki )(xi, *,.... 	= * 

(irT, o ft o k1)(x1, *,. . , *) = * 

Assim deq(7r1  o ft. o k1) = dcg(f j) = 1 e a jj  = 1. Os graus de 

i = 2,3,... , n, são iguais a zero, portanto a 1  = O para i > 2. 

Considere agora, as aplicações compostas abaixo 

k2 	ft 
S2 __  - M —a- M —a- SP 

onde S2  = {*} x SP x {*} x ...x {*} c M, e 

	

(7r1  o f o k2)(*,x2, *,. , 	= *x2 	= f2 (X2) 

(7r2  o ft o k2)(*) 2;2, *, .. , 	= 

(7r3  o ft o k2)(*, x2 , ,• , *) = * 

(ir ofi, o k), para 

(iroft ok2)(*) x2,*, .... *)=* 

Então, deg(ir j  o ft  o k2) = deg(f2) = 1. Portanto, a12  = 1. Similarmente obtém-se a22  = 1, 

a 2  = O para i > 3. Com  um raciocínio análogo, temos aií  = 1 para i > 3 e aij  = O para 

j>3eij. 

Com isso, vemos que para p = 1, 3,7, a matriz de representação de (f é dada Por 

T = ( 1  
\ \ O 1) 

onde 1n2  denota a matriz identidade (n - 2) x (n - 2). 
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Assim T é da forma 

	

1 O 	O\ 

010...o 

001...o 

	

o O O 	1j 

Agora, para cada x E SP definamos as aplicações C°°, 

e 

por 

	

ó(y) = y —  2< x,y > x e 	X 2< X > 

para y E S1',  respectivamente, onde <,> denota o produto interno de 	A aplicação O. 

é a reflexão com respeito ao hiperplano H ortogonal a x. 

Vamos verificar os graus destas aplicações: como Ox  é uma reflexão, o grau de ü é igual a 

—1. Para determinar o grau de W., primeiramente observemos que para todo x, x', pontos de 

S, Wx  e çoi são homotópicas, pois SP é conexa por caminhos. Como o grau de uma aplicação 

é um invariante por homotopia, vamos calcular o grau de Wx  no ponto x = (O,... , O, 1) E S". 

Neste caso, para y = (yi,... y+1) E S', tem-se 

ÇOx (y) = (O,... , O, 1) - 2Yp+i(yi, .... Yp+i) 

= 	 , —2y iy 1 - 2y +1). 

Seja q = (O,.... O, —1) E S, então W.,(Y) = q se, e somente se, 

( 2yp+iyi,... , —2y,y,, ' +I 1-2y  +1) = (O, . , O, —1). 

Isto implica queç'(q) = {(O,.... O, +1), (O,. . , O, —1)}. Denotemos 

q+ =(O,...,O,+1) e q_=(O,...,O,-1) 

Para calcular dq,Wx  e dq- W x , vamos especificar claramente os espaços tangentes T SP e 
T(q)SP = TqS' = 	Como sabemos o espaço tangente a S1'  num ponto 'u E S', TUS, 

consiste de vetores normais a 'u no ponto 'u. Então Tq,SP é o espaço p-dimensional, cuja base 

é 

{ô/ôyi, .... ô/8y,}. 



2.2 Teorema de classificação das matrizes que representam automorfismos 34 

Aqui, estamos denotando (Yi,. . . , y1;+i) como coordenadas de 1I"'. Vamos fixar a orien-
tação de SP por esta base ordenada. Então, a base orientada de TiSP = Ti _ S" é 

{8/ÔY1,.. . , '9/8Yp-1, 8/ôYp}. 

Agora vamos determinar a matriz dq  ÇÔ em relação as bases acima. 
Usando a equação 

(-2yy) 	, 2uJ'+1Yp, 1 - 2y 1) 

tem-se 

t41ço(ô/8y1) = (-2y,,+ , O, . . , O) I=+ = (-2,0, . . . , O) = —2(D/Dyi  

dq çox(ô/ôyp. i ) = (O,.. .,O,-2y 1,O,O) Iyq+ 	(O, .... O,-2,O,O) = —2(a/ay_1). 

Finalmente calculamos 

dq+ IP.  (ô/ôyp) = (O,... ,O,_2ypj,O) y=q= (O, .... O,-2,O) = —2(ô/(9y) = 2(—a/8). 

Na forma matricial, podemos escrever dq+çox  como matriz de ordem 7) 

7-2 O ... o o\ 
O —2 ... O O 

O O ... —2 O 

\ O O ... O 2/ 

Com isso concluímos que q+  é ponto regular e degq(çôx) = (_1)1 = (_i)1. 

Com  um argumento similar mostra-se que a matriz de d.1_ () é da forma 

(2 O ... 

02... O 

OO ... 2j 

Consequentemente, q_ também é um ponto regular e deg1 _ () = 1. 

Logo q é um valor regular e o grau de ÇOx  é igual a (-1)P' + 1. 

Portanto as aplicações e 	S - S1) e 	S" - S" tem graus —1 e (._1)h1+1 + 1, 

respectivamente. 
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Se p é ímpar, então para o difeomorfismo f: M -, M definido por 

= (O 2(x),x2, .... x), 	E  

a matriz de representação de 	é dada por I = UR, onde 

u=(1 .)Ifl_2 

ou seja, 
(-1 2 O 

o io 	... o 
UR= O 01...0 

o o O 	... 1j 

De fato, para isso considere a composta abaixo 

ti s —LM —LM 7rj SP -a- 

onde Si =Sx{*}x ... x{*}cM 

Logo, para i= 1, 2, .. 

(7r1  o 	o ki)(x, *,.... 	= O(x) 

(7r2 o fo k1)(x, *, .. . , 	= * 

(irofoki)(x,*, .... *)=* 

Assim, deg(7r1  o 	o k1) = deg(O 2) = —1 e a11  = —1, e os graus de (7r j  o f o k1 ) para 

i > 2 são iguais azero, logo a 1  = O para j > 2. 

Considere agora a composição 

k2 	f1 Irí 
SP  82 -e-  M -e-  M -e- 

onde S2 ={*}xSPx{*}x ... x{*}CM. 

Para i= 1, 2,.. . ,  ri, temos 

(7r1  ofo  k2)(*,x,*,. .. 	= O(*) = W(x) 

(7r2 o fo k2)(*,x, *, .. . , *) = x 
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(7r3 o f,, o k2)(*,x, *, . .. 	 = * 

(ira o f. o k2)(*, x, *, .... 	= * 

Assim, deg(7r1 o o k2) = deg(ço) = 2, já que p é ímpar e a12 = 2, agora, deg(7r2 o o k2) 

é igual ao grau da aplicação identidade, logo é 1, e a22 = 1, e os graus de 7rj o f,, o k2 para 

i >— 3 são iguais a zero, logo a 2 = O para i > 3. 
Similarmente, temos ciuc a j j = 1 para i > 3 e aíj = O para .i ~ 3 e i 	j. Purl,aiito, a 

matriz de representação de (f) é dada por UR. 

Usando o Lema 2.1.1 junto com os difeomorfismos j, (o- E 	j;., .fc, j;, 	(111C 

D1, contém os subgrupos GL(n; Z), G1, G2. 

Combinando os Lemas 2.1.2 e 2.1.3, vemos que D está contido nos subgrupos GL(n; Z), 

G1, G2. E com isso completamos a prova do Teorema 2.2.1. 

E 

2.3 Alguns resultados especiais 

(a) Seja A E GL(n; Z) uma matriz realizada por um difeornorfismo f M - M. Então 

ternos que f preserva a orientação de M se, e somente se, 

1. detA = 1 quando p é ímpar; 

2. O número de entradas negativas de A é par quando p é par. 

De fato, se f preserva a orientação de M sabemos então que detA = 1 para qualquer 

p, em particular para o caso em que p é ímpar. Observe que no caso onde p é par, pelo 

Lema 2.1.3, temos que A E G2, e corno toda matriz em G2 possui apenas um elemento 

não nulo (1 ou - 1) em cada linha e cada coluna, concluímos que seu determinante ó o 

produto desses elementos não nulos, e temos por hipótese que f preserva a orientação 

de M, ou seja, detA = 1 então a ïnatriz deve possuir um número par de entradas 

negativas. 

Reciprocamente, se detA = 1 quando p é ímpar, então sabemos que f preserva a 

orientação de M. Agora, se quando p é par o número de entradas negativas em A é 

par, temos pelo Lema 2.1.3 que detA = 1, e logo, f preserva a orientação de M. 

(b) D7t, o grupo formado pelas matrizes que podem ser realizadas por um difeomorfismo 

que preserva a orientação, é um subgrupo de D de índice 2, uma vez que det é 
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um epimorfismo de D em 7Z 2, onde 	é o núcleo de det Assim, pelo teorema do 

isomorfismo 

e corno 
lDI  JDl  

- 
—[Dp:DJeJD+j=Z2=2 

1 	1  

obtemos 

[D : D] = 2. 

Em particular, quando p é ímpar e D é igual a GL(ri; 7L) ou a G1, temos que D = 

D fl SL(ri; 7L), onde SL(ri; 7L) = {A E M(ri; 7L); detA = 1}. Quando p é par D = 
sabemos que 1 G2 1= 2ri! e [G2  : D] = 2, logo 	2 1ri! e como G2  é isomorfo 

ao produto semi-direto de Z por !3 temos que D é isomorfo a 	por 

(e) Seja 7roDiff(M) o grupo de difeotopia de M, isto é, o grupo das classes de isotopia 

de difeomorfismos de M. A aplicação que associa à classe de um difeomorfismo f 

de M a matriz Ip é o homomorfismo natural ço : 7roDiff(M) -' GL(ri; Z), cuja a 

imagem foi determinada no Teorema 2.2.1 e o núcleo é o subgrupo 7roSDiff(M) de 

7roDiff(M), onde SDiff(M) é o grupo de difeomorfismos de M os quais induzem a 

aplicação identidade em H(M), segundo Sato [18]. 



• Capítulo 3 

Classificação dos mergulhos de esferas 

Neste capítulo, veremos uma completa classificação dos mergulhos suaves de p-esferas em M 

a menos de difeomorfismos, sob certas condições sobre u e p, veja Lucas [14]. 

Pelo teorema de Hurewicz, temos que ir(M) H(M), logo toda classe de homologia de 

H(M) pode ser representada por uma aplicação contínua da p-esfera (orientada). Então, 

pelo teorema de aproximação de Haefliger [91, temos 

1. Se p = 1,2 eu > 3, ou se p ~: 3 eu > 2, então toda classe de homologia de H(M) 

pode ser representada por uma p-esfera mergulhada suavemente. 

2.Sep - leu>4,oup=2,3eu>3,oup>4eu>2, então duas pesfer 

mergulhadas suavemente em M representando a mesma classe de homologia são sempre 

suavemente isotópicas. 

Observe que as condições em 2 implicam as condições em 1. 

3.1 O teorema de classificação de esferas mergulhadas no 

produto de esferas 

Definamos equivalência entre duas p-esferas mergulhadas suavemente em produto de esferas: 

Definição 3.1.1. Dizemos que duas p-esferas mergulhadas suavemente (não orientadas) 

em. M são equivalentes se existe um difeomorfismo de M aplicando uma na outra, onde o 

difeomorfismo pode não preservar a orientação. 

Vejamos agora, o teorema de classificação de esferas mergulhadas: 



ternos, 

e detA = 1. Assim 

Portanto 

ai/d ) 

a2/d ( 
ai) 

a2  
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Teorema 3.1.2. Toda p-esfera rncrqtLlhadu. suavculente,  cm. M é eq'11,ivale-Ide, (1, (:!;aI(Lifl(flí.0 

urna das seguintes p-esferas mergulhadas suavemente: 

(i) Para p = 1,3,7, urna p-esfera representando (i 3 O, .... O), corri i 	0,1,2,..., crri 

H(M) 

(ii) Para p ímpar com p 1, 3, 7, urna p-esfera representando O ou 

(i,...,i3 O,...,O), i=1,2,...; j=1,2, .... n. \_,__ ---, 
i 	n-i 

(iii) Para  par, urna p-esfera representando (i1, .... i) com O 

Demonstração: Segundo a condição (2) de Haefliger citada acima, precisamos nos preocu-

par apenas com as classes de homologia dos mergulhos. Seja S uma p-esfera mergulhada 

suavemente em M representando a = (a13 . . , a7 ,) em R,(M) Z. Podemos assumir que 

a é não nulo. Seja d o máximo divisor comum de a1 , ... , a7 . 

(i) Existe um automorfismo algébrico de H(M) que leva a/d = (a j  /d,. , a7 /d) em 

(1,0,. .. , O). De fato, pensemos primeiro no caso n = 2, onde temos a/d (a1  /d, 

Corno ai/d, e a2/d são primos entre si, existem r, s E Z tal que ra j /d + sa2/d = 1. 

Logo, sendo 
—s 

\a2/d r ) 

	

A' ( a
1  " 	( d 

	

\a2 ) 	\ 0 

Sendo ri = 3, ternos a/d = (ai/d, a2/d, a3/d). 

Se a1/d, a2/d e a3/d não são dois a dois primos entre si, então tornemos 	a2/d, tal 

que rndc(ai /d., a2/d) = 1 e logo, rndc(1, a3/d) = 1. 
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Assim, existem r1 , r2, r3, r4  e Z tais que 

riai/d + r2a2/d = 1 e r3a3/d + r41 = 1 	(1) 

Com isso, consideremos a seguinte matriz 

/ ai/d —r2  y 
a2/d r j  X 

\ a3/d 1 r4  

onde precisamos encontrar x e y de modo que detA seja 1. 

Temos que detA = r41 - x(ai /d + r2a3/d) + y(a2/d - 7-1a3/d). 

Considerando x = —r3a2/1d e y = —raai /ld obtemos 

MA = r41 + r3a2/ld(ai /d + r2a3/d) - r3ai /ld(a2/d - ri a3/d) 

e usando as igualdades de (1) concluímos que detA = 1. 

Para verificar que detA = 1 quando consideramos x e y como acima podemos também 

olhar para a matriz A, que fica da forma 

/ ai/d —r2  —7-3a1/1d 

a2/d r1  —r3a2/1d 

1 	r4 	j 

Observe que por (1) r4  = 1/1 - r3a3/dl e A fica da forma 

(ai/d —r2  —r3a1 /1d 

a2/d r1  —r3a2/ld 

23/d 	1 	1/1 - r3a3/dl / 

e detA será 

7 ai /d —r2  O ai /d —r2  —r3ai /ld \ 

(i(t a2/d r1  O + det a2/d r1  = 1+0=1. 

i3/d 1 1/1 / a3/d 1 —r3a3/dl j 

Assim 
((/\ 	7a1 

A o = a2  

)/ 	\a3 / 



3.1 O teorema de classificação de esferas mergulhadas no produto de esferas 41 

Portanto 
/ 

A-' a2  

a3 / 

No caso em que a,/d, a2/d e aa /d são dois 

1 = 1. 

a dois primos entre si, basta considerar 

Suponhamos agora, por hipótese de indução, que existe tal automorfismo para o caso 

ri —1. 

Consideremos o caso omide temos n, elementos, ou seja, c/d - (ui /d,. . , a71/d). Supondo 

que para ri - 1 elementos o máximo divisor comum não é 1, podemos considerar sem 

perda de generalidade que ai /d,.. , a,_ i /d sejam esses elementos, ternos assim que 

mdc(am /d,.. . . a7m/d) = t. Logo rndc(t, a71/d) = 1, então existem -y, f3 E Z tal que 

'yt + ía71,/d = 1. 

Sendo 
/ ai/d b12  14 n-1 	14 TL 

A= 
a_i/d b_1  2 
	 b 1  

a7 /d 	1 

Temos, por hipótese de indução, que conseguimos construir a matriz 

/ ai/d b12  

B = 

\ a7 -m /d b_ 1  2 

de modo que seu determinante seja t. 

Observe que 'y = 1 - 
Logo, temos que A é da forma 

1' 

B 

7Z 

	

1 
	

1 ! 	ÈIa 

	

t 	dt / 
— 

Agora, queremos que detA seja 1, então considerando 

	

lh n = —/3a1 /clt, 1)2 n = _ 13(12/dt, . 	, 	= —/ 1LI/it 

1 

7L'1 / 

1 
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obtemos 
—13a1/dt '\ / 

A = 

Logo detA será 

B 

—fia,_1/dt 

\ a fl/d 1 	1 i 	(IL 

det 

/ 	 ç 	/ 	 —13a1/dt " 

	

B 	 B 
+det 

O 	 —fia,_i /dt 

	

a,/d 1 	1 1/t j 	a7 /d 1 	1 —f3a/dt j 

E assim 

	

7 d 	7 a\ 

	

A 
O 	a2  

= t.1/t+O = 1. 

Portanto 

A' 

\ a fl j 	\ O/ 

Pelo Teorema 2.2.1, temos que D = GL(n; Z), então o automorfismo acima é realizado 

por um difeomorfismo que aplica 8 a uma p-esfera mergulhada suavemente em M 

representando (d, O, .... O) em H(M). 

Podemos concluir disso, que 8 é equivalente a todas as p-esferas mergulhadas suaves 

mente em M representado elementos de H(M) cujo mdc de suas coordenadas seja d, 

e como d é um invariante de cada classe de equivalência, temos que as classes acima 

não são equivalentes umas as outras. 

(ii) Lembrando que & é o grupo das matrizes formadas a partir dos grupos de permutação, 

que R é a matriz com diagonal —1, 1, , 1 e que G1  é o grupo das matrizes que contém 

exatamente um inteiro ímpar em cada uma de suas linhas e colunas, então por uma 

ação de & e R podemos transformar o elemento a/d em (b1, b2,.. , b) de modo que 

b1>b2.> ... >b>O. 
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Suponha que bJ > b.1.1. > O paraalguiii .j. Enl,ô,o podemos ciicoiiliar um miiieru pai- ( 
tal que 

1 b j - ebi I 

De fato, 

—b 1 :; b - eb i 

= —b - b 1 < —eb +i < —bj + b 1 

= 	
- 	- b1 

- e 
- bj + b1 

b 1 

b+ b31 >e> b—b1 

	

b 1 	b 1 

e observe que 1)+b+, é maior que 2, pois se bj = ri + k, b+1 = ii com ii, k E Z+, temos 

17.+r?.+k 2r?+k 	k 
	 = 	 

n 

E ternos também que 	é maior que O. Logo sempre existe um par satisfazendo a 
desigualdade. 

Agora, por urna ação de G1 podemos transformar a/d em um elemento da forma 
(1,. , 1,0,... . 0), pois se para algum j temos b j > b 	> O então considerando a 
matriz que consiste da matriz identidade com o número par —e na posição j j + 1, 
onde e é o par tal que 

1 b, - eb +i 1< b 1 

Chamando, essa matriz de A ternos 

/ b1 " 	/ 	b1 

A 
bj 

/ 

Neste caso estamos considerando bj—ebj+i = b+1. Caso b— eb +i < b 1 por urna ação 

de 	e urna ação de R se bj - eb +i < O, obtemos o elemento (b1, b2,. ) l~i- , b1+1,... 
b1 —eb +i .... b7 ) de modo que b1 ~: b2 	b_1 ~ b 1 ~ •.. ~ b —b 1 > 
b > O. 
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Considerando a composição de todas as transformações em -G1  que atuam de maneira 
análoga a matriz A sobre (b1 , b2,. . , b,), juntamente com as ações de 0 e R se 
necessário, obtemos uma matriz B em G1  tal que 

b \ 

b3  

/i\ 

1 

/ 

B 
o 

b, j \OJ 

onde o número de 1 s é exatamente o número de b 's ímpares e conseqüentemente, 

o número de 0's corresponde ao número de b s. pares. Podemos ver que isso ocorre 

quando observamos o processo de troca de b por 1 bj  - eb +i  1, este procedimento 

diminui os valores das coordenada, e como estamos fazendo a troca por uma combi-

nação linear de elementos da n-upla, isso mantém o seu mdc que é 1, para a nova 
n-upla. Com  isso, temos que a n-upla final não pode ser o vetor nulo pois alteraria o 

mdc. Logo, em algum momento a combinação linear dos elementos da n-uplaserá 1, 

e a partir disso conseguimos trocar os ímpares por 1 e os pares por O. 

Assim, se considerarmos o elemento a = (ai,.. , a,) inicial, onde mdc(ai ,.... a) = 1, 

temos pelo processo realizado acima que existe um elemento 	E G1  representando 

o difeomorfismo de M que aplica S em uma p-esfera mergulhada suavemente em M 

representando (1,... , 1, O, .... O) em H(M) (Lembre-se que neste caso G1 = D, que 

é o conjunto das matrizes de representação dos automorfismos f : H(M) -* H(M) 

induzidos pelos difeomorfismos f: M -* M). 

Observe também, que para dois elementos a = (ai,... , a,) e 	= (b1,.... b,) em 

H(M) onde mdc(a1, .... a) = mdc(b1, .... b) = d e possuem o mesmo número j 
de coordenadas tal que a/d e bk/d são ímpares, são levados no mesmo elemento 

d,. . , d, O,....  O) por ações de G1, ou seja d e j são invariantes segundo a ação de 

i 
G1. Portanto todas as classes no Teorema 3.1.2(u) são distintas. 

(iii) Quando p é par temos que D = G2  =< On, R>. Logo, por uma ação de G2, podemos 

transformar qualquer elemento a = (ai,... , a,) E H(M) em um elemento (i1,.. . , i,) 

COM O<ii<..._<i,,emH(M). 

Dado dois elementos a = (a1,.... a,) e,3 = (b1,... , b) em H(M), tais que para cada 
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ai exista um bç  com 1 ai 1=1 bk 1 e para cada bk exista um ai com 1 (J. 	, ou 

seja, exista uma bijeção entre a e,8 mantendo módulo das coordenadas, então existem 
matrizes A, B E G2  tal que Aa = B, ou B'Aa = . Disso podemos concluir que 
para um elemento (a1,. , a) E H(M) a n-upla não ordenada (1 a1 	1) 
invariante segundo a ação de G2. Portanto as classes são todas distintas. 



Capítulo 4 

Casos especiais 

4.1 Classificação de esferas mergulhadas no produto de 

esferas, caso n = 2 

O teorema apresentado no capítulo anterior foi provado por Goldstein [7], quando n = 2 e 

p > 4, ou seja, Goldstein provou que qualquer p-esfera mergulhada em SP x SP é equivalente 

a uni dos seguintes mergulhos suaves: 

1. A esfera representando (i, O), i = 1,2,... em H(SP x SP), quando p = 3,7, 

2. Uma esfera como acima ou uma representando (i, i), i = 1, 2,..., quando p 3, 7, 

3. Uma esfera representando (i, j) onde O < i <j, quando p é par e maior que 2. 

Para provar este resultado, Goldstein considera a SP mergulhada em SP x SP represen- 

tando (rn, ri) em H(SP x SP), excluindo os casos onde rn, ri são nulos e considerando d como 

o máximo divisor comum entre rn e ri. Depois faz a demonstração para cada caso: 

(Caso 1) Existem inteiros a e b tais que 

"a 
E GL(2;Z) 

m/dJ 

então pela prop. 2.5 de Goldstein [6], existe um difeomorfismo f tal que f = g. Cora isso, 

f(SP) representa (d, O) e as classes acima são todas distintas. 

(Caso 2) Se m/d ou —ri/d é par, digamos m/d, então podemos encontrar inteiros a e b, 

onde a é par e am/d + bri/d = 1. Assim 

q= (
1 E G1  

—n/d m/dJ 
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e podemos encontrar um difeornorfismo ,f tal que •f (Si') representa ((/, O) (se n/d ( par 

então b pode ser escolhido sendo par). Se m/d e n/d são ímpares, então podemos encontrar 

inteiros a e b tal que am/d + bri/d = 1. Claramente a ou b é par e 

/ a 	b 

a — n/d b+rn/d) E G
i. 

Uma esfera que representa (i, i) é diferente de uma que representa (j, O), já que se existisse 

um difeornorfismo que mandasse urna esfera sobre a outra, então em sua matriz, teríamos 

duas entradas x e y na mesma linha ou coluna, tal que 1 x1 = 1 y  J e tal matriz rio pertence 

a G1 . 

(Caso 3) Corno as entradas das matrizes em G2  sio sempre O, 1 e —1, o único difeomor-

fismo que pode ocorrer, troca as posições de m e riS, ou multiplica rn ou n por —1. E com 

isso a demonstração é concluída. 

4.2 O caso orientável 

Se considerarmos as orientações de M e/ou as orientações das p-esferas mergulhadas, na 

Definição 3.1.1, então obteremos resultados um pouco diferentes do Teorema 3.1.2, corno a 

seguir. 

Considerando apenas a orientação da p-esfera mergulhada e ignorando a orientação de 

M, temos pela prova do Teorema 3.1.2 o mesmo resultado, pois se considerarmos as duas 

possíveis orientações, (SP, ar) e (SP, —ar), existe um difeomorfisino de M que leva (SP, or) 

em (SP, —ar). Logo elas são equivalentes, e como no estamos considerando a orientação de 

M, o resultado do teorema não se altera. 

Quando p é ímpar, para cada p-esfera na lista, existe um difeomorfismo invertendo a 

orientação de M que preserva as classes de homologia. De fato, se p = 1, 3, 7 ternos pelo 

Teorema 3.1.2 que uma esfera SP mergulhada suavemente em M é equivalente a p-esfera 

mergulhada representando (i, O,.... O) com i = O, 1,2,. .., cm H7,(M) Z', não importando 

se n é par ou ímpar e se a esfera S" está orientada ou nto. 

Com isso, o difeomorfismno que inverte a orientação de M, leva a p-esfera mergulhada em 

M, equivalente a p-esfera representando (i, O,.... O), na esfera S' equivalente a p-esfera re-

presentando (—i, O.. . , O) com Í = O, 1, 2, . . ., preservando desse modo, a classe de homologia. 

Agora, se p 1, 3, 7, ternos pelo Teorema 3.1.2 que uma esfera S71' mergulhada suavemente 
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em M é equivalente a uma p-esfera mergulhada representando 0 ou 

0, 	. , 0), i = 0,1,2, ... e j = 1,2, 	,n, 
---, 

i 

em H(M), não importando se n é par ou ímpar e se a esfera SP está orientada ou não. 

Assim, o difeomorfismo que inverte a orientação de M leva a esfera SP mergulhada em 

M, equivalente a p-esfera representando (i,. .. i, 0,... , 0), na esfera S7' equivalente a p- 

esfera representando (—i,. 	—i, 0,.. . ) 0) com i = 0, 1, 2,..., e logo, preservando a classe de 

homologia. 

Quando p é par e n é ímpar, temos o mesmo resultado, se considerarmos apenas a 

orientação de M e ignorarmos a da S, já que existe um difeomorfismo invertendo a orientação 

de M que age como a multiplicação por —1 em H (M), pois sendo p par, temos pelo Teorema 

3.1.2 que toda p-esfera mergulhada suavemente em M é equivalente a p-esfera representando 

(i1, . . , i,) com i1 	
... ~ i, não importando se n é par ou ímpar e se S' está orientada ou 

não. 

Sendo n ímpar, temos que a matriz representando o difeomorfismo que inverte a orien-

tação de M, 

( -1 0... 

O —1 ... O 

O O ... —lj 

age multiplicando os elementos de H(M) por —1. 

Seja  ap-esfera mergulhada suavemente em (M, or) representando (a1,. . , a,) E H,,(M). 

Pela ação do difeomorfismo que inverte a orientação de M, temos que S está mergulhada em 

(M,—or) representando (—a j,.. .,—a) E H(M), e pelo Teorema 3.1.2, tanto (a j, .... a) 

quanto (—a1,. . , —as) são equivalentes ao elemento (i1, . . , i,) com i1 	... 	 i,, em 

H(M). Então podemos ignorar a orientação da p-esfera e considerar apenas a de M. 

Falta analisarmos os casos: 

Caso 1: p é par, n é ímpar e consideram-se as orientações de 5P e de M. 

Caso 2: p e n são pares e consideram-se as orientações de SP e de M. 

Caso 3: p e n são pares e considera-se apenas a orientação de M. 

No caso 1, seja S uma p- esfera mergulhada suavemente em M representando (ai , .. . , a,1) E 

H(M). Ignorando, por um momento, as orientações de S e M, teremos pelo Teorema 3.1.2 

que (a j,.. . , a,) é equivalente ao elemento (i1,. ... i,) com i1 	. . . 	i,, em H(M). 
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Vamos considerar os casos onde i1  > O, já que no caso i1 	O caímos no caso onde a 

p-esfera mergulhada não possui componente nesta coordenada, caindo no caso ri - 1. Agora, 

olhando para (i1,... , ia), considerando as orientações de S e M, para cada coordenada nega-

tiva em (ai,.. ) a,), multiplicamos i1  por —1. Realizando este processo, estaremos corrigindo 

as orientações de S e M, caso tenham mudado. Logo, se r é o número de as negativos, então 
((_1)rj1, .... ia), em H(M) é equivalente a (ai ,. . , au), quando consideramos as orientações 

de S e M. 

Para os casos 2 e 3 podemos usar um raciocínio análogo ao anterior. Desta maneira, 

torna-se necessário adicionar p-esferas representado (i1,.... i) com 	O <— i2 	i e 

1 i I 	2• 
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