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Resumo

Seja M o produto de n copias da esfera p—dimenéional SPcomp > 1len > 2. Estu-
daremos nesta dissertagdo todos os automorfismos de H,(M; Z) = Z" que sio realizados por
difeomorfismos de M, fazendo uma classificacio destes. Como uma aplicagdo, veremos uma
classificacdo completa das esferas p-dimensionais mergulhadas suavemente em M a menos
de difeomorfismos de M.



Abstract

Let M be the product of n copies of the p-dimensional sphere SP with p > 1 and n > 2.
We will study in this work all automorphisms of H,(M;Z) = Z" which can be realized by a
diffeomorphism of M, making a classification of them. As an application, we will see a com-

plete classification of smoothly embedded p-dimensional spheres in M up to diffeomorphisms
of M.
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Introducao

O objetivo desta dissertagao é estudar todos os automorfismos de H,(M;Z) = Z" que sdo
realizados como homomorfismos induzidos por difeomorfismos de M, onde M = SPx...x SP,
o produto de n copias da p-esfera SP com p > 1 e n > 2, e classificar mergulhos suaves de S?
em M. Todo difeomorfismo f : M — M induz um automorfismo f, de H,(M;Z) & Z", o
qual pode ser considerado como um elemento de GL(n;Z) = {A € M(nxn; Z); detA = +1},
o grupo das matrizes de ordem n em Z com determinante +1 e munido da multiplicacio, e
seja D, o subgrupo de GL(n;Z) consistindo de todos os automorfismos que sao induzidos
por difeomorfismos de M.

Em 1962, C.T. Wall [22], em 1967, R.Z. Goldstein [6] e em 1969, H. Sato [18], fizeram
um estudo deste problema para o caso n = 2. O que estudaremos aqui é uma generalizacao
desses resultados feita em Lucas [14], que mostra:

(i) D, coincide com GL(n;Z) parap = 1,3,7,

(i) D, é um subgrupo de indice 20**~™/2(21 —1)(22 —1)... (2" — 1)/n! para p impar com
p# 1,31,

(iii) D, & um subgrupo finito de ordem 2™n! para p par.

Em 1968, R.Z. Goldstein [7] fez uma classificagio das esferas p-dimensionais mergulhadas
suavemente em M a menos de difeomorfismos de M, para ocason = 2 e p > 4. A clas-
sificagdo aqui apresentada é uma generalizacao deste caso, mais precisamente, se supormoé
quep=1len>4,oup=23en>3 oup>4en > 2 veremos uma lista de formas
padroes de tais mergulhos e que qualquer esfera p-dimensional mergulhada suavemente pode
ser aplicada continuamente a exatamente uma das formas padrdes por um difeomorfismo de
M.

Apresentamos o trabalho em quatro capitulos como a seguir:

No capitulo 1 enunciamos algumas defini¢Ges e resultados importantes para o desenvolvi-
mento da dissertagio.

No capitulo 2 provaremos o principal resultado deste trabalho, o Teorema 2.2.1, que é



uma generalizacdo do caso n = 2, feito por Wall e Goldstein, que trata da classificacio das
‘matrizes que representam automorfismos de M.

No capitulo 3, como uma aplicagdo do Teorema 2.2.1 (classificagio das matrizes que
representam automorfismos), apresentaremos o Teorema 3.1.2, que trata da classificagdo de
esferas mergulhadas.

No capitulo 4, veremos a prova do Teorema 3.1.2 (classificagao de esferas mergulhadas
feita por Goldstein [7]) quando consideramos n = 2, e posteriormente analisaremos quais

modificagOes sdo necessarias ao teorema 3.1.2 quando consideramos as orientacoes de SP e
de M.



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo apresentaremos algumas definicdes e resultados basicos sobre algebra, topolo-

gia diferencial e algébrica, com aplicagGes de alguns deles que serao necessérios nos capitulos
posteriores.

1.1 Algebra

Comecemos relembrado alguns resultados sobre matrizes. Veja Hoffman-Kunze [13] para

mais detalhes.

Define-se por operagoes elementares sobre as linhas de uma matriz A de dimensao m X n

sobre um corpo F', as operagdes:
(i) A transposigao de duas quaisquer linhas.
(ii) A multiplicagdo de uma linha por um escalar ndo nulo.
(iii) A adicdo de qualquer multiplo de uma linha a qualquer outra linha.

Define-se operagdes elementares sobre as colunas de uma matriz A, de maneira analoga.

Vejamos também a definicdo da adjunta de uma transformagcéo linear:

Considere dois espagos vetoriais V e W sobre um corpo F' e uma transformacéo linear
T de V em W. Entao T induz uma transformacao linear de W* em V*, duais de W e V

respectivamente, como segue. Suponhamos que g seja um funcional linear sobre W e seja
fla) = g(Te)

para cada o em V. Entdo a igualdade acima define uma funcio f de V em F, a saber, a

composta de T, uma funcdo de V em W, com g, uma funcio de W em F. Como T e g sdo
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ambas lineares, temos que f também é linear, isto &, f & um funcional linear sobre V. Assim
T nos fornece uma fun¢do T® que a cada funcional linear g sobre W faz corresponder um
funcional linear f = T%g sobre V, definido na igualdade acima. Notemos também que T* é
na verdade uma transformagcio linear de W* em V*; de fato, se g; e g» estdio em W* e ¢ é

um escalar

[T*(cg1 + g2)l(@) = (cor + g2)Ta = cg1(Ter) + ga(Tx) = o(T g1 ) () + (T*g2)(cx)
de modo que T%(cg, + g2) = cTtgy + Ttgs.

Teorema 1.1.1. Sejam V e W espagos vetoriais sobre um corpo F'. Para cada transformagéio

linear T de V em W existe uma unica transformagao linear T* de W* em V* tal que

(T'g)(@) = g(Ta).
para todo g em W* e em V.

Denominamos T* como a adjunta (ou transposta) de 7.
Outro fato a recordar é: se det & a fungio determinante das matrizes quadradas sobre
um anel comutativo com unidade, e se a,...,q, sio as linhas da matriz A, escrevemos

detA = det(oy, ..., o), entdo
det(qy,...,cop +af, ..., 0n) = cdet(ay, ..., . .., 0n) +det(ay, ..., Q... apn).

Esse mesmo resultado é valido se considerarmos oy, ..., o, as colunas da matriz A.

Os resultados abaixo sobre grupos e anéis podem ser encontrados com maiores detalhes
em Cohn [4].

Vejamos inicialmente que a intersecgdo de qualquer conjunto de subgrupos de um grupo
G (mesmo um nimero infinito) é um subgrupo de G. Se X é qualquer sﬁbconjunto de G
podemos considerar a colegdo de todos subgrupos H de G tal que X C H e formar suas
intersecgOes, digamos T. Entéo T serd4 um subgrupo de G e pode ser caracterizado como o
menor subgrupo contendo X. Um modo mais construtivo para descrever T seria: seja T"
o conjunto de todos os produtos nos elementos de X U X!, isto é, os produtos formados
pelos elementos de X e seus inversos, incluindo 1 como o produto vazio. 7" é um subgrupo e
T' 2 X. E mais, qualquer subgrupo contendo X também contém T". Logo T D T', mas da
defini¢do de T' como a intersec¢do de todos os subgrupos contendo X temos T' C 7", com isso
T = T'. Esse subgrupo T é chamado o subgrupo gerado por X e escrito < X >, enquanto
X & chamado conjunto gerador de T.

Recordemos também da definigdo do produto direto de dois grupos:
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Definigao 1.1.2. Sejam G grupo e A, B subgrupos de G; entio G é o produto direto de A
e B se cada elemento de A comuta com cada elemento de B e g de G pode ser unicamente
escrito na forma

g=ab (a € Abe B).
A definigdo pode também ser escrita como segue

Proposigao 1.1.3. Um grupo G € o produto direto de seus subgrupos A e B se, e somente
se, A, B sao normais em G,G=AB e ANB =1.

Mais geralmente, chamamos um grupo G o produto direto dos subgrupos A, ..., 4,
se quaisquer dois dos grupos A; comutam elemento a elemento e todo ¢ € G pode ser

unicamente escrito da forma
g=a1ay...0p ((li € A,)
Analogamente & proposicio anterior, temos por inducéo

Corolario 1.1.4. Sejam G grupo e Ay,..., A, subgrupos quaisquer de G; entdo G é o pro-
duto direto de A,,..., A, se, e somente se, cada A; € normal em G, G = AjA;... A, e
Ay A NA;=1parai=2,...,r.

Para uma generalizagio do produto direto: sejam A, B dois grupos e suponha que A age
por automorfismos sobre B. Isso significa que cada a € A define um automorfismo de B,

escrito b+ b*, de tal modo que
bl=b ()Y =", (a,d' €AbE B).

Temos assim um homomorfismo A : A — AutB, e reciprocamente, qualquer homomor-
fismo A define uma A-agéo sobre B.

Entdo podemos definir um grupo G, chamado o produto semi-direto de A e B com a agéo
dada de A sobre B, como segue. Os elementos de G sio novamente pares (a,b),a € A,b € B,.
com multiplicacao

(a1,b1)(ag, b2) = (a1a2, b*bs).

Essa multiplicacdo é associativa:
[(a1,b1)(az, b2))(as, b3) = (a1a2as, b7**b5°b3) = (a1, b1)[(az, b2)(as, bs)];

o neutro & (14,15) e (a,b)™! = (a1, (b7*)*""). Temos assim um grupo; os elementos (a,1)
formam um subgrupo A, isomorfo a A e os elementos (1, b) formam um subgrupo B; isomorfo

a B. B; é normal em G e G/B; = A; em geral A; ndo é normal em G.
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Recordemos que IR é win Dominio de Integridade se R & um anel nao trivial comutativo
sem divisores de zero.
Seja R um Dominio de Integridade e suponha que para cada ¢ € R, a # 0, win intciro

nao negativo p(a) esta associado tal que
1. ¢(ab) > ¢(a) para todo a,b # 0 em R,
2. para quaisquer a,b € R, se b # 0, existe q,7 € R tal que

a = by -+, e (1) < (h) o = 0.

Geralmente assumimos que ¢ ndo ¢ constante, isto ¢, ¢ assuine mais que wn valor (por
2, p pode ser constante apenas se R ¢ um corpo). Qualquer dominio com essas propriedades
é dito ser Euclidiano. Em geral Z é um anel Euclidiano se considerarmos ¢(a) =| a |. Para
verificar que um anel é Euclidiano é mais conveniente trocarmos a condi¢do 2 acima por
outra condigao equivalente:

2. Para quaisquer a,b € R, b # 0, se p(a) > ¢(b), existe ¢ € R tal que

w(a — bc) < p(a) oua = bhe

Teorema 1.1.5. Em um anel Euclidiano R quaisquer dois elementos tem um mdximo divisor
comum e um minimo mailtiplo comum; se 0 mdzimo divisor comum de a e b é d, entdo ezistem

u,v € R tal que d = au + bu.

Também é interessante recordarmos alguns resultados sobre grupos abelianos livres:
A expressio de um elemento de um grupo em termos de um conjunto de geradores
simplifica muito no caso do grupo ser abeliano. Assim se A é um grupo abeliano, gerado por

ay,...,an, todo elemento z € A pode ser escrito na forma

131

@ = a an onde oq,...,00, €74, (1)

ou quando A é um grupo aditivo,
T =aia;+ ...+ Quly. (2)

Vamos adotar a notagio aditiva, entdo temos (2); ein geral nio podemos afirmar gue os
coeficientes i, . . . , @ 830 unicamente determinados por z. Em geral, se ¢; tcin ordem finita

ma, podemos trocar o por um mualtiplo de m, e ainda obtemos . Um objetivo natural
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seria encontrar wn conjunto de geradores {a;,...,a,} para A tal que todo clemento x pode
ser escrito de um Gnico modo na forma (2), onde o; esta restrito a 0 < «; < 7n; no caso de
a; ter ordem finita m;. Eutao aj,...,a, & chamada base de A. Escrevendo A como soma

direta de grupos ciclicos A;:

Reciprocamente, se A pode ser escrito conmo uma soma direta de grupos ciclicos, isso nos
leva a representagiio (2) para seus cleinentos, a qual ¢ Ninica se os «y sao0 suficientcinente

pequenos sempre que a; tem ordem finita.

Proposicao 1.1.6. Se A € um grupo abeliano qualquer, entdo o subconjunto tA de elementos

de ordem finita é um subgrupo.

O subgrupo tA é chamado subgrupo de torgiao de A, seus elementos sdo chanados ele-
mentos de torgao de A, enquanto os elementos restantes de A séo livres de tor¢do. O grupo
A é chamado de grupo de torgéo se tA = A, e livre de torgio se tA = 0 (tA é um grupo de
torgao e A/tA é livre de torgdo).

Um grupo de tor¢io finitamente gerado deve ser finito. Se A é gerado por a,,...,a, € g;
tem ordem finita m;, entdo todo elemento pode ser escrito na forma (2) com 0 < a; < m;,
entdo existe no maximo m;ms,...m, diferentes elementos em A.

. Para descrever os grupos livre de torcio finitamente gerados temos

Definigao 1.1.7. Um grupo abeliano A € dito ser abeliano livre sobre eq,..., e, se todo

elemento de A pode ser escrito unicamente da forma
)\](",] +...+)\7,,Cn onde )\],...,)\,-,_ c Z.

Em outras palavras, win grupo abeliano livre ¢ mn grupo com uma base consistindo de
elementos livre de torgio. I claro que A terd em geral muitas bases diferentes, mas todas
terao o mesmo numero de elementos pois, escrevendo 24 = {2z;z € A}, esse namero é n,
oude

[A:24] =2

Esse ntimero n é chamado o rank do grupo abeliano livre A.

Teorema 1.1.8. Seja F,, um grupo abeliano livre sobre E = {e;,...,e,}. Entio qualquer
aplicagao de E em um grupo abeliano A estende a um unico homomorfismo F,, — A. Em
particular, qualquer grupo abeliano finitamente gerado pode ser escrito como uma imagem.

homomorfa de um grupo abeliano livre.
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Assim, F, com a aplicaggo inclusdéo E — F, é universal para aplicacdes de F em grupos
abelianos livres. '

A defini¢aio de um grupo abeliano livre pode ser estendida para o caso de rank infinito e
todo grupo abeliano pode ser escrito como uma imagem homomorfa de um grupo abeliano
livre adequado. Para grupos abelianos finitamente gerados, o grupo livre tem uma caracte-

rizagao simples que n&ao estende ao caso geral:

Proposigao 1.1.9. Um grupo abeliano finitamente gerado € livre se, e somente se, € livre

de torcao.

Corolario 1.1.10. Todo grupo abeliano finitamente gerado é a soma direta de um grupo

finito e um grupo livre.

1.2 Homologia e cohomologia

.Podemos encontrar mais detalhes em Spanier [19]:

Definigao 1.2.1. Um complezo de cadeias C = (C,, 8,) € definido por um par de segiiéncias,
sendo uma seqiéncia de grupos abelianos C,, q € Z, e uma seqiiéncia de homomorfismos
0y : Cq — Cy-1, tal que 8,10 8, = 0 para todo q € Z. E definido também C, = 0 se q < 0.

A um complexo de cadeias C = (C,, 9,) se associa de modo natural certos subgrupos dos
grupos de cadeias C,. Os homomorfismos 9, sdo denominados operadores bordo, os elementos
de C, sao chamados de g-cadeias, o grupo Z,(C) = kerd, é chamado de grupo dos g-ciclos,
o grupo By(C) = Imdy,, é chamado de grupo dos g-bordos. Sendo 8;-y 0 8, = 0, entdo
By(C) C Z,(C) e o grupo quociente

Hq(c) = Zq(C)/Bq(C)

é chamado de g-ésimo grupo de homologia do complexo C.

Sejam C um complexo de cadeias e G um grupo abeliano. Podemos formar o complexo
de cadelas C® G = (C; ®G,0,®1) com §,®1: C4Q® G — Cp-; ®G,onde 1 : G — G éo
homomorfismo identidade. Definimos H,(C;G) = H,(C ® G) como sendo o g-ésimo grupo
de homologia do complexo C com coeficientes no grupo G.

A relagao entre os grupos H,(C; G) e Hy(C) é dada pelo seguinte resultado:

Teorema 1.2.2. (Teorema dos Coeficientes Universais para Homologia) Sejaom C um com-
plezo de cadeias livre, isto é, os C, s@o grupos abelianos livres, e G um grupo abeliano.
Entao

H,(C;G) = H,(C) ® G ® Tor(Hy-1(C),G).
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o como sendo o (g — 1)-simplexo singular o o Ff. Assim F ¢ a i-ésima face de 6,. F! aplica
Ag4-1 afim e homeomorficamente sobre a face de A, oposta ao vértice E;.

Agora definimos o bordo de um g¢-simplexo singular sendo a (g — 1)-cadeia singular

8(0) = Y (~1)'o®
i=0

e 00 =0,

Uma g-cadeia singular ¢ tal que 8(c) = 0 é chamada um ciclo; se ¢ = §(¢') para alguma
(¢ +1)-cadeia ¢/, ¢ é chamada um bordo. Como 88 = 0 os bordos formam um submédulo B,
do mé6dulo Z, dos ciclos; e Z,/B, é chamado o g-ésimo médulo de homologia singular de X,

denotado por H,(X;A), ou simplesmente H,(X) quando a referéncia ao anel A é conhecida.

Definigao 1.2.5. O mddulo S9(X) de todas as cocadeias singulares sobre X ¢
Homp(S,(X),A) = Sy (X)*. Assim a cocadeia singular de dimensdo q é um homomor-
fismo A-linear c : So(X) — A. Se denotamos o valor desse homomorfismo sobre uma cadeia

z por [z, c|, temos entdo as igualdades
(21 + 22, ¢ = [21,¢] + [, ]
(2,61 + 3] = [2,e1] + [2,¢2]
vz, cl =v(z,c] = [z,vc] veEA
tal que [,] € bilinear.

Como S; é um funtor de espagos topol6gicos em A-médulos e Homa( ,A) é um con-
trafuntor na categoria de A-mo6dulos, o funtor composto S? é um contrafuntor de espagos
topolégicos em A-moddulos. Mais explicitamente, se f : X — Y & uma aplicagio qualquer,
entdo SU(f) : S1(Y) — S(X) é definido pela férmula

[2,57(F)e] = [S4(f)2, ¢]

para qualquer g-cadeia 2, g-cocadeia ¢. Quando z é um g-simplexo singular o, a férmula se

torna
[0,5%(f)e] = [foa,d]
em outras palavras, S7(f) é a transposta S,(f) de S,(f).

Proposi¢ao 1.2.6. Eriste um tnico homomorfismo § : S1(X) — S91(X) satisfazendo

[0z, c] = [2,d(]
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para toda (q + 1)-cadeia z e g-cocadeia c. Se f: X — Y €é uma aplicagio qualquer, entdo
587(f) = STHL(f)8.

E mais,

00 =0.

Chamamos é o operador cobordo.

Definimos os médulos de cociclos e cobordos por
Z"(X) = Kernel § : S1(X) — S"'H(X)

BY(X) = Imagem § : ST1(X) — S(X)
e o grupo de cohomologia H?(X;A) por
HY(X) = Z%(X)/B"(X).
Os grupos de homologia e cohomologia deste trabalho, terdo coeficientes inteiros.
Seja
§*(X) = @y057(X).

Vamos definir um produto, denominado cup, em S*(X): queremos que seja bilinear e
que ¢ — d € SPT(X) se c € SP(X) e d € S1(X). Para definir ¢ — d, & suficiente especificar

[0, ¢ — d] para qualquer (p + g)-simplexo singular o. Para isso considere as aplicagdes afins
At Bp = Dpig
Pq: Bg = Dpry
dadas por A\, = (Ey... E,), py = (EpEpt1- .- Epyq). Fazendo
[o,¢~ d] = [0)p, [opy, d]

onde o lado direito é o produto de dois escalares em A. Se ¢ = T,¢p, d = Eyd, sao clementos
arbitrarios de S*(X), temos por definigao

c—d= E ¢y ~ dy
P

Proposigao 1.2.7. O produto cup em S*(X) é bilinear, associativo, e tem como elemento

identidade a 0-cocadeia 1 definida por [z,1] = 1 para todo ponto z € X.
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Proposicao 1.2.8. ‘O operador cobordo é uma derivagio do anel-graduado S*(X), isto €,
Sc~d)=bc—d+ (—1)Pc~—dd
para c € SP(X), d € §4(X).

Corolario 1.2.9. A soma direta Z*(X) do mddulo dos cociclos é um subanel de S*(X)
e a soma direta B*(X) do médulo dos cobordos é um ideal em Z*(X), consegiientemente
passando o produto cup ao quociente, a soma direta H*(X) dos médulos de cohomologia

torna-se uma A-dlgebra graduada.

Seja f : X — Y uma aplicagdo continua. Entéo f induz homomorfismos S(f) : SU(Y) —
S4 (X) para todo g, e conseqiientemente um homomorfismo S*(f) : $*(Y) — S*(X) definido
por

S (NQ_e) =D 5 (Hle)
p »
Similarmente temos um homomorfismo de médulo H*(f) : H*(Y) — H*(X).
Proposigao 1.2.10. S*(f) e H*(f) sdo homomorfismos de anéis.

Corolario 1.2.11. S* e H* sao contrafuntores da categoria de espagos topoldgicos para a

categoria das A-dlgebras graduadas.

Teorema 1.2.12. Em H*(X) temos
a~—b=(-1b—a

para a € H?(X),b € HY(X). Em particular, se a = b e p € impar, a — a = 0, contanto que

A tenha caracteristica diferente de 2.
Ainda em Greenberg [8] temos

Teorema 1.2.13. (Férmula de Kiinneth) Se X e Y sdo espacos topoldgicos, existe um

isomorfismo natural

Hy (X xY)= Y H(X)9H(Y)® ), Tor(H.(X), Hi(Y))

p+q=n r+s=n—1

para todo n.

Em Spanier [19] podemos encontrar o seguinte resultado de homologia e cohomologia

para variedades diferenciéveis:
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Teorema 1.2.14. (Dualidade de Poincaré) Seju M uma n-variedade compacta com hordo
OM. Se (M,0M) € orientdvel, entao:

HY(M, M) = H,_,(M),

HP(M) = H,_,(M,3M).

1.3 Homotopia

As seguintes definigdes podem ser encontradas em Hilton [10].

Sejam X,Y espago de Hausdorff conexos por caminhos e considere aplicagdes continuas
de X em Y. Dizemos que fy, fi : X — Y s80 homotépicas se existe uma aplica¢io continua
F:X xI—Y,onde I éo intervalo unit4rio 0 < ¢t < 1, tal que F(x,0) = fo(z), F(z,1) =
fi(z) para todo z € X (se fo & homotopica a fi escrevemos fo ~ f1).

Agorasejam f: X - Yeg:Y — Xtaisquegf: X — Xe fg:Y — Y sio
homotépicas as aplicagoes identidades apropriadas. Entao dizemos que X e Y tem o mesmo
tipo de homotopia. Chamamos f e g equivé),léncias de homotopia e g(f) uma homotopia
inversa de f(g). Considerando 1 como a aplicagao identidade de qualquer espago nele mesmo,
entdiogf ~1le fg~ 1.

Seja I"™ o n-cubo Euclidiano, consistindo dos pontos (ty,...,t,) com 0 < #2 < 1, @ =
1;2,...,n. O bordo de I", escrito I™, consiste dos pontos de I™ onde t; = 0 para no minimo
um valor de 4. '

Agora seja X um espago de Hausdorff conexo por caminhos e seja zp € X. Sejam
frg:I™ — X tal que f(1,t3,...,t,) = g(0,¢2,...,t.) e defina b : I™ — X por

f(ztlatZ;"‘)tn) OS tl S 1/2
h(tl,...,tu) = :
g(2t1—1,t2,...,tu) 1/2Sf1§1

Entao h & continua e escrevemos h = f + g.

Suponha agora que f, ¢ aplicam I™ em g, ¢ seja M, (X, :x0) a colegio de todas as apli-
cagbes continuas de pares (I*, [ ") — (X,zo). Entdo f + g estd dcfinida ¢ pertence a
M,(X,z). Assim temos uma adigio em M,(X,xo). Seja m,(X,zo) & colegio de todas
as classes de homotepia das aplicagdes continuas de pares (I", I") — (X,xzy), ¢ seja [f] a
classe de f. Se f,g € M, (X, zo), entdo [f + g] depende apenas de [f] e [g], e com isso a
adicdo introduzida e M,,(X, o) induz uma adigdo em m,, (X, xy).

A adigio definida em 7,,(X, 7o) ndo € apenas descrita em termos da adigao particular em

M,.(X, o), existem outras formas equivalentes de definir esta operagao.
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Teorema 1.3.1. Segundo a opera¢do de adigdo, a colegio de classes, m,(X, zo), € um grupo.

(X, To) € abeliano se n > 1.

O grupo 7,(X, ) & chamado o n-ésimo grupo de homotopia de X com ponto base
zg € X. Quando n = 1, m (X, o) é chamado de grupo fundamental de X.

Os préximos resultados podem ser encontrados em Spanier [19]:

Teorema 1.3.2. (Teorema de Hurewicz) Seja X um espago simplesmente conezo. Entdo,

as sequintes afirmagdes sdo equivalentes:
’H'j(X)ZO, 1<7<n-1,

Hi(X)=0, 1<j<n-—1.
No caso de uma das condigdes acima estar verificada, tem-se H,(X) = m.(X).

Sejam X e Y espagos topolégicos e f : X — Y uma aplicagdo continua. Dizemos
‘que f é uma equivaléncia de homotopia fraca se f induz uma correspondéncia biunivoca
entre as componentes conexas por caminhos de X e Y e se para todo ¢ > le z € X,
fa 1 (X, z) = 7 (Y, f(z)) & um isomorfismo. Observe quese f: X — Y é uma equivaléncia
de homotopia, entdo f & uma equivaléncia de homotopia fraca. Se X e Y forem variedades
de classe C*°, entdo tem a estrutura de CW-complexos e os conceitos de equivaléncia de
homotopia fraca e equivaléncia de homotopia coincidem.

Também em Spanier [19], sdo estabelecidas correspondéncias entre os elementos de
‘m,(X, Zo) € as classes de homotopia das aplicagdes continuas f : (S™, pg) — (X, o), po € S™,
oug: (D" 8" 1) — (X, ), onde D" é o disco orientado n-dimensional unitéario e S™! sua
fronteira, isto €, a (n — 1)-esfera unitéaria.

Seja Y um subespago fechado e conexo por caminhos de X ey € Y. Os elemen-
tos do grupo de homotopia relativo 7, (X,Y, ) estdo em correspondéncia com as classes
de homotopia de aplicagbes continuas ¢’ : (D™, 5™, ps) — (X,Y, %), onde ¢'(D™) C X,
98" 1Y) C Y e ¢g(po) = vo. Note que um elemento de m,—1(Y,yo) é representado pela
restricio de ¢’ a S™Y, ¢’ |gn-1: (S™1, po) — (Y, %0)-

Considere SPV S% = S? x {go} U {po} x S? C SP x S, onde pg € SP,qo € S%,p,q > 2. Os
elementos de 7, 4(SP X 59, SPV 59, ) estdo em correspondéncia com as classes de homotopia
de aplicagoes continuas ¢’ : (D? x D7,8(DP x D?),w) — (SP x S, 5PV S9, %), onde ¢'(D? X
D1) C 8P x S9, g'(8(DP x D9)) C SPV S e g'(w) = *, comw € SP~1 x §971 = 9DP x 9D C
O(DP x D7) = P11 ¢ % = (py, qp). Assim, cada elemento v € 7pyq(SP x S9,5PV 57,%) &
rrepresentado. por uma, aplicacio continua g’ : (DPx D1, 9(DPx D7), w) — (SP xS, SPV.SY, *).
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Observe que Hp.q(S? x S9,57 v S7) = Z. Segue-se do teorema de Hurewicz relativo, cin
Spanier [19] pag. 397, que mp4o(S? X S, 87V S, %) = H,,,(S” x $1,5” Vv S1) = Z, pois
SP x S% e SPV 57530, neste caso, simplesmente conexos.

Defina o homomorfismo bordo
d: Tppg(SP X 59,87V ST %) — Tpypqe1 (SPV SY, %)

como sendo d(y) = «;, onde a; é a classe de homotopia representada por
© ¢' laorxpey: (O(D” X D), w) — (S*V §9, ).

Definigao 1.3.3. (Colchete de Whitehead) considere as classes de homotopia a € m,(X, o) €
B € m(X,z0) representadas pelas aplicages continuas gy : (SP,pa) — (X,70) e
g2 : (S9,q0) — (X, z0) e a aplicagdo g1V g2 : (S? V 59, %) — (X, z0) com (g1 V g2)(Po, q0) =
o, (g1 V 92)(%,90) = 91(2), (91 V 92)(P0,y) = 92(y)- Seja v um gerador de 7,4, (S? X S,
SPV S9,+) = Z escolhido através da fizagio de uma orientagio adequada de SP X S7. Para

a composta abaizo
Tpag(SP X S9, 5PV 89, %) L, 1(SPV ST, 4" 2 (X, )

defina
la, 8] = ((91V g2)g 0 d)(7) = (91 V g2)g(@1) € Tpsq-1(X,Z0).
O elemento [o, 8] € chamado de Colchete de Whitehead (ou produto de Whitchead) de «

e B. Observe que |, B8] sé depende das classes de homotopia o e B e nio dos particulares

representantes gy € ga.

Uma propriedade do Colchete de Whitehead que vamos precisar no segundo capitulo é a
"bilinearidade", isto ¢, para todo m,n € Z tem-se

[mat,nf) = mnla, B

~ O fato de que o Colchete de Whitehead [a, f] é bilinear em « e f, se p,¢ > 2, pode ser
encontrado em Whitehead [23].

Para os enunciados e demonstragoes a seguir ver Cartan [3].

Proposigao 1.3.4. A aplicag@o continua g; V g2 : SPV S? — X se estende a uma aplicagao

continua F : SP x ST — X se, e somente se, [, 0] = 0 em mpqq-1(X, o).
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Definicao 1.3.5. (Defini¢do de H-espago) Seja (X, xo) espago topolégico X com ponto base
zo € X. Dizemos que X é um H-espago se eziste uma aplicagdo continua f : X X X — X,
com f(zo, o) = o tal que as aplicagdes fi : X — X, fi(z) = f(z,z0), e fo: X = X, fo(z) =
f(zo, ), sao homotdpicas G identidade id : X — X. O ponto zo € X ¢é o elemento neutro

de X a menos de homotopia.

Foi demonstrado em Adams [1], que S? tem estrutura de H-espago se, e somente se,
p =1,3,7. Nestes casos, a aplicagio f : S? x SP — SP & a multiplicagdo dos complexos, dos

quatérnios e dos octdnios de norma igual a 1 respectivamente (ver também Cartan [3]).

Proposicao 1.3.6. Se p € um nimero impar p # 1,3,7, ou seja , SP ndo é um H-espago,

entdo [y,7) € um elemento de ordem 2 de ma,_1(S?), onde v € um gerador de m,(SP) = Z.

1.4 Topologia das variedades diferenciaveis

Veremos agora algumas defini¢ées e propriedades sobre variedades diferenciaveis, que poderao
ser vistas com maiores detalhes em Hirsch [11].

Seja f : M — N uma aplicagio de classe C' (onde M, N sdo variedades CT,r > 1).
Dizemos que f é imersiva em x € M se a aplicagéo linear Tpf : TuM — Ty N for injetiva,
e submersiva de T, f for sobrejetiva. Se f é imersiva em todos os pontos de M ela é uma
imersao; se ela é submersiva em todo ponto, f é uma submersao.

Dizemos que f é um mergulho se f é uma imersdo que aplica M homeomorficamente
.sobre sua imagem.

Sejam M e N variedades diferenciaveis orientadas de dimensio n, ambas sem bordo, com
M compacta e N conexa. Seja f : M — N uma aplicagéo diferenciavel de classe C* e
.z € M um ponto regular de f (ou seja, z é um ponto onde f é submersiva). Observe que,
nestas condigdes, a derivada de f no ponto z, denotada por d.f, é um isomorfismo entre os
espagos tangentes em z e em f(z). Dizemos que f preserva a orientagido em z se d;f leva
uma base de T, M da orientagédo de M numa base de Ty(;)/V da orientagao de N. Se isto néo

ocorre, dizemos que f inverte a orientagdo em x.

Defini¢do 1.4.1. (Grau de uma aplicagdo diferencidvel) Seja * € M um ponto regular.
Dizemos que o grau de f no ponto x € igual a 1 se d,f preserva a orientacdo. Denotaremos

por deg.f = 1. Se d.f inverte a orientagdo, entdo o grau de f no ponto = € igual a —1.

Para cada valor regular y € N de f, definimos também o grau de f sobre y como sendo

deg(f,y)= Y degaf.

zef~1(y)
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Se f~Y(y) for vazio, deg(f,y) = 0 por definigio. Observe que F~Yy) tem wn ntmero
finito de pontos, pois M ¢é compacta.

O grau de uma aplicagéo continua f, denotado por degf, ¢ definido como sendo o grau
de uma aplicagao h, deg(h,z), onde h : M — N é uma aplicagio C* homotépica a f e
z € N & um valor regular para h.

Por resultados de Hirsch [11], tal aplicagdo h : M — N existe e degf independe de h e 2.

Se N é compacta, entdo f,[M] = (degf)[N] em H,(N;Z), com [M] e [N] classes funda-
mentais de M eN respectivammente.

Agora, se P,Q sao variedades, uma isotopia de P em ) ¢ uma homotopia
F:PxI—Q,
F(:L‘,t) = Ft(x)
tal que a aplicagao
F:PxI—QxI,
definida por ﬁ(z, t) = (Fi(z),t), é um mergulho.
Quando P = @ e cada F, é um difeomorﬁsmo, e Fy = 1g, entdo F' é chamada uma
difeotopia.

Outro resultado de variedades diferenciaveis é o teorema de aproximagao, o qual podemos

encontrar em Haefliger [9], e diz

Teorema 1.4.2. (a) Qualquer mergulho topoldgico (respectivamente imersio topoldgica)
de uma variedade diferencidvel V™ em uma variedade diferencidvel W™ pode ser apro-
zimado por um mergulho diferencidvel se m > 3(n +1)/2 (resp. uma imersao diferen-
cidvel se m > 3n/2).

(b) Sejam fo, fi dois mergulhos diferencidveis (resp. imersées) de V* em W™. Qualquer
homotopia na categoria de mergulhos topoldgicos (resp. imersdes) pode ser aprozimado
por uma isotopia diferencidvel se m > 3(n + 1)/2 (resp. uma homotopia na categoria

de imersdes diferencidveis se m > (3n+1)/2).

1.5 Difeomorfismos do produtos de esferas

As definigbes e os resultados a seguir podem ser encontrados em Lucas [15].

Denotaremos por * um ponto base de SP, com uma orientagao fixada e consideremos «;;,
com i=1,2,...,n, classes de homologia que geram H,(M;Z) representadas por S¥ X {*} x
oo X e {x} xS x {x} x o ox (&}, .., {6 x Lo x {x) <SP
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Definigdo 1.5.1. Seja f : M — M um difeomorfismo e f, : Hy(M) — H,(M) dada por:
feloy) = B 05504

Chamamos a matriz

a;; Q2 ... Qn

Ay Q» ... Qon
Ip= .

Qn1 Qn2 ... Qpg

de matriz da induzida por f na base {¢y;} de Hy(M;Z).
Os aij (4,5 =1,2,...,n) de cada coluna de I sio os graus das composigoes

5o Lo M Lo

SP,

onde k; é a inclusdo do j-ésimo fator em M e 7; é a projecdo no i-ésimo fator.
Vamos denotar GL(n;Z) = {A € M(n x n;Z); detA = £1}, o grupo das matrizes de

ordem n em Z com determinante +1 e munido da multiplicagio.

Definigao 1.5.2. Dizemos que uma matriz A € GL(n; Z) € realizada por um difeomorfismo
de M se existe um difeomorfismo f: M — M tal que Iy = A : Hy(M) — H,(M) na base
canodnica {o;} de Hp(M).

. Definicao 1.5.3. Seja D, o subgrupo de GL(n;Z) consistindo das matrizes A € GL(n;Z)
tais que Iy = A para algum difeomorfismo f: M — M.

Definigao 1.5.4. Seja &,, o grupo das permutacées de. ordem n, isto é, &, € o grupo das
“bijegées o : {1,2,...,n} — {1,2,...,n}. Para cada 0 € &,, definimos B, = (b;) €
GL(n; Z) como sendo
1 = o (),
by = { sei = o(j)

0 caso contrdrio.

Observemos que a aplicagdo contfnua 7 : &,, — GL(n;Z) definida por y(¢) = B, é um

monomorfismo. De fato, para o, u € 8, considere B, = (a;;) e By, = (bjx), onde

_{1 se o(j) =1 ‘_{1 se p(k) = j
aij = e b]k— :

0 caso contrario 0 caso contrario

Faga B, - B, = C = (cix) = (37 auijbse)-
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Seja j = p(k). Entdo temos cip = by + aiobop + - + Ginlnge = @iy -0 + ... + a;; -1+
*++ Qi - 0 = a5, ou seja

C,'k=1<=>aij=1<=>1:=0'(j)¢>1:=0’0/1.(k),

Cik =0 a;; =01 # 0(j) & i # ooulk)

Isto implica que C' = B,,,, = (0 o i) e tem-se que

(o) - ¥() = By - By = Boop = (a0 1)
e logo v é um homomorfismo.
Mostremos que v & injetiva, isto &, se o # p, entdo y(o) # o(u). Cousidere y(o) = B, =

(ai;) e v(u) = B, = (b;;). Como o # p, existe L com 1 < | < n tal que o(l) # u(l). Faca
m = u(l) # o(l) = k e tem-se que

O'(l) =k=au=1 e ayu=0,

/.L(l) =m=>buy=1 e by =0.

Logo ai # by, ou seja, By # B, e assim y(c) # y(u). Portanto v ¢ injetiva.
- De agora em diante, identificaremos &, com (®,) C GL(n;Z) pelo isomorfismo

7t By — 7(Bn).

Seja n: GL(n; Z) — G L(n;Zy) o homomorfismo canénico, definido por n(X) = X, onde
X = (zi3), X = (Tyj) e Ty; = 145(mod2), e seja Gy = 171 (n(6,)). Uma matriz em GL(n;Z)
estd em G se, e somente se, cada uma de suas linhas e colunas contém exatamente wmn
impar.

Observe que G) é um subgrupo de GL(n; Z). Como identificamos &,, com v(®,,), e 7(®,)
é um subgrupo de GL(n;Z), pois é a imagem de um grupo por um homomorfismo, entao
temos que &,, & um subgrupo de GL(n;Z). Agora, como cada matriz de &,, possui entradas
0 ou 1 temos que 7(8,) = &,, e n(®,) é um subgrupo de GL(n; Z,).

Mostremos entao que G; é um subgrupo de GL(n;Z):

‘ (i) I € G, pois n(I) =T que & o elemento identidade do grupo n(®,).

(i) Sejam A, B € Gi, logo temos n(A - B) = n(A)n(B) que pertence a 7(®,,) pois este é
grupo. Logo A- B € G;.

(iii) seja A € Gy, entdo n(A) € n(B,) que & grupo, logo [n(A)] ! ests em 7(B,) e como n &
homomorfismo, temos [n(A4)]~! = n(A~!). Portanto, A~! € G, ou seja, G; & subgrupo
de GL(n;Z).
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Consideremos as classes laterais a direita de & = 7(®,,) em GL(n; Zy) dadas por &k, Gk,
.oy Gkm, onde ki, ks, ..., ky, € GL(n;Z,) sio representantes de classes. Como 7 & um epi-
morfismo existem elementos g1, gs,...,9n € GL(n;Z) tais que 5(g;) = k;. Afirmamos que
G191,G192, - .., Gi1gm sdo classes laterais a direita, distintas, de GL(n;Z). Pois se Gig; =
G1g;, entdo g;g; ' € Gy. Logo, n(g;9:%) = nlg;)n(g:) ™" = kiki! € & = n(®,) e segue-se que
Gk; = &k;j e i = j. Isto mostra que as classes laterais a direita G1g;, G1ga, ..., Gi1gm 580
todas distintas. !

Seja g € GL(n;Z). Mostremos que g € Gyg; para algum g;. Tem-se que 7(g) € GL(n; Zy)
¢ 7(g) € &k; para algum inteiro i, ou seja, 7(g) = ok; com o € & = 7(®,,). Cousidere z =
99" Tem-se n(z) = n(gg;’*) = nlg)n(g:) ! = okik* = o € &. Logo, z € 17} (1(&,.)) = G,
ou seja, gg;i' € Gi. Assim g € Gygi. Segue-se que todo elemento de GL(n; Z) cstd emn
aiguma classe & direita de Gy em GL(n; Z). Entdo, G191, G192, . .. ,G1gm consistem de todas
as classes & direita de G; em GL(n;Z). Portanto,

[GL(n; Z) : G4} = m.

Outro 1mnodo de verificarmos a igualdade entre os indices segue do isomorfismo abaixo

GL(n,Z) _ GL(n;Zy)
7 (n(6,) ~  n(®n)

uma vez que 7 € um epimorfismo.

Observagao 1.5.6. O subgrupo G; é finito de ordem 2"n!. De fato, G, é isomorfo ao
produto semi-direto de (Z;)" por &,, com respeito a agio padrio de &, sobre (Z;)™.

Como G; =< &,,R >, sabemos que a ordem de &, = n! e o produto de elementos
de &,, por R apenas muda o elemento —1 de linha e coluna, e quando multiplicamos por
mais fatores R podemos fazer aparecer mais entradas —1. Logo, fixada uma matriz de &,,
podemos trocar alguns 1 por —1 e como as matrizes de &,, possuem n linhas, podemos
fazer essa troca de 2" maneiras diferentes, ou seja, para cada matriz fixada de ®,, podemos
encontrar umna bijegdo que troca 1 por —1, entre as n linhas da matriz fixada e o conjunto

das partes de {1,2,...,n}. Logo, a ordem de G & 2"n!.



Capitulo 2

Classificacao das matrizes que

representam automorfismos

Todo difeomorfismo f : M — M induz um automorfismo f, de H,(M;Z) = Z", o qual pode
‘ser considerado como um elemento de GL(n;Z) = {A € M(n x n;Z);detA = £1} e seja
D, o subgrupo de GL(n;Z) consistindo de todos os automorfismos que séo induzidos por
difeomorfismos de M. O resultado principal deste capitulo é o Teorema 2.2.1, o qual nos diz

que
(i) D, coincide com GL(n; Z) para p = 1,3,7,

(ii) Dy coincide com G (o subgrupo de GL(n;Z), no qual cada elemento possui apenas

~um impar em cada linha e coluna), para p impar com p # 1,3,7,

(iii) D, coincide com G =< &,, R > (onde &, & o grupo das matrizes de permutagao

e R é a matriz com entradas na diagonal -1, 1, ..., 1), para p par.

Os lemas da segéio 1 e o Teorema 2.2.1 da segéo 2, podem ser encontrados em Lucas [14].

2.1 Lemas basicos

Nesta se¢do veremos alguns lemas necessarios a demonstragdo do teorema de classificagao
das matrizes que representam automorfismos. O primeiro lema sera usado para mostrarmos

que D, contém os subgrupos GL(n; Z), Gy, G2, dependendo de p.
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Lema 2.1.1. 1. O grupo GL(n; Z) é gerado pelas malrizes &,,, R ¢ a malriz

1
1
T=1001

000 ...1

2. O grupo Gy ¢ gerado pelas matrizes de &,,, R ¢ a malriz

2 0 .

10 ...0
U= 01 ...0

0 00 1

Demonstragao:
1. Se X esta no subgrupo gerado por todas as matrizes de &,, R e T, ou seja, X €
< &, R,T > entdo detX = £1 e X € GL(n; Z).

Mostremos que para qualquer matriz A € GL(n;Z), entdo A € < &,,, R, T >. Para
isto, basta mostrar que A pode ser transformada na matriz identidade I,,x, por um
nimero finito de operagdes elementares-linha e elementares-coluna (ver defini¢des dadas
no capitulo 1), ja que estas operagdes sdo representadas por multiplicagdes pelos ele-

mentos citados aciina.
Isto sera feito por indugdo sobre 7.
Se n = 1, entdo o resultado segue imediatamente.

Suponha n > 2, e considere a matriz A como sendo

a); a2 ... din

a1 dz2 ... dq
A=

Qn1 Gn2 ... Onn

Para a tltima coluna de A, defina

v =min{| ai, ;1 < i < n,a:, # 0}.
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Fazendo uma, operagdo elementar-linha do tipo (i), vista ne capitulo 1, se necessério,

pode-se assumir que v =| an, |. Fazendo operagdes elementares-linha do tipo (443),
vista no capitulo 1, obtém-se

a1 + vam 12 + V1Qn2 v A1n-1 + V18un—y Qn + Vilpy
Q21 + Valp) Q22 + V2Gn2 N Q2n~1 + V28nn—1 Uon + Valnn
An-11 + Un-1Qn1 Qn-12 + Un—1CQn2 ... Qn-1p-1 + Un—-14nn—-1 Qn—1n + Un—-1Gnn
Qn1 Qn2 e Qnn-1 Ann,

onde escolhemos v;,1 < i < n — 1, tais que
(a) v, =0se a;, =0
(b) se ai, # 0, entdo | ain + ViGny |<| Qin | -

Repetindo esta operagdo, pode-se obter uma matriz da seguinte forma:

b11 bia ... b1 0
b2y b ... bon1 0
bn—ll bn—12 v bn—ln—l 0
* * ... * bin
Seja
bu b ... b
B by b ... bon
bn—ll bn—12 v bn—ln—l

Como detA = %1, segue que by, = *1 e detB = %1, ou seja, B € GL(n — 1, Z).

Aplicando uma, operacao elementar-linha do tipo (3), vista no capitulo 1, se necessario,

podemos assumir que b,, = 1 e por operagOes elementares-coluna, pode-se obter a

(o)

Pela hip6tese de indugio, obtém-se a matriz identidade I,,«,, por operagoes elementares.
Portanto A €< &, R, T > e GL(n;Z) =< &,,R, T >.

matriz
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2. Denotemos os homomorfismos -y, 7, j& definidos anteriormente, por v, 1., respectiva-
mente. Recordemos que para 7, : GL(n; Z) — GL(n; Z;) uma matriz A € GL(n; Z)
estd em G se, e somente se, A contém em todas as linhas e colunas um 1nico elemento
fmpar ¢ os outros todos pares. Também pela definicdo de v, estamos identificando &,

com um subgrupo de GL(n;Z) por -y, para todo n > 2.

Como 7,(R), 7 (U) € nu(B,), obviamente temos que < &,, R, U >C G. s¢ja A € Gy.
Mostremos que A € < 6,,,R,U >. Para isto, basta mostrar que A pode ser transfor-
mada na matriz identidade I,,x, por um nimero finito de operages elementares, mas
aqui, em lugar de operagiio do tipo (7i7), temos que usar a operagao do tipo a seguir:
(z47)" A adigao de qualquer maltiplo par de uma linha a qualquer outra linha (similar-
mente para operagoes elementares-coluna).

Vamos mostrar isso por indugéo sobre n.

Se n =1, é 6bvio. Suponha que n > 2 ¢ a matriz A seja dada por

apyy dyy oo fgp
A=l a1 4z ... d2p
Any QApz .. Apn
Defina
v=min{|an |;1 <i<n,a, # 0},
Por uma, operagéo elementar-linha do tipo (¢) pode-se assumir que v =| ay, |. Por

operagoes elementares-linha sobre a matriz A, obtém-se

4y + Y1) a12 + V1Gn2 e Qin-1+ Vilnn-] A1n + Vilnn
G21 + Valni Az + Ve e Aon—1 + Vallnp-1 Uon + Valpy
Up-11 + Vy—1lny Op—12 + VUn-1Gn2 -+« Up-in-1 T Un—1lnn-i Upyein + Un_1lna
Gny An2 e Apn-1 Gnn

onde v; = 0(mod2) e pode-se escolher v;, i =1,2,...,n— 1, de tal modo que
(c) se aip =0, entdo v; =0
(d) se ai, # 0 €| ain |>] @nn |, €ntdo | aim + Vignn |<| ain |, v = 0(mod2)

(e) se amm # 0 €| tin |=| ann |, entéo v; = 0.
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Demonstracao: Seja

a1 G12 ... G1n

az1 G2 ... Q2n
Iy =

An1 Gnz ... Qnp

realizada pelo difeomorfismo f, com determinante igual a 1.
Considere a seguinte composta

SPx SPE e Lo p T gp

onde k e 7 serdio definidas a seguir. Sejam os geradores candnicos wy, wy € wp(SP X SP) =
Z.® Z,w € mp(SP) 2 Z e 0 homomorfismo abaixo:

(wo fok)u:mp(SP X SP) — mp(SP)

definido por
(w0 f o k)u(wr) = ajiw,
(m o f o k)g(wa) = agw,

onde & ¢ a inclusdo para i e | ésimos fatores e 7 € a projegao no j-ésimo fator. Tomemos

a restricBio de mo fok a SPV 8P = 8 x {v} U {u} x S? C SP x SP, onde u,v € SP. Entéo

pela definigdo de Colchete de Whitehead, a restrigdo mo f o k |seys» determina um elemento
. de mp—1(SP) que é 0 Colchete de Whitehead dado por:

[ajiw, ajiw] = ajiajw, w],

'pois o Colchete de Whitehead & bilinear. Como SP ndo é um H-espago quando p é fmpar
com p # 1,3, 7, entdo por Cartan [3] (prop. 3 e pag. 18) temos que [w, w] é diferente de zero
e & um elemento de ordem 2. Como 7o f o k restrita a S? V SP pode ser estendida a S? X S,

entdo por Cartan [3] (prop. 2) obtemos
;41 [w, 'LU] = 0(4=> Q041 = 0(mod2))

Portanto, o produto de dois elementos quaisquer da mesma linha de I; é sempre um
numero par. Como detl; = =1, cada linha e cada coluna da matriz Iy, tem exatamente
um namero impar, os demais sio todos pares, isto implica que n(l;) € n(®,), ou seja,
Ir €7 (n(Bn)) = G 0
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Lema 2.1.3. Se p é par, enlao para todo difcomorfismo [+ M — M lemos | ;€ Gy,

Demonstragao: Sejam Iy = (ay) ¢ {af} a base de H*(M) = Hom(H,(M);Z) dual a
{c:}. Pelo Teorema da Dualidade de Poincaré, vemos que o} — o} = af — of = ... =

ap —ap =0, eque {¢f — a1 <i<j<n}éuma base de H?(M) = H,_y),,(M) =

n!
Zw=a7 . O homomorfismo f* induzido por f na cohomologia H?(M) corresponde a trans-

posta I} de Iy com respeito a base dual. Como p é par, af — aj = wp — «f para
“,J =1,...,n. Assim, para todo k com 1 < k < n, temos f*(a}) = I af ¢

= FO) = [0~ o) = @)~ Slad) = Y 2omig(nf < )

I<i<jsn

Isso implica que agiar; = 0 para ¢ # j. Como detl; = +1, temos que I; € G,. a

2.2 Teorema de classificacao das matrizes que represen-

tam automorfismos

Agora veremos uma generalizagdo do caso estudado por Wall |22] e Goldstein |6] quando

n = 2.

Teorema 2.2.1. Temos
GL(n;Z) se p=1,3,1,
D,=4{ G, se péimparep#1,3,7,
Go se p € par.

Demonstragao: Para g € &, seja f, : M — M o difeomorfismo definido por

fo(®y, ) = (To-102y, - -, Ta-100))y (Frsee o Tn) €M

A matriz de representagdo Iy, de (fy)« : Hy(M) — H,(M) com respeito a base {a;} ¢
dada por o € 8,, C GL(n;Z). Sendo 0 = (a45)1< i,j <n,» Podemos determinar «,; através da
composigao

Sy~ M L T g

onde S§; = S x {*} x ... x {*} C M.

Parai=1,2,...,n, tcinhos

z sei=o"1(1)
(mio faoki)(z,*,...,%) = .
% caso contrario
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Note que a;; & igual ao grau de m;0 f,0k;. Como deg(m;of,0k;) é igual ao grau da aplicagao
constante para i # o~ *(1), temos a; = 0 parai # ¢~}(1). Como deg(my-1(3y0 fo0ky) € igual
ao grau da aplicagao identidade, temos que a,-13y1 = 1.

Similarmente os graus de m;0 f, o k;j, da j-ésima coluna de I, s&o a,-1(;; = 1 e os demais
a;; sdo todos nulos para 2 < j < n.

Quando escrevemos na forma matricial obtemos Iy,.

Seja 7 : SP — S? a reflex&o, definida por

T(y1, v :yp+1) = (_yl; ‘. ':yp+1)1 (yh e :’!/p+1) € S?

onde identificamos S? com a esfera unitaria em RP*!. O grau de r & igual a —1. Assim, para
o difeomorfismo f, : M — M, definido por

fe(zy, ..o @) = (r(z1), ..., Tn), (T1,.-.,%n) EM

Se a matriz de representagdo Iy, & igual a (ai)1< ij <n, Podemos determinar a;; através da

composi¢ao
kl f r KK

M M

SP SP

para i =1,...,n. Temos que se = (y1,...,Ypt+1) € SP entdo
(m 0 froky)(x, *,...,%) =r(z)

(7!‘2 o fro kl)(m,*, ceey *).= *

(Mmoo frok)(z,*,...,%) = *

Observe que a;; é igual ao grau de m; o f, o k;. Como deg(m; o f, 0 k;) é igual ao grau da
aplicacdo constante para i # 1, temos a;; = 0 para i # 1. Como deg(m; o f, o k1) = deg(r),
temos que aj; = —1.

Usando um raciocinio anilogo, podemos mostrar que a;; = 1 para ¢ = 2,3,...,n e que
a;; =0paraj>2ei#j. .

Note que a ma.tfi_z de representagdo Iy, de (fy). € igual a R dada no capitulo anterior.

Por Adams [1], temos que S” tem a estrutura de um H-espago se, e somente se, p = 1,3, 7.

Assim, quando p = 1, 3,7, para z,,z, € SP, denotamos por z;z o produto de z; e = in-

duzido pela estrutura de H-espago de SP. Note que para todo z € SP, temos o inverso de "z”,
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que denotaremos por x~!. Definamos f, : M — M por fi(T1,..., %) = (€12, Toy .- ., &)

-Observe que f; é um difeomorfismo cujo inverso é dado por
~lf. -1,
fl. (xla'--7$n):(xlm2 1'1:27"-)'7711)'

De fato, e para mostrarmos isso, provaremos que A : S? — SP dada por A(z) = z~! &€ uma

aplicagdo C*, quando p = 1,3, 7.

1. (Caso p = 1) Mostremos que A : S* — S!) A(z) = 27! & uma aplicacio C™. Vanios

identificar R? comn C (Complexos). Entao os elementos da esfera S! C C dada por
S'={zeC;|z|=1}
s30 os complexos de médulo 1.

Sabemos que todo complexo néo nulo 2 € C possui inverso multiplicativo denotado
por z~1. B facil verificar para z € S! que Z = 27!, onde Z = « — li é o conjugado do

complexo z = a + bi (a,b € R). Assim a aplicagéo
A R%2 = R?, Ai(a,b) = (a,—b)

& C™, cuja restrigio
/\1 llsll Sl — Sl, /\\1(2) = Z_l =7Z

também & C*, pois S! é uma subvariedade C* de RZ.

2. (Caso p = 3) Mostremos que A : $3 — S%, A(z) = 77! & C®. Podemos identificar R!

coln os quatérnios H por
(1, T2, T3, T4) — W = Ty + ot + T3J + 24k, w € S3,
o seu conjugado W = &) — Tyt — T3] — Lak satisfaz w = w!. Segue-se entdo que
/\2 H R4 — R4

definida por

A2(T1, Ta, T3, Ta) = (T1, —T2, —L3, —T4)

é C™, cuja restricao
A los=A:8% = 8% Aw)=w'=T

também & C®, pois S% & uma subvariedade C*™ de R*.
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3. (Caso p = 7) Mostremos que A :S7 — S7, A\(z) = 7! & C*

0 conjunto dos niimeros octénios @ (ou nimeros de Cayley) é definido como

O = {c = (wy, wa); wr, w2 € H}

A multiplicagdo de dois octénios ¢; = (wy,ws) e ¢z = (w3, wy) é definida por

cic2 = (wy, wo) (w3, wy) = (W1 W3 — WaWa, waw) + Woll3)

Os octénios tem um elemento neutro e = (1,0) que satisfaz
ec=ce=¢c

para todo ¢ € ©@. Também é natural identificar e = (1,0) € © com o elemento

1 € R C 0. Definimos o conjugado ¢ de um octénio ¢ = (wy, wa) como sendo

c= ("‘-Tl-) _w2)

Entdo ce =| ¢ |* e = (| w; |? + | w2 |?)e pode ser identificado com o ntimero real nio

negativo | ¢ |?, e | ¢ |?>= 0 se, e somente se, ¢ = (0,0).

Se ¢ # (0,0), entdo o inverso de ¢, denotado por ¢!, é dado por

cl=tf|c|?

Observe que nos octénios @ a multiplicacdo é distributiva com relagao a adigéo e que
forma uma algebra de divisdo, isto &, valem todos os axiomas de um corpo com excegoes
da comutatividade e associatividade. Como fizemos no caso anterior, os octénios podem

se identificados com o R® e os elementos da esfera S” C R® dada por

S"={ceO;|c|>=1}

1

s30 0s octénios de médulo 1, entdo ¢! = ¢ para c € S7. Segue-se de modo similar ao

anterior que A: ST — S7, A(z) =z7! & C™.

Com isso podemos concluir que f;' : M — M & de classe C™, ou seja, fi: M — M

definida por fi(z1,...,2n) = (2122, 22, - .., Zn) € um difeomorfismo.

Ainda para p = 1,3, 7, considere a composi¢ido abaixo
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onde Sy = 8" x {*} x ... x {x} C M.

Seja f: S x S? — S? a multiplicagio dos complexos se p = 1, dos quatérnios se p = 3 ¢
dos octbnios se p = 7, de norma igual a 1, ¢ vamos assuinir que * = z, é o elemento neutro
de S?. Note que fi, fo : S» — S? definidas por fi(z) = f(z,z0) e folz) = f(xy, z) respecti-
vamente sao aplicagdes de grau 1, pois sao homotopicas a aplicagado identidade. Considere

as aplicagoes compostas abaixo
(m10 feoky)(my, %,y %) = Tx = 11 = fi(z1)

(WZOftokl)(xla*)"')*) = *

(rno froky)(xy, *,...,%) =%
Assim deg(my o f, 0 k1) = deg(fi) = 1 e ay = 1. Os graus de (m; o f, o k), para
1=2,3,...,n, 40 iguais a zero, portanto a;; = 0 para ¢ > 2.

Considere agora, as aplicagdes compostas abaixo

SzksztMm

SP
onde S = {*} x P x {*} x...x {x} C M, e

(m10 fioka)(*,Ta, *,...,%) = xTy = T = fo(zy)

(mg0 froka)(#, Ty %, ... %) = Ty
(m3 0 froka)(x,zg, %,...,%) =*
(T 0 froka)(, o, %, ..., %) =*

Entao, deg(m o fiok,) = deg(fz) = 1. Portanto, ;2 = 1. Similarmente obtém-se az; = 1,
aiz = 0 para ¢ > 3. Com um raciocinio anélogo, temos a; = 1 para ¢ > 3 e a;; = 0 para
jz3ei#j.

Com isso, vemos que para p = 1,3,7, a matriz de representagio de (f,)« é dada por

11
T= ©® 111—2
01

onde I,,_, denota a matriz identidade (n — 2) x (n — 2).
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Assim T é da forma

110 0
010 0

01 0
000 ..1

Agora, para cada z € S? definamos as aplicagdes C™,
Oy : S?P— S? e o, : SP — SP

por
Gy) =y—2<z,y>7 e @ (y) =z—2<z,y >,

para y € SP, respectivamente, onde <, > denota o produto interno de R?*!. A aplicacdo 6,
é a reflexdo com respeito ao hiperplano H ortogonal a z. |

Vamos verificar os graus destas aplicagdes: como 6, é uma reflexdo, o grau de 6, é igual a
—1. Para determinar o grau de ¢, primeiramente observemos que para todo z, 2/, pontos de
S?, . € s 320 homotdpicas, pois S? é conexa por caminhos. Como o grau de uma, aplicacio
é um invariante por homotopia, vamos calcular o grau de ¢, no ponto = = (0,...,0,1) € S?.

Neste caso, para y = (y1,...,¥Yp+1) € SP, tem-se
Sax(y) = (Oa (R 1Ov 1) - 2yp+1(y1a e )yp+1)

= (_2yp+1y1a ey —2Yp41Yp, L — 2?/34.1)-

Seja g = (0,...,0,—1) € S?, entdo ¢.(y) = q se, e somente se,
(=2Up+1¥1s - -, —2ps1lpy L — 20545) = (0,...,0,—1).
Isto implica que ¢ (q) = {(0,...,0,+1),(0,...,0,—1)}. Denotemos
g+ =(0,...,0,+1) e ¢-=(0,...,0,-1)

Para calcular d,, ¢, e d,_¢,, vamos especificar claramente os espagos tangentes T;,, S” e

Tpo(g)S? = T3SP = T,_SP. Como sabemos o espago tangente a S? num ponto u € S?, T,,57,
consiste de vetores normais a u no ponto u. Entao T,, S? é o espago p-dimensional, cuja base

é
{8/0y1,...,0/0yp}.
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Aqui, estamos denotando (yy,. .., y,.1) como coordenadas de R+, Vamos fixar a orien-
Y1, y Yp+1

tacdo de 57 por esta base ordenada. Entéo, a base orientada de 7,S” = T,_S” é

{8/0ys,...,8/0yp-1,—0/8y,}.

Agora vamos determinar a matriz dg, 9 em relacdo as bases acima.
Usando a equagao

(P:u(y) = (_2?/1;+l'!/1, ey —2?/;:+1'3/1n 1- 23/;2,4.1)

tem-se

Ay, 02(0/01) = (=20p41,0, ..., 0) |y=g, = (=2,0,...,0) = =2(8/dy,)

dq+g0$(3/3y,,_1) =(0,...,0, ~2Y5+1,0,0) |y=(/+= (0,...,0,-2,0, 0) = —'2(3/33/7:~1)-

Finalmente calculamos

dg, 0z(0/0yp) = (0,...,0,~2yp11,0) |y=g,= (0,...,0,—2,0) = —2(8/dy,) = 2(—0/dy,).

Na forma matricial, podemos escrever d,, ¢, como matriz de ordem p

-2 0 ... 0 O
0O -2 ... 0 0
o 0 ... =20
0o o0 ... 0 2

Com isso concluimos que ¢, é ponto regular e deg,, (¢z) = (=1)P~! = (=1)P+1,

Com um argumento similar mostra-se que a matriz de d,_(p,) ¢ da forma

Consequentemente, g- também é um ponto regular e deg,_(p;) = 1.
Logo ¢ & um valor regular e o grau de @, & igual a (—1)P*! + 1.
Portanto as aplicacdes 6 : S? — SP e ¢, : SP — SP tem graus —1 e (—1)"*! + 1,

respectivamente.
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Se p & impar, entdo para o difeomorfismo £, : M — M definido por
fulZry oo 2n) = (05,(21), T2y - - -, Z0)y (T1y- -2y ZT0) €M

a matriz de representacdo de (fu). é dada por Iy, = UR, onde

1 2
01

ou seja,
-1 20
0
UR = 0 01
0 00 ... 1

De fato, para isso considere a composta abaixo

k
S —

ML pp Tt gr
onde S; = SP x {*¥} x...x {x}Cc M
Logo, parat=1,2,...,n

- (mo fuok))(z,*,...,%) = 6.(z)

(mo 0 fuoky)(z,*,...,%) = *

(Tno fuo ky)(z,*,...,%) =*

Assim, deg(m o fy 0 k1) = deg(6;,) = —1 e a;y = —1, e os graus de (m; o f, o k;) para
1 > 2 sao iguais a-zero, logo a;; = 0 para i > 2.

Considere agora a composi¢ao

Sz ko M Su M

i

SP

onde S; = {*} X SP x {*} x ... x {*x} C M.

Parai=1,2,...,n, temos
(7rl o f‘uo kZ)(*,m,*,- ..,*) = em(*) = So*(m)

(ma 0 fuoke)(*,Z,%,...,%) =2
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(71-3 o fu ° 1‘72)(*13"’ *y ooy *) =%

(Tn o fuoka)(%,x,%,...,%) = %

 Assim, deg(m; 0 f,0ky) = deg(p.) = 2, j4 que p é impar e a1s = 2, agora, deg(myo f, 0 k)
¢ igual ao grau da aplicacdo identidade, logo é 1, e ayy = 1, ¢ os graus de m; o f, 0 ky para
1 2> 3 sdo iguais a zero, logo a;, = 0 para i > 3.

Similarmente, temos que a; = 1 para i > 3 ¢ a; = 0 para § > 3 ¢ i # 5. Portanto, a

matriz de representagao de (f, )« é dada por UR.

Usando o Lema 2.1.1 junto com os difeomorfismos f,, (0 € 8,.), f, fi ¢ fu, vemos que
D, contém os subgrupos GL(n;Z), Gy, G,.

Combinando os Lemas 2.1.2 e 2.1.3, vemos que D), est4 contido nos subgrupos GL(n;Z),
G, Gy, E com isso completamos a prova do Teorema 2.2.1.

2.3
(2)

(b)

O

Alguns resultados especiais

Seja A € GL(n;Z) uma matriz realizada por um difeomorfismo f : M — M. Entéo

temos que f preserva a orientacio de M se, e somente se,

1. detA = 1 quando p é impar;

2. O namero de entradas negativas de A é par quando p é par.

De fato, se' f preserva a orientagdo de M sabemos entao que detA = 1 para qualquer
p, em particular para o caso em que p é impar. Observe que no caso onde p é par, pelo
Lema 2.1.3, temos que A € G, e como toda matriz em G possui apenas um elemento
ndo nulo (1 ou —1) em cada linha e cada coluna, concluimos que seu determinante ¢ o
produto desses elemnentos nao nulos, e temos por hip6tese que f preserva a orientagao
de M, ou seja, detA = 1 entdo a matriz deve possuir umn ntmero par de entradas

negativas.

Reciprocamente, se detA = 1 quando p é impar, entdo sabemos que f preserva a
orientacio de M. Agora, se quando p é par o namero de entradas negativas em A é

par, temos pelo Lema 2.1.3 que detA = 1, ¢ logo, f preserva a orientacao de M.

D}, o grupo formado pelas matrizes que podem ser realizadas por um difcomorfismo

que preserva a orientacdo, € um subgrupo de D, de indice 2, uma vez que det ¢
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um epimorfismo de D, em Z,, onde D;' é o nucleo de det. Assim, pelo teorema do

isomorfismo

D,

=L~ 7,

D
e como D, | 1D, |

P = (D D+ e P = Zg =2
obtemos
[Dp : D] =2.

Em particular, quando p é impar e D, é igual a GL(n;Z) ou a Gy, temos que Df =
D,NSL(n;Z), onde SL(n; Z) = {A € M(n;Z);detA = 1}. Quando p & par D, = G,,
sabemos que | Gz |= 2™n! e [G; : D}] = 2, logo | D |=2""'n! e como G, & isomorfo

ao produto semi-direto de Z} por &, temos que D;,L é isomorfo a Z3~! por &,,.

Seja moDif f(M) o grupo de difeotopia de M, isto é, o grupo das classes de isotopia
de difeomorfismos de M. A aplicagdo que associa & classe de um difeomorfismo f
de M a matriz If é o homomorfismo natural ¢ : mDif f(M) — GL(n;Z), cuja a
imagem foi determinada no Teorema 2.2.1 e o niicleo é o subgrupo meSDif f(M) de
moDif f(M), onde SDif f(M) é o grupo de difeomorfismos de M os quais induzem a
aplicagdo identidade em H,(M), segundo Sato [18].



Capitulo 3
Classificagao dos mergulhos de esferas

Neste capitulo, veremos uma completa classificacio dos mergulhos suaves de p-esferas em M

a menos de difeomorfismos, sob certas condigGes sobre n e p, veja Lucas [14].

Pelo teorema de Hurewicz, temos que m,(M) & H,(M), logo toda classe de homologia de
H,(M) pode ser representada por uma aplicacio continua da p-esfera (orientada). Entao,

pelo teorema de aproximagao de Haefliger [9], temos

l.Sep=1,2en >3, ousep>3en > 2 entdo toda classe de homologia de H,(M)

pode ser representada por uma p-esfera mergulhada suavemente.

2.8¢ep=1len>4o0oup=23en>3 0oup>4en > 2 entdo duas p-esferas
mergulhadas suavemente em M representando a mesma classe de homologia sdo sempre

suavemente isot6picas.

Observe que as condigdes em 2 implicam as condigdes em 1.

3.1 O teorema de classificacao de esferas mergulhadas no

produto de esferas

Definamos equivaléncia entre duas p-esferas mergulhadas suavemente em produto de esferas:

Definigao 3.1.1. Dizemos que duas p-esferas mergulhadas suavemente (ndo orientadas)
em M sao equivalentes se eriste um difeomorfismo de M aplicando uma na outra, onde o

difeomorfismo pode ndo preservar a orientagdo.

Vejamos agora, o teorema de classificacdo de esferas mergulhadas:
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Teorema 3.1.2. Toda p-esfera merqulhada suavernente em M é cquivalente a calamente

uma das sequintes p-csferas mergulhadas suavemente:

(i) Para p = 1,3,7, uma p-esfera representando (i,0,...,0), com i = 0,1,2,..., em
Hy(M)=2Z".

(i) Para p impar com p # 1,3,7, uma p-esfera representando 0 ou

#...,4,0,...,0), i=1,2,...; 7=1,2,...,n.
J n-j
(#i) Para p par, uma p-esfera representando (i1,...,in) com 0 < i3 < ..o < gy

Demonstragao: Segundo a condigdo (2) de Haefliger citada acima, precisamos nos preocu-
par apenas comn as classes de homologia dos mergulhos. Seja S uma p-esfera mergulhada

suavemente em M representando a = (ay,...,a,) em H,(M) = Z™ Podemos assumir que

a é nao nulo. Seja d o maximo divisor comum de ay, ..., Gy.
(i) Existe um automorfismo algébrico de H,(M) que leva a/d = (a1/d,...,an/d) em
(1,0,...,0). De fato, pensemos primeiro no caso n = 2, onde temos a/d = (a; /d, a3/d).

Como a;/d e ay/d séo primos entre si, existem r,s € Z tal que ray/d + say/d = 1.
A= al/d -5
ax/d r
a/d —s 1Y [ w/d
az/d r 0 ay/d

Logo, sendo

temos,

e detA = 1. Assim

Portanto
A_l ay - d
(45 0
Sendo n = 3, temos a/d = (a1/d,a2/d, a3/d).

Se a;/d,ay/d e a3/d ndo sdo dois a dois primos entre si, entao tomemos a1/d, az/d, tal
que mdc(a1/d,ay/d) =1 e logo, mdc(l, a3/d) = 1.
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Portanto
) d
A— 1 ag = O
as 0

No caso em que a;/d,as/d e a3/d sdo dois a dois primos entre si, basta considerar

l=1
Suponhamos agora, por hipétese de indugao, que existe tal automorfismo para o caso
n—1.
Consideremos o caso onde temos n elementos, ou seja, e/d = (a,/d, ..., a,/d). Supondo

que para n — 1 elementos 0 méaximo divisor comumn nao ¢ 1, podenos considerar scin
perda de generalidade que a1/d,...,a,-1/d sejam esses elementos, temos assim que
mdc(a,/d, ..., ay-1/d) = t. Logo mdc(t,a,/d) = 1, entdo existem 7, € Z tal que
vt + Ba, /d = 1.

Sendo
a]/d b1 2 . e I)] n—1 ()1 n
A=
an—l/d bn—l 2 .- bn—l n—1 bn——l n
an/d 1 ... 1 07

Temos, por hipétese de indugao, que conseguimos construir a matriz
al/d blZ bl n—1
B = . . ) .
an—l/d bn—l 2 . bn—l n—1
de modo que seu deterninante seja t.
=1 _ fon
Observe que v = § — &2,

Logo, temos que A é da forma

bl n
B .
bn—-—l n
anfd 1 ... 1 1L

Agora, queremos que detA seja 1, entao considerando

byn= _ﬁal/dt, bz n = _ﬁ(LZ/dt, N _ﬁ“'n——l/(lt
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(i)

obtemos -
—,Bal/dt
A= B :
—Ban_1/dt
a,/d 1 ... 1 % — %’l
Logo detA sera
0 —,Bal/dt
det B © | +det B g = t1/t+0 = 1.
0 —,Ban_l/dt
a,/d 1 ... 1 1/t a/d 1 ... 1 —pa,/dt
E assim
d ay
0 ay
A = .
0 ay
Portanto
a
P B
Qy, 0

Pelo Teorema 2.2.1, temos que D, = GL(n;Z), entdo o automorfismo acima é realizado
por um difeomorfismo que aplica S a uma p-esfera mergulhada suavemente em M
representando (d, 0, ...,0) em H,(M).

Podemos concluir disso, que S é equivalente a todas as p-esferas mergulhadas suave-
mente em M representado elementos de H,(M) cujo mdc de suas coordenadas seja d,
e como d €& um invariante de cada classe de equivaléncia, temos que as classes acima

nao sao equivalentes umas as outras.

Lembrando que &,, é o grupo das matrizes formadas a partir dos grupos de permutagao,
que R é a matriz com diagonal —1,1,...,1 e que G; é o grupo das matrizes que contém
exatamente um inteiro impar em cada uma de suas linhas e colunas, entdo por uma
acio de &,, e R podemos transformar o elemento «/d em (by, by, . .., b,) de modo que
by >by> > b, 0. '
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Supouha que 0; > Ojper > 0 para algum j. Buldo podemos cucontrar unt munero pax ¢
tal que

| b — ebjsn |< by
De fato,
—bj1 S bj —ebj < bjp

= —bj - bj+1 < _ebj-i-l < _bj + bj+1

o 2l o Zhit b
bjt1 bj1
= bj + bjv1 >e> bj — bj
bj+1 bj+1
Dict o o .
e observe que Q%Z’f_l € maior que 2, pois se b; = n+ k&, bjy1 =n com n, k € Z,., temos
n+n+k 2n+k k
= =24 —->2.
n T T

, by=bjei o s . -

E temos também que —'%T'HL‘ & maior que 0. Logo sempre existe um par satisfazendo a
2

desigualdade.

Agora, por uma agdo de G; podemos transformar «/d em um elemento da forma
(1,...,1,0,...,0), pois se para algum j temos b; > bj4; > 0 entdo considerando a

matriz que consiste da matriz identidade com o ntmero par —e na posigio 7 j + 1,
onde e é o par tal que

| b; — ebji1 |< by

Chamando, essa matriz de A temos

b\ by

A bj _ b] - ebj+1
bj+1 bj+1
by ) br

Neste caso estamos considerando bj—ebj1 = bj4;. Caso bj—ebj1 < bjy1, por uma agao
de &,, e uma agao de R se b; —eb; 1 < 0, obtemos o elemento (b, ba, ..., Dj—1,bj4y, .. .,
bj —ebji1,...,by) demodo que by > by > ... > bjmy 2 bj > .. 2 bj—ebjg >0 >
b, > 0.
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Considerando a composi¢ao de todas as transformagdes em G, que atuam de maneira
anéaloga a matriz A sobre (by,bs,...,b,), juntamente com as acdes de &, e R se
necessario, obtemos uma matriz B em G; tal que

() (1
b2 :
B.| % =],
: 0
bn—l .
b 0

onde o nimero de 1°s é exatamente o nimero de b; s fmpares e conseqiientemente,
o namero de 0°s corresponde ao nimero de b; ‘s pares. Podemos ver que isso ocorre
quando observamos o processo de troca de b; por | b; — ebjy; |, este procedimento
diminui os valores das coordenada, e como estamos fazendo a troca por uma combi-
nagdo linear de elementos da n-upla, isso mantém o seu mdc que & 1, para a nova
n-upla. Com isso, temos que a n-upla final ndo pode ser o vetor nulo pois alteraria o
mdc. Logo, em algum momento a combinagdo linear dos elementos da n-upla-sers 1,

e a partir disso conseguimos trocar os impares por 1 e os pares por 0.

Assim, se considerarmos o elemento & = (ay, . . ., a,) inicial, onde mdc(ay, . . ., a,) = 1,
temos pelo processo realizado acima que existe um elemento B € G; representando
o difeomorfismo de M que aplica S em uma p-esfera mergulhada suavemente em M
representando (1,...,1,0,...,0) em H,(M) (Lembre-se que neste caso G; = D,, que
€ o conjunto das matrizes de representacio dos automorfismos fy : Hy,(M) — H,(M)

induzidos pelos difeomorfismos f : M — M).

Observe também, que para dois elementos a = (ay,...,a,) € 8 = (by,...,b,) em
Hy(M) onde mde(ay,...,a,) = mde(by,...,b,) = d e possuem o mesmo niimero _7
de coordenadas tal que a;/d e by/d sdo impares, sdo levados no mesmo elemento
(d,...,d,0,...,0) por agdes de Gy, ou seja d e j sdo invariantes segundo a agdo de
Gi. JPorta,nt%—:;odas as classes no Teorema 3.1.2(it) sdo distintas.

(iii) Quando p é par temos que D, = G, =< &,,, R >. Logo, por uma agéo de G,, podemos
transformar qualquer elemento o = (ay,...,a,) € Hpy(M) em um elemento (iy,- .., %)
com 0 <4y < ... < iy, em Hy(M).

Dado dois elementos a = (a1,...,a,) € = (b1,...,b,) em Hy(M), tais que para cada
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u; exista um by com | «; |=| b | e para cada b exista um a; com | a; |=| b |, ou
seja, exista uma bijegfo entre a e § mantendo mddulo das coordenadas, entdo existemn
matrizes A, B € G, tal que Aa = B, ou B~!Aa = f. Disso podemos concluir que
para um elemento (ay,...,a,) € Hy(M) a n-upla nédo ordenada (| a1 |,...,| an |) é
invariante segundo a agéo de G,. Portanto as classes séo todas distintas.



Capitulo 4

Casos especiais

4.1 Classificacao de esferas mergulhadas no produto de

esferas, caso n =2

O teorema apresentado no capitulo anterior foi provado por Goldstein [7], quando n = 2 e
p = 4, ou seja, Goldstein provou que qualquer p-esfera mergulhada em S? x SP é equivalente

a um dos seguintes mergulhos suaves:

1. A esfera representando (4,0), i = 1,2,... em H,(SP x SP), quando p = 3,7,
2. Uma esfera como acima ou uma representando (3,1), ¢ = 1,2,..., quando p # 3,7,

3. Uma esfera representando (7,7) onde 0 < ¢ < j, quando p é par e maior que 2.

Para provar este resultado, Goldstein considera a SP mergulhada em S? x SP represen-
tando (m,n) em H,(S? x SP), excluindo os casos onde m,n séo nulos e considerando d como
o méximo divisor comum entre m e n. Depois faz a demonstracdo para cada caso:

(Caso 1) Existem inteiros a e b tais que

b
g= * € GL(2;Z)
—nj/d m/d
entdo pela prop. 2.5 de Goldstein [6], existe um difeomorfismo f tal que f, = g. Com isso,
f(SP) representa (d, 0) e as classes acima sao todas distintas.
(Caso 2) Se m/d ou —n/d é par, digamos m/d, entdo podemos encontrar inteiros a e b,

onde a é par e am/d + bn/d = 1. Assim

a b
g=(—n/d m/d)e G
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e podemos encontrar um difeomorfismo f; tal que f;(S”) representa (d,0) (s¢ n/d & par
entdo b pode ser escolhido sendo par). Se m/d e n/d sdo impares, entdo podemnos encontrar
inteiros a e b tal que am/d + bn/d = 1. Claramente a ou b é par e

a b
g = S G1~
<a—n/d b+m/d)

Uma esfera que representa (i,1) é diferente de uma que representa (7, 0), j& que se existisse
um difeomorfismo que mandasse uma esfera sobre a outra, entdo em sua matriz, terfamos
duas entradas z e y na mesma linha ou coluna, tal que | z |=| y
a Gi.

(Caso 3) Como as entradas das matrizes em Gj sdo sempre 0,1 ¢ —1, o Gnico difeomor-

e tal matriz nao pertence

fismo que pode ocorrer, troca as posigoes de m e n, ou multiplica m ou n por —1. E com

isso a demonstragdo é concluida.

4.2 O caso orientavel

Se considerarmos as orientagoes de M e/ou as orientacdes das p-esferas mergulhadas, na
Definicdo 3.1.1, entdo obteremos resultados um pouco diferentes do Teorema 3.1.2, como a
seguir.

Considerando apenas a orientagdo da p-esfera mergulhada e ignorando a orientagao de
M, temos pela prova do Teorema 3.1.2 o mesmo resultado, pois se considerarmos as duas
.possiveis orientagdes, (S?,or) e (S?, —or), existe um difeomorfismo de M que leva (S?, or)
em (S?, —or). Logo elas sdo equivalentes, e como ndo estamos considerando a orientagdo de
M, o resultado do teorema néo se altera.

Quando p é fmpar, para cada p-esfera na lista, existe um difeomorfismo invertendo a
orientagdo de M que preserva as classes de homologia. De fato, se p = 1,3,7 temos pelo
Teorema 3.1.2 que uma esfera S mergulhada suavemente em M & equivalente a p-esfera
mergulhada representando (7,0,...,0) com ¢ = 0,1,2,..., cm H,(M) = Z", ndo importando
se n & par ou impar e se a esfera S? estéa orientada ou nao.

Com isso, o difeomorfisimo que inverte a orientagao de M, leva a p-esfera mergulhada em
M, equivalente a p-esfera representando (3,0,...,0), na esfera S? equivalente a p-esfera re-
presentando (—4,0,...,0) comi=0,1,2,..., preservando desse modo, a classe de homologia.

Agora, se p # 1,3, 7, temos pelo Teorema 3.1.2 que uma esfera S? mergulhada suavemente
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em M é equivalente a uma p-esfera mergulhada representando 0 ou
iy ydy0,...,0), i=0,1,2,... ej=1,2,...,n,
J n-—j
em Hyp(M), néo importando se n é par ou impar e se a esfera SP est4 orientada ou nao.

Assim, o difeomorfismo que inverte a orientacio de M leva a esfera S? mergulhada em

M, equivalente a p-esfera representando (4,...,1,0,...,0), na esfera S” equivalente a p-
esfera representando (—t,...,—1,0,...,0) comi =0, 1,2,..., e logo, preservando a classe de
homologia.

Quando p é par e n é impar, temos o mesmo resultado, se considerarmos apenas a
orientacao dg M eignorarmos a da S?, j& que existe um difeomorfismo invertendo a orientagio
de M que age como a multiplicagdo por —1 em H, (M), pois sendo p par, temos pelo Teorema
3.1.2 que toda p-esfera mergulhada suavemente em M é equivalente a p-esfera representando
(1,-.+,%n) com ¢y < ... < 4,, ndo importando se n & par ou impar e se SP est4 orientada ou
nao.

Sendo n impar, temos que a matriz representando o difeomorfismo que inverte a orien-
tacdo de M,

-1 0 0

0 -1

0 0 -1
age multiplicando os elementos de H,y(M) por —1.

Seja S a p-esfera mergulhada suavemente em (M, or) representando (ay, . . ., an) € Hp(M).
Pela acdo do difeomorfismo que inverte a orientagao de M, temos que S esta mergulhada em
(M, —or) representando (—ay,...,—a,) € Hp(M), e pelo Teorema 3.1.2, tanto (ay,...,a,)
quanto (—ay,.. . —a,) sdo equivalentes ao elemento (i1,...,%,) com 33 < ... < ip, em

H,(M). Entao podemos ignorar a orientagao da p-esfera e considerar apenas a de M.

Falta analisarmos os casos:

Caso 1: p é par, n é impar e consideram-se as orientagoes de S? e de M.

Caso 2: p e n sdo pares e consideram-se as orientagoes de S? e de M.

Caso 3: p e n s@o pares e considera-se apenas a orientacao de M.

No caso 1, seja S uma p-esfera mergulhada suavemente em M representando (a4, ..., a,) €
H,(M). Ignorando, por um momento, as orientagdes de S e M, teremos pelo Teorema. 3.1.2

que (as, ..., as) € equivalente ao elemento (i, .. .,in) com i1 < ... < iy, em Hy(M).
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Vamos considerar os casos onde %; > 0, j4 que no caso 7; = 0 caimos no caso onde a
p-esfera mergulhada nao possui componente nesta coordenada, caindo no caso n—1. Agora,
olhando para (¢, ..., 1,), considerando as orientagdes de S e M, para cada coordenada nega-
tivaem (ai,. .., a,), multiplicamos i; por —~1. Realizando este processo, estaremos corrigindo
as orientagdes de S e M, caso tenham mudado. Logo, se r & o namero de a}s negativos, entdo
((=1)"44,...,%n), em Hy(M) é equivalente a (ay,. . ., a,), quando consideramos as orientagdes
de Se M.

Para os casos 2 e 3 podemos usar um raciocinio anilogo ao anterior. Desta maneira,
torna-se necessario adicionar p-esferas representado (7y,...,1,) com i <0< < ... <ipe
| 41 |< ta.
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