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R e s u m o 

Neste projcto estudamos bifurcações de pontos de equilíbrio em sistemas de N células 
acopladas que possuem um grupo de simetria "global" Q e cada célula possui sua simetria 
"interna" onde Q é 11111 subgrupo do grupo SN das permutações de N elementos e £ 
é um grupo de Lie compacto. O acoplamento que consideramos é invariante segundo as 
simetrias internas de cada célula; neste caso, a combinação dos grupos C c Q que leva 
à simetria total do sistema é a do grupo C produto coroa Q, C l G, ou seja, CN 4- G • 
Relacionamos as bifurcações de pontos de equilíbrio que ocorrem cm sistemas acoplados 
com grupo de simetria £ l G às bifurcações com simetria £ ou G• Fazemos um aplicação 
dos resultados obtidos para um caso não degenerado de N células acopladas corri simetria 
0 (2 ) l S/v. Vemos como a teoria invariante para O(2) l S/v está relacionada às teorias 
invariantes para os grupos O(2) e S/v- Verificamos que, a menos de conjugação, existem 
exatamente N ramos de soluções, a saber, as com subgrupos de isotropias axiais. Além 
disso, discutimos a estabilidade das soluções e direção dos ramos. 



Abstract 

In tliis project we study steady-state bifurcation in system of N coupled cells that 
possess a "global" symmetry group G, and in which each cell possess its own "internai" 
symmetry group whcre Q is a subgroup of thc pcrmutation group S ^ of N elemcnts 
and £ is a compact Lie group. The coupling we considcr is invariant undcr thc internai 
symmetries of each cell and thc combination of thc groups C and Q leads to the total 
symmetry group given by C wrcatli product Q, Cl G, i- c., CN 4- G• We relate thc 
steady-state bifurcations that occur in the coupled system with symmetry group C\Q to 
bifurcations with symmetry C or Q. We apply the results to a non-degenerate system of 
N coupled cells with symmetry O (2) l SN. We see how the invariant theory for O (2) l S ^ 
is related to the invariant theories for O(2) and Sjy We check that, up to conjugacy, 
there are exactly N branches, namely, those with axial subgroup. Moreover, we discuss 
stability and directions of the solution branches. 
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Introdução 

Nos últimos vinte e cinco anos, a presença de simetria cm sistemas dinâmicos tem sido 
foco de atenção de vários autores. Em bifurcação de pontos de equilíbrio, simetrias 
impõem fortes restrições na forma das soluções e na maneira pela qual as bifurcações 
ocorrem. O termo bifurcação se refere ao fenómeno de aparecimento de novas soluções de 
equilíbrio num sistema além da solução trivial com a variação do parâmetro de bifurcação. 
Iniciamos este trabalho apresentando a teoria geral de bifurcações de pontos de equilíbrio 
no contexto com simetria seguindo [10]. Mais precisamente, considerando um grupo de 
Lie compacto T agindo em um espaço vetorial V, estudamos pontos de equilíbrio de um 
sistema do tipo 

:i; + y(.x,A) = 0 (0.0.1) 

com a variação do parâmetro A E M, onde g : V x R —> V é uma aplicação T-equivariante 
(ou com grupo de simetria F), isto é, 

7g(x, A) = <7(7*, A), V x e i/, v 7 e r . (0.0.2) 

Neste contexto, duas definições básicas são as de um subgrupo de isotropia de um elemento 
x £ V e a de um subespaço de ponto fixo de um subgrupo E: Dado x G V, o subgrupo 
de isotropia de x, denotado por E x , é definido como 

E x = {a € F; <TX = x). 

O subespaço de ponto fixo de E, denotado por FixE, c definido como 

Fix(E) = {u G V : av = v,Va e E}. 

No contexto com simetria a questão fundamental é: Para g como em (0.0.2), para quais 
subgrupos E de T devemos esperar encontrar ramos de soluções de equilíbrio de (0.0.1) 
tendo E como seu grupo de simetrias? Pensamos no grupo total de simetria T da solução 
trivial se quebrando para o subgrupo E de simetrias de um novo ramo de soluções não 
triviais. Em outras palavras, ganhamos novas soluções embora com menos simetria que 
as originais. Este processo é chamado quebra espontânea de simetria. O Lema dos Ramos 
Equivariantes responde a questão acima, garantindo que, genericamente, para cada sub-
grupo de isotropia E com diui FixT, = 1, chamados subgrupos axiais, existe um único 
ramo de soluções tal que o grupo de simetria de cada solução neste ramo é E. 
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Mais recentemente, tem havido um aumento de interesse no estudo de bifurcações em 
sistemas de "células" acopladas, por exemplo, um conjunto de osciladores acoplados. O 
objetivo deste trabalho é estudar bifurcação de pontos de equilíbrio em tais sistemas no 
contexto com simetria. Em geral, uma célula em tais sistemas é representada por uma 
equação diferencial x' = f(x), definida num espaço vetorial V de dimensão finita, com a 
hipótese de existência de um ponto de equilíbrio, por exemplo x = 0, ou seja, /(O) = 0. 
Um sistema de N células idênticas acopladas é um sistema de equações diferenciais em 
VN da forma 

x'j = f i x j ) + 9j{x 1, 1 < j < N} 

com Qj(x) = 0 se xl = 0 para x ^ j e gJ(x) = 0, se x3 = 0. As funções s dão o 
acoplamento entre a célula j com as demais células dos sistema. 

Uma forma de construir um sistema de células acopladas e que tem sido tratada recen-
temente por vários autores é assumir simetrias "internas" (para as células individuais) e 
impor restrições de simetrias "globais" nas funções de acoplamento. Vamos descrever em 
mais detalhes a seguir: Quando tais células são idênticas, as simetrias globais induzidas 
no sistema de equações diferenciais associado [4] dependem da forma exata de acopla-
mento. Por exemplo, um sistema de N células acopladas num anel [9] possui simetria 
do grupo dicdral D/v, grupo de simetrias do polígono regular de N lados. Outro padrão 
é o acoplamento do tipo duas a duas, onde cada célula é acoplada a qualquer outra do 
sistema, induzindo neste sistema as simetrias do grupo SN, grupo das permutações de N 
elementos. Estas simetrias induzidas pelo padrão de acoplamento são as chamadas sime-
trias globais do problema. O grupo das simetrias globais é sempre um subgrupo G de S/v. 
Um outro conjunto de simetrias para as células acopladas tem sido considerado mais re-
centemente; ele ocorre quando as equações diferenciais que governam a dinâmica em cada 
célula têm suas próprias simetrias. Isto ocorre, por exemplo, quando cada célula é vista 
como um objeto geométrico com certas simetrias - corno um disco circular - c a dinâmica 
em cada célula é governada por equações diferenciais invariantes por estas simetrias. Um 
outro exemplo comum é um conjunto de osciladores de Van der Pol acoplados, cada um 
dos quais possui a simetria da reflexão (x,y) H> (—x,y), onde (x,y) são as variáveis de 
estado de um dos osciladores. Estas simetrias são chamadas simetrias internas do sistema, 
que denotamos abaixo por C. 

Quando tais sistemas dependem de um parâmetro, a forma como pontos de equilíbrio 
bifurcam com a variação deste parâmetro depende tanto das simetrias globais quanto 
das simetrias internas. Um fato sutil nesta discussão é que o grupo total de simetrias do 
problema depende da forma exata do acoplamento. Embora em qualquer sistema acoplado 
o grupo é obtido a partir de Ç c £ , a forma como estes grupos combinam também depende 
da forma de acoplamento. Existem dois tipos naturais de acoplamento que levam a dois 
grupos distintos. Em um deles, o acoplamento é invariante segundo qualquer simetria 
interna de cada célula e consiste do grupo "produto coroa" C l Ç. No segundo tipo, as 
simetrias internas devem ser aplicadas a todas as células simultaneamente e consiste, neste 
caso, do produto direto C x Q. Neste projeto tratamos do primeiro tipo de acoplamento. 
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Relacionamos neste trabalho as bifurcações de pontos de equilíbrio que ocorrem em sis-
temas acoplados com grupo de simetria C l Q às bifurcações de problemas £-equivariantes 
e problemas £-equi variantes seguindo os resultados obtidos em [4], Esta correspondência 
organiza o problema, reduzindo-o a questões mais simples cujas respostas são obtidas de 
resultados conhecidos. Fazemos uma aplicação ao estudo de existência e estabilidade de 
pontos de equilíbrio para um problema particular de osciladores acoplados com simetria 
do grupo O(2) lSN. 

No Capítulo 1, tratamos da teoria de grupos. Introduzimos a ideia de um grupo de Lie 
compacto F, noções e propriedades de ação e representação de F num espaço vetorial V. 
Descrevemos exemplos fundamentais como o grupo ortogonal O ( N ) , o grupo do círculo S1 , 
o grupo diedral D/v, o grupo das permutações S N e o grupo "produto coroa" juntamente 
com suas ações. Com a definição de integral de Haar mostramos que podemos identificar 
um grupo de Lie compacto F com um subgrupo de O (TV). Descrevemos a decomposição de 
uma dada representação cm representações mais simples, chamadas representações irre-
dutíveis. Neste capítulo, discutimos a teoria básica de bifurcação equivariante e tratamos 
das noções de uma aplicação y : V x R V r -equivar iante , uma função f : V x R R 
T-invariante, subgrupos de isotropia e bifurcações com quebra espontânea de simetria. 
Apresentamos também um dos resultados mais importantes antes desta teoria, o Lema 
dos Ramos Equivariantes. Para finalizar o capítulo, discutimos estabilidade de pontos de 
equilíbrio em sistemas equivariantes. 

No Capítulo 2, apresentamos resultados sobre o tema principal, isto é, bifurcação de 
pontos de equilíbrio em sistemas de equações diferenciais ordinárias de N células idênticas 
acopladas. Consideramos este sistema com presença de simetria global Q e interna C, com 
o acoplamento invariante segundo elementos de £ e que leva à simetria do tipo produto 
coroa de C e Q, C lÇ. Caracterizamos os subgrupos de isotropia d c Cl Q c descrevemos os 
subgrupos axiais e maximais. Os resultados obtidos foram aplicados aos casos das ações 
de 0 (2 ) \ D1 5 e 0 (2 ) \ D 1 2 no plano. 

No Capítulo 3, fazemos uma aplicação da teoria apresentada nos capítulos anteriores 
para estudar bifurcações de pontos de equilíbrio para um sistema de N células idênticas 
acopladas com simetria O(2) l SN em V = CN onde V é uma representação O(2) l SN-
absolutamente irredutível. Obtemos a forma geral de um campo vetorial y : V x R —>• V 
0 ( 2 ) ?S/v-equivariante a um parâmetro de bifurcação. Mostramos como a teoria invariante 
para O (2) l Sjy está relacionada às teorias invariantes para os grupos O (2) e Q, onde Q 
é um subgrupo de SN. Descrevemos os ramos de soluções (x,X) para y(x, A) = O vindos 
do Lema dos Ramos Equivariantes e verificamos que, a menos de conjugação, existem 
exatamente N desses ramos. 

Finalmente, no Apêndice A desenvolvemos a Redução de Liapunov-Schimidt em sis-
temas definidos em espaços de dimensão infinita quando a parte linear do operador tem 
núcleo de dimensão finita. Esta redução estabelece uma correspondência local entre as 
soluções do sistema original com as soluções do sistema reduzido, Além disso, no caso cm 
que o sistema original possui simetria mostramos que o sistema reduzido pela Redução 
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de Liapunov-Schimidt preserva esta simetria. 
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Capítulo 1 

Preliminares teóricas 

A ideia principal deste trabalho envolve bifurcação de pontos cie equilíbrio em sistemas 
com simetria. Uma simetria de um sistema definido num conjunto X é urna transformação 
de X que preserva algumas estruturas particulares deste sistema. Nos nossos estudos X 
é um espaço vetorial de dimensão finita, as transformações são aplicações lineares em 
c a estrutura a ser preservada c um problema de bifurcação particular. 

1.1 Teoria de grupos 
No estudo de problemas com simetria, a teoria de grupos c indispensável. A seguir 
apresentamos alguns fatos sobre grupos de Lie. 

1.1.1 Grupos de Lie 
Para definirmos grupo de Lie apresentamos algumas definições. 

Definições 1.1.1 Uma parametrização n—dimensional de um conjunto X Ç W é 
uma aplicação suave (C°°) cj) : V -> W com V Ç R" aberto tal que 4>(V) - X e a 
aplicação (j) : V —>• X é um difeomorfismo, ou seja, (j) : V X é uma bijeção e (j) e 
são suaves. 

Suponhamos Y C Rk e x € Y. Uma v iz inhança relat ivamente aberta de x em Y 
é um conjunto da forma U DY com U Ç IR̂  um conjunto aberto com x £ U. 

Chamamos N Ç Rk uma variedade suave de d imensão n quando todo ponto 
x E N tem uma vizinhança relativamente aberta U C\Y admitindo uma parametrização 
n-dimensional <p : V —> Mk. 

Agora introduzimos a nossa definição de maior interesse. 

Definição 1.1.2 Um grupo de Lie é um grupo G que é urna variedade suave tal que as 
operações de multiplicação G x G —>• G e inversão G —> G são aplicações suaves. 
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O grupo linear GL(n) das matrizes n x n inversíveis é um grupo de Lie. De fato, como 
o grupo GL(n) ó um subconjunto aberto do espaço das matrizes n x n, então GL(ri) é 
uma variedade suave. Agora, multiplicação de matrizes n x n é uma aplicação polinomial, 
e certamente suave, e assim a restrição da multiplicação ao grupo G L ( n ) também é suave. 
Como todas as matrizes de GL(ra) possuem determinante diferente de zero, então todas 
têm inversa e assim a aplicação inversa também é suave. 

Def in ição 1.1.3 G r u p o de Lie l inear é um subgrupo F C GL(n) fechado. 

Nos nossos estudos precisamos que F seja um grupo de Lie. Para nossos propósitos, 
consideramos um grupo de Lie como um subgrupo fechado Y de GL(n), que pela Definição 
1.1.3 estes são os grupos de Lie linear c para o termo grupo de Lie é dada uma definição 
mais geral, Definição 1.1.2. Entretanto, existe um teorema (ver Bourbaki [1960]) que 
afirma que todo grupo de Lie compacto no sentido geral é topologicamente isomorfo a um 
grupo de Lie linear. Identificando o espaço das matrizes n x n com o espaço topológico 
Kn podemos falar das propriedades topológicas do grupo de Lie. Em particular, dizemos 
que um grupo de Lie T é um subconjunto fechado de GL (n) e também um subgrupo. 

As vezes nos referimos a certos grupos como grupos de Lie, mas que na verdade são 
subgrupos isomorfos a algum subgrupo do GL(n). Por exemplo, nos referimos ao grupo 
com dois elementos Z 2 = { 1 , - 1 } como sendo um grupo de Lie e a maneira mais correta 
seria Z 2 = { 1 , - 1 } isomorfo a,o grupo de Lie {/„. ,- /„,} C GL(n) , onde /,,. é a matriz 
identidade n x n. 

Apresentamos a seguir alguns exemplos de grupos de Lie. 

E x e m p l o s 1.1.4 1. O grupo ortogonal O (n) consiste de todas as matrizes, A, n x n 
tal que 

A A1 = /„, 

onde A1 é a matriz transposta de A, ;isto é, 

O(''0 — {A e GL(ii)] AAl — /„}. 

2. O grupo especial ortogonal S O ( n ) consiste de iodas as matrizes A E O(n) Lai que 
det A = 1; 

SO(n) - {/I £ O(«); det A = 1} C O(n) C GL(n) . 

Este grupo é chamado de grupo das rotações em K". Em particular, SO(2) consiste 
das rotações no plano 

R o = ( c o s o
n - s e n / y ( i . i . i ) Y sen 0 cos U J 

Desta maneira, podemos ideniijicar SO(2) com o grupo cíclico S l , onde a identi-
ficação é dada pela aplicação: 
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„ ( cos 0 — sen 9 \ 
Ro = n n ^ \ sen u cos 0 J 

O grupo O(2) é gerado por SO(2) juntamente com a reflexão 

K 1 0 
0 - 1 (1.1.2) 

3. Seja Z n o grupo cíclico de ordem n. Podemos 'identificar Zn com o grupo das 
matrizes de rotação 2x2 geradas por R^/n-

4• 0 grupo diedral D n de ordem 2n é gerado pelo grupo Z„ e um elemento de ordem 2 
que não comuta corri Zn. Identificamos D,, com o grupo gerado pelas matrizes R-^/n 
e pela reflexão de (1.1.2). Geometricamente, D n é o grupo de simetrias do polígono 
regular de n lados, enquanto Z n é o subgrupo das rotações simétricas. 

5. Todo grupo finito é isomorfo a um grupo de Lie. 

6. 0 toro de dimensão n, T " = S 1 x S 1 x . . . x S 1 , é isomorfo a um grupo de Lie, 

com o isomorfismo que leva 0 — (6>j 

( R0í o 
o Ro, 

v 
u —vezes 
• • • , ()n) £ T" ã matriz 

0 \ 
0 

G GL(2n). 

7. 

\ 0 0 • • • Ron y 

é isomorfo ao grupo de Lie das matrizes da forma 

( 1 «1 CL'2 
0 1 0 
0 0 1 

0 0 0 

onde ax € R, para i — 1,... ,n. 

(I n \ 
0 
o G GL(n + 1), 

Vimos que um dado grupo abstraio pode ser representado de várias maneiras como 
grupo de matrizes. A questão que surge é: quando dois grupos de matrizes que são 
isomorfos como subgrupos abstratos são considerados essencialmente os mesmos? Esta 
questão leva diretamete à teoria de representação a seguir. 

Temos que M"2 é um espaço topológico, logo podemos falar das propriedades topológicas 
bem como das algébricas de um grupo de Lie. Em particular, dizemos que um grupo de 
Lie T é compacto ou conexo se ele é compacto ou conexo corno subconjunto de Rn<í. Daí, 
F é um grupo de Lie compacto se, e somente se, as entradas das matrizes que definem 
F são limitadas, isto porque já temos, por definição, que F é fechado. Segue que Q(n) , 
SO(n), T n e os grupos finitos são exemplos de grupos de Lie compactos. 
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1.1.2 Representação e açao 
Seja F um grupo de Lie e V um espaço vetorial real cio dimensão finita. Dizemos que F 
age linearmente em V se existe uma aplicação contínua, a ação de F em V", 

r x 1/ -» y 
(7, v) 7 • 'Í ; i .F3) 

tal que 

a) para cada 7 G F a aplicação 

V 
v ^ p-fiv) = 7 - u 

é linear 

b) se 71, 72 6 T então 

7i ' ("'2 ' v) = (7172) • v- (1.1.5) 

A aplicação p que leva 7 em p7 G G L f U ) é chamada uma r e p r e s e n t a ç ã o de F em V, 
onde GL(V) denota o conjunto das transformações lineares invertíveis de V em V. Nas 
próximas seções omitimos o ponto da operação escrevendo jv no lugar de 7 • v. Como 
exemplo, temos a ação do grupo cíclico S1 no espaço vetorial C = R2 dada por 

S 1 x C C 
( M ) i-> 0-z^e'°z. 

Neste exemplo, a linearidade de (1.1.4) segue imediatamente da definição (1.1.6). Va-
mos verificar que vale (1.1.5). Para 0\,02 G S 1 , 

61 • ( 0 2 • z) = 9[ • (eí0'2z) = (ii0iei02z = el(-0í+0^z = ( 0 , + 0 2 ) • z, 

onde -f denota o "produto" no grupo S1 . Desta ação surge uma representação p de S1 

onde po é a matriz de rotação 

cos 0 — sen 9 
sen 0 cos 0 

Apesar dos conceitos de ação e representação serem essencialmente os mesmos eles 
possuem urna pequena diferença 110 ponto de vista,, ou seja, uma ação diz como um ele-
mento 7 do grupo transforma um dado elemento v G V, enquanto que urna representação 
diz corno que 7 transforma, o espaço todo V. Urna ação de um grupo F em um espaço 
vetorial V pode ser definida especificando-se (1.1.3) somente para os geradores de F. Esta 
ação é consistente rro sentido de que (1.1.5) está satisfeita. 



1.1 Teoria, de grupos 5 

E x e m p l o s 1.1.5 1. Todo yrupo de Lie linear F é um grupo dc 'matrizes cm GL(•//,) 
para algum n ( N. Como Lai, F tem uma ae.a.o natural cm V ^ M" dada pela 
multiplicação usual dc uma matriz n X n por um actor n x I . 

2. Todo grupo F tem uma açdo trivial cm V — Rn dejinida por 

F X K" -> R" 
(7, •'•) i-> 7 • ^ :,;. 

Nc.fstc caso, dizemos que V age. trivialme.nte c/m V. 

o. Para lodo inteiro l\ o grupo cíclico S1 lem uma aea.o cm V — C dc.Jinida por 

S1 x C -> C 
(0,z) h-> tí • z = CKOz. (L1-7) 

Notamos que se K 0 temos a açdo t.rimal do it.cm av.lc.rior c. se l\ --- I temos a 
aç.ao (1.1.0). 

/,. Cada açao de S1 SO(2) dejinida por (1.1.7) c estendida a uma aedo de O ( 2 ) em 
C .s<; consideramos 

K-z = z, (1 .1 .8) 

onde K é a reflexão (1.1.2). 

5. Todo grupo de Lie F C GL(?i) age no espaço das matrizes n x n por semelhança 

7 • A ^ 7 / I7" 1 . 

tí. O grupo das permutações dos elementos do conjunto {1,2, •• • ,71}, F = SM, age em 
R" pela açdo 

<J ' (•'••!, •'•••2, ' ' ' = {-Cr '(I), ' • • '(».))> (LI.9) 

onde a G F e (./',, .(••.., • • • , .1:,,) C M" . 

Verificamos que (1.1.9) doline unia açâo. Sejam a, T G S n , X = (.77, x2, . . . , xn) £ R" e 
Y = T • X = {xT- i(i), .17 i(.2), • • • , xr i{jt)) G R". 

o • (r • X) a • Y = (ga ,(1), . . . , ya-i(ji)) = 

(-'-'-r- 1 cr- 1 (I) • •X't- |<t- |(2) ! • • • •> •'•'r-'ít"'(•«)) = (^'(AR)- 1 (I ) , X{OT)-' (2), • • • , ^ ( a r ) - ' (") ) = {OT) ' X 

Esta açâo é fundamental no próximo capítulo, pois ela <: usada na definição da, ac;ão 
do produto coroa.. 
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Def in ição 1.1.6 Sejam V e W espaços veloriais de dimensão n e F um grupo de Lie 
agindo em V e W. Dizemos que estas açôcs são isomorfas, ou que os espaços V e W são 
r-isomorfos, se existe um isomorfismo linear A : V --> W que comuta com todo elemento 
de V, isto é, 

AFR-V) — 7 • (AV) (1.1.10) 

para lodo v £ V c j G P. 

Notamos que a ação de 7 do lado esquerdo de (1.1.10) 6 em V, enquanto que do lado 
direito é em W. 

E íácil esl,ender estas ideias para, o caso onde P age em V o um outro grupo A, isomorfo 
a r , age em W. Por exemplo, a ação (1.1.7,1.1.8) do O(2) para, os inteiros K e -K são 
isomorfas. De fato, denote as duas ações pelos símbolos • e *. Defina A(z) = z. Então 
para 7 e SO(2) e K a reflexão (1.1.2) lemos: 

-4(7 • z) = A(c'MKz) - = c ~ i K 0 z = c-U<0(A(z)) = 7 * (A(z)) 

e 
A(K • z) = A(z) = z = z = K *z = K * A(z). 

Da mesma maneira, os grupos SO(2) e S1 são isomorfos e a ação (1.1.7) de S1 em 
C com K = 1 é isomorfa à açao padrão do SO(2) definida 110 item f) do exemplo anterior. 

Definimos a seguir o principal grupo do nosso trabalho, o grupo produto coroa e a sua 
ação em V", onde V = RH para algum A; e N. 

Def in ição 1 .1 .7 Sejam K, e Q grupos e a aplicação a —> ua um homormoflsmo de Q 
no grupo dos automorfismos /1(/C) de )C. Então o conjunto de todos os pares ordenados 
{k,a), k £ K. e o 6 Ç, forma um grupo, o p r o d u t o s emi -d ire to de K, e Q, denotado por 
K, -j- Q, com a operação de multiplicação 

(A:, a)(/,:', a ' ) = {ku(7{kr)1ao'). 

Def in ição 1.1.8 Dados um grupo C e um subgrupo Q do grupo Sn das permutações, o 
p r o d u t o coroa de C e Q é o -produto semi-direto de Cn e Ç, denotado por C l Q. 

Observação 1.1.9 O produto coroa, C l Ç é um grupo gerado por Cn e Q. A seguir 
apresentamos a estrutura do grupo produto coroa e sua ação em Vn . 

Seja V = RK. A ação do grupo produto coroa, C L Q em VN é dado por: 

(/, a) • (x 1, x2, • • • , :/;„,) = ( /, xa-1 (,}, l2xa-1 , • • • , ln.xa-1 (lt)). (1.1.11) 

As permutações agem naturalmente em l 6 por 

<7 • l = (/„•_,(!), ' ' ' , 
Estes são os automorlismos da, Deliniç.ào 1.1.7. () grupo produto coroa é de; fato um grupo 
com a operação 

(h,r)(l,a) = (hr(l),ra). 
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1.1.3 Integração invariante 
Seja T um grupo de Lie compacto de GL(n) . Usando integral de Haar, que definimos a 
seguir, identificamos F com um subgrupo ortogonal do grupo O (TI). Este tipo de inte-
gração é invariante sob translação por elementos de F. 

Def in ição 1.1.10 Dada f : F —> R urna, função contínua a valores reais, a operação 

I / ( 7 ) 
A e r 

ou 

é uma integral e m F ,sr; 

i) (Linearidade) J'v(\f + pg) -- X J'r f + fl J'r g, para / , g : F -> R contínuas e A, fj, G R. 

ii) (Positividade) Se / ( 7 ) > 0 e 7 <E F qualquer, então Jj, f > 0. 

É unia integral de Haar se além de 1) e vi,) também tem, a propriedade 

iii) (Invariância por translação) jjeVf(7<$) = f 7 e r f ( l ) Para Lu<l° fixado. 

Se r é um grupo de Lie compacto, então F 6 limitado, logo J'r 1 é finito. Daí, podemos 
sempre assumir que a integral de Haar satisfaz f 1 = 1, o que nos permite considerar 
a integral de Haar normalizada. 

E x e m p l o 1 .1 .11 Seja F um grupo de Lie finito de ordem | r | . Então a integral de Haar 
normalizada em F é 

í / 4 E / ( Í 
J l 1 1 7er 

P r o p o s i ç ã o 1 .1 .12 Sejam, T um grupo de Lie compacto agindo em um espaço velorial 
n-dimensional V, p1 a, aplicação linear cm GL(K) associada a 7 £ F. Então existe um 
produto escalar em V tal que, qualquer que seja 7 G F ; a matriz p1 numa base ortonormal 
de V7 é ortogonal, isto c, p1 • p' — ídnxn. 

D e m o n s t r a ç ã o Seja (,) um produto escalar em V. Definimos 

(v,w)v := I (p7v,p7w). (1.1.12) 

Segue da linearidade e da positividade da integral de Haar que (1.1.12) c um produto 
interno. Este produto interno é invariante sob F pela Invariância, por translação da, integral 
de Haar. De fato, para v, w G V e 7, ó G T temos 

( / y > / V " ) r = ^ { m j ^ M P T W ) j (iWhiwu) = (tv«-')r. 
•yv -yw 
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Para {bub2, • • • ,bn} base ortonormal de V relativamente ao produto interno ( , ) r , consi-
deramos que p5 c a matriz que representa p(ô) nessa base. Então, /;áò.( é a i-ésinia coluna 
de pó. Além disso, {pA.P&b^r = (kjr,)v = òiy Portanto, ps • p\ = Idnxn. 

• 
Observação 1 .1 .13 Pela proposição anterior podemos identificar grupos de Lie com-
pactos em GL(rt) com subgrupos fechados de O(n) . 

1.2 Irredutibilidade 
Nesta seção apresentamos um resultado que decompõe a representação de um grupo de Lie 
compacto F em soma direta de representações mais simples, que chamamos irredutíveis. 
Além disso, garantimos que esta decomposição sempre existe e apresentamos um exemplo 
que mostra que em geral esta decomposição não é única. 

1.2.1 Definições básicas e exemplos 
Seja F um grupo de Lie compacto agindo linearmente no espaço vetorial V. 

Def in ições 1.2.1 1. Um subespaço W C V é chamado F-invariante se 7w G W para 
qualquer 7 G T e w G W. 

2. Uma representação ou ação de T em V é dita irredutível se os únicos subespaços 
F-invariantes de V são os triviais, isto é, {0\/} e V. 

3. Um subespaço W C V é dito F- irredutível (ou irredutível se está claro que o grupo 
é FJ se \ V é T-invariante e a ação de F em W é irredutível. 

Como exemplo de ações irredutíveis consideramos as ações de SO(2) e de 0 ( 2 ) sobre o 
espaço vetorial R'2 = C definidas 110 Exemplo 1.1.5, para K ^ U. 

Uma das propriedades fundamentais das ações dos grupos de Lie compactos é que 
subespaços invariantes sempre têm complemento invariante. 

P r o p o s i ç ã o 1.2.2 Seja F um grupo de Lie compacto agindo no espaço vetorial V. Seja 
W C V um subespaço T-invariante. Então existe um subespaço complementar V-invariante 
Z CY de IV tal que 

V = W® Z. 

D e m o n s t r a ç ã o Pela Proposição 1.1.12 existe um produto interno F-invariante, (, ) r , 
em V. Seja Z = Wx = {w G V](v,w)r = Q,Vw G W}. Como o produto interno é 
F-invariante então V7 G F, v G H / X e w G 1F, 

(yv,w)r = (w,7 1'w)r = O, 
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ou seja, yv G VK\ V 7 G F e v G Portanto, Z = W1 C V c uni subespaço invariante 
e W possui um subespaço complementar invariante. 

• 
Segue diretamentc desta proposição que toda representação de um grupo de Lie pode 

ser escrita como soma direi,a de subespaços irredutíveis. Esta decomposição do espaço em 
que o grupo está agindo é em um certo sentido análoga á diagonalização de matrizes, que 
também é feita com o propósito de simplificação dos cálculos. 

Corolário 1.2.3 (Teorema da Redutibilidade Completa) Seja F um grupo de Lie com-
pacto agindo cm V. Então existem subespaços T-irredutíveis VX,V2, • • • , V„ de V tais que 

V = VI © ® • • • CD K,. ( 1 . 2 . 1 3 ) 

D e m o n s t r a ç ã o Podemos assumir V não nulo. Então existe um subespaço T-
invariante; considere Vi o subespaço não vazio de menor dimensão e T-invariante. Pela 
Proposição 1.1.12 existe um subespaço Z C V F-invariante e complementar de VY. 
Repetindo o processo em Z obtemos um subespaço V2 C V F-invariante. Como V é 
um espaço vetorial de dimensão finita, então o processo deve parar permitindo encontrar 
a decomposição (1.2.13). 

• 
Os exemplos a seguir ilustram decomposições de espaços vetoriais sob a ação de certos 

grupos. 

E x e m p l o s 1.2.4 1. Consideremos a ação do 0 ( 2 ) em R 3 como segue. Seja 9 G SO(2) 
agindo em R:! por rotação de 20 no plano-(x, y) e deixando o eixo-z fixado, isto é, 
definimos 

O • (x, y,z) = (xcos(29) - ysen^O), xsen(20) + ycos(26),z). 

Considere a reflexão K G 0 ( 2 ) agindo em R:! por: 

k • (:;;, y, z) = {pr., -y, -z). 

Podemos decompor o espaço V como K, © V2 onde K, = {(x,y,0);x,y G R) e V2 = 
{(O, O, z); z G R}. 'Lemos que V{ e V2 sao O(2)— irredutíveis, ou seja, invariantes e 
O (2) age irrctiul/ivclmente neles. 

2. Existe uma ação irredutível padrão de O (3) no espaço vetorial V das matrizes 
simétricas 3x3 com traço zero. Tais matrizes têm a forma 

( a b r \ 
b d c 

\ r c -(a + d)J 

e V tem dimensão 5. Considera,mos a açu,o de O (3) em V por semelhança: 

O(3) x V 4 V 
(7, A) 7 • / I = 7 J / l 7 
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para qualquer 7 G 0 (3 ) a A G V. Como 0 ( 2 ) C 0 (3 ) , identificamos 6 G 0 (2 ) com 

' O I G 0 ( 3 ) . 
0 

s 0 
0 0 1 

Tomando 0 ( 2 ) desta maneira em 0 (3 ) podemos olhar para 0 (2 ) agindo em V. Ve-
( a b 0 \ 1 f / O O c 

rificamos então que \\ = b -a O ; a, b G R > , V2 = < O O d | ; c, d G R } , 
V O O O / J | \ c d O 

são OÍ2)-irredutíveis. 
( / a O O 

\ < O a O | ; a G 

{ \ O O 2a 

V = V{ © V2 © V;j. 

Em geral, a decomposição de V em (1.2.13) não 6 única. Na próxima subseção entendemos 
a origem desta não unicidade e encontramos condições para que uma decomposição do 
tipo (1.2.13) seja única. O exemplo a seguir mostra esta não unicidade da decomposição. 

E x e m p l o 1.2.5 Seja V = M 2(R). Consideramos a ação de SO(2) em Vr pela multi-
plicação de matrizes pela esquerda, isto é, 0 G SO(2) e A G V, 

Para = 
a 0 

a, b G e V, = 

0 • A = ReA. 

0 c 
:c,de temos que V = Vi © V-2 

8c c 
8 d d ; c, d G 

b 0 ) ' ' 1 V 0 d / 

e que Vi e V2 são SO(2)-irredutíveis. Ma,s se consideramos V.[ 

temos V.[ também SO{2)-irredutível, e V = Vi © 

1.2.2 Decomposição isotípica 
Apresentamos aqui um resultado que garante a unicidade de uma decomposição do tipo 
(1.2.13). 

Teorema 1.2.6 Seja I um grupo de Lie compacto agindo em V. 

a) A menos de V-isomorfismo, existe um número finito de subespaços distintos de Vr 

T-irredutíveis. Denotamos por U\, Lt2, • • • , Ut. 

b) Defina Wk como sendo a soma de todos os subespaços XV T-irredutíveis de V tal que 
XV é T-isomorfo a £4. Então, 

V = W\ © W2 © • • • © Wt. ( 1 . 2 . 1 4 ) 

Def in ição 1.2.7 Os subespaços Wk sao chamados c o m p o n e n t e s isot ípicas de do 
tipo Uk para a ação de V. 
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A observação a seguir justifica por que os subespaços Wk são chamados componentes 
isotípicas e mostra a unicidade da decomposição (1.2.14). 

O b s e r v a ç ã o 1.2.8 Por construção, a decomposição isotípica (1.2.14) é única. De fato, 
suponhamos que exista uma outra decomposição do tipo (1.2.14), V = A i © A 2 © • • -ffiA^., 
onde cada X{ é a soma de todos os subespaços A" C V T-irredutíveis com A F-isomorfo 
a U.j. Como temos somente t Ut's então s = t e, além disso, pela própria definição, segue 
que Xi = Wi, portanto A, © X2 © • • • © Xt = WL © IV2 © • • • © WL. 

Corolário 1.2.9 a) Se W C V é V-irredutível então W C Wk para uni único k. 

b) Seja F um grupo de Lie compacto agindo em V. Seja V = Fi © V2 © • • • © Vs uma de-
composição de V em soma direta de subespaços F-irredutíveis. Se as representações 
de F em 1 , são todas distintas (não V-isomorfas) então os únicos subespaços não 
nulos F-irredutíveis de V são Vi, V2, • • • , Vs. 

D e m o n s t r a ç ã o 

a) Sabemos pelo item a) do Teorema 1.2.6 que existe somente um número finito de 
subespaços F-irredutíveis não isomorfos que denotamos por £/],••• , Ut. Suponhamos 
(pie IF é F-isomorfo a í/t e Uj, i / j. Então, existem isomorfismos A, : W U{ e 
.4, : W Uj tais tiue, para 7 e F, A^w) = 7 A ^ w ) e A:l(riu) = 7A.j{w). Desde 
que A j é 11111 isomorfismo temos que A,t o Aj1 : U{ U3 é um isomorfismo, o que é 
uma contradição. Portanto, W está contido em um único Wk. 

b) Consideramos as componentes isotípicas Wk de V. Como cada Vj é F-irredutível, então 
\ r

:) C IF/,; para algum k. Se V, C Wk e Vj C Wk, para i ^ j G {1, 2, • • • , s} então, V-
e Vj são F-isomorfos a Uk: absurdo, pois, temos por hipótese que as representações 
de F nos V/s são todas distintas. Logo, Vj = Wk para algum k. Se W / 0 é 
11111 subespaço F-irredutível de V, por a) segue que W C Wk ])a,ra algum K, mas 
Vj = Wk para algum j e Vj é F-irredutível. Daí, W = Vj. 

• 
Os lemas a seguir foram usados para demonstrar o Teorema 1.2.6. 

L e m a 1.2 .10 Seja F um grupo de Lie compacto agindo no espaço vetorial W. Suponha 
que 

w = j2uo 
a 

onde cada Ua é um subespaço T-invariante T-isomorfo a U por alguma representação 
irredutível fixa de F. Então lodo subespaço F-irredutível de W é.F-isomorfo a U. 

O b s e r v a ç ã o 1 .2 .11 Devido á não unicidade, 11111 subespaço F-irredutível de W pode não 
ser 11111 dos f/Q 's. O lema diz que, desde que todos os Un's são T-isomorfos, todo subespaço 
de 11 é F-isomorfo a algum LJa. 
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D e m o n s t r a ç ã o (Lema 1 .2 .10 ) 
Na maneira como o lema, está enunciado, o conjunto dos índices a pode ser infinito. 

Isto não representa uni aumento na generalidade se primeiro mostrarmos que 

W = Uai © Ua, © • • • ® Ucu, ( 1 . 2 . 1 5 ) 

onde s é um número finito. Para mostrar este fato usamos indução. Suponhamos que 
achamos uni subespaço 

W = U<n® Ua2 © • • • © C V , C W. 

Se W = W então segue o resultado, ca,st) contrário, existe U,H C W tal <|iie U,n 

W. Além disso, Uai D W C UQl, mas como Uat é F-irredutível e a intersecção é 
P-invariante, então (Jai n W = {()}. Portanto, a soma W + Uai é a soma direta 
W" = Uai © UQ3 © • • • © Uai. 

Se W = W" segue o resultado, caso contrário repetimos o processo. Como W é um 
espaço vetorial de dimensão finita então o processo tem um número finito de etapas e 
(1.2.15) vale para um s suficientemente grande. 

Agora mostramos que se X é um subespaço F-irredutível dc W, então X c F-isomorfo 
a U. 

Existe t < ,s t,a,l que 
X Uai © Ua2 © • • • © Uat_l (1.2.16) 

e 
A C U(n © Uai © • • • © [/,„_, © Uni ( 1 . 2 . 1 7 ) 

e, além disso, este t é único. 
Notamos que 

X n {Uai © Un2 © • • • © Uai_ J = {0}, (1.2.18) 

pois esta intersecção é uni subespaço P-invariante de A", e X é, por hipótese, F-irredutível. 
Consideramos a aplicação projeção 7r chula por: 

7T : Uni © Ua, © • • • © U„, -> U,H. 

Como (1.2.18) está satisfeito, para x — xQl + • • • + xai € X temos que xat / 0 e pela 
restrição (isomorfismo) nx = tt|a" : X —> 7r(A') temos que 

T*x{ix) = ""A'(7(•'•«! + H x<n)) -

^ x { l x
Q í H f" 7 x a t ) = l X « i = 77rA' (:,;ÍV, H H xat) = J7TX(x), 

ou seja, iry\- é 11111 F —isomorfismo de X cm / T ( A ) . Como X é irredutível então 7R|A-(AT) 

também é irredutível, mas 7r|A-(A') Ç Utn, logo 7r|A (AR ) = Uai e A" é F-isomorfo a Uat e 
então a U. 

• 
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L e m a 1.2.12 Seja P um grupo de Lie compacto agindo em V. Sejam X e Y subespaços 
de F F-invariantes tal que na,o existem dois subespaços T-irredutíveis IV C X e Z C Y 
que sao V-isomorfos. Então 

a) A' D Y = {() } 

b) Se IP C A' © Y é V-irredutível, então VF C A' ou IP c Y. 

D e m o n s t r a ç ã o 

a) Como A c Y são invariantes, então A 'DF é invariante. Qualquer subespaço .4 Ç A n i ' 
é um subespaço irredutível de A e de 1'. Consideramos o isomorfismo identidade 

i : AX -> AY 

a i-> a; 

i(ia) =ja = 7 i(a), 
logo, AX C A' e AY C Y são r-isomorfos, absurdo. Portanto, o único subespaço 
irredutível em A' n 1' é o nulo. Logo, X n Y = {0}. 

b) Seja W C A' subespaço r-irredutível. Como A', Y e W são invariantes então X D W 
v Y n IP são invariantes, mas W é irredutível, então W D A' = {0} ou W C A. 
Analogamente, IP n Y = {0} ou W C Y. Suponhamos que W £ X e IP ^ Y e 
IP n A' = {0} = IP n Y. Sejam tt* : X © P ^ A' e t ty : A' © Y ->• P projeções. 
Analoganuínte à demonstração do lema anterior, W é P-isomorfo a irx (IP) C X e 
\V é P-isomoríb a t[Y{W) C Y, ou seja, A" e Y possuem subespaços P-isomorlbs, 
absurdo. Portanto, W C X ou W C Y. 

• 
D e m o n s t r a ç ã o (Teorema P2.6) Escolhamos um subespaço irredutível U\ C V. 

Seja W[ a soma de todos os subespaços invariantes que são r-isomorfos a í/,. Se W[ / P , 
então tomamos seu complementar invariante Z em V e repitimos o processo em Z. Sejam 
U-2 C V um subespaço irredutível e \V!2 a soma de todos os subespaços de Z que são 
r-isomorfos a. U2. Se I P ' © I I 2 ± V tomamos um complementar de W2 cm Z, e repitamos 
o processo. Como a dimensão de V é finita então o processo é finito com 

F = W[ © • • • © W's 

onde cada IP/; c a soma de conjuntos r-isomorfos a subespaços irredutíveis de V, digamos, 
isomorfos a Uk C V e se k / j, então Uk não é r-isomorfo a Ur 

Verificamos que Wk = W'k. Suponhamos que U é um subespaço irredutível de V. Pelo 
item b) do Lema 1.2.12 U C W'k para algum índice k. Como W'k. e soma de sulxwpaços 
P-isomorlbs a Uk verificamos a parte a) do teorema. 

Como todo irredutível de V está contido cm Wk para algum /,;, então II7. = \\"k e segue 
o item b). 

• 
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1.3 Teoria básica de bifurcaçao equivariante 
Antes de apresentarmos a teoria de bifurcação equivariante, apresentamos na próxima 
subseção os conceitos básicos de germe c de bifurcação. 

1.3.1 Os conceitos de germe e bifurcação 
Def in ição 1.3.1 Sejam v0 <E K Ç R" e f : V -> IR"' uma aplicação C°° definida em uma 
vizinhança de V. Então o germe de f em v0, ou simplesmente o germe de J', é o conjunto 
{g : U Ç IR" -> R'" : existe uma vizinhança W de vu contida em U D V tal que f\w = 
<7|w} e é denotado por f : (R"y<;0) -» M'". 

Seja V um espaço vetorial. Consideramos o sistema do tipo 

x + g(x, A) = 0 

com g :V x R, 0 —> V um germe de aplicação diferenciável de classe C°°. Os p o n t o s de 
equi l íbrio do sistema são precisamente as soluções de g(x, A) -- 0. Queremos discutir o 
número de soluções x para diferentes valores de A. Como x(t) = x0 é solução de equilíbrio 
se, e somente se, x = 0, então podemos formular o problema com a equação 

g(x, A) = 0, (1.3.19) 

onde x é chamada variável de e s tado e A é chamado p a r â m e t r o de bifurcação. 
Para cada A, seja n(A) o número de x's para o qual (x, A) é uma solução de (1.3.19). 

Nosso estudo é local; assim, assumimos que (1.3.19) pode somente estar definido em uma 
vizinhança de uma solução (x0, A0) onde n(A) varia na vizinhança de A0. O conjunto dos 
(:i;, A) desta vizinhança. Lai que g(x, A) = 0 é chamado d iagrama dc bi furcação de g. 

Def in ição 1.3.2 Assuma que g(xo, Ao) = 0. Chamamos (.Xo,Ao) p o n t o de bi furcação 
da equação (1.3.19) se, para cada X, o número de soluções 7i(X) variar conforme X varia 
numa vizinhança de A0. 

Se (a,'o,Ao) for um ponto de bifurcação, então {d,g)X(hAo = 0, pois pelo Teorema da 
Função Implícita se (dg)X0t\0 ^ 0 então (1.3.19) pode ser unicamente resolvida para x 
como uma função de A. Em outras palavras, para cada A perto de Ao existe exatamente 
uma solução de (1.3.19) próxima de .x0 e, portanto, n(A) não varia. Por conveniência, 
consideramos germe em uma vizinhança da origem em V x R. De fato, se o ponto de 
bifurcação não for a origem, podemos transladar o sistema de coordenadas e realizar um 
estudo local em torno da origem. Logo, suponhamos (dg)o^ = 0. 

Agora apresentamos a teoria, de bifurcação equivariante iniciando com funções invari-
antes. 
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1.3.2 Funções invariantes 
Def in ição 1.3.3 Seja F um grupo de Lie compacto agindo num espaço vcloriul V. Dize-
mos que uma função a valores reais f : V R é invariante sob a ação de F, ou é 
F-invariante, se 

f { l x ) = f ( x ) (1.3.20) 

para todo 7 G F e x G V. 

Pela linearidade da ação de T é suíicicntc verificar (1.3.20) para os geradores do grupo 
F. 

E x e m p l o s 1.3.4 a) Seja F = Z2 = { 1 , - 1 } agindo não trivialmente sobre R, isto é, 
1 • x — x e — 1 • .7; = —.7; para todo x G R. Logo, f : R —> R c Z2- invariante se, e 
somente se, f é uma função par. 

Agora, se f é um polinómio invariante porZ2, então todos os seus termos possuem 
potência par. Portanto, existe um polinómio h : R —> R tal que 

./'(•'•; • (1 .3 .21) 

b) Consideramos a ação 'padrão do grupo S1 sobre V = R2 = C: 0 • z = cl0z.(ver Exemplo 
1.1.5) 

Uma função f : C —> R c S1 -invariante quando 

.A:.! • 

para todo z Ê C e 0 £ S 1 , A aplicação que a cada 0 G S 1 associa elUz forma um 
círculo centrado na origem e de raio \z\, então as funções que são S 1 -invariantes 
são aquelas constantes neste círculo. 

Mostramos que se f é um polinómio S 1 -invariante em C então existe um polinómio 
h : V -» R tal que 

f{z) = h(zz). (1.3.22) 

Escrevamos f nas coordenadas z , z G C, 

onde aap G C. Exigimos que os coeficientes sejam complexos de tal maneira que o 
polinómio f seja real. Desde que J' é real, J' = f e então 

= (1.3.24) 

Por (1.3.23) temos que 
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Por (1.3.20) Lemos que 

Logo, 
aa/j = (Íapcl0{(í P) = ft ou attp = 0. ( 1 . 3 . 2 0 ) 

Portanto, f ( z ) = ^,aan{zz)n. Por (1.3.24), aan = õ ^ , ou seja, aun G E . 

Se consideramos o polinómio h : R -> R, tal que, h(x) = £ ano(x)'\ então f ( z ) = 
h(zz) como afirmado em (1.3.22). 

c) Seja V = D„ com sua ação padrão sobre V = C, ou seja, a ação do Exemplo 1.1.5-4 
toma/ndo A = 1 e0 = ^ , k = 0 , . . . , n - 1. Verificamos que para Lodo polinómio 
í : C -> R D ^ i n v a r i a n t e existe um polinómio g : R2 —> R tal que 

f ( z ) - g(zz,zn + zn). (1.3.27) 

Para isLo seguimos a idéia do item anterior. Escrevemos f na forma (1.3.23). Desde 
que D„ é gerado por 0 = 'lixjn e k onde 0 • z = el0z e k • z = z, f é Bn-mvariante 
se satisfaz 

1. f(dz) = f ( z ) & (1.3.26) vale para 0 = 2n/n 

/ M = f i z ) ^ a,H, = ciPa. 

Em suma, f é D n- invariante se, e somente se, 

a) a„lS £ R 

b) <ta,'j ~ 0,lin 

c) anfi = 0 ou a = /3(modn), isto é, ou a~ p - k/tr, k G Z 

Reescrevemos (1.3.23)da seguinte forma: 

f ( z ) = J2A»t>(zaz0 + z 0 ^ o-3-28) 
onde 

. j da/3 se a ^ li 
af) ~ \ a^i se CY = f:S 

Tutoramos em (1.3.28) alguns termos e usamos c) para chegar cm 

f ( z ) = J2B]k(zzy(zku + zk"), 
j,k 

para certos B]k. Finalmente, usando a igualdade 

{zkn + zkn) — (zM + zn(zí-k^l)"' + _ [zz)n{z(k'"'z)n + z{k~~2]") 
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indutivamente em k crescente, obtemos 

l,M 

para certos coeficientes Cbn. Se consideramos g : R2 — R tal que 

9(x,y) = J2CUx)l(yr, 
l,m 

mostramos a afirmação (1.3.27). 

Dado um grupo de Lie compacto F é possível encontrar um subconjunto finito de 
polmonnos I-invariantes //,L, ••• ,/t.v tal que todos os polinómios invariantes podem ser 
escritos como função polinomial de //.,,••• , /i,. Este conjunto, que pode não ser único, gera 
o conjunto dos polinómios F-mvariantes e é chamado b a s e d e H i l b e r t . O conjunto dos 
polinómios F-iuvaiiaiifes 6 denotado por 7(F) . Desde que o produto e soma de polinómios 
r-invariantes são ainda F-invariantes, então T(F) é um anel. Um resultado importante, 
iniciado por Hilbert e provado por Weyl [1946], é o teorema que segue. Ressaltamos que 
a demonstração é técnica e não foi estudada em detalhes. 

T e o r e m a 1.3.5 (Hilbert e Weyl): Seja F um grupo de Lie compacto agindo em V. Então 
existe uma base de Hilbert. para o anel T(r). 

D e m o n s t r a ç ã o [10], cap. XII §6(a). 

O b s e r v a ç ã o 1.3.6 Pela Proposição 1.1.12 podemos assumir um grupo de Lio compacto 
P como subgrupo do O(n) . Assim, a norma 

é sempre P-invariante. 

Um resultado análogo ao Teorema 1.3.5 também vale para as funções analíticas reais, já 
que estas podem ser escritas como séries de Taylor. Além disso, o Teorema de Schwarz[1975], 
que apresentamos abaixo, é um resultado deste tipo que vale para germes C°° (Definição 
1.3.1) quando o grupo de Lie é compacto. 

D e f i n i ç ã o 1.3.7 denota o anel dos germes C°° de R" em R e £(P) denota o anel dos 
germes C°° T-invariantes de V em R. 

T e o r e m a 1.3.8 (Schwarz [1975]): Seja T um grupo de Lie compacto agindo em V. Seja 
//•!, • • • ,/i, uma base de Hilbert para T(r). Seja f £ £(F). Então existe um germe suave 
h e E(s) tal que 

f ( x ) = h(ni (-'O,'- - ,/',(.'(;))• (1.3.29) 

D e m o n s t r a ç ã o [10], cap. XII §6(b). 
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Def in ição 1.3.9 0 conjunto dos polinómios T-invariantes tem uma relação se existe 
um polinómio náo-nulo /•(//,, • • • , -/ys.) tal que 

/•(//,(:;;), • • • ,//,s (:?;)) = 0. 

O anel 3>(r) é uni anel polinomial se ele tem uma base de Hilbert s e m relação. 
Um exemplo de um grupo agindo em um espaço vetorial tal que T ( r ) não c um anel 

polinomial ó dado por P = Z2 agindo em R2, onde a ação do elemento - 1 G Z2 é definida 
por x i-> -x. Então T(Z2) c o anel gerado pelos monómios de grau par, isto é, pela base 
de Hilbert 

mas esta base tem a relação 
/'<i = x-f, fi2 = xix2, = x\j, 

/íi/Í:! - //,2 = 0. 

Na verdade, é possível mostrar neste exemplo que nenhuma base de Hilbert elimina todas 
as relações, portanto ÍJ:,(Z2) não é um anel polinomial. 

O resultado a seguir permite-nos determinar se uma dada base de Hilbert, //,1; • • • , p s 

torna 7(Z2) um anel polinomial. Definamos a aplicação p : V -> R s , chamada discrimi-
nante dc T, por: 

p(x) = (/i,(x), • • • ,//,,(:;;))• 

L e m a 1.3.10 Sc. o Jacobian,o (dp)x para algum, x c sobrejetor, então T(F) é um anel 
polinomial. 

Aplicando o lema acima no exemplo onde F = Z2 , temos p(xux2) = (x'f, x'ix2, x\) e 
(dp)x : R 2 R3 . Assim, é impossível (dp)x ser sobrejetor para algum x. Já no Exemplo 
1.3.4c íP(Dn) é um anel polinomial. De fato, dc (1.3.27) temos que 

//i = zz, ii,2 = z11 + z n 

é uma base de Hilbert de ? ( D n ) e 

{<l>P)z = ( uzn-l ,tãn-1 

Temos que det(f//j) = n(z'1 - z") é não nulo para 2 ^ 0 e, então, (dp)z é sobrejetor para 
algum z não nulo e, pelo Lema 1.3.10, CP(D7l) é um anel polinomial. 

Até mesmo quando T ( r ) é um anel polinomial a unicidade de (1.3.29) para germes 
não analíticos não precisa ser satisfeita. Por exemplo, Z2 agindo em R com a ação padrão, 
{x2} é uma base dc Hilbert de 7(Z 2 ) e pelo Teorema 1.3.8 todo germe / € £(Z2) pode 
ser escrito como / ( x ) = h{x2)} onde h é uni germe suave de R em R. Definamos o germe 
suave 

, , , f e~1 / x se x < 0 k(x) = 
0 se x > 0. 

Notemos que 

/ ( x ) = h(x2) + k(x2), 

pois k(x^) — 0 para todo x G R. Logo, a unicidade falha- para este exemplo. 
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1.3.3 Aplicações lineares equivariantes 
Consideramos T um grupo de Lie compacto agindo linearmente no espaço vetorial V. 

Def in ição 1.3 .11 Uma aplicação F : V —V comuta com P, ou é T-equivariante, se 

F(jv) = 7 F{v) (1.3.30) 

para todo 7 G T e v £ V. 

E x e m p l o s 1.3.12 1. Considera,mos a aç.ão padrão de SO(2) em R2 definida pela 
rotação de 0 G SO(2). Isto c, 

Ro 

agindo em 

cos 0 — sen 0 
sen 0 cos 0 

pela multiplicação de matrizes. Verificamos facilmente que A — ^ ° ^ ) £ M2x2(®0 

comuta com SO(2) se, e somente se, a — d e b = —c. Portanto, 

a —c \ _ f 2 ( cos — sen <p 
\ c a J ' \ sen <p cos <-Pj 

onde ip é tal que cos ip = 2" 2 e sen ip — 2
(, 2. Concluímos que uma aplicação íi 1 C ÍX | c 

linear de R2 em R2 comuta com SO(2) se, e somente se, é da forma (1.3.31). 

2. Consideramos a ação padrão de O(2) em R2. Suponhamos que M G M2x2(®0 co-
muta com 0 ( 2 ) . Desde que SO(2) C O(2) então M deve satisfazer (1.3.31), isto é, 

M = ( " ], para in, n G R. Além disso, M deve comutar com K — ( 
y n, m.J \ 0 — 1 

e então, n = 0. Portanto, 

"=(:")=- (i 1) c:i-32» 
é um múltiplo da identidade. 

Def in ição 1.3 .13 Uma representação de um grupo P sobre um espaço vetorial V é ab-
s o l u t a m e n t e irredut ível se as únicas aplicações lineares que comutam com P são as 
múltiplas da identidade. 

Para justificar esta terminologia temos: 

L e m a 1.3 .14 Seja P um grupo de Lie compacto agindo em V. Se a ação de P é absolu-
tamente irredutível, então ela é irredutível. 
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D e m o n s t r a ç ã o Suponhamos que P age não irredutivelmente sobre V. Então existe 
um subespaço próprio W Ç V F - invar ian te e, pela Proposição 1.2.2, seu complemento 
W1 em V também é F- invar iante . Definamos w : W © WA- ~> V a projeçâo sobre W. 
Para qualquer v = vl + v2 6 V = W © W1, onde v{ G VP e v2 G VV1, 

7r(jv) = n(yu{ + jv2) = jvl = 7ir(v), 

logo 7r comuta com a ação de F e n não é um múltiplo da identidade, pois ir = 

Portanto, T não age absolutamente irrcdutivelmente sobre V. 

• 
L e m a 1.3.15 Sejam F um grupo de Lie compacto agindo em V, A : V —> V uma 
aplicação linear que comuta com F e W C V subespaço irredutível. Então: 

i) A{\V) é invariante 

ii) A(W) = {0} ou as representações de F cm W e A(\V) são F-isomorfas 

D e m o n s t r a ç ã o 

i) Seja z = A(w) G .4(IP) ])ara, algum w G VP, então 

-yz - -yA(w) ^ /1(7'»;) G A(\'V) 

e 7 z £ A(W), ou seja, A(IV) c invariante. 

ii) Para qualquer v G ker A e 7 G T 

/1(T„) = 7/l(.(;) = 7(J = (). 

Logo, ker / I é invariante o que ini])lica (ke r / l )n l4 / invariante. Como VP é irredutível, 
então IP C ker/1 ou IP n (ker/1) = {0}. Se IP C (ker A), então A(\V) = {0} 011 se 
W n (ker/1) = {0}, então W e A(W) são P-isomorfos. 

• 
Este lema implica que: 

T e o r e m a 1.3.16 Seja P um grupo de Lie compacto agindo no espaço vetorial V. De-
componha V em componentes isotípicas 

V = Wl © W2 © • • • © Ws. 

Seja A : V —> V uma aplicação linear que comuta com F. Então 

A(Wk) C \Vk ( 1 . 3 . 3 3 ) 

para cada k — 1, 2, • • • ,s. 

1 0 
0 0 
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D e m o n s t r a ç ã o Pela descrição de cada Wk temos que 

Wk = K, © • • • © Vv 

é r-isomorfo a um subespaço Uk irredutível de V. Cada Vj é irredutível e pelo Lema 
anterior A(Vj) é invariante c A(V3) = {0} ou A(Vj) é r-isomorfo a Uk. Se A(Vj) = {0} 
então A{Vj) C Wk, pois Wk é subespaço. Se A(Vj) 6 r-isomorfo a Uk então A(V3) C Wk, 
pois Wk é a soma de todos invariantes P-isomorfos a Uk. Portanto, A(Vj) C Wk para cada 
j . Pela linearidade de A, 

/l(Ki) ®A{V2)®---® A{Vr) c Wk 

A(Vi © • • • © Vr) C Wk 

A(Wk) C Wk. 

• 
Este teorema garante que um aplicação linear P-equivariante deixa toda componente 

isotípica invariante. 

1.3.4 Aplicações não lineares equivariantes 
O objetivo agora 6 apresentar uma maneira eficiente de descrever aplicações não-lineares 
que comutam com a ação de um grupo. 

Consideramos P um grupo de Lie compacto agindo num espaço vetorial V. 

L e m a 1.3 .17 Sejam f : V K urna função T-invariante e g : V —V uma aplicação 
T-equivariante. Então, J'g : V —> V 6 P-equivariante. 

D e m o n s t r a ç ã o (fg){r") = f M o M - f{v)g(-yv) = 7 f ( v ) g ( v ) = 7 ( f g ) ( v ) 
=> ( f d ) M = 7{fg){v). 

• 
Se consideramos a ação padrão de Z 2 em E, concluímos que as aplicações g : R —> R 

Z2-eq11ivaria.nt.es são as a,])licações ímpares. 
Sejam o espaço das aplicações polinomiais P-equivariantes de V em V e £ (P) 

o espaço dos germes 11a origem P-equivariantes C'00 de V em V. O Lema 1.3.17 implica 
que l ? ( r ) é 11111 módulo sobre o anel dos polinómios P—invariantes J>(P). Analogamente, 
£ (T) é um módulo sobre o anel £(P). 

Os resultados para P = Z 2 em símbolos são: 

a) 2) = ?(Z 2 ){ , :} 

b ) t{Z2) = £ ( Z 2 ) { X } . 
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Di/emos que as aplicações polinomiais T-equivariantes ry,, - - - , </,. geiam o módulo 
sobre o anel IP(r) se todo F-equivariante g pode ser escrito como 

!i J\U\ ~ f-.-!h ./',//,- (1.3.34) 

para polinómios F-invarirantes , / j , / 2 , - - - ,/,.. Uma definição similar pode ser feita para 
£ (F). O próximo teorema é correspondente ao Teorema 1.3.5 para o caso equivariante. 

Teorema 1.3.18 Seja F um grupo de Lie compacto agindo em V. Então existe um 
iiúmero Jiwito de aplicações polinomiais <ji,...,gr T-equivariantes que geram, o módulo 
?(V). 

D e m o n s t r a ç ã o [10], cap. XII, §G(c). 
Agora vamos ver uma versão do Teorema de Schwarz para as aplicações r-equivariantes. 

Esta( foi provada por Poénaru em 1976. 

T e o r e m a 1.3.19 (Poénaru[1976f) Sejam P um grupo de Lie compacto e g , gr ge-
radores do módulo 'P (F) sobre o anel 7 (r). Então, </i,--- , gr geram £ (F) sobre o anel, 
£(r). 

D e m o n s t r a ç ã o [10], cap. XII, §G(c). 
Os exemplos a seguir são obtidos diretamente a partir dos Exemplos 1.3.4 e do Teorema 

1.3.19. 

E x e m p l o s 1 .3 .20 a) Seja F = SJ com a ação padrão sobre C, isto é, 9 G_S' e z G C, 
Oz = c'"z. Verificamos que todas as aplicações S1 -equvuariantes g G £ (S1) têm a 
forma 

g(z) = p(zz)z + q(zz)iz, (1.3.35) 

onde p e q são germes de funções em E, 0. 

b) Consideramos F = 0 ( 2 ) agindo com a ação padrão sobre C. Afirmamos que toda, a 
aplicação O(2)-equivariante g G £ ( 0 ( 2 ) ) tem a forma 

g(z)=p(zz)z. (1.3.36) 

c) Seja F = D„ com a ação padrão sobre C. Todo o germe D„ -equivariante tem a forma 

g(z) = p(u,v)z + q(u,v)z"-\ 

onde u = zz e v = zn + z"'. 

Para íinali/.ar esta seção discutimos quando uni germe g F-equivariante é escrito de forma 
única como em (1.3.34). 
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Def in ição 1.3 .21 Dizemos que gL,--- ,gr geram Õ^(F) livremente sobre T(r), ou que 
CP(F) é um m ó d u l o l ivre sobre íP(r), se a relação 

í\9i + • • • + frgr = 0, 

onde f j e ?(r), implicar que 
/ ! = ••• = fr = 0. 

Com esta estrutura temos que se </i,--- ,g r geram Õ^(r) livremente sobre 'J3(F) então 
quak[uer g G IP (F) 6 escrito tle maneira única como g = /,</, + b fríJr- Nos exemplos 
anteriores os módulos são livres. 

1.4 Quebra de simetria em bifurcação de pontos de 
equilíbrio 

Aqui, estudamos bifurcação de pontos de equilíbrio para sistemas de EDO 

~ + g(x,\) = 0. ( 1 - 4 . 3 7 ) 

Supomos que g : R" x R R" satisfaz 

f j ( l f x , A) = 7</(:í;, A), 

isto é, g é F— equivariante na variável x, onde F é um grupo de Lie compacto e A G R é o 
parâmetro de bifurcação. Uma so lução de equil íbrio (x, A) G R" x R satisfaz dx/clt = 0, 
isto é, 

g{x, A) = 0. 

Focalizamos aqui em simetrias que uma solução x pode possuir. 

1..4.1 Orbitas e subgrupos de isotropia 
Seja F um grupo de Lie agindo no espaço vetorial V. 

Def in ições 1.4.1 A órb i ta de x G V pela ação de F ri o conjunto 

FX = { 7 . x ; 7 G F } . ( 1 . 4 . 3 8 ) 

O s u b g r u p o de i sotropia de x G V é 

S,. = { 7 G F ;JX = X}. (1.4.39) 

Suponhamos f : V V F-equivariante, então f ( ^ f x ) = 7 / ( x ) para todo 7 G F e x G V. 
Se x € V é tal que f ( x ) = 0 então / ( j x ) = 7/(3;) = 7O = 0, isto é, se x é uma solução, 
então todos os elementos da sua órbita Fa; também são. 

O lema a. seguir mostra qual a relação entre os subgrupos de isotropia dc (deméritos 
11a mesma órbita. 
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L e m a 1.4.2 Pontos na mesma órbita pela ação de F possuem, subgrupos de isotropia 
conjugados, ou seja, 

E 7 , = 7 E X 7 - ] . ( 1 , 4 . 4 0 ) 

D e m o n s t r a ç ã o Sejam x G V e 7 G F. Para cr G querc imos mostrar que 
7 Í 77~1 e De fato, 7*77 ( 7 a : ) = -fax = yx G Eyx. Portanto, £73: D y E ^ " ' . 

Por outro lado, se 5 G S 7 ; r , então ôjx = 7x e = 7 _ 1 7a: = x, ou seja, 
ç Logo, E 7 , Ç 7EX7~1. 

• 
Um método conveniente de descrever geometricamente a ação de uni grupo de Lie F 

(>m P é agrupar em 11111 conjunto W todos os pontos de V que têm subgrupos de isotropia 
conjugados. Dizemos que IP é um t ipo de órbi ta da ação. 

Ilustramos estas idéias considerando a ação do grupo dicdral D„ em C gerada por 

k : z (—>• z e 

^ ; z 1—y e'2ni/nz. 

Figura 1.1: Polígono regular de 5 lados 

Geometricamente, identificamos a ação do grupo D n como sendo as simetrias do 
polígono regular de n lados 110 plano centrado 11a origem. Na Figura 1.1 temos o polígono 
de 5 lados. Deduzimos os tipos de órbitas da ação do grupo D„, onde os resultados de-
pendem se 11 é par ou ímpar, 110 nosso caso n é ímpar. Se 11a Figura 1.1 consideramos o 
vértice com símbolo • . Notamos que a ação dos elementos tf e k, para j = 0 ,1 ,2 ,3 , 4, 
leva este em cada 11111 dos outros vértices, ou seja, os vértices constituem uma órbita. 
O subgrupo de isotropia de um vértice no eixo real é o grupo gerado por K. Como 
todos os vértices pertencem a uma única órbita segundo D 5 , então, pelo Lema 1.4.2, os 
subgrupos de isotropia de todos os vértices são conjugados. Se tomamos 0 / í G R, então 

= E z , ou seja, todos os pontos exceto a origem que pertencem às rctas que passam 
por um vértice e pela origem têm mesmo subgrupo de isotropia. 

Consideramos agora um ponto próximo do eixo real, mas não no eixo, indicado por 
• na Figura 1.1. Se aplicamos K ou tf, para j = 0 ,1 ,2 ,3 ,4 , obtemos uma órbita com 
2n = 10 elementos, mas o único elemento do grupo D5 que fixa estes é a identidade. 
Portanto, todos os elementos que estão entre as retas vértico-origem pertencem a um 
mesmo tipo de órbita. 
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Tipo de órbita Subgrupo de isotropia Tamanho da órbita 
{0} D n 1 

1 - e C; Im(zn) = 0, c / 0} Z2 n, 
{z e C; Im(zn) ^ 0} 1 2 n 

Ta,bela 1.1: Tipos de órbitas e subgrupos de isotropia do grupo D„ agindo em C com n 
ímpar 

Finalmente, a origem forma ela própria uma órbita e com subgrupo de isotropia todo 
D 5 . Portanto, C possui 3 tipos de órbitas pela ação de D 5 . Na Tabela 1.1 listamos os 
tipos de órbitas para n ímpar geral. 

No caso quando n é par, os pontos pertencentes às retas que ligam a origem com o 
ponto médio entre os vértices possuem subgrupos de isotropia não triviais e não conjugados 
àqueles listados na Tabela 1.1. 

Vimos neste exemplo que quanto maior a órbita, menor o subgrupo de isotropia. For-
malizamos esta observação como segue: 

P r o p o s i ç ã o 1.4 .3 Seja F um grupo de Lie compacto agindo em, V. 

a) Se |F| < oo, então |F| = |Ex.||P:r|. 

b ) dini P = dim E x + dim Fx. 

O b s e r v a ç ã o 1.4.4 • A proposição anterior nos diz que a ordem de P é o produto da 
ordem de E x pelo tamanho da órbita de x, Pa;. 

• Grupos de Lie são sempre variedades suaves e têm dimensão bem definida. As-
sim, subgrupos de isotropia são subgrupos de Lie, e ambos dini F e dim E x estão 
bem definidos. Similarmente, órbitas de grupos de Lie são sempre subvariedades e 
possuem dimensões bem definidas. 

D e m o n s t r a ç ã o (Proposição 1.4.3 ) Considere a aplicação natural 

cp : T —> To; 
7 jx 

Notamos que ip é sobrejetora cm Fx e (p~~l(x) = {7 £ T; 99(7) = x) = Definamos o 
subespaço quociente de um subgrupo E de P por 

r / E = {7S; 7 e P}. 

Dizemos que os quocientes de E em F são os conjuntos 

7E = { 7 Í ; S E E}. 

A aplicação \p induz unia aplicação bijetora 

•0 : r/E.,: Ta; 
7 ^ '0(7) = l x ' 
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Logo, 

I —'x | ^j; 
Desde que <p e 0 são aplicações suaves e (dip) é invertível, pelo Teorema da Função 

Inversa diin(F/E, :) = dim(F./;), então dim(F) = dim(E, ;) + dim(F.x). 

• 
1.4.2 Subespaço de ponto fixo 
Def in ição 1.4.5 Seja i l c l 1 um, subgrupo. O subespaço de p o n t o fixo de E 6 

Fix{Z) = {.r G V-ax — :/;, V ít G S ) . 

Notamos que FixÇE) é sempre um subespaço vetorial de V desde que 

Fix{E) s; korí:; /,/;. 

Os subespaços de ponto lixo mais simples são Fix(l) e o Fix(T). Como 1 fixa todos 
os elementos de V, então Fix( 1) = V. Por outro lado, Fix(r) consiste de todos os 
elementos que são lixados por F, ou seja, ó o subespaço em que F age trivialmente. Em 
nosso trabalho, assumimos que Fix(F) = {0}. 

Verificamos que os subespaços de ponto fixo têm a propriedade de invariância por urna 
aplicação P—equivariante: 

L e m a 1.4.6 Sejam, f : V -> V urna aplicação F-equivariante e E C T um subgrupo. 
Então, 

f{Fix{Z)) C Fix(E). (1.4.41) 

D e m o n s t r a ç ã o Sejam a G E e x G Fix(£). Então, 

/(,;) - f(ax) = <>/(,;. 

a fixa f{x), daí, f ( x ) G Fix{E). 
• 

No lema acima não exigimos E um subgrupo de isotropia. Contudo, Fix{E) é uma 
soma \'V de todos os subespaços Fi,x(A) tal que A D E e A é um subgrupo de isotropia. 
De fato, seja x G Fix{£) e EJ; = { 7 G P; jx = :/;} seu subgrupo de isotropia, então E C Ex. 

Fix(Ex). Desde que tomamos A — Ex., 

X G Fix{E) c /•'/.;••;E.rj c IF. 

Logo, 
Fix{E) c ir. 

Reciprocamente, se w G 1F e w = w 1 +• • - + wk, onde Wj G Fix(Aj) c A j D E subgrupo de 
isotropia, temos que V a G E, aw, — isto é, wj G Fi,:i:(E) e w = w\ + • • - + 'ii>k G FixÇE). 
Concluímos que Fix(}2) = IF. 

Como consequência do Lema 1.4.6 temos que se Fix{T) = {0} então zero tem que ser 
lixado pela aplicação f F-equivariante, 011 seja / ])ossui solução trivial. Além disso temos: 
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P r o p o s i ç ã o 1 .4 .7 Seja F um grupo de Lie compacto agindo em V. As seguintes afirmações 
são equivalentes: 

a) Fix(T) = {0} 

b) Toda aplicação T-equivariante f : V —>• V satisfaz /(O) = 0 

c) A única função F-invariante é a função nula. 

D e m o n s t r a ç ã o a)=^b) Mostramos anteriormente. 
b)=>a) Sejam v G Fix(F), 7 G T e ./' : V ->• V a aplicação constante /(:;;) = v. 

Notamos que 

7/(.7;) = yv = v = /(7:1;), 

ou seja, / é F-equivariante. Agora, por hipótese temos 0 = /(O) = v. Como isto vale para 
qualquer v G Fix(F), Fix(T) = {0}. 

a)=>c) Seja, L : V —» R linear e invariante. Podemos escrever, pelo Teorema de 
Representação de Riesz (ver [11]), L(x) = (v,x)r para algum v £ V. Afirmação: v G 
Fix(F). Logo, L(x) = (v,x)v = (0,./;)r = 0. Portanto, L = 0. 

Prova da afirmação: como L 6 invariante então V7 G F, L(x) = L(7~'.t). Então, 
(i',x)v = (''-', 7~'-í:)I 1 = (yu, x ) r para todo x G V e 7 G F, daí, jv = v, ou seja, v G 
Fix(r) = {o}. 

c)=>b) Seja f : V —> \ r equivariante. Queremos mostrar que /(O) = 0. Para isto 
d(ííinimos L : ! r R tal que L(x) = (/(0),:;;), onde (,) é um produto inferno invariante, 
isto é possível pela Proposiçãol.1.12. Afirmamos que a função L é invariante. Sc isto 
ocorre então L = 0 e / (0 ) = 0. Para, verificar a afirmação calculamos L(yx) = {/(0), jx) = 
( 7 ~ ' / ( ( , ) 1

: í : ) = {/(0), :i;) = L(x). Portanto, L é invariante e segue que / (0 ) = 0. 
• 

A seguir temos 11111 dos principais resultados do nosso trabalho. Mas antes introduzi-
mos duas definições que facilitarão nos enunciados dos lemas e teoremas. 

D e f i n i ç ã o 1.4.8 Seja F um grupo de Lie agindo em V. Um subgrupo S C T é ax i a l 
se ele é um S'u,bgrupo de isotropia tendo subespaço de ponto fixo de dimensão um. Em 
símbolos, d im (Fix^E) = 1. 

Uma, outra classe de subgrupos de isotropia é apresentada 11a próxima definição. 

D e f i n i ç ã o 1.4.9 Seja F um grupo de Lie agindo em V. Um subgrupo isotropia S C T é 
m a x i m a l se não existe um subgrupo de isotropia A de F satisfazendo E Ç A Ç F. 

O b s e r v a ç ã o 1 .4 .10 • Sejam S c A subgrupos de isotropia da, F. Se E Ç A então 
FvxE D FixA. De fato, seja v € FvxA, então para todo ô G A temos que ôv = v. 
Mas A D E , então para todo o G E, Sv = v, 011 seja, v G Fix E. Portanto, 
Fix E D Fix A . 
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• Se £ é um subgrupo axial segue que £ é um subgrupo de isotropia maximal. De fato, 
suponhamos que o subgrupo axial £ não 6 subgrupo de isotropia maximal. Então, 
existe um subgrupo de isotropia A tal que P 2 A 2 £ . Como dim Fix = 1, então 
FixA Ç. FixE e dim Fix A = 0, o que é uma contradição, pois A c um subgrupo 
de isotropia. Portanto, £ 6 um subgrupo de isotropia maximal. Verificamos que se 
dim F i x = 1 e £ £ A, então Fix A £ FixE. Se x € Fix A, então ôx = x para todo 
c) G A. Como £ £ A temos que ax - x para todo a G £ , ou seja, x G Fix £ e 
Fix A C Fix £ . Suponhamos que Fix A = FixE. Como dim FixE = 1, então existe 
wo € V não nulo tal que Fix £ = [w0] = Fix A. Além disso, £ e A são subgrupos 
de isotropia, então existem :;;0,y0 G V não nulos, onde £ = EXo e A = Eyo. Daí, 
xu G FixE = ['»)(,] e //o G Fix A = [»;„]. Portanto, 

£ - £,,, = £y/o - A, 

o que é uma contradição. Logo, Fix A Ç FixE. 

1.4.3 Lema dos Ramos Equivariantes 
Apresentamos aqui um resultado devido a Vanderbauwheds [1980] e Cicogna [1981] que 
garante sob certas condições 110 subgrupo de isotropia £ existência um único ramo de 
soluções de 1.4.37 com a simetria, de £ . A principal liipótoso sobro £ é que do soja axial. 

Observação 1.4.11 Denotamos £X)A o espaço dos germes g : R " + l R em uma vizin-
hança da origem, onde x 6 R" c a variável padrão e A G R é o parâmetro de bifurcação de 
1.4.37. De maneira análoga, £A é o espaço dos germes das funções de R em R na variável 
A. 

Def in ição 1 .4 .12 Seja P um grupo de Lie agrado em um espaço vetorial V. Um pro-
b l e m a de bi furcação c o m grupo de s imetr ia P, ou T-equivariante, é um germe 
g G £ x , a (P ) satisfazendo g(0,0) = 0 e (dg)0)() = 0. 

Seja g 11111 germe em £ :,V\(P), isto é, 

g : V x IR, 0 V 

satisfazendo 
g(Tx,X)=Tq(x,\) ( 1 . 4 . 4 2 ) 

para todo 7 G P, x G V e A G R . Como Fvx(P) = { 0 } , então pela Proposição 1 .4 .7 , 

g(0, A) = 0 para todo A G R . Daí, <7(0,0) = 0. Exigimos também que (dg)0fl — 0. 

Lembramos que dg é a, matriz .lacobia.ua de g obtida, diferenciando g nas |P|— direç.ões 
de g. Se (dg)u^ é não nulo podemos usar redução de Liapunov-Schiniidt com simetrias 
para reduzir g ao caso cm que o Jacobiano se anula. A redução de Liapunov-Schmidt 
0 apresciltiula lio Apêndice A. P claro que este processo mudará n para um n1 menor e 
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também mudará a representação de T, mas este processo preserva as simetrias. Assim, 
assumimos que esta redução .já tenha sido feita e, portanto, (dg)0,0 = 0. 

E suposto que g G £ x,a(P) satisfaz um conjunto finito V de igualdades envolvendo um 
número finito de derivadas de g em (0,0). Um subconjunto S Ç ~f?X)A(r) se diz genérico 
para V se g G S satisfaz as igualdades em V e um conjunto finito de desigualdades 
que envolve 'iii uni conjunto finito de derivadas de g na. origem que não contradizem as 
igualdades de V. 

P r o p o s i ç ã o 1 .4 .13 Sejam G : R" x R -> R" uma família de aplicações F-cquivwriantcs 
a um parâmetro com G(0,0) = 0 e V = ker(dG)0 ,0- Então, genericamente, a ação de F 
em V é absolutamente irredutível. 

A Proposição 1.4.13 dá suporte à nossa última hipótese de que F age absolutamente ir-
redul.ivelmente em R" e que g : IR" x R R" é um problema de bifurcação r-equivariante. 
Usamos a hipótese da ação de F ser absolutamente irredutível como segue. Diferenciando 
( 1 . 4 . 4 2 ) com relação a. x cm (x, A) = (0,A), temos 

(dg)oM = i{dg\x ( 1 . 4 . 4 3 ) 

para todo 7 G P. Como P é absolutamente irredutível, então as únicas matrizes que 
comutam com P são as múltiplas da identidade; daí, {dg)0>x = c(X)J com c G £x. Desde 
que {dg)o,o = 0 tiunos c:(0) = 0. Agora assumimos que 

c ' ( 0 ) ^ 0 . ( 1 . 4 , 4 4 ) 

T e o r e m a 1.4 .14 (Lema dos Ramos Equivariantes) Seja F um grupo de IAe com ação -
—y 

absolutamente irredutível em V e seja g G £ x>A(r) um problema de bifurcação F-equivariante 
satisfazendo (L^.44)- Seja E um subgrupo axial. Então existe um único ramo suave de 
soluções para g = 0 tal que o subgrupo de isotropia de toda solução é E. 

Podemos reescrever o Lema dos Ramos Equivariantes como segue: Genericamente, 
problemas de bifurcação com grupo de simetria P têm soluções correspondentes a todos 
os subgrupos axiais. Desde que E é um subgrupo axial segue que E é 11111 subgrupo de 
isotropia maximal. Assim, o Lema dos Ramos Equivariantes nos dá um método para 
encontrar soluções correspondentes a uma classe especial dos subgrupos de isotropia 111a-
xiniais. 

T e o r e m a 1.4 .15 Seja P um grupo de Lie agindo em V. Assumimos 

a) Fix(F) = {0} 

b ) E C P um subgrupo axial 

c) g : V x R —> V um problema de bifurcação T-equivariante satisfazendo 

( « 0 , 0 ( ^ ) ^ 0 ( 1 . 4 . 4 5 ) 

onde Xo G Fix(E) é não nulo. 
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Então existe um ramo suave de soluções (Lx0, A(/;)) para a equação g(x, A) = 0. 

As observações a seguir mostram que o Lema dos Ramos Equivariantes segue do 
Teorema 1.4.15. 

Observação 1.4.16 1. Ações irredutíveis não triviais satisfazem Fix(F) = {0}. De 
fato, como a ação de F c irredutível e FixF 6 F-invariante, então Fix(F) = 1/, ou 
FixF - {0}. Como a ação é não trivial, então Fix(V) — {0}. 

2. Quando a ação de F em V é absolutamente irredutível, vimos anteriormente que 

(^y)o,A = c(A)/. 

Logo, 

(<í/A)O,O(3:0) = AV(U), 

onde K é 11111 vetor constante não nulo. Por (1.4.45), c'(0) 0. Assim, (1.4.44) é 
equivalente a (1.4.45). 

D e m o n s t r a ç ã o (Teorema 1.4.15) Segue do Lema 1.4.G que 

g : Fix(£) x R -» FixÇZ). 

Como dim Fix(E) = 1 temos que Fix(£) = {tx0,L e R} para xu # 0, x0 € F i x ( E ) e 
existe h : R x R -> R tal que 

g(txo, A) = h(t, A)x0. 

Com a hipótese Fix(P) = {0} pela Proposição 1.4.7 <y(0,À) = 0. Ainda, 

g(0, A) = 0 /t(0, A).x'0 = 0 h(0, A) = 0. 

Pelo Teorema de Taylor (em torno de t — 0) temos 

h(t, A) = tk(t, A) 

tal que k : R x R, 0 -> R e g(tx 0, A) = k{t, A )tx0 = k( 0, A )(tx0) + •••. Como (dg) 0,\ = 
c(A)/nX) i em que c(0) = 0 e c'(0) ± 0, temos que c(A) = Â;(0,A) em que Á;(0,0) = 0 e 
k\(0,0) ^ 0. Pelo Teorema da Função Implícita, existe e é única A \ U C R —> V tal que 

/,;(/;, A(/,)) = 0 e A(0) - 0. 

Logo, 
g{lx0,\(t)) = k{t,A{L))Lx0 = 0 . 

=0 

Portanto, (í.tq, A(/,)) 6 11111 ramo de soluções de g — 0. 
• 

Consideramos P = D n e V = C. Sabemos que o subgrupo de isotropia de todo ponto 
110 eixo real 6 o subgrupo Z£ com dois elementos gerado por K : 2 H> z. Mais ainda, os 
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únicos elementos em C fixados por K são os reais. Assim, Fix(Z%) = R e dim Fix( Z%) = 1. 
Concluímos, usando o Lema dos Ramos Equivariantes (|ue, genericamente, problemas de 
bifurcação D? i-equivariantes têm ramos de soluções consistindo de soluções com simetria 
Z£. 

Seja XQ G FixE tal que x0 ^ 0. Na prova do Teorema 1.4.15 dizemos cine um ramo de 
soluções não triviais de g | . E x I K = 0 tem a forma (í.r0, A(í)) onde A(0) = 0. 

Def in ições 1.4.17 Dizemos que. o ramos cilada acima é transcrí t ico se A'(0) 0 e 
degenerado se A'(0) = 0. 

Entre os ramos transcrítieos lemos a seguinte divisão: o ramo (lx0,A(l)) e subcr í t i co 
se, para todo t, não nulo próximo da origem, 

IA'{1) < 0, 

e é supercr í t i co se, para todo l não nulo próximo da origem, 

tA'{t) > 0. 

a) b) 

Figura 1.2: Ramos de soluções (a) subcrítico e (b) supercrítico 

A Figura 1.2 ilustra um ramo de soluções subcrítico e um supercrítico. 

1.4.4 Estabilidade de soluções 

Estudamos aqui a estabilidade das soluções e introduzimos um novo tipo de estabilidade, 
a estabilidade orbital. 

Consideramos x0 um ponto de equilíbrio para um sistema de EDOs 

^ + <j(x)= 0. (1-4.46) 
di 

Definições 1.4.18 1. x0 é assin.toticani.enle estável se toda trajetória x(l) da EDO 
que inicia próximo de :/:0 permanece próximo de :i;() para l > 0 e limt_>oo = x0-

2. Xq neutramente estável se a trajetória Jica próximo de ,r0 pura lodo I, > 0. 
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3. x0 é instável se sempre existe uma traj etária iniciando próximo de x0 que não per-
manece próximo de x() para t > 0. 

4- :,;o é linearmente estável se lodos os autovalores da matriz (dg)X(J têm parte real 
positiva. 

O teorema padrão afirma, que se x0 é linearmente estável então xtí é assintoticamente 
estável. Em Hirsch e Sinalo [1974] (p. 187) temos <|uo se algum autovalor de {dg)X(j possui 
parte real negativa, então x0 6 instável. 

Vimos um outro tipo de estabilidade que surge no contexto com simetria, a estabilidade 
orbital. Sejam F um grupo de Lie agindo em V, g : V —V aplicação r-equivariante, 
x0 um ponto de equilíbrio do sistema (1.4.4G) e E = EX() o subgrupo de isotropia de x0 . 
Afirmamos que dim E < dim F implica que x0 não pode ser assintoticamente estável. De 
fato, relembramos da Proposição 1.4.3b) que d in iP = dim EX() + d imFx 0 . Com isso temos 
que a órbita Fx0 ó uma subvariedade de V de dimensão positiva. Assim existe 7 e F 
tal que 7x0 G Px0 c solução de equilíbrio arbitrariamente próximo dc x0 . As trajetórias 
iniciando nestes equilíbrios são fixados por todo tempo não tendendo a x0 . Assim, x0 não 
é assintoticamente estável. Contudo, x0 pode ser neutramente estável. Na verdade, x0 

pode satisfazer 11111 tipo específico de estabilidade neutra: 

Def in ição 1.4.19 O ponto de equilíbrio x() é o r b i t a l m e n t e es táve l se x'o é neutramente 
estável c se quando x(t) c. uma trajetóna iniciando próximo de x(), então limt. >oe x(l) existe 
e pertence a F : Í ; Q . 

Existe um critério linear para a estabilidade orbital. Para mostrar isto, primeiro 
indicamos porque a estabilidade linear falha. Temos que 

kor^í/),, , (1.4.47) 

onde TXo(rx0) denota o espaço tangente de Px0 em x0. Segue de (1.4.47) que (dg)Xo 

dever ter autovalor nulo. De fato, x0 G Txo(Fxo) C ker(ri(/)Xo => (dg)Xil(x0) = 0 x0 

é autovetor associado ao autovalor nulo. Com isso, nem todos os autovalores de (dg) X o 

possuem parte real positiva, então a estabilidade linear não é possível em XQ. 

Def in ição 1.4 .20 Seja x0 um ponto de equilíbrio de (1.4-46), onde g comuta com a ação 
de F. O ponto dc equilíbrio x0 é l inearmente o r b i t a l m e n t e es táve l se os autovalores 
de (dg)x0, diferentes daqueles que surgiram do Txo(P.x'o), têm parte real positiva. 

Eni outras palavras, x() é linearmente orbitalmente estável se aqueles autovalores de 
(dg)Xú não forçados pela ação de grupo a, serem zero possuem parte real positiva. 

Teorema 1.4.21 Estabilidade linear orbital implica em estabilidade orbital. 
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Como vimos cm (1.4.43), dg satisfaz 

{dg)T,n = l(dg) x. (1.4.48) 

Seja E G P o subgrupo de isotropia de x. Então para todo a G E a igualdade (1.4.48) 
fica 

{dg),o - a(dg)x, (1.4.49) 

isto 6, (dg)x comuta com E. Sendo V = W{ © • • • © Wk a decomposição isotípica de V em 
relação a. E, então pelo Teorema 1.3.16 temos que 

{dg)x{Wj) Ç Wj, ./ ! . ••• ,k. (1.4.50) 

As retrições de (dg)x estão frequentemente sujeitas a condições extras. Por exem-
plo, suponhamos que E é uma ação absolutamente irredutível em Wr Então {dg)x\Wj, 
aplicação linear que comuta com F, é uru múltiplo da identidade. 

Agora consideramos dois exemplos: D„ e 0 ( 2 ) em suas representações padrão em C. 
Em cada caso lembramos que se x G C é real o seu subgrupo de isotropia é o Z£ gerado 
por K : . m I. Em coordenadas reais a matriz de K é dada por 

L - í 1 ° 

Assim, \Y\ = E e W2 = iE. A ação L em Wx é a identidade e em W2 é menos a 
identidade. As representações são distintas e absolutamente irredutíveis. 

Como (dg),, comuta com Z*, então 

(dg)x= ^ l y , a, de E. (1.4.51) 

No caso P = D n , a forma (1.4.51) é. tudo o que podemos dizer. Quando P = 0 (2 ) 

temos que y(t) = 7 ( t ) x G 0(2).x, com 7 ( t ) = ^ cos" ^ ) ' D e 8 c l e c lu e x é pon to de 

equilíbrio e g é O(2)- equivariante 

g(y(t)) = 0. 

Daí; 

° = ít!Áy{t)) | t = 0 = ( 0 d ) ( í ( sen í "cos"' ) í = 0 ( 0 ) ) = ( 0 d ) ( 1 ) ' 

Portanto, d = 0 e 

(dg)x = ( U Q ) ; a G E. 

Enfatizamos que usando a estrutura de simetria de g pudemos obter (dg)x sem de fato 
calcular as derivadas tia g explicitamente. 



Capítulo 2 

Sistemas de células acopladas com 
simetria do tipo produto coroa 

Tratamos neste capítulo da parte central do projeto: bifurcação de pontos de equilíbrio 
em sistemas acoplados em presença de simetria. 

Discutimos a estrutura de sistemas de células acopladas como sistema de equações 
diferenciais ordinárias onde simetrias do sistema são obtidas através do grupo Q das 
permutações das células - chamadas s imetrias globais do sistema - e do grupo C das 
simetrias infernas de cada célula - chamadas s imetrias internas. As simetrias global e 
interna podem ser combinadas de duas maneiras, dependendo de como a simetria interna 
aíeta o acopla,mento. Algebricamente, estas duas combinações são dadas pelo "produto 
coroa" £ } Q ou pelo "produto direto" C x Q. Os nossos estudos são direcionados para a 
teoria do produto coroa. 

O produto coroa ocorre quando o acoplamento é invariante sob a ação do grupo de 
simetrias internas. O principal objetivo é relacionar bifurcações de pontos de equilíbrio 
que ocorrem em sistemas com o grupo de simetria, combinado ClG às bifurcações corres-
pondentes em sistemas com simetria £ ou Q. 

Em um acoplamento de células idênticas, as simetrias são induzidas pela maneira 
como as equações diferenciais estão associadas e essas simetrias dependem do tipo exato 
de acoplamento. O grupo Q das simetrias globais é sempre um subgrupo finito de SN. Por 
exemplo, consideramos um sistema de N células acopladas em um anel; este sistema tem 
a simetria do grupo diedra! Djv. Um outro exemplo é o acoplamento "dois a dois" onde 
cada célula esta acoplada a todas as outras. Este tipo de acoplamento leva à simetria do 
grupo das permutações SN. 

O conjunto das simetrias internas, por sua vez, ocorre quando as equações diferenciais 
que governam a dinâmica de cada célula possuem sua própria simetria e a dinâmica 
nas células são governadas por equações diferenciais parciais que são invariantes sob tais 
simetrias. 

Estudamos a seguir propriedades que o acoplamento deve possuir quando as simetrias 
internas e globais combinadas formam o produto coroa. A partir destas propriedade 
podemos obter uma fornia geral para 11111 sistema com simetria produto coroa. 
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2.1 EDOs de sistemas acoplados com simetria do tipo 
produto coroa 

CSC Iniciamos com a forma do acoplamento geral de sistemas do EDOs que possuem a hipót 
de células idênticas com acoplamento idêntico; esta forma de acoplamento permitirá ilus-
trarmos como o tipo do acoplamento muda o tipo de simetria. 

Sejam X:i a variável de estado da j-esima célula e A" = {Xt,...,XN) a variável de 
estado de um sistema com N células. A hipótese de que as células são idênticas implica 
que X j e Rk paia, cada j e A' € (R*)". Nosso objetivo é estudar ramos de soluções de 
pontos de equilíbrio do um sistema da forma 

dX 
H 

FÍ: (2.1.1) 

ou seja, sistema de células acopladas 

dX, 

onde f j governa a dinâmica interna da j-ésima célula e h j governa o acoplamento entre as 
células para, j = 1,. . . , N. Desde que consideramos as células idênticas, assumimos que 
f j = f i«".i j = 1, • • • , N. 

Para, formular nossa hipótese sobre acoplamento, definimos a matr iz de c o n e x ã o (7 
por 

n , . í 1 se a célula % está acoplada à célula j 
C{i,j) = < 

[ U caso contrario. 

Para, continuar motivando a ideia, assumimos que o acoplamento tem a, fornia. 

M A ) 
N 

E ITJ(XT, XJ), 

oiul(> hij modela o acoplamento das células i e j. Isto é, consideramos que o efeito do 
acoplamento na j-ésinia célula e encontrado somando as influências de todas as células 
acopladas â j-ésima célula. A hipótese de que as células estão identicamente acopladas 
implica que hLJ = li, i,j = 1, . . . , N. 

Assim, o sistema (2.1.1) é do tipo 

í d.X{/dt \ í fiXA \ 
dXi/dt 

\ d.XN/dt 

í Z L C ^ i m x ^ X , ) 
)h(Xl,X.z) 

\ f { X N ) J 

Discutimos a seguir as simetrias globais presentes neste sistema, 
permutação. A ação de o no espaço das posições é dada por 

( 2 . 1 . 2 ) 

ja cr € Spj uma. 

O • A — (Xa- 1 ([),••• , Xa-I (yy) ). 
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Agora <7 e Sjv c unia simetria do sistema (2.1.2) se, e somente se, 

F(oX)^oF(X). 

Notamos que 

Isto implica que 

do X 
dt 

dX 
= cr-— <=> <j~ 

dt 
doX 
~df 

dX 
'dt ' 

o 

( / ( A V •(») \ 
f(Xa-\{2)) 

( / (A ' , ) \ 
/ (A' a) 

v /(A-ÍV) y V /(AV~|(A')) / 

e analogamente para / / ( X n X j ) . Quanto à matriz de conexão, se identificamos a per-
mutação CT G S/v com uma matriz N x N notamos que a é uma simetria do sistema se 
crCcr~l = C. Verificamos isto considerando um sistema de N células e seus possíveis tipos 
de acoplamento, já que a simetria global depende da forma exata do acoplamento das 
células, além de que a matriz de unia permutação à esquerda troca linhas e à direita troca 
colunas. Eni suma,, o é uma, simetria do sistema (2.1.2) se aCa~l = C. O grupo das 
simetrias globais Ç consiste precisamente destas simetrias. 

Analisamos agora, as restrições impostas em (2.1.2) pela ação do grupo das simetrias 
internas C C O(/,;). Para. / G £ sim- uma, simetria interna exigimos que 

f ( l X J ) = t f ( X J ) , 

para j — 1 , . . . , AA. Se simetrias internas são simetrias de (2.1.2) elas dependem das pro-
priedades do termo de acoplamento h. Como um mínimo, exigimos que quando l age 
simultaneamente em cada célula, então 

Se definimos 

então 

h(lX-i, / X j ) ~ lli(Xn X j ) . 

I • X = (IX\,..., IXN), 

F(L • X) = IF(X) 

(2.1.3) 

e l é unia simetria de (2.1.2). Segue que C x Q são simetrias de (2.1.2) onde C é visto 
como o subgrupo diagonal de C N . Contudo, também consideramos sistemas acoplados 
onde a ação de l em cada célula é uma, simetria de (2.1.2). Isto é, supomos que 

h(Xu I X j ) = lh(Xi, X j ) (2.1.4) 

h{lX,. X.) ii{X,. Xj). (2.1.5) 

Qualquer duas das equações (2.1.3), (2.1.4) e/ou (2.1.5) implica na terceira. Neste 
caso, o grupo C N é uni grupo de simetria de (2.1.2). 
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O produto coroa ClÇ é um grupo gerado por CN e Ç. Sob estas condições, é um 
grupo de simetria, de (2.1.2). (Ver Observação 1.1.9, para a definição da ação de ClQ em 
RhN.) 

Uni exemplo de acoplamento com simetria do produto coroa 6 dado por 

h(xux:i) = |X?:|2A;?. 

Neste caso, o sistema, fica, 

IX N 

i - i 

para, j = 1, . . . , N. 

Def in ição 2 .1 .1 Q é um s u b g r u p o trans i t ivo dc SN separa quaisquer t, j G {1, 2, • • • , N} 
existe a G Q tal que o(i) = j, ou seja, se a ação de Q possui uma única órbita em S /v . 

Estamos interessados 110 tipo dc acoplamento que leva â simetria do produto coroa. 
Para simplificar a análise assumimos (pie as simetrias globais agem transitivamente nas 
células, isto é, assumimos que Q é 11111 subgrupo transitivo cio SN. Nos referimos a esta 
hipótese de transitividade por (//'/•)• 

2.2 Teoria linear do grupo C l Q 
Quando consideramos bifurcação dc pontos de equilíbrio a partir de um equilíbrio invari-
ante pelo grupo todo, fazemos a hipótese genérica (lis) de que P = ClQ age absolutamente 
irredutivelineiiíe 110 núcleo das equações linearizadas. Veja Proposição 1.4.13. 

Seja W C VN 11111 subespaço F-irredutível. Eni particular, W é um subespaço invari-
ante pelo subgrupo CN. Se CN age trivialmente em W, então as simetrias locais não terão 
efeito nas bifurcações. Como estamos interessados em estudar bifurcações com simetria 
local e global associadas, assumimos: (He) TN age não trivialmente em W. 

Seja, Uj = {vj G U; (0, • • • , vn •••,()) G W, j = [,..., N). Cada IJ., C W é um 
subespaço £-invaria,nt,e. De fato, se Vj € Uj, então (0, • • • ,Vj, • • • ,0) G W. Como W é 
CN — invariante, então (li0, • • • , IjVj, • • • , lN0) G W e IjVj G Uj. 

L e m a 2.2 .1 Assumimos as hipóteses (Hr), (Hs) a (He)- Então 

a) Uj ó C-irredutível. 

b) Todos os Uj são C-isomorjos a um único espaço U C-irredutível. 

c) W = UN. 
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D e m o n s t r a ç ã o Por construção, W D Uv © • • • © UN. Afirmamos (pie 

W = U\ © • • • © UN. 

Notemos que U\ © • • • © UN 6 (/-invariante pois Q somente permuta os subespaços U). 
Também por construção, U{ © • • • © UN é /^ - invar ian te , pois cada, Uj é ^-invariante. 
Verilicamos agora ciue Lh © • • • © UN ^ (0) . Por hipótese, CN age não trivialmente em 
W. Suponhamos que (•<>,,. . ,,vN) £ W c l £ C, então (/, lc,. . ., 1 £ ) e £A ' e 

(l, • • • , UM^i , • • •, vn) = {ivj, Í;2, . . . , vN) £ W. 

Logo, (ÍVi - í»| , 0, . . . , 0) e IP para todo l £ £ . Por (H£) , existe l tal que (v^,. . . , vN) ^ 
(l,V\,. . . J ,vN) (]ue, sem perda de generalidade, supõe que £ age não trivialmente na 
primeira componente de vetores em W. Logo, Ux / {0} e UY © • • • © UN ^ {()}. Como IV 
é irredutível, segue a afirmação. 

Os elementos de Ç são permutações dos f/-.s e como age transitivamonte nos U:j, segue 
todos os Uj são £ - isomorfos. Isto é, Uj = U, j = l , . . . , A r . Agora, se U0 C U é £ -
írredutível, então c r-invariante. A irredutibilidade de W = UN implica que U0 = U 
v U é ^-irredutível. 

• 
Mostramos 110 próximo lema que se FixuC = {0}, então P age absolutamente irre-

dutivelmente em UN se, e somente se, £ age absolutamente irredutivelmente em U. Seja 
Vv(W) o espaço das aplicações lineares de W em W que comutam com P. 

L e m a 2.2 .2 Suponhamos F = ClG, onde Ç é um subgrupo transitivo do SN e Fixy (£) = 
{()}. Então, 

Vv(UN) = VC(U). 

D e m o n s t r a ç ã o Suponhamos que A : U U é uma aplicação linear que comuta 
com £ . Então .4^ : UN UN comuta com CN e com Q. De fato, para ( / , , . . . J,N) £ CN 

(/,,..., /„) • AN(UU.. ., UN) = ( / 1 , . . ., Q • (/!(«,),. . ., A(UN)) = 

= (liA(ul),...,lNA(uN)) = (/!(/,«,),..., A(lNuN)) = AN(huh..., lNuN) = 

AN((lh . .. ,lN) • (u{,. . ., uN)) 

e para. a £ S N 

a • An(uí, . . . , UN) = A • (A(U1),. . ., A(Un)) = A • (VU . . . ,VN) = (va-i(l),"a-i(N)) = 

= (-•MUÍT-L(L)), • • • ,A(UA-I(N))) = AN(A • (u],...,uN)). 

Portanto, /Ia ' comuta com P. 
Reciprocamente, suponhamos que B : UN UN é linear e comuta com P. E111 

coordena,das, seja, B = (Ci, • • •, Cn). Então, 

(/|C, ((i|, • • • ,UN), . . . ,lNCN(-Ui, . . . ,UN)) = 
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(L 1, • • • , L A') • (Ci('Ui, . . . , UN), . . . , CN(u I, . . . , UN)) = 

(C, (/1 V /, 1 , . . . , l N U N ) , . . . , C/v(/|V/,| , . . . , lNUN)). 

Segue que, C ^ / r í í , , . . . , lNuN) = ljCj(u • • • , uN), para todo j = 1, . . ., N. Escolhe-
mos um dos C/s, digamos Ct. Por linearidade, podemos escrever, para cada i = l,...,N, 

• •, uN) - D\ (w,) + • • • + DÍ(uí) + • • • + l)\{iix). 

com Dy. U -> U linear, j = 1,. . . , N. A equivariância de C.L implica que cada D* para 
j — 1, . . . , N, j ^ i c ^-invariante, pois 

kCiiui,.. . , u/v) = D\ (-a,) + • • • + liDUm) + • • • + D'N(uN) 

e 
Ciikuy,. . . , lNuN) = £>{ (/,u,) + • • • + ir,{l,„,) + • • • + D'N(lNuN). 

Daí, D[(ui) + • • • + / , />;>,) + ••• + Dn(Un) = D\ (llUl) + • • • + DL(llUl) + ••• + Dl
N(lNuN). 

Desde que Fixy(C) — {()}, segue da Proposição 1.4.7 que as aplicações lineares D j para 
j = 1, . . ., N, j i são nulas. Daí, CI{u\,. . ., uN) = D\(UÍ). Assim, 

B(uu...,uN) = ( D l K ) , . . . , ^ ^ ) ) 

onde cada DJ
t : U —> U comuta com £ , para j = l,...,N. Como Q o um subgrupo 

transitivo, então Uni os os />j's são iguais, 

• 
Dos dois lemas Lema 2.2.1 e Lema 2.2.2 temos o seguinte resultado: 

Lema 2.2.3 Assumimos as hipóteses (Hr), (Hs) c (He)- Então £\Q age absolutamente 
irredutivelmente cm IP se, c somente se, l'V = UN e C age absolutamente irmhdivelmenle 
sobre U. 

O Lema 2.2.2 indica a. forma dos auto-espaços críticos nos pontos de equilíbrio: o 
núcleo da linearização 6 genericamente P—absolutamente irredutível. Por ( H r ) e (Hc), 
este núcleo deve ter a forma, UN onde U ó £-absolutamonLe irredutível. 

2.3 Quebra de simetria em bifurcação /^^-equivariante 
Assumimos que VV ó o núcleo da linearização de (2.1.2) em um equilíbrio T-invariante. 
Com a hipótese genérica (/ /#) de que P age absolutamente irredutivelmente em W e corri 
a hipótese adicional (11c) que £ N age não trivialmente em VV, pelos resultados da 
Seção 2.2 podemos escrever VV = UN onde £ age absolutamente irredutivelmente cm U 
e Fix0(£) = {0}. 

Na subseção a seguir apresentamos a forma geral dos subgrupos axiais do produto 

coroa a menos de conjugação. 
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2.3.1 Subgrupos axiais de C \ Q 

Apresentamos inicialmente algumas notações. 

Def in ição 2.3.1 Um subconjunto de índices J C { ! , . . . , Af} é eh,amado um, b loco se. 
existe um, subgrupo 'H C Q que age transitivamente em J. 

Observamos que todos os conjuntos unitários são blocos. 
Par a cada bloco J associamos o subgrupo de permutações 

Qj = {aeg-,a(J) = J} 

que age transitivamente em .7, já que ele contém Tl. 
Para A C £ uni subgrupo qualquer, definimos o subgrupo 

E(AJ) = (BI X-.-XBN) + QJ, 

onde 
í A se j G J 

' 1 £ se ./ £ •/• 

Lema 2.3 .2 Para cada bloco J e cada subgrupo axial A C £ agindo em U, o subgrupo 
E(A, J) C £ l Ç c um subgrupo axial. 

D e m o n s t r a ç ã o Sejam x G U um vetor não nulo fixado por .4 e x = (x,\, • • • , xN) 
onde 

, J •• ' 3 \ 0 se ./ «/ •/ ' 

Afirmação: J) fixa x. De fato, (l,a) G E(A, J) {lu...,lN,a) G E(.4, J) onde 

1 € C se y- \ .7 e ° 6 ^ ^" 'O ' ) e j se j G J. Logo, 

(l, a ) x = (/i:r0-i (1), • • • , lN:ra-i(N)) onde ljx„-i(j) = | ^ Q ^ j g f > l ) ( ) i s a € Q.j o xj = r. 

para j G J. Além disso, temos que para j G «7, lj G A Como :Í; é fixado por A, então 
IjX = x para j G J . Portanto, E(/ i , J ) fixa x. 

Por outro lado, seja y = (y,,. . . ,yN) G t / w fixado por E(/ l , J). Então y, — 0 se j g ,7 
e y.j é um múltiplo de x se j G J. Desde que Qj age transitiva,mente em J então todos os 
yf s são iguais. Logo, FixltN ./)) = K{x}. 

Agora vamos mostrar que E(Â,J) é o subgrupo de isotropia E x de; x. Da afirmação 
acima temos que E(.4, J) C S x . Suponhamos que ( l ,a ) fixa, x, isto é, (l,a) G E x . Então, 
o deve preservar J, ou seja, o G Qj. Assim, ( l c « , a ) G E(A, J ) , (/, f ) fixa, x, 

(l,l)(lcN,a) = a) eZ(A,J) 

e 
E x C E(A, J ) . 
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Portanto, E(A, , / ) é uni subgrupo axial de £ l Q. 

• 
Mostramos na Proposição 2.3.4 abaixo que qualquer subgrupo axial do produto coroa 

é conjugado a um subgrupo axial da forma £(.4, J). 
Sejam 

ttç : £ XQ G 

a aplicação projeção e Uj = {( .r , , . . ., % ) G UN;xJ = 0 s c j $ J}. Temos então o seguinte 
lema: 

L e m a 2 .3 .3 Suponhamos E um subgrupo axial de £\Q. Então, TTÇ(E) age transitivamente 
em algum bloco J e F"ÍXL,N(E) C UJ. 

D e m o n s t r a ç ã o Seja x = (xu.. .,xN) G Fix{ E) não nulo. Seja J C {!,..., N} 
tal que j G J se x3 ± 0. Mostramos que 71$ (E) age transitivamente em J. 

Primeiramente, mostramos que iXg(T)J C J . Seja i G J. Para qualquer ( / . í t"1) € E, 
' e Queremos <7_1(i) G J. Corno x G Fix (12), então (7,cr)x = x, isto é, 

• • • , l-N*a-i{N)) = {xl,...,XN). Daí, Xi f- 0 k%<r-l(i) ^ 0 => xa-l{l) ^ 0 
a~l(i) G ,/. Portanto, TXÇ(E)J C J. 

Agora mostramos que ^ ( E ) age transitivamente em J . Para isto, verificamos que 
para i,j G J (x.hxj ± 0) existe a G ^ ( E ) tal que a~'( ' i) = j. Suponhamos que nao existe 
a G ire, (E) tal que <r~1 («) = j, ou seja, para qualquer a G 7Tg(E), cr - ,('i) ± j. 

Sem perda de generalidade, suponhamos que não existe a G 7re(E) tal que a ~ l ( l ) = 2. 
Construímos primeiramente o seguinte subconjunto de J, 

J, ={j e J;^i(.y)/2,VaG7rç;(E)}. 

Notemos que 1 6 JU logo, J\ ± 0. Verificamos que IÍç{Yj)Ja C J\. De fato, nao existe 
6 G TTç (E) tal que para j G 

r ] ( o ^ ) ) = 2, 

pois ô~1 a - 1 G ixç(E) e então á _ 1 (T _ l ( i ) ^ 2. Portanto, 7r e (E)J | C J j . 
Agora, definimos 

= J\ = {7' G Jm,a"](j) = 2, para algum a G ^ ( E ) } . 

Temos que 2 G J> (considerando a a permutação trivial); logo, J2 ± 0. Verilicamos que 
7r tj(E)J2 C J2. Sejam a G 7r<j(E) e j G J 2 . Queremos mostrar que a~l{j) £ J^, isto é, que 
existe ò G 7t<j(E) tal que ô"'la~í(j) = 2. Suponhamos que não existe 6 G 7Ty(E) tal que 
d"" l < 7~'(i) = ou seja, para todo Ô <E ^ ( S ) , ô~la~l(j) ^ 2. Como tf é qualquer, então 
( M a - 1 percorre todo 7rc;(E) e então j G J i , o que é uma contradição. 

Por construção, J\ e J2 são subconjuntos disjuntos de J. Então, 
y = ('</I, VN) "LIDE 

í Xj ™ j G ./ 
J j 1 0 se j J\ 
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o z = ( , • • • , c/y) onde 

, = í x j 8 0 . / ' e d2 
\ 0 se j 0 ./, 

são elementos fixados por S e linearmente independentes: absurdo, pois dvmFtxiX) = 1. 
Portanto, 7rt;(E) age trasitivamente em J . 

• 
Na ])róxima proposição, supomos que o bloco J , cuja existência 6 garantida pelo Lema 

2.3.3, é J = {1, • • • ,5'} onde s < JV. 

P r o p o s i ç ã o 2 .3 .4 Sejam E G C\Ç subgrupo axial e x e FÍX(,n(E) não nulo. Rcenumcrc 
as células, .se necessário, tal que x = • • • , a:„ 0, • • • ,0). Seya .4 o subgrupo de isotropia 
de :c | em £. Então 

a) E (í conjugado a E ( . 4 , J ) 

b ) .4 C £ é axial. 

D e m o n s t r a ç ã o Iniciamos provando que x e (xt, • • • , :r], 0, • • • , 0) têm subgrupos 
de isotropia conjugados. Desde que itç{Y,) age transitivainonte em J, podemos encontrar 
para. cada, j 6 .J um elemento (l,a) G E tal que a{\) = j. Como (Z,a)x = x, temos 

x:l = ljxa-](j) = 

Seja, //, = (/, 1, l2
 1, . . . , , 1, . . . ; 1). Para (/.:, <J) G E concluímos com o Lema 1.4.2 que 

FÍXVN ( / / .E/I,"1) = M { K(xl,...,xSA),...,0)} 

Como / Í .E/R 1 é maximal, segue que hElr] é o subgrupo de isotropia, de (;/;,. . . ,./;, ( ) , . . . , 0), 
onde x = ;;:, e como E( .4 , J ) fixa (;r,. . . , x, 0 , . . . , 0), segue que E( ,4 , J ) C / / .S/r1 . De 
maneira análoga, ao que foi feito na demonstração do Lema 2.3.2 temos que E(A,J).D 
H-TJI.' 1. Portanto, E{A, J) = / i E / r 1 . 

Mostremos agora que 

FixuN(E{A, J)) = {(2/1, - . . , ' / / , , 0 , . . . , 0 ) ; Vi eFixL!(A)}. 

Seja y = (;</,,... ,;ys,7/.,+ i , . . . , yN) G Fizu*(E(A, J)). Como y é fixado por A" x CN~'t 
então para, j > ,y, gj = 0 e para j < s, yj é fixado por A. Além disso, Qj age transitiva-
mente em J , então t.otlos y/'s não nulos são iguais, isto é, yx = • • • = yH. 

Como E e S(.-l, J) são conjugados segue que dim FIX[,.x (E(.4, d)) = 1 e yi é um 
niiiltipb> de x. Então dim Fixii(A) = 1. Portanto, .4 é um subgrupo axial. 

• 
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2.3.2 Exemplos 
Estudamos nesta subseção dois exemplos de acoplamento do células com grupo de simetria 
0 ( 2 ) : anéis de 15 o 12 células, levando às simetrias globais dos grupos diedrais D 1 5 e 
D l 2 respectivamente. Assim, temos Q = D 1 5 e C = 0 ( 2 ) , ambos agindo em C = R2 

com suas açoes padrões. Como estes exemplos mostram, uma notável consequência (los 
resultados gerais é que sistemas com acoplamento produto coroa frequentemente possuem 
simultaneamente células com uma dinâmica não trivial enquanto que outras permanecem 
inativas. Começamos calculando os subgrupos axiais destes exemplos. 

a) S u b g r u p o s ax ia i s d e 0 ( 2 ) l D 1 5 

Seja A = {0 ,1 ,2 , - - - ,14} em que D i 5 age por permutações cíclicas e inversão. 
Iniciamos classificando os blocos J . Para isto, devemos encontrar todos os sub-
grupos 'H C Q, a menos de conjugação, c então os blocos são as "H-órbitas. Os 
possíveis subgrupos de D 1 5 são Z 3 = < R2n/3 > , Z 5 = < R2v,h > , Z 1 5 = < fí2*/i5 > , 
D, ~ < k > , D ;s, D 5 , D 1 5 . Para encontrarmos as %-órbitas consideramos um anel 
circular com 15 células e um eixo de simetria passando pela célula 0. Notemos 
que as órbitas dos grupos cíclicos são formadas por células igualmente espaçadas e, 
a. menos cie conjugação, podemos assumir que a célula 0 é uni bloco. Na Tabela 
2.1 para os grupos diedrais somente listamos os blocos que não foram listados nos 
grupos cíclicos. Por exemplo, as órbitas de D 5 agindo em A' são {0,3 ,6 ,9 ,12} e 
{1,2, 4, 5, 7, 8, 10, 11, 13,14}, mas somente o segundo bloco é novo já que o primeiro 
é também uma Z ; -órbi ta . Para cada bloco J já calculamos o subgrupo associado 
Qj = {o e Di5; cr(J) = J} , também mostrado na Tabela 2.1. 

a J=células ativas QJ 
1 {0} DI 

z3 {0, 5, 10} D3 

z5 {0, 3, 6, 9, 12} D5 

Z15 {0,..., 14} D15 
D, {±k}; A- =1,..., 7 D, 
D3 {1, 4, 6, 9, 11, 14} D, 
D3 {2, 3, 7, 8, 12, 13} D3 

D5 {1, 2, 4, 5, 7, 8, 10, 11, 13, 14} D L5 

Tabela 2.1: Subgrupos axiais de 0 ( 2 ) } D l 5 a menos de conjugação 

O único subgrupo de isotropia axial A C 0 ( 2 ) , a menos de conjugação, é 
Z£ - -< k > . Polo Lema, 2.3.2 o Proposição 2.3.4, os subgrupos axiais eh1 0 ( 2 ) l D i r , , 
a, menos de conjugação, são os grupos J). Seja J' o complementar de J em A". 
Suponhamos cjue x = {x0, x\,..., .rm) £ FixÇEfâ,«/)). Então, Xj € Fix(0(2)) se 
j € J', isto é, Xj = 0 se j e J'. Chamamos tais células de inat ivas e todas as outras 
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Figura, 2.1: Diagramas da células ativas/iuativas em uni anel de 15 células idênticas com simetria 
interna 0(2) . 

de a t ivas . Desde que Qj age transitivamente em J , então todas as células ativas x t 

são iguais para, j G J. Assim, qualquer posição com subgrupo de isotropia E (Z 2 , , / ) 
corres])onde às células inativas para, j G ,/' e às células ativas para j G J. Os 
diagramas da Figura 2.1 representam os 14 padrões de acoplamento das células ati-
vas/iuativas, a menos de conjugação, que resulta desta classificação. A lista é típica 
para anel de N células com simetria interna O(2) quando N é ímpar. Considerando 
simetrias internas mais complicadas somente impomos mais possíveis escolhas de ,4. 
A parle crucial é a lista de blocos que depende somente de Q. 

b) S u b g r u p o s axiais de 0 ( 2 ) ? D l 2 

Quando N é par a classificação é similar, mas existem duas classes de conjugação 
distintas do subgrupos diedrais de mesma ordem. 

Para N = 12 consideramos £ = R^ o elemento de ordem 12 que gera D|2 e K O 
elemento de ordem 2. Sabemos que G D ] 2 são elementos de ordem 2 mas, 
ao contrário do caso N ímpar não são conjugados; daí, estes geram duas classes de 
conjugaçao distintas. 

Seguindo o roteiro do exemplo anterior, calculamos primeiramente os subgrupos de 
D 12 <>• menos de conjuga,çao. Os subgrupos de D | 2 estão representados na Tabela, 
2.2 com as suas respectivas ordens. 

Para, o subgrupo de ordem 12 poderíamos considerar o subgrupo gerado pelos ele-
mentos C' e ou seja, ( f 4 , f 3 ) . Mas, para j = 0, • • • , 11 e l = 0, • • • , 11, 
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Ordem Subgrupo 
1 tnvial={"lj} } 
2 = < e6 > 
2 %k

2 =< k > 
2 Z f = < Ç K > 
3 = < c1 > 
4 D , = < f C , K > 
4 
C D 3 = < C V > 
6 D f = < e , & > 
8 D 4 = < Ç*,K> 
8 
12 
12 D 6 = < £ 2 , k > 
12 
24 D l 2 

Tabela 2.2: Subgrupos de D | ; 

vi = 0, 1,2,.. . , 11, isto c, os elementos deste subgrupo são as rotações de =§?», para 
rn = 0, 1, 2,..., 11, que é conjugado a Z i 2 . 

A partir dos subgrupos obtemos os blocos e então os subgrupos Q j apresentados 
lia Tabela 2.3. Na Figura 2.2 temos os 15 diagramas padrões de acoplamento das 
células ativas/inativas que resultam da Tabela 2.3. 

O b s e r v a ç ã o 2 .3 .5 Nos exemplos a) e b) notamos a ocorrência simultânea de células 
ativas e inativas. Este fenómeno é consequência das regras de acoplamento do produto 
coroa, o que - sob certas circunstâncias - poderia de fato desacoplar células inativas 
de suas vizinhanças. Mais geralmente, assumimos que Fix(C) = {0} e toma,mos um 
subconjunto qualquer K C {1,2, ••• ,N} não necessariamente um bloco. Consideramos 
um subconjunto T C £ \Q da forma 

T = BL x • • • x BN 

onde 
£ _ \ £ se A: G li 

k \ 1 caso contrário. 

Então 
F-i.xT = Fix{Bx) x • • • x Fix{BN) 

onde 

rp • / n \ í 0 SC k G A ' 
FIX(BK) U caso contrario 
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G J=células ativas Q.i 
1 {0} z2 z. {(), 6} D2 z« I j} ; ,i 1 6 D2 

zr {0, 1}, {2, 11}, {3, 10} •D* z. {0, 4 , 8 } D:I z, {0, 3, 6, 9} D,| 
D2 {1, 5, 7, 11} D2 
D F {0, 1, 6, 7} D F 
z6 {0, 2, 4, 6, 8, 10} D6 
D, mesmos blocos do Z;I e Z6 D3 
D ^ {0, 1, 4, 5, 8, 9} 
D, {1, 2, 4, 5, 7, 8, 10,11} Di 
DF {1, 2, 4, 5, 7, 8, 10,11} 
D6 {1, 3, 5, 7, 9, 11}= {0, 2, 4, 6, 8, 10 } D(Í 

X D F 
zvl A D 12 
D,2 X D12 

Tabela 2.3: Subgrupos axiais do 0 ( 2 ) l D 

e V é o subespaço apresentado no Lema 2.2.1. Pelo lato de ser um subespaço de ponto 
fixo, tal subespaço é invariante pela dinâmica. Qualquer solução não nula da. restrição 
da EDO original ao FixT é uma posição do sistema em que as células em K são todas 
inativas. Além disso, as células ativas não são necessariamente idênticas. Assim, seria 
possível, por exemplo, arranjar as células onde o comportamento de algumas delas fosse 
caótico enquanto que células na sua vizinhança permanecessem inativas. 

2.3.3 Subgrupos de isotropia e subgrupos de isotropia maximais 
de C \Q 

Sejam subgrupos de isotropia de £ não conjugados dois a dois. Seja 

J = Ji U • • • U Jr 

unia partição do conjunto {l , 2, • • • , N}, tal que r < s. Um subconjunto J.L é chamado 
pu/rte da partição J . Seja 

Qj = {a G G : a(Jt) = Ju p a r a i < i < r}. 

Para simplificar os índices definimos 

• V : { ! M - " í l ' 1 

por 
X[i) = k para i £ 



2.3 Quebra de simetria, cm bifurcação £ l Q-equivariante 47 

Figura 2.2: Diagramas da células ativas/inativas em um anel de 12 células idênticas com simetria 
interna O(2). 

Assim, X(i) denota a parte de J a que i pertence. Denotamos E j = B\ x • • • x B^, onde 
Bi — E.v(()- Finalmente, definimos 

E = + (2.3.6) 

A proposição a seguir mostra que E em (2.3.6) é um subgrupo de isotropia. Fica claro 
na demonstração que a desigualdade r < s e a condição de EI , . . . ,E a . serem subgrupos 
de isotropia não conjugados dois a dois são ambas hipóteses necessárias para E ser um 
subgrupo de isotropia. 

P r o p o s i ç ã o 2.3.6 E corno em (2.3.6) é um subgrupo de isotropia de. V = Cl G agindo 
em UN e lodo subgrupo de isotropia de T é conjugado a um tal E. 

D e m o n s t r a ç ã o Seja 'wt £ U um vetor cujo subgrupo de isotropia em C é E.,, para 
7 = 1 , . . . , s. Seja v = (•/>!,. . . ,fyv) onde at = w,\(í). Por construção, E lixa v. Desde que 
os E[s são não conjugados então os w/s pertencem a £-órbi tas distintas; daí, qualquer 
elemento de C l Q que fixa v deve preservar as partes de J . Segue que nenhum elemento 
fora de E lixa. v. Logo, E é um subgrupo de isotropia. 

Reciprocamente, consideramos o subgrupo de isotropia E de v = (i;,, • • • ,vN) £ UN. 
Construímos uma partição J tomando dois índices l e rn em uma mesma parte se vi e vrn 

pertencem a uma mesma órbita de C. Consideramos J = Ji U • • • U Jr a partição acima 
e w\,. . . , wr os representantes de cada uma das órbitas em C associadas a esta partição. 
Daí, se j £ J j então Vj = para algum k € C. Logo, v = Iw onde l £ CN e a j-ésima 
coordena,da de w vale mt se; j £ JL. Pela construção de w, E é o seu subgrupo de isotropia. 
Se consideramos a € Qj temos que v = {l,a)w, ou seja, v c w pertencem a uma mesma 
C l ^-órbi ta . Logo, o subgrupo de isotropia de v é conjugado ao subgrupo de isotropia E. 

• 
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A partir cio subgrupo de isotropia E podemos calcular seu subespaço de ponto fixo. 
Refinamos a partição J a uma partição I\ onde o subgrupo Qj age transitivamente em 
cada. parte de K. Definamos p(i) = j se i pertence à j - é s i m a parte de K. Então 

Fixu/v (E) = {(zx , . . . , zN) G UN; zt = Zj se p(i) = p(j)}, 

pois p(i) = p(j) implica que i e j pertencem a uma mesma parte de K e como Qj age 
transitivamente em cada parte de A', então z,L = z,j. 

Agora consideramos J / ' o número de partes de K que estão contidas na parte Jt da 
partição J . Então 

s 
dmi FixuN (E) = ^ J.(A" dim FIXL/ E ( , 

í=I 
já que Fix{B] x • • • x BN) = FixB} x • • • x FIXBN. 

Pode unos agora classificar os subgrupos de isotropia maximais. Suponhamos que E 
é um subgrupo de isotropia, maximal correspondente a uma partição J . Como E pode 
ser aumentado trocando um dos E / s por £ , então uni destes E j ' s deve ser o próprio £ , 
digamos E-2 (correspondente à parte J2). Alem disso, como E é niaxinial, isto também 
implica que existe somente mais uma parte J , correspondente a um subgrupo de isotropia 
Ei niaxinial relativamente à. ação dc; £ cm U. 

Se E j + O j é um subgrupo de isotropia niaxinial com E2 = £ , então J\ é uni bloco, 
isto é, Q, age1 transitivamente em J , . De fato, caso contrário, poderíamos refinar J tal 
qiu; Qj agisse transitivamente nas novas partes de J\. Então, novamente, poderíamos 
aumentar o subgrupo de isotropia tomando E, = £ em todas as partes de ./1, exeeto em 
uma. Temos então: 

P r o p o s i ç ã o 2 .3 .7 Todo subgrupo de isotropia maximal em ClG c da forma E = EJ + QJ , 
onde J é uma partição de { 1 , 2 , . . . , N} com no máximo duas palies, digamos, J = J\ U J2, 
onde J| um bloco, J2 pode ser vazio e £ j = Bj X • • • x Bn tal que B% = Ei é um subgrupo 
de isotropia maximal, se i £ J j e 13, = £ se. i G J2. 

Esta proposição é útil quando mostramos 110 Capítulo 3 que os únicos subgrupos 
de isotropia, de O(2) l S/y que geram ramos de soluções de um problema, de bifurcação 
0 ( 2 ) l Syv-equivariante são os subgrupos axiais. 



Capítulo 3 

Bifurcação de pontos de equilíbrio 
com simetria 0(2) l Sjy 

Nosso objetivo neste capítulo é usar a teoria apresentada 110 Capítulo 2 para encontrar 
os padrões em bifurcação de pontos de equilíbrio para sistemas de N células acopladas 
(identicamente) duas a duas, onde cada célula tem simetria interna O(2). A Figura 3.1 
ilustra acoplamentos de 4 ou 5 células duas a duas. O grupo produto coroa em questão é 
0 (2 ) l S/v- Supomos que a dinâmica de cada célula ocorre 110 plano e então consideramos 
a ação padrão de 0 (2 ) em C (ver Exemplo 1.1.5-4). 

Figura 3.1: a) Acoplamento de 4 células duas a duas: Q = S4, b) Acoplamento de 5 células 
duas a duas: Q = Sr, 

Iniciamos mostrando como a teoria invariante para O(2) lQ está relacionada às teorias 
de 0 (2 ) e de Ç, onde Q é um subgrupo de S^ . Depois, aplicamos estes resultados ao 
grupo 0 (2 ) lSN. 

Introduzimos as equações gerais correspondentes a um sistema de A^-células acopladas 
duas a duas. A partir das soluções correspondentes aos subgrupos de simetria com 
subespaços de ponto lixo unidimensional encontramos o padrão genérico de soluções de 
equilíbrio. Verilicamos que, a menos de conjugação, existem somente N tipos de subgru-
pos de simetria com subespaços de ponto lixo unidimensional. Genericamente, o Lema 
dos Ramos Equivariantes garante a existência de soluções com estas simetrias. Para deter-
minar a estabilidade e a direção da criticalidadc destas soluções é suficiente dar condições 
para. os coeficientes dos termos de ordem menor do que três 11a equação geral do campo 
de vefores. Além disso, os autovalores associados às derivadas calculadas em cada uma 
destas soluções são reais. 

<1 

a) b) 
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Finalmente, mostramos que genericamente os únicos ramos de soluçoes para proble-
mas de bifurcação com simetria 0 ( 2 ) L SN são aqueles obtidos pelo Lema dos Ramos 
Equivariantes. 

3.1 Teoria invariante e equivariante para o grupo 
O ( 2 ) 1 Q 

Considere o grupo O(2) com a ação do Exemplo 1.1.5-4, Q um subgrupo de SN e W um 
espaço vetorial de dimensão finita. Consideramos a ação de Q em W N dada por (1.1.9). 

O teorema a seguir mostra como podemos descrever a estrutura do anel !P(0(2) \Ç) a 
partir de ? ( 0 ( 2 ) ) e ?(G). 

T e o r e m a 3 .1 .1 Seja V = C. Seja G uni subgrupo de SN e T = O(2) \ G- Consideramos 
a ação de T em VN corno em (1.1.11) e a ação de G em RN como em (1.1.9). 

Se [ii, . . . ,/t,v formam um base de Hilbert paru ^(G), então para todo f G £(P) existe 
h, G tal que 

f{z) Il(fl\ (Z\Z\ ,. . .,zNzN),. . . ,ps(z{zu . . . , ZNZN)) 

para z= (z{,...,zN) € VN. 

Para demonstrar este teorema utilizamos a invariância sob O(2)A ' : 

L e m a 3.1 .2 Seja V = C e p : VN R uma função polinomial. Se p é invariante sob 
0('2)n então existe uma função polinomial h : RN —> R tal que 

p(z) = h(z{zu .. .,zNzN), 

para z = (2 , , . . . , zN) G VN. 

D e m o n s t r a ç ã o Se jap : CN -)• R uma função polinomial invariante sob 0(2)N. Pode-
mos escrever p nas coordenadas ZI,ZL, . . . , Z^}ZN eni V N na fornia 

onde aap G C e G {Zl)N. 
Como p é uma função real então p = p, ou seja 

Y^naljzazf = ] T ã a / ^ . 

Logo, a,jja = an [ j . 
Como ]> é 0(2)A '-invaria,nte, então 

p{ei0,zl,...,eiÔNzN)=p{zí,...,zN). 
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paia todo 0 = (0^ . .., 0N) G S 1 " , OU seja, 

Y^ (Laiií^zTiê^y = J2 = p{z), (3.1.1) 
a,li 

- — L-L' • • • ' <*N), Z — \ZI , • • • , ZN ) C Z z' — ZX Z | . . . ZN . 

Em (3.1.1) temos que 

u'i\f! '-''ali1-

Daí, 

a a / j = O ou 
O' i = A e . . . c a N = f j N . 

Portanto, 
P ( Z ) = Y ^ Z - I Z , ) " 1 . . . { Z N Z N ) A » , 

onde «rt(V G R. 
Se tomamos h : RN —> R, tal que h(x) = £ aQtta:®' . . . x%N, temos o resultado dese-

jado. 
• 

D e m o n s t r a ç ã o (Teorema 3.1.1) 
Como Ç c um subgrupo do S/v, segue do Teorema 1.3.5 a existência de uma base de 

Hilbert finita { / t i , . . . , / í s } para o anel ? ( £ ) . Agora pelo resultado de Schwarz (Teorema 
1.3.8) 6 suficiente mostrar que fii(zizi, . . . , zNzN),. . ., fis(zizi,. . ., zNzN) ge.rani o anel 
1P(P). 

Seja p : VN —> R tal que p G CP(P). Em particular, p é 0(2) / v- invariante e pelo Lema 
3.1.2 temos ([iie existe li : V N —> R tal que 

p(z) = lliZiZí, .. ., zNzN). 

Além disso, p é ^-invariante o que implica h Ç-invariante, ou seja, existe li G £s tal 
(|ue 

h(xi,. . .,xN) = h(fii(xu.. .,xN),.. .,fi,{xu. . .,xN)). 

Concluímos que (z{z\,. . . , zNzN),. . . , n„{z{z-\, • • •, zNzN) é uma base de Hilbert de 
V(T). Segue do Teorema 1.3.8 que se / G £ ( r ) então existe g G £s tal que 

/ ( - ) = [j{H\{Z]ZU . . .,zNzN), . . ,,ps(ziZU . . .,ZNZN)). 

• 
kléias similares esta,o implícitas nos cálculos para obtenção de uni sistema de geradores 

para, ~ Í ( 0 ( 2 ) l G ) -
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T e o r e m a 3.1 .3 Seja V = C um subgrupo do SN e F = 0 ( 2 ) } Q. Considere a ação de F 
em CN e a ação de Ç no RA' como definida anteriormente. 

Se gi, . . . , gs gera o módulo sobre o anel £{G) então 

9\{ZiZ\, • • •, zNzN) * z,. . . ,gs(zizl,..., zNzN) * 2 

gera o mód/ulo (T) sobre o anel £ ( T ) ; onde z = (zi, . . . ,zA/) G \'N e o sim,bolo * entre 
dois vetores c usado para, denotar o vetor obtido multiplicando componentes de mesmo 
índice desses vetores. 

Para provar o Teorema 3/1.3 usamos a equivariância sob 0 ( 2 ) ^ a partir do lema a 
seguir. 

L e m a 3.1 .4 Seja V = C e q : VN -t VN uma aplicação com componentes polinomiais. 
Se q é 0 ( 2 ) ' v — equivariante então existem funções polinomiais hl : RN —>• E para i = 
1, . . . , N tais que 

<l(z) = {HI{Z\ZIY.. .,ZNZN)Z\,. ..,IIN(Z\Z\, . . . , Z^ZN)ZN), 

para todo z = (z\, . . . , zN) G VN. 

D e m o n s t r a ç ã o Suponhamos q G 7^ (0 (2 )^ ) , onde q = (</|,. . ., r/A<) com 
(U : Y N P para, 1 = 1 , . . . ,7V. Então, para todo O = (0,, . . . , 0N) G S | W e c G V N 

temos 
Oq(z)=q(ei0>zí,...,ei0»zN). 

Por out ro lado, 

Oq(z) = (e^qi(z),...,eí0«qN(z)). 

Assim, para, j = 1, . . ., N, 

qj(z) = e-i0Jqj(ei0>zí,...,ei0»zN). (3.1.2) 

Nas coordenadas z i , z í } . . . , z N , z N escrevemos 

qi(z) = Y . a ^ z a j J j (3-L3) 

Considerando j = 1 em (3.1.2) temos 

( J l[") - y ^ q (3/1,1) 
(tf) 

De (3.1.3) e (3.1.4), segue que 

a„fi = O ou 
«1 = Pi + 1 e . . . e aN = pN. 
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Assim, 

Seja 

hi (•'') = + 

Então, 

en(z) = h{(z\~zu. . . ,zNzN)z\ + itl(zlzl,...,zNzN)zl. 

Nós também temos 

q{KZi ,...,zN) = (ncp (z),q2(z), ..., qN(z)), 

que implica (|ue <p (z{, z2, • . . , zN) = q\(z). Portanto, 

t \ Z\,. . . , Zn ZN) = 0. 

De maneira análoga, mostramos que para i = 2,...,N existem outros h.t tais que 

QI{Z) = FK(ZIZI, . . .,ZNZN)ZÍ. 

Portanto, 

q(z) = (h{(z{zx,. . ., zNzN)z{, . . ., hN(z\ZU. . . , zNzN)zN). 

• 
D e n i o n s t r a ç ã o (Teorema 3.1.3) 
Desde que Q é um grupo de Lie compacto agindo 110 R N , temos pelo Teorema 1.3.18 

(|ue existe111111 número finito de polinómios que geram o módulo (G), digamos, ry,,. . . , <].,.. 
Mostremos que 

{(/i (zAzu. . . , zNzN) *z,... ,gs{ZíZí, . . -,zNzN) * z} 

gera o módulo 7^(P). 

Pelo Lema 3.1.4, se q £ 7^ (0 (2 )^ ) , então existem funções polinomiais ht : RN —» R 
para, i = 1, . . . , N tais que 

(l{z) = {>h • •, zNzN), • • • JiN(ziZl, . . . , zNzN))*z = (hi, • • • , hN)(z\Z\, . . ., zNzN)*z. 

Além disso, se q £ T^(G), então h — (Ji\,. . ., hpj) £ T^ (G) c 

r 
h(x, xN) = ^2pi(x 1, . . . , x N )g.t (:;;], . . . , xN), 
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onde j>i : R' E são polinómios (/-invariantes. Portanto, 

r 

<L(Z) = VI{Z{ZY , . . . , ZNZN)(JÍ{Z{Z\, . . . , ZNZN) *Z, 

t = l 

onde conclumios que o conjunto {gi{zizu . . . , zNzN)*z,. . . • • • , zNzN)*z) 6 base 
do módulo V(T) sobre o anel V{Y). 

Segue do Teorema 1.3.19 que este conjunto gera o módulo {T) sobre o anel £(P) . 
• 

3.2 Teoria invariante e equivariante para o grupo 
0(2) \ S/v 

A partir dos resulta,tios da seção anterior obtemos a, forma geral para, um problema de 
bifurcação com simetria 0 ( 2 ) L SN. Mas antes, vamos encontrar a forma geral de um 

— ^ germe J £ t (SN). Para isto precisamos do Teorema fundamental das funções simétricas, 
que veremos a seguir. 

Def in ição 3.2.1 Seja R um anel comutativo arbitrário com elemento identidade. Um 
polinómio em 7?.[.r |, . . . , xN] que é invariante pela ação do SN é chamado função s imétrica . 

Veremos que são exemplos de funções simétricas somas e produtos polinómios tia fornia, 

= J2r I t:Oln0 P e N. 

Introduzindo uma, nova indeterminada 2 c considerando a função 

f ( z ) = (z - Xi){z - x2) . . .{z - xN) 

que é S/v-invanante nas variáveis .T-|,. . . , xA; temos que 

f ( z ) = ( z - Xl){z - x2) ...(Z- xN) =ZN-alZ"-1 + a2zN-2 + . . . ( - 1 ) ' V v , (3.2.5) 

onde os coeficientes são dados por 

OY = .T] + ' ' ' + .T/V 

O 2 = X1X2 + A: 1^3 + • • • + X2X:I + • • • + XN-1&N 

©i = + I H 1- ''*/V —2-''/V — I : ' /v (3.2.C) 

CTYV = X\X2 • . . XJ\I . 

O coeficiente <x, c a somatória de todos os possíveis produtos com ordem i nas indetermi-
nadas :c|,. . . , ,i;A/. Ainda, cada a.t é uma função simétrica desde que ,/' é S/v-invariante em 
.7'i,.. . , T/v- Chamamos oi,. . . , oN f u n ç õ e s s i m é t r i c a s e l e m e n t a r e s em x\, • • •, :í'/v-
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Um polinómio da íorma </?(CT,,. . . , o N) 6 uma função simétrica de xi,...,xN. Um 
termo da, lonna ra[H . . . de <p{(T\,.. .,aN) é um polinómio homogéneo nas variáveis 
,i'i,. . ., xN de grau //,, + 2//,2 + • • • + N(iN, desde que cada cr, é 11111 polinómio homogéneo 
de ordem i. A soma //, + 2/j2 H NfiN é chamada de p e s o do termo ca'/1 . . . o'„N. O 
peso de um polinómio y?((7|, . . . ,aA/) e definido como sendo o maior poso ocorrido entre 
os termos ca[i] . . . . 

Teorema 3.2 .2 (Teorema fundamental das funções simétricas) Um polinómio simétrico 
de (jrau k no anel polinomial i ? ^ , . . . , xA,] pode ser escrito como ip(a\, ...,aN) de peso 
k, onde o\, . . . , aA-. 

Observação 3 .2 .3 Se em ambos os membros de (3.2.5) tomamos xN = 0, temos 

(z - *.) • • • (z - XN-1 )z = zN - ( a ^ - 1 + ••• + (-1)^ Wi)<P, 

onde (<T.j)o é a, expressão que obtemos tomando xN = 0 em a, . Se dividimos a expressão 
acima por z obtemos 

(3 - a-,) . ..(Z- x,Y_,) = zN-1 - (aY),zN-2 + • • • + ( - 1 W , V 

Nesta, ec|uação temos que (cr, ) 0 , . . ., (cr/v_j )O são os coeficientes da, função simétrica de 
ordem A' — 1 nas indeterminadas x'i,. . . , x\v-i-

D e m o n s t r a ç ã o (Teorema fundamental das funções simétricas) 
A prova, segue por indução em N. Para N = l o teorema é verdadeiro, todo polinómio 

p(x 1) em uma variável L é simétrico e xy = 0\. Assim, p(xv) = p(o\). Assuniinios que o 
teorema, vale para todo polinómio nas TV - 1 variáveis Vamos verificar que 
o teorema vale para, polinómios nas N variáveis x, , . . . , xA>_i,x/v. 

Para polinómios de grau zero nas N variáveis o teorema é trivial, pois o polinómio é 
constante. Então assumimos que o teorema está provado para todo polinómio de grau 
< /,;. 

Seja, ? ; (x ! , . . . , xN) uni polinómio simétrico de grau /,:. Tomando xN = 0, temos por 
hipótese de indução que 

p { x { , . . . ,XN-L,0) = V? ( (cT t )o , • • • , (cr/v _ I ) o ) , 

onde v? está em função das funções elementares simétricas nas indeterminadas . . . , x/v-i 
e é de peso < k. Portanto, ip(a\,. . . , c/v-i) tem peso < k. 

Construímos 
pi =• y;(.r,,. . . ,x/v-i,x/v) - ip(o{ ,aN .,). 

O polinómio p\ (xi, . . . , xN) é simétrico. O primeiro termo do lado direito é de grau k, 
o segundo tem peso < k e assim como um polinómio nas variáveis (x j , . . . ,XN) tem grau 
< k, consequentemente pl é de grau < k. Além disso, para xN = 0, p{ é nulo; logo, todos 
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os Lermos possuem a variável xN. Desde que a função py é simétrica, todos os termos 
contem as variáveis .<;, ou seja, podemos fatorar a N = ;/:, . . . x N : 

pi = cruqixí, . . . , xN), 

onde q é um polinómio simétrico de grau < k - N < k. Logo, por hipótese de indução, q 
pode ser escrita em função de a { , . . . , a N : 

q = . . . ,(T/v), 

onde (/' é um polinómio de ])eso < /,: - N. Portanto, podemos representar p da seguinte 
fornia: 

V = V\ + ^(ci, • • • , cryv-i) = aN'ij)(ah . . . ,oN) + ip(a{, . . . , aAr_1). 

O lado direito representa um polinómio nas variáveis cr.,'s e deve Ler no máximo peso k. 
O peso não pode ser menor do que k porque senão p teria, grau menor do que k. Portanto, 
o lado direito possui peso exatainente k. 

• 
P r o p o s i ç ã o 3.2.4 Seja m(:vh ..., xN) = x) + ... + x

i
N, i = 1, . . . , N. Então, as funções 

sim,cincas dementares dadas em (3.2.6) podem ser escritas em função dos /1,,'s, i = 

D e m o n s t r a ç ã o Consideramos c,t = ( - 1 ) ^ , tal que f l i l ^ 1 - *Ll) = Y^i-

Então os //„,;'s estão relacionados com os cfs pela Fórmula de Newton 

P //..,• + Cl Ur-) + C2/Xr-2 H 1- ('r-ltíl + CrT = 0 Se 1 < T < N 

2. //,,. + c i / i + c2Hr-2 H b cNfir-N = 0 se r > N 

Como r < N então consideramos a equação 1. Tomando r = 1, e, = -//,]. Para. r = 2, 
<:2 = / t ' 2

/ t | usando que /iL = —c{. Prosseguindo desta, maneira, verificamos que cada. c* 
pode ser escrito em função dos /Vs e então cada o t pode ser escrito em função dos //„,'s. 

• 
Pelo Teorema 3.2.2 as funções simétricas podem ser escritas em função das funções ele-

mentares simples que por sua vez podem ser escritas em função dos /tfc's, logo 
{/**•; k = 1,. . . ,N} é uma base de Hilbert de V(SN). É com esta base que trabalhamos 
até o iinal deste capítulo. 

C o r o l á r i o 3.2.5 Seja f : CN R um germe suave. Se f G ',P(0(2) l SN), então existe 
h G £N tal que 

f{z) = /i(/i], . . . ,flN) 

para z = (>, zN) G CN e 

fik = [z\zi)k + ••• + (zNzN)k, 

para k = 1 , . . . , N. 
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D e m o n s t r a ç ã o Pelo Teorema 3.2.2 e Proposição 3.2. 1 {p.k] k = 1,. . . , N} é unia 
ba.se. de Hilbert de V(SN), o resultado segue do Teorema, 3.1.1. 

• 
/Vates de apresentarmos o próximo corolário, vamos encontrar a base do módulo 

sobre o anel cc(SA/). 
N , 

Lenia 3.2.6 O módulo ~?(SN) é gerado sobre o anel £(SN) por 

( A \ 
x: 

V XN 

para k = 0, . . . , ./V - 1. 

D e m o n s t r a ç ã o Pelo Teorema, 1.3.19 restringimos nossa, atenção aos polinómios. 
/ í/i \ 

T ' !! 6 ^ ( S A - ; , ou seja, g(ox) ----- ag(x) para a £ SN. Temos c[ue o conjunto 

V -<"v / 
{(1 k);k = 2 , . .., N} gera SN, onde ( l k ) denota a permutação entre os inteiros 1 e k e 
lixa os demais N - 2 inteiros de 1 , . . . , N. 

( í/i \ 
92 Para, a = (lk), x = (xi}. . ,,xN) e g = 

V 0» / 

temos 

/ í/i (*) ^ / dk(x) \ 

o~y(x) = a <Jk Oc) = 

V <JN(-Í••) / \ Í/A'(a;) / 

Por outro lado, 

Daí, 

( di (tJX) \ í !J {(xk,...,xu...,xu) \ 

(Jk(ox) = gk(xk,... ,xL,. .. ,xN) 

\ gy(xk, . . . , : ( : , , . . .,xN) ) 

. . . , Xk, . . . , Xn) = .í/l (Xk, • • • , X'| , • • • , Xn). 
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Além disso, sc ô = {ij) com i / 1 e j / 1, então 6 = (l-i)(ly)(H) e 6g{.v) = <j{óx), ou seja, 

ÍJj (•'' 11 • • • , , • • • ,:i:-h • • .,xN) 

UM-1 .(.',, . . . , .%••, .. . , x N 

(JM\ ' • • • I • • • , :í:i> • • • , 

N 

\ ÍJN(*I, • • • . . . ,XJ, . . .,xN) / \ gN(x,, . . . ,x:/, . . .,xt, . . .,xN 

Logo, f/i (:;:,, . . . ,:í;z, . . . . ,,xN) = gy{xu. . . . ,,xt, . . .,xN). 
Portanto, 

( g\{xu...,xN) \ 
Gi (:r2, X\, :r3,. . . , XN ) 

<j(:r) = 

i, X-2, • • • , X[\i _ | , .7; | 

onde 

í/i (•'*•'!, • • • ^'i, • • • • • -,xN) = gi{xi,x2, • • .,'Xj, . . . , x,i,. . . ,a;A,) 

para 1 < • • • < / , j < • • • < iV. Para isto, </i deve ser Sjv-i-invariante nas N - 1 últimas 
indeterminadas. Assim, podemos escrever gx como um polinómio de x, e dos elementos 
da base de Iiilbert de ^(SA, .,), ou seja, 

íh (-'O = P(:v{,x2 + x3 + ••• + Xn,4 + ^ + • • • + 4 , . . + a^"1 + ••• + 4 " ' ) . 

Assim, 

( Xi, x-> 

M = 

X* + • • • + xn,4 + 4 + ••• + * & , . . . , x t l + a f - 1 + • • • + 4 " - ' ) \ 
N 

-3 I- -''3 + • • • + + + • • • + x%, . . . . a f " ' + x?" 1 

N - 1 
' N 
.N • rA 

/ a f ' (a:2 + :i;3 + • • • + . .. ( x ^ 1 + x ? ~ l + ••• + :vN 

E 
<V] ,...,(> /V 

1 ---ÍVLV 

3 i - ' • i ( / i'V;V \ 
tf1 (n-i + x3 + • • • + x w ) a 2 • • • ( x ? - 1 + x t 1 + ••• + •./V 

V ("i + + ••• + X/v-,)'12 • • • ( . r f - 1 + + • • • + / 

D(\sdc t[ue 

(-V, + + • . . + - (A-, + • • • + Aw)cv - [X, + (X2 + • • • + A/v)]" - (A'2 -I 1- A N, 

t=i 
vr • E ( • W + 
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ou seja, (A'2 + • • • + XN)" = (A", + X2 + 

+ X N ) \ e temos 

( (A', + A , + - . . + A'yv)" \ 
(A, + A , + • • • + XN)" 

+ A"2 + • • • + A"/v_ 

(X2 + a-3 + • • • + xNy 

N^r j 

( i \ ( A;1 \ 
1 A'" 

V / V 1 / 

A'-l 

E 
1 

( Af- ' ; ) (A' 2 + A;j + . . . + AAÍ)' \ 

Logo, paia, cada. cv,, . . ., a N podemos escrever 

( + ;,;3 + • • • + XN)"* . - • (XTL + "'+••• + 1 )"« \ 

4" (.R, + + • • • + XN)°> . . . (AF"1 + + • • • + , 

V ^ (*i + a* + • • • + x^Y* . . . ( x » - 1 + + 

como soma, de (ermos da forma 

( -Á \ 

.N-
N \<*N 

.N-I 
'7V-I . 

<1'A/ 

A/ 

nt-í+ + x'N) 
k~ I 

v ̂  y 
para inteiros a , t > 0. 

Como sabemos que 

/(••'•) - - - • . . (* - a*) = xN - *}xN~l + o2xN + . . . (~l)NaN 

onde os a , ' s são polinómios simétricos elementares e que /(x,) = 0 para, i = f 
- a 2 x? - ' 2 + + ( - l ^ + W , para /' 1 V. Daí, então .rf = r r , : r f 

( :'f \ 

\ 

í x»-' \ 
N — 1. 

= c r . 
x 2 

\ r ^ 1 / V J A' / 

+ ( - 1 )"
 + lON 

(1 \ 
1 

V 1 / 
Na. igualdade acima, fazendo a multiplicação coordenada a coordenada, pelo vetor 

para k > N temos que 

/ xkrN \ 
•4-N 

\ r k ~ N / V -'-N ) 
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( xk \ 

\ 

í \ 
x k-1 

+ (-l)N+l*N 

\ 4 " 1 J 

( xt \ 

( xkCN \ 
Jc-N x2 

\ r k ~ N / \ -LN / 

Assim, os termos da forma 
xk 

podem ser escritos como combinação dos elemen-

tos da forma 

/ xk;~ j \ 
\ r-N 

\ / 

, para j = t , . . . , TV, sobre os polinómios simétricos. Se existir j 

tal que A: - j > N repetimos o processo. 

Portanto, as funções Syv-e(iuivariantes 

sobre £(Syy). 

/ xk \ 
k 
2 

v ̂  / 
para k = 0,. . . , N — í geram 

• 
C o r o l á r i o 3 .2 .7 O módulo ~t(0{2) l SN) é gerado sobre o anel £(0(2) l SN) por 

( {ZiZ^Zx \ 
Í2-2J Z'i 

(3.2.1 

\ (ZNZN)KZN J 

A: = 0, "1,..., N - 1. 

D e m o n s t r a ç ã o Pelo Lema 3.2.6 e pelo Teorema 3.1.3 segue o resultado. 
• 

3.3 Diagramas de bifurcação e estabilidade de soluçoes 
Consideramos o sistema de equações diferenciais ordinárias 

z = g(z, A), (3.3.8) 

onde G CA ' , A e R e g : CN x R, 0 - ) C ^ c um germe na origem O (2) l S /v-equivariantc. 
Supomos N > 3. 

Nesta seção mostramos que, genericamente, os únicos ramos de soluções não triviais de 
(3.3.8) que bifurcam em A = 0 são aqueles obtidos pelo Lema dos Ramos Equivariantes 
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(Teorema 1.4.14). Além disso, estudamos a estabilidade destes ramos e plotamos os 
diagramas de bifurcação. 

Pelos resultados obtidos na Seção 3.2 sabemos que existem polinómios p l h . . . do 
R N em R O(2) i S,v-in variantes tal que 

N-i 
</(-, A) = Y p ^ V i , • • • ,/-íiV,A) 

A: = 0 

( ( ^ i ) ^ i \ 
( z ^ k z 2 

\ (zNzN)kzN J 
omle 

ih = {zizi)j + ••• + (zNzNy, 
para j = 1,. . . , N e z = (Zl, . . . , zN) e CN. 

O b s e r v a ç ã o 3 .3 .1 Seja / : R " x R R um campo vetorial Z* l S/v-equivariante. De 
maneira, análoga ao que foi feito para obter a forma (3.3.9) de g, obtemos que / é da 
forma.: 

/ (*i)kx t \ 
f(x, A) = qk(uu. ..,uN, A) : , (3.3.fO) 

V ) 
onde ,: = ( A : , , x N ) G RN, u, = + • • • + (x%¥ para j = t , . . . , Ne Í /o,. . ., são 
polinómios de R^"1'1 em R U\\ SAr-invariantes. Comparando (3.3.9) e (3.3.10) concluímos 
que a restrição de <j a R ^ x R c um campo l Sw-equivariante. Usamos este fato no 
final deste capítulo. 

Para g(z, A) = 0 ser um problema de bifurcação com simetria O(2) l SN, devemos 
exigir </(0,0) = 0 e (c/.y)o,o = 0. Para isto, devemos ter 

Po(0,0) = 0. (3.3.11) 

demos que 

E(0>...i0) = 0 (2 ) iSyv , (3.3.12) 

e a ação de 0 ( 2 ) } SN em CA' é absolutamente irredutível pela Proposição 1.4.13. 
Por (3.3.12), Frx(0(2)lSN) = {0}. Logo, pela Proposição 1.4.7 b), segue que z = 0c 

uma. solução de (3.3.8) para todo A e R. Mais ainda, se consideramos a hipótese genérica 

c'(0) = dpo/dA(0,0) > 0, (3.3.13) 

onde (Í/Í/)0iA = y>o(0, A)/ = c(A)7, então c(A) é crescente em forno da origem. Como 
c(0) = 0, então para A < 0, c(A) < 0 e para A > 0, c(A) > 0. Desde que (Í/.Í/)0,A = c(A)7, 
então c(A) são os autovalores de (dg) 0jA- Logo, z = 0é assintoticamente estável para A < 0 
o instável para A > 0. Nosso objetivo agora é encontrar as soluções não nulas que podem 
aparecer desta, perda de estabilidade de z = 0 em A = 0. Tais soluções frequentemente 
possuem subgrupos de isotropia E menor do que O(2) l SN. 

Iniciamos encontrando os subgrupos axiais de 0 ( 2 ) lSN usando os resultados apresen-
tados no Capítulo 2. 
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P r o p o s i ç ã o 3 .3 .2 Existem N classes de conjugação de subgrupos axiais para o grupo 
0 ( 2 ) l S/v com a ação (1.1.11). Estes subgrupos são: 

{1 ,2 , . . . . , f ) - (Zí: )•' x OC')-v < j S. x SA , (3.3.14) 

para j = L, . . . , TV. 

Observação 3 .3 .3 E imediato que um resultado análogo para o grupo TL2\ SN é válido 
trocando Zh, por 1. Este resultado será usado no filial deste capítulo (ver da Proposição 
3.3.8). 

D e m o n s t r a ç ã o (Proposição 3.3.2) Como o único subgrupo axial de O(2), a menos 
de conjugação, é = {1,*,}, segue da Proposição 2.3.4 que os subgrupos axiais de 
0 ( 2 ) l S,v, a menos de conjugação, são os subgrupos da forma £(Z£, J ) , para cada bloco 
J C { 1 , 2 , . . . , TV}. Escrevemos 

= x B2 x • • • x BN + Qj, 

com 
f z;; se j . ./ 

' 1 O: 2; se j </ d 
e 

QJ = {A ESN :A(J) = J}. 

Isto 6, S(Z£, J) c o produto direto de um número de cópias de ZÇ, para cada célula j G J e 
cópias de O(2) para as células restantes, todas estendidas por Qj. Para qualquer subcon-
junto de índices de { I , . . . , TV}, existe um subgrupo 7í C SN que age transitivamente nele. 
Daí, todo subconjunto J de índices de {1,. . . , TV} é um bloco. Tomando J = iv) 
com p > 1, temos que 

QJ = (S p x SN -P )J 

é o conjunto das permutações que deixa o bloco J invariante, ou seja, o grupo das per-
mutações de S/v tal que os índices do bloco J são permutados por elementos de S,, e os 
índices do complementar de J cm {1,. . . , TV}, digamos J1, são permutados por elementos 
de S/v- p-

Seja x = (.r,, . . . , .r/v) G Fix{E(Z£, J ) ) . Como G Fix{0(2)) se j G ./', então xy = 0. 
Desde que Qj age transitivamente em J , todas as células Xj para j G J são iguais. Assim, 
qualquer posição com subgrupo de isotropia E ( Z 2 , J ) corresponde a células inativas para 
j G J' e. a células ativas e idênticas para j G J. 

Mais ainda, se J t e J2 são dois blocos distintos com mesmo número dc índices, então 
E(Z2, .TI ) e E(Z 2,J2) são conjugados. Dai, se chamamos J, = { ! , . . . , i}, a menos d<; 
conjugação, os subgrupos axiais de 0 ( 2 ) } SN são da forma E(Z£, Jj), para j = 1, . . ., N. 

• 
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P r o p o s i ç ã o 3 .3 .4 Consideramos o sistema (3.3.8) onde y é como (3.3.9). Assumimos 
as condições (3.3.11) e (3.3.13) (assim, o ponto de equilíbrio (0, A) é subcriticariente 
estável e supercriticarnente instável, para X próximo da oriqem). 

Então para cada E, = J j ) com j = 1 existe localmente um único ramo 
de soluções para (3.3.8) com tal simetria. 

a) O ramo v. supenrítieo(subcrítieo) se jp0<fll (0) + p, (0) < 0(> 0), para j = 1, . . . , N. 

b) O ramo E, f cstável se jp0,tll( 0) + p i ( 0 ) < 0 e p,(0) > 0. 

c) O ramo para 1 < j < N ó sempre instável se assumimos pt (0) ^ 0. 

d ) O ramo é cstável se Np0>ftl(0) + PI{0) < 0 e pi(0) < 0. 

O b s e r v a ç ã o 3 .3 .5 Para facilitar a notação nas figuras que veremos após a demonstração, 
consideramos a = p0>IH (0) e b = p, (0). As curvas b = 0 e ja+b = 0, j = 1,. . . , N, definidas 
a partir das desigualdades dos itens a)-d) acima, definem um conjunto no plano-a,b que 
denominamos v a r i e d a d e de t r a n s i ç ã o . Em cada região do plano determinada pela 
variedade de transição, temos diagramas de bifurcação qualitativamente equivalentes. 

D e m o n s t r a ç ã o (Proposição 3.3.4) 

a) Com as condições (3.3.11) e (3.3.13) o Lema dos Ramos Equivariantes afirma que para 
cada = S(Z£,«/,•) existe localmente um único ramo de soluções com a simetria 
de tal subgrupo. 

l e m o s que 

Fix(Zj) = {{x,..., ^ , 0 , . . . , 0 )-xeR}. 

j-ésima posição 

Restringindo y a cada, Fix(EJ e resolvendo a equação y = 0, temos: 

y((x,...,: i ; , 0 , . . . , 0 ) , A) = 

/ x \ ( r» \ 

X 

o + p [ ( j x \ j x \ . . . , j x ^ - i \ A ) 

V 0 / 

x 
0 + • • • + 

V o J 
,2(N — 1) +1 í * 

x2(N-\)+\ 

0 

V o ) 
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Colocando x cm evidencia em cada linha e considerando x > 0, temos: 

PU(jx2,jx\ . . ., A) + P) {JX\JX\ . . . , jx2[N~í\ \)x2 + •••+ .„ „ 1 . 

Expandindo <j em torno da origem, temos 

fj(0, A) = P 0 ) / M (Q)jx
2 + phlíl (0)jx2x2 + • • • + pN_l>ln ( 0 ) j x 2 ^ x 2 + P < U ( 0 ) A + 

4P, , A (0 )A :R ' - + • • • + PA' -I,A(0)A.Í; Í V~1 + p , (0).R2 + • • • + pN_ , ( O ) : , ; 2 ^ ' " » . 

Numa vizinhança da origem, consideramos os termos de menor ordem: 

x2(jp0,llM+pl{0))+p„A^ + - • 

Assim, a equação do ramo com simetria E j é dada por 

X2{JPO,LN{U) + P I ( 0 ) ) + P Q , A ( 0 ) A = 0, 

ou seja., 

Agora, 

A ( X ) = —X2(JPO4L] ( 0 ) + P I ( 0 ) ) (PO,A(0 ) ) - ' 

>o 

:Í;A'(:Í ;) = -2x2(jp0,M ( 0 ) + P L ( 0 ) ) (PO,A(0))^ 

Logo, da Definição 1.4.17 segue que o ramo (;;:, A(:I : ) ) e 

• subcrítico se jp0 ) / t l (0) + p, (0) > 0 

• supercrítico se jp()tlí, (0) + px(0) < 0. 

Se assumimos 

para j = 1,. . . , N, então as direç.ões estão determinadas. 

Discutimos agora a estabilidade dos ramos de soluções não triviais com simetria 
E7 , j ~ I , . . . , N. Usando as coordenadas z\, z{,..., zN, zN para, <j e denotando as 
componentes de cj por gt com i = 1,. . . , N, a. derivada da çj e dada por: 

/ w i \ 

(dg) 

w i 
w? 

\ UJN J 
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y^i <jizl gíz2 giz., 
ÍJ-2Z1 fj'2z\ (]2Z2 <J2Z-> 

ÍJ\zN (J\Jn 

f/2 zN <]2zn 

\ fjÍ\! Z] ÍJ NZ I fjNz-2 ÍJNZ2 • • • (JNZn <JNZN 

í \ 
w{ 

W 2 
W2 

WN 

\ V>N 
Ao longo da solução trivial z, = • • 

/ nu \ 

(dg) 0, A 

W i 
Ub 

= Po,a(0,A) 

\ WN 

Zj\r = 0, temos 

( wy \ 
w2 

(M),A(0, 0) 

\ WN 

( \ 
w2 

\ "'/V 

Como já vimos, (dg)0iX 6 múltiplo da identidade com os autovalores ^o(0,A) cujo 
sinal é determinado por A^0iA(0). 

Agora consideramos separadamente os ramos de soluções não triviais com simetria 
E|, Ej com 1 < j < No En. A razão de separar em casos os subgrupos E,- é que para 
estos três casos podemos decompor CN em subespaços invariantes pelas derivadas 
calculadas em pontos representativos dos subespaços de ponto fixo correspondentes 
de maneiras ligeiramente diferentes. Para cada subgrupo Ey , a decomposição ó 
garantida, pelo Teorema 1.3.10, já que (dg)\FÍXXJ comuta com Ej . 

b) Consideremos o ramo de soluções E j e (x, 0,. . ., 0) <E FixEj. Temos 

/ w, \ 

x , 0,...,0 , A ) 

W 2 

\ wN 

( í/i2, wi + (Jiz! wi + g]z,w2 + giz,w2 + ••• + g\ZN wN + (J\zN wN \ 
f)2z,W, + g2zlW\ + g2z-,W2 + g2z.2ÍU2 + . . . + g>zN V>N + g2zNWN 

\ ÍJNZ+ gNztwL + gNz2w2 + GNz2w2 + ... + gNzNwN + gN-ZNwN 

com as derivadas parciais das componentes de g avaliadas no ponto (x0 ,A). 

A expressão acima pode ser simplificada, resultando em 

/ w | \ 

x, 0, . . . , 0, A) 

Wi 
w-> 

\ wN 

( 9u, )('"'! i) \ 
PQ(X'\ X2N)'UH 

\pq(t?,...,X>»)Wn ) 
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A i g u a l d a d e glzi (xQ, A ) = glzi (rr0, A ) segue de (3 .3 .15 ) . 

A comutatividadc dc (dr/)(x,o,...,o,A) com E, nos dá uma decomposição de CN em três 
subespaços, digamos 1 0 , Vi, e V2, tais que {dg)(x<0,...fi,\){Vj) Ç Vj para j = 0,1,2. : 
consideramos 

Vó = ker(rií;)(,t. 0i j(J)A) = {(-/yy, 0, . . . , 0) : y G M} 

e tomamos 

V, /'V.rE, = {(</, 0,. . . , 0); y G R}. 

() subespaço V2 é complementar da soma dc V0 com Vu ou seja, 

V* = {(0, e C, « = 2,..., N}. 

Agora vamos estudar a estabilidade do ramo. Consideramos (Í/</)(J:,O>...)O>A)|V-V' 

«í/J(x,0,...,0,A) 

í v \ 
o 

v°y 
= 2</li2l(x, ( ) , . . . , 0, A) 

í y \ 
0 

w 
Logo, 2gi tZl (.:;;, 0 , . . . , 0, A) é um autovalor. Além disso, se consideramos a expansão 
de gi,:, {x, 0, . . . , 0, A) em torno da origem e utilizamos a equação do ramo, temos 

( / ^ M , . . . ^ ) = G J o , / t l ( 0 ) + M O ) ) : ; ; 2 . 

Logo, o sinal de gl>Zl (x, 0, . . ., 0, A) é dado pelo sinal de p0>lli (0) + p{ (0). 

Para ((///)(.,,o o,A)|\-2, temos 

/ 0 \ / 0 \ 

= p0(x-,...,x- ) 

V Z" \ / 

Assim, po(x2,. . . ,x2N) é autovalor de (dg){X)0,...fl,x)\v2. Se consideramos a expansao 
de />O(:Í'2, . . . , x2N) em torno da origem e usamos a equação do ramo, concluímos que 

Po(x2,...,x2N)~-Pl( 0) .X 2 , 

ou seja, o sinal dc p0(x2,.. . , x2N) é determinado por —p}(0)x2. Desta forma, con-
cluímos que o ramo de soluções com simetria Ei é estável se p0 /tl (0) + p i ( 0 ) < 0 e 
p,(0) > 0. 
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c) Par a E j como 1 < j < N , suponhamos que (xo-,À) ( x , . . . , x ,0, . . . ,0, A) é 

j-esima 
uma solução com (x,. 0 , . . . , 0) G FixEr 

Calculando as derivadas parciais das componentes de g no ponto (x0., A) obtemos: 

(d<j)(x o 

ÍÍUA 
W-2 

\WN 

( í/1,3, ( W l + ' « ' l ) + y\,zAW* + ™ 2 H + Wj -I- Wj) \ 
í/1,51 (''«2 + W2) + í/l ,22 (''/̂ I + w I + w;:í + «J;, -I H Wj + Wj) 

gi,Zí (Wj +Wj)+ giíZi (wi +Wi H h Wj-1 + Wj-1) 
/'U (./•'••-'. • • • ,jx2N)Wj+i 

V Po(jV2,.. ,,jx2N)wN J 
com gY ẑ  e gl<z.2 avaliados em (ar0j,A). 

De maneira análoga ao que foi feito para o caso E j , vamos decompor em subes-
paços invariantes por {dg\Xo.tx) e depois estudar a estabilidade do ramo com simetria 
E„ l<j<N. 

Os subespaços invariantes da decomposição de CN são: 

Vó = ker(dy) { X 0 j > x ) = {(iVl,.. ., i y j , 0 , . . . , 0) : yk G R, A; — ! , . . . , ] } , 

P, = FixT,j = {(•//,..., y, 0, . . . , 0) : u G R } , 

— {((),. . ., 0, Zj+Í,. . . , zN) : zk G C, A: ,. . . , N} 

V3 = R{(L-J, f , . . . . . . ,0), ( 1 , 1 - j , . . 1 , 0 , . . . ,0) , . . ., ( 1 , . . 1 - j , 1,0, . . .,0)}. 

j-és ima 

Considerando a restrição ((if/)(x0.,A)|\ r1 temos 

/ v \ 

(dfj){x0}, A) V 
o = (2g^Zl((x0pX)) + 2(j - i)ghZ2((x0p A))) 

/y\ 

y o 

V n / V o / 

ou seja, 2gl>Zl((x0j,\)) + 2(j - l)ghZ2({x0., \)) é autovalor de (dg)iXo^X)\\\• Agora, 

gltZl((x0j, A)) + ( j - l)ghZ2((x0j, A)) ^ ( m . / j O ) +p1(0))x-2 . 
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Já a restrição «(/)(,. ...,x. 0,...)0,A) |k2 nos dá pQ(jx2,..., x2N, A) como autovalor e 

PoUx2,..., x2N, A) = ~Pl(0)x2. (3.3.16) 

Da, íorma da derivada podemos ter mais informações do que somente decompor CN 

em subespaços invariantes para (dg). De fato, os j - 1 autovetores escolhidos para 
gerar 1 3 correspondem a, um único autovalor 

"2(gi,Z] ((xoP A)) - gi,Z2((x0.,X))). 

Além disso, usando a equação do ramo temos que o sinal deste autovalor é determi-
nado por 

MO). (3.3.17) 

Concluímos, por (3.3.16) e (3.3.17), que os ramos 1 < j < A, são instáveis para 
MO) ^0. 

d) Para, o ramo EN, consideramos (x,...,x, A) uma solução com (x,...,x) € FixEN. 
Então 

/ '"'i \ / fJi,Zl (w] +wi)+ gLz2 (w2 + w2 H 1- wN + wN) \ 
idfj)(. í:,...,:«•,A) i = : 

\V'N / \9l,zt ('">N + WN) + g 1 ( w I + w, H b wN..., + WN_ ,) J 

Podemos decompor C w em 3 subespaços invariantes por (díj)^% x• e a única 
diferença do item b) é que não temos o subespaço correspondente a, U . 

O núcleo é V0 = {(tyi, . . ., iyN)] yk G K}. Para o subespaço P, = F i rS /y = 
{((/,..., y): y G M} temos o autovalor 

2(gUzi ( :r , . . . ,x,\) + (N - l)gi,z.2(x,. . . , s , A)) 

cujo sinal é determinado por 

Npo,IH (0) + p\ (0). 

Para V3 = K{(1 — N, 1 , . . . , 1 ) , . . ., ( 1 , . . . , 1 — N, 1)}, o único autovalor associado a 
este subespaço é 

2(g í i Z l (x,..., x, A) - g\i2.2(x,. . . , x, A)) 

cujo sinal é determinado por 
MO). 

Conclusão: o ramo L\v é estável se Np0t(ll (0) + MO) < 0 e MO) < 0. 
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• 
Os resultados obtidos na proposição acima são resumidos na Tabela 3.1 e Tabela 3.2. /V 

partir destes resultados, obtemos os diagramas de bifurcação correspondentes às soluções 
de <j = 0, onde y 6 dada em (3.3.9) com as hipóteses de definição 

PM = 0 

e as hipóteses de não degeneração 

Po, a(0) > 0, (0) ± -jPOilH (Q), j = l,...,N e Pi (0) ± 0. 

Subgrupos Axiais Elemento cia órbita Subespaços invariantes 

E(ZÇ,{f}) (x, 0, . . . ,); x G R 
H = {{w, 0, . . . , 0), v/ £ R} 
V, = {(?/, 0, . . . , 0), y G K} 
V2 = {(0,z2,...,zN),zkeC} 

S(Zí, Cl,...,.y}) 
1 < j < N (:i\ . . . , x-, 0 , . . . , 0 ) ; i ' Ê R 

Vo = {{iyl,...,iyJ,0,...,0),yk G R} 
Vi = {(y,... ,y,i),... ,Q); y G R} 
V2 = { ( 0 , . . . , 0 , z j + ] , . . . , 2 a , ) ; 2 , G C} 

R{(1 — j , 1 , . . ., f , 0 , . . . , 0 ) , . . . . 
J ( ! , • • • , 1 - .7, 1 , 0 , . . . , ( ) ) } 

v Z:,. | 1 V}: (:r,. . . , x);x G C 

= { ( ? > Í / I , . . .,iyN),yk G R} 
l i = {{y,...,y)-,y £ M} 

R{(1 - A, 1 , . . ., 1) , . . ., 
'' '1 1 V. F [ 

Tabela 3.1: Decomposição de CN em subespaços invariantes por E(Z£, {1 ,•/}), 1 < 
J < N 

Subgrupo de isotropia Equaçao do ramo Autovalores 
O(2) l S/v Z , = • • • = zN = 0 Po, A A 

A = """" H í" r 2 + .. . 
V 0,.\ 

Po,, M + 7' I . 

-V I 

1 < j < N A = j m - " + i n z 2 + . . . 
PU,A 

JP0.IL! +P\, 

~P\, 
P\ 

\ _ 2 . 
7 Po,X 

NPo,m +P L, 
V I 

Taf)ela 3.2: Ramos e estabilidade de soluções do problema de bifurcação com simetria 
0 ( 2 ) l S/v relativamente aos seus subgrupos dc isotropia 

A Figura 3.3, Figura 3.4, Figura 3.5 e Figura 3.6 representam os diagramas em cada 
mna dessas regiões com a estabilidade das soluções e direção dos ramos. Os ramos pon-
tilhados são instáveis, enquanto que os ramos com linha cheia são estáveis. 
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Figura 3.2: Variedade de transiçao 

i+i 

Figura 3.3: Diagrama para (a, b) e Dj, 1 < j < N 

i. j : N -j+i 

Figura 3.4: Diagrama para (a,b) E Av 1 < j < N 
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Figura 3.5: Diagrama para (a, 6) G Ci 

Figura 3.6: Diagrama para (a,b) G 6V 

O nosso objetivo agora é verificar que, genericamente, o problema cie bifurcação 
/v-equivariante possui exatamente N ramos cie soluç.ocs não triviais com a simetria 

dos subgrupos axiais de 0(2)lSN. Isto é dado na Proposição 3.3.8. Antes, apresentamos 
dois lemas e uma, conjectura. 

L e m a 3.3.6 E é um, subgrupo de 'isotropia maximal de 0 ( 2 ) l SN (de Z£ l S N ) se, e 
somente se, E é um subgrupo axial de 0 ( 2 ) l S/v (de Z£ l SN). 

D e m o n s t r a ç ã o Segue diretaniente da Proposição 2.3.4 e Proposição 2.3.7. 

• 

L e m a 3 .3 .7 Seja z0 € CN e tomemos x0 G RN tal que x0 G 0 ( 2 ) l SN • zíh Se E2o é 
um subgrupo de isotropia submaximal de z0 em O (2) l SN, então EXo é um subgrupo de 
isotropia, submaximal em ZH, lSN. 

D e m o n s t r a ç ã o Seja E,0 o subgrupo de isotropia, de z0 submaximal em 0 ( 2 ) lSN. 
Então, existe E um subgrupo de isotropia tal que E,0 £ E £ 0 ( 2 ) } SN. Considerando 
:,:o = 7 ' -2o para, algum 7 e 0(2)lSN c EXo seu subgrupo de isotropia em O(2) l SN, temos 

E , ; o = 7 E 2 o 7 - J Ç 7 S 7 " 1 S/v, 

ou seja, E:,;i) é subgrupo de isotropia submaximal cm O(2) l SN. 
Agora, vamos most rar que E,,0 e 11111 subgrupo de isotropia submaximal em Z£ l S/v-

Como E,.0 é 11111 subgrupo de isotropia, submaximal em 0(2)?S j V , segue do Lema, 3.3.6 cine 
E.,0 não é subgrupo axial, ou seja, dim FixT,X0 > 1. Daí, existem pelo menos duas coorde-
nadas de ./'O =• (:I'Í,:Í'Q, • . . , x") que são distintas e não nulas; sem perda de generalidade, 
supomos que xl

(j + .r2 ^ 0. 
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Temos que 

N 

= í riE(o,..,*?,o,...,o) £ o,....o) Ç 0 ( 2 ) X S/v, 
i=i 

o que implica 

E.ro n 141 S/v £ e ( 4 i 0 0) n Z£1 s w ç 0 ( 2 ) 1 sN n Z£ x sN = z^ x sN. 

Como :r„ £ R " , então E.,:(1, E(:1;i)0 Ç Z£ ? S w . Logo, 

£ (̂x,1,,(),...,()) £ ^2 S/v, 

ou seja, E,.tl é um subgrupo de isotropia submaximal de Zí; X SN. 
• 

C o n j e c t u r a d o S u b g r u p o d e I s o t r o p i a M a x i m a l (MISC) [G]: Seja F um grupo 
de Lie compacto agindo absolutamente irredutivelmente em R ^ . Seja <j : R ^ x R RN 

11111 campo vetorial F-equivariante com (dy)0>0 = 0. Então, genericamente, cada ramo de 
soluçoes nao trivial de cj = 0 corresponde a um subgrupo de isotropia maximal. Mais 
ainda, cada subgrupo de isotropia maximal corresponde a um ramo de soluções de g = 0 
para. algum y. 

Em [G] está provado que o resultado acima vale para os grupos de Weyl W(BK), ou 
seja, o grupo das transformações do Rk da forma 

(.X'l, X-2, • • • , XK) I Y (±3.^(1), ±3^(2), . . • , ±XA(K)), 

onde o é uma permutação em S*.. Notamos que Z 2 X SN é uni grupo de Weyl W(BN). 
Usamos este fato na demonstração da Proposição 3.3.8 abaixo. 

P r o p o s i ç ã o 3.3.8 Um problema de bifurcação O(2) X SN-equivariante possui, generica-
mente, exalamcnte N ramos de soluções não triviais, a saber, as com simetrias corres-
pondentes aos N subgrupos axiais de O(2) XSN. 

D e m o n s t r a ç ã o Consideramos g : C ^ x R CN um campo vetorial O (2) X SN-
equivariante, onde g 6 da forma ( 3 . 3 . 9 ) , com z0 = (z^, . . . , z t f ) G CN e (Z0 , A) G CN x R 
solução de </, ou seja, g{z0, A) = 0. Então, existe x0 = ( x ^ , x f i ) € R N tal que 
•':o G 0 ( 2 ) X Sn ' seja, x{) pertencente à órbita de zt) pela ação de O(2) X SN. Daí, 
g(x0. A) = 0 e portanto, para f = </|RwxR, temos /(.x0, A) = 0. Notamos que / é Zíj X SN-
equivariante (ver Observação 3 . 3 .1 ) . 

Suponhamos que o subgrupo de isotropia de z0, E,(), seja não axial em 0(2)?S/v . Pelo 
Lema 3.3.G, temos que EZ(1 é submaximal em 0 ( 2 ) l S/y. Segue do Lema 3.3.7 que E.,:(1 c 
um subgrupo ile isotropia submaximal de Z£ L SN- Portanto, XQ é uma, solução do campo 
/ com subgrupo de isotropia submaximal Ea:u. Mas pelo MISC c Observação .3.3.3, segue 
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que, genericamente, um problema de bifurcação com simetria l SN possui, a menos de 
conjugação, somente N ramos de soluções não triviais com simetrias correspondentes aos 
N subgrupos de isotropia maximais de Z % l S N . 

Concluímos, juntamente com o Lema 3.3.C e a Proposição 3.3.2, que as únicas soluções 
n;io triviais do campo g estão associadas aos N subgrupos axiais de 0 ( 2 ) l SN. 



Apêndice A 

Redução de Liapunov-Schmidt 

Neste apêndice desenvolvemos a Redução de Liapunov-Sehimidt em sistemas definidos em 
espaços de dimensão infinita quando a parte linear do operador tem núcleo de dimensão 
finita. A Proposição A.0.12 nos garante uma correspondência local entre as soluções do 
sistema original com as soluções do sistema reduzido. Além disso, no caso em que o 
sistema original possui simetria, a Proposição A. 1.3 afirma que o sistema reduzido pela 
Redução de Liapunov-Schmidt preserva esta simetria. Introduzimos inicialmente alguns 
conceitos para superar as diliculdades que surgem pelo fato da dimensão ser infinita. 

Definições A.0.9 Seja 'Xe y espaços de Banaeh. Um operador limitado L : X ->• y é 
chamado Fredholm se as seguintes condições estão satisfeitas: 

i) ker L c um subespaço de dimensão finita de X. 

ii) Jm L é um subespaço fechado de y de codimensão finita. 

Se L é Fredholm, o índice de L é o inteiro 

i(L) = dim ker L — codim Im L. 

O resultado a seguir apresenta uma importante propriedade de um operador de Fred-
holm. 

Propos ição A.0 .10 Se L : X —>• y é um operador de Fredholm, então existem subespaços 
AI e N de X e y, respectivamente, tais que 

a) X = ker L ® M, b) y = N ® Im L. (A.0.1) 

Demonstração Berger[1977],§1.3F 
• 

Observação A.0 .11 Se L é um operador do Fredholm com índice zero, dim ker L = 
dim N. Em particular, se ker L = {0}, então L é vnvertível. 



Discutimos o uso dos complementos ortogonais em (A.0.1), isto é, 

(a)M = ( k e r L ) \ 

(b)iV = ( I m L ) 1 , ( A - 0 J ) 

onde para um subespaço S C V definimos 

SL = {u G \j : (u,v) = 0, para todo v G 5}. 

Para operadores diferenciais, X e y são subespaços do espaço do Hilbert L'2(Í2), onde 
Q é um domínio limitado 110 R N . Este espaço tem o produto interno: 

(u,v) = I (a.0.3) 
Jn 

Nem sempre é verdade (iue y = 5 ® Sx se S C y de dimensão infinita e 6'©,S" L = {0}. 
Contudo, esta decomposição é permitida quando 

a) S l.em dimensão finita 

b) ,9 é a imagiMii de 11111 operador diferencial elíptico. 

No caso a), a decomposição é obtida pelo processo de ortogonalização de Grani-
Schmidt. No caso b), a discussão envolve a a l t e r n a t i v a de F r e d h o l m , 

(I111 L)1 — ker L*, (A.0,1) 

onde L* é o op(>rador adjunto de L. Como consequência, temos a decomposição 

y = (Im C) 0 (Ini L ) x 

o 
í(L) = dim ker L + dim ker L*. 

Apresentamos a seguir o método da redução de Liapunov-Schmidt e discutimos cada 
passo. A Redução de Liapunov-Schmidt se aplica à linearização de operadores elípticos e 
Fredholm de índice zero. 

Seja 

í>(O,O) = O ( A - ° ' 5 ) 

uma aplicação suave entre espaços de Banach. Queremos usar a redução de Liapunov-
Schmidt para resolver 

$ ( < U , Í V ) = 0 , ( A . 0 . 0 ) 

])a,ra u o a próximos da origem. Seja L a diferencial de <5 11a origem, ou seja, 

cf>(7m,0)-cf>(0,0) 
Lu — I1111 . 

k^o h 

Assumimos que L é um operador de Fredholm de índice zero e denotamos n< = 
(n:0, íV| ,. . ., a k ) com o 0 = A e ,. . . , a k parâmetros auxiliares. 
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P a s s o 1 Decomponha X e y como 

a) X = ker L © M 

b)y = /V © Im L (A-°-7) 

Isto segue da Proposição A.0.10, pois L é um operador dc; Fredholm. 
P a s s o 2 Reescreva (A.0.6) como 

a ) £ $ ( u , a ) = 0 

b ) ( / - £ ) $ ( u , c v ) = 0 ( A ' ° - 8 ) 

o u d e E : y Im L é a projeção associada à decomposição (A.0.7b). 
P a s s o 3 Use (A.0.7a) para escrever u = v + w, onde v e ke rL e w £ Al. Aplique o 

Teorema de Função Implícita para resolver (A.O.Sa) com w como uma função de v 
e a . Isto leva a uma função W : kerL x Rk+i M tal que 

Eí>(v + ÍP('íj,ft),a) = 0. (A.0.9) 

Vamos verificar que de fato podemos aplicar o Teorema da Função Implícita. Para 
isto, consideramos a aplicação F : ker L x M x R*+1 Im L dada por 

F(v, tu, a) = E$(v + w, a ) . (A.0.10) 

A diferencial de F com respeito a w na origem é: 

E • rf$0io = E-L = L. 

Agora argumentamos que 

/- : M > lm 1. (A.0.I1) 
é inv(H'tível. No caso finito isto segue pois L restrito a M é bijetora sobre a sua 
imagem. No caso em que os espaços são de Banach, (A.0.11) é ainda bijetora, c com 
a, hipótese de que L c Fredholm temos que L é invertível. Portanto, o Teorema da 
Função Implícita, garante que (A.O.Sa) pode ser resolvida para w = lF(/;,n:). 

P a s s o 4 Defina, 0 : ker L x MA:+l N por 

</>{v, a) = ( / - + IF(v;, o:), a) . (A.0.12) 

P a s s o 5 Escolha, uma base vu.. vn para ker L e w , , . . . , v*L para (Im L) 1 . Defina 

<j : R" x RA:+1 R» por 

.%(:/;, a) = (v*, + • • • + xnvn, cr)). •• A.II. I 3 

Oomo L é Fredholin de índice zero, temos que 

d imkerL = dini(lni L)l 

v. este número 6 finito. Assim, as bases para ker L e (Im L)1- contêm o mesmo 
número de vetores. 
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Obtemos o seguinte resultado: 

P r o p o s i ç ã o A . 0 . 1 2 Se u linearização de (A.0.6) é um operador de Fredholm de índice 
zero, então soluções de (A. 0.6) estão localmente em correspondência com soluções do 
sistema 

gt(x, a) = 0, 

onde g.j. i = 1, . . ., n, é definido em (A.0.13). 

A. l A Redução de Liapunov-Schmidt com simetria 
Mostramos aqui que quando 4> em (A.0.5) é F-equivariante, V um grupo de Lie. compacto, 
então podemos eíetuar a Redução de Liapunov-Schmidt de forma que o problema reduzido 
preserve as simetrias de F do problema original. 

Seja F um grupo de Lie compacto. Dizemos que F age no espaço de Banach y se para 
cada 7 € T existe uma aplicação linear invertível /?7 : y y com a propriedade que para 
todo 7, ó £ F, 

Rlâ = RyoRg. (A. 1.14) 

Consideremos X subespaço de y invariante pela ação de T e consideremos <I> : X y uma 
aplicação que comuta com a ação de F, ou seja, 

$ ( / > > ) = Ry$(u) , V'/í £ X, V7 £ F. (A. 1.15) 

No primeiro passo da Redução de Liapunov-Schmidt devemos escolher complementares 
para certos subespaços de Banach. Quando o sistema possui simetria é importante esoo-
lhcr estes subespaços complementares tais que eles sejam F-invariantcs. Consideramos os 
seguintes fatos: 

a) F age em y 
b) 4> : X y comuta com F (A.1.16) 
c) L = (d'3?)o é uni operador diferencial elíptico. 

Mais ainda, precisamos encontrar somente os complementos T-invariantes M e TV, tais 
que 

X = ker L © M, 
y = N®lmL. ( A . l . l , ) 

L e m a A . 1 . 1 Sejam F, X, y e L como em (A.1.16). Então, 

a) L comuta com F 

b) ker L é um subespaço T-invariante de X 

c) I111 L é um subespaço T —invariante de y. 

D e m o n s t r a ç ã o 
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a) Sejam 7 £ F e u G X. Usamos a regra da cadeia para diferenciar a identidade 
í>(7v/,) = 7<I>(u) e avaliar em u = 0, obtendo (ri<I>)0 • 7 = 7 • (rM>)„, ou seja, Lj = jL. 

b) Se u G ker L, então para todo 7 G F, Lju = 7 L u = 0, ou seja, 771, G ker L, logo ker L 
é r—invariante. 

c) Se u G Ini L, ou seja, u = Lw para w G X, então 7 • u = 7 • TAU = L(7 • •«>). Fogo, I111 L 
é F —invariante. 

• 
Vimos anteriormente que se L 6 11111 operador elíptico podemos considerar os comple-

mentos (A. 1.17) 
M = ( k e r L ) \ N = (Im L)L. (A.f.18) 

Tomando o produto interno (•, •) em y r-invariante. Afirmamos que os complementos 
ortogonais (A.f.18) são F-invariantes. De fato, sejam u G ( ke rL) 1 , 7 G F e v G kerL. 
Pelo Lema A. 1.1, ker L e F-invariante; logo para qualquer v G ker L, temos 7 " ' ;; G ker L. 
Assim, 0 = ('"•, 7~1 '") = (ju, v), ou seja, ( k e r L ) x c r-invariante. Agora, consideramos 
w G Im L, com w = 7v . Daí, para qualquer u G (I111 L ) 1 , 0 = (u,v) = (u, 7 ' '•«;). P(>la, 
invariância do produto interno, (711,10) = 0. Logo, (Im L)L é P-invariante. 

O b s e r v a ç ã o A . 1.2 Se o produto interno em y não é preservado ]x>r P, podemos cons-
truir, a partir dele, 11111 produto interno que é preservado por P, pois P é um grupo de Lie 
compacto (ver Proposição 1.1.12). 

Provamos a. seguir que a simetria do sistema é preservada pela equação reduzida. 
Seja, 

$ : X X K A : + I - > y 

$ ( 0 , 0 ) = o 

uma, aplicação suave entre espaços de Banach. Queremos resolver 

$(u,o;) = 0, (A.1.19) 

muna vizinhança, da origem. Seja T um grupo de Lie compacto que age em y , e suponha-
mos <F comutando com F. Suponhamos L = (rM>)0,o um operador diferencial elíptico de 
Predholm dc; índice zero. 

A seguinte proposição focaliza a aplicação reduzida <f> obtida no passo 4. Esta versão de 
equação reduzida é mais conveniente nas análises teóricas, pois ela independe da escolha, 
das coordenadas do passo 5. Depois de demonstrar a proposição discutiremos o passo 5 e 
as propriedades de simetria de <y. 

P r o p o s i ç ã o A . 1 . 3 Na Redução dc Liapunov-Schmidt. de (A..1.19), se. M c N em (A.0.7) 
•fào subespaços V-invariantes, então a aplicação 

(J> : kerL x RK+L -» N 
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definida por (A. 0.12) comuta com a ação de F, isto é, 

0 ( 7 u , a ) = ~f(p(u, a) Vu £ kerL, V7 G F. (A. 1.20) 

D e m o n s t r a ç ã o Seja E : y Im L a projeção cora kcr E = N. Queremos que E 
comute com F. Suponhamos que u = v + w onde v € Im L e w G A. Pela, linearidade de 
E e da ação de P, 

7 • E(u) = 7 E ( v + w) = 7 - (E(v) + E(w)) = >yE(v) = yu = E{yo) = E{yu) + E{yu>) = 

E(yt> + 7 to) = E(j(v + w)) = E(ya). 

Assim, Im L é 11111 subespaço P- invar ian te . Além disso, I - E também comuta com P. 
Seja W : ker L x RA:+I M a função definida em (A.0.9). Afirmamos que 

IP(7 • v,CY) = yW(v,oc) (A.1.21) 

para, todo 7 G P. Daí, para u = v + w, com v G ker L e w G A/, 

7 • </)(<>, ÍV) = 7 ( / - E){v + \V(v, a), a) = (/ - E)(yo + \Y(yo, a), a) = </>(7 • v, a). 

Logo, (j) comuta, com P. 
Verifiquemos então a validade de (A.1.21). Para isto usamos a unicidade das soluções 

pelo Teorema da Função Implícita. Fixamos 7 £ F e definimos: 

W1(v,cv) = 1-lW(yo,cv). 

Temos que 

E${v + IP 7 ( ÍV>- ) ) = E<P( 7~ ' (7 ' Í ; + W(7U,CV))) = 7 " ' (E$(yu + W{yo,a))). 

Como (A.0.9) é válido para todo v £ kerL e ker L é F- invar iante , então 

E$(v + Wy(v, a)) = 0. 

Daí, \Vy também resolve a equação (A.O.Sa), e IP7(0,0) = 7~ 1 H / (0 ,0) = 0. Pela 
unicidade de soluções garantida pelo Teorema da Função Implícita, concluímos que 

W{yu,a) = y\V{v,a). 

D 

Finalmente, discutimos a escolha das bases para ker L e (Im L)1110 passo 5 da Redução 
de Liapunov-Sclmiidt. Seja {•«,,. . . , v n } uma base arbitrária, para ker L. Desde que F age 
linearmente 110 ker L, para cada, 7 G T, existe uma matriz 0^(7) , 11 x n, tal que 

n. 
7 ^ = (A. 1.22) 

j=i 
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Queremos escolher uma base v*l7. . ., u* de (Im L ) 1 para a mesma matriz U i j { j ) , isto é, de 
forma. <|iie 

n 

V h = Y . ° - M v r (A.l .23) 
.7 = 1 

Falamos em e sco lha cons i s t en te das bases se (A.1.22) e (A.f.23) valem simultanea-
mente. Se fazemos uma escolha consistente de bases para ker L e (Im L ) x , então a equação 
reduzida ry : R" R" vai satisfazer 

fliMl)-T, «) = A(y)rj(x,a) (A.l.24) 

onde .-1(7) é a matriz n x n { n h J ( j ) ) n x n . 
Qualquer representação pode ser decomposta na soma direta de representações irre-

dutíveis (ver Corolário 1.2.3). Agora, a aplicação linear L é um isomorfismo entre M e 
Im L. Desde que L comuta com F, L induz um isomorfismo de representações de T em X 
c y. Na verdade, as representações de Y em kerL e (Im L)1 devem ser isomorfas. Esta, 
aíiimaç.ao não é difícil para se provar quando X = y e ambos têm dimensão finita, mas 
exige mais cuidado quando a dimensão é infinita (ver [8], cap. VII, §3). Vamos definir 
"representações isomorfas". Sejam v u . . . , v n e v * , . . . , v * bases para ker L e (IM L)1, 
respectivamente. Então definimos as matrizes .4(7) como em (A.1.22) c a matriz B(7) a 
partir de 

n 
v>i = 

j=i 
Dizer que as representações são isomorfas significa que existe uma matriz invertível S 

tal que, para. todo 7 £ F, 

i? ( 7 ) = 5 - M ( 7 ) 5 . 

Portanto, por uma mudança, de base podemos sempre satisfazer (A.1.23). 
Concluímos deste apêndice que se $ é F-equivariante, então a Redução de Liapuuov-

Schmidt leva a, 11111 problema também T-equivariante, ou seja, a Redução de Liapuuov-
Schmidt preserva as simetrias do sistema original. 
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