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Resumo

Neste projeto estudamos bifurcagoes de pontos de equilibrio em sistemas de N células
acopladas que possuen um grupo de simetria “global” G ¢ cada c¢élula possui sua simetria
“interna” L, onde G ¢ um subgrupo do grupo Sy das permutagocs de N clementos ¢ £
¢ um grupo de Lic compacto. O acoplamento que consideramos ¢ invariante scgundo as
simetrias internas de cada célula; neste caso, a combinac¢io dos grupos £ ¢ G que leva
a simetria total do sistema ¢ a do grupo £ produto coroa G, £1 G, ou seja, LN + G.
Relacionamos as bifurcagoes de pontos de equilibrio gque ocorrem em sistemas acoplados
com grupo de simetria £ G as bifurcagdes com simetria £ ou G. Fazemos um aplicagio
dos resultados obtidos para um caso ndo degenerado de N células acopladas com simetria
O(2) 1 Sy. Vemos como a leoria invariante para O(2) ! Sy estd relacionada as tcorias
invariantes para os grupos O(2) e Sy. Verificamos que, a menos de conjugagio, existem
exatamente /N ramos de solugoes, a saber, as com subgrupos de isotropias axiais. Além
disso, discutimos a estabilidade das solugdes ¢ diregio dos ramos.



Abstract

In this project we study steady-state bifurcation in system of N coupled cells that
possess a “global” symmetry group G, and in which each cell possess its own “internal”
symmetry group £, where G is a subgroup of the permutation group Sy of N clements
and £ is a compact Lic group. The coupling we consider is invariant under the internal
symmetrics of cach cell and the combination of the groups £ and G leads to the total
symuuetry group given by £ wreath product G, £ G, i. e, LY + G. We relate the
steady-state bifurcations that occur in the coupled system with symmetry group £1G to
bifurcations with symmetry £ or G. We apply the results to a non-degenerate system of
N coupled cells with symumetry O(2)1Sy. We sce how the invariant theory for O(2) Sy
is related to the invariant theorics for O(2) and Sy. We check that, up to conjugacy,
there are exactly N branches, namely, those with axial subgroup. Moreover, we discuss
stability and directions of the solution branches.
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Introducao

Nos ultimos vinte ¢ cinco anos, a presenga de simetria em sistemas dinamicos tem sido
foco de atencao de virios autores. L bifurcacio de pontos de cquilibrio, simetrias
impoem fortes restricoes na forma das solugdes ¢ na maneira pela qual as bifurcagdes
ocorrem. O termo bifurcacio sec refere ao fenémeno de aparecimento de novas solugdes de
cquilibrio num sistema além da solugao trivial com a variagdo do parametro de bifurcagio.
Inictamos este trabalho apresentando a teoria geral de bhifurcagoces de pontos de cquilibrio
no contexto com simetria seguindo [10]. Mais precisamente, considerando um grupo de
Lie compacto [' agindo em um espago vetorial V', estudamos pontos de equilibrio de um
sistema, do tipo

&4 gle,A) =0 (0.0.1)
com a variagao do parametro A € R, onde g : V xR — V' é uma aplicacao ['-equivariante
(ou com grupo de simetria 1Y), sto ¢,

vo(z, A) = g(vz, A), Vz eV, Vyel. (0.0.2)

Neste contexto, duas definicoes bésicas sdo as de um subgrupo de isotropia de um elemento
z € V e a de um subespago de ponto fixo de um subgrupo £: Dado x € V', o subgrupo
de isotropia de z, denotado por £y, ¢ delinido como

Y, ={oelou=u}
O subespaco de ponto fixo de ¥, denotado por FixX, ¢ definido como
Fig(X)={veV:icv=vVocZ

No contexto com simetria a questao fundamental é: Para g como em (0.0.2), para quais
subgrupos £ de ' devemos esperar encontrar ramos de solugdes de equilibrio de (0.0.1)
tendo ¥ como scu grupo de simetrias? Pensamos no grupo total de simetria I' da solugao
trivial se quebrando para o subgrupo ¥ de simetrias de um novo ramo de solugoes nao
triviais. Em outras palavras, ganhamos novas solugdes embora com menos sinetria que
as originais. Este processo é chamado quebra espontdnca de simetria. O Lema dos Ramos
Equivariantes responde a questao acima, garantindo que, genericamente, para cada sub-
grupo de isotropia ¥ com dim FizE¥ = 1, chamados subgrupos axials, existe ui arnico

ramo de solugdes tal que o grupo de simetria de cada solugdo neste ramo ¢ .
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Mais recentemente, tem havido um aumento de interesse no estudo de bifurcacdes em
sistemas de “células” acopladas, por exemplo, um conjunto de osciladores acoplados. O
objetivo deste trabalho ¢ estudar bifurcacio de pontos de equilibrio em tais sistemas 1o
contexto com simetria. Em geral, uma célula cm tais sistemas ¢ representada por uma
cquagdo diferencial ' = f(z), definida num espago vetorial V de dimensio finita, com a
hipotese de existéncia de um ponto de equilibrio, por exemplo z = 0, ou seja, f(0) = 0.
Um sistema de N células idénticas acopladas ¢ um sistema de equacoes diferenciais e
V¥ da forma

— b

af = flay) +gilan, .. zn), 1<j<N

com g;j{x) = 0sca, =0 parai # jecgi(w) =0, s¢0; = 0. As [uncdes g;'s dao o
acoplamento entre a célula j com as demais células dos sistema.

Uma forma de construir um sistema de células acopladas e que tem sido tratada recen-
temente por vdrios autores ¢ assumir simetrias “internas” (para as células individuais) e
unpor restrigoes de simetrias “globais” nas funges de acoplamento. Vamos descrever em
mais detalhes a scguir: Quando tais células sdo idénticas, as simetrias globais induzidas
no sistema de cquagoes diferenciais associado (4] dependem da forma exata de acopla-
mento. Por exemplo, um sistema de N células acopladas num ancl [9] possui simetria
do grupo diedral Dy, grupo de simetrias do poligono regular de N lados. Qutro padrdo
¢ o acoplamento do tipo duas a duas, onde cada célula ¢ acoplada a qualquer outra do
sistema, induzindo neste sistema as simetrias do grupo Sy, grupo das permutacoes de NV
elementos. Estas simetrias induzidas pelo padrao de acoplamento sdo as chamadas sime-
trias globais do problema. O grupo das simetrias globals ¢ sempre um subgrupo G de Sy.
Um outro conjunto de simetrias para as células acopladas tem sido considerado mais re-
centemente; ele ocorre quando as equagdes diferenciais que governam a dindimica em cada,
célula tém suas proprias simetrias. Isto ocorre, por exemplo, quando cada célula ¢ vista
como um objeto geométrico com certas simetrias - como umn disco circular - ¢ a dindmica
em cada célula ¢ governada por equacoes diferencials invariantes por estas simetrias. Um
outro exemplo comum ¢ um conjunto de osciladores de Van der Pol acoplados, cada um
dos quais possui a simetria da reflexio (z,y) — (—2,v), onde (z,y) sio as varidveis de
estado de um dos osciladores. Estas simetrias sao chamadas simetrias internas do sistema,
que denotamos abaixo por £.

Quando tais sistemas dependent de um parametro, a lorma como pontos de equilibrio
bifurcam com a variacio deste pardmetro depende tanto das simnetrias globais quanto
das simetrias internas. Um fato sutil nesta discussdo ¢ que o grupo total de simetrias do
problema depende da forma exata do acoplamento. Embora em qualquer sistemna acoplado
o grupo ¢ obtido a partir de G ¢ £, a forma como estes grupos combinam também depende
da forma de acoplamento. IExistem dois tipos naturais de acoplamento que levam a dois
grupos distintos. Ent um deles, o acoplamento ¢ invariante segundo qualquer simetria
interna de cada célula ¢ consiste do grupo “produto coroa” £1¢. No segundo tipo, as
simetrias internas devem ser aplicadas a todas as células simultaucamente ¢ consiste, neste
caso, do produto direto £ x G. Neste projeto tratanos do primeiro tipo de acoplamento.
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Relacionamos neste trabalho as bifurcagoes de pontos de equilibrio que ocorrem em sis-
temas acoplados com grupo de simetria £1G as bilurcagoes de problemas £-cquivariantes
e problemas G-cquivariantes seguindo os resultados obtidos em [4]. Esta correspondéncia
organiza o problema, reduzindo-o a questoes mais siuiples cuias respostas siao obtidas de
resultados conhecidos, Fazemos uma aplicagio ao estudo de existéncia ¢ estabilidade de
pontos de equilibrio para um problema particular de osciladores acoplados com simetria
do grupo O(2):Sy.

No Capitulo 1, tratamos da teoria de grupos. Introduzimos a idéia de um grupo de Lic
compacto [, nogoes ¢ propriedades de agiao ¢ represeutacio de T num espaco vetorial V.
Descrevemos exemplos fundamentais como o grupo ortogonal O(N), o grupo do circulo 8,
o grupo diedral Dy, o grupo das permutagdes Sy ¢ o grupo “produto coroa” juntamente
com suas agoes. Com a definigao de integral de Haar mostramos que podemos identificar
um grupo de Lie compacto I com um subgrupo de O(N). Descrevemos a decomposicio de
uma dada representagdo em representagoes mais simples, chamadas representacdes irre-
dutiveis. Neste capitulo, discutimos a teoria basica de bifurcacio equivariante e tratamos
das nogdes de uma aplicagio g : V x R — V ['—cquivariante, uma funcio [V x R > R
['—invariante, subgrupos de isotropia ¢ bifurcacdes com quebra espontanea de simetria.
Apresentamos também um dos resultados mais importantes antes desta teoria, o Lema
dos Ramos Equivariantes. Para finalizar o capitulo, discutimos estabilidade de pontos de
equilibrio em sistemas cquivariantes.

No Capitulo 2, apresentamos resultados sobre o tema principal, isto ¢, bifurcac¢io de
pontos de equilibrio em sistemas de equagdes diferenciais ordindrias de N células idénticas
acopladas. Consideramos este sistema com presenga de simetria global G ¢ interna £, com
0 acoplamento invariante segundo clenentos de £ ¢ que leva & simetria do tipo produto
coroa de L ¢ G, £1G. Caracterizamos os subgrupos de isotropia de £1G ¢ descrevemos os
subgrupos axiais ¢ maximais. Os resultados obtidos foram aplicados aos casos das acoces
de O(2):Dy; e O(2) ! Dy no plano.

No Capitulo 3, fazemos uma aplicagao da teoria apresentada nos capitulos anteriores
para cstudar bifurcagdes de pontos de equilibrio para um sistema de N células idénticas
acopladas com simetria O(2)? Sy em V = CV onde V' & uma representagao O(2) 0 Sy-
absolutamente rredutivel. Obtemos a forma geral de um campo vetorial g 0V x R — V
O(2) 1S y-cquivariante a um pardmetro de bifurcagio. Mostramos como a teoria invariante
para O(2) ! Sy estd relacionada as teorias invariantes para os grupos O(2) e G, onde G
¢ um subgrupo de Sy. Descrevemos os ramos de solugdes (z, A) para g(z, A) = 0 vindos
do Lema dos Rainos Equivariantes ¢ verificamos que, a menos de conjugacio, existem
exatamente NV desses ramos.

Finalmente, no Apéndice A desenvolvemos a Reducao de Liapunov-Schimidt em sis-
temas definidos em espagos de dimensao infinita quando a parte linear do operador tem
utcleo de dimensao finita. Ista redugao estabelece uma correspondéncia local entre as
solugoes do sistema original com as solugoes do sistema reduzido. Aldim disso, no caso cm
que o sistema original possui simetria mostramos que o sistema reduzido pela Redugao

vil



de Liapunov-Schimidt preserva esta simetria.
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Capitulo 1

Preliminares tedricas

A 1déia principal deste trabalho envolve bifurcagio de pontos de equilibrio em sistermnas
com simetria. Uma simetria de um sistema definido num conjunto X ¢ uma transformacio
de A que prescrva algumas estruturas particulares deste sistema. Nos nossos estudos X
¢ wn espago vetorial de dimensao finita, as transformagoes sio aplicacoes lincares em X,
¢ a estrutura a ser preservada ¢ umn problema de bifurcagao particular.

1.1 Teoria de grupos

No estudo de problemas com simetria, a teovia de grupos ¢ indispensdvel. A seguir
apresentamos alguns fatos sobre grupos de Lic.

1.1.1 Grupos de Lie
Para definirmos grupo de Lie apresentamos algumas definicoes.
Definigoes 1.1.1 Uma parametrizacdo n—dimensional de win conjunio X C R? ¢
uma aplicagdo suave (C*) ¢ : V. = R com V. C R* aberto tal que ¢(V) = X ¢ a
aplicacio ¢ : V — X ¢ wm difcomorfismo, ou scju, ¢ -V — X ¢ uma bijecio ¢ ¢ ¢ ¢~}
840 suaves.

Suponhamos Y C R* ¢ w € Y. Ume vizinhanga relativamente aberta de z ¢m Y
¢ um conjunto da forma UNY com U C R* wm conjunto aberto com x € U.

Chamamos N C R* uma variedade suave de dimensdo n quando todo ponto
z € N tem uma vizinhanga relativamente aberta U OY admitindo uma parametrizagdo
n-dimensional ¢ 'V — RF.

Agora introduzimos a nossa defini¢do de maior interesse.

Definigao 1.1.2 Ui grupo de Lie ¢ wm grupo G que € wima varicdude suave tul que as

operagoes de mulliplicagao G X G — G ¢ wnwersao G — G sao aplicagoes suaves.



1.1 Teoria dec grupos 7 2

O grupo lincar GL(n) das matrizes n x 7 inversiveis ¢ um grupo de Lic. De fato, como
o grupo GL(n) ¢ um subconjunto aberto do espaco das matrizes n x 7, eutio GL(n) ¢
uma varicdade suave. Agora, multiplicagiio de matrizes n x 7 ¢ uma aplicacio polinomial,
¢ certamente suave, ¢ assim a restrigao da multiplicacio ao grupo GL(n) tanmbdéin é suave.
Comio todas as matrizes de GL(7) possuem determinante diferente de zero, entiio todas
tém inversa e assii a aplicacao inversa também ¢ suave.

Definigao 1.1.3 Grupo de Lie lincar ¢ um subgrapo I' C GL(n) feclado.

Nos nossos estudos precismmnos que I' seja wm grupo de Lie. Para nossos propositos,
consideramos um grupo de Lic como um subgrupo fechado T de GL(n), que pela Definicio
1.1.3 estes sao0 os grupos de Lie linear ¢ para o termo grupo de Lic ¢ dada wma definicio
mais geral, Defini¢do 1.1.2. Entretanto, existe uni teorema (ver Bourbaki [1960]) que
afirma que todo grupo de Lie compacto no sentido geral ¢ topologicamente isomorfo a um
grupo de Lic lincar. Identificando o espago das matrizes 1 X 7 com o espaco topoldgico
R™ podemos falar das propriedades topoldgicas do grupo de Lic. im particular, dizemos
que um grupo de Lic I' ¢ umn subconjunto fechado de GL(n) ¢ também um subgrupo.

As vezes nos referimos a certos grupos como grupos de Lic, mas que na verdade sao
subgrupos isomorfos a algum subgrupo do GL(n). Por exemplo, nos referimos ao grupo
com dois elementos Z, = {1, —1} como sendo umn grupo de Lie e a maneira mais correta
seria Zp = {1, -1} isomorlo ao grupo de Lie {I,,,—/,} C GL(n), onde 7, ¢ a matriz
identidade n x n.

Apresentamos a scguir alguns exemplos de grupos de Lie.

Exemplos 1.1.4 1. O grupo ortogonal O(n) consiste de todus as matrizes, A, n x n
tal que

AAL = 1,

onde A' € a malriz transposta de A, isto ¢,

O(n) ={A e GL(n); AA' = 1,}.

2.0 grupo especial ortogonael SO(n) consiste de todus as matrizes A € O(n) lal que
det A =1:
SO(n) = {A c On);det A =1} € O(n) € GL(n).

Este grupo é chamado de grupo das rotacoes em R Em particular, SO(2) consiste

dus rotacoes 1o plano

senf) cosd

At — sen ¢
R, - ( cos —senf ) ' (1.1.1)

Desta mnancira, podemos wdentficar SO(2) com o grupo ciclico S°, onde « identi-

Jicugao ¢ dada pela aplicagao:
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2l

send  cosf

Ry = ( costl -send ) .

O grupo O(2) ¢ gerado por SO(2) junlamentc com o reflexio

5= (é _01 ) (1.1.2)

Seja Z,, o grupo ciclico de ordem n. Podemos wdentificar Z, com o grupo das
matrizes de rolagdo 2 X 2 geradas por Ryqjy,.

O grupo diedral D,, de ordem 2n € gerado pelo grupo Z,, ¢ um elemento de ordem 2
que nao comuta com L, Identificarnos D, com o grupo gerado pelas malrizes Rawjn
e pela reflezao de (1.1.2). Geometricamente, D, ¢ o grupo de simetrias do poligono
regular de n lados, enquanto Z,, ¢ o subgrupo dus rotucdes simétricas.

Todo grupo finito ¢ isomorfo a um grupo de Lie.

P > PN g e —_ i | N Lo . ;
O toro de dimensdo n, T" = 8 x 8" x ... x S' ¢ isomorfo a um grupo de Lie,
h

H—LCILS

com o isomorfismo que leva 0 = (0y,---,0,) € T" & maelriz

RByy O - 0
0 Ry - 0O
. : ¢ GL(2n).
0 0 - Ry

R™ € isomorfo ao grupo de Lie das matrizes da forma

1 ey ap -+ @,
a1 0 -~ 0
00 1 - 0 | cGLn+1),
oo 0 --- 1

ondeca; €R, parai=1,...,n.

Vimos que um dado grupo abstrato pode ser representado de varias maneiras como

grupo de matrizes. A questdo que surge ¢ quando dois grupos de matrizes que sdo

isomorfos como subgrupos abstratos sao cousiderados cssencialmente os mesmos? Esta

uestao leva diretamete a teoria de representacao a seguir.
[l

2 7 ’ . - . Ve .
Temos que R™ ¢ um espaco topoldgico, logo podemos falar das propriedades topolégicas

bem como das algébricas de um grupo de Lie. Em particular, dizemos que um grupo de

. p . ) . o 2 ,
Lie I' é compacto ou conexo se cle ¢ compacto ou conexo como subconjunto de R* . Dal,

[’ ¢ um grupo de Lie compacto se, ¢ somente se, as entradas das matrizes que definem

[ sdo limitadas, isto porque jd temos, por definicao, que I° ¢ fechado. Segue que O(n),

SO(n), T" e os grupos finitos sdo exemplos de grupos de Lie compactos.
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1.1.2 Representacao e acao

1 T =Y - ’ - . -~ » - . e
Seja I um grupo de Lic ¢ V' oum espago vetorial real de dimensiao finita. Dizemos que I

age linearmente em Vose existe wna aplicacio continua, a acio de I em V),

tal que

a) para cada v € I a aplicacio

Py Vo= |5

v (1.1.4)
oo vy = YU
¢ lincar
b) se v, v € [ entdo
v (e e) = () - v (1.1.5)

A aplicagdo p que leva v em p, € GL{V) ¢ chanada wna representagao de I ein V),
onde GL(V) denota o conjunto das transformagoes lineares invertiveis de Voem V. Nas
proximas scgoes omitimos o ponto da operacio escrevendo v no lugar de v - v, Como
exemplo, temos a agao do grupo ciclico S' no espaco vetorial € = R? dada por

~ | /
S*xC -» C

(0,z) — 0-z=¢"Y2 (1.1.6)

Neste exemplo, a lincaridade de {1.1.4) segue Imediatamente da definigao (1.1.6). Va-
mos verificar que vale (1.1.5). Para 0,6, ¢ S',

01 . (Hz . 2) — 91 R ((:L()EZ\I — C:‘,(u(_:-.-.(lgz — {Ilr{()l Ix’."‘z,I;y = (()1 - ()2) -

/

- . [ T > o 1
onde + denota o “produto” no grupo S'. Desta agio surge uma representacao p de S

onde py ¢ a matriz de rotagao

cosf) —send
sen . cosd

Apesar dos conceltos de acdo ¢ representacao serenn essencialmente os mesmos cles
possucin uma pequena diferenca no ponto de vista, ou seja, wina acao diz como ui cle-
mento v do grupo transforma um dado clermento ¢ G V), enquanto que ullla representagao
diz como que v transforma o espago todo V. Uma agao de wm grupo 1 e w espago
vetorial V' pode ser definida especificando-se {1.1.3) somente para os geradores de IT'. Fsta

acao ¢ consistente no sentido de que (1.1.9) estd sauisleita.
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Exenmplos 1.1.5 I Todo grupo de Lic limear T ¢ wne grapo de omatrizes em GL(n)
para alywm o WO Como ol U bewn wina acio natural e Vo = R dada pela

nmltiplicacdao wsuwal dewnie mialvis i< o por win velor x|

2o Todo grapo U tem wime wgdo trivial em Vo= K" definida por

Nesie caso. dizemmos que U age brosalinende om V.

S Pura todo mileoo oo grupy ciclico S* Lo wana acdo e Vo — C delinada por
ity , ; !
S < (] 1 H)
S e S L
Nolamos gue se IV O Lemos a acac tresial do dbem anderior o se W i Lomos o
! 8

agao (116},

4. Cada acio de ST 2 SO definida por (1.1.7) ¢ estendida a wna acao de O(2) cm

Al -
RS 18 r‘().'l,h'{.(/.rr:."(1I/J,u.s'
Woez=7, (1.1.8)

onde v ¢ o veflevao (101.2).

Ty

Todo grupo de Lic T C GL(n) age no espaco das malrizes 1 x n por senelhanca
S R R

0. O grupo dus permatacocs dos clementos do congunio {1,2,--+ o}, I'='8,,, aye v

R pela wcao
R :'l’u.J - ('\'l'{) "'_"‘1'1’0'_[('.’.)?“. '.'I'rT'J(I!)_).‘ (ll‘J)
onde o e (opoan, - o) O R

Verificamos que (1.1.9) define uma acao. Sejam 0,7 € S,,, X = (e, oy, C R e

Yo TN = L gy e ) C IR

(TN =Y = W (1 Y W2y Yo ten) T
(llfr—-lo—l(l); -17-7*‘(7*‘{2;a A S 1(.,,;,) — (J.’i“.,,r;--J{]-}?.‘I..'(U,;)—l(z)._ Cey -'1-7(0-.")—"(-”',‘-) — (()’1’) - -\

Esta agao ¢ lundamental no proximo capitulo, pols ela ¢ usada na definigio da agio

do produto coroa.
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Definigao 1.1.6 Scjum V ¢ W espagos velorviais de dimensio n e T wm grupo de Lie
agindo e Ve W. Dizemos que csbas agoes sio wsomorfus, ou que os espucos Voe W sdo
0 ; ) > ] J ):l-‘t P TE ,‘) . -.n.. N . S . X7 ,
P-isomorfos, se cuiste um isomorfisino lincar A -V — W que comuta com todo clemento
de Iy asto ¢,

Aly o) =y () (1.1.10)

pura todo v € V ey e I

Notamos que a acao de 4 do lado esquerdo de (1.L1.10) ¢ eV, enquanto qite do lado
diveito ¢ em W

15 ficil estender estas iddias para o caso onde M age e Ve un outro grupo A, isomorlo
a I, age em W Por exemplo, a agio ( LT L ES) de O(2) parios inleiros N ¢ — K sio
somorlas. De [ato, denote as duas agoes pelos sinbolos - ¢ . Defina A(z) = Z. Entao
para ¥ € SO(2) ¢ & a rellexao (1.1.2) temos:

Ay z) = AN 2) = o R0 = 7% = T4 (2) =y x (A(2))

A 2)=AR) =Z =2 =n+7 =~ r+ Al2).

Da mesma maneira, os grupos SO(2) ¢ S' sio isomorfos ¢ a agio (1.1.7) de S* em
Ceom A =1 ¢ isomorfa & acaov padriao do SO(2) delinida no item 1) do exemplo anterior.

Definimos a seguir o principal grmpo do nosso traballio, o grupo produto coroa ¢ a sua
acdo em V" onde Vo= RY para algam & € N.
Definigao 1.1.7 Scjumn K ¢ G grupos ¢ a aplicagio o — v, wn homormofismo de G
no grupo dos automorfisinos ANK) de K. Enido o conjunto de todos os pares ordenados

(k,0), ke K eo e, formawm grupo, o produto semi-direto de K ¢ G, denotado por
K+G, com a operacao de mulliplicacao

(hyo) (K 0") = (hu, (M), aa").
Definigdo 1.1.8 Dados wm grupo £ ¢ win subgrupo G do grupo S, dus permulagoes, o
produto coroa de L ¢ G ¢ o produto semi-direto de L% ¢ G, denotado por £1G.

Observagao 1.1.9 O produto coron £01G ¢ um grupo gerado por £% ¢ G, A seguir
apresentamos a estrutura do grupo produto coroa ¢ sua agao em V',

Scja V =R A acao do grupo produto coroa £2:G em V* ¢ dado por:

(o) (epyag, - ) = (L, iy, Lyvg—igoys - hitg=100). (1.1.11)

As permutacoes agem nalurahmente em [ € £ por

;

7 - [ — [_lu' TR ‘h’.l(ﬂ,))'

Listes sao os antomortismos da Delinicio 117, O grapo produto coroa ¢ de fato uny grupo
COMNL Q4 OPeracao

(J,7)(l,0) = (h{l), 7).
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1.1.3 Integragao invariante

seja ' um grupo de Lie compacto de GL(#2). Usando integral de Haear, que definimos a
seguir, identificamos ' com mm subgrupo ortogonal do grupo O(n). Este tipo de inte-
gragao ¢ invariante sob translacio por clementos de T

Definigao 1.1.10 Dada f: T — R uma fungdo conlinua a valores reais, a operacio

| / iel‘ T ()

i) (Lincaridade) [ (A + pg) = A Jo /A ufiyg, pare f,g: L — R continuas ¢ A, 1 € R,

0l

¢ wne integral em 1N s

iif) (Positividade) Se f(v) = 0 e v € I qualquer, euldo /=0
E wma integral de Haar se aldm de i) o i) também tem a propricdade
iii) (Invaridncia por translagiao) J')‘Cl‘ J(v0) = J%l.j(ﬁ,') para todo 0 C T fizado.

Se [' ¢ um grupo de Lie compacto, entao 1M ¢ limitado, logo [,.1 ¢ finito, Dali, podemos
sempre assumir que a integral de Haar satisfay fqlgl\ 1 =1, o que nos permite considerar
a integral de Haar normalizada.

Exemplo 1.1.11 Seja I' um grupo de Lie finito de ordem |T'|. Entdo a integral de Haar
normalizada em I ¢
el
vCl

Proposigao 1.1.12 Scjaum T um grupo de Lie compacto agindo cm um espago velorial
n-dvmensional 'V, py w aplicagdao linecar e GL(V) associada a v € 1. Inldo cxisle wm
produlo escalar em V' tal que, q'ua[(;'uc?‘ que scjoy € 1) a mabriz p, nume base ortonormal

de V¢ ortogonal, isto ¢, Py gt L

Demonstragao Seja () um produto cscalar em V. Definimos

(v, ur)yp 1— /<[J7U,[J~r.'{u>. (1.1.12)
J1

Scgue da lincaridade ¢ da positividade da integral de Haar que (1.1.12) ¢ um produto
iterno. Fste produto interno ¢ invariante sob U pela Invariancia por translagio da integral
de Haar. De fato, para v,w € V e, 8 € T temos

(/) i, /) H) /(/’:i /l 1 ,/} /})[f) /(;’JJT?, ﬂ‘i'm} = (-[JE'[II>|‘,
\w-/ I

o "}IU
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Para {0y, by, - ,b,} base ortonormal de V' relativamente ao produto interno {, )y, consi-
deramnos que ps ¢ a matriz que representa p(8) nessa base. Entio, psb; € ai-ésinia coluna
de ps. Além disso, (pshy, psbhr = (b, by = 0;;. Portanto, ps - ph = 1d,, .

]

Observagao 1.1.13 Pcla proposicio anterior podemos identificar prupos de Lie com-
pactos em GL(n) com subgrupos techados de O(n).

1.2 Irredutibilidade

Nesta seqao apresentamos um resultado que decompde a representacio de um grupo de Lie
cotpacto I em soma direta de representagoes mais siiples, ue chamamos irredutiveis.
Além disso, garantimos que esta decomposicio sempre existe ¢ apresentanos um exemplo

que mostra que e geral esta decomposicao nio é Unica.

1.2.1 Definicoes basicas e exemplos
Seja I um grupo de Lie compacto agindo linearmente no espaco vetorial V7.

Definigoes 1.2.1 Lo Um subespago W C V¢ chamado T-invariante se v € W para
quolquer v € I' e € 1V

2. Uma representagdao ou agdo de T em V€ dita irredutivel se os dnicos subcspacos

U-invarientes de Vo sdo os triviais, isto €, {0y} e V.

3. Um subespago W C V' é dito T~ irredutivel {ou irredutivel se estd claro que o grupo
¢ ') se W ¢ U-invariante ¢ a agdo de T' em W é irredulivel.

Como exemplo de agdes irredutivels consideramos as agoes de SO(2) e de O(2) sobre o
espago vetorial R? = € definidas no Exemplo 1.1.5, para ¥ #£ 4.

Uma das propriedades fundamentais das agoes dos grupos de Lic compactos é que
subespacos lnvariantes sempre tém complemento invariante.

Proposicao 1.2.2 Seja I' wm grupo de Lie compacto agindo no espuco vetorial V. Seja
W CV wm subespaco U-invariante. Enido eziste um subespago complementar I-invariante
2 CV de W tal que

V=WaelLl
Demonstracao Pela Proposigao 1.1.12 existe um produto interno D-invariante, (),
em V. Scja Z = W' = {v e V;{v,w) = 0,V ¢ W}. Como o produto interno é

[-invariante envao Vy € I', v € WL ¢ w € 1V,

{(yo, wir = {v, v w)yp = 0,
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ousecja, yv € W Vy e 'cv € W=, Portanto, Z — WL c V ¢ um subespago tnvariante
¢ W possui um subespaco complementar invariante.

tJ

Segue dirctamente desta proposicio que toda representagao de um grupo de Lie pode

ser escrita como soma direta de subespacos irredutiveis. Fsta decomposi¢ao do espaco em

que o grupo estd agindo ¢ em um certo sentido andloga A diagonalizacio de matrizes, que

também ¢ feita com o proposito de simplificacao dos caleulos.

Coroldrio 1.2.3 (Teorema da Redutibilidade Completa) Seja U wm grupo de Lie com-

pacto agindo em V. Dntdo cxistem subespagos U-ivredutiveis ViV, - - Ve de Volais que
V=Viaol,o oV, (1.2. 13)
Demonstragio Podenos assumir ¥ onao uulo. Bntdo existe um subespaco T-

invariante; considere 1 o subespago nio vazio de menor dimensio e T-invariante. Pela
Proposicao 1.1.12 existe um subespaco Z €V -invariante ¢ complementar de V).
Repetindo o processo em Z obtemos um subespaco V, €V Deinvariante. Como V&
um espago vetorial de dimensao finita, entdo o processo deve parar permitindo encontrar
a decomposicao (1.2.13).
U
Os exemplos a seguir ilustram decomposicdes de espagos vetoriais sob a acio de certos
Brupos.

Exemplos 1.2.4 1. Consideremos a agio do O(2) em R® como seque. Sejo 8 € SO(2)
agindo em R* por rotagio de 20 no plano-(x,y) ¢ deizando o cizo-z fizado, isto é,
definimos

0 (x,y,2) = (xcos(20) — ysen(20), vsen(20) + ycos(20), 2).

Considere a reflexio k € O(2) agindo em R por:

ke (o, ) = (o, —y, —2).
Podemos decompor o espago Vocomo Vi d VY, onde Vi = {0, y,0), 0,y € R} e V) =
{(0,0,2);2 C R} Temos que V) e Vy sdo Q) —irreduliveis, ou seja, invariantes ¢
O(2) age irreduliwclnente neles.
2. Liste wma agdo wredulivel padrdo de O(3) no espago vetorial Vo das matrizes
sunétricas 3 X 3 com traco zero. Tais matrizes tém o forma
a b ¢

b d ¢
e (@ t o)

eV otem dimensao 5. Consideramos o agdo de O(3) em Voopor semelhanca:

oB)xV — V
(v,4) = gl = Aty
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para qualquer v € O3) ¢ A C V. Como O(2) C O3), idenlificarmos & € O2) com

-t
510 ) €0
0 01
Tomando O(2) desta maneira em O(3) podemos olhar para O(2) agindo em V. Ve-
a b0 0 0 ¢
rificarnos entdo que V) = b —a 0] :a,beRy. V), = 0 0 d]:e.deR
0o 0 0 ¢ d 0
a 0 0
V= 0 a 0 |ia€ Xy sio O2)-irredutiveis.
0 0 2a

V=V d b e

Em geral, a decomposicao de 1V oem (1.2.13) nao ¢ duica. Na proxinia subse¢iao eutendemos
a origem desta nao unicidade ¢ encontramos condi¢oes para que wma decomposicao do

tipo (1.2.13) seja tnica. O exemplo a seguir mostra esta nao unicidade da decomposicao.

Exemplo 1.2.5 Scja V' = My(R). Consideramos a acao de SO(2) em Vo opela multi-
plicagio de matrizes pela esquerda, isto ¢, 8 € SO(2) e 4 € V),

Para V| = {( ({j 8 ) v, h C R} eV, = {( 8 ((j ) v d € R}, temos que Vo=V, @&V,

. . -y L : . 8¢ ¢
e que Ve Vs sdo SO(2)-irredutiveis. Mas se consideramos V) = { ( 3/ :/ ) ENTES R},
O 5

temnos V) também SO(2)-trredutivel. ¢ V=V @ V5.
1.2.2 Decomposigao isotipica

Apresentamos aqui um resultado que garante a unicidade de uma decomposigao do tipo

(1.2.13).
Teorema 1.2.6 Scjo I' wm grupo de Lie compacto agindo ¢ V.

a) A menos de U-isomorfisimo, criste wmn nidmero finito de subespagos distintos de V-

I-irredutiveis. Denotamos por U Uy oo U

b) Defina Wy como sendo a soma de todos os subespagos W T-irvedutiveis de Vo tal que

W é T-isomorfo a Uy. Lnldo,

Ve W,g. - (1.2.14)
Definicdo 1.2.7 Os subespugos Wy sdo chamados componentes isotipicas de V' do

\

tipo Uy pura o acao de 'l
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A observagao a seguir justifica por que os subespacos Wy, sdo chamados componentes

sotipicas ¢ mostra a unicidade da decomposicao (1.2.14).

Observacao 1.2.8 Por construgao, a decomposicio isotipica (1.2.14) ¢ vinica. De fato.
suponlianos que exista uma outra decomposicao do tipo (1.2.14), V= X & Nod -\,
onde cada X ¢ a soma de todos os subespacos X < 1 D-irredutivels com N 1-isomorfo
a U Como temos somente { U; s entio s = ¢ e, além disso. pela propria definicio, segue
que Ny =, portanto X | B o @ - - @ Xe=Wiasld @,

Corolario 1.2.9 a) Se W < V ¢ iredutivel entdo W C 1V, pare win dnico k.

b) Scja I' wm grupo de Lic compucto agindo em V. Seja V =V, @V, @@V, wna de-
composicao de Vo e somna diveta de subespagos U-irredutiveis. Se us representacocs
de I em Vi sdo todus distintas (ndo T-isomorfas) entio os dnicos subespacos nao

nulos U-irreduliveis de Vosdo Vi, Vy, -+, V.
Demonstracao

a) Sabemos pelo item a) do Teorema 1.2.6 que existe somente um mhnero finito de
subespagos -irredutivels nao isomorfos que denotamos por U, -+, Uy Suponhamos
que B¢ Peisomorfo a U ¢ U, @ £ §. Entdo, existem isomorfismos AW = U e
Ao W= U tais que, para v € T, Ailyw) = A (w) ¢ 4;(yw) = ~.1,(w). Desde
que sy ¢ um isomorfismo temos que A; o ,4;1 s U = Uy é umisomorfisimo, o que ¢

uma contradicao. Portanto, W estd contido em um tnico M.

b) Consideramos as compounentes isotipicas Wy de V7. Como cada V; é D-irredutivel, entio
Vi C W pawa algum k. Se V, ¢ 1, e Vi Wy, para e 5 5 C{1,2, - | s} entao, V
¢ 15 sao isomorfos a Uy absurdo, pois, temos por hip6tese que as representacoes
de ' nos 1's sdo todas distintas.  Logo, Vi = Wy para algun k. Se 1V £ 0 ¢
um subespago -irredutivel de ¥V, por a) segue que W < 1, para algum I, mas

Vi = 1 para algum 4 e Vi ¢ T-irvedutivel. Dali, 11" = o
LJ

Os lemas a seguir foram usados para demonstrar o ‘Teorema 1.2.6.

Lema 1.2.10 Seju I' win grupo de Lie compacto agindo no espaco velovial W Suponha
J grup 1 g 1

W = Z [,

onde cada Uy ¢ um subespago U-invariante T-isomorfo a U por alyuima representacao

(e

wredutivel fiva de U, Entdo lodo subespuco T-irredulivel de W ¢é [C-isomorfo o U

Observagao 1.2.11 Devido a nao unicidade, un subespaco C-irvedutivel de W pode nao
ser um dos Up’s. O lema diz que, desde que todos os 17, ’s sio -isomorfos, todo subespaco

de W ¢ Iisomorfo a algum U,
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Demonstragao (Lema 1.2.10)
Na mancira como o lema estd enunciado, o conjunto dos indices « pode ser infinito.

Isto nao representa win aumento na generalidade se primeiro mostrarinos que
W=U,®U,® - OU,, (1.2.15)

onde s é um niinero finito. Para mostrar este fato usamos inducio. Suponhamos que
achamos um subespaco

W=U,8U,®  oU,_, CW

Se W= W oentio segne o resultado, caso coutrdrio, existe Ue, C W tal que U, Sé
W' Aldm disso, U,, NIV C U,,, mas como U,, ¢ P-irredutivel ¢ a interseccio é
I-invariante, entao U,, N W' = {0}. Portanto, a soma W' + U, ¢ a soma dircta
W'=U, &U,, @ - & U,,.

Se W = W" segue o resultado, caso contrario repetimos o processo. Como W ¢ um
espago vetorial de dimensio finita entdo o processo tem um niunero finito de ctapas ¢
(1.2.15) vale para um s suficicutemente grande,

Agora mostramos que se X ¢ um subespago I-irredutivel de W, entdo X é I-isomorfo
aU.

Fxiste ¢ < 5 tal que

NQUa ®Up @+ U,,_, (1.2.16)
e
NcU,oU,®  -al,, U, (1.2.17)
¢, além disso, cste £ ¢ nnico.
Notamos que
XN (Um ® Uaz O ® Um—l) = {O}a (1‘2'18)

pois esta interseceao ¢ um subespaco P-invariante de X, ¢ X ¢, por hipdtese, P-irredutivel.

Consideramos a aplicacio projegao 7 dada por:
w:U,, U, ® - OU, = U,.

Como (1.2.18) cstd salisfeito, para @ = wo, + -+ + 2o, € X lemos que z,, # 0 ¢ pela
restrigao (isomorfismo) wy =

v X = (X)) temos que
mx (8) = s (Y 4 4 80) =

Tax{VTa, + 0 4 Vo, ) = Voo, = YTx (X0, + - + 2, ) = yx (),

x(X)

também ¢ irredutivel, mas 7|y (X) C U, logo #|x(X) = U,, ¢ X ¢ -isomorfo a Ug, ¢

ou scja, wy ¢ un [=isomorfismo de X e 7(X). Como X ¢ irredutivel entao =

entao a U.

O
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Lema 1.2.12 Seja T wm grupo de Lie cornpacto agindo em V. Sejam N ¢ Y subespacos
de V' Uainvariantes tal que ndo existem dois subespacos D-irredutiveis W © X ¢ 4 C ¥

que sao U-wsomorfos. Enlao

a) \'myYy = {0}

b) Se W C N @Y ¢ U-irredutivel, entio VW C XN oulV ¢ V.
Demonstracao

a) Como X ¢) sio invariantes, entdo X NY ¢ invariaute. Qualcuer subespago 1 C N NY’

¢ unt subespaco irredutivel de X e de Y. Consideranios o isomorfismo identidade

v A N A 3
( =,

i(ya) = va = vi(a),

logo, Ay C Y e Ay C Y slo Iisomorfos, absurdo. Portanto, o tinico subespaco
rredutivel em X MY € o nulo. Logo, X NY = {0}.

b) Scja IV C X subespaco T-irredutivel. Cowmo X, Y ¢ W sdo invariantes entdo N N W
¢ YOI sdo invariances, mas W ¢ irvedutivel, eutio 17N\ = {0} ou W C X.
Analogamente, 1V7NY = {0} ou W < 1. Suponhamos que W ¢ X ¢ W ¢ ¥ ¢
WX ={0} =WnNY. Scjam 7y : X&Y - XN enm : X@1Y = ) projecoces.
Analogamente a demonstracao do lema anterior, W ¢ [-isomorfo a 7y (117} € X ¢
W7 ¢ asomorfo amy (W) C Y, ou seja, X ¢ ¥ possuem subespacos [-isonorfos,
absurdo. Portanto, W C X ou W C V.

i
Demonstracao (Teorema 1.2.6) Escolhamos w subespaco irredutivel U, V.

Seja I a soma de todos os subespagos invariantes que sio -isomorfos a U, Se W # V'

entao tomamos seu complementar invariante Z em Ve repitimos o processo e Z. Sejan

Uy CV mn subespago irredutivel ¢ 1) o soma de todos os subespagos de Z que sio

[-isomorfos a Uy Se W@ W) # ¥ tomamos wn complementar de W) em Z, ¢ repitamos

0 processo. Comno a dimensao de V' é finita entao o processo é finito com

V=W o oW

onde cada 1) ¢ a soma de conjuntos T-isomorfos a subespacos irredutiveis de 1, digamos,
isomorfos a Up CV e se b # 7, entio Uy, nao é -isomorto a U,

Verificamos que Wy = 11/ Suponhamos que U7 ¢ um subespaco irvedutivel de V. Pelo
item b) do Lema 12,12 7 < W para algum indice £, Como W ¢ soma de subespacos
I-isomorlos a Uy, verificamos a parte a) do teorema.

Como todo irredutivel de Voestd contido em W para algum &, entio 1 — 1/ ¢ segue
o item b).

£l
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1.3 Teoria béasica de bifurcacao equivariante

Antes de apresentarmos a teoria de bilurcacao cquiivariante, apresentatnos na proxima
subscgao os conceitos basicos de germe e de bifurcacio.

1.3.1 Os conccitos de germe ¢ bifurcacao

Definigao 1.3.1 Scjamn vy € V CR" ¢ [V — R wna aplicacdo C definida cm wma
vizinhanga de V. Lntao o germe de [ em vy, ouw simplesmente o germe de [, € o conjunto
{9 U CR" - R™ : caisic wma vizinhanca W de vy conbida cm U 0OV Lal que [lw =
glw} e é denotado por f: (R, vy) — R™.

Seja Voum espago vetorial. Consideramos o sistema do tipo
x4+ g(x,A)=0

com g : V xR,0 =V um germe de aplicacio diferencidvel de classe C®. Os pontos de
equilibrio do sistema sdo precisamente as solugoes de g(z, A). = 0. Quercmos discutir o
numero de solugoes 2 para diferentes valores de A. Como x{t) = 24 ¢ solugao de equilibrio
se¢, ¢ somente se, & = 0, entao podemos [ormular o problema con a equagio

glx, ) =0, (1.3.19)

onde z ¢ chamada varidvel de estado ¢ A ¢ chamado pardmetro de bifurcagao.
Para cada A, scja nn{A) o numero de 2’s para o qual (2, A) ¢ una solugdo de (1.3.19).
Nosso estudo ¢ local; assim, assumimos que (1.3.19) pode somente estar definido e uma
vizinhanga de uma solugéo (g, Ag) onde n(\) varia na vizinhanga de Ag. O conjunto dos
(@, A) desta vizinhauga tal que g(x, A) = 0 ¢ chamado diagrama de bifurcagao de g.

Definigao 1.3.2 Assuma que g, Ao) = 0. Chamamos (xg, Ag) ponto de bifurcagao
da equagdo (1.8.19) se, pura cada A, o ndmero de solugoes n(X) variar conforme X varia

numa vizinhanga de Ag.

Se (@, Ay) for w ponto de bifurcacdo, entdao (dy)er, = 0, pois pelo Teorema da
Fungao Implicita se (dg)us,a, 7# 0 entdo (1.3.19) pode ser unicamente resolvida para z
como uma funcao de A. Em outras palavras, para cada A perto de Ag existe exatamente
uma solugao de (1.3.19) préxima de zg ¢, portanto, n(A) ndo varia. Por conveniéncia,
consideramos germe cm uma vizinhancga da origem et V x R. De fato, se o ponto de
bifurcacao nao for a origem, podemos transladar o sistema de coordenadas ¢ realizar um
estudo local em torno da origem. Logo, suponbamos (dy)ge = 0.

Agora apresentamos a teoria de bifurcacgao equivariante iniciando com fungoces invari-

antes.
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1.3.2 Funcoes invariantes

Definigao 1.3.3 Secja ' um grupo de Lic compacto agindo nwm espago velovial V. Dize-
mos que umna fungdo o valores reais [0V -y R ¢ invariante sob ¢ acdo de I, ou é
U-invariante, sc

Flye) = f(x) (1.3.20)
pare todo vy € I' ez € V.

Pela linearidade da agao de I' é suficiente verificar (1.3.20) para os geradores do grupo
I".

Exemplos 1.3.4 a) Sejo I' = Zy = {1,—~1} agindo ndo trivialmente sobre R, isto é,
l'a=wec—12=—xpuwaetlodox ¢ R. Logo, f : R = R ¢ Zy-invarianic se, ¢
somente se, f € uma fungdao par.

Agora, sc f € um polindmio invariante por Ly, entio todos 0s seus termos possuem
poténcia par. Portanto, cxiste win polinonio 1. R — R tal que
flx)y = h(2?). (1.3.21)
b) Consideramos a agio padrio do grupo S' sobre V = R?* = C: -2 = 2. (ver Excmplo
1.1.5)

Uma funcio f: C — R ¢ S'-invariante quando
: (il
f(2) = f(c2),

para todo 2 € C e 0 € S, A aplica¢io que a cada 0 € S associa ¢’z forma um
- . . . ~ | . .
circulo centrado na origem e de raio |z, entao as fungdes que séo S’ -invariantes

sao aquelas constantes neste circulo.

Mostramos que sc [ ¢ win polinémio S'-invariante em C entdo existe um polinémio
h:V =R tal que

f(z) = h(=%). (1.3.22)

Lscrevamos | nas coordenadas z,z € C,

. U — .
=) = L(‘J,aﬁz"‘,?f: (:

onde aop € C. Ezigimos que os coeficientes sejun compleros de tal mancira gue o

—

.3.23)
polinomio | scja real. Desde que [ ¢real, [ = [ ¢ entdo

(o = oy (1.3.24)
Por (1.3.23) temos que

J(e2) =3 ez, (1.3.25)
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Por (1.5.20) lemos que

i iy -
E Uagz2? = E (I,(U';f.'lu(‘“ Bl ozl

Logo,

4 c— 7 BEES Y
(loy — (1,0.,,;0’0(“ New=78ou tag = 0. {(1.3.26)
Portanto, f(z) =3 tiaa(2Z)%. Por (1.9. 24), o = Gan, 01 5€J4, U, € R,

Se consideramos o polindmio h - R — R, tal que, hz) =3 ana (), entio f(z) =
W(2%) como afirinedo em (1.3.22).

c) Scja " =D, com sua acio padrio sobre V = C, ou seja, a agao do Exernplo 1.1.5-4
tomando N =1 ¢ () = ” k= 0,000 n = L Verificamos que para todo polindmio
[ C—=R D,,l—i,n.'e,a.nu.n,/,(—: (f.);'/ﬁste um polindmio g : R — R fal quc
. Y !

flz) = g(zz, 2" +2). (1.3.27)

Parasto seyuinmos uidéia do item anterior. Escrevemos f na forma (1.3.23). Desde

que Dy € gerado por 0 = 2xfn ek onde 02 =2 ¢ k- 2 = Z, [ ¢ Dy mwariante

se satisfoz
Lo f(0z) = f(z) & (1.5.26) vale para § = 2/,
2o Fk2) = [(2) € top = Ugq
lim suma, [ ¢ D, -invariante se, e somente se,
cl) .y C R
b) oy — g

C) oy =0 ou v = Blmodn), isto é, ow e — 3 = kny k€ 7

Reescrevemos (1.9.28)da sequinte forma:
— E : Acw(za?ﬁ + 3,.'35(1)3 ( 1.3

| lag S€ 0 #£ [
el (hag SC (0= |
2

<o
(R]
(o)
_/

onde

Fatoramos cm (1.3.28) alguns termos e usamos ¢) para clhegar cm
E B RIL + - =k H)
pare certos B Finalinente, usando a iqualdade

(F7 g Ty = (" + f”‘(_;-:(k_l-)”' + k- ')”)) ('_.:_3_‘)”(.3("' ey ?”';"2)”_\),
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ndutivamente em ko crescente, obternos

/(;\; — Z C‘lm(zz)((zn 4 = )'m7

{om

para certos coeficentes Cl,. Se consideramos g R? — R tal que

mostramos a afirmagao (1.5.27).

Dado wm grupo de Lie compacto I é possivel encontrar um subconjunto finito de
polinomios iuvariantes g, - - - s tal que todos os polindmios invariantes podem ser
escritos como fungio polinomial de juy, -+ - iy, Este conjunto, que pode nio ser unico, gera
0 conjunto dos polindmios I'-invariantes e ¢ chamado base de Hilbert. O conjunto dos
polinoios I'-invariantes ¢ denotado por P(I). Desde que o produtto e soma de pulinémios
I-invariantes sio ainda -invariantes, entao PT) ¢ um anel. U resnltado importante,
tniclado por Hilbert e provado por Weyl [1946], ¢ o teorema que segie, Ressaltamos que

a demonstracao ¢ téenica ¢ nao foi estudada em detalhes.

Teorema 1.3.5 (Hulbert ¢ Weyl): Seja U um grupo de Lie compacto agindo cm V. Enbio
existe wina base de Hilbert pura o anel P(T).

Demonstracio [10], cap. XII §6(a).
Observagao 1.3.6 Pela Proposicao 1.1.12 podemos assumir um grupo de Lie compacto
[ como subgrupo do O(n). Assini, a norma

ol = a¥ +af+ bl

¢ sempre T-invariante,

Une resultado andlogo ao Teorema 1.3.5 também vale para as funcoes analiticas reais, Ja
(e estas podem ser escritas como séries de Taylor. Além disso, o Teorema de Schwarz[1975],
que apresentainos abaixo, ¢ um resultado deste tipo que vale para germes C* (Delinicio

£.3.1) quando o grupo de Lie ¢ compacto.

Definigao 1.3.7 &, denotu o unel dos germnes C de RY em R ¢ E(T) denola o anel dos

germes C Uanoariantes de Voem R,

Teorema 1.3.8 (Schwarz [1975]): Seja T wmn grupo de Lic compacto agindo cm V. Seja
peny gy wna base de Hidbert pare P(1). Seja [ C E(I). Entao eziste wn gerine suave
he E(s) tal que

Flo)y = h(p(a) - (). (1.3.29)

Demonstracao [10], cap. XII §6(b).
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Definicao 1.3.9 O conjunto dos polindmios U-invariantes lem wma relacao se eziste
wm polindmio wio-nulo r(y,,--- | yy) bal que

r(p (), (@) = 0.

O anel P(T) ¢ um anel polinomial se cle tem uma base de Hilbert sem relagio.

Um exemplo de um grupo agindo em um espaco vetorial tal que P(I') ndo ¢ um ancl
polinomial ¢ dado por I' = Zy agindo eny R?, oude a agio do cletmento —1 ¢ Z, ¢ definida
por z = —x. Entao P(Z,) ¢ o ancl gerado pelos mondmios de grau par, isto 6, pela base
de Hilbert

[ =, g = aay, iy o oal,
mas csta base tem o relacao
ity — s = 0.
Na verdade, é possivel mostrar neste exemplo que nenhuma base de [Hilbert elimina todas
as relagoes, portanto P(Zy) nao ¢ um anel polinomial.

O resultado a seguir permite-nos determinar se wma dada base de Hilbert Sty s
torna P(Z,) um ancl polinomial. Definamos a aplicacio p: V — R®, chamada discrimi-
nante de I') por:

pla) = (e (), o, pue(0)).

Lema 1.3.10 Sc o Jacobiano {(dp), para algum @ ¢ sobrejetor, entio P(1) ¢ win ancl
polinomial.

Aplicando o lema acima no exemplo onde I' = Zy, temos p(ay, xy) = (22, 2129, 23) e
(dp)e : R? — R”. Assim, ¢ iimpossivel (dp), ser sobrejetor para algum z. Jd no Exemplo
1.3.4c P(Dy} ¢ um ancl polinomial. De fato, de (1.3.27) temos que

nopn

&

Jy = 22y = 2

¢ uma base de Hilbert de P(D,,) ¢

2 >
(([/))3 - ( ‘ILZ'“Wi ”::;“,1 ) ’

Temos que det(dp) = n(Z" — 2™) ¢ ndo nulo para z # 0 ¢, entio, (dp), é sobrejetor para
algum z ndo nulo ¢, pelo Lema 1.3.10, P(D,,) ¢ um ancl polinomial.

Até mesmo quando P(I') é wm ancl polinomial a unicidade de (1.3.29) para germes
nao analiticos nao precisa ser satisfeita. Por exaplo, Z, agindo em R com a agao padrao,
{2?} ¢ uma basc de Hilbert de P(Zy) ¢ pelo Teorema 1.3.8 todo germe f € £(Z,) pode
ser escrito como () = n{a?), oude i ¢ um germe suave de R em R. Delinamos o germe
suave VR

o) = { e sew <0

0 seax>0
Notemos que

fle) = h(=?) + k(2?),

pois k(2?) = 0 para todo x € R. Logo, a unicidade fallia para este exemplo,
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1.3.3 Abplicacoes lincares equivariantes

Consideramos I' wm grupo de Lie compacto agindo lincarmente no espaco vetorial V.

Definigao 1.3.11 Uma aplicagio F :V — V comule com I, ou é [-equivariante, se
Fvyv) =~vF(uv) (1.3.30)

para todo y € ' cv € V.

Exemplos 1.3.12 1. Consideramos a agao padrao de SO(2) em R? definida pela
rotagao de 0 € SO(2). Isto ¢,

cosl) —sendf
o — ( sen ) cosd )

R? = {( . ) jL Y € IR(}
Y

pela multiplicagdo de malrizes. Verificamos facilimente que A = ( - d ) € Myxa(R)
c d

agindo em

comuta com SO(2) se, ¢ somente se, a =d ¢ b = —c. Portanto,

4= ( (1‘. —uc ) — (@ + ) ( COS @ — SCI @ ) , (1.3.31)

C sSCn@ oSy

onde @ ¢ tul que cosp = ¢ senp = Concluimos que uma aplicecdo

| : e aye
lincar de R? em R? comuta com SO(2) se, ¢ somente se, € da forma (1.3.31).
2. Consideramos a ugio padrio de O(2) em R?, Suponhamos que M € M,,»(R) co-
muta com O(2). Desde que SO(2) C O(2) entdo M deve salisfazer (1.3.31), isto ¢,
mo—n L. 1 0
M= ( o ), paran, o € R Além disso, M deve comular com k= ( 0 —1 )
e entao, n = 0. Portanto,

o 0 1
M = ( 0 m ) — ( 0

¢ ume mltiplo da identidade.

-

) (1.3.32)

Definicdo 1.3.13 Uma representagdo de um grupo I' sobre wm espago velorial Vo ¢é ab-
solutamente irredutivel se as dnices aplicacoes lincares que comulam com U sio as

midltiplas da identidade.
Para justificar esta terniinologia temos:

Lema 1.3.14 Scja 1’ um grupo de Lic compucto agindo e V. Se a agido de T’ € absolu-

tamente irredutivel, entav ela é irredutivel.



1.3 Teoria bdsica de bifurcacao equivariante 20

Demonstragao Suponhanos que I' age nao irredutivelmente sobre V. Entdo existe
um subespago proprio W GV D'—invariante ¢, pela Proposigio 1.2.2, seu compleinento
W em Votambém ¢ D—invariante. Delinamos 7 : W @ W -5 Voo projecao sobre W.
Para qualquer ¢ = v +v, € V=W @ WL onde v, € W o vy € W,

w(yu) = m(yuy + yua) = v = yw(v),

0 0

- , - - P . : . 10
logo 7 connta com a agio de 1" ¢ 7 nao ¢ win nuiltiplo da identidade, pois 7 = < .

Portanto, I' nio age absolutamente irredutivelmente sobre V.

O

Lema 1.3.15 Sejam T’ wm grupo de Lie compacto agindo em V, A V. — V wuma

aplicacdo lincar que comula com I ¢ VW C V' subespaco irredulivel. Enldo:
i) A(W) é invariante
il) A(W) = {0} ow us representagies de U em W oe A(W) sio I-isomnorfas
Demonstragao
i) Seja 2z = A(w) € A(W) para algnm w € W, entio
vo o=y A(w) = Alyw) € AW)
¢ vz € A(W), ou scja, A(W) ¢ invariane.
ii} Para qualquer v € ker A ey C I
Alye) = yA(0) = ~0 = 0.

Logo, ker A ¢ invariante o que implica (ker A)NW invariante. Comno W ¢ irredutivel,
entao W C ker A ou W N (ker A) = {0}, Se W C (ker A), entao A(W) = {0} ou se
W N (ker A) = {0}, entdo W e A(W) sao I-isomorfos.

O

Este lema implica que:

Teorema 1.3.16 Scja I win grupo de Lic compacto agindo no espago velorial V. De-

comportha Ve componenles isolipreas
V=W oW,d- - OW,.
Scja AV =V wna aplicacao tincar que comula com UL Tonddo

AW, © Wy (1.3.33)

para cada kb = 1,2, s,
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Demonstragao Pela descrigao de cada Wy, temos que

Wie=Viao---wV,
¢ T-isomorfo a win subespaco U irredutivel de V. Cada V; ¢ irredutivel ¢ pelo Lema
anterior A(V;) ¢ invariante ¢ A(V;) = {0} ou A(V]) ¢é I-isomorfo a Uy. Se A(V;) = {0}
entao A(V;) C Wy, pois W, ¢ subespaco. Se A(V)) ¢ T-isomorfo a Uy entao A(V;) € Wy,
pois Wy ¢ a soma de todos invariautes [-isomorfos a Uy, Portanto, A(V;) € Wy, para cada
j. Pela linearidade de A,

AVD) O ANV & --- @ A(V,) C Wy

AVie--aV,)cw,
AW C Wy

0
Este tcorema garante que um aplicagdo lincar I-equivariante deixa toda componcnte
isotipica invariante.

1.3.4 Aplicagoes nao lineares equivariantes

O objetivo agora ¢ apresentar uma maneira cficiente de deserever aplicacdes nao-lineares
que comutam com a agdo de wn grupo.
Consideramos I um grupo de Lic compacto agindo num espago vetorial V.

Lema 1.3.17 Sejam [V — R wna fungio T-invariante ¢ g : V. = V uma aplicacdo
U-cquivariante. Snlao, fg:V — V ¢ U-cquivariantc.

Demonstragao (fo)yv) = flyvig{vo) = flv)g(ye) = vf(w)g(v) = v(fg)(v)

= (f9)(v) = v(fg)(v).
O

Se consideramos a acao padrao de Z, e R, concluinios que as aplicacoes ¢ : R — R
Z-cquivariantes sio as aplicacoes impares. N

Sejam ?15)([‘) o espaco das aplicacoes polinomials -cquivariantes de V em Ve E(I)
0 espago dos germies na origemn -equivariantes C™ de Voem Vo O Lema 1.3.17 implica
que P (I) ¢ um mddulo sobre o anel dos polindmios I'—invariantes P(I'). Analogamente,
€ (I') é um moédulo sobre o anel E(T7).

Os resultados para I' = Z, e stmbolos sio:

a) B(Zy) = P(Zy){2)

b) € (Zy) = E(Zy) ).
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Dizemos que as aplicacdes polinomiais [-equivariantes g, - - - , g geram o modulo

PAI') sobre o anel P(') se todo M-equivariante g pode ser eserito como
a = fig, -+ f._)gz + -+ fr0, (1 55—1)

para polindios I-invarivantes [y, fo,-++, f.. Uma cdefinicao similar pode ser feita para

€ (1'). O proximo feorema é correspondente ao Teorema 1.3.5 para o caso cquivariante.

Teorema 1.3.18 Scja I' wm grupo de Lie compacto agindo em V. Entio eviste um
nimero finito de aplicacoes polindmiais gy, ..., g, U-cquivariantes que geram o modulo

P ().

Demonstracao [10], cap. XII, §6(c).

—

=3

Agora vamos ver uma versao do Teorema de Schwarz para as aplicacoes T-equivariantes.
Ssta [oi provada por Poénarm em 1976.

Teorema 1.3.19 (Poénaru/1976]) Sejam T wm grupo de Lic (:ompu.r_:g Cogi e, Oy G-
radores do modulo P (') sobre o anel P(U). Entdo, g, , g, geram & (T) sobre o anel
).

Demonstragao [101, cap. XII, 56(c).

Os exemplos a seguir sio obtidos diretamente a partir dos Exemplos 1.3.4 ¢ do Teorema

1.3.19.

Exemplos 1.3.20 a) Seju ' = 8" com a a¢do padrio sobre C, isto &, 0 ej' ez e C,
Oz = = Verificamos que todas as aplicagioes S'-cquivariuntes ¢ € & (S') tém «
forma

g(z) = p(zz)2 + q(=7)iz, (1.3.35)
onde p e g sao germes de funcioes e R, 0.

b) Consideramos I' = O(2) agindo com a agdo padrao sobre C. Afirmamos que toda o

uplicagao O(2)-equiveriante g € £ (O(2)) tem a forma

g9(z) = p(22)z, (1.3.36)
¢) Seja U =D, com a agao padrao sobre C. Todo o germe D, equivariante temn a forma

g(z) = plu,0)z + qlu, v)=" 3

P

onde w = % ¢ B

Para finalizar esta secao discutimos quando un germe ¢ U-cquivariante ¢ eserito de fornia

anica como e { L.3.34).
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— ,
Dcﬁlllgao 1.3.21 Dizemos que g\ -, g gevamn P (') livremente sobre P(I'), ou que
J’ (") € win médulo livre sobre J)(l ). se a relagdo
./‘lgl +oee ot frg‘r =0,

onde f; € P(), implicar que

> - .
Com esta (*&.Lm(um temos que se gy, -, g, geram P (D) liveemente sobre P(IN) entdo
qualquer g € J’ (I') ¢ eserito de manetra inica como ¢ = fgy + -+ + [r9-. Nos exemplos

anteriores os modulos sao livres.

1.4 Quebra de simetria em bifurcacao de pontos de
equilibrio
Aqui, estudamos bifurcacao de pontos de equilibrio para sistemas de EDO

(l:l:
ddt

Supomos que g @ R* x R — R” satisfaz

glya, A) = vgla, A),

bg(e ) = 0. (1.4.37)

isto ¢, g ¢ 1" equivariante na varidvel o, onde I' é win grupo de Lie compacto c A € R ¢ o
parametro de bifurcacio. Uma solugao de equilibrio (2, A) € R"* xR satisfaz da:/dt = 0,
isto ¢,

g(x, \) = 0.

Focalizamos aqui em simetrias gue uma solucao & pode possuir.

1.4.1 Orbitas e subgrupos de isotropia
Seja I uly grupo de Lie agindo no espago vetorial 17
Definicoes 1.4.1 A érbita de © € V pela acao de U ¢ o congunto
la ={vyur;yel'}. (1.4.38)
O subgrupo de isotropia de v € V' ¢
.={yelye =z} (1.4.39)

Suponhamos f 1V — V M-equivariante, entao f(ya) = vf(x) paa todoye Fex € V'
Se v €V ¢ tal que f(x) = 0 entao f{yr) = vf(x) = 0 = 0, isto ¢, se x ¢ una solugao,
entao todos os elementos da sua orbita 'z tambdém sdo.

O lema a segnir mostra qual a relagio entre os subgrupos de isotropia de clementos

na mesma Orbita.
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Lema 1.4.2 Pontos na mesma drbita pela agio de T possuem subgrupos de isolropia
conguyados, ou sejo,

B . 1 3
Demonstracao Sejam € V¥ e~ € 1IN Para o € ¥, quercnios nmostrar que
. =1 - —1 N . . - . \ .
yoy T € Y. De fato, yov ™ (vir) = vou = yu € N, Portauto, Yoe 2yt
Por outro lado, se d € Y., entao dva = vy e v Ldve =4 'y = 2, ou seja,
PR ) o ! - — ~
yT Ly € X Logo, B, ANyl
0]

Um método conveniente de descrever geometricamente a acio de um grupo de Lie I7
e V¢ agrupar em wn conjunto W todos os pontos de V' oque tém subgrupos de isotropia
conjugados. Dizemos que 17 ¢ nm tipo de érbita da acio.

Hustramos estas idéias considerando a acao do grupo dicdral I, em C gerada por

KISz

5 S ey (JZ?ri/n ~

Figura 1.1: Poligono regular de 5 lados

Geometricanmente, identificamos a agao do grupo D, como sendo as sinmetrias do
poligono regular de n lados 1o plano centrado na origeni. Na Figura 1.1 temos o poligono
de b lados. Deduzimos os tipos de érbitas da agao do grupo D, onde os resultados de-
peudem se ¢ par on fupar, 1o nosso caso 7 é impar. Se na Figura 1.1 cousideramos o
vértice com simbolo 0. Notamos que a aciao dos clementos & ¢ k, para § = 0, 1,2, 3,4,
leva este em cada um dos outros vértices, ou seja, os vértices constituem uina orbita.
O subgrupo de isotropia de um vértice no eixo real ¢ o grupo Z5 gerado por x. Como
todos os vértices pertencem a uma inica orbita segundo Dy, entao, pelo Lema 1.4.2) os
subgrupos de isotropia de todos os vértices sao conjugados. Se tomamos O # t € R, entdo
Y, = X, ou seja, todos os pontos exceto a origem que pertencern s retas (ue passatl
por um veértiee ¢ pela origem tém mesmo subgrupo de isotropia.

Consideramos agora um ponto proximo do eixo real, mas nao no cixo, indicado por
e na Ifigura 1.1, Se aplicamnos & ou &/, para 7 = 0,1,2,3,4, obtemos uma orbita com
250 — 10 clementos, mas o unico elemento do grupo Dy que fixa estes ¢ a identidade.
Portanto, todos os clementos que estao entre as retas viértice-origem pertencemn a un)

mesmo tipo de drbiva.
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| Tipo de drbita ) ‘ subgrupo de isotropia | Tamanho da orbita
{0} | D, v
{ze C;Imn(=") = 0.2 £ 0} Z., " 0!
12 € CIm(z") £ 0} 1 I

Tabela 1.1 Tipos de drbitas ¢ subgrupos de isotropia do grupo D, agindo em C con n
tnpar

Finalmente, a ovigem torma ela prépria uma érbita ¢ com subgrupo de isolropia todo
Ds. Portanto, € possui 3 tipos de orbitas pela acio de Dy, Na ‘Tabela 1.1 listamos os
tipos de drbitas para n impar geral.

No caso quando n ¢ par, os pontos pertencentes as retas que ligam a origem com o
ponto médio cuure os vértices possucin subgrupos de isotropia nao triviais ¢ nao conjugados
acueles listados na Tabela 1.1,

Vimos neste exemplo (ue quanto maior a 6rbita, menor o subgrupo de isotropia. For-
malizamos esta observagao como segue:

Proposi¢ao 1.4.3 Seju I' um grupo de Lie compacto agindo em V.
a) Se |I'| < o, entio I = |Z,]|Tx].
b) dim !l = dim 2, + dim e,

Observacgao 1.4.4 e A proposicao anterior nos diz que a ordem de I' ¢ o produto da

ordemn de 32, pelo tamanho da orbita de x, o

o Grupos de Lie sao sempre variedades suaves ¢ tém dimensao bem delinida. As-
siwy, subgrupos de isotropia sio subgrupos de Lie, ¢ ambos din D™ e dim ¥, estéo
bem definidos. Similarmente, 6rbitas de grupos de Lie sao sempre subvariedades ¢

possuem ditnensoes bem delinidas.

Demonstragao (Proposigio 1.4.3 ) Considere a aplicagao natural
w: ' — Tu
A I T
Notamos que @ ¢ sobrejetora em Ta ¢ o7 x) = {v € The(y) = a} = 3, Definamos o

subespaco quociente de um subgrupo ¥ de T' por
Dizemos que os quocientes de ¥ em TN sdo o8 conjuntos

~% = {~d;d € T}.
A aplicacao ¢ induz wa aplicacio bijetora

v /S, — Iz
Yoo gy =
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Logo,
I r : . e
e L e TR P TINTIN]
Py R

Desde que ¢ ¢ 9 sio aplicacoes suaves ¢ (dip) ¢ invertivel, pelo Teorema da Fungio
[nversa dim(U'/X,) = dim()7e), entio dim(1) = dim(3,) + din(I).
U

1.4.2 Subespaco de ponto fixo
Definicao 1.4.5 Sejo X C 1w subgrupo. O subespaco de ponto fixo de ¥ ¢
Fia(N) ~{e e Viow =u, Vo e X}
Notamos que Fia(¥) ¢ sempre wn subespaco vevorial de Vodesde ue
Fue(Y) = Mpe ker(a — ad).

Os subespagos de ponto lixo mais simples sio Fiz(1) ¢ o Fi(T). Como 1 fixa todos
os elementos de V', entao [ix(l) = V. Por oulro lado, Fiz() consiste de todos os
clementos que sao fixados por I, ou seja, ¢ o subespaco em que T age trivialmente. Em
nosso traballio, assumimos que 7 (") = {0}.

Verificamos que os subespacos de ponto fixo tem a propriedade de invariancia por uma
aplicacao M- equivariante:

Lema 1.4.6 Scjwmn [ : V' = V uma aplica¢do U-cquivariante ¢ Y C ' wn subgrupo.
Entao,

[(Fia(X)) C Fu(y). (1.4.41)
Demonstragao Scjam o € ¥ ¢ w € Fia(X). Entdo,

J@) = Jow) = o f(2),
o fixa f(2), dai, f(x) € 17ix(¥).
[
No lema acima nao exigimos £ um subgrupo de isotvopia. Contudo, Fiz(¥) ¢ uma
soma W de todos os subespagos Fie(A) tal que A D X e A ¢ um subgrupo de isotropia.
De fato, seja w0 € f7w(X) e X2, — {v € [y = 2} seu subgrupo de isotropia, entdo X C 2,
cx € [Miw(d,). Desde gue tomamos A = 5,

r

v a(E) C [Hae(E,) C W

Logo,
() C W
Reciprocamente, se w © 31w = 1w+ 4wy, onde w; € Fiz(A;) ¢ A; D X subgrupo de
isotropia, temos que Vo € X, ow; = w;, isto &, w; € [Mw(X) cw = wi+- - Awy € Fix(E).
Coucluimos que '@ (X) = W
Como consequéncia do Lema 1.4.6 temos que se Fa(0) = {0} entao zero tem que ser

{ixado pela aplicacao f -cquivariante, ou scja f possui solugao trivial. Aldin disso temos:
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Proposicao 1.4.7 Seja I win grupo de Lie compacto ugindo i V. As sequintes afirmaciocs
sa0 equivalentes:

a) Fio(l) = {0}
b) Toda aplicacao U-cquivariante f 0V — V satisfaz [(0) = 0
c) A dnica funcao T-invarionte é o fungdo nula.

Demonstracao a)=-b) Mostramos anteriormente.

b)=a) Scjam v € Fia(l), vy € Te f : V — 1V a aplicacao constante f(x) = v,

Notamos que

1) =y = v = (),
ou seja, f ¢ T-equivariante. Agora, por hipétese temos 0 = f(0) = v. Como isto vale para
qualquer o € Fia(lY), £ra(1Y) = {0},

a)=>c) Seja L oV - R lincar e invariante. Podemos escrever, pelo Teorema e
Representagao de Riesz (ver [11]), L(x) = (v, 2)p para algum v € V. Afirmacao: v €
Fue(l'). Logo, L{x) = (v, 2)p = (0,2)r = 0. Portanto, L = 0.

Prova da alirmacio: como L ¢ invariante entao ¥y € I, L(x) = L(v '+). Entao,
(o, o) = (e, 'a)p = (yo,2)p para todo 2 € Ve vy € I, dal, yo — v, ou seja, v €
Fu(l) = {0}.

c)=>b) Seja f 0V = 17 equivariante.  Queremos mostrar que [(0) — 0. Para isto
definimos L= 17— R tal que L{x) = (f(0),2), onde ;) ¢ um produto interno invariante,
isto ¢ possivel pela Proposicaol.l.12. Afirmamos que a funcdo L ¢ invariante. Se isto
ocorre entao L = e f(0) = 0. Para verificar a atirmacdo calculamos L(vyw) = (f(0),vz) =
(v~ A(0), @) = {£(0),2) = L(x). Portanto, L ¢ invariante ¢ segue que [{0) = 0.

.
A seguir temos wn dos prineipais resultados do nosso traballio. Mas antes introduzi-

mos duas definicoes que facilitardo nos enunciados dos lemas ¢ teoreimas.

Definicao 1.4.8 Seja I' win grupo de Lic agindo e V. U subgrupo X ¢ T ¢ axial
se ele € wm subgrupo de isotropie tendo subespaco de ponto fixo de dimensdo wmn. FEm
stmbolos, dim(Fixd) =

Lima outra classe de subgrupos de isotropia ¢ apresentada na proxima definigao.

Definicao 1.4.9 Scja U wm grupo de Lie agindo ¢m V. U subyrupo isotropic 5 C T ¢

maximal se nao eviste uwm subgrupo de wolropie N de T satisfezendo © G A ¢ T

Observacao 1.4.10 e Scjanl ¥ e A subgrupos de isotropia da T'. Se ¥ C A entio
FaY) O FaeND De lato, seja v € iz, entao para todo o € A temos que dv = v,
Mas A D X, entao para todo o € X, dv = ¢, ou seja, v € [, Porlanto,

FiaX D FiaA.
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e Se X é um subgrupo axial segue que ¥ é um subgrupo de isotropia maximal. De fato,
suponhamos que o subgripo axial ¥ nao ¢ subgrupo de isotropta maxtial. Entao,
existe wimn subgrupo de isotropia A tal que T 2 A DX, Como dim 92 = 1, entao
FozA ¢ FiaY e dim e = 0, o que ¢ uma coutradi¢ao, pois A ¢ um subgrupo
de isotropia. Portanto, ¥ ¢ um subgrupo de isotropia maximal. Verificamos ue se
dimFiz =1 e ¥ ¢ A entao FizA G Fiadl. Se x € FicA, entio da = 2 para todo
6 € A Como N G A temos que g = 2 para todo o € X, ou seja, & € IMzY e
FizA C FiaX. Suponhimos que FivA = FieY, Como dim Fiz¥ = 1, entio existe
wo € V nao nulo tal que Fia¥ = [wy, = FiaA. Além disso, £ ¢ A sio subgrupos
de isotropia, entiw existent wy, o €V onao nulus, onde ¥ = Yoo ¢ & =2, Dal,
@y € FiaXl = [we] ¢ yy € Y = ). Portaulo,

N o—— MV — \ !
T fagyy T ey — A:

0 que ¢ uma contradicio. Logo, FizA ¢ Fixd.

1.4.3 Lema dos Ramos Equivariantes

Apresentamos aqui um resultado devido a Vanderbauwheds [1980] ¢ Cicogna [1981] que
garante sob certas condigdes no subgrupo de isotropia ¥ existéncia um tnico ramo de

solugoes de 1AL37 conn asimetrin de X0 A principal hipolese sobre £ 6 que cle seja axial.

Observagao 1.4.11 Denotamos &€, 0 espago dos geres ¢ : R* = R et umna vizin-
hanga da origem, onde @ € R* ¢ a varidvel padrio ¢ A ¢ R ¢ o parametro de bifurcagao de
1.4.37. De mancira andloga, €, ¢ o espaco dos germes das funcées de R em R na varidvel

A

Definigao 1.4.12 Se¢ja 1" wm grupo de Lie agindo em wm espago velovial V. Um pro-
blema de bifurcagao com grupo de simetria U, ou C-cquivariunte, ¢ win germe
g C E, A satisfazendo ¢(0,0) =0 ¢ (dg)oo = 0.

N e ') N . .
Scja g um germe en €, (1), isto 6,

J iV X R0 -V

satisfazendo

g(ve, A) = ~vg(z, A) {1.4.42)
para todoy € I', w ¢ V e A ¢ R Como Fx(l’) = {0}, enutio pela Proposigio 1.4.7,
g(0,A) = 0 para todo A € R. Dal, ¢(0,0) = 0. DIxigimos também que (dg)ey = 0.
Lembramos que dy ¢ aomalriz Jacobiaua de g obtida dilerenciando g nas [V]|— diregoes
de g Se (dg)op ¢ nao nulo podemos usar reducao de Liapunov-Schimidt com simetrias
para reduzir ¢ ao caso e que o Jacobiano se anula, A reducdo de Liapunov-Schmidt

¢ apresentada no Apendice AL IS claro que este processo mudard w para win 7' menor ¢
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também nmdard a representacao de I, mas este processo preserva as simetrins.  Assim,
assunilnos que esta redugao ja tenha sido feita e, portanto, {dg)gg = 0.

[< suposto que ¢ € E},,_.‘)\([") satisfaz umn conjunto finito P de igualdades envolvendo nn
imero finito de derivadas de ¢ em (0, ). Um subconjunto S C ?_.,;,\(r’) se diz genérico
para P se g € S satistaz as ignaldades em P ¢ um conjnuto finito de desigualdades
que envolvem win conjunto finito de derivadas de ¢ na origem que nao contradizem as
igualdades de P.

Proposicao 1.4.13 Sejon G R" x R — R" wna famiia de aplicagoes U-cquivarianics
a win parametro corn ((0,0) = 0 ¢ V = ker(dQ)oyg. Entio, genericamente, « agio de T

em V¢ absolulamente wrredutivel.

A Proposigao 1.0.13 dd suporte i nossa dltima hipétese de que T age absolutamentoe ir-
redutivelmente em R ¢ gue g - R* xR — R” é wn problema de bifurcacio T-equivariante.
Usamos a hipotese da agdo de 1" ser absolutamente irredutivel como segue. Diferenciando
(L-112) com relacho a w em (x, A) = (0, ), temos

(dg)oy = v(dgox (1.4.43)
para todo v € I Como 1" é absolutamcute irredutivel, entio as \inicas tnatrizes que
comutanm com I" sao as multiplas da identidade; dal, (dg)oa = (A} com ¢ € £y Desde

que (dglop = 0 temos ¢(0) = 0. Agora assumimos que

¢ (0) £ 0. (1.4.44)

Teorema 1.4.14 (Lema dos Ramos Equivariantes) Seja T wm grupo de Lic com agdo -

’ - . = -~ q e . Y . B
absoluteniente wrredutivel em Ve seja g € € . (1) win problema de bifurcagdo T -equivariante
salisfazendo (1.4.44). Seja X um subgrupo azial. Entdo criste um dnico ramo sueve de

solugoes para g — 0 tal que o subgrupo de isotropia de toda solucio ¢ T.

Podenios reescrever o Lema dos Ramos Equivariantes como segue:r Genericamente,
problemas de bilurcacao com grupo de simetria I tém solucdes correspondentes a todos
os subgrupos axiais. Desde gque ¥2é um subgrupo axial segue que ¥ ¢ um subgrupo de
Isotropia maximal.  Assin, o Lema dos Ramos Equivariantes nos dd um mdétodo para
encontrar solugoes corvespondentes a uma classe especial dos subgrupos de isotropia ma-
XlInads,

Teorema 1.4.15 Sejo I wm grupo de Lie agindo e V. Assumimos

a) fa(l) — {0}

b) ¥ C 1w subgrupo arial

c) gV xR =V wn problema de bifurcagao T-equivariante satisfazendo

(dga)oo(aa) # 0 (1.4.45)

onde iy € Fia(X) € ndo nulo.
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Entao existe wmn ramo suave de solugoes (Ley, A1) pare a cquacdo glaz, A) = 0.

As observagoes a seguir mostram que o Lema dos Ramos Equivariantes segue do
Teorema 1.4.15.

Observagao 1.4.16 - Agoes Drredutiveis ndo triviais satisfazem £z(1") = {0}
fato, como a acao d( [ ¢ irredutivel ¢ Fizl ¢ P-invariante, entdo Fix(l) = V
Fial” = {0}, Como a acio ¢ nao trivial, entao () = {0},

, Ou

2. Quando a agao de I ein V' ¢ absolutamente irredutivel, vimos anteriormente (ue

(d.y)[j‘,\ — (f(/\)l.
Logo,
(dgn)oolan) — W (0),
onde K ¢ um vetor constante nio nulo. Por (L4.45), ¢/(0) £ 0. Assim, (1.4.44) ¢
equivalente a (1.4.45).
Demonstragao (Teorema 1.4.15) Segne do Lema 1.4.6 que

g () x R — [ ().

Como dim ie(X) = | temos que F9a(Y) = {trg, L € R} para 2y # 0, 3y € Fiz(X) ¢
existe 1 : R x R — R tal que
gltrg, A) = L, Ny

Com a hipétese £7ix(1') = {0} pela Proposi¢io 1.4.7 ¢(0,A) = 0. Ainda,
g(0,A) =0 (0, Ay =0 & 1(0,A) = 0.
Pelo Teorema de Taylor (em torno de { = 0) temos
h(t, N) = th{t, \)

tal que £ : R x R,0 — R ¢ g(twg, A) = k(¢ A)twg = k(0, A)(twg) + - --. Como (dg)or =
(A} xn e que ¢(0) = 0 e (0) # 0, temos que ¢{A) = &0, \) em que £(0,0) = 0 ¢
kx(0,0) # 0. Pelo Teorema da Funcao Implicita, existe ¢ ¢ tuica A U C R — V tal que

(6, A(L)) = 0 ¢ A(0) = 0.

Logo,
g(lae, AL)) = k(L A(L)) log = 0.
—_——
=0
Portanto, (éxg, A(2)) ¢ mn ramo de solugdes de ¢ = 0.
U]
Consideramos I' = D, ¢ V' = C. Sabemos que o subgrupo de isotropia de todo ponto
1o cixo real ¢ o subgrupo Z4 com dois clementos gerado por £ @ z — Z. Mals ainda, os
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tnicos clementos em C fixados por £ sao os reais. Assim, £ix(Z5) = R ¢ dim Fi(Z8) = 1.
Concluimos, usando o Lema dos Ramos Feuivariantes que, genericamente, problemas de
bifurcagao D,,~equivariantes t¢ém ramos de solugoes consistindo de solucdes comn simetria
Zy.

Scja g € X tal que xg #£ 0. Na prova do Teorema 14,15 dizemos que um ramo de
solugoes nao triviais de glpiyvsg = 0 tem a forma (£, A(t)) onde A(0) = 0.

Definigoes 1.4.17 Dizcinos que o vamos cilado acima ¢ transeritico se A'(0) £ 0 ¢
degenerado se A'(0) = 0.
Linlre os ramos branscrilicos lemos « scquinle divisao: o ramo (Lxg, A(L)) ¢ subceritico

se, para todo L nao nelo prozono da origen,
IA'(1) < 0,

e é supercritico se, pura lodo t nio nulo prozimo da origem,

tA'(1) > 0
t *
o e
7
- IS ~ A
// \
a) b)

Figura 1.2: Ramos de solugoes (a) subcritico ¢ (b) supercritico

A Figura 1.2 ilustra um ramo de solugoes suberitico ¢ um supereritico.

1.4.4 Estabilidade de solugoces

Estudamos aqui a estabilidade das solugdes ¢ introduzimos um novo tipo de estabilidade,
a estabilidade orbital.
Consideramos ¢ um ponto de equilibrio para um sistema de EDOs

dx

a0 + g(x) = 0. (1.4.406)

Definigoes 1.4.18 [y ¢ ussintolicamente estavel se toda trajetdria x(t) da EDO

que wnicia provimo de wy permancee prozioe de g para L >0 ¢ fimg e, x() = @o.

2. 1y neulramente estavel se a rajetdria fiea provimo de xy pare Lodo 1> 0.
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3. xy € instdvel se sempre exisle wina trajetéria iniciondo prozimo de vy que nao per-
mancee procime de ey pare > 0.

4. @ € limecarmente estavel se todos os autovalores da malriz (dg) ., (e parte real
POSsitiva.

O teorema padrao afirma que se ¢ lincarnente estivel entao 2y ¢ assintoticamente
estdvel. Bm Hirseh ¢ Smale [197:1) (p.187) temos que se algunn autovalor de (dg)

parte real negativa, entao ry ¢ instdavel,

v, POSSUL

Vimos um outro tipo de estabilidade que surge no contexto com simetria, a estabilidade
orbital. Scjam I' um grupo de Lic agindo em V, ¢+ V — V aplicacio [-cquivariante,
g um ponto de cquilibrio do sistema (1.4.46) ¢ ¥ = 22, o subgrupo de isotropia de .
Afirmainos que dim S < dim I implica que 2y ndo pode ser assintoticamente estdavel, De
lato, relembramos da Proposicao 1.4.3D) que dim " = dim ¥, + dim Pz, Com isso temos
que a Orbita Pwy ¢ uma subvariedade de V' de dimensao positiva. Assim existe v € T
tal que vy € Ty ¢ solngdo de equilibrio arbitrariamente préximo de zy. As trajetérias
iniciando nestes equilibrios sio fixados por todo tempo nao tendendo a oy, Assim, 2 nao
¢ assintoticamente estdvel. Contudo, xy pode ser neutramente estivel. Na verdade, 2y
pode satisfazer wm tipo especifico de estabilidade neutras

Definigao 1.4.19 O ponlo de equilibrio xy ¢ orbitalmente estdavel se @y ¢ neulramente
estdvel ¢ se quando (1) ¢ wna brajetoria iniciando prozimo de zg, enbao limg. s x(1) existe
¢ pertence a Lay.

Existe um critério linear para a estabilidade orbital. Para mostrar isto, primeiro
indicamos porque a estabilidade linear faiha. Temos que

ker(dg) e, D 4oy (L) (1.4.47)

onde Ty (I'wg) denota o espago tangente de Tzg em 2y Scgue de (1.4.47) que (dg)a,
dever ter autovalor nulo. De lato, wy € Tuwy(Day) C ker(dy)y, = (dg)e,(wy) = 0 = g
¢ autovetor associado ao autovalor nulo. Com isso, nem todos os autovalores de (dg)a,
possuem parte real positiva, entdo a estabitidade linear nio ¢ possivel em g,

Definigao 1.4.20 Scja xo um ponto de equilibrio de (1.4.46), onde g comuta com « agio
de T'. O ponto de equilibrio 2y ¢ linearmente orbitalmente estavel se os autovalores
de (dg)a,, diferentes daqueles que surgiram do Tag(Vag), (e parte real posiliva.

Em outras palavras, xy ¢ lincarimente orbitalmente estavel se aqueles autovalores de

(dg) o ndo forgados pela agio de grupo a serem zero possuen parte real positiva.

Teorema 1.4.21 Lstabilidade lincar orbilal tmplica em estabilidude orbilal.
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Como vimos em (1.4.43), dg satisfaz
(dg)yy = (dg).- (1.4.48)
Seja Y€ I o subgrupo de isotropia de 2. Bntdo para todo 0 € Y a igualdade (1.4.48)
fica
(dg)uwo = a(dg),, (1.4.49)

isto ¢, (dy), comuta com X Sendo V = W@ @y TV, a decomposicao isotipica de Vo oem

relagao o X, entdao pelo Teorema 1.3.16 tenos que
((IU)J(IJITJ) g 11"}-. J = ] "' «AI'- (JISU)

As retrigoes de (dg), estao frequentemente sujeitas a condicoes exiras. [or exeun-
plo, supouhamos que ¥ ¢ uma acao absolutamente irvedutivel em 1o Entao (([{]):,1”,))
aplicagao lincar que comuta com I, é um miltiplo da identidade.

Agora consideramos dois exemplos: D, ¢ O(2) e suas representacoes padrao emn C.
B cada caso lembramos que se 2 € € ¢ real o seu subgrupo de isotropia ¢ o Z5 gerado
por w:z ey Z0 Em coordenadas reais a matriz de s ¢ dada por

=(} %),

Assim, 'y = R e 115 = 4R, A agdo L em W, ¢ a identidade e em W, ¢ menos a
identidade. As vepresentagoes sao distintas ¢ absolutamente jrvedutiveis.

Como (dg), conmta com Z%, entio

(dg). = ( 3 2 ) pa,d € R (1.4.51)
No caso I' = D, a forma (1.4.51) é tudo o que podemos dizer. Quando I = O(2)
temos que y(i) = y(t)e € O(2)x, com (i) = ( S:J;i (::; ! ) Desde que « ¢ ponto de
equilibrio ¢ ¢ ¢ O(2)- cquivariante
glylt)) = 0.

Dar;

(

S a 0 %) cost —sent 1 a 0 0
0 dj'(j(;‘/(/)) =0 ( 0 d ) (a ( sent cost )10 ( 0 )) - ( 0 d) ( 1 ) '

Portanto, =0 ¢

Enfatizamos que usando a estrutura de simetria de g pudemos obter (dy), sem de fato

calewlar as dervadas da g explicitamente.



Capitulo 2

Sistemas de células acopladas com
simetria do tipo produto coroa

Tratamos neste capitulo da parte central do projeto: bifurcagio de pontos de cquilibrio
em sistemas acoplados e presenca de simetria.

Discutimos a estrutura de sisteimas de células acopladas como sistemna de cqnagoes
dilerenciais ordindrias onde simetrias do sistema sio obtidas através do grupo G das
permutagoes das células - chanadas simetrias globais do sistema - ¢ do grupo £ das
simetrias internas de cada célula - chamadas simetrias internas. As simetrias global e
interna podem ser combinadas de duas manciras, dependendo de como a sinietria interna
afeta o acoplamento. Algebricaniente, estas duas combinacoes sao dadas pelo “produto
coroa” LG ou pelo “produto direto” £ x G. Os nossos estudos sio direcionados para a
teoria do produto coroa.

O produto coroa ocorre quando o acoplamento ¢ invariante sob a acao do grupo de
simetrias internas. O principal objetivo ¢ relacionar bilurcacoes de pontos de equilibrio
(jue ocorrem i sistemas com o grapo de simetria combinado £0G as bifurcacoes corres-
pondentes em sistemas com shinetria £ ou .

Eni um acoplamento de células identicas, as simetrias sio induzidas pela mancira
como as cquagoes dilerencials estio associadas ¢ essas simetrias dependem do tipo exato
de acoplamento. O grupo G das simetrias globais ¢ sempre win subgrupo finito de Sy. Por
exemplo, considerantos uim sistema de N células acopladas em um anel; este sistema tem
a simetria do grupo diedral Dy, Uni outro excemplo ¢ o acoplamento “dois a dois” onde
cada célula esta acoplada a todas as outras. Iste tipo de acoplamento leva  simetria do
grupo das permutagoes Sy

O conjunto das simctrias internas, por sua vez, ocorre quando as equacdes diferenciais
que governam a dinamica de cada célula possuem sua préopria simetria ¢ a dindmica
nas células sao governadas por equagoes dilerenciais parciais que sio invariantes sob tais
simetrias.

Estudamos a seguir propriedades que o acoplamento deve possuir quando as simnetrias
internas ¢ globais combinadas lormam o produto coroa. A partiv destas propriedade

podemos obter uma forma geral para um sistema com simetria produto coroa.
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2.1 EDOs de sistemas acoplados com simetria do tipo
produto coroa

Iniciamos com a forma de acoplamento geral de sistennas de EDOs que possuew a hipdtese
de eélulas identicas com acoplamento idéntico: esta forma de acoplamento permitird ilus-
trarmos como o tipo de acoplamento muda o tipo de sinetria.

Sejan X a variavel de estado da j-ésima célula ¢ V= (A, V) a varidvel de
estado de e sistema com N ¢élulas. A hipdtese de que as células sio idénticas implica
que N € RY paracada j e X ¢ (R¥}Y. Nosso objetivo 6 estudar ranos de solucoes de
pontos de equilibrio de um sistema da forma

dX
— = (X)), (2.1.1
= FLY), (2.1.1)

ou seja, sistema de células acopladas

d X ey :
(_]f_} - fj\-\j) -+ /l.j()\),

onde f; governa a dindmica interna da j-ésima célula ¢ iy governa o acoplamento entre as
células para j — 1, N Desde que consideramos as células idénticas, assuminos que
fr— fpuag=1_... N,

Para formular nossa hipdtese sobre acoplamento, definimos a matriz de conexao (7

por

. I seacelula 4 estd acoplada a ¢élula

caso contrdrio.

Para continuar motivando a idéia, assuminios que o acoplamento tent a forma

N
;N A T PR P
Iy (X)) = > Gl ) hi (X X),
i
onde fi;; modela o acoplamento das células @ ¢ 7. Isto ¢, consideramos que o efeito do
acoplaniento na j-Csima célula ¢ encontrado somando as influéncias de todas as células
acopladas a j-csima cclula. A hipdtese de que as células estao identicamente acopladas
implicaque by, =i, =1, N,
Assin. o sistema (2.1.1) ¢ do tipo

ANy /dt FXY) Z:N, C'e, (X X))

- Y N SRR
1/4\._7,/(1/. _ /(_l\g) . SO, _?)/;,(4\“ ) | (219
(X /ddt (X x) SN Cle. NYA(N,. X y)

Discutinos a seguir as simetrias globais prescutes neste sistema. Scji o € Sy uma

perniutacao. A agao de o no espaco das posicoes ¢ dada por

(o \' = (‘\—U_I(l]?" . ,_YO—J{N)).
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Agora 0 € Sy ¢ wna simetria do sistema (2.1.2) se, ¢ somente se,
FloXN) — ol'(N).

Notamos que

do N d.X doX dX
a0 7 de At
Isto implica que
J(No-101)) JX)

a1 SNy B F(X2)

J(No-1(n)) J(Ny)

¢ analoganiente para ALY, X ;). Quanto & matriz de conexio, se identificanos a per-
mutacao o € Sy com uma watriz N x N notamos que o ¢ umna simetria do sistema se
oCo~" = C. Verilicaumos isto considerando um sistema de N células ¢ seus possiveis tipos
de acoplamento, ji que a simetria global depende da forma exata do acoplamento das
células, além de que a matriz de wna permutagao d esquerda troca linhas ¢ a direita troca
colunas,  BEm sutua, o ¢ unia simetria do sistema (2.1.2) se oCo ! = €. O grupo das
sinictrias globais G consiste precisamente destas simcetrias.

Analisamos agora as restricoes impostas e (2.1.2) pela agio do grupo das simetrias
internas £ C O(h). Paral ¢ £ ser wma simettia interta oxiginos que

JUXG) = 1(Xy),

para 7 = 1,..., N. Se simetrias internas sdo simcetrias de (2.1.2) elas dependem das pro-
pricdades do termo de acoplamento fi. Como um minimo, exigimos que quando | age
simultancamente em cada célula, entio

W{ING LX) = 1h (N, X)), (2.1.3)
Se delinlmos
- X = (L\—Ia ey /‘-\:N),

entao

R X) = F(X)

¢ [ ¢ uma simetria de (2.1.2). Scegue que £ x ¢ sao simetrias de (2.1.2) onde £ ¢ visto

N

como o subgrupo diagonal de £%. Contudo, também considerainos sistemas acoplados

onde a agao de ! em cada cdlula ¢ wma simetria de (2.1.2). Isto ¢, supomos que
NG LX) = (X, X)) (2.1.4)

RN, X)) = (X, X)), (2.1.5)

Qualquer duas das cquagoes (2.1.3), (2.1.4) ¢/ou (2.1.5) implica na terceira. Neste
caso, o grupo £ ¢ win grupo de simetria de (2.1.2).
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O produto coroa £1G ¢ um grupo gerado por £¥ ¢ G. Sob estas condicoes, ¢ wn
grupo de simetria de (2.1.2). (Ver Observagao 1.1.9, para a definicio da acao de £0G em
REN )

Um exeinplo de acoplamento com simetria do produto coroa ¢ dado por

WX, X;) = 1X, 2N

Neste caso, o sistema fea

(/\ AL
/ \)_%LC ‘L 11‘\

para j =1,... N,

Definigao 2.1.1 G ¢ wm subgrupo transitivo de Sy se para quaisquere, j € {1,2,++ N}

existe 0 € G tal que o(i) = §, ou scja, se @ ugho de G possui wina dnice drbita e Sy

Estamos interessados no tipo de acoplamento que leva i simetria do produto coroa.
Para simplificar a andlise assumimos que as simetrias globals agem transitivamente nas
células, isto ¢, assumimos que G ¢ wn subgrupo transitivo do Sy, Nos relerinios a esta
hipotese de transivividade por (7).

2.2 Teoria linear do grupo £1§

Quando consideramos bifurcaciao de poutos de equilibrio a partiv de um egnilibrio invari-
ante pelo grupo todo, fazemos a hipotese gendrica (Hyg) de que I' = £1G age absolutamente
irredutivelmente no nicleo das equacoes lincarizadas, Veja Proposicao 1.4.13.

Scja W C VY um subespago D-irredutivel. Bin particular, W ¢ um subespago invari-
ante pelo subgrupo £V, Se £V age trivialmente e W entdo as simetrias locais ndo terio
efeito nas bilurcagoes. Como estamos interessados e estudar bilurcagoes com simetria
local e global associadas, assumimos: (11} £V age nao trivialmente em W,

Seja Uy = {uv; € V0, Juy---,0) € W, 4 — [ .. N} Cada U/, © W ¢ uin
subespago L-invariante, De [ato, se v, € U, entdo (0,--+ v, -+ ,0) C W. Como W ¢
LN — invariante, entiao (L0, vy, In0) € W e Ly € U

Lema 2.2.1 Assumnimos s hipoleses (M), (Hg) ¢ (He). Entao
a) U; ¢ L-irredutivel.
b) Todos os U; sao L-isomorfos a um diico cspago U L-irredutivel.

¢) W =UVN,
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Demonstracao Por construcao, W D U @ - @ Uy. Aficimamos que
‘”' == (.-"'] {B e @ L’YN.

Notenos que Up -+ D Uy & G-invariante pois G souente perniita os subespagos L.
Também por construcao, U, & - O Uy é LV invariante, pots cada U/; & L-invariante.
Verilicamos agora que Uy @ -+ @ Uy # {0}, Por hipdtese, £V age nio trivialmente em
W Suponliamos que (e, o coey) € Wele £, entio (1,,...,1,) € LY ¢

(,' 1/-"7 ] 1[')(1]'7 * Ky '“!\‘) = (ZUM Uyy oo >AU.'\") € W.

Logo, (fey —0,0,....0) € W para wodo I € £. Por (Hg), existe § tal que (vg, ... oy) #
(for, oo dun) que, sem perda de generalidade, supde que £ age nio trivialmente na
primeira compouente de vetores em W. Logo, U # {0} e U & - Uy # {0}. Como IV
¢ drredutivel, segue a alirmacao.

Os elementos de G sdo permutacoes dos Uls e como age transitivamente nos 7, segue
todos os I sao L- isomorfos. Isto ¢, U; = U, j = 1,...,N. Agora, se Uy C U é £L-
irredutivel. entao Uy¥ ¢ T-invariante. A bredutibilidade de ¥ = UN inplica que Uy — U
o U ¢ L-arvedutivel.

0

Mostramos no proximoe lema que se Fiog £ = {0}, entao I' age absolntamente ire-
dutivelimente e UY se, e somente se, £ age absolutamente irredutivelmente em . Seja

Dp(117) o espaco das aplicagoes lineares de 1 e W que comutam com I,

Lema 2.2.2 Suponhainosl’ = £1G. onde G é wm subgrupo transitivo do Sy e IMivg (L) =
{0}, Entao,
D (UN) = D (U).

Demonstracgao Suponhamos que A U — U é uma aplicagio linear que connita
) N ~ 7 N A - . /
com £. Entao AV - UN — UY comuta com £V e com §. De fato, para ({;,... . Iy)c L"

o) - AN () = e B) - (), Alug)) =
- (‘II ‘l(i'“'l )’ R /.’\i-'il['(l‘-':\i\)) — ("’](l]'lﬂ); RN fl(l/\j'{l,/v)) —_ :l"\’(l]'{[_]‘ ey "-IN:“-';\’) =
/'..tN(Uh Cey l;\) : ('Uh P U.N))
¢ para 0 € Sy

- Ay, un) =0 - (Al oy Mun)) = o - (v, .., o) e () =

I
[
Q?.

|
N

= (."l(:”'(r*'[_l)]- T ,;"1('-'(1071(3\:)]') = "11\’(0 g, :“/\'))'

Portanto, Y conutta com T
. - N r N . . 5 R Bl Al
Reciprocamente, suponhamos que B - UY — UY ¢ lincar e comuta comr I, Em

coordenadas, seja 8= (C, ..., Cy). Butao,

(11(?’1 (s ooyuy )y AnCylug, oo “-N)) =
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(l.l, Ceey l/\;) g (Cl(ul, C. ,'II,N), ey (_j,\r(’fl.l, Ce )UN)) =
(C-fl(lﬂlv], ‘o ,IN‘H'/\:), - - C;"l\,'(l|'!ll| yee oy lN”'N))'

Segue que, Cy(lyuy, .. Ivuy) = LG (w, - ,un), para todo j = 1,..., N. Escolhe-
mos um dos C's, digamos C,. Por lincaridade, podemos eserever, pava cada ¢ = 1,..., N,

Ciluy, ..o uy) = D'l (v} 4o+ DZ(H,,') + -+ Df\,(-u,,v)1

Vo [ 4 TR AT . .. . o R .
com D)2 U — U linear, j = 1,...,N. A equivariancia de C; implica que cada D para
J=1,...,N, 754 ¢ L-invariante, pois

LC(ur, o cyun) = Di(uy) + - LD ) 4+ Dy (uy)

Ct(li“l: e ,{N'H.‘,\i) = D;([l‘tt,l) 4o Uf([,"l’/-,jr e 4 [):‘;\r(["\"uq\/).

Desde que Fixy (L) = {0}, segue da Proposicio 1.4.7 que as aplicacdes lincares D; para

J=1..,N,j#isao nulas. Dad, Ciluy,...,uy) = D!{w;). Assiu,
Bluy,...;uy) = (D{{u),..., DN (uy))

onde cada 17+ U7 = U comuta com L, para j = 1,...,N. Como G ¢ um subgrupo
Lransitivo, entio todos os D' st iguais,
O

Dos dois lemas Lema 2.2.1 ¢ Lema 2.2.2 temos o seguinte resultado:

Lema 2.2.3 Assumimos us hipdteses (I1p), (Hg) ¢ (1), Entio £L1G age absolutamnente
irredutiveliente e W se, e somente se, W 2 UN ¢ £ age absolulamente irredulivelmente
sobre U.

O Lema 2.2.2 indica a forma dos auto-espagos criticos nos pontos de cquilibrio: o
nicleo da lincarizagao ¢ genericamente '—absolutamente irredutivel. Por {Hy) ¢ (Hg),

este nicleo deve ter a lorma UV onde U ¢ L-absolutanente rredutivel.

2.3 Quebra de simetria em bifurcacao £i{G-equivariante

Assumimos que W ¢ o ntcleo da linecarizacao de (2.1.2) em um equilibrio I'-invariante.
Com a hipétese gendrica (Hg) de que I' age absolutamente irredutivelmente ein W e com
a hipétese adicional (11;) de que £V age ndo trivialmente em W, pelos resultados da
Secdo 2.2 podemos escrever W = UN onde £ age absolutamente irredutivelmente em U
¢ iy (L) ={0}.

Na subse¢io a seguir apresentamos a forma geral dos subgrupos axiais do produto

votoa a menos de CONJULALAO.
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2.3.1 Subgrupos axiais de £1§G

Apresentamos inicialmente algumas notacoes.

Definicao 2.3.1 Uin subconjunto de indices J C {1,...\N} ¢ chamado wm bloco sc

caiste win subgrupo H & G que age transilivamente em J.

Observamos que todos os conjuntos unitdrios sio hlocos.

Para cada bloco J associamos o subgrupo de permutacocs

(que age transitivamente em J, ja que ele contém H.

Para 4 € £ um subgrpo qualquer, definimos o subgrupo
S(A, )= (B, x - x By) + Qy,
onde
Asejed
B; = /
: Lsejd ]

Lema 2.3.2 Para cada bloco J e cada subgrupo azicl A C L agindo em U, o subgrupo
YA T C LG ¢ um subgrupo axial.

Demonstracao Scjam @ € U um vetor ndao nulo Axado por A e x = (2, ,an)
NI B jeJ
oY OsegéJ

Alirmacao: YA, J) fixa x. De tato, ({,o) € S(A,J) = (L,...,lv.0) € L(4,J) onde

e lseyclJ
e Laeyéd.]

onele

e o € Q; = o) € J se j & J Logo,
(Lo)x = (L=t oo Iy () onde L, i) = { [i; szejjg;fj Jpuis o € Qe =
para j C J. Além disso, temos que para j € J, [; € A, Como «x é fixado por 4, entao
Lyp = para j & J. Portanto, X(4, J) fixa x.

Por outro lado, sejay = (g, ..., yx) € UY fixado por S(A.J). Entao y; = Use j ¢ J
e y; ¢ um multiplo de v se j € J. Desde que Q, age transitivamente eny J entao todos os
y;'s sao gnais. Logo, Foepy (S(AL ) = R{x}.

Agora vamos mostrar gue (4, J) ¢ o subgrupo de isotropia Sy de x. Daalivimagao
acima temos que (A J)Y C XL Suponhamos que (o) fixa x. isto ¢, (I,0) € L. Entdo,

o deve preservar J.oou seju, o € Q4 Assing, (Lev o) € 2L T), (L 1) fixa x,

(1) (1w, 0) = (I,a) € (A, 1)

Sy C N4, J),
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Portanto, B4, J) ¢ um subgrupo axial de £1 6.
]
Mostramos na Proposicio 2.3.4 abaixo que qualquer subgrupo axial do produto coroa
é conjugado awm subgrapo axial da forma (A, 7).
Scejatn
7 L1G = ¢
aaplicacao projecio e Uy = {{a, .., an) € UV, = 0 sej ¢ J}. Tenios eutio o seguinte
lema:

Lema 2.3.3 Suponhamos S wmn subgrupo avial de £2G. Entio, 75(S) age transitivanente
e algum bloco J e Fuvps (3) C Uy,

Demonstracao Seja x = (v1,...,un) € Fiz(Z) nao nulo. Scja J C {1....,N}
tal que j € J se a; # 0. Mostramos gue 7g ( ) age trausitivamcute cm J.

Primeiramente, mostramos que mg(3)J C J. Seja i € J. Para qualquer (/0 ') € &
o~ e 7mg(X). Queremos o7'(i) € J. Como x € Fix(D), entio (I, a)x = X, isto ¢,
(Urea-y o dveg-vyay) = (@, awy). Dai, ay # 0 = Lao-1 £ 0 = 2515 # 0 =
o~ i) ¢ J. Portanto, mg(S)J ¢ J.

Agora mostramos que 75(%) age trausitivamente em J. Para isto, verificamos que
paract, ) € J (@, # 0) existe 0 € mg(3) tal que o (i) = 5. ‘Slll)onhmnm (Ue 2LG0 existe
o (X)) tal que (r*‘(-/.) = j, ou seja, para qualquer o € 7g{3), s

sSem perda de generalidade, suponhamos que ndo existe o € ﬂ'g(E) lal que oH1) = 2.

Construimos primeiramente o seguinte subconjunto de J,
, L= ley g -~
Ji=A{s€Ji07(j) # 2,V € my(X) }.

Notemos que 1 € Jy. logo, Jy # . Verificantos que mg(X)JSy < Jy. De fato, nao existe
0 € mg(X) tal que para j € J,
S o)) =2,
Cagi¥)J,
pois ¢ ‘o e mg(¥) e entdo § ToT! () £ 2. Portanto, 7g(2)J, < J;.

Agora, delinimos
o= JV = {5 € Jiom () = 2, para algumo € mg(X)}.

Temos que 2 € Jy (considerando o a permutagao trivial); logo, J, # 0. Verilicamos que
7 (Y) )y C Sy Sejam o € wg(Y) e € Jy. Queremos mostrar que o7 (5) € Jy, isto ¢, que
existe 0 € 'Tr(-;[\“) tal que ¢ 'o7!(j) = 2. Suponhamos que nao existe § € m(Y) tal que

) = 20 0useja, para todo § € wg(S), § 'o T(§) # 2. Como d ¢ qualquer, entao
<5"r7 pereorre Lodo mg{X) e entao j € Jy, o que ¢ uma contradicao.

PPor construcao, J, e J, sao subconjuntos disjuntos de J. Entao,

y = (yi,.. ., yn) onde
o Jayse g€
v Ose y & J
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ez = {3, 25 onde

o) oxyse ey
E 0sey &g,

a0 elenientos fixados por ¥ e linearmente independentes: absurdo, pois dimFer(Y) = 1.
Portanto, mg(2) age trasitivamente em J.
L
Na proxima proposiciio, supomos que o bloco J, cuja existéncia ¢ garaniida pelo Lema,
233, ¢ ={1,-- s} onde s <N

Proposicao 2.3.4 Scjam Y € £1G subgrupo avial e v € Fixpy (S nio nulo. Reenumere
as cclulas, scnecessdario, tol gue x = (wy, <+ 1,0, 0). Seja A o subgrupo de wsotropia
de vy om L. Indao

a) ¥ ¢ conjugado o S(A, 1)

by A C L ¢ avial.

Demonstracgao Iniciamos provando que x ¢ (ay, -+, 2,0, -, 0) tén subgrupos
de isotropia conjugados. Desde gue (%) age transitivamente e J, podemos cucontrar

para cada j € .J i clemento (Lo) € T tal que o(1) = . Como ({,0)x = X, lemos
wy =l vy = Ly

Sejc b= (0L L) Para (0 8) € © concluimos com o Lema 112 gue

= S

Fovgw (BERTY = Ry{Ah(ay, .o 2,0, ..,0) )

= R{(xy,...,01,0,...,0)}.

Como AYA7" ¢ maximal, segue que hSA™1 ¢ o subgrupo de isotropia de (o, ... ., 0),
onde @ = wy ¢ como (A4, J) fixa (x,...,2,0,...,0), segue que S(A4,J) € hSL Y De
taneira andloga ao que foi feito na demoustragao do Lema 2.3.2 temos que (4, J) D
L3 Portanto, S J) = hSh.

Mostremos agora que
oo (S D)) =4y, 0,00,0); gy € Frap(A) ]

DCIAY — (i, Y Uty yn) € Piagy (3204, ). Como y ¢ lixado por A x £Y75,
entao paray > s,y = 0 e para § < s, y, ¢ fixado por A. Aléin disso, Q, age transitiva-
mentle em J, entao todos y;'s nao nulos sao iguals, isto €, ¢y = -+ = y,.

Y

Como N e ML) sdo conjugados segue que dim Fieps (34, 1) — 1 ¢ g ¢ m

multiplo de e Eatao diny e (A) = 10 Portanto, A ¢ i subpgrupo axial.

o
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2.3.2 Exemplos

Estudamos nesta subsecao dois exemplos de acoplamento de eélilas coni grupo de simetria
O(2): andis de 15 ¢ 12 ¢élulas, levando s simetrias globals dos grupos diedrais Dy o
Dy, vespectivionente,  Assim, temos G = Dy, ¢ £ — O(2), ambos agindo em C = R®
com suas acoes padroes. Como estes exemplos mostran, nma notdvel consequencia dos
resultados gerais ¢ que sistemas comm acoplamento produto coroa frequenteniente possuein
simultancaniente células com uma dindmica nao trivial anquanto que outras permanceen

anativas. Comecainos calculando os subgrupos axiais destes excinplos.

a) Subgrupos axiais de O(2) 1 D,;

Seja N = {0,1.2,--+ .14} cm que D5 age por peruutacoes ciclicas e inversao.
Iniciamos classificando os blocos J. Para isto, devemos encontrar todos os sub-
grupos H C G, a menos de conjugacao, ¢ entdao os blocos sio as H-orbitas. Os
possivels subgrupos de Dyy sao Zy =< Ryyys >, Ly =< Ronps >, Zng =< Llonpis >,
D, =< r >, Dy, Dy, Dy;. Para encontrarmos as H-orbitas consideramos mu anel
circular com 15 células e nm eixo de simetria passando pela célula 0. Notenos
(que as orbitas dos grupos ciclicos sao lormadas por ¢élulas ignalmente espacadas o,
anenos de conjugagdo, podemos assumir que a célula 0 ¢ nm bloco. Na Tabela
2.0 para os grupos diedrais somente listamos os blocos que ndo foram listados nos
grupos ciclicos. Por exemplo, as érbitas de Ds agindo em X sao {0,3,6,9,12} ¢
V12,905,778, 10, L1, 13, 14}, mas somente o segundo bloco é novo ji que v primeiro
¢ Lambém uma Zg-6rbita. Para cada bloco J ja calculamos o subgrupo associado
Qs = {o €D o(J)=J}, também mostrado na Tabela 2.1.

1 G ‘ J=células ativas _______L _(,2/
—= o D
| Z, 0,5, 10} D,
| Zi, {0,3,6,9,12} D;
Z; {0,..., 14} 1Dy
%]")l i {£k}; & =1,....7 D,
D, C{1,4,6,9, 11, 14} D,
D, {2,3,7, 8,12, 13} D,
D; | {1,2,:0,5, 7,810, 11, 13, 11} | Dy

Tabela 2.1 Subgrupus axiais de O(2) 0 Dys @ menos de conjugagao

O duico subgrupo de isotropia axial 4 C O(2). a menos de conjugagao, ¢

Z5 -

to >, Pelo Lema 2.3.2 ¢ Proposicao 2.3.4, os subgrupos axiais de O(2) 1Dy 5,

Ay

K

5, J). Seja J o complementar de J e X
Suponbawmos que @ = {wo,xy, ..., a1y) € Fiwe(S(Z5,J)). BEutdo, ay € [iw(0(2)) se
J €S isto ¢, = 0se j € J Chamamos tais células de inativas ¢ todas as outras

amenos de conjigacao, sao os grupos S3{
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Figura 2.1: Diagramas da células ativas/inativas em um anel de 15 eélulas idénticas com simetria

imterna O(2).

de ativas. Desde que @, age Lransitivamente em J, entao todas as células ativas @
sao iguals para 7 € J. Assim, qualquer posigao com subgrupo de isotropia S (Z5, /)
corresponde as células inativas para § € J' e as células ativas para j ¢ J. Os
diagramas da Figura 2.1 representam os 14 padrdes de acoplamento das células ati-
vivs/inativas, @menos de conjugacao, que resulta desta classificacao. A lista ¢ Lipica
para anel de N células com simetria interna O(2) quando N & Gmpar. Considerando
sinetrias internas mais complicadas somente impomos mais possivels escolhas de A,

A parte arucial ¢ a lista de blocos que depende somente de G.

b) Subgrupos axiais de O(2) Dy,

Quando N ¢ par a classificagio ¢ similar, mas existem duas classes de (Ulljll;.,d( au

distintas de subgrupos diedrais de mesma ordeny.

Para N = 12 cousideramos £ = wa o elemento de ordem 12 que gera Dy, ¢ & 0
clemento de ordem 2. Sabemos quv roER € Dy sao clementos de ordent 2 mas,
aw contravio do caso N fmpar ndao sao conjugados; dai, estes geram duas classes de
conjugacao distintas.

Seguindo o roteivo do exemplo anterior, calculamos primeiamente os subgrupos de
Dy, a menos de conjugacao. Os subgrupos de Dy estao representados na Tabela
2.2 com as suas respectivas ordens,

Para o subgrupo de ordem 12 podertamos cousiderar o subgrupo gerado pelos ele-

mentos 8 e €8 ou seja, (€,6Y. Mas, para y =0, -, Tt el =0, 11,

2 2m 6wy +38ml 2%, . 2
o [= = 37 +4dl) = —m
TR 12 PLARAET



‘ Ordem ; Subgrupo ‘
1 trivial={1p }
2 Ly =<5 >
2 Zh =<k >
> | B —<éns
3 Zy=< &>
¥ D, =< &k >
3 D§‘ =< En >
: 6 Dy =< ff], o>
6 DY =< &',k >
& D, =<& n>
8 DY —< 3.8 k> |
7]2 Z[2
12 Dy =< &k >
12 DY =< €2 En >
21 Dy =<&, 6>

Tabela 2.2: Subgrupos de Dy,

mo=0,1,2,....11, isto ¢, os elementos deste subgrupo sio as rotagoces de

mo=0,1,2,.., 11, que é conjugado a Z,,.

S, para

A partir dos subgrupos obtemos os blocos e entao o8 subgrupos Q,; apresentados
g1l gruj J o]

na Tabela 2,30 Na Figura 2.2 temos os 15 diagramas padroes de acoplanento das

células ativas/inativas que resultam da Tabela 2.3

Observagao 2.3.5 Nos cxemplos a) ¢ b) notamos a ocorréncia simultdnea de células
ativas e mativas. Este fenomeno ¢ conscquénela das regras de acoplamento do produto

coroa, 0 gue - sob certas circunstancias - poderia de fato desacoplar células inativas

de suas vizinhangas. Mais gerahinente, assuminos que Fia(£)

{0} ¢ tomamos um

subconjunto qualquer A C {1,2,-- | N} nio necessariamente um bloco. Consideramos

=

u subconjunto T C £ G da lorma

T =05, x - x By

FiaY = Fia(By) x -

onde
By, = {
Entio
oude

Fia(By) = {

L se kel
1 caso contrario,

0 se ke X
U/ caso contrario

- x Fia(DBy)
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L G | J=células ativas | Q, f
1 {0} 1z,
2 {0, 6} D, |
VA ) {£i}:j—1...,6 D,
VA {0, 1}, {2, 11}, {3, 10} DY
| Z; {0, 1, 8} D,
Z, {0,3,6,9) | D,
D, | {1,5,7, 11} D,
DY {0,1,6, 7} DY
Z ' {0, 2, 4, 6, 8, 10} : D;
Dy © mesmos blocos do Z,c2Z; | Dy
DY {0,1,4, 5,8, 9} D}
D, | {1,2,4,5,7,8, 10,11}y | D;
D4 {1,2,4,5.7,8 1011} | D
Dy [{1,3,5,7.9,11}={0,2,4. 6,8, 10 } | Dy
D" | N DY
Ly, X D,
D, X D |
Tabela 2.3: Subgrupos axiais do O(2)1 D,
e I ¢ o subespago apresentado no Lema 2.2.1. Pelo [ato de ser uim subespaco de ponto

fixo, tal subespago ¢ invariante pela dindmica. Qualquer soluciao nao nula da restricio
da DO original ao [T é uma posicio do sistema em que as células ein A sio todas
imativas. Além disso, as eélulas ativas nao sao necessariamente idénticas. Assim, seria
possivel, por exemplo, arranjar as células onde o comportamento de algumas delas fosse

caotlcy enquanto que células na sua vizinhanca permanecessem inativas.

2.3.3 Subgrupos de isotropia e subgrupos de isotropia maximais
de £:G
Sejam Xy, Y subgrupos de isotropia de £ nao conjugados dois a dois. Scja
J=J, U U,
unia partigio do conjunto {1,2

o, N tal que » < s Um subconjunto J; ¢ chamado

b

parte da particao J. Seja
Q=10 €G o(J;) = Jiy paral <i<r}.
Para siwplilicar vs indices definimos
XAl NP = AL )

por

A'(2) = k para ¢ € Jy.
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Figura 2.2: Diagramas da células ativas/inativas em um anel de 12 células idénticas com simetria
itlerna, O(2).

Assiiy, A7) denota a parte de J a que i pertence. Denotamos ¥; = By x -+ x By, onde

B, = Y. Finalmente, definimos
Y=, Q. (2.3.6)

A proposicao a seguir mostra que ¥ em (2.3.6) ¢ um subgrupo de isotropia. Fica claro
na demoustracao que a desigualdade v < ¢ ¢ a coudicao de Xy,... 3, serem subgrupos
de isotropia nao conjugados dois a dois sao amibas hipdteses necessdrias para >3 ser um
sibgrupo de isotropia.

Proposicao 2.3.6 ¥ como em (2.5.6) é um subgrupo de isotropia de I = £1G agindo
,'1'\-'

e U ¢ todo subgrupo de isotropia de T € conjugado o um tal 2.

Demonstracao Seja w; € U um vetor cujo subgrupo de isotropia em £ ¢ 2, para
i=1,...,5 Scjuv = (v,...,vn) onde v, = wygy. Por construgao, ¥ lixa v, Desde que
0s Yls s20 nao conjugados entao os wy's pertencem a L-6rbitas distintas; dai, gualquer
clemento de £ G que fixa v deve preservar as partes de J. Segue que nenhum elemento
fora de X fixa 0. Logo, ¥ ¢ um subgrupo de isotropia.

Reciprocanente, consideramos o subgrupo de isotropia & de o = (v, -+, vy) € 0.
Construimos uma particao J tomando dois indices { e m em nima mesnia parte se vy ¢ vy,
pertencen a uia mesina orbita de £, Consideramos J = J) U - - - U J, a partiqao aciua
ey ..., os representantes de cada uma das rbitas e £ associadas a esta particao.
Dal, sc j € J, entdo v; = [,w, para algum {; € £. Logo, v = lw onde | € LN ¢ oa j-Gsima
coordeniula de w vale w; se j € J;. Pela construcao de w, ¥ é o scu subgrupo de isotropia.,
Se consideramos o € ()4 wemos que v — (L o)w, ou seja, © ¢ w perlencen a unia mesima
L£1G-érbita. Logo, o subgrupo de isotropia de v é conjugado ao subgrupo de isotropia .

(]



2.3 Quebra de simetria enn bifurcagio £ G-equivariante 18

A partir do subgrupo de isotropia ¥ podemos calcular seu subespaco de ponto fixo.
Refinamos a partigio J a uma particao K onde o subgrupo ¢ age transitivamente em

cadac parte de A Definamos p(i) = 7 se 4 pertence & j - ésinia parte de A Entao
AP S S S o SN L L wn of) J
Fraps () = {len . ,an) S UY 20 = 2580 ple) — p(h) ]

pols p(d) = pl7) implica que ¢ e j pertencem a uma mesma parte de i ¢ como () age
(ransitivamente co cada parte de iy, entdo 7, = 2.
Agora considernmos J& o nimero de partes de K que estao contidas na parte J; da

particao J. lsntao

5
. -y - \ N iV . o O
dim Foagx (M) = 2 Jf‘ dim [ 3,
=1

Jaque or(B) x - X By) = FinB, x -+« x FixBy.

Podemos agora classificar os subgrupos de isotropia maximais. Suponhamos que 5
¢ m subgrupo de isotropia maximal correspondente a wna particio J. Como S pode
ser anentado trocando um dos X3's por £, entao w destes ¥,'s deve ser o proprio £,
digamos ¥ (correspondente & parte Jo). Além disso, como ¢ maximal, isto fambémn
implica que existe somente mais uma parte J; correspondente a um subgrupo de isotyopia
2 maxinal velativamente & agao de £ em U

Se X, 4 Q) ¢ um subgrupo de isotropia maximal com Y, = £, entiwo J; ¢ um bloco,
1sto ¢, Q) age transitivamente em J;. De {ato, caso contrdrio, poderfamos vefinar J tal
que Q agisse transitivamente nas novas partes de Ji. Entao, novamente, poderiamos
aunmentar o subgrupo de isotropia tLomando ¥ = £ em todas as partes de Jy, exceto em
unia. lTemos entao:

Proposi¢ao 2.3.7 Todo subgrupo de isolropia mazimal e £2G ¢ da Jorma X = X, +Qy,
onde ¢ uma purticao de {1,2, ..., N} com no mdzrimo duas partes, digamos, J = JyUJy,
onde Jy wim bloco, Jy pode ser vazio ¢ Xy = By x -+ x By tal que I3; = Y ¢ win subyrupo

de wsolvopra mavinal, se it € J) ¢ B, = £ se1 € .

lista proposicao ¢ bl quando mostramos no Capitulo 3 que os nnicos subgrupos
de isolropia de O(2) 1 Sy que geram ramos de solugoes de um problema de bifurcacao

O(2) ! Sy-equivariante sao os subgrupos axiais.



Capitulo 3

Bifurcagao de pontos de equilibrio
com simetria O(2)! Sy

Nosso objecivo neste capitulo ¢ usar a teorla apresentada no Capitulo 2 para encontrar
os padroes em bifurcagao de pontos de equilibrio para sistemas de N células acopladas
(ideuticamente) duas a duas, onde cada célula tem simetria interna O(2). A Fignra 3.1
ilustra acoplamentos de 4 ou 3 células dnas a duas. O grupo produto coroa em questio é
O(2) 1 Sy. Supomos que a dinamica de cada célula ocorre no plano ¢ entiao consideramos
a acao padrao de O2) e C (ver Exemplo 1.1.5-4).

Figara 3.1 a) Acoplamento de 4 células duas a duas: ¢ = Sy, b) Acoplamento de 5 células
duas 2 duas: ¢ = S5,

[niciamos mostrando como a teoria invariante para 0(2) LG esta relacionada as Leorias
de O(2) e de G, onde G ¢ um subgrupo de Sy. Depois, aplicamos cstes resultados ao
grupo O(2) ! Sy.

Introduzimos as cquacoes gerais correspondentes a wm sistema de N-células acopladas
duas o duas. A partiv das solugoes correspondentes aos subgrupos de simetria com
subespagos de ponto lixo unidimensional cncontramos o padrao genérico de solugoes de
equilibrio. Vertficamos que, a menos de coujugacdo, existem somente N tipos de subgru-
pos de simetria comn subespacos de ponto lixo unidimensional. Genericanmiente, o Lema
dos Raos Equivariantes garante a existéncia de solugoes cont estas sinietrias. Para deter-
minar a estabilidade ¢ a direcao da eriticalidade destas solugoes ¢ suficiente dar condigoes
para os coclicientes dos termos de ordem menor do que tres na equacio geral do canpo
de vetores. Além disso, os autovalores associados as derivadas calculadas em cada unia

deslas solugoes sao reais.
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Fimahnente, mostramos que genericamente os inicos ramos de solucoes para proble-
mas de bifurcagao com simetria O(2) 2 Sy sao aqueles obtidos pelo Lema dos Ramos
Equivariantes.

3.1 Teoria invariante e equivariante para o grupo

026

Considere o grupo O(2) com a acido do Exemplo 1.1.5-1, G um subgrupo de Sy ¢ 1 um
espago vetorial de dimensao finita. Consideramos a acao de G em W dada por (1.1.9).

O teorema a segiir mostra como podemos descrever a estrutura do anel P(O(2) 1G) a
partiv de P(O(2)) ¢ P(G).

Teorema 3.1.1 Scjo V" — C. Seja G wn subgrupo de Sy ¢ ' = O(2) 1 G. Consideramos
wagao de T em VN como em (1.1.11) ¢ a agdo de G em RY como em (1.1.9).
Se iy, - gy Jormam win base de Hilbert para P(G), entao para todo [ € E() ewiste
hoe & Lal que
FG) = R (2% 2N (2 )
para = = {2, .. ox) € VY

Py . .o~ - f
Para demonstrar este teorema utilizamos a invariancia sob Q(2)™:

Lema 3.1.2 Seju V= C ¢ p: VY - R wma funcio polinomial. Se p ¢ invarianie sob
! ~ » - « . !
O2)N entao canste wine fungao polinomial h - RY — R tal que

])(Z) = /z(zlzl‘l s ":'I{\I(E."V))

para z = (2, zn) € VY

P - ;e N . ~ . . . . oy N oy
Demonstracao Sciap: CY = R uma funcio polinemial invariante sob O(2)™. Pode-

nos escrever p nas coordenadas 2, =, .., 2y, Za e VY na forma

. »
plz) = L Qap2 7

, 3

onde g ¢ Coa b e (BN

Como p ¢ nma fungao real entao p = p, ou seja
a=H __ - =i
E Uapz 27 = (laps 5.
w3 [ ¥i]

Logo, tz, = Tag.

Conto p ¢ O(2)Y-invariaute, entao

ez, ) = plan, 2
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O(2):6 Ol

para todo 8 = (¢,,...,0x) € S*N,_ Ou seja,

0 Nay T ) PO (= Yo ot — — .
E tagle 2y (etf2)” = E apetd =IO A Onlan =8Nl 058 = ), (3.1.1)
o, i} AN
omde 2= (21, zn), 20— (20N e 2B = gt ey

Lm (3.1.1) temos que

ii()| ((n 303 -I-----I--(),-\'((I;\; —ﬂp,:)]

flag == Qg0
Dad,

top =0 ou
= G oy = Sy

Portanto,

p(z) = Z Gaa(z121)"" . (2nZn)™Y,
onde a,, € R,

Se tomamos it RY — R, tal que i) = Y agery’ .. 2%, temos o resultado dese-
jado.

O

Demonstracgao (Teorema 3.1.1)

Cono G ¢ umn subgrupo do Sy, segue do Teorema 1.3.5 a existéncia de uina base de
Hilbert finita {g, ..., 05} para o anel P(G). Agora pelo resultado de Schwars (Teorema
1.3.8) ¢ suficiente mostrar que p (=120, 2nEN), - pts(20 20, -0 2N Ta) geram o anel
P,

Sejap VA 3 R tal que p € P(I). Em particular, p ¢ O(2)"-invariante e pelo Lema
3.1.2 temos que existe 20 7Y - R tal que

})(Z) = /I-(Z[TJL, e, ZNEN).

Além disso, p ¢ G-invariante o que implica A G-invariante, ou seja, existe fn € £ tal
(ue

/]'(',"'.l: xR ):I'.N) = h’(“’l("rli e :"2"!'\")1 =y )U‘.':'('Tla v 7:}.:\'))‘

Concluimos que gy (2121, ., 282N )y - iy (2171, - -, 2nZn) € uma base de Hilbert de

P(IM). Segue do Teorema 1.3.8 que se f € () entdo existe g € & tal que

F2) =gz, 2nZn), iz 20, - 2N Ew))-
1
Ldéias similares estao nuplicitas nos caleulos para obtencao de u sistema de geradores

para ?(O(.’) LG
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o) g

;Cn
[N

Teorema 3.1.3 Seju V' = C wmn subgrupo do Sy ¢ T'= 0(2)0G. Considere u acao de 1’
N : - N o e .
enm CY ¢ agdo de G no RY como definida anteriormente.

_, ) - ., .
Se gr. 4 gere o modulo £ (G) sobre o anel E(G) entdo

ST anEN) e 0Tz e
e ? ol N ’,
gera o modulo £ (T) sobre o anel E(T), onde z = (z,...,zx) C VY ¢ o stnbolo * entre

dots wetores ¢ usado para denotar o vetor obtido multiplicando componentes de mesmo
wndice desses velores.

ara provar o Teorema 3.1.3 usamos a cquivariancia sob O(2)Y a partir do lema a

segulr,

Lema 3.1.4 Sejo V' — C e g VY = VY wme aplicagio com componentes polinomiais.
Se g ¢ OR)Y - cquivariante entao existem funcoes polinomiais by RY — R para ¢ —
I,..., N tais quc

glz) = (=2 coawen)on o hn (220 anda) 2w,

pare todo 2 = (2,,...,2n) € V.

Sl

Demonstragao Suponhamos ¢ € 'P>(O(2_)N), onde ¢ = {¢1,...,¢y) cOI

N . S N ) . N N

g VY oV oparadi = 1. N, Entdo, para todo 00 = (¢y,... . 0x) € S o VN
temos

Og(z) = ez, e zy),
Por outro lado.
00(=) = (Pan2), e g (2))
v,

Assimy, pua g = 1,..., 7

MU

gi(2) = gy, ey, (3.1.2)

Nas coordenadas 2,7z, ..., Zn, 2y CSCICVEINOs

MOED PN E (3.1.3)
o,
Considerando 4 = 1 e (3.1.2) Lemos
i (\".) L Z: (Lr-,;j(-)é[()l (g = =)+ lxlay ,"'};\-']]3(\"7“__.,6. {3 ll)
(ej?
De (3.1.3) ¢ (3.1.4), segue que

ey — 0 ou
Gy = 5‘1 +ile...cay = ﬁN,
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Assim,
q(z) = Z (i 1 0y fa B A B (2131 );‘f. o ("-’,'\'ij)UNsl.
Scja
i) = Z Re(as 118,850 iy )"

4oy - o0
Lilr) = E Dinlas g oty gain )
Putaw,

alz) = (2=, onEa)e Hil (23 avEN) 2
Nos tambaém temos

(j(i‘.’:] Yoot 3:’\') = (qu L’:)l ([‘3(27)? s ;{IN(‘:))1

que tmphca que gy (2, 2, .. 2y ) = @i(z). Portanto,
T[ (;131, C ,ENEN) = ().

De maneiva andloga, mostramos que para « = 2, ... N existen outros /o, tais que

; (Z) = h.-l'(;lff].. RN Z‘r\rZ"\[)Z,;.
Portanto.

q(z) = (i, anEn)zn (2030, e 2w

[

Demonstragao (Teorema 3.1.3)
Desde que § ¢ mm grupo de Lie compacto agindo no RY | temos pelo Teorema 1.3.18
e existe wn namero finito de polindmios gque geram o modulo ?(Q), digamos, gi, ..., .

Mostremos que
{2121, anZn) % 50 0s(20 2y, L anEN) K )

=
gera 0 modulo P (T).
Pelo Lema 3.1.4, se ¢ € ?(0(2)"\’), entdo existemn fungoes polinomiais o, - RY — R

parac s = 1,... . N tais que
g2y = Unlziznocoznan)y Gz, oo anan) )Rz = o, o hn (02, - anEN )R

gy - - p G
Além disso, se g € P(G), cutao b= (Iy, ..., hn) € /7;(9) e

e

/},(\:[.'11 ey :I?‘r\;) - Zp‘(‘-[:l e ):I':"\'\).(J'L("l’ll'! Ce e ;1,'}\,-)1

1—1
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3
O(2) 1Sy ) N - 51

onde p, - RY —s R si0 polinomios G-invariantes. Portanto,

,
N B B
g(z) = > pilm T eI g3 T, e EN) s,
it

oude concluimos que o coujunto {gy (2921, .o anZa )% 2, o0 g2 Z0s - En Sy )+ 2 6 base
do modulo ’P'('Iﬁ') sobre o anel P(IM).

, . oy ' . , - o

Segue do Teorema 1.3.19 que este conjunto gera o médulo & (T) sobre o anel £(I).

U

3.2 Teoria invariante e equivariante para o grupo

O(2) 1Sy

A partir dos resultados da secao anterior obtemos a forma geral para um problema de
bifurcacao com simetria O(2) 1 Sy. Mas antes, vamos encontrar a forma geral de wmn
rernie [ e ‘j'S., Para ist ol s do Teorema fundamental das Docoes simétricas
gerne e & (Sy). Para isto precisamos do Teorema fundamental das hingoes simétricas,

(UE VOremos & seguir.

Definigao 3.2.1 Seju R win anel comutativo arbilrdrio com elenento wdentidade.  Um

polinomo cin Bey, oo ey que éinoariante pela acao do Sy ¢ chamado fungao simétrica.

Veremos que sio exemplos de uncoes simétricas somas ¢ produtos polinomios da lorma
Y i ) —
Sy = L s como p © N

3

Introduzindo mma nova indeterminada z ¢ considerando a [ungio

(que ¢ Sy-invarianle nas variaveis 2, ..., Ty temos que

FE) =G —a)z—a) . (z—ay)=2Y =0 2" oV (D Yon, (3.2.0)

onde os coclicientes sao dados por

T =L AN
To = X W gy 1o by + - Fayo oy
O — Ul b e b Uy ety TN (3.2.0)

Oy = W)Ly .

O cocliciente o ¢ a somatdria de todos os possivels produtos com ordenn 2 nas indeternl-
nadas ... Alnda, cada g ¢ funcao simctrica desde que [ ¢ Spy-invariante cin
€y L. Chamamos o, ..., oy fungoes simétricas elementares cm 2, ..., & y.

-



coria Invariante ¢ equivariante para o grupo

3.2
O(2) 1Sy _ ) 55

Lho polinomio da forne (o), ..., ox) ¢ uma luncio simétrica de @y, ..., 2x. Ul
termo da forma col™ o olY de (o0 ox) ¢ um polindmio homogeneo nas varidveis
Wiy de pran g + 200 4 -+ Ny, desde que cada o ¢ nm polindnio homogéneo
de ordem i A soma gy - 200 + -+ Ny ¢ chamada de peso do tertmo coft Lo O
peso de um polindmio @(oy, ... on) ¢ definido como sendo o maior peso ocorrido entre

os termos col! okt

Teorema 3.2.2 (Trorema fundamental dos fungdes simdélricas) Um polindmio simélrico

de yraw b no anel poliomial Ry, ..., xn. pode ser escrito como (o, ... on) de peso

b, omde oy, .0 0w

Observacao 3.2.3 Se e ambos os membros de (3.2.5) tomamos ry = U, tenos

(;’ — .'I.'|) I (2’ - llf.,.\lAl),C = ZN — {O’[)()Z‘ + e+ (_* 1]!\’_.]((7_;\,' |)()C,

’

oude (o)g ¢ a expressio que obtemos tomando ax = 0 em ;. Se dividimos a expressio

acima por = obtemos
= e { o R v AN -1 LN 2 o yN—1 g \
(= :P-Ij T maNo ) =2 — ((71)(],:, + -+ (*l)' ((TN I,)l'J-

Nesta equagao tentos que (o))g, ... (Ox_1 )y 880 0s cocficientes da fungao simétrica de

ordent N — | nas imdeterminadas @, ..., tv_|.

Demonstracao (Teorema indamental das fungoes simétricas)

A prova segue por indugao em N, Para N = 1 o teorema ¢ verdadeiro, todo polindmio
plr) e uma variavel @) ¢ simétrico ¢ @) = o,. Assin, pla) = ploy). Assumimos que o
teorema vale para todo polinémio nas N — 1 varidveis x, ..., anv_,. Vamos verificar que
o Leorema vale para polindomios nas N ovaridveis ay, ..., &n—1, &'n.

Para polinomios de grau zero nas N ovaridvels o teorema ¢ trivial, pois o polindémio ¢
constante. Entao assumimos que o teorema estda provado para todo polindmio de grau
< k.

Seja pla, .o ) um polindmio simétrico de gran £ Tomando ay — 0, temos por

hipotese de inducao que
p(:]"l sy UNZ) 0) il Lr'j((o_l)(h LR} ((7."\7- |)U))

onde @ esta e [uncao das funcoes elementarves simétricas nas indeterminadas xy, .., 2y
e ¢ de peso < A Portanto, ¢(o, ... on ) tem peso < k.
Construiinos

pr—plon ey ) —elon o on o)
O polinomio p (., ..., xxy) ¢ simétrico. O primeiro termo do lado direito é de grau k,
o segundo tem peso < ke assim como um polindémio nas variaveis (xy, ..., 7y ) tem gran

< Ly cousequentemente pyp ¢ de grau < k. Além disso, para 2y = 0, p; ¢ nnlo; logo, todos
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08 Lermos possucnt a variavel wy. Desde que a fungao p € simétrica, todos os termos

CONLCNL as variavels o, ... ey |, ou seja, podemos fatorar Ty =" ... EnN:
Pr=onglen, ey,

onde ¢ ¢t polinomio siméurico de grau <k~ N < k. Logo, por hipotese de inducao, g
pode ser escrita em funcao de o, ..., on:

= l,"’-’((rl,. ..,(TN)?

onde ¢ ¢ uny polinomio de peso < k& — N, Portanto, podemos vepresentar poda seguinte
[ornia:
p=prtwlon.. . onvoy) =oyw{og,. .. LON) (o, o).

O lado direito representa um polindniio nas varidveis o,’s ¢ deve Ler no mmaxinmo peso k.
O peso nao pode ser menor do que & porque sendo p teria gran wenor do que & Portanto,
o lado diveito possui peso exatamente k.

M

Proposicao 3.2.4 Seja vy, ... o) =) 4+ Ly, v =L, o N Entao, as fungoes
sunclricas clomentares dadus em (3.2.6) podem ser escritus em funcao dos ji;'s, i =

- \ B ki N N 3
Demonstracao Consideramos ¢; = (1), tal que H:V:,(J —agl) = > et

=0

Entao s 11’s estiao relacionados com os ¢;'s pela Férmula de Newton
Lot by +eopty oA + Cpgpy Fr =08 1 <p <N
bt Co ot A ety .y = Oser >N

Como r < N entdao consideramos a cquacio 1. Tomando » = 1, ¢, = —q. Para v = 2,

T . . -
¢y = "= usando que g = —¢y. Prosseguindo desta mancira, verilicamos que cada, ¢

pode ser escrito em [ungio dos g;’s ¢ entao cada o; pode ser escrito e funcdao dos je,’s.
0

Pelo Teorema 3.2.2 as fungoes simétricas poden ser escritas e funcao das [uncoes ele-
mentares simples que por sua vez podem ser escritas em funcao dos s, logo
{j; k=1, N} ¢ uma base de Hilbert de P(Sw). E cow csta base que trabalhamos

até o final deste capitulo.

Coroldrio 3.2.5 Seju [ : CV — R um gerime suave. Sc f € P(O(2)1Sy), enlao existe
he&n tal que

Fz)=hi,. . pw)
para z = (z, . ..,2n) €CY ¢

i = ('I:I)A b+ (—vaw\')k,

para ho=1,... N.
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Demonstracao Pelo Teorema 3.2.2 e Proposicao 3.2.0 {p k — L, ... { } ¢ uma
hase de Hilhere de P(Sy), o resultado scgue do Teorema 3.1.1.
0

4 . ~ 4 ﬁ
Antes de apresentarmos o proximo corolario, vammos cncontrar a hase do modulo £ (Sv)
sohre o anel E(Sy).

Lema 3.2.6 O modulo £ (Sy) ¢ yerado sobre o ancl £ (Sy) por

wk
:(f-}:)f
. b
ah
para b =0, .., N =1
Demonstracao Pelo Teorema 1.3.19 restringimos nossa atencao aos polinomios.
7
" i /2 : . o :
DOl g — & P (Sxy), ouseja. glox) = oglx) para o & Sn. Temos gue o conjunto
jn g : N Ja, g gl
YN

)k =200 N} gera Sy, onde (14) denota a permutacio entre os inteivos | e & ¢

lixa os demais N - 2 inteivos de 1, ..., V.

g1
- \ . g2
Para o = (Lh), o = (ay,.. ., uy) e g = i , bemos
In
a(2) i)

oylx) =0 i) = g1 (2)

g () gy ()
PPor outro lado,
g1 {ow) Gildgy o)
gplor) = [T N SIS
anlon) g (g )

Dad,
.(!‘/.'('l:h ceey e 1;1'..'\/',:] =4 (‘Ek" R T -11-"/\1')-
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Aléi disso, se d = (1) comi £ 1ej #1, entiao 6 = (Li)(Lj) (L) e dgla) = g(da), ou seja,

.(,/l(-!:h R A w-'l"j: e ,llf/\,-’) gl(i.';, v ".:l'.'r ey gy :‘.['!\')
Gl oo, ) gilay, .. G )

il oo, Ty U N) Gy, )

_(},\i{.lf|, BN S S '-‘I'.J: . ,(IL.','V) ‘(]Jf\l(lljh_ - e 3"1"_}7 R ,.’IfN) )

Logo, g (e oovag, ooy
Portanto,
gl
.fjt(il'é» Ty Ag, ..., EN)
glr) =
gy, )

onde

Gy ) = g, T Ty i)

para L < - Ly g < <N Para isto, g deve ser Sy -iuvariante nas N — 1 tiltimas
mdeterminadas. Assim, podemos escrever ¢ como um polinomio de @ ¢ dos clementos
da base de Hilhert de P(Sy 1), ou scja,

2 2 2 N N-1 N
i (r) = [)(.z'l T R N BRI T, by Fag e+ T by R T )
Assin,
glx) =
1w ‘!I‘""!:'."I:ir,......l'gm + &y v
. ' S A’\"" I .‘.' 3
+uy 4 -}—:r.'f\.r,...,;crl +ay Ay )

Pl F oy oy,
[)(.’lf-__:. | Ay o i W, W

— N
W

; : 2 2 N1
Pl ity + 0 + "'+:l','\-'—1,-11,2+.1?§ + F Ty, A + -ty

e may )™ e T e T el e

\a. N1 N1 Ny
;l.‘.f_',H (5'1"1 P4 Faa)® .. (_-1;] 1oy e 4 ‘l'j\/ e

Y
2 ”(\[. AT A
(b)) ..., Qpy

e I B I TS LU A S AR NP B AR S B

Desde que

(N N N ) = (N f b V) = [ A (Nab oo V)] (N e V)" =

e

‘_\-'il +- Z ( (,1 ‘\.;1._;(11{'2 e "\/}\")i,

=1
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o F N - - - - . - a- i 83 T —tf\T
ouseja, {(Ny + -+ Ap) = (i + Xy + o+ Np)* — At =2 ( L ) AT +
+ Ny )b e temos
(Vo + X+ V) ! A
(N + W4+ Ve - . C L Ay
= (N + Xyt Ny _ - )
(N o+ N+ X 1 Ny
NN RN+ Xy
N P . . ag
Z (v —\z “(4\1 +‘\:i+"' | A\.'\")i
7 :
1= .
AT+ Xy 4 Ny )
Logo, para cada o, ..., (i podemos escrever
' N - N N - | N
m(“_ 173+"'+~"7N)”'.,.( N l+1{ _|__.__+_Jl )fl_\
SR N-1 '\171 ..
'l KN ( I | f ."I';; —J" L. + ‘,)I,N)(zg . [1 | + _].3 | - I , )fl/\
aygo . - s + N~ Cee g N vy
B (.L;‘f’.lg"‘”“".l,,\'.[) ( N + ’f\'»l)
como soma de termos da forma
v
. &y
. 1
S kya w2
H(.Ll “ vy) :
A1 B
Y3
Uy
para mtemnos a.+ > 0.
Como sabemos que
Lo - N o N AN
Sy = (e w)(e —aw) o (e —an) = —g 2V o4 (=1)"on,
onde os 0’5 sao polinomios simétricos clementares ¢ que [(r;) = 0 pava ¢ = 1,..., ¥,
- ; (- N2 N . TN
entao izs;'\ = rr,:r:’;\ : T N2 4+ (—l)'\ ' '(r,.\r, para ¢ = 1,...,N. Dal,
al ;1:‘1’\' : 1
N N— ’
""'“-’\ Ty | NI L
— . — (1) ow
T o !

Na igualdade acima, fazendo o multiplicagao coordenada a coordenada pelo vetor

SN
.'1.-"i !
kN
'I';’ N .

para A > N temos que

U
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. - s N
.I.']; :'1."]" ! 1’1 N
ok R i— N
.).2 R 9 NI ‘T{_)_ N
_ = , — b (=) Y gy _
ok k1 KN
iy N KN
ah
Assin, oy termos da forma ) podem ser escritos como contbinacio dos elemen-
Ty
)
2
ki
. 2 . . . . . s - P .
tos da forma . s para j = 1.... N, sobre os polindmios simétricos. Se existir
)
N\ 2y
tal que & 7 > N repetimos o processo.
ok
24
. . . 5 \ o SO
Portanto, as fungdes S y-cquivartantes A para bk =0,..., ¥ =1 geran € (Sy)
ak,
sobre £(Sy).
0
M 2y ¢ L - ﬁ B ~ s o - -
Coroldrio 3.2.7 O mddulo £ (O(2)2Sy) ¢ gerado sobre o anel E(O(2)1Sy) por
L
(z171)"%2)
Y.
(«z 52) 29 o e
, , (3.2.7)
(o = . \k~
(zaTn) 2
=01, N 1
Demonstracao Pelo Lema 3.2.6 ¢ pelo Teorema 3.1.3 segue o resultado.
0

3.3 Diagramas de bifurcacao e estabilidade de solugoes
Consideramos o sistema de equacoes diferenciais ordindrias
=gz, M), (3.3.8]

onde 2 € CY A eRe g: C¥ xR, 0 — CY ¢ uin germe na origem 0(2) 1 Sy-cquivariante.
Supomos N > 3.
Nesta seqao mostranios (e, genericamente, os iinicos rantos de solugoes nao triviais de

(3.3.8) que bifurcam em A = 0 sao aqueles obtidos pelo Lema dos Ramos Equivariantes
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("Teorema IS REN

Além disso, estudamos a estabilidade destes ramos e plotamos os
agramas de bifurcacio.

Pelos resultados obtidos na Secio 3.2 sabemos que existen polinomios py, ..., pa..; de
RY em R O(2)? Sy-invariantes tal que

N-—-1

V-l (2979)k 2. |
92 A) =) il i, A) , , (3.3.9)

A=0

onde
fp= (220 1 (e TN
para p =1, Necz=(z,...  zy) € CV.
Observagao 3.3.1 Seja f : RY x R — R um campo vetorial Z& 1 S y-cquivariante. De

maneira andloga ao que foi feito para obter a forma (3.3.9) de g, oblemos que [ é da
formas:

Nl (%) ka,
SN =D v o, A) g , (3.3.10)
k=0 (1,)\)&1\

onde = (r,... ry) € RY, v =) 4 (a%,) paraj = 1,...,N ¢ Uiy - - (N1 SRO
polindmios de R¥ ! em R Z5 S y-invariantes. Comparando (3.3.9) ¢ (3.3.10) concluimos
que a restrigao de g a RY < R ¢ um campo Z45 1 S y-cquivariante. Usamos este falo no
final deste capitulo.

Para g(=, A) = 0 ser um problema de bifurcagdao com simetria O(2) ¢ Sy, devemos
exigit ¢(0,0) = 0 ¢ (dyg)po = 0. Para isto, devemos ter

pa(0,0) = 0. (3.3.11)

Temos que

Zio..m = O(2) 18y, (3.3.12)
eaacao de O2) 1Sy em CY ¢ absolntamente irvedutivel pela Proposi¢io 1413
Por (3.3.12), i (O(2)1Sy) = {0}. Logo, pela Proposicao 1.4.7 ), segue que z =0 ¢

unia solugao de (3.3.8) para todo A € R. Mais ainda, se consideramos a Lipatese genérica
A0) = Opy /IND,0) > 0, (3.3.13)

onde (dg)on = pol0, NV = (M), entio ¢(A) ¢ crescente em torno da origenr. Como
c(0) = 0, entdo para A < 0. ¢(A) < 0 ¢ para A > 0, ¢(\) > 0. Desde que (dg)ay = (N,
entao (A} sao os antovalores de (dgjpa. Logo, z = 0 6 assintoticamente estivel para A < 0
¢ Instavel para A > 0. Nosso objetivo agora é encontrar as solugoes nao nulas que podemn
aparceer desta perda de estabilidade de 2 = 0 em A = 0. Tais solucoes [requentemente
possuent subgrupos de isotropia ¥ menor do que O(2)? Sy

[ntciamos encontrando os subgrupos axiais de O(2)1 Sy usando os resultados apresen-

tados no Capitulo 2.
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Proposicao 3.3.2 Luristemn N clusses de conjugucio de subgrupos wriels para o grupo
O(2) ¢Sy com a agdo (1.1.11). Estes subgrupos sio:

S(Z5, {02, 4)) = (Zs) x OV 18, xSy (3.3.10)

para = 1,.. N,

Observagao 3.3.3 I imediato que um resultado andlogo para o griupo Z45 1 Sy é valido
trocando Z5 por 1. Este vesultado serd usado no final deste capitulo (ver da Proposicio
3.3.8).

Demonstracao (Proposicao 3.3.2) Como o inico subgrupo axial de O(2), a menos
de conjugacao, é Z5 = {1,x}, scgue da Proposicio 2.3.1 que os subgrupos axiais de
O(2) 1Sy, & menos de conjugagio, sao os subgrupos da forma S(Z5,J), para cada bloco

RN
J {2000 N Bserevemos
T:( S,J) — Bl X I3, x - % Dy 1'(3;,

coln .
B = Z ,SG j€ J
O2)scy¢J

(.L)‘] = {O = S;\r ‘ O(I) = ]}

Isto ¢, S(Z5, T) ¢ o produto direto de nm mimero de copias de Z5, para cada célula j € J e
copias de O(2) para as células restantes, todas estendidas por Q5. Para qualquer subeon-
Junto de fudices de {1,..., N}, existe um subgrupo H C Sy que age transitivamente nele.
Dat, todo subeonjunto J de indices de {1, ... /} ¢ um bloco. Tomando J = {7,,..., i}
com p 2 1, femos que

(2‘1 - (Sp X SN-—]A)J

¢ o conjunto das permutagoes que deixa o bloco J invariaute, ou scja, o grupo das per-

mulacoes de Sy tal que os indices do bloco J sdo permutados por elementos de S, ¢ os
mdices do complementar de J em {1,..., N}, digamos J', sdo pernatados por clenientos
de Sy,

Seja X = (g, uy) € Fia(3(25, 7). Comow; ¢ Fre{O(2) se j € J', eutio 2y = 0.
Desde que (25 age transitivanente em J, todas as células 2; para j € J sao ignals. Assin,
qualquer posicao com subgrupo de isotropia (25, J) corresponde a células inativas para
7€ J e a células ativas e idonticas para 5 € J.

Mais ainda, se J; ¢ Jy sao dois blocos distintos com mesmo nimero de indices, entao
S(Z5. ) e NAZY, Js) sdo conjugados. Dal, se chamamos J, = {1, ... 4}, a menos de
conjugagiao, os subgrupos axiais de O(2) 1 Sy sao da forma S(Z5, J;), para j =1...., N.

[
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Proposi¢ao 3.3.4 Consideramos o sistema (3. 3.8) onde y € como (3.3.9). Assuwmimos
as condicoes (3.9.01) ¢ ($.3.43) (ussim, o pondo de cquilibrio (0, ) € subcriticamente
estdvel e supercriticamente insldvel, para A prozemo do origesrn).

Eulao para cada Yy =Y(Z5,J)) com g = 1....\N, existe localmente win tnico ramo

de solucies para (3.5.8) com tal simetria.

!
N

a) O ramo B ¢ supereritico(suberitico) se T80, (0) + i (0) < 0(>0), para j = 1, ...
b) O ramo 3, ¢ estavel se IP0,0 (0) 4+ pr(0) < 0 ¢ (0) > 0.

¢) Orumo N, para | < § < N ¢ sempre instivel s asswminos 1 (0) # 0.

d) O vamo Xy ¢ estdvel se Npo e, (0) Fp0(0) <0 ep(0) < 0.

Observagao 3.3.5 DPara (acilitar a notagao nas tiguras que veremos apos i demonstragao,
consideramos « = py . (0} e b= p(0). Ascmrvas b = 0¢ ja+b = 0, go= L, 0N delinidas
a partir das desigualdades dos itens a)-d) acima, definemn um conjunto no plano-a,h que
denominaumos variedade de transigao. Em cada regiio do plano determinada pela
variedade de transicao, temos diagramas de hifurcacio qualitativienente equivalentes.

Demonstracio (Proposicao 3.3.1)

a) Com as condigoes (3.3.11) ¢ (3.3.13) o Lema dos Ramos Equivariantes afirnia que para
cada 35 = B(Z5. J;) existe localmente um tnico ramo de solucdes com a sintetria
de tal subgrupo.

Tenos que

iw(35) = {(a,. .., & 0,000, 0); 0 € R
J-ésimna posicao

Restringindo g a cada Fie(EX;) ¢ resolvendo a equagdo g — 0, temos:

g((:z;, B A 0, Ceey 0), /\) -

e i
3
S T LN 1) ¥ LN —T3 B X
I)U(.'/:I'Nv.)'l'.lv' -,_}."IJ_(‘\ ])1/\) 0 + })1(].1 1 JL » S (~ l;:/\) 0 + iR
0 {

PN l(__j;z'i,j':'l::l‘ P N I — 0.
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Colocando 2 em evidéncia em eada linha e cousiderando @ > 0, temos:

po(ya, gat, . R TISAEDD § g m(Ja?, gat, o N Na? -+

RN E T I M L EU RS Y PEI E Y (3.3.15)

Expandindo g em torno da origem, temos
(0, A) = py. (0)5a” + Pl (0)ja2a? + - + PN, (0)728 Dy? 4 por (A4
F o A0 A p,\.’_.,FA(())/\,I:N‘l + ((]):11.'2 + o P ([\J).r:")( Nt
Numa vizinhanca da origem, consideramos os termos de menor orden:
a” (20,0, (0) + p0(0)) 4 poa(OJN + ...
Assiin, a equagao do ramo com sinetria X ¢ dada por

22 (50,4, (0) 1 (0)) + poa(0)A = 0,

Ol Seja,
Ale) = =2 (jpo, (0) + pi(0)) (poa(0)) .
(RS —
gt
Agpora,
e\ () = —2:1;2(jpmu1 (0) 1+ p(0)) {panr0))” h
~— —
=0

Logo, da Definiciio 1.-4.17 segue que o ramo (2, Ala)) 6
o subcritico se ypg,, (0) +p1(0) > 0
e supercritico se jpg,, (0) 1 p(0) < 0.
Se assumimos
JPou (0) +p1(0) # 0,

para j = 1, N, entdo as dirvecoes estio determinadas.

Discutimos agora a estabilidade dos ramos de solucdes udao trivials com stmetria
Y0 =1 .. N, Usando as coordenadas =), 7, ..., 2n, Zy para g ¢ denotando as

cowponentes de g por g; com s = 1,..., N, a derivada da ¢ ¢ dada por:

U
U

(da) _ =

Wy
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1wy
, 1y
iz hze Gy G1ze -0 Qley Giza w0
)
.(/231 Yoz, Gorzy G2z, e .(/2«3,'\' .(]23;\‘ in
Unz Nz UNze YNz 0 YNzy  YNTa
' wy
HIN
Ao longo da solucio trivial z; = -+ = 25 = 0, tenios
W U uh
Wh o Uiy , 1wy
{dg)oA , = o0, A) ) = (Apua(0,0) + .. )
U N W Wy

Como ja vimos, {dg)yx ¢ maltiplo da identidade com os autovalores po(0,A) cujo
sinal ¢ determinado por Apy 4 (0).

Apora consideramos separadamente os ramos de solugoes nao trivials com shmetria
Yy, Y com D <y < NeXy. Arazao de SCPATAT ET1L CASS O3 subgrupos X5 ¢ e para
estes Lres casos podemos decompor CY e subespacos iuvariantes pelas derivadas
calculaday em pontos representativos dos subespacos de ponto fixo correspondentes
a decomposigao ¢

de mancivas ligeiramente diferentes. Para cada subgrupo X5,

garantida pelo Teorema 1.3.16, ja que ((/g)|,,-.,;>,>;>] comuta com 3.

b) Consideremos o ramo de solucoes £y ¢ (4,0,....0) € FiaS,. Temos
H ) E

‘W
Uy
(dy)(l:‘[);_..,[},)\} : -
N’ ’
(xg.\) LN

Y1200 Gy Wyt GraaWy + Gz, Wo + o0+ Yoy N + Gz, W
Yo 01+ G0z W0y F G220 Wo F Yoo, Wa A+ Gory W+ Gy WUN
UN2 W Gz, W+ GNz W + gnz, We + oo Gaa Wy b gz, Wy

com as derivadas parciais das componentes de g avaliadas no ponto (zg, A).

A expressao acima pode ser simplificada, resultando e

w [7F I(Ml)(“’l W )
W pola”, . )w,
W0, 000 0 |7

\—w—.—-—_/ o
: ) (2 2N,
ig.\) W polas, . 2™ wy



3.3 Diagramays de bifurcacio o estabilidade de solucées 66

Aignaldade gy, (o, ) = g13, (2o, A) segue de (3.3.15).

A comutatividade de (dg)en..0n com Iy nos dd mna decomposicio de CY em trés
subespagos, digamos Vg, V1, e 15, tais que (dg)wo..on(¥;) TV para § = 0,1, 2.
consideramos

Vo = ker(dg)ep,.ony = {(9,0,...,0) s y € R}

¢ Lomamaos

Vo= Py = {(y,0,....0):y € R},

O subespaco 1y ¢ complementar da soma de Vg com V), on seja,

‘Tl - {(0,,3"7; e ,/3}\"}; 2y € (Cal = 27 Sty "T\[}'

Agora vamos estudar a estabilidade do ramo. Consideramos (da)ieo, .ol

Y Yy

0 - 0
(dg) e, on _. =201, 06,0,...,0,A)

0 0

Logo, 2¢1: (0,0,...,0,A) ¢ um autovalor. Além disso, se consideramos a expansio

de gys (e, 0,000,0,A) em torno da origem e utilizamos a equacio do ramo, temos
Yiz(2,0,...,0, ) = (P04, (0) 4 2y (0))a”.

Logo, o sinal de gz, (2,0....,0,A) ¢ dado pelo sinal de pg ., (0) 4 py (D).

Para (dg)eo,..0a vy, temos

0 0

] ) - o
(fl{/)(;::,(),...,(n,,\) : = pg(:z:“), . )..1,,2—\ )

N o N

p,- Se consideranmos a expansiao

Assing, po(a?, - ) ¢ antovalor de (dg) o, o
5 YR . N ’
de pole?, ., 2*™) em torno da origem ¢ usamos a equacao do ramo, conclufmos que

polw?, o Ny = (0)42,

ou seja, o sinal de py(a?, .. 2*Y) ¢ determinado por —p(0)2?. Desta [orma, con-

clnimos que o ramo de solugoes com simetria £y € estavel se py,, (0) 4 9 (0) <O ¢

p0) > 0.



3.3 Diagramas de bifurcacio ¢ estabilidade de solu¢ées 67

ey o, 0000 A) 6
~

J-¢sima

¢) Para ¥; como 1 < j < N, suponhamos que (:rgj,/\) = (a

nma solugao com (a

v, 0,00..,0) € Fias,,

Caleulando as derivadas parciais das componentes de g no ponto (Zg,, A) obtemos:

giz (wy + )+ gy oy (we + T |-+ w, -+ w,)

1.2, ('ll,';'g + Tl_g) + 1.2y ('lll‘] + m; by + Wy -+ -0+ wy | WJ,)
w )
Uy . : L -
(d9)@a, | . [= g1z (wy + W) + i,z (wy + 70 ey W)
: polga, .o a2 yw,
Wy .

po(ja?, .., N Yy

COM g1z, € gi,, avaliados em (2, A).

. , v — ) .
De maneira andloga ao que foi feito para o caso L), vamos decormpor C emn subes-
pagos invariantes por (dg) g,y e depois estudar a estabilidade do ramo cons simetria
Y)(@o;.
N

Os subespacos tivariantes da decomposicio de CV sio:

1y = km'(rig){xoj’,\) ={ly, ..y, 0,000) ry € Rk =1, g,
Vi [ = {{y, ..., 9,0,...,0) s v e R},
"_’ = {(()t R :{)1 R TR )ZN_) P ((:J]'; = J-l: B ‘,'\,T}
o
V=R, L, 0 03 (L L= L0 O (L 1=, 1,0, ., 0) )

J-Csima

Considerando a restricao (dg) iz, yjy temos
;s
Y [y

(d-(/)(xoj,»\} U - (2.(/1,“((:50]': /\)) + —)(J ’ l)gl,i’:((x()j? /\)J) 0 ’

ou seja, 291 o, ((Zog, M)+ 205 = 1)g1.., (o), A)) € antovalor de ((-[.‘/)(xuj Ml Agora,

gra(@o, AD) A U Dgra, (o, A) = (o (0) + p1(0))57,
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Jaareswicao (dg)i, o, om vy n0s dd pe(ju?, . 02, A) como autovalor e

polia®, . 2™ X)) = —p(0)22 (3.3.16)

Da forma da derivada podemos ter mais informacoes do (ue somente deconpor CV
et subespacos invariantes para (dg). De fato, os J = L autovetores escolhidos para

gerar Ty correspondent a um tinico autovalor

2‘(.‘/1,:] ((1‘.05,\ /\)J - .(/l,';'g((ij) /\)))

Além disso, usando a equagio do ramo temos que o sinal deste autovalor ¢ determi-
nado por

p(0). (3.3.17)

Concluimos, por (3.3.16) ¢ (3.3.17), que 0s ramos Vi, Ly < N, sao instdvels para
m{(0) £ 0.

d) Para o ramo Sy, consideramos (..., 2, A) uma solucdao com (x,... ,x) € FiaSy.
ntao
W .2 (u.r] + u;l) gl_gz('wg + Wy + - wy F 'u,:N)
((l.(})t.l'._...?:l'g\) — X
Wy Gro(wa +wx) b g, (e +T0 4+ oy | | Ty 1)

Lodentos decompor €Y em 3 subespagos invariantes por (d¢) (e ¢ a Unica
diferenga do item b) ¢ que ndo temos o subespaco correspondente a 1,
O micleo ¢ Vy = {(iyr,....iyn)iye € RE. Pava o subospaco V) = FiaYy =

... yliy € R} temos o autovalor

2y (o, oo va, A) (N = Dgysa (e, A))

cujo sinal ¢ detevrminado por
.NT[J()‘/_,I (U) + i (U)

Para Vy = R{(I =N, L,...,1),...,(1,...,1 = N, 1)}, 0 inico autovalor associado a
este subespaco ¢

20g12, (e, oo A) = g (a1 A))
cujo sinal ¢ determinado por

m(0).

Counclusao: o ramo Yy 6 estavel se Npo,,, (0) +p(0) <0 ¢ p(0) < 0.
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r
Os resultados obtidos na proposi¢ao acima sao resumidos na Tabela 3.1 ¢ Tabela 3.2, A
partir destes resultados, obtemos os diagramas de bifurcacio correspoudentes ds solugoes

de g0, onde g ¢ dada em (3.3.9) com as poteses de definicao
o (U) =0
¢ as hipoteses de nao degeneracio

Poa(0) >0, pi(0) # —ipa,., (0). j =1,

Elemento da 6rhita I Subespacos invariantes

HiSul_)grupus Axiais !

Vo = {(iy.0, ..., (');!/ CR} f
M) ) (w0, e R Vi={(y,0,....0),y ¢ R)
W =10,z cv) e C)
I:E] = {(\i.‘ljh - ,,({/},03 - '1(])1;1/‘.: « ]R;}
s : Vi={ly, . 0,0,...,0) 0 € RY
S(Z, {1, | 1k ! “R
| (<‘ ° j N /) (oo, 000000 e R VY = (0,000,204, .., oy )2 € €
S oo R{O =41 L0 0),
L, =5, 10,...,0))
Vo = iy, i), ik € RY
N N 7 — I-' - ({/11l/)\f GR
E )J(Zzs{l,'\f}) (.l.‘,,..,.l;)',ﬁ.fﬁ‘(, 'l {]R{(l_:\' {‘}J)
| ) BT -

Tabela 3.1 Decomposicao de C e subespagos invariantes por S(Z5,{1,...,j}),1 <

J <N

Suberupo de isotropia | Equacdo do ramo | Autovalores
g | [UAGa0 ¢

O2)2 S;\-’_ 2y ==y -0 PuaA
A, 2% 3 D L NITIR T S Doy P,
i =2, 41) AT = e L Dy
A " | : N Do TP
ANVZiS SN N = AP A0 —])/ |
I <j <N - Pos b
' C P
N (T N \ = Npou o 2 ) Npog + 11,
( _..,{1 }) |/ ——Tl + ... D
L T

Tabela 3.2:

O(2) 1 Sy relativamente aos seus subgrupos de isotropia

Ramos ¢ estabilidade de solu¢oes do problema de bifurcacio com simetria

A igura 5.3, Figura 3.1, Figura 3.5 ¢ Figura 3.6 representam os diagramas em cada

wma dessas regioes com aestabilidade das solugoes e direcao dos rammos. Os ramos pon-

tithados sio instavels, enquanto que os ramos com linha cheia sao estéaveis.
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P N\ £
\/XA \xﬁ \}6 (=3
X A \\\O
AN
AN

70
b= !
A\ L —
\\ \\ ‘\,\ :17[50'}‘ '
\\ \ \\ \\ \\ AN
\\\\ v"\
- AN \
-] R
\\‘
N
A\ \\\
A
CN

P
e
Figura 3.0 Dingrama para (@, 0) € A;, 1 <5 < N
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-— %
o T :
3,
- -
//.' P
/,

Figura 3.5: Diagrama para («,b) € ()

(‘N

IMigura 3.6: Diagrama para (a,0) € Cx

O nosso objetivo agora ¢ verificar que, genericamente, o problema de bifurcacio
O(2)2S y-cquivariante possul exatamente N ramos de solucdes nao triviais com a simetria
dos subgrupos axiais de O(2)2Sy. Isto ¢ dado na Proposicao 3.3.8. Anies, APTeSentAMos

dois lenias e wina conjectura.

Lema 3.3.6 X ¢ win subgrupo de isolropia mazimal de O(2) 1Sy (de Z5 1 Sy ) se, ¢
somente se, 36w subgrupo avial de O(2) 1Sy (de Z5 1Sy ).

Demonstracao Segue diretamente da Proposicao 2.3.4 e Proposicho 2.3.7.

Lema 3.3.7 Sejo 2y € CV ¢ tomemos xyg € RY tal que 24 € O(2) 1Sy - zy. Se ¥, ¢
wine subyrupo de isolropia submazimal de zy em O(2) 2 Sy, entdo S, ¢ wn subgrupo de

wsotropua submarimal em 25 1Sy

Demonstragao Seja B, 0 subgrupo de isotropia de z; submaximal eni O(2) 1Sy
Entdo, existe X um subgrupo de isotropia tal que ., ¢ 3 € O(2) 1 Sy. Considerando

1)

g =y 2 paracalgunt y € O2)1Sy ¢ X, seu subgrupo de isotropia em O(2) 1Sy, temos
Vi A A b Ayl : :
=g — /230 14 ,(Z ! L,}' & 0(2) ZS!\",

ot seja, X, e subgrupo de isotropia submaximal em O(2) ¢ Sy

Apora vaanos mostrar que S, ¢ un subgrupo de isotropia submaximal em Z5 ¢ Sy
Como S, ¢ um subgrupo de isotropia submaximal em O(2)S v, sepue do Lema 3.3.6 que
Y a0 ¢ subgrupo axial, on seja, dim FiaX,, > 1. Dai, existem pelo menos duas coorde-
valas de oy = (o, a5, wd ) que sao distintas ¢ nao vulas; sem perda de generalidade,
SUPOIos que o £ ol el ad £ 0.
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Temos que
N
Yoo , T oo O .
e T eyl ad) (,; ﬂ (0,550 0,07 = =(a).0,..,0) - 0(2) !Sw,
o que implica
_.,U [ |Zh Sy G \-_:(J(. D) Z; !Sw~ g 0(2) Sw (‘]Zh {Sy = Zh !Sxn.
Como g € RY, entao ¥, Liaio.0 © Z5 1Sy Logo,
) T oA
g (J—i ={r}0...,0) gé ZZ { SN%
ou scja, X, ¢ um subgrupo de isotropia submaximal de 75 Sy
LI

Conjectura do Subgrupo de Isotropia Maximal (MISC) [6]: Scja I' wn grupo
de Lic compacto agindo absolutamente irredutivelmente em RY. Scja ¢ : RY x R — RV
utin camnpo vetorial -equivariante com {(dg)gy = 0. Entao, genericamente, cada ramo de
solugoes nao trivial de g — 0 corresponde a um subgrupo de isotropia maximal.  Mais
ainda, cada subgrupo de isutropia maximal corresponde a um ramo de solucocs de g =0
para algun g.

B[] estid provado que o resultado acima vale para os grupos de Weyl W{3,), ou
seja, o grupo das transformacoes do R da forma
P I 2 U :IIA;) [ (_LL'L'U“), :i:JfU(Q), . fif‘l.'(,(;\-}_)_,

onde o ¢ uma permntagao em Sg. Notamnos que Zy ¢ Sy ¢ um grupo de Weyl W (By).

Lsamos este Lo na denonstragio da Proposicao 3.3.8 abaixo.

Proposi¢ao 3.3.8 U problema de bifurcacdo O(2) 1 Sy -cquivariunte possui, gencricu-
mente, ceatamente Noramos de solugoes nao frwiais, o saber, as conn sineliias corres-

pondentes aos N subgrupos aviais de O(2) 1 Sy.

Demonstragao Cousideramos ¢ : C¥ x R — CV um campo vetorial O{2) 1 Sy-
o , . o : ; . N
equivariante, onde g ¢ da forma (3.3.9), com zp = (2),...,27) € CY ¢ (z,\) € CY x R

A . \ o . ; A . .
solugao de g, ou seja, g{zp, A) — 0. Entio, existe oy = (@), ..., 2)) € RY tal que

ag € O02)2 Sy - 20, ou seja, xy pertencente a drbita de zy pela acio de O(2) 1 Sy, Dai.
glrg. A) = 0 e portanto, para f = glp~ g, temos f{a, A) = 0. Notamos que [ ¢ Z5) Sy-
eqiivariante (ver Observagao 3.3.1).

Suponhamos que o subgrupo de isotropia de zg, 3., seja nio axial em O(2)2Sy. Pelo
Lema 3.3.6, tenmios que X5, € submaximal em O(2) ! Sy. Segue do Lema 3.3.7 que X, ¢
uni subgrupo de isotropia submaximal de Z5 1Sy, Portanto, @y ¢ uma solucao do campo

S com subgrupo de isotropia submaximal £, . Mas pelo MISC ¢ Observagao 3.3.3, segne
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que, genericamente, um problema de bifurcacao com sinetria Z5 Sy possui, a menos de
conjugacao, somente N ramos de solucoes nio triviais com simetrias correspondentes aos
N subgrupos de isotropia maximais de Z5)Sy.

Conclufimos, juntaniente com o Lema 3.3.6 ¢ a Proposi¢ao 3.3.2, que as fnicas solugoes
nao triviais do campo g estao associadas aos NV subgrupos axiais de O(2) 1 Sy.

O



Apéndice A
Reducao de Liapunov-Schmidt

Neste apendice desenvolvemos a Redngio de Liapunov-Sebintidt em sistemas delinidos o
espagos de dimensao infinita quando a parte linear do operador tem nidcleo de dimensio
finita. A Proposi¢io A.0.12 nos garante uma correspondéncia local entre as solugoes do
sistenia original com as solncoes do sistema reduzido.  Além disso. 1o caso e (e 0
sistenia oviginal possni simetria, a Proposicio A.1.3 afirma que o sistema reduzido pela
Redugao de Linpunov-Schmidt preserva esta simetria. Introduzinios inicialmente alguns

conceitos para superar as dificuldades que surgem pelo fato da dimensio ser inlinita.

Definigoes A.0.9 Secja Xe Y espagos de Banach. Um operador timiludo L X — Y ¢
charnado Fredholm se as scquintes condigies estio satisfeitas:

i) ker L @ wme subespaco de dimensio finita de X.
i) Iu L € wmn subespaco fechado de'Y de codimensao finula.
Se L é Fredhobn, o indice de L ¢ o inteiro
(L) = dimker L — codim Im L.

O resultacdo aseguir apresenta wna importante propricdade de w operador de Fred-

holin.

Proposi¢ao A.0.10 S¢ L : X — Y é um operador de Fredholm, entdo caisten subespagos
Moo N de X eY, respectivamente, tais que

W) X=kev LM, b)Y=Ndhn L. (A.0L1)

Demonstragao  Berger[1977],§1.3F
O

Observacao A.0.11 Se L é wm operador do Fredholin com indice zero, dimker L =

dim N, Em particular, se ker L = {0}, entao L € invertivel.
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Discutimos o nso dos complenientos ortogonais em (A.0.1), 1sto ¢,

()M = (ker L),

A 2
()N = (L L), (A.0.2)

onde para nm subespaco S C Y definimos
St_ducy: (u,v) = 0,para todo v C S}.

Para operadores diferenciais, X e Y sio subespacos do espaco de Hillert L7(€2}, onde

2 ¢ win dominio limitado no RY. Rste espaco tem o produto interno:

(u,v) — / w{&)e{E)dE. (A.0.3)
Ja
News sepre ¢ verdade que Y = S S+ se S C Y de dimensao infinita ¢ 8 @S+ — {0}.

Contudo, esta decomposi¢ao ¢ permitida quando
a) S tem dimensio finita
b) S ¢ aimagent de um operador diferencial eliptico.

No caso a), a decomposicao ¢ obtida pelo processo de ortogonalizacao de Gram-
Schmidt. No caso b), a discussio envolve o alternativa de Fredholm,

(Im L) = ker L*, (A0)
onde L ¢ o operador adjunto de L. Conio consequéncia, temos a decomposicio

Y— (Im £)® (Im L)*

i(L) = dimker L + dim ker .*.

Apresentamos a seguir o método da redugao de Liapunov-Schmidt ¢ discutimos cada
passo. A Reducao de Liapunov-Schunidt se aplica  lincarizacio de operadores elipticos o
Fredholm de indice zero.

Seja

¢: X x R Y (A.0.5)

¢(0,0) =0 o

uma aplicagdo suave entre espacos de Banach. Quercmos usar a redugao de Liapunov-
Schmidi para resolver

¢, o) =0, (A.0.6)
para ¢ oo proxinos da origem. Seja Loa diferencial de @ na orvigem, ou seja,

, @, 0) = ¢(0,0)
L = lim ——— o
L0 h

Assumnmos que Lo ¢ mn operador de Fredholm de indice zero ¢ denotamos o =

(g, vy, ooy ) com oy = A ey, parametros auxiliares.
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Passo 1 Decomponha X e Y como

a)X = ker [, &g AJ

A7
WY =NaTm L (A.0.7)
Isto segue da Proposicao A.0.10, pois £ ¢ um operador de Fredholn.
Passo 2 Recescreva (A.0.6) como
a)ED(u,a) =
V)ED(u,a) =0 (A.0.8)

LY — E)P(u, ) =0
ounde £ — I L ¢ a projecio associada i decomposicio (A.0.7D).
Passo 3 Use (A0.7a) para escrever 4 = v 4+ w, onde v € ker L ¢ w ¢ A, Aplique o

Teorema de Funcao Tmplicita para resolver (A.0.8a) com w como mmna funcio de o
e ¢ Isto leva a wma fungiio W : ker L x R¥H -5 A7 tal que

EO(o+Wi(v, «),a) =0 (A.0.9)
Vamos verificar que de fato podemos aplicar o Teorama da Funcio Tmplicita. Para
isto. consideramos a aplicagao £ ker L x M x R¥Y — T L dada por

Flo,w, ) = ££P(v + w, a). (A.0.10)

A dilerencial de 7 com respeito a w na ovigem é:
E- d(.bu)() = F-L = L.
Agara argnmunentamos que
LM —>ImlL (A.0.1])

¢ invertivel. No caso finito isto segue pois L restrito a M é bijetora sobre a sua
nagem. No easo ent que os espacos sio de Banach, (A.0.11) ¢ ainda bijetora, ¢ com
a lipotese de que L ¢ Fredholm temos que L ¢ invertivel. Portanto, o Teoremna da

Funcao Tuiplicita garante que (A.0.8a) pode ser resolvida para w1 (v, ).
Passo 4 Delina ¢ - ker L x RF YL 5 N por
1

dlo, o) — (L~ EYO(o + T (6, ), ). (A.0.12)

Passo 5 Escolha uma base o), ..., v, para ker L e v}, ... 0* para (Im L)', Delina
g R R 5 R por
g, a) — ol dlevy o+ w0, al). (ADL3)
Como L ¢ Fredholm de iudice zero, temos que
dimker L = din{ln L)

¢ este numero ¢ findto. Assim, as bases para ker L ¢ (Im L}t contém o mesmo

numero de vetores.
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Obtemos o seguinte resultado:

Proposigao A.0.12 Se o lincarizacio de (A.0.6) ¢ wn operador de Fredholm de indice
cero, entao solucoes de (4.0.6) estio localmente em correspondeéncia com solucoes do

sesbernna

gl o) =0,
onde gi, 1= 1, oo, € definido em (A.0.15).

A.1 A Reducao de Liapunov-Schmidt com simetria

Mostramos aqui que quando @ e (A.0.5) é P-equivariante, 1 um grupo de Lie compacto,
entao podemos efetuar a Redugio de Liapunov-Schmidt de forma que o problema reduzido
preserve as simetrias de I' do problema original.

Seja I wm grupo de Lie compacto. Dizenios que age no espago de Banach Y se para
cada v € I existe uma aplicacio linear invertivel Ry Y Y com a propriedade que para
todo v, 0 & [,

R =1, 0 Ry (A.1.14)
Consideremos X subespago de Y invariante pela agio de T e consideremos & X — Y uma
aplicacao que comuta com o agio de T, ou soja,

O(fu) = RyD{u), Yu C X, ¥y eI (A.1.15)

No primeiro passo da Redncao de Liapunov-Schmidt devenios escolher completentares
para certos subespacos de Banach. Quando o sistema possui sintewria ¢ noportante esco-
lher estes subespagos complementares tais que eles scjan [-invariantes. Consideramos os

seguintes fatos:

) I age em Y _
b} ®: X —Y comuta com I (A.1.16)
¢) L= (dd)s ¢ um operador diferencial eliptico.

Mais ainda, precisaimnos cncontrar somente os complementos '-invariantes AL ¢ N, tais

que
X =ker L& M,
Y_-Nghn L.

(A.1.17)
Lema A. 1.1l Scjamn 1", O, X, Y ¢ L como em (A 1.10). Enlao,

a) L comuta com 1"

b) ker L ¢ wn subespaco I'—invariante de X

¢) hw L ¢ wmn subespaco - -invariante de Y.

Demonstracao
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a) Sejam v € I'e w € X, Usamos a regra da cadeia para diferenciar a identidade
Pyu) = yP(u) e avaliar em w — 0, obtendo (dP)g -y =7 (dP)y, on scja, Ly = L.

b) S w & ker L, entio para todo y € T, Ly = yLu = 0, ou scja, yu € ker L. logo ker L
& I'—invariante.

c) Sewelm L, ouscia, w = Lw paraw € X, enlao y-u = - Lw = L(v-w). Logo, lm L
¢ I'—invariantce.

]

Vimos anteriorente que se L ¢ um operador eliptico podemos cousiderar os comple-
mentos (A7)

M = (ker L)*, N = (Im L)1, (A.1.18)

Tomando o produto interno (-, -) em Y T-invariante. Afirmamos que vs complementos
ortogonais (A118) sdo I-invariantes. De fato, scjan « € (kev L)=, 4 € I' ¢ v € ker L.
PPelo Lema A1, ker 1. ¢ T-invariante: logo para qualquer v € ker 1, temos v~ "o € ker L.
Assing, 0 = (u,v7 ') = (yu,v), ou seja, (ker L)* é D-invariante. Agora, consideramos
w G hm L, com w = qe Dad, para qualquer « € (n L)+, 0 - (u,v) = (u, v w). Pela
mvariancia do produto interno, (yu, w) = 0. Logo, (Im L)+ 6 T-invariaute.

Observagao A.1.2 Sc o produto interno em Y nao ¢ preservado por 1", podemos cons-
trair, a partir dele, wm produto interno que é preservado por I, pois I ¢ um grupo de Lie

compacto (ver Proposicio 1.1.12).

Provanios a seguir que a simetria do sistemna ¢ preservada pela cquacao reduzida,
Deja
X x R Y
O(0,0) =0

uma aplicagao suave entre espagos de Banach. Queremos resolver
O (u, o) =0, (A1.19)

numa vizinhanga da origem. Seja I um grupo de Lie compacto que age em Y, ¢ suponha-
mos ¢ comutando com I'. Suponhamos L = (d®)y mm operador difereucial eliptico de
Fredholm de ndice zero.

A seguinte proposicio focaliza a aplicagio reduzida ¢ obtida no passo 4. Esta versio de
equagao redneida ¢ mais conveniente nas andlises tedricas, pois ela independe da escolha
das coordenadas do passo 5. Depois de demounstrar a proposicio discutireios o passo 5 e

as propriedades de simetria de g,

Proposigao A.1.3 Na Redugao de Liapunov-Sclonidt de (A 1.19), se Al e N e (4.0.7)

sa0 subespacos -mvariantes, entao a aplicacao

¢ ker L x R 5 N
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definida por (4.0.12) comuta com a agio de I, isto ¢,

Glyu, ) = yo(u, ) Y C ker L, ¥y € T, (A.1.20)
Demonstracao Seja 7Y — Im L a projecio com ker ' = N. Queremos (ue £

commute com I Suponhamos que w = ¢ +w onde v € It L ¢ w ¢ N. Pela linearidude de

Eoe da acho de T,
v L) A Lo 1 w) = y{(B(0) + Elw)) = yE(v) = yo = Eyv) = E(yo) + L(yw) =

Elye +w) = E(y(v 4+ w)) = E(yu).

Asstm, I L ¢ umsubespaco —invariante. Alén disso, 7~ F tanbém comnta com T,
Seja Wcker L x R — A7 a funcio definida em (A.0.9). Afirmamos que

Wiy v a) = W (e, a) (A.1.21)

para todo v C T Dad, para w — v+ w, com v € ker L ¢ w € A,

Yodlo, o) = (= LYo+ W e, o), 0) = (I~ E)(vo + W{ye, o), ) = ¢y v, o)

Logo, ¢ comuta com L.
Verifiquemos entdo a validade de (A.1.21). Para islo usanos a unicidade das solucoes

pelo Teorama da Funcao Implicita. Fixamos v ¢ 1 ¢ definimos:
W, (v, a) = v 11V (0, ).
Temos que
ED(e + W (0,0)) = BEO(y™ (e + W (ye,a))) = v UED(yv + W (o, «))).
Como (A.0.9) ¢ vdlido para todo v € ker L ¢ ker L ¢ I'—invariante, entio
Ed(e + W, (v,a)) = 0.

Daf, 11, também resolve a equacao (A.0.8a), e W.(0,0) = v "IV (0,0) = 0. Pcla

unicidade de solugoes garantida pelo Teorema da Funcdo Implicita, concluimos que

Wilyw, o) = W (0, a).

[

Finahnente, discutimos a escollia das bases para ker L e (Im LY+ no passo 5 da Reducio
de Liapunov-Schide. Seja {o, ..., v, } wna base arbitrdria para kev L. Desde que 1M age

lnearmente no ker L, para cada v € T, existe wia matuiz agi(y), noxon, tal que

YU = Za,;j(ﬂ/)-z,’i. (A.1.22)
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Queremos escolher uma base o}, ... 07 de (Im L) para a mesma matriy i (7)), sto &, de
[orma que
123
,..*_E 0 N ; -
YU, = Uy (’})U‘j . (r\ | 23)
51

Falamos em escolha consistente das bases se (A.1.22) ¢ (A.1.23) valem simultanca-
mente. Se fazemos wina escolha consistente de bases para ker L e (Im L), entao a equacao
reduzida ¢ @ R" x R¥ — R™ vai satisfazer

g(A(y)r, ) = A(y)g(x, o) (A.1.24)

onde A{y) ¢ amateiz ox o (a, (7)) e

Qualquer representacio pode ser decomposta na soma direta de representacoes irre-
dutiveis (ver Coroliario 1.2.3). Agora, a aplicacio lincar £ é un isomorfistmo entre M e
L L0 Desde que £ comuta com T, L induz umn isomorfisine de representacoes de I'em X
e d. Na verdade, as representacoes de I em ker L e (Tm L)}* devem ser isomorfas. BEsta
alirmagao nao ¢ dificil para se provar quando X = Y ¢ ambos tém dimensio finita, mas
exige mais cuidado quando a dimensido ¢ infinita (ver (8], cap. VI §3). Vamos definir
“representagoes isomorfas”. Sejam woy,..., v, € vl 0! bases para ker L o (b L)+,

respectivamente. Entao definiimos as matrizes A(y) como em (A.1.22) ¢ a matriz B(v) a

1)
yu; Z bij(y)v; -

J=1

partiv de

Dizer que as representacoes sao isonorfas significa que existe uina wmatriz invertivel §
tal que, para todo v € 1)
Biy) = § A()S.
Portanto, por mma mudanga de base podemos sempre satisfazer (A.1.23).
Concluimos deste apendice que se @ é [-equivariante, entao a Reducao de Liapuuov-
Setnide Teva o um problema também T-equivariante, ou seja, a Reducdo de Liapunov-

Schmide preserva as simetrias do sistema original.
| .
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