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RESUMO

SORIANO, H. L. Resolubilidade perto do conjunto caracteristico para uma classe
de campos vetoriais complexos. 2016. 73 f. Dissertacao (Mestrado em Ciéncias —
Matematica) — Instituto de Ciéncias Matemaéticas e de Computagao (ICMC/USP), Sao
Carlos — SP.

Esta dissertagao expoe sobre a resolubilidade do campo vetorial complexo
L=0/0t+ (a(x) + ib(z))0/0x, bF#O0

definido em . = (—¢,€) x S, € > 0, perto do conjunto caracteristico ¥ = {0} x S*, sendo

a e b fungoes de classe C™ em (—e¢, €) a valores reais.

Os resultados apresentados mostram que a resolubilidade de L em uma vizinhanca cheia

de X depende da relacao entre as ordens de anulamento de a e b em x = 0.

Palavras-chave: Resolubilidade, conjunto caracteristico, campo vetorial complexo.






ABSTRACT

SORIANO, H. L. Resolubilidade perto do conjunto caracteristico para uma classe
de campos vetoriais complexos. 2016. 73 f. Dissertacao (Mestrado em Ciéncias —
Matematica) — Instituto de Ciéncias Matemaéticas e de Computagao (ICMC/USP), Sao
Carlos — SP.

This dissertation deals with the solvability of complex vector field
L=0/0t+ (a(x) + ib(z))0/0x, bF#O0

defined on Q. = (—¢,€) x S, € > 0, near the characteristic set © = {0} x S', where a and

b are C' real-valued functions in (—¢,¢).

The presented results show that solvability of L in a full neighborhood of ¥ depends on

the interplay between the order of vanishing of the functions a and b at x = 0.

Key-words: Solvability, characteristic set, complex vector field.
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INTRODUCAO

Seja 5 5
L= 5% + (a(x) + zb(x))a—x, b#£0, (1)

um campo vetorial complexo definido em Q. = (—¢,¢) x S, € > 0, sendo a e b fungdes a

valores reais de classe C* em (—¢,€).
Definimos o conjunto caracteristico de L, o qual denotamos por C(L), como o
conjunto dos pontos (z,t) € €, onde L deixa de ser eliptico, i.e.,

C(L) = {(x, t) € Qs Ly e [(w,t) sao linearmente dependentes } )

Note que (z,t) € C(L) se, e somente se, b(x) = 0. De fato, se L e L nio forem linearmente

independente em (x,t), existiria um escalar v # 0 tal que
Re(L)(z,t) = yRe(L)(x,t) e Im(L)(x,t) = vIm(L)(x,t);
da primeira igualdade temos v = 1; entao, na segunda igualdade teremos
(L)@, £) = A Im(D)(,1) = —Im(L)(z, ),
isto é, ib(x) = —ib(x); isto ocorre se, e somente se, b(x) = 0. Consequentemente,
C(L) = {(z,t) € Q;b(x) =0}.

Seja X = {0} x S*. Iremos assumir que C(L) = 3. Em particular, L ¢ eliptico em Q, \ 2.

Assumimos também que (a + ib)(z) = 2"ag(x) + 2™by(x) para todo x € (—¢,¢€),

sendo m, n inteiros positivos e ag, by fungdes de classe C* em (—¢, ¢€).

Uma propriedade importante do campo vetorial L sobre €2, é que pode ser interpre-
tado como um operador L : C®(€,) — C*(£2).

Sob nossas hipdteses, L satisfaz a bem conhecida condigao (P) de Nirenberg-Treves.
Para L dado por (1) a condicao (P) é satisfeita em (2. se, e somente se, a fungao b nao
muda de sinal ao longo das curvas integrais do campo vetorial real 2 + a(z)Z. (ver [5],

Teorema 3.7).

Dizemos que L é resolivel em ¥ se para cada f € C*(€) satisfazendo as condigoes
de compatibilidade
2r 9U) f

5 (00dE =0, j=0,r—1 (2)
0
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existe uma fungao u € C*°(£2) que resolve a equacdo Lu = f em uma vizinhanca de X.
A dissertacao é dedicada ao estudo da resolubilidade em ¥ de L.

Sera visto no capitulo 3, que se n e m sao as ordens de anulamento das fundes a e
b, respectivamente, e se 2 < m < 2n — 1, entdo para f € C*({,) satisfazendo (2), existe

uma funcao u de classe C'™° que resolve Lu = f em uma vizinhanca de 3.

No capitulo 4 provaremos que se m = 2n — 1, entao dada f € C°°(€,) satisfazendo
(2), e dado k € Z, existe uma funcio u de classe C* que resolve Lu = f em uma vizinhanca

de ¥. Porém, nao podemos encontrar solugdo C'° em geral.
Os resultados descritos aqui podem ser encontrados em [1] e [2].

Embora nesta dissertacao nao seja tratado o caso m > 2n informamos que, neste
caso, [3] apresenta o seguinte resultado: se m > 2n, entdao dado f pertencente a C*(2,) e
satisfazendo (2), existe uma fungao u € L> que resolve Lu = f em uma vizinhanga de X.

Contudo, nao é possivel encontrar solu¢ao de continua em geral.
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1

PRELIMINARES

Neste capitulo, apresentamos alguns resultados de calculo diferencial, geometria
diferencial, anélise funcional e topologia que serao utilizados no estudo de certa classe de

campos vetoriais, que realizaremos posteriormente.

1.1 Alguns resultados classicos da analise

Teorema 1. Sejam X C R, f,g,h : X — R, p € X'. Se, para todo x € X,z # p,

tivermos f(x) < g(z) < h(z) e, além disso, tivermos

lim f (z) = lim h(x) =

entao

élvigr}ljg(a:) = a.

Teorema 2. Seja f: I — R derivavel no intervalo I. Se f'(x) > 0 para todo x € I entdo
f é crescente em I. Neste caso, f possui uma inversa f~!, definida no intervalo f(I) = J,

a qual ¢ diferencidvel em J, com (f~1) (y) = % para todo y = f(x) € J.

Definicao 1. Dize-se que uma sequéncia de fungoes f,, : X — R converge uniformemente
para uma funcao f : X — R quando, para todo € > 0 dado, existe ng € N tal que n > ng
implica que |f,(x) — f(x)] < ¢, seja qual for z € X.

Teorema 3. (TESTE DE WEIERSTRASS) Seja { f,,} uma sequéncia de fungoes definidas

sobre X, e suponha que {M,} é uma sequéncia numérica tal que

| fn(x)] < M, para todo x € X e para todo n € N.
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Suponha, também, que Z M, converge. Entao, para todo x € X a série Z fn(x) converge

n=1 n=1

(de fato converge absolutamente), Z fn(z) converge uniformemente em X para a funcao

- i fula)

Definicao 2. Uma sequéncia de fungoes f, : X — R chama-se uma sequéncia de Cau-
chy quando, para todo ¢ > 0, dado, existe ng € N tal que m,n > ngy implica que

|fm(x) — fu(2)| < €, qualquer que seja x € X.

Teorema 4. Uma sequéncia de fungoes f,, : X — R é uniformemente convergente se, e

somente se, € uma sequéncia de Cauchy.

Teorema 5. Se f, : X — R converge uniformemente em X e todas as f, sdo continuas

no ponto a € X entao f é continua no ponto a.

Corolario 1. O limite uniforme de uma sequéncia de fung¢des continuas é uma funcgao

continua.

Teorema 6. Se uma sequéncia de fungoes integraveis f, : [a,b] — R converge uniforme-

mente para f : [a,b] = R, entdo f é integravel e vale

b
/a f(z)de = lim / fala
Em resumo:

/ lim f,(z)dz = hm/ folz

n—oo

desde que lim f,, seja integravel.

Teorema 7. Seja (f,) uma sequéncia de fungoes no intervalo [a,b]. Se para um certo
¢ € [a,b], a sequéncia numérica (f,(c)) converge e a sequéncia das derivadas f; convergem
uniformemente em [a, b] para uma funcao g, entdao (f,,) converge uniformemente em [a, b]
para uma funcio derivével f, tal que f' = g. Em resumo (lim f,,))’ = lim f’, desde que as

derivadas f;, convirjam uniformemente.

Teorema 8. Seja U C R™ um aberto convexo e limitado. Se a sequéncia de aplicagoes
diferenciaveis f, : U — R" converge num ponto ¢ € U e a sequéncia das derivadas
fi: U — L(R™; R™) converge uniformemente em U para uma aplicagao g : U — L(R™;R"),
entdo (fx) converge uniformemente em U para uma aplicacdo f : U — R", a qual ¢é

: . ;L
diferenciavel, com [’ = g.
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1.2 Foérmula de Taylor

Sejam G C R? e f : G — R de classe C*(G). Entdo, a férmula de Taylor de f
em uma vizinhanga V' C G de (a,b) é dada por
0 0 02
0= a0+ G~ 0+ Fane -0+ 5 (§Eane -

X

O 92 f
+ G- 0?) 4 S Lo~ e -0 +

N

S (k=1 o o' 4 .

i=0
Logo, para todo (z,b) pertencente ao segmento [(a,b), (zo,b)] C G, tem-se

of of °f

f(z,b) = f(a,b) + %(a,b)(x—a) + a(a, b)(b—b) + (a 5(a,b)(x — a)*+

+ atf(a b)(b— b)2> + gxgt(a,b)(a: —a)(b—"b) +

azk’lz

1 S (k=1 o'f —1—i i

—l—(x—a)k.k/ol(l — )k 8 J,:(a+r(w—a) b)dr;

i /01(1 — )kt j(a%—r(x—a) b)dr. (1.1)

1.3 Topologia Quociente

Os seguintes resultados se acham também em [7].

Definicao 3. Sejam X um espago topologico, ¥ um conjunto, e seja p : X — Y uma apli-
cagao sobrejetiva. Dizemos que a aplicacao p é uma aplicagdo quociente se um subconjunto

U de Y é aberto em Y se, e somente se, p~1(U) é aberto em X.

Definicao 4. Uma aplicagdo f : X — Y é uma aplicagio aberta se para cada conjunto
aberto U de X, o conjunto f(U) é aberto em Y.

Segue imediatamente da definicao que se p: X — Y é uma aplicacdo quociente e

injetiva entao p é uma aplicacao aberta.

Proposigao 1. Seja p : X — Y uma aplicacdo aberta. Se A é aberto em X entdo a
aplicacdo ¢ : A — p(A), obtida ao restringir p, é uma aplicagao aberta.
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Se X é um espaco topologico, Y um conjunto e p : X — Y é uma aplicacao
quociente. Indicamos como 7 a colegdao dos subconjuntos U C Y tais que p~!(U) é aberto

em X. Verifica-se que 7 é uma topologia em Y chamada de topologia quociente.
Relativamente a topologia 7, a aplicacao p: X — Y é uma aplicagdo continua.
Teorema 9. Seja p: X — Y uma aplicacdo quociente. Seja Z um espacgo topoldgico e

seja g : X — Z uma funcdo continua e constante em cada conjunto p~!(y), para y € Y.

Entao, g induz uma aplicacido continua f :Y — Z tal que fop=g.

X
N
Y--s7

!
1.4 Espaco de Fréchet

Os resultados desta se¢ido podem ser encontrados em [8].

Definicao 5. Um espaco vetorial topolégico é um espaco vetorial E sobre o campo dos
numeros complexos C munido de uma topologia 7, que é compativel com a estrutura
linear de F, isto é, as operacoes de adi¢ao de vetores e multiplicacdo por escalar em F,
A: Ex FE— E dada por A(xz,y) =x+ye M :C x E — FE definida por M(\,z) = Ay,
sdo continuas em F X E com a topologia produto 7 x .7, e em C x E com a topologia
produto € x .7, respectivamente, onde % é a topologia usual no plano complexo C. E,

além disso, para todo x € E o conjunto {z} é fechado.

Espacgo vetorial topoldgico serd notado abreviadamente EVT.

Definicao 6. Um sistema fundamental de vizinhangas de um ponto z € E é uma cole¢ao
v de vizinhancas de x com a seguinte propriedade: dada qualquer vizinhanca U de x no
expaco F, existe uma vizinhanca V' € ~ tal que V C U. Um sistema fundamental de

vizinhangas de um ponto é também chamado de base local.

Em particular, diz-se que x possui um sistema fundamental enumeravel de vizi-
nhangas quando existe una colegdo enumeravel v = {V;, Va,...,V,,,...} de vizinhangas de

x tais que, dada qualquer vizinhanga U de x em X, existe V,, com V,, C U.

A topologia de um EVT é completamente determinada por qualquer sistema

fundamental de vizinhancas da origem.

Definicao 7. Seja £ um EVT, dizemos que B C E é equilibrado quando para cada A € C
com |A| <1 tem-se que AB C B.
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Proposicao 2. Dizemos que um EVT E é um espaco de Hausdorff se, e somente se, para

todo = # 0 existe uma vizinhanga U de 0 tal que = ¢ U.

Definicao 8. Dizemos que um EVT E é um espaco localmente convero se existe um

sistema fundamental de vizinhancas em E que consiste em conjuntos convexos.

Definigao 9. Uma fung¢do nao negativa x — p(z) sobre um espago vetorial E é chamada

de seminorma se satisfaz as seguintes condigoes:

1. p é subaditiva, i.e., para cada =,y € F, p(x +vy) < p(z) + p(y);
2. p é positivamente homogénea, i.e., para todo z € E e todo A € C, p(Azx) < |A| p(x).

Defini¢ao 10. Uma familia & de seminormas continuas sobre um espaco localmente
convexo F serd chamada de base de seminormas continuas em E se para toda seminorma
continua p sobre E existe uma seminorma ¢ € & e uma constante C' > 0 tal que, para
todo z € E, p(z) < Cq(x).

Definicdo 11. Dizemos que um EVT E é metrizavel se 7 é compativel com alguma

métrica d.

Teorema 10. Se F ¢ um EVT com uma base local enumeravel, entao existe uma métrica

d em FE que satisfaz:

1. d é compativel com a topologia de F,
2. as bolas abertas centradas em zero sao equilibradas, e

3. d é invariante: d(x + z,y + z) = d(z,y) para todo x,y,z € E. Se, além disso, F é

localmente convexo, entao d pode ser escolhida satisfazendo 1, 2, 3 e
4. todos os conjuntos abertos sao convexos.
Definicao 12. Dizemos que uma familia &2 de seminormas em FE é separante se para
cada = # 0 existe p € & com p(x) # 0.

Teorema 11. Suponha &2 uma familia separante de seminormas sobre um espaco vetorial

E. Associe a cada p € & e cada inteiro positivo n o conjunto

1
V(p,n) = {x;p(w) < n} :
Seja B a colegao de todas as intersegdes finitas dos conjuntos V' (p,n). Entao, B é
uma base local convexa balanceada para a topologia .7 em FE, que torna F em um espaco

localmente convexo tal que
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1. cada p € & é continua, e

2. um conjunto X C FE é limitado se, e somente se, p € & é limitada em X.

Observagao 1. Se & = {p; : j € Z,} é uma familia separante de seminormas em £, o
Teorema 11 mostra que & induz uma topologia 7 com uma base local enumeravel, pelo
Teorema 10, 7 é metrizavel. Entao, uma métrica invariante por translagoes compativel

pode ser definida em termos de {p,}. Mais especificamente

dy) = o BT —Y)

j=1 21+pjx—y)

Definicao 13. Um espaco de Fréchet é um EVT com as seguintes propriedades: metrizavel

(em particular é Hausdorff), localmente convexo e completo.

1.5 Variedades diferenciaveis.

Definicao 14. Uma variedade diferencidvel, de dimensao m, ¢ um conjunto M junto com
uma colegao de fungoes ¢, : U, — M, sendo cada U, um subconjunto aberto de R",

satisfazendo as seguintes condigoes:

1. cada fungao ¢, : U, — V, = ¢,(U,) ¢é injetiva,
2. se V, NV # (), entdo existe uma funcao diferenciavel
Oy 05 (Vo N V) — 17 (V, N Vp)

tal que ¢g = ¢, 0 0.

3. M =], (U,).

As funcoes ¢, : U, — V,, sao chamadas parametrizacoes locais. As coordenadas
(X1, @) = qﬁ;l(p), de um ponto p € V, sao chamadas de coordenadas locais de p, e
a funcao inversa gzﬁ;l : V, — U, é chamada de carta ou sistema de coordenadas locais.
Quando todas as mudangas de coordenadas 0.5 sdo de classe C*, (k > 1), dizemos que M
é uma variedade de classe C*. Neste trabalho, consideraremos apenas variedades de classe
c*.

Sejam M e N variedades de dimensao m e n, respectivamente, de classe C'.
Dizemos que uma aplicacao f : M — N ¢é diferenciavel se para cada ponto p € M existem
parametrizagoes locais ¢ : U — Vem M, ey : U — V' em N,comp € Ve f(p) C V/,
tais que v "'o fog: U C R™ — U’ C R" é diferencidvel no ponto ¢~*(p).
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Definicao 15. Dizemos que uma aplicacao diferenciavel f : M — N é uma submersao
se todo ¢ € N for valor regular de f. Isto é equivalente a dizer que para cada p € M a

derivada f': T,M — Ty, N é sobrejetiva.

Proposicao 3. Seja f : M — N uma submersao sobrejetiva de classe C*°. Uma aplicagao

g: N — P é de classe C™ se, e somente se, go f : M — P é de classe C*.

Corolario 2. Seja M uma variedade de classe C"°, N um conjunto e f : M — N uma
aplicagao sobrejetiva. Entao, existe no maximo uma estrutura de variedade de classe C'*°

em N que torna f uma submersao de classe C*°.

1.6 Teorema de Borel.

Denotamos Z, o conjunto dos inteiros nao negativos e Z’ o produto cartesiano de

Z n vezes.

Pr(R) denotard o subespago de C*(R?) formado pelas fungoes T-periédicas em

cada variavel, sendo T > 0.

Seja U um aberto de R"™. Denotaremos por C°(U) o espago das fungées-teste
em U, i.e., o subespago de C*(U), formado pelas fungbes que tem suporte compacto

em U. Lembramos que o suporte de uma fungao continua f(z), é o fecho do conjunto
{z; f(x) # 0}, e se denota S(f).

Os proximo Teorema é conhecido como Teorema de Borel, e apresentamos sua

demonstragao como fornecida por [4].

Teorema 12. Sejam (v;) ez, C P2r(R), 29 € R e A C R um aberto contendo z,. Entao,
existe > 0 e uma fungao v(x,t) em C*(A x R), 2r—periddica na varidvel ¢, que satisfaz
S(w) Clrg—rzo+r] xRCAxRe

(0F0) (o, t) = v; (1),

para todo t € R e todo j € Z,.

Demonstragao. Utilizando a translacao x — x — x( se é necessario, podemos supor que
Ty = 0.
Sejam r € (0,1) tal que [—r,7] C Ae g € C°((—r,r)) constante igual a 1 em uma

vizinhanca de {—%, g} Para cada j € Z, e (z,t) € A x R, defina

g (Z)v;(t)

’

sendo €; € (0,1) a ser escolhido mais adiante.
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Cada fungao g; pertence a C°(A x R), pois existem e s@o continuas todas as
derivadas parciais. Mais ainda, S(g;) C (—rej,rej) x R e gj(z,t) = g;(z,t + 2mn), para
todo n € Z, pois v; € Par(R).

Para o que segue vamos estimar [(0%g;)(z,t)], j > 1 e a = (o, a2) € Z3 com

la| < j — 1. Para (z,t) € (—rej, 7€) x R temos

(0°g,) (2, )] = L 10°20;(£)0° (g /e;)7)
J10°0, (D] [Sicar ()0 ()0 (g(w/e)))]
110°20,(1)] | Licay () e e (077 g) (/)]

< 0% a1l X<, Tj*l.eg_al 8a1*lgHoo
< 00yl enle]™ Sicay 04719
S Ca ] Ejiala

7]'j

sendo C, ; uma constante que independe de (z,t) € (—rej,7¢j) X R e €.

Como S(g;) C (—rej, 7€) x R, temos

(0%9;) (@, )] < Cayoe] ™™,

para j > 1, o = (a1, ) € Z3 com |a| < j — 1 e qualquer (z,t) € A X R.

Escolhendo cada €; € (0, 1) suficientemente pequeno, obtemos
(0%g;) (2, 8)] < 277,

para j > 1, o = (a1, 04) € Z3 com |a| < j — 1 e qualquer (z,t) € A x R.
o
Segue da estimativa acima que, para cada « € Z3 a série Z(@a gj) € uniformemente
5=0
convergente em A x R. Definindo

vz, t) = igj(x, t)

para (z,t) € A x R, e utilizando o Teorema 8 segue que v é uma fungao de C*°(A x R);
mais ainda, S(v) C (—r,r) x Re

e}

(020)(0,) = > _(91.9)(0, 1),

k=0

paratodot € Re j € Z,.

Utilizando a regra de Leibniz verifica-se que

0, se j<k
(Z0)(0.) ={ us(1).9(0) = n(t), se j=
(D) vr(t)-€) 7 (@ *g)(0) =0 se j > k.
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Assim a fungao v(z,t) € C*°(A x R) é 2r-periddica na varidvel ¢, esta suportada
em (—r,r) x R e satisfaz (02v)(0,t) = v;(t), para todo R e j € Z,. O

A ordem de anulamento, é um fator importante quando se deseja dividir uma
funcao f € C°°(I) por uma funcdo g € C*°(I). As préximas duas proposigoes consideram
0 caso em que g possui apenas zeros de ordem finita e fornecem condigoes suficientes para

poder dividir f por g.

Proposicao 4. 1. Se g € C*°(I) for uma funcao que se anula apenas em zg € I, o qual
é um zero de ordem finita n > 1 e f € C°°(I) for uma fun¢ao que se anula em z, de
ordem maior que n, entdo existird h € C*°(I) satisfazendo gh = f, f~*(0) = h=1(0)
e a ordem de anulamento de h em cada zero x € h™'(0) serd igual a ordem de

anulamento de f menos a ordem de anulamento de g em .

2. Se g € Pr(R) possuir apenas zeros de ordem finita, f € Pr(R) for uma fungao tal
que g71(0) C f71(0) e se a ordem de anulamento de f em cada x € g~!(0) for maior
que a ordem de anulamento da funcao g, entao existira h € Pr(R) tal que gh = f,
F750) = h=(0) e ordem de anulamento h em cada zero x € h~1(0) serd igual &

ordem de anulamento de f menos a ordem de anulamento de g em x.

Demonstragdo. Ver [4]. O

1.7 Mudanca de variaveis em campos vetoriais

Os resultados desta se¢ao foram tomados de [9] e adaptados ao nosso caso.

Definicao 16. Seja M uma variedade diferenciavel. Um campo vetorial complexo sobre

M é uma aplicagao C-linear

L:C®(M,C) —s C=(M,C)
[ Lf

que satisfaz a regra de Leibniz:
L(f-9)=L(f)-g+f-L(g),

para todo f,g € C>C,

Considere o campo vetorial vetorial

0 , 0
L= gn + (a~|—zb)(x)%

em Q=R x S com a,b € C*(R). Sejam U e U subconjuntos abertos de R2. Daqui em

diante, denotaremos por (z,t) um ponto de U e por (u,v) um de U.
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Considere f : U — U um difeomorfismo C*° dado por

flz,t) = (fi(x,t), falz, 1)) = (u,v), V(z,t)€U.

Seja ¢ € C=(U); segue que ¢ o f € C®(U). Logo, aplicando o campo vetorial L em ¢ o f

temos
Lpo 1) = 560 /) + (a+ iB)(w) (60 f)
Assim,
Lo Nt = 9207w 0) - B t) + 92 (s 1) - B2 (a1
Hak ) | 5200) - S0+ S7w)- SPa
8f1 afl ¢
= W0+t @ G )| S
+[aa];2( t) + (a + ib)( af? 1;

= LAlet) 52 (f(0) + Ll 1) 5 ()
= LR (o f) (@0)- 22 () + (L) o (7o 1) (1) - 92 (f(a1)
= (L)oo (Ft) - 227 1) + (L) o 7)o (£, 1) - D F (. 1)

= (e s ) o) 52 (o ) o) 5 ) (o)

(1.2)
para todo (z,t) € U.
Agora, definamos o campo vetorial L : C°(U,C) — C>(U, C) dado por
L= (LAY o/ w0) o+ (L) o S ) - o
Assim, para ¢ € C(U) temos
0 0
L= (L) o /™ (w0) - 50 + (L) o f ™ (w0) - 5 (1.3

Dos resultados anteriores, temos a seguinte Proposicao:

Proposigao 5. Sejam ¢ € C®(U), 1 € C®°(U) e f : U — U um difeomorfismo. Entéo:

L(¢o f) = (Lg)o f;
2. (Ly)o fl=L(wof).
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Demonstragio. 1. Segue da equagdes (1.2).

2. Considere ¢ o f € C*®(U), logo temos ¢ = 1p o f~1 € C>®(U). Assim, pelo item (1)
temos

Ly =L(o f)o f; (1.4)

portanto,

1.8 Condicao (P) de Nirenberg-Treves para campos ve-

toriais
Definicao 17. Dizemos que o operador L = % + (a + z'b)(x)a%, b # 0 satisfaz a condicao
(P) em €. se, e somente se, a fun¢ao b nao muda de sinal ao longo das curvas integrais do

campo vetorial real 2 + a(z)Z. (ver [5], Teorema 3.7).

Defini¢ao 18. Dizemos que L é resoluvel em ¥ se existe F' C C™(£2,) subespago de
codimensao finita tal que para cada f € F, existe u € C*°({2,) solugdo de Lu = f em uma

vizinhanca de .

Sob nossas hipéteses, L satisfaz a condigao (P) de Nirenberg-Treves.

Vale a pena mencionar que a condi¢ao (P) é necessaria para a resolubilidade

semiglobal.

1.9 Solucoes fundamentais de operadores diferenciais

Os seguintes teoremas foram extraidos da referéncia [6].

Defini¢ao 19. Seja U C R" aberto. Um funcional linear continuo u : C°(U) — C é

chamado uma distribuigdo em U. O espago das distribuigdes em U é denotado por 2'(U).

Exemplo: Considere U = R" e defina (4, f) = f(0), f € C>(R™). O funcional ¢ é

linear e continuo. Esta distribuicao é chamada delta de Dirac.

Definigao 20. Seja P(D) = ¥|4/<m o D® um operador diferencial com coeficientes cons-

tantes em R™. Dizemos que £ € 2'(R") é uma solugao fundamental de P se

P(D)E = 6.
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Definigao 21. Se u € 2'(U) definimos o suporte de u como a intersecao de todos os

fechados de U fora dos quais u ¢ nula.

Definicao 22. Denotamos com &"(U), U C R™ aberto, o subespago de 2'(U) das distri-

buicoes de suporte compacto.

Se f e g sao funcdes continuas em R" e uma delas tem suporte compacto, a

convolucao de f e g se define como

f*glx /fx— dy—/gx— y)dy, € R".
Isto leva & seguinte definicao

Definicao 23. Se u € 2'(R") (u € &'(R™)) e f € CX(R") (f € C*(R")) denotaremos

com u * f(a) a funcdo definida por
w f(a) = (u, fa)
onde fo(z) = f(a—x).

Teorema 13. Se E ¢é uma solugao fundamental de P(D) e v € &'(R"), a equagao
P(D)u = v tem uma solucao dada por E x v. Além disso, se u € &' (R™) e P(D)u = v,

entao u = £ xv.
Teorema 14. Toda solugdo fundamental de £ ¢ da forma -1 + U(z), com U(z) inteira.

Teorema 15. Todo operador diferencial com coeficientes constantes admite uma solugao

fundamental.
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2

ESPACOS DE FUNCOES

Neste capitulo descrevemos o espago de fungoes complexas infinitamente diferen-
cidveis definidas na variedade Q = R x S!, denotado por C*(Q).

2.1 O espaco W
Seja
W = {f € C*(R?); f(x,y) = f(x,y + 2kn),Vk € Z} .
E facil ver que W é um espaco vetorial sobre o corpo C.

Definimos em W a familia de seminormas,

pi(f) = Sup 1(0°f)(z, y)|
ol <)’

sendo K; =[—j—1,j+1] xR, j € Z,.

Se f ndo é nula em R? existem (z,y) e j € Z; tais que (z,y) € K; e

0 <[f(z,y)] < sup [(°f)(z,y)| = p;(f);

(z,y)€K;
oo <j

logo, {p; }j ey ¢ uma familia separante de seminormas em W.

Para cada j e n inteiros positivos definimos o conjunto

Vippn) = {reWin(h <}
Seja
B = {m V<pjz‘7ni);ji7ni € Z+} .

i=1

Proposicao 6. Cada elemento de B é convexo e equilibrado.
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Demonstragio. Basta mostrar que para cada j e cada n € Z; o conjunto V(p;,n) é
convexo e equilibrado, pois a intersecao de convexos equilibrados ¢ um convexo equilibrado.

Dados j e n € Z, sejam f,g € V(pj,n) et € (0,1). Temos (1 —¢t)f +tg € V(p;,n), pois

pil(1=0)f +19) < (L= 1)ps(f) +tps() < (1= 0) -+~ =

portanto, V' (p;,n) é convexo.

1 1
Agora, seja A € C e || < 1. Temos p;(Af) = |A p;(f) < |\ = < —, para toda
n o n
f e Vi(pj,n);logo, A\f € V(pj,n) e, portanto, V(p;,n) é equilibrado.

O
Segue do Teorema 11 que:

e 3 é uma base local para uma topologia 7 sobre W, onde A C W é aberto se, e

somente se, A é vazio ou unido de translagoes de elementos de B.
e Além disso, 7 torna cada seminorma p;, j € Zy, em uma fungao continua.

e 3 é uma base local de 7 cujos elementos sdo convexos, isto é, W é um espaco

localmente convexo.

Pelo Teorema 10 existe uma métrica d em W que é compativel com a topologia 7, invariante

por translagoes; pela Observacao 1, tal métrica é dada por:
=1  pi(f-9)
A9 =3 5 20
;27 1+ p;(f —9)
Portanto, W é um EVT metrizavel.

Definigao 24. Dizemos que uma sequéncia (6;);en C W é convergente em W se existir
6 € W tal que para cada multi-indice o € Zi, (0%0;),cn converge uniformemente para 9“9

em K;, para cada j € Z.

Teorema 16. Seja (6;);eny uma sequéncia em W e seja 6 € W. Temos que (6;);en converge

para 6 se, e somente se, p;(#; — 6) converge para zero, para todo j € Z.

Demonstra¢io. Assuma que (60;);en C W converge para § € W. Fixe j € Z, . Para cada
multi-indice a € Z?, dado € > 0 existe i, € N tal que para todo (z,y) € K;

i > g = [0%0;(x,y) — 0°0(x,y)| < g
Seja n = max {i,; |a| < j}

i >n = 0°0;(z,y) — 0°0(z,y)| < % Y(z,y) € K;;
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dai,
€
izn=p;0; —0)= sup [0°0i(z,y) —0"0(z,y)| < 5 <e.
(z,y)€K; 2
lal<j
Como € pode ser escolhido arbitrariamente, p; (§; — ) converge para zero quando 7 tende

ao infinito.

Reciprocamente, fixado j € Z,, para cada a € Z2 tal que |a| < j tem-se: dado
e > 0, existe ng € N tal que
i >ng = p;(0; —0) = sup |0°0;(x,y) — 0%0(x,y)| < €

(z,y)€K;
la|<j

note que para cada multi-indice ( tal que || < j
i >ng=—> sup ’859 z,y) — 856(36,3/)’ < sup [0%0;(x,y) — 0“0(x,y)| < €

(z,y)€K; (z.y)€K;
|| <3

mais ainda, para cada § € Z2 tal que |8] < j e (z,y) € K;

1> ng — ‘&B&(z,y) —859(:E,y)‘ . sup ‘8 Oi(z,y) — 859($,y)’ <e€
z,y)€K;

Assim, a sequéncia (0“0;) converge uniformemente em K;; portanto, (;) converge em
W. O

Definigao 25. Seja (6;);en uma sequéncia em W. Dizemos que (6;);en é de Cauchy em

W, se para cada € > 0 existe n € N tal que para [,m > n tem-se

1 (0 —0n)
d(0,,0,, J < e.
( : ) j= 123 1+pj(9l—¢9m)

Teorema 17. Uma sequéncia (6;);en C W é uma sequéncia de Cauchy em W se, e somente

se, ¢ uma sequéncia de Cauchy em cada seminorma p;, j € Z.

Demonstragio. (=) Assuma que (6;);ey C W é de Cauchy em W. Dados e >0e k € Z,
existe N = N(e, k) € N tal que se

=1 p; (0 — 0,,) €
I,m>N=d0,0,) =) — —2 .
m (01, 0m) JZI 21+ p;(0, — 6) 25
Note que
1 0, —6,, > 1 -0
pk(l Z* ) < € :
2k 1 +pk(91 ‘9 j=1 27 —|—p](91 0 ) 2k+1
0, — O
entao, pi (61 ) < ¢ sempre que [, m > N. Logo, para 0 < e < 1

L+ pi(6p — 0) 2

pr(0 —O0m) < 5+ 50100 — On)
(1 - %) pe(th —0r) < 35
o0 —0n,) < 3 <e
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Logo, (0;),cy ¢ de Cauchy com cada seminorma py, k € Z .

(<) Primeiro observe-se que para k € Z,

N[

k+1
= 1 (0 - il—() 1
2 1+ p;(0, — 9) o2 - 2k’

1
2

j=k+1

além disso, dado € > 0, pela propriedade arquimediana existe ky € N tal que Q,m%l < €.

Logo,
0 1 p] 91 0 ) 1

— <<
Z 2 +,0](91 ) ) — 2o

DO ™

Agora, assuma que (6;);en é sequéncia de Cauchy para cada seminorma p;, j € Z;

logo, para ko dado acima, dado € > 0 existe M € N tal que

LLm>M = sup [0%0(z,y) — 0"On(z,y)| = pro (01 — O) <
(Ly)EKkO
lor| <ko

)

N

mais ainda, se j < ko, entdo p;(0) — 0) < pro(60p — 0,) < § sempre que [,m > M.

Consequentemente,

p;i (6 — 0.) €1 e( ) €
> M = L e L SN Dy
Lmz M 22314—,0(9; 9)<222j o\ 7w ) <2

Jj=1

Logo, se [,m > M entao

_ sk 1 _pi(0 p;i (01=0m)
d(@l, em) = E]O 197 W + Z] =ko+1 27 W
< 5 + £ 5 = €.
Portanto, (6;),cy ¢ de Cauchy com a métrica d. O

Teorema 18. (WW,d) é completo.

Demonstragio. Seja (6;);en de Cauchy em W. Dado € > 0 existe n € N tal que se [,m > n

entao

St — )
A1, Orm _223 1+ p;(6,— 6,,)

J=1

< €
o que pelo Teorema 17 é equivalente a

lam Z n(€7j) = pj(el - em) = Ssup |8a9l($7y> - aaem(may” < €,
(z,y)GKj
oo <j

note que para cada multi-indice § € Z2 tal que |3] < 7, fixo j,

Lm>N= sup |0°0(z,y) — 0"0n(z,y)| < sup [0°0(x,y) — 00 (z, )| <,
(z,y)€K; (z.)€K;
jal<j
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sendo N = max {n(e,i);i < j}. Portanto, (859i> N é de Cauchy em (C°(K;), ||]l.) o qual

i€

é um espago completo implicando que a sequéncia (65 91-) oy converge uniformemente a uma
7

fungao 3. Consequentemente, (pela Definido 24.) existe ¢ € W tal que (6;),.y converge
para ¢. A convergéncia uniforme da sequéncia de funcées (6;), . implica a convergéncia
pontual. Assim aplicando recursivamente o Teorema 8, obtemos que 9°6 = v em K;, para
todo 8 € Z2.

Como o resultado acima se tem para todo j € Z, entao 6 € C*(R?).
Agora provaremos que 6 é periédica. De fato, como 6; é periddica, para cada i € N,
tem-se

O(x,y + 2mm) = lim Oi(z,y + 2mm) = lim Oi(z,y) = 0(z,y),m € Z.

Portanto, # € W e, assim, W é um EVT completo. O

Como consequéncia dos Teoremas acima temos o seguinte resultado.

Teorema 19. W é um espago de Fréchet.

2.2 O espaco C™(12).
Consideremos em R a relagdo de equivaléncia t ~ y se, e somente se, t — y = 2k,

para algum k € Z. Denotamos o conjunto das classes de equivaléncia por R/27Z.

Seja a aplicagdo projecao p : R — R /277 definida por

p(t)=[t|={yeR;t —y =2km,k € Z}.

Evidentemente, p é sobrejetora.
Consideramos em R/27Z a topologia quociente co-induzida por p. Em outras

palavras, dizemos que o conjunto A C R/27Z é aberto quando p~(A) é aberto em R.

Proposicao 7. A sobrejecao p é um homeomorfismo local.

Demonstragio. Considere B(t,m) = {y € R: |t —y| < 7}. Mostraremos que para todo

t € R, a restricdo q = p [,y ¢ um homeomorfismo.

Fixe ty € R e seja q: B(to, ™) — p (B(lo, 7)), dada por q(t) = p|p, ) (). Temos
que q é injetiva. De fato, sejam a, b € (ty — m,1y + 7), com a # b. Podemos supor a > b
(o caso a < b é analogo). Temos 0 < a —b < tyg+m —b. Como ty —m < b <ty + 7 entao
—tg—m < —b < —tyg+ m; logo 0 < a — b < 27. Portanto, p(a) # p(b), isto é, q(a) # q(b).

A fungao q é sobrejetiva, pois p é sobrejetiva. Consequentemente q é bijetiva.
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Afirmamos que q é uma fungao continua. De fato, seja A um aberto em p(to—m, to+)

entdo A =U Np(to — m, top + 7) onde U é um aberto en R/27Z. Logo,
q'(4) =  a(Unplto—m to+m))

p~ (U Np(ty — m,to + m))
= pH(U)Np~ (p(to — m,to + 7))
= p~H(U) N (tg — 7, 1o + m);
portanto, g7'(A) é um aberto em (ty — m, %y + 7); assim, q é continua com a topologia
quociente do subespago p(to — 7, to + 7). Segue da injetividade de ¢, que g é uma aplicagao
aberta e, portanto, g~! também é continua. Conclufmos que a funcio p ¢ um homeomorfismo
local. ]

Proposicao 8. O espaco quociente R/277Z é uma variedade de dimenséo 1.

Demonstracao. Consideramos as seguintes restri¢oes de p:

¢1: (0,21) — R/27Z

(2.1)
t = o(t) =p(t) =t

¢o: (—m,m) — R/27Z
t = da(t) =p(t) =1

as quais pela prova da Proposi¢do 7 sao homeomorfismos.

(2.2)

Denotamos £ o representante de cada classe [t] € R/27Z.

Note que as imagens diretas das parametrizacoes sao:

¢1((0,2m)) = R/27rZ~{[0]},  ¢o((—m, 7)) = R/2xZ ~ {[x]}.

Definimos as inversas das parametrizagoes assim:

o7t R/20Z~{[0]} — (0,27)
[1] = o ([t]) =i
e ¢y' : R/27Z ~ {[r]} — (—=, ) definida por

¢ ([2]) =

t—2r se te(m2n).

{i se t €[0,m)

Entao (R/27Z ~ {[0]}) N (R/27Z ~ {[7]}) = R/27Z ~ {[0], [7]}; portanto, a pré-imagem

do aberto R/277Z ~ {[0], [r]} por meio das parametrizagdes locais é:

T (R/27Z~A[0], [7]}) = (0,m) U (m,2m) e ¢y (R/27Z ~\A{[0], [7]}) = (—,0) U (0, 7).
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Dai as mudancas de coordenadas sao:

¢y 0 ¢y : (0,7) U (m,27) — (—m,0) U (0,7) definida por

t set e (0,m
¢51 O¢1(t) — ( )
t—27 sete (m?2m)

¢1' o gy (—m,0) U (0,m) — (0,7) U (m,27) definida por

t+2r sete(—m,0)
t set e (0,m) .

¢y o ¢(x) =

As mudancas de coordenadas sao infinitamente diferencidveis em cada aberto onde

estao definidas. Portanto, ¢5 ' o ¢ e ¢; ' o ¢y sdo difeomorfismos de classe C™.

Entéo, a familia B = {((0,27), ¢1), ((—m, ), ¢2)} fornece a R/277Z de uma estru-
tura diferenciavel de classe C*° em R/27Z. Consequentemente, R/277Z é uma variedade

de dimensao 1.

]

Chamaremos ao espago topolégico R x R/27Z de cilindro, e denotaremos por
R x St

Proposicao 9. R x S! é uma variedade produto.

Demonstragio. Como sabemos R e S! sao variedades; logo, muniremos ao espaco topolégico
produto R x S' uma estrutura de variedade produto, dada pelos seguintes sistemas de

coordenadas:

P Rx(0,2r) — R x St
(z,t) > Pulx,t) = (Id(x), 6:1(t) = (2, [t])

Py: Rx (—mm) — R x St
(z,t) = Palz,t) = (Id(z), (1)) = (=, [1]),
sendo, as fungdes ¢; e ¢ sao as restrigdes (2.1) e (2.2) e, portanto, homeomorfismos, e a

funcao Id a identidade em R. Logo, as parametrizacoes P; e Py sao homeomorfismos.

Note que as imagens diretas dos conjuntos R x (0, 27) e R x (=7, 7) pelas parametri-
zagoes locais sao respectivamente: Py (R x (0,27)) = Rx (S'~{[0]}) e P2 (R x (-7, 7)) =
R x (ST~ A{[]}).

Definimos Ag = S* ~ {[0]} e A, = S* ~{[n]}.
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A partir das definicoes de ¢;' e ¢y ' segue que as inversas das paratetrizacoes sao:

Prl: Rx Ay — R x (0, 27)
(@,[t]) — Pri([t]) = (d(z), 61 ([t]) = (),
Pl Rx A, — Rx(—m,7)
(z,1) se (z,1) € R x [0,7),
(z,t —27) se (z,f) € R x [r,2m).

(z,[1]) — Pyi(x,[t]) = (Id(x), ¢, ' ([t])) {

Agora temos que (R x Ag) N (R x A;) =R x (49N A;) =R x (ST~ A{[0],[7]}) e

calculamos as imagens inversas do conjunto pelas parametrizacoes
PR x (AgNA)) =R x (0,m) UR x (7,27) = R x ((0,7) U (7, 27)),
Py R x (AgNAy)) =R x (=m,0) UR x (0,7) =R x ((—,0) U (0,7)).

Nas regioes onde as imagens de Py e Py se sobrepoem, R x (A N A,), a aplicagao
P, pode ser obtida a partir de Py composto com a seguinte mudangas de coordenadas:
PytoP: R x [(0,7) U (7, 27)] — R x [(—,0) U (0, 7)] dada por

(z,t) se (z,t) € R x (0,7),

PyloPi(x,t) = (Id(x), 5" 0 ¢i(t)) =
(z,t) = (Id(x), ¢ $1(t)) {(m,t—Qﬂ') se (z,t) € R x (m,2m).

Note que a funcao P, ' o P; estd definida apropriadamene em um dominio aberto

de R2e Py =Pyo (PyloPy).
De forma similar a mudanca de coordenadas

PrloPy:Rx [(—m,0)U(0,7)] — R x [(0,7) U (7, 27)] é dada por:

(x,t+27) se (x,t) € R x (—m7,0)

Prl o Pola, t) = (Id(z), 67" 0 ¢a(t)) =
(2.0) = (Td(z), 67" (1) {(:v,t) se (2,6) €R x (0,7).

A funcdo P! o P, estd definida apropriadamene em um dominio aberto de R? que é a
preimagem de R x (4y N A,) pela funcio P,. Além disso, Py = Py o (Py ! o Py).

As funcoes Id, ¢5' o ¢1 e ¢;' o ¢ sao difeomorfismos de classe C™ nos abertos
onde cada uma delas estd definida. Portanto Py o Py e Pyt o P, sao difeomorfismos de

classe .

Segue-se do anterior que R x S! ¢ uma variedade suave de dimensao 2.
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Definigio 26. Seja Q = R x S'. Definimos C*°(2) o espago formado por todas as fungoes
f Q2 — C que sao de classe C* em (2.

Seja a aplicacao
P: R? — Q
(z,t) > (id(x),q(t)) = (z,[t])
sendo q alguma restricao da aplicacao projecao p que seja homeomorfismo.

Defina
A: C=(Q) — W

[ AP=foP

Teorema 20. A é bem definida; além disso, A é bijecao.

Demonstragio. Note que para cada (x,t + 2km) € U C R?, k € Z temos
A(f)(@,t+ 2km)=f o P(x,t + 2km) = f(x,[t]) = f o Pz, t)=A(f)(z,1);

logo A(f) é 2m-periddica na segunda varidvel.
Afirmacgao 1: A é injetiva.
De fato, se A(f) = A(g) entdo para todo (z,t) € R?, A(f)(z,t) = A(g)(z,1); logo,
foP(x,t) =goP(x,t),isto & f(z,[t]) = g(z,[t]), V(z,[t]) € Q e, portanto f = g.
Afirmacgao 2: Dada g € W, existe f € C°(Q) tal que foP = g.
De fato, seja g € W; note que para um x, fixo, g é constante em cada conjunto

P~Yxo, [t]), para cada (z, [t]). Além disso, é facil ver que P ¢ uma aplicagdo quociente.

Logo, pelo Teorema 9 ¢ induz uma fungao continua f : {2 — C tal que foP = g.

Para mostrar que A é bijecao, resta provar que f ¢é infinitamente diferenciavel. Isto

serd uma consequéncia da Proposigao:

Proposicao 10. A aplicacdo quociente P : R? — Q é uma submersao.

Demonstracio. Observe que R? é uma variedade de classe C* e que P ¢ uma aplicacao
sobrejetiva. Entao, pelo Corolario 2, existe no maximo uma estrutura de variedade de

classe C'*° em () que torna P uma submersao C*°.

A funcdo P é homeomorfismo em R?; logo, com certas restricoes de p definimos
P~1:Q — R? dada por P~ (z,[t]) = (z,q7'([t])), sendo q a restri¢do apropriada de p,
descrita na Proposicao 7.

Portanto, P! é uma carta local da variedade €2, implicando a diferenciabilidade

de P, pois P~ oP = I onde I ¢ a funcdo identidade em R2. Além disso, a derivada da

identidade tem posto maximo igual a 2; portanto, tem derivada sobrejetiva. O
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Final da demonstracdo do Teorema 20:

Como P : R? —  ¢é uma submersdo sobrejetiva de classe C™, aplicando a
Proposicio 3, f : Q — C é de classe C™ se, e somente se, f o P : R?2 — C é de classe
C*. Portanto, foP =g € W entao f € C°(Q), i.e, A é sobrejetiva. A demonstracao do

Teorema 20 estd completa. O

Observagao 2. Como consequencia do Teorema 20, C*(£2) e W sao homeomorfos.

2.3 Série Parcial de Fourier de funcoes em W

Os seguintes resultados sdo uma adaptacao dos Teoremas de [10] da se¢oes 1.5 e

1.6, para o espago W.

Definigao 27. Dizemos que uma sequéncia numérica (¢, )mez C C é rapidamente decres-

cente se para cada k € Z, existir C > 0 tal que |c,,| < &5 para todo m € Z ~ {0}.

m|*

Teorema 21. Seja (¢p,)mez uma sequéncia rapidamente decrescente. Entao f(y) =

> €™ pertence a C*(R).
meZ

Demonstragio. Considere S,(y) = Y ¢ne™. Como a sequéncia (¢, )mez ¢ rapidamente
Im|<p
decrescente, temos que, existe C' > 0 tal que

- C
’Cmezmy‘ = |cm| < W, para todo m € Z ~ {0}.
m

[e.9]

Note que Z W converge; logo, pelo critério de Weierstrass 3, a sequéncia de funcoes
m=—00
(Sp(y)) converge uniformemente para a fungao

W= 3 cnem,

m=—00
a qual é continua por ser o limite uniforme de fungdes continuas (Corolério 1).
E facil ver que f(y) é periédica.

Agora, Si(y) = > ime,e™! . Novamente, segue de (c,,) rapidamente decrescente
Im[<p
que existe C' > 0 tal que
imy‘

C C
‘z’mcme = |m||cn| < W = W, para todo m € Z ~\. {0} ;
m m

logo, novamente pelo critério de Weierstrass (ver Teorema 3), temos

[e.e]

Jim S, (y) — 9(y) = m_Z_:oo imepe™
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uniformemente. Aplicando o Teorema 7 as sequécias (S,(y)) e (Sl’)(y)) temos que f'(y) =

g(y), i. e., f ¢é diferencidvel.

Repetindo o procedimento anterior iteradamente com as sequéncias de derivadas

obtemos que f ¢ de classe C'™°. O]

Dada f € W considere para cada x € R a funcao

g R — C
t o g.(t) = fla,t)

E facil ver que g, € Py (R). Defina

fr(@) . /027r gu(t)e ™ dt = 21 /:W Flz,t)e .

T or ™
As fungoes fi(z) sao chamadas coeficientes parciais de Fourier de f. A série Z fk(x)eikt

kEZ
¢é chamada de série parcial de Fourier de f em relacao a t.

Lema 1. Seja ¢ € Py (R). Se (k) = 0 para todo k € Z entdo, ¢(0) = 0.

27 .
Demonstragio. Observe que ¢(k) = / @(t)e™dt = 0 implica que para toda
0

p(t) = Xkj<n bue™, by, € C,

Por contradi¢ao suponha que ¢(0) = C' # 0. Sem perda de generalidade, podemos assumir
C > 0, pois A(—¢)(k) = —p(k). Pela continuidade da funcao ¢ temos que existe 0 < 6 < 7
tal que, se [t| < 8, entdo |p(t) — C| < §; isto implica que

o(t) > g, set, |t| <. (2.4)

Defina
p:|[-mn] — R
t — p(t) =14 cost —cosd
E fcil ver que p(t) é decrescente em 0 < ¢t < 7; mais ainda, é uma funcao par. Se d <t <7

entao

—1 <cost <cosd <1
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—1—cosd <cost—cosd <0< 1—cosd

—1 < —cosd <p(t) <1<2—cost.

Note que pelo feito acima temos
0<pt)<1, sed<t<m,
como p(t) = p(—t), temos

0<p(t) <1, sed<|[t| <. (%)

Se 0 < |t| < 0 entao,

cost > cosd

cost —cosd > 0

p(t) =1+ cost —cosd > 1. (%)

Como a funcao p(t) é decrescente, para cada real x > 1 defina

q(x)=min {p(t); 0 <t< 6} =p <5> =1+ COSé —cosd > 1. (2.5)
x x T x
Também
d=max{p(t); -6 <t <} =p(0) =2 —cosd > 1. (2.6)
Além disso,
lim q(z) =2 —cosd = d; (2.7)
entao,
lim — =1
e paran € N
d 2(n—1)
lim <> ~ 1. (2.8)
O limite (2.7) implica que dado € = % > 0 existe z7 tal que
d—1
z 22 = g(2) —df < ——;

d+1

entao, ¢(z) > = sempre que x > 1.

Do limite em (2.8) obtemos que existe xs tal que

d 2(n—1)
T > Xy = () -1 <
q(x)

d—1

2 I
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~ 2(n—1)
entao, (ﬁ) e di; sempre que T > To.

Seja xg = max {z1,z2}. Logo,

d V"V a4
> _ -
x_x0:><q(x)> < < q(x)
- d
— < q €T 2(n171)
q(x) (@)
=

Assim, se x > xg e t € [—2, 2] tem-se, por definicdo de d em (2.6), que

p(t) < d < g(z)" 2w,
além disso, por defini¢ao de ¢(x) em (2.5), q(x) < p(t) < q(x)H?("l*U.
Tome x = xy. Podemos escrever

it —it

p(t) =14 cost —cosd = 1+6T — cos 9.

Para cada n € N defina

Note que P, se escreve na forma

Pn = Z bkeikt.

Jk|<n

Agora,

| eopawat = | jgp(t)Pn(t)dt+ | 6690(t)Pn(t)dt+ | ePaoa.

—TT —

Para cada t € [—%, %] as equagoes (2.5) e (2.4) implicam respectivamente

Logo, p(t)P,(t) > $ em 0 < |t] < %. Portanto, para —d <t < 6,

/56 o(t) P, (t)dt > /50 o() Pa(t)dt > C(q(;:O))MS

0

Em (*) concluimos que se 0 < |t| < 7 entdo p(t) < 1; logo, sabendo que

—@()Pa(t) < |@(t)Pu(t)]
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tem-se

— [ewpiwar < [TlelPold = [ el o) d
< [ lew)ar

< (m—20) sup [p(t)]
o<t<m

< 7 sup |p(t)|
o<t<m

o que implica
| e@Ptdt >~ sup fo(0)].
6 o<t<mw
-3
Com um raciocinio similar obtemos / o(t)P,(t)dt > —m. sup |p(t)]. Assim

- o<t<m
. o))" 2. sup (1)
/ P(t) Po(t)dt > C-lal@o))"3 2. sup |p(t)] = (q(x0))" Co _ _ ssisn .
- To §<t<m To (Q((EO))

Como (q(z9))" > 1 tem-se

lim (g(xo))"

n—o0

s 271521% |o(2)] .
Z (q(zo))" ’

portanto, dado M = 1 existe Ny € N tal que se n > N, entao
s () s le0)

o<t<mw

w0 (g(zo))"

(q(x0))"

> 1;

em outras palavras, existe Ny tal que / ©(t) Py, (t)dt > 1, o que contradiz (2.3). Portanto,

™

concluimos que ¢(0) = 0.

[
Teorema 22. Seja ¢ € Py, (R) tal que (k) = 0 para todo k € Z. Entao, ¢(t) = 0 para
todo t € R.

Demonstracao. Considere para cada z € R,
T, P2W<R) — PQW(R>
¢ — (Top) (t) = ¢(t + 2)

2n+x .
= QL/ o(2)e*ED) g, (z=t+u2)
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—

logo, pela hipdtese (T_,p)(k) = 0 e pelo lema 1, isto implica que
0= (T_,¢) (0) = (0 + z) = p(z), para todo = € R.

]

A 27 )
Teorema 23. Seja f € W. Entdo, fi(z) = 5 / f(z,t)e*dt forma uma sequéncia
0

o7

rapidamente decrescente e

fa,t) = Y ful@)e,

keZ

Demonstracao. Primeiro note que para n fixado
o 27 )
omikfu(r) = ik / o, e ™*dt
0
2r i
_ _/0 %(e “) (. t)dt

_ [e—iktf<x’t)”z”_i_/()%e—ikt%j:(x,t)dt

—

() )

Fazendo iteradas derivadas e definindo que ?907(]: = f temos para todo j € N que

—

(ki i) = @tf)m

Dali,

—

i) = |(55) @

21 . J
= L / e‘zktﬁ(x, t)’ dt
0

o oty
Lo —iktaif
27T/0 e 50 (x,t)dt
o f )
= —_— ,t == C .
g, [airn|=ew

A

Como C'(j) nao depende de k, a sequéncia de fungoes (fx)rez € rapidamente decrescente;

com isto o Teorema 21 implica que ey fo(2)e* — (z,t) uniformemente e ¢ € W.
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Observe-se | on
p(x) = %/o U(x, t)e” *dt
L £t | ikt
_ %/o (éﬁ(m)e )e dt
= ;ﬂ;(x) /Ozﬂei(k_k)tdt
= fk(x)'

Agora vamos provar a igualdade de fungoes

A~

Ur(z) = fila), Vk € Z,

0=1(2) = fule) = W = @),  VEEL
Seja h =1 — f entdo, equivalentemente mostraremos o seguinte:
Afirmacio: Dada h € W se hy(z) = 0 para todo k € Z entdo h = 0.

De fato, para cada = € R considere a fungao

9. : R — C
t — gu(t) = h(z,1).

Como g, € P,;(R) entao,
~ 1 2 ikt
(9)ult) = 5 /0 Wz, H)e ™ dt =0,  VkeZ,

logo, pelo Teorema 22, para cada x € R temos g, = 0.

Portanto, h(z,t) = 0 para todo (z,t) € R?.

2.4 Funcoes flat em W

Proposicao 11. Seja f € W e seja g € C*°(R) uma fungao que possua apenas zeros de
ordem finita. Se f for flat em ¢~'(0) x R, entdo existird h € W, flat em g1 (0) X R e tal
que g(z)h(x,t) = f(x,t), para todo (z,t) € R

Demonstragio. Sejam a € g~'(0) de ordem n < oo e I um intervalo aberto de R tais que
INng 1 (0) = {a}. A féormula de Taylor de g em torno de a ¢
9" (a) 1t

g(x) = oy (x —a)" + ol (1— 5)"g(n+1)(a + s(z —a))ds.(z — a)(nJrl);
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fatorando (z — a)™ e definindo

(n) 1
g(a)+

i ! /01(1 —5)"g" (a4 s(x — a))ds.(z — a)

hn(7) =

podemos exprimir g(x) = h,(z)(x — a)", sendo h,(z) # 0 para x € I.

Observe que f é uma fungao constante igual a zero para todo (a,t), t € R. Assim
para cada t consideremos a série de Taylor da fun¢ado f, em torno de (a,t) em uma
vizinhanga do segmento [(a, ), (z,t)] C R?, pela férmula de Taylor na equagao (1.1) e

sendo f flat em a x R tomamos k > n. Entao: f(x,t) = (x — a)*hi(x, 1), sendo

R e A R
MY k=11 o ozk o
L. . k— hk(x>t)
Logo, pela Proposi¢ao 4 para cada z € I existe H,(t) = (x — a) "W que
(T

pertence a Py (R). Se definimos h(x,t)=H,(t) entao h € W e, além disso, h satisfaz
gh=f.

Observe que h(z,t) é flat em {a} x R, pois hy(z,t) é flat em {a} x R, h=1(0) =
{a} x R. Além disso, a ordem de anulamento de h em {a} x R é k — n.

O
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3

RESOLUBILIDADE C*

Considere a variedade Q. = (—¢,¢) x S', € >0, e
L=0/0t+ (a+ib)(x)0/0x, (3.1)

um campo vetorial complexo sobre €2, sendo a e b fungdes de classe C™ em (—¢,¢€) e a
valores reais. Assuma que ¥ = {0} x S* ¢ o conjunto caracteristico de L, isto ¢, b(0) =0
e b(z) # 0 se x # 0. Também assumiremos que a(0) = 0. Nestas condigoes L satisfaz a
condigao (P) (ver Defini¢ao 17).

Neste capitulo assumimos que b se anula de ordem m > 2 em x = 0. Assim, usando

a formula de Taylor podemos escrever
(a+ib)(z) = 2"ap(x) + 2™bo(z), Vx € (—¢,€),

sendo n a ordem de anulamento de a em z = 0 quando a ¢ flat em x = 0 e n > m quando

a é flat em z = 0.

Mostraremos que L é resolivel em X se, 2 < m < 2n — 1. (Ver Definigao 18).

Observagao 3. Se dada f € C*(€,) exitir u € C*(£2,), solugdo de Lu = f, em uma
vizinhanca de 32, entao
2T a]f
0,t)dt =0, ) =0,---,r—1
| 5500 j=0e =1,

sendo r = min {m, n}. De fato,

0" G 0.t)dt = Jo“%;“ (0,

- 0 (BIJ (?37
= 027r g:;J (%)

5 (0,2m) —
= 0.

t)dt

+(a+ib)5%) (0,1)) dt
2 (9 (0, ¢
o7u ()
oI

( )
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Dadas f, g € C* denotaremos f = g quando 9°f(0,t) = 9°¢g(0,t), Vo € Z2. Ou,

equivalentemente f = g quando f — g é flat em 3.

Proposigao 12. Assuma que em I, = (—¢, €) tenhamos (a + ib)(x) = x™ag(x) + ix™bg(x)

sendo ag e by pertencente a C*(I,) e que ocorre,
1. ap(0) #0e 1 <n<m,ou
2. bp(0) #0e 2 <m.
Seja r = min {m, n}. Entdo, dada f € C*°(Q) satisfazendo
/O%g;f(o Bdt =0, j=0,---,r—1, (3.2)

existe u € C*(£2,) tal que a funcdo Lu — f ¢é flat em 3 = {0} x S*.

Demonstragio. Seja f € C(S,) satisfazendo (3.2). Vamos procurar por u € C'*(£2,) tal

que Lu — f é flat em X. Para isso consideramos as seguintes expansoes de Taylor:

W)= 5500,

b0 =~2on,  rey e
J j'@l‘ﬂ ) Y ]:0 J I
1 [(da 07b Do ;
Cj:ﬂ(@xj(o)—{_zaxj(o))’ a—{—zb:]z:%cjx].
Note que sendo x = 0 zero de ordem 7 de a+¢b temos que ¢; =0se j =0,...,r—1

ec, #0.

A expansao em Taylor de Lu = f corresponde a

Youh(t)ad +> el Z (G+1) - uipa (B! 2D f(t)al; (3.3)
j=0 Jj=0

j>r

fatorando cada 2’ no segundo termo do lado esquerdo tem-se

S0 + 3T 0 41— Rt 2 Y 0
j=0 j=r | k=0 j=0
Logo, segue que
wi(t) = fi(t), j=0,...,r=1; (3.4)
recursivamente temos
u(t) + un(t) = fo(t), j=r;

'/r’+1< ) + QCT‘UQ(t) + Cry1U7 (t) = f?”-i-l (t)7 ] —r+ 17
U'II'-I—Q(t) + 307’“3( ) + 207"+1u2(t) + CT+QU1 (t) = f’I‘-I—Q(t)) j =7 + 2’
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em geral,
j . .
u;(t) + Z(] —a+ 1)cquj—atn(t) = f;(1), se j>r. (3.5)
As condigoes em (3.2) implicam que

2
/ fi(t)dt =0, para j =0,--- ,r —1; (3.6)
0

logo, podemos resolver (3.4) e obtemos u; € C*°(S') dada por

u;(t) = /Ot fi(s)ds =0, para j =0,--- ,r — 1. (3.7)

Por outro lado em (3.5) ndo temos argumentos para garantir que a funcao

fi(t) — z]:(] — o+ 1)catj—ati(t)

a=r
possui uma primitiva em C'*(S').

Usando a série de Fourier de uma fungao g € C*(S') podemos decompor g da
seguinte forma: g = go + g1, sendo go = §(0) e g1(t) = Yy §(k)e™; mais ainda, pela
convergéncia uniforme e convergéncia absoluta da série de Fourier, g; tem primitiva
h € C>=(S'), dada por h(t) = Zk#o(%)eikt; novamente as convergéncias uniforme e
absoluta, implicam que h possui primitiva e mediante indug¢ao concluimos que g; possui

primitivas de ordem arbitraria em C(S').

Usaremos o fato acima para resolver de uma sé vez (3.4) e (3.5). Assim usamos tal

decomposicao para

ui(t) = ujo+ujn(t) e fi(t) = fjo+ fia(t), Vj € Zy.
Vamos resolver separadamente para u;g e ;1.

De (3.4) obtemos
Ozfj,()a jzl,"',’f’—l. (38>

e de (3.5) obtemos

J

> — ot Deatigoarnolt) = fro, 27
da tltima igualdade, quando j = a = r, temos u; g = f,0(c,)"!, pois ¢, # 0, e podemos
determinar recursivamente

j—1

Ujo = (f(r+j1),0 -3 (- k‘)CrJrkU(jk),O) (e Jj=2.

k=1
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Note que ug ¢ pode ser escolhida arbitrariamente.

As condigbes de compatibilidade (3.2) implicam a validade de (3.8). De fato,

f; —f-(())—1/2ﬂf-(t)dt—1/2ﬂ8jf(0 t)dt = 0 =0 _1
J0 — Jj _27'(']' 0 J _277']' 0 O ) — Y% J=Y,...,Tr

(ver Obseravagao 3).

Novamente de (3.4) obtemos

u;,l :fj,17 ]:OJ ,7’—1, (39)
e de (3.5) obtemos
J
U},l + > (j—a+1ecatg-asn = fi1, j=r. (3.10)

Note que f;; em (3.9) possui primitiva em C>(S); logo temos
Py
uj,lzzf]~( )elkt7 jIO,"',T—l.
k0 1k

Além disso, cada u;; com 0 < j <r — 1, tem primitivas de ordem arbitraria em C>(Sh).

Resolvendo indutivamente (3.10) obtemos

k20 * a=r k0

uji =y fj,(:)em - i(j —a+1)c, (Z Weikt) ; j=r.

Logo ujo € uj; encontrados acima, definem uma sequéncia (u;), com u; = ujo + u;1, de
fungoes de classe C*em S*. Aplicando o Teorema de Borel 12 a sequéncia (u;) obtemos
que existem € > 0 e uma fungao u(z,t) € C°(Q), 2r— periddica na segunda varidvel, que

satisfaz
(07u)(0,) = (5lu; (1)),
para todo t € S' e todo j € Zy. Portanto, u(z,t) = Y u;(t)2’ é tal que Lu — f ¢é flat
=0

sobre o conjunto 3 = {0} x S'. O

Observacao 4. Proseguindo como la demonstragao da Proposicao 12, para

seremos levamos a resolver
, . . / . .
u; tijiu; = f;  j 2> 1

alguma condicao diofantina deve ser imposta a A para resolver a equacao. Logo para m = 1

e n > 2 nem sempre vamos obter uma conclusao como da Proposicao 12.
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Observacao 5. Da Proposicao 12, para cada f € C*(€), satisfazendo (3.2), existe
w € C() tal que Lw — f é flat em X. Seja g = Lw — f, se existe v € C*°(€),) solucio
de Lv = g em uma vizinhanga de Y entao u = w —v é tal que Lu = Lw — Lv = Lw — g =
Lw — Lw + f = f; portanto, quando estamos interessados em resolver a equacao Lu = f
em uma vizinhanca de X, com f € C*(§,) satisfazendo (3.2), basta considerar f flat em

2.

Observacio 6. E ficil ver que se f ¢ flat em X, entdo fk é flat em = = 0 para todo k € Z.
A sua férmula de Taylor em torno de zero fica fi(x) = Ry ()2’ com
lim Ry j(x) = 0.

x—0

Teorema 24. Seja L = 0/0t + (a + ib)(x)0/0z, b # 0, campo vetorial complexo definido
em ), € >0, sendo a,b € C®((—¢,€); R). Assuma que:

—_

. O conjunto caracteristico de L é ¥ = {0} x S*.
2. (a+1ib)(x) = z"ap(x) + 1x™bo(x), para cada z € (—¢,€).
3. bo(z) # 0, para cada x € (—¢,€).

4. Se a fungdo a nao ¢é flat em = = 0, entdo n é a ordem de anulamento de a em x = 0;

se a funcao a é flat em x = 0, entdo n > m.

5. 2<m < 2n—1.

Entao, para cada f € C*(€)) que satisfaz as condigoes de compatibilidade (3.2), existe

u € C°(£2) solu¢do de Lu = f em uma vizinhanga de X.

Demonstragio. Pela observagiao 5, basta considerar f flat em ¥ = {0} x S'. Considere as

séries parciais de Fourier

w(z,t) = ap(z)e™ e fla,t) =Y falx)e™

keZ keZ

Se for u solugdo de Lu = f obtemos

~ ikt £ ikt
L Zuk(x)eZ = Z fr(x)e™;
keZ keZ
as convergéncias absoluta e uniforme das séries de Fourier implicam

> (; (ﬁk(x)eikt) + (a + z’b)(:zc);c (ak(x)e““)> =3 fula)e™,

keZ keZ



54 Capitulo 3. Resolubilidade C*°

ou, equivalentemente,
3 (ikig(x) + (a + ib)(2) ) (2)) e* = 3 fr(z)e.
kEZ keZ

Definimos

Entao, Lu = f se, e somente se, (4y) satisfaz Ly (z) = fk(:z:) em uma vizinhanca de = = 0,

para todo k € Z e além disto, a série Y ez U (2)e converge na topologia de C*° em uma

vizinhanga, de .

Para provar o Teorema precisamos encontrar para cada k € Z, 1y, solucao de

Lian(z) = fr(z) tal que (ug) seja uma sequéncia de decaimento répido.
Por hipétese estamos assumindo by(z) # 0 Ve e 2 <m < 2n — 1.

Por hipétese a funcao (a + ib)(z) = 2™ag(z) + iz™by(x) tem ordem de anulamento

r = min {n, m}. Definindo ¢,(z)=(x""ag(x) + 2™ "bo(z)) para todo x € (-0, ), temos

a+ib cr(x)xr e ()
¢ R (z)a
k,(j+r)\X)T
lim —e0 iy Bren(@) _
z—0 xJ z—0 cr(;p) ’
Portanto,
, —]:—kib (z) = O(|z)’), para cada j € Z.. (3.12)

No caso k = 0, devemos resolver a equacao Lotiy(z) = fo (x), isto é,

A

9 o) = 0
dx a+ib

().

Como f é flat em X entao fo(a:) é flat em x = 0; portanto, ﬁ é de classe C*° em
a—+i

(—e€,€) e )
(o) = [y (3.13)

é uma solu¢do em uma vizinhanga de x = 0. Note que uy € C°(—¢,¢€).

Logo, pela igualdade (3.12) existe M’ > 0 tal que fo (z) < M’ |z}; isto implica

a+ib

que o médulo de Gg(x) é

fo
a—+ib

ffofw)| < [ iy < M [ lyl dy

resolvemos a integral e temos
M’ . .
[o(2)| < = |2 < M'S |l
J+1
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Entao,
[iio(2)| = O (|z') , VjeZ,. (3.14)

Para k # 0 resolveremos Liig(z) = fi(z) com z € (—6,0) para algum § > 0

pequeno; o caso em que x € (0,6) é andlogo. Seja

ikin(2) + (a + i) () (@) (z) = fu(z).

Como L satisfaz a condigao (P), podemos assumir b(z) > 0 para z < 0. Como (a+ib)(z) # 0
quando — < x < 0 temos

atib " atib

()" () + (z);

ik (s)ds

multiplicando ambos os lados por eff; atin —0 <n<x <0, temos

T _ik_($\ds K T _ik mlkssA
elr L () () + a:—ibefn Gy (a) = el RO fl—kib@).
isto é equivalente a
d T ik ()ds , . T _ik_(g)ds f
. (efn arm(8)d (uk)(q:)> _ oJy #w) - f—kzb(x) (3.15)

Assim,

exp </n o ib(s)d8> “Ug(x) = /V exp </n a+ib(s>ds> . Z,b(y)dy, d<v<z<O0

ou, equivalentemente,

an(z) = exp <— /: - fib(s)ds) . /x exp (/ny - fib(s)ds> - _Jikib(y)dy. (3.16)

Logo, temos:

ig(r) = [Jexp (= 7 225 (s)ds + J! afzb(s)ds) L (y)dy.
= [7exp ([ 5 (s) ds+fy i (s)ds) Lk (y)dy
= f exp (ik (¥ 5 (s )) 5 )y,
(ik (12 S5 (s)ds) ) 25 (y)dy,
f exp (zk 1Y ailb s)ds +k [? aﬂb( )ds) aﬂb(y)dy
= [T exp (ik JY 5 (s)ds) - exp (k [ i (s)ds) - 2L (y)dy;

entao, o modulo de 1y, €

@) < [ fesp (it [ (s)ds) I

a—+1b

(y)dy; (3.17)

v b
- exp (kz/x aQ—{—bQ(s)d8> :
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consequentemente,

mam|s[fmp(kéﬂﬂibgwm)-

para 5 < x < 0. A integral do lado direito de (3.18) ¢é igual a

e (k=5 dyt oo (5 [ = (9)a
[ ol f ) gl Lo e g

Para resolver (3.19) é preciso fazer a seguinte andlise sobre as fungoes envolvidas.

A

Jr
a+ b

(y)dy, (3.18)

Fr
a—+ b

fr
a+ b

Considere m par; o caso m impar é analogo. Da hipdtese 2 < m < 2n — 1 < 2n,
temos que 2n —m > 1 > 0; entdo, se [ = min {2n —m, m}, [ é par e [ > 2. Note que

b l’mbo

0< " (2)=
a? + b2 (z) z™(x?mak + 2mb3)

(x), z € (—0,0).

bo

x), entao
x2n—m—la%+xm—lb(2)( )’

Se l =min{2n —m,m} e g(x) =

b 1
@)= kgl (3.20)
Sel=m
bo 1
0 .
<9(@) x2n—2ma 4 h3 (v) < bo(z)

Sel=2n—m

0<g(r) = 2 (1) < 2(a)

I\ = ad + x2m=2mp2 T a3t

Segue de [ ser par que -; > 0, para todo x € (—9,0).

As fungoes & sdo continuas em (—4,0), entdo g também ¢ continua em

e e
(—0,0); como g(0) > 0, por continuidade diminuindo § > 0 se necessario podemos assumir
que existem « e [ positivos, tais que a < g(zr) <  para todo = € (—4,0). Logo, na

igualdade (3.20) temos para todo k > 0

« b 16
X 0% x
o>—/y k-sldsz—/y k- a2+b2 /k s, y<w<uz<O.
Entao,
v
0>k- [ Slds>k / — (s)dsZ/ﬂ/m Hds, (3.21)

para todo y tal que v <y < 2z < x < 0. Logo,

vl s )Y 1 Y a 1 1
—ds = =—a| 7| = - : 3.22
a/x Eh a[—l—i—lL a[([—l)sl—lL [—1 Lz—1 yl—I] (3.22)
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Por outro lado, como [ é par temos [ — 1 impar; portanto, ;r,‘l%l < 0 em (—4,0).

(Lembremos que se x < y e n é impar, entao z" < y", para todo =,y € R). Entao,

y < 2z < «x 0
1 1 1
- < % S ; < 0
Como [ — 1 é impar
1 1
mzlq < GrT < g1 < 0
_ 1 S TS| 0
po s D @z)—1 = g1 > )

obtendo a estimativa para (3.22)

0 > g5l @] 2 ot e -

portanto, a integral em (3.21) fica

k/y b ()d<k-a 1 1 <k~a 1_ 1
e a2+ = S0 |7 oyt

A monotonicidade da func¢ao exponencial implica

v b k-« 1

Por um procedimento andlogo ao anterior concluimos que se 2z < y < z, entao

< 0. (3.23)

-1 yl—l

1

-1 yl—l

isto implica que

v b k-a| 1 1
exp <k /z M(S)d8> < exp <l 7 lxl—l =

As expressoes em (3.24) e (3.25), fazem que |Gg(x)| em (3.18) seja estimado da

) <1, V 2x<y. (3.25)

seguinte forma:

2 (k[ b (s)ds ~
|ak<l’)| S/ 6( fw a2+b2() ) l

a—+1b

fr
a—+1b

r Y b (s)ds
(y)dy + (e 1! )

2z

(y)dy

o que implica

k-« 1 2z fk x fk
(7)) < 1 - / Ay + [ )y (32
| ()| _exp<(l_1)xl_1 [ O ) B P (y)dy + S s (y)dy. (3.26)
A funcao ﬁ é limitada em (v,2z) e x < 0, entao
2z fk
d M. 3.27
| = oy < (3.27)




58 Capitulo 3. Resolubilidade C*°

Pela equagao (3.12) no segundo termo da desigualdade (3.26) temos que

A

/Qx S )y = O(af'), Vi € L. (3.28)
Por outro lado também
ko 1 ; )
P ((l )l [1 - 21_1D = O(Jzl’), Vj€Zy. (3.29)

Assim (3.27), (3.28) e (3.29) implicam em (3.26)

|y, ()| < Mexp ((l—kl)i:“ [1 —~ (2)1“D + /2 a-{kzb ()dy = O (|2)), Vj€zZ,.
(3.30)
Portanto,
jin(x)| = O (|=f), Vj€EZ,. (3.31)

No caso em que k < 0, como assumimos b > 0 em (—6,0), entdo k [/ ﬁ(s)ds —

—o0 quando y — 0; a funcao exponencial é crescente; logo, exp (k jie ﬁ(s)ds) < 1 para
todo y € (—6,0). Além disso, como f é flat em X, entdo fk ¢é flat em x = 0 para todo

k € Z, estes fatos permitem que a equagao (3.15) seja integravel; assim,

oo ([ o) e = [eo ([ pen) Lowa e

equivalentemente,

Uy (x) = exp (— /ngC - Tib(s)(h) : /: exp (/ny - Tib(S)d8> " fib (y)dy; (3.33)

e pelos mesmos raciocinios feitos para (3.16), temos

o f |
Uy () :/w e’k[c(x)o(y)]cikib(y)dy, sendo C'(x) —/77 a—i—z’b(s)ds' (3.34)
Logo,
@) < [ exp (k[T =L (s)d e | )y 3.35
Uk-(x)‘ —_ " eXp . CL2+62<8) S ’ a+Zb (y> y? ( : )

b

W(s)ds < 0; portanto,

como assumimos que b(x) > 0 para todo = € (—¢,0) entao, k [?

exp (k 1Y ﬁ(s)ds) < 1 e, entao,

) < [ exp (k / yazbwwds) -

Assim, de (3.12) temos

fr
a-+1b

fr
a—+ b

(y)dy < /:

(y)dy.  (3.36)

lip(z)| = O(|z)), VYV j€ZieV k<O. (3.37)
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Resumindo, com os resultados obtidos até agora junto com os da referéncia [1]

definimos
% e —ik[C(x C(?J)]%(y)dy, se x € (—¢,0)
x(x) =} 0, sex =0 , se k>0,
e e—ik[C(z)—C(y)]%(y)dy, se z € (0,¢)
NN L
Up(x) = A a+ib( )
e
J0 e ikC@)-Cw) aﬂb( )dy, se x € (—¢,0)
a(z) = L0, ser =0 , se k<0,
. fxe e—ik[C(x)—C(y)]ﬁ(y)dy, se xr € (O, 6)
z ]
sendo C(z) 2/17 a—l—ib(S)dS'

Agora, no que segue vamos mostrar que 11,(:) (z) = O(|z)),¥ jV v € Z. Comecamos

com v = 1. No caso k = 0 temos

() = o). (3.38)
Novamente de (3.12),
(@) = |20 @) = 0 (laf) i € 2. (3.39)

Agora, considere a equagao (3.34), (os outros casos sao andlogos). Temos

~ d —1 T Oi f
%@=MF““L“%)k<m]

a+ib
=
| 0 7 o F;
A~ — i —ikC(x) ikC(y) k __—ikC(x) JikC(x) k
U, () ikC'(x) (e /x e a—i—zb( )dy) e e a—i—zb( x)
# A
N , N Ji
w(1) = —ikC’ — 4
() = KO (2)in(x) — 2o (2) (3.40)
Logo, @ (z) é C™ em (—¢,0) U (0, €).
Estimemos o médulo de @} (x):
k f
A~/ < ~ .
@) < | @) ()] + | | )




60 Capitulo 3. Resolubilidade C*°

lembre que em (3.31) concluimos que |iugx(z)| = O (|:1:|]) e, na equagao (3.12) tivemos
% () =0 (\x!j), Vj € Z; além disso lembremos que (a 4 ib)(z) = z"¢,.(x) e ¢,.(z) # 0

em z € [—6,0]; logo, para j fixado, existem constantes My e M; positivas tais que

| ()] <

k A .
' MO |$‘]+T + M1 |LIZ"] .
cr(x)xr

Como ¢, (x) é continua em [—e, €] existem constantes 7, ;> 0, tais que v < |¢.(z)| < p.
Seja M = max {‘k‘#, Ml} entao,

[ (2)] < 2M |2 = O(|);

isto implica que
|, (x)| = O(|=|"), Vj € Zy.

Agora, vamos considerar v = 2.

Para calcular a segunda derivada 1, consideramos (3.40) e derivando fica

d ik f
() = dx (_a(x) + ib(x) () - a +kib(x)) -

. / 271 . ] n
ORI PSP /) MWD (N

(a(x) 4 ib(x)) a(x) + ib(x) a(x) +ib(z) (a(x) + ib(x))
Veja 4} estdo dadas em termos de 4y, U, % G J{’;b)z, as quais, pelos fatos mostrados

acima, sao O(|z|’) para todo j € Z, . Fixado j, existem constantes positivas My, My, Ms

eM, tais que

k(a'(x) + b (x
(e, (x))2z2r

além disso, a'(x) +ib'(z) e ¢.(x) # 0 sdo limitadas. Assim, existem contantes positivas M;

k

Coyar | Ml M e (@) 40 ()] Ma o

|A//| < ’ |]\41 |]+2r

e 7 tais que

’A//’ < |k| M5

M |z + |7|M2 jal + Ms |z + M5 My ||

Tome M = max { #5201y, B0y, My, M; M, ). Entéo,
i ()| < 4M |zf;

portanto,

iy (z)| = O (|al') .

Segue que 4} (z) é continua em (—¢, €); assim, mostramos que @z (x) é de classe C'((—e, €)).

Procedendo de maneira analoga, obtemos

oY) x)‘ =0 (\:r;|3) NveZ, NjeL,.
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Logo, tx € C™((—¢,¢)).

Para terminar a demonstragao, notemos que as estimativas acima juntamente com
o fato de ( fk> ser de decaimento rapido, implicam que (a) é uma sequéncia de fungoes
flat em x = 0, com decaimento répido. Entao, () define uma fun¢do u de classe C*°, que

é solucao de Lu = f em uma vizinhanca de 3.

O
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A

RESOLUBILIDADE C*

Neste capitulo assumiremos que (a+ib)(z) = x"ag(x)+ix*"'by(z), para z € (—e¢, €),
com ag(x) # 0 # by(z) para todo x € (—e€,€).

Note que L = £ + (ag(x)z" + iby(z)2™) -2 ¢ equivalente a

0

: 0 .
—iL = —i— + (bo(z)x™ — zao(a:)x”)%,

ot
e, além disso, —iL deixa de ser eliptico no conjunto X = {0} x S*.

Sob estas condigoes temos o seguinte resultado (fornecido em [2].):

Teorema 25. Seja

0
— > 2
o T

L= —igt + (bo(z)z* ! — dag(z)2™)

um campo vetorial complexo definido em €., sendo ag, by fungoes a valores reais de classe
C> em (—¢,¢€), com ag(z) # 0 e by(x) # 0, para todo z. Fixado k € Z,, dada f € C*(Q,),

satisfazendo

21 AJ
/ngf(o,t)dt:o, =0, n—1, (4.1)

existe u € C* solucdo para Lu = f, em uma vizinhanca de ¥.

Demonstragao. Pela observacao 5 do Capitulo 3, basta considerar f € C*°(€),) flat em
¥ = {0} x S! e de suporte compacto. Sem perda de generalidade podemos assumir
bo(z) > 0 para = € (—e,€) e que ag, by € L®([—e€, €]).

Counsidere

Qf ={(z,t) € Qsz >0} e Q ={(z,t) € Qs2 <0}

€

Defina
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Capitulo 4.

Resolubilidade C*

2n—1

_ € bo (Y)y d 7'(t € ag(y)y"™ d )
e fL a2 (y)y2?+b3 (y)yin—2 Y. e ! +f1‘ a2 () y2"+b3 (y)ytn—2 Y . x>0
Z(z,t) =<0, r=0;
bo(y)y?" 1 _~< [T ag(y)y" )
ef—e a2 (y)y2n+2 (y)yin—2 4 .e ! f—E a2 (y)y2n+b3 (y)y4n—2 &y x <0
)
evidentemente, Z € C>(QF).
Vamos aplicar o operador L &s fungoes Z e Z. Denotemos
e boy?Tt ( e ag (v)y" d
—fz a2 (y)y2n +b2 (w)y 2 Y -t t"'fz a TS b2 ()2 Y
fl(x7t) —e (Wy="+b5(y)y ’ g1($, y) —e 22" +b2 (y)y
@ o>t ( @ ag (v)y"
f_e 2@+ )y 2 Y —t t_f_€ o In 2 An—3 WY
f2(37,y) —e W)y 405 (y)y , 92<«T,y) — 5y g (v)y .

Se x > 0, temos

LZ = (=i)*filz,t)ga(w,t) + (bo()a® ! — iag(w)2") (%

= —fl(m,t)gl(iv,t)+f1($at)91($at>
= 47
=0

Se x < 0, temos:

Lz = (—i)2f2(:v,t)92($, t) + (bo(x)lznil - iao(x)x") f2(x7t>92(x7 t) (

= —fa(x,t)g2(z,t) + folz,t)g2(x, 1)
= —Z+7
=0

Aplicando o operador L a Z. Para = > 0

R . _ (bo( )x2"71—ia0(x)a:")2

bo ()22 1 +iag(z)z™

a2 (23)$2n +b2 (J})LLAn 2

LZ = —(®)fi(z, t)g, (2, 1) +

(bo (z)z?" 1 —iag(x

= Z (1 _'_ a (m)x2"+b2(aj)x4" 2

2
0
)2

x
(@)227+b3 (z)zin =2

_ 7 <( 2bo ()22~ (bo (@)™ —iag (z)a" )

> 2bo (x)x™ !
(bo(z)2"~ +iao(x))

Quando = < 0,

LZ = —(i)fole,t)Z + 2

bo (z)z?
2

bo(z)x2" 1 4iag(z)x™)(bo(x)z2 1 —iag(z)x™) >

—1—iag(x)x™ )2

7 2bg (x)z™ 1
- Z(bo(z)x"—lJriao(m))

Seja F': (—¢,e) — (0,1) dada por

2n—1

‘ZO(I $2n+b2($)fﬂ4n 2

_ bo(¥)y
e fgc a2 ()y2"+52 (y)y "= 7y
b

Fx) = |Z(x,t)] = 40,

x>0

z=0

fz bo(y) 2n—1
e € a (

y)y2n+2(y)yin—2 &y

, <0

)f1($ t)gi(x,t)

(4.2)

f1($,t)§1($,t)

bo(z)2?" 1 +iag (z)z™
aZ(z)a?2"+b2 (z)ain—2
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E facil ver que F é C* em (—¢,€) \ {0}.
Afirmagao: F' é continua em (—¢,e).
De fato, pela continuidade de ag e by em (—¢, €), diminuindo € > 0 se necessario,

podemos assumir que existem reais oy, as, f; > 0, By > 0, tais que 51 < by(x) < g e

a3 < a3(z) < a3, para todo = € (—¢, €). Entdo, no caso r > 0 temos

B < bo() B2

a3z + Bzl T dd(x)r + B3xt T adx + BRpnt

ou, equivalentemente,

ﬁl 1 1 < bo(l‘) 62 1

31+ 03222 o dd(x)r +b3xt T a1+ a2

1
z’

sendollzg—ielgzg—é
1 2
L L <1 ! < isto impli
0go0, —————— e ; isto implica que
89 1+11£C2n_2 1+lg€2n_2 1+l2$2n_27 P 1
1 1 bo(x 1
o< < o) <—6§—;

a2l + B2 x = ad(x)r + i1 " alx

integrando de z até €

1 €] € b 2n—1 €]
S WY 5 VA S SR Y
a3l +13e¢22 ), gy z ad(y)y*" + biy*n—2 af Jz y

por propriedade da integral definida, isto é equivalente a

A 1 v 1 < bo(y)y! Ba v 1
O<—7—/fd </ d<——/fd;
o318 | e ] T L ailye iy T o [y

fazendo a substituicdo y = * na integral [’ %dy = [ %ds, tem-se

61 1 1 € bo(y>y2n_1 52 1
o< L[ la] < ay< - [Pl
R R I O A

equivalentemente,
z\" < b(yy™! %
1() </ dy <1 <) <0, 46
e o a3y + gy S e (46)
_ B B1 1

COM 71 = (3 €72 = iz

Similarmente se z < 0, obtemos

B bo(z) b1

<0
alx + B2l T ad(v)x + b3xt T adw + Piant

e pelos mesmos argumentos mostrados acima chegamos a

r x b on—1 r2
log <|x> < / o(v)y dy < log <|x|> <0, (4.7)
€

—e ag(y)y® + bgy*n—2 €
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sendo r; = By
1

Aplicando a fungao exponencial nas desigualdades (4.6) e (4.7) obtemos

€

|ZL’ T1 ’ZII’ T2
Como li () = lim () = 0 entao,
z—0 \ € z—=0 \ €

lim F(z) =0 = F(0);

z—0

<’5”|>r1 < F(z) < <|f|>r2, Vi e (—e )\ {0}. (4.8)

portanto, F' é continua em (—e¢, €).

A equagoes (4.6) e (4.7), respectivamente, implicam

o (- e ) <! 9

exp (— | = (@gg(i);’é (rc)w2> <1 (4.10)

Segue que F(x) = |z|, para algum z € D(0;1) = {z € C: |2| < 1}.
Agora, consideremos

2n—1

_ [ bo(W)y
bo(z)a>" ! fl‘ a2 (y)y2+b3 (y)yin—2 &y >0
ag(z)z27+b3 (z)xin—2 € L
!
l? Cx> - O’ xr = 0 ;
@ by (w)y*n 1
n— d
bo (z)z2" ! J-. BBy 2Y

a2 (z)x2n+bZ (z)ztn—2 € )

logo, F'(x) > 0 se x > 0; pelo Teorema 2 a resti¢ao F‘(O,e) é crescente. Assim, podemos
definir a inversa F;' sobre o intervalo F((0,¢)) = J a qual é diferencidvel em J. Analo-
gamente, F'(z) < 0 se z < 0 e podemos concluir que F|__, ¢ um difeomorfismo, com
inversa F~! sobre F/((—¢,0)). Portanto, F' é um difeomorfismo local em (—¢, €) \ {0}. Logo,

se ¥ # 0 entao z = F!(|z]), para algum z € D(0;1).

Por outro lado, consideremos os pontos dos conjuntos Z(F) denotados por z =

& 4 1m. Temos
z2+z zZ—Zz
= e n=—3 (4.11)
Assim,
9_0. 0 . 8_(d_ 2
of 0z 0z on  \oz 0z)°

Segue da Proposi¢ao 5 item (1), que o campo vetorial

L = C™(2(2)) — C=(Z(%))
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¢ o campo vetorial L mudado de coordenadas definido por

L= (Lo 2) 0 27 () + (Lo 2) 0 27 ()5

para cada z € D(0;1) \ {0}. Equivalentemente,

L = Le(Z2'Em) & +Ln (224 Em) &
= L@ t)f + L. t)g

L(=2) [+ 2] +L(5) [i (2 - 2)]
= L2 +Lz2.

Dai, em Z(2) temos

- 2bo(Fz(|2) [FE'(1=D)]" A (4.12)

n—

bo(FE(12) [F21 (2] +1a0(FE(121)) O

para todo z € D(0;1) \ {0}.

Logo, o pushforward de Lu = f via Z ¢é dado por La* = f* sendo L dado em
(4.12); portanto,

n—1

260 (' (120)) [Fx " (12D)] ot

1 — = f* em D(0;1 0}, 4.13
bo(Fi(|2)) [Fit(12)]" +iao(Fi(l2]) 97 ! O:)\{0},  (413)

sendo i =uo Z:!le ff=fo Z1t o pushforward das fungdes u, f € C*(2F), respectiva-

mente.
Usando z = |z| € temos
n—1 . - i
it (bo<F;<|z|>> Ia(ED] +mo<F;<|z|>>)eG

— = — f¥em D(0;1)\ {0}. (4.14)
0z 2bo(FE (|2) [F£1(1=D]" 1]

Note que como Fj! sdo difeomorfismos e f* é flat em z = 0

(bo(F£1(|ZD) [F;l(]zmn—l +iao(F£1(|Z’))) it

260 (F2 ' (|2) [F2 (12D]" |2]

f* e Cx(D(0;1)).

Observe que o operador em (4.14) ¢é de coeficientes constantes e pelo Teorema 15,
a equagao (4.14) tem solugao fundamental E, a qual pelo Teorema 14 é dada por F = i

Pelo Teorema 13, obtemos uma solu¢ao C* de (4.14)

it (z) = 1 . (bo(F£1(|ZD) [F;l(]z])} - _|_mon(i;1<‘zy))) ewfi’
Tz 2b0(Fi1(]2])) [Fil(le)} 2
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sendo a convolugao realizada na variavel z, ficando da seguinte maneira

// (bo FLA1CD) [ (|CD} +z’a0(Fi—1(|§|))) o0
" omi D(0;1) 200 (FL(IC))) [ (|C|)} (€ —2)

fEd¢ AdC. (4.15)

Agora, calculamos a férmula de Taylor de @* no disco complexo D(0;1) e nas

variaveis (z, z):

u

~+ ~+ 2~ :I:
i (2.2) = i#(0,0) + 2 o : (5

S0.0)2+ S(0,0)2 4+ 5 [ 55(0,0)(2)+

82 + 62,&:‘: 5
+ (0,02 >+8z82(0’0)|z| o

allzj: az‘aj:
l_llz< i )azl11(0’0)'82i(0’0)l121+|z| (2)).

Observe que ¢ a_ em (4.14) é flat en z = 0, pois f* é flat em z = 0; logo, W(O 0)=0,
para todos os multi-indices «, 8 € Z%, |a] <1 —1e 8 < a. A continuidade de cada
derivada implica a igualdade das derivadas mistas de ordem |a| logo, elas também sao
nulas em z = 0. Portanto,

-1

at(2) =Y + || o5 (2),

Jj=0

_ 1oat
sendo ¢; = 5;57-(0,0).

Se derivamos com relacao a z, temos

0ut(z) =~ 20() 9 gy
7z~ 2 oz oz 7).
o que implica .
ou*(z 0 .
82( ) _ = (1e' 7% () (4.16)

logo, |z|' 5% (z) é também solucdo de (4.14).

Agora considere

bo(x) x> :1< bo(z) )
aj(z)z? + bj(x)z*=2  z \af(x) + bj(x)2?=2 )

aplicando a formula de Taylor no segundo fator do lado direito temos

e L(B0 o)

ad(x)x? + 0g(z)x*—2  x \ ad(0)

Defina 8 = Zg“’). Dali,
0

@ 5 0(al)

ad(z)z? + B (z)zin—2  z x
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Logo, podemos reescrever F' na forma

DR
F(z) = 1Z(z,t)| = {0, z=0.
<€)ﬁ [ by Vw0

o8

Seja
(2)" e LA g (2 (1), 2 >0
u(z,t) =140, r=20.
(=2)" Bt (2 (1)), @ <0

Temos que u satisfaz Lu = f em uma vizinhanca de ¥. De fato, u(z,y) = |Z(z,y)|' ©

e

Lu(z,y) = L(F'5*0Z)(z,y)

“(Z(x,y))

= qwﬁoz)(@ﬂ)) (Prop. 5 item (2), eq. (1.4).)
1 z zlﬁi z
S UGl )] U ) S, C R0 (Def. (4.12).)
bo(F1(|2))) Fi (1=D]" ao(FL (1) E
260 (F " (12)) [F ' (12)]"™ _a(i*(2)
= = = Eq. (4.16).
bg(Fgluzm[ D] a0 (FL (A - 02 (Eq. (4.16).)
= fE(2) ( Eq. (4.13).)
= fo (Z;l(f,n)) (Pushfoward de f.(4.16).)
= f(z,1).
Entao, é suficiente escolher um [ > % para obter u € C¥. O

4.1 Exemplo.

Considere o campo vetorial

a 2n—1 son a
L:—z&—k(x —m)a—x, n > 2;
definido em (..
Consideremos os seguintes cdlculos
e 1 22%(1 —n)
x2n 4 pAn=2 g2 4 g2n 2(n —1) (22 +a2) 2

aplicando fragoes parciais podemos resolver a seguinte integral

a2t 1 2x + 2nz?"1 2n
/—————%x:— / =Py =
x2n + x4n72 2(77, _ 1) [EQ + :L.Zn T
1 2 on " (=)
:—m |:1H(SC + x )—2nln(’$‘):| +C1 :ln m +C1.
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tomando a constante ¢; = 0 e aplicando a fun¢ao exponencial, tem-se

1
L2n-1 g2\ D ©
exp (/de =\ 2 = - (4.17)
"+ r“+w (1 + z2n=2)2n—2

Também note que

" 1 x? x?

x2n + x4n72 "+ 1.37172 xn+2 + $3n rn ($2 + x2n)

aplicando fragoes parciais temos

x? x? 1 " -1 —(n—1) 1 (n—1)a"2

Zn+2 f g3n T gm (22 + 22 — (22 + 22) T -1 n -1 (1 4 22(n-1)

agora ¢ simples integrar

=z — __1 =M= (n—1)an 2
f x2nfgAn=2 dr = n—1 f xn + (1+:p2(n—1))dx
= —ﬁ (mn%l + arctan a:"*1> + C.

Tomamos a constante c; = 0 e aplicamos a fungdo exponencial, assim

z" 1 1 n—1
o ([ gy gmmate) = o (50 (o Hatana)). @y

Usando os resultados de (4.17) e (4.18) definimos

L) = — T (]
(14 22n-2)72
A funcgao Z é definida em (). e chega em D (O; (E)1> = D"
1+62n—2 2n—2
Pelos resultados de (4.2) e (4.3), temos
_ Q1 __
LZ=0 ¢ LZ=—"—
UL
Alem disso, definimos em (—¢, €)
x

Flx) = |Z(x,1)] =

(1 + x2n72)ﬁ
o qual é um difeomorfismo cuja inversa é dada por
2]

r== —.
(1 B ’Z|2n—2>m

Dada f € C*(£,) e flat sobre . Segue da equacao (4.13) que o pushforward de

Lw = f definido em QF via a fungao Z ¢ dado por

n—1
92 ( |2] . )
1— z|2"*2 2(n—1) 8 4+ ~

n—1 oz
r— +i
(1_|Z‘2n72)m




4.1. Exemplo. 71

=
(1_|Z|2n72)2 Zawj— _ f'i‘
( e ) , 02

— |+

(17‘Z|2n—2)2

22" _owt

A~
12" i1 — |22 02

e similarmente
1 —
22" _O0w

n—1 . n—1 2n—22 0z
2" i (1) Y1 = 2]

sendo WF e f* sdo o pushforward das fundes w e f, respectivamente.
Fazendo z = || €, temos as equacoes

oot 2" i1 = |2

FEaie 21" f em D\ {0} (4.19)

8UN)_ B |Z|n—1 + i (_1)71—1 1 — |Z|2n—2
oz 2 |z|"

Cujas solugoes sao dadas em (4.15), assim

27”//6 ” — I e Frd¢ A dC

e?f~ em D\ {0}. (4.20)

2 !C " (€ —2)
e
1)77,71 1— ’C’2n72 . B
¢ F=d¢ A dC
" omi //e 2 ](| (¢ —2)
em virtude do Teorema 13, temos que a solugao w*(z) sdo de classe C*°(D¢). Entdo, para

+

l € Z, calculamos a férmula de Taylor para w™ em torno de zero

-1
E(2) = Zcfz” + \z|lﬁi(z),
=0

e 7% (2) pertence a C*°(D¢); note que |z|' 5 (2) e |z|' 57 (2) também satisfazem as equacdes

(4.19) e (4.20), respectivamente. Entao definimos

l
HJ(.Z'?y) = |$| l ot ((1 x - 'e—i[t—&-nll(znll-i-arctanznl)]) :

(14 [o2) + 22T

se x # 0 e w(0,t) = 0 para todo t € S!, satisfaz Lw = f em uma vizinhanca de X.
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