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CICLIC AND BRANCHED COVERINGS OF LINKS

Pedro Luiz Fagundes

Adviser: 0Oziride Manzoli Neto

ABSTRACT

The purpose of this works is to present some relationship
between the ciclic and the branched coverings of 1links.

We focus attention on k-splitable and q-simple 1links,
proving that the homology of those <coverings have special
properties.
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INTRODUCAD

Em teoria de nos, os espacos de revestimentos sao muitos
uteis para o calculo de alguns invariantes do tipo de no. As ho
mologias desses espacos tornam-se modulos sobre certos anéis e,
o relacionamento geométrico entre eles refletem nos modulos cor
respondentes de forma natural. Isto nos permite, atraves go co
nhecimento prévio da algebra destes modulos, a tirar conclusdes

uteis no estudo dos nos.

Isto, tambem pode ser feito, com um pouco mais de dificul

dade , para enlacamentos (links).

Apresentaremos no Capitulo I, definicoes e resultados ba

sicos que serao utilizados ao Tongo do trabalho.

No Capitulo II, apresentaremos as definicoes dos espacos
de revestimentos ciclicos infinito, finito e ramificado com os
quais iremos trabalhar, bem como alguns dos relacionamentos en
tre eles, em especial um resultado analogo ao provado por Crowell
[3] que nos fornece uma relacao entre os espacos de revestimento

ciclico finito e ramificado para o caso de nos.

No Capitulo III, daremos as definicoes de duas classes par
ticulares de enlacamentos, (K-esplitavel e g-simples), bem como
alguns resultados sobre a homologia dos espacos de revestimentos

dos seus complementares.
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No Capitulo IV, faremos uma generalizacao do resultado
de Crowell para os enlacamentos definidos no Capitulo III, bem
como o relacionamento entre as homologias dos espacos de reves

timentos ciclico finito e ramificado em dimensoes maiores que 1.



CAPITULO I

PRELIMINARES

I.1 - MATERIAL BASICO DE TOPOLOGIA ALGEBRICA

A - GRUPOS DE HOMOTOPIA

Seja (X,xo) um par, onde X @& um espa¢o topologico e

xo € X

Denotaremos por n1(X,X0) 0 grupo fundamental do espago

X com ponto base Xg - 0s elementos deste grupo sao as clas

ses de homotopia de aplicacgoes

1

f: (S ,po) - (X’Xo) s

Tox  tais que f(p.) = x

isto e, aplicacdoes continuas f: S o o

Para cada n € N, n > 1 , denotaremos por wn(X,xO) 0

(]}

n-esimo grupo de homotopia de X com ponto base Xy O qual

constituido pelas classes de homotopia de aplicacoes

£ (sMp) - (X.x)

Se Xo € Xy pertencem a mesma componente conexa de X,

entao temos que



T (Xexg) & T (Xxg)

assim se X e um espaco conexo por caminhos, para quaisquer pon

tos basicos, Xo € Xq , em X , temos

TXoxg) X T (Kx,)

desse modo, para facilitar a notacao, sempre que X for um es
paco conexo por caminhos, denotaremos seu grupo fundamental por
i .
, (X)
Diremos que um espaco X conexo por caminhos e simplesmen

te conexo se v1(X) ~ 0

TEOREMA I.1.1

(XY, (xgy)) & m(X,xy) x m,(Y,y ) e, alem disso,

para todo n € N, n 2 2 , nn(X,xo) € sempre abeliano.

Consideremos, agora, dois pares de espagos (X,xo),(Y,yo)

e uma aplicacao f: (X,xo)-+(Y,yo) , isto e, uma aplicacao con
. n

definimos f,(S",p,) »

tinua f: X > Y tal que f(xo) = Yy s

+ (Y,y,) como a composta
(Sn,P ) — (szo)
N §G# 1f
T (Y,y,)
desse modo, toda aplicacao continua f : (X,xo) > (Y,yo) induz
um homomorfismo f, : nn(X,xo) - ﬂn(Y,yo) , para todo n =z 1

Diremos que dois espacos topologicos X e Y tem o mes

mo tipo de homotopia (X ~ Y) se existirem aplicacOes continuas

tais que

fog o IY e gof IX



onde "IM: M- M" e a aplicacao identidade do espaco "M",f e g
sao chamadas equivalencias de homotopia; decorre desta defini

cao que se f: X > Y e uma equivalencia de homotopia, entao
f*: “n(xsxo) g “n(Ysyo)

e um isomorfismo.
Dada uma aplicag¢ao continua f: X>Y, o "Mapping Cylinder"
de f e o espago I x X up Y, onde
h: 1 x X > Y
(1,x) > f(x)
Este espaco sera denotado por If , e decorre desta definicao
que If v X

Por um par de espacos (X,A), entendemos um espago topo -
~16gico' X Jjunto com um subconjunto A < X , e por uma tripla
de espag¢os (X,A,B) , entendemos um espaco topologico X junto

com dois sdbconjuntos B c AcX

TEOREMA I.1.2

A todo par de espacos (X,A), corresponde uma sequencia

longa exata em homotopia
— TG S (A - T (X)) — T (A S

chamada, sequencia de homotopia do par (X,A) .

TEOREMA I.1.3

Dado uma tripla de espagcos (X,A,B) , tambem associa - se

uma sequencia longa exata em homotopia



— 7™ (A,B) — T (Y,B) — 7 (X,A) S 7 (A,B) —

chamada sequencia de homotopia da tripla (X,A,B) .

B - HOMOLOGIA SINGULAR
Iremos trabalhar somente com os grupos de homologia inte
grais, ou seja, com coeficientes no anel dos numeros inteiros.
TEOREMA I.1.4 (Hureweciz Theorem - Whitehead [18], pag. 178)

Seja X wum espaco simplesmente conexo. As seguintes afir -

macoes sao equivalentes:

ﬂj(X)%O, 1T <J s n-1
Hj(X) 0, 1 s 3 s n-1

No caso de uma das duas condicoes acima estar verificada,

temos:

Hy(X) & 7 (X)

TEOREMA I.1.9

(X) % ALY

H A ~
Crq (X),7q ()]

1

onde [w1(X),w1(X)] e o subgrupo comutador de n1(X).

TEOREMA I.1.6 (Formula de Kunneth - Viek [17], pag. 108)

Hx) & T @ H(X) @H(MI@L 8  Tor(H.(X),H(Y)]
p+n =q r+s =q-1



COROLARIO I.1.7

Se todos os modulos de homologia de Y (ou de X ) forem
livres, para dimensoes menores que q , entao:

H(XxY) % ® H (X) 8 H (Y)
g ” p+n =g P f

Temos que toda aplicacao continua f: X > Y induz um ho

momorfismo f, : Hq(X) - Hq(Y) para todo q 2 0

Sejam f: X->Y e q: Y ~»Z ap]icacags continuas tais
que gof: X > Z esteja definida, entdo gof induz um homo

morfismo em homologia
(gof)y: Hq(X) > Hq(Z)

e, alem disso, (gof), = geo f,

Sejam f,g: X > Y homotopias, entao f, = g, e, desse
modo, se f: X > Y e uma equivalencia de homotopia, entao
fo: Hq(X) N Hq(Y) e um isomorfismo, para todo gq = 0

TEOREMA I.1.8 (Sequéncia de Mayer Vietoris - Viek [17], pag. 25)

Sejam A e B subconjuntos do espaco topologico X tais

Q o] - . . :
que X = Au B , entao podemos definir um homomorfismo natural

3: H (X) > H

q q_1(AnB), ¥ q

[\%
—
"

e obtemos uma sequencia exata

3 3
. = Ho(AnB) 2, Ho(A) @ H (B) LN Ho(X) = Ho_y(AnB) 9,

onde

¢ : Hq(A n B) =~ (A) ® Hq(B)

"
q



e definida por o(x) = (ie(x), -j(x)) , e
Y e Hq(A) ® Hq(B) -~ Hq(X)

definida por ply,z) = ko(y) + £,(2) e as aplicacdes

My

it AnB->A, j: AnB->B, k: A~>X e £: B > X

sao inclusoOoes naturais.

C - HOMEOMORFISMO LOCAL E LEVANTAMENTOS

Por um homeomorfismo local, entenderemos uma aplicacao a
berta f: X > Y , entre espacos topologicos, tal que, para ca
da x € X exista um aberto U < X com x € U e fIU : U~
+~ f(U) < Y um homeomorfismo. Podemos mostrar que para cada y € Y,
f'1(y) < X & um subconjunto discreto de X e além disso se pe
dirmos X compacto e Y de Hausdorff, entao f'1(y) sera fi
nito.

Dadas duas funcoes continuas f: X ~+Y e g: Z Y,
por um levantamento de g (relativamente a f ), entenderemos

uma aplicacdao continua § : Z > X que comute o diagrama

-

ou seja, fog =g . Podemos provar que se f & um homeomor
fismo local, X @& um espaco de Hausdorff e Z & conexo, entao

dois levantamentos g , g de g , ou sao iguais, ou nao coin

cidem em nenhum ponto.

D - ESPACOS DE REVESTIMENTOS



Neste paragrafo, vamos assumir que todos os espacos topo
1ogicos sao conexos, localmente conexos por caminhos e de

Hausdorff, salvo mencao em contrario.

~

Uma aplicacao p: X »~ X e um revestimento se:

i) Para cada x € X , existe um aberto V < X , com x €V
tal que p'1(V) =u U, € uma reuniao de abertos u, >
o

dois a dois disjuntos.

ii) p : U + V @& um homeomorfismo sobre a imagem para cada
Ua o

a .

Os abertos Ua's sao chamados vizinhancas elementares, o

espaco X @& o espaco de revestimento de X , X € o espaco ba

se e para cada x € X , o0 conjunto p'1(x) e a fibra sobre x.

Ve-se logo da definicao que um revestimento & um homeomar
fismo local de X sobre X , logo para cada x € X , a fibra
p'1(x) € um espaco discreto e, alem disso, se X for compacto,
entao p”(x) e finito. Podemos mostrar que o numero cardinal
de qualquer fibra e sempre igual e chamaremos a .este numero, o
nimero de folhas do revestimento. E ficil ver que se X & com
pacto ele tem um numero de folhas finito e, neste caso, X =p(i)

e compacto.

Alem disso, podemos mostrar que se X tem um numero fini

to de folhas e X & compacto, entdo X & compacto.

E - REVESTIMENTO E SUBGRUPO DE 7,4

~ ~

Diremos que um revestimento p: X - X e universal se X

for simplesmente conexo.

Podemos mostrar que, se X tem uma cobertura {U }, por



subconjuntos abertos, conexos por caminhos tais que, cada inclu

sao

€ nula, entdo X tem um espag¢o de revestimento universal. Obser

ve que no caso em que X e uma variedade conexa, entao X sa

tisfaz, naturalmente, a propriedade anterior.

TEOREMA I.1.9

Se X tem um revestimento Universal e Gc n1(X,xo) e um

subgrupo, entao existe um revestimento p: X - X e um ponto ba

~ -1 .
se X, €p (Xo) tal que:

e
[

palmy(X,%,)) %

Observe que, neste caso, p, €& injetivo. Dizemos que tal

revestimento é_determinado pelo subgrupo G

-~

Seja, agora, p: X - X wum revestimento e A wum subespa

¢o de X Tlocalmente conexo por caminhos.

~

Seja A wuma componente conexa por caminhos de p'1(A)
A

?

Desse modo, (A,p|ﬁ) € um revestimento de A . Sejam a €

~

a = p(a) , p' = pPlg: A-A e i: A->X a aplicagdo incly
sao. Com estas hipoteses temos

TEOREMA I.1.10 (Massey [11], pag. 178)

p'1(A) e conexo (isto e, p“1(A) = A), se e somente se,

o subgrupo 1*(w1(A,a)) encontra todas as classes laterais do

subgrupo p*(ﬂ1(i,5)).

F - AUTOMORFISMOS DE REVESTIMENTOS E REVESTIMENTO REGULAR



Seja p: X > X . um revestimento, um homeomorfismo

T: X > X sera chamado um automorfismo de revestimento (ou trans

lacao) se comutar o seguinte diagrama:

~ T ~

X — X
A
X
Podemos provar que +t e determinado por sua acao a qual

quer ponto de X , em particular, por sua acao sobre uma fibra.

A menos que T = Ii , ele nao tem pontos fixos.

Exemplo: (Rolfsen [13], pag. 362)

1

0 seguinte espaco de revestimento de S v S1

nao tem au

tomorfismo de revestimento diferente de I)~<

Um espaco de revestimento X e dito regular, se para al

-~

gum x € X e x E p~1(x), o subgrupo p*(w1(i,i)) e normal

em v1(X,X) , esta definicao independe do ponto base.



TEOREMA I.1.11

Um espa¢o de revestimento X e regular, se e somente se,
para quaisquer dois pontos x, ,x, na fibra p~1(x) , existir

um automorfismo de revestimento +t , tal que

Consideremos, agora, a seguinte situacao geométrica. Seja

X um cw-complexo e X um revestimento de X determinado pe

1o nicleo de algum homomorfismo
¢ : 771(X)—'>‘+Z,

do grupo fundamental de X sobre Z , o grupo ciclico infinito.

Tal revestimento sera chamado, revestimento ciclico infi
nito de X associado ao epimorfismo ¢ . Assim Z atua Tivre
mente como o grupo de transformacoes de revestimento do comple
x6 infinito- X , e o complexo quociénte i/z pode ser identi

ficado com X

Exemplo: (Milnor [12], pag. 117)

Ty sn , entao X pode ser visualizado como uma

Se X =S

reta com infinitas n-esferas acopladas.




-
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A transformacao de revestimento t € Z leva cada esfera

sobre a proxima.

TEOREMA I.1.12

~

Seja X o revestimento de X associado ao epimomorfismo
¢ . Seja A < X um subespagco de X , entao p'1(A) & conexo
se, e somente se, a aplicacao ¢oi* : w1(A) — Z for um epi

morfismo,

A prova seqgue de I1.1.10.

I.2 - MATERIAL BASICO DA TEORIA DE NU E ENLACAMENTOS

Um 1ink (ou enlacamento) L" , & a imagem de uma apﬁicg

de uma reuniao disjunta de u , n-esferas na k-esfera Sk, que

& um homeomorfismo sobre L" . A imagem de cada S? e chamada

n

uma componente de L No caso em que u = 1 , temos um no,

o qual iremos denotar por K" . FE possivel mostrar que se k =

n+1 ou k 2z n+3 , entao o grupo fundamental do complementar

e nulo, desse modo nosso estudo se restringira ao

]
—
=]
(1}

caso em que k = n+2 .

Diremos que dois links L? s Lg sao equivalentes se exis

SN*2 5 sM+2 tal que  h(L]) = L) e,

tir um difeomorfismo h : >

alem disso, dada uma indexacao dos componentes de L? e Lg R

h deve preservar a ordem fixada. No caso de nos, basta que



h(K?) = Kg . Chamaremos a classe de equivalencia de um link ou

no de tipo de link ou tipo de no.

0 grupo do link L" & o grupo fundamental do complementar

X = s"2 _ " | podemos mostrar que cada link LM < sN+2

pos
sui uma vizinhanca tubular V(L") a qual & imagem de um mergu

Tho t: L™ x D% » s"*2 a1 que t(x,0) = x , ¥ x € L"

Assim, como existe uma retracao
o Sn+2 _ Ln - Sn+2 _ V(Ln)
temos n(X) & (" o™ e

neste caso, Sn+2 - V(L™) € uma variedade diferenciavel. Como

Sn+2 IRn+2

e homeomorfo a a menos de um ponto, vemos que

T (Sn+2 _ Ln) N (IRn+2_ Ln) ,

1 1

se considerarmos L" < Rn+2

Diremos que um subconjunto X < Y possui colarinho duplo
(isto e, X tem um bicolar), se existir um mergulho

b: X x [-1,1] » Y tal que b(x,0) = x , ¥ x € X. Uma varie

Mn+1 c Sn+2

dade compacta conexa s possuindo colarinho duplo

aMn+1 - L" , seri chamada uma superficie de Seifert

tal que
do 1ink L" , a existéncia de tal variedade est3d provada em
[Levine [8], pag. 11 1 e, da definicao, concluimos que existe

um mergulho J: MPF! x [-1,17] — P2

Por Ultimo, temos:

Se L" & um link com u componentes, entao

¥, se j =1
Hj(Sn+2 M ado , se 3> 1 e 3 o= n+l

, se ~j = n+1




—
w
]

Como esta demonstrado em [Saab [15], pag. 16].

I.3 - REQUISITOS ALGEBRICOS

1] , isto

Estaremos trabalhando sobre o anel A = Z[t,t~
&, o anel dos polindmios de Laurent na variavel t com coefici
entes inteiros.

Sn+2 - K"

Sejam K" umnd e X = seu complementar, seja

X um revestimento de X associado ao kernel da aplicacao abe
lianizacao A: n1(X) > H1(X) n Z entao Hq(i) e um A-modulo

finitamente gerado como pode ser visto em Levine [6], pag. 2

Definigao: Matriz Apresentagao de um Modulo:

Consideremos um grupo abeliano A , que e finitamente ge

, com ele

rado como um A-modulo. Uma matriz M = (mij(t))mx n

mentos em A , & dita apresentar A como um modulo, se existir

uma sequencia exata de A-modulos

d

onde F1 e F2 sao livres sobre os elementos (x1 R o -

(ry s ... r_) vrespectivamente, e
1

d(ri) = mij(t)xj

i ~13

Jj=1

I

LEMA I.3.1 (Lema da "cobra” - Bourbaki [1], pag. 19 )

Suponhamos que, no diagrama comutativo a seguir, as linhas

sejam sequéncias exatas de A-modulos:
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0——->A—U—>B—V—>C-———>0

= o e
T AP

Consideremos, agora, o diagrama abaixo:

i i ‘|
a b o
0 —— i' -u—l—+ Bl' —vl» (}l' —_— 0
v | a | |

r
U2 V2

cok(a) — cok(b) —> cok(c)

onde, i,j e k sao as inclusoes naturais, p,q e r pro

jecoes naturais, Ujg s Vy (u2 ’Vz) induzidas de u,v (u',v')

respectivamente, tais que o diagrama acima se torne comutativo,

-entao existe um homomorfismo
d: ker(c) — cok(a)

satisfazendo a propriedade: se x € ker(c) , y €EB e t'EA'
tais que v(y) = k(x) e u'(t') = b(y) entao d(x) = p(t') e,

alem disso, a sequencia

Uy vy d u, v
ker(a) — ker(b) — ker(c) — cok(a) — cok(b) — cok(c)

e exata.



CAPITULO II

REVESTIMENTOS CICLICO E RAMIFICADO

Neste capTtulo daremos as definicoes dos espacos de reves
timentos que iremos utilizar, bem como suas‘construcaes geometri
cas. As equivaléncias entre as descricoes algébricas e geom§
tricas podem ser vistas em Marar [10] Cap. II . Alem disso, mos
 traremos alguns relacionamentos entre eles.

n _ Sn+2 por L ,

Por simplicidade denotaremos um link L
Tembrando que ‘a co-dimensao e sempre dois e quando quisermos res
saltar suas componentes o denotaremos como uma unidao disjunta de

u nos de dimensao n , ou seja,

n n+2 .
L = K1 u K2 U . Y K]J Y K,i c S ’ 1 = 1,2, ees U
II.1 - REVESTIMENTO CICLICO DE UM NO

A - REVESTIMENTO CICLICO INFINITO

n+2_ K.

Seja K< S"™2 umnge X=5 Como vimos Hy(X) % Z.

Consideremos a seguinte sequencia exata:



0 — N — 1, (X) A, H(X) — 0
P4
Z

onde A € a abelianizacao e N = ker A e o subgrupo comutador

EMCOENCIN I

0 espaco de revestimento X , associado ao subgrupo N ,

e chamado, espaco de revestimento ciclico infinito do no K

~

Observe que X & o espaco de revestimento abeliano universal de

X e neste caso o seu grupo de automorfismos de revestimento e

isomorfo a H1(X) v Z

-~

A.1 - CONSTRUCAO GEOMETRICA DE X

Sn+2 sn+2

Seja K < um no e X = - K .

Sn+2

b4

Seja Mn+1 uma superficie de Seifert para K em
como no Capitulo I . Seja -V(K) wuma vizinhanca tubular de K

em Sn+2

Consideremos a parte de M ate tocar V(K), conforme i
lustrada na figura 1. Cortemos X ao longo de M , obtendo. as
sim um'espaco Y que possui no bordo duas copias de M , as

quais denotaremos por MY e M~ (Fig. 2).




-17-

Consideremos, agora, infinitas copias da tripla (Yi,M;,M:)

- indexadas nos inteiros (Fig. 3) .

-~

Desse modo, X & o espaco obtido pela identificacido de

Veja ilustracao abaixo (Fig.4).

‘ + .
M, < Yi com M_i+1 < Yi+1 , 1 € ZA.
+ - -
ey )
7777 ) s -
-&: -2 -
R =
+ - -
SR o
.'1, :_: (Y.i,M.i,M.i),.leZ
S o e - - - “d L e e e e —
Fig
TR
I e
d Ny f' -
T ] —:-;11,1 N
T | X
Fig. 4

Denotaremos cada folha de X por )21. (a i-8sima folha de X ).

Exemplo:

Seja K o no trivial em 53 . Tomaremos como superficie

de Seifert o disco M (Fig. 5) .
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V(K) e um toro so0lido trivialmente mergulhado , donde

3

X = S -V(K) e tambem um toro solido (Fig. 6) .

Cortemos X ao longo de M , obtendo assim um cilindro

finito (Fig. 7).

KM Mt oMo

Assim o espaco X sera um cilindro infinito (Fig. 8) .

I
| "2 5
S - +
LT~
Y

B ~ REVESTIMENTO CICLICO FINITO

Sn+2

Seja K c um no e X =



-10.

Consideremos a seguinte sequencia:
A P
n1(X) — H1(X) — Z
2
JA

K

onde A e a abelianizacao e p: H1(X) - Zk € a projecao natu

ral de Z .em Zk

0 espac¢o de revestimento associado ao Kernel da .aplicacao
composta
poA: n1(X) > Zk

e chémado, espaco de revestimento ciclico de k folhas de K e

sera denotado por xk

B.1 - CONSTRUCAO GEOMETRICA DE ik

~

Basicamente a construcao € a mesma que a de X , a unica
alteracdo & que tomamos apenas um numero finito de <copias da
tripla (Y

ik

;oM7L M), i=0,1,2,..., k-1 . Obtemos, entdo,
- . . - ~+ .
identificando Ms < Yi com Mi+1c Yi+1 para todo 0 = i < k-1

e identificamos M;_1 com M* , conforme i]ustracid abaixo.




Exemplo:

No caso anterior, onde K € o no trivial em 33 , temos

ik

que e um toro solido, ¥ k 2 2 (Fig. 9) .

C - REVESTIMENTO CICLICO E RAMIFICADO

C.1 ~ REVESTIMENTO RAMIFICADO

2 . .
Mn“"2 e NM* variedades compactas com subvarieda

Sejam
des proprias A" e M e B" <N .
Uma funcao continua f: M+ N e um revestimento ramifi

cado, com conjunto de ramificacao A em cima e B embaixo se:

i) Componentes das prée-imagens de abertos de N formarem uma

base para a topologia de M ;

ii) f(A) = B, f(M-A) = N-B e, além disso, fl, ,: M-A~ N-B

e um revestimento, chamado revestimento associado.

0BS.: Como M & compacto, este revestimento ramificado tem sem
pre finitas folhas. Cada ponto de ramificacao a € A tem um

indice de ramificacao k , no sentido em que f € k a 1 pro
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ximo de a . Este numero e constante sobre as componentes de A.

Exemplo: (Rolfsen [13], pag. 293)

Consideremos a aplicacao complexa z - zk , com a qual o
disco unitario complexo recobre a si mesmo k vezes, ramifica

do com indice k na origem.
. ~ - - 2k
Uma aplicacao analoga e z - T—E:TT a qual, portanto, pre
z
serva norma. Esta mesma aplicacao se estende a um revestimento

ramificado de 52 s C+o > C+w , ramificado sobre dois pon

tos, cada um com indice k (Fig. 10) .

(Cada "gomo" & "esticado"
P ate dar uma volta toda
em 32)

Fig. 10



Vamos, agora, desenvolver uma construcao de um revestimen
to ramificado, cujo conjunto de ramificacao embaixo seja um da

do ng K" e em cima um novo no ou link.

C.2 - CONSTRUGAO GEOMETRICA DO REVESTIMENTO CICLICO RAMIFICADO DE UM NO

Sn+2 - K

Como vimos, dado X = » podemos construir o reves

timento ciclico de k folhas XX de X , iremos , a seguir,

mostrar que a pre-imagem do bordo 93X, que & um "toro" sM « S1,

também & um "toro" S" «x S1 , tal que as longitudes de 35X sao

revestidas por k longitudes de 3Xk enquanto que um meridia
no e revestido k vezes por um meridiano de aik .

Mostrado isso, podemos colar um "toro solido" sn xD2 em

Xk , bordo a bordo, de tal maneira que um meridiano * x S1 co
le com a pre-imagem de um meridiano em an .
0 espaco assim construido € o revestimento ciclico ramifi

Sn+2

cado de com k folhas, onde o conjunto de ramificacao

embaixo € o0 no K dado e em cima um novo no ou link, em alguma

variedade de dimensao (n+2) .

. Tk
Denotaremos este revestimento por X

Sk

Sejam K ¢ s"2 umng e XX o revestimento ciclico de

k folhas de X = Sn+2- K, X e uma variedade compacta com

aX & S x st . Vamos mostrar que a pre-imagem p'1(aX) e tam
bem um "toro" S"x st em ik , onde p: X > X & a projecdo

de revestimento.

- Seja p' = p S aik > 3X , sabemos que aik € um
. o S ~ Sk
revestimento de 35X , como X e finito entao 35X

e assim, aik 1

e finito

ou & um "toro" S" xS ou e desconexo.



7
o
0 — N — (X A, Hy(X) — 0
x
i e
n1(3X) N L

onde N = ker A e tal que p*(ﬂ1(i)) * N e i, e a induzida

da inclusao i: 38X =+ X .

Observemos que ¢ e um epimorfismo, uma vez que pela abe
lianizacdo, A: 7,(X) » H(X) ¥ Z, o gerador a de ™, (aX)
atinge o gérador de H1(X) . Desse modo, pelo teorema 1.1.12 ,
p'1(ax) e conexo, 0 que conclui nossa afirmacao.

2

Vamos, agora, descrever a colagem do "toro" s"x D , bor

do a bordo com ik

Como vimos, axk oS x st - p'1(aX)

Geometricamente, o revestimento p': aik + 3X e dado da

maneira esquematizada abaixo:

Fig. 11 I?

) -



Cada curva horizontal, na Fig. 11, @ recoberta por k cur
vas horizontais distintas e cada curva vertical e recoberta k
vezes por uma curva vertical, ou seja, se «a € um meridiano, en
tao p'1(a) e um meridiano que o reveste Kk vezes, se B € um
paralelo, entao p'1(8) sao k paralelos disjuntos. Podemos
ver isso geometricamente, pois uma curva horizontal (paralelo)

em 38X e onde a superficie de Seifert M de K toca o bordo

3X , assim temos em ik , k <copias de M tocando o bordo

aik em, portanto, k curvas horizontais distintas. Agora, uma

curva vertical (meridiano) corta M em um ponto, logo seu 1evag
tamento deve cortar cada copia de M em um ponto, por outro la

do, ela representa um lagco o em w1(X,a) que, quando inclui
do em ﬂ1(ik,5) , para algum a € p'1(a) , se inclui de maneira
ok

natural e permanece em H1(X ,a) , logo ela e fechada.

Para obtermos o revestimento ciclico ramificado Xk de k

folhas, com conjunto de ramificacao K embaixo, iremos colar

2 1

um "toro solido"” S"xD° ao longo de seu bordo s x s em

v K

X Para isso, consideremos o toro aberto como um cilindro e

vamos dividir seu bordo em k partes (Fig. 12).

)

(D

Fig. 12

Cada parte do bordo deve ser identificada em uma das par

tes de p'1(aX) , correspondentes a cada seccao da construcao

descrita anteriormente.

E possivel mostrar que tal colagem pode ser feita de ma

neira €~ , ou seja, o resultado ainda e uma variedade diferen



y = n+2 (| . ‘o
ciavel M que reveste a esfera 'S com conjunto de ramifi

cacao embaixo sendo o no K dado, com um numero k de folhas.

II.2 - REVESTIMENTO CICLICO DE UM ENLACAMENTO

A - REVESTIMENTO CICLICO INFINITO

Seja X = s"™Z .1 , onde L & um n-link de multiplicida

de u .

Este revestimento que, também e chamado revestimento do
numero total de enlacamentos, @ o espaco de revestimento associa

do ao Kernel M da aplicacao composta

™, (X) A, Hq (X) 2.7
154
7 H

onde A € a abelianizacao e I & a somatoria das coordenadas.

~

Este espaco sera denotado por X .

B - REVESTIMENTO CICLICO FINITO

Da mesma forma que em ik , definimos o revestimento cj
clico de k folhas de X , ik , como sendo aquele associado

a aplicacao composta

P © Lo A: “1(X) — Zk .

onde A e I sao como acima e p,: Z > Z & a projecao naty

ral de Z sobre Zk .




A construcao geometrica de ﬁ(ik) € a mesma que a cons

trucao geometrica de X(X"), construindo os espacos LI

i€2Z(i=20,1,...,k-1), onde cada Y, e uma copia de X a
berta ao longo de uma superficie de Seifert de L e colados de

maneira conveniente.

Note que, 35X @ uma unido disjunta de v variedadés ho
meomorfas a S" x R, fazendo uma colagem adequada de u "toros"
s" « 02 , bordo a bordo a kk (como fizemos para obter ik a
partir de ik ), obtemos o espaco de revestimento <ciclico de

k folhas de X ramificado ao longo de L que sera denotado

por XK
0BS.: Se u =1, entao L @& um no e, neste caso, I = IZ e
assim X % X . ik N ik e ﬁk ~ ik .

: -k

II.3 - RELACIONAMENTO ENTRE X E X (MILNOR [12], pag. 118)

A sequencia exata
.tk )
0 —— Cu(X) —— Cu(X) —— C,(X
entre os complexos simpliciais de X e X%, induz a sequen

cia Tonga em homologia

. k

. . . K
— w0 B ond) — w6 LA ow ) L

4
1
<1

IT.4 - RELACIONAMENTO ENTRE X e X (UM RESULTADO DE CROWELL)

Neste paragrafo vamos dar uma prova “geométrica" de que,

para um no K c Sn+2 , existe a sequencia exata



0 — 7 — H1(ik) — H(X — 0,

alem disso, esta sequencia cinde.

Daremos , tambeém , wuma interpretacao do gerador do

-:k) .

Z c H,(X

1
Uma demonstragcao mais rigorosa pode ser encontrada em

Crowell [3] .

Como vimos, na construcao geometrica de Xk » colamos, de

maneira adequada, um "toro solido" sh x02 aoc longo do bordo

do revestimento ik

...k)

Um gerador de H1(X e um dos meridianos deste bordo

que, como vimos & um "“toro" S" 5!

gk

Este gerador e obtido, na construcao X da seguinte

maneira.

Temos o gerador o' de H1($n+2 -T) onde T e uma vizi

nhanca tubular de K em gn+2 (Fig. 13) .

Quando cortamos, ao longo da superficie de Seifert, abri
mos este gerador que passa a ser um segmento. Tomamos, entao,

k copias deste espaco (Fig. 14) e identificamos a ultima com a

primeira. Neste ponto temos k segmentos obtidos de «a que,
atraves da ultima identificacao, se torne um lago o em xk .
que recobre k vezes o' e, alem dissa, € um gerador de
Hy(K)  (Fig. 15) .

Ao efetuarmos a colagem, o passa a ser bordo de um dis

Tk vk 2) .

co % x D% em XX = X°u (s"xD

Consideremos a sequencia de Mayer Vietoris do par



Hy (X¥) Ho (XK 0 (s"xD2)) o H(XK) @ Hy (" x D%) - H1<>'<_k) 5 0
% _ e
Hy (" x sy v 7 = [o'] 0
>k

Desse modo, o gerador o' de H1(X n (s” xD2)) » "atinge"

um gerador. o de H1(ik) , logo a sequencia:

.

i J

0 — 7 H1(Xk) S, Hl(fk) — 0

e exata.

Fig. 13 Fig. 14

Fig. 15



Crowell [3], mostra que a seguinte sequencia exata,

0 — WG Lo ow Y oz — 0, ()
h g

cinde, onde Z < HO(A1“ B1) (Ver esquema abaixo).

Logo existem
g: Z — H1(X
tais que 9,09 = IZ e hoy =1 Tk)

Desse modo, a sequencia

0 — 7z L, H1(ik)

cinde.

Vamos definir a aplicacao gq: Z - H1(ik) , tal que
9,00 = IZ de tal forma que Img = Imi e assim Imh=Imj e

nossa sequencia exata, cinde.

Seja g: Z - H,(XX) definida por: g((1,-1)) =[a] , onde
1

a foi descrito anteriormente.

Precisamos mostrar que 3,09 = IZ

Como em [3] sejam A1 e B1 esquematizades abaixo:




-~

Logo A1 tem o mesmo tipo de homotopia que XO e B1 0

~

mesmo tipo de homotopia que R1 U X2 Uu ... UV Xk-1

3x([al) em A, sao dois pontos, Py e P,; umem cada
copia da superficie de Seifert do no K , que € homeomorfa a

A1 n B1 , uma com valor + e outra com valor - , conforme es

quematizado abaixo:

Superficie de
Seifert de K

Superficie de
Seifert de K

Alem disso, 3,([al) em B, , também & dois pontos com
sinais trocados em relacao ao 23,([c]) em A1

Assim 3,([a]) = (1,-1) , (ou 3,([a]) = (-1,1)), em Z
e, desse modo, 23,049 = IZ |

Temos, entao, que esta fungcao g: Z +_H1(i ) e um dos
possiveis homomorfismos que faz cindir a sequencia (1) e, neste

caso, Img = Imi

Logo a sequencia exata

cinde.



CAPITULO - III

ENLACAMENTOS K-ESPLITAVEIS E Q-SIMPLES

Neste capitulo definiremos duas classes particulares de
n-1links e veremos alguns resultados, obtidos atraves do reves
timento ciclico infinito.

1

Estaremos sempre trabalhando sobre o anel A =Z[t,t '] é

com a homologia integral.

ITI.1 - LINK k-ESPLITAVEL

Un n-Tink L = K, v Ky u ooy Kp de multiplicidade u e

dito ser geometricamente k-esplitavel (0 s k £ u-1) se existir

n+2
= B1

B n+2 ceo U BE+2
Sn+2

82 u , uma colecao de k sub-bolas de

mutualimente disjuntas satisfazendo:

i) B?+2 nL=go, 1

A

=1

IA

~
-

i) Bl =g,
iii) s™% _ (BalL) = 9 ,

iv) k e maximal com respeito as propriedades acima.



Se k = py-1 , dizemos que L e completamente esplitavel

e, se k =0, dizemos que L € nao esplitavel.

‘Alem disso, dizemos que:

L]- = L n B]- ’

L - Lo (s"2 _p)

k+1

sao os componentes nao esplitaveis de L

LEMA III.1.1

. n+1 - ' 5
Sejam X = X, v X, v S com H1(X1) X H1(X2) Nz, X

0o espac¢o de revestimento de X associado ao homomorfismo

£ o A: “1(X) - 7,

~ -

entao X consiste de uma copia de Xy e uma copia de 22 iden

tificadas ao longo do levantamento * do ponto * dado no

n+1 7

wedge X, v X, v S , com sn+1

copias de cada uma cola

da em cada um dos pontos % , conforme esquematizado abaixo:




W
(48}

Prova:

Sejam i;: X, =X e i,: X, > X as inclusoes natu
rais, e facil observar que T oA o 11* : "1(X1) +~ Z e
I oAo 12* : ﬂ1(X2) ~ Z sao epimorfismos, uma vez que, pela

abelianizacao, atingem, respectivamente, a primeira e a segunda

componente de H1(X) X1 Z

Logo, sendo p: X » X a aplicacao de revestimento, pelo
Teorema I.1.12, temos que p'1(X1) e p'1(X2) sao0 conexos e

revestem, respectivamente, X1 e X2 .

Seja p' = p‘ p'1(X1) > X, o revestimento de

P-1(X1)
X1 .

Vamos mostrar que este espaco de revestimento € o corres
pondente a aplicacao:
AI
i\
TT1()(1) — H1(X1) N L

-1 e . .
e portanto p~'(X,) = X, , onde A'-= ALH(X1) pom (X)) ~ Hy(Xy) .

Observemos o seguinte diagrama abaixo:

Seja Ky o nucleo da aplicacgao
Vamos mostrar que p;("1(p-1(X1))) = K,

Temos o seguinte diagrama comutativo:
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TG =S ()
lp* 11* lp* A

- Z
-
-~ .

-
-

Al T 7% H (X))
Seja €& ", (p7 (Xy)) = pila) € T (X,) , desse modo, por
1 s p.(a) @ levado a primeira componente de W1(X)&W1(X1)*ﬂ1(xz)
e por A & levado a primeira componente de H1(X)R;Z ®Z. Como
a61ﬁ(p'1(x1)) tem que p,(a) € ker A' = Ky e assim A'(p (a)) =0 .
Como o diagrama & comutativo temos, £ o A o iyu(pale)) =0

-

Togo A(i,(pa(a))) =0 e assim i,(p,(a)) € W1(X1) e um ele

mento em K = ker A , donde i,(pi(c)) € Ky => f,(a) € K,
Logo  py(m(p~1 (X)) < K,

Seja A € K1 => 11*(A) € w1(X1) , mais precisamente a
“primeira componente" - de w1(X) X n1(x1) * "1(X2) » analogamen
te ao caso anterior, temos que I o A(i,(2)) =0, 1logo i,(X) €K,
assim ele se levanta a um laco o pertencente a ﬂ1(i) » levan
tado sobre X, , Tlogo existe um laco o' € ﬂ1(p'1(X1)) tal hue
Je(a') = o« e assim, como p' = p‘ -1 temos que p,(a') =2

P (Xy)

e portanto,
K= fr0m (e (x))

Analogamente mostramos para X2 . Assim, como

A

Replxp v p o) vp ™ upT) e m(s™) -0,

donde p'1(Sn+1) e desconexo, 0 resultado segue
Seja L = K1 U K2 um n-Tink de multiplicidade 2

n+2-L e X o revestimento ciclico infinito de X .

(

Seja X =S



Seja Xi = -K; e %i 0 revestimento ciclico infi
nito de Xi s, 1 =1,2

TEOREMA III.1.Z2

Se L de duas componentes, como acima, e completamente

esplitavel, entao:

Prova:

Vamos mostrar que SN2 . Xg v Xy v
Seja T2 uma vizinhanca tubular de K2 em Sn+2

Como L e completamente esplitavel, podemos considerar u

ma bola B?+2 c N2 _ T, , contendo K, e C um colar sobre
BB?+2 contido em Sn+2 - B?+2 , tal que C n T2 = p
vVamos denotar o bordo exterior de C por 3C e B?+2 por
By
3C T

=N
=



Podemos conectar aT2 com 3C por um arco A de forma

que seu interior esteja inteiramente contido em Sn+2-(T

2 uC uB1).

Seja T, uma vizinhanca tubular de 1 , do 3T, ate

3C , de tal forma que:

n 3C & Dn+1

i) T,
ii) TA n 3T2 A
T)\

Dn+1 e

iii) c gN+2 | (B, uCuT,) sobre os pontos interiores de A .

Conectemos, agora, 9C ao 331 por um arco Aq < C

Vamos mostrar que tal configuracao tem o mesmo tipo de homotopia

n+2
que S - K2







Desse modo, X2 % B1 " - T2
Vamos mostar, agora, que B?+2 - Ky v X, sn+1
Primeiro, lembremos que X1 v Sn+1 iV X1 (Sn+1x 1)

Observemos as figuras abaixo:

Bg+2 "oca"

Ao centro temos uma Bg+2 "oca" . Esta configuracao tem

o mesmo tipo de homotopia que a configuracao abaixo, que nada
mais € que Xy - Bg+2




_ Bn+2 " Bn+2

1
Entdo, se L for esplitavel, X=s"*2_| =(Sn+2-T2) -T, =

n+2 n+2 n+2 n+1
=T, ~ u2v31 )-T1mX2v w1 -T1)%X2vX1-BZ v Xpv Xy vS )

=Xy -T,

Denotaremos por * o0 ponto base neste Wedge. Logo, pelo

A

Lema III.1.1 , X consiste de uma copia de Xy » uma copia de

22 identificados ao longo do levantamento * sobre =* junto

com Z copias de sn+1 , cada uma colada em um dos pontos * .
. _ % n+1 o3

Sejam, w1 = X1 Vs ; gz Si e w2 = X2 . Desse modo

X = w1 U . w2 . Consideremos a §equéncia de Mayer-Vietoris da

triada  (X,W,,W,)
— H(3) — i) @ H(hy) — Hy(X) —
Se 2 s isn => H. (%)% 0 logo

53 o2
H. (%) Hy oy (3)

" donde

o " n+1 y v o
Hi (X) & H (W) @ H, (W) R H, (X, U;‘T_lézs ) @ H,(X5) % Hi(Xy) @ Hi(X5)

e a primeira parte esta provada.

Se i = n+1 temos:

Hn+1(*) =0,

Moot (W) = Hp g (Kp) e
" n+1 G %
Hoog (Wy) = Hy g (X 9 1% ;51 ) R Hy g (Xg) @ ZIZT & Hy 4(Xp) @ a

LOgO, Hn+1(X) X Hn+1(X1) 6 Hn+1(X2) 8 A



Consideremos a sequencia exata abaixo:

f

0 — A — A — I — 0

Como Z & um dominio, A deve ser um ideal primo em A

Seja A € A tal que A = (1))
Segundo (Oziride [9]) os unicos. ideais primos em A sao
do tipo:
i) (0)
ii) (p(t)) , onde p(t) & irredutivel
iii) (p ,g(t)) onde p € Z & um numero primo e g(t) € A &€
tal que g(t) € Zp[t,t'1] e irredutivel em Zp[t,t'1]
Se A =20 entao terfamos, pela sequéncia, %/g % Z 0
que & um absurdo.
Se A= (p,g(t)) entdo A/p seria finito mas A7y % Z
que e infinito.
Logo A = (p(t)) onde p(t) e irredutivel em A . Mas
(r) %A A, como um A-modulo, basta considerar a aplicacao
fpr 0 — (x)
1 — A

Assim a imagem de f em A € um A gerado por p(t).

Voltando ao nosso Teorema, se i =1 temos:

H1(§) — H(Wy) @ H (W) — H(X) — Ho(*) — Z — 0

o
A

desse modo, pelo que acabamos de demonstrar, podemos desviar esta



sequencia do seguinte modo:

~ " n+1 v
Hy(x) — H, (X, U‘igz SITT) 8 Hi(Xy) — H (X)) — 1 — 0,
3 @

0 H1(X1)
como A & um modulo livre sobre A temos:
- R R
H1(X) N H1(X1) ® H1(X2) ® A
e nosso teorema esta demonstrado.
0BS.: Na verdade o A acima visto & (t-1).

Vamos, agora, supor L um n-link de multiplicidade w ,

geometricamente k-esplitavel e sejam Li s 1 521 s k+1 os com

ponentes nao esplitaveis de L , X = Sn+2 -L Xi = Sn+2 'Li s

A

X; o revestimento ciclico sobre X 1 s

A

k+1 e suponha

mos que o resultado anterior seja valido para

k-1
ou seja,
Ho(X') & Hi(X,) @ Hi(Xp) @ ... @ Hi(X, )y 2 s i sn;
Hy (X)) %, Hy(X)) @ Hy(Xp) @ ... @ Hy(X, ;) 8 (k=-1)1 ;

Hoat KRy B Xy 8 By 4(Xp) @ v 8 H (X q) & (k- 1A

Sejam B?+2 , 1.=1,2,...k+1 , dadas pela k-esplitabi
lidade de L e Ai , 1 =1,2, ... k arcos contidos em
n+2 K1
S - 191 B tais que A conecte B, a Bi, e
xi n Aj =0, ¥i=j

Bn+2

Conectemos, assim, as k-1 primeiras bolas j s



Tomemos uma vizinhanca tubular Tx- s 1 =1,2...k-2 do
i

3B, ate o8B como na demonstracao do teorema anterior. Es

i i+l ?

Bn+1

te novo espaco & uma bola e estamos, novamente, no caso

PN ~

do teorema anterior e assim, denotando i*=i1LJX2U “.lJXk_1U ik
temos:
k-1

i) H (X*) = [(1_6':1 Hi(X;) @ (k-1)n) @ Hy(X, )1 8 & =

A
-]
IA
>3

Hj(xi) ® kA, 2

Analogamente:

k N
1) H1(X*) N0 H1(Xi) ® kA e
i=1

(X*) %
i

H

, Mo (X0 8 ke

111) Hn+1

n @x

Bn+1

Seja, agora, uma unica bola contendo L, ul,u ...u Ly

B,n+1

e uma outra bola contendo L, _, , segue o seguinte re

sultado:

COROLARIO III.1.3
Se L , como acima, for k-esplitavel, entao:

. k+1 N

. v H.(X;) , 25 ] =
HJ(X) N 1_6:1 J(X1) jsn

I1r1.2 - LINK q-SIMPLES

Seja L um n-link de multiplicidade uw , L e chamado



g-simples (q 2 0) se 'ni(X) N Wi(Cu n) , para 1 < q , onde

u u-
_ 1 n+1
Cu,n = ( i!1 Si) v (j!1 Sj ) .
Observe que todo link & o-simples. 0 link trivial & g-sim

ples para todo q z 0

LEMA III.2.1

Se um n-1link L de multiplicidade v & qgq-simples, q21,

entao:

) H1()2) vo(u-1)A

i7) Se 2 £ q £n , entao, Hi(X) =0, 2=1isq;
ii7) Se q z n+l , entdo, H_ . (X) & (u-1)a
Prova:

Vamos construir f: C ~+ X , geometricamente, como segue:



-44.

Como q 2 1t = n1(X) X "1(Cu) , assim, a cada circulo

S; de Cu , fazemos associar um meridiano Aj da vizinhanca

tubular Tj , correspondente a componente Lj de L, j=1,2...u ,

o ponto base =+ do Wedge Cu , acima esquematizado, e levado

em algum ponto interior de X e cada segmento % levado a

um caminho em X , 1ligando a imagem do ponto x ao meridiano

>‘J- 9 j=1,2,...l1

Assim f : Cu + X induz um isomorfismo

f*: “1((:11) _— “1(X)

Seja M o "Mapping Cylinder" de f , M = If . Desse mo

;) iz 2

v

do M~ X , w1(M,Cu) =0 e “1(M’Cu) =T

~

Seja, agora, M o revestimento ciclico infinito de M ,

temos assim, induzidos os revestimentos Cu de Cu e X de X.

[\

Sabemos que H1(6u) v (u-1)r e Hi(éu) =0, i 2 s
alem disso, a ipc]usao i s n1(6u) > n1(i) e um isomorfismo,
donde H1(Ep) j§+ H1(X) e um isomorfismo, pois se dois grupos
sao isomorfos, entao seus abe]ianizadoé tambem o sao e assim

provamos i) .
Se 2 <q <n, entao n1(ﬁ,6u) =0, ¥1isgq , pois
sendo i z 2 temos, no diagrama abaixo, onde cada linha e exa

ta, que as aplicacoes p, sao isomorfismos:

-+ ni+1(Cu) > 1r1-+1(M) -> ﬂ‘i+1(M’cu) -> TT,i(C ) - ﬁ,i(M) >

lp* lp* [P; lp* lp*
> g (C) w my g (M) > g (L) > g () > g (M)~

53

mip1 (X)



logo, pelo lema dos cinco, (Vick [16], pag. 53)

Pyt Mg (IC) — g (0,0 %y (X)
e um isomorfismo, ou seja,
”i(M’éu) =0, 2sis<q, 2=<qgz=<n, donde
H1(ﬁ,6u) =0, 2=s1isgq.
Consideremos a sequencia do par (ﬁ,éu)
0 0 0

>
~
{]
o
-
N
A
—
A
Fal

Logo, Hi(M) =0, 2<isq = H(

e 1ii) esta provado.

M\

Se gz n+l, seja M =1, onde f: C - X geome

tricamente definido da sequinte maneira:
Como, ni(x) n "i(cu,n) , 1 5q e q 2 n+t , wn+1(X) %

N ”n+1(Cu n) N 741 gerado por aplicacdes de (n=1) esferas

S?+1 , 1 =1,2,...,u-1 , em X , denotemos estas aplicacoes

Sn+1

por h. : > X, 1 =1,2, ..., u=1

i

No 1-esqueleto, f associa cada circulo do Wedge v Si

sobre um dos u-geradores do grupo livre n&)abéﬁano,7w(x)% M,

e no (n+1)-esqueleto, f aplica cada (n+1)-esfera de Cu noe

segundo a aplicacao hi , f assim definida induz um isomorfis

mo entre “1(Cu,n) e 7w (X)), s+l sgq

Temos, entdo, o0 seguinte diagrama, onde cada linha €& uma

sequencia exata:



PN % ~
nl T “n+1(cu,n) = T M) —

P N

R a A Jw n
(M) — Hn+2(M’Cu,n) — Hn+1(cu,n) — H

nn+2(M) - TTn+2(M’Cu )

Segundo Whitehead ([18], pag.178) h & um epimorfismo.

Vamos mostrar que i € um isomorfismo.

0 par (M,Cu n) € n+1 conexo, assim sendo, no diagrama
-

comutativo abaixo, onde cada linha e uma sequencia exata,

"n+1(cu,n) > M) m ( ’Cu,n)_'+ “n(cu,n) > m (M)

la* Jb* lp* la* 1b*
) > “n+1(M) M "n+1(M’Cu,n) ~ "n(C

2
0

m
n+1(cu,n u,N

as ap]icécaés a, = ( Plé ), e by = P|M ), sao isomor
H,LN

fismos (Whitehead, [18] pag. 178), pelo lema dos cinco, P e
um isomorfismo, logo “n+1(M’Cu,n) ~ 0, ou seja, (M’Cu,n) e
n+1 conexo, donde i, : Hn+{(Cu’n) ~ H, (M) & sobre.

Seja o € ker(i,) , entao 3 B € Hn+2(M’Cu,n) tal que

o = j.(B) , como h & sobre, 3 vy € “n+2(M’Cu,n) com h(y)= 18,
) R (m) ,

assim &(y) = 0 => g(é8(y)) = 0 . Como o diagrama comuta, temos

ki
n+1

- ) - X .
mas & e a aplicacao nula, uma vez que n+1(cu,n

0 = g(s(y)) = julh(y)) = «

~

) > Hn+1(ﬁ) € injetora donde & um iso

Logo i*:Hn+1(Cu,n

morfismo e, com isso, obtemos o seguinte diagrama:



"n+1(x)
K x :
% NEE
1
. a v oA
0 n+1( u,n) "n+1(M) — 0
g l
n T4 n
0 Hn+1( u,n) —7g» Hn+1(M) — 0
B, 4
£
2 f?
] A
Hn+1(x)
Como f : Cu,n > X induz um isomorfismo de ”n+1(cu,n)

P

(X)

e um 1somorfismb,'segundo Whitehead ([18], pag. 181), temos

sobre wn+1(X) entdo seu levantamento f,: me(Cu’n)——+1H+1

£ o Hn+1(6u, ) — Hn+1(i) um isomorfismo. Desse modo,

S n

A

T ) R m () e K (X)) R K (M) & (u-1) A

e 1iii) esta provado.

TEOREMA III.2.2

Suponha L um n-link de multiplicidade uw , gq-simples,.

c Kk

Seja X sN+2 _ | |

0 revestimento ciclico de k folhas de X =

Entao:

Z) H1(ik) ~oocok(tk-1) ® z , onde (t%-1): H1(i) > H1(i)

vz
i) Se qz 1 = H(XX) g [k(u-1) +132
ii2) Se 2 £ gq sn = Hi(ik) =0, 2=s1z5q
, _ oK K
zv) Se 1 g sn = Hq+1(X ) & cok(t™-1) ,

onde  (tK-1): Ho (X)) > H 4 (X)



~48 -

v) Se qznet = Ho L (XK) % K(u-1)Z .

Prova:

Como vimos no capitulo II, paragrafo 2, temos a sequéncia

longa exata:

£k -

" ok
—— Hi(X) —— H(X) —— H (X7)  ——

i = , 0S:
Se i 1 temos 7 7 7

K 2 k-1 @ 2
~ R - ~ky 9 Aot - ~k
. — H, (X) —— H,(X) — H,(X") — H_(X) —— H_(X) — H_(X") — 0.
1 1 1 0 0 0
Logo (tk-1) : Ho(i) —+‘H0(§) e o homomorfismo nulo donde
temos a sequeéencia

L gk A A .
— H (X)) —— H (X)) — H (X)) ——

) — 0

HO(X
&
Z

e assim,como H_(X) & Z & livre sobre Z , esta sequencia cin

de, donde

H1(i ) R cok(tk—1) ® Z e assim provamos i)

Se gz 1 temos, pelo Lema III.2.1

tkop

0 —— (u-1)a —% (y-1)a — H1(ik) — 7 — 0
ou seja
0 ; (u-1)A -~ H (ik) _— 7 — 0
k 1
th-1
22
k(u-1)2

desse modo

Ho(XK) % k(u-1)Z 8 Z = [k(u-1) + 11Z e  ii) estd provado.



Como Hi(i) =0, 2<1isc4q, pelo Lema III.2.1 temos a

sequencia exata:

0 0 0 0
" k 1] [} k "
~ tK. ~ ~ - _ o
S oh@ BN o = @ S o N oh ) -
i i i i=1 j-1
donde Hi(i ) =0, ¥3=i4isgq.

Se i =2, temos:

k o2

o
o
O« N«

e 1iii) foi provada.

Provemos agora iv) . Basta mostrar para q =1 , pois pa

ra q 2 2 segue da parte 1iii).

Se g =1, entao (tk-1) : H1(i) — H1(i) e injetora e

assim temos que na sequencia exata:

0

~ ~ k_ ~ ~ 3 N tk_‘l IS
iy (1) 2,0 BN () — w8 2w (0 w0 —

3 €@ o homomorfismo nulo, donde

k

Ak) e isomorfo ao  cok(t -1) ,

H2(X

e isto prova iv)



Se q z n+l , pelo Lema III.2.1, temos:

Hn+1(i) & (u-1)a
Como (tk-1) : Hn+1(§) — Hn+1(i) e injetora, temos a se
quencia exata:
tk_1 3

e —> 0 — (pu-1)A —— (pu-1)r — Hn”()A( ) —> Hn(i)—+
&
0

(ky o (u=Tn

Logo H .4 ¥ % k(u-1)Z , o que prova V)



CAPITULO 1V

UMA GENERALIZACAO DO RESULTADO DE CROWELL

Neste Capitulo faremos uma generalizacao do resultado de
Crowell visto em II.4, para n-links L de multiplicidade u ,

em funcao de L ser completamente. esplitavel ou g-simples.

LEMA IV.1

Seja L um n-link de multiplicidade u e sejam ik e X
os revestimentos de k folhas ciclico e ciclico ramificado de

L , respectivamente. Entao:
, ok ok . . =
Z) Hi(X X°) v~ uZ para i =2 e i =n+2 e H. (X" ,X
nas outras dimensoes.
£7) Na sequencia exata de pares:
k

SN L RN T LIS LS BN TNG L R N ¢ L I

5 & um monomorfismo.

Prova:

Consideremos o seqguinte diagrama:



0 0

o 53
u

coo = Hy(S"xD?) — Hy( || s"x 0%, ak*) 2. H(aX)——+H1(S"xD2)——>...
i=1

N fExisao Ii*

— B — R 2 w6 — w66

> ..

Como i, : H1(ai ) — H1(i ) & injetora, temos que 3 &

Q
injetora, e provamos 1ii) onde a Exisao e feita no aberto Xk.

Alem disso, temos:

n H
i=1 i
exisao
analogamente,
Tk ok Moen o n2 oky 9
Hoo(X5.X5) & H (] 87 %D, aX") 1 (3X7) &z
¢ 1=1
exisao

Vamos verificar nas demais dimensoes. Consideremos a se

quéncia do par ( LJ s" < 0%, %K)

i=1
- > Hy( I__I s 02, a%K) +H1(a>?k) ->H1(Sn><D2) + Hy ( U Sn><D2 )A(k) —
i=1 2 i=1
0
R .
— H(of6) = (s x0?) — H (] s"x0? , okK) — 0.
EPR ES i
Z A

Como H1(s"x02) v 0 i, Ho(aik) — Ho(s"xnz) Z um iso

e —
. " ok Hoeno o2 ok
morfismo, temos que H, LJ 2 %Ky v e Hy | ] S"xD,0X") & 0 ..
: -i=1

;
Para 2 < j < n+1 temos HJ.(Sn <« D?) 0 e Hj;ﬁaik)& 0.

Logo, da sequencia a seguir:



= (T 0?) = [ sh w0, 00 — w 6iF) -
i=1
! 2 -k
concluimos que Hj( ] s"xD%, sx*) x o0 .
i=1
Para j > n+2 temos:
Ho(s"xD?) X0 e H, .(3Xx¥) % 0
j v j-1 "
Logo, da sequencia abaixo:
n 2 " n 2 o "
.o — H(S" xD) — H.( || s"xD%,ax") — H. ,(3X) — ...
J 35T J-1
- H Sk
concluimos que Hj( | ] s x D2, 3x%) 2 0
i=1
Como por Exisao,
7k ok Pooano a2 gk
Hy (X7,XT) % H( ] s"=xp“,8x") , ¥#j=z0 |,

o0 resultado segue.

TEOREMA IV.2

Seja L wum n-link de multiplicidade u e X
vestimentos ciclico e ciclico ramificado de k-folhas, de X =

- s"*2_ |, respectivamente. Entdo:

) 0 — wZ — H1(§k) — H1(ik) — 0 e exata, e cin

de se L @& completamente esplitavel ou 1-simples,

A

i7) i Hi(ik) — Hi(ik) e um isomorfismo para 2<1is<n,

iii) 0 — (u=1)Z — -H. ,(X%)

=k _
net Hn+1(x ) — 0 e exa

ta, e cinde se L @& completamente esplitavel ou (n+1)-

-simples.
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Prova:

Seja L wum n-link completamente esplitavel de multiplici

dade u , observemos o diagrama comutativo abaixo:

0 0 0
R T a M b
i1
tk-1 ~ tkop tk-1
U L S a A N b ¥
i=1
lc -3 c 2 Cy
H ay "Ak b* ’
® H1(X ) --- H1(X ) ==+ k(u-1)Z

Onde as duas Tinhas sao sequencias exatas dadas pelo Coro
lario III.1.3, a primeira coluna e uma soma de u sequéncias
exatas vistas em II.3 e a segunda coluna tambem & uma sequén

cia exata vista em II.3

Pelo Lema da "cobra" I.3.1 temos que a seguinte sequencia
€ exata
H ok dx ok b
0 — @ H1(Xi) —_— H1(X ) — k(u-1)Z

Mostremos que b, : H1(ik) —  k{u-1)Z e sobre.

Seja o € k(u-1)Z , como Cy g sobre, 38 € (p-1)A
‘tal que c¢c,(B) = a , como b & sobre 3y € H1(ﬁ) tal que

b(y) = B assim como o diagrama e comutativo temos b,(c(y)) = o

Logo, temos a sequencia exata:



a A b
l]() * H k) —*—>' k(u-1)Z — 0

Como L e completamente esplitavel, cada componente & um

Bn+1

no isolado por uma bola das outras componentes. Para cons

truirmos seu revestimento ramificado procedemos da mesma forma
colando um "toro sdlido" S"x 02 » bordo a bordo,em cada varie
dade i? e tal colagem nao perturba a geometria dos demais com
ponentes, pois & tudo feito isoladamente (dentro da bola Bn+1
dada pela esplitabilidade). Desse modo, em cada componente,o me
ridiano de ai?, que era um dos geradores de H1(i§) , se torna
bordo de um disco 02 e vai a zero em H1(§§) , do mesmo modo

que no caso de um unico no. Assim temos a seguinte sequencia exa

ta:
- , -k ok
0 — uwZ —> H1(X ) — H1(X-) — 0
Vamos, agora, considerar o segquinte diagrama comutativo:
0 ‘ 0 ker 2%
T j 9 M
ker f, — ul —_— nl — cok f, — O
b, 9 b D b
U A 4 N L"k g v
0 — 8 H1(X ) — H,(X ) — k(u-1)Z — O
i=1
UL 9
* a a
M f LTk %% A *
ker f, — H(X6) s W (X6 s cok f, — 0
# ioq 1 7
\ v A
0 0 cok 2&

Sendo L completamente esplitavel, pela descrigao ante



-

rior, vemos que fuo: w2 — i e um isomorfismo assim,

ker f, = 0 e cok f, = 0

Como as duas primeiras colunas (a esquerda) sao exatas,

pelo Lema da "cobra" I.3.1, temos que a seguinte sequéncia & e

xata:
0 0
(] 1]
ker f > 0 > ker f, —— cok f J%i+ k(u-1)2Z j%i+ cok f
* # O #

Assim nosso diagrama se transforma em:

0 0 0
y f J L
0 — uZ =, i Ix, 0 — 0
b, 9] b ) by
4 v
U N f A
0 — 8 H1(X§) — H (%5 3, K-z — 0
i
a, 1Y) a 9 1y
" - f = L
0 — 8o E oG e ook g, — 0
i=1 ! ,
L J

b 0 cokrg%

Logo P € um monomorfismo. Vamos mostrar que ele & um
epimorfismo.
. _ ok _
Seja o E cok §¢ => 3 B € H1(X ) com %¢(e) = a logo
existe vy € H1(Xk) com a(y) = B e assim temos %i(g(y)) = a,
pela comutatividade do diagrama, assim Ay e um isomorfismo e

pelo Lema da "cobra" I.3.1 a sequencia abaixo e exata:
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= f -
H(X%) s H1(Xk) ¥, (-7 — 0

E assim, temos o seguinte diagrama comutativo:

<
<

3} ~k Yok A
0 — 8 (D) — W) — k-1Z — o
1=
H Tk Tk v
0 — @ H1(X1) — H1(X ) — k{(p-1)Z — 0
i=1
0 0 0

A primeira coluna (a esquerda) & uma soma direta de u se

quencias que cindem,conforme II.4,e assim a coluna do meio que

e uma sequencia exata, conforme o que acabamos de provar, cinde.
Como no Lema III.2.1, temos a aplicacao

i Cu — X tal que ig s n1(Cu) — ﬂ1(X)

~
e
-
*
xx
—
~~
=
Foy
o
e
X
—
—
>0
>~
o
M\
[ =
=]
-
wn
(@]

e um isomorfismo, logo H1(éu

morfismo onde M = Ii

n1(ﬁt) € um grupo livre com k.u geradores , escolhendo
um ponto base no levantamento =« do ponto » do Wedge Cu e

escolhendo y geradores de ﬂ1(6t)

que sao exatamente os dados
pelas sequencias de "segmentos" que recobrem cada gerador de
Cu'. No desenho a seguir esquematizado, sao caminhos que dao a

volta acompanhando 6



k-superffcies~\\

de Seifert\\\Tz:::E____\\\-//,ilj:»-
~ 7 Qio
il .

Cada segmento des
tes recobre uma
S} uma vez




Assim fixado ;0 como ponto base de ét temos um outro
Wedge de circulos C& em ét tal que cada circulo S} de L
reveste k-vezes um dos circulos de Clu . Na construcao de ik,

2

ao colarmos os u "toros" s x D , temos que cada S} ,assim

descrito, torna-se um bordo de um disco 02 ,» 10go anulam-se em
Hy (%K)

Desse modo, ao abelianizarmos "1(6u) X W1(ﬁk) , este sub
grupo livre com wu geradores de ﬂi(ﬁ ) sera um somando dire
to de H1(ik) que € abeliano livre com wu.k geradores, exata
mente a imagem da inclusao wZ — H1(ik) obtida na sequencia
exata
Ak)

0 — uyZ — H

Assim, esta sequencia cinde, e 1) esta provada.

Se 2 <iz=<sn, na sequencia do par (ik,ik)

ok ok | 3 sk ok k ok 3
Hn+2(X X0) — Hn+1(X ) — Hn+1(X ) — Hn+1(x X7) —
o2 o2
WA : 0
3 =k -k ok ok ok cky o
— H (X)) — H (X') — H (X",X%) — — Ha(X",X")
2 o2
0 0
i, — () — G (B — K —

0 nas outras dimensoes



temos Hi(ik) NoHL(X n , alem disso , pelo Lema

-

< <
Xk,ik) — H1(ﬁk) e um monomorfis

IV.1, a aplicacao o : H2(
mo, logo Hz(ik) N HZ(X

k

e 1i) esta provado.
X e uma variedade orientavel (n+2)-dimensional, desse mo
do Hn+2(ik) ~ Z tem como gerador a classe da soma de todas as
celulas de dimensao n+2 , pelo lema anterior, muz(ﬂﬂik):;uz,

temos assim o diagrama:

Jx ~ is

ok ck ok 3 o ok
0 — Hn+2(X ) — Hn+2(X K7) — Hn+1(X ) — Hn+1(X ) — 0
l'“b’ 1& | /
7 ﬂﬂ_“'_”_,,uz NZ® (u-1)Z
donde temos a seguinte sequencia exata:
3 " T s B
0 — (-7 oW S w9 — 0 (1)

Suponhamos que L & completamente esplitavel, entdo

9 v 8 K (%) 8 k(u-1)
P9 Pap X)) @ ktu-tz
1=

Hn+1

onde, ao decompormos nosso espa¢o num produto Wedge, como no ca

pitulo anterior, o somando direto k(u-1)Z de Hn+1(ik) € ge

el et v K 5 ;
rado pelo levantamento do Wedge ry1 Sp em X® . Alem disso,
como cada componente do link esta no "interior" de uma Sg+1 ,
pela esplitabilidade de L , temos que o bordo de i? e homo
n+1 n+1 n+1 n+1 ~
logo a classe, [ 81’1 + 51,2 T Si,k ] , onde Si,j sao
' u=-1
os levantamentos da esfera SUT1 g v sn+l ; cada Sq+1 na
1 Y‘=1 r 13-]
‘j-ésima folha de ik , alem disso, sendo incluidos em ik , CO

2

lamos S" xD a cada componente do bordo, como na construcao

k-

de X n+1 n+1

- ) . n+1
no caso de No, ou seja, 1,.‘([511’1 +Si’2 e *Si,k]). = 0



em H (ik) , logo estas classes estao na Im3 e representam

n+1
(u-1)Z do somando direto k(u-1)Z de Hn+1(ik) , donde a se

quencia (1) cinde. No caso de L ser (n+1)-simples, sabemos que

existe uma aplicacao f: Cu N X que induz isomorfismos nos
i, 1sdsnel e temos Ho(CK ) Ho () % k(u-1)Z

sequndo o Lema III.2.2

Agora, a soma S?+1 + S?+; + oea. + S?+; e de geradores
9 9 b

P

u-1 , Tlogo Im 3o e um

IA

lTivres em 6t para cada 1 = i

,n’
(u-1)Z somando direto de Hn+1(ik) que & livre e assim a se

quencia (1) cinde.

Este teorema generaliza, portanto, para o caso de links o

resultado de Crowell feito para o caso de NOs.
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