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Resumo

Nesta dissertacao, estudamos as 6rbitas de uma familia D de campos vetoriais
suaves em uma variedade suave M. O objetivo é demonstrar dois teoremas de
Sussmann: o primeiro teorema diz que as 6rbitas sao subvariedades integrais
de uma certa distribuicao Pp de vetores tangentes em M. O segundo teorema
da condicoes necessarias e suficientes para que Pp seja igual & distribuicao
gerada pelos campos de D. Como aplicacao, estudamos uma caracterizagao
da condigdo (P) de Nirenberg-Treves para campos vetoriais complexos em
R2.






Abstract

In this dissertation, we study the orbits of a family D of smooth vector fields
on a smooth manifold M. The goal is to demonstrate two theorems of Suss-
mann: the first theorem says that the orbits are integral submanifolds of a
certain distribution Pp of tangent vectors of M. The second theorem gives
necessary and sufficient conditions for Pp to be the same as the distribution
generated by the vector fields of D. As an application, we study a charac-
terization of the condition (P) of Nirenberg and Treves for complex vector
fields on R2.
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Introducao

Sejam M uma variedade suave e X um campo vetorial suave em M. Uma
curva integral maximal de X pode ser apenas de trés tipos:

(i) uma constante « : t € R — py € M,
(ii) uma curva regular sem auto-intersecgao;

(iii) uma curva regular o : R — M que é periddica e s6 se intercepta no fim
de seu periodo, isto é, existe T' > 0 tal que, para todos t,s € R,

alt) =a(s) & t—seTZ.

Nos trés casos, a imagem de o ¢ uma subvariedade imersa de M. Note que
esta subvariedade nem sempre é mergulhada — um exemplo ¢ o chamado
fluxo irracional no toro (ver Sotomayor |7], capitulo VI, se¢ao 7).

Para cada p € M, seja S, a imagem de uma curva integral maximal de
X que passa por p. S, ¢ bem-definida, pois a curva integral maximal de X
passando por p é inica a menos de reparametrizacao.

Isto particiona M em subvariedades disjuntas (quando nao sdo iguais) S,
cujos espagos tangentes em cada ponto coincidem com o espaco gerado por
X e que sao conexas e maximais com relacao a esta propriedade. As S, sao
as orbitas do campo vetorial X.

Agora, vamos introduzir um segundo campo Y € X(M). Sera possivel
particionar M em subvariedades S, conexas de forma que o espago tangente
de cada uma (em cada ponto) coincida com o espago gerado por X e Y e que
elas sejam maximais ?

A resposta vai depender da escolha de X e Y. Por exemplo, se o colchete
de Lie [X,Y] for linearmente independente (em algum ponto) de X e Y, a
resposta é “nao”.

Caso a resposta seja “sim”, cada S, deverd conter as curvas integrais de
X ou de Y que a interceptam.

Isto nos leva a considerar como candidato a S, o menor conjunto (con-
tendo p) que contém todas as curvas integrais de X ou de Y que o intercep-
tam. Tal conjunto é uma 6rbita do par de campos {X,Y'}.
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Mais geralmente, seja M uma variedade suave e seja D um conjunto de
campos vetoriais suaves definidos em abertos de M, de forma que todo ponto
p € M esta no dominio de pelo menos um campo de D. As D-o6rbitas sao as
classes de equivaléncia da seguinte relagao de equivaléncia: dois pontos p e ¢
sao equivalentes se podem ser ligados por uma sequéncia finita de segmentos
de curvas integrais de campos de D.

Uma distribuicao é uma aplicacao A que associa a cada ponto p de M um
subespaco vetorial A(p) de T, M. A distribui¢do que associa a cada ponto o
espaco gerado pelos campos de D naquele ponto é denotada por Ap.

Sussmann [10] demonstra dois teoremas principais: o primeiro teorema
diz que as D-orbitas, dotadas de uma topologia apropriada, sao subvariedades
imersas de M e que seus espacos tangentes coincidem, em cada ponto, com
uma certa distribui¢ao Pp (definida no artigo) que é involutiva e contém Ap;
o segundo teorema da condi¢oes necessarias e suficientes para que Pp seja
igual a Ap.

Nesta dissertacao, demonstramos em detalhes os dois teoremas supraci-
tados. Em seguida, faremos uma breve discussao da condigao (P) de Niren-
berg-Treves em R2.

O primeiro capitulo contém as definicoes de campo vetorial e do dife-
rencial de uma aplicacao entre variedades, conforme sao usadas neste traba-
lho, junto com algumas propriedades importantes das subvariedades imer-
sas. Por variedade, entende-se um espaco topolégico de Hausdorff dotado de
uma estrutura diferencidavel C>°. As definicbes de campo vetorial complexo
e vetores tangentes complexos usadas neste capitulo seguem o capitulo I de
Berhanu, Cordaro e Hounie [1].

O segundo capitulo ¢ uma exposicao detalhada das definicoes e teoremas
principais de |[10|. Duas modificacoes relevantes foram feitas:

(i) No lema 2.72, que é o lema 5.3 de [10], a demonstracao de que a sub-
variedade em questao é um aberto na topologia da érbita foi feita de
outro jeito, devido a um “from this it follows easily that” do qual, apa-
rentemente, nao seguia o resultado desejado. A nova demonstracao é
mais longa e desagradavel.

(ii) No teorema 2.80, que é o teorema 4.2 de [10], foi adicionado a condi-
¢ao (e) o requisito de que a distribuicdo A tenha posto constante nas
D-orbitas. Tal modificacio é necessaria para evitar que a condicao (e)
se aplique ao exemplo 2.68, o que tornaria o teorema falso. A origem
do erro estd no uso de um lema de Lobry [4] que é falso (ver [5]). A
condigdo (e’) da errata de Sussmann aparentemente tem o mesmo pro-
blema.



O terceiro capitulo é uma introdugao a transformada de Fourier na reta
real. Isto é necessario para os calculos do quarto capitulo.

O quarto capitulo, seguindo as ideias do inicio do capitulo IV de [1],
é sobre a condigdo (P) para a resolubilidade local de um campo vetorial
complexo nao-singular L em R2 Localmente, a equacdo Lu = f sempre
pode ser transformada (via mudanca de coordenadas) em

ou . 0u

ot o =
onde b é uma funcao que s6 assume valores reais. Para campos que ji sao
da forma L = 0; + ib0d,,, com b real, definimos a condigdo (P) em um ponto
p como sendo: que b ndo muda de sinal sobre as retas verticais (que sdo as
de coordenada x constante) dentro de algum retangulo que contém p. Uma
segunda definicdo da condi¢do (P) é dada, independente de coordenadas,
que faz uso das 6rbitas de Sussmann e que é equivalente & definicao anterior
quando aquela se aplica. Concluimos mostrando que a condigao (P) implica
a resolubilidade local em L2
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Capitulo 1

Conceltos Fundamentais

1.1 Campos vetoriais complexos

1.1.1 Definicao

Definicao 1.1. (i) Um campo vetorial complexo na variedade M ¢ uma
aplicagdo X : C*(M) — C>(M) satisfazendo as seguintes propriedades:

C-Linearidade YA € C, f,g € C>*(M) :
XAf+9) =XX[f+ Xg.
Regra de Leibniz Vf,g € C>*(M) :
X(fg) = (Xf)g+ (Xg)f.

(i) Um campo vetorial complexo X é real (neste caso, chamado somente
de campo vetorial) quando, sempre que f € C*°(M) for uma fungio que
assume somente valores reais, X f somente assumir valores reais.

Observagio 1.2. C*°(M) denota o conjunto de todas as fungoes f : M —
C que sao suaves. Denotaremos o conjunto de todos os campos vetoriais
complexos em M por CX(M) e o conjunto de todos os campos vetoriais
(reais) em M por X(M).

Proposicao 1.3. Se f é constante, X f =0

Demonstragdo. Seja f a fungdo de valor constante a. X(f?) = 2(aXf) =
aX f, pela regra de Leibniz e pela C-linearidade (respectivamente). Entéao
a=00uXf=0. Sea=0,Xf=X(0f)=0Xf)=0, pela C-linearidade.

O]



8 CAPITULO 1. CONCEITOS FUNDAMENTAIS

Proposicao 1.4. Sejam f,g € C*(M) tais que f = g em um aberto U € M.
Entao Xf = Xg em U.

Demonstracao. Dado p € U, mostremos que X f(p) = Xg(p). Defina ¢, €
C>(M) tal que 1,(p) = 0 e ¢, = 1 fora do aberto U. Entdo f—g = (¢,)(f—g)-
Pela regra de Leibniz:

X(f—9) = X((Wp)(f —9) = (X)(f —g) + (X(f = 9))¢p
S X(f=9)) =0 - Xf(p)=Xg(p)

1.1.2 Vetores tangentes complexos

Defini¢ao 1.5. (i) Um wvetor tangente complexo no ponto p € M é uma
aplicagdo C-linear 4, : C®(p) — C satisfazendo a seguinte regra de
Leibniz:

Vflps glp € C(0) < G [ flogln] = Tp[f1p] 9(p) + Ty [glp] f ().

(ii) Um vetor tangente complexo v, é real (neste caso, chamado simples-
mente de vetor tangente) quando, sempre que f|, € C*(p) for um germe
de fungao real, U,[f],] é real.

(iii) O conjunto de todos os vetores tangentes reais de M em p é denotado
por 'L, M e chamado de espaco tangente de M em p.

(iv) O conjunto de todos os vetores tangentes complexos de M em p ¢ de-
notado por CT, M e chamado de espaco tangente complexo de M em

p.

(v) A unido J,c), T, M é chamada de fibrado tangente de M e denotada
por TM.

(vi) A unido UpeM CT, M é chamada de fibrado tangente complexificado de
M e denotada por CTM.

(vii) Se X € CX(M) é um campo vetorial complexo em M e p € M, o vetor
tangente complexo X| , € definido por

XLl = XF(p).

Observagao 1.6. Denotamos por C®(p) a C-algebra dos germes de funcao
suave em p € M. f\p denota o germe de uma funcao f no ponto p.



1.1. CAMPOS VETORIAIS COMPLEXOS 9

Observagao 1.7. Usaremos colchetes (vp[f],]) para denotar a aplicagao de
um vetor tangente complexo a um germe e usaremos parénteses, ou mera
concatenacao (X (f) ou X f) para denotar a aplicagdo do campo vetorial
complexo a uma funcao.

Proposicao 1.8. Seja ¢ : M — CTM uma fungao que associa a cada ponto
p da variedade M um vetor tangente complezo ¢(p) € CT, M. Se, para cada
f e C®(M), a funcio ¢5 : p — ¢(p)|flp] € suave, entio existe um inico
campo vetorial complexo X tal que X|, = ¢(p), Vp € M.

Demonstragao. Defina X pela formula X f = ¢¢. A C-linearidade de X e a
regra de Leibniz serao consequéncia das propriedades dos vetores tangentes
complexos.

Dado p € M, X|,[f],] = Xf(n) = é5(p) = 0W)[fl,1.¥f € (M),
Portanto, X|, = ¢(p).

Mostremos a unicidade de X.

Sejam X' e X? campos vetoriais complexos com X'| = X?*| = ¢(p)
para todo p € M. Entao, dado f € C*(M),

X fp) = XM Lf1e] = o)1) = X2| L[] = X*f(p), Vpe€ M.

o XUf = X?%f, para toda f € C®°(M). Portanto X! = X?. O

1.1.3 Restricao de campo vetorial a um aberto

Proposicao 1.9. Seja X um campo vetorial complexo na variedade M e
U C M um aberto. Entao existe um tinico campo vetorial complexo X|y €

CX(U) tal que X|u(flv) = (Xf)|y, para toda f € C*(M).

Demonstragao. Dado p € U, o vetor tangente complexo X |, estd em CT, M.
Queremos identificar CT, M com CT,U. Se f € C>*(M), identificamos o
germe f|, (que é germe na variedade M) com o germe (f|)|, (germe em U).
E facil ver que tal identificagio é um isomorfismo de algebra entre C*(p)as
e C®(p)y. Assim, vamos tratar estes espagos de germes como se fossem o
mesmo.

Identificando-se os germes, ficam identificados os vetores tangentes com-
plexos de U e M.

Definimos X|y, usando a proposigao 1.8, por (X|v)|, = X|,,Vp € U.
Para isso, devemos mostrar que as aplicacoes ¢; : p € U — X|,(f), definidas
para toda f € C>(U), sao suaves.

Mostremos que ¢ ¢ localmente suave em um ponto py € U qualquer. De
fato, pois ¢ é igual, em alguma vizinhanca de py, a Xg, onde g € C*°(M) é
uma funcdo com f|,, = glp,-
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Assim definido X i, usando a identificagdo entre germes de M e U que
fizemos, temos que

XIp(flo)®) = (X1l [ (o), = XL[ 1] = XFw)
para toda f € C*(M) e todo p € U. O

Observagao 1.10. O aberto U C M é considerado uma variedade, cuja estru-
tura diferenciavel é obtida pela restricao da estrutura diferenciavel de M.

1.1.4 Forma local dos campos vetoriais

Definicao 1.11. Seja M uma variedade e £ : U C M — V C R™ uma carta
local de M. Seja f € C*°(U). Podemos escrever f = fzoZ, onde fz:V — C
¢ a funcdo suave f o Z '. Entdo definimos as derivadas parciais

of

a—xj eCc*U),j=1,...,m
pela formula:
S = gl = 0o
As aplicacoes
6%]- :C2(U) — C>(U)

(que também podem ser denotadas 0,,, quando quisermos economizar es-
pago) sao campos vetoriais reais em U. Dada g € C*°(M), fica denotado

99 _ 9 1
8:1:j_8:1:j gU'

Observagao 1.12. O simbolo 0; denota a derivada parcial usual na j-ésima
coordenada.

Proposicao 1.13. Seja X € CX(U), onde U é o dominio de uma carta local
2:UCM—V CR™ da variedade M. Entao

“ 0

j=1
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Demonstracao. Sejam f € C*(U) e p € U. Seja r > 0 tal que a bola aberta
B(Z(p),r) esta contida em V. Entdo ¥ — #(p) é uma carta local definida
em U que se anula em p. Restringindo esta carta, obtemos uma carta local
y:U — B(0,r), comﬁ( )=0.

Seja fz = fly oyt : B(0,r) — C aexpressao de f nas coordenadas locais
de y. Dado h € B(0,r), seja ayp, : (0,1) — B(0,r) definida por a4 (t) = th.
Pelo teorema fundamental do calculo e pela regra da cadeia,

fith) = £50)+ | 1 (ifgmw))) a- [ LV Fyfan(), af (1) di
:/Zhafy )(ht) dt = Zh/afy )(ht)d
Defina as funcoes

4;(q) = / O, (1) (t7@)) dt, j=1,....m.

com q € U’. Note que g;(p) = df/dy;(p). Temos:

flor=f(p +Zngg

Aplicando o campo X |y e usando a regra de Leibniz, obtemos:

m

X () = D0 (X)) (0) + g52) X () (0)) = ZXW% .
=) X!p[?/ﬂp]g—i(p) ZZX(xj)(p)%(p)_

]

Observacao 1.14. O mesmo procedimento que foi usado na proposicao acima
serve para demonstrar que todo vetor tangente complexo 7, € CT, M se
decompoe em coordenadas locais na forma
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1.2 Derivada de uma curva

Defini¢ao 1.15. Seja « : (a,b) — M uma curva suave em M. Para cada
€ (a,b), definimos o/(t) € T, M (que também pode ser denotado por o(t))
pela equacao:

& ()] flag] = (0 @) (@),

Verifiquemos que o/(t) : C*(«(t)) — C satisfaz a definicdo de um vetor
tangente complexo:

C-linearidade o/(t)| /1) + A (9l )| =

=B (f+ 29| = ((f+Ag) 0a) (1)
= ((f o) +Algo ) (t) = /(1) flugy| +20'())] glugs |

Regra de Leibniz /() [f! 19l ot ] [ }

= (fgea)(t) = Ef(a(t))g(@(t))
= (fea)(t)(goa)t) + (fea)(t)(goa)(t)
= &/ (0)] flan | 9(a(t) + Fla(®)a’ ()] lugy)-
Como (f o«)'(t) é real sempre que f é uma fungao real, o/(t) é um vetor

tangente real.

Ezemplo 1.16 (Formula local da derivada). Seja & = (z1,...,2,) : U C
M — V C R™ uma carta local de M tal que «(ty) € U para algum ty. Seja
6 > 0 tal que a((to — d,t0 +0)) C U. Seja & = aly, 54150 (vestricao de
dominio e contra-dominio de «). Defina o/ = z;0&,Vj =1...,m. Assim, a
curva « é dada, para |t — tg| < d, pelas suas coordenadas

Z(a(t)) = (a'(t),...,a™(1)).

Dado um germe de funcgio suave f|a(t0), calculemos o/ () [f]a(to)}:
/(10 Flagy] = (F 0.0 (t0) = (F 0.8 (1) = (F o (&) 0 7o) (t0)
= Z(x] o @) (to) O(f o (f)fl)(fo a(ty)) (regra da cadeia)

n N D)
= ;(a ) (tO)a_xj . [f’d(to):|'
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Assim, a derivada de uma curva em coordenadas locais é dada pela for-
mula:

o/(t) = 3 (@) (to) ai

J=1

a(to)

1.3 Diferencial

Definicao 1.17. Seja F' : M — N uma aplicagao suave entre variedades. Se
g € C®(N), goF € C*(M). Dado um vetor tangente complexo v, em CT, M,
definimos um vetor tangente complexo em CTg(y N, que serd chamado de
dF (1)), pela seguinte formula:

AE(5,) | gliy) = | (90 P, .

Se 7, for real, dF'(t,) sera real e com isto definimos o diferencial de F' como
a aplicagao
dF: TM — TN.

Se considerarmos p € M fixado, a restricao
dF|p : TpM — TF(p) N
é uma aplicacao linear cujo posto é chamado posto de F' em p.

Observagao 1.18. Verifiquemos que dF(%),) satisfaz os requisitos de um vetor
tangente complexo:

C-Linearidade dF(v,) [91|F(p) + )‘<92|F(p)>]

= dF(v,) [(gl + Ag2)|p(p)] = Up[((gl +Ags) o F) |p]
:gp[(gloF+)\(g2oF))|p] :ﬁp[(gloFﬂp—i_)\((gQOF)‘p)}
:Up[(gl OF)‘p} +/\Up[(920F)|p}

AF (@) 91l | + AAF ()| g2l |

Regra de Leibniz dF(7,) [g1|F(p) ngF(p)} -

AF ()] (0102)lr)| = 5[ (9192 0 F)[,| = 5] (910 F), (920 P,
5[ (910 P)l, | e2(F(0)) + 0n(F(p))5 | (92 0 F)l, |

F(4,) [gl|p<p>] 92(F(p)) + g1(F(p)) dF () [92|F<p>] '

I
o
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Observagao 1.19. Verifiquemos que dF’ leva vetores tangentes reais em vetores
tangentes reais. Se g|F(p) ¢ um germe de funcdo real em N, (go F)|p é um
germe de funcao real em M. Assim, se ¢}, é um vetor tangente real em

p € M, dF(v,) [g|p(p)] =1, [(g o F)]p] ¢ um nimero real sempre que ¢|p,

é um germe de funcao real.

Observag¢ao 1.20. Verifiquemos a linearidade de dF|p: dados vy, v, € T, M,
AeCe flpy € C*(F(p)), com f € Cx(M),

AF (51 + A02) | fliy | = (04 2) | (f 0 ),
=0 [(fo F)l,| + A8 (o F)L,] = dF(@)| flag)| + AF(@)| flr)|

Proposigao 1.21 (Calculo do diferencial usando caminhos). Sejam « : (a, b)
— M uma curva suave na variedade M e F : M — N wuma aplicacao entre
variedades. Entdo dF(d/(t)) = (F o) ().

Demonstragao. Basta calcular dF(d/(t)) em um germe de funcao suave ar-
bitrario g|p,):

AF (@) [glraey| = @090 F)lay| = (90 Foa)(®)

= (Foa)(t) |:g|Foa(t)i| '

]

Proposicao 1.22 (Regra da Cadeia em Variedades). Sejam F: M — N e
G : N — P aplicagoes suaves entre variedades. Entao

d(Go F)=dG o dF.
Demonstragao. Sejam v, um vetor tangente qualquer em T, M e f € C®(P).

A(G o F)@) [ fgorin| = 5| (F o (Go P, =5, (0 G) o F)
AF () [(f © Ol = AGAF () [ flpocip)-

]
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1.3.1 Derivadas parciais de uma aplicacao

Definicao 1.23. Seja F': M — N uma aplicagao suave entre variedades e
sejad:UCM—V CR™ = (x1,...,%,) carta local de M. Definimos

oF 0
I =dF | —
8.I'j (p) d ( aiL’j p

Observagio 1.24. Se f € C>*(N),

), VpeU, Vje{l,...,m}.

g—fj(p)[ﬂﬂp)] = dF(%

[(For,]

J D

p

) |:f‘F(p)i| = 3%;]

Ezemplo 1.25. Considere p € M fixo, F' como acima. Seja iy : U C N —
V' C R™ uma carta local de N com F(p) € U’. Vamos calcular 0F/0z;(p)
usando as coordenadas locais (y1,...,y,) de N.

Seja Q@ = U N F~Y(U’), aberto em M. Sejam «; : (—4,8) — €, dadas por
Z(o(t)) = Z(p) + €;t, onde €; é o j-ésimo elemento da base canonica de R™
e § > 0 & pequeno o bastante para que cada a; € Q. Entao oj(0) = 0., }p e
podemos calcular (pela proposi¢ao 1.21):

oF 0
6—%_(17) = dF(@ch

Seja (; a curva F' o a;. Defina ﬂ;(t) = 4;(B;(t)),|
F; : Z(Q) — R, pela formula F;(T) = y;(F(Z!
formula local da derivada de curva (exemplo 1.16)

) = dF(a(0)) = (F o ;) (0).

p

t| < J. Defina também
), VI € Z(Q). Pela

(o a)(0) = 50) = Y (5 (0) 5

i=1

1.3.2 Matriz jacobiana

Definigao 1.26. A matriz A(p) = (aij)nxm, com a;; = 0;(F;)(Zi(p)), onde
F; é definida como no exemplo anterior (exemplo 1.25), é chamada de matriz
jacobiana de F' no ponto p, em relagdo as cartas T e 4.

Proposicao 1.27. Seja F': M — N uma aplicacao suave entre variedades
esejamZ:-UCM —-V CR™ey:U C N — V' CR" cartas locais de M
e N, respectivamente, com p € M um ponto tal que p € U e F(p) € U'.
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Considere A(p) = (a;j)nxm @ matriz jacobiana de F' em p, em relag¢do as
cartas T e . Entao o diferencial de F' no ponto p,

dF|p : TpM — TF(p) N,

é determinado por A(p), pela formula

m n a
AF1,(@) = 303 0 sl | as 5 -

j=1 i=1 y; P

Demonstracao. De fato, usando a proposicao 1.13 e o exemplo 1.25:
=Y o) )

p &L’j
m n 8

=) 1 [x| } A —
> [l Yo

j=1 i=1

m

dF(7) = dF (Z 7 [:cjd a%

J=1

P
[

Corolario 1.28. O posto de F' em p € o posto da matriz jacobiana A(p) de
F, em relacao a cartas locais quaisquer.

Observag¢ao 1.29. A matriz jacobiana de F em p, em relacdo a ¥ e ¢, é
precisamente a matriz jacobiana em Z(p) de Fgzz, que é a aplicacdo entre
espagos euclidianos definida por Fg(T) = y(F(Z~1(T))).

1.4 Teoremas da imersao, da submersao e do
posto

Sejam M e N variedades C*> de dimensao m e n, respectivamente, e seja
F: M — N uma aplicacao C*. Seja p € M.
Seguem trés resultados basicos do calculo em variedades:

Teorema 1.30 (Imersao). Se F' tem posto m em p, entao existem cartas

r: UcM — V CR™, peUe
y: UCN — V' CR" f(p) eU

de M e N tais que F(U) C U, V' =V x (=6,0)""™ com 6 > 0 e, sendo
F= F|U~>U/7 5
GoF =(z1,...,2m,0,...,0)|

n—m
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Teorema 1.31 (Submersao). Se F' tem posto n em p, entdo existem cartas

r: UCM — VCR™, peUe
y: UCN — V' CR" f(p)elU
de M e N tais que F(U) C U,V = V' x (=0,0)"" com 6 > 0 e, sendo
F=Fly )
yoF:(:Ul,...,xn)‘UﬁV,.

Teorema 1.32 (Posto). Se F' tem posto k em uma vizinhanga de p, entdo
existem cartas

. UcM — VCR™, pelUe
y: UCN — V' CR" f(p)elU

de M e N e um aberto W C R¥ tais que F(U) C U,V = W x (=6,6)" ",
V=W x (=6,6)""% com 6 >0 e, sendo F = F|; .

‘) O) ‘ U—-v'
n—k

JoF = (21,...,13,0,..

Para demonstrar estes teoremas, basta usar nas coordenadas locais os
teoremas respectivos (forma local das imersoes, forma local das submersdes
e teorema do posto) do célculo em R”. Uma demonstragao destes se encontra
em |[3].

1.5 Subvariedades imersas

Defini¢ao 1.33. Uma subvariedade imersa (que as vezes chamaremos sim-
plesmente de subvariedade) da variedade M é uma variedade N cujo conjunto
dos pontos é subconjunto do conjunto dos pontos de M e que satisfaz a se-
guinte propriedade: a inclusao em M,

i1: N — M

p — p
¢ uma imersao, isto &, i é uma aplicacao suave (e, portanto, continua) cujo
diferencial em cada p € N, di|, : T, N — T, M, é injetivo.

Observacao 1.34. Como i € injetiva e imersao, di serd injetivo. O fato de ds
ser injetivo implica que d¢ é uma bijecao sobre sua imagem, isto ¢, di faz uma
relagdo biunivoca entre o fibrado tangente TN e di(TN) C TM. Para cada
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p € N, a imagem di(T, N) é um subespaco vetorial de T, M de dimensao
igual & dimensao de N.

Assim, vamos identificar cada vetor tangente 4, € T, N com di(t),) €
T, M. Com esta identificacao, podemos tratar os vetores tangentes da sub-
variedade imersa como se fossem vetores tangentes da variedade.

Observacao 1.35. Para verificar que uma aplicacao F' é uma imersao, basta
verificar que a matriz jacobiana tem sempre posto igual a dim(Dom(F)).
Observagao 1.36. O fato de a inclusao ¢ : N — M ser continua implica que a

topologia de N (como variedade) é mais fina do que a topologia de N como
subespaco topologico de M.

Observagado 1.37. Aplicando o teorema da imersao na inclusao, obtemos uma
caracterizagao da estrutura diferencidvel das subvariedades imersas: dados
p € N, sendo N subvariedade imersa de M, existem cartas locais:

r: UCN — VCR"e

y: UcM — V' CR™
de N e M respectivamente tais que p € U C U', V! =V x (=9,0)™ " para
algum 0 > 0 e

y_’|U—>g}'(U) = (.r17 P ,In, 0, P ,O)

Note que nem sempre podemos exigir que U' N N = U.
Proposicao 1.38 (Imagem de Imersao Quociente). Seja F' : M — N

uma tmersao entre variedades. Se F' é uma aplicacdo quociente, isto €, se
F=YF(U)) € aberto em M para todo aberto U em M, entio:

(i) F(M) é uma subvariedade imersa de N com a topologia co-induzida
por F' (isto €, com a topologia dos conjuntos cuja imagem inversa por
F ¢ aberta).

(ii) O espago tangente de F'(M) em um ponto F(q) € dado por Tpg F(M) =
dF(T, M).

Demonstracao. Vamos construir uma estrutura diferenciavel para o espaco
topologico (F(M), 1), onde

7={UCN|F'(U) ¢ aberto em M }.
Usaremos o teorema da imersao em F: dado p € M, existem cartas locais:

ab. ab.
U, C M — V, CR™, pel, T,=(,....28) e

a

b. ab. .
Jp: U CN—V/CR",  F(p)eU, G==" . ..1),
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com V) =V, x (=0,,0,)"™, para algum 0, > 0, onde n = dimN e m =
dim M, F(U,) C U’

U(F(p)) = (af,...,22,0,...,0)(p"), Vp' €U, (1.39)

n—m

Para servir de carta local de F'(M) em torno do ponto F(p), definiremos
a aplicacao
¢p: FU,) — V,
¢ — W), uh(2)
cujo dominio F'(U,) é aberto em (F(M),7) devido a F' ser quociente. Note
que ¢p,(F(p)) = (25(),..., 22, (), VP € U,. Mostremos que ¢, ¢ um
homeomorfismo entre F'(U,) e V.

ab. ab.
¢p € continua: dado O C V, C R™,

¢, (0)={q€ F(U,)| (41, --,yh)(q) € O}
={F() eV, | (af,....a0) () € O} = F(,7(0)).

Como 7, : U, — V, é continua, a imagem inversa Z,'(0) & aberta
em U,. Como F é uma aplicacio quociente, F'(Z,'(0)) é aberto em
F(M) e esta contido em F(U,), que, por sua vez, é aberto em F(M).
Concluimos que ¢, '(O) = F(Z,(0)) é aberto em F(U,).

p

¢, € aberta: Seja O’ ¢ F(U,). Podemos escrever O = F(Q), com Q =

FY0YNU, T U,. Entio, ¢,(0) = ¢,(F(Q)) = T,(%2), que & aberto
em V).

Como ¢, é continua, aberta e bijetiva, ¢, ¢ um homeomorfismo.

Agora, verifiquemos que as cartas locais construidas desta forma sao com-
pativeis. Sejam ¢,, : F(Uy,, ) — Vp, € ¢p, : F(Upy,) — V), construidas como
acima com cartas locais xP', xP? yP' yP> de M e N associadas. Mostremos
que a mudanca de carta

Uy (F(Up) N F(Upy)) — O (F(Up,) N E(Up,))
p > O (0, (D))

é uma aplicagdo suave. De fato, pois:

Uty .. oitm) = (01, 0m)(t1, .., tm, 0,...,0),
(1 ) (771 77)(1 )

n—m
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onde 1 : 4, (U, NU},) = 4,(U), NU),) é a mudanga de coordenada de g,
para ¥p,, uma aplicacao suave.

Assim, as aplicagoes da forma ¢, induzem uma estrutura diferencidvel
sobre o espaco topologico (F'(M), 7) formando uma variedade.

Agora, devemos mostrar que a variedade F'(M) construida acima é uma
subvariedade imersa de N.

Seja i : F(M) — N ainclusao. Dado ¢ = F(p) € F(M), consideremos as
cartas locais ¢, : F'(Up) =V, e g : U — V, definidas como na construgao
acima. A expressao de ¢ em coordenadas locais é

Pi(dy (trs - ) = (b1, -, 0,...,0),

0 |0
matriz identidade de tamanho m e os zeros representam blocos nulos. Isto
mostra que ¢ € uma imersao.
dF(0y,|p) = Oy,|p, pela equagao (1.39). Assim, Tpg,) F(M) = dF (T, M).
O

- . I 0
o que nos da uma matriz jacobiana da forma < disaklL ,onde I,,x, € a

Corolario 1.40. A imagem de uma imersao injetiva € uma subvariedade
imersa na topologia co-induzida.

1.5.1 Unicidade

Subvariedades diferentes com o mesmo conjunto de pontos

Definicao 1.41 (Subvariedade aberta). Seja M uma variedade suave e U C
M um aberto em M. Considere U dotado da topologia que é herdada de M.

A restricao da estrutura diferenciavel de M para U é uma estrutura dife-
renciavel em U. A variedade U assim obtida é uma subvariedade imersa de
U. Uma subvariedade deste tipo serd chamada de subvariedade aberta de M.

Observag¢ao 1.42. Para verificar que a subvariedade aberta é mesmo uma
subvariedade imersa, basta considerar que a matriz jacobiana da inclusao,
escolhendo-se em U uma carta que é a restricao da carta escolhida em M, é
a matriz identidade.

Proposicao 1.43 (Unido disjunta de subvariedades imersas). Sejam {N,};ec;
subvariedades imersas disjuntas de M, todas com a mesma dimensao n <
dim M. Seja N = Ujej N; a uniao, dotada da topologia gerada pela uniao
das topologias das N;. Entao a uniao das estruturas diferencidveis das N;
gera uma estrutura diferencidvel para N, de dimensao n.

A variedade N assim construida é subvariedade imersa de M.
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Demonstragao. As estruturas diferenciaveis das N; sao compativeis entre si,
pois neste caso as cartas de subvariedades distintas nao se interceptam. Como
as cartas das IV;, tomadas em conjunto, cobrem N, ¢ possivel gerar uma
estrutura diferenciavel em N a partir delas.

Afirmacao: a inclusao i : N — M é uma imersao. De fato, pois a matriz
jacobiana de ¢ em cada ponto coincide com a matriz jacobiana de alguma
inclusao 7; : N; — M (escolhendo-se as cartas convenientemente) e esta tera
posto n. 0

Ezemplo 1.44. (i) Considere o aberto @ = (0,1)x (0,1) C R?, visto apenas
como conjunto de pontos e nao como variedade. Seja N; a subvariedade
aberta de R? que tem @Q como conjunto de pontos.

Para cada y € (0, 1), seja R, a imagem da imersao injetiva o, : (0,1) —
R? definida por ay(t) = (t,y). Isto é simplesmente o segmento de reta
(0,1) x {y}, uma subvariedade imersa unidimensional de R?.

Seja Ny a unido disjunta UyE(Q1
N, é uma subvariedade imersa de R? com o conjunto de pontos (), mas
a dimensao de Ny é 1. A topologia de Ny é estritamente mais fina que
a topologia de Nj.

) Ry de subvariedades. Agsim como Ny,

(ii) Ainda no plano cartesiano, seja N3 a unido disjunta dos seguintes seg-
mentos de reta: (—1,0) x {0}, (0,1) x {0} e {0} x (—1,1), e seja N, a
unido disjunta dos segmentos: (—1,1)x {0}, {0} x (=1,0) e {0} x (0,1).

N3 e N4 sao subvariedades com o mesmo conjunto de pontos e a mesma
dimensao, mas tém topologias diferentes e, portanto, estruturas dife-
rencidveis diferentes. As topologias de N3 e N4 nao sao comparaveis.

Subvariedade de dimensao maximal

Proposicao 1.45. Uma subvariedade imersa de dimensao maximal € sempre
uma subvariedade aberta.

Demonstracao. Seja N C M uma subvariedade imersa com dim N = dim M
=m. Como ¢ : N — M é uma imersao, o diferencial di|, tem posto m para
cada p € N. Ou seja, di|, é isomorfismo para cada p € N. Aplicando o

teorema da funcao inversa em ¢, encontramos vizinhancas U, % N, V, %
M de p tais que i|y,—y, ¢ difeomorfismo — em particular, como V,, é uma
vizinhanga aberta de p em M, isto implica que i(N) é aberto em M, ou seja,
o conjunto de pontos de N é aberto em M.
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Seja Ny a subvariedade aberta de M no conjunto de pontos de N. Como
as cartas de N, também sao cartas de M, a aplicacao

I: N — N,
p — P

terd a mesma matriz jacobiana que ¢ nos pontos de p, com a escolha conveni-
ente das cartas. Assim, df|, serd um isomorfismo para cada p e, pelo teorema
da funcao inversa, I serd um difeomorfismo, o que implica que N = N,. [

Corolario 1.46. Duas subvariedades com o mesmo conjunto de pontos $ao
wguais, desde que elas tenham dimensao mazimal.

Subvariedades com topologias comparaveis

Proposigao 1.47. Sejam Ny e Ny duas subvariedades imersas de M com o
mesmo conjunto de pontos e suponha que a topologia de Ny é mais fina que
a topologia de No. Entao Ny é subvariedade de N,.

Demonstracao. Sejam N; e Ny como na hipotese. Primeiro, vamos mostrar
que a aplicagao
Ilg Ny — NQ
p > p

é suave. A continuidade de [;5 é consequéncia de a topologia de N; ser mais
fina que a topologia de Ns. Seja p € N; = N,. Sejam

fIU1CN1—>‘/1C]Rn1, nlzdile,

y:U, CM— V] CR™, m = dim M,

U1 C U{, ‘/1/ = ‘/1 X (_51751)7717111, 60>0
[§]

ZZUQCNQH%CRWQ, ngzdimNg,

w:UyCc M — V) CR™,

U, C Ué, ‘/2/ =V, x (—52,52)7”_”17 0>0

cartas locais em p tais que

37|U1—>y*(U1) = (:L'l, R ,xm,O, ce ,0) (§
m—ni
U_]"UQ*MB(UQ) = (21, c ,ZnQ,O, c ,0).

m—ng
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A interseccao Q) = U; NUJ contém 2 = U; N U,. Como a topologia de Ny é
mais fina que a de Ny, Q é aberto em N;. Seja U : (') — (') a mudanga
de carta de ¥ para w. A funcao I 5 se expressa, em funcao das cartas ¥ e 2,
como:

g(jlg(f_lOfl, oo 7tn1))> - (\Dl, ey \Dng)<t17 oo ,tnl,O, .o .,0)7

definida no aberto Z(2). Isto faz de I1 uma fungdo suave em p. Como p é
arbitrario, I;5 é suave.

Em segundo lugar, vamos calcular o posto de I15. Seja A a matriz jaco-
biana m x m de ¥ em p € €.

owy oy
Oy |, Om |,

A= : : (jacobiana da mudanga de coordenadas).
o |, Fm |,

Como as coordenadas w;, j > ng sao nulas em €2, e os vetores tangentes
VRl )
Oylp, com 1 < k < n; podem ser escritos como derivada de uma curva
contida em €2, temos:

Ow.
] =0, Vjktaisquens<j<mel<k<n;.
Oy, P
. . A n n A
Assim, A teré a seguinte forma em blocos: ( ( 1)O2X L A2 ) Note que
3

a submatriz A; é a matriz jacobiana de I15 em p, nas coordenadas locais ¥ e
Z.

O posto de A é m, pois A é a matriz jacobiana de um difeomorfismo.
Usando-se o fato de que o posto de uma matriz é igual ao ntimero de colunas
linearmente independentes, concluimos que o posto de A; é igual a n;. Como
p € arbitrario, o posto de I3 é sempre igual a n; e, portanto, [15 é uma
imersao, o que prova a proposicao. O

Corolario 1.48. Se duas subvariedades N1, Ny de M tém o mesmo conjunto
de pontos e a mesma topologia, entao elas sao iguais.

Demonstracao. Temos que N; é subvariedade de Ny e Ny é subvariedade de
Nj. Isto significa que dim Ny = dim V; e, ainda, que a identidade entre NV e
Ny é um difeomorfismo. Logo, N3 = Ns. O



24 CAPITULO 1. CONCEITOS FUNDAMENTAIS

Corolario 1.49 (Mesma dimensao e topologias comparaveis). Se duas subva-
riedades N1 e Ny de M tém o mesmo conjunto de pontos, a mesma dimensao
e suas topologias sao compardveis, entao N1 = Ny

Demonstracao. Suponha que a topologia de N; ¢ mais fina que a topologia
de N,. Entao N; é uma subvariedade de dimensao maximal de N,. Pela
proposicao 1.45, N; é a subvariedade aberta de Ny com o mesmo conjunto
de pontos de N,, ou seja: é a propria Ns.

Se a topologia de N, é mais fina, procede-se analogamente O

Subvariedades mergulhadas

Definicao 1.50. Uma subvariedade imersa N C M cuja topologia coincide
com a topologia do subespaco herdada de M é chamada de subvariedade
merqgulhada.

Exzemplo 1.51. Uma subvariedade aberta é subvariedade mergulhada.

Observacao 1.52. Pela proposicao 1.48, a estrutura diferencidvel de uma
subvariedade mergulhada é unicamente definida. Em outras palavras, duas
subvariedades mergulhadas com o mesmo conjunto de pontos sempre serao
iguais.

1.5.2 Uniao de subvariedades imersas

Proposicao 1.53. Seja C = {N;}c; wma familia indezada de subvariedades
imersas de M. Suponha que:

(i) As subvariedades tém todas a mesma dimensado, n.

(11) A intersec¢do de duas subvariedades quaisquer Nj, e N, € aberta, tanto
em relacao a topologia de N;, quanto em relagao a topologia de Nj,.

(15i) As topologias das subvariedades sao compativeis, isto €, dados ji,js €
J, e denotando Q := N; N Nj,, as restricoes das topologias de Nj; e
N;, a ) sao iguais.

Entao N = UjEJ N; € uma subvariedade imersa de M, com a topologia
gerada pela uniao das topologias das N; e a estrutura diferencidvel gerada
pela unido das estruturas diferencidveis das N;. Se p € Nj, para algum
Jo € J, o espago tangente de N em p € dado por T, N =T, N;,.
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Demonstracao. Para mostrar que a uniao ¢ uma variedade, basta mostrar
que as estruturas diferencidveis das partes N; € C sao compativeis. Isto é
consequéncia da proposicao 1.48 — que subvariedades imersas com a mesma
topologia sao iguais.

Para mostrar que a uniao ¢ uma subvariedade imersa, usamos o mesmo
argumento que foi usado na proposicao 1.43. O]

Observacao 1.54. Toda subvariedade imersa pode ser decomposta em abertos
que sao subvariedades mergulhadas: de fato, seja N uma n-subvariedade
imersa da m-variedade M. Dado p € N, o teorema da imersao nos dé cartas

Z:UCN—->VCR" deNe

y:UCM-—=V' CR" de M,
compe U, taisque U CU, V' =V x(—=0,0)" " e

y_’|U—>17(U) = (xl,...,x”,(),...,()).

Se considerarmos U como subvariedade aberta de N, veremos que U é
uma subvariedade mergulhada de M: pois, dado um aberto O C U,

O =5 (#O) x {0} ") = U N7 '(#(O) x (=5,6)" ™).
abert(:,em M

Ou seja, a topologia da variedade U é menos fina do que a topologia do
subespaco que U herda de M. Por se tratar de uma subvariedade imersa,
isto implica que as topologias sao iguais.

Variando p, obtemos subvariedades abertas U, de IV, todas de dimensao
n e com topologias compativeis (pois sao subvariedades abertas de N) que
sao subvariedades mergulhadas de M e cobrem .

1.5.3 Restricao de campo vetorial a subvariedade

Defini¢do 1.55. Seja X € X(M) um campo vetorial real na variedade M e
N C M uma subvariedade imersa de M. Dizemos que X é tangente a N se
X|, e T,N, VpeN.

Proposicao 1.56 (Restrigdo de campo escalar a subvariedade). Sejam f €
C>(M) e N subvariedade de M. Entao f|n € C®(N).

Demonstragao. A continuidade de f|, segue do fato de a topologia de N
ser mais fina do que a topologia do subespago herdada de M. Dado p € N,
mostremos que f|y é suave em p.
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Sejam ¥ : U CN -V CR"ey:U C M — V' CR™ cartas locais de
N e M, respectivamente, tais que

pel, V' =V x (=8,8)"",
Ucu, FU) =V x {0}
e
y(q) = (x1,...,2,,0,...,0)(q), VYqé€ N.
ylq) = (21 )(a), Vq
Entao
(fIMlg o @ty tn) = F(T " (t1y -ty 0,...,0)), V(ti,...,t,) € V.
Assim, como f|yr oyt é suave, f|x ¢ suave em p. O

Proposigao 1.57 (Restrigao de campo vetorial a subvariedade). Seja X um
campo vetorial real definido na variedade suave M e tangente a subvariedade
N C M. Eziste um inico campo X |y € X(N) tal que, para toda f € C*(M),

XIn(flv) = (X)lw
e ele ¢ definido por (X|n)|, = X|,, VYp€N.

Demonstracao. Quando a subvariedade N é uma subvariedade aberta, basta
usar a proposi¢ao 1.9. Facamos o caso geral.

FEzisténcia: Seja i : N — M a inclus@o. Definiremos X |y como o campo
vetorial que satisfaz (X|y)|, = (di)~'(X|,). Para que este campo exista
basta mostrar que, Vg € C>(N), a fungdo ¢ — (di)~'(X],)[gl,] € suave.
Fixado p € N, mostremos que esta fungao é suave em p.

Sejam 7 : U C N -V CR"ey:U C M — V' C R™ cartas locais de
N e M, respectivamente, tais que

pev, VI =V x (4,8,
Ucu, F(U) =V x {0}

y(q) = (x1,...,2,,0,...,0)(q), Vg€ N.
4(q) = (n1 x (@), Vq
_ 9
P Oy

Entao

, VpeU, Vje{l,...,n}.

p
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O campo X se escreve localmente como

com a; € C>*(U’) fungoes reais. Como X é tangente a N, a;(p) =0, Vp €
U Vi:n<j<m.
Assim,

, VpeUl.

n

@ (X [al,] = Yt 5

J=1

[g\p}, VpeU.

p

Portanto a funcao ¢ — (di)™'(X|,)[gl,] é igual, quando restrita a U, a
> i—1(ajl)0g/0z;. Isto demonstra a suavidade e fica definido o campo X,
com a seguinte formula em coordenadas locais:

- 0
(XMl =) aj’Na_xj'

Jj=1

Seja f € C®(M). Mostremos que (X|y)(f|n) = (Xf)|n. Dado p € N,
sejam ¥ e g/ cartas locais de N e M definidas em U e U’ como foi feito acima,
e escreva X|[pr = Y0 a;0,;, também como antes.

Xf(p) = ;aj(p)g—;j - ;aj(p)g—;j = ;aj(p) agxlj) p
= X[n(fIn)(p).

Unicidade: Seja Y € X(N) tal que Vf € C*(M) : (Xf)|lxv = Y(f|n).
Mostremos que Y = X|y. Isto &, mostremos que Vp € N : Y|, = (di) 1 (X],).

di(Y )Fl) = V1o | (F o DI, | = V1o | (FI)],] = Y (F10)(0) = (X )] ()
= Xf(p) = X|pLfL,). VF €C=(M).

sdiY]y) = X[, Y = (d)THX ). [
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1.5.4 Imagem de subvariedade por difeomorfismo

Proposicao 1.58. Seja M' C M uma subvariedade imersa de M e F :
M — N um difeomorfismo. Entdo F(M') é uma subvariedade imersa de N,
Flyroroury € difeomorfismo entre M’ e F'(M') e, para cadap € M', o espago
tangente de F(M') é dado por Ty F(M') = dF (T, M").

Demonstragao. Considere a restricao F|,,. F|,;, = F oi, onde i é a inclusao
de M'em M. Assim, F|,, serd suave e uma imersao (por ser composicao de
imersoes). O resultado segue da proposi¢ao 1.38 (imagem de imersao injetiva
é subvariedade) e da regra da cadeia (para calcular o diferencial de Foi). [



Capitulo 2

Orbitas de Sussmann

2.1 Curvas integrais e fluxo

2.1.1 Curvas integrais

Definigao 2.1. Sejam M uma variedade suave e X € X(M) um campo
vetorial real em M.

(i) Uma curva « : (a,b) — M, com a,b € [—00,0], a < b é chamada de
curva integral do campo X quando o/(t) = X|a), Vt € (a,b).

(ii) Quando 0 € (a,b) e p = a(0), dizemos que a curva « esta centrada em
.

(iii) Dizemos que a curva integral a ¢ mazimal quando ndo existir nenhuma
outra curva integral 3 : (¢,d) — M que seja extensao de «, isto é, que
tenha (a,b) C (¢, d) e Blwp = .

Observacao 2.2. Estamos pedindo na definicdo que o campo vetorial seja real:
pois a derivada de uma curva em uma variedade, o/(t), é sempre um vetor
tangente real.

Proposicao 2.3 (Existéncia e Unicidade das Curvas Integrais). Sejam M
variedade suave, X € X(M) um campo real, to € R e p € M. Entdao existe
0 > 0 tal que:

(i) VT € (0,0), existe uma unica curva integral o : (tog — Tyt +T) — M
de X com a(ty) = p.

(ii) Existe uma vizinhanga aberta V de p tal que, para cada p' € V, VT €
(0,90), existe uma unica curva integral o : (to — Tyto+T) — M de X

com a(ty) =p'.

29
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Demonstracao. Isto é uma aplicagao do Teorema de Picard. O

Corolério 2.4. Sejam M uma variedade suave e X € X(M). Dado p € M,
existe uma unica curva integral mazimal de X centrada em p.

Observacao 2.5. Isto implica que uma curva integral nao pode ter pontos
criticos, a menos que ela seja constante.

Proposigao 2.6 (Curva integral na subvariedade). Seja X € X(M) um
campo vetorial em M e N uma subvariedade imersa de M, com X tangente
a N. Seja o : (a,b) — N uma curva integral de X|n. Entdo a inclusao de «
em M € uma curva integral de X.

Demonstragdo. (1o a)(t) =di(a/(t)) = X|aw- -

Exemplo 2.7. Em geral, a reparametrizacao de uma curva integral nao é curva
integral. Procuremos condigoes para que isto ocorra. Seja ¢ : (a,b) — (¢, d)
um difeomorfismo entre intervalos e « : (a,b) — M curva integral do campo
X. Entao

(@0 d)(t)[flaw] = (foaod)(t) = ((foa)od)(t)
= ¢/ (t)(f o) (6(1)) = ¢ (1) (t) [ f]a()]
(a0 @) (t) = &' (t)a' (6(t) = ¢'(1) Xlaos()-

Assim, a reparametrizacao « o ¢ s6 é uma curva integral de X quando ¢
¢ uma translacao:

(b: (a,b) — (CL—Fto,b—Fto)
t — {41

Exzemplo 2.8. Seja M = R? com a estrutura diferenciavel gerada pela carta
global Idge2 = (z,y). Seja X = 0,.
Dado p = (z0,y0), a curva integral maximal de X centrada em p é « :
R — R? dada por a(t) := (zo + ¢, o).
De fato, pois
0

T o

0

Oé/(t) = %

(zo+t,y0) a(t)

e o dominio de « ja é a reta inteira, nao admitindo extensoes.

Ezemplo 2.9. Nem sempre a curva integral maximal pode ter como dominio
a reta real inteira. Seja M = (a,b), com (a,b) C R, Id |4 = « carta global
e X =d/dx. Seja p = xy € (a,b). Neste caso, a curva integral maximal
centrada em p serd dada por « : (a — xg,b — x9) — M, com a(t) = xy + t.
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Ezemplo 2.10. M =R*\{0}, (z,y) = Idge\ (o) carta global.
Considere os campos

o.__,9.,9 , 9 _29 yo
a0~ Yor oy or’ roxr 1oy

onde a funcdo r € C*(M) é definida por r := /22 + y2.
Dado o ponto p = (rgcosfy,mosenby), as curvas integrais maximais de
0/06 e de 0/0r sao, respectivamente:

a: R — M
t +—— (rocos(fy +t),rosen(fy +t))

(rotagao de py em torno da origem com velocidade angular 1), e

B: (=rg,00) — M
t — ((ro 4+ t) cos By, (ro + t) sen )

(movimento linear de py na dire¢ao radial, com velocidade 1).

2.1.2 Fluxo

Definigao 2.11. Seja M uma variedade suave e X € X(M) um campo
vetorial real em M. Dado p € M, seja ay, : (ap,b,) — M a curva integral
maximal de X centrada em p. Para cada t € (ayp,b,), denotaremos por X;(p)
o ponto a,(t). A aplicacdo (p,t) — X;(p) serd chamada de fluzo do campo
X.

Proposigao 2.12 (Suavidade do Fluxo). O fluzo de um campo vetorial X €
X(M) € uma aplicacao suave, definida em um subconjunto aberto de M x R.

Demonstracao. Ver Sotomayor [7], capitulo VI, para uma prova em R". [

Proposigao 2.13 (Propriedade de Grupo). Sejam X € X(M),t,s € R
p € M. Se Xy(Xs(p)) for definido, Xi1s(p) também é definido e X;(Xs(p))
Xt+s(p>'

Demonstragao. Seja a: (a,b) — M :=r +— X,(p) a curva integral maximal
de X centrada em p e seja 5 : (¢,d) = M =71 — X,.(Xs(p)) a curva integral
maximal de X centrada em X (p). Por hipotese, s € (a,b) e t € (¢, d).

Seja a1 (a — s,b—s) — M a curva « transladada:

I o

as(r) = a(r +s).
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Sabemos (exemplo 2.7) que a translagao de uma curva integral também ¢ uma
curva integral. E facil ver que a translacdo de uma curva integral maximal
é outra curva integral maximal. Assim, o, é uma curva integral maximal
de X. Como a4(0) = a(s) = X(p), temos que oy = e portanto (¢, d) =
(a—s,b—s).
Assim, t € (a —s,b—s) e as(t) = Xst(p) = B(t) = Xe(Xs(p)).
O

Exemplo 2.14. X = 9, em R?, com Id |g2 = (z,y). Entao, para cada p € R?,
e para cada t € R,

Xi(p) = (z(p) +t,y(p))-
Ezemplo 2.15. M = (a,b) C R, com a estrutura diferenciavel induzida pela
carta global z = Idg; X = d /dz. Entao, dado p € R,
Xi(p) =p+t, desde que p+t € (a,b).

Neste caso, o dominio do fluxo ¢ {(p,t) € R?*|p € (a,b) e p+t € (a,b)}.
Ezemplo 2.16. M = R?,

Entao
Xi(p) = (a:(p) cost — y(p) sent, z(p) sent + y(p) cos t),
definido para todo t.

2.2 Difeomorfismos locais

2.2.1 Definicao e operacoes

Definicao 2.17. (i) Um difeomorfismo local na variedade suave M é um
difeomorfismo entre dois abertos de M. A aplicacdo vazia, cujos do-
minio e contra-dominio sao o subconjunto vazio de M, é considerada
também como um difeomorfismo local.

(ii) Dados dois difeomorfismos locais ¢ : U C M — V C M ey : U C
M — V' C M, definimos o seu produto como sendo o seguinte difeo-
morfismo local, potencialmente vazio:

oY YTV NU) — (V' NU)
p — ¢(v(p))

(iii) Definimos o inverso de um difeomorfismo local (notagao ¢~') como
sendo a sua funcao inversa.
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Propriedades das operacoes

Proposicao 2.18. (i) O produto de difeomorfismos locais € associativo.

(i) Dados ¢y, ¢y difeomorfismos locais, (¢12)~" = ¢y 7 .

Demonstracao. Associatividade do produto: Sejam
Gr:Up = Vi, ¢a:Up— Vo e ¢3:Us = V3.
Mostremos que o produto de difeomorfismos locais é associativo. Isto é, que

¢1 (¢2¢3) - (¢1¢2)¢3'

Para isto, precisamos identificar o dominio e o contra-dominio destas aplica-
coes.

Gtz @3 (VanUs) —> ¢o(VaNUsy)
p > 02(¢3(p))

D1(pagp3) = (P2p3) H(d2(VaNUz) NUL) —  ¢1(pa(VaNUs) NTY)
p — d1(d2(ps(p)))

1o ¢ (Ui1NVa) — ¢1(Ur N V)
p — o1(¢2(p))

(162)0s: &5 (VaNgy (UiNVa)) — d1a(VaN gy (U1 N Va))
p — 61(d2(0s(p))) '

Assim, temos que mostrar as seguintes igualdades de conjuntos:

¢35 (Vs N gy (UL N V2)) = (datd3) " (2(VsNUz) NUL) e (2.19)
D12 (V3N ¢y (UL N Va)) = ¢1(a(Vs N U) N UL). (2.20)

Demonstracgao de (2.19):

(¢agp3) (Pa(Va N Us) N UY)
= {]9 € ¢35 (VanNUa) | da(d3(p)) € da(VsNUs) N Ul}

= {pe e’ (Nt | 6slp) € V5N TR NO7 (TN V2) )

= {p € U3 ‘ qbg(p) S (‘/3 N UQ) m¢2_1(U1 N ‘/2>}
= o5 (VN ¢y (U1 N Va)).
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Demonstracao de (2.20):

B162(Va 167 (U1 112) = {61(62(p)) | p € Va6 (U1 N1 Va) |
= {61@)[a € &GN D) N0 N1
— {¢1(q) ) q € po(VaNUy) N Ul} = ¢1(p2(V3 N U2) NUY).

Inversao do produto:

(102) ™ 2 1(VanUy) — 3 (VanUh)

p — ¢y (7' (D))
Gyt ot (pr)THUIN V) — ¢y (VanTy)
p — ¢y (01 (p))-
Como (¢7") 7! = ¢1, (¢102) ™t = b3 o7 L

2.2.2 As aplicacoes X,

Definicao 2.21. Dado um ¢ € R fixo, seja €2; o conjunto de todos os pontos
p € M tais que X;(p) é definido. Q; é aberto (pois o dominio do fluxo é
aberto, pela proposi¢ao 2.12) assim definimos a apli¢ao:

Xt . Qt — Xt(Qt) cM
p — Xi(p)

Observacgao 2.22. X; ¢ um difeomorfismo local: X; tem como func¢ao inversa
X_;. Ambas sao suaves, em virtude da proposicao 2.12. Assim, X; é um
difeomorfismo entre os abertos de €, e Q_, de M.

2.2.3 Grupos de difeomorfismos locais

Definicao 2.23. Um grupo de difeomorfismos locais na variedade suave M
é um conjunto de difeomorfismos locais que é fechado nas operacgoes produto
e inversao.

Observacgao 2.24. Um grupo de difeomorfismos locais pode nao ser um grupo
no sentido algébrico do termo. Por exemplo, seja G o conjunto de todos
os difeomorfismos locais de M. G é um grupo de difeomorfismos locais. O
elemento neutro de G, se G fosse um grupo no sentido algébrico, seria a
identidade Id : M — M.

Se ¢ : U — V ¢ um difeomorfismo local, ¢! = Id |y, a restricao de Id
ao aberto U, que s6 coincide com Id quando U = M.
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Ezemplo 2.25. Dado um campo real X € X(M), suponha que as curvas
integrais maximais de X tenham como dominio toda a reta real. Entao
as aplicacoes X; sao definidas em toda a variedade M para todo t € R.
Considere o conjunto G = {Xi|t € R}. Sejam X; e X; elementos de G.
Pela proposicio 2.13, X; X, = X;1, e X; ' = X_,. Assim, G é um grupo de
difeomorfismos locais — e também, neste caso, um grupo no sentido algébrico
do termo.

2.3 Familias de campos vetoriais e 6rbitas

2.3.1 Familias de campos vetoriais

Definigao 2.26. (i) Uma familia de campos vetoriais D em M é um con-
junto de campos vetoriais (reais) definidos em abertos da variedade M.

(ii) Diremos que a familia de campos vetoriais D é definida em todo lugar
quando, para todo ponto p € M, p estd no dominio de algum dos
campos vetoriais de D.

Seja D uma familia de campos vetoriais em M.

Definigao 2.27. O grupo gerado por D, Gp, é o menor grupo de difeomor-
fismos locais que contém todas as aplicacoes da forma X;, com X € D e
teR.

Sejam n € N um namero natural, ¢ = (X', X2 ... X™) € D" uma n-upla
de campos vetoriais da familia D, T = (t1,ts,...,t,) € R™. Denotaremos
por &7 o difeomorfismo local X} X2 --- X[

Proposicao 2.28. Gp = C, onde
C={&|¢e D" T eR*neN\{0}}

Demonstrag¢ao. Afirmacao: C' C Gp.

De fato, dado &p = thl - X € C, & é formado usando-se apenas a
operacao de composi¢ao a partir dos elementos thl, ..., X{ e portanto estd
em todos os grupos que os contém. Em particular, {7 € Gp.

Afirmagdo: C' é um grupo de difeomorfismos locais.

De fato: dados

£T5:Xt11"'XtT:L6775::}/;11"'3272ECa

temos s
n n notagao
Erns = thl o 'thYtsll Y = &)y €C



36 CAPITULO 2. ORBITAS DE SUSSMANN

— n notagao 2
(&r)™! :X—tn"'Xitl = §reC
Portanto, C' = Gp. n

Ezemplo 2.29. M =R3 1d: R® - R3 = (z,y,2), D = {X,Y}, com X = 0,
eY =0,

Xtu}/;f:R3_>R3 Xt:(x—i—t,y,z) Y;:(xay—i_taz)
Neste caso Gp = {thYt2|t1,t2 e R}

Para verificar este exemplo, basta mostrar que o conjunto acima é um
grupo, o que é consequéncia de as aplicagoes da forma X;, e Y, comutarem.

2.3.2 Definicao das D-6rbitas

Definicao 2.30. Seja D uma familia de campos vetoriais definida em todo
lugar. Dizemos que p ~ ¢ se 3¢ € Gp : ¢(p) = q. A relagdo ~ é de equiva-
léncia. As drbitas da familia D ou D-drbitas sao as classes de equivaléncia
de ~ .

Observag¢ao 2.31. Mostremos que ~, como definida acima, ¢ mesmo uma
relacao de equivaléncia.

p ~ p: Como D é definido em todo lugar, existe X € D, X € X(£2) com
p € Q C M. A aplicagdo X, é a identidade em €, entao p = Xo(p).

p~q=q~p: Sejap € Gp tal que ¢(p) = q. Entdo ¢~1(q) = p e
¢t e Gp.

p~qeqn~T=p~7r: Sejam ¢, € Gp tais que ¢(p) = q e P(q) = .
Entao vo(p) =7, e v € Gp.

2.3.3 Definicao por curvas integrais por partes

Definicao 2.32. Seja D uma familia de campos vetoriais definida em todo
lugar na variedade M. Uma curva integral por partes de D é um caminho
continuo « : [a,b] — M tal que existe uma particio a =ty <t} < --- <t, =
b de [a,b] e existem campos vetoriais X', ..., X" € D tais que é
curva integral de X7 ou de —X7 para todo j € 1,2,...,n.

j—1:t5)

Proposicao 2.33. Seja =~ a relacio, nos pontos de M, definida pela regra:
p =~ q< Ja:a,b] = M, curva integral por partes de D, tal que aa) =
peal)=q.

Entao =~ € uma relacdao de equivaléncia que coincide com ~, da defini¢cao
2.30.
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Demonstracao. p ~ q = q ~ p: Pois o caminho inverso de uma curva integral
por partes de D ainda é uma curva integral por partes de D.

pqeq~r= p~r: Pois a concatenacao de duas curvas integrais por
partes ainda ¢ uma curva integral por partes.

p &~ p: como D é definida em todo lugar, ha um campo X € D que é
definido em um aberto contendo p. Usando a curva integral de X centrada
em p, podemos encontrar ¢ € M (potencialmente igual) tal que p ~ ¢. Como
pRqgeq~p,temos p=p.

Assim, ~ é uma relacao de equivaléncia.

Se g = Xi(p), X € D, t € R, entdo podemos ligar p e ¢ por um segmento
de curva integral, e portanto ¢ &~ p. Mais geralmente, se ¢ = &7 (p), com &p =
(XY, -+ (X™),,, entao podemos fazer indugao em n e usar a transitividade
de =~ para concluir que p ~ ¢. Assim, p &~ ¢ sempre que p ~ q.

Por outro lado, suponha que p e ¢ se ligam por uma curva integral por
partes de um s6 segmento, isto é, existe a : [a,b] — M tal que a(a) = p,
a(b) = q e &) € curva integral de algum campo X € D (se a|(, ) for curva
integral de —X, podemos trocar p e ¢ sem perda de generalidade). Ainda,
podemos supor que a = 0.

Como existem os limites laterais de o), podemos estendé-la pelos dois
lados (isto é consequéncia da proposigao 2.4). A extensao maximal de o)
coincide com X;(p), e passa por ¢q. Portanto, p ~ ¢. Por indugdo, e novamente
usando a transitividade da relagao =, se p se liga a ¢ por uma curva integral
por partes de n segmentos, p ~ q.

Assim, sdo equivalentes: p~ qe p ~q. [

Corolario 2.34. As D-orbitas coincidem com as classes de equivaléncia de

~~. Assim, podemos usar a relagdo “estao ligados por uma curva integral

por partes” nos pontos de M como uma maneira alternativa de definir as

D-orbitas.

Ezemplo 2.35. (i) M = R* D = {9,,0,}. Entdo as D-orbitas serdo os
planos horizontais.

(i) M =R3 D ={0.,0p}, onde 9 := —y0, +x0,. Neste caso, as D-Orbitas
sao os cilindros (de base circular) em torno do eixo z e o proprio eixo
z.

(iii) M =R? D ={X' X?}, com

Entao a tnica orbita é R3.
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O primeiro e o segundo caso sao faceis de se ver, usando-se que as curvas
integrais dos campos em questao sao retas e circulos. Para o terceiro exemplo,
dado p = (zo,y0, 20) € R3, as seguintes ligagdes podem ser feitas por curvas
integrais dos campos indicados:

X1 X2 X1 X2
(13073/0720) ~ (O,yo,Zo) ~ (07Z07ZO> ~ (1720720) ~ (17070)

2.3.4 As aplicagoes p¢

Definigao 2.36. Para cada n-upla £ € D", e para cada p € M, seja Q¢ 0
conjunto de todos os T € R" tais que &p(p) é definido. Para cada n € N,
¢ € D", definimos a aplicacao:

Pep: Qep CRY — M
T — &r(p).

Proposicao 2.37. O conjunto )¢, da definicao acima é aberto em R™.

Demonstragao. Seja & = (X1,..., X™). Fagamos uma indugao finita em n:
Se n = 1: entao ()¢, é o dominio da curva integral maximal centrada em
p, que é aberto.
Sen > 1, e supondo que o teorema vale paran—1: Seja T = (t1,...,t,) €
Q§7p.

¢r(p) = X, (ns(p))
onden = (X2,...,X") e S =(ty,...,t,)

Por indugao, existe uma vizinhanca (aberta) V' c R*™! de S tal que
nr(p) é definido para todo R € V'. Pela continuidade do fluxo, se W é uma
vizinhanga de 75(p), podemos restringir V' de forma que ng(p) € W,VR € V".
Por 2.3, podemos escolher a vizinhanca W de tal forma que as curvas inte-
grais centradas em p’ = ng(p) € W, dadas por X/ (nr(p)) na variavel ¢, sdo
definidas para todo t; € (—r,r), onde r > 0 pode ser escolhido uniforme-

mente. Assim, o aberto (—r,7) x V' esta contido em () ,, e é vizinhanca de
T. L]

Proposicao 2.38. As aplicagoes pe, sao suaves.

.=

Demonstracao. Isto é consequéncia da suavidade do fluxo. Dado £ € D
facamos inducdo em n. Se n = 1, £ = (X) e portanto pe,(t) = Xi(p)
®(p,t), onde ® & o fluxo de X, que sabemos ser suave.

Se n > 1, e usando a hipotese de indugdo, escrevamos ¢ = (X)n, onde
X € D,ne D peplty, ... itn) = D(pyp(ta, ... tn), t1), onde ® é o fluxo
de X. Como p,, e ® sao ambas suaves, pg, é suave. []
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Observacao 2.39. Sejam p um ponto da variedade suave M e D uma familia
definida em todo lugar de campos vetoriais em M. A D-o6rbita do ponto p é
dada pelo conjunto:

S, == U {&r(p)|¢ € D", T € R" e p € Dom(ér) }
neN
Com a definicao das aplicacoes pg¢ ,, a D-6rbita de um ponto p € M pode
ser escrita como:

Sy = U {pm(T)‘f €ED"T € Qe,} = U U Imagem(pe¢ ).

neN neNgeDn

2.3.5 Topologia da D-6rbita

Definigao 2.40. A topologia da D-o6rbita S, de um ponto p é a topologia
co-induzida pelas aplicacoes pg p, isto é:

={UC Sp|p;[1,(U) é aberto em (¢, }

Proposicao 2.41. A topologia da D-orbita € bem-definida. Isto é, se p e q
estao na mesma orbita, as topologias T, e T, sa0 iguais.

Demonstracao. Sejam p e ¢ na mesma orbita. Seja U € 7,. Mostremos que
U e 7, Dados n € N, { € D", queremos mostrar que p;;(U) ¢ aberto em
Q¢ 4. Como p e g estao na mesma Orbita, existem m € N,np € D™ e Ty € ),
tais que 9, (p) = ¢.

Dado T' = (t1,...,tn) € Qeyq,

peq(T) = &r(q) = Er(nr, () = (En) 11 (P) = peyp(TTh).

Portanto, pe, = peypoC, onde C': Q¢ — Qg , € a concatenacao C(1') =
TTp.

Assim, p;;(U) = C’*l.(pgn{p(U)). Pela continuidade da concatenacao C,
obtemos o resultado desejado. O

Proposicao 2.42. (i) A topologia das D-drbitas é mais fina que a topolo-
gia do subespaco.

(i) As orbitas, dotadas de suas topologias, sio conexas.

Demonstragao. (i) Seja S, a D-orbita de p na variedade M. Se U C M ¢é
um aberto de M, queremos mostrar que U NS, é aberto na topologia
da orbita. Mas isto é consequéncia de as aplicacoes pep : Qe — M
serem continuas: como a imagem destas aplicagoes estd contida em S,
temos pgzl,(U ns,) = pg;(U), que é aberto.
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(ii) Seja v : (a,b) — ) tal que o, ., € uma curva integral de algum
X € D. Mostremos que « é continua (em relacao a topologia de S,).

Podemos supor, sem perda de generalidade, que a ¢ maximal — pois
toda curva integral é restricao de alguma curva integral maximal, e a
restricao preserva continuidade. Ainda podemos supor, sem perda de
generalidade, que 0 € (a,b), pois a translacdo de uma curva preserva
continuidade.

Seja ¢ = a(0). Assim, « coincide com a fungao t — X;(q) = pe,. 4, onde
& = (X). Pela proposicao 2.41,

7o =14 = {U C Sq| pe4(U) & aberto, V¢ € D", VT € R",Vn € N}.

Assim, se U € 7,, a”}(U) = p;)%q(U) é aberto em Q¢ , = (a,b). Ou
seja, o é continua.

Como as curvas integrais em S, sao continuas, e todos pontos de S, po-
dem ser ligados por uma concatenacao de segmentos de curvas integrais,
concluimos que S, é conexa por caminhos — e, portanto, conexa.

[]

Observacgao 2.43. Como a topologia de uma 6rbita é mais fina do que a sua

topologia como subespaco, a 6rbita também serd conexa como subespaco de
M.

Observacio 2.44. A topologia da D-érbita, em geral, nao coincide com a
topologia co-induzida por todas as curvas integrais de elementos de D. Em
R? com as coordenadas usuais, considere D = {9,,0,}. A tnica D-6rbita
¢ R?, e sua topologia sera a topologia usual do plano (o que é facilmente
demonstrado se usarmos o teorema 2.73 e a proposicao 1.45).

O conjunto

W={peR| @+ )p) <1]\{(£,1)| neN}.

é aberto na topologia co-induzida pelas curvas integrais de 0, e 0,: pois,
dado p € W, sempre podemos mover p um pouco nas direcoes vertical e
horizontal. Mas W nao ¢ aberto na topologia usual do plano, pois 0 nao é
ponto interior de W.

2.4 Distribuicoes

Definicao 2.45. Uma distribuicao A é uma aplicacdo que associa a cada
ponto p € M da variedade M um subespago vetorial A(p) C T,M do espaco
tangente de M em p.
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Definigao 2.46. (i) Dada uma familia D de campos vetoriais definida em
todo lugar na variedade M, a distribuicao gerada por D, Ap, é a dis-
tribuicao que associa a cada p € M o subespago vetorial gerado pelos
campos de D que sao definidos em p, isto é:

Ap(p) = {{X|,|X € D, X & definido em p})

(ii) Uma distribuicdo A que pode ser gerada por uma alguma familia D de
campos vetoriais (suaves) é chamada de distribuicao suave.

Definigao 2.47. Dizemos que um campo vetorial X € X(Q2), com  um
aberto de M, pertence & distribuicao A (notagdo X € A) se, para cada
p e, X|, € A(p). A familia de todos os campos vetoriais que pertencem a
uma distribuicao A é denotada DAa.

Ezemplo 2.48. Uma distribuicio que ndo ¢ suave: em M = R?:

p) < L
Ap) =4 20 se z(p) e y(p) sdo ambos racionais;
8%, se x(p) é irracional ou se y(p) é irracional.

2.4.1 Subvariedades integrais

Definigao 2.49. (i) Uma subvariedade integral da distribuicdo A é uma
subvariedade imersa N C M cujo espaco tangente coincide com A em
cada ponto.

(i) Uma distribuicdo A tem a propriedade das subvariedades integrais
quando, para cada p € M, existe uma subvariedade integral de A pas-
sando por p.

(iii) Uma subvariedade integral maximal da distribui¢ao A é uma subvarie-
dade integral N de A tal que cada subvariedade integral conera de A
que intercepta N é uma subvariedade aberta de N.

(iv) Uma distribuicdo A tem a propriedade das subvariedades integrais ma-
ximais quando, para cada p € M, existe uma subvariedade integral
maximal de A passando por p.

Proposicao 2.50. Sejam X', ..., X™ campos vetoriais na variedade M que
sao tangentes a subvariedade N C M. Sejam

E= (XY X" e Ey=X N, X ).

Seja T = (t1,...,t,) € Qg p- Entao T € Q¢y e (€| y)r(0) = Er(p).
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Demonstracao. Se n = 1:

Entao § = (X),ér = Xy, (&ly)y = (X|n),,- Seja a @ (a,b) — N a
curva integral maximal de X|y centrada em p, definida na subvariedade
N. A inclusao de a« em M é uma curva integral de X em M centrada
em p. Assim, dado t € (a,b), Xi(p) = (i 0o a)(t) = (X|n),(p). Portanto,
X (p) = (X|y),, ()-

Se n > 1 e supondo a hipoétese de inducao:

Entao 5 = nqvb? com 17 = (X1> € @D = (XQa"'aXn>' €|N = (77|N)(77ZJ|N)
Seja T" = (ta,...,t,). Entao

(Elx)r(p) = (X|n);, (¢[n)z (p)
= (X[8)u (W (p) = Xo, (Y (p) = Er(p)-

]

Corolario 2.51. Na linguagem das aplicacoes p que foram usadas para de-
finir a topologia, a proposicao acima diz: definidas

ab. ab.
Pep i Sep CRY — M e peyp:Qeyp CR" — N,

ab.
tem-se que Qe p C Qe € pep(T) = pely p(T), VT € Qe p-

Exemplo 2.52. Seja M = R3. Entao os planos horizontais da forma z = k
sao subvariedades integrais maximais da distribui¢do A gerada por {0,,0,}.

Para mostrar que os planos horizontais sao subvariedades integrais de A,
podemos escrever cada plano como uma imagem de imersao injetiva (de R?
em R?) e usar a proposi¢ao 1.38.

Seja S, um desses planos horizontais. Mostremos que S, ¢ maximal.
Seja N uma subvariedade integral conexa de A que passa por p. Mostremos
primeiro que o conjunto de pontos de N é um aberto em S,. Os campos 0,
e 0, sao tangentes a N, entao podemos restringi-los a N.

Vamos dar nome aos campos: X = 0d, e Y = J,. Sejam { = (X,Y) e
n = (X|n,Y|n) = &|y. Para cada ¢ € N NS, temos a aplicacdo suave

ab.
Pnag i Qg C R* = N, definida por
puatist2) = Mo (@) = (XIy),, (Y1), ().
Pela proposicao 2.50, 0, , C Q¢ e

Pna(ti,t2) = peg(ti,ta) = (x(q) + t1,y(q) +t2), V(t1,t2) € Q4

Como py 4 tem posto 2 e ¢ injetiva, podemos argumentar pelo teorema da
fungao inversa que p, , tem imagem aberta em N. Como a imagem de p, , é
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também um aberto em S, (pela férmula acima), concluimos que todo ponto
g € S,N N possui uma vizinhanca aberta em N que também é um aberto de
Sp-

Isto implica que N N S, é aberto em S,. Mostremos que N = N N 5,.
Dado ¢ € N\S,, ¢ esta no plano horizontal S, = {¢ € R*| 2(¢') = 2(q)} e
podemos usar um argumento analogo ao anterior para mostrar que ¢ tem
uma vizinhanga aberta em N que estd contida em S, — e, portanto, nao em
Sp. Assim, N\S, também serd aberto. Pela conexidade de N, N\S, é vazio
(porque N NS, nao é).

Agora, mostremos que N é uma subvariedade aberta de S,. Seja N, a
subvariedade aberta de S, (e, portanto, subvariedade imersa de R?) com o
conjunto de pontos de N. Queremos mostrar que N = N,. Seja U um aberto
de N. Entao U — visto como subvariedade aberta de N — também é uma
subvariedade integral de A.

Se U for conexo, U serd um subconjunto aberto de .S, pelo argumento
que foi feito anteriormente. Se U nao for conexo, cada componente conexa
de U é aberta em S, e, portanto, U também o é.

Assim, todo conjunto aberto U de N é aberto em S, (e, portanto, em
Ns). Isto implica que a topologia de N é mais fina do que a topologia de Ns.
Com o fato de que dim N = dim N,, o corolario 1.49 nos diz que N = Ns.

2.4.2 D-invariancia

Definicao 2.53. Seja D uma familia de campos vetoriais na variedade M.
Uma distribuicao A é dita D-invariante quando, para toda ¢ € Gp, ¢ : 2 —
', temos:

do(A(p)) € A(g(p)), Vp € Q

Definicao 2.54. Dada uma familia de campos vetoriais D definida em todo
lugar na variedade M, a distribuicao Pp é definida como a menor distribuigao
D-invariante contendo Ap.

Definigao 2.55. Seja ¢ : 0y — € um difeomorfismo local em M. Dado
um campo vetorial X € X({2x), com Qy aberto em M interceptando €y,
definimos o campo vetorial

do(X) € X(p(Qx NQy))

da seguinte maneira: a cada ponto ¢(p) associamos o vetor tangente do(X]|,).
Ou seja, dp(X)|, = dp(X|y-1(g). Isto serd um campo vetorial suave, devido
ao fato de ¢! ser suave.
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Proposigao 2.56 (Gerador de Pp). Dada uma familia D de campos vetoriais
definida em todo lugar em M, seja

A={do(X)| ¢ € Gp, X € D}.
Entao Pp = Ay.

Demonstracao. Ay contém Ap: pois D C A, pois, dado X € D, a aplicacao
Xo: Qx — Qx, que é a identidade no aberto 2x em que X é definido, esta
em Gp. Entdo dXo(X) = X estd em A.

A4 esta contida em Pp: Dado v, € Aa(p), v, = do(X|,), para X € D,
¢ € Gp e ¢(q) =p. Como X|, estd contido em Pp(q) e Pp(q) é D-invariante,
’l_fp S PD(p)

Ay é D-invariante: dados U, € As(p) e ¢ € Gp, sabemos que v, =
do(X|,), para X € D, ¢ € Gp, e ¢(¢) = p. Entdo queremos mostrar que
di)(v,) estd em Ay. De fato:

av(dg(X1,)) = dwo)(X],) € A,
pois ¢g € Gp. m
Ezemplo 2.57. Em R3, a distribuicao Ap gerada por

p[2 0
ox’ Jy
¢ D-invariante.
Seja U, € A(p) um vetor tangente de A(p), ou seja,
v, 0 +b 0
U, = a— —1 .
P ox » dy »

Mostremos que ¢ € Gp implica d¢(t,) € A(¢p(p)). Podemos escrever (ver a
observagao 1.14) 7, = o/(0), onde a : (—6,) — R? é uma curva cuja imagem
estd contida no plano horizontal S, que passa por p. O diferencial d¢(v),),
entao, pode ser calculado usando a curva «:

dg(tp) = dg(a’(0)) = (¢ 0 @)'(0).
Como S, é uma D-érbita, ¢(S,) C S, e portanto a imagem da curva ¢ o «
estd contida em S,. Temos que z(¢ o ) é constante, logo

0

(b00)(0)=d

Lo
ox €

(com d, e € R),
¢(p) 0y

¢(p)
que pertence a A(¢(p)).
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Ezemplo 2.58. A distribuigdo gerada por D = {9,,0, + 0.} em R® nao é
D-invariante.
De fato: sejam

pZ(l,O,O), ﬁp:a—y‘ + —
p

A translagao ¢ = (x — 1,y, z) pertence a Gp. Aplicando seu diferencial a
U, obtemos:

_9
- 5

0

) = 5| + 5:| 50

0

(note que ¢(p) = 0).

2.4.3 Posto das D-6rbitas

Defini¢gao 2.59. Chamaremos dim Pp(p) de posto da D-drbita que passa
pelo ponto p.

Observacdo 2.60. E preciso mostrar que esta definicdo nao depende da escolha
do ponto p.

Proposicao 2.61. Seja D uma familia de campos vetoriais definida em todo
lugar na variedade M. Se p e q sao dois pontos na mesma D-orbita, entao
dim Pp(p) = dim Pp(q).

Demonstragao. Seja ¢ € Gp tal que ¢(p) = ¢q. Como ¢ é um difeomor-
fismo local, d¢|, : T, M — T, M é um isomorfismo. ¢(Pp(p)) C Pp(q),
pela D-invariancia de Pp. Assim, ¢(Pp(p)) sera um subespago de dimensao
dim Pp(p) de Pp(q), o que implica dim Pp(¢q) > dim Pp(p). Analogamente,
dim Pp(q) > dim Pp(p). O

Ezemplo 2.62. D = {0,,0, + 20.} em R® Entdao Pp(p) = T, R, Vp e R>.
Como a tinica D-o6rbita ¢ todo o R3, a dimensdo de Pp deve ser uma
constante k. Mostremos que Pp(0) tem dimensao 3.
Os vetores

0

Ox

0 dy

estao em Pp(0), por estarem em Ap. O vetor

0

9
dy

0

N

)
0
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linearmente independente dos dois outros, também esta em Pp(0), pois é o
resultado do diferencial da translagao (z — 1, vy, z) aplicado em

0 0

— — Ap(l .
ox )+8z € Ap(1,0,0)

(1,0,0)

(1,0,0

Assim, Pp(p) tem dimensao 3 em cada p € R3, ou seja, ¢ igual a todo o
espaco tangente.

2.4.4 Involutividade

Definicao 2.63. Uma distribuicao A é involutiva se, dados X,Y € Dy,
ab.

X € X(),Y € X(Q2),9Q1,Q9 C M, o colchete de Lie ou comutador [X,Y]

(definido em 3 N Q) pertence a Da.

Proposicao 2.64. Uma distribuicao que possui a propriedade das subvarie-
dades integrais € involutiva.

Demonstracao. Sejam dois campos X,Y € A e seja p € M. Existe uma
subvariedade integral N, C M de A que passa por p. Os campos X e Y sao
tangentes a IV, e podem ser restritos a ela. Assim, o colchete de Lie em p,
[X,Y]|,, pode ser calculado na subvariedade N,,:

XY, = [Xy, Vi, ]p € TN, C A(p)

Ezemplo 2.65. Seja M =R3 D = {9,,0,}, A = Ap. A & involutiva.

DA:{a2 —i—bg a,bECOO(Q),QabertoemR3}.
or | 9y |,
Dados
0 0 0
X, =a; — by — Xo=ay — by —
1 a10$91+ 10ygle 2 a28xQ2+20y927

o campo [X, Y] é definido em 2; NQy. Como X e Y nao envolvem a derivada
parcial na coordenada z, seu colchete de Lie [X, Y] também nao a envolvera
e, portanto, [X,Y] € Da.

Observagao 2.66. Mais geralmente, se A é uma distribuicao tal que todo
ponto de M tem uma vizinhanca aberta na qual a restricao de A é gerada
pelas primeiras k derivadas parciais (0, ...,0;,) de algum sistema de co-
ordenadas locais ¥ = (z1,...,2,), (onde n é a dimensdo de M e k < n é
constante nas componentes conexas de M) A é involutiva.
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Ezemplo 2.67. Novamente em R3, seja D = {9,,0, + z0.}. Entao A := Ap
nao ¢ involutiva. De fato, dando os nomes X =0, e Y = 0, + 20.,

0? 0 0? 0? o? 0
XY =XY -YX = — ) - = —
X, Y] (8x8y T T x@x(‘?z) (8y8x * x@z@x) 0z

O campo 0, nao pertence a distribuicao A, pois A(0) ¢ o espago gerado por
8x|0 e 8y|0.

Ezemplo 2.68. Seja M = R? com as coordenadas usuais (z,y) = Id. Seja
¢ € C*(R) dada por

e/t set>0e
o(t) =
0, set <0.

Seja A a distribui¢ao gerada por

A nao é D-invariante mas é involutiva.
Para mostrar que A nao é D-invariante, basta reparar que o vetor tan-
gente

9 € A(1,0)
9 1.0)
é levado em 5
— ¢ A(=1,0)
(1)

pelo diferencial da translagao (x — 2,y), que estd em Gp, gerada pelo fluxo
de 0,.

A é involutiva: Dados dois campos X,Y € A, suponha que eles sao
definidos em um aberto @ C R?, com p € Q. Devemos mostrar que [X, Y]], €
A(p). Se z(p) > 0, entao A(p) = T, R? e portanto [X, Y]], € A(p).

Se z(p) < 0, podemos supor que o Q C {xr < 0}. Entdo X e Y nao
envolverdo a derivacdo d,. Logo, [X, Y] ndo envolvera a derivagio 0,. Assim,
teremos [X, Y]], € A(p).

Se z(p) = 0: queremos mostrar que [X,Y]|, é um miltiplo de (%‘p
Vamos escrever
0
X=agZl 1pZL
a B + oy e
0 0
Y=c—+d

ox oy’
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Com b(q) = 0 e d(q) = 0 sempre que z(q) < 0. Pela suavidade de b e d, as

derivadas % 94 % 94
%(p), %(p), a—y(p), a—y(p)

serao nulas. Para calcular [ X, Y], usamos a formula:

[X,Y] = (XY — YX)(a:)(% (XY - YX)(y)a%.

XY(y) =Xd=0emp, e YX(y) = Yb =0 em p. Assim, [X,Y]|, ndo
envolvera d,|,, que é o que queriamos demonstrar.

2.5 Teoremas principais

2.5.1 Que as D-6rbitas sao subvariedades
Direcoes de movimento em uma 4rbita

Seja D uma familia definida em todo lugar de campos vetoriais na variedade

ab.
M. Dados £ = (X',..., X" e D", pe MeT € Q¢, CR", sabemos que a
aplicacdo T" — pe,(T") = &r/(p), € suave em Qg .

Definigao 2.69. V({,p,T) é a imagem do diferencial d(pep)|;, isto é,
V(&P T) = d(pep)(Tr Qe p).
Lema 2.70 (Lema (5.1) de Sussmann [10]).

V(§7p7 T) - PD(&T(}?))

Demonstragao. Seja (z1,...,x,) = Id|qe,, a carta global usual de Q.
V(& p,T) é gerado pelos vetores tangentes
)

0 0
=d — cod —

Queremos, entao, mostrar que estes diferenciais estao em Pp. Partimos de

pe = Xay (X5, (- (X2, () ).

A expressao acima, ao se variar x;, e mantendo xo = to,...,x, = t, cons-
tantes, serd uma curva integral do campo X; — isto é,

Ipe p
RS _8xn

Opep
axl

a(t) == pep(t,te, ... 1)
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(que pode ser definida para t € (ty — d,t9 + ), para algum 6 > 0) é uma
curva integral de X;.

Pela proposigao 1.21 (célculo do diferencial por caminhos) e usando que
a é curva integral de X!, obtemos:

0
—d —
T p57p<ax1

Para calcular as outras derivadas parciais, usa-se a regra da cadeia e
repetimos o argumento anterior:

Ipep
31’1

) =) = X (i, ).)

el a0z 0)(2 )
- dthl(ﬁixz<X§2(-" (X2, (1) --‘))(tl’t””’t”))
(2 (o () ) ) )
— dx} (X2|X32(...(Xgn<p>)---)>’

aap_;f = dx;, ( . (dXZI,i(X" X;;<p>)> ' )

Estes vetores sao todos pertencentes a Pp, por serem obtidos pela aplica-

cao repetida dos diferenciais de elementos de Gp — thu ., X{ — a veto-

res dos campos X!, ..., X" que sao pertencentes a distribuicao D-invariante
Pp. ]

Lema 2.71 (Lema (5.2) de Sussmann [10]). Para todo q € M, podemos
escolher £, p, T de forma que q = &r(p) e

V(& p,T) = Po(q).

Demonstragcao. Pela proposicao 2.56, o conjunto

A={ag(x1,)

$cGp,XeD,pecot({g)n Domx}

de vetores tangentes em ¢ ¢ um gerador de Pp(q).
Seja (i1, ..., u) uma base de Pp(q) com wy,..., U, € A.
Entao, para todo j € {1,...,k}, podemos escrever

Uj = d(ijj) (Xj}p)’
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onde & € D", T; € R, X7 € D e p; € Dom X; é tal que §jTj(pJ) =q.
Assim, temos u; € V(&;,p;, Tj).
Faga & = &+ &6l p = me T = T(=Ty) - - To(=To)T1. Aqui,
estamos usando a notacao que foi introduzida na demonstragao da proposicao
2.28.

Afirmagao: V(¢,T,p) = Pp(q). Para provar isto, basta mostrar que a
imagem do diferencial da funcao

pfyp : Qf,p (g R?’L1+2(Z?:2 nj) — M

em T contém os espacos V' (&, p;,T5), j=1,... k.

1

pé,p<T) = éka (ngk)_ e '§2T2 (§2T2)_1§1T1 (p1> = §1T1 (p1) =q.

Vamos nomear as coordenadas de )¢ :

_ 1 Nk 1 Nk 1 no 1 no 1 ni
Id o, , = (Ths o T Yps oo YR s Ty T Yy Yy Ty, e, X)),
NS >y ~~ J/ N - A - S\ - J/

— = — —

Yk T2 Y2 x1

9

Assim, temos:

per = (602 (E0)g,  + (E2)2 (E2)m (€1)z

pg,p(Tk‘v _Tlﬁ e aT27 _TQa fl) - Slfl (pl) - pfl7q1(fl>7
Iof,p(Tku _Tk7 e 7527 _T27 Tl) = 5252 (pQ) = p£2,q2(i32>7

pg,p(fka _Tk7 tr 7T27 _T27 Tl) = é-kfk (pk) = pﬁk,qk (fk>

Isto implica que o espago gerado pelas derivadas parciais

Opep Ipe p
dxj |, Ox .
¢ V(&,p5,T;), para todo j € {1,...,k}. ]

Subvariedades integrais de Pp

Lema 2.72 (Lema 5.3 de Sussmann [10]). Seja D uma famdlia definida em
todo lugar de campos vetoriais na variedade M. Seja S uma D-orbita de p,
dotada da topologia da D-orbita. Entao toda subvariedade integral conexa de
Pp que intercepta S € (vista como conjunto) um subconjunto aberto de S.
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Demonstracao. Seja N uma subvariedade integral conexa de Pp que inter-
cepta a D-o6rbita S. Mostremos primeiro que N C S.

Afirmagao: dado p € NN S existe uma vizinhanga aberta de p em N que
estd contida em S. De fato, pela proposicao 2.56, sabemos que a familia

A={do¢(X)| ¢ € Gp,X € D}

de campos vetoriais gera Pp. Assim, podemos escolher campos X!, ..., X* ¢
D e difeomorfismos locais ¢, ..., ¢, € Gp tais que

dgr(X)] - don(XF)])

sdo uma base para Pp(p) = T, N, onde k = dim N = dim Pp(p).

Sejam Y1 = dg(X1),...,Y* = dgp(X*). Estes campos sdo tangentes a
N, pois N ¢ subvariedade integral de Pp.

Sejam & = (Y!,...,YF) e |y = (Y], ..., Y*|,) e considere as aplica-
coes

ab. k ab. k
Pep Q&p CRY— M e Peinp - Q§|n7p Cc RY — N.

Pelo corolario da proposicao 2.50, Q¢ » ¢ Qep e pep(T) = pelyp(T),
YT € Qf\mp'

Como a imagem de pg, estd contida na D-orbita S de p, entao a imagem
de pg|yp também estd. Como pg, , tem posto & na origem, o teorema da
fun¢ao inversa nos diz que a sua imagem contém um aberto, em N, contendo
p. Assim, p tem uma vizinhanca aberta em N que esti contida em S.

Variando p, isso implica que N N S é aberto em N. Mostremos que N\S
também é aberto em N. Dado ¢ € N\S, temos que ¢ estd na D-orbita S,
disjunta de S. Usando o argumento anterior, podemos mostrar que ¢ tem
uma vizinhanca aberta (em N) que estd contida em S,, e portanto que nao
intercepta S. Variando ¢, temos que N\S é aberto em N.

Pela conexidade de N, e como estamos supondo, por hipotese, que N NS
nao é vazio, N\S sera vazio e portanto N C S.

Agora, devemos mostrar que o conjunto de pontos de N é aberto na
topologia da orbita S. Isto é, para quaisquer m € N, n € D™, queremos que
o conjunto

P;,;};(N> ={T" € Quyp| pyp(T’) € N}

seja aberto em R™. Seja T € p;;,(N). Mostremos que 7" tem uma vizinhanga
aberta em p, (N).

Faremos uma inducao finita para provar que a seguinte proposicao é ver-
dadeira para todo m € N: se N ¢ uma subvariedade integral de Pp contida
na D-orbita S, entdao p, L(N) é aberto para toda n € D™.
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Em primeiro lugar, podemos supor sem perda de generalidade que N
¢ uma subvariedade mergulhada, pois (observagao 1.53) sempre podemos
decompor N em abertos que sao subvariedades mergulhadas de M.

Se m = 1: Entdo p,, é a curva integral maximal o : (a,b) = M de um
campo Z € D com T =t € (a,b) e a(t) = p. Tendo a(t) € N, queremos
achar 6 > 0 tal que a((t —0,t+ 5)) C N.

Seja a* : (¢,d) — N a curva integral maximal de Z|, tal que o*(t) = p.
Como a inclusao de a* é curva integral de Z e vale p no parametro ¢, entao
a* e a coincidem em (c,d). Assim, fazendo 0 = min{t — ¢, d —t}, temos
Pnp((t —0,t4+0)) C N.

Se m > 1: Entdo n = (Z)o, com Z € D,oc € D™ '. Escreva T =
(t1,...,tm). Entdo

p777P<t1’ e ,tm) = Ztl (po,p(t27 e ,tm)) € N

Vamos usar o fato (consequéncia da proposi¢ao 1.58 e de que difeomorfis-
mos sdo homeomorfismos) de que a imagem de uma subvariedade mergulhada
por um difeomorfismo é outra subvariedade mergulhada. Com isso, Z, ' (N)
serd uma subvariedade integral mergulhada de Pp.

Seja V uma vizinhanga de p,,(ta, ..., t,) em Z; '(N) tal que, para cada
q € V, para as curvas integrais

ag(h) = (Z|z;11(N)> (9),

sao definidas em Z,'(N) no intervalo h € (—4,0), com algum § > 0 in-
dependente de ¢q. A existéncia de tal 6 é consequéncia da proposicao 2.3
(existéncia e unicidade local de curva integral). Temos, como consequéncia
da propriedade de grupo (proposi¢ao 2.13) que, dados ¢ € V. h € (—9,9),

Zi(oq(h)) = Z4,(Zn(q)) = Zi,4n(q) € N.

Como Z;'(N) é subvariedade mergulhada, V = Z;'(N) N Vi, para um
aberto Vjy de M. Pela continuidade de p, ,, existe um aberto U’ C R 1
tal que pyp(U') C Var. Como p,1(Z; '(N)) ¢ um aberto U” C R™ " pela
hipétese de inducdo, a interseccao € = U’ N U” sera um aberto em R™ ! e,
assim, p,,(Q) C Z;'(N) N V. Portanto,

Pop(Q)CV Pn,p(gtl —0,t1+9) x Q) CN.

aberto em R™

Isto mostra que o conjunto de pontos de N é aberto em S. O
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Teorema 2.73 (Teorema 4.1 de Sussmann [10]). Seja M uma variedade e
seja D uma familia definida em todo lugar de campos vetoriais reais suaves.

(a) Cada D-orbita, com a sua topologia de orbita, admite uma inica estru-
tura diferencidvel que a torna uma subvariedade imersa.

(b) As D-drbitas, com a estrutura diferencidvel acima, sao subvariedades
integrais mazximais de Pp.

(¢c) Pp tem a propriedade das variedades integrais mazrimais.
(d) Pp € involutiva.

Demonstracao. Seja S uma D-o6rbita. Mostremos que S, com a topologia de
D-érbita, é uma subvariedade imersa. Seja p € S. Pelo lema 2.71, existem
neN, e D" T eR"eqe S tais que V(E,q,T) = Pp(p).

Seja k = dim Pp(p). Considere a aplicacdo peq : ey — M. O posto de
peq € igual a kK em T, pelo que foi dito acima, e nunca excede k, pelo lema
2.70.

Como o posto de uma aplicagao suave nunca decresce subitamente, existe
uma vizinhanc¢a O de T na qual o posto de p¢, € igual a k.

Considere O como variedade. Vamos usar o teorema do posto em pg 4o
em torno do ponto T': existem cartas locais

7 UC0—VERY TeU e
JUCEM-—V ER pel’
tais que
peq(U) C U, V=W x(—6,6)"F e

V=W x (=6,6)"*

ab.
sendo que W C RF e nas quais se escreve:
?jo (pg,q’U%U/) = (CL’l, ey Ly 07 ce a0>|U—>V’- (274)
m—k

O conjunto N = Z~1(W x {0}"%) se torna uma subvariedade imersa de
U de dimensao k, quando damos a ele a estrutura diferenciavel induzida pela

carta global (z1,...,2%)|n. O fibrado tangente de N serd o espago gerado
por

0 0

8$1 N’“'7 afL‘k N‘
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Pela equacao (2.74), vemos que pe 4| serd uma imersao injetiva, com dife-
rencial igual ao de p¢ , nos pontos de U, que tem posto k em cada ponto e, pelo
lema 2.70, esta contido em Pp. Portanto, d( peq|y)(1") = Pp(1"), VI' € U.

Peqly € uma imersao injetiva e portanto a sua imagem, N’ = pg o] v (INV),
sera uma subvariedade integral de Pp que passa pelo ponto p (pela proposigao
1.38).

Mostremos que a topologia de N’ é a mesma que a induzida por S em
N’. Dado um aberto conexo Q2 C N’, visto como subvariedade aberta, )
serd uma subvariedade integral conexa de Pp. Assim, pelo lema 2.70, ) é
um aberto de S. Como todo aberto de N’ é uma uniao de abertos conexos
(variedades sao localmente conexas), temos que todo aberto de N’ é aberto
na topologia de S. Assim, o conjunto de pontos de N’ & aberto em S e a
topologia de N’ é mais fina que a topologia de S|y-.

Por outro lado, pggly . n ¢ um homeomorfismo entre N e N’, pois a
topologia de N’ é a co-induzida por pe 4|, (proposicdo 1.38). Dado €' um
aberto de S|y, ou seja, um aberto em S que esta contido em N’, queremos
mostrar que ' é aberto em N'.

Como Y & aberto em S, p;;(Q’) ¢ aberto em ()¢ .

Q"= (peglv) ™ () = U N pey()
também ¢é aberto. Por (2.74),
g(Q") = Ax (=8,0)" ",

onde A C R*. Como este conjunto é aberto, concluimos que A é aberto.
Seja Q) = (pe ol )1 (). Novamente por (2.74), obtemos

(21,...,21)|n(Q®) = A.

Como (x1,...,7;)|n € carta local de N, temos que Q) é aberto em N.
Como (peqly_n) " € homeomorfismo, concluimos que €' é aberto em N’
Assim, temos que, para cada p € S, existe uma subvariedade integral de
Pp contendo o ponto p, contida em S, de dimensao k e cuja topologia é
a restricao da topologia de S. Variando p, obtemos uma cobertura de S
por subvariedades de mesma dimensao e de topologias compativeis, que sao
conjuntos abertos em S. Temos as condigboes necessarias para para unir
estas subvariedades em uma s6 (proposi¢ao 1.53), que terda o conjunto de
pontos e a topologia de S. Esta provado que toda orbita de Sussmann é uma
subvariedade integral de Pp.

Maximalidade: Mostremos que S é uma subvariedade integral maximal.
Se R é uma subvariedade integral conexa que intercepta S, pelo lema 2.72,
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o conjunto de pontos de R é aberto em S. Como os abertos conexos de R
também sao subvariedades integrais conexas de Pp, eles serao abertos em S.
Como todo aberto de R é uma uniao de abertos conexos de R, todo aberto de
R sera aberto em S. R tem a topologia mais fina do que a topologia de S|g
e ambos tém a mesma dimensao, portanto R = S|g, isto é, R é subvariedade
aberta de S.

Como todo ponto de M tem uma D-o6rbita, Pp possui a propriedade das
variedades integrais maximais. Pela proposicao 2.64, Pp é involutiva. ]

2.5.2 Condicoes para que Ap = Pp
Um lema sobre o colchete de Lie

Lema 2.75. Sejam X eY dois campos vetoriais em M ep € M. Sejae >0
tal que Xi(p) estd definido para todo t € (—e,€). Seja

W(t) = dX,t(Y‘Xt(p)) e, M

um caminho (no espago vetorial T, M ). Entdo
W(t) = dX_, ([X, Yy, (p)) .

Demonstragao. A derivada em T, M pode ser definida da seguinte forma:
Seja v1, ..., U, uma base de T, M. Entao W se decompoe como

W(t) = Z w;(t)v;.

onde as fun¢oes w; sao definidas unicamente. Definimos

W'(t) é definida se e somente se as derivadas w}(t) existirem. E um
simples exercicio de algebra linear mostrar que W’(t) nao depende da escolha
da base.

Mostremos, primeiro, que a derivada W’(t) existe. Como base de T, M,
tome as derivadas parciais Oy, |p, . . ., Oy, |, de alguma carta local

T=(x1,...,Tn):UCM—-V CR™
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que tenha p € U. Entao

—iw [ ]aip

j=1
Queremos mostrar que as fungdes w;(t) := W (t)[z;] ] sao suaves. Seja
¢ = (X,Y, X). Considere a aplicacdo
ab. __.
Pep i Qep C R — M.

Seja (a,b,c) = Id o, , o sistema de coordenadas usuais em €2 ,. A derivada
parcial na coordenada b é dada por:

- B8) 05 ()

Assim,
?
W) = dX_o(Y]x,) = sppea(—t0,2).

Portanto,

0 0 _
wy(t) = WD)l = Fpoen—t.0.0xl, 1 = 35| (@0 pe)livon]
- 82( O,ng)(—t,o,t),

Onde 7; € C>°(M) é representante do germe xj|p — isto é, uma funcao que
coincide com z; em um aberto contendo p. Como p¢, ¢ uma funcao suave,
02(Tj0pe ) € infinitamente diferenciavel, e assim w;(t) = 02(T;0p¢ ) (—t,0,1).
também o sera.

Calculemos entao w(t):

, da
wi(t) = &%(%‘ 0 pep)(—1,0,1)

= (D w0 pe) ) (10,00 + (a5 0 pey) ) (40,1,
da (ab ) 9\ b

onde foi usada a regra da cadeia.

(et
(a b,C)) J pE;P( b, )

= %(a, b, c) ["E_j|p§,p} =dX, (YleXc(p)> [Tﬂpg,p]

= Yy [ (0 X))

(2.76)

o, 0
%(ﬂfj 0 pep) = dpeyp (@
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onde z; é a restricao de T; ao contra-dominio do difeomorfismo local X,.

%(§b< opgp)>( £,0,t) = d <§b(xjop§p)(—t,0,6))

= 2 (M@ 000 w]) = 3|, (F@ e o)
—5%1?@wxnxma0,

onde Y & a restricio do campo Y ao dominio de X_; e a(c) = X.(p) é uma
curva integral de X, com o dominio devidamente escolhido para que sua
imagem esteja dentro do dominio de X _;. Assim, temos:

d

de

(57(553 o X,Q(a(c))) = (1) [Y(:fcvj o X*tﬂa(t)] (definigao de o)

= Xl | T X0] |

= XY (& 0 X)) (Xu(p))

) % (886( © "’5?0 (—1,0,1) = XY (& 0 X_0))(Xu(p)) (2.77)

t

onde X ¢ a restricao apropriada do campo X.
Para calcular

o (0,
% <%(1j] O p{,p)(_tv O, t)) (_t7 07 t)a

vamos inverter a ordem da derivacao:

J Op, _ __ _
(@70 pes) = 52, b,0) [T, | = Xl [T, | = (X 0 gy

O (@50 pe) ) (1,0, = | (L (a5 0 pey) (—t,,0)
ab (aa db|,\ da

d - d _
- 3| Y@K = 5| X@5)o peyl—t.t)
9, _
~ b (—,0,t) UX(Q;J) Opé’p)|(_t’07t)]

_ %(—t,o,t) [(X@,) =X (Vi) | X @,

—Y Xt(p){()zfjoX_J ] :}7<X@0X—t)(Xt(p))'

Xt(p)
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%(%(;p—jo%p))(_t,o,t) = ?()?fj oX_t) (X:(p)). (2.78)
Assim, por (2.76), (2.77) e (2.78),

wh(t) = X (V(& 0 X)) (X(p)) = V(X850 X)) (Xulp). (279)
Mostremos que Xz; 0 X_,; o X(zj0X_y) o

X (F50 X 4)(g) = X, [@ 0 X—tM =dX (5%) [@"X-t@}

= dX_t<i Xs(@)) = d_(i X 4 (XS(Q)> [@|X—t(q)}

ds
Xo—e(q) [@Ix,t<q>] (para ¢ proximo de X;(p))

0 0

d

ds

= Xl | Tilxo] = XE(X4l0) = (X550 X, ) (a).

Assim, usando (2.79) temos:

wi(t) = X (Y(&5 0 X-4)) (Xi(p)) = Y (X(&5 0 X)) (Xi(p)
— (XY = VX) (@ 0 X )(X:(p)) = [X,V](F 0 X_)(X:(p))

= XY | (@5 0 Xodl ) = X0 (16, Y Dl ) L2l )

W =S W)L XYl o |

p =1 Oz; p

I
[ing

o

e

]

Teorema 2.80 (Teorema 4.2 de Sussmann [10]). Sejam M wuma variedade
C™ e A uma distribuicao C* (em M) gerada por uma familia D de campos
vetoriais definida em todo lugar. As sequintes condicoes sao equivalentes:

(a) A tem a propriedade das subvariedades integrais.
(b) A tem a propriedade das subvariedades integrais mazimais.

(¢) A é D-invariante.

(d) VX € D,t € R,p € M tais que Xi(p) € definido, dX; leva vetores de
A(p) em vetores de A(X¢(p)).
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e em posto constante nas D-orbitas e, para cada p € M, existem
At t tant D-orbit d M 5t
Xt ..., X* € D tais que:

(1) A(p) é gerado por X1|p,...,Xk‘p e
(2) para cada X € D existe € > 0 tal que existem fungoes C*
fii(—ee) =R, i,j=1,...,k

J

que satisfazem

(X, \Xt Zf j|Xt(p), i=1,... k.

(f) A= Pp.

Demonstracao. As implicacoes
(d) = (¢) = (f) = (b) = (a)

sao consequéncia direta do teorema 2.73 e das defini¢oes usadas. Mostremos
entdo as implicacoes (a) = (e) = (d).

(a) = (e): Suponha que A tem a propriedade das subvariedades inte-
grais.

1. Afirmagao: A tem posto constante nas D-orbitas. Para mostrar isto,
basta mostrar que o posto de A é constante sobre as curvas integrais
de cada campo X € D. Seja a : (a,b) — M uma destas curvas
integrais. Se mostrarmos que o posto de A é localmente constante
sobre a, isto é, que para todo t € (a,b) existe § > 0 tal que |h| < § =
dim A(a(t + h)) = dim A(«(t)), isto sera suficiente.

Ora, pegue uma subvariedade integral A de A contendo o ponto p.
Como « é curva integral de um campo tangente a A, «(t + h) estara
em A para todo h suficientemente pequeno (coincidindo com a curva
integral de X|, que passa por «(t) quando o parametro ¢ t). Como a
dimensdo de A é sempre a mesma (por se tratar de uma variedade),

dim A(a(t 4+ h)) = dim A = dim A(a(t)).

2. Dado p € M, seja N uma subvariedade integral de A contendo o ponto
p. Sejam X', ..., X* € D tais que X1|p,...,X’“’p sdo uma base de
A(p). Como eles sao tangentes a N, considere as restrigdes Y1 =
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Xy, o, YE = X’“‘N. Os vetores Y| ..., Y’“’p formam uma base
de T, N. Pela continuidade dos campos, existe uma vizinhanca aberta
V C N de p tal que, para todo p’ € V, Yl\p/, Yk . sao base de

T, N.
Podemos supor, pela escolha adequada de N, que N = V. Assim, os
campos V!, ..., Y* formam uma base do espaco tangente de N em cada

ponto. Isto implica que, dado qualquer campo vetorial real W € X(N),
podemos escrever W = E?Zl w;Y7, onde as fungoes w; : V — R serdo
suaves — para verificar isto, basta verificar que a matriz mudanca de
base, das derivadas parciais das cartas locais de V para os campos
Y ..., Y* sera suave.

Tome estes campos X', ..., X* como os requeridos pela condigao (e).
Dado X € D,
[X, XZ] ¢ tangente a V.

Assim, podemos escrever
k
— AV -
= E g;Y’, Vi=1,...k,

onde as funcoes g;'- 24,5 =1,...,k sao suaves em N.

Seja d > 0 tal que X;(p) € N sempre que [t| < §. Assim, temos

(XX v Zngt )X e Vi=1ok

As fungoes t — g% (X,(p)) sdo as f; requeridas na condicao (e).

(e) = (d): Suponha que vale a propriedade (e). Chamemos de (d') a
seguinte propriedade: para cada p € M, X € D,3§ > 0 tal que V|t| < 0 :
dX:(A(p)) = A(X:(p)). Mostraremos entao que a condi¢do (e) implica (d’)
e que (d') implica (d).

(e) = (d)’: Defina, para |t| < e, W;(t) = dX_t(Xi]Xt(p)). Entéao, pelo
lema 2.71,

Wi(t) = dX—t( [X, X7 |Xt(p)>

- Z JHO) dX_t<Xj}Xt(p)) SO HOLUAGE

=1
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Assim, (W1,..., W), curva em (T, M)*, ¢ uma solugdo do sistema de
EDO:
k
Wit) =Y FOW;0), i=1....k
7j=1
Wi(O)inp, i=1,...,k
Como as condigoes iniciais de Wy, ..., Wy estdo em A(p), entdo os vetores
Wi(t),..., Wk(t) estardao em A(p) para todo |t| < e. Nao mostraremos isto

em detalhes. A ideia é que podemos resolver o sistema acima no espaco A(p)*
e usar a unicidade da solucao.

Como W4(0),...,Wx(0) sao base Wy,..., Wy, existe § € (0,¢€) tal que
Wi(t), ..., Wi(t) geram A(p) para todo [¢t| < 9.

Isto implica que todo vetor ¥ € A(p) pode ser escrito como combinagao
linear dos W;(t), para todo |t| < . Mas

AXWi(0) = X ) € AXel)).

Assim, dX:(A(p)) C A(Xi(p)), V|t]| < 9.

Como X; & um difeomorfismo local , a dimensao de dX;(A(p)) é a mesma
que a dimensdo de A(p), que é a mesma que a dimensdo de A(X;(p)) —
pois, por hipotese, o posto de A é constante nas Orbitas. Assim dX;(A(p)) =
A(X;(p)), sempre que |t| < 4.

(d') = (d): Agora, devemos mostrar que vale dX;(A(p)) C A(X:(p))
para todo t em que X,(p) é definido.

Seja (a,b) C R o dominio da curva integral maximal ¢ — X;(p). Seja J C
(ap,b,) o conjunto de todos os t tais que dX:(A(p)) = A(X:(p)). Devemos
mostrar que J = (a, b).

Dado t € J com q = X,(p), pela propriedade (d)', existe 6, > 0 tal que

|h| < 6 = dXi(A(g)) = A(Xn(q))-
Pela propriedade de grupo (proposi¢ao 2.13) e pela regra da cadeia,
Xn(q) = Xin(p) ¢ dXiin(Alp)) = dXp(dXi(A(p))) = A(Xitn(p))-
Assim, (t — 0y, + 0;) € J. Portanto, J é aberto.
J é fechado em (a,b): Seja (o, t1,...) uma sequéncia em J que converge

para t € (a,b). Afirmacao: t € J. De fato, seja ¢ tal que

k] <& = dXa(A(Xi(p))) = A(Xn(Xi(p))) = A(Xesn(p))
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(dado pela propriedade (d')). Como ¢ é o limite de uma sequéncia em J,
existe t, € J tal que |t —tg| < ;. Entdo X;, (p) = Xn(Xi(p)), para h = t —ty.
Assim, X;(p) = X_» X4, (p) e

dX;(A(p)) = dX_n(dX, (Alp)) = dX n(A(X, (p)))-

Como X_, é o inverso de X, dX_;, é o inverso de dX, e, assim, leva
A(Xy, (p)) em A(Xy(p)). Portanto, dX;(A(p)) = A(Xi(p)) et € J.
Temos que J é aberto e fechado em (a,b), portanto J = (a, b). ]

Corolario 2.81. Uma distribuicao suave A = Ap em M é D-invariante se
e somente se ela € involutiva e seu posto € constante nas D-orbitas.

Demonstracao. Se A é D-invariante, A = Pp e o teorema 2.73 nos diz que
Pp é involutiva e tem posto constante nas D-6rbitas.

Por outro lado, se A é involutiva e tem posto constante nas 6rbitas, vamos
mostrar que A satisfaz a condigao (e) do teorema 2.80.

Dado p € M, sejam X',..., X* € D tais que X1|p,...,Xk‘p sdo uma
base de A(p). Dado X € D qualquer, considere a curva integral a(t) = Xy(p).
Seja € > 0 tal que X1|a(t), . X’“‘a(t) sao L.I. para todo |t| < e.

Como o posto de A é constante nas érbitas,

dim A(a(t)) = dim A(«(0)) = k.
Isto implica que X[, ..., Xk|a(t) ¢ uma base de A(a(t)) sempre que [t| <
€.

Seja i € {1,...,k}. Como A & involutiva, [X, X‘] € A. Como os campos
X1 ..., X* formam uma base de A sobre a(t), |t| < €, podemos escrever

k
XX = Z;f;(t)X7|a(t), Vit < e.
p

Fica como exercicio para o leitor provar que as fungoes f; Sa0 suaves. L]



Capitulo 3

Um Paréntese: Transformada de
Fourier

3.1 Aproximacao da identidade

Definigao 3.1. Dados Q2 C R™,p € [1,00) e m™ a medida de Lebesgue em
R™, o espaco LP(£)) é o espaco vetorial

{f Q—-C ' f Lebesgue-mensuravel e / |fIPdm™ < oo} :
Q

dotado da seminorma

11l = ( / |f\pdm")”.

Proposigao 3.2. Seja ¢ : R — C uma funcio L*. O majorante radial de ¢
€ a funcao
n: RY — [0,00]
h s supy s, [(y)]-
Suponha que I := [ n(h)dh € finito.
Entao, para toda funcao localmente integrdvel f, dados x € R e M > 0
arbitrarios,

/ o) (@ —y)|dy < THf(2),

onde ¢y (z) = Mp(Mz) e Hf é a funcao mazimal de Hardy-Littlewood,
definida por
HY —sup—/ f(z—y)ldy.

r>0 2

63
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Demonstracao. Fixado x € R, seja F' = F, : RT — R definida por
h
Py = [ 17wl
—h

Note que
F(h) <2hHf(x).

F' & continua e, quando restrita a compactos, ¢ de variacao limitada.
Assim, dado r > 0, podemos definir no intervalo [0, r| a medida de Lebesgue-
Stieltjes pp, determinada pela formula

ur(ja, b)) = F(b) — F(a) = / @)l dy,

ly|€la,b]

para todo intervalo [a,b] C [0,7]. E facil ver que, para uma funcio integravel
g :[0,7] = C, a integral de Lebesgue-Stieltjes de g em relacio a F' sera

/Org(h) dF(h) = /_T g(|h))|f(x — h)|dh.

Assim,

r

(YD f(z —y)|dy = /0 nu(y) dF(y),

[ ot -l < |

onde ny(y) = Mn(My). A funcdo 1y, tem variacdo limitada em [0,r]. Com
isto e com o fato de que F' tem variacdo limitada em [0,7] e é continua,
podemos fazer a seguinte integragao por partes:

/0 T e (y) dF (y) = na(r)F(r) — /0 F (y) dnar(y)-

- / " F(y) dnu(y) = / " F(y)(— dna(y)) < / 2y HF(@)(— ()
2/ (2) / ()

(notando que —dny(y) é medida positiva). Novamente, usamos a integracao
por partes para calcular

/0 'y dnai(y) = mae(r) (=) + / () dy.
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Temos

/ " low () f (@ — 9| dy
< m(r)E(r) + 2/ (2) (nM<r><—r> - ") dy).

Note que lim,_, o nas(r)r = 0, pois

T

s r )
[ m@arz g e lin [ )y =o.

r—oo Jr

Assim, fazendo r — oo, obtemos

/_ o) @ — )l dy < 21/ (2) / " () dy = THf(2).

]

Corolario 3.3. Sejam f € L'Y(R) e ¢ € L'(R) tais que ¢ tem majorante
radial integrdavel e I := f ¢. Entao, para quase todo v € R,

Tim [« gy () = If().

Demonstracao. Basta mostrar o caso em que I = 1. Primeiro, suponha que
f €C(R). Seja v( fy ¢ (t) dt. Fagamos uma integracdo por partes:

/ " o — y)buly) dy = / flo—y)doty) = [ o) f (e — y) dy.

Como limy; o v(y) €0sey <0elsey >0,
o M—o0
| s —na =S [ e -y = s
Agora, suponha que f é uma funcao integravel qualquer. Usando o fato

de que as fungoes suaves de suporte compacto sao densas em L'(R), vamos
escrever

f=Jo+m,

onde fy € C(R) e ||r||; é arbitrariamente pequena.

|f o) = f(@)| = [(fo+7) * ons(x) — (fo +7)(2)]
= |fox ou(z) + 7+ ou(x) — folx) +r(z)|
< [fox ou () = fo(@)| + [+ o ()] + |r ()]
< [fox ¢u(x) = fo(z)| + JHr(z) + |r(z)],
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onde J é a integral do majorante radial de ¢.
Dado € > 0, temos:

1. |r(z)| < € para todo z exceto em um conjunto de medida menor que

[[rflx/e.

2. Hr(z) < € para todo z exceto em um conjunto de medida menor que
C|7]l1/€, onde C' é uma constante que ndo depende da funcdo r (ver
Stein [8], capitulo I para uma demonstragio deste fato).

Assim,
limsup | f * ¢op(x) — f(z)| < (14 J)e

M—oo

para todo x exceto em um conjunto de medida menor que

Irlls o lirlls
€ €

Fazendo r — 0, reduzimos o conjunto de excegoes para medida nula. Fazendo
e — 0, obtemos o resultado desejado. O]

3.2 Transformada de Fourier em L'(R)

Definigao 3.4. Seja f € L'(R). A transformada de Fourier de f é a fungao
f R — C definida por

f@w:/fei@ﬂmdx

oo

A transformada de Fourier é um operador linear que serd denotado de
duas maneiras:

Q) f=0)

(i) f=Fu(f(x))
Proposigao 3.5. Sejam f € L'(R),¢ € R. Entao:

() 1FOI <11

(ii) Fo(f(x+N)(E) = (&), VheR.

(iti) f(€+h) = Fo(e ™ f(2))(€), VheER.
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(iv) Dado X € R diferente de zero,
1 .
Fe(f(Ax))(€) = Wf(iﬁ)-

(v) | € uniformemente continua.
(vi) Se f € CH(R), f' € L*(R) e limpy—o0 f(z) = 0, entao

7 (&) = if ().
(vii) Se a func¢do xf(x) em x pertence a L*(R), entio f € C*(R) e

(f) = Fel—izf(x)).

(viii) limyg o0 £(£) = 0.

Demonstragao. (i):

€)= \ | e < [ e i@l = @)

= ([ £l

(ii):

Folf(z+h)) = /_OO e % f(x+ h)dz = / e ) £ (y) du

— 00
o0

— /OO e MY f(y) du = eigh/ e " f(u) du = <" f(¢).

(iif):

R B o0 e_i(5+h)z 2)dr = e—iﬁme—ihm ) dr
flewn = [T eemeayar = [ et
= Fo (e f(2)) (£).

(iv): Se A > 0«

/ e %7 f(\r) da :/
Se A < 0:

/OO e f(\r)dz = /_ e—iﬁff(u)i du = —%f(%).

o0

e )y du =5 75
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(v):

If(E+h)—f(O)] =

Fo((e™ 1 @) (€) = F(€)|
= [F (™ = D)@ < Iz = @ = D@, o,

onde é usado o teorema da convergéncia dominada, e a convergéncia nao
depende da variavel &.

(vi): Suponha que f', f € L'(R), f’ é continua e lim;_ f(z) = 0. Por
integracao por partes:

R 00 M
(&) /_ e % f!(z)der = lim e % () do

00 M—o0 M

li —ikx M " d . —itx d
g [esgll - [ (e s

- [ ige e s do = ifie).
(vil): Suponha que z — xf(x) € L'(R).

fle+ h])l — 19 _ %fx (e " f(z) = f(2))(&) = Fu (f(:c)(e‘” = ) ©

Pela propriedade (i), se mostrarmos que

efiach -1

. ] 20 [z —izf(z)] em L'(R), (3.6)

[x — f(z)

entao teremos o resultado desejado. A convergéncia pontual destas fungoes
é dada por:

e~wh _ 1 d

: - —izh
A — dh

e " = —jz (defini¢do de derivada)

0

Mostremos que a convergéncia é dominada por |z f(z)]

. Pela desigualdade
do valor médio,
—izh __ 1 . .
€ ‘< sup e = sup ’—ixe’”gh’ < |z|
h cefo) | A7 lgp ¢efo.1]
—izh
e -1
N0 S < lerol,
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Assim, o teorema da convergéncia dominada nos da o resultado desejado.

(viii): Suponha inicialmente que f ¢ uma fungao C! de suporte compacto.
Por (vi), (v) e (i), & — £f(€) é uma funcdo uniformemente continua e
limitada, o que implica que f(j:oo) = 0.

Caso geral: dada f € L'(R) qualquer, seja (f,)ney uma sequéncia de
fungoes C! de suporte compacto que converge em L!(R) para f. Pela pro-
priedade (i), f, converge uniformemente para f. Assim, podemos trocar a
ordem no limite duplo:

f(00) = lim lim £,(¢) = lim lim f,(€) = 0.

€00 n—r00 n=00 |00

]

—T

Ezemplo 3.7 (Transformada da curva gaussiana). Seja g(z) = e . As regras

da transformada de Fourier e a integral gaussiana nos dao:
(9')°(§) = i6g(&) = Fo(—22g(x)) = =2 F,(—izg(x)) = —2i(9)'(£),
90 = [ go)ds = v

o0

Assim, g é solucao de:

{u’(&) — —£u(€), V¢ € R.
u(0) = /.

Resolvendo a equagao diferencial, obtemos a solucao
. _&
(&) = Vme™ T = /1g(38).

Pela regras da transformada de Fourier, pode-se calcular ainda a transfor-
mada segunda (notando que § € L'(R):

9(@) = Fe(Vag(5€)) (2) = Va(2§(22)) = 2v/7§(2x)
=2y (Vrg(322)) = 2mg(x).

Convolugao

Definigao 3.8. (i) Definimos o operador ~ como sendo a reflexao:

(ii) Dado h € R, definimos o operador translacao 73, como sendo:

(0 f)(x) = fz = h).
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Definicao 3.9. A convolucdao de duas fungoes Lebesgue-mensuréveis f, g :
R — C no ponto = € R é denotada (f x g)(z) e definida (quando a integral
abaixo existir) por

(fxg)(x) = /OO flz —y)g(y)dy.

Proposicao 3.10. Sejam f,g, f1, f» € LY(R),h € R, A € C. A convolugio
satisfaz as sequintes propriedades:

(i) fxg=g=xf.

(i) (f*g) =f*3.

(iii) T (f * g) = (Taf) * g.

(iv) (fi+Af2)xg=fixg+Afaxg.

Demonstracao.

(h+ 3+ 9)@) = [ (e =)+ Mol = )g(0) o
= /Oo filr —y)g(y) dy + A /Oo fo(x —y)g(y) dy
= (fix g+ Af2xg)(x).
0
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Proposigao 3.11. Sejam f,g € L'(R). Entao

(i) fxge LNR) com ||f*gli <[ fll:llgll e

(i) T+g=fg.

Demonstragdo. Para mostrar que f x g € L'(R), usaremos o teorema de
Fubini-Tonelli:

/!f*g ) de = ’/ F@ = y)g(y) dy
_/_Oo (/_Oo|f(x— Y)9 ()|dy)d:c_/_oo (/_Z|f(x—y)g(y)|dx)dy
= [ Lo ([ e —wae) ay=isital < o

Facamos a transformada de Fourier de f x g.

Frae = [ o ( | te=na) dy) da

Para mudar a ordem da integragao, devemos mostrar que

[(z,y) = e f(z —y)g(y)] € L'(R?).

dx

/ 07z — y)g(y)] dm?(z,y)

B /_Z </_Z e f @ = w)g(y)] dx) dy
= [ 11 (st =l ) ay = sall < .

L Frgle) = /_: 9(y) (/_: e f(z —y) dx) dy

o0

_ / T ) F(f(r — y)(E) dy = / g(y)e SV F(€) dy
= f()§(9).
]
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3.2.1 Funcoes de Schwartz

Defini¢ao 3.12. (i) Dizemos que uma fungao f : R — C é de decresci-
mento rdpido se

lim 2"f(z) =0, VneN.

|z|—o00

(ii) Uma fun¢ao de Schwartz em R é uma fungao C* f: R — C tal que as
derivadas f(™ sdo de decrescimento rapido para todo n € N.

Denotamos por S(R) o conjunto de todas as fungdes de Schwartz em
R.

Observagao 3.13 (Fungoes de miltiplas variaveis). Para que uma fungao f :
RY — C seja de Schwartz, pede-se que

lim []" D*f(x) = 0

l[z[| =00

para todos n € N e a € NV onde D = 97 --- 93~ e ||.|| ¢ uma norma
pré-fixada em RV,

Proposicio 3.14. (i) S(R) ¢ um espago vetorial.

(i) Se f € S(R), f' € S(R).

(iii) Se P(x) é um polinomio em x e f € S(R), z — P(z)f(z) € S(R).
(iv) Se f € S(R), f ¢ limitada.
(v) S(R) C L'(R).

Demonstra¢ao. Mostremos que S(R) é um espago vetorial.Sejam f, g € S(R)
eAeC,n,meN.

lim 2™(f + Ag)™(x) = lim 2™f™(z) + A lim 2™¢™(z) = 0.

Assim f + Ag € S(R).
Mostremos que toda f € S(R) tem f’ € S(R).

lim z™(f)™(z) = lim 2™f(z) = 0.

Assim, f' € S(R).
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Mostremos que, para toda f € S(R) e para todo polinémio P(x), =
P()/(x) € S(R). Seja P(x) = 5_, a;a’. Entdo

lim Za 2/t f (z Zaj lim 2/t f(z) =0

Assim, x — P(z)f(x) é de decrescimento rapido. Como todas as derivadas de
P(x)f(x) sao somas da forma Py (x)fi(x)+-- -+ Py(z) fe(x), onde P, ..., P
sao polinomios e fi,..., fr sdo funcoes de Schwartz, teremos o resultado
desejado.

Mostremos que toda f € S(R) é limitada. Como limj, . f(z) = 0,
existe K > 0 tal que |z| > K = |f(z)| < 1. Como f é continua, f ¢ limitada

m [— K, K|. Assim, |f(z)| < max {supg |f]|,1},Vx € R.

Mostremos que toda f € S(R) é integravel. x — (1 + 2?) f(x) pertence a

S(R), assim z — (1 + 2?)f(x) é limitada por algum L > 0.

1+ 2@ £ Lo @) < L viemr

Assim,

/OO |f(2)|dz < L/m 1+1:1:2 dz = Lw . f € L'(R).

o0 —00

Proposicio 3.15. Se f € S(R), entio f € S(R).
Demonstracdo. Primeiro, mostremos que f € C>(R).

e af(e) € LNR) = 3(f) = Fal—if(a)).
2 —ia® f(z) € L'(R) = 3(f)" = Ful—iaf(2)) = Fal((—ia* ().

s (=) f(2) € L'(R) = 3())Y = Fo((=1)"a" ().
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Em seguida, mostremos que f tem decrescimento rapido.

lim £/(6) = lim 1(f)(€) = 0.

|€|—00 €] =00
Jim €27(¢) = lim (1)7(/")(€) =0,

J& mostramos que a transformada de Fourier de uma funcao de Schwartz
é sempre suave e tem decrescimento rapido. Falta mostrar que as derivadas
de f tém decrescimento rapido. Mas

(N = Fol(—ia)" f(2)),

que é a uma transformada de Fourier de funcao de Schwartz e, portanto, tem
decrescimento répido. O]

Exzemplo 3.16. Seja g : R — R a fun¢ao gaussiana.

—x

glz)=e

E facil ver que g tem decrescimento rapido:

xn
lim 2% = lim — =0 (Regra de L’Hospital).
|z|—o00 |z| =00 €7
Assim, x — P(z)g(x) também tem decrescimento réapido, onde P é um po-
linomio qualquer. Como todas as derivadas de g sdo da forma x — P(z)g(z),

g ¢ uma funcao de Schwartz.

FEzemplo 3.17 (Autovetor da transformada de Fourier). Considere g a fungao
gaussiana. Vimos no exemplo 3.7 que §(¢) = /7g(£/2). Fazendo A = 1/1/2,
defina

flx)y=e"72 = e N = g(Ax)
56 = 30(5) = Yo%) = KT 1(k) = VERS©),

I2 .
Assim, temos que f(x) = e~z é um autovetor da transformada de Fourier
em S(R) e seu autovalor associado é v/27.
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3.2.2 Transformada de Fourier inversa

Definigdo 3.18. Dada f € L'(R), denotaremos por f ou Fgl(f(g)) a se-
guinte fun¢ao, chamada de transformada de Fourier inversa de f:

Flo) =~ / " e (o) de,

2T

Note que f = -

Observagao 3.19. Vlmos nas propriedades da transformada de Fourier, que

f = f O mesmo vale para a transformada inversa: f = f .

Lema 3.20. Sejam f,g € L*(R). Entao

[is=[ 13
Demonstragao.

[ (]
/ / e f(y)g(x) dy do = /_ Z (/_Z ¢ la) d:C)f(y) dy
-/ Z F(9)aly) dy

Proposicdo 3.21. Seja f € L*(R) tal que f € L'(R). Entdo

f(x) = 27 f(—a)

para quase todo x.

—z2

Demonstragao. Seja G(r) =e

fo = [ ey = i [ 6Gme i) dy

(e 9] OO—OO

/ TG y)e i i(y) dy = / T Gy Fulfu— 2)(y) dy

oo

_ / T F(GE) )y — 2) dy

-/ " MEOMy)fly — 2)dy = | Gutwira-vay

—00
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G tem majorante radial integravel igual a ele mesmo e f@ = (G)(0)
27G(0) = 27 (ver exemplo 3.7). Assim, pelo corolario 3.3

lim [ Gu(y)f(y - z)dy = 2nf(~2).
M —o0 oo
para quase todo x € R. O

Corolario 3.22. Suponha que f ef ambas pertencem a L*(R) (e, portanto
também f). Entao

(fr = 5=
(Fy=o-(fy =51

onde as tqualdades sao em quase todo ponto

F=1 e

~

F=1

A sequinte equacao, vdlida para quase todo x, € chamada de Foérmula
Inversa de Fourier:

f@) = 5= [ e i e

Corolario 3.23. Sejam f,g € S(R). Entao fg € S(R)

T+

f*g

21
Demonstracao. Para ver que fg € S(R), basta notar que

" (fo)™ Z ()19 @)

se anula quando |z| — oo para quaisquer m,n naturais

S fg

Proposigao 3.24 (Teorema de Plancherel). Seja f € L*(R) NS(R). Entao

1£ll> = V2 I £,
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Demonstrag¢ao. Para comecar, note que

UMOz/me%W@Mx=/mégﬁ5M=iﬂh®=%®-

o0

Note também que o operador ~ comuta com a transformada de Fourier e com
a conjugacao.

Hﬂ@:/if@v@My:/z / 670

_ ([ FW)Fly) dy = 2x|| £|12-

3.2.3 Aplicacao: o nticleo de Poisson no semiplano
Observacao 3.25. Vamos procurar solugoes da seguinte equagao
Pu *u
52 " o
definidas no semiplano y > 0 de R? e que se anulam no infinito. Supondo que

u é suficientemente bem-comportada para isto, aplicamos a transformada de
Fourier em relacao a variavel x para obter

*u(g, y)

55— O

As solugoes desta E.D.O. em y que nos interessam (por ndo crescerem dema-
siadamente no infinito) sdo dadas por

a(&,y) = k(e

Como a transformada de Fourier transforma convolucoes em produtos, a
solugao u seré da forma

u(z,y) = k(2) * F (e ) (2),

onde o asterisco denota convolugao em relagao a variavel x.
Calculemos a transformada inversa de e~ €%, que sera chamada de nucleo
de Poisson no semiplano.

Fl(e W) (@) = LF (T ().
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]-"gl(e_‘gl)(x) _ 1 /OO cos(z€)e ¥l dg = %/000 cos(z€)e™ d¢.

21 J_ o

Para integrar cos(z€)e™¢, podemos fazer a integragao por partes duas vezes:

I = /OOO cos(z€)e™® = —e ¢ cos(xf)‘go - /OOO(—x sen(x€))(—e ) d¢
=1—-z /000 sen(x&)e ¢ dE.

[e9]

/00 sen(zé)e ¢ dé = —e ¢ Sen(atg)‘;o —/ x cos(x€)(—e ) d¢
0 0
— —€d¢ = ]
x/o cos(z)e *dé = x

1
I=1-2°1 - I(1+2°)=1 . I=
s x S A1+ 27) c T2
Assim, temos §
u(z,y) = k(x) * By(x),
onde estamos usando a seguinte notacao:

1 1 1 1y
Plx)=———, P, =—-P%)=— .
@) =172 Bl y (%) R

Como P tem majorante radial integrével e integral unitaria, o corolario 3.3
nos diz que

lim k(z) * P,(2) = k(z)

y—0

para quase todo x. A solucao da equacao fica sendo determinada pelo valor
limite de u no eixo z, ou seja:

u(z,y) = u(z,0") * P,(x).



Capitulo 4

Sobre a Condicao (P) em R?

4.1 Resolubilidade Local

Definigao 4.1. Seja L um campo vetorial (complexo) definido em um aberto
Q C R? e seja p € Q. Dizemos que L é localmente resolivel em p se existe
uma vizinhanga U = U(p) tal que, para toda f € C®(Q), existe u € D'(Q)
tal que Lu = f em U (isto é, Lu(¢) = [, f(x)¢(x) dx para toda funcao teste
¢ com suporte contido em U).

Observacio 4.2. Dado Q C RY um aberto, estamos denotando por D'(Q)
o espago das distribuigoes (no sentido de Laurent Schwartz) em €, isto é,
o dual do espago C°(Q2) das fungbes suaves em 2 com suporte compacto
(que pode ser identificado com o espago das fungdes suaves em RY com
suporte compacto contido em ), dotado da topologia apropriada. Para
uma introducao a teoria das distribuicoes, ver Horméander [2].

Observacao 4.3. A definicao serd equivalente se supormos que as distribuicoes
u e as funcoes f tém suporte compacto.

Observacao 4.4. Equivalentemente, podemos pedir nesta definicao que exista
uweD'(U) tal que Lu = f|;

Proposicdo 4.5. Sejam Q C R? aberto, (x,t) = Id|q as coordenadas usuais
de Q) e
0 0

L= Aa + B(‘?_x
um campo vetorial complexo em €2, com A, B € C>®(QQ). Vamos supor que
|A| + |B| >0 em Q. Dado p € Q, |A| ou |B| € diferente de zero em alguma
vizinhanca §2, de p. Vamos supor que este campo é A. Entao definiremos
em €, 0 campo L dado por (1/A)L, isto ¢,
0 - 0

L=— B—
ot Qp+ ox

Y
QP

79
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onde
B|Qp

= % e o>(Q,).
Alg, '

L € localmente resolivel em p se e somente L o for.

Demonstracao. Suponha que L é localmente resolivel em p. Seja U, uma
vizinhanga de p tal que, para toda f € C>®(Q), existe u € D'(2) tal que
Lu= f em U,.

Seja U, uma vizinhanga de p tal que U, CC U, N €,. Dada f € C>=(£),),
seja f € C>=(§2) que coincide com f em U,. Entdo existe u € D'() tal que

Lu= Af em U,.
Seja i = ul, . Entao
Llgu= Alg fem Up-
Portanto, como L = (1/Alg,) Llg,,
Li= fem U

Temos que a resolubilidade local de L em p implica a resolubilidade local de
L em p.

Por outro lado, suponha que L é localmente resolivel em p. Seja V), a
vizinhanca de p associada. Podemos tomar uma V,, CC Q,. Dada g € C*(Q),
tome v € D'(€2,) tal que

) 1
fu=—— V..
U A‘Qp g|Qp €1 p

Afirmacao: existe uma distribui¢do uy € D'(2) tal que v = uy em V,. De
fato, tome ¢ € CX(Q2) tal que supp(¢)) C Q, e que vale 1 em V. Entao
uo(9) = u((¥9)|q,) ¢ a distribuicao desejada.
Portanto,
Luy = g em V,.

Proposicao 4.6. Seja
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um campo vetorial complezo definido em um aberto Q de R?, onde (x,t) =
Id|, sdo as coordenadas usuais e B € C*(Q2). Entdo existe uma carta local
(£,8): UCQ—=VCR? comé =z, peU, tal que
0 0
L, = — +ib—
v =55 T
onde b € C*(U) assume somente valores reais.

Demonstracao. Escrevamos B = By + 1By, onde By é a parte real de B e By
¢ a parte imaginaria de B. Entao
0 0 0

L=2 4B viB 2.
3t+ 13x+z >0

Sejam Y = 0, + B10,, p = (z0,t0). A aplicacdo
¢ (£,8) — Yy(zo + & t0)

(que é a aplicagao p,, com n = (Y, 0,) conforme definida na subsecao 2.3.4)
tem posto dois em p e é suave, portanto é localmente invertivel. Seja (£, s) o
seu inverso local (também suave) em torno de p, ou seja, (£, s) é uma carta
local que satisfaz (onde é definida)

(@, 1) = Ys(xo + &, to).
Pela proposicao 1.13,
9 _oro a0 9 w0 90
o0& 00x  OEOt ds 0Osdx O0sot
Com a variacdo do parametro s (e mantendo £ constante), (z,t) é uma
curva integral de Y. Com isto, obtemos

0 0 0
Repare que
t = t(Y;(IO + f,to)) =1y + S,
ot 0
..a—g—a—g(t0+5)—0.
Assim,
d 0Ox 0

o€~ Ot bz
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Portanto, fazendo

temos o resultado desejado. O

Ezemplo 4.7 (Caso “tubo”). Vamos supor que b ndo depende de x. Ou seja,
L = 0y +ib(t)0, com b € C®(R), onde b assume somente valores reais.
Vamos procurar condicoes suficientes para que L seja localmente resoluvel
na origem.

Consideremos a equagao

ou ou
— +ib(t)— = [.
ot ( )&r /

Vamos supor que u ¢ uma funcao e que podemos aplicar a transformada
de Fourier parcial da equacao em relagao a variavel z. Temos

da N ;
E(&t) —b(t)éu(E,t) = f(&,1).

Resolvendo esta equacao diferencial, obtemos

w60 = [ S0P 5)as

T

onde B é uma antiderivada de b e T' ¢ um nimero real. Para poder fazer a
transformada de Fourier inversa de (&, t) em relagio a £, temos que controlar
0 seu crescimento em relacao a variavel &.

Se f(f,t) = 0 sempre que |£| > 1: neste caso, u(&,t) serd uma funcao de
Schwartz em relacdo a £. Aplicando a férmula da transformada inversa de
Fourier (e usando T'(¢) = 0), obtemos uma solugao

1 o0 t ) BN 2
o) =5 [ [ eSO e ) dsa,
—00 J 0

que funciona em todo o plano.

Se f(&,t) = 0 sempre que & < 0: para que 4(,t) seja uma fungao de
Schwartz em relacao a &, devemos exigir que

B(t) — B(s) <0, sempre que s esta entre T e t.

Pelo teorema do valor médio, B(t) — B(s) = b(n)(t — s), onde 7 esta entre ¢
e s.
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Vamos supor que b nao muda de sinal na origem. Isto é, existe 0 > 0 tal
que, para todo ¢t € [—4,0],b(t) > 0 ou para todo ¢t € [0, 6],b(t) < 0. Caso
b(t) > 0 em (—9,9), faca T' = —4§. Caso b(t) < 0 em (—6,0), faca T" = 0.
Assim, 4(, t) sera uma fungio de Schwartz em relacdo a & sempre que [t| < 0.
Aplicando novamente a férmula inversa de Fourier, temos uma solucao local,

1 o0 t it _ s ~
wat) = g [ [ O e syasds

definida em R x (=9, 9).

Se f(f,t) = 0 sempre que & > 0: podemos encontrar uma solucao local
de Lu = f em R x (—4,0), de forma anéloga — onde o J é tal que b ndo
muda de sinal em (=94, d).

Se f € uma funcdo suave em R? que é de Schwartz em relacdo & coorde-
nada T: sejam

®o, ¢+7 ¢ R — [07 1]
fungoes suaves, com supp¢y C (—1,1), supp¢™ C (0,00) e suppo~ C
(—00,0) tais que 1 = ¢g + ¢ + ¢
Defina fo(x,t) = ]:gl<f(€,t)¢0(§)>(x) e T, f~ analogamente. Entao

f=h+[T+[,

ﬁ)(&t) se anula quando |£| > 1, F(f,t) se anula quando £ < 0 e F(f,t)
se anula quando £ > 0. Assim, desde que b nao mude de sinal na origem,
existem solucoes u™,u™ e ug tais que

Lu " =f", Lut=f" e Luy=fy

em uma faixa Rx (—¢,4), onde d ndo depende de f. Fazendo u = ug+u*+u",
temos que Lu = f em R x (=4, ).
Caso geral: para f € C™®(R?) qualquer, podemos pegar uma fungiao g

que coincide com f no retangulo U = [0,1]?, mas que ¢ de Schwartz em
relagdo a x. Seja u tal que Lu = g na faixa R x (—4,6). Assim, Lu = f em
UNR x (=9,9).

Concluimos que, para L = 0, +1b(t)0, ser localmente resoluvel na origem,
é suficiente que b nao mude de sinal na origem.

4.2 Uma primeira definicao da condigao (P)

Definicao 4.8. Seja L um campo da forma
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em R? onde b € C®(R?) ¢ uma funcido real. Dizemos que L satisfaz a
condi¢ao (P) em p = (xg,to) se existe 6 > 0 tal que, para todo x € (zg —
d, 9+ 9), a fungao t € (to — 9,tp + 9) — b(z,t) ndo muda de sinal.

Observagao 4.9. Vimos no “caso tubo” (exemplo 4.7) que a condi¢ao (P),
como definida acima, implica a resolubilidade local quando b nao depende de
x. Veremos na secao 4.4 que isto também é verdade para qualquer b suave,
com solucdo fraca em L2,

4.3 Uma segunda defini¢cao da condigao (P)

4.3.1 Paréntese: produto exterior de campos vetoriais

Defini¢ao 4.10. Sejam Lq,...,L; € X(M) campos vetoriais na variedade
M. Vamos definir o produto exterior Ly A --- A\ Ly como sendo a aplicagao
multilinear e alternada

LyA---ALg: (CO(M)F — (M)

definida por

LiN--NLi(f1,.. ., fx) = Z sgn(0) Ly (fo)) -+ Li(for))

oeSk

Li(fi) - La(fi)
=det | i .

Le(f1) oo Li(fe)
Observacao 4.11. Na notacao “L;” usada aqui, ¢ é apenas o subindice. Nao
iremos usar a notacao t — L; para o fluxo do campo nesta secao.

Observacao 4.12. Embora tenhamos feito a definicao de produto exterior para
campos vetoriais reais, a mesma também funcionaria para campos vetoriais
complexos.

Observagio 4.13 (Propriedades). Sejam g € C*(M), o € S, Ly,...,L; €
X(M)e Ly € X(M). Entao:

(i) Lg(l) VANEIRIVAN Lg(k) = SgH(O’)Ll AN L.
(i) (gI)ALsA--ALp=g(Li ALy A--- A L).

(i) (L1 +LY)ANLoN-- ANLpy=(Ly ANLog AN+ NLg)+ (LY ALy A--- A Ly).
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Observagao 4.14. Vamos supor que (21, ..., %) é um sistema de coordena-
das global para a variedade M. Aplicando a proposi¢ao 1.13 (expressao dos
campos vetoriais em coordenadas locais) e as propriedades vistas acima, po-
demos calcular a formula de Ly A --- A Ly em funcao das derivadas parciais
[0 NG

Tm*

m
0
LiN-ALy= <Z Li(wi)5 ) A (Z Lk(xik)@>
11 1 ’Lkil
m
0 0
Y (tig) ( o)
81yt =1
0 0
Ly (x; Li(zi)=— N+ A :
112 1 Zl * 81721 amzk
Como o produto 9, A -+ A 8% ¢ nulo sempre que dois de iq,...,4; sao
iguais, a ultima soma pode ser reescrita como
0 0
Z Z Ll xlc(l) ) k(xlo'(k))ax /\ o /\ ax
2] 4eeey =108k Lo (1) Lo (k)
i1 < <dp,
- 0 0

= Z Z Sgn( )Ll(xlau))"'Lk(xla(k)>87/\"’/\ O

m
0 0
= Z Ll/\ /\Lk(l'“, Z'Zk)%/\/\ax
i1yeeyipg=1 n R
11 <<,

Concluimos que

0 A A 9
8@1 (%Zk

Ll(l‘il) Ce L1 ([L‘Zk)

LiN---NL,= Z det : . :
U1yl =1 Lk(le) c. Lk,’(l‘zk)

1< <ig

4.3.2 A definicao em questao

Definicao 4.15. Seja L = L; + iLy um campo vetorial complexo em um
aberto 2 C R?, com L;, Ly campos reais, tal que L nao se anula em nenhum
ponto.

(i) Chamaremos as Orbitas de {Ly, Lo} de orbitas de L.
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(ii) Dizemos que L satisfaz a condi¢ao (P) em € se Ly A Ly ndo muda de
sinal nas orbitas bidimensionais de L.

Observacio 4.16. E necessario explicar o que queremos dizer quando pedimos
que Ly A Ly nao “mude de sinal” em uma 6rbita bidimensional de L. Seja S
uma orbita bidimensional de L. Como S é uma subvariedade de dimensao
maximal, S ¢ um aberto de Q C R? e, portanto, é orientével. Sejam (z,y) e
(z,w) duas cartas locais de S que se interceptam e sdo da mesma orientacao.
Restrinja Ly, Lo, x,y, 2z, w a interseccao de seus dominios.

0 0 9z dz\ 0 0 0
— AN—=det ¥ P)—AN—=J—AN—
Jr 0y ¢ (% g—i) 0z  Ow dz  ow’
onde J é uma funcao estritamente positiva.

L1 /\LQ = L1 /\Lg([E,iU)% VAN % = L1 /\LQ(I,y)Jg VAN i
ou seja, Ly A Lo(z,w) = JLy A Ly(z,y), com J > 0. Ambas terdo o mesmo
sinal.

Fixada uma orientacao O, definimos o sinal de L; A Ly em cada ponto
p € S como sendo o sinal de Ly A Ly(2',y'), onde (2/,y') é uma carta local
de orientacao O contendo p.

Como S é um aberto conexo de R?, s6 existem duas orientacoes possiveis
— a positiva e a negativa. Trocar a orientacao escolhida inverte o sinal de
Ly N Lo, 0 que nao afeta a definicao 4.15.

Observagao 4.17. Seja

g .0
L—a—f—lb%,

definida em um aberto 2 C R?, onde a funcao b é real. Entao as partes real
e imaginéria sao Ly = 0; e Ly = b0,.

O produto exterior Ly A Ly = b0, A 0, tem o sinal de —b (em relagao a
orientagao de (z,1)).

As curvas integrais de L sao as retas verticais contidas em ). As curvas
integrais de L9 sao retas horizontais em €2 que nao cruzam nenhum ponto em
que b = 0, ou entao sao constantes em um ponto em que b = 0.

Se b nao muda de sinal nas 6rbitas de dimensao 2, tampouco mudaré de
sinal nas orbitas de dimensdo 1 (que sdo retas verticais nas quais b = 0).
Nesse caso, o sinal de b nao mudari em nenhuma reta vertical contida em €2.

Por outro lado, seja S uma o6rbita de dimensao 2, e sejam p e ¢ dois pontos
em S tais que b(p) > 0 e b(q) < 0. Entdo p e ¢ se ligam por um caminho
feito de segmentos de curvas integrais de L; e Lo, e ja sabemos que o sinal
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de b nao pode mudar nas curvas integrais de Lo. Concluimos que a mudanca
de sinal de b ocorre em uma curva integral de L;, que é uma reta vertical
contida em (2.

Isto prova que, para este campo L, a condi¢ao (P) da defini¢do 4.15 é
equivalente & condigao (P) da defini¢do 4.8 valendo em todos os pontos de

Q.

Observacao 4.18. Seja L um campo vetorial complexo nao-singular definido
no aberto Q C R?. Dado p € €, vimos (proposigao 4.6) que existem coorde-
nadas locais (¢, s) definidas em U C 2, com p € U nas quais
0 0
L, =—+ib—,
v 0s 0&

onde b ¢ uma funcao real. Sep’ € U, a érbita de L|,; contendo p’ esta contida
na orbita de L contendo p’. Portanto, se L satisfaz a condigao (P) em (2,
L|,; satisfaz a condi¢ao (P) em U. Repetindo-se o raciocinio da observagao
anterior, isto implica que b nao muda de sinal nas curvas integrais de 0.

4.4 Resolubilidade local em 2

Teorema 4.19. Seja L um campo vetorial complezo em R? da forma

o .0
L= a + ’lb%,
com Id |gz = (x,t), onde b € uma funcao suave que sé assume valores reais
e tal que L satisfaz a condigdo (P) em uma vizinhanca U da origem. Entdo
existem a,Ty, C' > 0 tais que, para todo 0 < T < Ty, dada ¢ € C*((—a,a) x
(_T> T)):
161l r2(gey < OT | " L[ 2 ) -

Demonstra¢ao. Vamos usar as letras x e t como variaveis, e nao apenas como
coordenadas locais. Podemos supor, sem perda de generalidade, que b(z,t)
tem suporte compacto e que a propriedade (P) é valida em todo o plano.
'L &, por definigdo, o operador que satisfaz (Lp,v) = (¢, '11)) para
qualquer par de funcdes ¢, em C*(R?), onde (f, g) := [ fg. Como

(Lo, ) = (1, V) + i{bdu, ) = — (&, ¢r) + i(ds, bY)
= (¢, —Lo — ibs ),

entao ‘L = —L —ib,.
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Suponha que a estimativa do teorema vale para o campo L, ao invés de
‘L. Como L = —ib, — 'L,

I6]l, < CT |[ibo|l, + CT || *Lo||, < CTsup|b.| |6, + CT||*Le|,
2 lélly (1= CT sup |by|) < CT || 'L, -

Escolhendo T > 0 suficientemente pequeno para que CT{sup |b,| < 1, po-
deremos dizer que, para qualquer 0 <7 < T},

C

ol < =57 T "Ll

Assim, basta demonstrar este teorema para L ao invés de L. Vamos
fazer isto agora.

Sejam ¢ +1)g+1~ = 1 uma particao C* da unidade em R com supp 1)~ C
(—00,0), supp g C (—1,1) e suppyp™ C (0,00). Para as fungoes ¢(x,t) no
plano, denotaremos por 5(5 ,t) a transformada de Fourier parcial em relagao
a variavel x.

Seja P o operador dado por

o0

P it = o [ @€ de

—0o0

Seja B(x,t) = f(f b(x,7)dr. Defina o operador
1 Lo - .
Kiflat) = o [ [ omss@eo sedtiig e sy dsdg (420)
21 Jr T(x)

t —_—
_ / /eix§+(3($,t)—3($75))§|[~)+f(§’ 3)% ds. (4.21)
T(z) JR 2w

onde T'(z) é T se b(x,t) > 0 para todo t e —T no caso contrario (lembrando
que estamos supondo que a condicao (P) vale em todo o plano).

A funcio 0 < ¢ < 1 é escolhida em C°(R) de forma que ela valha 1 no
suporte de ¥t mas seu suporte ainda esteja contido em (0,00). Definimos
o operador Pt de forma analoga a P*. Assim, teremos PTP*f(z,t) =
Pt f(z,t) (enquanto geralmente nao é verdade que PPt f = Pt f).

Para cada y > 0, vamos denotar por e ¥/P=l o operador dado por

e}

e—y\Dz|f<x’t) _ %/ eixge—ylﬁ\f(é%,t) d¢,

— 00

Se y > 0, seja P, o niicleo de Poisson no semiplano,

Iy
P(x):;yQ—l—xQ’
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cuja transformada de Fourier é e ¢l (ver a subsecdo 3.2.3). Com isso, temos

e_y|Dz|f({L'7t) — {f(l‘,t), s€y = 07
f*Py(z,t), sey#0.

Isto implica (proposicdo 3.2) que |e Y7zl f(z,¢)| < Hf(z,t), onde
1 T+r
Hf(z,t) = sup —— £ (s,t)] ds

r>0 r T—r

¢ a fun¢do maximal de Hardy-Littlewood de f(x,t) em relacdo a z. Sabemos
(ver Stein [8], capitulo I para uma demonstracdo) que existe C' > 0 tal que
|IHo||, < C||¢]|, para qualquer ¢ € L*(R).

Com isto, (4.20) pode ser reescrita como

t
K" f(x,t) = / e(B(“”’t)_B(I’S))lD“P+f(x,3) ds.
T'(x)

Vamos agora limitar a norma de K f(-,¢) em L*(R):

1B £ G2 —/OO}K+f(x,t)‘2dx

0o | pt
‘/ e(B(x,t)*B(Ivstz|p+f<x,S) ds| dz
T(x

<[ (L.,

< /o; (/j ‘e(B(x,t)—B(x,S))\Dx|f)+f(l,’ S)‘ ds)2 de
g/: (/_ZHPJFf(x s) 5) dr = H/ HP*f(-,5)ds
H/_TTHP+f(-,s) s < /T [ ()

<o [ s

< C/ 1 f(-,9)|l,ds (teo. de Plancherel)
-

2
e(B@t=B@s)IDel pt £y 5)’ ds) dz

ds  (des. de Minkowsky)

2

T
el <o el ds
-7
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Usamos agora a desigualdade de Cauchy-Schwarz:

wseal,<c| [ @it

< ovar|(I( 9)ll)

LA(~T.T)[s]

Elevando ao quadrado:

T
5ol < 20T [ rcs)izas

T
= 2CQT/T (/R f(x,s) dm) ds = 2C°T HfHL2(R><(—T,T)) :

Integrando de —7 a T, obtemos a estimativa de K™ f em L?(R x (=T, T)).

+ £]|2 22
HK f”L?(RX(—T,T)) <4C°T HfHLZ(RX(—T,T))
. +
: HK f”LQ(Rx(fT,T)) < ZCTHfHLQ(RX(fT,T))' (4.22)

Em seguida, vamos examinar o efeito de K+ em Lo, ¢ € C°(Rx (=T, T)).
Calculemos K1 (¢; (z,t)), onde ¢t (z,t) = PT¢(x,t) e ¢ (x,t) é a notagao
para P*(0;¢(z,t)) (note que J; comuta com a transformada parcial ~ e com

os operadores P, PT)
Por (4.20),

1 ' ] —B(z,s))¢,], °F
Kot = g [ [ e B )57 € ) dade

t
T JR T(z) Os

onde estamos usando que (&)Y (€) = ¥ (€).
A integral interior é:

t
/ ei:cf—‘r( (z,t)—B(z,s) ¢+(§’ ) ds = eix§+(3(x,t)—B(x7s))£a§I(57 3) 13
T(z) T(z)

t
_ / _b(, 5)EelmEHBEN-BENEGT (¢ 5) ds
T(x)
t
_ G ) — / bz, 5)EHBED-BENETT (¢ 5) ds

T(x)
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Portanto,

K¢l (x,t) =
- ¢
o [ e~ o [ [ bl BB ¢ g dsag

271' R 271— R T(l’)

t ) o df

= ¢ (n,t) — z/ / b(x, s)e’fJ“(B(x’t)_B(x’s))fgbj(5, s)—ds

T(z) JR 2m

t

= ¢ (z, 1) —i / b, 5)e PPl (9 1) (2, 5) ds.
T'(x)

Podemos escrever

b(z, 5)eBEN-BEID: (51) (7, 5) = eB@O=B@NID: (h+) ()
+ [b, PED=B@AD 6 F (g 5),

onde o colchete entre dois operadores denota o comutador [ X, Y]f = XY f —
Y X f ebéooperador de multiplicacao (bf(x,t) = b(x,t) f(z,1)).

Assim,
KT (x,t) =
Ot (x,t) — iK T (bg)) (w,t) —i / t( ) [b, e PEN=BEIDl] gt (1 5) ds .
T(z
) R¥ ¢ (2,1 ’
Portanto, lembrando que Lo™ = ¢; + ibo ],
KT Lot (x,t) = ¢t (x,t) + RT ot (2, ). (4.23)

Para estimar a norma do resto RT¢™*(z,t), vamos precisar do seguinte
resultado:

Afirmacao: Dados f € S(R) e h € C®*(R), existe constante C' > 0,
independente de f e de h, tal que

Ve >0, |[he 7] f(x)] < C'(sup W) Hf(x).
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De fato,

[P f = h(@) P # f'(x) = Pox (hf')
— [ W)@ = )P dy = [ ha =)o - 0P dy

/R (h(@) — hiz — y))f'(x — ) Pu(y) dy
- / (h(x) — b)) f(y) Pz — ) dy

= f(y)Pﬁ(x —y)(h(x) — h(y))’iooo (integracdo por partes)

=0

- /R (= (P (@ = y)(h(z) — h(y)) + Pe(z — y)(=h'(1))) f(y) dy
= Pex fh(x) + (Po) * ((h(z) — h) f)(z).

O primeiro termo ¢ limitado (proposic¢ao 3.2) por H fh')(x), que é menor ou
igual a (sup|h/|) Hf (). Quanto ao segundo termo, note que

(P)(x) = S 2P(afe) = SP'(afo)

dx e

Fazendo Q(x) = zP'(x), teremos

Qu(w) = 2P (a/) = 2(P) (2)

e, assim, o segundo termo ¢ igual a

[0 = b 2= ay = (@),
onde g, ¢ a funcao definida por
9. (y) = h@i — Z(y)f(y)-

Pelo teorema do valor médio, |g,| < (sup|h/|)|f|. Como @ tem majorante
radial integravel, (Q. * g,)(x) é limitado por I(sup |W'|) Hf(x), onde I é a
integral do majorante radial de (). Tomando-se C' =1 + I, a afirmacao fica
provada.
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Com isto, podemos estimar a norma de R* procedendo analogamente ao
que foi feito para estimar K*. Fazendo C” = C’ supge |h,|,

T
ro ol <o [ et conlasscor [ fornlas

HL2 Rx (=T,T)) ’

1
<cc” 2T(/H¢+ Hst) = C3V2T ||¢*

onde C3 = CC”.
1
2
MR s rry = ([ N0 ol
< 2G5T ||6Y]| pogg iy - (424)
Juntando (4.22), (4.23) e (4.24), temos
H¢+HL2(R><(—T,T)) - HK+L¢+ - R+¢+HL2(RX(—T,T)
<20T HLQS+||L2(R><(—T,T)) +265T H¢+HL2(Rx(_T,T)) :

Sabemos que [[¢7|| 2@y 1)) < N9l 2@ (7)) © que pode ser visto
usando-se o teorema de Plancherel e da desigualdade Cauchy-Scwharz. Para
estimar |[Lo™ || j2(gy(_7,7)) em funcdo da norma de L¢, vamos escrever

Lt = LP*¢ = [L, Pt])¢ + PTLo.

Como a derivada 9; comuta com PT, [L, P*] = [ib0,, PT], que é limitado
em L? (ver Stein [9], pagina 309). Assnn, poderemos concluir que existe
Cy > 0 independente de ¢, tal que

1671 2 x iy < CT ILSN L2y + CaT Nl 2 -y -

Procedendo analogamente, existe C5 > 0 independente de ¢ tal que
HQS_HIQ(RX(_T’T)) < G5T || LAl e -rry) + O5T [0l r2@—1my) -

Para estimar ¢g, definimos Py e Py analogos a P™ e P (mas usando vy
ao invés de Y1) e

Ko f (1) — / /wf+ =P (e, 5) e ds

// e+ (B(a,t)— B(gcs))gpf(g )df
1
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Seja 0 € CX(R) uma fungao que vale 1 no intervalo (—27,2n), onde
7 > Supgz | B|.

Com isso, 0((B(z,t) — B(x,s))¢) = 1 sempre que £ € (—1,1). Isto nos
permite escrever a formula de K como:

t ol —
Kof(z,t) = / / e 0((B(x,t) — B(x, 5))E)eB@D=B@sEp ¢ (4 s);i—§ ds
-1 T
S (B(z,t)—B(2,9))¢ D7 d¢
O((B(z,t) — B(x,s))€)e' "™ : Pof(:v,s)Q—ds
T
:/ ( ((B(x,t) — B(z,s))D, )e(B(x7t)_B(x’s))DI)]50f(:1:,s) ds,
-7
onde, para cada y € R, o operador 0(yD,)e’P= é definido pela formula
1 ‘ A
OuD) Flavt) = o= [ "0 (E, 1) de.
T JRr

Seja G a transformada de Fourier inversa de 6(£)e®. Dado y € R diferente
de zero, defina

1

Gy(z) = ‘y’

G(x/y) = FH(0(y€)e™) (2).
Isto nos da que

f*Gy<x7t)7 Sey#07

Podemos limitar 0(y D, )eYP= pelo maximal Hf(x,t) multiplicado por uma
constante (pois G tem majorante radial limitado). Assim, G é andlogo ao
ntcleo de Poisson no semiplano usado na estimativa de K.

Isto nos permite mostrar, de forma anéloga a com que fizemos a estimativa
de KT, que existe constante Cg > 0 tal que

||¢0HL2(Rx(—T,T)) < CGT ||L¢||L2(Rx(—T,T)) + C6T ||¢”L2(Rx(—T,T)) :
Assim, como ¢ = ¢T + ¢y + ¢_, existe constante C; > 0 tal que

101l e @x—rry < CrT LYl 2 (—rry) + C7L 10Nl L2 -1y -

C7T

" ||¢||L2(R><(—T7T)) C T ||L¢||L2 Rx(=T,T))

e renomeando C' = C’7/(1 —C7Ty), o teorema esta provado.
[

1
Tomando Ty < o
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Corolario 4.25. Se o campo L da definicao 4.8 satisfaz a condicao (P) em
uma vizinhanca da origem, entao existem Ty > 0 e C' > 0 tais que, para todo
0<T <Ty, dada f € L*(R?), existe u € L*(R?) com norma

Jull, < CT|1£1,
tais que
Lu=f emRx (=T,T) (no sentido de distribuicao).
Demonstragao. Seja Qpr = R x (=T,T). Considere o funcional linear

A TL(CX(Qr) — C
Lo +— o flx, t)d(z,t) du dt,

que é bem definido, pois o teorema 4.19 implica que 'L ¢é injetiva. Pela
desigualdade Cauchy-Schwarz e pelo teorema 4.19,

MCLO)| < NI fllx l1glly < CT I, || Lol

ou seja, A é um funcional linear limitado no subespago vetorial *L(C°(2r))
de L*(R?), com norma < CT || f||,. Pelo teorema de Hahn-Banach, podemos
estender A\ para um funcional linear limitado (e de mesma norma) \* em
L?*(R?). Pelo teorema da representagao de Riesz, existe u € L?*(R?), com
Jully € CT | £], tal que

[Lwo=x@). voer@)
R2
Em particular, se ¢ € C>(Q2r),

(Lu, ¢) = (u, "Lo) = A("Lo) = (£, 4),

o que significa que Lu = f em €27 no sentido das distribuicoes. ]
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