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Resumo

Nesta dissertação, estudamos as órbitas de uma famíliaD de campos vetoriais
suaves em uma variedade suaveM. O objetivo é demonstrar dois teoremas de
Sussmann: o primeiro teorema diz que as órbitas são subvariedades integrais
de uma certa distribuição PD de vetores tangentes emM. O segundo teorema
dá condições necessárias e su�cientes para que PD seja igual à distribuição
gerada pelos campos de D. Como aplicação, estudamos uma caracterização
da condição (P) de Nirenberg-Treves para campos vetoriais complexos em
R2.





Abstract

In this dissertation, we study the orbits of a family D of smooth vector �elds
on a smooth manifold M. The goal is to demonstrate two theorems of Suss-
mann: the �rst theorem says that the orbits are integral submanifolds of a
certain distribution PD of tangent vectors of M. The second theorem gives
necessary and su�cient conditions for PD to be the same as the distribution
generated by the vector �elds of D. As an application, we study a charac-
terization of the condition (P) of Nirenberg and Treves for complex vector
�elds on R2.
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Introdução

Sejam M uma variedade suave e X um campo vetorial suave em M . Uma
curva integral maximal de X pode ser apenas de três tipos:

(i) uma constante α : t ∈ R 7→ p0 ∈M ;

(ii) uma curva regular sem auto-intersecção;

(iii) uma curva regular α : R→M que é periódica e só se intercepta no �m
de seu período, isto é, existe T > 0 tal que, para todos t, s ∈ R,

α(t) = α(s)⇔ t− s ∈ TZ.

Nos três casos, a imagem de α é uma subvariedade imersa de M. Note que
esta subvariedade nem sempre é mergulhada � um exemplo é o chamado
�uxo irracional no toro (ver Sotomayor [7], capítulo VI, seção 7).

Para cada p ∈ M , seja Sp a imagem de uma curva integral maximal de
X que passa por p. Sp é bem-de�nida, pois a curva integral maximal de X
passando por p é única a menos de reparametrização.

Isto particionaM em subvariedades disjuntas (quando não são iguais) Sp,
cujos espaços tangentes em cada ponto coincidem com o espaço gerado por
X e que são conexas e maximais com relação a esta propriedade. As Sp são
as órbitas do campo vetorial X.

Agora, vamos introduzir um segundo campo Y ∈ X(M). Será possível
particionar M em subvariedades Sp conexas de forma que o espaço tangente
de cada uma (em cada ponto) coincida com o espaço gerado por X e Y e que
elas sejam maximais ?

A resposta vai depender da escolha de X e Y . Por exemplo, se o colchete
de Lie [X, Y ] for linearmente independente (em algum ponto) de X e Y , a
resposta é �não�.

Caso a resposta seja �sim�, cada Sp deverá conter as curvas integrais de
X ou de Y que a interceptam.

Isto nos leva a considerar como candidato a Sp o menor conjunto (con-
tendo p) que contém todas as curvas integrais de X ou de Y que o intercep-
tam. Tal conjunto é uma órbita do par de campos {X, Y }.
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Mais geralmente, seja M uma variedade suave e seja D um conjunto de
campos vetoriais suaves de�nidos em abertos deM , de forma que todo ponto
p ∈M está no domínio de pelo menos um campo de D. As D-órbitas são as
classes de equivalência da seguinte relação de equivalência: dois pontos p e q
são equivalentes se podem ser ligados por uma sequência �nita de segmentos
de curvas integrais de campos de D.

Uma distribuição é uma aplicação ∆ que associa a cada ponto p deM um
subespaço vetorial ∆(p) de TpM . A distribuição que associa a cada ponto o
espaço gerado pelos campos de D naquele ponto é denotada por ∆D.

Sussmann [10] demonstra dois teoremas principais: o primeiro teorema
diz que asD-órbitas, dotadas de uma topologia apropriada, são subvariedades
imersas de M e que seus espaços tangentes coincidem, em cada ponto, com
uma certa distribuição PD (de�nida no artigo) que é involutiva e contém ∆D;
o segundo teorema dá condições necessárias e su�cientes para que PD seja
igual a ∆D.

Nesta dissertação, demonstramos em detalhes os dois teoremas supraci-
tados. Em seguida, faremos uma breve discussão da condição (P) de Niren-
berg-Treves em R2.

O primeiro capítulo contém as de�nições de campo vetorial e do dife-
rencial de uma aplicação entre variedades, conforme são usadas neste traba-
lho, junto com algumas propriedades importantes das subvariedades imer-
sas. Por variedade, entende-se um espaço topológico de Hausdor� dotado de
uma estrutura diferenciável C∞. As de�nições de campo vetorial complexo
e vetores tangentes complexos usadas neste capítulo seguem o capítulo I de
Berhanu, Cordaro e Hounie [1].

O segundo capítulo é uma exposição detalhada das de�nições e teoremas
principais de [10]. Duas modi�cações relevantes foram feitas:

(i) No lema 2.72, que é o lema 5.3 de [10], a demonstração de que a sub-
variedade em questão é um aberto na topologia da órbita foi feita de
outro jeito, devido a um �from this it follows easily that� do qual, apa-
rentemente, não seguia o resultado desejado. A nova demonstração é
mais longa e desagradável.

(ii) No teorema 2.80, que é o teorema 4.2 de [10], foi adicionado à condi-
ção (e) o requisito de que a distribuição ∆ tenha posto constante nas
D-órbitas. Tal modi�cação é necessária para evitar que a condição (e)
se aplique ao exemplo 2.68, o que tornaria o teorema falso. A origem
do erro está no uso de um lema de Lobry [4] que é falso (ver [5]). A
condição (e') da errata de Sussmann aparentemente tem o mesmo pro-
blema.
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O terceiro capítulo é uma introdução à transformada de Fourier na reta
real. Isto é necessário para os cálculos do quarto capítulo.

O quarto capítulo, seguindo as ideias do início do capítulo IV de [1],
é sobre a condição (P) para a resolubilidade local de um campo vetorial
complexo não-singular L em R2. Localmente, a equação Lu = f sempre
pode ser transformada (via mudança de coordenadas) em

∂u

∂t
+ ib

∂u

∂x
= f,

onde b é uma função que só assume valores reais. Para campos que já são
da forma L = ∂t + ib∂x, com b real, de�nimos a condição (P) em um ponto
p como sendo: que b não muda de sinal sobre as retas verticais (que são as
de coordenada x constante) dentro de algum retângulo que contém p. Uma
segunda de�nição da condição (P) é dada, independente de coordenadas,
que faz uso das órbitas de Sussmann e que é equivalente à de�nição anterior
quando aquela se aplica. Concluímos mostrando que a condição (P) implica
a resolubilidade local em L2.
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Capítulo 1

Conceitos Fundamentais

1.1 Campos vetoriais complexos

1.1.1 De�nição

De�nição 1.1. (i) Um campo vetorial complexo na variedade M é uma
aplicaçãoX : C∞(M)→ C∞(M) satisfazendo as seguintes propriedades:

C-Linearidade ∀λ ∈ C, f, g ∈ C∞(M) :

X(λf + g) = λXf +Xg.

Regra de Leibniz ∀f, g ∈ C∞(M) :

X(fg) = (Xf)g + (Xg)f.

(ii) Um campo vetorial complexo X é real (neste caso, chamado somente
de campo vetorial) quando, sempre que f ∈ C∞(M) for uma função que
assume somente valores reais, Xf somente assumir valores reais.

Observação 1.2. C∞(M) denota o conjunto de todas as funções f : M →
C que são suaves. Denotaremos o conjunto de todos os campos vetoriais
complexos em M por CX(M) e o conjunto de todos os campos vetoriais
(reais) em M por X(M).

Proposição 1.3. Se f é constante, Xf = 0

Demonstração. Seja f a função de valor constante α. X(f 2) = 2(αXf) =
αXf , pela regra de Leibniz e pela C-linearidade (respectivamente). Então
α = 0 ou Xf = 0. Se α = 0, Xf = X(0f) = 0(Xf) = 0, pela C-linearidade.
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8 CAPÍTULO 1. CONCEITOS FUNDAMENTAIS

Proposição 1.4. Sejam f, g ∈ C∞(M) tais que f = g em um aberto U ∈M .
Então Xf = Xg em U .

Demonstração. Dado p ∈ U , mostremos que Xf(p) = Xg(p). De�na ψp ∈
C∞(M) tal que ψp(p) = 0 e ψp = 1 fora do aberto U. Então f−g = (ψp)(f−g).
Pela regra de Leibniz:

X(f − g) = X((ψp)(f − g)) = (Xψp)(f − g) + (X(f − g))ψp

∴ X(f − g)(p) = 0 ∴ Xf(p) = Xg(p).

1.1.2 Vetores tangentes complexos

De�nição 1.5. (i) Um vetor tangente complexo no ponto p ∈ M é uma
aplicação C-linear ~vp : C∞(p) → C satisfazendo a seguinte regra de
Leibniz:

∀f |p, g|p ∈ C∞(p) : ~vp
[
f |pg|p

]
= ~vp

[
f |p
]
g(p) + ~vp

[
g|p
]
f(p).

(ii) Um vetor tangente complexo ~vp é real (neste caso, chamado simples-
mente de vetor tangente) quando, sempre que f |p ∈ C∞(p) for um germe
de função real, ~vp[f |p] é real.

(iii) O conjunto de todos os vetores tangentes reais de M em p é denotado
por TpM e chamado de espaço tangente de M em p.

(iv) O conjunto de todos os vetores tangentes complexos de M em p é de-
notado por CTpM e chamado de espaço tangente complexo de M em
p.

(v) A união
⋃
p∈M TpM é chamada de �brado tangente de M e denotada

por TM .

(vi) A união
⋃
p∈M CTpM é chamada de �brado tangente complexi�cado de

M e denotada por CTM .

(vii) Se X ∈ CX(M) é um campo vetorial complexo em M e p ∈M , o vetor
tangente complexo X|p é de�nido por

X|p[f |p] = Xf(p).

Observação 1.6. Denotamos por C∞(p) a C-álgebra dos germes de função
suave em p ∈M. f |p denota o germe de uma função f no ponto p.
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Observação 1.7. Usaremos colchetes (~vp[f |p]) para denotar a aplicação de
um vetor tangente complexo a um germe e usaremos parênteses, ou mera
concatenação (X(f) ou Xf) para denotar a aplicação do campo vetorial
complexo a uma função.

Proposição 1.8. Seja φ : M → CTM uma função que associa a cada ponto
p da variedade M um vetor tangente complexo φ(p) ∈ CTpM . Se, para cada
f ∈ C∞(M), a função φf : p 7→ φ(p)[f |p] é suave, então existe um único
campo vetorial complexo X tal que X|p = φ(p), ∀p ∈M .

Demonstração. De�na X pela fórmula Xf = φf . A C-linearidade de X e a
regra de Leibniz serão consequência das propriedades dos vetores tangentes
complexos.

Dado p ∈ M , X|p[f |p] = Xf(p) = φf (p) = φ(p)[f |p],∀f ∈ C∞(M).
Portanto, X|p = φ(p).

Mostremos a unicidade de X.
Sejam X1 e X2 campos vetoriais complexos com X1|p = X2|p = φ(p)

para todo p ∈M . Então, dado f ∈ C∞(M),

X1f(p) = X1
∣∣
p
[f |p] = φ(p)[f |p] = X2

∣∣
p
[f |p] = X2f(p), ∀p ∈M.

∴ X1f = X2f , para toda f ∈ C∞(M). Portanto X1 = X2.

1.1.3 Restrição de campo vetorial a um aberto

Proposição 1.9. Seja X um campo vetorial complexo na variedade M e
U ⊂ M um aberto. Então existe um único campo vetorial complexo X|U ∈
CX(U) tal que X|U(f |U) = (Xf)|U , para toda f ∈ C∞(M).

Demonstração. Dado p ∈ U , o vetor tangente complexo X|p está em CTpM .
Queremos identi�car CTpM com CTp U . Se f ∈ C∞(M), identi�camos o
germe f |p (que é germe na variedade M) com o germe (f |U)|p (germe em U).
É fácil ver que tal identi�cação é um isomor�smo de álgebra entre C∞(p)M
e C∞(p)U . Assim, vamos tratar estes espaços de germes como se fossem o
mesmo.

Identi�cando-se os germes, �cam identi�cados os vetores tangentes com-
plexos de U e M .

De�nimos X|U , usando a proposição 1.8, por (X|U)|p = X|p,∀p ∈ U.
Para isso, devemos mostrar que as aplicações φf : p ∈ U 7→ X|p(f), de�nidas
para toda f ∈ C∞(U), são suaves.

Mostremos que φf é localmente suave em um ponto p0 ∈ U qualquer. De
fato, pois φf é igual, em alguma vizinhança de p0, a Xg, onde g ∈ C∞(M) é
uma função com f |p0 = g|p0 .
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Assim de�nido X|U , usando a identi�cação entre germes de M e U que
�zemos, temos que

X|U(f |U)(p) = (X|U)|p
[

(f |U)|p
]

= X|p
[
f |p
]

= Xf(p)

para toda f ∈ C∞(M) e todo p ∈ U .

Observação 1.10. O aberto U ⊂M é considerado uma variedade, cuja estru-
tura diferenciável é obtida pela restrição da estrutura diferenciável de M .

1.1.4 Forma local dos campos vetoriais

De�nição 1.11. Seja M uma variedade e ~x : U ⊂M → V ⊂ Rm uma carta
local de M . Seja f ∈ C∞(U). Podemos escrever f = f~x ◦ ~x, onde f~x : V → C
é a função suave f ◦ ~x−1. Então de�nimos as derivadas parciais

∂f

∂xj
∈ C∞(U), j = 1, . . . ,m

pela fórmula:
∂f

∂xj
=

∂

∂xj
f = ∂j(f~x) ◦ ~x.

As aplicações
∂

∂xj
: C∞(U) −→ C∞(U)

(que também podem ser denotadas ∂xj , quando quisermos economizar es-
paço) são campos vetoriais reais em U . Dada g ∈ C∞(M), �ca denotado

∂g

∂xj
=

∂

∂xj
(g|U).

Observação 1.12. O símbolo ∂j denota a derivada parcial usual na j-ésima
coordenada.

Proposição 1.13. Seja X ∈ CX(U), onde U é o domínio de uma carta local
~x : U ⊂M → V ⊂ Rm da variedade M . Então

X =
m∑
j=1

X(xj)
∂

∂xj
.
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Demonstração. Sejam f ∈ C∞(U) e p ∈ U . Seja r > 0 tal que a bola aberta
B(~x(p), r) está contida em V . Então ~x − ~x(p) é uma carta local de�nida
em U que se anula em p. Restringindo esta carta, obtemos uma carta local
~y : U ′ → B(0, r), com ~y(p) = 0.

Seja f~y = f |U ′◦~y−1 : B(0, r)→ C a expressão de f nas coordenadas locais
de ~y. Dado h ∈ B(0, r), seja αh : (0, 1) → B(0, r) de�nida por αh(t) = th.
Pelo teorema fundamental do cálculo e pela regra da cadeia,

f~y(h) = f~y(0) +

∫ 1

0

(
d

dt
f~y(αh(t))

)
dt =

∫ 1

0

〈∇f~y(αh(t)), α′h(t)〉 dt

=

∫ 1

0

m∑
j=1

hj∂j(f~y)(ht) dt =
m∑
j=1

hj

∫ 1

0

∂j(f~y)(ht) dt.

De�na as funções

gj(q) =

∫ 1

0

∂j(f~y)(t~y(q)) dt, j = 1, . . . ,m,

com q ∈ U ′. Note que gj(p) = ∂f/∂yj(p). Temos:

f |U ′ = f(p) +
m∑
j=1

yjgj.

Aplicando o campo X|U ′ e usando a regra de Leibniz, obtemos:

Xf(p) =
m∑
j=1

(
X|U ′(yj)(p)gj(p) + yj(p)︸ ︷︷ ︸

=0

X|U ′(gj)(p)
)

=
m∑
j=1

X|U ′(yj)(p)gj(p)

=
m∑
j=1

X|p
[
yj|p
] ∂f
∂yj

(p) =
m∑
j=1

X(xj)(p)
∂f

∂xj
(p).

Observação 1.14. O mesmo procedimento que foi usado na proposição acima
serve para demonstrar que todo vetor tangente complexo ~vp ∈ CTpM se
decompõe em coordenadas locais na forma

~vp =
m∑
j=1

~vp[xj]
∂

∂xj

∣∣∣∣
p
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1.2 Derivada de uma curva

De�nição 1.15. Seja α : (a, b) → M uma curva suave em M . Para cada
t ∈ (a, b), de�nimos α′(t) ∈ TpM (que também pode ser denotado por d

dt
α(t))

pela equação:

α′(t)
[
f |α(t)

]
:= (f ◦ α)′(t).

Veri�quemos que α′(t) : C∞(α(t)) → C satisfaz a de�nição de um vetor
tangente complexo:

C-linearidade α′(t)
[
f |α(t) + λ

(
g|α(t)

)]
=

= α′(t)
[

(f + λg)|α(t)

]
=
(
(f + λg) ◦ α

)′
(t)

=
(
(f ◦ α) + λ(g ◦ α)

)′
(t) = α′(t)

[
f |α(t)

]
+ λα′(t)

[
g|α(t)

]
.

Regra de Leibniz α′(t)
[
f |α(t) g|α(t)

]
= α′(t)

[
(fg)|α(t)

]
= (fg ◦ α)′(t) =

d

dt
f(α(t))g(α(t))

= (f ◦ α)′(t)(g ◦ α)(t) + (f ◦ α)(t)(g ◦ α)′(t)

= α′(t)
[
f |α(t)

]
g(α(t)) + f(α(t))α′(t)

[
g|α(t)

]
.

Como (f ◦ α)′(t) é real sempre que f é uma função real, α′(t) é um vetor
tangente real.

Exemplo 1.16 (Fórmula local da derivada). Seja ~x = (x1, . . . , xm) : U ⊂
M → V ⊂ Rm uma carta local de M tal que α(t0) ∈ U para algum t0. Seja
δ > 0 tal que α((t0 − δ, t0 + δ)) ⊂ U . Seja α̃ = α|(t0−δ,t0+δ)→U (restrição de
domínio e contra-domínio de α). De�na αj = xj ◦ α̃, ∀j = 1 . . . ,m. Assim, a
curva α é dada, para |t− t0| < δ, pelas suas coordenadas

~x(α(t)) = (α1(t), . . . , αm(t)).

Dado um germe de função suave f |α(t0), calculemos α′(t0)
[
f |α(t0)

]
:

α′(t0)
[
f |α(t0)

]
= (f ◦ α)′(t0) = (f ◦ α̃)′(t0) =

(
f ◦ (~x)−1 ◦ ~x ◦ α̃

)′
(t0)

=
n∑
j=1

(xj ◦ α̃)′(t0) ∂j
(
f ◦ (~x)−1)(~x ◦ α̃(t0)) (regra da cadeia)

=
n∑
j=1

(αj)′(t0)
∂

∂xj

∣∣∣∣
α̃(t0)

[
f |α̃(t0)

]
.
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Assim, a derivada de uma curva em coordenadas locais é dada pela fór-
mula:

α′(t) =
n∑
j=1

(αj)′(t0)
∂

∂xj

∣∣∣∣
α(t0)

.

1.3 Diferencial

De�nição 1.17. Seja F : M → N uma aplicação suave entre variedades. Se
g ∈ C∞(N), g◦F ∈ C∞(M). Dado um vetor tangente complexo ~vp em CTpM ,
de�nimos um vetor tangente complexo em CTF (p) N, que será chamado de
dF (~vp), pela seguinte fórmula:

dF (~vp)
[
g|F (p)

]
= ~vp

[
(g ◦ F )|p

]
.

Se ~vp for real, dF (~vp) será real e com isto de�nimos o diferencial de F como
a aplicação

dF : TM −→ TN.

Se considerarmos p ∈M �xado, a restrição

dF |p : TpM −→ TF (p) N

é uma aplicação linear cujo posto é chamado posto de F em p.

Observação 1.18. Veri�quemos que dF (~vp) satisfaz os requisitos de um vetor
tangente complexo:

C-Linearidade dF (~vp)
[
g1|F (p) + λ

(
g2|F (p)

)]
= dF (~vp)

[
(g1 + λg2)|F (p)

]
= ~vp

[(
(g1 + λg2) ◦ F

)∣∣
p

]
= ~vp

[(
g1 ◦ F + λ(g2 ◦ F )

)∣∣
p

]
= ~vp

[
(g1 ◦ F )|p + λ

(
(g2 ◦ F )|p

)]
= ~vp

[
(g1 ◦ F )|p

]
+ λ~vp

[
(g2 ◦ F )|p

]
= dF (~vp)

[
g1|F (p)

]
+ λ dF (~vp)

[
g2|F (p)

]
.

Regra de Leibniz dF (~vp)
[
g1|F (p) g2|F (p)

]
=

= dF (~vp)
[

(g1g2)|F (p)

]
= ~vp

[(
(g1g2) ◦ F

)∣∣
p

]
= ~vp

[
(g1 ◦ F )|p (g2 ◦ F )|p

]
= ~vp

[
(g1 ◦ F )|p

]
g2(F (p)) + g1(F (p))~vp

[
(g2 ◦ F )|p

]
= dF (~vp)

[
g1|F (p)

]
g2(F (p)) + g1(F (p)) dF (~vp)

[
g2|F (p)

]
.
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Observação 1.19. Veri�quemos que dF leva vetores tangentes reais em vetores
tangentes reais. Se g|F (p) é um germe de função real em N , (g ◦ F )|p é um
germe de função real em M . Assim, se ~vp é um vetor tangente real em

p ∈ M , dF (~vp)
[
g|F (p)

]
= ~vp

[
(g ◦ F )|p

]
é um número real sempre que g|F (p)

é um germe de função real.

Observação 1.20. Veri�quemos a linearidade de dF |p: dados ~v1, ~v2 ∈ TpM,
λ ∈ C e f |F (p) ∈ C∞(F (p)), com f ∈ C∞(M),

dF (~v1 + λ~v2)
[
f |F (p)

]
= (~v1 + λ~v2)

[
(f ◦ F )|p

]
= ~v1

[
(f ◦ F )|p

]
+ λ~v2

[
(f ◦ F )|p

]
= dF (~v1)

[
f |F (p)

]
+ λ dF (~v2)

[
f |F (p)

]
.

Proposição 1.21 (Cálculo do diferencial usando caminhos). Sejam α : (a, b)
→ M uma curva suave na variedade M e F : M → N uma aplicação entre
variedades. Então dF (α′(t)) = (F ◦ α)′(t).

Demonstração. Basta calcular dF (α′(t)) em um germe de função suave ar-
bitrário g|F (α(t)):

dF (α′(t))
[
g|F (α(t))

]
= α′(t)

[
(g ◦ F )|α(t)

]
= (g ◦ F ◦ α)′(t)

= (F ◦ α)′(t)
[
g|F◦α(t)

]
.

∴ dF (α(t)) = (F ◦ α)′(t).

Proposição 1.22 (Regra da Cadeia em Variedades). Sejam F : M → N e
G : N → P aplicações suaves entre variedades. Então

d(G ◦ F ) = dG ◦ dF.

Demonstração. Sejam ~vp um vetor tangente qualquer em TpM e f ∈ C∞(P ).

d(G ◦ F )(~vp)
[
f |G◦F (p)

]
= ~vp

[
(f ◦ (G ◦ F ))|p

]
= ~vp

[
((f ◦G) ◦ F )|p

]
= dF (~vp)

[
(f ◦G)|F (p)

]
= dG(dF (~vp))

[
f |F◦G(p)

]
.
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1.3.1 Derivadas parciais de uma aplicação

De�nição 1.23. Seja F : M → N uma aplicação suave entre variedades e
seja ~x : U ⊂M → V ⊂ Rm, ~x = (x1, . . . , xm) carta local de M . De�nimos

∂F

∂xj
(p) = dF

(
∂

∂xj

∣∣∣∣
p

)
, ∀p ∈ U, ∀j ∈ {1, . . . ,m}.

Observação 1.24. Se f ∈ C∞(N),

∂F

∂xj
(p)
[
f |F (p)

]
= dF

(
∂

∂xj

∣∣∣∣
p

)[
f |F (p)

]
=

∂

∂xj

∣∣∣∣
p

[
(f ◦ F )|p

]
.

Exemplo 1.25. Considere p ∈ M �xo, F como acima. Seja ~y : U ′ ⊂ N →
V ′ ⊂ Rn uma carta local de N com F (p) ∈ U ′. Vamos calcular ∂F/∂xj(p)
usando as coordenadas locais (y1, . . . , yn) de N .

Seja Ω = U ∩ F−1(U ′), aberto em M . Sejam αj : (−δ, δ)→ Ω, dadas por
~x(αj(t)) = ~x(p) + ~ejt, onde ~ej é o j-ésimo elemento da base canônica de Rm

e δ > 0 é pequeno o bastante para que cada αj ∈ Ω. Então α′j(0) = ∂xj
∣∣
p
e

podemos calcular (pela proposição 1.21):

∂F

∂xj
(p) = dF

(
∂

∂xj

∣∣∣∣
p

)
= dF (α′j(0)) = (F ◦ αj)′(0).

Seja βj a curva F ◦ αj. De�na βij(t) = yi(βj(t)), |t| < δ. De�na também
Fj : ~x(Ω) → R, pela fórmula Fj(T ) = yj(F (~x−1(T )), ∀T ∈ ~x(Ω). Pela
fórmula local da derivada de curva (exemplo 1.16),

(F ◦ αj)′(0) = β′j(0) =
n∑
i=1

(βij)
′(0)

∂

∂yi

∣∣∣∣
F (p)

=
n∑
i=1

∂j(Fi)(~x(p))
∂

∂yi

∣∣∣∣
F (p)

.

1.3.2 Matriz jacobiana

De�nição 1.26. A matriz A(p) = (aij)n×m, com aij = ∂j(Fi)(~xi(p)), onde
Fi é de�nida como no exemplo anterior (exemplo 1.25), é chamada de matriz
jacobiana de F no ponto p, em relação às cartas ~x e ~y.

Proposição 1.27. Seja F : M → N uma aplicação suave entre variedades
e sejam ~x : U ⊂ M → V ⊂ Rm e ~y : U ′ ⊂ N → V ′ ⊂ Rn cartas locais de M
e N , respectivamente, com p ∈M um ponto tal que p ∈ U e F (p) ∈ U ′.
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Considere A(p) = (aij)n×m a matriz jacobiana de F em p, em relação às
cartas ~x e ~y. Então o diferencial de F no ponto p,

dF |p : TpM −→ TF (p)N,

é determinado por A(p), pela fórmula

dF |p(~vp) =
m∑
j=1

n∑
i=1

~vp

[
xj|p

]
aij

∂

∂yj

∣∣∣∣
p

.

Demonstração. De fato, usando a proposição 1.13 e o exemplo 1.25:

dF (~vp) = dF

(
m∑
j=1

~vp

[
xj|p

] ∂

∂xj

∣∣∣∣
p

)
=

m∑
j=1

~vp

[
xj|p

] ∂F
∂xj

(p)

=
m∑
j=1

~vp

[
xj|p

] n∑
i=1

aij
∂

∂yi

∣∣∣∣
p

.

Corolário 1.28. O posto de F em p é o posto da matriz jacobiana A(p) de
F , em relação a cartas locais quaisquer.

Observação 1.29. A matriz jacobiana de F em p, em relação a ~x e ~y, é
precisamente a matriz jacobiana em ~x(p) de F~x~y, que é a aplicação entre
espaços euclidianos de�nida por F~x~y(T ) = ~y(F (~x−1(T ))).

1.4 Teoremas da imersão, da submersão e do

posto

Sejam M e N variedades C∞ de dimensão m e n, respectivamente, e seja
F : M → N uma aplicação C∞. Seja p ∈M.

Seguem três resultados básicos do cálculo em variedades:

Teorema 1.30 (Imersão). Se F tem posto m em p, então existem cartas

~x : U ⊂M −→ V ⊂ Rm, p ∈ Ue
~y : U ′ ⊂ N −→ V ′ ⊂ Rn, f(p) ∈ U ′

de M e N tais que F (U) ⊂ U ′, V ′ = V × (−δ, δ)n−m com δ > 0 e, sendo
F̃ = F |U→U ′,

~y ◦ F̃ = (x1, . . . , xm, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−m

)
∣∣
U→V ′ .
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Teorema 1.31 (Submersão). Se F tem posto n em p, então existem cartas

~x : U ⊂M −→ V ⊂ Rm, p ∈ Ue
~y : U ′ ⊂ N −→ V ′ ⊂ Rn, f(p) ∈ U ′

de M e N tais que F (U) ⊂ U ′, V = V ′ × (−δ, δ)m−n com δ > 0 e, sendo
F̃ = F |U→U ′,

~y ◦ F̃ = (x1, . . . , xn)
∣∣
U→V ′ .

Teorema 1.32 (Posto). Se F tem posto k em uma vizinhança de p, então
existem cartas

~x : U ⊂M −→ V ⊂ Rm, p ∈ Ue
~y : U ′ ⊂ N −→ V ′ ⊂ Rn, f(p) ∈ U ′

de M e N e um aberto W ⊂ Rk tais que F (U) ⊂ U ′, V = W × (−δ, δ)m−k,
V ′ = W × (−δ, δ)n−k com δ > 0 e, sendo F̃ = F |U→U ′,

~y ◦ F̃ = (x1, . . . , xk, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−k

)
∣∣
U→V ′ .

Para demonstrar estes teoremas, basta usar nas coordenadas locais os
teoremas respectivos (forma local das imersões, forma local das submersões
e teorema do posto) do cálculo em Rn. Uma demonstração destes se encontra
em [3].

1.5 Subvariedades imersas

De�nição 1.33. Uma subvariedade imersa (que às vezes chamaremos sim-
plesmente de subvariedade) da variedadeM é uma variedade N cujo conjunto
dos pontos é subconjunto do conjunto dos pontos de M e que satisfaz a se-
guinte propriedade: a inclusão em M ,

i : N −→ M
p 7−→ p

,

é uma imersão, isto é, i é uma aplicação suave (e, portanto, contínua) cujo
diferencial em cada p ∈ N , di|p : TpN → TpM , é injetivo.

Observação 1.34. Como i é injetiva e imersão, di será injetivo. O fato de di
ser injetivo implica que di é uma bijeção sobre sua imagem, isto é, di faz uma
relação biunívoca entre o �brado tangente TN e di(TN) ⊂ TM . Para cada
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p ∈ N , a imagem di(TpN) é um subespaço vetorial de TpM de dimensão
igual à dimensão de N .

Assim, vamos identi�car cada vetor tangente ~vp ∈ TpN com di(~vp) ∈
TpM . Com esta identi�cação, podemos tratar os vetores tangentes da sub-
variedade imersa como se fossem vetores tangentes da variedade.

Observação 1.35. Para veri�car que uma aplicação F é uma imersão, basta
veri�car que a matriz jacobiana tem sempre posto igual a dim(Dom(F )).

Observação 1.36. O fato de a inclusão i : N →M ser contínua implica que a
topologia de N (como variedade) é mais �na do que a topologia de N como
subespaço topológico de M.

Observação 1.37. Aplicando o teorema da imersão na inclusão, obtemos uma
caracterização da estrutura diferenciável das subvariedades imersas: dados
p ∈ N , sendo N subvariedade imersa de M , existem cartas locais:

~x : U ⊂ N −→ V ⊂ Rn e
~y : U ′ ⊂M −→ V ′ ⊂ Rm

de N e M respectivamente tais que p ∈ U ⊂ U ′, V ′ = V × (−δ, δ)m−n para
algum δ > 0 e

~y|U→~y(U) = (x1, . . . , xn, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
m−n

).

Note que nem sempre podemos exigir que U ′ ∩N = U .

Proposição 1.38 (Imagem de Imersão Quociente). Seja F : M → N
uma imersão entre variedades. Se F é uma aplicação quociente, isto é, se
F−1(F (U)) é aberto em M para todo aberto U em M , então:

(i) F (M) é uma subvariedade imersa de N com a topologia co-induzida
por F (isto é, com a topologia dos conjuntos cuja imagem inversa por
F é aberta).

(ii) O espaço tangente de F (M) em um ponto F (q) é dado por TF (q) F (M) =
dF (TqM).

Demonstração. Vamos construir uma estrutura diferenciável para o espaço
topológico (F (M), τ), onde

τ =
{
U ⊂ N | F−1(U) é aberto em M

}
.

Usaremos o teorema da imersão em F : dado p ∈M , existem cartas locais:

~xp : Up
ab.
⊂ M −→ Vp

ab.
⊂ Rm, p ∈ Up, ~xp = (xp1, . . . , x

p
m) e

~yp : U ′p
ab.
⊂ N −→ V ′p

ab.
⊂ Rn, F (p) ∈ U ′p, ~yp = (yp1, . . . , y

p
n),
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com V ′p = Vp × (−δp, δp)n−m, para algum δp > 0, onde n = dimN e m =
dimM , F (Up) ⊂ U ′p e

~yp(F (p′)) = (xp1, . . . , x
p
m, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n−m

)(p′), ∀p′ ∈ Up. (1.39)

Para servir de carta local de F (M) em torno do ponto F (p), de�niremos
a aplicação

φp : F (Up) −→ Vp
q 7−→ (yp1(q), . . . , ypm(q)),

cujo domínio F (Up) é aberto em (F (M), τ) devido a F ser quociente. Note
que φp(F (p′)) = (xp1(p′), . . . , xpm(p′)), ∀p′ ∈ Up. Mostremos que φp é um
homeomor�smo entre F (Up) e Vp.

φp é contínua: dado O
ab.
⊂ Vp

ab.
⊂ Rm,

φ−1
p (O) = {q ∈ F (Up) | (yp1, . . . , y

p
m)(q) ∈ O}

= {F (p′) ∈ Vp | (xp1, . . . , x
p
m)(p′) ∈ O} = F (~x−1

p (O)).

Como ~xp : Up → Vp é contínua, a imagem inversa ~x−1
p (O) é aberta

em Up. Como F é uma aplicação quociente, F (~x−1
p (O)) é aberto em

F (M) e está contido em F (Up), que, por sua vez, é aberto em F (M).
Concluímos que φ−1

p (O) = F (~x−1
p (O)) é aberto em F (Up).

φp é aberta: Seja O′
ab.
⊂ F (Up). Podemos escrever O = F (Ω), com Ω =

F−1(O′) ∩ Up
ab.
⊂ Up. Então, φp(O′) = φp(F (Ω)) = ~xp(Ω), que é aberto

em Vp.

Como φp é contínua, aberta e bijetiva, φp é um homeomor�smo.
Agora, veri�quemos que as cartas locais construídas desta forma são com-

patíveis. Sejam φp1 : F (Up1) → Vp1 e φp2 : F (Up2) → Vp2 , construídas como
acima com cartas locais xp1 , xp2 , yp1 , yp2 de M e N associadas. Mostremos
que a mudança de carta

Ψ : φp1(F (Up1) ∩ F (Up2)) −→ φp2(F (Up1) ∩ F (Up2))
p 7−→ φp2(φp1(p))

é uma aplicação suave. De fato, pois:

Ψ(t1, . . . , tm) = (η1, . . . , ηm)(t1, . . . , tm, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−m

),
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onde η : ~yp1(U
′
p1
∩ U ′p2) → ~yp2(U

′
p1
∩ U ′p2) é a mudança de coordenada de ~yp1

para ~yp2 , uma aplicação suave.
Assim, as aplicações da forma φp induzem uma estrutura diferenciável

sobre o espaço topológico (F (M), τ) formando uma variedade.
Agora, devemos mostrar que a variedade F (M) construída acima é uma

subvariedade imersa de N .
Seja i : F (M)→ N a inclusão. Dado q = F (p) ∈ F (M), consideremos as

cartas locais φp : F (Up) → Vp e ~yp : U ′p → V ′p , de�nidas como na construção
acima. A expressão de i em coordenadas locais é

~yp(i(φ−1
p (t1, . . . , tm))) = (t1, . . . , tm, 0, . . . , 0),

o que nos dá uma matriz jacobiana da forma

(
Im×m 0

0 0

)
, onde Im×m é a

matriz identidade de tamanho m e os zeros representam blocos nulos. Isto
mostra que i é uma imersão.

dF (∂xj |p) = ∂yj |p, pela equação (1.39). Assim, TF (p) F (M) = dF (TpM).

Corolário 1.40. A imagem de uma imersão injetiva é uma subvariedade
imersa na topologia co-induzida.

1.5.1 Unicidade

Subvariedades diferentes com o mesmo conjunto de pontos

De�nição 1.41 (Subvariedade aberta). Seja M uma variedade suave e U ⊂
M um aberto em M . Considere U dotado da topologia que é herdada de M .

A restrição da estrutura diferenciável de M para U é uma estrutura dife-
renciável em U . A variedade U assim obtida é uma subvariedade imersa de
U . Uma subvariedade deste tipo será chamada de subvariedade aberta deM .

Observação 1.42. Para veri�car que a subvariedade aberta é mesmo uma
subvariedade imersa, basta considerar que a matriz jacobiana da inclusão,
escolhendo-se em U uma carta que é a restrição da carta escolhida em M , é
a matriz identidade.

Proposição 1.43 (União disjunta de subvariedades imersas). Sejam {Nj}j∈J
subvariedades imersas disjuntas de M , todas com a mesma dimensão n ≤
dimM . Seja N =

⋃
j∈J Nj a união, dotada da topologia gerada pela união

das topologias das Nj. Então a união das estruturas diferenciáveis das Nj

gera uma estrutura diferenciável para N , de dimensão n.
A variedade N assim construída é subvariedade imersa de M .
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Demonstração. As estruturas diferenciáveis das Nj são compatíveis entre si,
pois neste caso as cartas de subvariedades distintas não se interceptam. Como
as cartas das Nj, tomadas em conjunto, cobrem N , é possível gerar uma
estrutura diferenciável em N a partir delas.

A�rmação: a inclusão i : N →M é uma imersão. De fato, pois a matriz
jacobiana de i em cada ponto coincide com a matriz jacobiana de alguma
inclusão ij : Nj →M (escolhendo-se as cartas convenientemente) e esta terá
posto n.

Exemplo 1.44. (i) Considere o aberto Q = (0, 1)×(0, 1) ⊂ R2, visto apenas
como conjunto de pontos e não como variedade. Seja N1 a subvariedade
aberta de R2 que tem Q como conjunto de pontos.

Para cada y ∈ (0, 1), seja Ry a imagem da imersão injetiva αy : (0, 1)→
R2 de�nida por αy(t) = (t, y). Isto é simplesmente o segmento de reta
(0, 1)× {y}, uma subvariedade imersa unidimensional de R2.

Seja N2 a união disjunta
⋃
y∈(0,1)Ry de subvariedades. Assim como N1,

N2 é uma subvariedade imersa de R2 com o conjunto de pontos Q, mas
a dimensão de N2 é 1. A topologia de N2 é estritamente mais �na que
a topologia de N1.

(ii) Ainda no plano cartesiano, seja N3 a união disjunta dos seguintes seg-
mentos de reta: (−1, 0)× {0}, (0, 1)× {0} e {0} × (−1, 1), e seja N4 a
união disjunta dos segmentos: (−1, 1)×{0}, {0}×(−1, 0) e {0}×(0, 1).

N3 e N4 são subvariedades com o mesmo conjunto de pontos e a mesma
dimensão, mas têm topologias diferentes e, portanto, estruturas dife-
renciáveis diferentes. As topologias de N3 e N4 não são comparáveis.

Subvariedade de dimensão maximal

Proposição 1.45. Uma subvariedade imersa de dimensão maximal é sempre
uma subvariedade aberta.

Demonstração. Seja N ⊂M uma subvariedade imersa com dimN = dimM
= m. Como i : N → M é uma imersão, o diferencial di|p tem posto m para
cada p ∈ N . Ou seja, di|p é isomor�smo para cada p ∈ N . Aplicando o

teorema da função inversa em i, encontramos vizinhanças Up
ab.
⊂ N , Vp

ab.
⊂

M de p tais que i|Up→Vp é difeomor�smo � em particular, como Vp é uma
vizinhança aberta de p em M , isto implica que i(N) é aberto em M , ou seja,
o conjunto de pontos de N é aberto em M .
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Seja N2 a subvariedade aberta de M no conjunto de pontos de N . Como
as cartas de N2 também são cartas de M , a aplicação

I : N −→ N2

p 7−→ p

terá a mesma matriz jacobiana que i nos pontos de p, com a escolha conveni-
ente das cartas. Assim, dI|p será um isomor�smo para cada p e, pelo teorema
da função inversa, I será um difeomor�smo, o que implica que N = N2.

Corolário 1.46. Duas subvariedades com o mesmo conjunto de pontos são
iguais, desde que elas tenham dimensão maximal.

Subvariedades com topologias comparáveis

Proposição 1.47. Sejam N1 e N2 duas subvariedades imersas de M com o
mesmo conjunto de pontos e suponha que a topologia de N1 é mais �na que
a topologia de N2. Então N1 é subvariedade de N2.

Demonstração. Sejam N1 e N2 como na hipótese. Primeiro, vamos mostrar
que a aplicação

I12 : N1 −→ N2

p 7−→ p

é suave. A continuidade de I12 é consequência de a topologia de N1 ser mais
�na que a topologia de N2. Seja p ∈ N1 = N2. Sejam

~x :U1 ⊂ N1 −→ V1 ⊂ Rn1 , n1 = dimN1,

~y :U ′1 ⊂M −→ V ′1 ⊂ Rm, m = dimM,

U1 ⊂ U ′1, V ′1 = V1 × (−δ1, δ1)m−n1 , δ > 0

e

~z :U2 ⊂ N2 −→ V2 ⊂ Rn2 , n2 = dimN2,

~w :U ′2 ⊂M −→ V ′2 ⊂ Rm,

U2 ⊂ U ′2, V ′2 = V2 × (−δ2, δ2)m−n1 , δ > 0

cartas locais em p tais que

~y|U1→~y(U1) = (x1, . . . , xn1 , 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
m−n1

) e

~w|U2→~w(U2) = (z1, . . . , zn2 , 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
m−n2

).



1.5. SUBVARIEDADES IMERSAS 23

A intersecção Ω′ = U ′1 ∩ U ′2 contém Ω = U1 ∩ U2. Como a topologia de N1 é
mais �na que a de N2, Ω é aberto em N1. Seja Ψ : ~y(Ω′)→ ~w(Ω′) a mudança
de carta de ~y para ~w. A função I12 se expressa, em função das cartas ~x e ~z,
como:

~z(I12(~x−1(t1, . . . , tn1))) = (Ψ1, . . . ,Ψn2)(t1, . . . , tn1 , 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
m−n1

),

de�nida no aberto ~x(Ω). Isto faz de I12 uma função suave em p. Como p é
arbitrário, I12 é suave.

Em segundo lugar, vamos calcular o posto de I12. Seja A a matriz jaco-
biana m×m de Ψ em p ∈ Ω.

A =


∂w1

∂y1

∣∣∣
p
· · · ∂w1

∂ym

∣∣∣
p

...
. . .

...
∂wm
∂y1

∣∣∣
p
· · · ∂wm

∂ym

∣∣∣
p

 (jacobiana da mudança de coordenadas).

Como as coordenadas wj, j > n2 são nulas em Ω, e os vetores tangentes
∂yk |p, com 1 ≤ k ≤ n1 podem ser escritos como derivada de uma curva
contida em Ω, temos:

∂wj
∂yk

∣∣∣∣
p

= 0, ∀j, k tais que n2 < j ≤ m e 1 ≤ k ≤ n1.

Assim, A terá a seguinte forma em blocos:

(
(A1)n2×n1 A2

0 A3

)
. Note que

a submatriz A1 é a matriz jacobiana de I12 em p, nas coordenadas locais ~x e
~z.

O posto de A é m, pois A é a matriz jacobiana de um difeomor�smo.
Usando-se o fato de que o posto de uma matriz é igual ao número de colunas
linearmente independentes, concluímos que o posto de A1 é igual a n1. Como
p é arbitrário, o posto de I12 é sempre igual a n1 e, portanto, I12 é uma
imersão, o que prova a proposição.

Corolário 1.48. Se duas subvariedades N1, N2 de M têm o mesmo conjunto
de pontos e a mesma topologia, então elas são iguais.

Demonstração. Temos que N1 é subvariedade de N2 e N2 é subvariedade de
N1. Isto signi�ca que dimN2 = dimN1 e, ainda, que a identidade entre N1 e
N2 é um difeomor�smo. Logo, N1 = N2.
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Corolário 1.49 (Mesma dimensão e topologias comparáveis). Se duas subva-
riedades N1 e N2 de M têm o mesmo conjunto de pontos, a mesma dimensão
e suas topologias são comparáveis, então N1 = N2

Demonstração. Suponha que a topologia de N1 é mais �na que a topologia
de N2. Então N1 é uma subvariedade de dimensão maximal de N2. Pela
proposição 1.45, N1 é a subvariedade aberta de N2 com o mesmo conjunto
de pontos de N2, ou seja: é a própria N2.

Se a topologia de N2 é mais �na, procede-se analogamente

Subvariedades mergulhadas

De�nição 1.50. Uma subvariedade imersa N ⊂ M cuja topologia coincide
com a topologia do subespaço herdada de M é chamada de subvariedade
mergulhada.

Exemplo 1.51. Uma subvariedade aberta é subvariedade mergulhada.

Observação 1.52. Pela proposição 1.48, a estrutura diferenciável de uma
subvariedade mergulhada é unicamente de�nida. Em outras palavras, duas
subvariedades mergulhadas com o mesmo conjunto de pontos sempre serão
iguais.

1.5.2 União de subvariedades imersas

Proposição 1.53. Seja C = {Nj}j∈J uma família indexada de subvariedades
imersas de M . Suponha que:

(i) As subvariedades têm todas a mesma dimensão, n.

(ii) A intersecção de duas subvariedades quaisquer Nj1 e Nj2 é aberta, tanto
em relação à topologia de Nj1 quanto em relação à topologia de Nj2.

(iii) As topologias das subvariedades são compatíveis, isto é, dados j1, j2 ∈
J , e denotando Ω := Nj1 ∩ Nj2, as restrições das topologias de Nj1 e
Nj2 a Ω são iguais.

Então N :=
⋃
j∈J Nj é uma subvariedade imersa de M , com a topologia

gerada pela união das topologias das Nj e a estrutura diferenciável gerada
pela união das estruturas diferenciáveis das Nj. Se p ∈ Nj0 para algum
j0 ∈ J , o espaço tangente de N em p é dado por TpN = TpNj0 .
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Demonstração. Para mostrar que a união é uma variedade, basta mostrar
que as estruturas diferenciáveis das partes Nj ∈ C são compatíveis. Isto é
consequência da proposição 1.48 � que subvariedades imersas com a mesma
topologia são iguais.

Para mostrar que a união é uma subvariedade imersa, usamos o mesmo
argumento que foi usado na proposição 1.43.

Observação 1.54. Toda subvariedade imersa pode ser decomposta em abertos
que são subvariedades mergulhadas: de fato, seja N uma n-subvariedade
imersa da m-variedade M . Dado p ∈ N , o teorema da imersão nos dá cartas

~x : U ⊂ N → V ⊂ Rn de N e

~y : U ′ ⊂M → V ′ ⊂ Rm de M ,

com p ∈ U , tais que U ⊂ U ′, V ′ = V × (−δ, δ)m−n e

~y|U→~y(U) = (x1, . . . , xn, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
m−n

).

Se considerarmos U como subvariedade aberta de N , veremos que U é
uma subvariedade mergulhada de M : pois, dado um aberto O ⊂ U ,

O = ~y−1(~x(O)× {0}m−n) = U ∩ ~y−1(~x(O)× (−δ, δ)m−n)︸ ︷︷ ︸
aberto em M

.

Ou seja, a topologia da variedade U é menos �na do que a topologia do
subespaço que U herda de M . Por se tratar de uma subvariedade imersa,
isto implica que as topologias são iguais.

Variando p, obtemos subvariedades abertas Up de N , todas de dimensão
n e com topologias compatíveis (pois são subvariedades abertas de N) que
são subvariedades mergulhadas de M e cobrem N.

1.5.3 Restrição de campo vetorial a subvariedade

De�nição 1.55. Seja X ∈ X(M) um campo vetorial real na variedade M e
N ⊂ M uma subvariedade imersa de M . Dizemos que X é tangente a N se
X|p ∈ TpN, ∀p ∈ N .

Proposição 1.56 (Restrição de campo escalar à subvariedade). Sejam f ∈
C∞(M) e N subvariedade de M . Então f |N ∈ C∞(N).

Demonstração. A continuidade de f |N segue do fato de a topologia de N
ser mais �na do que a topologia do subespaço herdada de M . Dado p ∈ N ,
mostremos que f |N é suave em p.



26 CAPÍTULO 1. CONCEITOS FUNDAMENTAIS

Sejam ~x : U ⊂ N → V ⊂ Rn e ~y : U ′ ⊂ M → V ′ ⊂ Rm cartas locais de
N e M , respectivamente, tais que

p ∈ U, V ′ = V × (−δ, δ)m−n,
U ⊂ U ′, ~y(U) = V × {0}m−n

e
~y(q) = (x1, . . . , xn, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

m−n

)(q), ∀q ∈ N.

Então

(f |N)|U ◦ ~x
−1(t1, . . . , tn) = f(~y−1(t1, . . . , tm, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

m−n

)), ∀(t1, . . . , tn) ∈ V.

Assim, como f |U ′ ◦ ~y−1 é suave, f |N é suave em p.

Proposição 1.57 (Restrição de campo vetorial à subvariedade). Seja X um
campo vetorial real de�nido na variedade suave M e tangente à subvariedade
N ⊂M . Existe um único campo X|N ∈ X(N) tal que, para toda f ∈ C∞(M),

X|N(f |N) = (Xf)|N ,

e ele é de�nido por (X|N)|p = X|p, ∀p ∈ N .

Demonstração. Quando a subvariedade N é uma subvariedade aberta, basta
usar a proposição 1.9. Façamos o caso geral.

Existência: Seja i : N → M a inclusão. De�niremos X|N como o campo
vetorial que satisfaz (X|N)|p = (di)−1(X|p). Para que este campo exista
basta mostrar que, ∀g ∈ C∞(N), a função q 7→ (di)−1(X|q)[g|q] é suave.
Fixado p ∈ N , mostremos que esta função é suave em p.

Sejam ~x : U ⊂ N → V ⊂ Rn e ~y : U ′ ⊂ M → V ′ ⊂ Rm cartas locais de
N e M , respectivamente, tais que

p ∈ U, V ′ = V × (−δ, δ)m−n,
U ⊂ U ′, ~y(U) = V × {0}m−n

e
~y(q) = (x1, . . . , xn, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

m−n

)(q), ∀q ∈ N.

Então

di

(
∂

∂xj

∣∣∣∣
p

)
=

∂

∂yj

∣∣∣∣
p

, ∀p ∈ U, ∀j ∈ {1, . . . , n}.



1.5. SUBVARIEDADES IMERSAS 27

O campo X se escreve localmente como

X|U ′ =
m∑
j=1

aj
∂

∂yj
,

com aj ∈ C∞(U ′) funções reais. Como X é tangente a N , aj(p) = 0, ∀p ∈
U, ∀j : n < j ≤ m.

Assim,

(di)−1(X|p) = (di)−1

(
n∑
j=1

aj(p)
∂

∂yj

∣∣∣∣
p

)
=

n∑
j=1

aj(p)
∂

∂xj

∣∣∣∣
p

, ∀p ∈ U.

∴ (di)−1(X|p)
[
g|p
]

=
n∑
j=1

aj(p)
∂

∂xj

∣∣∣∣
p

[
g|p
]
, ∀p ∈ U.

Portanto a função q 7→ (di)−1(X|p)[g|q] é igual, quando restrita a U , a∑n
j=1(aj|U)∂g/∂xj. Isto demonstra a suavidade e �ca de�nido o campo X|N ,

com a seguinte fórmula em coordenadas locais:

(X|N)|U =
n∑
j=1

aj|N
∂

∂xj
.

Seja f ∈ C∞(M). Mostremos que (X|N)(f |N) = (Xf)|N . Dado p ∈ N ,
sejam ~x e ~y cartas locais de N e M de�nidas em U e U ′ como foi feito acima,
e escreva X|U ′ =

∑m
j=1 aj∂yj , também como antes.

Xf(p) =
m∑
j=1

aj(p)
∂f

∂yj

∣∣∣∣
p

=
n∑
j=1

aj(p)
∂f

∂yj

∣∣∣∣
p

=
n∑
j=1

aj(p)
∂(f |N)

∂xj

∣∣∣∣
p

= X|N(f |N)(p).

Unicidade: Seja Y ∈ X(N) tal que ∀f ∈ C∞(M) : (Xf)|N = Y (f |N).
Mostremos que Y = X|N . Isto é, mostremos que ∀p ∈ N : Y |p = (di)−1(X|p).

di(Y |p)[f |p] = Y |p
[

(f ◦ i)|p
]

= Y |p
[

(f |N)|p
]

= Y (f |N)(p) = (Xf)|N(p)

= Xf(p) = X|p[f |p], ∀f ∈ C∞(M).

∴ di(Y |p) = X|p ∴ Y |p = (di)−1(X|p).
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1.5.4 Imagem de subvariedade por difeomor�smo

Proposição 1.58. Seja M ′ ⊂ M uma subvariedade imersa de M e F :
M → N um difeomor�smo. Então F (M ′) é uma subvariedade imersa de N ,
F |M ′→F (M ′) é difeomor�smo entre M ′ e F (M ′) e, para cada p ∈M ′, o espaço
tangente de F (M ′) é dado por TF (p) F (M ′) = dF (TpM

′).

Demonstração. Considere a restrição F |M ′ . F |M ′ = F ◦ i, onde i é a inclusão
de M ′ em M . Assim, F |M ′ será suave e uma imersão (por ser composição de
imersões). O resultado segue da proposição 1.38 (imagem de imersão injetiva
é subvariedade) e da regra da cadeia (para calcular o diferencial de F ◦i).



Capítulo 2

Órbitas de Sussmann

2.1 Curvas integrais e �uxo

2.1.1 Curvas integrais

De�nição 2.1. Sejam M uma variedade suave e X ∈ X(M) um campo
vetorial real em M .

(i) Uma curva α : (a, b) → M , com a, b ∈ [−∞,∞], a < b é chamada de
curva integral do campo X quando α′(t) = X|α(t),∀t ∈ (a, b).

(ii) Quando 0 ∈ (a, b) e p = α(0), dizemos que a curva α está centrada em
p.

(iii) Dizemos que a curva integral α é maximal quando não existir nenhuma
outra curva integral β : (c, d)→ M que seja extensão de α, isto é, que
tenha (a, b) ( (c, d) e β|(a,b) = α.

Observação 2.2. Estamos pedindo na de�nição que o campo vetorial seja real:
pois a derivada de uma curva em uma variedade, α′(t), é sempre um vetor
tangente real.

Proposição 2.3 (Existência e Unicidade das Curvas Integrais). Sejam M
variedade suave, X ∈ X(M) um campo real, t0 ∈ R e p ∈ M . Então existe
δ > 0 tal que:

(i) ∀T ∈ (0, δ), existe uma única curva integral α : (t0 − T, t0 + T ) → M
de X com α(t0) = p.

(ii) Existe uma vizinhança aberta V de p tal que, para cada p′ ∈ V , ∀T ∈
(0, δ), existe uma única curva integral α : (t0 − T, t0 + T ) → M de X
com α(t0) = p′.

29
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Demonstração. Isto é uma aplicação do Teorema de Picard.

Corolário 2.4. Sejam M uma variedade suave e X ∈ X(M). Dado p ∈M ,
existe uma única curva integral maximal de X centrada em p.

Observação 2.5. Isto implica que uma curva integral não pode ter pontos
críticos, a menos que ela seja constante.

Proposição 2.6 (Curva integral na subvariedade). Seja X ∈ X(M) um
campo vetorial em M e N uma subvariedade imersa de M , com X tangente
a N . Seja α : (a, b)→ N uma curva integral de X|N . Então a inclusão de α
em M é uma curva integral de X.

Demonstração. (i ◦ α)′(t) = di(α′(t)) = X|α(t).

Exemplo 2.7. Em geral, a reparametrização de uma curva integral não é curva
integral. Procuremos condições para que isto ocorra. Seja φ : (a, b)→ (c, d)
um difeomor�smo entre intervalos e α : (a, b)→M curva integral do campo
X. Então

(α ◦ φ)′(t)
[
f |α(t)

]
= (f ◦ α ◦ φ)′(t) = ((f ◦ α) ◦ φ)′(t)

= φ′(t)(f ◦ α)′(φ(t)) = φ′(t)α′(t)
[
f |α(t)

]
∴ (α ◦ φ)′(t) = φ′(t)α′(φ(t)) = φ′(t)X|α◦φ(t).

Assim, a reparametrização α ◦ φ só é uma curva integral de X quando φ
é uma translação:

φ : (a, b) −→ (a+ t0, b+ t0)
t 7−→ t+ t0

Exemplo 2.8. Seja M = R2 com a estrutura diferenciável gerada pela carta
global IdR2 = (x, y). Seja X = ∂x.

Dado p = (x0, y0), a curva integral maximal de X centrada em p é α :
R→ R2 dada por α(t) := (x0 + t, y0).

De fato, pois

α′(t) =
∂

∂x

∣∣∣∣
(x0+t,y0)

=
∂

∂x

∣∣∣∣
α(t)

e o domínio de α já é a reta inteira, não admitindo extensões.

Exemplo 2.9. Nem sempre a curva integral maximal pode ter como domínio
a reta real inteira. Seja M = (a, b), com (a, b) ⊂ R, Id |(a,b) = x carta global
e X = d / dx. Seja p = x0 ∈ (a, b). Neste caso, a curva integral maximal
centrada em p será dada por α : (a− x0, b− x0)→M , com α(t) = x0 + t.
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Exemplo 2.10. M = R2\{0}, (x, y) = IdR2\{0} carta global.
Considere os campos

∂

∂θ
:= −y ∂

∂x
+ x

∂

∂y
e

∂

∂r
:=

x

r

∂

∂x
+
y

r

∂

∂y

onde a função r ∈ C∞(M) é de�nida por r :=
√
x2 + y2.

Dado o ponto p = (r0 cos θ0, r0 sen θ0), as curvas integrais maximais de
∂/∂θ e de ∂/∂r são, respectivamente:

α : R −→M
t 7−→ (r0 cos(θ0 + t), r0 sen(θ0 + t))

(rotação de p0 em torno da origem com velocidade angular 1), e

β : (−r0,∞) −→M
t 7−→ ((r0 + t) cos θ0, (r0 + t) sen θ0)

(movimento linear de p0 na direção radial, com velocidade 1).

2.1.2 Fluxo

De�nição 2.11. Seja M uma variedade suave e X ∈ X(M) um campo
vetorial real em M . Dado p ∈ M , seja αp : (ap, bp) → M a curva integral
maximal de X centrada em p. Para cada t ∈ (ap, bp), denotaremos por Xt(p)
o ponto αp(t). A aplicação (p, t) 7→ Xt(p) será chamada de �uxo do campo
X.

Proposição 2.12 (Suavidade do Fluxo). O �uxo de um campo vetorial X ∈
X(M) é uma aplicação suave, de�nida em um subconjunto aberto de M ×R.

Demonstração. Ver Sotomayor [7], capítulo VI, para uma prova em Rn.

Proposição 2.13 (Propriedade de Grupo). Sejam X ∈ X(M), t, s ∈ R e
p ∈M . Se Xt(Xs(p)) for de�nido, Xt+s(p) também é de�nido e Xt(Xs(p)) =
Xt+s(p).

Demonstração. Seja α : (a, b) → M := r 7→ Xr(p) a curva integral maximal
de X centrada em p e seja β : (c, d)→M := r 7→ Xr(Xs(p)) a curva integral
maximal de X centrada em Xs(p). Por hipótese, s ∈ (a, b) e t ∈ (c, d).

Seja αs : (a− s, b− s)→M a curva α transladada:

αs(r) = α(r + s).
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Sabemos (exemplo 2.7) que a translação de uma curva integral também é uma
curva integral. É fácil ver que a translação de uma curva integral maximal
é outra curva integral maximal. Assim, αs é uma curva integral maximal
de X. Como αs(0) = α(s) = Xs(p), temos que αs = β e portanto (c, d) =
(a− s, b− s).

Assim, t ∈ (a− s, b− s) e αs(t) = Xs+t(p) = β(t) = Xt(Xs(p)).

Exemplo 2.14. X = ∂x em R2, com Id |R2 = (x, y). Então, para cada p ∈ R2,
e para cada t ∈ R,

Xt(p) =
(
x(p) + t, y(p)

)
.

Exemplo 2.15. M = (a, b) ⊂ R, com a estrutura diferenciável induzida pela
carta global x = IdR; X = d / dx. Então, dado p ∈ R,

Xt(p) = p+ t, desde que p+ t ∈ (a, b).

Neste caso, o domínio do �uxo é {(p, t) ∈ R2|p ∈ (a, b) e p+ t ∈ (a, b)}.
Exemplo 2.16. M = R2,

X =
∂

∂θ
:= −y ∂

∂x
+ x

∂

∂y
.

Então
Xt(p) =

(
x(p) cos t− y(p) sen t, x(p) sen t+ y(p) cos t

)
,

de�nido para todo t.

2.2 Difeomor�smos locais

2.2.1 De�nição e operações

De�nição 2.17. (i) Um difeomor�smo local na variedade suave M é um
difeomor�smo entre dois abertos de M . A aplicação vazia, cujos do-
mínio e contra-domínio são o subconjunto vazio de M , é considerada
também como um difeomor�smo local.

(ii) Dados dois difeomor�smos locais φ : U ⊂ M 7→ V ⊂ M e ψ : U ′ ⊂
M 7→ V ′ ⊂ M , de�nimos o seu produto como sendo o seguinte difeo-
mor�smo local, potencialmente vazio:

φψ : ψ−1(V ′ ∩ U) −→ φ(V ′ ∩ U)
p 7−→ φ(ψ(p))

(iii) De�nimos o inverso de um difeomor�smo local (notação φ−1) como
sendo a sua função inversa.
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Propriedades das operações

Proposição 2.18. (i) O produto de difeomor�smos locais é associativo.

(ii) Dados φ1, φ2 difeomor�smos locais, (φ1φ2)−1 = φ−1
2 φ−1

1 .

Demonstração. Associatividade do produto: Sejam

φ1 : U1 → V1, φ2 : U2 → V2 e φ3 : U3 → V3.

Mostremos que o produto de difeomor�smos locais é associativo. Isto é, que

φ1(φ2φ3) = (φ1φ2)φ3.

Para isto, precisamos identi�car o domínio e o contra-domínio destas aplica-
ções.

φ2φ3 : φ−1
3 (V3 ∩ U2) −→ φ2(V3 ∩ U2)

p 7−→ φ2(φ3(p))

φ1(φ2φ3) : (φ2φ3)−1(φ2(V3 ∩ U2) ∩ U1) −→ φ1(φ2(V3 ∩ U2) ∩ U1)
p 7−→ φ1(φ2(φ3(p)))

φ1φ2 : φ−1
2 (U1 ∩ V2) −→ φ1(U1 ∩ V2)

p 7−→ φ1(φ2(p))

(φ1φ2)φ3 : φ−1
3 (V3 ∩ φ−1

2 (U1 ∩ V2)) −→ φ1φ2(V3 ∩ φ−1
2 (U1 ∩ V2))

p 7−→ φ1(φ2(φ3(p)))
.

Assim, temos que mostrar as seguintes igualdades de conjuntos:

φ−1
3 (V3 ∩ φ−1

2 (U1 ∩ V2)) = (φ2φ3)−1(φ2(V3 ∩ U2) ∩ U1) e (2.19)

φ1φ2(V3 ∩ φ−1
2 (U1 ∩ V2)) = φ1(φ2(V3 ∩ U2) ∩ U1). (2.20)

Demonstração de (2.19):

(φ2φ3)−1(φ2(V3 ∩ U2) ∩ U1)

=
{
p ∈ φ−1

3 (V3 ∩ U2)
∣∣∣φ2(φ3(p)) ∈ φ2(V3 ∩ U2) ∩ U1

}
=
{
p ∈ φ−1

3 (V3 ∩ U2)
∣∣∣φ3(p) ∈ (V3 ∩ U2) ∩ φ−1

2 (U1 ∩ V2)
}

=
{
p ∈ U3

∣∣∣φ3(p) ∈ (V3 ∩ U2) ∩ φ−1
2 (U1 ∩ V2)

}
= φ−1

3 (V3 ∩ φ−1
2 (U1 ∩ V2)).
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Demonstração de (2.20):

φ1φ2(V3 ∩ φ−1
2 (U1 ∩ V2)) =

{
φ1(φ2(p))

∣∣∣ p ∈ V3 ∩ φ−1
2 (U1 ∩ V2)

}
=
{
φ1(q)

∣∣∣ q ∈ φ2(V3 ∩ U2) ∩ (U1 ∩ V2)
}

=
{
φ1(q)

∣∣∣ q ∈ φ2(V3 ∩ U2) ∩ U1

}
= φ1(φ2(V3 ∩ U2) ∩ U1).

Inversão do produto:

(φ1φ2)−1 : φ1(V2 ∩ U1) −→ φ−1
2 (V2 ∩ U1)

p 7−→ φ−1
2 (φ−1

1 (p))

φ−1
2 φ−1

1 : (φ−1
1 )−1(U1 ∩ V2) −→ φ−1

2 (V2 ∩ U1)
p 7−→ φ−1

2 (φ−1
1 (p)).

Como (φ−1
1 )−1 = φ1, (φ1φ2)−1 = φ−1

2 φ−1
1 .

2.2.2 As aplicações Xt

De�nição 2.21. Dado um t ∈ R �xo, seja Ωt o conjunto de todos os pontos
p ∈ M tais que Xt(p) é de�nido. Ωt é aberto (pois o domínio do �uxo é
aberto, pela proposição 2.12) assim de�nimos a aplição:

Xt : Ωt −→ Xt(Ωt) ⊂M
p 7−→ Xt(p)

Observação 2.22. Xt é um difeomor�smo local: Xt tem como função inversa
X−t. Ambas sao suaves, em virtude da proposição 2.12. Assim, Xt é um
difeomor�smo entre os abertos de Ωt e Ω−t de M .

2.2.3 Grupos de difeomor�smos locais

De�nição 2.23. Um grupo de difeomor�smos locais na variedade suave M
é um conjunto de difeomor�smos locais que é fechado nas operações produto
e inversão.

Observação 2.24. Um grupo de difeomor�smos locais pode não ser um grupo
no sentido algébrico do termo. Por exemplo, seja G o conjunto de todos
os difeomor�smos locais de M . G é um grupo de difeomor�smos locais. O
elemento neutro de G, se G fosse um grupo no sentido algébrico, seria a
identidade Id : M →M .

Se φ : U → V é um difeomor�smo local, φφ−1 = Id |U , a restrição de Id
ao aberto U , que só coincide com Id quando U = M .
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Exemplo 2.25. Dado um campo real X ∈ X(M), suponha que as curvas
integrais maximais de X tenham como domínio toda a reta real. Então
as aplicações Xt são de�nidas em toda a variedade M para todo t ∈ R.
Considere o conjunto G = {Xt|t ∈ R}. Sejam Xt e Xs elementos de G.
Pela proposição 2.13, XtXs = Xt+s e X

−1
t = X−t. Assim, G é um grupo de

difeomor�smos locais � e também, neste caso, um grupo no sentido algébrico
do termo.

2.3 Famílias de campos vetoriais e órbitas

2.3.1 Famílias de campos vetoriais

De�nição 2.26. (i) Uma família de campos vetoriais D em M é um con-
junto de campos vetoriais (reais) de�nidos em abertos da variedade M .

(ii) Diremos que a família de campos vetoriais D é de�nida em todo lugar
quando, para todo ponto p ∈ M , p está no domínio de algum dos
campos vetoriais de D.

Seja D uma família de campos vetoriais em M.

De�nição 2.27. O grupo gerado por D, GD, é o menor grupo de difeomor-
�smos locais que contém todas as aplicações da forma Xt, com X ∈ D e
t ∈ R.

Sejam n ∈ N um número natural, ξ = (X1, X2, . . . , Xn) ∈ Dn uma n-upla
de campos vetoriais da família D, T = (t1, t2, . . . , tn) ∈ Rn. Denotaremos
por ξT o difeomor�smo local X1

t1
X2
t2
· · ·Xn

tn .

Proposição 2.28. GD = C, onde

C = {ξT
∣∣ ξ ∈ Dn, T ∈ Rn, n ∈ N\{0}}

Demonstração. A�rmação: C ⊂ GD.
De fato, dado ξT := X1

t1
· · ·Xn

tN
∈ C, ξT é formado usando-se apenas a

operação de composição a partir dos elementos X1
t1
, . . . , Xn

tn e portanto está
em todos os grupos que os contém. Em particular, ξT ∈ GD.

A�rmação: C é um grupo de difeomor�smos locais.
De fato: dados

ξT := X1
t1
· · ·Xn

tn e ηS := Y 1
s1
· · ·Y m

sm ∈ C ,

temos
ξTηS = X1

t1
· · ·Xn

tnY
1
s1
· · ·Y n

sm

notação
= (ξη)TS ∈ C
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e
(ξT )−1 = Xn

−tn · · ·X
1
−t1

notação
= ξ̂−T̂ ∈ C

Portanto, C = GD.

Exemplo 2.29. M = R3, Id : R3 → R3 = (x, y, z), D = {X, Y }, com X = ∂x
e Y = ∂y.

Xt, Yt : R3 → R3 Xt = (x+ t, y, z) Yt = (x, y + t, z)

Neste caso GD = {Xt1Yt2
∣∣t1, t2 ∈ R}

Para veri�car este exemplo, basta mostrar que o conjunto acima é um
grupo, o que é consequência de as aplicações da forma Xt1 e Yt2 comutarem.

2.3.2 De�nição das D-órbitas

De�nição 2.30. Seja D uma família de campos vetoriais de�nida em todo
lugar. Dizemos que p ∼ q se ∃φ ∈ GD : φ(p) = q. A relação ∼ é de equiva-
lência. As órbitas da família D ou D-órbitas são as classes de equivalência
de ∼ .

Observação 2.31. Mostremos que ∼, como de�nida acima, é mesmo uma
relação de equivalência.

p ∼ p: Como D é de�nido em todo lugar, existe X ∈ D, X ∈ X(Ω) com
p ∈ Ω ⊂M . A aplicação X0 é a identidade em Ω, então p = X0(p).

p ∼ q ⇒ q ∼ p: Seja φ ∈ GD tal que φ(p) = q. Então φ−1(q) = p e
φ−1 ∈ GD.

p ∼ q e q ∼ r ⇒ p ∼ r: Sejam φ, ψ ∈ GD tais que φ(p) = q e ψ(q) = r.
Então ψφ(p) = r, e ψφ ∈ GD.

2.3.3 De�nição por curvas integrais por partes

De�nição 2.32. Seja D uma família de campos vetoriais de�nida em todo
lugar na variedade M . Uma curva integral por partes de D é um caminho
contínuo α : [a, b]→M tal que existe uma partição a = t0 < t1 < · · · < tn =
b de [a, b] e existem campos vetoriais X1, . . . , Xn ∈ D tais que α|(tj−1,tj) é
curva integral de Xj ou de −Xj para todo j ∈ 1, 2, . . . , n.

Proposição 2.33. Seja ≈ a relação, nos pontos de M , de�nida pela regra:
p ≈ q ⇔ ∃α : [a, b] → M , curva integral por partes de D, tal que α(a) =
p e α(b) = q.

Então ≈ é uma relação de equivalência que coincide com ∼, da de�nição
2.30.
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Demonstração. p ≈ q ⇒ q ≈ p: Pois o caminho inverso de uma curva integral
por partes de D ainda é uma curva integral por partes de D.

p ≈ q e q ≈ r ⇒ p ≈ r: Pois a concatenação de duas curvas integrais por
partes ainda é uma curva integral por partes.

p ≈ p: como D é de�nida em todo lugar, há um campo X ∈ D que é
de�nido em um aberto contendo p. Usando a curva integral de X centrada
em p, podemos encontrar q ∈M (potencialmente igual) tal que p ≈ q. Como
p ≈ q e q ≈ p, temos p ≈ p.

Assim, ≈ é uma relação de equivalência.
Se q = Xt(p), X ∈ D, t ∈ R, então podemos ligar p e q por um segmento

de curva integral, e portanto q ≈ p. Mais geralmente, se q = ξT (p), com ξT =
(X1)t1 · · · (Xn)tn , então podemos fazer indução em n e usar a transitividade
de ≈ para concluir que p ≈ q. Assim, p ≈ q sempre que p ∼ q.

Por outro lado, suponha que p e q se ligam por uma curva integral por
partes de um só segmento, isto é, existe α : [a, b] → M tal que α(a) = p,
α(b) = q e α|(a,b) é curva integral de algum campo X ∈ D (se α|(a,b) for curva
integral de −X, podemos trocar p e q sem perda de generalidade). Ainda,
podemos supor que a = 0.

Como existem os limites laterais de α|(0,b), podemos estendê-la pelos dois
lados (isto é consequência da proposição 2.4). A extensão maximal de α|(0,b)
coincide comXt(p), e passa por q. Portanto, p ∼ q. Por indução, e novamente
usando a transitividade da relação ≈, se p se liga a q por uma curva integral
por partes de n segmentos, p ∼ q.

Assim, são equivalentes: p ≈ q e p ∼ q.

Corolário 2.34. As D-órbitas coincidem com as classes de equivalência de
≈. Assim, podemos usar a relação �estão ligados por uma curva integral
por partes� nos pontos de M como uma maneira alternativa de de�nir as
D-órbitas.

Exemplo 2.35. (i) M = R3, D = {∂x, ∂y}. Então as D-órbitas serão os
planos horizontais.

(ii) M = R3, D = {∂z, ∂θ}, onde ∂θ := −y∂x+x∂y. Neste caso, as D-órbitas
são os cilindros (de base circular) em torno do eixo z e o próprio eixo
z.

(iii) M = R3, D = {X1, X2}, com

X1 =
∂

∂x
e X2 =

∂

∂y
+ x

∂

∂z
.

Então a única órbita é R3.
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O primeiro e o segundo caso são fáceis de se ver, usando-se que as curvas
integrais dos campos em questão são retas e círculos. Para o terceiro exemplo,
dado p = (x0, y0, z0) ∈ R3, as seguintes ligações podem ser feitas por curvas
integrais dos campos indicados:

(x0, y0, z0)
X1

≈ (0, y0, z0)
X2

≈ (0, z0, z0)
X1

≈ (1, z0, z0)
X2

≈ (1, 0, 0).

2.3.4 As aplicações ρξ,p

De�nição 2.36. Para cada n-upla ξ ∈ Dn, e para cada p ∈ M , seja Ωξ,p o
conjunto de todos os T ∈ Rn tais que ξT (p) é de�nido. Para cada n ∈ N,
ξ ∈ Dn, de�nimos a aplicação:

ρξ,p : Ωξ,p ⊂ Rn −→ M
T 7−→ ξT (p).

Proposição 2.37. O conjunto Ωξ,p da de�nição acima é aberto em Rn.

Demonstração. Seja ξ = (X1, . . . , Xn). Façamos uma indução �nita em n:
Se n = 1: então Ωξ,p é o domínio da curva integral maximal centrada em

p, que é aberto.
Se n > 1, e supondo que o teorema vale para n−1: Seja T = (t1, . . . , tn) ∈

Ωξ,p.

ξT (p) = X1
t1

(ηS(p))

onde η = (X2, . . . , Xn) e S = (t2, . . . , tn)
Por indução, existe uma vizinhança (aberta) V ′ ⊂ Rn−1 de S tal que

ηR(p) é de�nido para todo R ∈ V ′. Pela continuidade do �uxo, se W é uma
vizinhança de ηS(p), podemos restringir V ′ de forma que ηR(p) ∈ W,∀R ∈ V ′.
Por 2.3, podemos escolher a vizinhança W de tal forma que as curvas inte-
grais centradas em p′ = ηR(p) ∈ W , dadas por X1

t1
(ηR(p)) na variável t1, são

de�nidas para todo t1 ∈ (−r, r), onde r > 0 pode ser escolhido uniforme-
mente. Assim, o aberto (−r, r)× V ′ está contido em Ωξ,p, e é vizinhança de
T .

Proposição 2.38. As aplicações ρξ,p são suaves.

Demonstração. Isto é consequência da suavidade do �uxo. Dado ξ ∈ Dn,
façamos indução em n. Se n = 1, ξ = (X) e portanto ρξ,p(t) = Xt(p) =
Φ(p, t), onde Φ é o �uxo de X, que sabemos ser suave.

Se n > 1, e usando a hipótese de indução, escrevamos ξ = (X)η, onde
X ∈ D, η ∈ Dn−1. ρξ,p(t1, . . . , tn) = Φ(ρη,p(t2, . . . , tn), t1), onde Φ é o �uxo
de X. Como ρη,p e Φ são ambas suaves, ρξ,p é suave.
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Observação 2.39. Sejam p um ponto da variedade suave M e D uma família
de�nida em todo lugar de campos vetoriais em M . A D-órbita do ponto p é
dada pelo conjunto:

Sp :=
⋃
n∈N

{
ξT (p)

∣∣ξ ∈ Dn, T ∈ Rn e p ∈ Dom(ξT )
}
.

Com a de�nição das aplicações ρξ,p, a D-órbita de um ponto p ∈M pode
ser escrita como:

Sp :=
⋃
n∈N

{
ρξ,p(T )

∣∣ξ ∈ Dn, T ∈ Ωξ,p

}
=
⋃
n∈N

⋃
ξ∈Dn

Imagem(ρξ,p).

2.3.5 Topologia da D-órbita

De�nição 2.40. A topologia da D-órbita Sp de um ponto p é a topologia
co-induzida pelas aplicações ρξ,p, isto é:

τp =
{
U ⊂ Sp

∣∣ρ−1
ξ,p(U) é aberto em Ωξ,p

}
Proposição 2.41. A topologia da D-órbita é bem-de�nida. Isto é, se p e q
estão na mesma órbita, as topologias τp e τq são iguais.

Demonstração. Sejam p e q na mesma órbita. Seja U ∈ τp. Mostremos que
U ∈ τq. Dados n ∈ N, ξ ∈ Dn, queremos mostrar que ρ−1

ξ,q(U) é aberto em
Ωξ,q. Como p e q estão na mesma órbita, existem m ∈ N, η ∈ Dm e T0 ∈ Ωη,p

tais que ηT0(p) = q.
Dado T = (t1, . . . , tn) ∈ Ωξ,q,

ρξ,q(T ) = ξT (q) = ξT (ηT0(p)) = (ξη)TT0(p) = ρξη,p(TT0).

Portanto, ρξ,q = ρξη,p ◦C, onde C : Ωξ,q → Ωξη,p é a concatenação C(T ) =
TT0.

Assim, ρ−1
ξ,q(U) = C−1(ρ−1

ξη,p(U)). Pela continuidade da concatenação C,
obtemos o resultado desejado.

Proposição 2.42. (i) A topologia das D-órbitas é mais �na que a topolo-
gia do subespaço.

(ii) As órbitas, dotadas de suas topologias, são conexas.

Demonstração. (i) Seja Sp a D-órbita de p na variedade M . Se U ⊂ M é
um aberto de M , queremos mostrar que U ∩ Sp é aberto na topologia
da órbita. Mas isto é consequência de as aplicações ρξ,p : Ωξ,p → M
serem contínuas: como a imagem destas aplicações está contida em Sp,
temos ρ−1

ξ,p(U ∩ Sp) = ρ−1
ξ,p(U), que é aberto.
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(ii) Seja α : (a, b) → Sp tal que α|(a,b)→M é uma curva integral de algum
X ∈ D. Mostremos que α é contínua (em relação à topologia de Sp).

Podemos supor, sem perda de generalidade, que α é maximal � pois
toda curva integral é restrição de alguma curva integral maximal, e a
restrição preserva continuidade. Ainda podemos supor, sem perda de
generalidade, que 0 ∈ (a, b), pois a translação de uma curva preserva
continuidade.

Seja q = α(0). Assim, α coincide com a função t 7→ Xt(q) = ρξ0,q, onde
ξ0 = (X). Pela proposição 2.41,

τp = τq =
{
U ⊂ Sq | ρ−1

ξ,q(U) é aberto,∀ξ ∈ Dn,∀T ∈ Rn,∀n ∈ N
}
.

Assim, se U ∈ τp, α−1(U) = ρ−1
ξ0,q

(U) é aberto em Ωξ0,q = (a, b). Ou
seja, α é contínua.

Como as curvas integrais em Sp são contínuas, e todos pontos de Sp po-
dem ser ligados por uma concatenação de segmentos de curvas integrais,
concluímos que Sp é conexa por caminhos � e, portanto, conexa.

Observação 2.43. Como a topologia de uma órbita é mais �na do que a sua
topologia como subespaço, a órbita também será conexa como subespaço de
M .

Observação 2.44. A topologia da D-órbita, em geral, não coincide com a
topologia co-induzida por todas as curvas integrais de elementos de D. Em
R2 com as coordenadas usuais, considere D = {∂x, ∂y}. A única D-órbita
é R2, e sua topologia será a topologia usual do plano (o que é facilmente
demonstrado se usarmos o teorema 2.73 e a proposição 1.45).

O conjunto

W =
{
p ∈ R2

∣∣ (x2 + y2)(p) < 1
}
\
{(

1
n
, 1
n

) ∣∣ n ∈ N∗
}
.

é aberto na topologia co-induzida pelas curvas integrais de ∂x e ∂y: pois,
dado p ∈ W , sempre podemos mover p um pouco nas direções vertical e
horizontal. Mas W não é aberto na topologia usual do plano, pois 0 não é
ponto interior de W .

2.4 Distribuições

De�nição 2.45. Uma distribuição ∆ é uma aplicação que associa a cada
ponto p ∈M da variedade M um subespaço vetorial ∆(p) ⊂ TpM do espaço
tangente de M em p.
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De�nição 2.46. (i) Dada uma família D de campos vetoriais de�nida em
todo lugar na variedade M , a distribuição gerada por D, ∆D, é a dis-
tribuição que associa a cada p ∈ M o subespaço vetorial gerado pelos
campos de D que são de�nidos em p, isto é:

∆D(p) =
〈{
X|p
∣∣X ∈ D,X é de�nido em p

}〉
(ii) Uma distribuição ∆ que pode ser gerada por uma alguma família D de

campos vetoriais (suaves) é chamada de distribuição suave.

De�nição 2.47. Dizemos que um campo vetorial X ∈ X(Ω), com Ω um
aberto de M , pertence à distribuição ∆ (notação X ∈ ∆) se, para cada
p ∈ Ω, X|p ∈ ∆(p). A família de todos os campos vetoriais que pertencem a
uma distribuição ∆ é denotada D∆.

Exemplo 2.48. Uma distribuição que não é suave: em M = R2:

∆(p) =

{
∂
∂x
, se x(p) e y(p) são ambos racionais;

∂
∂y
, se x(p) é irracional ou se y(p) é irracional.

2.4.1 Subvariedades integrais

De�nição 2.49. (i) Uma subvariedade integral da distribuição ∆ é uma
subvariedade imersa N ⊂ M cujo espaço tangente coincide com ∆ em
cada ponto.

(ii) Uma distribuição ∆ tem a propriedade das subvariedades integrais
quando, para cada p ∈ M , existe uma subvariedade integral de ∆ pas-
sando por p.

(iii) Uma subvariedade integral maximal da distribuição ∆ é uma subvarie-
dade integral N de ∆ tal que cada subvariedade integral conexa de ∆
que intercepta N é uma subvariedade aberta de N .

(iv) Uma distribuição ∆ tem a propriedade das subvariedades integrais ma-
ximais quando, para cada p ∈ M , existe uma subvariedade integral
maximal de ∆ passando por p.

Proposição 2.50. Sejam X1, . . . , Xn campos vetoriais na variedade M que
são tangentes à subvariedade N ⊂M . Sejam

ξ = (X1, . . . , Xn) e ξ|N = (X1|N , . . . , Xn|N).

Seja T = (t1, . . . , tn) ∈ Ωξ|N ,p. Então T ∈ Ωξ,p e (ξ|N)T (p) = ξT (p).
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Demonstração. Se n = 1:
Então ξ = (X), ξT = Xt1 , (ξ|N)T = (X|N)t1 . Seja α : (a, b) → N a

curva integral maximal de X|N centrada em p, de�nida na subvariedade
N . A inclusão de α em M é uma curva integral de X em M centrada
em p. Assim, dado t ∈ (a, b), Xt(p) = (i ◦ α)(t) = (X|N)t(p). Portanto,
Xt1(p) = (X|N)t1(p).

Se n > 1 e supondo a hipótese de indução:
Então ξ = ηψ, com η = (X1) e ψ = (X2, . . . , Xn). ξ|N = (η|N)(ψ|N).

Seja T ′ = (t2, . . . , tn). Então

(ξ|N)T (p) = (X|N)t1((ψ|N)T ′(p))

= (X|N)t1(ψT ′(p)) = Xt1(ψT ′(p)) = ξT (p).

Corolário 2.51. Na linguagem das aplicações ρ que foram usadas para de-
�nir a topologia, a proposição acima diz: de�nidas

ρξ,p : Ωξ,p

ab.
⊂ Rn −→M e ρξ|N ,p : Ωξ|N ,p

ab.
⊂ Rn −→ N,

tem-se que Ωξ|N ,p
ab.
⊂ Ωξ,p e ρξ,p(T ) = ρξ|N ,p(T ),∀T ∈ Ωξ|N ,p.

Exemplo 2.52. Seja M = R3. Então os planos horizontais da forma z = k
são subvariedades integrais maximais da distribuição ∆ gerada por {∂x, ∂y}.

Para mostrar que os planos horizontais são subvariedades integrais de ∆,
podemos escrever cada plano como uma imagem de imersão injetiva (de R2

em R3) e usar a proposição 1.38.
Seja Sp um desses planos horizontais. Mostremos que Sp é maximal.

Seja N uma subvariedade integral conexa de ∆ que passa por p. Mostremos
primeiro que o conjunto de pontos de N é um aberto em Sp. Os campos ∂x
e ∂y são tangentes a N , então podemos restringi-los a N .

Vamos dar nome aos campos: X = ∂x e Y = ∂y. Sejam ξ = (X, Y ) e
η = (X|N , Y |N) = ξ|N . Para cada q ∈ N ∩ Sp, temos a aplicação suave

ρη,q : Ωη,q

ab.
⊂ R2 → N, de�nida por

ρη,q(t1, t2) = η(t1,t2)(q) = (X|N)t1

(
(Y |N)t2(q)

)
.

Pela proposição 2.50, Ωη,q ⊂ Ωξ,q e

ρη,q(t1, t2) = ρξ,q(t1, t2) = (x(q) + t1, y(q) + t2), ∀(t1, t2) ∈ Ωη,q.

Como ρη,q tem posto 2 e é injetiva, podemos argumentar pelo teorema da
função inversa que ρη,q tem imagem aberta em N . Como a imagem de ρη,q é
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também um aberto em Sp (pela fórmula acima), concluímos que todo ponto
q ∈ Sp∩N possui uma vizinhança aberta em N que também é um aberto de
Sp.

Isto implica que N ∩ Sp é aberto em Sp. Mostremos que N = N ∩ Sp.
Dado q ∈ N\Sp, q está no plano horizontal Sq = {q′ ∈ R3 | z(q′) = z(q)} e
podemos usar um argumento análogo ao anterior para mostrar que q tem
uma vizinhança aberta em N que está contida em Sq � e, portanto, não em
Sp. Assim, N\Sp também será aberto. Pela conexidade de N , N\Sp é vazio
(porque N ∩ Sp não é).

Agora, mostremos que N é uma subvariedade aberta de Sp. Seja N2 a
subvariedade aberta de Sp (e, portanto, subvariedade imersa de R3) com o
conjunto de pontos de N . Queremos mostrar que N = N2. Seja U um aberto
de N . Então U � visto como subvariedade aberta de N � também é uma
subvariedade integral de ∆.

Se U for conexo, U será um subconjunto aberto de Sp, pelo argumento
que foi feito anteriormente. Se U não for conexo, cada componente conexa
de U é aberta em Sp e, portanto, U também o é.

Assim, todo conjunto aberto U de N é aberto em Sp (e, portanto, em
N2). Isto implica que a topologia de N é mais �na do que a topologia de N2.
Com o fato de que dimN = dimN2, o corolário 1.49 nos diz que N = N2.

2.4.2 D-invariância

De�nição 2.53. Seja D uma família de campos vetoriais na variedade M .
Uma distribuição ∆ é dita D-invariante quando, para toda φ ∈ GD, φ : Ω→
Ω′, temos:

dφ(∆(p)) ⊂ ∆(φ(p)),∀p ∈ Ω

De�nição 2.54. Dada uma família de campos vetoriais D de�nida em todo
lugar na variedadeM , a distribuição PD é de�nida como a menor distribuição
D-invariante contendo ∆D.

De�nição 2.55. Seja φ : Ωφ → Ω′φ um difeomor�smo local em M . Dado
um campo vetorial X ∈ X(ΩX), com ΩX aberto em M interceptando Ωφ,
de�nimos o campo vetorial

dφ(X) ∈ X(φ(ΩX ∩ Ωφ))

da seguinte maneira: a cada ponto φ(p) associamos o vetor tangente dφ(X|p).
Ou seja, dφ(X)|q = dφ(X|φ−1(q)). Isto será um campo vetorial suave, devido
ao fato de φ−1 ser suave.
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Proposição 2.56 (Gerador de PD). Dada uma família D de campos vetoriais
de�nida em todo lugar em M , seja

A = {dφ(X) | φ ∈ GD, X ∈ D}.

Então PD = ∆A.

Demonstração. ∆A contém ∆D: pois D ⊂ A, pois, dado X ∈ D, a aplicação
X0 : ΩX → ΩX , que é a identidade no aberto ΩX em que X é de�nido, está
em GD. Então dX0(X) = X está em A.

∆A está contida em PD: Dado ~vp ∈ ∆A(p), ~vp = dφ(X|q), para X ∈ D,
φ ∈ GD e φ(q) = p. Como X|q está contido em PD(q) e PD(q) é D-invariante,
~vp ∈ PD(p).

∆A é D-invariante: dados ~vp ∈ ∆A(p) e ψ ∈ GD, sabemos que ~vp =
dφ(X|q), para X ∈ D, φ ∈ GD, e φ(q) = p. Então queremos mostrar que
dψ(~vp) está em ∆A. De fato:

dψ
(

dφ
(
X|q
))

= d(ψφ)
(
X|q
)
∈ ∆A,

pois φg ∈ GD.

Exemplo 2.57. Em R3, a distribuição ∆D gerada por

D =

{
∂

∂x
,
∂

∂y

}
é D-invariante.

Seja ~vp ∈ ∆(p) um vetor tangente de ∆(p), ou seja,

~vp = a
∂

∂x

∣∣∣∣
p

+ b
∂

∂y

∣∣∣∣
p

.

Mostremos que φ ∈ GD implica dφ(~vp) ∈ ∆(φ(p)). Podemos escrever (ver a
observação 1.14) ~vp = α′(0), onde α : (−δ, δ)→ R3 é uma curva cuja imagem
está contida no plano horizontal Sp que passa por p. O diferencial dφ(~vp),
então, pode ser calculado usando a curva α:

dφ(~vp) = dφ(α′(0)) = (φ ◦ α)′(0).

Como Sp é uma D-órbita, φ(Sp) ⊂ Sp e portanto a imagem da curva φ ◦ α
está contida em Sp. Temos que z(φ ◦ α) é constante, logo

(φ ◦ α)′(0) = d
∂

∂x

∣∣∣∣
φ(p)

+ e
∂

∂y

∣∣∣∣
φ(p)

(com d, e ∈ R),

que pertence a ∆(φ(p)).
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Exemplo 2.58. A distribuição gerada por D = {∂x, ∂y + x∂z} em R3 não é
D-invariante.

De fato: sejam

p = (1, 0, 0), ~vp =
∂

∂y

∣∣∣∣
p

+
∂

∂z

∣∣∣∣
p

∈ ∆(p).

A translação φ = (x− 1, y, z) pertence a GD. Aplicando seu diferencial a
~vp, obtemos:

dφ(~vp) =
∂

∂y

∣∣∣∣
0

+
∂

∂z

∣∣∣∣
0

/∈ ∆(0)

(note que φ(p) = 0).

2.4.3 Posto das D-órbitas

De�nição 2.59. Chamaremos dimPD(p) de posto da D-órbita que passa
pelo ponto p.

Observação 2.60. É preciso mostrar que esta de�nição não depende da escolha
do ponto p.

Proposição 2.61. Seja D uma família de campos vetoriais de�nida em todo
lugar na variedade M . Se p e q são dois pontos na mesma D-órbita, então
dimPD(p) = dimPD(q).

Demonstração. Seja φ ∈ GD tal que φ(p) = q. Como φ é um difeomor-
�smo local, dφ|p : TpM → TqM é um isomor�smo. φ(PD(p)) ⊂ PD(q),
pela D-invariância de PD. Assim, φ(PD(p)) será um subespaço de dimensão
dimPD(p) de PD(q), o que implica dimPD(q) ≥ dimPD(p). Analogamente,
dimPD(q) ≥ dimPD(p).

Exemplo 2.62. D = {∂x, ∂y + x∂z} em R3 Então PD(p) = TpR3, ∀p ∈ R3.
Como a única D-órbita é todo o R3, a dimensão de PD deve ser uma

constante k. Mostremos que PD(0) tem dimensão 3.
Os vetores

∂

∂x

∣∣∣∣
0

e
∂

∂y

∣∣∣∣
0

estão em PD(0), por estarem em ∆D. O vetor

∂

∂y

∣∣∣∣
0

+
∂

∂z

∣∣∣∣
0

,
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linearmente independente dos dois outros, também está em PD(0), pois é o
resultado do diferencial da translação (x− 1, y, z) aplicado em

∂

∂x

∣∣∣∣
(1,0,0)

+
∂

∂z

∣∣∣∣
(1,0,0)

∈ ∆D(1, 0, 0).

Assim, PD(p) tem dimensão 3 em cada p ∈ R3, ou seja, é igual a todo o
espaço tangente.

2.4.4 Involutividade

De�nição 2.63. Uma distribuição ∆ é involutiva se, dados X, Y ∈ D∆,

X ∈ X(Ω1), Y ∈ X(Ω2),Ω1,Ω2

ab.
⊂ M , o colchete de Lie ou comutador [X, Y ]

(de�nido em Ω1 ∩ Ω2) pertence a D∆.

Proposição 2.64. Uma distribuição que possui a propriedade das subvarie-
dades integrais é involutiva.

Demonstração. Sejam dois campos X, Y ∈ ∆ e seja p ∈ M. Existe uma
subvariedade integral Np ⊂M de ∆ que passa por p. Os campos X e Y são
tangentes a Np e podem ser restritos a ela. Assim, o colchete de Lie em p,
[X, Y ]|p, pode ser calculado na subvariedade Np:

[X, Y ]|p =
[
X|Np , Y |Np

]∣∣∣
p
∈ TNp ⊂ ∆(p)

Exemplo 2.65. Seja M = R3, D = {∂x, ∂y}, ∆ = ∆D. ∆ é involutiva.

D∆ =

{
a
∂

∂x

∣∣∣∣
Ω

+ b
∂

∂y

∣∣∣∣
Ω

∣∣∣∣ a, b ∈ C∞(Ω),Ω aberto em R3

}
.

Dados

X1 = a1
∂

∂x

∣∣∣∣
Ω1

+ b1
∂

∂y

∣∣∣∣
Ω1

e X2 = a2
∂

∂x

∣∣∣∣
Ω2

+ b2
∂

∂y

∣∣∣∣
Ω2

,

o campo [X, Y ] é de�nido em Ω1∩Ω2. Como X e Y não envolvem a derivada
parcial na coordenada z, seu colchete de Lie [X, Y ] também não a envolverá
e, portanto, [X, Y ] ∈ D∆.

Observação 2.66. Mais geralmente, se ∆ é uma distribuição tal que todo
ponto de M tem uma vizinhança aberta na qual a restrição de ∆ é gerada
pelas primeiras k derivadas parciais (∂x1 , . . . , ∂xk) de algum sistema de co-
ordenadas locais ~x = (x1, . . . , xn), (onde n é a dimensão de M e k ≤ n é
constante nas componentes conexas de M) ∆ é involutiva.
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Exemplo 2.67. Novamente em R3, seja D = {∂x, ∂y + x∂z}. Então ∆ := ∆D

não é involutiva. De fato, dando os nomes X = ∂x e Y = ∂y + x∂z,

[X, Y ] = XY − Y X =

(
∂2

∂x∂y
+

∂

∂z
+ x

∂2

∂x∂z

)
−
(

∂2

∂y∂x
+ x

∂2

∂z∂x

)
=

∂

∂z

O campo ∂z não pertence à distribuição ∆, pois ∆(0) é o espaço gerado por
∂x|0 e ∂y|0.
Exemplo 2.68. Seja M = R2 com as coordenadas usuais (x, y) = Id . Seja
φ ∈ C∞(R) dada por

φ(t) =

{
e−1/t, se t > 0 e

0, se t ≤ 0.

Seja ∆ a distribuição gerada por

D =

{
∂

∂x
, φ(x)

∂

∂y

}
.

∆ não é D-invariante mas é involutiva.
Para mostrar que ∆ não é D-invariante, basta reparar que o vetor tan-

gente
∂

∂y

∣∣∣∣
(1,0)

∈ ∆(1, 0)

é levado em
∂

∂y

∣∣∣∣
(−1,0)

/∈ ∆(−1, 0)

pelo diferencial da translação (x − 2, y), que está em GD, gerada pelo �uxo
de ∂x.

∆ é involutiva: Dados dois campos X, Y ∈ ∆, suponha que eles são
de�nidos em um aberto Ω ⊂ R2, com p ∈ Ω. Devemos mostrar que [X, Y ]|p ∈
∆(p). Se x(p) > 0, então ∆(p) = TpR2 e portanto [X, Y ]|p ∈ ∆(p).

Se x(p) < 0, podemos supor que o Ω ⊂ {x < 0}. Então X e Y não
envolverão a derivação ∂y. Logo, [X, Y ] não envolverá a derivação ∂y. Assim,
teremos [X, Y ]|p ∈ ∆(p).

Se x(p) = 0: queremos mostrar que [X, Y ]|p é um múltiplo de ∂
∂x

∣∣
p
.

Vamos escrever

X = a
∂

∂x
+ b

∂

∂y
e

Y = c
∂

∂x
+ d

∂

∂y
,
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Com b(q) = 0 e d(q) = 0 sempre que x(q) ≤ 0. Pela suavidade de b e d, as
derivadas

∂b

∂x
(p),

∂d

∂x
(p),

∂b

∂y
(p),

∂d

∂y
(p)

serão nulas. Para calcular [X, Y ], usamos a fórmula:

[X, Y ] = (XY − Y X)(x)
∂

∂x
+ (XY − Y X)(y)

∂

∂y
.

XY (y) = Xd = 0 em p, e Y X(y) = Y b = 0 em p. Assim, [X, Y ]|p não
envolverá ∂y|p, que é o que queríamos demonstrar.

2.5 Teoremas principais

2.5.1 Que as D-órbitas são subvariedades

Direções de movimento em uma órbita

Seja D uma família de�nida em todo lugar de campos vetoriais na variedade

M . Dados ξ = (X1, . . . , Xn) ∈ Dn, p ∈ M e T ∈ Ωξ,p

ab.
⊂ Rn, sabemos que a

aplicação T ′ 7→ ρξ,p(T
′) = ξT ′(p), é suave em Ωξ,p.

De�nição 2.69. V (ξ, p, T ) é a imagem do diferencial d(ρξ,p)|T , isto é,

V (ξ, p, T ) = d(ρξ,p)(TT Ωξ,p).

Lema 2.70 (Lema (5.1) de Sussmann [10]).

V (ξ, p, T ) ⊂ PD(ξT (p)).

Demonstração. Seja (x1, . . . , xn) = Id |Ωξ,p, a carta global usual de Ωξ,p.
V (ξ, p, T ) é gerado pelos vetores tangentes

∂ρξ,p
∂x1

∣∣∣∣
T

, . . . ,
∂ρξ,p
∂xn

∣∣∣∣
T

= dρξ,p

(
∂

∂x1

∣∣∣∣
T

)
, . . . , dρξ,p

(
∂

∂xn

∣∣∣∣
T

)
.

Queremos, então, mostrar que estes diferenciais estão em PD. Partimos de

ρξp = X1
x1

(
X2
x2

(
. . .
(
Xn
xn(p)

)
. . .
))
.

A expressão acima, ao se variar x1, e mantendo x2 = t2, . . . , xn = tn cons-
tantes, será uma curva integral do campo X1 � isto é,

α(t) := ρξ,p(t, t2, . . . , tn)
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(que pode ser de�nida para t ∈ (t0 − δ, t0 + δ), para algum δ > 0) é uma
curva integral de X1.

Pela proposição 1.21 (cálculo do diferencial por caminhos) e usando que
α é curva integral de X1, obtemos:

∂ρξ,p
∂x1

∣∣∣∣
T

= dρξ,p

(
∂

∂x1

∣∣∣∣
T

)
= α′(t1) = X1

∣∣
X1
t1

(X2
t2

(...(Xn
tn

(p))...)).

Para calcular as outras derivadas parciais, usa-se a regra da cadeia e
repetimos o argumento anterior:

∂ρξ,p
∂x2

∣∣∣∣
T

= dX1
t1

(
d
(
X2
x2

(
. . .
(
Xn
xn(p)

)
. . .
) )( ∂

∂x2

∣∣∣∣
(t1,t2,...,tn)

))

= dX1
t1

(
∂

∂x2

(
X2
x2

(
. . .
(
Xn
xn(p)

)
. . .
) )

(t1, t2, . . . , tn)

)
= dX1

t1

(
∂

∂y1

(
X2
y1

(
. . .
(
Xn
yn−1

(p)
)
. . .
) )

(t2, . . . , tn)

)
= dX1

t1

(
X2
∣∣
X2
t2

(...(Xn
tn

(p))...)

)
,

...

∂ρξ,p
∂xn

∣∣∣∣
T

= dX1
t1

(
. . .
(

dXn−1
tn−1

(
Xn|Xn

tn
(p)

))
. . .
)
.

Estes vetores são todos pertencentes a PD, por serem obtidos pela aplica-
ção repetida dos diferenciais de elementos de GD � X1

t1
, . . . , Xn

tn � a veto-
res dos campos X1, . . . , Xn, que são pertencentes à distribuição D-invariante
PD.

Lema 2.71 (Lema (5.2) de Sussmann [10]). Para todo q ∈ M, podemos
escolher ξ, p, T de forma que q = ξT (p) e

V (ξ, p, T ) = PD(q).

Demonstração. Pela proposição 2.56, o conjunto

A =
{

dφ(X|p)
∣∣∣ φ ∈ GD, X ∈ D, p ∈ φ−1({q}) ∩DomX

}
de vetores tangentes em q é um gerador de PD(q).

Seja (~u1, . . . , ~uk) uma base de PD(q) com ~u1, . . . , ~uk ∈ A.
Então, para todo j ∈ {1, . . . , k}, podemos escrever

~uj = d
(
ξjTj

)(
Xj
∣∣
pj

)
,
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onde ξj ∈ Dnj , Tj ∈ Rnj , Xj ∈ D e pj ∈ DomXj é tal que ξjTj(pj) = q.

Assim, temos ~uj ∈ V (ξj, pj, Tj).
Faça ξ = ξkξ̂k · · · ξ2ξ̂2ξ1, p = p1 e T = Tk(−T̂k) · · ·T2(−T̂2)T1. Aqui,

estamos usando a notação que foi introduzida na demonstração da proposição
2.28.

A�rmação: V (ξ, T, p) = PD(q). Para provar isto, basta mostrar que a
imagem do diferencial da função

ρξ,p : Ωξ,p

ab.
⊂ Rn1+2(

∑k
j=2 nj) −→M

em T contém os espaços V (ξj, pj, Tj), j = 1, . . . , k.

ρξ,p(T ) = ξkTk
(
ξkTk

)−1 · · · ξ2T2

(
ξ2T2

)−1
ξ1T1(p1) = ξ1T1(p1) = q.

Vamos nomear as coordenadas de Ωξ,p:

Id |Ωξ,p = (x1
k, . . . , x

nk
k︸ ︷︷ ︸

~xk

, y1
k, . . . , y

nk
k︸ ︷︷ ︸

~yk

, . . . , x1
2, . . . , x

n2
2︸ ︷︷ ︸

~x2

, y1
2, . . . , y

n2
2︸ ︷︷ ︸

~y2

, x1
1, . . . , x

n1
1︸ ︷︷ ︸

~x1

).

Assim, temos:

ρξ,p = (ξk)~xk(ξ̂k)~yk · · · (ξ2)~x2(ξ̂2)~y2(ξ1)~x1 ,

ρξ,p(Tk,−T̂k, · · · , T2,−T̂2, ~x1) = ξ1~x1(p1) = ρξ1,q1(~x1),

ρξ,p(Tk,−T̂k, · · · , ~x2,−T̂2, T1) = ξ2~x2(p2) = ρξ2,q2(~x2),

...

ρξ,p(~xk,−T̂k, · · · , T2,−T̂2, T1) = ξk~xk(pk) = ρξk,qk(~xk).

Isto implica que o espaço gerado pelas derivadas parciais

∂ρξ,p
∂x1

j

∣∣∣∣
T

, . . . ,
∂ρξ,p
∂x

nj
j

∣∣∣∣∣
T

é V (ξj, pj, Tj), para todo j ∈ {1, . . . , k}.

Subvariedades integrais de PD

Lema 2.72 (Lema 5.3 de Sussmann [10]). Seja D uma família de�nida em
todo lugar de campos vetoriais na variedade M . Seja S uma D-órbita de p,
dotada da topologia da D-órbita. Então toda subvariedade integral conexa de
PD que intercepta S é (vista como conjunto) um subconjunto aberto de S.



2.5. TEOREMAS PRINCIPAIS 51

Demonstração. Seja N uma subvariedade integral conexa de PD que inter-
cepta a D-órbita S. Mostremos primeiro que N ⊂ S.

A�rmação: dado p ∈ N ∩S existe uma vizinhança aberta de p em N que
está contida em S. De fato, pela proposição 2.56, sabemos que a família

A = {dφ(X) | φ ∈ GD, X ∈ D}

de campos vetoriais gera PD. Assim, podemos escolher campos X1, . . . , Xk ∈
D e difeomor�smos locais φ1, . . . , φk ∈ GD tais que

dφ1(X1)
∣∣
p
, . . . , dφk(X

k)
∣∣
p

são uma base para PD(p) = TpN , onde k = dimN = dimPD(p).
Sejam Y 1 = dφ1(X1), . . . , Y k = dφk(X

k). Estes campos são tangentes a
N , pois N é subvariedade integral de PD.

Sejam ξ = (Y 1, . . . , Y k) e ξ|N = (Y 1|N , . . . , Y k
∣∣
N

) e considere as aplica-
ções

ρξ,p : Ωξ,p

ab.
⊂ Rk −→M e ρξ|N ,p : Ωξ|n,p

ab.
⊂ Rk −→ N.

Pelo corolário da proposição 2.50, Ωξ|N ,p
ab.
⊂ Ωξ,p e ρξ,p(T ) = ρξ|N ,p(T ),

∀T ∈ Ωξ|n,p.
Como a imagem de ρξ,p está contida na D-órbita S de p, então a imagem

de ρξ|N ,p também está. Como ρξ|N ,p tem posto k na origem, o teorema da
função inversa nos diz que a sua imagem contém um aberto, em N , contendo
p. Assim, p tem uma vizinhança aberta em N que está contida em S.

Variando p, isso implica que N ∩ S é aberto em N . Mostremos que N\S
também é aberto em N . Dado q ∈ N\S, temos que q está na D-órbita Sq,
disjunta de S. Usando o argumento anterior, podemos mostrar que q tem
uma vizinhança aberta (em N) que está contida em Sq, e portanto que não
intercepta S. Variando q, temos que N\S é aberto em N .

Pela conexidade de N , e como estamos supondo, por hipótese, que N ∩S
não é vazio, N\S será vazio e portanto N ⊂ S.

Agora, devemos mostrar que o conjunto de pontos de N é aberto na
topologia da órbita S. Isto é, para quaisquer m ∈ N, η ∈ Dm, queremos que
o conjunto

ρ−1
η,p(N) = {T ′ ∈ Ωη,p | ρη,p(T ′) ∈ N}

seja aberto em Rm. Seja T ∈ ρ−1
η,p(N). Mostremos que T tem uma vizinhança

aberta em ρ−1
η,p(N).

Faremos uma indução �nita para provar que a seguinte proposição é ver-
dadeira para todo m ∈ N: se N é uma subvariedade integral de PD contida
na D-órbita S, então ρ−1

η,p(N) é aberto para toda η ∈ Dm.
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Em primeiro lugar, podemos supor sem perda de generalidade que N
é uma subvariedade mergulhada, pois (observação 1.53) sempre podemos
decompor N em abertos que são subvariedades mergulhadas de M .

Se m = 1: Então ρη,p é a curva integral maximal α : (a, b) → M de um
campo Z ∈ D com T = t ∈ (a, b) e α(t) = p. Tendo α(t) ∈ N , queremos
achar δ > 0 tal que α

(
(t− δ, t+ δ)

)
⊂ N .

Seja α∗ : (c, d)→ N a curva integral maximal de Z|N tal que α∗(t) = p.
Como a inclusão de α∗ é curva integral de Z e vale p no parâmetro t, então
α∗ e α coincidem em (c, d). Assim, fazendo δ = min {t− c, d− t}, temos
ρη,p((t− δ, t+ δ)) ⊂ N .

Se m > 1: Então η = (Z)σ, com Z ∈ D, σ ∈ Dm−1. Escreva T =
(t1, . . . , tm). Então

ρη,p(t1, . . . , tm) = Zt1(ρσ,p(t2, . . . , tm)) ∈ N.

Vamos usar o fato (consequência da proposição 1.58 e de que difeomor�s-
mos são homeomor�smos) de que a imagem de uma subvariedade mergulhada
por um difeomor�smo é outra subvariedade mergulhada. Com isso, Z−1

t1 (N)
será uma subvariedade integral mergulhada de PD.

Seja V uma vizinhança de ρσ,p(t2, . . . , tm) em Z−1
t1 (N) tal que, para cada

q ∈ V , para as curvas integrais

αq(h) =
(
Z|Z−1

t1
(N)

)
h
(q),

são de�nidas em Z−1
t1 (N) no intervalo h ∈ (−δ, δ), com algum δ > 0 in-

dependente de q. A existência de tal δ é consequência da proposição 2.3
(existência e unicidade local de curva integral). Temos, como consequência
da propriedade de grupo (proposição 2.13) que, dados q ∈ V, h ∈ (−δ, δ),

Zt1(αq(h)) = Zt1(Zh(q)) = Zt1+h(q) ∈ N.

Como Z−1
t1 (N) é subvariedade mergulhada, V = Z−1

t1 (N) ∩ VM , para um
aberto VM de M . Pela continuidade de ρσ,p, existe um aberto U ′ ⊂ Rm−1

tal que ρσ,p(U ′) ⊂ VM . Como ρ−1
σ,p(Z

−1
t1 (N)) é um aberto U ′′ ⊂ Rm−1 pela

hipótese de indução, a intersecção Ω = U ′ ∩ U ′′ será um aberto em Rm−1 e,
assim, ρσ,p(Ω) ⊂ Z−1

t1 (N) ∩ V . Portanto,

ρσ,p(Ω) ⊂ V ∴ ρη,p((t1 − δ, t1 + δ)× Ω︸ ︷︷ ︸
aberto em Rm

) ⊂ N.

Isto mostra que o conjunto de pontos de N é aberto em S.
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Teorema 2.73 (Teorema 4.1 de Sussmann [10]). Seja M uma variedade e
seja D uma família de�nida em todo lugar de campos vetoriais reais suaves.

(a) Cada D-órbita, com a sua topologia de órbita, admite uma única estru-
tura diferenciável que a torna uma subvariedade imersa.

(b) As D-órbitas, com a estrutura diferenciável acima, são subvariedades
integrais maximais de PD.

(c) PD tem a propriedade das variedades integrais maximais.

(d) PD é involutiva.

Demonstração. Seja S uma D-órbita. Mostremos que S, com a topologia de
D-órbita, é uma subvariedade imersa. Seja p ∈ S. Pelo lema 2.71, existem
n ∈ N, ξ ∈ Dn, T ∈ Rn e q ∈ S tais que V (ξ, q, T ) = PD(p).

Seja k = dimPD(p). Considere a aplicação ρξ,q : Ωξ,q → M . O posto de
ρξ,q é igual a k em T , pelo que foi dito acima, e nunca excede k, pelo lema
2.70.

Como o posto de uma aplicação suave nunca decresce subitamente, existe
uma vizinhança O de T na qual o posto de ρξ,q é igual a k.

Considere O como variedade. Vamos usar o teorema do posto em ρξ,q|O
em torno do ponto T : existem cartas locais

~x : U
ab.
⊂ O −→ V

ab.
⊂ Rn, T ∈ U e

~y : U ′
ab.
⊂ M −→ V ′

ab.
⊂ Rm, p ∈ U ′

tais que

ρξ,q(U) ⊂ U ′, V = W × (−δ, δ)n−k e

V ′ = W × (−δ, δ)m−k,

sendo que W
ab.
⊂ Rk e nas quais se escreve:

~y ◦
(
ρξ,q|U→U ′

)
= (x1, . . . , xk, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

m−k

)|U→V ′ . (2.74)

O conjunto N = ~x−1(W × {0}n−k) se torna uma subvariedade imersa de
U de dimensão k, quando damos a ele a estrutura diferenciável induzida pela
carta global (x1, . . . , xk)|N . O �brado tangente de N será o espaço gerado
por

∂

∂x1

∣∣∣∣
N

, . . . ,
∂

∂xk

∣∣∣∣
N

.
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Pela equação (2.74), vemos que ρξ,q|N será uma imersão injetiva, com dife-
rencial igual ao de ρξ,q nos pontos de U , que tem posto k em cada ponto e, pelo
lema 2.70, está contido em PD. Portanto, d(ρξ,q|N)(T ′) = PD(T ′), ∀T ′ ∈ U .

ρξ,q|N é uma imersão injetiva e portanto a sua imagem, N ′ = ρξ,q|N(N),
será uma subvariedade integral de PD que passa pelo ponto p (pela proposição
1.38).

Mostremos que a topologia de N ′ é a mesma que a induzida por S em
N ′. Dado um aberto conexo Ω ⊂ N ′, visto como subvariedade aberta, Ω
será uma subvariedade integral conexa de PD. Assim, pelo lema 2.70, Ω é
um aberto de S. Como todo aberto de N ′ é uma união de abertos conexos
(variedades são localmente conexas), temos que todo aberto de N ′ é aberto
na topologia de S. Assim, o conjunto de pontos de N ′ é aberto em S e a
topologia de N ′ é mais �na que a topologia de S|N ′ .

Por outro lado, ρξ,q|N→N ′ é um homeomor�smo entre N e N ′, pois a
topologia de N ′ é a co-induzida por ρξ,q|N (proposição 1.38). Dado Ω′ um
aberto de S|N ′ , ou seja, um aberto em S que está contido em N ′, queremos
mostrar que Ω′ é aberto em N ′.

Como Ω′ é aberto em S, ρ−1
ξ,q(Ω

′) é aberto em Ωξ,q.

Ω′′ := (ρξ,q|U)−1(Ω′) = U ∩ ρ−1
ξ,q(Ω

′)

também é aberto. Por (2.74),

~y(Ω′′) = A× (−δ, δ)n−k,

onde A ⊂ Rk. Como este conjunto é aberto, concluímos que A é aberto.
Seja Ω(3) = (ρξ,q|N)−1(Ω′). Novamente por (2.74), obtemos

(x1, . . . , xk)|N(Ω(3)) = A.

Como (x1, . . . , xk)|N é carta local de N , temos que Ω(3) é aberto em N .
Como (ρξ,q|N→N ′)

−1 é homeomor�smo, concluímos que Ω′ é aberto em N ′.
Assim, temos que, para cada p ∈ S, existe uma subvariedade integral de
PD contendo o ponto p, contida em S, de dimensão k e cuja topologia é
a restrição da topologia de S. Variando p, obtemos uma cobertura de S
por subvariedades de mesma dimensão e de topologias compatíveis, que são
conjuntos abertos em S. Temos as condições necessárias para para unir
estas subvariedades em uma só (proposição 1.53), que terá o conjunto de
pontos e a topologia de S. Está provado que toda órbita de Sussmann é uma
subvariedade integral de PD.

Maximalidade: Mostremos que S é uma subvariedade integral maximal.
Se R é uma subvariedade integral conexa que intercepta S, pelo lema 2.72,
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o conjunto de pontos de R é aberto em S. Como os abertos conexos de R
também são subvariedades integrais conexas de PD, eles serão abertos em S.
Como todo aberto de R é uma união de abertos conexos de R, todo aberto de
R será aberto em S. R tem a topologia mais �na do que a topologia de S|R
e ambos têm a mesma dimensão, portanto R = S|R, isto é, R é subvariedade
aberta de S.

Como todo ponto de M tem uma D-órbita, PD possui a propriedade das
variedades integrais maximais. Pela proposição 2.64, PD é involutiva.

2.5.2 Condições para que ∆D = PD

Um lema sobre o colchete de Lie

Lema 2.75. Sejam X e Y dois campos vetoriais em M e p ∈M . Seja ε > 0
tal que Xt(p) está de�nido para todo t ∈ (−ε, ε). Seja

W (t) = dX−t(Y |Xt(p)) ∈ TpM

um caminho (no espaço vetorial TpM). Então

W ′(t) = dX−t

(
[X, Y ]

∣∣
Xt(p)

)
.

Demonstração. A derivada em TpM pode ser de�nida da seguinte forma:
Seja v1, . . . , vm uma base de TpM . Então W se decompõe como

W (t) =
m∑
j=1

wj(t)vj.

onde as funções wj são de�nidas unicamente. De�nimos

W ′(t) =
m∑
j=1

w′j(t)vj.

W ′(t) é de�nida se e somente se as derivadas w′j(t) existirem. É um
simples exercício de álgebra linear mostrar queW ′(t) não depende da escolha
da base.

Mostremos, primeiro, que a derivada W ′(t) existe. Como base de TpM ,
tome as derivadas parciais ∂x1 |p, . . . , ∂xm|p de alguma carta local

~x = (x1, . . . , xm) : U ⊂M → V ⊂ Rm
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que tenha p ∈ U . Então

W (t) =
m∑
j=1

W (t)
[
xj|p

] ∂

∂xj

∣∣∣∣
p

.

Queremos mostrar que as funções wj(t) := W (t)[xj|p] são suaves. Seja
ξ = (X, Y,X). Considere a aplicação

ρξ,p : Ωξ,p

ab.
⊂ R3 −→M.

Seja (a, b, c) = Id |Ωξ,p o sistema de coordenadas usuais em Ωξ,p. A derivada
parcial na coordenada b é dada por:

∂

∂b
ρξ,p =

∂

∂b
Xa

(
Yb
(
Xc(p)

))
= dXa

(
Y |YbXc(p)

)
.

Assim,

W (t) = dX−t

(
Y |Xt(p)

)
=

∂

∂b
ρξ,p(−t, 0, t).

Portanto,

wj(t) = W (t)[xj|p] =
∂

∂b
ρξ,p(−t, 0, t)[xj|p] =

∂

∂b

∣∣∣
(−t,0,t)

[
(xj ◦ ρξ,p)|(−t,0,t)

]
= ∂2(xj ◦ ρξ,p)(−t, 0, t),

Onde xj ∈ C∞(M) é representante do germe xj|p � isto é, uma função que
coincide com xj em um aberto contendo p. Como ρξ,p é uma função suave,
∂2(xj◦ρξ,p) é in�nitamente diferenciável, e assim wj(t) = ∂2(xj◦ρξ,p)(−t, 0, t).
também o será.

Calculemos então w′j(t):

w′j(t) =
d

dt

∂

∂b
(xj ◦ ρξ,p)(−t, 0, t)

= − ∂

∂a

(
∂

∂b
(xj ◦ ρξ,p)

)
(−t, 0, t) +

∂

∂c

(
∂

∂b
(xj ◦ ρξ,p)

)
(−t, 0, t),

(2.76)

onde foi usada a regra da cadeia.

∂

∂b
(xj ◦ ρξ,p) = dρξ,p

(
∂

∂b

∣∣∣∣
(a,b,c)

)[
xj|ρξ,p(a,b,c)

]
=
∂ρξ,p
∂b

(a, b, c)
[
xj|ρξ,p

]
= dXa

(
Y |YbXc(p)

)[
xj|ρξ,p

]
= Y |YbXc(p)

[
(x̃j ◦Xa)|YbXc(p)

]
,
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onde x̃j é a restrição de xj ao contra-domínio do difeomor�smo local Xa.

∂

∂c

(
∂

∂b
(xj ◦ ρξ,p)

)
(−t, 0, t) =

d

dc

∣∣∣∣
t

(
∂

∂b
(xj ◦ ρξ,p)(−t, 0, c)

)
=

d

dc

∣∣∣∣
t

(
Y |Xc(p)

[
(x̃j ◦X−t)|Xc(p)

])
=

d

dc

∣∣∣∣
t

(
Ỹ (x̃j ◦X−t)(Xc(p))

)
=

d

dc

∣∣∣∣
t

(
Ỹ (x̃j ◦X−t)(α(c))

)
,

onde Ỹ é a restrição do campo Y ao domínio de X−t e α(c) = Xc(p) é uma
curva integral de X, com o domínio devidamente escolhido para que sua
imagem esteja dentro do domínio de X−t. Assim, temos:

d

dc

∣∣∣∣
t

(
Ỹ (x̃j ◦X−t)(α(c))

)
= α′(t)

[
Ỹ ( x̃j ◦X−t)|α(t)

]
(de�nição de α′)

= X|Xt(p)
[
Ỹ (x̃j ◦X−t)

∣∣∣
Xt(p)

]
= X̃Ỹ ((x̃j ◦X−t))(Xt(p))

∴
∂

∂c

(
∂

∂b
(xj ◦ ρξ,p)

)
(−t, 0, t) = X̃Ỹ ((x̃j ◦X−t))(Xt(p)) (2.77)

onde X̃ é a restrição apropriada do campo X.
Para calcular

∂

∂a

(
∂

∂b
(xj ◦ ρξ,p)(−t, 0, t)

)
(−t, 0, t),

vamos inverter a ordem da derivação:
∂

∂a
(xj ◦ ρξ,p) =

∂ρξ,p
∂a

(a, b, c)
[
xj|ρξ,p

]
= X|ρξ,p

[
xj|ρξ,p

]
= (Xxj) ◦ ρξ,p.

∂

∂b

(
∂

∂a
(xj ◦ ρξ,p)

)
(−t, 0, t) =

d

db

∣∣∣∣
0

(
∂

∂a
(xj ◦ ρξ,p)(−t, b, t)

)
=

d

db

∣∣∣∣
0

X(xj)(X−tYbXt(p)) =
d

db

∣∣∣∣
0

X(xj) ◦ ρξ,p(−t, b, t)

=
∂

∂b

∣∣∣∣
(−t,0,t)

[
(X(xj) ◦ ρξ,p)|(−t,0,t)

]
=
∂ρξ,p
∂b

(−t, 0, t)
[

(X(xj))|p
]

= dX−t

(
Y |Xt(p)

)[
X(xj)|p

]
= Ỹ

∣∣∣
Xt(p)

[(
X̃x̃j ◦X−t

)∣∣∣
Xt(p)

]
= Ỹ

(
X̃x̃j ◦X−t

)
(Xt(p)).
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∴
∂

∂b

(
∂

∂a
(xj ◦ ρξ,p)

)
(−t, 0, t) = Ỹ

(
X̃x̃j ◦X−t

)
(Xt(p)). (2.78)

Assim, por (2.76), (2.77) e (2.78),

w′j(t) = X̃
(
Ỹ (x̃j ◦X−t)

)
(Xt(p))− Ỹ

(
X̃x̃j ◦X−t

)
(Xt(p)). (2.79)

Mostremos que X̃x̃j ◦X−t
∣∣∣
Xt(p)

= X̃(x̃j ◦X−t)
∣∣∣
Xt(p)

.

X̃(x̃j ◦X−t)(q) = X̃
∣∣
q

[
(x̃j ◦X−t)|q

]
= dX−t

(
X̃
∣∣
q

)[
x̃j|X−t(q)

]
= dX−t

(
d

ds

∣∣∣∣
0

X̃s(q)

)
=

d

ds

∣∣∣∣
0

X−t

(
X̃s(q)

)[
x̃j|X−t(q)

]
=

d

ds

∣∣∣∣
0

Xs−t(q)
[
x̃j|X−t(q)

]
(para q próximo de Xt(p))

= X|X−t(q)
[
x̃j|X−t(q)

]
= X̃x̃j(X−t(q)) =

(
X̃x̃j ◦X−t

)
(q).

Assim, usando (2.79) temos:

w′j(t) = X̃
(
Ỹ (x̃j ◦X−t)

)
(Xt(p))− Ỹ

(
X̃(x̃j ◦X−t)

)
(Xt(p))

=
(
X̃Ỹ − Ỹ X̃

)
(x̃j ◦X−t)(Xt(p)) =

[
X̃, Ỹ

]
(x̃j ◦X−t)(Xt(p))

= [X, Y ]|Xt(p)
[

(x̃j ◦X−t)|Xt(p)
]

= dX−t

(
[X, Y ]|Xt(p)

)
[xj|p].

∴ W ′(t) =
m∑
j=1

w′j(t)
∂

∂xj

∣∣∣∣
p

=
m∑
j=1

dX−t

(
[X, Y ]|Xt(p)

)
[xj|p]

∂

∂xj

∣∣∣∣
p

= dX−t

(
[X, Y ]|Xt(p)

)
.

Teorema 2.80 (Teorema 4.2 de Sussmann [10]). Sejam M uma variedade
C∞ e ∆ uma distribuição C∞ (em M) gerada por uma família D de campos
vetoriais de�nida em todo lugar. As seguintes condições são equivalentes:

(a) ∆ tem a propriedade das subvariedades integrais.

(b) ∆ tem a propriedade das subvariedades integrais maximais.

(c) ∆ é D-invariante.

(d) ∀X ∈ D, t ∈ R, p ∈ M tais que Xt(p) é de�nido, dXt leva vetores de
∆(p) em vetores de ∆(Xt(p)).
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(e) ∆ tem posto constante nas D-órbitas e, para cada p ∈ M , existem
X1, . . . , Xk ∈ D tais que:

(1) ∆(p) é gerado por X1|p, . . . , Xk
∣∣
p
e

(2) para cada X ∈ D existe ε > 0 tal que existem funções C∞

f ij : (−ε, ε)→ R, i, j = 1, . . . , k

que satisfazem

[
X,X i

]∣∣
Xt(p)

=
k∑
j=1

f ij(t)X
j
∣∣
Xt(p)

, i = 1, . . . , k.

(f) ∆ = PD.

Demonstração. As implicações

(d)⇒ (c)⇒ (f)⇒ (b)⇒ (a)

são consequência direta do teorema 2.73 e das de�nições usadas. Mostremos
então as implicações (a)⇒ (e)⇒ (d).

(a) ⇒ (e): Suponha que ∆ tem a propriedade das subvariedades inte-
grais.

1. A�rmação: ∆ tem posto constante nas D-órbitas. Para mostrar isto,
basta mostrar que o posto de ∆ é constante sobre as curvas integrais
de cada campo X ∈ D. Seja α : (a, b) → M uma destas curvas
integrais. Se mostrarmos que o posto de ∆ é localmente constante
sobre α, isto é, que para todo t ∈ (a, b) existe δ > 0 tal que |h| < δ ⇒
dim ∆(α(t+ h)) = dim ∆(α(t)), isto será su�ciente.

Ora, pegue uma subvariedade integral A de ∆ contendo o ponto p.
Como α é curva integral de um campo tangente a A, α(t + h) estará
em A para todo h su�cientemente pequeno (coincidindo com a curva
integral de X|A que passa por α(t) quando o parâmetro é t). Como a
dimensão de A é sempre a mesma (por se tratar de uma variedade),

dim ∆(α(t+ h)) = dimA = dim ∆(α(t)).

2. Dado p ∈M , seja N uma subvariedade integral de ∆ contendo o ponto
p. Sejam X1, . . . , Xk ∈ D tais que X1|p, . . . , Xk

∣∣
p
são uma base de

∆(p). Como eles são tangentes a N , considere as restrições Y 1 =
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X1|N , . . . , Y k = Xk
∣∣
N
. Os vetores Y 1|p, . . . , Y k

∣∣
p
formam uma base

de TpN . Pela continuidade dos campos, existe uma vizinhança aberta
V ⊂ N de p tal que, para todo p′ ∈ V , Y 1|p′ , . . . , Y k

∣∣
p′
são base de

Tp′ N .

Podemos supor, pela escolha adequada de N , que N = V . Assim, os
campos Y 1, . . . , Y k formam uma base do espaço tangente de N em cada
ponto. Isto implica que, dado qualquer campo vetorial realW ∈ X(N),
podemos escrever W =

∑k
j=1wjY

j, onde as funções wj : V → R serão
suaves � para veri�car isto, basta veri�car que a matriz mudança de
base, das derivadas parciais das cartas locais de V para os campos
Y 1, . . . , Y k, será suave.

Tome estes campos X1, . . . , Xk como os requeridos pela condição (e).
Dado X ∈ D, [

X,X i
]
é tangente a N.

Assim, podemos escrever

[
X,X i

]∣∣
N

=
k∑
j=1

gijY
j, ∀i = 1, . . . , k,

onde as funções gij : i, j = 1, . . . , k são suaves em N .

Seja δ > 0 tal que Xt(p) ∈ N sempre que |t| < δ. Assim, temos

[
X,X i

]∣∣
Xt(p)

=
k∑
j=1

gij(Xt(p))X
j
∣∣
Xt(p)

, ∀i = 1, . . . , k.

As funções t 7→ gij(Xt(p)) são as f ij requeridas na condição (e).

(e) ⇒ (d): Suponha que vale a propriedade (e). Chamemos de (d′) a
seguinte propriedade: para cada p ∈ M,X ∈ D, ∃δ > 0 tal que ∀|t| < δ :
dXt(∆(p)) = ∆(Xt(p)). Mostraremos então que a condição (e) implica (d′)
e que (d′) implica (d).

(e) ⇒ (d)′: De�na, para |t| < ε, Wi(t) = dX−t

(
X i|Xt(p)

)
. Então, pelo

lema 2.71,

W ′
i (t) = dX−t

([
X,X i

]∣∣
Xt(p)

)
=

k∑
j=1

f ij(t) dX−t

(
Xj
∣∣
Xt(p)

)
=

k∑
j=1

f ij(t)Wj(t).
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Assim, (W1, . . . ,Wk), curva em (TpM)k, é uma solução do sistema de
EDO: 

W ′
i (t) =

k∑
j=1

f ij(t)Wj(t), i = 1, . . . , k,

Wi(0) = X i
∣∣
p
, i = 1, . . . , k.

Como as condições iniciais de W1, . . . ,Wk estão em ∆(p), então os vetores
W1(t), . . . ,Wk(t) estarão em ∆(p) para todo |t| < ε. Não mostraremos isto
em detalhes. A ideia é que podemos resolver o sistema acima no espaço ∆(p)k

e usar a unicidade da solução.
Como W1(0), . . . ,Wk(0) são base W1, . . . ,Wk, existe δ ∈ (0, ε) tal que

W1(t), . . . ,Wk(t) geram ∆(p) para todo |t| < δ.
Isto implica que todo vetor ~v ∈ ∆(p) pode ser escrito como combinação

linear dos Wi(t), para todo |t| < δ. Mas

dXt(Wi(t)) = X i
∣∣
Xt(p)

∈ ∆(Xt(p)).

Assim, dXt(∆(p)) ⊂ ∆(Xt(p)), ∀|t| < δ.
Como Xt é um difeomor�smo local , a dimensão de dXt(∆(p)) é a mesma

que a dimensão de ∆(p), que é a mesma que a dimensão de ∆(Xt(p)) �
pois, por hipótese, o posto de ∆ é constante nas órbitas. Assim dXt(∆(p)) =
∆(Xt(p)), sempre que |t| < δ.

(d′) ⇒ (d): Agora, devemos mostrar que vale dXt(∆(p)) ⊂ ∆(Xt(p))
para todo t em que Xt(p) é de�nido.

Seja (a, b) ⊂ R o domínio da curva integral maximal t 7→ Xt(p). Seja J ⊂
(ap, bp) o conjunto de todos os t tais que dXt(∆(p)) = ∆(Xt(p)). Devemos
mostrar que J = (a, b).

Dado t ∈ J com q = Xt(p), pela propriedade (d)′, existe δt > 0 tal que

|h| < δt ⇒ dXh(∆(q)) = ∆(Xh(q)).

Pela propriedade de grupo (proposição 2.13) e pela regra da cadeia,

Xh(q) = Xt+h(p) e dXt+h(∆(p)) = dXh(dXt(∆(p))) = ∆(Xt+h(p)).

Assim, (t− δt, t+ δt) ∈ J . Portanto, J é aberto.
J é fechado em (a, b): Seja (t0, t1, . . . ) uma sequência em J que converge

para t ∈ (a, b). A�rmação: t ∈ J . De fato, seja δ′ tal que

|h| < δ′ ⇒ dXh(∆(Xt(p))) = ∆(Xh(Xt(p))) = ∆(Xt+h(p))
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(dado pela propriedade (d′)). Como t é o limite de uma sequência em J ,
existe tk ∈ J tal que |t− tk| < δt. Então Xtk(p) = Xh(Xt(p)), para h = t− tk.
Assim, Xt(p) = X−hXtk(p) e

dXt(∆(p)) = dX−h(dXtk(∆(p)) = dX−h(∆(Xtk(p))).

Como X−h é o inverso de Xh, dX−h é o inverso de dXh e, assim, leva
∆(Xtk(p)) em ∆(Xt(p)). Portanto, dXt(∆(p)) = ∆(Xt(p)) e t ∈ J .

Temos que J é aberto e fechado em (a, b), portanto J = (a, b).

Corolário 2.81. Uma distribuição suave ∆ = ∆D em M é D-invariante se
e somente se ela é involutiva e seu posto é constante nas D-órbitas.

Demonstração. Se ∆ é D-invariante, ∆ = PD e o teorema 2.73 nos diz que
PD é involutiva e tem posto constante nas D-órbitas.

Por outro lado, se ∆ é involutiva e tem posto constante nas órbitas, vamos
mostrar que ∆ satisfaz a condição (e) do teorema 2.80.

Dado p ∈ M , sejam X1, . . . , Xk ∈ D tais que X1|p, . . . , Xk
∣∣
p
são uma

base de ∆(p). DadoX ∈ D qualquer, considere a curva integral α(t) = Xt(p).
Seja ε > 0 tal que X1|α(t), . . . , X

k
∣∣
α(t)

são L.I. para todo |t| < ε.
Como o posto de ∆ é constante nas órbitas,

dim ∆(α(t)) = dim ∆(α(0)) = k.

Isto implica que X1|α(t), . . . , X
k
∣∣
α(t)

é uma base de ∆(α(t)) sempre que |t| <
ε.

Seja i ∈ {1, . . . , k}. Como ∆ é involutiva, [X,X i] ∈ ∆. Como os campos
X1, . . . , Xk formam uma base de ∆ sobre α(t), |t| < ε, podemos escrever

[X,X i]
∣∣
α(t)

=
k∑
j=1

f ij(t)X
j
∣∣
α(t)

, ∀|t| < ε.

Fica como exercício para o leitor provar que as funções f ij são suaves.



Capítulo 3

Um Parêntese: Transformada de
Fourier

3.1 Aproximação da identidade

De�nição 3.1. Dados Ω ⊂ Rn, p ∈ [1,∞) e mn a medida de Lebesgue em
Rn, o espaço Lp(Ω) é o espaço vetorial{

f : Ω→ C
∣∣∣∣ f Lebesgue-mensurável e

∫
Ω

|f |p dmn <∞
}
,

dotado da seminorma

‖f‖p =

(∫
Ω

|f |p dmn

) 1
p

.

Proposição 3.2. Seja φ : R → C uma função L1. O majorante radial de φ
é a função

η : R+ −→ [0,∞]
h 7−→ sup|y|>h |φ(y)|.

Suponha que I :=
∫∞

0
η(h) dh é �nito.

Então, para toda função localmente integrável f , dados x ∈ R e M > 0
arbitrários, ∫ ∞

−∞
|φM(x)f(x− y)| dy ≤ I Hf(x),

onde φM(x) = Mφ(Mx) e Hf é a função maximal de Hardy-Littlewood,
de�nida por

Hf(x) = sup
r>0

1

2r

∫ r

−r
|f(x− y)| dy.

63
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Demonstração. Fixado x ∈ R, seja F = Fx : R+ → R de�nida por

F (h) =

∫ h

−h
|f(x− y)| dy.

Note que
F (h) ≤ 2hHf(x).

F é contínua e, quando restrita a compactos, é de variação limitada.
Assim, dado r > 0, podemos de�nir no intervalo [0, r] a medida de Lebesgue-
Stieltjes µF , determinada pela fórmula

µF ([a, b]) = F (b)− F (a) =

∫
|y|∈[a,b]

|f(x− y)| dy,

para todo intervalo [a, b] ⊂ [0, r]. É fácil ver que, para uma função integrável
g : [0, r]→ C, a integral de Lebesgue-Stieltjes de g em relação a F será∫ r

0

g(h) dF (h) =

∫ r

−r
g(|h|)|f(x− h)| dh.

Assim,∫ r

−r
|φM(y)f(x− y)| dy ≤

∫ r

−r
ηM(|y|)|f(x− y)| dy =

∫ r

0

ηM(y) dF (y),

onde ηM(y) = Mη(My). A função ηM tem variação limitada em [0, r]. Com
isto e com o fato de que F tem variação limitada em [0, r] e é contínua,
podemos fazer a seguinte integração por partes:∫ r

0

ηM(y) dF (y) = ηM(r)F (r)−
∫ r

0

F (y) dηM(y).

−
∫ r

0

F (y) dηM(y) =

∫ r

0

F (y)(− dηM(y)) ≤
∫ r

0

2yHf(x)(− dηM(y))

= 2 Hf(x)

∫ r

0

−y dηM(y)

(notando que −dηM(y) é medida positiva). Novamente, usamos a integração
por partes para calcular∫ r

0

−y dηM(y) = ηM(r)(−r) +

∫ r

0

ηM(y) dy.
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Temos∫ r

−r
|φM(y)f(x− y)| dy

≤ ηM(r)F (r) + 2 Hf(x)

(
ηM(r)(−r) +

∫ r

0

ηM(y) dy

)
.

Note que limr→∞ ηM(r)r = 0, pois∫ r

r
2

ηM(y) dy ≥ ηM(r)
r

2
e lim

r→∞

∫ r

r
2

ηM(y) dy = 0.

Assim, fazendo r →∞, obtemos∫ ∞
−∞
|φM(y)f(x− y)| dy ≤ 2 Hf(x)

∫ ∞
0

ηM(y) dy = I Hf(x).

Corolário 3.3. Sejam f ∈ L1(R) e φ ∈ L1(R) tais que φ tem majorante
radial integrável e I :=

∫
φ. Então, para quase todo x ∈ R,

lim
M→∞

f ∗ φM(x) = If(x).

Demonstração. Basta mostrar o caso em que I = 1. Primeiro, suponha que
f ∈ C∞c (R). Seja v(y) =

∫ y
−∞ φM(t) dt. Façamos uma integração por partes:∫ ∞

−∞
f(x− y)φM(y) dy =

∫ ∞
−∞

f(x− y) dv(y) =

∫ ∞
−∞

v(y)f ′(x− y) dy.

Como limM→∞ v(y) é 0 se y < 0 e 1 se y > 0,∫ ∞
−∞

v(y)f ′(x− y) dy
M→∞−−−−→

∫ ∞
0

f ′(x− y) dy = f(x).

Agora, suponha que f é uma função integrável qualquer. Usando o fato
de que as funções suaves de suporte compacto são densas em L1(R), vamos
escrever

f = f0 + r,

onde f0 ∈ C∞c (R) e ‖r‖1 é arbitrariamente pequena.

|f ∗ φM(x)− f(x)| = |(f0 + r) ∗ φM(x)− (f0 + r)(x)|
= |f0 ∗ φM(x) + r ∗ φM(x)− f0(x) + r(x)|
≤ |f0 ∗ φM(x)− f0(x)|+ |r ∗ φM(x)|+ |r(x)|

≤ |f0 ∗ φM(x)− f0(x)|+ J Hr(x) + |r(x)|,
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onde J é a integral do majorante radial de φ.
Dado ε > 0, temos:

1. |r(x)| < ε para todo x exceto em um conjunto de medida menor que
‖r‖1/ε.

2. Hr(x) < ε para todo x exceto em um conjunto de medida menor que
C‖r‖1/ε, onde C é uma constante que não depende da função r (ver
Stein [8], capítulo I para uma demonstração deste fato).

Assim,
lim sup
M→∞

|f ∗ φM(x)− f(x)| ≤ (1 + J)ε

para todo x exceto em um conjunto de medida menor que

‖r‖1

ε
+ C
‖r‖1

ε
.

Fazendo r → 0, reduzimos o conjunto de exceções para medida nula. Fazendo
ε→ 0, obtemos o resultado desejado.

3.2 Transformada de Fourier em L1(R)
De�nição 3.4. Seja f ∈ L1(R). A transformada de Fourier de f é a função
f̂ : R→ C de�nida por

f̂(ξ) =

∫ ∞
−∞

e−iξxf(x) dx.

A transformada de Fourier é um operador linear que será denotado de
duas maneiras:

(i) f̂ = (f )̂

(ii) f̂ = Fx(f(x))

Proposição 3.5. Sejam f ∈ L1(R), ξ ∈ R. Então:

(i) |f̂(ξ)| ≤ ‖f‖1.

(ii) Fx(f(x+ h))(ξ) = eiξhf̂(ξ), ∀h ∈ R.

(iii) f̂(ξ + h) = Fx
(
e−ixhf(x)

)
(ξ), ∀h ∈ R.
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(iv) Dado λ ∈ R diferente de zero,

Fx(f(λx))(ξ) =
1

|λ|
f̂( 1

λ
ξ).

(v) f̂ é uniformemente contínua.

(vi) Se f ∈ C1(R), f ′ ∈ L1(R) e lim|x|→∞ f(x) = 0, então

f̂ ′ (ξ) = iξf̂(ξ).

(vii) Se a função xf(x) em x pertence a L1(R), então f̂ ∈ C1(R) e

(f̂)′ = Fx(−ixf(x)).

(viii) lim|ξ|→∞ f̂(ξ) = 0.

Demonstração. (i):

|f̂(ξ)| =
∣∣∣∣∫ ∞
−∞

e−iξxf(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ ∞
−∞
|e−iξxf(x)| dx =

∫ ∞
−∞
|f(x)| dx

= ‖f‖1.

(ii):

Fx(f(x+ h)) =

∫ ∞
−∞

e−iξxf(x+ h) dx =

∫ ∞
−∞

e−iξ(u−h)f(u) du

=

∫ ∞
−∞

e−iξ(−h)e−iξuf(u) du = eiξh
∫ ∞
−∞

e−iξuf(u) du = eiξhf̂(ξ).

(iii):

f̂(ξ + h) =

∫ ∞
−∞

e−i(ξ+h)xf(x) dx =

∫ ∞
−∞

e−iξxe−ihxf(x) dx

= Fx
(
e−ihxf(x)

)
(ξ).

(iv): Se λ > 0:∫ ∞
−∞

e−iξxf(λx) dx =

∫ ∞
−∞

e−iξ
u
λf(u)

1

λ
du =

1

λ
f̂( ξ

λ
).

Se λ < 0:∫ ∞
−∞

e−iξxf(λx) dx =

∫ −∞
∞

e−iξ
u
λf(u)

1

λ
du = −1

λ
f̂( ξ

λ
).
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(v):

|f̂(ξ + h)− f̂(ξ)| =
∣∣∣Fx((e−ihxf(x)

)
(ξ)− f̂(ξ)

∣∣∣
=
∣∣Fx((e−ihx − 1)f(x)

)
(ξ)
∣∣ ≤ ∥∥x 7→ (e−ihx − 1)f(x)

∥∥
1

h→0−−→ 0,

onde é usado o teorema da convergência dominada, e a convergência não
depende da variável ξ.

(vi): Suponha que f ′, f ∈ L1(R), f ′ é contínua e lim|x|→∞ f(x) = 0. Por
integração por partes:

f̂ ′ (ξ) =

∫ ∞
−∞

e−iξxf ′(x) dx = lim
M→∞

∫ M

−M
e−iξxf ′(x) dx

= lim
M→∞

[
e−iξxf(x)

∣∣M
x=−M −

∫ M

−M

(
d

dx
e−iξx

)
f(x) dx

]
= −

∫ ∞
−∞

(−iξ)e−iξxf(x) dx = iξf̂(ξ).

(vii): Suponha que x 7→ xf(x) ∈ L1(R).

f̂(ξ + h)− f̂(ξ)

h
=

1

h
Fx
(
e−ixhf(x)− f(x)

)
(ξ) = Fx

(
f(x)

(
e−ixh − 1

)
h

)
(ξ).

Pela propriedade (i), se mostrarmos que[
x 7→ f(x)

e−ixh − 1

h

]
h→0−−→ [x 7→ −ixf(x)] em L1(R), (3.6)

então teremos o resultado desejado. A convergência pontual destas funções
é dada por:

lim
h→0

e−ixh − 1

h
=

d

dh

∣∣∣∣
0

e−ixh = −ix (de�nição de derivada)

Mostremos que a convergência é dominada por |xf(x)|. Pela desigualdade
do valor médio,∣∣∣∣e−ixh − 1

h

∣∣∣∣ ≤ sup
ξ∈[0,1]

∣∣∣∣∣ d

dr

∣∣∣∣
ξh

e−ixr

∣∣∣∣∣ = sup
ξ∈[0,1]

∣∣−ixe−ixξh
∣∣ ≤ |x|

∴

∣∣∣∣f(x)
e−ixh − 1

h

∣∣∣∣ ≤ |xf(x)| .
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Assim, o teorema da convergência dominada nos dá o resultado desejado.
(viii): Suponha inicialmente que f é uma função C1 de suporte compacto.

Por (vi), (v) e (i), ξ 7→ iξf̂(ξ) é uma função uniformemente contínua e
limitada, o que implica que f̂(±∞) = 0.

Caso geral: dada f ∈ L1(R) qualquer, seja (fn)n∈N uma sequência de
funções C1 de suporte compacto que converge em L1(R) para f . Pela pro-
priedade (i), f̂n converge uniformemente para f̂ . Assim, podemos trocar a
ordem no limite duplo:

f̂(±∞) = lim
|ξ|→∞

lim
n→∞

f̂n(ξ) = lim
n→∞

lim
|ξ|→∞

f̂n(ξ) = 0.

Exemplo 3.7 (Transformada da curva gaussiana). Seja g(x) = e−x
2
. As regras

da transformada de Fourier e a integral gaussiana nos dão:

(g′)̂ (ξ) = iξĝ(ξ) = Fx(−2xg(x)) = −2iFx(−ixg(x)) = −2i(ĝ)′(ξ),

ĝ(0) =

∫ ∞
−∞

g(x) dx =
√
π

Assim, ĝ é solução de: {
u′(ξ) = − ξ

2
u(ξ),∀ξ ∈ R.

u(0) =
√
π.

Resolvendo a equação diferencial, obtemos a solução

ĝ(ξ) =
√
πe−

ξ2

4 =
√
πg
(

1
2
ξ
)
.

Pela regras da transformada de Fourier, pode-se calcular ainda a transfor-
mada segunda (notando que ĝ ∈ L1(R):

ˆ̂g(x) = Fξ
(√

πg
(

1
2
ξ
))

(x) =
√
π(2ĝ(2x)) = 2

√
πĝ(2x)

= 2
√
π
(√

πg
(

1
2
2x
))

= 2πg(x).

Convolução

De�nição 3.8. (i) De�nimos o operador ˜ como sendo a re�exão:

f̃(x) = f(−x).

(ii) Dado h ∈ R, de�nimos o operador translação τh como sendo:

(τhf)(x) = f(x− h).
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De�nição 3.9. A convolução de duas funções Lebesgue-mensuráveis f, g :
R → C no ponto x ∈ R é denotada (f ∗ g)(x) e de�nida (quando a integral
abaixo existir) por

(f ∗ g)(x) =

∫ ∞
−∞

f(x− y)g(y) dy.

Proposição 3.10. Sejam f, g, f1, f2 ∈ L1(R), h ∈ R, λ ∈ C. A convolução
satisfaz as seguintes propriedades:

(i) f ∗ g = g ∗ f .

(ii) (f ∗ g)̃ = f̃ ∗ g̃.

(iii) τh(f ∗ g) = (τhf) ∗ g.

(iv) (f1 + λf2) ∗ g = f1 ∗ g + λf2 ∗ g.

Demonstração.

(f ∗ g)(x) =

∫ ∞
−∞

f(x − y)g(y) dy =

∫ ∞
−∞

f(u)g(x − u) du = (g ∗ f)(x).

(f ∗ g)̃ (x) =

∫ ∞
−∞

f(−x− y)g(y) dy =

∫ ∞
−∞

f̃(x+ y)g(y) dy

=

∫ ∞
−∞

f̃(x+ y)g̃(−y) dy =

∫ ∞
−∞

f̃(x− u)g̃(u) du = f̃ ∗ g̃(x).

τh(f ∗ g)(x) = (f ∗ g)(x− h) =

∫ ∞
−∞

f(x− h− y)g(y) dy

=

∫ ∞
−∞

(τhf)(x− y)g(y) dy = (τhf) ∗ g(x).

((f1 + λf2) ∗ g)(x) =

∫ ∞
−∞

(f1(x− y) + λf2(x− y))g(y) dy

=

∫ ∞
−∞

f1(x− y)g(y) dy + λ

∫ ∞
−∞

f2(x− y)g(y) dy

= (f1 ∗ g + λf2 ∗ g)(x).
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Proposição 3.11. Sejam f, g ∈ L1(R). Então

(i) f ∗ g ∈ L1(R) com ‖f ∗ g‖1 ≤ ‖f‖1‖g‖1 e

(ii) f̂ ∗ g = f̂ ĝ.

Demonstração. Para mostrar que f ∗ g ∈ L1(R), usaremos o teorema de
Fubini-Tonelli:∫ ∞

∞
|(f ∗ g)(x)| dx =

∫ ∞
−∞

∣∣∣∣∫ ∞
−∞

f(x− y)g(y) dy

∣∣∣∣ dx
≤
∫ ∞
−∞

(∫ ∞
−∞
|f(x− y)g(y)| dy

)
dx =

∫ ∞
−∞

(∫ ∞
−∞
|f(x− y)g(y)| dx

)
dy

=

∫ ∞
−∞
|g(y)|

(∫ ∞
−∞
|f(x− y)| dx

)
dy = ‖f‖1‖g‖1 <∞.

Façamos a transformada de Fourier de f ∗ g.

f̂ ∗ g(ξ) =

∫ ∞
−∞

e−ixξ
(∫ ∞
−∞

f(x− y)g(y) dy

)
dx.

Para mudar a ordem da integração, devemos mostrar que[
(x, y) 7→ e−ixξf(x− y)g(y)

]
∈ L1(R2).

∫
R2

|eixξf(x− y)g(y)| dm2(x, y)

=

∫ ∞
−∞

(∫ ∞
−∞

∣∣e−ixξf(x− y)g(y)
∣∣ dx) dy

=

∫ ∞
−∞
|g(y)|

(∫ ∞
−∞

∣∣e−ixξf(x− y)
∣∣ dx) dy = ‖f‖1‖g‖1 <∞.

∴ f̂ ∗ g(ξ) =

∫ ∞
−∞

g(y)

(∫ ∞
−∞

e−ixξf(x− y) dx

)
dy

=

∫ ∞
−∞

g(y)Fx(f(x− y))(ξ) dy =

∫ ∞
−∞

g(y)e−iξyf̂(ξ) dy

= f̂(ξ)ĝ(ξ).
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3.2.1 Funções de Schwartz

De�nição 3.12. (i) Dizemos que uma função f : R → C é de decresci-
mento rápido se

lim
|x|→∞

xnf(x) = 0, ∀n ∈ N.

(ii) Uma função de Schwartz em R é uma função C∞ f : R→ C tal que as
derivadas f (n) são de decrescimento rápido para todo n ∈ N.

Denotamos por S(R) o conjunto de todas as funções de Schwartz em
R.

Observação 3.13 (Funções de múltiplas variáveis). Para que uma função f :
RN → C seja de Schwartz, pede-se que

lim
‖x‖→∞

‖x‖nDαf(x) = 0

para todos n ∈ N e α ∈ NN , onde Dα = ∂α1
1 · · · ∂

αN
N e ‖.‖ é uma norma

pré-�xada em RN .

Proposição 3.14. (i) S(R) é um espaço vetorial.

(ii) Se f ∈ S(R), f ′ ∈ S(R).

(iii) Se P (x) é um polinômio em x e f ∈ S(R), x 7→ P (x)f(x) ∈ S(R).

(iv) Se f ∈ S(R), f é limitada.

(v) S(R) ⊂ L1(R).

Demonstração. Mostremos que S(R) é um espaço vetorial.Sejam f, g ∈ S(R)
e λ ∈ C, n,m ∈ N.

lim
|x|→∞

xm(f + λg)(n)(x) = lim
|x|→∞

xmf (n)(x) + λ lim
|x|→∞

xmg(n)(x) = 0.

Assim f + λg ∈ S(R).
Mostremos que toda f ∈ S(R) tem f ′ ∈ S(R).

lim
|x|→∞

xm(f ′)(n)(x) = lim
|x|→∞

xmf (n+1)(x) = 0.

Assim, f ′ ∈ S(R).
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Mostremos que, para toda f ∈ S(R) e para todo polinômio P (x), x 7→
P (x)f(x) ∈ S(R). Seja P (x) =

∑p
j=0 ajx

j. Então

lim
|x|→∞

xmP (x)f(x) = lim
|x|→∞

xm

(
p∑
j=0

ajx
j

)
f(x)

= lim
|x|→∞

p∑
j=0

ajx
j+mf(x) =

p∑
j=0

aj lim
|x|→∞

xj+mf(x) = 0

Assim, x 7→ P (x)f(x) é de decrescimento rápido. Como todas as derivadas de
P (x)f(x) são somas da forma P1(x)f1(x) + · · ·+Pk(x)fk(x), onde P1, . . . , Pk
são polinômios e f1, . . . , fk são funções de Schwartz, teremos o resultado
desejado.

Mostremos que toda f ∈ S(R) é limitada. Como lim|x|→∞ f(x) = 0,
existe K > 0 tal que |x| > K ⇒ |f(x)| < 1. Como f é contínua, f é limitada
em [−K,K]. Assim, |f(x)| ≤ max {supK |f |, 1},∀x ∈ R.

Mostremos que toda f ∈ S(R) é integrável. x 7→ (1 + x2)f(x) pertence a
S(R), assim x 7→ (1 + x2)f(x) é limitada por algum L > 0.

|(1 + x2)f(x)| ≤ L ∴ |f(x)| ≤ L

1 + x2
,∀x ∈ R.

Assim, ∫ ∞
−∞
|f(x)| dx ≤ L

∫ ∞
−∞

1

1 + x2
dx = Lπ ∴ f ∈ L1(R).

Proposição 3.15. Se f ∈ S(R), então f̂ ∈ S(R).

Demonstração. Primeiro, mostremos que f̂ ∈ C∞(R).

x 7→ xf(x) ∈ L1(R)⇒ ∃(f̂)′ = Fx(−ixf(x)).

x 7→ −ix2f(x) ∈ L1(R)⇒ ∃(f̂)′′ = Fx(−ixf(x))′ = Fx
(
(−i)2x2f(x)

)
.

...

x 7→ (−i)k−1xkf(x)) ∈ L1(R)⇒ ∃(f̂)(k) = Fx
(
(−1)kxkf(x)

)
.

...
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Em seguida, mostremos que f̂ tem decrescimento rápido.

lim
|ξ|→∞

ξf̂(ξ) = lim
|ξ|→∞

1
i
(f ′)̂ (ξ) = 0.

lim
|ξ|→∞

ξ2f̂(ξ) = lim
|ξ|→∞

(
1
i

)2
(f ′′)̂ (ξ) = 0.

...

lim
|ξ|→∞

ξkf̂(ξ) = lim
|ξ|→∞

(
1
i

)k
(f (k))̂ (ξ) = 0.

...

Já mostramos que a transformada de Fourier de uma função de Schwartz
é sempre suave e tem decrescimento rápido. Falta mostrar que as derivadas
de f̂ têm decrescimento rápido. Mas

(f̂)(n) = Fx((−ix)nf(x)),

que é a uma transformada de Fourier de função de Schwartz e, portanto, tem
decrescimento rápido.

Exemplo 3.16. Seja g : R→ R a função gaussiana.

g(x) = e−x
2

.

É fácil ver que g tem decrescimento rápido:

lim
|x|→∞

xne−x
2

= lim
|x|→∞

xn

ex2
= 0 (Regra de L'Hospital).

Assim, x 7→ P (x)g(x) também tem decrescimento rápido, onde P é um po-
linômio qualquer. Como todas as derivadas de g são da forma x 7→ P (x)g(x),
g é uma função de Schwartz.

Exemplo 3.17 (Autovetor da transformada de Fourier). Considere g a função
gaussiana. Vimos no exemplo 3.7 que ĝ(ξ) =

√
πg(ξ/2). Fazendo λ = 1/

√
2,

de�na

f(x) = e−
x2

2 = e−λ
2x2 = g(λx)

∴ f̂(ξ) =
1

λ
ĝ
(
ξ
λ

)
=

√
π

λ
g
(
ξ

2λ

)
=

√
π

λ
f
(

ξ
2λ2

)
=
√

2πf(ξ).

Assim, temos que f(x) = e−
x2

2 é um autovetor da transformada de Fourier
em S(R) e seu autovalor associado é

√
2π.
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3.2.2 Transformada de Fourier inversa

De�nição 3.18. Dada f ∈ L1(R), denotaremos por f̌ ou F−1
ξ (f(ξ)) a se-

guinte função, chamada de transformada de Fourier inversa de f :

f̌(x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

eiξxf(ξ) dξ.

Note que f̌ = 1
2π

ˆ̃f .

Observação 3.19. Vimos, nas propriedades da transformada de Fourier, que
˜̂
f = ˆ̃f . O mesmo vale para a transformada inversa: ˇ̃f = ˜̌f .

Lema 3.20. Sejam f, g ∈ L1(R). Então∫
f̂ g =

∫
fĝ.

Demonstração.∫ ∞
−∞

f̂(x)g(x) dx =

∫ ∞
−∞

(∫ ∞
−∞

e−ixyf(y) dy

)
g(x) dx

=

∫∫
R2

e−ixyf(y)g(x) dy dx =

∫ ∞
−∞

(∫ ∞
−∞

e−ixyg(x) dx

)
f(y) dy

=

∫ ∞
−∞

f(y)ĝ(y) dy.

Proposição 3.21. Seja f ∈ L1(R) tal que f̂ ∈ L1(R). Então

ˆ̂
f(x) = 2πf(−x)

para quase todo x.

Demonstração. Seja G(x) = e−x
2
.

ˆ̂
f(x) =

∫ ∞
−∞

e−ixyf̂(y) dy = lim
M→∞

∫ ∞
−∞

G( 1
M
y)e−ixyf̂(y) dy

∫ ∞
−∞

G( 1
M
y)e−ixyf̂(y) dy =

∫ ∞
−∞

G( 1
M
y)Fu(f(u− x))(y) dy

=

∫ ∞
−∞
Ft(G( 1

M
t))(y)f(y − x) dy

=

∫ ∞
−∞

MĜ(My)f(y − x) dy =

∫ ∞
−∞

ĜM(y)f(x− y) dy.
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Ĝ tem majorante radial integrável igual a ele mesmo e
∫
Ĝ = (G)̂̂ (0) =

2πG(0) = 2π (ver exemplo 3.7). Assim, pelo corolário 3.3,

lim
M→∞

∫ ∞
−∞

ĜM(y)f(y − x) dy = 2πf(−x),

para quase todo x ∈ R.

Corolário 3.22. Suponha que f e f̂ ambas pertencem a L1(R) (e, portanto,
também f̌). Então

(f̌ )̂ =
1

2π
(f̃ )̂ ˆ = ˜̃f = f e

(f̂ )̌ =
1

2π
(f̂ )̂̃ =

1

2π

ˆ̃̂
f = ˜̃f = f,

onde as igualdades são em quase todo ponto.
A seguinte equação, válida para quase todo x, é chamada de Fórmula

Inversa de Fourier:

f(x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

eiξxf̂(ξ) dξ.

Corolário 3.23. Sejam f, g ∈ S(R). Então fg ∈ S(R) e

f̂ g =
1

2π
f̂ ∗ ĝ.

Demonstração. Para ver que fg ∈ S(R), basta notar que

xn(fg)(m)(x) = xn
m∑
j=1

(
m

j

)
f (j)(x)g(m−j)(x)

se anula quando |x| → ∞ para quaisquer m,n naturais.

fg = (f̌ ∗ ǧ)̂

∴ f̂ g = (f̌ ∗ ǧ)̂ ˆ = 2π(f̌ ∗ ǧ)̃ = 2π( ˜̌f ∗ ˜̌g) =
1

2π
(f̂ ∗ ĝ).

Proposição 3.24 (Teorema de Plancherel). Seja f ∈ L2(R) ∩ S(R). Então

‖f̂‖2 =
√

2π ‖f‖2 .
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Demonstração. Para começar, note que

(f̂)(ξ) =

∫ ∞
−∞

e−iξyf(x) dx =

∫ ∞
−∞

eiξyf(x) dx = (̂f)(−ξ) =
˜̂
f(ξ).

Note também que o operador˜comuta com a transformada de Fourier e com
a conjugação.

‖f̂‖2
2 =

∫ ∞
−∞

f̂(y)f̂(y) dy =

∫ ∞
−∞

f̂(y)
̂̃
f(y) dy =

∫ ∞
−∞

f(y)
̂̃̂
f(y) dy

= 2π

∫ ∞
−∞

f(y)f(y) dy = 2π‖f‖2
2.

3.2.3 Aplicação: o núcleo de Poisson no semiplano

Observação 3.25. Vamos procurar soluções da seguinte equação

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0

de�nidas no semiplano y > 0 de R2 e que se anulam no in�nito. Supondo que
u é su�cientemente bem-comportada para isto, aplicamos a transformada de
Fourier em relação à variável x para obter

−ξ2û(ξ, y) +
∂2û(ξ, y)

∂y2
= 0.

As soluções desta E.D.O. em y que nos interessam (por não crescerem dema-
siadamente no in�nito) são dadas por

û(ξ, y) = k(ξ)e−|ξ|y,

Como a transformada de Fourier transforma convoluções em produtos, a
solução u será da forma

u(x, y) = ǩ(x) ∗ F−1
ξ (e−|ξ|y)(x),

onde o asterisco denota convolução em relação à variável x.
Calculemos a transformada inversa de e−|ξ|y, que será chamada de núcleo

de Poisson no semiplano.

F−1
ξ (e−|ξ|y)(x) = 1

y
F−1
ξ (e−|ξ|)(x

y
).
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F−1
ξ (e−|ξ|)(x) =

1

2π

∫ ∞
−∞

cos(xξ)e−|ξ| dξ =
1

π

∫ ∞
0

cos(xξ)e−ξ dξ.

Para integrar cos(xξ)e−ξ, podemos fazer a integração por partes duas vezes:

I =

∫ ∞
0

cos(xξ)e−ξ = −e−ξ cos(xξ)
∣∣∞
0
−
∫ ∞

0

(−x sen(xξ))(−e−ξ) dξ

= 1− x
∫ ∞

0

sen(xξ)e−ξ dξ.

∫ ∞
0

sen(xξ)e−ξ dξ = −e−ξ sen(xξ)
∣∣∞
0
−
∫ ∞

0

x cos(xξ)(−e−ξ) dξ

= x

∫ ∞
0

cos(xξ)e−ξ dξ = xI

∴ I = 1− x2I ∴ I(1 + x2) = 1 ∴ I =
1

1 + x2
.

Assim, temos
u(x, y) = ǩ(x) ∗ Py(x),

onde estamos usando a seguinte notação:

P (x) =
1

π

1

1 + x2
, Py(x) =

1

y
P (x

y
) =

1

π

y

x2 + y2
.

Como P tem majorante radial integrável e integral unitária, o corolário 3.3
nos diz que

lim
y→0

ǩ(x) ∗ Py(x) = ǩ(x)

para quase todo x. A solução da equação �ca sendo determinada pelo valor
limite de u no eixo x, ou seja:

u(x, y) = u(x, 0+) ∗ Py(x).



Capítulo 4

Sobre a Condição (P) em R2

4.1 Resolubilidade Local

De�nição 4.1. Seja L um campo vetorial (complexo) de�nido em um aberto
Ω ⊂ R2 e seja p ∈ Ω. Dizemos que L é localmente resolúvel em p se existe
uma vizinhança U = U(p) tal que, para toda f ∈ C∞(Ω), existe u ∈ D′(Ω)
tal que Lu = f em U (isto é, Lu(φ) =

∫
Ω
f(x)φ(x) dx para toda função teste

φ com suporte contido em U).

Observação 4.2. Dado Ω ⊂ RN um aberto, estamos denotando por D′(Ω)
o espaço das distribuições (no sentido de Laurent Schwartz) em Ω, isto é,
o dual do espaço C∞c (Ω) das funções suaves em Ω com suporte compacto
(que pode ser identi�cado com o espaço das funções suaves em RN com
suporte compacto contido em Ω), dotado da topologia apropriada. Para
uma introdução à teoria das distribuições, ver Hormänder [2].
Observação 4.3. A de�nição será equivalente se supormos que as distribuições
u e as funções f têm suporte compacto.
Observação 4.4. Equivalentemente, podemos pedir nesta de�nição que exista
u ∈ D′(U) tal que Lu = f |U
Proposição 4.5. Sejam Ω ⊂ R2 aberto, (x, t) = Id|Ω as coordenadas usuais
de Ω e

L = A
∂

∂t
+B

∂

∂x
um campo vetorial complexo em Ω, com A,B ∈ C∞(Ω). Vamos supor que
|A| + |B| > 0 em Ω. Dado p ∈ Ω, |A| ou |B| é diferente de zero em alguma
vizinhança Ωp de p. Vamos supor que este campo é A. Então de�niremos
em Ωp o campo L̃ dado por (1/A)L, isto é,

L̃ =
∂

∂t

∣∣∣∣
Ωp

+ B̃
∂

∂x

∣∣∣∣
Ωp

,

79
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onde

B̃ =
B|Ωp
A|Ωp

∈ C∞(Ωp).

L é localmente resolúvel em p se e somente L̃ o for.

Demonstração. Suponha que L é localmente resolúvel em p. Seja Up uma
vizinhança de p tal que, para toda f ∈ C∞(Ω), existe u ∈ D′(Ω) tal que
Lu = f em Up.

Seja U ′p uma vizinhança de p tal que U ′p ⊂⊂ Up ∩ Ωp. Dada f ∈ C∞(Ωp),
seja f̃ ∈ C∞(Ω) que coincide com f em U ′p. Então existe u ∈ D′(Ω) tal que

Lu = Af̃ em Up.

Seja ũ = u|Ωp . Então

L|Ωpũ = A|Ωpf em U ′p.

Portanto, como L̃ = (1/A|Ωp)L|Ωp ,

L̃ũ = f em U ′p.

Temos que a resolubilidade local de L em p implica a resolubilidade local de
L̃ em p.

Por outro lado, suponha que L̃ é localmente resolúvel em p. Seja Vp a
vizinhança de p associada. Podemos tomar uma Vp ⊂⊂ Ωp. Dada g ∈ C∞(Ω),
tome u ∈ D′(Ωp) tal que

L̃u =
1

A|Ωp
g|Ωp em Vp.

A�rmação: existe uma distribuição u0 ∈ D′(Ω) tal que u = u0 em Vp. De
fato, tome ψ ∈ C∞c (Ω) tal que supp(ψ) ⊂ Ωp e que vale 1 em Vp. Então
u0(φ) := u((ψφ)|Ωp) é a distribuição desejada.

Portanto,
Lu0 = g em Vp.

Proposição 4.6. Seja

L =
∂

∂t
+B

∂

∂x
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um campo vetorial complexo de�nido em um aberto Ω de R2, onde (x, t) =
Id|Ω são as coordenadas usuais e B ∈ C∞(Ω). Então existe uma carta local
(ξ, s) : U ⊂ Ω→ V ⊂ R2, com ξ = x, p ∈ U , tal que

L|U =
∂

∂s
+ ib

∂

∂ξ
,

onde b ∈ C∞(U) assume somente valores reais.

Demonstração. Escrevamos B = B1 + iB2, onde B1 é a parte real de B e B2

é a parte imaginária de B. Então

L =
∂

∂t
+B1

∂

∂x
+ iB2

∂

∂x
.

Sejam Y = ∂t +B1∂x, p = (x0, t0). A aplicação

φ : (ξ′, s′) 7−→ Ys′(x0 + ξ′, t0)

(que é a aplicação ρη,p com η = (Y, ∂x) conforme de�nida na subseção 2.3.4)
tem posto dois em p e é suave, portanto é localmente invertível. Seja (ξ, s) o
seu inverso local (também suave) em torno de p, ou seja, (ξ, s) é uma carta
local que satisfaz (onde é de�nida)

(x, t) = Ys(x0 + ξ, t0).

Pela proposição 1.13,

∂

∂ξ
=
∂x

∂ξ

∂

∂x
+
∂t

∂ξ

∂

∂t
e

∂

∂s
=
∂x

∂s

∂

∂x
+
∂t

∂s

∂

∂t
.

Com a variação do parâmetro s (e mantendo ξ constante), (x, t) é uma
curva integral de Y . Com isto, obtemos

∂

∂s
= Y =

∂

∂t
+B1

∂

∂x
.

Repare que

t = t(Ys(x0 + ξ, t0)) = t0 + s,

∴
∂t

∂ξ
=

∂

∂ξ
(t0 + s) = 0.

Assim,
∂

∂ξ
=
∂x

∂ξ

∂

∂x
.



82 CAPÍTULO 4. SOBRE A CONDIÇÃO (P) EM R2

Portanto, fazendo

b =
1(
∂x
∂ξ

)B2,

temos o resultado desejado.

Exemplo 4.7 (Caso �tubo�). Vamos supor que b não depende de x. Ou seja,
L = ∂t + ib(t)∂x com b ∈ C∞(R), onde b assume somente valores reais.
Vamos procurar condições su�cientes para que L seja localmente resolúvel
na origem.

Consideremos a equação

∂u

∂t
+ ib(t)

∂u

∂x
= f.

Vamos supor que u é uma função e que podemos aplicar a transformada
de Fourier parcial da equação em relação à variável x. Temos

dû

dt
(ξ, t)− b(t)ξû(ξ, t) = f̂(ξ, t).

Resolvendo esta equação diferencial, obtemos

û(ξ, t) =

∫ t

T

eξ(B(t)−B(s))f̂(ξ, s) ds,

onde B é uma antiderivada de b e T é um número real. Para poder fazer a
transformada de Fourier inversa de û(ξ, t) em relação a ξ, temos que controlar
o seu crescimento em relação à variável ξ.

Se f̂(ξ, t) = 0 sempre que |ξ| > 1: neste caso, û(ξ, t) será uma função de
Schwartz em relação a ξ. Aplicando a fórmula da transformada inversa de
Fourier (e usando T (ξ) = 0), obtemos uma solução

u(x, t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

∫ t

0

eiξx+ξ(B(t)−B(s))f̂(ξ, s) ds dξ,

que funciona em todo o plano.
Se f̂(ξ, t) = 0 sempre que ξ < 0: para que û(ξ, t) seja uma função de

Schwartz em relação a ξ, devemos exigir que

B(t)−B(s) ≤ 0, sempre que s está entre T e t.

Pelo teorema do valor médio, B(t)− B(s) = b(η)(t− s), onde η está entre t
e s.
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Vamos supor que b não muda de sinal na origem. Isto é, existe δ > 0 tal
que, para todo t ∈ [−δ, δ], b(t) ≥ 0 ou para todo t ∈ [−δ, δ], b(t) ≤ 0. Caso
b(t) ≥ 0 em (−δ, δ), faça T = −δ. Caso b(t) ≤ 0 em (−δ, δ), faça T = δ.
Assim, û(ξ, t) será uma função de Schwartz em relação a ξ sempre que |t| < δ.
Aplicando novamente a fórmula inversa de Fourier, temos uma solução local,

u(x, t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

∫ t

T

eiξx+ξ(B(t)−B(s))f̂(ξ, s) ds dξ,

de�nida em R× (−δ, δ).
Se f̂(ξ, t) = 0 sempre que ξ > 0: podemos encontrar uma solução local

de Lu = f em R × (−δ, δ), de forma análoga � onde o δ é tal que b não
muda de sinal em (−δ, δ).

Se f é uma função suave em R2 que é de Schwartz em relação à coorde-
nada x: sejam

φ0, φ
+, φ− : R→ [0, 1]

funções suaves, com suppφ0 ⊂ (−1, 1), suppφ+ ⊂ (0,∞) e suppφ− ⊂
(−∞, 0) tais que 1 = φ0 + φ+ + φ−.

De�na f0(x, t) = F−1
ξ

(
f̂(ξ, t)φ0(ξ)

)
(x) e f+, f− analogamente. Então

f = f0 + f+ + f−,

f̂0(ξ, t) se anula quando |ξ| > 1, f̂+(ξ, t) se anula quando ξ < 0 e f̂−(ξ, t)
se anula quando ξ > 0. Assim, desde que b não mude de sinal na origem,
existem soluções u−, u+ e u0 tais que

Lu− = f−, Lu+ = f+ e Lu0 = f0

em uma faixa R×(−δ, δ), onde δ não depende de f . Fazendo u = u0+u++u−,
temos que Lu = f em R× (−δ, δ).

Caso geral : para f ∈ C∞(R2) qualquer, podemos pegar uma função g
que coincide com f no retângulo U = [0, 1]2, mas que é de Schwartz em
relação a x. Seja u tal que Lu = g na faixa R× (−δ, δ). Assim, Lu = f em
U ∩ R× (−δ, δ).

Concluímos que, para L = ∂t+ ib(t)∂x ser localmente resolúvel na origem,
é su�ciente que b não mude de sinal na origem.

4.2 Uma primeira de�nição da condição (P)
De�nição 4.8. Seja L um campo da forma

∂

∂t
+ ib

∂

∂x
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em R2, onde b ∈ C∞(R2) é uma função real. Dizemos que L satisfaz a
condição (P) em p = (x0, t0) se existe δ > 0 tal que, para todo x ∈ (x0 −
δ, x0 + δ), a função t ∈ (t0 − δ, t0 + δ) 7→ b(x, t) não muda de sinal.

Observação 4.9. Vimos no �caso tubo� (exemplo 4.7) que a condição (P),
como de�nida acima, implica a resolubilidade local quando b não depende de
x. Veremos na seção 4.4 que isto também é verdade para qualquer b suave,
com solução fraca em L2.

4.3 Uma segunda de�nição da condição (P)

4.3.1 Parêntese: produto exterior de campos vetoriais

De�nição 4.10. Sejam L1, . . . , Lk ∈ X(M) campos vetoriais na variedade
M . Vamos de�nir o produto exterior L1 ∧ · · · ∧ Lk como sendo a aplicação
multilinear e alternada

L1 ∧ · · · ∧ Lk : (C∞(M))k −→ C∞(M)

de�nida por

L1 ∧ · · · ∧ Lk(f1, . . . , fk) =
∑
σ∈Sk

sgn(σ)L1(fσ(1)) · · ·Lk(fσ(k))

= det

L1(f1) . . . L1(fk)
...

. . .
...

Lk(f1) . . . Lk(fk)

 .

Observação 4.11. Na notação �Li� usada aqui, i é apenas o subíndice. Não
iremos usar a notação t 7→ Lt para o �uxo do campo nesta seção.

Observação 4.12. Embora tenhamos feito a de�nição de produto exterior para
campos vetoriais reais, a mesma também funcionaria para campos vetoriais
complexos.

Observação 4.13 (Propriedades). Sejam g ∈ C∞(M), σ ∈ Sk, L1, . . . , Lk ∈
X(M) e L′1 ∈ X(M). Então:

(i) Lσ(1) ∧ · · · ∧ Lσ(k) = sgn(σ)L1 ∧ · · · ∧ Lk.

(ii) (gL1) ∧ L2 ∧ · · · ∧ Lk = g(L1 ∧ L2 ∧ · · · ∧ Lk).

(iii) (L1 + L′1) ∧ L2 ∧ · · · ∧ Lk = (L1 ∧ L2 ∧ · · · ∧ Lk) + (L′1 ∧ L2 ∧ · · · ∧ Lk).
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Observação 4.14. Vamos supor que (x1, . . . , xm) é um sistema de coordena-
das global para a variedade M . Aplicando a proposição 1.13 (expressão dos
campos vetoriais em coordenadas locais) e as propriedades vistas acima, po-
demos calcular a fórmula de L1 ∧ · · · ∧ Lk em função das derivadas parciais
∂x1 , . . . , ∂xm :

L1 ∧ · · · ∧ Lk =

(
m∑
i1=1

L1(xi1)
∂

∂xi1

)
∧ · · · ∧

(
m∑
ik=1

Lk(xik)
∂

∂xik

)

=
m∑

i1,...,ik=1

(
L1(xi1)

∂

∂xi1

)
∧ · · · ∧

(
Lk(xik)

∂

∂xik

)

=
m∑

i1,...,ik=1

L1(xi1) · · ·Lk(xik)
∂

∂xi1
∧ · · · ∧ ∂

∂xik
.

Como o produto ∂xi1 ∧ · · · ∧ ∂xik é nulo sempre que dois de i1, . . . , ik são
iguais, a última soma pode ser reescrita como

m∑
i1,...,ik=1
i1<···<ik

∑
σ∈Sk

L1(xiσ(1)) · · ·Lk(xiσ(k))
∂

∂xiσ(1)
∧ · · · ∧ ∂

∂xiσ(k)

=
m∑

i1,...,ik=1
i1<···<ik

∑
σ∈Sk

sgn(σ)L1(xiσ(1)) · · ·Lk(xiσ(k))
∂

∂xi1
∧ · · · ∧ ∂

∂xik

=
m∑

i1,...,ik=1
i1<···<ik

L1 ∧ · · · ∧ Lk(xi1 , . . . , xik)
∂

∂xi1
∧ · · · ∧ ∂

∂xik
.

Concluímos que

L1 ∧ · · · ∧ Lk =
m∑

i1,...,ik=1
i1<···<ik

det

L1(xi1) . . . L1(xik)
...

. . .
...

Lk(xi1) . . . Lk(xik)

 ∂

∂xi1
∧ · · · ∧ ∂

∂xik
.

4.3.2 A de�nição em questão

De�nição 4.15. Seja L = L1 + iL2 um campo vetorial complexo em um
aberto Ω ⊂ R2, com L1, L2 campos reais, tal que L não se anula em nenhum
ponto.

(i) Chamaremos as órbitas de {L1, L2} de órbitas de L.
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(ii) Dizemos que L satisfaz a condição (P) em Ω se L1 ∧ L2 não muda de
sinal nas órbitas bidimensionais de L.

Observação 4.16. É necessário explicar o que queremos dizer quando pedimos
que L1 ∧ L2 não �mude de sinal� em uma órbita bidimensional de L. Seja S
uma órbita bidimensional de L. Como S é uma subvariedade de dimensão
maximal, S é um aberto de Ω ⊂ R2 e, portanto, é orientável. Sejam (x, y) e
(z, w) duas cartas locais de S que se interceptam e são da mesma orientação.
Restrinja L1, L2, x, y, z, w à intersecção de seus domínios.

∂

∂x
∧ ∂

∂y
= det

(
∂x
∂z

∂x
∂w

∂y
∂z

∂y
∂w

)
∂

∂z
∧ ∂

∂w
= J

∂

∂z
∧ ∂

∂w
,

onde J é uma função estritamente positiva.

L1 ∧ L2 = L1 ∧ L2(x, y)
∂

∂x
∧ ∂

∂y
= L1 ∧ L2(x, y)J

∂

∂z
∧ ∂

∂w
,

ou seja, L1 ∧ L2(z, w) = JL1 ∧ L2(x, y), com J > 0. Ambas terão o mesmo
sinal.

Fixada uma orientação O, de�nimos o sinal de L1 ∧ L2 em cada ponto
p ∈ S como sendo o sinal de L1 ∧ L2(x′, y′), onde (x′, y′) é uma carta local
de orientação O contendo p.

Como S é um aberto conexo de R2, só existem duas orientações possíveis
� a positiva e a negativa. Trocar a orientação escolhida inverte o sinal de
L1 ∧ L2, o que não afeta a de�nição 4.15.

Observação 4.17. Seja

L =
∂

∂t
+ ib

∂

∂x
,

de�nida em um aberto Ω ⊂ R2, onde a função b é real. Então as partes real
e imaginária são L1 = ∂t e L2 = b ∂x.

O produto exterior L1 ∧ L2 = b ∂t ∧ ∂x tem o sinal de −b (em relação à
orientação de (x, t)).

As curvas integrais de L1 são as retas verticais contidas em Ω. As curvas
integrais de L2 são retas horizontais em Ω que não cruzam nenhum ponto em
que b = 0, ou então são constantes em um ponto em que b = 0.

Se b não muda de sinal nas órbitas de dimensão 2, tampouco mudará de
sinal nas órbitas de dimensão 1 (que são retas verticais nas quais b = 0).
Nesse caso, o sinal de b não mudará em nenhuma reta vertical contida em Ω.

Por outro lado, seja S uma órbita de dimensão 2, e sejam p e q dois pontos
em S tais que b(p) > 0 e b(q) < 0. Então p e q se ligam por um caminho
feito de segmentos de curvas integrais de L1 e L2, e já sabemos que o sinal
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de b não pode mudar nas curvas integrais de L2. Concluímos que a mudança
de sinal de b ocorre em uma curva integral de L1, que é uma reta vertical
contida em Ω.

Isto prova que, para este campo L, a condição (P) da de�nição 4.15 é
equivalente à condição (P) da de�nição 4.8 valendo em todos os pontos de
Ω.

Observação 4.18. Seja L um campo vetorial complexo não-singular de�nido
no aberto Ω ⊂ R2. Dado p ∈ Ω, vimos (proposição 4.6) que existem coorde-
nadas locais (ξ, s) de�nidas em U ⊂ Ω, com p ∈ U nas quais

L|U =
∂

∂s
+ ib

∂

∂ξ
,

onde b é uma função real. Se p′ ∈ U , a órbita de L|U contendo p′ está contida
na órbita de L contendo p′. Portanto, se L satisfaz a condição (P) em Ω,
L|U satisfaz a condição (P) em U . Repetindo-se o raciocínio da observação
anterior, isto implica que b não muda de sinal nas curvas integrais de ∂s.

4.4 Resolubilidade local em L2

Teorema 4.19. Seja L um campo vetorial complexo em R2 da forma

L =
∂

∂t
+ ib

∂

∂x
,

com Id |R2 = (x, t), onde b é uma função suave que só assume valores reais
e tal que L satisfaz a condição (P) em uma vizinhança U da origem. Então
existem a, T0, C > 0 tais que, para todo 0 < T ≤ T0, dada φ ∈ C∞c ((−a, a)×
(−T, T )),

‖φ‖L2(R2) ≤ CT
∥∥ tLφ∥∥

L2(R2)
.

Demonstração. Vamos usar as letras x e t como variáveis, e não apenas como
coordenadas locais. Podemos supor, sem perda de generalidade, que b(x, t)
tem suporte compacto e que a propriedade (P) é valida em todo o plano.

tL é, por de�nição, o operador que satisfaz 〈Lφ, ψ〉 = 〈φ, tLψ〉 para
qualquer par de funções φ, ψ em C∞(R2), onde 〈f, g〉 :=

∫
fg. Como

〈Lφ, ψ〉 = 〈φt, ψ〉+ i〈bφx, ψ〉 = −〈φ, ψt〉+ i〈φx, bψ〉
= −〈φ, ψt〉 − i〈φ, bxψ〉 − i〈φbψx〉 = 〈φ,−ψt − ibψx − ibxψ〉

= 〈φ,−Lφ− ibxφ〉,

então tL = −L− ibx.
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Suponha que a estimativa do teorema vale para o campo L, ao invés de
tL. Como L = −ibx − tL,

‖φ‖2 ≤ CT ‖ibxφ‖2 + CT
∥∥ tLφ∥∥

2
≤ CT sup |bx| ‖φ‖2 + CT

∥∥ tLφ∥∥
2

∴ ‖φ‖2 (1− CT sup |bx|) ≤ CT
∥∥ tLφ∥∥

2
.

Escolhendo T ′0 > 0 su�cientemente pequeno para que CT ′0 sup |bx| < 1, po-
deremos dizer que, para qualquer 0 < T < T ′0,

‖φ‖2 ≤
C

1− CT ′0
T
∥∥ tLφ∥∥

2
.

Assim, basta demonstrar este teorema para L ao invés de tL. Vamos
fazer isto agora.

Sejam ψ++ψ0+ψ− ≡ 1 uma partição C∞ da unidade em R com suppψ− ⊂
(−∞, 0), suppψ0 ⊂ (−1, 1) e suppψ+ ⊂ (0,∞). Para as funções φ(x, t) no
plano, denotaremos por φ̂(ξ, t) a transformada de Fourier parcial em relação
à variável x.

Seja P+ o operador dado por

P+f(x, t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

eixξψ+(ξ)f̂(ξ, t) dξ.

Seja B(x, t) =
∫ t

0
b(x, τ) dτ . De�na o operador

K+f(x, t) =
1

2π

∫
R

∫ t

T (x)

eixξ+(B(x,t)−B(x,s))ξψ̃+(ξ)f̂(ξ, s) ds dξ (4.20)

=

∫ t

T (x)

∫
R

eixξ+(B(x,t)−B(x,s))|ξ| ̂̃P+f(ξ, s)
dξ

2π
ds. (4.21)

onde T (x) é T se b(x, t) ≥ 0 para todo t e −T no caso contrário (lembrando
que estamos supondo que a condição (P) vale em todo o plano).

A função 0 ≤ ψ̃+ ≤ 1 é escolhida em C∞(R) de forma que ela valha 1 no
suporte de ψ+ mas seu suporte ainda esteja contido em (0,∞). De�nimos
o operador P̃+ de forma análoga a P+. Assim, teremos P̃+P+f(x, t) =
P+f(x, t) (enquanto geralmente não é verdade que P+P+f = P+f).

Para cada y ≥ 0, vamos denotar por e−y|Dx| o operador dado por

e−y|Dx|f(x, t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

eixξe−y|ξ|f̂(ξ, t) dξ,

Se y > 0, seja Py o núcleo de Poisson no semiplano,

Py(x) =
1

π

y

y2 + x2
,
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cuja transformada de Fourier é e−y|ξ| (ver a subseção 3.2.3). Com isso, temos

e−y|Dx|f(x, t) =

{
f(x, t), se y = 0,

f ∗ Py(x, t), se y 6= 0.

Isto implica (proposição 3.2) que |e−y|Dx|f(x, t)| ≤ Hf(x, t), onde

Hf(x, t) = sup
r>0

1

2r

∫ x+r

x−r
|f(s, t)| ds

é a função maximal de Hardy-Littlewood de f(x, t) em relação a x. Sabemos
(ver Stein [8], capítulo I para uma demonstração) que existe C > 0 tal que
‖Hφ‖2 ≤ C ‖φ‖2 para qualquer φ ∈ L2(R).

Com isto, (4.20) pode ser reescrita como

K+f(x, t) =

∫ t

T (x)

e(B(x,t)−B(x,s))|Dx|P̃+f(x, s) ds.

Vamos agora limitar a norma de K+f(·, t) em L2(R):∥∥K+f(·, t)
∥∥2

L2(R)
=

∫ ∞
−∞

∣∣K+f(x, t)
∣∣2 dx

=

∫ ∞
−∞

∣∣∣∣∫ t

−T (x)

e(B(x,t)−B(x,s))|Dx|P̃+f(x, s) ds

∣∣∣∣2 dx

≤
∫ ∞
−∞

(∫ t

−T (x)

∣∣∣e(B(x,t)−B(x,s))|Dx|P̃+f(x, s)
∣∣∣ ds)2

dx

≤
∫ ∞
−∞

(∫ T

−T

∣∣∣e(B(x,t)−B(x,s))|Dx|P̃+f(x, s)
∣∣∣ ds)2

dx

≤
∫ ∞
−∞

(∫ T

−T
HP̃+f(x, s) ds

)2

dx =

∥∥∥∥∫ T

−T
HP̃+f(·, s) ds

∥∥∥∥2

2∥∥∥∥∫ T

−T
HP̃+f(·, s) ds

∥∥∥∥
2

≤
∫ T

−T

∥∥∥HP̃+f(·, s)
∥∥∥

2
ds (des. de Minkowsky)

≤ C

∫ T

−T

∥∥∥P̃+f(·, s)
∥∥∥

2
ds

≤ C

∫ T

−T
‖f(·, s)‖2 ds (teo. de Plancherel)

∴
∥∥K+f(·, t)

∥∥
2
≤ C

∫ T

−T
‖f(·, s)‖2 ds.
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Usamos agora a desigualdade de Cauchy-Schwarz:

∥∥K+f(·, t)
∥∥

2
≤ C

∣∣∣∣∫ T

−T

(
1
)(
‖f(·, s)‖2

)
ds

∣∣∣∣
≤ C
√

2T
∥∥∥(‖f(·, s)‖2)

∥∥∥
L2(−T,T )[s]

.

Elevando ao quadrado:

∥∥K+f(·, t)
∥∥2

2
≤ 2C2T

∫ T

−T
‖f(·, s)‖2

2 ds

= 2C2T

∫ T

−T

(∫
R
f(x, s) dx

)
ds = 2C2T ‖f‖L2(R×(−T,T )) .

Integrando de −T a T , obtemos a estimativa de K+f em L2(R× (−T, T )).∥∥K+f
∥∥2

L2(R×(−T,T ))
≤ 4C2T 2 ‖f‖L2(R×(−T,T ))

∴
∥∥K+f

∥∥
L2(R×(−T,T ))

≤ 2CT‖f‖L2(R×(−T,T )). (4.22)

Em seguida, vamos examinar o efeito deK+ em Lφ, φ ∈ C∞c (R×(−T, T )).
Calculemos K+(φ+

t (x, t)), onde φ+(x, t) = P+φ(x, t) e φ+
t (x, t) é a notação

para P+(∂tφ(x, t)) (note que ∂ t comuta com a transformada parcial ˆ e com
os operadores P+, P̃+)

Por (4.20),

K+φ+
t (x, t) =

1

2π

∫
R

∫ t

T (x)

eixξ+(B(x,t)−B(x,s))ξψ̃+(ξ)φ̂+
t (ξ, s) ds dξ

=
1

2π

∫
R

∫ t

T (x)

eixξ+(B(x,t)−B(x,s))ξ ∂

∂s
φ̂+(ξ, s) ds dξ,

onde estamos usando que ψ̃+(ξ)ψ+(ξ) = ψ+(ξ).
A integral interior é:∫ t

T (x)

eixξ+(B(x,t)−B(x,s))ξ ∂

∂s
φ̂+(ξ, s) ds = eixξ+(B(x,t)−B(x,s))ξφ̂+(ξ, s)

∣∣∣t
T (x)

−
∫ t

T (x)

−b(x, s)ξeixξ+(B(x,t)−B(x,s))ξφ̂+(ξ, s) ds

= eixξφ̂+(ξ, t)− i
∫ t

T (x)

b(x, s)eiξ+(B(x,t)−B(x,s))ξφ̂+
x (ξ, s) ds.
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Portanto,

K+φ+
t (x, t) =

1

2π

∫
R

eixξφ̂+(ξ, t) dξ − i

2π

∫
R

∫ t

T (x)

b(x, s)eiξ+(B(x,t)−B(x,s))ξφ̂+
x (ξ, s) ds dξ

= φ+(x, t)− i
∫ t

T (x)

∫
R
b(x, s)eiξ+(B(x,t)−B(x,s))ξφ̂+

x (ξ, s)
dξ

2π
ds

= φ+(x, t)− i
∫ t

T (x)

b(x, s)e(B(x,t)−B(x,s))|Dx|
(
φ+
x

)
(x, s) ds.

Podemos escrever

b(x, s)e(B(x,t)−B(x,s))|Dx|
(
φ+
x

)
(x, s) = e(B(x,t)−B(x,s))|Dx|

(
bφ+

x

)
(x, s)

+
[
b, e(B(x,t)−B(x,s)|Dx|

]
φ+
x (x, s),

onde o colchete entre dois operadores denota o comutador [X, Y ]f = XY f −
Y Xf e b é o operador de multiplicação (bf(x, t) = b(x, t)f(x, t)).

Assim,

K+φ+
t (x, t) =

φ+(x, t)− iK+
(
bφ+

x

)
(x, t)−i

∫ t

T (x)

[
b, e(B(x,t)−B(x,s))|Dx|

]
φ+
x (x, s) ds︸ ︷︷ ︸

R+φ+(x,t)

.

Portanto, lembrando que Lφ+ = φ+
t + ibφ+

x ,

K+Lφ+(x, t) = φ+(x, t) +R+φ+(x, t). (4.23)

Para estimar a norma do resto R+φ+(x, t), vamos precisar do seguinte
resultado:

A�rmação: Dados f ∈ S(R) e h ∈ C∞c (R), existe constante C ′ > 0,
independente de f e de h, tal que

∀ε > 0,
∣∣[h, e−ε|Dx|]f ′(x)

∣∣ ≤ C ′(sup |h′|) Hf(x).
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De fato,

[
h, e−ε|Dx|

]
f ′ = h(x)Pε ∗ f ′(x)− Pε ∗ (hf ′)

=

∫
R
h(x)f ′(x− y)Pε(y) dy −

∫
R
h(x− y)f ′(x− y)Pε(y) dy

=

∫
R
(h(x)− h(x− y))f ′(x− y)Pε(y) dy

=

∫
R
(h(x)− h(y))f ′(y)Pε(x− y) dy

= f(y)Pε(x− y)(h(x)− h(y))
∣∣∞
−∞︸ ︷︷ ︸

=0

(integração por partes)

−
∫
R

(
− (Pε)

′(x− y)(h(x)− h(y)) + Pε(x− y)(−h′(y))
)
f(y) dy

= Pε ∗ fh′(x) + (Pε)
′ ∗ ((h(x)− h)f)(x).

O primeiro termo é limitado (proposição 3.2) por H(fh′)(x), que é menor ou
igual a (sup |h′|) Hf(x). Quanto ao segundo termo, note que

(Pε)
′(x) =

d

dx

1

ε
P (x/ε) =

1

ε2
P ′(x/ε).

Fazendo Q(x) = xP ′(x), teremos

Qε(x) =
1

ε2
xP ′(x/ε) = x(Pε)

′(x)

e, assim, o segundo termo é igual a∫
R
(h(x)− h(y))f(y)

Qε(x− y)

x− y
dy = (Qε ∗ gx)(x),

onde gx é a função de�nida por

gx(y) =
h(x)− h(y)

x− y
f(y).

Pelo teorema do valor médio, |gx| ≤ (sup |h′|)|f |. Como Q tem majorante
radial integrável, (Qε ∗ gx)(x) é limitado por I(sup |h′|) Hf(x), onde I é a
integral do majorante radial de Q. Tomando-se C ′ = 1 + I, a a�rmação �ca
provada.
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Com isto, podemos estimar a norma de R+ procedendo analogamente ao
que foi feito para estimar K+. Fazendo C ′′ = C ′ supR2 |hx|,

∥∥R+φ+(·, t)
∥∥

2
≤ C ′′

∫ T

−T

∥∥H(φ+(·, s))
∥∥

2
ds ≤ CC ′′

∫ T

−T

∥∥φ+(·, s)
∥∥

2
ds

≤ CC ′′
√

2T

(∫
R

∥∥φ+(·, s)
∥∥2

2
ds

)1
2

= C3

√
2T
∥∥φ+

∥∥
L2(R×(−T,T ))

,

onde C3 = CC ′′.

∴
∥∥R+φ+

∥∥
L2(R×(−T,T ))

=

(∫ T

−T

∥∥R+φ+(·, s)
∥∥2

2
ds

)1
2

≤ 2C3T
∥∥φ+

∥∥
L2(R×(−T,T )

. (4.24)

Juntando (4.22), (4.23) e (4.24), temos∥∥φ+
∥∥
L2(R×(−T,T ))

=
∥∥K+Lφ+ −R+φ+

∥∥
L2(R×(−T,T )

≤ 2CT
∥∥Lφ+

∥∥
L2(R×(−T,T ))

+ 2C3T
∥∥φ+

∥∥
L2(R×(−T,T ))

.

Sabemos que ‖φ+‖L2(R×(−T,T )) ≤ ‖φ‖L2(R×(−T,T )), o que pode ser visto
usando-se o teorema de Plancherel e da desigualdade Cauchy-Scwharz. Para
estimar ‖Lφ+‖L2(R×(−T,T )) em função da norma de Lφ, vamos escrever

Lφ+ = LP+φ = [L, P+]φ+ P+Lφ.

Como a derivada ∂t comuta com P+, [L, P+] = [ib∂x, P
+], que é limitado

em L2 (ver Stein [9], página 309). Assim, poderemos concluir que existe
C4 > 0 independente de φ, tal que∥∥φ+

∥∥
L2(R×(−T,T ))

≤ C4T ‖Lφ‖L2(R×(−T,T )) + C4T ‖φ‖L2(R×(−T,T )) .

Procedendo analogamente, existe C5 > 0 independente de φ tal que∥∥φ−∥∥
L2(R×(−T,T ))

≤ C5T ‖Lφ‖L2(R×(−T,T )) + C5T ‖φ‖L2(R×(−T,T )) .

Para estimar φ0, de�nimos P0 e P̃0 análogos a P+ e P̃+ (mas usando ψ0

ao invés de ψ+) e

K0f(x, t) =

∫ t

−T

∫
R

eixξ+(B(x,t)−B(x,s))ξ̂̃P0f(ξ, s)
dξ

2π
ds

=

∫ t

−T

∫ 1

−1

eixξ+(B(x,t)−B(x,s))ξ̂̃P0f(ξ, s)
dξ

2π
ds.
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Seja θ ∈ C∞c (R) uma função que vale 1 no intervalo (−2η, 2η), onde
η > supR2 |B|.

Com isso, θ((B(x, t) − B(x, s))ξ) = 1 sempre que ξ ∈ (−1, 1). Isto nos
permite escrever a fórmula de K0 como:

K0f(x, t) =

∫ t

−T

∫ 1

−1

eixξθ((B(x, t)−B(x, s))ξ)e(B(x,t)−B(x,s))ξ̂̃P0f(x, s)
dξ

2π
ds

=

∫ t

−T

∫
R

eixξθ((B(x, t)−B(x, s))ξ)e(B(x,t)−B(x,s))ξ̂̃P0f(x, s)
dξ

2π
ds

=

∫ t

−T

(
θ((B(x, t)−B(x, s))Dx)e

(B(x,t)−B(x,s))Dx
)
P̃0f(x, s) ds,

onde, para cada y ∈ R, o operador θ(yDx)e
yDx é de�nido pela fórmula

θ(yDx)e
yDxf(x, t) =

1

2π

∫
R

eixξθ(yξ)eyξf̂(ξ, t) dξ.

Seja G a transformada de Fourier inversa de θ(ξ)eξ. Dado y ∈ R diferente
de zero, de�na

Gy(x) =
1

|y|
G(x/y) = F−1

ξ

(
θ(yξ)eyξ

)
(x).

Isto nos dá que

θ(yDx)e
yDxf(x, t) =

{
f ∗Gy(x, t), se y 6= 0,

f(x, t), se y = 0.

Podemos limitar θ(yDx)e
yDx pelo maximal Hf(x, t) multiplicado por uma

constante (pois G tem majorante radial limitado). Assim, G é análogo ao
núcleo de Poisson no semiplano usado na estimativa de K+.

Isto nos permite mostrar, de forma análoga à com que �zemos a estimativa
de K+, que existe constante C6 > 0 tal que

‖φ0‖L2(R×(−T,T )) ≤ C6T ‖Lφ‖L2(R×(−T,T )) + C6T ‖φ‖L2(R×(−T,T )) .

Assim, como φ = φ+ + φ0 + φ−, existe constante C7 > 0 tal que

‖φ‖L2(R×(−T,T )) ≤ C7T ‖Lφ‖L2(R×(−T,T )) + C7T ‖φ‖L2(R×(−T,T )) .

∴ ‖φ‖L2(R×(−T,T )) ≤
C7T

1− C7T
‖Lφ‖L2(R×(−T,T )) .

Tomando T0 <
1
C 7

e renomeando C = C7/(1−C7T0), o teorema está provado.
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Corolário 4.25. Se o campo L da de�nição 4.8 satisfaz a condição (P) em
uma vizinhança da origem, então existem T0 > 0 e C > 0 tais que, para todo
0 < T < T0, dada f ∈ L2(R2), existe u ∈ L2(R2) com norma

‖u‖2 ≤ CT ‖f‖2

tais que

Lu = f em R× (−T, T ) (no sentido de distribuição).

Demonstração. Seja ΩT = R× (−T, T ). Considere o funcional linear

λ : tL(C∞c (ΩT )) −→ C
tLφ 7−→

∫
R2 f(x, t)φ(x, t) dx dt,

que é bem de�nido, pois o teorema 4.19 implica que tL é injetiva. Pela
desigualdade Cauchy-Schwarz e pelo teorema 4.19,∣∣λ( tLφ)

∣∣ ≤ ‖f‖2 ‖φ‖2 ≤ CT ‖f‖2

∥∥ tLφ∥∥
2
,

ou seja, λ é um funcional linear limitado no subespaço vetorial tL(C∞c (ΩT ))
de L2(R2), com norma ≤ CT ‖f‖2. Pelo teorema de Hahn-Banach, podemos
estender λ para um funcional linear limitado (e de mesma norma) λ∗ em
L2(R2). Pelo teorema da representação de Riesz, existe u ∈ L2(R2), com
‖u‖2 ≤ CT ‖f‖2 tal que∫

R2

uφ = λ∗(φ), ∀φ ∈ L2(R2).

Em particular, se φ ∈ C∞c (ΩT ),

〈Lu, φ〉 = 〈u, tLφ〉 = λ( tLφ) = 〈f, φ〉,

o que signi�ca que Lu = f em ΩT no sentido das distribuições.
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