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A minha Madrinha Conceição, ou mais carinhosamente “tia Bebel”, que sempre foi muito
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Resumo

Seja (R,m) um anel Noetheriano local e R ⊃ I1 ⊃ I2 ⊃ · · · uma filtração de ideais de R.

Podemos então construir a álgebra graduada F(F) := ⊕n≥0In/mIn, chamada de fibra especial.

Esta tese objetiva a pesquisa deste anel. Investigamos sobre a sua propriedade de ser Gorenstein

e a sua regularidade de Castelnuovo-Mumford. Outro objetivo, é generalizarmos o teorema de

Risler-Teissier (sobre multiplicidades mistas) para o caso de filtrações de Hilbert.
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Abstract

Let (R,m) be a Noetherian local ring and R ⊃ I1 ⊃ I2 ⊃ · · · a filtration of ideals in R. We

may then construct the graded algebra F(F) := ⊕n≥0In/mIn, which is called fiber cone. This

thesis has the goal to research about this graded ring. We investigate its Gorenstein property and

its Castelnuovo-Mumford regularity. Another aim is to generalize the Risler-Teissier’s theorem

(about mixed multiplicities) for the case of Hilbert filtration.
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Introdução

Seja (R,m) um anel Noetheriano local e R ⊃ I ⊃ I2 ⊃ · · · a filtração I-adica. Temos assim,

importantes álgebras graduadas como a álgebra de Rees R(I) := ⊕n≥0Intn, o anel graduado

associado G(I) := ⊕n≥0In/In+1 e a fibra especial F(I) := ⊕n≥0In/mIn = R(I)/mR(I). Estas

álgebras podem ser naturalmente generalizadas para o caso de uma filtração de ideais em geral,

ou seja, F : R⊃ I1 ⊃ I2 ⊃ · · ·, onde Ii são ideais de R. Esta tese possui três objetivos. Estudar a

regularidade de Castelnuovo-Mumford da fibra especial e a sua propriedade ser Gorenstein. O

terceiro e último, é mostrar o teorema de Risler-Teissier [Te] para o caso de filtrações de Hilbert.

Nos artigos [CZ], [CZ2] e [CZ3], Cortadellas e Zarzuela, estudaram a profundidade da fibra

especial fazendo uso de certos módulos graduados associados a filtrações de módulos. Jayanthan

e Nanduri, em [JN], usaram alguns resultados desses artigos para estudar a regularidade (de

Castelnuovo-Mumford) da fibra especial.

A regularidade da álgebra de Rees e do anel graduado associado são bem conhecidas, como

pode ser verificado nos trabalhos [HZ], [O], [H], [T], [JU], etc. No artigo [HZ], por exemplo,

Hoa e Zarzuela obtêm muitos resultados entre o número de redução e os a-invariantes de boas

filtrações. Ooishi, em [O], prova que a regularidade de uma álgebra de Rees e do anel graduado

associado de um ideal I são iguais. Esta fórmula foi também descoberta por Johnson e Ulrich em

[JU]. Depois, em [T], Trung mostrou que existe uma relação entre os a-invariantes da álgebra

de Rees e do anel graduado associado, e então eles provaram a igualdade regF(I) = regG(I).

Foi possı́vel mostrar no presente trabalho a mesma igualdade para o caso de boas filtrações.

No caso I-adico, Jayanthan e Nanduri em [JN] encontram, sob certas condições, relações

entre a regularidade da fibra especial e a regularidade do anel graduado associado. Além disso,

eles obtêm que de fato a igualdade entre elas pode ocorrer. Daremos neste trabalho uma teoria

análoga sobre a regularidade da fibra especial, da álgebra de Rees e do anel graduado associado

para o caso de boas filtrações. Mostramos que para este último caso, a regularidade da fibra
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especial comporta-se similarmente ao caso I-adico. Temos também encontrado outros resultados

em que a igualdade regF(F) = regG(F) é verdadeira.

Com relação ao segundo objetivo, nos perguntamos quando as álgebras acima citadas são

Gorenstein ou Cohen-Macaulay, e outras de suas propriedades. Esta resposta é dada em diver-

sos artigos, como por exemplo [HRZ], [GN], [HZ], [TVZ], [I], [HKU1], [HKU2] ou [JPV].

Em [HRZ], é determinado, sob certas classes de ideais, o expoente n ≥ 0 para o qual R(In) e

G(In) sejam Gorenstein. Goto e Nishida investigam em [GN], a propriedade da álgebra de Rees

simbólica ser Cohen-Macaulay ou Gorenstein com respeito a ideais primos de dimensão um em

anéis locais de Cohen-Macaulay, e então eles generalizam para o caso mais geral da álgebra

de Rees R(F) e o anel graduado associado G(F) com respeito a filtrações gerais F de ideais

em anéis locais Noetherianos arbitrários. Além disso, em [HZ], Zarzuela e Hoa dão algumas

consequências que generalizam resultados bem conhecidos no caso de filtrações I-adicas. Por

exemplo, eles mostram, sob certas condições, que a propriedade de R(F) ser Gorenstein, onde

F é uma boa filtração, implica na propriedade de G(F) ser Gorenstein. Trung, Viêt e Zarzu-

ela, em [TVZ], estendem os resultados de Ikeda em [I] para álgebra de Rees de filtrações. No

artigo [HKU1], Heinzer, Kim e Ulrich dão um critério, em termos de ideais, para que o anel gra-

duado G(I) seja Gorenstein. Depois, eles generalizaram em [HKU2] estes mesmos resultados

para o caso de filtrações de Hilbert. Jayanthan, Puthenpurakal e Verma, em [JPV], estudam a

propriedade de F(I) ser Gorenstein para ideais m-primários I de multiplicidade quase minimal.

Neste trabalho, estamos interessados na propriedade da fibra especial ser Gorenstein para

o caso de filtrações. No artigo [JN], Jayanthan e Nanduri, encontram (para o caso I-adico)

descrições, em termos de ideais, para o módulo canônico da fibra especial. Eles também mos-

tram que se ambos, o anel graduado associado e a fibra especial forem anéis de Cohen-Macaulay,

então as regularidades dos seus módulos canônicos são iguais. Além disso, quando F(I) é

Cohen-Macaulay e G(I) é Gorenstein, eles dão um critério para dizer se a fibra especial é Go-

renstein. Um dos nossos objetivos neste trabalho é dar uma teoria análoga sobre a propriedade

da fibra especial ser Gorenstein no caso de filtrações em geral. Nós mostramos que esses re-

sultados podem ser generalizados para o caso de filtrações de Hilbert. Vale ressaltar que as

multiplicidades mistras são ferramentas muito importantes para o estudo da propriedade da fibra

especial ser um anel de Gorenstein, como pode ser visto por exemplo no artigo [JPV]. Neste,



os autores obtêm resultados sob o caso de filtrações adicas. Inicialmente tinhamos a intenção

de generalizar este artigo para o caso de filtrações de Hilbert. No entanto, vimos que para esse

intento ainda se fazia necessário a generalização, para o caso de filtrações de Hilbert, de alguns

resultados clássicos, como por exemplo, o teorema de Rees [Sw] e também o teorema de Risler-

Teissier [Te]. Dessa forma, para a conclusão de nosso trabalho, fizemos um estudo a respeito

das multiplicidades mistas afim de verificar que o teorema de Risler-Teissier, que diz respeito a

essas multiplicidades, permanece ainda válido para o caso de filtrações de Hilbert.

As multiplicidades mistas tiveram inı́cio em 1957 com o artigo de Bhattacharya [Ba], onde

ele descreveu polinômios de Hilbert para dois ideais e os seus coeficientes de maior grau. O

nome multiplicidades mistas apareceu primeiramente no artigo de Teissier [Te], publicado em

1973, no qual ele e Risler estudaram, usando elementos superficiais, o polinômio de Hilbert

e seus coeficientes, agora para um número finito qualquer de ideais. Teissier mostra em [Te]

por exemplo, que em um anel Noetheriano local (R,m) com ideais I1, ..., Ik m-primários, as

multiplicidades mistas com respeito a tais ideais são um inteiro positivo. Além disso, ele mostra

que essas multiplicidades são iguais a multiplicidade de um ideal gerado por um sequência

superficial com respeito aos ideais citados.

Agora fazemos um cronograma dos principais resultados deste trabalho. No Capı́tulo 1

damos uma teoria básica necessária para o bom estendimento dos resultados principais, tais

como as definições e propriedades elementares de boa filtração e redução minimal. Também

damos as principais propriedades do módulo canônico de um anel graduado e de sua regula-

ridade de Castelnuovo-Mumford. No capı́tulo 2, tratamos das relações entre os a-invariantes

cohomológicos do anel graduado associado e da álgebra de Rees, e depois mostramos no Co-

rolário 2.4 que a regularidade dos mesmos são iguais no caso de boas filtrações. No capı́tulo

3, mostramos no Teorema 3.3, que se a extensão analı́tica é um, então a regularidade da fibra

especial é limitada superiormente pela regularidade do anel graduado associado. Temos genera-

lizado esse resultado mostrando que se a profundidade depthF(F) é limitada inferiormente por

s− 1, onde s é a extensão analı́tica de F, então regF(F) ≤ regG(F). Mostramos também no

Teorema 3.10, que no caso em que a extensão analı́tica s é arbitrária, pode ocorrer também que

a regularidade da fibra especial seja limitada inferiormente pela regularidade do anel graduado

associado. Então, se além disso, limitarmos inferiormente a profundidade da fibra especial por



s−1, então teremos a igualdade entre as regularidades. No capı́tulo 4, para o caso de filtrações

de Hilbert, damos na Proposição 4.1, uma descrição para o módulo canônico da fibra especial e

também mostramos uma nova versão para a caracterização da sua propriedade de ser Gorenstein,

como pode ser visto no Teorema 4.13. Finalmente, no capı́tulo 5, definimos as multiplicidades

mistas com respeito a uma quantidade finita de filtrações de Hilbert, e depois mostramos que o

teorema de Risler-Teissier permanece ainda válido neste caso; ver Teorema 5.12.
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Capı́tulo

1

Preliminares

Como preliminares, introduzimos ao leitor os conceitos básicos que serão utilizados no de-

senrolar deste trabalho, tais como a definição de diferentes tipos de filtrações e suas proprieda-

des. Necessitaremos também de uma pequena revisão das propriedades de um módulo canônico

graduado. Finalmente, definimos a regularidade de Castelnuovo-Mumford e falamos um pouco

sobre sua aplicabilidade geométrica.

Durante este trabalho, sempre supomos que todos os anéis em questão são comutativos e

com unidade.

1.1 Boa filtração: propriedades e exemplos

Começemos com a definição dos três tipos de filtração que serão tratados nesse trabalho.

Definição 1.1. Seja R um anel e I um ideal de R. Uma sequência F = (In)n≥0 de ideais de R é

chamada uma filtração de R se I0 = R⊃ I1 ⊇ I2 ⊇ I3 ⊇ · · ·, I1 6= R e IiI j ⊆ Ii+ j para todo i, j ≥ 0.

Além disso, dizemos que F é uma I-boa filtração se IIi ⊆ Ii+1 para todo i≥ 0 e In+1 = IIn para

todo inteiro positivo n suficientemente grande. Uma filtração F é chamada uma boa filtração

se ela é uma I-boa filtração para algum ideal I de R. Observe que F é uma boa filtração se e

somente se ela é uma I1-boa filtração. Uma filtração F que seja I1-boa e tal que I1 é m-primário,

é chamada de filtração de Hilbert .

Comentário 1.2. Por [B, Corolário III.3.1.4], F é uma I-boa filtração se e somente se IIi ⊆ Ii+1

para todo i ≥ 0 e se existe um inteiro r tal que In ⊆ In−r para todo n (onde In = In := R para

n≤ 0).
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Exemplo 1.3. A I-adica filtração F= (In)n≥0 é um exemplo trivial de boas filtrações.

Existem diversos exemplos de boas filtrações que não sejam I-adicas. Vejamos algumas

bastante conhecidas.

Exemplo 1.4. Seja I um ideal de um anel Noetheriano R que contenha um elemento não divisor

de zero. Ratliff e Rush, em [RR], introduziram o seguinte ideal associado a I:

Ĩ =
⋃
i≥1

(Ii+1 : Ii),

chamado o ideal de Ratliff-Rush associado a I (ou fecho de Ratliff-Rush). Ele é o maior ideal

tendo a propriedade que (Ĩ)n = In para todo n suficientemente grande, como pode ser visto em

[RR, Teorema 2.1]. É fácil de mostrar que para cada inteiro positivo k,

Ĩk =
⋃
i≥1

(Ii+k : Ii).

Além disso, por [RR, Comentário 2.3.2], Ĩk = Ik para k suficientemente grande. Portanto F =

(Ĩn)n≥0 é uma I-boa filtração. Em particular, se R é local com maximal m e I é um ideal m-

primário, então F= (Ĩn)n≥0 é uma filtração de Hilbert.

Antes de dar inı́cio ao próximo exemplo relembremos a definição de função e polinômio de

Hilbert-Samuel. Se F é uma filtração de Hilbert num anel Noetheriano local (R,m) de dimensão

d, a função HF(n)= `(R/In) é chamada a função de Hilbert-Samuel de F. Para n suficientemente

grande, `(R/In) é um polinômio PF(n) de grau d, chamado o polinômio de Hilbert-Samuel

de F. Como no caso de filtrações adicas, existem inteiros únicos e0(F), ...,ed(F), chamados

coeficientes de Hilbert de F, tais que

PF(n) =
d

∑
i=0

(−1)iei(F)

(
n+d−1− i

d− i

)
,

para n ∈ Z. O coeficiente lı́der e0(F) é um inteiro positivo chamado de multiplicidade (de

Hilbert-Samuel) de F. Usaremos a notação e(I) = eR(I) = e0(I), onde I é um ideal m-primário

de R, para denotar a multiplicidade de Hilbert-Samuel da filtração I-adica.
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Exemplo 1.5. Seja R um anel Noetheriano local de dimensão d com ideal maximal m e I um

ideal m-primário. Se R é formalmente equidimensional, então o fecho integral de I, denotado

por I, é o único e maior ideal contendo I para o qual e0(I) = e0(I); ver [NR]. Já é conhecido

que R é um anel analiticamente não-ramificado se e somente se para todo ideal I ⊆m, exista um

inteiro k = k(I) tal que In ⊆ In−k; ver por exemplo [R, Teorema 5.32]. Logo, pelo Comentário

1.2, (In)n≥0 é uma I-boa filtração se e somente se R é analiticamente não-ramificado.

O ideal de Ratliff-Rush Ĩ de I é o único e maior ideal contendo I tal que ei(I) = ei(Ĩ) para

todo 0≤ i≤ d (ver [RR, Teorema 2.1]).

Mais geralmente, se R é formalmente equidimensional e tal que R/m seja um corpo infinito,

é mostrado em [S, Teorema 1] que para cada inteiro 0 ≤ k ≤ d, existe um único e maior ideal

I{k} contendo I e contido no fecho integral I de I com a propriedade que

ei(I{k}) = ei(I) para 0≤ i≤ k.

Dessa forma, temos uma cadeia de ideais

I = I{d+1} ⊆ I{d} ⊆ · · · ⊆ I{1} ⊆ I{0} = I.

Para cada k, o ideal I{k} é chamado o k-ésimo ideal coeficiente de (ou ek-ideal associado a) I. É

claro que se I contém um elemento regular, I{d} é o fecho de Ratliff-Rush de I.

Agora seja Fk :=
(
(In){k}

)
n≥0 para cada k ∈ {0,1, ...,d + 1}. Então temos uma cadeia de

filtrações

Fd+1 ⊆ Fd ⊆ · · · ⊆ F1 ⊆ F0,

onde Fd+1 = (In)n≥0 é a filtração I-adica e F0 = (In)n≥0 é a filtração dada pelo fecho integral das

potências de I. Além disso, se I contém um elemento não divisor de zero, então Fd é a filtração

dada por ideais de Ratliff-Rush associado a potências de I. Quando k = 1, F1 é chamada de

filtração obtida pelo fecho e1. Se em adição, R é analiticamente não-ramificado, então para cada

k, a filtração Fk é I-boa.

Além do fecho integral de um ideal, temos um outro importante fecho, chamado fecho tight.

Este último pode ser usado, por exemplo, para provar o Teorema de Briançon-Skoda sobre fecho
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integral de ideais em anéis regulares. Além disso, o fecho tight também é usado para provar

várias conjecturas na teoria de homologia.

Exemplo 1.6. Seja R um anel Noetheriano de caracterı́stica prima p> 0. Seja Ro =R\
⋃
{p | p∈

Min(R)}, onde Min(R) denota o conjunto de ideais primos minimais de R. Então, se I é um ideal

de R, o fecho tight de I é definido como sendo o conjunto

I∗ := {x ∈ R | ∃ c ∈ Ro, para o qual cxq ∈ I[q] para todo q suficientemente grande},

onde I[q] denota o ideal gerado pelas q-ésimas potências de todos os elementos de I. Em adição,

se R é um anel local de maximal m contendo um corpo que seja analiticamente não-ramificado

e formalmente equidimensional, então ((In)∗)n≥0 é uma I-boa filtração. Se em adição, I é um

ideal m-primário, então ((In)∗)n≥0 é uma filtração de Hilbert.

Seja (R,m) um anel local Noetheriano. Dada qualquer filtração F, podemos construir os

seguintes anéis graduados

R(F) = R⊕ I1t⊕ I2t2⊕· · · , R
′
(F) =

⊕
n∈Z Intn ⊆ R[t, t−1],

G(F) = R
′
(F)/(t−1)R

′
(F) = R/I1⊕ I1/I2⊕ I2/I3⊕· · · .

Chamamos R(F) de álgebra de Rees com respeito a F, R
′
(F) de álgebra estendida de Rees

com respeito a F e G(F) o anel graduado associado com respeito a F. Denotamos também

o ideal irrelevante de G(F) por G(F)+ = ⊕n≥1In/In+1. Se F é uma filtração I-adica, isto é,

F = (In)n≥0 para algum ideal I, denotamos a álgebra de Rees R(F) por R(I) e o anel graduado

associado G(F) por G(I). Uma filtração F é chamada Noetheriana se R(F) é um anel No-

etheriano. Uma boa filtração é uma filtração Noetheriana. Filtrações Noetherianas satisfazem

∩n≥0In = 0. Adaptando a prova de [M, Teorema 15.7], pode-se mostrar que se F é Noethe-

riana, então dim G(F) = dim R. Geralmente denotamos depthG(F) para depthMG(F), onde

M=m/I1⊕ I1/I2⊕ I2/I3 · ·· é o único ideal maximal homogêneo de G(F). Se F é uma filtração

de Hilbert, então G(F) é um G(I1)-módulo finito.

Para qualquer filtração F = (In)n≥0 e qualquer ideal J de R, denotamos F/J como sendo a

filtração ((In + J)/J)n≥0 no anel R/J. Além disso, se F é uma filtração Noetheriana (resp. de
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Hilbert) então F/J é uma filtração Noetheriana (resp. de Hilbert).

Uma reducão de uma filtração F é um ideal J ⊆ I1 tal que JIn = In+1 para n suficientemente

grande. Também sabemos que J ⊆ I1 é uma redução de F se e somente se R(F) é um R(I1)-

módulo finito. Por [B, Teorema III.3.1.1 e Corolário III.3.1.4], R(F) é um R(I1)-módulo finito

se e somente se existe um inteiro k tal que In ⊆ (I1)
n−k para todo n. Uma redução minimal de F

é uma redução de F que seja minimal com respeito a inclusão. Por [HZ, Proposição 2.6], têm-se

que reduções minimais de F sempre existem. Uma boa filtração F é chamada equimúltipla se I1

é equimúltipla, isto é, s(I1) = ht I1, onde s(I1) = dimF(I1). Filtrações de Hilbert são exemplos

de filtrações equimúltiplas.

Se J é uma redução da filtração I-adica, dizemos simplesmente que J é uma redução de I. Por

[NR], reduções minimais de ideais sempre existem. Se R(F) é um R(I1)-módulo, então J é uma

redução de F se e somente se J é uma redução de I1. Logo, se R/m é infinito, reduções minimais

de filtrações de Hilbert sempre existem e são geradas por dimR elementos. Para reduções mini-

mais J de F, primeiramente definimos rJ(F) := min{n ∈ Z | In = JIn−1}. O número de Redução

de F é definido como sendo r(F) = min{rJ(F) | J é uma redução minimal de F}.

Seja F uma filtração Noetheriana. Para qualquer elemento x ∈ I1, denotamos x∗ como sendo

a imagem de x em G(F)1 = I1/I2 e xo como sendo a imagem de x em F(F)1 = I1/mI1. Se x∗

é um elemento regular de G(F), então x é um elemento regular de R e por [HZ, Lema 3.4],

G(F/(x))∼= G(F)/(x∗).

Definição 1.7. Um elemento x ∈ I1 é chamado superficial para F se existe um inteiro c tal

que (In+1 : x)∩ Ic = In para todo n ≥ c. Uma sequência x1, ...,xk é chamada uma sequência

superficial para F se x1 é um elemento superficial para F e xi é um elemento superficial para

F/(x1, ...,xi−1), onde 2≤ i≤ k.

Definição 1.8. Dado um elemento x ∈ I1, sua imagem xo ∈G(F) é dita ser superficial (ou filter-

regular) para G(F) se x ∈ I1 é um elemento superficial para F.

Em geral, se f1, ..., fr é uma sequência de elementos homogêneos de uma álgebra graduada

Noetheriana S =⊕n≥0Sn sobre um anel S0, ela é chamada uma sequência filter-regular de S, se

fi 6∈ p para todos os primos p ∈ Ass(S/( f1, ..., fi−1)) tais que S+ 6⊆ p, i = 1, ...,r.

Proposição 1.9. [HZ, Comentário 2.10] Um elemento x ∈ R é superficial para F se e somente
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se (0 :G(F) x∗)n = 0 para todo n suficientemente grande, e equivalentemente se x∗ /∈ p para

qualquer ideal primo homogêneo p ∈ AssG(F) tal que G(F)+ * p.

Demonstração. Se x ∈ I1 é um elemento superficial para F, existe um inteiro c satisfazendo

(In+1 : x)∩ Ic = In, para todo n ≥ c. Assim, para n ≥ c, (In+2 : x)∩ In ⊆ (In+2 : x)∩ Ic = In+1.

Isso significa que (0 :G(F) x∗)n = 0 para n≥ c.

Definição 1.10. Dado um elemento x ∈ I1, a imagem xo é dita ser superficial (ou filter-regular)

para F(F) se existe c > 0 tal que (mIn+1 : x)∩ In =mIn para todo n > c.

É fácil mostrar que xo é superficial em F(F) se e somente se (0 :F(F) x∗)n = 0 para todo n

suficientemente grande.

Lema 1.11. Seja (R,m) um anel local e F uma boa filtração. Se a ∈ I1 então a imagem ao ∈

I1/mI1 em F(F) é um não divisor de zero em F(F) se e somente se (mIn+1 : a)∩ In = mIn para

todo n≥ 0.

Demonstração. Se b ∈ (mIn+1 : a)∩ In então ba ∈mIn+1, de modo que (b+mIn)ao = 0. Se ao

é um não divisor de zero em F(F) então b+mIn = 0, isto é, b ∈mIn.

Agora, suponha (mIn+1 : a)∩ In =mIn para todo n≥ 0. Seja b ∈ In tal que (b+mIn)ao = 0.

Então ba ∈mIn+1, de modo que b ∈ (mIn+1 : a)∩ In =mIn. Portanto b+mIn = 0.

Proposição 1.12. [HM, p. 67] Seja F uma filtração Noetheriana e assuma que grade I1 ≥ k. Se

x1, ...,xk é uma sequência superficial para F, então x1, ...,xk é uma sequência regular.

Demonstração. Por indução sobre k, é suficiente provar o caso k = 1. Suponhamos que ux = 0,

onde x∈ I1. Existe um inteiro positivo c tal que para n≥ c, temos (I1)
cu⊆∩n≥c((In+1 : x)∩Ic)=

∩n≥cIn = 0. Assim u = 0.

Proposição 1.13. [HM, Lema 2.1] Seja F uma filtração Noetheriana e x1, ...,xk uma sequência

superficial para F. Se gradeG(F)+ ≥ k, então x∗1, ...,x
∗
k é uma sequência regular.

Demonstração. É suficiente provar o caso k = 1. Se y ∈ (0 : x∗1) é homogêneo então yG(F)n
+ =

0 para n suficientemente grande (desde que x1 é superficial). Usando [BS, Teorema 6.2.7],

obtemos

(0 : x∗1)⊆ H0
G(F)+

(G(F)) = 0.
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Um outra prova para a Proposição acima pode ser encontrada apartir de [P, Teorema 8].

O próximo resultado é um análogo da proposição anterior e por esta razão a prova será

omitida.

Proposição 1.14. Sejam F uma filtração Noetheriana e x1, ...,xk uma sequência superficial para

F. Se depthF(F)≥ k então xo
1, ...,x

o
k é uma sequência regular.

1.2 O módulo ∗canônico de um anel graduado

A maior parte dos objetos associados a uma variedade diferenciável suave e a uma variedade

algébrica suave são seus fibrados tangentes e cotangentes, e os seus vários tensores derivados. O

fibrado canônico, bastante conhecido em geometria algébrica, por exemplo, é a maior potência

exterior do fibrado cotangente. Além disso, se a variedade é afim, então as seções do fibrado

canônico formam um módulo sobre o anel de coordenadas da variedade algébrica chamada de

módulo canônico. Nesta seção, apresentamos as propriedades algébricas básicas do módulo

canônico.

Seja R um anel Noetheriano, M um R-módulo finito e p ∈ Spec(R). O número (finito)

µi(p,M) = dimk(p)ExtiRp
(k(p),Mp) = dimk(p)(ExtiR(R/p,M))p é chamado o i-ésimo número de

Bass de M com respeito a p, onde k(p) = Rp/pRp é o corpo residual do anel local Rp.

Definição 1.15. Seja (R,m) um anel local de Cohen-Macaulay de dimensão d. Um R-módulo

finito C é um módulo canônico de R se

µi(m,C) =

 0 se i 6= d;

1 se i = d.

Logo C é um módulo canônico de R se e somente se

ExtiR(R/m,C)∼=

 0 para i 6= d;

R/m para i = d.

Isto é uma motivação para a definição de módulo ∗canônico sobre um anel ∗local de Cohen-

Macaulay, onde ∗ relata que estamos trabalhando em termos homogêneos. Primeiramente dare-
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mos a definição de anel ∗local.

Definição 1.16. Seja R um anel graduado. Um ideal graduado m de R é chamado ∗maximal, se

todo ideal graduado contendo propriamente m for igual a R. Dizemos que R é ∗local se ele tem

um único ideal m ∗maximal. Um anel ∗local com ideal ∗maximal m será denotado por (R,m).

De forma similar ao caso usual, podemos definir a dimensão no caso homogêneo de um anel

graduado.

Definição 1.17. Se (R,m) é ∗local, definimos a altura de m como sendo a definição de ∗dimensão

de R, denotada por ∗ dimR.

Essa ∗dimensão pode ser caracterizada, já que a ∗dimensão de R é igual ao supremo de todos

os números h para os quais exista uma cadeia de ideais primos graduados p0 ⊂ p1 ⊂ · · · ⊂ ph em

R; ver [BH, Teorema 1.58].

Agora podemos definir o módulo ∗canônico sobre um anel ∗local de Cohen-Macaulay.

Se (R,m) é um anel ∗local de Cohen-Macaulay de ∗dimensão d, um R-módulo finito gradu-

ado ωR é dito ser um módulo ∗canônico de R se existem isomorfismos homogêneous

∗ExtiR(R/m,ωR)∼=

 0 para i 6= d;

R/m para i = d.

Observação 1.18. O módulo ∗canônico ωR de um anel ∗local R é também um módulo canônico

de R e é unicamente determinado a menos de isomorfismos homogêneos; ver [BH, Proposição

3.6.9].

Exemplo 1.19. Sejam R = k[x1, ...,xn] o anel dos polinômios sobre o corpo k, onde k = R/m é

o corpo residual de R. Seja m = (x1, ...,xn) o ideal maximal graduado de R. É bem conhecido

que o complexo de Koszul de x1, ...,xn dá uma resolução minimal graduada livre de k da forma

0→ R(−n)→ R(−n+1)(
n

n−1)→ · · · → R(−2)(
n
2)→ R(−1)(

n
1)→ R→ k→ 0.

Daı́ concluı́mos que ∗ExtiR(R/m,R) = 0 para i 6= n e ∗ExtnR(R/m,R) = (R/m)(n). Dessa forma,

o módulo ∗canônico de R é R(−n).
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Definição 1.20. Seja (R,m) um anel ∗local positivamente graduado de Cohen-Macaulay com

módulo ∗canônico ωR. Define-se o a-invariante de R como sendo

a(R) :=−min{n ∈ Z : (ωR)n 6= 0}.

É também possı́vel mostrar que a(R) = sup{n : [Hd
m(R)]n 6= 0}, onde d é a ∗dimensão de R

(ver [BS, Definição e Comentários 13.4.7]).

Agora, relatamos alguns resultados bastante conhecidos a respeito do módulo ∗canônico.

Por exemplo, R é Gorenstein se e somente se ωR ∼= R(q) para algum inteiro q ∈ Z, como pode

ser visto em [BH, Proposição 3.6.11]. Se R é Gorenstein, este q é único e tal que a(R) = q.

Além disso, por [BH, Proposição 3.6.12], se (R,m)→ (S,n) é um homomorfismo finito de

anéis ∗locais de Cohen-Macaulay , então ωS ∼= ExtrR(S,ωR), onde r =∗dimR−∗dimS. É também

conhecido (ver por exemplo [HIO, Corolário 36.11]) que se R é um anel graduado arbitrário

definido sobre um anel local, então ωR é um R-módulo graduado de Cohen-Macaulay de di-

mensão ∗injetiva finita e tal que depthωR = dimR. Para ver a definição de dimensão ∗injetiva,

referenciamos o livro de Bruns e Herzog [BH].

1.3 Regularidade de Castelnuovo-Mumford

Seja R =
⊕

n≥0 Rn um anel graduado finitamente gerado sobre um anel Noetheriano R0 por

elementos de grau um. Para qualquer R-módulo graduado M, denotamos por Mn, a componente

homogênea de grau n de M e seja

a(M) :=

 max{n |Mn 6= 0} se M 6= 0;

−∞ se M = 0.

Seja R+ o ideal gerado pelos elementos homogêneous de grau positivo de R. Para i ≥ 0 e

qualquer R-módulo graduado M, seja

ai(M) := a(H i
R+
(M)),

onde H i
R+
(M) denota o também chamado i-ésimo módulo de cohomologia local de M com

respeito ao ideal irrelevante R+ (ver apêndice). A regularidade de Castelnuovo-Mumford (ou
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simplesmente regularidade) de M é definida como sendo o número

reg(M) := max{ai(M)+ i | i≥ 0}.

Além disso, a regularidade de Castelnuovo-Mumford (ou simplesmente regularidade) regl(M)

de M no nı́vel l é definida por

regl(M) := max{ai(M)+ i | i≥ l}.

É claro que reg0(M) = reg(M) e regl(M) ≤ regl−1(M) ≤ ... ≤ reg0(M) = reg(M). Além disso,

desde que H i
R+
(M(t))= (H i

R+
(M))(t) (ver [BS, Comentário 13.1.9]), temos regl(M(t))= regl(M)−

t para todo t ∈ Z. Para o caso em que M = R, a regularidade regR é um importante invariante do

anel graduado R (ver [EG] e [O]).

Proposição 1.21. Assuma que R =
⊕

n≥0 Rn é positivamente graduado e seja

0→ L→M→ N→ 0

uma sequência exata de R-módulos graduados finitos e homomorfismo homogêneous. Mostre

que

(1) reg(L)≤max{reg(M), reg(N)+1};

(2) regl(M)≤max{regl(L), regl(N)};

(3) regl(N)≤max{regl+1(L)−1, regl(M)}. Em particular, reg(N)≤max{reg(L)−1, reg(M)}.

Demonstração. Segue fazendo uso do Comentário A.13 (ver apêndice).

Embora este trabalho dê importância à parte algébrica da regularidade de Castelnuovo-

Mumford, também gostarı́amos de relatar alguns resultados que testificam sua importância

geométrica. Para ver mais detalhes referenciamos [BS, Capı́tulo 14] e sugerimos [H] para a

teoria básica a respeito de geometria algébrica.

Seja k um corpo algebricamente fechado e r ∈N. Denotemos Ar+1(k) como sendo o (r+1)-

espaço afim sobre k, ou seja, os elementos da forma (c0, ...,cr), tal que ci ∈ k para 0 ≤ i ≤ r.



1.3 Regularidade de Castelnuovo-Mumford 11

Também definimos o conjunto

{(c0 : · · · : cr) : (c0, ...,cr) ∈ Ar+1(k)\{0}}/∼,

onde (c0 : · · · : cr) ∼ (c′0 : · · · : c′r) se somente se existe λ 6= 0 tal que ci = λc′i para todo i. Este

conjunto é denotado por Pr(k) e chamado de r-espaço projetivo sobre k. Este conjunto é dotado

com a topologia de Zariski, ou seja, seus conjuntos fechados, chamados de conjuntos algébricos

projetivos, são da forma

VPr(k)(I) := {(c0 : · · · : cr) ∈ Pr(k) : f (c0, ...,cr) = 0 para todo f ∈ I},

onde I é um ideal homogêneo próprio de k[X0, ...Xr]. É claro que I é sempre finitamente gerado.

Um subconjunto fechado irredutı́vel de Pr(k) é chamado uma variedade projetiva. Além disso,

um subconjunto aberto não-vazio de uma variedade projetiva é chamado de variedade quasi-

projetiva.

Dado um subconjunto fechado V = VPr(k)(I) ⊆ Pr(k), o cone afim sobre V , denotado por

Cone(V )⊆ Ar+1(k), é definido como sendo

Cone(V ) = {(c0, ...,cr) ∈ Ar+1(k)\{0} : (c0 : · · · : cr) ∈V}∪{0}=VAr+1(k)(I),

ao qual é um cone algébrico afim em Ar+1(k), ou seja, um subconjunto fechado V (J)⊆Ar+1(k)

tal que J ⊆ k[x0, ...,xr] é um ideal homogêneo.

Definição 1.22. Seja V ⊂ Pr(k) uma variedade projetiva. Seja IPr(k)(V ) := IAr+1(k)(Cone(V )) o

ideal primo homogêneo de k[X0, ...,Xr]. A regularidade de Castelnuovo-Mumford de V , deno-

tada por reg(V ), é definida como sendo

reg(V ) := reg(IPr(k)(V )).

Seja d ∈ N. Considere a aplicação

ϕ : P1(k) −→ Pd(k)

(x : y) 7−→ (xd : xd−1y : · · · : xyd−1,yd).
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A imagem ϕ(P1(k)) é chamada a curva racional normal no d-espaço projetivo, e denotada por

Cd . Se d = 3, C3 é também chamada cúbica retorcida.

Agora tome

I = I d
r = {(v0, ...,vr) ∈ Zr+1 : vi ≥ 0 e v0 + ...+ vr = d}.

Considere a aplicação

α : k[Yv : v ∈I ] −→ k[X0, ...Xr]

Y(v0,...,vr) 7−→ Xv0
0 ...Xvr

r ,

onde k[Yv : v ∈I ] é o anel dos polinômios nas variáveis independentes (Yv)v∈I sobre o corpo

k. A imagem α(k[Yv : v ∈ I ]), denotada por k[X0, ...Xr]
(d), é chamada o d-ésimo subanel

Veroneseano de k[X0, ...Xr].

O seguinte resultado dá uma aplicação da regularidade de Castelnuovo-Mumford à geometria

algébrica.

Comentário 1.23. [BS, Exercı́cio 1.23] Seja φ : k[Y0, ...,Yd]−→ k[X0,X1]
(d) um homomorfismo

de k-álgebras definido por φ(Y0) = Xd
0 ,φ(Y1) = Xd−1

0 X1, ...,φ(Yd−1) = X0Xd−1
1 e φ(Yd) = Xd

1 .

Logo Ker φ = IPd(k)(C
d).

(1) Calculando-se reg(Cd) pode-se concluir que IPd(k)(C
d) pode ser gerado por quadráticas;

(2) Calcula-se então a dimensão da componente de grau 2 de IPd(k)(C
d), como um espaço

vetorial sobre k;

(3) Pode-se concluir que IPd(k)(C
d) pode ser gerado pelos determinantes das matrizes meno-

res 2×2 da matriz  Y0 Y1 Y2 ... Yd−2 Yd−1

Y1 Y2 Y3 ... Yd−1 Yd


O Comentário 1.24 relaciona a regularidade de Castelnuovo-Mumford definida acima e a

resolução minimal graduada de M que está definida logo abaixo. Para mais detalhes, recomen-

damos [BH] e [BS].

Construamos agora uma sequência exata livre sobre M que será chamada resolução minimal

graduada de M.
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De fato, seja M um módulo graduado finito sobre um anel ∗local (R,m). Seja g1, ...,gn

um conjunto minimal de geradores homogêneos de M. Considere a seguinte soma direta F0 =⊕n
i=1 R(−deggi) que é gerada por elementos ei tais que degei = deggi. O R0-módulo F0 é livre

de posto n. Além disso, podemos construir um morfismo sobrejetivo ϕ0 de módulos graduados

que faz corresponder ei sobre gi. Veja que Ker ϕ0 é um submódulo graduado de F0. Afirmamos

que Ker ϕ0 ⊆ mF0. De fato, se ocorresse o contrário, então existe um elemento homogêneo

u ∈Ker ϕ0 tal que u /∈mF0. Dessa forma, um dos coeficientes ai na decomposição u = Σn
i=1aiei,

que denotaremos por a j, não pertence a m. Desde que todos os ai são homogêneos, temos que

em particular a j é uma unidade (ver [BH, Lemma 1.5.7]). Daı́, aplicando ϕ0 a u, segue que o

sistema de geradores dado não é minimal, o que é uma contradição. Se localizarmos a aplicação

ϕ0 em m, obtemos que n = µ(Mm). Donde segue que todo conjunto minimal de geradores

homogêneos tem o mesmo número de elementos. Portanto, dando continuidade ao processo

acima, obtemos o que é chamada de resolução minimal graduada livre de M. É fácil de mostrar

que uma tal resolução é única a menos de isomorfismos homogêneos.

Comentário 1.24. [BS, Exercı́cio 15.3.7] Seja R := k[X1, ...,Xn] o anel de polinômios sobre um

corpo k em n indeterminadas (que é graduado de forma natural). Note que R é ∗local com um

único ideal ∗maximal m := (X1, ...,Xn). Seja M um R-módulo graduado não nulo finito tal que

proj dim M = p. Seja

0→ Fp
fp→ Fp−1→ ...→ F1

f1→ F0
f0→M→0

uma resolução minimal graduada livre de M, tal que Fj = ⊕
b j
i=1R(a( j)

i ), onde b0, ...,bp ∈ N e

para cada j = 0, ..., p, a( j)
1 ≥ ...≥ a( j)

b j
(i = 1, ...,b j). Então

(1) reg(F0) =−a(0)b0
;

(2) −a(0)b0
≤ reg(M);

(3) Se p > 0 e L := Ker f0, então reg(L)≤ reg(M)+1;

(4) reg(M) = max{−a( j)
b j
− j : j = 0, ..., p}.

No próximo exemplo vemos um caso particular em que os números −a( j)
i acima pertencem

a um intervalo de comprimento igual a regularidade reg M.
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Exemplo 1.25. Consideramos a situação acima no caso em que R = k[x1, ...,xn] é o anel dos

polinômios sobre um corpo k, I um ideal graduado próprio de R e M = R/I. Fazendo uso do

fato que Ker f j ⊆mFj para j = 0, ..., p, podemos concluir que b0 = 1,a(0)1 = 0 e que −a( j+1)
1 ≥

−a( j)
1 + 1 para j = 0, ..., p− 1. Temos então que −a( j)

1 ≥ j para j = 0, ..., p. Pelo Comentário

1.24(iv), temos que −a j
b( j)
≤ reg(R/I)+ j para j = 0, .., p. Portanto,

−a( j)
i ∈ {r ∈ N∪{0} | j ≤ r ≤ reg(R/I)+ j},

para j = 0, ..., p, onde 1≤ i≤ b j.

Exemplo 1.26. Seja R= k[x1, ...,xn] o anel dos polinômios sobre um corpo k e m seu ideal maxi-

mal graduado. O Comentário 1.24(4) e o Exemplo 1.19, dão que a regularidade de Castelnuovo-

Mumford do corpo k é nula. Na verdade, para o anel R = R0[x1, ...,xn], onde R0 é qualquer anel

Noetheriano, temos regR = 0 (ver [BS, Exercı́cio 15.2.11]).
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Capı́tulo

2

Regularidade da álgebra de Rees e do anel

graduado associado para o caso de boas

filtrações

Este capı́tulo trata das relações entre os invariantes cohomológicos do anel graduado associ-

ado e da álgebra de Rees. Mais especificamente, veremos que mesmo no caso de boas filtrações,

os a-invariantes do anel graduado associado limitam superiormente os a-invariantes da álgebra

de Rees, podendo também haver a igualdade sob certas condições.

Oishi prova em [O] que a regularidade de Castelnuovo-Mumford do anel graduado associ-

ado e da álgebra de Rees são iguais, isto é, regG(I) = regR(I). Johnson e Ulrich, em [JU],

redescobriram esta igualdade. Depois disso, no artigo [T], Trung mostra que existe uma relação

próxima caracterizando o anulamento homogêneo da cohomologia da álgebra de Rees e do anel

graduado associado, e então ele também mostra a igualdade acima. Neste capı́tulo, generali-

zamos resultados do artigo de Trung para o caso de filtrações, mostrando por exemplo que a

igualdade acima, obtida inicialmente por Oishi, permanece válida no caso de boas filtrações em

geral.

Seja F uma filtração sobre um anel R. Consideramos tal anel como um anel graduado con-

centrado no grau zero. Agora considere as seguintes sequências exatas

0→ R(F)+→ R(F)→ R→ 0; (2.1)

0→ R(F)+(1)→ R(F)→ G(F)→ 0. (2.2)
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Lema 2.1. Seja F uma filtração sobre um anel R. Temos que

(1) se i = 0,1, então H i
R(F)+

(R(F))n = 0 para n≥max{0, ai(G(F))+1},

(2) se i≥ 2, então H i
R(F)+

(R(F))n = 0 para n≥ ai(G(F))+1.

Demonstração. Denotamos H i(·) = H i
R(F)+

(·). Como H0(R) = R e também H i(R) = 0 para

i≥ 1, pela sequência exata (2.1) temos

H i(R(F)+)n ' H i(R(F))n para n = 0, i≥ 2

e H i(R(F)+)n ' H i(R(F))n para n 6= 0, i≥ 0.
(2.3)

Como H i
G(F)+

(G(F)) = H i
R(F)+

(G(F)), a sequência exata (2.2) induz a sequência exata longa

· · · → H i(R(F)+)n+1→ H i(R(F))n→ H i(G(F))n→ H i+1(R(F)+)n+1→ · · · .

Então temos aplicações sobrejetivas

H i(R(F))n+1→ H i(R(F))n para n≥max{0, ai(G(F))+1}, se i = 0,1

e H i(R(F))n+1→ H i(R(F))n para n≥ ai(G(F))+1, se i≥ 2.

Pela Proposição A.22 temos H i(R(F))n = 0 para n� 0, e então concluı́mos que

H i(R(F))n = 0 para n≥max{0,ai(G(F))+1}, se i = 0,1

e H i(R(F))n = 0 para n≥ ai(G(F))+1, se i≥ 2.
(2.4)

Teorema 2.2. Seja F uma filtração sobre um anel R. Então

(1) ai(R(F))≤ ai(G(F)), para i 6= 1;

(2) ai(R(F)) = ai(G(F)), se ai(G(F))≥ ai+1(G(F)) e i 6= 1;

(3) As afirmações (1) e (2) são verdadeiras para i = 1, se H1
G(F)+

(G(F)) 6= 0 ou I1 ⊆
√

0;

(4) a1(R(F)) =−1, se H1
G(F)+

(G(F)) = 0 e I1 6⊆
√

0;
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Demonstração. Denotamos H i(·) = H i
R(F)+

(·). Pelo Lema acima, ai(R(F)) ≤ ai(G(F)) para

i ≥ 2. Para i = 0, temos dois casos. Se H0(G(F)) = 0 então a0(G(F)) = −∞. Assim, usando

o Lema 2.1, temos H0(R(F))n = 0 para n ≥ 0. Mas desde que H0(R(F)) é um ideal de R(F),

temos que H0(R(F)) = 0. Segue então que a0(R(F)) = a0(G(F)). Se H0(G(F)) 6= 0, desde que

H0(G(F))⊆ G(F) é um ideal, temos a0(G(F))≥ 0. Assim, pelo Lema 2.1,

H0(R(F))n = 0 para n≥ a0(G(F))+1.

Isso implica que a0(R(F))≤ a0(G(F)). Temos provado (1).

Agora mostremos (2). Usando (1), é suficiente mostrar que ai(R(F)) ≥ ai(G(F)). Dessa

forma podemos supor que ai(G(F)) 6=−∞. Se i= 0, temos H0(G(F)) 6= 0, e então a0(G(F))≥ 0.

Devido a (2.3), temos a sequência exata longa

· · · → H0(R(F))a0(G(F))→ H0(G(F))a0(G(F))→ H1(R(F))a0(G(F))+1→ · · ·

Pelo Lema 2.1, temos que a1(R(F))≤−1 ou a1(R(F))≤ a1(G(F)). No primeiro caso, desde que

a0(G(F)) ≥ 0 > −1 ≥ a1(R(F)), obtemos H1(R(F))a0(G(F))+1 = 0. Como H0(G(F))a0(G(F)) 6=

0, segue que H0(R(F))a0(G(F)) 6= 0, ou seja, a0(R(F)) ≥ a0(G(F)). Para o segundo caso, fa-

zendo uso da hipótese a0(G(F)) ≥ a1(G(F)), temos a1(R(F)) ≤ a0(G(F)), de modo então

que H1(R(F))a0(G(F))+1 = 0. Segue similarmente ao primeiro caso que a0(R(F)) ≥ a0(G(F)).

Agora se i≥ 1, por (1), têm-se ai+1(G(F))≥ ai+1(R(F)). Pela hipótese, obtemos ai+1(R(F))≤

ai(G(F)). Então

H i+1(R(F)+)ai(G(F))+1 ' H i+1(R(F))ai(G(F))+1 = 0.

Dessa forma, a sequência exata (2.2) dá uma aplicação sobrejetiva

H i(R(F))ai(G(F))→ H i(G(F))ai(G(F)).

Desde que H i(G(F))ai(G(F)) 6= 0, obtemos H i(R(F))ai(G(F)) 6= 0. Ou seja, ai(R(F))≥ ai(G(F)).

Agora provemos (3). Se H1
G(F)+

(G(F)) 6= 0, por [T, Corolário 2.3(iii)], temos a1(G(F))+

1 ≥ 0. Usando o Lema 2.1, conseguimos que H1(R(F))n = 0 para n ≥ a1(G(F))+ 1. Segue

então que a1(R(F)) ≤ a1(G(F)). Se I1 ⊆
√

0, temos R(F)+ ⊆
√

0. Desde que ara(R(F)+) =
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ara(
√

R(F)+) = ara(
√

0) = 0, por [BS, Corolário 3.3.3], temos

H i(R(F)) = 0 e H i(G(F)) = 0, para i > 0.

Em particular, a1(R(F)) = a1(G(F)).

Agora, provemos (4). Assuma que H1(G(F)) = 0 e I1 6⊆
√

0. Então a1(G(F)) = −∞. Pelo

Lema 2.1, a1(R(F)) ≤ −1. Suponha que a1(R(F)) < −1. Então H1(R(F))−1 = 0. É claro que

H0(G(F))−1 = 0, uma vez que H0(G(F)) ⊆ G(F) é um ideal. A sequência exata (2.2), dá que

H1(R(F)+)0 = 0. Pela sequência exata (2.1), obtemos uma sequência exata

H0(R(F)+)0→ H0(R(F))0→ H0(R)→ 0.

Mas H0(R(F)+) ⊆ R(F)+ e (R(F)+)0 = 0, logo H0(R(F)+)0 = 0. É fácil mostrar a igualdade

H0(R(F))0 = H0
I1
(R). Também sabemos que H0(R) = R. A sequência exata acima dá que

H0
I1
(R) = R, e isto implica que In

1 = 0 para algum n ≥ 1, o que é uma contradição. Portanto

a1(R(F)) =−1.

Corolário 2.3. Defina s := max{i : H i
G(F)+

(G(F)) 6= 0}. Então

(1) as(R(F)) = as(G(F));

(2) s = max{i : H i
R(F)+

(R(F)) 6= 0}, se I1 ⊆
√

0 ou s≥ 1.

Demonstração. Para i ≥ s, temos ai+1(G(F)) = −∞. Neste caso, sempre temos ai(G(F)) ≥

ai+1(G(F)).

Se i 6= 1, pelo Teorema 2.2, temos ai(R(F)) = ai(G(F)). Suponha então s > 1. Assim

as(R(F))= as(G(F)). Se Hs
R(F)+

(R(F))= 0, têm-se as(R(F))=−∞, o que gera uma contradição

sobre a hipótese de s. Logo

Hs
R(F)+(R(F)) 6= 0.

Se existe j > s tal que H j
R(F)+

(R(F)) 6= 0, pelo Teorema 2.2(2), a j(G(F)) = a j(R(F)), o que

é uma contradição, já que H j
G(F)+

(G(F)) = 0. Portanto se s > 1, o resultado segue. Se s = 1,

H1
G(F)+

(G(F)) 6= 0. Pelo Teorema 2.2(3), a1(R(F)) = a1(G(F)). Se H1
R(F)+

(R(F)) = 0 então
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a1(R(F)) =−∞, o que leva a uma contradição. Logo H1
R(F)+

(R(F)) 6= 0. Se existe j > 1 tal que

H j
R(F)+

(R(F)) 6= 0, o Teorema 2.2(2) nos leva a uma contradição.

Agora iremos provar o último caso. Suponha que s = 0 e I1 ⊆
√

0. Pelo Teorema 2.2(2),

a0(R(F)) = a0(G(F)). Se H0
R(F)+

(R(F)) = 0 então a0(R(F)) =−∞, o que não pode ocorrer.

Corolário 2.4. Seja R um anel Noetheriano local e F uma boa filtração. Então

reg R(F) = reg G(F).

Demonstração. Pelo Teorema 2.2(1), ai(R(F))+ i ≤ ai(G(F))+ i, para i 6= 1. Lembre que por

[HZ, Proposição 3.2], reg G(F)≥ 0. Pelo Teorema 2.2(3)(4),

a1(R(F))+1≤ a1(G(F))+1 ou a1(R(F))+1 = 0≤ reg G(F).

Em ambos os casos, temos reg R(F)≤ reg G(F).

Agora vamos provar a outra desigualdade. Seja i maximal tal que

ai(G(F))+ i = reg G(F).

Isso implica que ai(G(F))+ i≥ ai+1(G(F))+ i+1, ou seja ai(G(F))> ai+1(G(F)). Se tivermos

H i
G(F)+

(G(F)) = 0, então ai(G(F)) =−∞, o que é uma contradição. Logo

H i
G(F)+

(G(F)) 6= 0.

Se i 6= 1, temos ai(R(F)) = ai(G(F)). Se i = 1, pelo Teorema 2.2(3), a1(R(F)) = a1(G(F)), já

que H1
G(F)+

(G(F)) 6= 0. Logo ai(R(F)) = ai(G(F)), para i≥ 0. Donde concluı́mos que

reg G(F) = ai(R(F))+ i≤ reg R(F).
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Capı́tulo

3

Regularidade da fibra especial para boas

filtrações

A regularidade de Castelnuovo-Mumford é um importante invariante na geometria algébrica,

pois faz conexões entre a teoria de cohomologia local e os syzygies de módulos graduados finitos

sobre anéis de polinômios (sobre um corpo).

No capı́tulo passado encontramos relações entre os a-invariantes cohomológicos da regula-

ridade do anel graduado associado G(F) e da álgebra de Rees R(F). É natural perguntar por

exemplo, sob que condições teremos também a igualdade entre a regularidade da fibra especial

F(F) e da álgebra de Rees R(F). No artigo [CZ3], Cortadellas e Zarzuela provam, para um ideal

I tal que h(I) = s(I) (onde h(I) denota a altura do ideal I e s(I) denota a extensão analı́tica do

ideal I), que se a profundidade do anel graduado associado G(I) e da fibra especial F(I) são

limitadas inferiormente por s− 1, então as regularidades dessas álgebras são iguais. No artigo

[JN], Jayanthan e Nanduri generalizam esse resultado, mostrando que a igualdade é verdadeira

para ideais em geral. Neste capı́tulo, mostramos que este resultado permanece válido no caso de

boas filtrações e além disso, temos acrescentado novos resultados a este teoria.

Neste capı́tulo, R será um anel local Noetheriano de dimensão d > 0 com corpo residual

infinito R/m e F uma boa filtração. Considere as filtrações

F : R⊃m⊃mI1 ⊃mI2 ⊃ ...

F : R⊃ I1 ⊃ I2 ⊃ I3 ⊃ ... .

Durante este capı́tulo, assumimos que In+1⊆mIn, para todo n. Esta suposição é bastante natural.
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Por exemplo, se depthF(F)> 0, então essa inclusão é válida devido a [CZ, Lema 3.1].

Desde que existe k inteiro positivo tal que mIk+n−1 = mIk−1In, para n ≥ k, não é difı́cil

mostrar que R(F ) é um R(F)-módulo finito. Assim, temos duas sequências exatas curtas

0→ R(F)→ R(F )→mG(F)(−1)→ 0 (3.1)

0→mG(F)→ G(F)→ F(F)→ 0 (3.2)

de R(F)-módulos finitos. Note que mG(F) é um R(F)-submódulo finito já que G(F) é um R(F)-

módulo Noetheriano. Neste capı́tulo, sempre consideramos s := s(F) = dimF(F)> 0.

Lema 3.1. Sejam x = x1, ...,xs geradores de uma redução minimal de F. Denote xk = (xk
1, ...,x

k
s).

Temos que as(R(F ))−1≤ as(R(F)).

Demonstração. É fácil mostrar que
√

R(F)+ =
√
(x1t, ...,xst). Pela Proposição A.14 e [HIO,

Corolário 35.21], obtemos

[Hs
R(F)+(R(F))]n

∼= lim−→
k

Isk+n

(xk)I(s−1)k+n

e

[Hs
R(F)+(R(F ))]n ∼= lim−→

k

mIsk+n−1

(xk)mI(s−1)k+n−1
.

Agora, fazendo uso da propriedade de limite para sequências exatas, podemos obter que

as(R(F ))−1≤ as(R(F)).

Em [HZ], Hoa e Zarzuela mostram que se F é uma boa filtração equimúltipla de um anel

de Cohen-Macaulay e gradeG(F)+ ≥ s(F)−1, então a regularidade regF(F) da fibra especial é

igual ao número de redução r(F). Abaixo, vemos o mesmo resultado mas sobre outras hipóteses.

Consideramos o caso que a extensão analı́tica da filtração F é um.

Lema 3.2. Sejam (R,m) um anel local Noetheriano e F uma boa filtração tal que s(F) = 1. Se

J é uma redução minimal de F e grade I1 ≥ 1, então

regF(F) = rJ(F).
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Demonstração. Pelo Teorema A.5, temos que s(F)= µ(J) (onde µ(J) denota o número minimal

de geradores do ideal J), e então por hipótese, J = (a). Novamente, usando o Teorema A.5,

obtemos que a é analiticamente independente sobre F. Pelo comentário A.4, F(J) é isomorfo

a k[x] (onde k = R/m), desde que a também é analiticamente independente em I1. Além disso,

Ji∩ Iim= Jim para todo i. Então o morfismo

F(J) ↪→ F(F)

é finito (desde que R(F) é um R(J)-módulo finito). Agora por [V, Exemplo 9.3.1] ou [GP,

Teorema 2.6.1] (versão graduada),

F(F)'
e⊕

i=1

F(J)(−bi)
f⊕

j=1

(F(J)/ac jF(J))(−d j),

onde c j ≥ 1 para cada j. Assumamos que b1 ≤ ...≤ be e d1 ≤ ...≤ d f . Assim

HF(F)(x) =
xb1 + ...+ xbe +(1− xc1)xd1 + ...+(1− xc f )xd f

1− x
.

Observe que

rJ(F) = max{be,d f }

reg F(F) = max{be,c j +d j−1}.
(3.3)

Por hipótese, I1 contém um elemento regular. Note que desde que J é uma redução de I1, o

elemento a é também regular. Seja r := rJ(F). Se n≥ r então In = an−rIr. Assim

In

mIn
=

an−rIr

an−rmIr
,

e então temos uma aplicação
Ir

mIr
→ In

mIn
,

definida pela multiplicação por an−r. É fácil de mostrar que esta aplicação é um isomorfismo.
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Logo, µ(In) = µ(Ir) para n≥ r. Então

HF(F)(x) = ∑
n≥0

µ(In)xn =
1+(µ(I1)−1)x+ ...+(µ(Ir)−µ(Ir−1))xr

1− x
.

Comparando ambas as expressões das séries de Hilbert, segue que c j+d j ≤ r, e então d f ≤ r−1.

Em particular, r = rJ(F) = be. Portanto, por (3.3), reg F(F) = rJ(F).

No artigo [JN], Jayanthan e Nanduri mostram que se a extensão analı́tica é um, a regularidade

da fibra especial F(I) é limitada superiormente pela regularidade do anel graduado associado

G(I). O próximo teorema mostra que este resultado permanece verdadeiro para boas filtrações.

Denotamos por H i(M), o i-ésimo módulo de cohomologia local H i
R(F)+

(M) do módulo M com

respeito a R(F)+.

Antes de enunciar o Teorema 3.3, é importante dizer que podemos alterar o suporte R(F)+

do módulo de cohomologia por G(F)+, pois de fato, usando [HIO, Corolário 35.20], podemos

concluir que H i
R(F)+

(M) = H i
G(F)+

(M).

Teorema 3.3. Seja (R,m) um anel local Noetheriano e F uma boa filtração tal que s := s(F)= 1.

Então regF(F)≤ regG(F). Além disso, se grade I1 = 1, temos que regF(F) = regG(F) = r(F).

Demonstração. Desde que s = 1,
√

R(F)+ =
√
(x1t), onde x1 gera uma redução minimal de F.

Como H i
R(F)+

(M) = 0 para i > ara(R(F)+) e ara(R(F)+)≤ 1, segue que H i(M) = 0 para i > 1.

Pela sequência (3.2), temos a seguinte sequência exata longa

0 → H0(mG(F)) → H0(G(F)) → H0(F(F))

→ H1(mG(F)) → H1(G(F)) → H1(F(F)) → 0.
(3.4)

Assim a0(mG(F))≤ a0(G(F)) e a1(F(F))≤ a1(G(F)). Pela sequência exata (3.1), temos a

sequência exata longa

0 → H0(R(F)) → H0(R(F )) → H0(mG(F))(−1)

→ H1(R(F)) → H1(R(F )) → H1(mG(F))(−1) → 0.
(3.5)
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Dessa forma a1(mG(F)(−1)) = a1(mG(F))+1≤ a1(R(F )) e pelo Lema 3.1, temos

a1(mG(F))≤ a1(R(F)).

Desde que s = 1, pelo comentário em [T, p. 2818], temos H1
G(F)+

(G(F)) 6= 0. Assim, pelo

Teorema 2.2, temos a1(R(F))≤ a1(G(F)), de modo que a1(mG(F))≤ a1(G(F)). Portanto

regmG(F)≤ regG(F).

Usando a sequência exata (3.2) e o Proposição 1.21, obtemos

regF(F)≤max{regG(F), regmG(F)−1}= regG(F).

Agora, supomos que grade I1 = 1. Pelo Lema 3.2, temos regF(F) = rJ(F) para qual-

quer redução minimal J de F. Por [HZ, Proposição 3.6], têm-se regG(F) = rJ(F) e portanto

regF(F) = regG(F) = r(F).

Corolário 3.4. Seja (R,m) um anel local Noetheriano e F uma boa filtração equimúltipla tal

que s(F) := dimF(F) = 1. Se R é Cohen-Macaulay, então regF(F) = regG(F) = r(F).

Demonstração. Desde que R é Cohen-Macaulay e F é equimúltipla, por [HZ, Lema 2.8] e [GP,

Corolário 7.7.10], temos s(F) = s(I1) = ht(I1) = grade I1.

O teorema abaixo generaliza a primeira parte do Teorema 3.3 e como consequência, a con-

clusão adicional do Teorema 3.10 estará concluı́da.

Teorema 3.5. Seja (R,m) um anel Noetheriano local e F uma boa filtração onde s = s(F). Se

depthF(F)≥ s−1 então regF(F)≤ regG(F).

Demonstração. Temos que H i(M) = 0 para i> s, onde M é qualquer R(F)-módulo. A sequência

exata longa

· · · → Hs(R(F))→ Hs(R(F ))→ Hs(mG(F))(−1)→ 0
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diz que as(mG(F)(−1))= as(mG(F))+1≤ as(R(F )). Então pelo Lema 3.1 temos as(mG(F))≤

as(R(F)). O caso s = 1 já foi feito no Teorema 3.3. Suponhamos que s 6= 1. Pelo Teorema 2.2,

temos as(mG(F))≤ as(G(F)). Temos também a seguinte sequência exata

0 → Hs−1(mG(F)) → Hs−1(G(F)) → Hs−1(F(F)) →

→ Hs(mG(F)) → Hs(G(F)) → Hs(F(F)) → 0.

Então as−1(mG(F)) ≤ as−1(G(F)). Podemos então concluir que regmG(F) ≤ regG(F) e por-

tanto

regF(F)≤max{regG(F), regmG(F)−1}= regG(F).

O Teorema 3.3 e o Teorema 3.5 sugerem a seguinte questão, a qual não fomos capazes de

responder.

Questão 3.6. Seja (R,m) um anel Noetheriano local e F uma boa filtração onde s = s(F).

Perguntamos então: Se gradeI1 = s e depthF(F)≥ s−1 então regF(F) = regG(F)?

Proposição 3.7. Seja (R,m) um anel local Noetheriano de dimensão d > 0 e F uma boa

filtração. Então existe uma redução minimal J = (x1, ...,xs) de F, tal que xo
1, ...,x

o
s ∈ I1/mI1

é uma sequência superficial para F(F) e x∗1, ...,x
∗
s ∈ I1/I2 é uma sequência superficial para

G(F).

Demonstração. Recorrendo à indução, mostremos somente o caso em que s = 1. Primeira-

mente, consideramos os ideais primos associados do anel G(F) e da fibra F(F), respectivamente,

como sendo

Ass(G(F)) = {p1, ...,pr,pr+1, ...,ps} e Ass(F(F)) = {q1, ...,ql,ql+1, ...,qm},

e tais que para n � 0, In/In+1 ⊆ pi para r + 1 ≤ i ≤ s e In/mIn ⊆ q j para l + 1 ≤ j ≤ m.

Sabemos que o anel graduado associado G(F) e a fibra especial F(F) são ambos quocientes

da álgebra de Rees estendida, que denotaremos por R = R(F)(t−1). Dessa forma, tomemos

P = {p′1, ...,p′s,q′1, ...,q′m} como sendo as pré-imagens dos ideais primos p1, ...,pr,pr+1, ...,ps



27

em G(F) e q1, ...,ql,ql+1, ...,qm em F(F), respectivamente. Desde que R/m é infinito, um argu-

mento de álgebra linear, nos dá que R1 *mI1t ∪p1∪· · ·∪pr∪q1∪· · ·∪ql . Assim, seja x ∈R1

tal que x /∈mI1t ∪p1∪· · ·∪pr∪q1∪· · ·∪ql . Agora mostremos que 0 6= xo ∈ F(F) é superficial

para F(F).

Precisamos mostrar que (0 : xo)∩F(F)n = 0 para n� 0. Seja y ∈ (0 : xo). Agora considere-

mos a decomposição primária (0) = N1∩ · · · ∩Nm de (0) em F(F), tal que N j seja q j-primário

para j = 1, ...,m. Donde segue que yxo ∈ N j para j = 1, ..., l e xo /∈ q j ⊇ N j para j = 1, ..., l.

Logo y ∈ N j para j = 1, .., l. Temos mostrado que (0 : xo)⊆ N1∩· · ·Nl . Desde que In/mIn ⊆ q j

para n� 0, onde l +1≤ j ≤ m, concluı́mos que

(0 : xo)∩F(F)n ⊆ N1∩· · ·Nl ∩Nl+1∩· · ·∩Nm = (0),

para n suficientemente grande. Similarmente, mostra-se que x∗ ∈ G(F) é superficial para G(F).

Lema 3.8. Seja (R,m) um anel local e F um boa filtração tal que a ∈ I1. Se a∗ é um elemento

regular de G(F), então
F(F)

aoF(F)
∼= F(F/(a)).

Demonstração. Desde que a∗ é um elemento regular de G(F), é fácil mostrar que aR∩In = aIn−1

para qualquer n≥ 0. Note que

F(F/(a)) =
⊕
n≥0

In+aR
aR

m
aR(

In+aR
aR )

=
⊕
n≥0

In+aR
aR

mIn+aR
aR

'
⊕
n≥0

In +aR
mIn +aR

.

A aplicação natural

In −→
In +aR
mIn +aR

induz um isomorfismo
In

mIn +(In∩aR)
' In +aR

mIn +aR
.

Note que

(
F(F)

aoF(F)

)
n
=

F(F)n

(aoF(F))n
=

In
mIn

aIn−1+mIn
mIn

' In

aIn−1 +mIn
=

In

(aR∩ In)+mIn
,
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o que conclui o resultado.

Antes dar inı́cio ao próximo resultado, relembremos a definição de multiplicidade de um

módulo graduado finito.

Seja M um R-módulo graduado finito, onde R é um anel Noetheriano posivitamente graduado

gerado por elementos de grau um e tal que R0 seja um anel local Artiniano. Definimos a função

de Hilbert do módulo M como sendo H(M,n) = `(Mn), para todo n ∈ Z. É bem conhecido

que para n� 0, a função H(M,n) é um polinômio em n de grau d−1. Esse polinômio, o qual

denotamos por P(M,n), pode ser escrito na forma

P(M,n) =
d−1

∑
n≥0

(−1)d−1−ied−1−i

(
n+ i

i

)
,

onde ei ∈ Z para todo i. O inteiro e0 := e0(M) é chamado a multiplicidade (de Hilbert) do

módulo M.

O próximo resultado será de grande utilidade no próximo teorema. Perceba que o Lema

abaixo, por indução, é na verdade válido para sequências superficiais da fibra especial F(F).

Lema 3.9. Se xo ∈ F(F) é superficial então dimF(F)/xoF(F) = dimF(F)−1.

Demonstração. Primeiramente consideramos a seguinte sequência exata

0→ (mIn : x)∩ In−1/mIn−1→ In−1/mIn−1
x→ In/mIn→ In/(mIn + xIn−1)→ 0.

Por aditividade, `(In/mIn)− `(In−1/mIn−1) = `(In/(mIn + xIn−1))− `((mIn : x)∩ In−1/mIn−1),

para todo n ≥ 1. Note que (F(F)/xoF(F))n = In/(mIn + xIn−1). Desde que xo ∈ F(F) é super-

ficial, temos (mIn : x)∩ In−1 = mIn−1 para n� 0. Dessa forma, para n suficientemente grande,

temos a seguinte igualdade de polinômios de Hilbert:

P(F(F)/xoF(F), n) = P(F(F), n)−P(F(F), n−1).

Concluı́mos então que dimF(F)/xoF(F) = dimF(F)−1.

Agora é natural perguntar se a regularidade da fibra especial pode ser maior que a regulari-

dade do anel graduado associado e sobre quais condições a igualdade ocorre. No artigo [CZ3],



29

Cortadellas e Zarzuela provam para o caso de filtrações adicas, que se a profundidade da fibra

especial F(I), depthF(I), e do anel graduado associado G(I), depthG(I), é no mı́nimo s(I)−1,

suas regularidades são iguais. Em [JN], Jayanthan e Nanduri generalizam este resultado no caso

I-adico. Verifiquemos agora que ele também permanece válido para o caso de boas filtrações.

Teorema 3.10. Seja (R,m) um anel local Noetheriano de Cohen-Macaulay e F uma boa filtração

tal que s := s(F). Suponha que grade I1 = s e gradeG(F)+ ≥ s−1. Então regF(F)≥ regG(F).

Além disso, se depthF(F)≥ s−1 então

regF(F) = regG(F).

Demonstração. Se s = 1, pelo Teorema 3.3, o resultado é verdadeiro. Então podemos supor

s≥ 2. Pela Proposição 3.7, existem geradores x1, ...,xs de uma redução minimal J de I1 tal que

x∗1, ...,x
∗
s ∈ I1/I2 é uma sequência superficial para G(F) e xo

1, ...,x
o
s ∈ I1/mI1 é uma sequência

superficial para F(F). Por hipótese, temos que gradeG(F)+ ≥ s− 1. Logo x∗1, ...,x
∗
s−1 é G(F)-

regular devido a Proposição 1.13. Denotamos F= F+(x1,...,xs−1)
(x1,...,xs−1)

. Por [HZ, Lema 3.4], temos

G(F)' G(F)/(x∗1, ...,x
∗
s−1),

e pelo Lema 3.8,

F(F)' F(F)/(xo
1, ...,x

o
s−1).

Como x∗1, ...,x
∗
s−1 é uma sequência regular, regG(F) = regG(F). Pelo Lema 3.9, dimF(F) =

dimF(F)− (s−1) = 1. Usando [HM, Proposição 3.5] e [BH, Proposição 1.2.10(d)], temos

grade
I1

(x1, ...,xs−1)
= grade I1− (s−1) = 1.

Logo, pelo Teorema 3.3, obtemos regF(F)= regG(F)= regG(F). Por [BS, Proposição 18.3.11],

regF(F)≤ regF(F), de modo que

regG(F)≤ regF(F).

Se em adição depth F(F)≥ s−1, o resultado segue do Teorema 3.5.
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O corolário abaixo pode ser obtido como um caso particular do Teorema 3.10.

Corolário 3.11. Seja F uma boa filtração equimúltipla onde s = s(F). Se G(F) é Cohen-

Macaulay então regG(F) ≤ regF(F). Se além disso, depthF(F) ≥ s− 1 então regF(F) =

regG(F) = as(G(F))+ s.

Demonstração. Use [HZ, Proposição 3.6 e Teorema 3.8].

Corolário 3.12. Seja (R,m) um anel Noetheriano local onde I é um ideal m-primário de mul-

tiplicidade mista minimal. Se G(I) é Cohen-Macaulay, então F(I) é Cohen-Macaulay se e

somente se regF(I)≤ 1.

Demonstração. Segue por [JPV, Proposição 3.1].

Corolário 3.13. Seja (R,m) um anel Noetheriano local, onde I é um ideal equimúltiplo. Se G(I)

é Cohen-Macaulay, então F(I) é Cohen-Macaulay com multiplicidade minimal se e somente se

regF(I)≤ 1.

Demonstração. Segue por [Vi, Corolário 3.10].

Exemplo 3.14. Um ideal de Sally, considerado em [JPV], é um ideal m-primário em um anel

local (R,m) de Cohen-Macaulay tal que `(I2/JI) = 1 para qualquer redução minimal J. Para

um tal ideal, podemos obter por [Ro, Corolário 1.7], que reg F(I)≥ reg G(I).

Proposição 3.15. Seja (R,m) um anel local Noetheriano e F uma boa filtração. Se regR(F )≤

regR(F), então

regF(F) = regG(F).

Demonstração. Aplicando a Proposição 1.21(3) à sequência exata (3.1), obtemos

regmG(F)(−1) = regmG(F)+1≤max{regR(F)−1, regR(F )}.

Mas por hipótese, regR(F ) ≤ regR(F) de modo que regmG(F)+ 1 ≤ regR(F). Agora nova-

mente aplicando a Proposição 1.21(3) à sequência exata (3.2) e usando o fato que regR(F) =

regG(F) (Corolário 2.4), temos que

regF(F)≤max{regmG(F)−1, regG(F)} ≤ regR(F).
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Para a outra desigualdade, primeiramente apliquemos a Proposição 1.21(2) à sequência exata

(3.2), e desde que regmG(F)≤ regR(F)−1, temos

regR(F)≤max{regmG(F), regF(F)}= regF(F).

Proposição 3.16. Seja (R,m) um anel Noetheriano local e F uma boa fitração, onde s := s(F).

Se R(F ) é um R(F)-módulo de Cohen-Macaulay, então

regF(F) = regG(F).

Demonstração. Por [RS1, Proposição 4.2], temos que dimR(F)R(F )≥ dimR R(F ). Desde que

dimR R(F )= dimR (ver [RS2, Lema 1.2.2]), segue que depthR(F)R(F )≥ s. Então H i(R(F ))=

0 para i < s, e pelo Lema 3.1, obtemos regR(F ) ≤ regR(F). O resultado seguirá então da

Proposição 3.15.

O próximo resultado foi primeiramente encontrado por Jayanthan e Nanduri em [JN] para

o caso I-adico, onde I é um ideal m-primário. Abaixo, temos mostrado que esse resultado é de

fato válido para qualquer ideal I e também pode ser estendido ao caso de qualquer boa filtração.

Temos assumido desde o inı́cio do capı́tulo que In ⊆ mIn−1, para n ≥ 0. Em particular, se a

igualdade é verdadeira para n� 0, podemos encontrar o seguinte:

Proposição 3.17. Seja (R,m) um anel local Noetheriano tal que grade I1 > 0. Suponha que

In =mIn−1 para n� 0. Então

regF(F) = regG(F).

Demonstração. Existe um n0 tal que In =mIn−1 para n≥ n0. É fácil mostrar que R(F)n0
+mG(F)=

0. Assim, desde que mG(F) é uma R(F)+-torsão,

H i
R(F)+(mG(F)) = 0

para i > 0 e

H0
R(F)+(mG(F)) =mG(F).
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Se mG(F) = 0, temos que mIn = In+1 para todo n. Logo F(F) = G(F) e assim, a proposição

segue trivialmente. Assuma que mG(F) 6= 0. Pela sequência exata (3.2), obtemos que

0→ H0(mG(F))→ H0(G(F))→ H0(F(F))→ 0

e H i(G(F)) ∼= H i(F(F)) para i > 0. Assim a0(F(F)) ≤ a0(G(F)) e ai(G(F)) = ai(F(F)) para

i > 0. Note que gradeG(F)+ é igual a zero. De fato, se gradeG(F)+ > 0, pelo Teorema A.20,

H0(G(F)) = 0. Então, pela sequência exata acima, H0(mG(F)) = 0, o que é uma contradição.

Por hipótese e [HZ, Proposição 3.5],

a0(F(F))≤ a0(G(F))< a1(G(F)) = a1(F(F)).

Portanto

regF(F) = max{ai(F(F))+ i : i≥ 1}= max{ai(G(F))+ i : i≥ 1}= regG(F).

Proposição 3.18. Sejam (R,m) um anel local Noetheriano e F uma boa filtração tal que s :=

s(F). Suponhamos que mG(F) seja um R(F)-módulo de Cohen-Macaulay de dimensão s. Então

(1) a filtração F é na verdade de Hilbert;

(2) reg F(F)≤ reg R(F);

(3) se as(R(F ))−1 < as(R(F)) então reg F(F) = reg R(F);

(4) se as(R(F ))−1 = as(R(F)) então reg mG(F) ≤ reg R(F) e reg F(F) ≤ reg R(F). Além

disso, se regmG(F)< regG(F) então regF(F) = regR(F).

Demonstração. Por [RS1, Proposição 4.2], temos que dimR/I1 mG(F) = 0. Além disso, por

[RS2, Corolário 1.2.2], podemos concluir que dimR/(I1 : m) = 0, de modo que I1 é então m-

primário.

Desde que mG(F) é também um módulo de Cohen-Macaulay sobre G(F) e fazendo uso da



33

sequência de Mayer-Vietoris graduada (ver Comentário A.21), obtemos

H i(mG(F)) = 0 para i 6= s.

Pela sequência exata (3.1), temos

...→ H i(R(F))→ H i(R(F ))→ H i(mG(F))(−1)→ H i+1(R(F))→ ....

Então H i(R(F))∼= H i(R(F )) para i 6= s, de modo que ai(R(F )) = ai(R(F)) para i 6= s.

Primeiro provemos (3). Por hipótese, as(R(F )) ≤ as(R(F)). Assim ai(R(F )) ≤ ai(R(F))

para todo i, de modo que regR(F )≤ regR(F). Pela Proposição 3.15, regF(F) = regR(F).

Agora provemos (4). Se as(R(F ))−1 = as(R(F)), temos

regR(F )≤ regR(F)+1,

Pela sequência exata (3.1), temos

reg (mG(F)(−1)) = regmG(F)+1

≤max{regR(F)−1, regR(F )}

≤ regR(F)+1.

Pela sequência exata (3.2),

regF(F)≤max{regmG(F)−1, regG(F)} ≤ regR(F).

Assim (4) está provada.

Pelo Lema 3.1, as(R(F ))−1≤ as(R(F)). Então por (3) e (4), temos (2).

Finalmente, assumamos que regmG(F)< regG(F). Pela sequência exata (3.2), obtemos

regG(F)≤max{regmG(F), regF(F)}= regF(F). (3.6)

Assim regR(F)≤ regF(F). A outra desigualdade é dada pela afirmação (2).
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Capı́tulo

4

A Propriedade da fibra especial ser

Gorenstein para o caso de filtrações

A propriedade do anel graduado associado e da álgebra de Rees serem Gorenstein tem sido

bastante estudada, como pode ser visto nos artigos [HRZ], [GN], [HZ], [TVZ], [I], [HKU1] e

[HKU2]. Goto e Nishida, em [GN], investigaram a propriedade da álgebra de Rees simbólica ser

Cohen-Macaulay e Gorenstein, e então eles generalizaram os resultados obtidos para a álgebra

de Rees R(F) e o anel graduado associado G(F), onde F é uma filtração em geral. Além disso,

em [HZ], Zarzuela e Hoa dão algumas consequências que generalizam resultados conhecidos no

caso I-adico. Por exemplo, eles mostram, sob certas condições, que a propriedade de R(F) ser

Gorenstein implica a propriedade de G(F) ser Gorenstein. No artigo [HKU1], Heinzer, Kim e

Ulrich dão um critério, em termos de ideais, para que o anel graduado G(I) associado a um ideal

I seja Gorenstein. Depois eles generalizam este resultado para filtrações de Hilbert, como pode

ser visto em [HKU2].

Em [JN], Jayanthan e Nanduri obtém, para o caso de filtrações I-adico, uma expressão para

o módulo canônico da fibra especial. Eles também dão um critério que caracteriza a propriedade

da fibra especial ser Gorenstein. Verificamos que estes resultados permanecem válidos para o

caso de boas filtrações F tais que I1 seja m-primário, ou seja, filtrações de Hilbert. Além disso,

temos feito uma nova versão para a caracterização citada, como pode ser vista no Teorema 4.13.

Neste capı́tulo, assumimos que (R,m) é um anel local Noetheriano de dimensão d com corpo

residual infinito e F uma boa filtração. Além disso, sempre supomos que a fibra especial F(F)

e o anel graduado associado G(F) sejam Cohen-Macaulay. Se a dimensão da fibra especial é
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maior que zero, pelo [CZ, Lema 3.1], In+1 ⊆mIn para todo n≥ 0 e então F(F) = G(F)/mG(F).

Mesmo quando F(F) tiver dimensão nula, assumiremos que esta inclusão seja verdadeira. Isso

é requerido na maior parte dos resultados deste capı́tulo tais como a proposição a seguir.

4.1 Descrição do módulo canônico da fibra especial

Veremos nesta seção algumas decrições do módulo canônico da fibra especial e do anel graduado

associado. Além disso, mostramos que os a-invariantes da fibra especial e do anel graduado

associado são iguais, como pode ser visto na proposição abaixo.

Proposição 4.1. Seja (R,m) um anel local Noetheriano de dimensão d e F uma filtração de

Hilbert tal que o anel graduado associado G(F) é Cohen-Macaulay. Seja ωG(F) = ⊕n∈Zωn e

ωF(F) o módulo canônico de G(F) e F(F), respectivamente. Então

(1) ωF(F)
∼=⊕n∈Z(0 :ωn m);

(2) a(F(F)) = a(G(F)) = rJ(F)−d, onde r := rJ(F) é o número de redução de F com respeito

a qualquer redução minimal J ⊆ I1;

(3) a(F(F(k))) = [a(F(F))
k ] = [ r−d

k ] (onde [y] denota o maior inteiro que não seja maior que y),

para qualquer k ∈ N.

(4) Se G(F) é Gorenstein então

ωF(F)
∼=
⊕
n∈Z

(In+r−d+1 : m)∩ In+r−d

In+r−d+1
.

Demonstração. Primeiramente, observe por [HZ, Proposição 3.6 e Teorema 3.8] que os a-

invariantes de G(F), definidos com suporte no ideal irrelevante G(F)+ e no ideal maximal ho-

mogêneo M de G(F), são iguais.

(1) Adaptando a prova de [M, Teorema 15.7], pode-se mostrar que dimG(F) = d. Desde que

I1 é um ideal m-primário, dimF(I1) = d. Por [HZ, Lema 2.8], temos dimG(F) = dimF(F) = d.

Por hipótese, G(F) é Cohen-Macaulay, e assim, usando [HIO, Corolário 36.14], temos

ωF(F)
∼= HomG(F)(F(F),ωG(F)).
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É fácil mostrar que

HomG(F)(F(F),ωG(F))
∼= (0 :ωG(F)

mG(F)) = (0 :ωG(F)
m) =⊕n∈Z(0 :ωn m).

O resultado segue.

(2) Pela definição 1.20, a(F(F)) =−min{n|[ωF(F)]n 6= 0}. Desde que R/I1 é Artiniano e ωn

é um R/I1-módulo finito, segue que ωn é um módulo Artiniano. Por [ILL, Teorema A.33], ωn é

uma m/I1-torsão e por [ILL, Exemplo A.9],

(0 :ωn m) = (0 :ωn m/I1)⊆ ωn

é uma extensão essential. Logo

(0 :ωn m) 6= 0 se e somente se ωn 6= 0. (4.1)

Portanto a(F(F)) = a(G(F)), por (1).

Através de [BH, Teorema 4.5.7], temos que R é Cohen-Macaulay. Note também que F

é equimúltipla já que I1 é m-primário. Desde que G(F) é Cohen-Macaulay, gradeG(F)+ =

ht(G(F)+). Por [HZ, Lema 2.4], gradeG(F)+ = d. Agora, as hipótese de [HZ, Proposição 3.6]

estão satisfeitas e então a segunda igualdade segue.

(3) Por [HZ, Corolário 4.6], G(F(k)) é Cohen-Macaulay e por [HZ, Teorema 4.4], a(G(F(k)))=[
a(G(F))

k

]
. Aplicando (2) à filtração Veroneseana F(k), temos que

a(F(F(k))) = a(G(F(k))) =

[
a(G(F))

k

]
=

[
a(F(F))

k

]
=

[
r−d

k

]
.

(4) Suponhamos que G(F) é Gorenstein. Por [HIO, 36.13], temos

ωG(F)
∼= G(F)(a(G(F))) = G(F)(r−d).
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Ou seja, ωn = In+r−d/In+r−d+1 para todo n. Então usando (1), temos

ωF(F)
∼=⊕n∈Z(0 :ωn m) =

⊕
n∈Z

(In+r−d+1 : m)∩ In+r−d

In+r−d+1

=
⊕

n≥d−r

(In+r−d+1 : m)∩ In+r−d

In+r−d+1
. (4.2)

Corolário 4.2. Suponha que R tenha dimensão maior ou igual a 2. Se R(F) é Gorenstein então

ωF(F)
∼=
⊕
n∈Z

(In−1 : m)∩ In−2

In−1
.

Ou seja, o módulo canônico ωF(F) não depende da dimensão d do anel base e do número de

redução r.

Demonstração. Use [HZ, Corolário 3.11].

No capı́tulo 3, vimos que se o anel graduado associado G(F) e a fibra especial F(F) são

Cohen-Macaulay, onde F é qualquer filtração de Hilbert, então suas regularidades são iguais.

Além disso, vemos abaixo que a regularidade de seus módulos canônicos ωG(F) e ωF(F) são

iguais. Se em adição G(F) ou F(F) é Gorenstein, então a regularidade de seus módulos canônicos

são iguais à dimensão do anel base.

Corolário 4.3. Se os anéis G(F) e F(F) são Cohen-Macaulay temos que regωG(F) = regωF(F).

Além disso, se G(F) ou F(F) é Gorenstein temos regωG(F) = regωF(F) = d.

Demonstração. O caso d = 0 segue de alguns argumentos na prova para o caso de dimensão

positiva, como pode ser facilmente verificado pelo leitor. Assumimos então que d > 0. Pela

Proposição 3.7, conseguimos uma redução minimal J de F minimamente gerada por x1, ...,xd e

tal que x∗1, ...,x
∗
d ∈ G(F) e xo

1, ...,x
o
d ∈ F(F) sejam sequências regulares. Então

F(F)/(xo
1, ...,x

o
d)
∼= F(F/(x1, ...,xd)) e G(F)/(x∗1, ...,x

∗
d)
∼= G(F/(x1, ...,xd)).
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Por [BH, Corolário 3.6.14],

regωF(F) = reg(ωF(F)/Jo
ωF(F)) = regωF(F/J)+d

e analogamente para G(F).

Desde que dimF(F/J)= 0= dimG(F/J), obtemos regωF(F/J)= a(ωF(F/J)) e regωG(F/J)=

a(ωG(F/J)).

Aplicando a Proposição 4.1(1) à filtração quociente F/J, temos

ωF(F/J)
∼=⊕n∈Z(0 :[ωG(F/J)]n

m).

Então por (4.1), temos que [ωF(F/J)]n 6= 0⇔ [ωG(F/J)]n 6= 0 para todo n. Assim a(ωF(F/J)) =

a(ωG(F/J)), de forma que regωG(F) = regωF(F).

Além disso, se G(F) é Gorenstein, por [BH, Proposição 3.6.11], ωG(F)
∼=G(F)(r−d). Então

regωG(F) = regG(F)(r−d) = regG(F)− r+d.

Desde que G(F) é Cohen-Macaulay, por [HZ, Proposição 3.6], reg G(F) = r, e assim conse-

guimos que regωG(F) = d. Fazendo o mesmo procedimento para o caso em que F(F) seja

Gorenstein, o resultado segue.

No corolário abaixo, vemos outras descrições (em termos de ideais quocientes) do módulo

canônico da fibra especial e do módulo canônico do anel graduado associado.

Corolário 4.4. Sejam (R,m) um anel local Noetheriano de Gorenstein com dimensão d > 0 e F

uma filtração de Hilbert. Suponha que G(F) é Cohen-Macaulay. Então

ωG(F) =
⊕
n∈Z

(Jn+r−d : Ir)

(Jn+r−d+1 : Ir)
e ωF(F) =

⊕
n∈Z

(Jn+r−d+1 : mIr)∩ (Jn+r−d : Ir)

(Jn+r−d+1 : Ir)
.

Além disso, F(F) é Gorenstein se e somente se

(Jn+1 : mIr)∩ (Jn : Ir)

(Jn+1 : Ir)
∼=

In

mIn
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para qualquer n≥ 0.

Demonstração. Devido as hipóteses deste Corolário, as hipóteses de [HKU2, Teorema 6.1] são

também satisfeitas, e então

ωR′(F) =
⊕
n∈Z

(Jn+r : Ir)tn+d−1,

onde R
′
(F) é a álgebra de Rees estendida. Por [BH, Corolário 3.6.14], têm-se que

ωG(F) = ωR′(F)/(t−1)R′(F)
∼= (ωR′(F)/t−1

ωR′(F))(−1).

Assim, verifica-se que ωG(F) =
⊕

n∈Z
(Jn+r−d :Ir)

(Jn+r−d+1:Ir)
. Depois usamos a Proposição 4.1(1) para

obter

ωF(F) =
⊕
n∈Z

(0 :[ωG(F)]n
m) =

⊕
n∈Z

(Jn+r−d+1 : mIr)∩ (Jn+r−d : Ir)

(Jn+r−d+1 : Ir)
.

Agora supomos que G(F) seja Gorenstein. Então

ωF(F)
∼= F(F)(r−d) =

⊕
n∈Z

In+r−d

mIn+r−d.

Comparando ambos os isomorfismos graduados acima, temos

(Jn+1 : mIr)∩ (Jn : Ir)

(Jn+1 : Ir)
∼=

In

mIn

para n≥ 0. A recı́proca segue facilmente.

4.2 A propriedade da fibra especial de dimensão um ser Cohen-

Macaulay

Daremos nesta seção, alguns resultados sobre a propriedade da fibra especial ser um anel de

Cohen-Macaulay para o caso de boas filtrações. Eles serão necessários na próxima seção, onde

daremos uma nova versão para a caracterização da propriedade da fibra especial ser Gorenstein.

Além disso, veremos que sob certas condições, a regularidade da fibra especial F(F) é o número

de redução de uma boa filtração equimúltipla F.
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Lema 4.5. Suponha que s = dimF(F) = 1 e seja J = (a) uma redução minimal de uma boa

filtração F. Assuma que I1 contenha um elemento regular. Então para todo n e também 0≤ i≤

n−1, temos que

`(In/(mIn +an−iIi)) = µ(In)−µ(Ii)+ `((an−iIi∩mIn)/an−imIi).

Em particular,

`(In/(mIn +aIn−1)) = µ(In)−µ(In−1)+ `((aIn−1∩mIn)/amIn−1).

Demonstração. A hipótese sobre I1 dá que a é regular. A sequência exata

0 → (an)/(mIn∩ (an)) → In/mIn → In/(mIn +(an)) → 0

e a igualdade mIn ∩ (an) = anm (onde J é um ideal analiticamente independente sobre F) dão

que `(In/(mIn +(an))) = µ(In)−µ(Jn) = µ(In)−1. Logo o resultado é verdadeiro para i = 0.

Agora seja 1≤ i≤ n−1. Então temos as seguintes sequências exatas

0 → an−iIi/(an−iIi∩mIn) → In/mIn → In/(mIn +an−iIi) → 0,

0→ (an−iIi∩mIn)/an−imIi→an−iIi/an−imIi→an−iIi/(an−iIi∩mIn)→0.

Também temos o isomorfismo

an−iIi/an−imIi ∼= Ii/mIi,

desde que a é um elemento regular. O resultado segue fazendo uso da aditividade de `.

Notação 4.6. Se a1, ...,ak ∈ R e F é uma boa filtração, denotamos por

I(k)n = (In +(a1, ...,ak))/(a1, ...,ak),

o n-ésimo termo da filtração F/(a1, ...,ak), e o anel quotiente R/(a1, ...,ak−1) por Rk−1 .

O próximo lema mostra como obter o número minimal de geradores de I(k)n em termos do
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número minimal de geradores dos termos da filtração F.

Lema 4.7. Se a1, ...,ak ∈ I1 são tais que a∗1, ...,a
∗
k ∈ G(F) e ao

1, ...,a
o
k ∈ F(F) sejam sequências

regulares, então

µ(I(k)n ) =
k

∑
i=0

(−1)i
(

k
i

)
µ(In−i).

Demonstração. A prova é feita por indução sobre k. É fácil obter que (a1)∩ In = a1In−1 para

todo n≥ 0. Se k = 1, pelo teorema dos isomorfimos,

µ(I(1)n ) = `((In +(a1))/(mIn +(a1)) = `(In/(mIn +a1In−1)).

Consideremos a seguinte sequência exata natural

0→ a1In−1/(a1In−1∩mIn)→ In/mIn→ In/(mIn +a1In−1)→ 0.

Por [CZ, Proposição 2.3(iii) e Teorema 2.8], temos a1In−1 ∩mIn = a1mIn−1. Além disso, por

[HM, Proposição 3.5], a1 é um elemento regular. Então a1In−1/a1mIn−1 ∼= In−1/mIn−1 e através

da sequência exata acima, temos µ(I(1)n ) = µ(In)−µ(In−1).

Agora supomos k> 1. Assim ak ∈Rk−1, (ak)
∗ ∈G(F/(a1, ...,ak−1)) e (ak)

o ∈F(F/(a1, ...,ak−1))

são elementos regulares. Já sabemos que a igualdade µ(I(k)n ) = µ(I(k−1)
n )− µ(I(k−1)

n−1 ) é verda-

deira para k = 1. Então por indução sobre k,

µ(I(k)n ) = ∑
k−1
i=0 (−1)i(k−1

i

)
µ(In−i)−∑

k−1
i=0 (−1)i(k−1

i

)
µ(In−1−i)

= ∑
k
i=0(−1)i

((k−1
i

)
+
(k−1

i−1

))
µ(In−i)

= ∑
k
i=0(−1)i(k

i

)
µ(In−i)

O próximo lema dá, para o caso de boas filtrações, várias caracterizações sobre a propriedade

da fibra especial 1-dimensional ser um anel de Cohen-Macaulay. Este lema será essencial na

demonstração da Proposição 4.10, onde será usado indução sobre a extensão analı́tica da boa

filtração fixada.



4.2 A propriedade da fibra especial de dimensão um ser Cohen-Macaulay 43

Lema 4.8. Sejam (R,m) um anel local Noetheriano, F uma boa filtração tal que I1 contenha

um elemento regular, onde dimF(F) = 1 e r é seu número de redução. Então temos as seguintes

condições equivalentes:

(1) F(F) é Cohen-Macaulay;

(2) (0 :F(F) ao) = 0, para qualquer J = (a)⊆ I1 redução minimal de F;

(3) Para qualquer redução minimal (a) de F, In∩ (mIn+1 : a) =mIn, 1≤ n≤ r−1;

(4) Para qualquer redução minimal (a) de F, aIn∩mIn+1 = amIn,onde 1≤ n≤ r−1;

(5) Para qualquer redução minimal (a) de F, `(In/(mIn + aIn−1)) = µ(In)− µ(In−1), onde

1≤ n≤ r.

Demonstração. As equivalências (1) ⇔ (2), (2) ⇔ (3) são fáceis de serem encontradas. As

sentenças (3) e (4) são equivalentes pelo fato de a ser regular em R, enquanto que a equivalência

(4)⇔ (5) é dada pelo Lema 4.5.

Lema 4.9. Seja (R,m) um anel local Noetheriano e F uma boa filtração. Suponha que J =

(a1...,ad)R é tal que a1, ...,ad são partes de um conjunto minimal de geradores para I1 e

a∗1, ...,a
∗
d−1 seja uma sequência G(F)-regular. Se JIn + (a1, ...ai)R = In+1 + (a1, ...ai)R para

1≤ i≤ d−1, então JIn = In+1.

Demonstração. Usando [HZ, Lema 3.4] e indução sobre i, é suficiente provar o caso i = 1.

Se JIn + a1R = In+1 + a1R e z ∈ In+1, então z = w+ a1x, onde w ∈ JIn e x ∈ R. Logo a1x =

z−w∈ In+1, de modo que x ∈ (In+1 : a1). Desde que a∗1 ∈G(F) é regular, temos (In+1 : a1) = In.

Portanto x ∈ In, e então z ∈ JIn.

Em [CZ3], Cortadellas e Zarzuela mostram sob algumas hipóteses, que a regularidade da

fibra especial F(I) é igual ao número de redução de uma redução minimal J do ideal I. Aqui

verificamos o mesmo resultado para o caso de boas filtrações equimúltiplas. Ressaltamos que a

afirmação (1) pode ser facilmente obtida através do Teorema 3.10.
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Proposição 4.10. Seja (R,m) um anel local Noetheriano e F uma boa filtração equimúltipla.

Denote s = dimF(F) e assuma grade I1 = s, gradeG(F)+ ≥ s− 1 e depthF(F) ≥ s− 1. Seja

J ⊆ I1 uma redução minimal de F e denote r = rJ(F), o número de redução de F com respeito a

J. Então obtemos as seguintes:

(1) regF(F) = r;

(2) F(F) é um anel de Cohen-Macaulay se e somente se

`(In/(mIn + JIn−1)) =
s

∑
i=0

(−1)i
(

s
i

)
µ(In−i),

para 1≤ n≤ r(F).

Demonstração. Se s = 1, os resultados seguem pelos Lemas 3.2 e 4.8. Suponha que s > 1.

Desde que grade I1 = s, podemos encontrar uma redução minimal J = (a1, ...,as) de F tal que

a1, ...,as ∈ R, a∗1, ...,a
∗
s−1 ∈ G(F) e ao

1, ...,a
o
s−1 ∈ F(F) sejam uma sequência regular em seus

respectivos anéis. Desde que I1/(a1, ...,as−1) ⊂ R/(a1, ...,as−1) contém somente um elemento

regular, dimF(F/(a1, ...,a`−1)) = 1 (ver Lema 3.8) e rJ(F) = rJ/Js−1(F/Js−1) (ver Lema acima),

podemos concluir que

regF(F) = regF(F)/(ao
1, ...,a

o
s−1) = regF(F/Js−1) = r.

Temos feito (1).

Por [BH, Exercı́cio 2.1.28] e o fato que

F(F/(a1, ...,as−1))∼= F(F)/(ao
1, ...,a

o
s−1),

temos que F(F) é Cohen-Macaulay se e somente se F(F/(a1, ...,a`−1)) é Cohen-Macaulay. Se

denotarmos o ideal (a1, ...,as−1) de R por Js−1 e o ideal m/Js−1 ⊂ R/Js−1 por ms−1, o Lema 4.8

dá que isto é equivalente a

`(I(s−1)
n /(ms−1I(s−1)

n +asI
(s−1)
n−1 )) = µ(I(s−1)

n )−µ(I(s−1)
n−1 ),
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para 1≤ n≤ r. Pelo teorema dos isomorfismo e [HM, Proposição 3.5], temos

I(s−1)
n /ms−1I(s−1)

n +asI
(s−1)
n−1

∼= In/(mIn +asIn−1 + In∩ (a1, ...,as))

∼= In/(mIn +(a1, ...,as)In−1).

Pelo Lema 4.7, µ(I(s−1)
n )−µ(I(s−1)

n−1 ) = ∑
s
i=0(−1)i(s

i

)
µ(In−i). Então (2) segue.

4.3 A propriedade da fibra especial ser Gorenstein

Damos nesta seção um critério para que a fibra especial (com respeito a filtrações de Hilbert)

seja um anel de Gorenstein. Além disso, apresentamos uma nova versão desse critério, que foi

inicialmente apresentado no caso I-adico por Jayanthan e Nanduri em [JN].

Notação 4.11. Pela Proposição 3.7, conseguimos uma redução minimal J = (x1, ...,xd) de F tal

que x∗1, ...,x
∗
d ∈ G(F) e xo

1, ...,x
o
d ∈ F(F) sejam sequências superficiais para os seus respectivos

anéis. Denotamos Ji = (x1, ...,xi), J0 = 0 e J∗ = (x∗1, ...,x
∗
d), Jo = (xo

1, ...,x
o
d).

Lema 4.12. Suponha que G(F) e F(F) sejam anéis de Cohen-Macaulay. Então G(F) é Go-

renstein se e somente se G(F/Ji) é Gorenstein, e F(F) é Gorenstein se e somente se F(F/Ji) é

Gorenstein.

Demonstração. Seja J = (x1, ...,xd) uma redução minimal de F tal que x∗1, ...,x
∗
d ∈ G(F) e

xo
1, ...,x

o
d ∈ F(F) sejam sequências superficiais. Desde que G(F) e F(F) são anéis de Cohen-

Macaulay, essas sequências são também regulares (ver Proposição 1.13). Então para qualquer

i tal que 1 ≤ i ≤ d, G(F)/(x∗1, ...,x
∗
i )
∼= G(F/(x1, ...,xi)) e F(F)/(x∗1, ...,x

∗
i )
∼= F(F/(x1, ...,xi))

(ver [HZ, Lema 3.4] e Lema 3.8). Por [BH, Proposição 3.1.19 e Exercı́cio 2.1.28], o resultado

segue.

O próximo teorema, que se encontra generalizado para o caso de filtrações de Hilbert, dá

uma nova versão do Teorema 3.5 no artigo [JN], onde é dado uma caracterização para a propri-

edade da fibra especial ser Gorenstein, uma vez que se tenha sob hipótese que o anel graduado

associado seja Gorenstein.



Capı́tulo 4 - A Propriedade da fibra especial ser Gorenstein para o caso de filtrações 46

Teorema 4.13. Sejam (R,m) um anel local Noetheriano e J uma redução minimal de uma

filtração de Hilbert F com número de redução r e extensão analı́tica s. Suponha que G(F) seja

Gorenstein e F(F) seja Cohen-Macaulay. Então F(F) é Gorenstein se e somente se

`

(
((In+1 + J) : m)∩ In

In+1 + JIn−1

)
=

s

∑
i=0

(−1)i
(

s
i

)
µ(In−i) e `

(
(I1 : m)

I1

)
= 1,

para 1≤ n≤ r. Se em adição, supomos que R/I1 seja Gorenstein, a segunda igualdade pode ser

retirada.

Demonstração. Desde que G(F) e F(F) são Cohen-Macaulay, pelas Proposições 3.7 e 1.13,

conseguimos uma redução minimal J gerada por elementos cujas imagens correspondentes for-

mam uma sequência regular no anel G(F) e na fibra especial F(F). Aplicando a Proposição 4.1

à filtração quociente F/J e usando o fato que dimF(F/J) = 0, pode-se provar que

ωF(F/J) =
⊕
n∈Z

[
((In+r+1 + J) : m)∩ In+r + J

In+r+1 + J

]
.

Pelo teorema dos isomorfimos e o fato que J∩ In = JIn−1 para todo n, temos

[ωF(F/J)]n−r ∼=
((In+1 + J) : m)∩ In

In+1 + JIn−1
. (4.3)

Se F(F) é Gorenstein, pelo Lema 4.12, então F(F/J) também é Gorenstein, e dessa forma

ωF(F/J) = F(F/J)(r). É fácil checar que [F(F/J)(r)]n−r = In/(mIn +JIn−1). Então aplicando `

em (4.3), teremos

`

(
((In+1 + J) : m)∩ In

In+1 + JIn−1

)
= `

(
In

mIn + JIn−1

)
,

para todo n. Pela Proposição 4.10, temos o resultado desejado.

Para a recı́proca, novamente usamos a Proposição 4.10, obtendo então que a igualdade de

comprimentos acima é válida para 0≤ n≤ r, e portanto para todo n, já que J é uma redução de

F. Assim, temos por (4.3), `([ωF(F/J)]n) = `([F(F/J)(r)]n) para todo n, e então `(ωF(F/J)) =

`(F(F/J)(r)) = `(F(F/J)). Seja µ = µ(ωF(F/J)) o número minimal de geradores de ωF(F/J).

Podemos construir de uma forma natural uma aplicação sobrejetiva ψ : H → ωF(F/J) tal que

H seja um F(F/J)-módulo graduado livre de posto µ . Por [HIO, Corolário 36.11], o módulo
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canônico ωF(F/J) tem dimensão injetiva finita e igual a depth F(F/J) = dimF(F/J) = 0. Dessa

forma, ωF(F/J) é um módulo injetivo e consequentemente, o funtor HomF(F/J)(−,ωF(F/J)) é

exato. Então também temos uma aplicação sobrejetiva

ψ
∗ : HomF(F/J)(ωF(F/J),ωF(F/J))→ HomF(F/J)(H,ωF(F/J)).

Por [BS, Teorema 13.3.4(ii)], temos

HomF(F/J)(ωF(F/J),ωF(F/J))
∼= F(F/J).

Naturalmente,

HomF(F/J)(H,ωF(F/J))
∼=
⊕

µ

ωF(F/J).

Temos conseguido uma aplicação sobrejetiva F(F/J)→
⊕

µ ωF(F/J). Assim

µ · `(ωF(F/J)) = `
(⊕

µ

ωF(F/J)
)
≤ `(F(F/J)).

Isto implica que µ = 1. Por [BH, Proposição 3.6.11], F(F/J) é Gorenstein, e então pelo Lema

4.12 o resultado segue.

Em [BH, Teorema 4.5.7], é provado que se G(F) é Gorenstein, R também o é. Mas em

geral, isso não ocorre para fibras especiais: Em [JPV, Exemplo 6.3], é mostrado que se R =

k[[t4, t5, t6, t7]], I = (t4, t5, t6) e J = (t4) (redução minimal de I), então F(I) é Gorenstein.

O Corolário abaixo obtém condições suficientes para que R/I1 seja Gorenstein.

Corolário 4.14. Seja (R,m) um anel local Noetheriano e F uma filtração de Hilbert. Se ambos

o anel G(F) e a fibra especial F(F) forem Gorenstein, então também R/I1 o é.

Demonstração. Pelo Teorema 4.13, para n = 0, temos `((I1 : m)/I1) = 1. Isso implica que

(I1 : m)/I1 ∼= R/m. O resultado está então concluı́do devido a [ILL, Teorema 11.12].

O próximo resultado mostra que o módulo canônico da fibra especial pode sob certas hipóteses

ser um submódulo da mesma.
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Corolário 4.15. Seja (R,m) um anel local Noetheriano e F uma filtração de Hilbert. Assuma

que G(F) seja Gorenstein, F(F) seja Cohen-Macaulay e R/I1 seja Gorenstein. Se supomos que

a igualdade (In+r−d+1 : m)∩mIn+r−d = In+r−d+1 é verdadeira para todo n≥ d−r+1, obtemos

que ωF(F) é um submódulo de F(F).

Demonstração. Desde que In+1 ⊆mIn para todo n, existe uma aplicação natural

ψn :
(In+r−d+1 : m)∩ In+r−d

In+r−d+1
→ In+r−d

mIn+r−d

para n≥ d− r, onde

Ker ψn =
(In+r−d+1 : m)∩mIn+r−d

In+r−d+1
.

Por (4.2), temos uma aplicação natural F(F)-linear

ψ : ωF(F)→ F(F).

Desde que R/I1 é Gorenstein, e fazendo uso de [ILL, Teorema 11.12], obtemos que (I1 :m)/I1∼=

R/m, donde segue que Ker ψd−r = 0. Então pela última hipótese,

ker ψ =
⊕

n≥d−r

(In+r−d+1 : m)∩mIn+r−d

In+r−d+1
= 0.

O resultado está então concluı́do.

Agora veremos a relação entre a multiplicidade do módulo canônico da fibra especial e do

anel graduado associado. Em [JN], é mostrado sob algumas hipóteses, que e0(ωF(I))< e0(ωG(I))

a menos que I =m (onde e0 é a multiplicidade de Hilbert de um módulo graduado). Para o caso

de filtrações de Hilbert o resultado é similar, como pode ser visto abaixo.

Proposição 4.16. Seja (R,m) um anel local Noetheriano e F uma filtração de Hilbert tal que o

anel graduado associado G(F) e a fibra especial F(F) sejam anéis de Cohen-Macaulay. Então

e0(ωF(F))≤ e0(ωG(F)).

Em adição, se G(F) é Gorenstein, temos a igualdade se e somente se F é uma filtração m-adica.
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Demonstração. A Proposição 4.1 dá que ωF(F) ⊆ ωG(F). Pela aditividade de e0, temos

e0(ωF(F))≤ e0(ωG(F)).

Devido as propriedades do módulo canônico, podemos encontrar uma redução minimal J =

x1, ...,xd de F tal que x∗1, ...,x
∗
d ∈ G(F) sejam sequências regulares com respeito a G(F) e ωG(F),

e também que xo
1, ...,x

o
d ∈ F(F) sejam sequências regulares com respeito a F(F) e ωF(F) (ver

[ILL, Exercı́cio 11.36]). Por [BH, Comentário 4.1.11] e fazendo uso do fato que dimF(F/J) = 0

e dimG(F/J) = 0, temos que

e0(ωG(F)) = e0(ωG(F/J)) = `(ωG(F/J))

e

e0(ωF(F)) = e0(ωF(F/J)) = `(ωF(F/J)).

Se e0(ωG(F))= e0(ωF(F)) então `(ωF(F/J))= `(ωG(F/J)). Pela Proposição 4.1, temos ωF(F/J)⊆

ωG(F/J), e assim ωF(F/J) = ωG(F/J). Desde que G(F/J) é Gorenstein e usando o isomorfismo

(4.3), obtemos (I1 : m)/I1 = R/I1; donde segue que I1 =m.

A recı́proca segue trivialmente, desde que por hipótese, In+1 ⊆mIn, e portanto F= (mn)n≥0.
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Capı́tulo

5

O Teorema de Risler-Teissier para boas

filtrações

As multiplicidades mistas tiveram inı́cio em 1957 com o artigo de Bhattacharya [Ba], onde

ele descreveu polinômios de Hilbert para dois ideais e os seus coeficientes de maior grau. No

entanto, o nome multiplicidades mistas apareceu primeiramente no artigo de Teissier [Te], publi-

cado em 1973, no qual, ele e Risler estudaram, usando elementos superficiais, os polinômios de

Hilbert e seus coeficientes, agora para um número finito qualquer de ideais. Teissier mostra em

[Te], por exemplo, que em um anel Noetheriano local (R,m) com ideais I1, ..., Ik m-primários, as

multiplicidades mistas com respeito a esses ideais são um inteiro positivo. Além disso, ele mos-

tra que essas multiplicidades são iguais a multiplicidade de um ideal gerado por uma sequência

superficial com respeito aos ideais citados. Este resultado foi então generalizado para o caso

de módulos por Pérez e Roberto Bedregal em [BP], através do estudo da multiplicidade de

Buchsbaum-Rim. Outro resultado clássico envolvendo multiplicidades mistas, é o teorema de

multiplicidade de Rees, que mostra que o ideal gerado por uma redução conjunta tem a mesma

multiplicidade que a multiplicidade mista correspondente, como pode ser visto em [R3]. Além

disso, Swanson mostra em [Sw], que se o anel base é formalmente equidimensional, a recı́proca

do teorema de Rees é também verdadeira. No artigo [JPV], Jayanthan, Puthenpurakal e Verma

encontram vários resultados sobre a propriedade da fibra especial ser Gorenstein, nos quais fo-

ram usados os teoremas mencionados. Inicialmente pretendiamos generalizar os resultados do

artigo [JPV] para o caso de filtrações de ideais mais gerais, no entanto, percebemos que ainda

se fazia necessário a generalização (para o caso de filtrações de Hilbert) de resultados clássicos,
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como o Teorema de Rees e de Risler-Teissier citados acima.

O objetivo deste capı́tulo é definir, para o caso de filtrações de Hilbert, os conceitos básicos

e necessários a respeito da teoria envolvendo o teorema de Risler-Teissier descrito acima, de

modo que possamos mostrar que ele ainda é verdadeiro neste caso mais geral.

Começamos com o conceito fundamental de elementos superficiais, agora com respeito a

filtrações mais gerais.

Definição 5.1. Sejam (R,m) um anel local e F1 = (I(1)n )n≥0, ..., Fr = (I(r)n )n≥0 filtrações de

Hilbert. Um elemento a∈ I(1)1 é chamado superficial para as filtrações F1, ...,Fr se dimR/(a) =

dimR−1 e para algum inteiro não-negativo c e n1 > c,n2 ≥ 0, ...,nr ≥ 0, tivermos

(I(1)n1 I(2)n2 · · · I
(r)
nr : a)∩ I(1)c I(2)n2 · · · I

(r)
nr = I(1)n1−1I(2)n2 · · · I

(r)
nr

Tendo definido elemento superficial, podemos definir de forma natural uma sequência de

elementos superficiais.

Definição 5.2. Uma sequência a1, ...,ar ∈ R é chamada uma sequência superficial para as

filtrações F1, ...,Fr se ai ∈ I(i)1 para cada 1 ≤ i ≤ r e ai ∈ Ri−1 = R/(a1, ...,ai−1) é superficial

para as filtrações Fi/(a1, ...,ai−1), ...,Fr/(a1, ...,ai−1).

A existência de elementos superficiais com respeito a uma filtração já foi discutida por Rossi

e Valla no artigo [RV].

Teorema 5.3. Se (R,m) é um anel local tal que o corpo residual R/m seja infinito, então ele-

mentos superficiais existem.

Demonstração. Segue similarmente a [RV, Teorema 1.2.3(2)].

Agora definiremos as multiplicidades mistas com respeito a várias filtrações de Hilbert.

Seja (R,m) um anel local de dimensão d e sejam F1,F2, ...,Fr boas filtrações, onde F1 é uma

filtração de Hilbert. Note que

G := G(F1, ...,Fr;F1) :=
⊕

n1,...,nr≥0

I(1)n1 I(2)n2 · · · I
(r)
nr

I(1)n1+1I(2)n2 · · · I
(r)
nr
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é um G := G(I(1)1 , I(2)1 , ..., I(r)1 ; I(1)1 )-módulo finito. Veja que neste caso, G0,...,0 = R/I(1)1 é Arti-

niano. Além disso, `G0,...,0(Gn1,...,nr) é um polinômio de variáveis n1, ...,nr de grau dimG − r =

(d + r− 1)− r = d − 1 para n1, ...,nr suficientemente grandes; ver por exemplo [Ci, (1.8)] .

Desde que

`

(
I(1)n1 I(2)n2 · · · I

(r)
nr

I(1)n1+1I(2)n2 · · · I
(r)
nr

)
= `(R/I(1)n1+1I(2)n2 · · · I

(r)
nr )− `(R/I(1)n1 I(2)n2 · · · I

(r)
nr ),

resulta, para n1, ...,nr suficientemente grandes, que `(R/I(1)n1 I(2)n2 · · · I
(r)
nr ) é um polinômio de

n1, ...,nr variáveis de grau d. O escrevemos na forma

∑
|α|≤d

eα

(
n1 +α1

α1

)
· · ·
(

nr +αr

αr

)
,

onde α =(α1, ...,αr) e |α|=α1+ ...+αr. Além disso, podemos escrever a sua parte homogênea

de grau d na forma

∑
α1+...+αr=d

1
α1! · · ·αr!

e
(
F
[α1]
1 , · · ·,F[αr]

r
)
nα1

1 · · ·n
αr
r ,

onde eα = e
(
F
[α1]
1 , · · ·,F[αr]

r
)
∈Q e é chamado multiplicidade mista (de filtrações) com respeito

a F1, ...,Fr. O sı́mbolo e
(
F
[α1]
1 , · · ·,F[αr]

r
)

é uma abreviação, significando que cada Fi esta sendo

listada αi vezes.

Lema 5.4. (Lema de Artin-Rees para multi filtrações) Sejam R um anel Noetheriano e F1, ...,Fk

boas filtrações. Seja I ⊂ R um ideal. Então existem c1, ...,ck tais que para ni ≥ ci, onde i =

1, ...,k, têm-se que

I(1)n1 · · · I
(k)
nk ∩ I = I(1)n1−c1

· · · I(k)nk−ck
(I(1)c1 · · · I

(k)
ck ∩ I).

Demonstração. Consideremos a multi-álgebra de Rees

R = R[F1t1, ...,Fktk] =
⊕

n1,...,nk≥0

I(1)n1 · · · I
(k)
nk tn1

1 · · · t
nk
k ,

que é um anel Noetheriano, já que por hipótese, as Fi são boas filtrações (Noetherianas). Agora
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consideramos o ideal

I =
⊕

n1,...,nk≥0

((I(1)n1 · · · I
(k)
nk )∩ I)tn1

1 · · · t
nk
k

de R, o qual é então finitamente gerado. Podemos escrever o ideal I como sendo finitamente

gerado por elementos homogêneos, ou seja,

I = (aα1tα1, ...,aαst
αs),

para algum inteiro s ≥ 0, onde os αi = (α i
1, ...,α

i
k) são multi-ı́ndices e tαi = tα i

1
1 · · · t

α i
k

k . Seja

d j := max{α i
j | i = 1, ..,s} para 1 ≤ j ≤ k. Seja q tal que para cada i, temos I(i)1 I(i)n = I(i)n+1 para

n≥ q. Depois tome c j := d j +q. Os c j são os elementos desejados para a solução do problema.

Lema 5.5. Sejam (R,m) um anel Noetheriano local e F1, ...,Fk filtrações de Hilbert. Sejam

i ∈ Z e x ∈ I(1)1 tais que para algum c ∈ N e quaisquer que sejam n1, ...,nk ∈ Z suficientemente

grandes, tenhamos

(I(1)n1 · · · I
(k)
nk : xi)∩ I(1)c I(2)n2 · · · I

(k)
nk = I(1)n1−iI

(2)
n2 · · · I

(k)
nk .

Então para n1, ...,nk� 0, temos que

(I(1)n1 · · · I
(k)
nk : xi) = (0 : xi)+ I(1)n1−iI

(2)
n2 · · · I

(k)
nk e (0 : xi)∩ I(1)n1 I(2)n2 · · · I

(k)
nk = 0.

Demonstração. Pelo lema de Artin-Rees, existem e1, ...,ek ∈ N tais que para n j ≥ e j, com j =

1, ...,k, temos

I(1)n1 · · · I
(k)
nk ∩ (x

i)⊆ xiI(1)n1−e1
· · · I(k)nk−ek

.

Dessa forma, (I(1)n1 · · ·I
(k)
nk : xi)⊆ (0 : xi)+I(1)n1−e1

· · ·I(k)nk−ek
. Desde que I(1)1 ⊆

√
I(1)c I(2)e2 · · · I

(k)
ek =m,

existe m ∈ Z+ tal que (I(1)1 )m ⊆ I(1)c I(2)e2 · · · I
(k)
ek . Desde que F1 é um boa filtração, existe um

inteiro d tal que I(1)n ⊆ (I(1)1 )n−d para todo n. Tomemos n′ de forma que n′−d ≥m. Logo, I(1)n′ ⊆
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(I(1)1 )n′−d ⊆ (I(1)1 )m. Ou seja, I(1)n′ ⊆ I(1)c I(2)e2 · · · I
(k)
ek . Logo, para n1 ≥ n′+ e1,n2 ≥ e2, ...,nk ≥ ek,

(I(1)n1 · · · I
(k)
nk : xi) ⊆ (0 : xi)+ I(1)n1−e1

· · · I(k)nk−ek

⊆ (0 : xi)+ I(1)n′ I(2)n2−e2
· · · I(k)nk−ek

⊆ (0 : xi)+ I(1)c I(2)e2 · · · I
(k)
ek I(2)n2−e2

· · · I(k)nk−ek

⊆ (0 : xi)+ I(1)c I(2)n2 · · · I
(k)
nk

Dessa forma, para n1, ...,nk� 0,

(I(1)n1 · · · I
(k)
nk : xi) = (I(1)n1 · · · I

(k)
nk : xi)∩ ((0 : xi)+ I(1)c I(2)n2 · · · I

(k)
nk )

= (0 : xi)+(I(1)n1 · · · I
(k)
nk : xi)∩ I(1)c I(2)n2 · · · I

(k)
nk

= (0 : xi)+ I(1)n1−iI
(2)
n2 · · · I

(k)
nk

Em particular, para n1, ...,nk� 0,

(0 : xi)∩ I(1)n1 · · · I
(k)
nk ⊆

⋂
n1�0(I

(1)
n1 · · · I

(k)
nk : xi)∩ I(1)c I(2)n2 · · · I

(k)
nk

⊆
⋂

n1�0 I(1)n1−iI
(2)
n2 · · · I

(k)
nk

⊆
⋂

n1�0 I(1)n1−i = 0.

Observe no lema acima que as hipóteses são satisfeitas se i = 1 e x ∈ I(1)1 for um elemento

superficial com respeito as filtrações em questão.
Em analogia a teoria envolvendo multiplicidades mistas para vários ideais, a saber, relativo

à filtrações adicas, desenvolvemos esta mesma teoria, agora com respeito a filtrações de Hilbert.

Se a ∈ I(1)1 então temos a seguinte sequência exata

0 −→ (I(1)n1 · · · I
(r)
nr : a)/I(1)n1−1I(2)n2 · · · I

(r)
nr −→ R/I(1)n1−1I(2)n2 · · · I

(r)
nr

·a−→

−→ R/I(1)n1 · · · I
(r)
nr −→ R/(a)+ I(1)n1 I(2)n2 · · · I

(r)
nr −→ 0.

Desde que as filtrações são de Hilbert, usando a aditividade do comprimento `, obtemos

`(R/I(1)n1 · · · I
(r)
nr )− `(R/I(1)n1−1 · · · I

(r)
nr ) =

`(R/(a)+ I(1)n1 · · · I
(r)
nr )− `((I(1)n1 · · · I

(r)
nr : a)/I(1)n1−1I(2)n2 · · · I

(r)
nr ).

(5.1)
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O teorema abaixo foi mostrado primeiramente por Teissier em [Te]. Temos então verificado,

que este teorema permanece válido quando trabalhamos no caso de filtrações de Hilbert.

Teorema 5.6. (Risler e Teissier) Seja (R,m) um anel Noetheriano de dimensão d e sejam

F1, ...,Fk filtrações de Hilbert. Suponhamos que x ∈ I(1)1 não pertença a qualquer ideal primo

minimal de R. Supomos que para n1, ...,nk� 0, temos

(I(1)n1 · · · I
(k)
nk : x)∩ I(1)c I(2)n2 · · · I

(k)
nk = I(1)n1−1I(2)n2 · · · I

(k)
nk .

Seja R′ = R/xR. Então para quaisquer d1, ...,dk ∈ N com d1 + ...+dk = d e d1 > 0, temos

eR(F
[d1]
1 , ...,F

[dk]
k ) =

 eR′(F
[d1−1]
1 R′, ...,F[dk]

k R′), se d > 1

`(R/xR)− `(0 : x), se d = 1

Demonstração. Primeiramente, denotamos FiR′ =
( I(i)ni +(x)

(x)

)
ni≥0.

A equação (5.1) nos diz que

`(R/I(1)n1 · · · I
(r)
nr )− `(R/I(1)n1−1 · · · I

(r)
nr ) =

`(R/(a)+ I(1)n1 · · · I
(r)
nr )− `((I(1)n1 · · · I

(r)
nr : a)/I(1)n1−1I(2)n2 · · · I

(r)
nr ).

Mas (I(1)n1 · · · I
(r)
nr : a) = (0 : a)+ I(1)n1−1I(2)n2 · · · I

(r)
nr e (0 : a)∩ I(1)n1 I(2)n2 · · · I

(r)
nr = 0 para n1, ...,nr� 0,

devido ao Lema 5.5. Portanto, fazendo uso da aditividade de ` sobre sequências exatas, obtemos

`

(I(1)n1 · · · I
(r)
nr : a)

I(1)n1−1I(2)n2 · · · I
(r)
nr

= `(0 : a).

Assim, para n1, ...,nr� 0, a parte de maior grau do lado esquerdo da equação resultante de (5.1)

é

∑
d1+...+dk=d

1
d1! · · ·dr!

e(F[d1]
1 , · · ·,F[dk]

k )(nd1
1 − (n1−1)d1)nd2

2 · · ·n
dk
k .

A parte de maior grau na soma acima é

∑
d1+...+dk=d

1
(d1−1)! · · ·dr!

e(F[d1]
1 , · · ·,F[dk]

k )nd1−1
1 nd2

2 · · ·n
dk
k .
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Agora sobre o lado direito, se d > 1, a parte de maior grau é

∑
d1+...+dk=d−1

1
d1! · · ·dr!

eR′(F
[d1]
1 R′, · · ·,F[dk]

k R′)nd1
1 · · ·n

dk
k ,

e se d = 1, o maior grau do lado direito é a constante eR′(F
[0]
1 R′, · · ·,F[0]

k R′)− `(0 : a) = `(R′)−

`(0 : a). Logo, se d1 + ...+ dk = d então (d1− 1)+ d2...+ dk = d− 1, e portanto o resultado

segue.

O lema abaixo é bastante similar ao Lema 5.5, havendo apenas uma diferença na superficia-

lidade do elemento x, como pode ser visto pelo leitor.

Lema 5.7. Sejam (R,m) um anel Noetheriano local e I um ideal m-primário de R. Suponhamos

que x seja um não-divisor de zero em R ou que para alguma filtração de Hilbert F = (Jn)n≥0,

exista um elemento x ∈ R que seja superficial para F . Então existe e ∈ N tal que para todo

n≥ e,

(In : x)⊆ (0 : x)+ In−e e (0 : x)∩ Ie = 0.

Além disso, se x é superficial para I, então para n� 0,

(In : x) = (0 : x)+ In−1.

Demonstração. Pelo Lema de Artin-Rees, existe um inteiro k ≥ 0 tal que para n≥ k, In∩ (x)⊆

xIn−k. Assim, (In : x) ⊆ (0 : x)+ In−k. Agora, analisemos os seguintes casos. Se x é um não-

divisor de zero, então (0 : x) = 0. Agora suponhamos que x seja superficial para F . Por hipótese,

existe c tal que (Jn : x)∩ Jc = Jn−1 para n≥ c. Tome e = cm+ k. Pela inclusão acima, obtemos

que

(In : x)⊆ (0 : x)+ In−e.

Além disso, seja m ∈ N tal que Im ⊆ J1. Então temos

(0 : x)∩ Ie ⊆
⋂
n≥c

(Jn : x)∩ Jc ⊆
⋂
n≥c

Jn−1 = 0,

desde que Imc ⊆ (J1)
c ⊆ Jc. Finalmente, suponhamos agora que x seja superficial para I, ou seja,
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que tenhamos F= (Jn)n≥0 = (In)n≥0. Então para n≥ e+ c,

(In : x) = ((0 : x)+ Ic)∩ (In : x)

= (0 : x)+ Ic∩ (In : x)

= (0 : x)+ In−1.

Lema 5.8. Seja (R,m) um anel Noetheriano local de dimensão d. Suponhamos que I seja um

ideal m-primário de R e x ∈ I. Denotemos R′ = R/xR e I′ = IR′. Então temos que:

(1) Se dimR′ = d−1, então para n� 0, temos que `((In : x)/In−1) é um polinômio em n de

grau no máximo d−1 com coeficientes racionais.

(2) Se dimR′ = d−1, então eR′(I′)≥ eR(I), e a igualdade ocorre se e somente se para n� 0,

tivermos que `((In : x)/In−1) seja um polinômio em n de grau no máximo d−2.

Demonstração. Seja g(n) = `((In : x)/In−1). Através da sequência exata

0→ (In : x)
In−1 →

R
In−1

·x→ R
In →

R
(x)+ In → 0,

podemos concluir que

g(n) = `

(
R

(x)+ In

)
+ `

(
R

In−1

)
− `

(
R
In

)
.

Assim, desde que dimR′= d−1, para n suficientemente grande, g(n) é um polinômio de grau no

máximo d−1, visto que além disso as partes de grau d acima se cancelam. Isso também significa

em termos de multiplicidade que eR′(I′,R′) ≥ eR(I,R); ocorrendo a igualdade se e somente se

g(n) é um polinômio em n de grau no máximo d−2.

Lema 5.9. Sejam R um anel Noetheriano e x1, ...,xs uma sequência superficial para F. Então

In∩ (x1, ...,xs) = (x1, ...,xs)In−1,

para n suficientemente grande.
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Demonstração. Faremos apenas o caso em que s = 1. O lema seguirá então por indução. Por

hipótese, existe um inteiro c tal que (In+1 : x)∩ Ic = In para n ≥ c. Pelo Lema 5.4, existe um

inteiro l tal que para n ≥ l, In ∩ (x) ⊆ xIn−l . Tomemos n > c+ l. Se y ∈ In ∩ (x), então y =

ax = bx, onde a ∈ (In : x) e b ∈ In−l ⊆ Ic. Donde temos que a−b ∈ (0 : x)⊆ (In : x) e portanto

b = a− (a−b) ∈ (In : x). Provamos então que In∩ (x)⊆ x((In : x)∩ Ic). Desde que por hipótese

x é um elemento superficial, segue que

In∩ (x)⊆ xIn−1,

para n suficientemente grande.

Proposição 5.10. Sejam R um anel Noetheriano e F= (In)n≥0 uma filtração de Hilbert. Sejam

J ⊆ I1 um ideal e x1, ...,xs ∈ J uma sequência superficial para F. Denotemos L = (x1, ...,xs).

Assim, se J(R/L) é uma redução da filtração
(
(In +L)/L

)
n≥0, então J é uma redução de F.

Demonstração. Por hipótese, existe um inteiro c tal que para n≥ c,

J
(

R
L

)(
In +L

L

)
=

In+1 +L
L

,

ou seja, (JIn +L)/L = (In+1 +L)/L. Logo,

In+1 ⊆ (JIn +L)∩ In+1 = JIn +(L∩ In+1).

Pelo Lema 5.9, para n suficientemente grande, temos que

JIn +(L∩ In+1)⊆ JIn +LIn = JIn,

de modo que a prova está assim concluı́da.

A próxima proposição mostra que quando a dimensão do anel base é maior que um e x é um

elemento superficial com respeito a uma filtração, então a multiplicidade do ideal I e do ideal
I+(x)
(x) de R/xR são iguais.
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Proposição 5.11. Sejam (R,m) um anel local Noetheriano de dimensão positiva e I um ideal

m-primário. Sejam x ∈ I, R′ = R/xR e I′ = (I+(x))/(x). Suponhamos que dimR′ = d−1. Se o

ideal I é gerado por d elementos, x ∈ I \mI e além disso, x é um não-divisor de zero ou x é um

elemento superficial para alguma filtração F de Hilbert, então

eR(I) =

 eR′(I′) se d > 1;

`(R′)− `(0 : x) se d = 1.

Demonstração. Suponhamos que x seja um elemento superficial para alguma filtração F de

Hilbert.

Primeiramente, suponhamos que d = 1. Temos então que I = (x). Desde que dimR′ = 0, a

filtração quociente ((I1 +(x))/(x))n é nula para n� 0. Como F é uma boa fitração, existe um

inteiro k, tal que In ⊆ (I1)
n−k para todo n. Dessa forma, concluı́mos que (In +(x))/(x) = 0 para

n� 0. Pelo Lema 5.10, obtemos que I é uma redução de F. Assim, eR(I) = eR(F). Desde que

por [RV, Proposição 1.3.2(3)], e(F) = `(R′)− `((0 : x)), o resultado segue.

Agora, provemos o caso em que d > 1. Escrevamos I = (x,x2, ...,xd) e J = (x2, ...,xd). Pelo

Lema 5.7, existe e∈N tal que (0 : x)∩Ie = 0. Como I =(x)+J, segue que (In : x)= (xIn−1+Jn :

x) = In−1 +(Jn : x). Pelo lema de Artin-Rees, existe c ∈ N, tal que para n≥ c, Jn∩ (x)⊆ xJn−c.

Logo, para todo n≥ c, (Jn : x)⊆ Jn−c +(0 : x) e assim, (In : x)⊆ In−1 +Jn−c +(0 : x) de forma

que
(In : x)
In−1 ⊆

In−1 + Jn−c

In−1 +
In−1 +(0 : x)

In−1 .

Pelo Lema 5.7, para n� 0, (0 : x)∩ In−1 = 0. Logo, usando a sequência exata

0→ (0 : x)∩ In−1→ (0 : x)→ (0 : x)+ In−1

In−1 → 0,

temos para n� 0 que

(0 : x)∼=
(0 : x)+ In−1

In−1 .

Note agora que (In−1 + Jn−c)/In−1 é um R/Ic-módulo e assim, é fácil mostrar, que seu com-

primento é limitado superiormente por µ(Jn−c)`(R/Ic), o qual é limitado superiormente por(n−c+d−2
d−2

)
`(R/Ic). Este último, é um polinômio sobre a variável n de grau no máximo d− 2.
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Logo, para o caso d > 1, `((In : x)/In−1) é para n suficientemente grande, um polinômio em n

de grau no máximo d−2. Pelo Lema 5.8, segue o resultado.

O próximo resultado é uma consequência imediata do Teorema 5.6. É mostrado abaixo que

as multiplicidades mistas com respeito a filtrações de Hilbert também são inteiros positivos.

Teorema 5.12. (Risler e Teissier) Sejam (R,m) um anel local Noetheriano não nulo e F1, ...,Fk

filtrações de Hilbert. Sejam d1, ..,dk ∈N com d1+ ...+dk = d. Seja x1, ...,xd uma sequência su-

perficial para F1, ...,F1, ...,Fk, ...,Fk (com cada Fi listando di vezes), onde cada xi não pertença

a qualquer primo minimal de (x1, ...,xi−1). Então,

e(F[d1]
1 , ...,F

[dk]
k ) = `(R/(x1, ...,xd))− `((x1, ...,xd−1 : xd)),

e também igual à multiplicidade do ideal (x1, ...,xd).

Demonstração. Seja Ri = R/(x1, ...,xi). Pelo Teorema 5.6,

eR(F
[d1]
1 , ...,F

[dk]
k ) = eR1(F

[d1−1]
1 R1, ...,F

[dk]
k R1)

= ...

= eRd−1(F
[0]
1 Rd−1, ...,F

[0]
k−1Rd−1,F

[1]
k Rd−1)

= eRd(F
[0]
1 Rd, ...,F

[0]
k Rd)− `((x1, ...,xd−1) : xd)

= `(R/(x1, ...,xd))− `((x1, ...,xd−1) : xd).

Se d = 0, este número é `(R) (que é positivo desde que R 6= 0). Para o caso d > 0, basta usarmos

a Proposição 5.11 repetidas vezes, para obter que

eR((x1, ...,xd)) = `(R/(x1, ...,xd))− `((x1, ...,xd) : xd),

de forma que temos concluı́do a demonstração do teorema.
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Apêndice

A

Extensão analı́tica e cohomologia local

A.1 Extensão analı́tica

O objetivo desta tese é estudar a propriedade da fibra especial ser Gorenstein e a sua regularidade

de Castelnuovo-Mumford. Dessa forma, é importante introduzir ao leitor algumas informações

básicas a respeito da dimensão dessa fibra, chamada de extensão analı́tica. Começamos por

definir a noção de elementos analiticamente independentes sobre uma boa filtração.

Definição A.1. Seja (R,m) um anel local e F uma boa filtração. Então v1, ...,vt ∈ I1 são anali-

ticamente independentes para F se e somente se, para todo h ∈ N e f ∈ R[X1, ...,Xt ] (o anel

dos polinômios sobre R em t indeterminadas) um polinômio homogêneo de grau h tal que

f (v1, ...,vt) ∈ Ihm, tivermos que todos os coeficientes de f encontram-se no ideal maximal

m. Além disso, note que se v1, ...,vt ∈ I1 são analiticamente independentes em F e também

J = (v1, ...,vt), então Jh ∩ Ihm = Jhm, para todo h ∈ N, como é fácil de observar. Quando

F= (In)n≥0, dizemos que v1, ...,vt ∈ I são analiticamente independentes em I.

Lema A.2. Se (R,m) é um anel local e J ⊆ I + Jm, então J ⊆ I.

Demonstração. Use o lema de Nakayama.

Proposição A.3. Seja (R,m) um anel local tal que k := R/m seja infinito. Se J é uma redução

minimal de F tal que I1 seja um ideal próprio e v1, ...,vt formem um conjunto minimal de gera-

dores de J, então v1, ...,vt são analiticamente independentes para F.

Demonstração. Sejam h ∈ N e f ∈ R[X1, ...,Xt ] um polinômio homogêneo de grau h tal que

f (v1, ...,vt) ∈ Ihm. Mostremos agora que o coeficiente u de X1 é uma não unidade de R. De fato,
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suponha que u é uma unidade. Então vh
1 ∈ Ihm+ v2Jh−1 + ...+ vtJh−1, de modo que

Jh = Rvh
1 +(Rv2 + ...+Rvt)Jh−1 ⊆ Ihm+(Rv1 + ...+Rvt)Jh−1.

Para simplicar, denotamos J′ por Rv2 + ...+Rvt . Por hipótese, JIn = In+1 para algum n e então

Ih+n = JhIn ⊆ (Ihm+ J′Jh−1)In ⊆ Ih+nm+ J′Jh−1In.

Pelo Lema acima, Ih+n ⊆ J′Ih+n−1, e assim Ih+n = J′Ih+n−1. Então J′ é uma redução de F, o que

é uma contradição, desde que J′ ⊂ J. Portanto u ∈m.

Agora seja {ri j} uma matrix t× t sobre R, tal que r11,r21, ...,rt1 e det{ri j} sejam unidades

de R. Dessa forma, existe um conjunto minimal de geradores {w1, ...,wt} para J tal que vi =

∑
t
j=1 ri jw j, para todo i = 1, ..., t. Desde que

f

(
t

∑
j=1

r1 jw j, ...,
t

∑
j=1

rt jw j

)
∈ Ihm

e f (r11, ...,rt1) é o coeficiente de Xh
1 na forma f

(
∑

t
j=1 r1 jw j, ...,∑

t
j=1 rt jw j

)
, teremos que

f (r11, ...,rt1) ∈m.

Seja r a imagem natural no corpo k := R/m de r ∈ R e q a imagem natural no anel

k[X1, ...,Xt ] de q ∈ R[X1, ...,Xt ]. Então f (r11, ...rt1) = 0. Donde concluı́mos que f (a1, ..,at) = 0,

para (a1, ..,at) ∈ (k\{0})t , desde que r11, ...,rt1 são não nulos e arbitrários em k := R/m. Como

k é infinito, f = 0, ou seja, todos os coeficientes encontram-se no ideal maximal m.

Agora iremos definir a extensão analı́tica de uma filtração F. Primeiramente definimos a

álgebra

F(F) =
⊕
n≥0

In

mIn
= R/m⊕ I1/I2⊕· · ·,

que é chamada de Fibra Especial de F. O número s = s(F) = dimF(F) = dimR(F)/mR(F) (ver

[HZ]) é dito ser a extensão analı́tica de F. Quando F é a filtração I-adica, a extensão analı́tica

é denotada por s(I). Rees introduziu a noção de reduções básicas de filtrações Noetherianas e

mostrou em [R, Teorema 6.12] que s(F) é igual ao número minimal de geradores de qualquer
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redução minimal. Por [HZ, Lema 2.7], s(F) = dimG(F)/mG(F) e por [HZ, Lema 2.8], s(F) =

s(I1).

Comentário A.4. Seja (R,m) um anel local, k := R/m e J = (v1, ...vt) ⊆ I ⊂ R ideais tais

que v1, ...vt sejam analiticamente independentes em I. É claro que eles são analiticamente

independentes em J e pela Definição A.1, existe um isomorfismo K[X1, ...,Xt ]
φ→⊕i≥0Ji/mJi de

k-álgebras graduadas tal que φ(Xi) = vi +mJ, para todo i = 1, .., t. Logo, s(J) = t.

Teorema A.5. Sejam (R,m) um anel local tal que k := R/m é infinito e seja F uma boa filtração

tal que I1 seja próprio. Se J é uma redução de F e {v1, ...,vt} é um conjunto minimal de gera-

dores de J, então

(1) s(F) = t;

(2) J é uma redução minimal de F se e somente se s(F) = t;

(3) J é uma redução minimal de F se e somente se v1, ...,vt são analiticamente independentes

sobre F. Em particular, um conjunto de elementos analiticamente independentes sobre F

é analiticamente independentes em I1.

Demonstração. Use o fato que s(F) = s(I1), a Proposição A.3 e [BS, Teorema 18.2.4].

A.2 Cohomologia Local

Nesta seção introduzimos algumas propriedades a respeito de cohomologia local. Alguns resul-

tados serão apenas enunciados. Para um conhecimento mais profundo a respeito desta teoria,

referenciamos por exemplo, [BH], [BS] ou [HIO].

Definição A.6. Se M é um R-módulo e I um ideal de R, tome ΓI(M) =
⋃

n∈N(0 :M In) como

sendo o conjunto de elementos de M aos quais são aniquilados por alguma potência de I. É fácil

verificar que ele é um submódulo de M. Além disso, se f : M → N é um homomorfismo de

R-módulos, existe uma aplicação induzida ΓI( f ) : ΓI(M)→ ΓI(N) que está bem definida, já que

f (ΓI(M))⊆ ΓI(N). Se g : M→ N e f : N→ L são homomorfismos de R-módulos e r ∈ R, então

ΓI(h ◦ f ) = ΓI(h) ◦ ΓI( f ), ΓI( f + g) = ΓI( f ) + ΓI(g), ΓI(r f ) = rΓI( f ) e ΓI(IdM) = IdΓI(M).

Logo, ΓI é um funtor covariante, chamado funtor I-torsão.
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Sejam I,J ideais de R.

Proposição A.7. ΓI(ΓJ(M)) = ΓI+J(M) para qualquer R-módulo M.

Proposição A.8. ΓI = ΓJ se e somente se
√

I =
√

J. Logo, se J é uma redução de I, então

ΓI = ΓJ

Lema A.9. O funtor I-torsão ΓI é exato a esquerda.

Demonstração. Se 0→ L
f→ M

g→ N → 0 é uma sequência exata de R-módulos, precisamos

mostrar que

0→ ΓI(L)
ΓI( f )→ ΓI(M)

ΓI(g)→ ΓI(N)

é também exata. Pelos argumentos da Definição A.6 vemos que ΓI( f ) é um monomorfismo e

ΓI(g) ◦ΓI( f ) = 0. Agora, seja m ∈ M tal que Inm = 0 para algum n ∈ N e g(m) = 0. Então,

existe l ∈ L tal que f (l) =m. Agora precisamos somente mostrar que l ∈ ΓI(L). Para cada r ∈ In,

temos f (rl) = r f (l) = rm = 0. Desde que f é um monomorfismo, rl = 0. Então Inl = 0.

Exemplo A.10. Considere a sequência exata de Z-módulos 0→ 2Z→Z→Z/2Z→ 0 e mostre

que o funtor 2Z-torsão Γ2Z não é um funtor exato.

Dado um R-módulo M, seja

I• : 0 d−1
→ I0 d0

→ I1→ · · · → Ii di
→ Ii+1→ · · ·

uma resolução injetiva de M. Aplicando o funtor ΓI a I•, obtemos um novo complexo

0
ΓI(d−1)→ ΓI(I0)

ΓI(d0)→ ΓI(I1)→ · · · → ΓI(Ii)
ΓI(di)→ ΓI(Ii+1)→ · · · .

Agora, estamos prontos para definir os funtores (ou módulo) de cohomologia local de M com

respeito a um ideal I do anel R.

Definição A.11. Para i≥ 0, a i-ésima cohomologia local (ou módulo de cohomologia local) com

respeito a um ideal I, denotada por H i
I(M), é definida como sendo

Ker(ΓI(di))/Im(ΓI(di−1)).
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Note que ela é o i-ésimo funtor derivado a direta de ΓI e que assim, por um argumento de álgebra

homológica, isso independe da escolha da resolução injetiva I• do módulo M.

Definição A.12. Para um R-módulo M, chamamos o conjunto ΓI(M) de submódulo I-torsão de

M. Se ΓI(M) = 0, dizemos que M é um I-módulo livre de torsão, e se ΓI(M) = M, dizemos que

M é uma I-torsão.

Para ver com mais detalhes a construção da sequência exata longa que é dada abaixo, refe-

renciamos o livro de Brodmann e Sharp [BS].

Comentário A.13. Seja 0→ L→ M → N → 0 uma sequência exata de R-módulos. Existe

um homomorfismo H i
I(N)→ H i+1

I (L), chamado de homomorfismo conectante que gera uma

sequência exata longa

0 −→ H0
I (L) −→ H0

I (M) −→ H0
I (N) −→ H1

I (L) −→ H1
I (L) → H1

I (N)

−→ · · · −→ H i
I(L) −→ H i

I(M) −→ H i
I(N) −→ H i+1

I (L) −→ · · ·

Proposição A.14. Sejam I,J ideais de R tais que
√

I =
√

J. Então H i
I(M) = H i

J(M) para cada

R-módulo M e todo i≥ 0.

Demonstração. Mostre que ΓI(M) = ΓJ(M) se e somente se
√

I =
√

J.

Exemplo A.15. [BS, Exercı́cio 1.2.4] Para todo grupo Abeliano (ou seja, um Z-módulo G) e

para todo a ∈ Z, temos HaZ(G) = 0 para i≥ 2.

Exemplo A.16. [BS, Exercı́cio 1.2.5] Suponha que R seja um anel local regular de dimensão d.

Então H i
I(M) = 0 para qualquer R-módulo M e para todo i > d.

Outro conceito que será usado neste trabalho é o posto aritmético de um ideal. Isso per-

mite relacionar o número de elementos requeridos para gerar um ideal I com o anulamento da

cohomologia local H i
I(M) de um módulo M.

Definição A.17. O posto aritmético de I, denotado por ara(I), é definido como sendo

ara(I) = min{n≥ 0 : existam b1, ...,bn ∈ R com
√

Rb1 + · · ·+Rbn =
√

I }.

Note que o posto aritmético do ideal nulo é zero.
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Definição A.18. Seja M um R-módulo não-nulo. A dimensão (de Krull) de M, denotada por

dimM, é definida como sendo dimR/AnnM, ou seja, a dimensão de Krull do anel quociente

R/AnnM, onde AnnM := {x ∈ R | xM = 0} é o ideal anulador de M.

Assim como no Exemplo A.16, existem diversos e importantes resultados a respeito do anu-

lamento dos módulos de cohomologia local. Por exemplo, se M é um R-módulo e I é um ideal de

R tal que I contenha uma M-sequência de comprimento n, então H i
I(M) = 0 para todo i < n; ver

[BS, Exercı́cio 1.3.9(iv)]. E mais, se I é gerado por t elementos, então para todo R-módulo M,

temos que H i
I(M) = 0 para todo i > t; ver [BS, Teorema 3.3.1]. Como consequência, temos que

H i
I(M) = 0 para todo i > ara(I), como pode ser visto em [BS, Corolário 3.3.3]. Abaixo, enun-

ciamos o Teorema do Anulamento de Grothendieck que relaciona a dimensão de um módulo e

o anulamento de seu módulo de cohomologia local. Para ver a demonstração sugerimos [BS,

Teorema 6.1.2].

Teorema A.19. (Teorema do Anulamento de Grothendieck) Se M é um R-módulo e I é um ideal

arbitrário do anel R, então H i
I(M) = 0, para todo i > dimM.

Existe também um resultado que relaciona o anulamento de módulos de cohomologia lo-

cal e o comprimento de sequências regulares maximais. Para ver a prova, referenciamos [BS,

Teorema 6.2.7]. Para ver o mesmo resultado no caso local sugerimos [BH, Teorema 3.5.7].

Teorema A.20. Se M é um R-módulo finitamente gerado tal que IM 6= M, então

grade(I,M) = inf{i : H i
I(M) 6= 0}.

A sequência de Mayer-Vietoris, bastante conhecida em topologia algébrica, também possui

uma correspondente análoga na teoria de cohomologia local, como pode ser visto no comentário

abaixo. Lembrando que a mesma possui sua correspondente no caso de módulos graduados. A

contrução desta sequência pode ser encontrada por exemplo, no livro de Brodmann e Sharp [BS],

Capı́tulo 3. Essa sequência é bastante utilizada no presente trabalho, afim de obter resultados

sobre a regularidade de Castelnuovo-Mumford da álgebra Rees, do anel graduado associado e

da fibra especial.
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Comentário A.21. Seja R um anel (graduado) e M um R-módulo (graduado). Se I e J são

ideais (graduados) de R, então existe uma sequência exata longa de módulos de cohomologia

local (graduados)

0 −→ H0
I+J(M) −→ H0

I (M)⊕H0
J (M) −→ H0

I∩J(M)

−→ H1
I+J(M) −→ H1

I (M)⊕H1
J (M) −→ H1

I∩J(M)

· · · · · ·

−→ H i
I+J(M) −→ H i

I(M)⊕H i
J(M) −→ H i

I∩J(M)

−→ H i+1
I+J(M) −→ · · · .

O próximo resultado é conhecido como o Teorema Básico de Finitude e Anulamento. Este

fato generaliza o [BS, Teorema 14.1.4(ii)(iii)], que dá aplicações à geometria projetiva através

da cohomologia local de módulos graduados.

Proposição A.22. Se R =⊕n≥0Rn é um anel positivamente graduado e M é um R-módulo gra-

duado finito, então

(1) para todo i≥ 0 e todo n ∈ Z, H i
R+
(M)n é um R0-módulo finito;

(2) existe r ∈ Z tal que H i
R+
(M)n = 0 para todo i≥ 0 e todo n≥ r.

Para ver a prova do teorema acima, sugerimos ao leitor que veja [BS, Teorema 15.1.5].
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