Sobre a fibra especial e o teorema de Risler-
Teissier para filtracoes

Pedro Henrique Apoliano Albuquerque Lima




SERVICO DE POS-GRADUACAO DO ICMC-USP
Data de Deposito:

Assinatura:

Sobre a fibra especial e o teorema de Risler-Teissier para
filtracoes

Pedro Henrique Apoliano Albuquerque Lima

Orientador: Prof. Dr. Victor Hugo Jorge Pérez

Tese apresentada ao Instituto de Ciéncias Matematicas
e de Computagdo - ICMC-USP, como parte dos
requisitos para obtencdo do titulo de Doutor em
Ciéncias - Matematica. VERSAO REVISADA.

USP — Sao Carlos
Abril de 2013



Ficha catalografica elaborada pela Biblioteca Prof. Achille Bassi

e Secdao Técnica de Informatica, ICMC/USP,
com os dados fornecidos pelo(a) autor(a)

A732s

Apol i ano Al buquer que Lima, Pedro Henrique

Sobre a fibra especial e o teorema de Risler-
Teissier para filtragfGes / Pedro Henrique Apoliano
Al buquer que Lima; orientador Victor Hugo Jorge
Pérez. -- Sdo Carlos, 2013.

77 p.

Tese (Doutorado - Programa de Pds-G aduacdo em
Matematica) -- Instituto de G éncias Matematicas e
de Conputacdo, Universidade de Sao Paul o, 2013.

1. Regul ari dade de Castel nuovo-Munford da fibra
especial. 2. Propriedade da fibra especial ser
Corenstein. 3. Oteorema de Risler-Teissier para
filtragcBes. |. Jorge Pérez, Victor Hugo, orient. II.
Titul o.




Os professores revelam o sentido e a meta a seus alunos. A habilidade e a forga, o status e a
estatura da humanidade sdo moldados e promovidos relativamente a qualidade e ao carater dos
seus professores. Os professores devem dedicar seu aprendizado e sua sabedoria a grande tarefa
de elevar os alunos aos niveis mais altos de conhecimento e agdo. As virtudes que eles ajudam
a inculcar em seus alunos sdo essenciais para a melhoria da sociedade. O caréter é a marca de
cada pessoa. Quando virtudes sd@o profundamente enraizadas no coracdo, todos na sociedade

podem brilhar em plena gldria.

Sathya Sai Baba

Dedico esse trabalho ao meu Baba






Agradecimentos

Ao meu amado Deus, Mestre e Pai, Sathya Sai Baba. “Como posso agradecer a vida, sem
ser grato a vocé, grande tesouro da minha alma”. Eu jamais teria concluido este trabalho, se ndo
fosse a sua orientacdo, ajuda e principalmente o seu amor. Muito obrigado meu Swamiji.

Aos meus grandes mestres Jesus Cristo, Ganesha, Yogananda, Vana Maharaj, Narayana
Maharaj e o meu caro Maharajaji. Também nao esquecerei de minhas amadas maes divinas,
virgem Maria e Eswarama, e a todos os outros grandes santos da humanidade.

Gostaria de agradecer a meus pais, Ana Maria Albuquerque e Luiz Gerson, por todo o amor
e solidariedade que eles tem me dado desde o meu nascimento. Vocé€s me ajudaram muito neste
doutorado, e com toda a certeza, eu jamais teria terminado este trabalho sem vocés. Amo-os
muito, meus pais queridos. Eu jamais os esquecerei, 0 amor atravessa montanhas.

Ao meu professor, orientador € mesmo diria “pai académico”, Victor Hugo Jorge Pérez.
Realmente o seu apoio foi decisivo neste curso. Obrigado por todo o apoio e amizade sincera
que vocé me prestou.

Gostaria de agradecer a meus irmaos Luiz Gerson Junior e Francisco Jander pelo o apoio
moral e pelo o exemplo de dedicacdo ao trabalho. Também nao posso esquecer de minhas
cunhadas amadas e irmas do meu corag@o, Samia e Laideane. Além de meus sobrinhos queridos,
Jodo Victor, Mariana e Ana Julia, que tanto os amo.

A minha Madrinha Concei¢do, ou mais carinhosamente “tia Bebel”, que sempre foi muito
amorosa, mae e amiga. Também aos meus padrinhos Gerson e Meire, sempre lembram de mim,
muito obrigado. E também a toda a minha familia maior, abrangendo tios e primos. Saudades
de vocés.

A minha amada amiga Jaqueline Godoy Mesquita, que realmente foi decisiva na minha
vida. Palavras sdo realmente muito pouco para agradecer o que vocé fez por mim. Também

agradeco a familia dela, Maria Aparecida, Marcos, Cynthia, Nicolas, Luis Mesquita, tia Patricia

3



e os irmaos Lucas e Alice, por sempre me acolherem e me ajudarem nos momentos de alegria
e dificuldade. Em especial, a “dona querida”, Maria Aparecida, por sempre ter sido tdo doce,
dedicada e torcedora do meu sucesso. Momentos dificeis muito passamos, mas o amor de Baba
foi maior.

Ao meu querido amigo David Lopes, que sempre me apoiou nos momentos mais dificeis.
Um dia veio a Sao Carlos somente para visitar-me. Muito obrigado meu irmao.

A minha grande amiga Iris de Oliveira, que sempre se demonstrou muito companheira e
preocupada com meu bem-estar. Me ajudou tanto, muito obrigado.

Gostaria de agradecer de coragdo, e tao profundamente, aos meus amados amigos Mi-
chelangelo e Lucas, que sempre me ajudaram e me apoiaram. Como poderei retribuir?

Agradeco ao meu amigo muito sincero, Renato Alejandro, que sempre me ajudou e me
apoiou. Muito obrigado meu caro amigo.

Aos meus grandes amigos e colegas académicos, Poya, Masoud, Matheus Bortolan, Eder
Ritis e Luis Renato que sempre me prestaram todo o tipo de ajuda. Em especial, agradeco ao
Paulo, por sempre ter demonstrado ser muito compreensivo com a minha ignorancia no latex.
Enfim, a todos os meus amigos académicos que de forma direta ou indireta contribuiram na
minha jornada de trabalho.

Aos professores Raimundo Nonato, Alexandre Fernandes, Miguel Frasson, Maria Aparecida
Ruas, Daniel Levcovitz, Eduardo Tengan, Alexandre Nolasco, Marcia Federson, Ali Tahzibi,
Orizide Manzoli, Hildebrando Munhoz, Marcelo Saia, Roberta Wik e a todos os outros, sempre
muito companheiros € amigos.

Agradeco também aos professores A. V. Jayanthan e R. Nanduri por ajudar-me em minha
davidas.

A todos os funcionarios da secretaria de pds-graduacdo, tais como Ana Paula e Laura, sempre
tao prestativas e atenciosas.

A todos os funciondrios do ICMC.

A CAPES e ao CNPq pelo apoio financeiro.



Resumo

Seja (R,m) um anel Noetheriano local e R D I} D I, O - - - uma filtragdo de ideais de R.
Podemos entdo construir a dlgebra graduada F(§) := &,>0l,/ml,, chamada de fibra especial.
Esta tese objetiva a pesquisa deste anel. Investigamos sobre a sua propriedade de ser Gorenstein
e a sua regularidade de Castelnuovo-Mumford. Outro objetivo, € generalizarmos o teorema de

Risler-Teissier (sobre multiplicidades mistas) para o caso de filtragdes de Hilbert.






Abstract

Let (R,m) be a Noetherian local ring and R D I} D I D - - - a filtration of ideals in R. We
may then construct the graded algebra F(F) := @,>0l,/ml,, which is called fiber cone. This
thesis has the goal to research about this graded ring. We investigate its Gorenstein property and
its Castelnuovo-Mumford regularity. Another aim is to generalize the Risler-Teissier’s theorem

(about mixed multiplicities) for the case of Hilbert filtration.
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Introducgao

Seja (R, m) um anel Noetheriano local e R D1 D I? D - - - a filtragdo I-adica. Temos assim,
importantes dlgebras graduadas como a dlgebra de Rees R(I) := @,>0l"t", o anel graduado
associado G(I) := @,>0l"/I""! e a fibra especial F(I) := @,>ol" /mI" = R(I)/mR(I). Estas
algebras podem ser naturalmente generalizadas para o caso de uma filtracdo de ideais em geral,
ouseja, §:RDI DL D---, onde [; sdo ideais de R. Esta tese possui trés objetivos. Estudar a
regularidade de Castelnuovo-Mumford da fibra especial e a sua propriedade ser Gorenstein. O
terceiro e ultimo, é mostrar o teorema de Risler-Teissier [Te] para o caso de filtragdes de Hilbert.

Nos artigos [CZ], [CZ2] e [CZ3], Cortadellas e Zarzuela, estudaram a profundidade da fibra
especial fazendo uso de certos médulos graduados associados a filtragcdes de mdédulos. Jayanthan
e Nanduri, em [JN], usaram alguns resultados desses artigos para estudar a regularidade (de
Castelnuovo-Mumford) da fibra especial.

A regularidade da dlgebra de Rees e do anel graduado associado sdo bem conhecidas, como
pode ser verificado nos trabalhos [HZ], [O], [H], [T], [JU], etc. No artigo [HZ], por exemplo,
Hoa e Zarzuela obtém muitos resultados entre o niimero de reducdo e os a-invariantes de boas
filtragdes. Ooishi, em [O], prova que a regularidade de uma algebra de Rees e do anel graduado
associado de um ideal 7 s@o iguais. Esta férmula foi também descoberta por Johnson e Ulrich em
[JU]. Depois, em [T], Trung mostrou que existe uma relacdo entre os a-invariantes da algebra
de Rees e do anel graduado associado, e entdo eles provaram a igualdade reg F (1) = regG(I).
Foi possivel mostrar no presente trabalho a mesma igualdade para o caso de boas filtragoes.

No caso I-adico, Jayanthan e Nanduri em [JN] encontram, sob certas condi¢des, relagdes
entre a regularidade da fibra especial e a regularidade do anel graduado associado. Além disso,
eles obtém que de fato a igualdade entre elas pode ocorrer. Daremos neste trabalho uma teoria
analoga sobre a regularidade da fibra especial, da dlgebra de Rees e do anel graduado associado

para o caso de boas filtragdes. Mostramos que para este ultimo caso, a regularidade da fibra
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especial comporta-se similarmente ao caso /-adico. Temos também encontrado outros resultados

em que a igualdade reg F (§) = reg G(§) é verdadeira.

Com relacdo ao segundo objetivo, nos perguntamos quando as dlgebras acima citadas sao
Gorenstein ou Cohen-Macaulay, e outras de suas propriedades. Esta resposta é dada em diver-
sos artigos, como por exemplo [HRZ], [GN], [HZ], [TVZ], [1], [HKU1], [HKU2] ou [JPV].
Em [HRZ], é determinado, sob certas classes de ideais, o expoente n > 0 para o qual R(I") e
G(I") sejam Gorenstein. Goto e Nishida investigam em [GN], a propriedade da dlgebra de Rees
simbdlica ser Cohen-Macaulay ou Gorenstein com respeito a ideais primos de dimensdo um em
anéis locais de Cohen-Macaulay, e entdo eles generalizam para o caso mais geral da algebra
de Rees R(F) e o anel graduado associado G(F) com respeito a filtracoes gerais § de ideais
em anéis locais Noetherianos arbitrarios. Além disso, em [HZ], Zarzuela e Hoa ddo algumas
consequéncias que generalizam resultados bem conhecidos no caso de filtracdes /-adicas. Por
exemplo, eles mostram, sob certas condi¢des, que a propriedade de R(§) ser Gorenstein, onde
§ € uma boa filtragdo, implica na propriedade de G(§) ser Gorenstein. Trung, Viét e Zarzu-
ela, em [TVZ], estendem os resultados de Ikeda em [I] para dlgebra de Rees de filtracdes. No
artigo [HKUT1], Heinzer, Kim e Ulrich dao um critério, em termos de ideais, para que o anel gra-
duado G(I) seja Gorenstein. Depois, eles generalizaram em [HKU?2] estes mesmos resultados
para o caso de filtracdes de Hilbert. Jayanthan, Puthenpurakal e Verma, em [JPV], estudam a

propriedade de F(I) ser Gorenstein para ideais m-primdrios / de multiplicidade quase minimal.

Neste trabalho, estamos interessados na propriedade da fibra especial ser Gorenstein para
o caso de filtracdes. No artigo [JN], Jayanthan e Nanduri, encontram (para o caso /-adico)
descri¢des, em termos de ideais, para o modulo candnico da fibra especial. Eles também mos-
tram que se ambos, o anel graduado associado e a fibra especial forem anéis de Cohen-Macaulay,
entdo as regularidades dos seus mddulos candnicos sdo iguais. Além disso, quando F(I) é
Cohen-Macaulay e G(I) é Gorenstein, eles ddo um critério para dizer se a fibra especial é Go-
renstein. Um dos nossos objetivos neste trabalho € dar uma teoria analoga sobre a propriedade
da fibra especial ser Gorenstein no caso de filtragcdes em geral. N6s mostramos que esses re-
sultados podem ser generalizados para o caso de filtracdes de Hilbert. Vale ressaltar que as
multiplicidades mistras sao ferramentas muito importantes para o estudo da propriedade da fibra

especial ser um anel de Gorenstein, como pode ser visto por exemplo no artigo [JPV]. Neste,



os autores obtém resultados sob o caso de filtragdes adicas. Inicialmente tinhamos a intencao
de generalizar este artigo para o caso de filtracdes de Hilbert. No entanto, vimos que para esse
intento ainda se fazia necessario a generalizacdo, para o caso de filtragdes de Hilbert, de alguns
resultados classicos, como por exemplo, o teorema de Rees [Sw] e também o teorema de Risler-
Teissier [Te]. Dessa forma, para a conclusdo de nosso trabalho, fizemos um estudo a respeito
das multiplicidades mistas afim de verificar que o teorema de Risler-Teissier, que diz respeito a

essas multiplicidades, permanece ainda valido para o caso de filtracdes de Hilbert.

As multiplicidades mistas tiveram inicio em 1957 com o artigo de Bhattacharya [Ba], onde
ele descreveu polindmios de Hilbert para dois ideais e os seus coeficientes de maior grau. O
nome multiplicidades mistas apareceu primeiramente no artigo de Teissier [Te], publicado em
1973, no qual ele e Risler estudaram, usando elementos superficiais, o polindmio de Hilbert
e seus coeficientes, agora para um numero finito qualquer de ideais. Teissier mostra em [Te]
por exemplo, que em um anel Noetheriano local (R,m) com ideais Iy, ...,f; m-primdrios, as
multiplicidades mistas com respeito a tais ideais sdo um inteiro positivo. Além disso, ele mostra
que essas multiplicidades sdo iguais a multiplicidade de um ideal gerado por um sequéncia

superficial com respeito aos ideais citados.

Agora fazemos um cronograma dos principais resultados deste trabalho. No Capitulo 1
damos uma teoria bdsica necessdria para o bom estendimento dos resultados principais, tais
como as definicoes e propriedades elementares de boa filtracdo e reducao minimal. Também
damos as principais propriedades do médulo canénico de um anel graduado e de sua regula-
ridade de Castelnuovo-Mumford. No capitulo 2, tratamos das relagdes entre os a-invariantes
cohomoldégicos do anel graduado associado e da dlgebra de Rees, e depois mostramos no Co-
rolario 2.4 que a regularidade dos mesmos sdo iguais no caso de boas filtragdes. No capitulo
3, mostramos no Teorema 3.3, que se a extensdo analitica € um, entdo a regularidade da fibra
especial € limitada superiormente pela regularidade do anel graduado associado. Temos genera-
lizado esse resultado mostrando que se a profundidade depth F(F) € limitada inferiormente por
s— 1, onde s € a extensdo analitica de §, entdo regF () < regG(F). Mostramos também no
Teorema 3.10, que no caso em que a extensao analitica s € arbitraria, pode ocorrer também que
a regularidade da fibra especial seja limitada inferiormente pela regularidade do anel graduado

associado. Entdo, se além disso, limitarmos inferiormente a profundidade da fibra especial por



s — 1, entdo teremos a igualdade entre as regularidades. No capitulo 4, para o caso de filtragdes
de Hilbert, damos na Proposi¢ao 4.1, uma descri¢cdo para o modulo candnico da fibra especial e
também mostramos uma nova versao para a caracterizac¢ao da sua propriedade de ser Gorenstein,
como pode ser visto no Teorema 4.13. Finalmente, no capitulo 5, definimos as multiplicidades
mistas com respeito a uma quantidade finita de filtracdes de Hilbert, e depois mostramos que o

teorema de Risler-Teissier permanece ainda véalido neste caso; ver Teorema 5.12.



Capitulo
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Preliminares

Como preliminares, introduzimos ao leitor os conceitos basicos que serdo utilizados no de-
senrolar deste trabalho, tais como a definicdo de diferentes tipos de filtragdes e suas proprieda-
des. Necessitaremos também de uma pequena revisao das propriedades de um maédulo candnico
graduado. Finalmente, definimos a regularidade de Castelnuovo-Mumford e falamos um pouco
sobre sua aplicabilidade geométrica.

Durante este trabalho, sempre supomos que todos os anéis em questdo sdo comutativos e

com unidade.

1.1 Boa filtragao: propriedades e exemplos

Comecemos com a defini¢@o dos trés tipos de filtracdo que serdo tratados nesse trabalho.

Definicao 1.1. Seja R um anel e / um ideal de R. Uma sequéncia § = (I,),>0 de ideais de R é
chamada uma filtragdode Rse Iy =RD> 11 2L D13 D ---, I} #R e I;I; C I;; j para todo i, j > 0.
Além disso, dizemos que § € uma I-boa filtragcdo se II; C I; 1 paratodoi > 0e I, = II, para
todo inteiro positivo n suficientemente grande. Uma filtracdo § é chamada uma boa filtracdo
se ela € uma /-boa filtragdo para algum ideal I/ de R. Observe que § € uma boa filtracdo se e
somente se ela € uma /;-boa filtragdo. Uma filtracdo § que seja I1-boa e tal que I; é m-primario,

€ chamada de filtracdo de Hilbert .

Comentario 1.2. Por [B, Coroldrio I11.3.1.4], § € uma I-boa filtracdo se e somente se II; C I;
para todo i > 0 e se existe um inteiro r tal que I, C I"™" para todo n (onde I, = I" := R para

n<0).
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Exemplo 1.3. A [-adica filtracdo § = (I") >0 é um exemplo trivial de boas filtragdes.

Existem diversos exemplos de boas filtracdes que ndo sejam /-adicas. Vejamos algumas

bastante conhecidas.

Exemplo 1.4. Seja / um ideal de um anel Noetheriano R que contenha um elemento nado divisor

de zero. Ratliff e Rush, em [RR], introduziram o seguinte ideal associado a I:

I=ut:r,

i>1

chamado o ideal de Ratliff-Rush associado a I (ou fecho de Ratliff-Rush). Ele é o maior ideal

tendo a propriedade que (/)" = I" para todo n suficientemente grande, como pode ser visto em

[RR, Teorema 2.1]. E fécil de mostrar que para cada inteiro positivo k,

k=t o).
i>1
Além disso, por [RR, Comentério 2.3.2], ﬁ‘ = Ik para k suficientemente grande. Portanto § =
(I)u>0 é uma I-boa filtragdo. Em particular, se R é local com maximal m e I é um ideal m-
primdrio, entdo § = (Zl) n>0 € uma filtracdo de Hilbert.

Antes de dar inicio ao préximo exemplo relembremos a defini¢do de funcao e polindmio de
Hilbert-Samuel. Se § é uma filtragéo de Hilbert num anel Noetheriano local (R,m) de dimenséo
d, a fungdo Hz(n) = ((R/I,) é chamada a func¢do de Hilbert-Samuel de §. Para n suficientemente
grande, ((R/I,) é um polindmio P;(n) de grau d, chamado o polinémio de Hilbert-Samuel
de §. Como no caso de filtragdes adicas, existem inteiros tGnicos ey(F),...,eqs(F), chamados

coeficientes de Hilbert de §, tais que

n+d—1—i>

para n € Z. O coeficiente lider ¢o(F) é um inteiro positivo chamado de multiplicidade (de
Hilbert-Samuel) de §. Usaremos a notacao e(I) = eg(I) = eo(I), onde I é um ideal m-primdrio

de R, para denotar a multiplicidade de Hilbert-Samuel da filtracdo /-adica.
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Exemplo 1.5. Seja R um anel Noetheriano local de dimensao d com ideal maximal m e I um
ideal m-primario. Se R € formalmente equidimensional, entdo o fecho integral de /, denotado
por 1, € o tnico e maior ideal contendo I para o qual eg(I) = eo(I); ver [NR]. J4 € conhecido
que R é um anel analiticamente nao-ramificado se e somente se para todo ideal / C m, exista um
inteiro k = k(I) tal que I" C I"*; ver por exemplo [R, Teorema 5.32]. Logo, pelo Comentirio
1.2, (I"),>0 € uma I-boa filtragiio se e somente se R € analiticamente ndo-ramificado.

O ideal de Ratliff-Rush I de I é o tnico e maior ideal contendo I tal que ¢;(I) = ¢;(I) para
todo 0 <i <d (ver [RR, Teorema 2.1]).

Mais geralmente, se R é formalmente equidimensional e tal que R/m seja um corpo infinito,

€ mostrado em [S, Teorema 1] que para cada inteiro 0 < k < d, existe um Unico e maior ideal

Iy contendo / e contido no fecho integral I de I com a propriedade que
ei(Iygy) = ei(I) para 0 <i<k.
Dessa forma, temos uma cadeia de ideais
I=Igiy Slay S Sl Slop =1

Para cada k, o ideal 1 I € chamado o k-ésimo ideal coeficiente de (ou ey-ideal associado a) I. E
claro que se I contém um elemento regular, Iy, € o fecho de Ratliff-Rush de 1.

Agora seja §y := ((I”){k})n>0 para cada k € {0,1,...,d + 1}. Entdo temos uma cadeia de
filtracOes .

Sa+1 € 8a C - €51 C o,

onde Fy1 = (I"),>0 € a filtragdo I-adica e Fo = (I"),>0 € a filtragdo dada pelo fecho integral das
poténcias de I. Além disso, se I contém um elemento nao divisor de zero, entdo § € a filtracao
dada por ideais de Ratliff-Rush associado a poténcias de I. Quando k = 1, §; é chamada de
filtragdo obtida pelo fecho e1. Se em adig@o, R € analiticamente nao-ramificado, entdo para cada

k, a filtracdo § € I-boa.

Além do fecho integral de um ideal, temos um outro importante fecho, chamado fecho tight.

Este tltimo pode ser usado, por exemplo, para provar o Teorema de Briangon-Skoda sobre fecho
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integral de ideais em anéis regulares. Além disso, o fecho tight também € usado para provar

varias conjecturas na teoria de homologia.

Exemplo 1.6. Seja R um anel Noetheriano de caracteristica prima p > 0. SejaR° =R\ U{p | p €
Min(R)}, onde Min(R) denota o conjunto de ideais primos minimais de R. Entdo, se / é um ideal

de R, o fecho tight de I é definido como sendo o conjunto
I':={x€eR|3ceR’ paraoqual cx? € 9] para todo ¢ suficientemente grande},

onde 19 denota o ideal gerado pelas g-ésimas poténcias de todos os elementos de /. Em adicao,
se R é um anel local de maximal m contendo um corpo que seja analiticamente ndo-ramificado
e formalmente equidimensional, entdo ((/")*),~, ¢ uma [-boa filtragdo. Se em adigdo, / é um

ideal m-primdrio, entdo ((I")*),>( € uma filtragdo de Hilbert.

Seja (R,m) um anel local Noetheriano. Dada qualquer filtracdo §, podemos construir os

seguintes anéis graduados

R(S> = R@Ilt@lztz@ ) Rl(%) = @nezlntn - R[tvt_l]v

GE) =R @)/t R@) =R/heh/LehL/L&---.

Chamamos R(F) de dlgebra de Rees com respeito a T, R (F) de digebra estendida de Rees
com respeito a § e G(F) o anel graduado associado com respeito a §. Denotamos também
o ideal irrelevante de G(§) por G(§)+ = ©p>11y/I+1. Se § € uma filtragao [-adica, isto &,
§ = (I"),>0 para algum ideal I, denotamos a dlgebra de Rees R(F) por R(I) e o anel graduado
associado G(§) por G(I). Uma filtracdo § é chamada Noetheriana se R(F) é um anel No-
etheriano. Uma boa filtracdo € uma filtracdo Noetheriana. Filtracdes Noetherianas satisfazem
MNn>0l, = 0. Adaptando a prova de [M, Teorema 15.7], pode-se mostrar que se § € Noethe-
riana, entdo dimG(F) = dimR. Geralmente denotamos depthG(F) para depthy;G(§), onde
M=m/[ &I, /LLbBDL/I5- - é o tnico ideal maximal homogéneo de G(F). Se F é uma filtragéo
de Hilbert, entdo G(F) é um G(I;)-mdbdulo finito.

Para qualquer filtracdo § = (1,),>0 € qualquer ideal J de R, denotamos §/J como sendo a

filtracdo ((I, +J)/J)n>0 no anel R/J. Além disso, se § € uma filtragdo Noetheriana (resp. de
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Hilbert) entdo §/J é uma filtragio Noetheriana (resp. de Hilbert).

Uma reducdo de uma filtragao § € um ideal J C I; tal que JI,, = I, para n suficientemente
grande. Também sabemos que J C I} é uma reducdo de § se e somente se R(F) é um R([)-
modulo finito. Por [B, Teorema II1.3.1.1 e Corolario I1.3.1.4], R(F) € um R(I;)-médulo finito
se e somente se existe um inteiro k tal que I, C (I;)"* para todo n. Uma redugdo minimal de §
€ uma reducao de § que seja minimal com respeito a inclusdo. Por [HZ, Proposicao 2.6], tém-se
que redugdes minimais de § sempre existem. Uma boa filtracdo § € chamada equimiiltipla se I
¢ equimdltipla, isto é, s(I;) = ht I}, onde s(I;) = dim F (I;). Filtragdes de Hilbert sdo exemplos
de filtracdes equimdltiplas.

Se J é uma redugao da filtragao /-adica, dizemos simplesmente que J € uma reducao de /. Por
[NR], redu¢des minimais de ideais sempre existem. Se R(F) é um R(/;)-mddulo, entdo J é uma
reducdo de § se e somente se J é uma redugao de /;. Logo, se R/m € infinito, redu¢des minimais
de filtracdes de Hilbert sempre existem e sao geradas por dim R elementos. Para redu¢des mini-
mais J de §, primeiramente definimos r;(§) := min{n € Z | I, = JI,_1 }. O niimero de Redugdo
de § é definido como sendo r(§) = min{r;(F) | J é uma redu¢do minimal de F}.

Seja § uma filtragdo Noetheriana. Para qualquer elemento x € I}, denotamos x* como sendo
a imagem de x em G(§); = I; /I, e x° como sendo a imagem de x em F(§); = I; /ml;. Se x*
¢ um elemento regular de G(§), entdo x é um elemento regular de R e por [HZ, Lema 3.4],

G(§/(x) = G(F)/ (x").

Definicao 1.7. Um elemento x € I} é chamado superficial para § se existe um inteiro c tal
que (I,+1: x)NI. = I, para todo n > ¢. Uma sequéncia xp,...,x; é chamada uma sequéncia
superficial para § se x; € um elemento superficial para § e x; € um elemento superficial para

§/(x1,..,xi—1),onde 2 <i<k.

Defini¢io 1.8. Dado um elemento x € I, sua imagem x° € G(§) é dita ser superficial (ou filter-
regular) para G(§) se x € I} é um elemento superficial para §.
Em geral, se f1,..., f» € uma sequéncia de elementos homogéneos de uma dlgebra graduada

Noetheriana S = @©,>0S, sobre um anel Sy, ela ¢ chamada uma sequéncia filter-regular de S, se

fi € p para todos os primos p € Ass(S/(f1,...,fi—1)) taisque S L p,i=1,...,r.

Proposicao 1.9. [HZ, Comentério 2.10] Um elemento x € R é superficial para § se e somente
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se (0 'G(3) x*), = 0 para todo n suficientemente grande, e equivalentemente se x* ¢ p para

qualquer ideal primo homogéneo p € AssG(F) tal que G(F)+ € p.

Demonstracdo. Se x € I} € um elemento superficial para §, existe um inteiro ¢ satisfazendo
(i1 : x)N 1. = I, para todo n > c. Assim, paran > ¢, (I42 : X)L, C (Lo 2 x) NI = Ly .

Isso significa que (0 :G(z) x*), =0 paran > c. O

Definicao 1.10. Dado um elemento x € I}, a imagem x° € dita ser superficial (ou filter-regular)

para F(§) se existe ¢ > 0 tal que (ml, : x) NI, = ml, para todo n > c.

E facil mostrar que x° é superficial em F(§F) se e somente se (0 : F(g) X")n =0 para todo n

suficientemente grande.

Lema 1.11. Seja (R,m) um anel local e § uma boa filtracdo. Se a € I, entdo a imagem a° €
Iy /mly em F(§) € um ndo divisor de zero em F (§) se e somente se (ml,1 : a) NI, = ml, para

todon > 0.

Demonstracdo. Se b € (ml,11 : a) N1, entdo ba € ml, 1, de modo que (b+ml,)a’ =0. Se a°
¢ um nao divisor de zero em F(F) entdo b+ ml, =0, isto é, b € ml,,.
Agora, suponha (ml, : a) NI, = ml, para todo n > 0. Seja b € I, tal que (b+ml,)a’ =0.
Entdo ba € ml,; 1, de modo que b € (ml,4 : a) NI, = ml,. Portanto b+ ml, = 0.
O

Proposicao 1.12. [HM, p. 67] Seja § uma filtracdo Noetheriana e assuma que grade I} > k. Se

X1,...,Xx € uma sequéncia superficial para §, entdo xi,...,x; é uma sequéncia regular.

Demonstragdo. Por indugao sobre k, € suficiente provar o caso k = 1. Suponhamos que ux = 0,
onde x € I;. Existe um inteiro positivo c tal que paran > ¢, temos (11 )u C Np>c((Ipy1: x)NIe) =

Nn>clp = 0. Assim u = 0. O

Proposicao 1.13. [HM, Lema 2.1] Seja § uma filtracdo Noetheriana e x1, ...,x; uma sequéncia

superficial para §. Se gradeG(§) > k, entdo xi,...,x;, € uma sequéncia regular.

Demonstragdo. E suficiente provar o caso k = 1. Se'y € (0: x}) é homogéneo entio yG(F)". =
0 para n suficientemente grande (desde que x; € superficial). Usando [BS, Teorema 6.2.7],
obtemos

(0:x7) C Hgg, (G(F)) = 0.
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Um outra prova para a Proposi¢ao acima pode ser encontrada apartir de [P, Teorema 8].
O proximo resultado € um andlogo da proposicao anterior € por esta razao a prova sera

omitida.

Proposicao 1.14. Sejam § uma filtracdo Noetheriana e x1, ..., x; uma sequéncia superficial para

5. Se depthF (§) > k entdo X9, ...,x7 é uma sequéncia regular.

1.2 O médulo *candnico de um anel graduado

A maior parte dos objetos associados a uma variedade diferencidvel suave e a uma variedade
algébrica suave sdo seus fibrados tangentes e cotangentes, e os seus varios tensores derivados. O
fibrado canodnico, bastante conhecido em geometria algébrica, por exemplo, € a maior poténcia
exterior do fibrado cotangente. Além disso, se a variedade € afim, entdo as secdes do fibrado
candnico formam um moddulo sobre o anel de coordenadas da variedade algébrica chamada de
modulo canodnico. Nesta se¢do, apresentamos as propriedades algébricas béasicas do modulo
candnico.

Seja R um anel Noetheriano, M um R-mdédulo finito e p € Spec(R). O ndmero (finito)
Hi(p, M) = dimyy) Exty (k(p),My) = dimyy) (Exti(R/p,M))y é chamado o i-ésimo niimero de

Bass de M com respeito a p, onde k(p) = Ry, /pRy, € o corpo residual do anel local Ry,.

Defini¢do 1.15. Seja (R,m) um anel local de Cohen-Macaulay de dimensdo d. Um R-médulo

finito C € um mddulo candnico de R se

0 sei#d,
1 sei=d.

ui(m,C) =

Logo C € um médulo candnico de R se e somente se

. 0 arai#d;

Exth(R/m, C) = para i 7
R/m parai=d.

Isto é uma motivagdo para a defini¢do de médulo *canodnico sobre um anel *local de Cohen-

Macaulay, onde * relata que estamos trabalhando em termos homogéneos. Primeiramente dare-



Capitulo 1 - Preliminares 8

mos a definicdo de anel *local.

Definicao 1.16. Seja R um anel graduado. Um ideal graduado m de R é chamado *maximal, se
todo ideal graduado contendo propriamente m for igual a R. Dizemos que R € *local se ele tem

um tnico ideal m *maximal. Um anel *local com ideal *maximal m serd denotado por (R, m).

De forma similar ao caso usual, podemos definir a dimensao no caso homogéneo de um anel

graduado.

Definicao 1.17. Se (R, m) é *local, definimos a altura de m como sendo a defini¢do de *dimensdo

de R, denotada por *dimR.

Essa *dimensao pode ser caracterizada, ja que a *dimensdo de R € igual ao supremo de todos
0s nimeros A para os quais exista uma cadeia de ideais primos graduados po C p; C --- C pp em
R; ver [BH, Teorema 1.58].

Agora podemos definir o médulo *candnico sobre um anel *local de Cohen-Macaulay.

Se (R,m) é um anel *local de Cohen-Macaulay de *dimensdo d, um R-médulo finito gradu-
ado wp é dito ser um mddulo *candnico de R se existem isomorfismos homogéneous
. 0 parai#d;

“Exti(R/m, wR) =
R/m parai=d.
Observacao 1.18. O médulo *candnico wg de um anel *local R é também um mdédulo candnico

de R e € unicamente determinado a menos de isomorfismos homogéneos; ver [BH, Proposicao

3.6.9].

Exemplo 1.19. Sejam R = k|xy,...,x,| 0 anel dos polindémios sobre o corpo k, onde k = R/m é
o corpo residual de R. Seja m = (x1,...,x,) o ideal maximal graduado de R. E bem conhecido

que o complexo de Koszul de x,...,x, dd uma resolucdo minimal graduada livre de k da forma
0— R(—n) - R(—n+ 1)(#1) — e R(—2)<g) — R(—l)('ll) —R—k—0.

Dati concluimos que *Exth(R/m,R) =0 parai#n e *Exti(R/m,R) = (R/m)(n). Dessa forma,

0 mddulo *canénico de R é R(—n).
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Defini¢ao 1.20. Seja (R,m) um anel *local positivamente graduado de Cohen-Macaulay com

moédulo *candnico @wg. Define-se o a-invariante de R como sendo
a(R) := —min{n € Z: (wg), # 0}.

E também possivel mostrar que a(R) = sup{n : [H%(R)], # 0}, onde d é a *dimensio de R
(ver [BS, Definicao e Comentarios 13.4.7]).

Agora, relatamos alguns resultados bastante conhecidos a respeito do médulo *candnico.
Por exemplo, R é Gorenstein se e somente se ®Wg = R(g) para algum inteiro ¢ € Z, como pode
ser visto em [BH, Proposi¢do 3.6.11]. Se R ¢ Gorenstein, este ¢ € unico e tal que a(R) = g.
Além disso, por [BH, Proposicdo 3.6.12], se (R,m) — (S,n) é um homomorfismo finito de
anéis *locais de Cohen-Macaulay , entdo wg = Exty (S, wg), onde r ="dimR—*dim . E também
conhecido (ver por exemplo [HIO, Corolario 36.11]) que se R € um anel graduado arbitrario
definido sobre um anel local, entdo wg é um R-mddulo graduado de Cohen-Macaulay de di-
mensao “injetiva finita e tal que depth wg = dimR. Para ver a defini¢do de dimensdo *injetiva,

referenciamos o livro de Bruns e Herzog [BH].

1.3 Regularidade de Castelnuovo-Mumford

Seja R = @,>9 R, um anel graduado finitamente gerado sobre um anel Noetheriano Ry por
elementos de grau um. Para qualquer R-médulo graduado M, denotamos por M,,, a componente

homogénea de grau n de M e seja

max{n | M, # 0} se M #0;
—o0 se M =0.

aM) =

Seja Ry o ideal gerado pelos elementos homogéneous de grau positivo de R. Para i > 0 e

qualquer R-médulo graduado M, seja
ai(M) := a(Hg, (M)),

onde H1ie+ (M) denota o também chamado i-ésimo médulo de cohomologia local de M com

respeito ao ideal irrelevante R (ver apéndice). A regularidade de Castelnuovo-Mumford (ou
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simplesmente regularidade) de M é definida como sendo o nimero
reg(M) := max{a;(M)+i|i> 0}.

Além disso, a regularidade de Castelnuovo-Mumford (ou simplesmente regularidade) reg' (M)

de M no nivel | € definida por
reg! (M) == max{a;(M)+i|i>1}.

E claro que reg?(M) = reg(M) e reg/ (M) < reg"'(M) < ... < reg®(M) = reg(M). Além disso,
desde que H£+ (M(1))= (Hliﬂ (M))(t) (ver [BS, Comentirio 13.1.9]), temos reg' (M(¢)) = reg! (M) —
t paratodo ¢ € Z. Para o caso em que M = R, a regularidade regR € um importante invariante do

anel graduado R (ver [EG] e [O]).

Proposi¢io 1.21. Assuma que R = D,,>( Ry, € positivamente graduado e seja
O—-L—+M—N—O0

uma sequéncia exata de R-modulos graduados finitos e homomorfismo homogéneous. Mostre
que

(1) reg(L) < max{reg(M), reg(N)+1};

(2) reg! (M) < max{reg!(L), reg!(N)};

(3) reg!(N) <max{reg't!(L)—1, reg/(M)}. Em particular, reg(N) < max{reg(L) — 1, reg(M)}.
Demonstragdo. Segue fazendo uso do Comentario A.13 (ver apéndice). L

Embora este trabalho dé importincia a parte algébrica da regularidade de Castelnuovo-
Mumford, também gostariamos de relatar alguns resultados que testificam sua importancia
geométrica. Para ver mais detalhes referenciamos [BS, Capitulo 14] e sugerimos [H] para a
teoria basica a respeito de geometria algébrica.

Seja k um corpo algebricamente fechado e r € N. Denotemos A™"! (k) como sendo o (r+1)-

espaco afim sobre k, ou seja, os elementos da forma (co,...,c,), tal que ¢; € k para 0 < i <r.
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Também definimos o conjunto

{(co:-+:¢cr): (coyeenycr) € Ar“(k)\{O}}/ ~,

onde (co:---:¢r) ~ (cp:---:c)) se somente se existe A # 0 tal que ¢; = Ac} para todo i. Este
conjunto € denotado por P"(k) e chamado de r-espaco projetivo sobre k. Este conjunto é dotado
com a topologia de Zariski, ou seja, seus conjuntos fechados, chamados de conjuntos algébricos

projetivos, sao da forma
Ver(o () :={(co: -+ :¢,;) €P'(k) : f(co,...,cr) =0 paratodo f € I},

onde I é um ideal homogéneo préprio de k[Xy, ...X,]. E claro que / é sempre finitamente gerado.
Um subconjunto fechado irredutivel de P" (k) é chamado uma variedade projetiva. Além disso,
um subconjunto aberto ndo-vazio de uma variedade projetiva é chamado de variedade quasi-
projetiva.

Dado um subconjunto fechado V = Vi) (1) C P"(k), o cone afim sobre V, denotado por

Cone(V) C A1 (k), é definido como sendo
Cone(V) = {(co,...,c;) € AT (I)\{O}: (co:---:¢,) €eVIU{0} = Viarsigy (D),

ao qual é um cone algébrico afim em A" (k), ou seja, um subconjunto fechado V (J) C A" (k)

tal que J C k[xo, ..., x,] € um ideal homogéneo.

Defini¢ao 1.22. Seja V C P (k) uma variedade projetiva. Seja Ipr(1) (V) := Iyr+1(4)(Cone(V)) o
ideal primo homogéneo de k[Xo, ..., X;]. A regularidade de Castelnuovo-Mumford de V, deno-

tada por reg(V), € definida como sendo

reg(V) := reg(IPr(k) (V)).
Seja d € N. Considere a aplicagdo

o: Pl(k) — P%k)
(x:y) — (@:x@ly:oixydl ),
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A imagem @(P'(k)) é chamada a curva racional normal no d-espago projetivo, e denotada por
C4. Se d = 3, C? é também chamada ciibica retorcida.

Agora tome
I =I%={(vg,..v,) €Z v >0evo+...+v,=d}.

Considere a aplicacao
o: klY,:ve S| — k[Xo,..X/]

Y(V07~~->Vr) — X(;}O...X;}’,

onde k[Y, : v € .Z] € o anel dos polindmios nas varidveis independentes (Y, ),c_» sobre o corpo
k. A imagem o(k[Y, : v € .#]), denotada por k[Xp,...X;|?), é chamada o d-ésimo subanel
Veroneseano de k[Xo, ... X,].

O seguinte resultado da uma aplicacdo da regularidade de Castelnuovo-Mumford a geometria

algébrica.

Comentario 1.23. [BS, Exercicio 1.23] Seja ¢ : k[Yo,...,Ys] — k[Xo,Xl](d) um homomorfismo
de k-dlgebras definido por ¢(Yo) = X&,¢(Y1) = X X1, ..., 0 (Ya_1) = XoX{ ' e 9 (Y4) = X{.
Logo Ker ¢ = Ipay ().

(1) Calculando-se reg(C?) pode-se concluir que Ipa (C%) pode ser gerado por quadrdticas;

(2) Calcula-se entdo a dimensdo da componente de grau 2 de IPd(k) (Cd), como um espago

vetorial sobre k;

(3) Pode-se concluir que Ipa ) (C%) pode ser gerado pelos determinantes das matrizes meno-

res 2 X 2 da matriz
Yo I Yo ... Yy o Yy

Yi, b 3 ... Yo Yy

O Comentario 1.24 relaciona a regularidade de Castelnuovo-Mumford definida acima e a
resolu¢do minimal graduada de M que estd definida logo abaixo. Para mais detalhes, recomen-
damos [BH] e [BS].

Construamos agora uma sequéncia exata livre sobre M que sera chamada resolugdao minimal

graduada de M.
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De fato, seja M um moédulo graduado finito sobre um anel *local (R,m). Seja gi,...,&n
um conjunto minimal de geradores homogéneos de M. Considere a seguinte soma direta Fy =
" | R(—degg;) que é gerada por elementos ¢; tais que dege; = degg;. O Ryp-médulo Fj € livre
de posto n. Além disso, podemos construir um morfismo sobrejetivo ¢y de médulos graduados
que faz corresponder e; sobre g;. Veja que Ker ¢y € um submoédulo graduado de Fy. Afirmamos
que Ker ¢y C mFy. De fato, se ocorresse o contrdrio, entdo existe um elemento homogéneo
u € Ker ¢ tal que u ¢ mF. Dessa forma, um dos coeficientes a; na decomposicdo u =X aze;,
que denotaremos por a;, ndo pertence a m. Desde que todos os a; sio homogéneos, temos que
em particular a; € uma unidade (ver [BH, Lemma 1.5.7]). Dai, aplicando ¢y a u, segue que o
sistema de geradores dado ndo é minimal, o que € uma contradi¢do. Se localizarmos a aplicacao
@o em m, obtemos que n = [ (My). Donde segue que todo conjunto minimal de geradores
homogéneos tem o mesmo numero de elementos. Portanto, dando continuidade ao processo
acima, obtemos o que é chamada de resolucdo minimal graduada livre de M. E facil de mostrar

que uma tal resolu¢do € inica a menos de isomorfismos homogéneos.

Comentario 1.24. [BS, Exercicio 15.3.7] Seja R := k[X1, ..., X,] 0 anel de polinémios sobre um
corpo k em n indeterminadas (que é graduado de forma natural). Note que R é *local com um
unico ideal *maximal m := (Xy,...,X,). Seja M um R-mddulo graduado ndo nulo finito tal que

proj dimM = p. Seja

0= F B F = RS RA M0
uma resolugdo minimal graduada livre de M, tal que F; = @?LIR(an)), onde by, ....,b, € N e
para cada j =0,...,p, at) > .. > ag) (i=1,...,bj). Entdo
0
(1) reg(Fo) = —ay ;

(2) —ay) < reg(M);

(3) Se p>0e L:=Kerfy, entdo reg(L) <reg(M)+1;

(4) reg(M) = max{—a[(?i) —j:j=0,...,p}
()

No proximo exemplo vemos um caso particular em que os nimeros —a;’” acima pertencem

a um intervalo de comprimento igual a regularidade reg M.
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Exemplo 1.25. Consideramos a situagdo acima no caso em que R = k[xy,...,x,] é o anel dos
polinémios sobre um corpo k, I um ideal graduado prdprio de R e M = R/I. Fazendo uso do

fato que Kerf; C mF; para j =0,..., p, podemos concluir que by = l,a(lo) =0 e que _a§j+1) >

—agj) +1para j=0,...,p— 1. Temos entdo que —agj) > jpara j=0,...,p. Pelo Comentério

1.24(iv), temos que —aé(j) <reg(R/I)+ j para j=0,.., p. Portanto,

—a’ € {reNU{0} | j<r<reg(R/I)+ j}.

para j=0,...,p, onde 1 <i<Dbj.

Exemplo 1.26. Seja R =k[x,...,x,] 0 anel dos polindmios sobre um corpo k e m seu ideal maxi-
mal graduado. O Comentario 1.24(4) e o Exemplo 1.19, ddo que a regularidade de Castelnuovo-
Mumford do corpo k é nula. Na verdade, para o anel R = Ry|[xy, ..., x|, onde Ry é qualquer anel

Noetheriano, temos regR = 0 (ver [BS, Exercicio 15.2.11]).
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Capitulo

2

Regularidade da algebra de Rees e do anel
graduado associado para o caso de boas

filtragoes

Este capitulo trata das relacdes entre os invariantes cohomolégicos do anel graduado associ-
ado e da dlgebra de Rees. Mais especificamente, veremos que mesmo no caso de boas filtragdes,
os a-invariantes do anel graduado associado limitam superiormente os a-invariantes da dlgebra
de Rees, podendo também haver a igualdade sob certas condi¢des.

Oishi prova em [O] que a regularidade de Castelnuovo-Mumford do anel graduado associ-
ado e da algebra de Rees sdo iguais, isto é, regG(I) = regR(I). Johnson e Ulrich, em [JU],
redescobriram esta igualdade. Depois disso, no artigo [T], Trung mostra que existe uma relagao
proxima caracterizando o anulamento homogéneo da cohomologia da 4lgebra de Rees e do anel
graduado associado, e entdo ele também mostra a igualdade acima. Neste capitulo, generali-
zamos resultados do artigo de Trung para o caso de filtracdes, mostrando por exemplo que a
igualdade acima, obtida inicialmente por Oishi, permanece valida no caso de boas filtracdes em
geral.

Seja § uma filtragdo sobre um anel R. Consideramos tal anel como um anel graduado con-

centrado no grau zero. Agora considere as seguintes sequéncias exatas
0—R(S)+ > R(F) - R—0; (2.1)

0= R($)+(1) = R(F) = G(F) = 0. (2.2)
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Lema 2.1. Seja § uma filtracdo sobre um anel R. Temos que
(1) sei=0,1, entdo H£(3)+(R(3))n =0 para n > max{0, a;(G(F))+ 1},
(2) sei> 2, entdo H£(5)+(R(S))” =0 paran>a;(G(F))+ 1.
Demonstragdo. Denotamos H'(-) = H£(3)+(-). Como H°(R) = R e também H'(R) = 0 para

i > 1, pela sequéncia exata (2.1) temos

H(R(F):)n ~H(R(F)), paran=0,i>2

e H(R(Z)+)n ~ H(R(F))n paran#0, i > 0.

(2.3)

Como Hé(3)+ (G(F)) = Hlie(g) (G(F)), a sequéncia exata (2.2) induz a sequéncia exata longa

+

= HUR) 4 )nr1 = H'(RE))n — H(GE))n — H T (RE) 1 Jnt =+
Entdo temos aplicacdes sobrejetivas

H (R(T))nsr1 — H(R(T))n paran >max{0, a;(G(F))+1}, sei=0,1

e H(R(Z))ni1 — H(R(F))n paran > a;(G(F)) +1, sei>2.
Pela Proposigdo A.22 temos H'(R(g)), = 0 para n >> 0, e entdo concluimos que

HI(R(E))r =0 paran > max{0.a(G(F) +1}. se.i=0.1
(2.4)
e H(R(F)), =0 paran > a;(G(F)) +1, sei> 2.

Teorema 2.2. Seja § uma filtragdo sobre um anel R. Entdo
(D) ai(R(F)) < ai(G(J)), parai# 1;
(2) ai(R(3)) = ai(G(T)), se ai(G(F)) = ai+1(G(3)) e i #1;
(3) As afirmagdes (1) e (2) sao verdadeiras parai=1, se Hl ) (G(3)) # 0 oul; C/0;

4) ar(R(3)) = —1, se Hg) (G(B)) =0ely Z VO;
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Demonstragdo. Denotamos H'(-) = H£(3)+<')' Pelo Lema acima, a;(R(J)) < a;(G(3)) para
i > 2. Para i = 0, temos dois casos. Se H*(G(F)) = 0 entdo ap(G(F)) = —oo. Assim, usando
o Lema 2.1, temos HY(R(3)), = 0 para n > 0. Mas desde que H°(R(%)) é um ideal de R(J),
temos que H°(R(F)) = 0. Segue entio que ap(R(F)) = ao(G(F)). Se H*(G(F)) # 0, desde que
H°(G(F)) C G(F) é um ideal, temos ag(G(F)) > 0. Assim, pelo Lema 2.1,

HY(R(§))n =0 paran > ay(G(F)) +1.

Isso implica que agp(R(F)) < ao(G(F)). Temos provado (1).
Agora mostremos (2). Usando (1), é suficiente mostrar que a;(R(F)) > a;(G(F)). Dessa
forma podemos supor que a;(G(F)) # —oo. Se i =0, temos H%(G(F)) # 0, e entido ap(G(F)) > 0.

Devido a (2.3), temos a sequéncia exata longa

= HYR(3)) ap(63) = HY(GB))ap(6@) = H (RE)) (63041 =

Pelo Lema 2.1, temos que a1 (R(F)) < —1oua; (R(F)) <a1(G(F)). No primeiro caso, desde que
ap(G(F)) > 0> —1>a;(R(F)), obtemos H1<R(3))a0(G(3))+1 = 0. Como HO(G(S))aO(G(S)) #
>

0, segue que HO(R(F) )z £ 0 ou seja, ao(R(3))
zendo uso da hipdtese ap(G(F)) > a1(G(F)), temos a1 (R(F)) < ao(G(F)), de modo entdo

ao(G(§)). Para o segundo caso, fa-

que HI(R(S))aO(G(g))H = 0. Segue similarmente ao primeiro caso que ap(R(F)) > ao(G(F)).
Agorasei> 1, por (1), ttm-se a;11(G(F)) > ai+1(R(F)). Pela hipdtese, obtemos a; 1 (R(F)) <
ai(G(F)). Entao

HY RE) D aci)+ ~H T (RE))ac3)+1 =0

Dessa forma, a sequéncia exata (2.2) da uma aplicacdo sobrejetiva

H'(R(3))u(c@) — H(GE))a63)-

Desde que Hi(G(g))a,-(G(S)) # 0, obtemos Hi(R(S))ai(G(g)) # 0. Ou seja, a;(R(F)) > ai(G(F)).

Agora provemos (3). Se Hé(g)+(G(S)) # 0, por [T, Coroldrio 2.3(iii)], temos a;(G(F)) +
1 > 0. Usando o Lema 2.1, conseguimos que H'(R(3)), = 0 para n > a;(G(F)) + 1. Segue
entio que a1 (R(F)) < a1(G(F)). Se I} € /0, temos R(F)+ C +/0. Desde que ara(R(F),) =
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ara(\/R(F)+) = ara(+/0) = 0, por [BS, Corolério 3.3.3], temos
H'(R(F))=0eH(G(§)) =0, parai > 0.

Em particular, a;(R(F)) = a1(G(F)).

Agora, provemos (4). Assuma que H'(G(F)) =0e I; Z /0. Entio a;(G(F)) = —oo. Pelo
Lema 2.1, a1 (R(F)) < —1. Suponha que a;(R(F)) < —1. Entdo H'(R(F))_1 = 0. E claro que
H°(G(F))_1 =0, uma vez que H*(G(F)) C G(F) é um ideal. A sequéncia exata (2.2), d4 que

H'(R(F)+)o = 0. Pela sequéncia exata (2.1), obtemos uma sequéncia exata
HO(R(3)+)o — HY(R(3))o — H(R) = 0.

Mas H'(R(F)+) CR()+ e (R(T)+)o =0, logo H*(R(F)+)o = 0. E ficil mostrar a igualdade
H(R(F))o = H,? (R). Também sabemos que H’(R) = R. A sequéncia exata acima d4 que
H[(: (R) =R, e isto implica que I = 0 para algum n > 1, o que é uma contradi¢do. Portanto

ai(R()) = —1. O
Coroldrio 2.3. Defina s := max{i : Hg(§)+ (G(3)) # 0}. Entdo

(1) as(R(3)) = as(G(3));

(2) s=max{i: Hyg (R(F))# 0} sel) C VOous>1.

Demonstracdo. Para i > s, temos a;41(G(F)) = —eo. Neste caso, sempre temos ¢;(G(F)) >
ai11(G(3))-

Se i # 1, pelo Teorema 2.2, temos a;(R(F)) = ai(G(F)). Suponha entdo s > 1. Assim
as(R(F)) = as(G(F)). Se ste(s)+ (R(F)) =0, ttm-se as(R(F)) = —oe, 0 que gera uma contradi¢ao
sobre a hipétese de s. Logo

Hy ). (R(3)) # 0.

Se existe j > s tal que Hé(g)+(R(S)) # 0, pelo Teorema 2.2(2), a;(G(F)) = a;(R(F)), o que
¢ uma contradigdo, ja que Hé(5)+(G(3)) = 0. Portanto se s > 1, o resultado segue. Se s = 1,

Hé(g)+(G(S)) # 0. Pelo Teorema 2.2(3), a1 (R(F)) = a1(G(F)). Se H;(g)+(R(g)) — 0 entio
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a1 (R(F)) = —oo, 0 que leva a uma contradi¢do. Logo H£(3)+(R(S)) # 0. Se existe j > 1 tal que
Hé(3)+ (R(F)) # 0, o Teorema 2.2(2) nos leva a uma contradig@o.
Agora iremos provar o tltimo caso. Suponha que s =0 e I; C v/0. Pelo Teorema 2.2(2),

ap(R(F)) = ao(G(F))- Se ng(3)+ (R(F)) = 0 entdo ag(R(F)) = —oe, 0 que ndo pode ocorrer. [

Corolario 2.4. Seja R um anel Noetheriano local e § uma boa filtracdo. Entdo
reg R(§) =reg G(3).

Demonstragdo. Pelo Teorema 2.2(1), a;(R(F)) +i < ai(G(F)) + i, para i # 1. Lembre que por
[HZ, Proposicdo 3.2], reg G(F) > 0. Pelo Teorema 2.2(3)(4),

ai(RF)+1<a1(G(F))+1oua;(R(F))+1=0<reg G(F).

Em ambos os casos, temos reg R(F) < reg G(F).

Agora vamos provar a outra desigualdade. Seja i maximal tal que
ai(G(§)) +i = reg G(J).

Isso implica que a;(G(F)) +i > ai+1(G(F)) +i+ 1, ousejaa;(G(F)) > ai+1(G(F)). Se tivermos
Hé;(gp (G(3)) = 0, entdo a;(G(F)) = —oo, 0 que € uma contradi¢io. Logo

Hgs), (G(3)) #0.

Se i # 1, temos @;(R(F)) = ai(G(F)). Se i = 1, pelo Teorema 2.2(3), a;(R(F)) = a1(G(F)), ja
que Hé(g)+ (G(F)) #0. Logo a;(R(F)) = ai(G(F)), para i > 0. Donde concluimos que

reg G(§) = a;i(R(§)) +i <reg R(F).
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Capitulo

3

Regularidade da fibra especial para boas

filtragoes

A regularidade de Castelnuovo-Mumford é um importante invariante na geometria algébrica,
pois faz conexdes entre a teoria de cohomologia local e os syzygies de médulos graduados finitos
sobre anéis de polindmios (sobre um corpo).

No capitulo passado encontramos relagdes entre os a-invariantes cohomoldgicos da regula-
ridade do anel graduado associado G(g) e da algebra de Rees R(F). E natural perguntar por
exemplo, sob que condi¢des teremos também a igualdade entre a regularidade da fibra especial
F(F) e da dlgebra de Rees R(F). No artigo [CZ3], Cortadellas e Zarzuela provam, para um ideal
I tal que h(I) = s(I) (onde h(I) denota a altura do ideal I e s(I) denota a extensdo analitica do
ideal I), que se a profundidade do anel graduado associado G(I) e da fibra especial F(I) sdo
limitadas inferiormente por s — 1, entdo as regularidades dessas dlgebras sdo iguais. No artigo
[JN], Jayanthan e Nanduri generalizam esse resultado, mostrando que a igualdade é verdadeira
para ideais em geral. Neste capitulo, mostramos que este resultado permanece valido no caso de
boas filtracdes e além disso, temos acrescentado novos resultados a este teoria.

Neste capitulo, R serd um anel local Noetheriano de dimensdo d > 0 com corpo residual

infinito R/m e § uma boa filtragdo. Considere as filtragdes

F:ROoOm>ODmlDmh D ...

S:ROLDLDOLD....

Durante este capitulo, assumimos que I, .1 C ml/,, para todo n. Esta suposicao € bastante natural.
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Por exemplo, se depth F(F) > 0, entdo essa inclusdo é vélida devido a [CZ, Lema 3.1].
Desde que existe k inteiro positivo tal que m/ly, | = ml;_1l,, para n > k, ndo € dificil

mostrar que R(.%#) é um R(F)-mddulo finito. Assim, temos duas sequéncias exatas curtas
0—R(F) > R(F)—>mGF)(—1)—0 (3.1)

0—-mG(F) - GE)—F(F)—0 (3.2)

de R(F)-mbdulos finitos. Note que mG(F) € um R(F)-submddulo finito jd que G(F) é um R(F)-

moédulo Noetheriano. Neste capitulo, sempre consideramos s := s(F) = dim F(g) > 0.

Lema 3.1. Sejam x = x1,...,x; geradores de uma redugdo minimal de §. Denote x* = (x’f, ...,x’;).

Temos que ay(R(F)) — 1 < ay(R(F)).

Demonstragdo. E facil mostrar que \/R(F)+ = /(x1t,...,x:t). Pela Proposi¢io A.14 e [HIO,

Corolario 35.21], obtemos

. mlskqtnfl
H; R(ZF))], = lim .
SO R e e A

Agora, fazendo uso da propriedade de limite para sequéncias exatas, podemos obter que

as(R(F)) — 1 < as(R(F)). =

Em [HZ], Hoa e Zarzuela mostram que se § € uma boa filtracdo equimultipla de um anel
de Cohen-Macaulay e gradeG(§)+ > s(§) — 1, entdo a regularidade regF (§) da fibra especial é
igual ao nimero de redugio r(§). Abaixo, vemos o mesmo resultado mas sobre outras hipdteses.

Consideramos o caso que a extensao analitica da filtracdo § € um.

Lema 3.2. Sejam (R, m) um anel local Noetheriano e § uma boa filtracdo tal que s(F) = 1. Se

J é uma reducdo minimal de § e gradel; > 1, entdo

reg F(§) = ri(3).



23

Demonstragcdo. Pelo Teorema A.5, temos que s(§) = p(J) (onde u(J) denota o nimero minimal
de geradores do ideal J), e entdo por hipétese, J = (a). Novamente, usando o Teorema A.5,
obtemos que a ¢é analiticamente independente sobre §. Pelo comentario A.4, F(J) é isomorfo

k[x] (onde k = R/m), desde que a também ¢ analiticamente independente em /;. Além disso,

JiNI;m = J'm para todo i. Entdo o morfismo

F(J) = F(F)

¢ finito (desde que R(F) € um R(J)-mddulo finito). Agora por [V, Exemplo 9.3.1] ou [GP,

Teorema 2.6.1] (versao graduada),

@\

(/) /a“F(J))(=d;),

3) ~PFU)(
i=1

J=1

onde c¢; > 1 para cada j. Assumamos que by < ... < b, ed; <... <dy. Assim

xPU A abe 4 (1 —x0) x4 (1 — xS )
1—x '

Hp3)(x) =

Observe que
r7(§) = max{b.,d;}
reg F(§) = max{b.,cj+d;j—1}.

(3.3)
Por hipétese, I} contém um elemento regular. Note que desde que J € uma redugdo de Iy, o
elemento a é também regular. Seja r := ry(F). Se n > rentdo I, = a""I,. Assim

L, a' 'l

ml, a"ml’

e entdo temos uma aplicacao

L
ml, ml,

)

definida pela multiplicacdo por " ". E fécil de mostrar que esta aplicacdo é um isomorfismo.
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Logo, u(l,) = u(l) paran > r. Entdo

Hig)(x) = Z (L) = 1+ (pu(h) — Dx+...+ (u(ly) —/J(Ir_l))x’.

S0 1—x

Comparando ambas as expressdes das séries de Hilbert, segue que ¢;+d; <r,eentdody <r—1.

Em particular, r = r;(§) = b,. Portanto, por (3.3), reg F (§) = r;(F).

No artigo [JN], Jayanthan e Nanduri mostram que se a extensao analitica € um, a regularidade
da fibra especial F(I) é limitada superiormente pela regularidade do anel graduado associado
G(I). O proximo teorema mostra que este resultado permanece verdadeiro para boas filtragoes.
Denotamos por H'(M), o i-ésimo médulo de cohomologia local HIQ(S)+ (M) do médulo M com
respeito a R(F) .

Antes de enunciar o Teorema 3.3, é importante dizer que podemos alterar o suporte R(F)+
do médulo de cohomologia por G(§)+, pois de fato, usando [HIO, Coroldrio 35.20], podemos
concluir que Hlie(sp (M) = H&S)+ (M).

Teorema 3.3. Seja (R, m) um anel local Noetheriano e § uma boa filtragdo tal que s := s(F) = 1.

Entdo reg F (§) <reg G(§). Além disso, se gradel; = 1, temos que reg F (F) = reg G(§) = r(F).

Demonstragdo. Desde que s = 1, /R(F)+ = 1/(x1t), onde x; gera uma redugdo minimal de §.
Como H§(3)+(M) =0 parai > ara(R(F)4) e ara(R(F)+) < 1, segue que H' (M) =0 parai > 1.

Pela sequéncia (3.2), temos a seguinte sequéncia exata longa

0 - H'mG(F) — HY(G®E) — HU(F(J)) G4
— H'(mG) — HYGE) — HYFE) — o. '

Assim ap(mG(F)) < ap(G(F)) e a1 (F(F)) < a1(G(F)). Pela sequéncia exata (3.1), temos a

sequéncia exata longa

0 - HRE) — H'R(F) — HOmG())(-1)
3.5
~ H'RE) — H'R(F) - HmGEF)(-1) — o.
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Dessa forma a;(mG(F)(—1)) = a1(mG(F)) + 1 < a;(R(F)) e pelo Lema 3.1, temos

ar(mG(3)) < a1(R(3))-

Desde que s = 1, pelo comentdrio em [T, p. 2818], temos Hé(g)+(G(§)) # 0. Assim, pelo
Teorema 2.2, temos a1 (R(F)) < a1(G(F)), de modo que a; (mG(F)) < a;1(G(F)). Portanto

regmG(§) < reg G(F).

Usando a sequéncia exata (3.2) e o Proposicdo 1.21, obtemos
reg F(F) < max{reg G(§),regmG(F) — 1} = reg G(F).

Agora, supomos que grade/; = 1. Pelo Lema 3.2, temos reg F(§) = ry(§) para qual-
quer reducao minimal J de §. Por [HZ, Proposicao 3.6], tém-se reg G(F) = r;(§) e portanto
reg F(§) = reg G(§) = r(3)- O

Corolario 3.4. Seja (R,m) um anel local Noetheriano e § uma boa filtragcdo equimiiltipla tal

que s(F) :=dimF(F) = 1. Se R é Cohen-Macaulay, entdo regF (§F) =reg G(F) = r(F).

Demonstracdo. Desde que R é Cohen-Macaulay e § é equimultipla, por [HZ, Lema 2.8] e [GP,
Corolério 7.7.10], temos s(F) = s(I;) = ht(I;) = grade 1.
[

O teorema abaixo generaliza a primeira parte do Teorema 3.3 e como consequéncia, a con-

clusao adicional do Teorema 3.10 estara concluida.

Teorema 3.5. Seja (R,m) um anel Noetheriano local e § uma boa filtracdo onde s = s(§). Se

depthF(§) > s — 1 entdo regF (§) < reg G(F).

Demonstragédo. Temos que H'(M) =0 para i > s, onde M é qualquer R(F)-médulo. A sequéncia
exata longa

o HY(R(R)) = H(R(F)) — H(mG(§))(~1) 0
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diz que a;(mG(F)(—1)) = as;(mG(F))+ 1 < as(R(F)). Entdo pelo Lema 3.1 temos a,(mG(F)) <
as(R(F)). O caso s = 1 ja foi feito no Teorema 3.3. Suponhamos que s # 1. Pelo Teorema 2.2,

temos a;(mG(§)) < a;(G(§)). Temos também a seguinte sequéncia exata

0 — H'(mGF) — H'GE) — H ' (FF) —
— H'(mG(§)) — HYG®) — H'(FE) — o

Entdo a,_1(mG(F)) < a;—1(G(F)). Podemos entdo concluir que regmG(§) < reg G(F) e por-
tanto

reg F(§) < max{reg G(F),regmG(F) — 1} = reg G(F).
[]

O Teorema 3.3 e o Teorema 3.5 sugerem a seguinte questdo, a qual ndo fomos capazes de

responder.

Questao 3.6. Seja (R,m) um anel Noetheriano local e § uma boa filtracdo onde s = s(§).

Perguntamos entdo: Se gradel; = s e depthF (§) > s — 1 entdo reg F (§) = reg G(F)?

Proposicao 3.7. Seja (R,m) um anel local Noetheriano de dimensdo d > 0 e § uma boa
filtragdo. Entdo existe uma redugdo minimal J = (x1,...,Xs) de §, tal que x{,...,xJ € I} /ml;
¢ uma sequéncia superficial para F(F) e xi,....x; € Iy /I, é uma sequéncia superficial para

G(3).

Demonstragdo. Recorrendo a inducdo, mostremos somente o caso em que s = 1. Primeira-
mente, consideramos os ideais primos associados do anel G(§) e da fibra F (§), respectivamente,

como sendo

ASS(G(S)) = {p17"'7prapr+17"'ap3} € ASS(F(S» = {qh "'7qlvql+l7-"aqVﬂ}7

e tais que para n >0, I,/I,41 Cp;parar+1<i<sel,/ml, Cq;paral+1<j<m.
Sabemos que o anel graduado associado G(§) e a fibra especial F(§) sdo ambos quocientes
da dlgebra de Rees estendida, que denotaremos por Z = R(F)(t~!). Dessa forma, tomemos

P ={p},...pi 4}, -, 0, } como sendo as pré-imagens dos ideais primos Pi, ..., Pr, Pril,-... Ps
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em G(F)eqr,....,q,, 1415, qm em F(§F), respectivamente. Desde que R/m € infinito, um argu-
mento de dlgebra linear, nos dd que %) € mljrUp U---Up,UqU---Ug;. Assim, sejax € %)
tal que x ¢ mljrUpy U---Up,UqU---Ugq;. Agora mostremos que 0 # x° € F(§) € superficial
para F(F).

Precisamos mostrar que (0 : x°) NF(§), = 0 paran > 0. Sejay € (0:x?). Agora considere-
mos a decomposi¢do primdria (0) =Ny N---NN,, de (0) em F(F), tal que N; seja q;-primdrio
para j = 1,...,m. Donde segue que yx” € Nj para j=1,...,lex’ ¢ q; O Njpara j=1,...,1.
Logo y € Nj para j = 1,..,1. Temos mostrado que (0:x°) C N;N---N;. Desde que I,/ml, C q;

paran > 0,onde [+ 1 < j < m, concluimos que
(0 : xo) ﬂF(%)n CNIN---N NN N---NNy = (0),

para n suficientemente grande. Similarmente, mostra-se que x* € G(§) € superficial para G(F).

]

Lema 3.8. Seja (R,m) um anel local e § um boa filtracdo tal que a € I). Se a* é um elemento

regular de G(§), entdo
F(3) .
a’F(F)

Demonstracdo. Desde que a* é um elemento regular de G(5§), € facil mostrar que aRN1, = al,,

F(§/(a)).

para qualquer n > 0. Note que

I,+aR I,+aR

L= I, +aR
FE/(@) =D v = Darar ~ D »
n>0 %( nai? ) n>0 = Z;a n>0 mIn +aR
A aplicac@o natural
I, +aR
1, _—
ml, +aR
induz um isomorfismo
1, N I, +aR
ml, + (I,NaR) ~— ml,+aR
Note que
Iy
F N _ F@®n _ wh b
a’F (§) " (a°F (§))n alptmly " qp 4wl (aRN1,) +ml,’

ml,



Capitulo 3 - Regularidade da fibra especial para boas filtracoes 28

0 que conclui o resultado. ]

Antes dar inicio ao préximo resultado, relembremos a defini¢do de multiplicidade de um
modulo graduado finito.

Seja M um R-moddulo graduado finito, onde R € um anel Noetheriano posivitamente graduado
gerado por elementos de grau um e tal que Ry seja um anel local Artiniano. Definimos a fungdo
de Hilbert do médulo M como sendo H(M,n) = £(M,), para todo n € Z. E bem conhecido
que para n > 0, a funcdo H(M,n) é um polindmio em n de grau d — 1. Esse polindmio, o qual

denotamos por P(M,n), pode ser escrito na forma
d—1 :
1) = X (-1 e
n>0 !

onde ¢; € Z para todo i. O inteiro ey := eg(M) é chamado a multiplicidade (de Hilbert) do
modulo M.
O préximo resultado serd de grande utilidade no préximo teorema. Perceba que o Lema

abaixo, por indugdo, € na verdade valido para sequéncias superficiais da fibra especial F ().
Lema 3.9. Se x° € F(§) € superficial entdo dimF (§) /x°F (§) = dimF () — 1.

Demonstragcdo. Primeiramente consideramos a seguinte sequéncia exata
0 — (Wl :x) N Ly /mby_y — Ly /ml, | = I, /ml, — I,/ (wl, 4 xI, 1) — 0.

Por aditividade, ¢(I,/ml,) — {(I,—1 /ml,—y) = {(I,/(ml, +xI,—1)) — €((ml, : x) N L,—y /ml, ),
para todo n > 1. Note que (F(§)/x°F (§))n = I,/ (md, +xI,_1). Desde que x° € F(F) é super-
ficial, temos (ml, : x) N I,_; = ml,_| paran > 0. Dessa forma, para n suficientemente grande,

temos a seguinte igualdade de polinomios de Hilbert:
P(F(3)/x°F(3), n) = P(F(3), n) = P(F(§), n—1).

Concluimos entdo que dim F (F) /x°F (F) = dimF (F) — 1. O

Agora é natural perguntar se a regularidade da fibra especial pode ser maior que a regulari-

dade do anel graduado associado e sobre quais condi¢des a igualdade ocorre. No artigo [CZ3],
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Cortadellas e Zarzuela provam para o caso de filtracdes adicas, que se a profundidade da fibra
especial F (1), depth F(I), e do anel graduado associado G(I), depthG(I), € no minimo s(I) — 1,
suas regularidades sdo iguais. Em [JN], Jayanthan e Nanduri generalizam este resultado no caso

I-adico. Verifiquemos agora que ele também permanece valido para o caso de boas filtracdes.

Teorema 3.10. Seja (R, m) um anel local Noetheriano de Cohen-Macaulay e § uma boa filtra¢do
tal que s := s(§). Suponha que gradel; = s e grade G(§)+ > s — 1. Entdo reg F (F) > reg G(§).
Além disso, se depth F (§) > s — 1 entdo

reg F(§) = reg G(3).

Demonstragcdo. Se s = 1, pelo Teorema 3.3, o resultado é verdadeiro. Entdo podemos supor
s > 2. Pela Proposigao 3.7, existem geradores xi, ..., Xx; de uma redu¢do minimal J de I tal que
x{,...,x; € I /I, é uma sequéncia superficial para G(§) e x{,...,xJ € I} /ml; é uma sequéncia
superficial para F(§). Por hipdtese, temos que grade G(§)+ > s — 1. Logo x7,...,x;_; é G(J)-
regular devido a Proposicio 1.13. Denotamos § = % Por [HZ, Lema 3.4], temos

G(§) = G(F)/ (x5 %5-1);

e pelo Lema 3.8,
F(§) = F(8)/(xsx{_y).

Como x7j,...,xJ_, € uma sequéncia regular, reg G(§) = reg G(§). Pelo Lema 3.9, dimF (§) =
dimF (§) — (s — 1) = 1. Usando [HM, Proposicdo 3.5] e [BH, Proposic¢do 1.2.10(d)], temos

grade =gradel; — (s—1)=1.

(Xl,...,xsfl)

Logo, pelo Teorema 3.3, obtemos reg F (F) = reg G(F) = reg G(F). Por [BS, Proposigio 18.3.11],

reg F(§) <regF(§), de modo que

reg G(§) <regF(F).

Se em adigdo depth F(F) > s — 1, o resultado segue do Teorema 3.5. O
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O corolério abaixo pode ser obtido como um caso particular do Teorema 3.10.

Corolario 3.11. Seja § uma boa filtracdo equimiiltipla onde s = s(§). Se G(F) é Cohen-
Macaulay entdo regG(F) < regF (F). Se além disso, depthF(F) > s — 1 entdo regF(§) =
reg G(5) = ay(G(§)) +.

Demonstragdo. Use [HZ, Proposi¢do 3.6 e Teorema 3.8]. Ol

Corolario 3.12. Seja (R,m) um anel Noetheriano local onde I é um ideal m-primdrio de mul-
tiplicidade mista minimal. Se G(I) é Cohen-Macaulay, entdo F(I) é Cohen-Macaulay se e

somente se regF(I) < 1.
Demonstragcdo. Segue por [JPV, Proposicao 3.1]. ]

Corolario 3.13. Seja (R, m) um anel Noetheriano local, onde I é um ideal equimiiltiplo. Se G(I)
¢ Cohen-Macaulay, entdo F (I) é Cohen-Macaulay com multiplicidade minimal se e somente se

regF(I) <1.
Demonstragdo. Segue por [Vi, Corolério 3.10]. ]

Exemplo 3.14. Um ideal de Sally, considerado em [JPV], é um ideal m-primério em um anel
local (R, m) de Cohen-Macaulay tal que £(I>/JI) = 1 para qualquer reducio minimal J. Para
um tal ideal, podemos obter por [Ro, Coroldrio 1.7], que reg F(I) > reg G(I).

Proposicao 3.15. Seja (R, m) um anel local Noetheriano e § uma boa filtracdo. Se regR(.%) <
regR(F), entdo
reg F () = reg G(J).

Demonstracdo. Aplicando a Proposicdo 1.21(3) a sequéncia exata (3.1), obtemos
regmG(§)(—1) =regmG(F) + 1 < max{regR(F)— l,regR(.%)}.

Mas por hipétese, regR(.#) < regR(§) de modo que regmG(F) + 1 < regR(F). Agora nova-
mente aplicando a Proposicdo 1.21(3) a sequéncia exata (3.2) e usando o fato que regR(§) =

reg G(F) (Corolario 2.4), temos que

reg F(§) < max{regmG(§) — 1,reg G(§)} < regR(F).
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Para a outra desigualdade, primeiramente apliquemos a Proposicao 1.21(2) a sequéncia exata

(3.2), e desde que regmG(F) < regR(F) — 1, temos

reg R(F) < max{regmG(F),reg F (F)} =reg F (F).

[]

Proposicao 3.16. Seja (R,m) um anel Noetheriano local e § uma boa fitragdo, onde s := s(F).

Se R(.Z) é um R(§)-modulo de Cohen-Macaulay, entéo
regF (§) = regG(3).

Demonstragdo. Por [RS1, Proposig@o 4.2], temos que dimg(z) R(#) > dimg R(F). Desde que
dimg R(.#) = dimR (ver [RS2, Lema 1.2.2]), segue que depthg(z)R(F) > 5. Entdo H(R(F)) =
0 para i < s, e pelo Lema 3.1, obtemos regR(#) < regR(F). O resultado seguird entdo da

Proposi¢ao 3.15. ]

O préximo resultado foi primeiramente encontrado por Jayanthan e Nanduri em [JN] para
o caso [-adico, onde I € um ideal m-primério. Abaixo, temos mostrado que esse resultado € de
fato valido para qualquer ideal / e também pode ser estendido ao caso de qualquer boa filtragao.
Temos assumido desde o inicio do capitulo que I, C ml,_1, para n > 0. Em particular, se a

igualdade € verdadeira para n > 0, podemos encontrar o seguinte:

Proposicao 3.17. Seja (R,m) um anel local Noetheriano tal que gradel; > 0. Suponha que
I, =wml, | para n> 0. Entdo
reg F () = reg G(3).

Demonstragdo. Existe um ng tal que [, = ml,_; paran > ng. E ficil mostrar que R(F )'jfmG(S )=

0. Assim, desde que mG(F) € uma R(§)+-torsao,
Hyg). (mG(F)) =0

parai >0e
Hps). (mG(F)) = mG(F).
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Se mG(F) = 0, temos que ml,, = I, para todo n. Logo F(F) = G(F) e assim, a proposi¢ao

segue trivialmente. Assuma que mG(F) # 0. Pela sequéncia exata (3.2), obtemos que
0 — H'(mG(F)) = H'(G(§)) = HY(F(§)) = 0

e H(G(F)) 2 H(F(F)) parai > 0. Assim ag(F(F)) < ao(G(3)) e ai(G(F)) = a;(F(3F)) para
i > 0. Note que grade G(§)+ € igual a zero. De fato, se grade G(§)+ > 0, pelo Teorema A.20,
H°(G(F)) = 0. Entio, pela sequéncia exata acima, H'(mG(g)) = 0, o que é uma contradicio.

Por hipotese e [HZ, Proposi¢do 3.5],

ao(F (%)) < ao(G(F)) <a1(G(J)) = a1 (F(3))-

Portanto

reg F(§) = max{q;(F(§))+i:i> 1} =max{a;(G(F))+i:i > 1} =reg G(F).

Proposicao 3.18. Sejam (R,m) um anel local Noetheriano e § uma boa filtracdo tal que s :=

s(§). Suponhamos que mG(F) seja um R(F)-mddulo de Cohen-Macaulay de dimensdo s. Entdo
(1) afiltracdo § é na verdade de Hilbert;
(2) reg F(F) <reg R(J);
(3) se as(R(F)) — 1 < ay(R(F)) entdo reg F(§) = reg R(F);

(4) se as(R(F)) — 1 = as(R(F)) entdo reg mG(F) < reg R(§) e reg F(F) <reg R(§). Além
disso, se regmG(§) < reg G(F) entdo reg F (F) = regR(F).

Demonstragdo. Por [RS1, Proposi¢do 4.2], temos que dimg/;, mG(F) = 0. Além disso, por
[RS2, Coroldrio 1.2.2], podemos concluir que dimR/(I; : m) = 0, de modo que /; € entdo m-
primario.

Desde que mG(§) é também um médulo de Cohen-Macaulay sobre G(§) e fazendo uso da



33

sequéncia de Mayer-Vietoris graduada (ver Comentério A.21), obtemos
H'(mG(F)) =0 parai#s.
Pela sequéncia exata (3.1), temos
.. > H(R(F)) = H(R(F)) = H(mG(F)) (1) = HTY(R(F)) — ....

Entdo H (R(F)) = H'(R(F)) parai # s, de modo que a;(R(.F)) = a;(R(F)) para i # s.
Primeiro provemos (3). Por hipétese, as(R(%)) < ag(R(F)). Assim a;(R(F)) < a;(R(3))

para todo i, de modo que regR(-# ) < regR(F). Pela Proposi¢do 3.15, reg F (§) = reg R(F).
Agora provemos (4). Se as(R(F)) — 1 = a,(R(F)), temos

regR(F) < regR(§) + 1,

Pela sequéncia exata (3.1), temos

reg (mG(F)(—1)) =regmG(F) + 1
< max{regR(§) — 1, regR(.F)}

<regR(F)+ 1.
Pela sequéncia exata (3.2),
reg F(§) < max{regmG(F) — 1, reg G(F) } <regR(F).

Assim (4) estd provada.
Pelo Lema 3.1, as(R(.%)) — 1 < as(R(F))-. Entdo por (3) e (4), temos (2).

Finalmente, assumamos que regmG(F) < reg G(§). Pela sequéncia exata (3.2), obtemos
reg G(§) < max{regmG(F), reg F(F)} =reg F (). (3.6)

Assim reg R(F) < reg F(F). A outra desigualdade é dada pela afirmacdo (2). O






35

Capitulo

4

A Propriedade da fibra especial ser

Gorenstein para o caso de filtragoes

A propriedade do anel graduado associado e da algebra de Rees serem Gorenstein tem sido
bastante estudada, como pode ser visto nos artigos [HRZ], [GN], [HZ], [TVZ], [I], [HKUI1] e
[HKUZ2]. Goto e Nishida, em [GN], investigaram a propriedade da dlgebra de Rees simbdlica ser
Cohen-Macaulay e Gorenstein, e entdo eles generalizaram os resultados obtidos para a algebra
de Rees R(F) e o anel graduado associado G(g§), onde § € uma filtragdo em geral. Além disso,
em [HZ], Zarzuela e Hoa ddo algumas consequéncias que generalizam resultados conhecidos no
caso [-adico. Por exemplo, eles mostram, sob certas condi¢des, que a propriedade de R(F) ser
Gorenstein implica a propriedade de G(§) ser Gorenstein. No artigo [HKU1], Heinzer, Kim e
Ulrich dao um critério, em termos de ideais, para que o anel graduado G(I) associado a um ideal
I seja Gorenstein. Depois eles generalizam este resultado para filtragcdes de Hilbert, como pode
ser visto em [HKU2].

Em [JN], Jayanthan e Nanduri obtém, para o caso de filtracdes /-adico, uma expressao para
o modulo candnico da fibra especial. Eles também dao um critério que caracteriza a propriedade
da fibra especial ser Gorenstein. Verificamos que estes resultados permanecem vélidos para o
caso de boas filtragdes -§ tais que /] seja m-primdrio, ou seja, filtragdes de Hilbert. Além disso,
temos feito uma nova versao para a caracterizacao citada, como pode ser vista no Teorema 4.13.

Neste capitulo, assumimos que (R, m) é um anel local Noetheriano de dimensio d com corpo
residual infinito e § uma boa filtragdo. Além disso, sempre supomos que a fibra especial F(§)

e o anel graduado associado G(§) sejam Cohen-Macaulay. Se a dimensdo da fibra especial é
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maior que zero, pelo [CZ, Lema 3.1], I, 1 C ml, para todon > 0 e entdo F(F) = G(F)/mG(F).
Mesmo quando F(§) tiver dimensdo nula, assumiremos que esta incluséo seja verdadeira. Isso

€ requerido na maior parte dos resultados deste capitulo tais como a proposi¢@o a seguir.

4.1 Descri¢cao do modulo candnico da fibra especial

Veremos nesta se¢ao algumas decricdes do médulo candnico da fibra especial e do anel graduado
associado. Além disso, mostramos que 0s a-invariantes da fibra especial e do anel graduado

associado sdo iguais, como pode ser visto na proposi¢ao abaixo.

Proposicao 4.1. Seja (R,m) um anel local Noetheriano de dimensdo d e § uma filtracdo de
Hilbert tal que o anel graduado associado G(§) é Cohen-Macaulay. Seja 0G(3) = PnezWn €

WF () 0 mddulo candnico de G(§) e F (§), respectivamente. Entdo

(1) opF) = ®nez(0 10, m);

(2) a(F(3)) =a(G(F)) =r;(F)—d, onde r :==r;(F) é o niimero de redugdo de § com respeito

a qualquer redugcdo minimal J C Iy;

(3) a(F(§W)) = [a(FIES))] = [=4] (onde [y] denota o maior inteiro que ndo seja maior que y),

para qualquer k € N.

(4) Se G(F) é Gorenstein entdo

~ (Intr—as1:m) N yyr—a
op) =D :

ne?Z In-i—r—d-i—l

Demonstragdo. Primeiramente, observe por [HZ, Proposicao 3.6 e Teorema 3.8] que os a-
invariantes de G(§), definidos com suporte no ideal irrelevante G(§)+ e no ideal maximal ho-
mogéneo M de G(F), sdo iguais.

(1) Adaptando a prova de [M, Teorema 15.7], pode-se mostrar que dim G(§) = d. Desde que
I € um ideal m-primario, dim F (I;) = d. Por [HZ, Lema 2.8], temos dim G(§) = dimF (§) =d.

Por hipétese, G(§) é Cohen-Macaulay, e assim, usando [HIO, Coroldrio 36.14], temos

0F(3) = Homgg) (F (3), 0g(3))-
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E facil mostrar que

Homg ) (F (%), 0gz)) = (0 . mG(F)) = (0 log() m) = Bpez(0 g, m).
O resultado segue.

(2) Pela definigdo 1.20, a(F (¥)) = —min{n|[®F )| # 0}. Desde que R/I; é Artiniano e @,
¢ um R/I-médulo finito, segue que @, é um médulo Artiniano. Por [ILL, Teorema A.33], w, é

uma m/I;-torséo e por [ILL, Exemplo A.9],
(0:0, m) = (0:0, m/I}) C @,
€ uma extensao essential. Logo

(0:e, m) # 0 se e somente se @, # 0. 4.1)

Portanto a(F (§)) = a(G(F)), por (1).

Através de [BH, Teorema 4.5.7], temos que R € Cohen-Macaulay. Note também que §
¢ equimdltipla ja que /; é m-primdrio. Desde que G(F) é Cohen-Macaulay, grade G(F)+ =
ht(G(F)+). Por [HZ, Lema 2.4], grade G(§)+ = d. Agora, as hipétese de [HZ, Proposicéo 3.6]

estdo satisfeitas e entdo a segunda igualdade segue.

(3) Por [HZ, Coroldrio 4.6], G(F (k)) ¢ Cohen-Macaulay e por [HZ, Teorema 4.4], a(G(§ (k) )=
[a(G(&))}
k

. Aplicando (2) a filtracdo Veroneseana § *), temos que
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Ou seja, @, = I, r—q/liir—aq+1 para todo n. Entdo usando (1), temos

Iy r— cm) N L,
wF(S)gEBnEZ(Oanm):®(”+ d+1 ) n+r—d

nez In+r—d+1
L, m)N L,
_ @ (n+r d+1 ) n+r d‘ (42)
n>d—r In+rfd+l

]

Corolario 4.2. Suponha que R tenha dimensdo maior ou igual a 2. Se R(§F) é Gorenstein entdo

~ (In_1 : m) NL,_»
wF(%) = EB I :
nez n—1

Ou seja, o modulo candnico W) ndo depende da dimensdo d do anel base e do nimero de

reducdo r.

Demonstragcdo. Use [HZ, Corolério 3.11]. ]

No capitulo 3, vimos que se o anel graduado associado G(§) e a fibra especial F(F) sdo
Cohen-Macaulay, onde § é qualquer filtracdo de Hilbert, entdo suas regularidades sao iguais.
Além disso, vemos abaixo que a regularidade de seus modulos canbnicos Wg(z) € Wp(z) Sa0
iguais. Se em adi¢do G(§) ou F () € Gorenstein, entdo a regularidade de seus médulos candnicos

sdo iguais a dimensao do anel base.

Corolario 4.3. Se os anéis G(§) e F () sdo Cohen-Macaulay temos que reg g ) = reg Op (g)-

Além disso, se G(T) ou F(§) é Gorenstein temos reg 0g() = reg Op (z) = d.

Demonstracdo. O caso d = 0 segue de alguns argumentos na prova para o caso de dimensao
positiva, como pode ser facilmente verificado pelo leitor. Assumimos entdo que d > 0. Pela
Proposicao 3.7, conseguimos uma reducao minimal J de ;§ minimamente gerada por xi,...,Xg €

tal que x7,...,x}; € G(§) e x7,...,x§ € F(J) sejam sequéncias regulares. Entdo

F(8)/(x7,-,xq) = F(/(x1,-%a)) € G(§) [ (x1, -, Xg) = G(F/ (x1,-,%a))-
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Por [BH, Corolério 3.6.14],

reg Wp (z) = reg(a)F(g)/J"wF(g)) = 1egWp(3/5) +d

e analogamente para G(F).
Desde que dim F/(§/J) =0 =dim G(§/J), obtemos reg 0p 5/, = a(OF (3 /7)) € 168 OG(3 /1) =

a(wG(S/J))~
Aplicando a Proposicéo 4.1(1) a filtragdo quociente §/J, temos

Or(5/7) = Bnez (0 gz ) ™)-

Entdo por (4.1), temos que [@p3/s)|n # 0 < [@0g(5/7)ln # 0 para todo n. Assim a(@p(g/7)) =
a(@g(g,))» de forma que reg Wg(z) = reg W ()

Além disso, se G(3) € Gorenstein, por [BH, Proposigo 3.6.11], 0g(z) = G(§)(r —d). Entéo
reg Wgz) =1eg G(F)(r —d) =reg G(F) —r+d.

Desde que G(§) é Cohen-Macaulay, por [HZ, Proposi¢do 3.6], reg G(F) = r, e assim conse-
guimos que reg @Wgz) = d. Fazendo o mesmo procedimento para o caso em que F (§) seja

Gorenstein, o resultado segue. ]

No corolério abaixo, vemos outras descricdes (em termos de ideais quocientes) do médulo

canodnico da fibra especial e do mdédulo candnico do anel graduado associado.

Corolario 4.4. Sejam (R, m) um anel local Noetheriano de Gorenstein com dimensdo d >0 e §

uma filtragdo de Hilbert. Suponha que G(§) é Cohen-Macaulay. Entdo

(Jn-l-r—d . Ir) (Jn—i-r—d—H . m[r> N (JI’H-r—d . Ir)

WG (5) = (Jrtr=d+1 ) ¢ OpF) = (Jrtr=d+1. )

nez nez

Além disso, F (§) é Gorenstein se e somente se

RN ATaTOLEY AN A
(Jrtl: ) ml,

I
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para qualquer n > 0.

Demonstragcdo. Devido as hipéteses deste Coroldrio, as hipédteses de [HKU2, Teorema 6.1] sdao

também satisfeitas, e entao

_ +r. +d—1
o) = DU 1),
nez

onde R () é a dlgebra de Rees estendida. Por [BH, Coroldrio 3.6.14], ttm-se que

OG3) = O 3/0-1r' ) = (O (3)/1 O ) (1)-

Jn—i—r—d:l
Assim, verifica-se que @g(z) = Dnez W Depois usamos a Proposi¢ao 4.1(1) para

obter
(=l o) N (e )

wF(g) = @(0 :[wG(S)]n m) = @ (Jn+r7d+1 N )
nez nez s

Agora supomos que G(F) seja Gorenstein. Entdo

Ly,
o010 @t
nez, ~ hTr—ar

Comparando ambos os isomorfismos graduados acima, temos

hmn)NG L) 6L
(Jrtl: ) ml,

I

para n > 0. A reciproca segue facilmente. ]

4.2 A propriedade da fibra especial de dimensao um ser Cohen-

Macaulay

Daremos nesta secdo, alguns resultados sobre a propriedade da fibra especial ser um anel de
Cohen-Macaulay para o caso de boas filtragdes. Eles serdo necessarios na proxima se¢do, onde
daremos uma nova versao para a caracteriza¢do da propriedade da fibra especial ser Gorenstein.
Além disso, veremos que sob certas condigdes, a regularidade da fibra especial F () é o nimero

de reducdo de uma boa filtragao equimultipla §.
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Lema 4.5. Suponha que s = dimF (F) = 1 e seja J = (a) uma redugdo minimal de uma boa
filtracdo §. Assuma que I contenha um elemento regular. Entdo para todo n e também 0 < i <

n— 1, temos que
(L) (ml, +d"'L)) = p(l,) — u(L) +£((a" ' Nml,) /d"'ml).
Em particular,
0L,/ (ml,+al,—1)) = w(l,) — w(l—1)+4((al,—1 Nml,) /aml,_1).
Demonstragdo. A hipétese sobre I1 da que a € regular. A sequéncia exata
0 — (@)/(m,N(d") — L/ml, — IL,/(ml,+(@")) — 0

e a igualdade ml, N (¢") = @"m (onde J é um ideal analiticamente independente sobre §) ddo
que ¢(I,/(ml, + (a"))) = u(l,) — u(J") = u(I,) — 1. Logo o resultado é verdadeiro para i = 0.

Agoraseja 1 <i<n—1. Entdo temos as seguintes sequéncias exatas
0 — d L/ @ ',nml,) — IL,/ml, — I,/(ml,+d"'I) — O,

0— (@ 'I;Nml,) /a"'ml; — d"'I;Ja" " "'ml; — a"'I;/ (a" ', "ml,) — 0.

Também temos o isomorfismo

a" /a2 1w,
desde que a € um elemento regular. O resultado segue fazendo uso da aditividade de /. ]
Notacao 4.6. Se ay,...,a; € R e § é uma boa filtracdo, denotamos por

1 — L+ (ay,....,ar))/(ar,...,ax),

o0 n-ésimo termo da filtragdo §/(ay, ...,ax), e o anel quotiente R/(ay,...,a;_1) por Ri_1 .

i

O préximo lema mostra como obter o nimero minimal de geradores de em termos do
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nimero minimal de geradores dos termos da filtracdo 3§.

Lema 4.7. Se ay,...,a; € I) sdo tais que aj, ...,a; € G(§) e a,...,a] € F(§) sejam sequéncias

regulares, entdo

k
r(zk) - _li k n—i)-
(i) = Y (-1 (i

Demonstragdo. A prova é feita por inducdo sobre k. E ficil obter que (a1)NI, = a1l para

todo n > 0. Se k = 1, pelo teorema dos isomorfimos,
Hi) = U+ (@) /(mly+ (@) = €/ (mly + a1l -1)).
Consideremos a seguinte sequéncia exata natural
0— ail,—/(a1l—y Nml,) = I,/ml, — I,/ (ml, +ail,—1) — 0.

Por [CZ, Proposicdo 2.3(iii) e Teorema 2.8], temos al,—; "ml, = ayml,_;. Além disso, por
[HM, Proposi¢@o 3.5], a; é um elemento regular. Entdo al,—; /ayml,— = 1,1 /ml,_| e através
da sequéncia exata acima, temos ,u(l,(ll) ) =u(l,) —pu(l—1).

Agorasupomos k > 1. Assimay € Ry_1, (ax)* € G(§/(ai,...,ar—1)) e (ax)° € F(§/(ai, ...,ar—1))
sdo elementos regulares. Ja sabemos que a igualdade ,u(I,(lk)) = ,u(I,(,k_l)) — ,u(Ilgk:ll)) ¢ verda-

deira para k = 1. Entao por indugio sobre k,

u() = T D () — TS D )

]

O préximo lema d4, para o caso de boas filtragdes, varias caracteriza¢des sobre a propriedade
da fibra especial 1-dimensional ser um anel de Cohen-Macaulay. Este lema serd essencial na
demonstragdo da Proposi¢cdo 4.10, onde sera usado inducdo sobre a extensdo analitica da boa

filtracao fixada.
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Lema 4.8. Sejam (R,m) um anel local Noetheriano, § uma boa filtragdo tal que I, contenha
um elemento regular, onde dimF (§) = 1 e r é seu niimero de reducdo. Entdo temos as seguintes

condigoes equivalentes:
(1) F(§) é Cohen-Macaulay;
(2) (0:p(z)a®) =0, para qualquer J = (a) C Iy redugdo minimal de §;
(3) Para qualquer redugdo minimal (a) de §, I, N (41 :a) =ml,, 1 <n<r—1;
(4) Para qualquer redugdo minimal (a) de §, al, \ml, | = aml,,onde 1 <n<r—1;

(5) Para qualquer redugdo minimal (a) de §, ¢(I,/(ml, +al,—1)) = u(l,) — u(l,—1), onde

1<n<r

Demonstracdo. As equivaléncias (1) < (2), (2) < (3) sdo faceis de serem encontradas. As
sentengas (3) e (4) s@o equivalentes pelo fato de a ser regular em R, enquanto que a equivaléncia
(4) < (5) é dada pelo Lema 4.5.

O

Lema 4.9. Seja (R,m) um anel local Noetheriano e § uma boa filtracdo. Suponha que J =
(ay...,aq)R é tal que ay,...,ag sdao partes de um conjunto minimal de geradores para I, e
ay,...,a;_, seja uma sequéncia G(§)-regular. Se JI, + (ai,...a;))R = L,+1 + (a1,...a;)R para

1 <i<d—1, entdo JI, =1,4.

Demonstracdo. Usando [HZ, Lema 3.4] e inducdo sobre i, € suficiente provar o caso i = 1.
SeJl,+aiR=1,.1+aRezecl, |, entdo z=w+ax, onde w € JI, e x € R. Logo ajx =
z—w € I,41, de modo que x € (1,41 : a;). Desde que aj € G(§) é regular, temos (I : a1) = .

Portanto x € I, e entdo z € JI,. ]

Em [CZ3], Cortadellas e Zarzuela mostram sob algumas hipéteses, que a regularidade da
fibra especial F(I) é igual ao nimero de reducdo de uma redu¢do minimal J do ideal /. Aqui
verificamos o mesmo resultado para o caso de boas filtragdes equimultiplas. Ressaltamos que a

afirmacdo (1) pode ser facilmente obtida através do Teorema 3.10.
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Proposicao 4.10. Seja (R,m) um anel local Noetheriano e § uma boa filtra¢do equimiiltipla.
Denote s = dimF (§) e assuma gradel; = s, grade G(§)+ > s— 1 e depthF(F) > s — 1. Seja
J C I uma redu¢do minimal de § e denote r = r;(§), o niimero de reducdo de § com respeito a

J. Entdo obtemos as seguintes:

(1) regF(§) =r;
(2) F(J) € um anel de Cohen-Macaulay se e somente se

#n oy +1,-17) = -1 () -0,
para 1 <n <r(g).

Demonstragdo. Se s = 1, os resultados seguem pelos Lemas 3.2 e 4.8. Suponha que s > 1.
Desde que grade I; = s, podemos encontrar uma redu¢gdo minimal J = (ay,...,ay) de § tal que
ai,....as € R, aj,...,a;_, € G(§) e af,...,al_, € F(F) sejam uma sequéncia regular em seus
respectivos anéis. Desde que 1, /(ay,...,as—1) C R/(ay,...,as—1) contém somente um elemento
regular, diim F'(§/(ar, ...,a¢—1)) = 1 (ver Lema 3.8) e r;(§) = r;/;,_, (§/Js—1) (ver Lema acima),

podemos concluir que

reg F(§) =reg F(§)/(af,....al 1) =reg F(§/Js—1) =r.

Temos feito (1).

Por [BH, Exercicio 2.1.28] e o fato que

F(§/(a1;.a51)) 2 F(3)/(af, . a51),

temos que F(§) é Cohen-Macaulay se e somente se F(F/(ay,...,as_1)) é Cohen-Macaulay. Se
denotarmos o ideal (ay,...,as—1) de R por J;_; e oideal m/J;_; C R/J;—1 por m;_;, 0 Lema 4.8

da que isto € equivalente a

ey f a8V 4010 = p ) - ),
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para 1 < n <r. Pelo teorema dos isomorfismo e [HM, Proposicdo 3.5], temos

-1 —1 1
1Y g 1Y 4ad Y 2 L (i aghy + 1,0 (ay - a))

= I,,/(m],,-l—(al,...,as)ln,l).

Pelo Lema 4.7, (I’ ") — p(1¥ V) = ¥io(—1) (5 (L,—:)- Entdo (2) segue. O

n—1 i

4.3 A propriedade da fibra especial ser Gorenstein

Damos nesta secao um critério para que a fibra especial (com respeito a filtracdes de Hilbert)
seja um anel de Gorenstein. Além disso, apresentamos uma nova versao desse critério, que foi

inicialmente apresentado no caso /-adico por Jayanthan e Nanduri em [JN].

Notacao 4.11. Pela Proposicao 3.7, conseguimos uma redugdo minimal J = (xy,...,x;) de § tal
que xi,....x; € G(F) e x7,...,x5 € F(F) sejam sequéncias superficiais para os seus respectivos

anéis. Denotamos J; = (x1,...,x;), Jo=0e J* = (x],...,x}), J* = (x{,...,x).

Lema 4.12. Suponha que G(F) e F(§) sejam anéis de Cohen-Macaulay. Entdo G(§) é Go-
renstein se e somente se G(§/J;) é Gorenstein, e F(§) é Gorenstein se e somente se F(§/J;) é

Gorenstein.

Demonstragdo. Seja J = (xi,...,X4) uma reducdo minimal de § tal que xj,....x} € G(J) e
x{,...,x5 € F(g) sejam sequéncias superficiais. Desde que G(§) e F(J) sdo anéis de Cohen-
Macaulay, essas sequéncias sdao também regulares (ver Proposi¢do 1.13). Entdo para qualquer
italque 1 <i<d, G(F)/(x],....x7) = G(F/(x1,....,x:)) e F(F)/(x],...x]) = F(F/(x1,...,%:))
(ver [HZ, Lema 3.4] e Lema 3.8). Por [BH, Proposi¢ao 3.1.19 e Exercicio 2.1.28], o resultado
segue. L

O préximo teorema, que se encontra generalizado para o caso de filtragdes de Hilbert, da
uma nova versao do Teorema 3.5 no artigo [JN], onde é dado uma caracterizacdo para a propri-
edade da fibra especial ser Gorenstein, uma vez que se tenha sob hipétese que o anel graduado

associado seja Gorenstein.
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Teorema 4.13. Sejam (R,m) um anel local Noetheriano e J uma reducdo minimal de uma
filtragdo de Hilbert § com niimero de reducdo r e extensdo analitica s. Suponha que G(F) seja
Gorenstein e F(§) seja Cohen-Macaulay. Entdo F (§) é Gorenstein se e somente se

’ (((ln;ji)j;)lﬂln) — i(_l)i(:-)ﬁl(ln—i) et (@) -h

i=0

para 1 <n <r. Se em adigcdo, supomos que R/I, seja Gorenstein, a segunda igualdade pode ser

retirada.

Demonstracdo. Desde que G(§) e F(F) sdo Cohen-Macaulay, pelas Proposi¢des 3.7 e 1.13,
conseguimos uma redu¢do minimal J gerada por elementos cujas imagens correspondentes for-
mam uma sequéncia regular no anel G(F) e na fibra especial F(§). Aplicando a Proposi¢do 4.1

a filtragdo quociente §/J e usando o fato que dim F (§/J) = 0, pode-se provar que

Li,o+J) )Nl +J
oy = @ [(Uert £9) i) O 0]

neZ Inri1+J

Pelo teorema dos isomorfimos e o fato que J N1, = JI,_ para todo n, temos

((Lis1+J) :m)N 1,
L +JL,

I

[wF(g/J)]n—r 4.3)

Se F(§) é Gorenstein, pelo Lema 4.12, entdo F(§/J) também é Gorenstein, e dessa forma

Op gy = F(S/I)(r). E fécil checar que [F(§/J)(r)]a_r = I,/ (mI, +JI,_1). Entdo aplicando ¢

(Gerrimon)y (b
In+1+JIn71 mln‘*"][nfl 7

para todo n. Pela Proposicao 4.10, temos o resultado desejado.

em (4.3), teremos

Para a reciproca, novamente usamos a Proposicao 4.10, obtendo entdo que a igualdade de
comprimentos acima € valida para 0 < n < r, e portanto para todo 7, ja que J é uma reducio de
§. Assim, temos por (4.3), £([®F 3 /5)]n) = L([F(S/J)(r)]n) para todo n, e entdo £(Wp(5/s)) =
UF(F/J)(r)) =LF(F/J)). Seja u = p(wp(g/s)) o nimero minimal de geradores de @p g/ ).
Podemos construir de uma forma natural uma aplicagdo sobrejetiva y : H — ®p (3, tal que

H seja um F(§/J)-moédulo graduado livre de posto p. Por [HIO, Corolario 36.11], o médulo
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candnico Wr g,y tem dimensdo injetiva finita e igual a depth F(§/J) = dim F(F/J) = 0. Dessa
forma, @g 3,y € um modulo injetivo e consequentemente, o funtor Homp g, J)(—, OF 3/ J)) é

exato. Entdo também temos uma aplicacao sobrejetiva

VA Homp(g/])(wF(S/J)7 a)F(g/J)) — Homp 3/ (H, wF(%/J))'

Por [BS, Teorema 13.3.4(ii)], temos

Homp g/) (@ (/1) Op(5/0) = F (/7).

Naturalmente,

Homg 5/, (H, Or(5/5)) = D 0r3/0)-
u

Temos conseguido uma aplicag@o sobrejetiva F(§/J) — @D, OF3/s)- Assim
-l o) = (D opgn) <UFE/D)).
u

Isto implica que u = 1. Por [BH, Proposicao 3.6.11], F(§/J) é Gorenstein, e entdo pelo Lema

4.12 o resultado segue. [

Em [BH, Teorema 4.5.7], é provado que se G(§) é Gorenstein, R também o é. Mas em
geral, isso ndo ocorre para fibras especiais: Em [JPV, Exemplo 6.3], € mostrado que se R =
k[[t4,63,6%,¢7]], 1 = (t*,¢°,%) e J = (¢*) (redugio minimal de 1), entdo F (I) é Gorenstein.

O Coroldrio abaixo obtém condi¢des suficientes para que R/I; seja Gorenstein.

Corolario 4.14. Seja (R,m) um anel local Noetheriano e § uma filtracdo de Hilbert. Se ambos

o anel G(F) e a fibra especial F (F) forem Gorenstein, entdo também R/I; o é.

Demonstracdo. Pelo Teorema 4.13, para n = 0, temos ¢((I; : m)/I}) = 1. Isso implica que

(I :m)/I} = R/m. O resultado estd entdo concluido devido a [ILL, Teorema 11.12]. O

O proximo resultado mostra que o modulo candnico da fibra especial pode sob certas hipoteses

ser um submodulo da mesma.
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Corolario 4.15. Seja (R,m) um anel local Noetheriano e § uma filtracdo de Hilbert. Assuma
que G(§) seja Gorenstein, F (F) seja Cohen-Macaulay e R/I; seja Gorenstein. Se supomos que
aigualdade (L1 g1 :m)Nml, g =1, 411 é verdadeira para todo n > d — r+ 1, obtemos

que O g) € um submddulo de F ().

Demonstragdo. Desde que I,,.1 C ml, para todo n, existe uma aplicacao natural

(In—i-r—d—i-l :m) mIn—&—r—a’ . In+r—d
In+r—d+1 mln-i—r—d

Yn':

paran > d —r, onde

(Ipgr—ar1:m)Nml, g

Ker y,, =
Yo In+r—d+1

Por (4.2), temos uma aplica¢@o natural F(§)-linear
Vo) — F(T).

Desde que R/I; é Gorenstein, e fazendo uso de [ILL, Teorema 11.12], obtemos que (1; : m)/I} =

R/m, donde segue que Ker y;_, = 0. Entdo pela ultima hipétese,

Ly, m)Nmi,y,_
ker v = @ ( n+r—d+1 ) n+r—d —0.
n>d—r In+rfd+1

O resultado esta entdo concluido. ]

Agora veremos a relacdo entre a multiplicidade do médulo canodnico da fibra especial e do
anel graduado associado. Em [JN], € mostrado sob algumas hip6teses, que e (®F(py) < eo(®g(p))
a menos que / = m (onde eq € a multiplicidade de Hilbert de um médulo graduado). Para o caso

de filtracdes de Hilbert o resultado € similar, como pode ser visto abaixo.

Proposicao 4.16. Seja (R, m) um anel local Noetheriano e § uma filtracdo de Hilbert tal que o

anel graduado associado G(§) e a fibra especial F(§) sejam anéis de Cohen-Macaulay. Entdo

eo(Wp(5)) < eo(WG(z))-

Em adicdo, se G(§) é Gorenstein, temos a igualdade se e somente se § é uma filtracdo m-adica.
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Demonstracdo. A Proposicao 4.1 dd que g z) C g(z). Pela aditividade de e(, temos
(®) G(3)

e0(0r(5)) < €006 (3))-

Devido as propriedades do mddulo candnico, podemos encontrar uma reducao minimal J =
X1,...,Xq de § tal que x7,...,x}; € G(§) sejam sequéncias regulares com respeito a G(§) e OG(3)>
e também que x{,...,x € F(J) sejam sequéncias regulares com respeito a F(§) € p(z) (ver
[ILL, Exercicio 11.36]). Por [BH, Comentdrio 4.1.11] e fazendo uso do fato que dim F (F/J) =0
e dimG(F/J) = 0, temos que

eo(Wg(3)) = eo(0cz/1)) = L(O6F/1))

eo(Wp(g)) = eo(Or /1)) = U OFG /)

Se eo(0g(3)) = eo(WF(5)) entdo £(wp(z/7)) = (g (g,))- Pela Proposi¢do 4.1, temos wp 5,y C
OG(5/J)> € assim g3,y = WOg(g/s)- Desde que G(F/J) € Gorenstein e usando o isomorfismo
(4.3), obtemos (I} : m)/I} = R/I; donde segue que I} = m.

A reciproca segue trivialmente, desde que por hipétese, 1,11 C ml,, e portanto § = (m"),,>0.

[]
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Capitulo

5

O Teorema de Risler-Teissier para boas

filtragoes

As multiplicidades mistas tiveram inicio em 1957 com o artigo de Bhattacharya [Ba], onde
ele descreveu polindmios de Hilbert para dois ideais e os seus coeficientes de maior grau. No
entanto, o nome multiplicidades mistas apareceu primeiramente no artigo de Teissier [Te], publi-
cado em 1973, no qual, ele e Risler estudaram, usando elementos superficiais, os polindmios de
Hilbert e seus coeficientes, agora para um nimero finito qualquer de ideais. Teissier mostra em
[Te], por exemplo, que em um anel Noetheriano local (R, m) com ideais /1, ..., [ m-primdrios, as
multiplicidades mistas com respeito a esses ideais sdo um inteiro positivo. Além disso, ele mos-
tra que essas multiplicidades s@o iguais a multiplicidade de um ideal gerado por uma sequéncia
superficial com respeito aos ideais citados. Este resultado foi entdo generalizado para o caso
de médulos por Pérez e Roberto Bedregal em [BP], através do estudo da multiplicidade de
Buchsbaum-Rim. Outro resultado classico envolvendo multiplicidades mistas, é o teorema de
multiplicidade de Rees, que mostra que o ideal gerado por uma redug@o conjunta tem a mesma
multiplicidade que a multiplicidade mista correspondente, como pode ser visto em [R3]. Além
disso, Swanson mostra em [Sw], que se o anel base € formalmente equidimensional, a reciproca
do teorema de Rees € também verdadeira. No artigo [JPV], Jayanthan, Puthenpurakal e Verma
encontram vdarios resultados sobre a propriedade da fibra especial ser Gorenstein, nos quais fo-
ram usados os teoremas mencionados. Inicialmente pretendiamos generalizar os resultados do
artigo [JPV] para o caso de filtracdes de ideais mais gerais, no entanto, percebemos que ainda

se fazia necessario a generalizagdo (para o caso de filtracdes de Hilbert) de resultados clédssicos,
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como o Teorema de Rees e de Risler-Teissier citados acima.

O objetivo deste capitulo € definir, para o caso de filtracdes de Hilbert, os conceitos bdsicos
e necessarios a respeito da teoria envolvendo o teorema de Risler-Teissier descrito acima, de
modo que possamos mostrar que ele ainda € verdadeiro neste caso mais geral.

Comecamos com o conceito fundamental de elementos superficiais, agora com respeito a

filtracdes mais gerais.

Definicao 5.1. Sejam (R,m) um anel local e §; = (I,(ll))nzo, vy B = (I,(lr))nzo filtracdes de
Hilbert. Um elemento a € I 1(1) ¢ chamado superficial para as filtragées §1, ..., 5 se dimR/(a) =

dimR — 1 e para algum inteiro ndo-negativo c e n| > c,ny > 0, ...,n, > 0, tivermos

VARSI LA Yab A2l A Y AR S SR ot

np—1°12

Tendo definido elemento superficial, podemos definir de forma natural uma sequéncia de

elementos superficiais.

Definicao 5.2. Uma sequéncia ay,...,a, € R é chamada uma sequéncia superficial para as
filtragoes §1,..., 8y s€ a; € Il(i) paracada 1 <i<rea € Ri_; =R/(ai,...,a;—1) é superficial

para as filtragdes §;/(ap,...,ai—1),...,8r/(ar,...,ai—1).

A existéncia de elementos superficiais com respeito a uma filtra¢do ja foi discutida por Rossi

e Valla no artigo [RV].

Teorema 5.3. Se (R,m) é um anel local tal que o corpo residual R/m seja infinito, entdo ele-

mentos superficiais existem.
Demonstracdo. Segue similarmente a [RV, Teorema 1.2.3(2)]. O

Agora definiremos as multiplicidades mistas com respeito a varias filtragdes de Hilbert.
Seja (R, m) um anel local de dimens@o d e sejam §1,§2, ..., 5, boas filtracdes, onde F; é uma

filtracdo de Hilbert. Note que

= 6F55)= @ g
1

(
I’l],...,i’erO In +1°1n2 ny

1(1)1(2) I(")
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¢um G := G(I(l),l(z) Il(r),ll(l)) modulo finito. Veja que neste caso, Gy . g = R/Il(l) ¢ Arti-

niano. Além disso, (g, 0%, n,) € um polindmio de varidveis ny,...,n, de grau dim¥ —r =

.....

(d+r—1)—r=d—1 para ny,...,n, suficientemente grandes; ver por exemplo [Ci, (1.8)] .

Desde que
(1)) 4
L, L) -1 .
E( (13 iz) (r)) (R/H—H ”2 ' I,Sr)) (R/Im nz ) 'Ir(lr))»
In1+lln2 ’ Inr
resulta, para ny,...,n, suficientemente grandes, que E(R/I,S})I,g) . -I,gf)) ¢ um polindémio de

ni,...,n, variaveis de grau d. O escrevemos na forma

ny+0oq n,—+ o,
Z eu ,
lo|<d (04] o

onde @ =(qy,...,0) e |a| = a; +...+ a,. Além disso, podemos escrever a sua parte homogénea

de grau d na forma

[(Xﬂ [ar] "

Z —Y ¢ (31 , o ) 1 o r7

oy +...+o=d ol oy o

onde ey = e(%’ (o] R LO‘J) € Q e é chamado multiplicidade mista (de filtracéoes) com respeito
asi,...,8r O simbolo e(S[ L .,SW) & uma abreviagio, significando que cada §: esta sendo

listada «; vezes.

Lema 5.4. (Lema de Artin-Rees para multi filtracées) Sejam R um anel Noetheriano e §1, ..., 5k
boas filtracées. Seja I C R um ideal. Entdo existem cy,...,cy tais que para n; > c;, onde i =
1,....k, tém-se que

i o= a1 .

np— Cl Ny —Ck

Demonstragcdo. Consideremos a multi-dlgebra de Rees

—R[gll‘l,...,gklk] = EB In] : nk t] t/:lka

ny,...,n >0

que € um anel Noetheriano, ja que por hipétese, as §; sdo boas filtragdes (Noetherianas). Agora
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consideramos o ideal

s= P ((1511) . -Ir(zl,f)) AN

nl7'“7nk20
de Z, o qual é entdo finitamente gerado. Podemos escrever o ideal .# como sendo finitamente

gerado por elementos homogéneos, ou seja,
o Ol
I = (agt™M,...,aqt™),

para algum inteiro s > 0, onde os o = (e, ..., 0ff) sdo multi-indices e 1% = tf" - 't:‘". Seja
dj = max{oc; |i=1,..,s} para 1 < j <k. Seja g tal que para cada i, temos 11(’)1,5’) = r(lﬁ)rl para

n 2> q. Depois tome c; :=dj+q. Os c; sdo os elementos desejados para a solu¢do do problema.

]

Lema 5.5. Sejam (R,m) um anel Noetheriano local e §,...,§ filtracdes de Hilbert. Sejam
i€cZexe Ifl) tais que para algum c € N e quaisquer que sejam ny, ...,n; € Z suficientemente

grandes, tenhamos

(-t 2y 101 0 =10 ) ).

ny—i-n2
Entdo para ny,...,n; > 0, temos que

By i) )y = (0 1 0D ) e (0:x) N1 ) =0

k

Demonstragcdo. Pelo lema de Artin-Rees, existem ey, ...,e; € N tais que paran; > e, com j =
1,....k, temos

n1 61 np—ey*

Dessa forma, (1,Sl)~-.1,§’,j). HC(0: )—H(l) 1™ Desde que I( ) Ic(l)lézz)-~~le(f)

np—ej ng—eg*

N {020 o

PR ¢, - Desde que §| € um boa filtragdo, existe um

() ¢

inteiro d tal que Ir(, ) - (11(1)) ~4 para todo n. Tomemos n’ de forma que n’ —d > m. Logo, L,

:m,

existe m € Z* tal que (I
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(11(1))”/"1 C (1 s )) Ou seja, I( ) ¢ 1(1)16(22) . -Ie(,lf). Logo, parany > n' +ey,ny > es,...,n; > e,

1 K ; 1 k
(I,(ll)---l,gk):x) C (0:x)+l,§l),el---l,gk),ek
C () +1 0P, N
c Oy 41D 0P B
c (0:x)+ 12 b

Dessa forma, para ny,...,n; >0,

@y iy = @ 0 )+ 1D )

= (0:x)+ @1y gD
= (0:x) 41,0 01y

Em particular, para ny,...,n; >0,

O 1 Nysolhy) - ay) ) IR )
k
C Nuysoll L2 Iy
g ﬂn1>>0 }’(l]) i = 0

]
(1)

Observe no lema acima que as hipdteses sdo satisfeitas se i = 1 e x € I}’ for um elemento

superficial com respeito as filtracdes em questao.
Em analogia a teoria envolvendo multiplicidades mistas para vérios ideais, a saber, relativo

a filtracdes adicas, desenvolvemos esta mesma teoria, agora com respeito a filtracdes de Hilbert.

Seac Ifl) entdo temos a seguinte sequéncia exata

-a

0 — ()01 0y ) — R L) S
— R/ 1) — R/(@)+1V1Y ) — 0.

Desde que as filtragdes sao de Hilbert, usando a aditividade do comprimento ¢, obtemos

(R/LY 1)~ <R/ ,,1 - I,SI>>=
E(R/(a)ﬂél)---I,S?)—E((I,S}) a1 12 ). (5.1)
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O teorema abaixo foi mostrado primeiramente por Teissier em [Te]. Temos entdo verificado,

que este teorema permanece valido quando trabalhamos no caso de filtragoes de Hilbert.

Teorema 5.6. (Risler e Teissier) Seja (R,m) um anel Noetheriano de dimensdo d e sejam

(1)

S15 -+ Sk filtragdes de Hilbert. Suponhamos que x € 1, ° ndo pertenca a qualquer ideal primo

minimal de R. Supomos que para ny, ...,n; > 0, temos

@ n® i) =1

ny
Seja R' = R/xR. Entdo para quaisquer dy,...,d; € N comdy + ... +d, =d e d; > 0, temos

eR/(S[ldl_”R’,..., ,[cd"}R’), sed>1

er (3dl] S[dk)
¢(R/xR) —¢(0: x), sed=1

(i)
. . Jron
Demonstracdo. Primeiramente, denotamos R’ = (’T)(x))lwo.

A equagdo (5.1) nos diz que

CR/ 1))~ ¢ <R/ nl L 1£:>>=
OR/(a)+ 1) - 1)) — () - 1) @) /1 1D 1)),

Mas (1,2}) . -I,(l:) ca)=(0: a)+1r(l:)711,g) .- -I,(,:) e (0: a)ﬂl,(l})l,(é) .- -I,g:) =0 parany,...,n, >0,

devido ao Lema 5.5. Portanto, fazendo uso da aditividade de ¢ sobre sequéncias exatas, obtemos

() -1y -a)

2)

/
(1) r)

=/(0:a).

Assim, parany,...,n, > 0, a parte de maior grau do lado esquerdo da equacao resultante de (5.1)
é

(5 di]y (,d b d
p '---d!e(g[l 1]7'“’S]Ek])(n11_(nl—l)dl)l’l2 "kk
d]++dk:d 1 * r-

A parte de maior grau na soma acima é

1 [d dy]
P ATLC A IS

di+..+dy=d
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Agora sobre o lado direito, se d > 1, a parte de maior grau é

1

d d d d
mew(&g 1}Rl,. . ’Sl[c k}R/)nll ,__nkk,

di+..+dy=d—1
e se d = 1, o maior grau do lado direito € a constante egs (S[lo]R’, = -,S,[CO]R’) —£(0:a)=¢R)—
¢(0:a). Logo, se di +...+dy =d entdo (dy — 1) +d,... +dy = d — 1, e portanto o resultado
segue. ]

O lema abaixo é bastante similar ao Lema 5.5, havendo apenas uma diferenca na superficia-

lidade do elemento x, como pode ser visto pelo leitor.

Lema 5.7. Sejam (R, m) um anel Noetheriano local e I um ideal m-primdrio de R. Suponhamos
que x seja um ndo-divisor de zero em R ou que para alguma filtracdo de Hilbert F = (J,)n>0,
exista um elemento x € R que seja superficial para .%. Entdo existe e € N tal que para todo
n>e,

(I":x) C0:x)+I"° e (0:x)NI°=0.

Além disso, se x é superficial para I, entdo para n > 0,
(I":x) = (O:x)+1”_1.

Demonstracdo. Pelo Lema de Artin-Rees, existe um inteiro k > 0 tal que paran >k, I" N (x) C
xI" . Assim, (I" : x) C (0 : x) +I"". Agora, analisemos os seguintes casos. Se x é um nio-
divisor de zero, entdo (0 : x) = 0. Agora suponhamos que x seja superficial para .%. Por hipétese,
existe ¢ tal que (J,, : x) NJ, = J,—1 paran > c¢. Tome e = cm + k. Pela inclusdo acima, obtemos
que

(I":x) C(0:x)+1""°.

Além disso, seja m € N tal que I C J;. Entao temos

(0:x)NIC (YUn:x)NI C [ In—1 =0,

n>c n>c

desde que I C (J;)¢ C J.. Finalmente, suponhamos agora que x seja superficial para I, ou seja,
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que tenhamos § = (J,)n>0 = (I"),>0. Entdo paran > e +c,

(I":x) = ((0:x)+I19)NI":x)
= (0:x)+I°NI":x)
= (0:x)+1" 1

]

Lema 5.8. Seja (R,m) um anel Noetheriano local de dimensdo d. Suponhamos que I seja um

ideal m-primdrio de R e x € I. Denotemos R' = R/xR e I' = IR'. Entdo temos que:

(1) Se dimR' = d — 1, entdo para n>> 0, temos que £((I" : x) /") é um polinémio em n de

grau no mdximo d — 1 com coeficientes racionais.

(2) SedimR =d —1, entdo eg/(I') > eg(I), e a igualdade ocorre se e somente se paran >0,

tivermos que (((I" : x) /I"™") seja um polinémio em n de grau no mdximo d — 2.
Demonstragdo. Seja g(n) = £((I" : x)/I""!). Através da sequéncia exata

(I” :x) R xR R
— - — = —— =0,
In—l In—l n (X) + I

0—

podemos concluir que

g(n) :g(@%) M(Ini_l) —5(15,1)-

Assim, desde que dimR’' = d — 1, para n suficientemente grande, g(n) é um polindmio de grau no
maximo d — 1, visto que além disso as partes de grau d acima se cancelam. Isso também significa
em termos de multiplicidade que eg/(I',R’) > eg(I,R); ocorrendo a igualdade se e somente se

g(n) € um polindmio em n de grau no maximo d — 2. O

Lema 5.9. Sejam R um anel Noetheriano e x1, ...,xs uma sequéncia superficial para §. Entdo

LN (x1,.x5) = (X1, 00y x5) L1,

para n suficientemente grande.
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Demonstragcdo. Faremos apenas o caso em que s = 1. O lema seguird entdo por indu¢do. Por
hipétese, existe um inteiro ¢ tal que (1,41 : x) N1, = I, para n > c¢. Pelo Lema 5.4, existe um
inteiro [ tal que para n > [, I, N (x) C xI, ;. Tomemos n > c+1. Sey € I, N(x), entdo y =
ax=bx,ondea € (I,:x)eb e l, ; CI. Donde temos que a—b € (0: x) C (I, : x) e portanto
b=a—(a—b) € (I, : x). Provamos entdo que I, N (x) C x((1, : x) N1.). Desde que por hipStese

x é um elemento superficial, segue que
I,N(x) Cxl,q,

para n suficientemente grande. [

Proposicao 5.10. Sejam R um anel Noetheriano e § = (I,),>0 uma filtragdo de Hilbert. Sejam
J C I um ideal e xy,...,xs € J uma sequéncia superficial para §. Denotemos L = (x,...,X;).

Assim, se J(R/L) é uma redugdo da filtragdo ((I,+L)/L) 1> €ntdo J é uma redugdo de .

Demonstragdo. Por hipotese, existe um inteiro c tal que para n > c,

J R\ (Li+L\ ILui+L
L L L

ou seja, (JI,+L)/L= (I,+1 +L)/L. Logo,

Loy CUL+L)N Ly =T+ (LN ).
Pelo Lema 5.9, para n suficientemente grande, temos que
Jhy+ (LN 1ysy) CJL+ L, = 1y,
de modo que a prova estd assim concluida. O]
A préxima proposicdo mostra que quando a dimensao do anel base é maior que um e x € um

elemento superficial com respeito a uma filtragdo, entdo a multiplicidade do ideal I e do ideal

[J(rx()x ) de R/xR sdo iguais.
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Proposicao 5.11. Sejam (R,m) um anel local Noetheriano de dimensdo positiva e I um ideal
m-primdrio. Sejam x € I, R =R/xR e I' = (I + (x))/(x). Suponhamos que dimR' =d — 1. Se o
ideal I é gerado por d elementos, x € I\ wml e além disso, x é um ndo-divisor de zero ou x é um

elemento superficial para alguma filtracdo § de Hilbert, entdo

ep(I') sed>1;

eR(I):
UR)Y—£(0:x) sed=1.

Demonstragdo. Suponhamos que x seja um elemento superficial para alguma filtracdo § de

Hilbert.

Primeiramente, suponhamos que d = 1. Temos entéo que I = (x). Desde que dimR’' =0, a
filtragdo quociente ((I; + (x))/(x))" é nula para n > 0. Como § é uma boa fitragdo, existe um
inteiro k, tal que I, C (I)"~* para todo n. Dessa forma, concluimos que (I, + (x))/(x) = 0 para
n>> 0. Pelo Lema 5.10, obtemos que / ¢ uma redugio de §. Assim, eg(I) = eg(F). Desde que
por [RV, Proposi¢do 1.3.2(3)], e(F) = £(R") — £((0 : x)), o resultado segue.

Agora, provemos o caso em que d > 1. Escrevamos I = (x,x7,...,x4) € J = (x2,...,x4). Pelo
Lema 5.7, existe e € N tal que (0: x) N1¢ = 0. Como I = (x)+J, segue que (I" : x) = (xI" ' 4+-J":
x) =I""! 4 (J": x). Pelo lema de Artin-Rees, existe ¢ € N, tal que paran > ¢, J" N (x) C xJ".
Logo, paratodo n > ¢, (J":x) CJ" ¢+ (0:x) e assim, (I" : x) C I"' +J" ¢4 (0 : x) de forma

que
n. n—1 n—c n—1 .
(1 .x)CI +J +I -I-(O.x)'
In—l - In—l In—l

Pelo Lema 5.7, paran >0, (0:x) N mn-1=o. Logo, usando a sequéncia exata

0: 1
0— (0:x)n/"! —>(0:x)—>%—>0,
temos para n > 0 que
L (0:x) 1!
(0:x) = T

Note agora que (I"~! +J"=¢)/I"~! é um R/I°-médulo e assim, é facil mostrar, que seu com-

primento € limitado superiormente por w(J" €)¢(R/I¢), o qual é limitado superiormente por

(nfc+d72

STST)L(R/I€). Este dltimo, € um polindmio sobre a varidvel n de grau no maximo d — 2.
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Logo, para o caso d > 1, £((I" : x) /I""") é para n suficientemente grande, um polindmio em 7

de grau no méaximo d — 2. Pelo Lema 5.8, segue o resultado. L

O préximo resultado é uma consequéncia imediata do Teorema 5.6. E mostrado abaixo que

as multiplicidades mistas com respeito a filtragdes de Hilbert também sao inteiros positivos.

Teorema 5.12. (Risler e Teissier) Sejam (R, m) um anel local Noetheriano ndo nulo e §1, ..., 8
filtragoes de Hilbert. Sejam d,..,dy € N comd| +...+dy =d. Seja x1,...,x; uma sequéncia su-
perficial para §1, ..., 51,y Sk; ---, Sk (com cada §; listando d; vezes), onde cada x; ndo pertengca

a qualquer primo minimal de (xy,...,x;—1). Entdo,
[d1] iy — ) .
e(F1 08 ) =UR/(x15 X)) — L((X1,5 -y Xa—1 2 Xa)),

e também igual a multiplicidade do ideal (xy,...,xz).

Demonstracdo. Seja R; = R/(xy,...,x;). Pelo Teorema 5.6,
(@, FH) = e, B R FHRY)

= €R, (‘S[lo}Rdfl PEEED) 3’][(01le71 ’ 3/][3]Rd71)

— eRd(S[IO]Rd, ...,SI[CO}Rd) — (X1, ey Xg—1) : Xq)

= E(R/(xl,...,xd)) —E((xl, ...,xd_l) :xd).

Se d = 0, este nimero é ¢(R) (que é positivo desde que R # 0). Para o caso d > 0, basta usarmos

a Proposicao 5.11 repetidas vezes, para obter que

eR((X1y. %)) = L(R/ (X1 .y Xa)) — L((X15-ees Xq) = Xg),

de forma que temos concluido a demonstracdo do teorema. [
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Apéndice

A

Extensao analitica e cohomologia local

A.1 Extensao analitica

O objetivo desta tese € estudar a propriedade da fibra especial ser Gorenstein e a sua regularidade
de Castelnuovo-Mumford. Dessa forma, € importante introduzir ao leitor algumas informacdes
basicas a respeito da dimensdo dessa fibra, chamada de extensdo analitica. Comecamos por

definir a no¢ao de elementos analiticamente independentes sobre uma boa filtracao.

Definicao A.1. Seja (R,m) um anel local e § uma boa filtragdo. Entdo vy, ...,v; € I sdo anali-
ticamente independentes para § se e somente se, para todo 2 € N e f € R[X),...,X;]| (o anel
dos polindmios sobre R em ¢ indeterminadas) um polindmio homogéneo de grau 4 tal que
f(vi,...,v;) € Iym, tivermos que todos os coeficientes de f encontram-se no ideal maximal
m. Além disso, note que se vy,...,v; € I} sdo analiticamente independentes em § e também
J = (vi,...,v), entdo Jh Nhm = Jhm, para todo & € N, como € facil de observar. Quando

§ = (I")y>0, dizemos que vy, ...,v; € I sdo analiticamente independentes em 1.
Lema A.2. Se (R,m) é um anel local e J C I +Jwm, entdo J C I.
Demonstragdo. Use o lema de Nakayama. ]

Proposicao A.3. Seja (R, m) um anel local tal que k := R/m seja infinito. Se J é uma redu¢do
minimal de § tal que Iy seja um ideal proprio e vy, ...,v; formem um conjunto minimal de gera-

dores de J, entdo vy, ...,v; sdo analiticamente independentes para §.

Demonstracdo. Sejam h € N e f € R[X1,...,X;] um polindmio homogéneo de grau h tal que

f(vi,...,v;) € [ym. Mostremos agora que o coeficiente u de X; é uma nao unidade de R. De fato,
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suponha que u é uma unidade. Entao v’f e m+vJ" 1+ . 4+v,J"1 de modo que
J" =RV + (Rva+ ...+ Rv,)J" 1 Clym+ (Rvi + ...+ Rv,)J" 1.
Para simplicar, denotamos J’ por Rv, + ... + Rv;. Por hipétese, JI,, = I,,; 1 para algum 7 e entdo
Lyn =", C (m~+J'J"" N, C Iy ym 4001,

Pelo Lema acima, I, C J'I;,y,,_1, € assim I, = J'I,;,_. Entdo J’ é uma redugdo de §, o que
€ uma contradi¢do, desde que J' C J. Portanto u € m.

Agora seja {r;;} uma matrix ¢ x ¢ sobre R, tal que r1,721,...,7:1 e det{r;;} sejam unidades
de R. Dessa forma, existe um conjunto minimal de geradores {wy,...,w,} para J tal que v; =

Y!_irijwj, paratodo i = 1,...,¢. Desde que

1 t
f (Z FLjWijyeeny Z rthj> elm
j=1 =1

j=

e f(ri1,...,711) € o coeficiente de X' na forma f<Z’j:1rljwj,...,Z’j:lrtjwj>, teremos que
f(rity.,r) €m.

Seja 7 a imagem natural no corpo k := R/m de r € R e g a imagem natural no anel
k[X1,...,X;] de g € R[X1,...,X;]. Entdo f(71,...7;1) = 0. Donde concluimos que f(ay,..,a;) =0,
para (ai,..,a;) € (K\{0})", desde que 71, ..., 7,1 sdo0 ndo nulos e arbitrarios em k := R/m. Como

k € infinito, f = 0, ou seja, todos os coeficientes encontram-se no ideal maximal m. ]

Agora iremos definir a extensdo analitica de uma filtragdo §. Primeiramente definimos a

algebra
I,

F3) =D

n>0 n

que é chamada de Fibra Especial de §. O nimero s = 5(§) = dim F (§) = dimR(F)/mR(F) (ver

[HZ]) € dito ser a extensdo analitica de §. Quando § € a filtracdo /-adica, a extensao analitica
¢ denotada por s(7). Rees introduziu a nog¢ao de reducgdes bdsicas de filtragdes Noetherianas e

mostrou em [R, Teorema 6.12] que s(F) € igual ao nimero minimal de geradores de qualquer
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redugdo minimal. Por [HZ, Lema 2.7], s(§) = dimG(F)/mG(F) e por [HZ, Lema 2.8], 5(§) =
s(h).

Comentario A.4. Seja (R,m) um anel local, k :== R/m e J = (vi,...vy) C I C R ideais tais
que vi,...v; sejam analiticamente independentes em 1. E claro que eles sdo analiticamente
independentes em J e pela Defini¢ao A.1, existe um isomorfismo K[X1, ..., Xi| LA PisoJ /mJ de

k-dlgebras graduadas tal que ¢ (X;) = vi+mJ, paratodo i =1,..,t. Logo, s(J) =t.

Teorema A.5. Sejam (R, m) um anel local tal que k := R /m € infinito e seja § uma boa filtracdo
tal que I seja préprio. Se J é uma redugdo de § e {vy,...,v;} é um conjunto minimal de gera-

dores de J, entdo
(1) s(F) =1
(2) J é uma redugdo minimal de § se e somente se s(F) =t;

(3) J é uma reducdo minimal de § se e somente se vi,...,v; sdo analiticamente independentes
sobre §. Em particular, um conjunto de elementos analiticamente independentes sobre §

é analiticamente independentes em I.

Demonstracdo. Use o fato que s(F) = s(I}), a Proposi¢do A.3 e [BS, Teorema 18.2.4]. O

A.2 Cohomologia Local

Nesta secao introduzimos algumas propriedades a respeito de cohomologia local. Alguns resul-
tados serdo apenas enunciados. Para um conhecimento mais profundo a respeito desta teoria,

referenciamos por exemplo, [BH], [BS] ou [HIO].

Definicdo A.6. Se M é um R-médulo e I um ideal de R, tome I'/(M) = J,en(0 :p I") como
sendo o conjunto de elementos de M aos quais sdo aniquilados por alguma poténcia de 1. E fécil
verificar que ele € um submoddulo de M. Além disso, se f : M — N € um homomorfismo de
R-médulos, existe uma aplicagdo induzida I'y(f) : T (M) — IT';(N) que estd bem definida, ja que
f(T (M) CTy(N).Seg:M — Ne f: N — Lsiao homomorfismos de R-médulos e r € R, entdo
Li(ho f) = Ty(h) oLy (f), Tu(f +g) = Ti(f) + Tu(g), Li(rf) = rTu(f) e Li(ldy) = Idp ().

Logo, I'; € um funtor covariante, chamado funtor I-torsdo.
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Sejam 1, J ideais de R.
Proposicao A.7. I';(T';(M)) =T11;(M) para qualquer R-mddulo M.

Proposicio A.8. I'; =I'y se e somente se /I =+/J. Logo, se J é uma reducdo de I, entdo
=TIy

Lema A.9. O funtor I-torsdo I'y é exato a esquerda.

Demonstragdo. Se 0 — L i> M3 N—=0¢éuma sequéncia exata de R-mddulos, precisamos

mostrar que

00, " 00" rov)

¢ também exata. Pelos argumentos da Defini¢do A.6 vemos que I';(f) é um monomorfismo e
I'7(g)oT1(f) =0. Agora, seja m € M tal que I"m = 0 para algum n € N e g(m) = 0. Entdo,
existe / € Ltal que f (/) = m. Agora precisamos somente mostrar que [ € I';(L). Paracadar € I",

temos f(rl) = rf(l) = rm = 0. Desde que f ¢ um monomorfismo, r/ = 0. Entdo Il = 0. O

Exemplo A.10. Considere a sequéncia exata de Z-médulos 0 — 27 — Z — 7 /27 — 0 e mostre

que o funtor 2Z-torsao I',7 ndo é um funtor exato.

Dado um R-médulo M, seja
—1 0 J7) .
roL L . bt

uma resolucdo injetiva de M. Aplicando o funtor I'; a I®, obtemos um novo complexo

Iy(d=")

0% ) rig)

0 . .
) = T " ity S

Agora, estamos prontos para definir os funtores (ou médulo) de cohomologia local de M com

respeito a um ideal 7 do anel R.

Definicao A.11. Parai > 0, a i-ésima cohomologia local (ou modulo de cohomologia local) com

respeito a um ideal I, denotada por H I’ (M), é definida como sendo

Ker([y(d)) /Im(Ly(di~1)).
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Note que ela € o i-ésimo funtor derivado a direta de I'; e que assim, por um argumento de dlgebra

homoldgica, isso independe da escolha da resolu¢do injetiva /* do médulo M.

Defini¢ao A.12. Para um R-médulo M, chamamos o conjunto I';(M) de submddulo I-torsdo de
M. SeT';(M) =0, dizemos que M é um I-mddulo livre de torsdo, e se I'/(M) = M, dizemos que

M € uma [-torsdo.

Para ver com mais detalhes a constru¢do da sequéncia exata longa que € dada abaixo, refe-

renciamos o livro de Brodmann e Sharp [BS].

Comentario A.13. Seja 0 - L — M — N — 0 uma sequéncia exata de R-mddulos. Existe
um homomorfismo H{(N) — H ™' (L), chamado de homomorfismo conectante que gera uma

sequéncia exata longa

0 — HY(L) — H)M) — H)(N) — H}L) — H}(L) — HN)
— -+ — H() — H(M) — H{(N) — H™(L) —

Proposicio A.14. Sejam 1,J ideais de R tais que \/1 = +/J. Entdo Hi(M) = Hi(M) para cada
R-modulo M e todo i > 0.
Demonstragdo. Mostre que I'7(M) =T';(M) se e somente se /T = +/J. O

Exemplo A.15. [BS, Exercicio 1.2.4] Para todo grupo Abeliano (ou seja, um Z-médulo G) e

para todo a € Z, temos H,7(G) = 0 para i > 2.

Exemplo A.16. [BS, Exercicio 1.2.5] Suponha que R seja um anel local regular de dimensao d.

Entdo H}(M) = 0 para qualquer R-médulo M e para todo i > d.

Outro conceito que serd usado neste trabalho € o posto aritmético de um ideal. Isso per-
mite relacionar o ndmero de elementos requeridos para gerar um ideal / com o anulamento da

cohomologia local H}(M) de um médulo M.

Definicao A.17. O posto aritmético de I, denotado por ara(/), € definido como sendo

ara(/) = min{n > 0: existam by,...,b, € R com \/Rbl -+ Rby =1 }.

Note que o posto aritmético do ideal nulo € zero.
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Definicao A.18. Seja M um R-mddulo ndo-nulo. A dimensdo (de Krull) de M, denotada por
dimM, é definida como sendo dimR/AnnM, ou seja, a dimensdo de Krull do anel quociente

R/AnnM, onde AnnM := {x € R | xM = 0} é o ideal anulador de M.

Assim como no Exemplo A.16, existem diversos e importantes resultados a respeito do anu-
lamento dos médulos de cohomologia local. Por exemplo, se M € um R-médulo e € um ideal de
R tal que I contenha uma M-sequéncia de comprimento n, entao H, I’ (M) = 0 para todo i < n; ver
[BS, Exercicio 1.3.9(iv)]. E mais, se I € gerado por ¢ elementos, entdo para todo R-mddulo M,
temos que H} (M) = 0 para todo i > t; ver [BS, Teorema 3.3.1]. Como consequéncia, temos que
H!(M) = 0 para todo i > ara(I), como pode ser visto em [BS, Coroldrio 3.3.3]. Abaixo, enun-
ciamos o Teorema do Anulamento de Grothendieck que relaciona a dimensao de um médulo e
o anulamento de seu mddulo de cohomologia local. Para ver a demonstracio sugerimos [BS,

Teorema 6.1.2].

Teorema A.19. (Teorema do Anulamento de Grothendieck) Se M é um R-mdédulo e I é um ideal

arbitrdrio do anel R, entdo H,‘ (M) =0, para todo i > dim M.

Existe também um resultado que relaciona o anulamento de médulos de cohomologia lo-
cal e o comprimento de sequéncias regulares maximais. Para ver a prova, referenciamos [BS,

Teorema 6.2.7]. Para ver o mesmo resultado no caso local sugerimos [BH, Teorema 3.5.7].

Teorema A.20. Se M é um R-mddulo finitamente gerado tal que IM # M, entdo
grade(I,M) = inf{i: Hi(M) #0}.

A sequéncia de Mayer-Vietoris, bastante conhecida em topologia algébrica, também possui
uma correspondente andloga na teoria de cohomologia local, como pode ser visto no comentario
abaixo. Lembrando que a mesma possui sua correspondente no caso de moédulos graduados. A
contrucao desta sequéncia pode ser encontrada por exemplo, no livro de Brodmann e Sharp [BS],
Capitulo 3. Essa sequéncia € bastante utilizada no presente trabalho, afim de obter resultados
sobre a regularidade de Castelnuovo-Mumford da algebra Rees, do anel graduado associado e

da fibra especial.
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Comentario A.21. Seja R um anel (graduado) e M um R-mddulo (graduado). Se I e J sdo
ideais (graduados) de R, entdo existe uma sequéncia exata longa de modulos de cohomologia

local (graduados)

0 — Hp,M) — H)M)®H)(M) — Hy,,(M)
— H},,M) — H/(M)®H](M) — HJ,(M)

— Hj, (M) H/(M)®H;M) — H;(M)

—
i+1

» Hi,(M) —

O préximo resultado é conhecido como o Teorema Bdsico de Finitude e Anulamento. Este

fato generaliza o [BS, Teorema 14.1.4(i1)(i11)], que da aplicaces a geometria projetiva através

da cohomologia local de médulos graduados.

Proposicao A.22. Se R = ©,>0R, é um anel positivamente graduado e M é um R-mddulo gra-

duado finito, entdo
(1) para todo i > 0 e todon € Z, Hlie+ (M),, é um Ry-mddulo finito;
(2) existe r € Z tal que H,ie+ (M),, =0 para todo i > 0 e todo n > r.

Para ver a prova do teorema acima, sugerimos ao leitor que veja [BS, Teorema 15.1.5].
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