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RESUMO

DAVID M. CARBAJAL ORDINOLA. Sequéncia exata de Bloch-Wigner e K-teoria algé-
brica. 2016. 111 f. Dissertagdo (Mestrado em Ciéncias — Matematica) — Instituto de Cié€ncias
Matemadticas e de Computacao (ICMC/USP), Sao Carlos — SP.

A K-teoria algébrica é um ramo da 4lgebra que associa para cada anel com unidade R, uma
sequéncia de grupos abelianos chamados os n—€simos K —grupos de R. Em 1970, Daniel Quillen
d4 uma defini¢do geral dos K—grupos de um anel qualquer R a partir da 4--construcdo do espaco
classificante BGL(R). Por outro lado, considerando R um anel comutativo, obtém-se também a
defini¢do dos K —grupos de Milnor KM (R).

Usando o produto dos K—grupos de Quillen e Milnor e suas estruturas anti-comutativas, defini-
mos o seguinte homomorfismo
T KY(R) = Ky (R).

Mostraremos nesta dissertacdo que se R é um anel local com ideal maximal m tal que R/m é um
corpo infinito, entdo esse homomorfismo é um isomorfismo para 0 < n < 2. Em geral 7, nem
sempre € injetor ou sobrejetor. Por exemplo quando n = 3, sabe-se que 73 ndo € sobrejetor e

definimos a parte indecomponivel de K3(R) como sendo o grupo
Ki"(R) := coker (Ké”(R) 3 K (R)) :

Usando alguns resultados de homologia dos grupos lineares, nesta dissertagdo mostraremos a
existéncia da sequéncia exata de Bloch-Wigner para corpos infinitos. Esta sequéncia dd uma

descricdo explicita da parte indecomponivel do terceiro K—grupo de um corpo infinito.

TEOREMA (Sequéncia exata de Bloch-Wigner). Seja F um corpo infinito e seja p(F) o grupo
de pre-Bloch de F, isto ¢, o grupo quociente do grupo abeliano livre gerado pelos simbolos [a],

a € F* —{1}, pelo subgrupo gerado por elementos da forma

-1+ 7] - [i:ﬂ o=

coma,b € F* —{1}, a # b. Entdo temos a sequéncia exata

Tor{ (L (F), w(F))™ —= K§'(F) = p(F) = (F* @z F*)o = Ka(F) = 0

onde (F* ®7F*) s = (F*®@zF*)/{a®@b+b®a|a,bc F*) e Tor’(u(F),u(F))~ é a tnica
extensdo ndo trivial de Z/2Z por Tor?(u(F),u(F)) se char(F) # 2 e wp=(F) é finito e é
Tor? (u(F),u(F)) caso contrdrio. O homomorfismo p(F) — (F* ®zF*), é definido por
la]—=a®(l—a).



O estudo da sequéncia exata de Bloch-Wigner € justificada pela relacdo entre o segundo e terceiro
K—grupo de um corpo F.

Palavras-chave: Sequéncia exata de Bloch-Wigner, K-grupos de Quillen, K-teoria algébrica,

Sequéncias espectrais..



ABSTRACT

DAVID M. CARBAJAL ORDINOLA. Sequéncia exata de Bloch-Wigner e K-teoria al-
gébrica. 2016. 111 f. Dissertacdo (Mestrado em Ciéncias — Matematica) — Instituto de Ciéncias
Matematicas e de Computacao (ICMC/USP), Sao Carlos — SP.

The algebraic K-theory is a branch of algebra that associates to any ring with unit R a sequence
of abelian groups called n-th K-groups of R. In 1970, Daniel Quillen gave a general definition of
K-groups of any ring R using the +-construction of the classifying space BGL(R). On the other

hand, if we consider a commutative ring R, we can define the Milnor’s K-groups, KX (R), of R.

Using the product of the Quillen and Milnor’s K-groups and their anti-commutative structure,

we define a natural homomorphism
.M
T,: K, (R) = K,(R).

In this dissertation, we show that if R is a local ring with maximal ideal m such that R/m
is infinite, then this map is an isomorphism for 0 < n < 2. But in general 7, is not injective
nor is surjective. For example when n = 3, we know that 73 is not surjective and define the

indecomposable part of K3(R) as the group
KM (R) := coker (Ké” (R) B K, (R)) .

Using some results about the homology of linear groups, in this dissertation we will prove
the Bloch-Wigner exact sequence over infinite fields. This exact sequence gives us a precise

description of the indecomposable part of the third K-group of an infinite field.

THEOREM (Bloch-Wigner exact sequence). Let F' be an infinite field and let p(F) be the
pre-Bloch group of F, that is, the quotient group of the free abelian group generated by symbols
la], a € F* — {1}, by the subgroup generated by the elements of the form

-+ 2] [ [

with a,b € F* — {1}, a # b. Then we have the exact sequence

Tor{ (W(F), 1(F))™ = K§'(F) = p(F) = (F* ©2F )6 — K2(F) = 0

where (F* @7 F*) ;1= (F* ®zF*)/(a®@b+b®a|a,b € F*) and Tor? (u(F),u(F))™ is the
unique non trivial extension of Z /27 by TorZ (u(F), u(F)) if char(F) # 2 and pp~(F) is finite
and is Tor?(u(F), i(F)) otherwise. The homomorphism p(F) — (F* ®7 F*) is defined by
la]—=a®(l—a).



As it is shown, the study of the Bloch-Wigner exact sequence is also justified by the relation
between the second and third K-group of a field F.

Key-words: Bloch-Wigner exact sequence, Quillen’s K-groups, Algebraic K-theory, Spectral
sequences..
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INTRODUCAO

O estudo da sequéncia exata de Bloch-Wigner € justificada pelo estudo do segundo e
terceiro K-grupos de um anel local. A sequéncia exata de Bloch-Wigner aparece em diferentes
areas da matematica, como a teoria dos nimeros, a geometria hiperbdlica em dimensao trés, a

K-teoria algébrica, etc.

A K-teoria algébrica € um ramo da 4lgebra que generaliza o estudo da algebra linear,
associando para cada anel com unidade R uma sequéncia de grupos abelianos K, (R) chamados

os n-ésimos K-grupos de R.

Estes grupos foram definidos por Daniel Quillen em 1970 a partir da introducio da
+—construgdo do espago classificante BGL(R). Sabe-se que estes grupos tém um produto com

estrutura anti-comutativa.

Nesta dissertacao, vamos provar que se R € um anel local com corpo residual infinito,

entao
R>< ®Z R X

(a®(l—a):aeR*—{1})
Isto € uma generalizacdo de Van der Kallen [13] do teorema de Matsumoto que dd uma pre-

K>(R) ~

sentacdo do segundo K-grupo de um corpo. Generalizando essas ideias, Milnor define novos
K-grupos, agora chamados K—grupos de Milnor. Assim para qualquer anel comutativo R e para
todo n > 0, agora podemos definir os K-grupos de Milnor K (R) e definir neles um produto

também com estrutura anti-comutativa.

Usando o produto dos K-grupos de Quillen e Milnor e suas estruturas anti-comutativas,

definimos de maneira indutiva um homomorfismo
.M
7, : K, (R) = K,(R).

Nesta dissertacdo estudaremos estes homomorfismos para 0 < n < 3. Se R for um anel local com
corpo residual infinito, demonstraremos que 7, € um isomorfismo para 0 < n < 2. Mas em geral

este homomorfismo nem sempre € injetor ou sobrejetor. No caso n = 3 estudaremos o grupo
K(F) := coker (K¥ (F) — K3(F)),

chamado a parte indecomponivel de K3(F), onde F é um corpo infinito.



ii Introdugdo

A sequéncia exata de Bloch-Wigner dd uma descri¢do explicita da parte indecomponivel
do terceiro K-grupo de um corpo infinito F'. Na forma original, demonstrada por Bloch e
Wigner separadamente, o resultado garante a existéncia de uma sequéncia exata para um corpo

algebricamente fechado k de caracteristica zero, da forma
0— Q/Z — KiM(k) — p(k) = kX Nk* — Ky (k) — 0,

onde p(k) € o grupo pré-Bloch de k que € o grupo quociente do grupo abeliano livre com base

nos simbolos [a], a € k* — {1}, pelo subgrupo gerado pelos elementos da forma

wslf]- (=] ]

onde a,b € k* —{1}.

Em 1991, A. A. Suslin [12] generalizou esta sequéncia exata sobre qualquer corpo
infinito, mostrando que para qualquer corpo infinito F temos a sequéncia de Bloch-Wigner na

forma
0 — Tor{ (L(F), 1u(F))™ — K3(F) = p(F) = (F* @z F*) . — K2(F) — 0,

onde (F*®yF*), :=F*®zF*/(a®b+b®a|a,bec F*), e TorZ(u(F),u(F))~ é a tnica
extensdo ndo trivial de Z/27 por TorZ(u(F), i (F)) se char(F) # 2 e o= (F) é finito e

Tor( (W(F), p(F))™ := Tor{ (u(F), u(F))

caso contrario.

O objetivo principal desta dissertagdo € apresentar uma prova deste resultado obtido por

Suslin, e realizamos isso com estudo da homologia do grupo linear geral.

No primeiro capitulo definiremos as principais ferramentas da dlgebra homoldgica usadas
nesta dissertacdo, como os complexos de cadeias, a homologia de um grupo e as sequéncias

espectrais.

No capitulo 2 definimos e estudamos os K-grupos Ky(R), K;(R) e K»(R), quando R
for um anel local. Como resultado principal deste capitulo mostraremos o teorema de Van der
Kallen-Matsumoto [Teorema 2.2] que prova que K> (R) ~ K} (R), quando R for um anel local

com corpo residual infinito. Para fazer isso, introduziremos e estudaremos a sequéncia espectral

E;g = Hq(GLZ(R)7Cp(R2)) = Hp14(GLa2(R)),
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onde C,(R?) € o grupo abeliano livre gerado pelas (p -+ 1)-uplas ({vp),...(v,)) tal que para todo
i # j. R* = (vi,v)).

No capitulo 3, apds uma breve introducio de algumas constru¢des sobre espagos topo-
l6gicos; especialmente os CW —complexos, os grupos de homotopia e a +—construcao de um
espaco; daremos as defini¢des dos K-groups K, (R) e KM (R) e estudaremos seus produtos e suas
estruturas anti-comutativas. Além disso, construiremos indutivamente o homomorfismo natural
T, : KM(R) — K, (R). Especialmente daremos uma descrigdo do grupo Ki"(R) [Coroldrio 3.2]
em termos da terceira homologia do grupo linear especial SL(R), quando R for um anel local

com corpo residual infinito.

No capitulo 4, estudaremos primeiro a terceira homologia dos grupos GL; e GL3, e
usando os resultados obtidos nesta parte mostraremos o teorema principal desta dissertacdo que

garante a existéncia da sequéncia exata de Bloch-Wigner [Teorema 4.4] para o corpo infinito.






CAPITULO

HOMOLOGIA DE GRUPOS

Nesse capitulo falamos sobre a dlgebra homoldgica, conceitos fundamentais e toda a
nomenclatura necessdria para os capitulos subsequentes. Iniciamos com a definicao de homologia
de complexos e suas propriedades. Depois partimos para algumas no¢des como a homologia
de grupos e damos alguns exemplos. Apresentaremos também as no¢des mais importantes
das sequéncias espectrais, que € a ferramenta algébrica de maior relevancia nesse trabalho, e

finalmente alguns resultados da homologia dos grupos lineares.

1.1 Complexos de cadeias

Seja R um anel (n@o necessariamente comutativo) com unidade. Um complexo de cadeias de
R-médulos (2 direita ou a esquerda) (Ceo,ds) é uma sequéncia de R-médulos (a direita ou a
esquerda) Co = {C, },cz € uma familia de R-homomorfismos de = {d,, : C;, = Cy—| } ez, tais

que a composi¢do de quaisquer dois morfismos consecutivos € zero, isto é, para cada n
dpody+1=0.
E facil verificar que Im d,,,.; C Ker d,,. Denotamos o complexo de cadeias (Co,ds) também por
dn+l dy
Co: '+ —Cpy1 —C—Cpg —> -+
Definimos o n—ésimo grupo de homologia do complexo (C,,ds) como o quociente

Ker d,
H,(C,) = .
() Im dy 41

Se H,(C.) = 0 para todo n, entdo dizemos que o complexo (C,,ds) € exato.

EXEMPLO 1.1. Considere R e S anéis com unidade.

1) Para um R-médulo M, definimos o complexo (M,,d.) como sendo M,, = 0 para todo n # 0

e My = M. Definimos também os R-homomorfismos do complexo como sendo d,, = 0
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para todo n, e denotamos o complexo (M,,ds) cOmo
My:—0—0—M—70—0—---.
Em particular, é usual considerar o complexo de cadeia nulo como 0 := (0,,0,).

2) Seja (C,,ds) um complexo de cadeias de R-médulos e seja F : gMod — sMod um funtor
da categoria de R-mddulos na categoria de S-mdédulos. Entdo (F(C,),F(d,)) definido

F(C.), :=F(Cp), F(ds), :=F(dy):F(Cy)— F(Cy—y),

¢ um complexo de cadeias de S-mddulos.

Um complexo de cadeias (C,,ds) € dito ndo negativo, se C,, = 0 para todo n < 0 e escreve-se

d, .,
Coivir 3 Coyt s s 0y gy — 0.
Sejam (C,,d,) € (C,,d.,) complexos de cadeias de R-m6dulos. Um morfismo de complexos
Os : (Co,ds) — (C,,d,) é uma familia de R-homomorfismos { o, : C, — C) },c7 tais que &, o

d, =d/ o ay, isto é para todo n € Z o seguinte diagrama comuta

d
Cn _n>Cn—l

an\j lanl
!

;%
C,—C,_,

Assim, um morfismo de complexos de cadeias t : (Ce,ds) — (C,,d,) induz para cadan € Z

um homomorfismo
o : Hy(Co) — Hy(Cl), x+Imdysy — y(x)+Imd), x € Ker d,,.

Se B. : (C.,d.) — (Cl.,dl) é outro morfismo de complexos, entdo (foa), = .o . Em
particular o morfismo identidade idc, : (C,,ds) — (Ce,d,) induz a identidade nos grupos de
homologia

id. = idy, (c.) - Hu(Ca) = Ha(Ca).

Considere agora (Ce,d, ), (C,,d.) € (Cl,dl]) complexos de cadeias de R-médulos. Uma sequéncia

curta de complexos é formada por morfismos de complexos de cadeias

0—C, 250, LCL’—>O,
tais que 3, o oy, = 0 para todo n € Z. Esta sequéncia curta é dita exata se para todo n a sequéncia
curta de R-mdédulos

0—c %.c, Py o

€ exata. Agora, estabeleceremos a existéncia da sequéncia exata longa de homologia associada a

uma sequéncia exata curta de complexos de cadeias.
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TEOREMA 1.1. Seja 0 —s C, -2 C, LN C! — 0 uma sequéncia exata curta de complexos

de cadeias de R-modulos. Entdo existe uma sequéncia exata longa de grupos de homologia
1) 7N\ O B* 7 1) 7N\ O B* 7
= Hy 1 (Cg) = Hpg1 (Co) = Hy1 (Cy) = Hy(Cy) = Hn(Co) —> Hn(Cy) — -+

Os homomorfismos 8 sdo chamados homomorfismos conectantes ou de fronteira. A sequéncia
longa anterior é natural, no sentido que se o seguinte diagrama de sequéncias exatas curtas de

complexos de cadeias de R-médulos é comutativo

%_c, P cr 0

b e

0 D, D.—>== D/ 0

entdo o seguinte diagrama é comutativo

= Hy 1 (Cy) B i1(C) 8—>Hn(Cﬁ) — s Hy(Co) —— -+

Jo- 2 |7 Jo-

(P* 5, (P*
++ == Hpy1(Ds) — Hy 11 (D}) — Hy(Dy) — Hy(Dy) — -+

Demonstragcdo. Veja-se [14, Teorema 4.2.4]. [

Sejam O, fo : (Co,ds) — (C,,d.) morfismos de complexos de cadeias de R-mddulos. Dizemos
que a, é homotdpica (algebricamente) a B, se para todo n € Z existe um homomorfismo
sn: Gy — C, ., tal que

Oy — ﬁn = ;H-l Oy +8Sp—10dy.
Dizemos que o, € homotopicamente nula se @te € homotdpica ao morfismo nulo
0:= 0, : (Co,ds) — (CL,d.), x+— 0.

EXEMPLO 1.2. Seja (C,,ds) um complexo de cadeias. Se a identidade idc, : (Ce,de) — (Ce,ds)
€ homotopicamente nula, entdo para cada n € Z existe um homomorfismo s, : G, — C,4 tal que

para todo x € Ker d,
x=idc,(x) = dpt1 (Sn(x)) + $p—1 (dn(x)) = dpt1 (52(x)) € Im djyy .
Portanto, o complexo (C,,d,) é exato.

A seguinte proposi¢do estabelece que dois morfismos de complexos homotdpicos induzem o

mesmo homomorfismo entre os grupos de homologia.

PROPOSICAO 1.1. Sejam O, Pe : (Co,ds) — (Cl,d.) morfismos de complexos de cadeias de

R-mddulos. Se Qg é homotdpica a B, entdo

O = Bs : Hy(Co) — H,(CL).
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Demonstragcdo. Veja-se [14, Teorema 4.3.3]. ]

EXEMPLO 1.3. Sejam a4, fe : (Co,ds) — (C,,d,) morfismos de complexos de cadeias de R-

modulos e seja F : RgMod — sMod um funtor. Entdao
F(aw),F(Be) : (F(C),F(de)) — (F(C,), F(dy)),

sdo morfismos de complexos de cadeias de S-mddulos. Se o ¢ homotépica a Be € F é um funtor

aditivo, isto é para todo R-médulo M e N, a aplicagao
F :Homg(M,N) — Homg(F (M),F(N)), f—F(f),
¢ um homomorfismo de grupos abelianos, entdo F (o) é homotdpica a F(f, ).

O seguinte lema permite estender uma certa familia de R—homomorfismos para um morfismo de

complexo de cadeias de forma tnica, a menos de homotopia algébrica.

LEMA 1.1. Sejam (Co,d,) e (C,,d.) complexos de cadeias de R-médulos. Seja r € 7, e considere
{ay : Cy — C}y<, uma familia de R-homomorfismos tais que d), o 0 = 04,1 o dy, para todo
n <r. Se C, é um R-médulo projetivo para todo n > r e H,(C.) = 0 para todo n > r, entdo a
familia de R-homomorfismos o, é estendida para um morfismo de complexos de cadeias de
R-mddulos ot : (Ce,ds) — (Cl,d.) e 0t € tinica a menos de homotopia, isto é qualquer duas

extensoes da familia { 04, } <, sdo homotdpicas.
Demonstragcdo. Veja-se [1, Lema 7.4, Ch. I]. ]

Agora estudaremos complexos de cadeias associados a um R-mddulo dado. Seja M um R-mddulo.

Uma resolugdo de M € uma sequéncia exata da forma
£ dpt1 dn b di €
Co—M: e —Cy —C,—=Cy — - —C —=C —C—M—0.

Se para todo n > 0, C, € um R-mddulo projetivo, entdo C, — M € dita uma resolugdo projetiva
de M sobre R. Se para todo n > 0, C, € um R-mddulo livre (ou plano), entdo C, — M ¢ dita uma
resolucao livre (ou plana) de M sobre R.

O seguinte lema garante a existéncia de resolucdes projetivas para cada R—mddulo e o teorema

a seguir as relaciona de forma tnica, a menos de homotopia.

LEMA 1.2. Todo R-modulo M tem uma resolugdo livre, e logo também tem uma resolucdo

projetiva e uma resolugdo plana.

Demonstragdo. Veja-se [15, Lema 2.2.5]. Ol

TEOREMA 1.2. Sejam F, HMe F! £5 M resolucdes projetivas do R-médulo M. Entdo existe
um morfismo de complexos de cadeias O : (Fo,ds) — (F.,d.) tal que €' o atg = €. O morfismo

de complexos O ¢ tinico a menos de homotopia.
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Demonstracdo. Veja-se [1, Teorema 7.5, Ch. IJ. [

Um morfismo de complexos de cadeias 0 : (Co,ds) — (C,,d,) é dito uma equivaléncia homot6-

pica se existe um morfismo de complexos B : (C.,d.) — (Ce,ds) tal que
i) PBe o 0t é homot6pica a idc, : (Ce,de) — (Ce,ds),
ii) o o s € homotdpica a idc; : (C,,dy) — (C,,d,).

Por outro lado, se o : H,(Co) — H,(C.) é um isomorfismo para todo n, entdo a, é dita uma

equivaléncia fraca. E facil ver que toda equivaléncia homotdpica € uma equivaléncia fraca.

TEOREMA 1.3. Sejam F, — M e F! — M resolucées projetivas (a direita) do R—mddulo M.
Entdo existe um morfismo de complexos Ot : (Fo,ds) — (F,,d.) tal que para qualquer R-mdédulo
a esquerda N o morfismo

O Ridy : Fo@rN — F/ Qg N.

é uma equivaléncia fraca. Em particular, H,(Fs @g N) = H,(F, Qg N) para todo n > 0.
Demonstracdo. Veja-se [1, Teorema 8.6, Ch. I]. [

Seja Fe — M uma resolugdo projetiva do R-mddulo a direita M. Definimos para qualquer R-

modulo a esquerda N e para todo n > 0, o R—mddulo
Tor®(M,N) := H, (F, ®gN).
Pelo Teorema (1.3), 0 R—médulo Tor® (M, N) é independente da escolha da resolucio projetiva

de M. Os seguintes exemplos mostram as propriedades mais tteis da definicao anterior.

EXEMPLO 1.4. Se M e N sio R—mddulos (a direita e a esquerda respetivamente), entdo € ficil
ver que TorX (M,N) = M @gN.

EXEMPLO 1.5. Seja M um R—mddulo a direita e seja {N;}ic; uma familia de R-médulos a

esquerda. Entdo para todon > 0

Tor® (M,@N,-) =~ (P Tork (M,N;).

il icl
Mais geralmente, se {N;};c; é uma familia de R-mddulos a esquerda tais que 7 é um sistema

direto, entdo para qualquer R-mddulo a direita M e para todo n > 0 temos
Tor® (M, 1imN,-) = lim TorR (M, N;).
— —
EXEMPLO 1.6. Seja A um grupo abeliano. Definimos o subgrupo de tor¢do de A como sendo

tA:={a € A: existe n > 0 tal que na = 0}.
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Dizemos que A € um grupo de torcdo se A =tA e dizemos que A € livre de tor¢do se A = 0. Nao
¢ dificil verificar que 7(A/tA) = 0, logo A/tA é livre de torgao.

Sejam A e B grupos abelianos. Dado que todo grupo abeliano € imagem homomorfica de um
grupo abeliano livre obtemos uma resolucdo projetiva F — A tal que F,, = 0 para todo n > 2,
entao Tor% (A,B) =0 paran > 2. Além disso se A e B sdo grupos abelianos finitamente gerados
Tor?(A,B) = (tA) ®z (tB) é um grupo de torgdo (veja-se [14, Coroldrio 6.3.16]).

De forma andloga ao caso dos grupos de homologia de uma sequéncia exata de complexos,
estabeleceremos agora a existéncia de sequéncias exatas longas dos R-médulos Torf(—, —)

associadas respetivamente a sequéncias exatas curtas de R-modulos.

TEOREMA 14. Seja 0 —s N 25N PN 50 uma sequéncia exata curta de R-mddulos.
Entdo para qualquer R-modulo M, existe uma sequéncia exata longa

S TR (MNT) =S TorR(MON') 2 TorR(M,N) 2 TorR (M, N") 55 Tor® (MUN') — -
Seja 0 — M 25 M P oM —0 uma sequéncia exata curta de R-médulos. Entdo para

qualquer R-modulo N, existe uma sequéncia exata longa

o TorR (MY N) s TorR (M N) s TorR (M,N) P TorR (7 N) s TorR (M N s
Demonstragdo. Veja-se [9, Teorema 6.21]. ]

Com uso destas sequéncias exatas longas obtemos a seguinte propriedade que permite estudar

melhor o grupo de torsao TorlZ (A,B) quando A e B sdo grupos abelianos.

LEMA 1.3. Se A e B sdo grupos abelianos, entdo Tor’(A,B) = Tor¥(tA,tB).

Demonstragdo. Veja-se [4, Capitulo 5, Secdo 6]. Ol
Os seguintes teoremas ao final desta secao serdo muito importantes nas seguintes se¢oes, assim
como nos proximos capitulos.

TEOREMA 1.5 (Férmula de Kiinneth). Seja (Ps,ds) um complexo de cadeias de R-mddulos
planos tais que para todo n, d,(P,) C B,—1 é um R-médulo plano. Entdo para todo n e para todo

R-modulo M, existe uma sequéncia exata

0 — Hy(Po) @M — H,(Pe @g M) — Tor{ (H,_(Ps),M) — 0.

Demonstragcdo. Veja-se [15, Teorema 3.6.1]. ]

TEOREMA 1.6 (Teorema dos Coeficientes Universais). Seja (P.,ds) um complexo de cadeias
de Z-modulos livres. Entdo para cada n e cada Z-modulo M, a formula de Kiinneth cinde e

obtemos uma decomposicdo (ndo candnica)

Hy(Pe@M) = (H,(P.) @7 M) ® Tor” (H,_1(Ps),M).
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Demonstragdo. Veja-se [15, Teorema 3.6.2]. [

Sejam (C,,ds) € (C,,d,) complexos de R-médulos e considere os R-médulos

(C.oCl), = P o, (1.1)
ptq=n
€ 0S R-homomorfismos
Oy : (C.®Ci) (C.®C/)n L x®yl—>dp(x)®y—|—(—1)px®d£](y),

onde p+q =n, x € Cp, y € Cj. Claramente 9,1 0 dy(x®y) = 0 e portanto (Ce ® C,,ds) € um
complexo de R-médulos, chamado complexo produto de C, e C,. Além disso, se dj(x) =0 e
dy(y) =0, entdo dy(x®y) = dp(x) @y + (—1)Px@dy(y) = 0. Assim temos um homomorfismo
bem definido

Hy(Co)@H,(C,) — Hp1g(Ce®CL), (x+Imdyy 1) ® (y+Imdy, ;) — x®@y-+Im d,4 1,
onde x € Ker dj,, y € Ker d;.

TEOREMA 1.7. Sejam (P.,ds) e (Qs,d.) complexos de cadeias de R-mddulos (a direita e a
esquerda respetivamente). Se P, e d,(P,) sdo R-mddulos planos para todo n, entdo existe uma

sequéncia exata

0— P Hy(P)®rHy(Qu) — Hi(Po2Qs) — @ Torf(Hy(P.),Hy(Qu)) —
ptq=n p'+q'=n-1
Demonstragdo. Veja-se [15, Teorema 3.6.3]. U

COROLARIO 1.1 (Férmula de Kiinneth para complexos). Sejam (Ps,ds) € (Qe,d,) complexos de
cadeias de Z.—modulos com P, um Z-modulo livre para cada n. Entdo obtemos a decomposi¢do

(ndo candnica)

H(P@Q.:(@H ®ZH(Q.)>@ @D 1ot (Hy(P).Hy(Qu))

ptq=n P'+q'=n—1

Demonstragdo. O resultado segue do Teorema (1.7) e do fato que os Z—submoddulos de

Z—modulos livres sao livres. L]

1.2 Homologia de Grupos

Seja G um grupo (multiplicativo). O anel de grupo de G, denotado ZG, é o Z—mddulo livre

gerado pelos elementos de G

7G:=Pz-g,
geG
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junto com a multiplicacao
7.G X .G — Z.G.
(Xnigi,Xnjgj) > Lninjgig;.
Definimos um G-mddulo a esquerda como sendo um grupo abeliano A junto com uma agdo de G
sobre A tal que
g-(a+b)=g-a+g-b.
Se A é um G-mddulo, entdo temos um homomorfismo de grupos

0:G— AutA, g+—— 0y, €EndA,

onde 6, : A — A, g — g - a. Portanto existe uma tinica extensdo 6 : ZG — End A, o (L n,g) =
Y 1,0, isto é, A é um ZG-médulo. E claro que todo ZG—médulo é um G-médulo. Assim,
ZG-moédulos e G-mddulos significaram o mesmo. Se A € um G-moédulo a esquerda, podemos

. a. Definimos

definir uma estrutura de G-modulo a direita fazendo uso da acdo: a-g:= g~
um G-mdédulo trivial como sendo um grupo abeliano A, onde G age trivialmente sobre A, isto
€ paratodo g € G e paratodo a € A, g-a = a. Para a maior parte dos resultados que vamos

mostrar nesse trabalho, consideraremos sempre Z como um G-médulo trivial.

Para qualquer grupo G, definimos o homomorfismo de augmentacdo (de G) como sendo o
homomorfismo de anéis
£: 272G — 1, Znig,- — Zn,-.
Assim também definimos o ideal aumentado como sendo I :=kere. Note que {g—1:g€ G} é
uma Z-base de I;. Por outro lado, definimos o grupo de coinvariantes do G-médulo M como
sendo o grupo abeliano
Mg:=M/IgM.
Na verdade, IgM é o submddulo de M gerado pelos elementos da forma g-m —m, onde g € G,
m € M. Note que Mg é o maior G-médulo quociente de M onde G age trivialmente. E facil

verificar que
Mg =27 QpcM =M Qyq 7.

Por exemplo, Z Qzc M = %—GG QRzcM =M /IgM = Mg.

Um G-homomorfismo f : M — M’ de G—médulos é um homomorfismo de grupos abelianos
que respeita as acdes, isto € f ¢ um homomorfismo de grupos abelianos tal que para todo g € G
e paratodom € M,
f(g-m)=g-f(m).
Definimos o funtor —¢ que leva a categoria dos G-mdédulos para a categoria dos grupos abelianos
—¢:gMod — 2b,
M — Mg,
(f:M—>M) — fc:Mg— M,
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onde f (i) = f(m). Note que fg estd bem definida pois f(g-m—m) = g- f(m) — f(m).

Com estas ferramentas definimos a homologia de un grupo. Considere G um grupo e M um
G-modulo. Para n > 0, definimos o n-ésimo grupo de homologia de G com coeficientes em M
como

H,(G,M) := Tor?%(Z,M) = H, (Ps @26 M) = H,((P.) ),

onde P, — 7 é uma resolucdo projetiva de Z sobre G. Usaremos em diante a notagao
M®gN =M Ry;N.
Nao € dificil verificar que M @G N = N ®g M. Desta maneira, escrevemos
H,(G,M) = H,(Ps ®c M).

No caso quando M = Z dizemos que H,(G,Z) é o n-ésimo grupo de homologia integral de G e
escrevemos
H,(G) := H,(G,Z) = Hy(Qe R Z),

onde Q, — Z € uma resolucgdo projetiva de Z sobre G. Pelo Exemplo (1.4) temos que
Ho(G,M) = Tord%(Z,M) 2 2.0 M = Mg.

Em particular, Hy(G) = Z¢ = Z pois Z é um G-médulo trivial. Usando o Teorema (1.4) e a
defini¢do anterior, para cada sequéncia exata curta de G-médulos temos associada uma sequéncia

exata longa nos grupos de homologia de G com coeficientes nos G-mddulos em questao.

TEOREMA 1.8. Seja 0 — M 25 M P’ —0 uma sequéncia exata de G-mddulos.

Entdo existe uma sequéncia exata longa natural de grupos de homologia

e Hy 1 (G,M) 2 HA (G M)~ H (G M) P B (G M) 25 Hy 1 (GoMT) = -

Os seguintes exemplos que introduzimos serdao usados nos préximos capitulos para simplificar

os calculos.

EXEMPLO 1.7. Seja {M,}ic; uma familia de G-mé6dulos. Entdo pelo Exemplo (1.5) temos

Hn (G,@Ml> = TOI'%G (Z,@Ml> it @TOI‘%G (Z,Ml) = @HH(G,M1>
icl i€l icl icl
PROPOSICAO 1.2. Seja {G;}ic; uma familia de grupos tais que I é um sistema direito e seja

G:= li_r}n G;. Entdo para qualquer G-modulo M e para qualquer n > 0 temos

Demonstragcdo. Veja-se [1, pag. 121]. [
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EXEMPLO 1.8. Seja G = {1}, entdo um G-médulo é sempre trivial e portanto Mg = M. Se
P, — 7 é uma resolugdo projetiva de Z sobre G, entdo (P,); = Pe. Logo

M sen=0,

0 sen#0.

H,(G,M) =

EXEMPLO 1.9. Se M é um G-médulo projetivo, entdo para todo n > 1, Tor?6(Z,M) = 0.

Portanto
Mg sen=0,
H,(G,M) =
0 se n # 0.
Em particular
(ZG); sen=0, Z sen=0,
H,(G,2G) = =
0 sen # 0. 0 sen#0.

EXEMPLO 1.10. Se M é um G-médulo trivial, entdo Hy(G,M) = M. Em particular, se M = Z,
entdo a sequéncia exata 0 — Ig — ZG 57 —0 gera a sequéncia exata longa

-+ — H|(G,ZG) — H,(G) — Hy(G,Ig) — Hy(G,ZG) — Hy(G) — 0.
Agora pelo Exemplo (1.9)
H(G,ZG) =0, Hy(G,ZG) =72GR¢gZ =1.

Por outro lado, Hy(G) = Ze

ZG\ _ Ig
Ho(G,Ig) =lc®cL=I®¢ | — | = .
I I1;
E facil verificar que
G I

(Pim—>%7 ¢(g[G,G]) = (g—1)Ig,

¢ um isomorfismo, onde [G, G] € o subgrupo comutador de G. Portanto

Hy(G,Ig) = m

Desta maneira temos a sequéncia exata

G
O—>H1(G)—>m—>Z€—*>Z—>O.

Mas
S*ZZgZG(@GZ —)Z@ngz

(n—1®¢n) — (1®gn+— n)

é 0 homomorfismo identidade. Portanto

H,(G) = .o (1.2)
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EXEMPLO 1.11. Seja G o grupo ciclico de ordem 7 com gerador z. Como {1,7,...,"~ '} é uma

Z-base para ZG, temos
Z[x]
r—=1)°

Considere N = 1 +1+1>+---+1""! € ZG. Nio é dificil verificar que

7G =

t—1 N t

J RN o726 Ms76 s 76 Ny 76 16— 70

(1.3)
g —N-g g —(t—1)-¢g

¢ uma resolucdo livre de Z sobre G. Tensorizando a resolugdo (1.3) por Z sobre ZG, obtemos a
sequéncia

P@cZ: —7- 572725727 0.
Na verdade, n: Z — Z e 0 : Z — Z sao induzidas por

127G067 N2 7G0e7.27.,

(m—1®gm) — (NQgm+— m-+---+m=nm)

727607 N rGee T2,

(m—=1®gm) — (t—1)®@¢gm+—m—m=0)

Portanto
7 sek=0,

Hi(G) = Z/nZ  se k é impar,
0 se k é par.

Em geral, tensorizando a resolugdo (1.3) por um G-médulo M, obtemos a sequéncia

1 1
Po@oM: s N D gy Ny D

M — 0,

onde os homomorfismos N: M — M et —1: M — M sdo induzidas por
~ NQidy ~
MZZG@GM 4>ZG®GM:M,
(m—1®cgm) — (N®gm+— N-m)

(l*l)@l‘dM

M27Go6M ZGRcM = M.
(m—=1®gm)— ((t—1)R@¢gm+— tm—m)
Logo
(MG se k=0,
Hy(G,M) = % se k é impar,
Ker N

se k é par.

(Im (£ —1)
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Se M € um G-mddulo e se
MS :={meM:g-m=mparatodo g € G},
é facil verificar que MY = Ker (¢ — 1). Portanto

Mg se k=0,
MG
ImN
Ker (N:MG —>MG) se k € par.

Hi(G,M) = se k é fmpar,

EXEMPLO 1.12. Seja G o grupo ciclico infinito com gerador ¢. O conjunto {1,¢,#%,...,t",...}
€ uma Z-base para ZG. Assim
7G = Zx,x" 1.

Nao € dificil demonstrar que

P 7 0—26 L7657 —0,
g —(t—1)-g

€ uma resolugdo de Z sobre G. Aplicando o funtor — ® Z, obtemos a sequéncia

PlocZ: 0—727 0
portanto
Z sen=0,1,
Hy(G) =
0 sen##0,1.

EXEMPLO 1.13. Seja X um conjunto e seja G um grupo livre com base X. Note que todo
elemento g € G pode ser escrito como uma palavra reduzida nos sfmbolos {x,x~! : x € X}.
Definimos assim os subconjuntos G(x) e G(x~!) como sendo todos os elementos g € G tais que

1

a palavra reduzida que representa g termina em x ou x~ ', respetivamente. Note que G — {1} é a

unido disjunta dos conjuntos G(x) e G(x~!) sobre todos os x € X. Logo

se gx € G(x), entdo  (gx—1)=g(x—1)+(g—1),
segx 'eG(x7 ), entio (gx ' —1)=—(gx " H(x—1)+(g—1).

Fazendo indugdo no comprimento das palavras, reescrevemos a Z—base {g—1:g# 1} CIsem
termos do conjunto {g(x—1):g€ G,x € X}. Logo {g(x—1): g € G,x € X} é uma Z-base de
I e portanto {x — 1 : x € X} é uma ZG-base de I. Isto implica que I é um ZG-mdbdulo livre e
temos Ig = @ZG(}C —1). Logo

xeX

0l —>76-57-—0
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€ uma resolucao livre de Z sobre G, onde i : Iz — ZG € a inclusdo. Aplicando o funtor — Qg Z
temos a sequéncia
0 —IgRcZ— ZGRXgZ —0
gx—1)@n— glx—1)®@n=0.

Hy(G) =1Z, H\(G)=IRc7Z = @Z, H,(G)=0 semprequen>1. (1.4)

xeX

EXEMPLO 1.14. Seja M um G-mddulo trivial e seja P, — Z uma resolugdo livre de Z sobre G.

Entao

H,(G,M) = H,(P,®cM) =H, (P, Q¢ Z) Q7 M).

Como P, ®g Z é um complexo de cadeias de Z—moddulos livres, usando o Teorema (1.6) temos

H,(G,M) 2 H,((Pe®c7Z)RzM) = (Hy(Pe ®6Z) ®7,M) @ Tor’ (H,—1(Pe @ Z),M)
H,(G) @z M & Tork (H,—1(G),M).

I

Em particular se n = 1, entdo
H, (GuM) ng(G) ®ZMEBT0rIZ(HO(G)7M) = (G/ [G7 G] ®ZM) @TOI‘%(Z,M)

=G/[G,Gl®zM.

EXEMPLO 1.15. O exemplo que segue ird ser usado no Capitulo 4 para calcular os termos de
uma sequéncia espectral importante.
Seja Xy = (o) o grupo simétrico de ordem 2 e seja A um grupo abeliano multiplicativo. O grupo

Y, age sobre A @ A e sobre A ®7 A da seguinte maneira

Ly x(APA) — ABA
(0,(a,b)) +—— o(a,b) = (b,a),

EQX(A®2A> —)A®ZA
(0,(a®b)) — oc(a®b)=—-bRa.

Aqui nés mostraremos

A sen=0,
0 sen#0.
(A®zA)y, sen=0,
2) Hy(X2,A®7A) = S Hy (X, 2»A Ry 2~A) se n é impar,

(a®a€ (ArzA)y, :a€A) senépar
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onde >-~A:={a € A: existe n € N, tal que 2"a = 0}.

De fato, como
G(a7b) - (Cl,b) = (a_1b7 (a_lb)_l) )

temos (A@A)y, 2Ae (A®A)* = {(a,a) : a € A}. Considere 0 homomorfismo
N:AGA— ADA, (a,b) — (a,b)+o(a,b) = (ab,ab).

Note que Imn N = {(a,a) :a € A} = (A®A)*, Ker N = {(a,a” ") : a € A}. Entdo temos um
homomorfismo bem definido

N:(A®A)s, — (A®A)™,  (a,b) — (ab,ab).
Dado que (a,1) — o(a,1) = (a,a™ "), entdo
Ker N =0, InN = (A®A)™.

Portanto pelo Exemplo (1.11)

A sen=0,
Hn(227A®A) —
0 senz#0.
Para calcular H, (£,,A ®7A) note que pelo Exemplo (1.11): H,(X,,A®7A) = (A@z4)"
n 2) Z . . p 27 Z = (1 _|_G)(A ®ZA)

se p é impar, e H,(X2,A®7A) = Ker N’ se pépare p >2,onde N’ : (A®zA)x, — (A®zA)>2,
a@Qb—a®@b—-b®a.

Suponha agora que A = A; G A,. Entdo
ARzA X (A1 R7A1)® (A ®zA DA R7A1) B (A2 R7A2).
A ac@o de ¥, sobre A ®7 A induz uma a¢do de X, sobre A| ®7A; BAr ®7A| como segue
o(a1®ax,by@by) = —(b1 @br,ap Ray).
Pode-se mostrar que paran > 1, H, (X,,A] Q7 A2 A, ®z A1) = 0, portanto pelo Exemplo (1.7)

H,(X2,A®R7A) = Hy(X2,A1 ®7A2) & Hy(Ar ®7A2).

n
Agora se A = @Ai, entdo por indugdo temos
i=1

n
H(52,A®7A) = D Hi (22,4 @z A).
i=1
Mais geralmente se {A;} jc; ¢ uma familia de subgrupos finitamente gerados de A tais que J é
um sistema direto e A = li_r>nAj, entdo A @7 A = li_r>n(Aj ®zA;), e pelo Exemplo (1.5)

Hi(Z2,A®7A) = Tor§ZZ(Z,@(Aj ®zA)) = @Tor,%zz (Z,A;@zA)) = imHy (22,4 ©2.4,).

Portanto € suficiente assumir que A € finitamente gerado. Por outro lado, pelo teorema estrutural

dos grupos abelianos finitamente gerados, basta assumir que A é um grupo ciclico.



1.2. Homologia de Grupos 15

e Se A =7, entdo

(Z@zZ)™ =

Portanto
se n é impar,
Hy(X2,2®72) =4
(1®1) senéparoun=0.

e Seja A= Z/nZ e sejan="20p]" - pm com p; primos, p; > 2, p; # pj se i # j. Pela
decomposi¢do usual de Z/nZ como sendo a soma direta Z/2"°Z®SZ/p|'Z&--- DL/ pirZ,
¢ suficiente entdo assumir que n = p”. Note que nosso caso, a k-ésima homologia H (G, —)
¢ anulado por |G| = 2. Agora se p é um primo {mpar, como Z/p'Z ®z 7/ p"Z ndo tem
2-tor¢do, entdo Hy(Xy,Z/p"7 @7z 7/ p"7) também ndo tem 2-tor¢ao. Assim

Hk(ZQ,Z/pr ®Z Z/pr) = 0.
Por outro lado, se n = 27, entdo a afirmacdo € clara. Portanto

(A®zA)x, sen =0,
Hy(X2,A®7A) = Hy (s, 2»A Rz 2~A) se n é impar,
(a®@aec (A®zA)s,:acA) senépar.

A seguir, apresentamos algumas construcdes importantes de resolugdes livres de Z sobre qualquer

grupo, utilizadas mais diante.

e Seja G o produto cartesiano de n cdpias do grupo G. Seja C,,(G) o Z-mdédulo livre sobre

lellagy junto com a a¢do de G dada por

8- (80,81,---,8n) = (880,881,---,88n) -

C,(G) é um G—médulo livre com base (1,g1,8182,...,8182---8n), & € G- E claro que
Co(G) = ZG, via o isomorfismo ng,(go) + ng4,80. Considere para todo n > 1 os homomor-
fismos 0, : C,(G) — C,—1(G) definidos como sendo

n

511 (g07"'7gn) = Z(_l)l(g07 "7gi—lagi+17"‘7gn)-
i=0

O complexo

Co(G) 570 i 5 Co(G) 25 C i (G) — - —— C1(G) 25 Co(G) 5 Z— 0,

¢ uma resolucgdo livre de G—modulos e é chamada resolugdo padrdo de Z sobre G. Note

que € : Co(G) — Z é o homomorfismo de augmentagio, €(ng(g)) = n,.
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e Agora vamos introduzir a notac¢do barra:

lg1lgal- - 1gn], g€ G—{1}.

Além disso, suponha que [g1]g2] .. .|gn] = 0, sempre que g; = 1 para algum i entre 1 e n.
Considere B,,(G) como o G-médulo livre gerado por todos os simbolos [g;|g2|. .. |gx] com

gi € G—{1}. Paran > 1, definimos os homomorfismos d, : B,(G) — B,_(G), como

n—1
dn([81]---18n]) == g1[82] - lgn] + ;(—1)i[81\---!gigi+1!---\gn] +(=D"[g1l;-- lgn-1]-

Note que By(G) é o G-mddulo livre com gerador | |, que é isomorfo a ZG. Portanto o

complexo de cadeias de G-mddulos
Bo(G) 5Z: - —Bu(G) By (G)— - — B1(G) -2 By(G) 4 Z— 0,

€ uma resolucgdo livre de Z sobre G chamada resolugado barra de G [15, Capitulo 6, Secao

5], onde € : By(G) — Z é o homomorfismo de augmentagio.

Podemos verificar que 0 homomorfismo

)
Ca(G) —= Bu(G)
(80:---+8n) — [80 g1lgr g2l 18, 1 8n]

dd-nos um morfismo de complexoss 0, : Co(G) — Be+(G). Note que

0,(1,81,8182, "+ ,81---8n) = [81182] -~ |gn]-

Assim, se M é um G-mddulo, entdo
Hy(G,M) = Hy(Co(G) @ M) = Hy(Be(G) ®G M).

EXEMPLO 1.16. Seja G um grupo abeliano e considere Bo(G) — Z a resolugdo barra de Z
sobre G. Considere a aplicacdo

GxG —)Bz(G) QG 2.
(81,82) > [g1lg2]l®1—[g2]g1]®1

Como (dr, ®idy) ([g1|g2] ® 1 — [g2]g1] ® 1) = 0, temos assim um homomorfismo bem definido

GxG — Hy(G)
(81,82) > [g1lg2] ®1—[g2|g1]®1

Esta aplicagdo € bilinear alternante, logo induz um tnico homomorfismo

c:\2G — Hy(G)
giNg +—c(g1,8) = [g1lg]®]1—[glg]®1.
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Portanto, para todo g1,g2,/1 € G temos as seguintes propriedades

c(gihi,82) =c(g1,82) +c(h1,82), c(g2,81) = —¢(g1,82)-

Além disso, segundo [1, Teorema 6.4 Ch. V], o homomorfismo ¢ induz o isomorfismo
H>(G) = \3G.

OBSERVACAO 1.1. Em geral, para um grupo qualquer G definimos

(81,82, ,8n) == Y, sign (0)[go(1)|8o2)| -+ 186 ® 1 € Hy(G),

CEL,

onde g; € G é tal que g;g; = g,g; para todo j # i e X, é o grupo simétrico de grau n. E facil
verificar que na verdade ¢(g1,82,...,81) € H,(G), como foi obtido para n = 2 no Exemplo

(1.16). Se A = (g1,82---,8n), ndo é dificil verificar que o homomorfismo

N'A — Hy(G),
ayN---Na, +—>c(ay,...,a,)

estd bem definido e € multilinear. Portanto esses elementos satisfazem as seguintes propriedades

e Se h; € G comuta com os elementos g1,g2,...,8, € G, entdo
c(g1h1,82,--,8n) = ¢(81,82,---,8n) +€(h1,82,. ., 8n)-
e Paracadaoc €,
¢(85(1):85(2)- -1 8c(n)) = sign (0)¢(g1,82;---,8&n)-

e Sejam G e H grupos. Entdo o produto cup (Proposi¢ao 1.3) de ¢(g1,...,8x) € H,(G) e
c(hi,...,hwm) € Hy(H) é dado por

c(gla“'7gn)Uc<h17~-~ahm) :c((glv1)7"'7<gn71)7(17h1)7"'7(1ahm))‘

Usamos mais diante no Capitulo 4 esses elementos e suas propriedades.

Agora estudaremos 0os homomorfismos induzidos nos grupos de homologia pelos homomorfismos
entre grupos. Sejam G e G’ grupos multiplicativos e sejam M e M’ quaisquer G-médulo e
G’-médulo respetivamente. Um morfismo (o, f) : (G,M) — (G',M’) est4 formado por um
homomorfismo de grupos o : G — G’ e um homomorfismo de grupos abelianos f : M — M’ tal

que para todo g € G e paratodom € M,
f(g-m)=a(g)- f(m).

!/
Considere agora P, s Ze P, N/ resolugdes projetivas de Z sobre G e G’ respetivamente.

Dado que existe uma extensdo de o para um homomorfismo de anéis ZG — ZG', entdo P, é um
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complexo de cadeias de G-mddulos e pelo Lema (1.1) existe um morfismo de complexos de
cadeias, inico a menos de homotopia, T, : P, — P, compativel com @, isto € paratodo g € G e

para todo x € P,
Ta(g-x) = a(g) - T(x),

que satisfaz €’ o 7y = €. Tensorizando com M, obtemos um morfismo de complexos de cadeias
Te @G f:Pe®@cM — P.2g M.

Desta forma temos induzido para cada n > 0 um homomorfismo entre os n—ésimos grupos de
homologia
(0, f)s : Ho(G,M) — Ho(G',M'), Zn > (T @ f) (2n)-

Se H C G é um subgrupo de G e M é um G-médulo, o homomorfismo natural H, (H,M) —
H,(G,M) induzido pela inclusdo (H,M) — (G,M), é chamado o homomorfismo correstri¢do,
denotado por

cord . H,(H,M) — H,(G,M).

Seja H C G um subgrupo de G e seja E um conjunto de representantes das classes a direita Hg.
Para qualquer g € E, seja Z(Hg) o Z-médulo livre com base indexada por elementos na classe a
direita Hg. Entdo Z(Hg) é um H-médulo usando /' - Y aphy =Y ayh’'h, e portanto ZH = Z(Hg)

(como H-mddulos) via 0 homomorfismo & — hg. Segue-se

7.G =P z(Hg) = P ZH, (1.5)

gekr gcE

assim, ZG é um ZH-mddulo livre com base indexada em E. Agora, se P, — Z € uma resolucao
livre de Z sobre G, dado que ZG é um ZH-mddulo livre, entdo P, — Z € uma resolucado livre de
Z sobre H. Logo para todo n > 0 e todo G—mddulo M

H,(G,M) = H,(Py®¢ M), H,(H,M) = H,(P, @y M). (1.6)

EXEMPLO 1.17. Seja H C G subgrupo de G e seja 6 : G/H — G qualquer se¢do (como aplicagio
de conjuntos) da aplica¢do 7 : G — G/H definida por g — gH. Sejam Co(H) — Z, Co(G) — Z

resolucdes padrao de Z sobre H e G respetivamente. Para todo g € G, definimos

g:=(6(n(g))) g H.

A aplicacao
Cu(G) — Cu(H)
(80:815--+,8n) +— (80,81,--+,8n)
induz um morfismo de complexos de cadeias (Co(G),8) — (Co(H),0,) tal que para todo
n € Z o homomorfismo H,(H) = H,(Cs(G) @ Z) — H,(Co(H) ®pu Z) = H,(H) coincide com
a identidade idy, (), sendo esta a inversa do homomorfismo induzido pela inclusdo i, : Co (H) —
C.(G)

i«=idp, (1)

Hy(H) = Hy(Co(H) @5 Z) Hy(Co(G) ©1 Z) = Hy(H).
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EXEMPLO 1.18. Seja H C G subgrupo de G e M um G-mddulo. Fixe gg € G e considere o

homomorfismo de grupos
Ogy :H — goHgy',  h— gohgy',
e 0 homomorfismo de grupos abelianos
foo : M — M, m— go - M.

Seja P, — Z uma resolucdo de Z sobre G e seja (g, ), : P, — B, dada por (g, ). (x) = go - x.
Como para todo & € H e para todo x € M

(Tgo)n(l-x) = g0~ (h-x) = (gohgy ") - (80 %) = Oty () - Tu(),
temos o morfismo

(TgO)°®Hfg() :P0®HM _>P'®gng61M'

xXQ@m r—>g0-x®go-m=g0'(x®m)

Logo, para todo n > 0,

(agoafg0>*:Hn<H7M)—>Hn(g0Hg617M)7 Z_n'ﬁg()(zn)
Em particular, se go € H entdo para todo z,, € H,(H,M), temos (0, fg,)«(Zn) = Zu, portanto

(agovfgo>* = idH,,(H,M)'

Assim, se H é um subgrupo normal de G, entdo a ac¢do por conjugacdo de G sobre (H,M)

definida por
G x (H,M) — (H,M), (g0, (h,m)) — (g0hg, ", &0-m)
induz, para todo n > 0, uma acéo de G/H sobre H,(H,M) dada por
G/H x Hy(H,M) — H,(H,M),  (30,x) — (0Olgy, fg) (x)-

Logo, para cadan > 0, H,(H,M) é um G/H-md&dulo.

EXEMPLO 1.19. Seja R um anel com unidade. Definimos o grupo linear geral de ordem n,
denotado GL,(R), como o grupo de matrizes invertiveis de ordem n x n com coeficientes no
anel R. Em particular, R* =2 GL(R). Se R é comutativo, definimos o subgrupo especial linear
de ordem n, como sendo SL,(R) := Ker det, onde det, : GL,(R) — R* é o homomorfismo

determinante. Note que para cada n > 1, o homomorfismo determinante tem uma se¢ao dada por

0u: R — GLy(R).

x 0
X —



20 Capitulo 1. Homologia de grupos

Por outro lado, identificando cada matriz invertivel A de ordem n X n com a matriz 0 (l)> de
ordem (n+1) x (n+ 1), obtemos uma inclusdo GL,(R) — GL,(R). A unido da cadeia

R* =GL{(R) C GLy(R) C --- C GL,(R) C GL,+1(R) C -+
€ chamada o grupo linear geral de R

GL(R) := | J GL,(R).
n>1
Igualmente, definimos SL(R) como a unido dos grupos SL,(R) e estendemos o homomorfismo
determinante det, para o homomorfismo det : GL(R) — R*. Assim SL(R) = Ker det e GL(R) é
o produto semidireto SL(R) x R*. Pelo Exemplo (1.18), para cada n > 1 temos uma ag¢do de R*

sobre H,(SL(R)) induzida pela conjugagio

x 0 - x1 o
SL(R) — SL(R), A—x-A-x =01

onde x € R*. Se A € SL(R), entdo existe n € Z tal que A € SL,(R). Logo para cada x € R*

definimos
x 0 0
0 1 0
Xy 1= ) € GL,(R).
00 - 1
Entao
x| 0 Lo (o 5o
X — y X =
" O‘x;l O‘xn an O‘x;l 0 ‘xn
Assim
x 0 x1 0
x-A-x_l =10 1 A 0 1

-1
Alo) ., (x| o0 Alo x| 0

=x X, = .
*\oln )™ 05" )\ oln )\ o]y

X, | O
Isto implica que a agdo induzida por x € R* é a mesma que a agdo induzida por ( . - ) €
n

SL(R). Portanto para cadan > 1, R* age trivialmente sobre H,(SL(R)).
LEMA 1.4 (Lema de Shapiro). Seja H C G subgrupo de G e seja M um H-modulo. Entdo
H,(H,M) =~ H,(G,ZGou M),

onde o isomorfismo € induzido por (inc,a) : (H,M) — (G,ZG g M), a.(m) =1 @ m.
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Demonstragdo. Seja Py — 7 uma resolucdo projetiva de Z sobre G. Usando o isomorfismo
P ®G (ZG @ M) = Py @y M, temos

H,(G, 2GRy M) = Hy(Ps @6 (ZG @y M)) = H,(Pe @u M) = H,(H,M).

Se G e H sdo dois grupos, entdo temos 0os homomorfismos de anéis

7G — Z|G x H], angr—> an(g,l),
geG geG

ZH — Z[G x H], Y mph— Y ny(1,h),
heH heH

que induzem o homomorfismo de anéis
7.G @z ZH — Z|G x H].
Como os dois anéis tem a G X H como Z-base, entdo
Z|G x H| = ZG ®7 ZH.

Assim, se P, € Qo sd0 complexos de cadeias de ZG-mddulos e ZH-mddulos, respetivamente,

entao

P'®ZQO = (P0®GZG)®Z (ZH®HQ0) gPo@G(ZG@ZZH)@]_]Q.
Pe®G (Qe @ (ZGR7ZH)) = (Pe ®G Z) @7, (Qe ®u Z|G x H).

I

Logo
(Pe ®7,00) RGxH L = [(Pe @G L) @7,(Qe ®n Z|G X H))| @GxH L = (Pe QG L) @7,(Qe @u Z).  (1.7)

Em particular, se P, é uma resolucdo livre de Z sobre G e Qo é uma resolucdo livre de Z sobre
H, entdo pelo Corolario (1.1) o complexo P, ®7 Qe € uma resolucao livre de Z sobre G x H e

temos
H,(G xH) 2 H, ((Ps®704) Gy L) = Hy (Pe ®6 Z) ®7,(Qe ®u Z)).

Dado que cada P, ®G Z é um Z-mddulo livre, entdo pelo Corolério (1.1) temos o seguinte

resultado.

PROPOSICAO 1.3 (Férmula de Kiinneth para Homologia de grupos). Para todos os grupos G e

H, existe uma sequéncia exata

0— @D Hy(G)®H,H) > H(GxH) — @ Tor¥ (Hy(G),Hy(H)) — 0,
prq=n pl+q'=n—1

que cinde. O homomorfismo U : H,(G) ® Hy(H) — Hp44(G x H) é chamado o produto cup.

EXEMPLO 1.20. Sejam G e H grupos (multiplicativos).
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e Sen—=1, entdo

Hi(Gx H) = (Hy(G)®zH (H)®H(G)®z Ho(H)) Tor{ (Hy(G),Ho(H))
Hi(G)DH (H).

I

e Se n =2, entdo Tor?(Z,H,(H)) = Tor?(H,(G),Z) = 0, logo
Hz(G X H) = Hz(G> D (Hl (G) ®ZH1(H)) @HQ(H)
Em particular, se A € um grupo abeliano

Hy(A X A) = Hy(A) © Hy(A) ® (A®7A). (1.8)

Seja F um corpo e considere p(F) := 1i_n>1,un(F), onde u,(F)={§ € F*:E"=1}=7Z/nZé
um grupo ciclico finito. O seguinte lema dd-nos uma descri¢do da terceira homologia do grupo
F* x F* usando a terceira homologia do grupo u(F) x w(F), isto estd muito relacionado com

os cdlculos que faremos no Capitulo 4 para demonstrar nosso teorema principal.
LEMA 1.5. Seja F um corpo. Entdo pela formula de Kiinneth temos uma decomposi¢do canodnica
Hs(F x (@ Hi(F*) @z Hj(F >>@Tor%<FX,FX),
i+j=3

onde o homomorfismo que cinde Tor*(F*,F*) = Tor¥(u(F),u(F)) — H3(F* x F*) estd

u
definido por (§,n,&) — x(§), onde pn(F) = (&), £" =1, (§,n,£) € Tor{ (a(F), un(F)) é a
imagem de & via o isomorfismo p,(F) = Tor? (W, (F), i, (F)) e

= X (Il E)I(1,EN] = [(1LEKE DI, EN] +[(1,6)I(1,ED1(E,1)]

i=1

+[(5 DIELDI(L,8)] = [(&, DI(LE)IE D]+ [(1,EIE DI 1))

Demonstra¢do. Como U(F) = li_r)n Wn(F), pela Proposicdo (1.2) e pelo Exemplo (1.11)

Ha((F)) = H (limpy(F) ) = lim o (1 () = 0.

Entdo pela Férmula de Kiinneth (1.3) sobre H3(u(F) X i(F)) temos a seguinte sequéncia exata

que cinde
0 — Hy(u(F)) @ H3((F)) == Ha(u(F) x u(F)) — Tor{ (u(F),u(F)) — 0. (1.9)

Aqui o : H3(U(F)) ®Hs(u(F)) — H3(U(F) x u(F)) estd definido como o = Hi(i1) + H3(i2),
onde ij: u(F) — u(F) x u(F) é ainclusdo usual de p1(F) na j—ésima posigdo de u(F) x u(F).
Agora considere as projecoes

Br:u(F)xpu(F) — u(F), Ba:u(F)x u(F) — u(F),
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Se B = H3(B1) ® H3(p2), onde
H3(B1) : H3 (UW(F) x w(F)) — H3(u(F)), H3(B2):Hs(U(F)xu(F)) — Hz(u(F)),

entdo foa = idp, (u(F))oH; (u(F))- Assim, a sequéncia exata (1.9) cinde e temos a decomposi¢éo

candnica
H3(u(F) x u(F)) = Hy(u(F)) & H3 (1 (F)) & Tory (1(F), u(F)).

Por outro lado, seja Be (1 (F)) a resolugdo barra de Z sobre p(F). Como u(F) =t(F*) e
Tor{ (1 (F), k(F)) = lim Tor{ (i (F), pa(F)),

os elementos de Tor?(u(F), u(F)) = Tor(H, (F*),H,(F*)) = Tor’(F*,F*) sdo da forma
(E,n,&) := ([E],n,[E]), onde & € w,(F), isto é E" =1 e [E] € H|(F*) = F*. Note que o

homomorfismo

assim, segundo [4, Proposicao 10.6, Capitulo 5] obtemos um homomorfismo
¢ : Tor} (H, (u(F)),H (u(F))) — Hs (B, (H(F)) u(F )®B (H(F))u(F)) 7
(E]n[E]) — ®Z £[&'] +Z £l&] e

que cinde a sequéncia (1.9). Agora pelo isomorfismo (1.7)

Be(1(F))u(r) @z Be(1L(F)) u(F) L (B (u(F)) @72, Bo(1L(F))) u(Fyxp(F)

temos
w([é]@é[é‘ﬂ) = Y& (1.9)11.8)
= L@ DI0LE0.E)] - [LOIEDILEN + [(LE)1.EE 1)
(Z H3E m) ~ Y lEnIE ] 0.8)
= L@ DIE IO~ [EDIIE D]+ [(LEE DIE 1)
Assim

¢ : Tory (Hy (W(F)),Hi(u(F))) — H3(u(F) x u(F)),

cinde a sequéncia (1.9), onde

x(&) = Xn‘,([(i,l)\(l,i)l(laé")}—[(L@I(&U\(Léﬂ+[(1>§)I(1,§i)|(5,1)]

i=1

+ (€, DIE, DI, )] = [(€DI,EIE, D]+ [(1L,ENE, DI(E,1)]) -
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Por outro lado, usando a férmula de Kiinneth (1.3) sobre H3(F* x F*) temos a seguinte
sequéncia exata
0 — M — Hy(F* x F*) — Tor} (F*,F*) — 0,

onde M :=H3(F*)®H3(F*)®(F* QHy(F*))® (Hy(F*)® F*) C Hy(F* x F*). Esta sequén-
cia cinde usando o homomorfismo ¢ : TorZ(u(F), u(F)) — Hz(u(F) x i(F)) definido ante-
riormente para a decomposicdo candnica de H3(u(F) X i(F)) e usando o seguinte diagrama

comutativo

0 —— H3(p(F)) © H3(W(F)) — H3(1(F) X p(F)) —Tor{ (1(F), i (F)) —0

| | 5

0 M H3(F* x FX) TorZ (F*,F>) 0.

1.3 O grupo Exty(B,A)

Sejam A e B grupos abelianos. Uma extensao de B por A é uma sequéncia exata de grupos
abelianos 0 —s A < ¢ -+ B — 0. Denotaremos esta sequéncia como E = (),0). Um
morfismo entre E = (x,0) e E' = (x,0’) extensdes de Bpor A é aternal’ = (o, 3,y) : E — E’

de homomorfismos tal que o seguinte diagrama comuta

E: 0 AX.c-%.B 0
lr ja jﬁ LY
E'- 0 AX.c 9. B 0.

Dizemos que E = (),0) e E' = ()’,0’) sdo congruentes e denotamos E = E’, se existe um
morfismo I' = (id4, B,idg) : E — E' tal que 8 é um isomorfismo. Esta rela¢do definida entre

extensoes de B por A é uma relacdo de equivalencia e denotamos
[E]:={E':E' = (x',0’) é uma extensdo de B por A tal que E = E'}.

Dada uma extensdo E = (y,0) de B por A e homomorfismos f: A — A’, g : B — B, entdo
existem extensdes E’ de B por A’ ¢ E” de B’ por A (definidas dnicamente por f e g), € morfismos

de extensdes I : E — E', e I : E” — E tais que os seguintes diagramas comutam

E- 0 A—*.c-9.B 0
A

E: 0—A*.c % gy
E: 0 X _oon 9 g 0

P b

E : 0
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Denotaremos as extensdes E’ e E” como sendo as composi¢des da extensdo E com f e g, isto €

E'= foE e E" = Eog. Agora dados A, B grupos abelianos, defina os homomorfismos
VAa:ADA — A, Valay,ap) =a; +az,
Ap:B—B®B,  Ag(b)=(b,b).
Dadas as seguintes extensdes de B por A
E: 0—A%c-2B—0,
E: 0—AXs0 -8 o,

definimos a soma direta de E e E’ como sendo a extensio

EGE: 0—AsAX2,c00 2% BaB—0,
e definimos a soma nas classes de extensdes [E] e [E’] como sendo [E] + [E'] := [E + E'] onde

E+E :=Vpo(E®DE")oAp.
TEOREMA 1.9. Sejam A e B grupos abelianos. Entdo o conjunto
Ext,(B,A) :={|E] : E = (x,0) é uma extensdo de B por A},

é um grupo abeliano junto com a soma sobre as classes de extensoes e é chamado o o grupo de

extensoes de B por A.

Demonstragdo. Veja-se [4, Teorema 2.1, Capitulo 3]. 0

OBSERVACAO 1.2. Seja E = (i, p) a extensdo de B por A, onde i é a inclusdo de A em A ® B
e p € a projecdo de A & B sobre B. Esta extensdo € chamada extensao trivial, e a classe dele
é o elemento trivial de Ext},(B,A) : [0] = [E] € Ext},(B,A). Uma extensdo E' = (y',0") ¢ dita
que cinde se E’ é congruente com a extensdo trivial, equivalentemente E’ é dita que cinde se
o’ tem inversa a direita ou se ¥’ tem inversa a esquerda. Por outro lado, dada uma extenso
[E] € Ext},(B,A) definimos uma nova extensdo de B por A como sendo E’ := (—14) o E, onde
—1a(a) = —a. Esta extensdo E’ satisfaz: [E]+ [E'] = [0] = [E'] + [E], logo E’ é a extensdo
inversa de E em Ext},(B,A), denotado como [E'] = —[E]. Em diante denotaremos as classes de

extensdes de E simplesmente por E.

Seja A =27 e B = Z/27. E fécil verificar que Ext},(Z/27,27) = 7,/27Z. Em geral temos o

seguinte teorema.

TEOREMA 1.10. Para qualquer grupo abeliano A, temos que
Ext}, (Z/nZ,A) = A/nA,

onde nA ={na:acA}.
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Demonstragdo. Veja-se [4, Proposicdo 1.1, Capitulo 3]. ]
EXEMPLO 1.21. Em particular tem-se que

0 se21n se21n
Ext}(Z/2Z,Z/nZ) = e  Ext,(Z/nZ,7/27)= :
7)27 se2|n 7)27 se2|n

Se 2 | n, considere as seguintes sequéncias exatas

E:  0—2/mZ-%2/20Z - 52/22 0,

onde «t(j) =2je B(m)=me
E':0—17/22 % 7/202 25 2./n7 — 0,

onde o/ (1) =7, B/(a) = a. Entdo E € Bxt},(Z/27Z,7./nZ) e E' € Ext},(Z/nZ,7,/27). Dado que
2 | n,entdo Z/(2n)Z % 7./27. & Z/n’Z. Portanto E e E’ sdo as dnicas extensdes ndo triviais de

Ext}(Z/27,7./nZ) e de Ext},(Z/nZ,7./27) respetivamente.

EXEMPLO 1.22. Seja F um corpo. Sabemos que
Torf (1 (F), 1(F)) = ki Torf (ta (F), s (F)) 2 lim 1, (F) = p(F).

Entdo Bxt},(Z /27, Tor2(u(F), u(F))) = Ext},(Z/2Z,u(F)). Dado que todo grupo abeliano de
tor¢do A pode ser decomposto na forma @ p~A, onde ,~A = {a € A: existe r tal que aP’ = 1},

p primo
entdo pelo Teorema (1.10) temos

o M= (F)
5 (F)

Agora se char (F) = 2, entdo U~ (F) ¢é trivial. Por outro lado, se char (F) # 2 e se Uy~ (F) é

Ext}(Z/2Z, u(F)) = Exth(Z/2Z, po-(F))

infinito, entdo para qualquer n temos que U (F) C Uyni1 (F), onde pon(F) = (§) com § € F*

uma 2" —ésima raiz primitiva da unidade e {yus1 (F) = () com i € F* uma 2"*!-ésima raiz

. o (F
primitiva da unidade. E claro que & = 12, logo “22 (F) = 0. Se char (F) # 2 e up~(F) é finito,
My (F)
3 B o po=(F)
entdo o= (F) = Uy« (F) para algum inteiro n. Neste caso ~— ) 727 e portanto
Hae
0 se char (F) =2 ou se U~ (F) for infinito,

Exty,(Z/22, Tory (1 (F), 1(F))) = ,
Z/27  se char (F) #2 e U= (F) for finito.

Definimos assim TorZ(u(F), 1 (F))™ como sendo a Gnica extensdo ndo trivial de Z/27Z por
TorZ (1 (F), u(F)) se char (F) # 2 e tp=(F) for finito. Caso contrario definimos Tor? (u(F), i (F))™

como sendo TorZ(u(F), u(F)). Voltaremos nesse exemplo no final do Capitulo 4.

—~
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1.4 Sequéncias Espectrais

Uma sequéncia espectral comec¢ando em a € Z, a > 0 é uma familia {E/,

com r > a, junto com R-homomorfismos

r . r
dpaq ’ Epaq

=0eEt!

; r r
tais que dp,q © dp+r.,q7r+l Dq

Ker dlrw
r
Im dp

P
E,

+rg—r+1

7 o} pgez de R-médulos

—rq+r—1»

. , . - . A
Para cada r > a, a familia {E}, ,}, sez € chamada a r-ésima pdgina ou folha da sequéncia

espectral. Os homomorfismos d,, , sdo chamados as diferenciais da sequéncia espectral.
)

EXEMPLO 1.23. Seja {E[,’q} pgez. uma sequéncia espectral comegando em 0. A folha zero

(r =0) desta sequéncia espectral é

0 0 0
Epp Eys Eyn
0 0 0
ldo,z ldm ldz,z
0 0 0
Ep, EY, Ey,
[CIR TR
0 0 0
Epp Evy Eo
A primeira folha (r = 1) desta sequéncia espectral é
d}, di dy
s 1 1,2 1 2,2 1
0,2 Eis Eyn
01 di | o

e a segunda folha (r = 2) desta sequéncia espectral é

2 2 2 2 2
EO.,S Elh3 E223 E3é3 E4 3
diy, d3, di,
2 2 2 2 2
Ey, Eltz Ezéz E322 Ey,
dj ds di,

2 2 2 2 2
Egy, ET, E3, E3, Ey,

2 2 2 2 2
Ejo Efy E5q E3, Ejy
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Uma sequéncia espectral € dita limitada se para cada n € Z existem somente um nimero finito de

termos E), , diferentes de zero com p +¢q = n. Se assim for, entdo para cada p e g existe ro € N

+1
q

referir a uma sequéncia espectral usamos somente a notagéo £, ,.

tal que £}, , = E, 7" para todo r > ry. Denotamos o termo estével por E7 . A partir de agora para

Seja Hy = {H, },cz uma familia de R-médulos. Dizemos que uma sequéncia espectral limitada
E}, , (comecando em a > 0) converge a H, se para cada n € Z, existem s, € Z tais que H, tem

uma filtracdo da forma
0=FH,C--- ng—lHnngHn ng—f—lHn C..-CFHKH,=H,,
tal que para todo p,q,

© v FPHP+q
120 Fp—al+q

No caso afirmativo, denotaremos esta sequéncia espectral como
a
Ep’q — H[FH['

EXEMPLO 1.24. Seja E}, , —> H)1; uma sequéncia espectral tal que Equ =0 paratodo p #0,1.
E fécil verificar que £}, = Ef7 o bara todo p e g. Para cada n, a sequéncia espectral E), , induz

uma filtracao de H, da forma
0=FH,C--- ng—lHnngHn ng—Q—lHn c..-CFHKH,=H,

de modo que

g~ ol
p.n—p prlHn
Se p <0, entdo E;,_, =0elogo
O=FH,=--=F, |H,=F,H,=---=F_1H,.

Se p =0, entdo

E§) = Eg, = FoH FoH,
Se p > 1, entdo
FH,=---=F, \H, = F,H, = --- = FH, = H,
Se p =1, entdo
E, \&E7, | = % = Fén :
offn  Ej,

Assim, para cada n € Z obtemos a seguinte sequéncia exata curta

0— E&n — H, — Elz’n,1 — 0.
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EXEMPLO 1.25. Seja E}, , = H)p 4 tal que Ezg,q = 0 para todo ¢ # 0, 1. E fécil verificar que

(
Ker d,%,o se g =0,
E2
Er o= Pl g1
; 2 ’
e Imd, .50
0 seq#0,1.

\

Para todo n € Z, H, tem uma filtracdo da forma

OstHng"'nglenngHnngJrlHng"'gEHn:Hn

tal que
oo ~ FpHﬂ
Sen < p,entdo E;°,_, =0elogo
Fan:Fn+1Hn:"': plen:FpHn:"':FtHn:Hn-
Se n = p, entdo
F,H H
= T o nO_Kerd
Fy1Hy anlH
Sen > p—+1,entdo
O=FKH,=--=F, \H,=F,H,=---=F, 7H,.
Sen = p-+1,entdo
F1H E? |
n—1 no_ nle E ]1

F,_oH, Im d2+1 0 .

Obtemos assim para cada n € Z a sequéncia exata
3 2 2 3
0— En_m —H, — En,o — En,m — En_z,l — 0.
Fazendo variar n e juntando as sequéncias obtemos a seguinte sequéncia exata longa

2 2 2
"—>Hn_ E+]O_>En—],1_>Hn—>En,O%En—2,l_>Hn—1 — e

Uma sequéncia espectral tal que E}, , = 0 para todo p < 0 ou ¢ <0 ¢ chamada a sequéncia
espectral do primeiro quadrante. Logo para cada n > 0, os termos E;, , diferentes de zero tais
que p + g = n sdo ao maximo n + 1. Portanto esta sequéncia espectral € limitada. Entdo para

p»q € Z fixos, se ro = max{p,q+ 1} + 1, entdo E;, -
EXEMPLO 1.26. Seja E}, , = H)1 4 uma sequéncia espectral do primeiro quadrante comegando
em a. Entdo para cada n, H, tem uma filtracdo da forma

0=FH,CKH, C---CF, H, C F,H, = Hy,

tal que E5; _ Lphhn
al que B —

modulo de E “0 Os homomorﬁsmos Eg — Ey eE” 0 E? .0 sao chamados os homomorfismos

- Note que Ej’,) = FoH),, € um quociente de Eg eESy = % ¢ um sub-

bordos.
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. r r . . . - . —r .

Sejam E,, , e &7 , sequéncias espectrais com diferenciais dj, , e d,, , respetivamente. Um mor
At e A& : . ~ r . rr r

fismo entre estas sequéncias espectrais é uma familia de aplicagdes { Fpg Epg— éapﬂ} PgEL

tais que

3 —r
1) paratodo p,q € Zer € Z>o, f;—",q-ﬁ-i’—l ody ,=dp, o[,

i) paratodo p,q € Zer € Lo, f5};' € dada por

r+1 . pr+l \ r+1

r4q - Epvq gpaq '

r r = 5"
x+Imdy,, o = () +HImd,

Nas sequéncias espectrais limitadas com E7, = E});, definimos

o 1o . 40
Zpg =Zpy =Kerdyy,
%) . ro N o
BP,CI =Bpg =1Im dP+r0,q—V0+1'

Seja {fpq: E [P é‘;q} p.gez. um morfismo de sequéncias espectrais limitadas. Suponha que
para algum rg € N fixo, f}, . : E,, , — &} , € um isomorfismo para todo p, g € Z. Entdo para s > ry

temos que f, . E}, , — é’lﬁ,q € um isomorfismo. Definimos para todo p, g € Z o homomorfismo

(e}

oo, =) oo 00 00 __grh 00 o _ P.q 00
frog Epy— &5y como sendo fr, (x+Bj,) = friq(x)+ Ay, onde &) = T Note que £},
P

¢ um isomorfismo.

. a a / A . . . . . 1
Sejam E} , = Hp14 ¢ &5, = H),. , sequéncias espectrais limitadas. Dizemos que uma familia
de homomorfismos h, : Hy — H] é compativel com um morfismo de sequéncias espectrais

{fpq: E,,— 5;,(1}17,462 S€
i) paratodo p € Z, h,(F,H,) C F;H,g,

B - Bp.n—p FpHn - Bpnp FP/HA _
i1) paratodo p,n € Z, se Epﬁ,p = ————e¢ é"p,n,p — ;> entdo temos um mor-
FID,IIH;1 prlHn
A F,H F H
fismo bem definido £, : LA N ,p i 7

Son—p°Bpn—p=Bpnp ohy.

112

tal que

Neste caso escrevemos
a
Ep,q >Hptq

L §+q thﬂ'q

a /
gl’#] HP““Z

TEOREMA 1.11 (Teorema da comparagdo de Sequéncias Espectrais). Sejam Ej; , = Hp14 €
Eg = H[', +q Sequéncias espectrais do primeiro quadrante. Suponha dada uma familia h, :
H, — H| compativel com um morfismo de sequéncias espectrais {fp 4 : E,,— éap”q}pgez.
Se fpq:Epq = &y g € um isomorfismo para r € N fixo e para todo p,q € Z, entdo hy é um
isomorfismo, para todo n.
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Demonstragdo. Sabemos que H, e H), tém filtragdes
0=F_H, C FoH, C -+~ C F,_1H, C FH, = Hy,

0=F/\H, CFH, C---CF,_H, C F,H, = H,

n?

tais que 1, (F,Hy,) C F H, e

Iyt
p:n—p Fp—lHn ’ pn—p FI;,IH/n

o]

Como f}, ,_, € um isomorfismo, E,_, = &7, ,. Temos assim o seguinte diagrama comutativo

com linhas exatas
0——s ngn —— FH, —— Ei’n_l —0

;

oo Iry! oo
0 0,n FlHn 1,n—1 0.

Logo, pelo Lema da serpente, Fi H, = F{H,,. Fazendo o mesmo tratamento para

0— FH, — FH,—E5, ,—=0

- E T

0 — F{H, — F,H, — &5, , —=0,
temos que F>H, = F,H, . Continuando este processo obtemos H,, = F,H,, = F,H, = H,,. O

Uma filtragéo F sobre um complexo de cadeias (Ce,d,) é uma familia de subcomplexos
- C (Fp—ICndO) - (FPC.,d.) C (Fp-i-lchd') C---C (Chd')'

Dizemos que esta filtragdo de (C.,d,) € limitada se para cada n, existem nimeros inteiros s < ¢
tais que F;C, =0e F,C,, = 0.

TEOREMA 1.12 (Teorema da Convergéncia Clasico). Se a filtracdo do complexo (Ce,ds) €
limitada, entdo existe uma sequéncia espetral limitada

FPC.

E' =H,, (

) =4 Hp+q(C.).
Além disso esta convergéncia é natural, isto é, se fo : (Co,ds) — (Cl,d.) é um morfismo de
complexos com filtragées limitadas, entdo f, : H,(Cs) — H,(C.) é compativel com o morfismo

o R - .
de sequéncias espectrais E}, , — &  induzido por fe.

Demonstracdo. Veja-se [15, Teorema 5.5.1]. [
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EXEMPLO 1.27. Dizemos que uma filtracdo F sobre (C,.,d,) é canonicamente limitada, se
para todo n, F_1C, = 0 e F,C, = C,. Esta filtracdo gera uma sequéncia espectral com Equ =
FpCpq

Fp1Cpq
do primeiro quadrante

~ 0o _ A
. Note que se p < 0 ou g <0, entdo E, , = 0. Portanto temos uma sequéncia espectral

E! =H (F”C’ >:H (C)
D.q rP+q Fp71C. ptg\*-e)-

Sejam (C,,d,) € (C.,d,) complexos de cadeias a esquerda de R-médulos. Considere (D, ds )
como sendo o complexo produto de Co ® C, definido em (1.1). Definamos as seguintes filtragdes
sobre (Da, ds)

"FaDe= P CpyorC,

p+q=k
p<n

HFnDk = @ Cp ®RC£I.

ptq=k
q<n

Claramente estas duas filtragdes sdo canonicamente limitadas. Logo pelo Teorema (1.12) e pelo

Exemplo (1.27) temos duas sequéncias espectrais no primeiro quadrante

1 1
F,D F,D
Il pe 11 ple
E = — | —=H D,), E _=H —H D,),
P4 pra <1Fp_1D.) pra(De) P4 pt+q <11Fp—lDo) p+q(De)
onde
1
100 _ FpDpiq _ / r_ /
Epy=r" 5= D GoxrCj/ D CrerCy=Cerd, (1.10)
p—1~p+q i+j=p+q /+j=p+q
-0 _ HFPDP-HI _ ! ! /
EIMI_IIF D - @ CiorCj @ Cr OrRCy = Cq®RRC),. (1.11)
PoIEPTE iy j=piq i+j'=p+q
=P j<p-1
Il . . . 'F,De
Note que “E), , € a homologia na (p + q)-ésima posic¢ao do complexo F,_ Dy isto €, a homolo-
P— [ ]

gia de
Cpy@rCy:-+ = CpRRC,_,, =+ = Cr@rC),_,— -+ —=Cp@RC]_, = CpRRC, — -
na posi¢o p +q. Assim, 'E ;7 g =Hgy (C, ®rC,) e os diferenciais sdo dados por
'd) g =Hy (dp®idcy) : Hy (Cp ©r CL) — Hy (Cpo1 @R CL) -
Analogamente, ”E;q =H, (C. QR C;,) e
1 41 . )
d,,=Hy (idc, ®d,) : Hy (Ce ®rC,) = Hy (Co ®rC},_1) -

Reescrevemos esse resultado no seguinte teorema.
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TEOREMA 1.13. Se (C,,d.) e (C,,d]) sdo complexos a esquerda de R-mddulos, entdo temos

as seguintes sequéncias espectrais

'E} g =Hy(Cy@rC) = Hpi4(Ca®RCY),
”Ezi,q =Hy (Ce@rC,) = Hp1q(Coe@rCy),

onde'd), , = H, (d,®idc,) e"'d), , = H, (idc, ® d},).

Seja G um grupo e seja (Co,de ) um complexo de G—mddulos. Para n > 0, definimos o0 n—ésimo

grupo de homologia de G com coeficientes no complexo C, como
H,(G,C,) :=Hy, (Pe ®GCe) ,
onde P, — 7Z € uma resolucgdo projetiva de Z sobre G. Note que se M é um G—mddulo, entdo
H,(G,M,) = H,(G,M),

onde M, é definido como no Exemplo (1.1). Definimos o complexo augmentado de (Ce,ds) por
M como
G G O = Gy — M 0,

e denotamos na forma Ce — M.

TEOREMA 1.14. Seja G um grupo e seja C¢ — M um complexo de G-médulos. Entdo existe

uma sequéncia espectral no primeiro quadrante

E},’q = H,(G,Cp) => Hp+4(G,C.)

>~

tal que d}m = Hy(dp+1). Se o complexo Co — M ¢ exato, entdo para todo n, H,(G,C,)
H,(G,M). Portanto
E,,=Hy(G,C,) = Hy14(G.M).

Demonstragdo. Seja P, — 7 uma resolugdo projetiva de Z sobre G. Entao pelo Teorema (1.13),

temos duas sequéncias espectrais

IEll”q =Hy (P, ®GCe) => Hp1q(Pe®@GCs) = Hp14(G,Co),
”E[;q =Hy (P' e CP) — Hp+q(Po ®G C.) = HIH‘Q(Gv C.).

Pela definicao de homologia de grupos
E) 4 =Hy(Pa®Cp) = Hy(G,Cp).

Se E ;7(] =1 Elaq, entdo temos a sequéncia espectral

E;# = H,(G,C,) = H,+,(G,C.),
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onde d}L q= Hy(d,11). Agora, seja C, — M um complexo exato. Como P, é projetivo, entdo o

complexo P, ®G Ce — P, ®G M € exato e logo

P,®cM seq=0,

Il
El —
P 0 se g # 0.
Portanto
g _ Hp(Pa®@GM) seq=0 |H,(G,M) seq=0,
p.q

0 seq;«éO_ 0 se g #0.

I

Pelo Exemplo (1.25), a sequéncia espectral ’Ell,’q — H,14(G,C,) implica que H,(G,C,)
H,(G,M) para todo n.

O

Seja G um grupo e H um subgrupo normal de G. Se M € um G—modulo, entdo My é um

H—médulo trivial. Portanto My € um G/H—médulo. Agora, em (Mu)g/n
gH(m+N) — (m+N) = (gm—m) +N

para todo m € M e para todo g € G, onde N € o H—mddulo gerado pelos elementos hm — m,
h € H.Logo, (Mu)g/m = Mg.

TEOREMA 1.15 (Sequéncia Espectral de Lyndon/Hochschild-Serre). Para todo subgrupo nor-

mal H do grupo G e todo G-médulo M, existe uma sequéncia espectral do primeiro quadrante
2
E,,=H,(G/H,Hy;(H,M)) = H,,(G,M).
Além disso, esta convérgencia é natural. Esta sequéncia espectral implica a sequéncia exata

H>(G,M) — H>(G/H,Mp) —>H1(G,M)G/H — H(G,M) — H,(G/H ,My) — 0. (1.12)

Demonstragdo. Seja Py — Z uma resolugao projetiva de Z sobre G. Considere o complexo C,
de G/H—mdbdulos definido por C, := P, ®y M = (P, ®7 M ). Seja P, — Z uma resolugdo

projetiva de Z sobre G/H. Pelo Teorema (1.13) temos duas sequéncias espectrais

IEll’v‘I - Hq (Pl/7 ®G/H C‘) = HP+‘1(G/H,CO)7
HE;vq = H, (Po/ QG/H Cp) — I‘ijLq(G/I‘I,C.)7

Como PI’, ¢ um G/H—mddulo projetivo, o funtor P; ®¢/u — € exato. Logo
] ) I )
’EM = Hy (P, ®6/1Ce) = P, Q¢ Hy(Co) = P, @1 Hy(Pe @5 M) = P, @/ Hy(H,M).
Tomando a homologia sobre p temos

IEI%,q = Hy(G/H,H,(H,M)) = H,4,(G/H,C,),
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onde a acdo de G/H é definida como no Exemplo (1.18). Agora na outra sequéncia espectral
temos
(Cp)gu seq=0
se g # 0.
Dado que (Cp)g/m = ((Pp ®M)H)G/H = (P,®M); = P, ®g M, temos

Hpl
EPaq_

H,(Po@cM) seq=0 H,(G,M) seq=0,

g2 _
0 seq#0 0 se g # 0.

pa

Pelo Exemplo (1.25), a sequéncia espectral // Ej ¢ = Hp+4(G/H,C,) implicaque H,(G/H,C,) =

H,(G,M) para todo n. Portanto se Eliq = IEIZW, entdo

E, , =H,(G/H,Hy(H M)) = H,,,(G,M).
Agora essa sequéncia espectral induz uma filtragdo sobre H; (G, M) da forma
0=F_1H(G,M) C FyH\(G,M) C FH,(G,M) = H|(G,M),

tal que

FyH,\(G,M)
ETW &2 ———— =FH(GM
0,1 Flel(G,M) 0 1( ) )7

b o FH\(G,M) _ Hi(G,M)
0™ RH(G,M)  FyH\(G,M)

Assim temos a sequéncia exata
0— Egy — H\(G,M) — Eyy — 0.

Por outro lado, é fécil verificar que E;°, = E3, e E7, = E3, = coker d3 ,, obtendo assim

sequéncia exata
oo 2 d%,o 2 o0
0—Eyy—Eyy—Ej; — Ej; —0.

Juntando as duas sequéncias e dado que E5°, € um quociente de H»(G, M), temos a sequéncia
exata

Hy(G,M) — H,(G/H ,Hy(H,M)) — Hy(G/H,H,(H,M)) — H,(G,M) — H,(G/H,Hy(H,M)) — 0.
Portanto temos a sequéncia exata
H>(G,M) — H>(G/H,My) — H), (H,M)G/H — H(G,M) — H,(G/H,Mpy) — 0.
O

EXEMPLO 1.28. Seja H um subgrupo normal de G tal que a seguinte sequéncia exata de grupos

cinde

1 »H L5655 6/H 1,
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onde o : G/H — G é uma secdo de g. Considere o diagrama comutativo

idG/n

|—>1—>G/H—>G/H—1

\ f L(x lida/ﬂ

1 H—1~G6—%-G/H—=1

com linhas exatas. Pelo Teorema (1.15) temos um morfismo de sequéncias espectrais de
Lyndon/Hochschild-Serre

E5 ,=H,(G/H,Hy(1,Z)) —=H,,(G/H,Z)

lf,%,q l Op+q

65 q=Hy(G/H,Hy(H,Z)) == Hy4(G,Z).

Como Hy(1,Z) = 0 para todo g # 0 e Hy(1,Z) = Z, temos que Eﬁ,q =0 para todo g # 0 e
E;O = H,(G/H). Note que a aplicagao Hy(1) — Ho(H) é um isomorfismo, logo para r > 2,
temos que f  : H,(G/H) — Hp(G/H) ¢ um isomorfismo. Agora para r > 2 temos 0 seguinte

diagrama comutativo

—F

0=E’ 0 g —H(G/H)
— Fp—-rr—1 p,0 — P
j prir—1 %l $0
& Do er g (G/H)
p—rr—1 p,0 — P

que implica que d; o =0, para todo r > 2.

EXEMPLO 1.29. Seja R um anel comutativo com unidade e considere SL(R) como foi definido
no Exemplo (1.19). Lembremos que se A e B sdo subgrupos de um grupo G, definimos [A, B]
como o subgrupo gerado por todos os elementos da forma [a,b] := aba 'b~!, onde a € A e
b € B. Suponha que R satisfaz que SL(R) = [SL(R),SL(R)]. A sequéncia exata de grupos

1 — SL(R) % GL(R) %5 R* — 1,
cinde pelo homomorfismo
¢ :R* — GL(R), x — diag(x,1,1,---).
Agora pelo Teorema (1.15) obtemos a sequéncia espectral de Lyndon/Hochschild-Serre

gpz,q = Hp(R™,Hy(SL(R))) = Hp14(GL(R)).

Assim temos que

112

£2) = Hy(R*,Hy(SL(R)))

82, = Hy(R* H\(SL(R)))

H,(R™),
H,(R*,0) =0,

I



1.4. Sequéncias Espectrais 37

pois pelo Exemplo (1.10), H; (SL(R)) = % = 0. Por outro lado, pelo Exemplo (1.19), a

acdo de R* sobre Hp(SL(R)) € trivial, logo
&5y = Ho(R™ ,Ha(SL(R))) = H>(SL(R)).
Assim a segunda folha desta sequéncia espectral é da forma

H>(SL(R)) & &3y &5
0

O‘\\\O
7 Hl(RX) Hz(RX) H

3(RX)

E facil verificar que

2 2
3 Kerdp70 _ g £ _ Kerdm 0
PO_I d2 - “p,0» PJ_I d2 -
ma,. ., ma,iz0
¢ 2
Ker d
3 0,2
= = H>(SL(R)).
B2 = gz = PRASLR)

Assim, a folha £ 13,7 q ¢ da forma

Hy(SL(R)) &ty &5
0 0 0
7 H(R*) H>(R™) H3(R™) Hy(R™)

A sequéncia espectral (5"1,2 4 induz uma filtragdo sobre H|(GL(R)) da forma
0=F_1H\(GL(R)) € FoH\(GL(R)) € Fi1H(GL(R)) = H(GL(R)),

de modo que

661 = Rl (GL(R)), 6= m |

isto implica
H{(R*) =2 H(GL(R)). (1.13)

Note que pelo Exemplo (1.28), d;’) o = 0. Por outro lado, a sequéncia espectral 51;‘: ¢ induz uma
filtragdo sobre H>(GL(R)) da forma

0 = F_H>(GL(R)) C FoH>(GL(R)) C FiH»(GL(R)) C FyH>(GL(R)) = H>(GL(R)),
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de modo que

H>(GL(R))

802 = FoH(GL(R)), a1 = ATLIGLR) FiH>(GL(R))’

’ F()Hz(GL(R))’

I

€20
Como &5 = Hy(SL(R)), 677 = 0 e &5y = Hr(R™), obtemos a sequéncia exata

X
det*:corgL<R)

0 — H>(SL(R)) ~= Hy(GL(R)) ———=%5 H,(R*) — 0,

que cinde pelo homomorfismo induzido por ¢ : R* — GL(R), pois det, o ¢, = (deto @), =

(idg~ ), = idp, (gx)- Portanto temos a decomposigao
Hy(GL(R)) = Hy(R*)® Ha(SL(R)). (1.14)
Além disso, a sequéncia espectral éﬁ 4 induz uma filtragdo sobre H3(GL(R)) da forma
0= F_1H3(GL(R)) € FoH3(GL(R)) C FiH3(GL(R)) € F2H3(GL(R)) C H3(GL(R)),

tal que

I
I

FiH3(GL(R)) F>H;3(GL(R)) & H3(GL(R))

&5 = FoH3(GL(R)), 675 FoH3(GL(R))’ 1 FiH3(GL(R))’ " PBH3(GL(R))

E fécil verificar que &% = H3(SL(R)), &, =0, e &% = H3(R*). Agora pelo Exemplo (1.14),
temos que &7% = H{(R*,Hy(SL(R))) = R* ® H>(SL(R)), obtendo assim as sequéncias exatas

0 — H3(SL(R)) — FyH3(GL(R)) — R* @ Hy(SL(R)) — 0,

0 —s FH3(GL(R)) —> H3(GL(R)) ~%™ Hy(R*) — 0.

Como H3(GL(R)) = F,H3(GL(R)) @& H3(R™), temos a seguinte sequéncia exata

H3(GL(R))

0 — H3(SL(R)) — Ha(R¥)

— R*®@ Hy(SL(R)) —> 0. (1.15)

que cinde com uso do homomorfismo ¢ : H3(GL(R)) — H3(SL(R)), onde o : GL(R) — SL(R),

(detAd)~™! 0

A . Voltaremos nesse exemplo como parte da demonstracdo de nosso teorema

principal no final do Capitulo 4.

1.5 Homologia dos grupos lineares

A continuagdo apresentaremos dois resultados muito importantes (sem demonstra¢ao) sobre

homologia dos grupos lineares de ordem n.
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PROPOSICAO 1.4. Seja R um anel local com ideal maximal m. Seja G, um subgrupo de GL,,(R)
e G, um subgrupo de GL,(R) tais que R*1,, C G, ou R*I,, C G,,. Seja M(R) um submddulo de
My, n(R), tal que GuM(R) = M(R) = M(R)Gy. Se R/wm é infinito, entdo a inclusdo

(Gm 0 ) (Gm M(R)>
H R

induz um isomorfismo de grupos
~ G, M(R
Hy(Gy x G,) — H, m M(R)
0 Gy

Demonstragdo. Veja-se [11, Teorema 1.9]. U

para todo q > 0.

EXEMPLO 1.30. Sen=m =1 e se M(R) = R, entdo para todo g > 0 temos o isomorfismo

H(R* xR*) —H ((RX R))
7 “\\o rR<))

TEOREMA 1.16 (Teorema de Estabilidade Homolégica para GL,(R)). Seja R um anel local

com ideal maximal m. Se R/m € um corpo infinito, entdo as inclusoes
A0
GL,(R) — GL,+1(R), A— 0 1)

induzem os isomorfismos

12
IR

H,(GLy(R)) = Hy(GLy11(R)) — Hy(GLy12(R)) — Hy(GLy 3(R)) — -+~ .

Em particular para todo n, H,(GL,(R)) =, H,(GL(R)). Além disso a inclusdo

0
i: R X GLy_1(R) — GLy(R),  (a,A) — (g A) ,

induz o homomorfismo sobrejetor
Hy (i)

Ho(R* % GLy_1(R)) —"U s B (GL,(R)).

Demonstragdo. Veja-se [7]. [
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CAPITULO

K, DE ANEIS E O TEOREMA DE
MATSUMOTO

A K-teoria algébrica associa para qualquer anel R uma sequéncia de grupos abelianos
K,(R) n > 0, chamados K-grupos de R. Neste capitulo estudaremos os K-grupos de ordem
inferior de um anel comutativo com unidade R, a saber descreveremos os grupos Ko(R), K;(R)
e K>(R). Como resultado principal, demonstraremos o teorema de Van der Kallen-Matsumoto

sobre a estrutura do grupo K> (R) onde R é um anel local com corpo residual infinito.

2.1 Ko(R) e Ki(R)

Para comecar lembremos que um monoide abeliano é um conjunto S munido com uma operagao
associativa e comutativa, denotada +, a qual tem elemento identidade 0 € S. Um exemplo de

monoide abeliano € o conjunto dos ndmeros naturais N = {0, 1,2,... } com a adi¢do usual.

Agora, para cada monoide abeliano § associamos seu grupo completacdo, isto € um grupo
abeliano G junto com um homomorfismo de monoides ¢ : S — G tal que para qualquer grupo
abeliano G’ e qualquer homomorfismo de monoides « : S — G’ existe um tinico homomorfismo
de grupos abelianos 6 : G — G’ tal que 6 o ¢ = o. Por exemplo, o grupo completagio de N é o

grupo dos inteiros Z com a adi¢ao usual.

Para todo monoide abeliano S sempre podemos construir seu grupo completacao como segue:

Considere o grupo abeliano livre Z(S) gerado pelos simbolos [s] com s € S e considere o grupo

Z(S)

R PP v e

e defina 0 homomorfismo de monoides ¢ : S — G dado por s — [s]. E fécil verificar que ¢ : S — G
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satisfaz a propriedade universal dada anteriormente.

DEFINICAO 2.1. Seja R um anel com unidade. Definimos o Ky—grupo de R, denotado Ky(R),

como sendo o grupo completacio de & (R)

Z(Z(R))

o = e - P- 0 Poe Z®)

onde & (R) é o monoide abeliano formado pelas classes de isomorfismo de R-mddulos projetivos

finitamente gerados [P] junto com a soma direta & de R-mddulos.

Note que em Ky(R) temos a igualdade [P & Q] = [P] + [Q] onde P e Q sdo R-médulos projetivos
finitamente gerados. Assim, [R"] = [R®R®--- & R| = n[R] € Ko(R) e n[R] = m[R] se e somente
se n=m [5, Lema 1.1]. Isto permite descrever todo elemento em Ky(R) como sendo [P] — n[R]
para algum R—médulo projetivo P e algum n € N. Em geral, a descri¢do do grupo Ko(R) é muito

dificil, mas em alguns casos especificos temos uma melhor descricao.

Quando R é um anel comutativo, no monoide &?(R) temos que P ®g Q = Q g P. Além disso,
se P e Q sao R—mddulos projetivos finitamente gerados, entdo também P ®g Q é um R—mddulo
projetivo finitamente gerado. Portanto Ko(R) também é um anel comutativo com multiplicagdo
[P.[Q] := [P®r O] e 1 (r) = [R].

EXEMPLO 2.1. Um R—mddulo projetivo P € dito estavelmente livre se existem r,s € N tais que
P®R" = R*. Em Ky(R) podemos dizer que esta caracterizagio é equivalente a dizer que P = n[R)|
para algum n € N. Por exemplo se R é um anel local ou um dominio de ideais principais, entdo
0s R-modulos projetivos finitamente gerados sdo livres [8, Teorema 1.3.1, Teorema 1.3.11] e

portanto estavelmente livres. Assim temos um homomorfismo de grupos abelianos
¢ :Ko(R) — Z, [P] — rank gP

Dado que ¢([R]) = 1, ¢ é sobrejetor. Se ¢([P]) = ¢([Q]), entdo rank gP = rank gQ. Assim
P = Q,isto é [P] = [Q], logo ¢ é um isomorfismo. Em consequéncia, se R é um anel local ou um

dominio de ideais principais, entdo Ko(R) = Z.

Seja @ : R — S um homomorfismo de anéis e seja P um R-moédulo projetivo finitamente gerado.

Entdo existe um R-mddulo Q tal que P & Q = R" para algum inteiro n, logo
(PRRrS)®(QRrS)=(PDQ)QrS=R"@rS=S5"

Entao o funtor
—Q®rS : gkMod — sMod P— P®rS

induz um homomorfismo de monoides &?(R) — Z(S) e também induz um homomorfismo de
grupos
0. : Ko(R) — Ko(S), [P]— [P®RgS].
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Trivialmente (idg), = idk,()- Além disso, se ¥ : S — T € outro homomorfismo de anéis, en-
tdo (Yo @), = Y, o @,. Portanto Kyp(—) € um funtor da categoria de anéis na categoria de
grupos abelianos. Assim, 0 homomorfismo natural de anéis i : Z — R, n — n.1, induz um ho-
momorfismo de grupos i, : Z — Ko(R), n + n[R]. Se R é um anel comutativo, o epimorfismo
natural 7 : R — R/m, r — r+m, onde m é um ideal maximal de R, induz um homomorfismo
de anéis 7, : Ko(R) — Ko(R/m) = Z, [P] = dimg, (P/mP). Note que . (n[R]) = m.([R"]) =
dimg p (R"/mR") = dimg , (R/m)" = n, logo 7, 0ix(n) = m.(n[R]) = n. Defina o grupo quo-
ciente SKo(R) := Ko(R)/Z|R] chamado o Ky-grupo reduzido de R e desta maneira temos que
Ko(R) = Z & SKo(R).

DEFINICAO 2.2. Seja R um anel com unidade. Definimos o Ky-grupo de R, denotado K;(R),

como sendo
GL(R)

KR = (6L Ry, GLR)

Paratodo A € Retodoi,j € N, 1 <i,j<ncomi+# j, definimos a matriz elementar eﬁj(l) €
GL,(R) como sendo a matriz com 1 na diagonal, A na posi¢do (i, j) e 0 nos outros lugares. O

subgrupo de GL,(R) gerado pelas matrizes elementares é denotado E,(R).

Pela inclusao GL,(R) C GL,+1(R), temos que E,(R) C E,+1(R). A unido infinita dos subgrupos

E,(R) é denotada por E(R) e chamada o grupo de matrizes elementares

= |J Ea(R)

n>1

Note que quando R é comutativo, E(R) C SL(R). Para A, T € R temos

e sei# jentdo e} (A)e] (1) =e];(A+7),

e sejFkeiFl entdio ¢ (A)e(7) = e (T)e} (),
Portanto se n > 3, entdo E,(R) = [E,(R),E,(R)] e portanto E(R) = [E(R),E(R)]. Além disso, se

A € GL,(R) é uma matriz triangular superior (ou inferior) com 1 na diagonal, entdo A € E,(R).

Por exemplo para todo B = (b;;) € GL,(R)

I, B I,
! I I en—H] ij GEZH(R) I I ezn—H ij EEzn(R)
0 I, B I,

i,j=1 i,j=1

° Sej:kei#l, entao er(l%eZ’[(T)} :e?l(kf)’

e se j#kei=I[ entdo e:."j(/”L),eZJ(T)} =e; ;(—TA).

A 0
LEMA 2.1. Se A € GL,(R), entdo 0 A-l € E»(R).
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Demonstracdo. Note que se A € GL,(R), entdo

0o A I, A I, 0 I, A
S I [ SR R

: 0 -1,
Em particular, o € E»,(R). Portanto
n

A 0 0 A\ (0 I,
[0 )= () () e

PROPOSICAO 2.1 (Lema de Whitehead). Para todo anel com unidade R

E(R) = [E(R).E(R)] = [GL(R), GL(R)). @.1)

Demonstracdo. Ja vimos que E(R) = [E(R),E(R)], logo E(R) C [GL(R),GL(R)]. Se A,B €
GL,(R), entdo pelo Lema (2.1)

ABAT'B~! 0\ (AB 0 ATt o) (B O
0 1) \o B'a')\Lo a/\o B)
Portanto [GL(R),GL(R)] C E(R). O
Se R é um anel comutativo e n > 3, entdo E,(R) = [E,(R),E,(R)] C [GL,(R),GL,(R)] C SL,(R).
Assim, E(R) C SL(R). Mas em geral a inclusdo anterior nem sempre é uma igualdade. Defina o

grupo quociente
SKi(R) := SL(R)/E(R).

chamado o Kj-grupo reduzido de R. Por outro lado, o homomorfismo determinante,

det : GL(R) — R*, induz uma sobrejecdo det, : K;(R) — R*, logo temos a sequéncia exata
1 = SKi;(R) > Ki(R) > R* — 1.

Utilizando uma se¢do dada pela composi¢do R* = GL;(R) — GL(R) — K;(R) temos a decom-

posicdo

Ki(R) 2 R* ®SK;(R).
Um vetor v = (vq,...,v,) € R" é dito unimodular se existe um vector (xi,...,x,) € R" tal que
Z;?:Ixjvj — 1. E facil ver que v = (vy,...,v,) € R" é unimodular se e somente se (v{,...,v,) =R.

Por exemplo, se A = (a;;) € GL,(R), usando o fato que AA~! =I,, temos que a i—ésima linha

de A, (a;1,ap,...,ai), ¢ unimodular para todo 1 <i < n.
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EXEMPLO 2.2. Seja R um dominio euclidiano com aplicagdo norma | | : R — N. Vamos demons-
trar que para todo n > 2, E,(R) = SL,(R). Claramente E,(R) C SL,(R).
Seja A = (a;j) € SL,(R) e seja v = (ai1,...,a,1) € R" a primeira coluna de A. Dado que
A € GL,(R) entdo ndo todos os elementos da primeira coluna podem ser nulos, logo existe a; # 0
para algum 1 < k < n. Escolha agora a;; € R tal que |a;1| = min{|aj1],...,|an]|}- Se |ai1| =1,
entdo pelo algoritmo euclidiano existem ¢, r € R tal que 1 = ga;; +r com 0 < |r| < |a;1| = 1.
Isto implica que r = 0 e portanto a;; € R*. Por outro lado, se |a;1| > 1, entdo a;; ¢ R* e
(ai1) € R. Logo existe j # i tal que aj; ¢ (a;1). Agora pelo algoritmo euclidiano existem
qj,rj € R tal que aj; = gja; +rjcom 0 < |r;| <la;|. Seja A" := €;(—q;)A € SLy(R), entdo
Vi=(,...,v,) = (ai1,...,4i1,...,7j,...,an1) € R" é a primeira coluna de A’. Escolha nova-
mente v; € R tal que |v}| = min{|V/|,...,|V,|} < |ai|. Se [vi] =1 entdo v, € R* e se |[vi| > 1
fazendo o mesmo tratamento acima, podemos encontrar uma matriz E € E,(R) tal que a primeira
coluna (wy,...,w,) de EA tem a propriedade que min{|wi|,...,|w,|} < |[vi]. Com este método
podemos achar E € E,(R) tal que a primeira coluna de EA tenha um coeficiente a;; em R*. Sem
perda de generalidade podemos supor que i = 1, isto € aj| € R*, caso contrario consideramos
A" =€, (1)el (—1)e,(1)A, com isto obtemos que @}, € R*. Assim, obtemos uma matriz em
SL,(R) tal que a primeira coluna sé tenha a;; € R* e a;; = 0 se i # 1. Desta maneira podemos
encontrar matrizes E,E’ € E,(R) tais que

r 0
para algum r € R* e B € SL,,_(R). Fazendo indugéo sobre n, basta demonstrar que 0 1) €

E>(R). Mas este é um caso especial do Lema (2.1). Portanto SL, (R) C E,(R). Como consequéncia
temos SK (R) = 1 elogo K| (R) = R*. Em particular, K;(Z) = {—1,+1} e K1 (F[x]) =2 F*, onde
F € um corpo.

EXEMPLO 2.3. Seja R um anel comutativo local com ideal maximal m. Vamos demonstrar
que E,(R) = SL,(R) para todo n > 2. Claramente E,(R) C SL,(R) e de forma andloga como
foi feito na dltima parte do exemplo anterior, podemos demonstrar que SL,(R) C E,(R). Em

consequéncia temos SK; (R) = 1 e portanto K (R) = R*.

Um homomorfismo de anéis f : R — S induz um homomorfismo de grupos f, : GL,(R) —
GL,(S), (a;;) = (f(ai;)) que induz um homomorfismo de grupos f.. : GL(R) — GL(S). E claro
que fn(En(R)) C E,(S) logo f(E(R)) C E(S). Assim obtemos um homomorfimos induzido de

grupos abelianos

Ki(f): Ki(R) = Ki(S),  (aij) = flaij).

E facil verificar que K; (—) é um funtor da categoria de anéis na categoria de grupos abelianos.
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2.2 Extensoes Universais

Seja G um grupo qualquer e seja A um grupo abeliano. Uma extensdo central de G por A € um
par (E,®) onde E é um grupo, ¢ : E — G é um homomorfismo sobrejetor de grupos tal que

A =Ker ¢ CZ(E), onde Z(E) é o centro de E. Normalmente denotamos esta extensao por
1—A—E-25G—1.

Uma extensdo central (E, @) de G por A cinde se existe um homomorfismo s : G — E tal que
¢ os = idg. Uma extensdo central (E,®) de G por A € dita universal se para qualquer outra
extensdo central (E', @) de G por algum grupo abeliano A’, existe um tinico homomorfismo
h:E — E'tal que ' oh = . Sejam (E, 9), (E’, ¢’) extensdes centrais universais de G por A e
A’ respetivamente. Entdo existem homomorfismos 4 : E — E' e ' : E' — E tais que ¢’ oh =@ ¢
@oh' = ¢’ Portanto, E X E' e A=A’

Dizemos que um grupo G € perfeito se G = [G, G].

LEMA 2.2. Sejam (E,Q) e (E', Q') extensoes centrais de G por A e A'. Se E ¢ perfeito, entdo sé

existe no mdximo um homomorfismo de h : E — E’ tal que ¢' oh = ¢.

Demonstracdo. Considere hy,h; : E — E’ homomorfismos tais que ¢’ oh; = ¢’ ohy = @. Se
x,y € E, entdo

¢ (m(x)ha(x)™") =e)e(x)”

¢ (mMh)™") =eM)el)”
Logo existem z,7 € A’ C Z(E') tais que hl(x) hy(x)z, hi(y) = hz( )Z'. Assim

hy (ox ™'y = R0k (A (1) i (0) 71 = k() (0)ha(x) " ha (9) T = ho ey,
Dado que &; e h; coinciden em [x,y] para todo x,y € E e jd que E ¢é perfeito, entdo hy = hy. [

LEMA 2.3. Seja (E, @) é uma extensdo central de G por A. Se (E, @) é universal, entdo E é
perfeito.

Demonstragdo. Suponha que E ndo é perfeito. Considere A’ = E/[E,E] e sejay : E — A’ o

homomorfismo quociente. E claro que os homomorfismos

h:E—GxA, x— (9(x),1),
hy:E—GxA, x— (9(x), y(x)),

sdo diferentes. Além disso, (E' = G x A’,¢’) é uma extensdo central de G por A’, onde ¢’
é a proje¢do de G x A’ sobre G, satisfazendo ¢’ o hy = ¢’ o hy = ¢. Portanto, (E, @) ndo é

universal. ]

LEMA 24. Seja (E, @) uma extensdo central de G por A. Se G é perfeito, entdo o subgrupo
comutador E' = [E E] é perfeito e 9(E') = G. Portanto, (E', |g:) é uma extensdo central de G
por A.
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Demonstracdo. Se g,g' € G, entdo existem x,x’ € E tais que ¢(x) = ge @(x') = g’. Assim

o) =1g,8.

Portanto ¢(E’) = G. Agora se x € E existe X’ € E' tal que ¢(x) = @(x’). Logo x = xz para algum
z€Ker ¢ CZ(E). Sejam x = X'z,y = y'w € E, onde z,w € Ker ¢. Entéo

bx,y] = [z,y'w] = [¥',y] € [E',E'].
Portanto E’ é perfeito. 0

PROPOSICAO 2.2. Uma extensdo central (E, @) de G por A € universal se, e somente se, E é

perfeito e toda extensdo central de E cinde.

Demonstragcdo. Seja (E, @) uma extensdo central universal de G por A. Pelo Lema (2.3), E é
perfeito. Seja (E”, y) uma extensdo central de E por algum grupo abeliano A”. Defina A’ :=

Ker (poy). Sexp € A', entdo y(xp) € A = Ker ¢ C Z(E). Assim o homomorfismo
h:E" —E", xr—>x0xxal,

satisfaz woh = y. Se X = [E” E"], pelos Lemas (2.2) e (2.4) tem-se que (X, y|x) é uma
extensdo central de E e hly é a identidade. Portanto xy comuta com os elementos de X, pois
x = h(x) = xoxx, . Pelo Lema (2.4), se x € E”, existem x’ € X e z € Ker y C Z(E") tais que
x = x'z. Logo xo comuta também com os elementos de E”. Portanto A’ C Z(E") e (E",poy) é
uma extensdo central de G por A’. Dado que (E, @) é universal existe um tinico homomorfismo
s:E— E" tal que 9 = (poy)os=¢@o(yos). Assim pelo Lema (2.2), yos = idg e logo
(E”,y) cinde. Reciprocamente, seja (E’, ¢’) uma extensdo central de G por A e seja E” = {(x,y) :
¢(x)=¢'(y)} CE x E'. Considere a projecdo m : E” — E, (x,y) — x. Note que (E”, ) é uma
extensdo central de E, logo existe um homomorfismo s : E — E” tal que j o s = idg. Considere
agora a projecdo m : E” — E', (x,y) — yedefinah: E — E' como sendoh = mos. Sex € E e
s(x) = (X,)"), entdo @(x') = @'(y) e x = w1 (s(x)) = m (¥',y’) = x'. Portanto

(¢"oh)(x) = ¢'(m(s(x))) = ¢'(m(x,))) = ¢'(Y) = ¢(x') = ¢(x).
Pelo Lema (2.2) e dado que E € perfeito, temos que (E, @) é universal. [

PROPOSICAO 2.3. Um grupo G admite uma extensdo central universal se, e somente se, G é

perfeito.

Demonstragcdo. Seja (E, @) uma extensdo central universal de G por algum grupo abeliano A.

Pela Proposicdo (2.2), E é perfeito e dado que ¢(E) = G, entdo

[G,G] =[9(E),0(E)] = ¢ ([E,E]) = 9(E) = G.
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Logo, G ¢ perfeito. Reciprocamente, suponha que G € perfeito e escolha um grupo livre ' e um
homomorfismo sobrejetor ¢ : F — G e seja R = Ker ¢. Note que [R, F| é normal em F. Logo
temos um homomorfismo sobrejetor ¢ : F/[R,F| — G = F /R. Claramente, (F /[R,F],¢) é uma
extensdo central de G por Ker ¢. Note que [F/[R,F],F/[R,F]|| = [F,F]/|R,F] e pelo Lema
2.4, ([F,F]/[R,F],®|ir.Fr) /) € uma extensdo central de G por Ker ¢, onde [F,F|/[R,F] €
perfeito. Seja (X, ¥) uma extensdo central de G por algum grupo abeliano A’. Dado que F é
um grupo livre, existe um homomorfismo 4 : F — X tal que yoh = ¢. Dado que (X, y) é
uma extensdo central, entdo A([R,F]) = 1. Logo temos um homomorfismo /' : F/[R,F| — X
tal que Y oh' = @. Restringindo 7’| ) (g r| Obtemos um homomorfismo [F, F]/[R,F] — G que
satisfaz as condigdes do Lema (2.2) e € tinico. Portanto a extensdo ([F,F|/[R,F], @|irr)/r F]) €

universal. N

Na demonstragdo anterior, obtemos a sequéncia exata
¢
0 — Ker (p’[F7F]/[R7F] — [F,F]/[R,F] —G— 1.

Note que Ker @|(zr)/jr,r] = (RN [F, F]) /[R, F]. Note também que (R/[R,R]); =R/[R,F]. Agora
aplicando o Teorema (1.15), sobre a sequéncia exata

l—R—F L G—1,
obtemos a sequéncia exata

HQ(F) —>H2(G) —>H1<R)G —>H1<F) —)HI(G) — 0.

Ja que G é perfeito, por (1.2) temos H;(G) = G/|G,G] = 0. Dado que F € livre, por (1.4) temos

que H>(F) = 0. Assim temos a sequéncia exata
0 — H,(G) — R/[R,F| — F/[F,F] — 0.

Portanto
H,(G) = Ker (R/[R,F| — F/[F,F|) = (RN[F,F])/[R,F].

Assim obtemos a sequéncia exata que define a extensao central universal
0 — H>(G) —> [F,F]/[R,F] -2+ G — 1.

LEMA 2.5. Seja G um grupo perfeito. Entdo H,(G) = 0 se, e somente se, toda extensdo central
de G cinde.

Demonstragdo. Dado que G € perfeito, entdo temos a extensdo central universal
0 —s Hy(G) — [F,F]/[R,F] 2> G — 1,

onde | - R — F — G — 1 é uma presentacdo de G. Se H,(G) = 0, entdo a extensdo central
. . id .
universal estd dada pela sequénciaexatal -1 — G LG, Seja (E, ¢) uma extensdo
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central de G. Entdo existe um homomorfismo 4 : G — E tal que ¢ oh = idg, logo (E, @) cinde.
Reciprocamente, suponha que toda extensao central de G cinde. Seja (E, ¢) uma extensdo central
de G. Entdo existe um homomorfismo s : G — E tal que ¢ os = idg. Logo a extensdo central de
G dada por

151562651

¢ universal. Portanto H,(G) = 0. H

COROLARIO 2.1. Seja G um grupo perfeito. Entdo uma extensdo central (E, @) de G é universal
se, e somente se, H|(E) = Hy(E) = 0.

Demonstracdo. Seja (E, @) uma extensdo central de G. Pela Proposicdo (2.2), (E, ¢) é universal
se, e somente se, E é perfeito e toda extensdo central de E cinde. Note que E é perfeito se, e
somente se, H) (E) = 0 e pelo Lema (2.5), H(E) = 0 se, e somente se toda extensdo central de

E cinde. O resultado segue de forma direita. [

2.3 K:(R)

Com estas ferramentas j& definidas, comegaremos o estudo do K, —grupo do anel R. Paran > 3,
defina o n—ésimo grupo Steinberg do anel R, denotado St,,(R), como sendo o grupo livre gerado
pelos simbolos x[;(A) com 1 <i,j <n,i# je A € R, satisfazendo as relagSes de Steinberg

° x?j (A )x”

ij(1) =x5(A + 1), se i

1 se jEkei#l
o [x[;(A), x5 (7)] = < x2(A7) sej=kei#l
xi(—TA)  se jFkei=1

Dado que as matrizes elementares ¢ ; (A) € E,(R) satisfazem as relacdes anteriores, entdo existe
um homomorfismo sobrejetor ¢, : St,(R) — E,(R) definido por xj;(A) — e} ;(4). As relagdes
de Steinberg para n+ 1 contém as relagcdes de Steinberg para n, assim existe um homomorfismo
Stn(R) — Sty41(R) definido por x7;(A) — x?j“Ll (A). Definimos o grupo Steinberg do anel R como
sendo

St(R) := hngtn(R),
induzindo assim um morfismo sobrejetor ¢ : St(R) — E(R). Note que pelas relagdes de Steinberg,

St(R) é um grupo perfeito.

DEFINICAO 2.3. Seja R um anel com unidade. Definimos o Ky—grupo de R, denotado por
K>(R), como sendo
K>(R) :=Ker (¢ : St(R) — E(R)).
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Temos assim a sequéncia exata

1 — K(R) — St(R) 25 E(R) — 1.

Agora se ¢ : R — S € um homomorfismo de anéis, entdo temos um homomorfismo de grupos
o :St(R) — St(S),  x(A) — x(a(R)).

E claro que &' (K>(R)) C K»(S). Entdo restringindo o homomorfismo anterior a K»(R) obtemos
um homomorfismo de grupos bem definido K> () : K2(R) — K»(S). E facil verificar que K»(—)

¢ um funtor da categoria de anéis na categoria de grupos.

PROPOSICAO 2.4. Seja R um anel. Entdo K>(R) = Z(St(R)).

Demonstragdo. Se A € Z(E(R)), entdo existe n > 0 tal que A € E,,(R). Assim, em Ey,(R) temos

o) RV [ R R L O R

Logo, A =1e portanto Z(E(R)) = 1. Se B € Z(St(R)), entdo ¢(B) € Z(E(R)) = 1. Assim, temos
que B € K>(R). Por outro lado, fixe m > 0 e defina os subgrupos abelianos de St(R),

Ap =, (L) i#£mA €Rn>0),
By = (x,;(A) 1 j #m,A €R,n>0).
Se p #qen>0,entdo

¥ R) €Ay seq—m,
Xpy(A) € By se p=m,
Xpg(A) = Wpn(A), 554 (1)] € [Am, Bn] - se p 7 m,q 7 m.

Note que ¢ restringida a A, e B,, € injetora. Agora pelas relagdes de Steinberg, temos que

e se p#men >0, entdo
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Portanto para p # m, g # m e n > 0, obtemos

(M)A (<, (A1) C A,
qu(MBm(qu(M)_l C B

Agora, seja x € K>(R) e seja
5 s
x= lHlx?, (A1), onde lHleg, L) =1 emE(R).

Se N > ij, j;, para todo 1 < I < s, entio para todo & € Ay e B € By temos que xox ! € Ay e
xBx~! € By. Logo
plraxt)=¢(a),  9(xBx~")=9(B).

Dado que ¢ |4, € @|p, sdo injetoras, x € Z(Ay) e x € Z(By). Portanto x € Z(St(R)). N

Assim, K (R) é um grupo abeliano. E facil ver que K»(—) é um funtor da categoria de anéis na

categoria de grupos abelianos.

PROPOSICAO 2.5. Seja R um anel com unidade. Entdo (St(R),9) é uma extensdo central
universal de E(R) por K>(R).

Demonstracdo. Pela Proposigdo (2.2), é suficiente provar que toda extenséo central de St(R)

cinde. Seja (E, ) uma extensdo central de S¢(R). Definimos o homomorfismo
sSUR) B, () — [w () v (3,(0)]
para algum k # i, j. Notemos que se i, j,k,[ sdo distintos e A, T € R, entéo
v ) v (30)] = [ e v (5m)]

Logo s é independente da escolha de k. Note que se x,y € St(R) € p,p’,q,q' € E tais que y(p) =

v(p')=xey(q) =y(q)=y,entdo [p,q] = [p,¢']. Logo tem sentido definir PII @®),v ()]

. ~ . 1
Note que s(x7;(4)) satisfaz as relacdes de Steinberg e s(x};(1)) € ¥ xZ(l)) Portanto

(yos) =idgg) € portanto (E, y) cinde. O
Temos assim a sequéncia exata que define a extensdo central universal de E(R) por K»(R)

1 — K»(R) — St(R) —2 E(R) — 1.
Pela Proposi¢do (2.1) temos que E(R) é perfeito e pelo Coroldrio (2.1) temos que

H(St(R)) =0, Hy(St(R))=0. 2.2)

TEOREMA 2.1. Seja R um anel com unidade. Entdo K>(R) = Hy(E(R)).
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Demonstracdo. A sequéncia exata
1 — K> (R) — St(R) —2 E(R) — 1
induz a sequéncia espectral de Lyndon/Hochschild-Serre

E; , =Hy,(E(R),Hy(Kx(R))) = Hpq(St(R)).

Como K> (R) é o centro de St(R), E(R) age trivialmente sobre H,(K>(R)). Calculamos alguns

elementos da sequéncia espectral:

e Se g =0, entdo
E20 = Hy(E(R), Ho(K(R))) = Hy(E(R)).

e Se p =1, entdo pelo Exemplo 1.14 e do fato que E(R) é perfeito, temos
Ef, =H(E(R),Hy(K>(R))) = H(E(R)) ® Hy(K>(R)) = 0.
e Sep=0eqg=1,entdo

Ej, =Hy(E(R),H(K2(R))) = Hy(E(R),K2(R)) = K»(R).

Entdo a segunda folha desta sequéncia espectral € dada por

K>(R) 0 *
%
Z 0 H(E(R))

Assim Eg’) = Eg.‘l = Coker d%,o e E7) = ES’O = Ker d%,o- Considere as filtracoes
0=F_1H; (SI(R)) C IyHy (St(R)) C FiH, (St(R)) =H, (St(R)),

0= F_1Hy(St(R)) C FoHx(St(R)) € FiHx(St(R)) € F2Hy(St(R)) = Ha(St(R)),

induzidas pela sequéncia espectral Equ. Como H;(St(R)) = H2(St(R)) =0, Eg; = E5) = 0.
Assim E3 | = E5 , = 0 e logo dio :Hy(E(R)) — K>(R) é um isomorfismo. Portanto K;(R)
Hy(E(R)).

112

U

2.4 Sequéncia Espectral Principal

Seja R um anel local com ideal maximal m. Para n > 0 seja

Xy = {((v),...,(va)) : vi € R0 £V; € R/me (W}) # (V}), se i # j}.
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onde (v;) := Rv;. Definimos para n > 0 os Z-mddulos livres C,(R?) := Z(X,) e defina os

homomorfismos

&:CoR) —Z, Ym (<vg>> — Y m,
J J
eparan > 1,
O :Cui(R?) — G, 1(R?),

Yo (0., 1)) l—>ij(i(—l)k((vé),...,@,...,(vﬁ))),

k=0
onde -
<<vg>,...,<vg>,...,<vg>) = () L5 s 1))
LEMA 2.6. Seja R um anel local com ideal maximal m. Entdo a sequéncia

a"l n
CoRD) 5 Z: s ot (RY) 25 Cu(RY) -2 G 1 (R?) = - — Co(R?) -2 Z 5 0,

¢ um complexo de cadeias. Além disso, se R/m for infinito, entiio Co(R*) — 7. é exato.

Demonstra¢do. Dado que 80(<vé>) = 1, entdo dy é sobrejetor. Além disso

do o1 ({vo), (v1)) = o ({(vi) = (vo)) =1-1=0.

Assim, Im d; C Ker dy. Agora para n > 1, temos

n+1 ] /\
anoan+1 (<V0>,...,<Vn+1>) = an (Z()(_l)J (<V0>7...,<Vj>7...,<vn+1>>)
]:
n+1

_ ;)(—l)jan <<v0>,...,@,...,<vn+1>>

e j+kn+ljfl o A
= (—1) (v0ds e b s (i)
J=1k=0
T —~
( 1) <<V0>, 7<vj>7 ,<Vk>, 7<Vn+1>>
k=1 j=0
n+lj-1 _ _
= (=07 Y (00 T (0] (i)
j=1k=0
]+kn+lk—l /\ -
( 1) <<V()>, '7<VJ>7"'7<vk>7 7<vn+1>)
k=1j=0

=0.

Assim paran > 1,Im 9,41 C Ker d,. Portanto Co(R?) — Z é um complexo de cadeias. Seja R/m
um corpo infinito e seja x = ij <(vé>, ey (v{)) € C,(R?) tal que dy,(x) = 0, isto &,
J

;mj (i(—l)k (<V£>,---»</VB,---,<V£>>> =0.

k=0
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Como R/m & infinito, existe w € R? tal que (W) # (v;/), paratodo i =0,...,n e para todo j. Se

= nHZ’"J( (VA (w >> € Coi1 (R),

entao
dus1(y) = n+1zm, (Zo ((vé),...7</v§,...,<v{;),<w>)>
nHZmJ n+1 ( v(j)>7”',<v£>>
— (-1 n+1 n+lZmJ < V£>)
=x€Imdyy.
Portanto, Co(R?) — Z é um complexo exato. O

Seja G um grupo agindo sobre o conjunto X. Definimos a érbita e o subgrupo estabilizador de
x € X como sendo

o(x):= {g-x:g€G} CX,

{g:g-x=x} CG.
Dizemos que um subconjunto 7" de X € um conjunto de representantes das Orbitas de X se T corta
cada orbita da acdo de G em um Unico ponto. Assim podemos escrever X como uma reuniao
disjunta das orbitas dos elementos de 7', isto é
X = |_| o(x)
xeT
LEMA 2.7. Seja G um grupo agindo sobre o conjunto X e seja T um conjunto de representantes
das orbitas de X. Entdo
ZX 2P (2G®¢, 7).

xeT

Demonstragcdo. Considere o G-homomorfismo

0:P(ZGwg, Z) — IX,

xeT

( Z ngxgx®mx) — Z ( Z Mg, ) - (gxx)) :
xeT

8x€G xe€T \g.€G
Sejay = Z nyy € Z.X . Entdo para todo y € X, existe gy, € G e um tnico x, € T tal que gyx, = y.

yeX
Definimos a aplica¢do ¢ como sendo

v:ZX — P(ZG®g,Z),

xeT
y — (& ®”y)xeT .

Suponha que existem gy, g}, € G tais que gyx, =y = g}x,. Entdo g’ ! gy € G, e portanto
ghony = (g8, ") gy @n, =gy (g,'8)) ®ny=g,®g, ' g} ny =g, @n,.

Logo a aplicagd@o anterior € um G-homomorfismo bem definido e € a inversa de ¢. [
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EXEMPLO 2.4. Definimos para todo n > 0, uma ag@o do grupo GL,(R) sobre X;, como segue

A-((vo)y..., (vn)) := ({(Avo), ..., (Avy)),

onde A € GLy(R) e ((vo),...,(vn)) € X,. Assim

Cn(RZ) =7X,= @ <ZGL2<R) ®(GL2(R))X Z) ,

xeT,

onde 7,, é um conjunto de representantes das 6rbitas da acdo de GL,(R) sobre X,,. Portanto, se

R/m for um corpo infinito, entdio Co(R?) — Z é um complexo exato de GL,(R)—mddulos.

PROPOSICAO 2.6. Seja R um anel local com ideal maximal m. Entdo existe uma sequéncia

espectral do primeiro quadrante
E),=Hy(GLy(R),Cp(R*)) => Hp1q (GL2(R),Co(R?)) .
Se R/m for infinito, entdo

E),=H,(GLy(R),Cp(R*)) => Hp14(GLa(R)). (2.3)

Demonstragdo. Segue-se do Teorema (1.14), aplicado para o complexo C,(R?) — Z. [l

2.5 0O teorema de Van der Kallen-Matsumoto

Seja R um anel local com ideal maximal m tal que R/m é um corpo infinito. Primero vamos

demonstrar que o grupo GL;(R) age transitivamente sobre X, paran =0, 1,2.

Vi

Sejan=0esejav= (
V2

) € R? tal que v # 0. Sem perda de generalidade podemos supor v7 # 0.

1
Entdo € suficiente provar que existe Ay € GL,(R) tal que Ag- ({e1)) = ((v)), onde e; = <0> - Se

0
Ao = <V1 > € GLy(R), entdo
vy 1

Ao~ ((e1)) = ((Aoer)) = ((v)).

. . Vi wi . .
Sejan =1 e seja ((v),(w)) € X;, onde v = ( ) ew= ( > . Entdo € suficiente provar que
V2 wo

existe A| € GL(R) tal que

Ar-((er), (e2)) = ({v), (W),

0
onde e; = (1> . Considere A = (Vl Wl) . Como (v) # (w), entdo A| € GL,(R) e temos que
V2 w2

Ar-({e1) (e2)) = ((Arer), (A1e2)) = ((v), (W) -
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Se ((vo), (v1),(v2)) € X, entdo € suficiente provar que existe A, € GL,(R) tal que

Az~ ((vo), (v1), (v2))

Dado que {vg, v} € uma base para R2, existe a € R* tal que v, = vo+avi.Se Ay =
q ) p q

= ({e1),(e2), (e1 +e2)).

V1 avl
0 1

V2 av2 ©
0 1

1 1
GL>(R), onde v = (vg),m = (v;>,entﬁoAz'(<€1>,<€2>,(€1+€2>) = ((v0); (v1), (v2)).
Vi

Yo
Para facilitar nossos célculos, sejam

X0 = (<€1>) € Xo,

X1 = (<€1>, <€2>) € X,

Xy 1= (<€1>, <€2>, <€1 +€2>) €Xs.

Agora € facil verificar que para o caso n = 3 e n = 4 temos

X; =

|_| O(XQ),

acA

Xy =

L

(a,b)eB

O(Xa,b)a

onde x, := ({e1), (e2), (e1 +€2), (e1 +aez)), x,p 1= ({€1), (€2),(e1 +€2), (€1 +aez),(e1 + bez)),

A:={acR:a,1-acR*}eB:={(a,b)ER?:a

Agora pelo Lema (2.7), temos

Co(R?) =17
Ci(R?) =ZGL
C(R?) =7
C3(R?) =
acA
C4(R?) = @
(a,b)eB

1—a,b,1—b,a—becR*}.

GL2(R) ®(GL,(r)), 2

0

2(R) B(GLa(R),, L
GLa(R) @(GLy(r)),, L

(ZGLz( ) Q6L (R)),, Z) ’

(ZGL2 (R) ®(GL2(R))Xa,b Z) .

Fazendo os célculos, obtemos os seguintes subgrupos estabilizadores de xq,x1,X2,Xq,Xq b:

(GLa(R)),, =Ba:= { (g

mummlzn:{@
(GLy(R)),, =R*L=R*,
(GLa(R)),, =R*H=ER",
(GLa(R)),,, =R*h=R".

b
):a,cGRx,beR},
C

0
b) :a,beRX}%RX x RX,

Logo pelo Lema de Shapiro (1.4) e o Exemplo(1.7) temos

H, (GLy(R),C,(R?)) =H, GLZ(R),@(ZGLz(R) ®(GL2(R))XZ)

xeT),
=P H, (GLQ(R),ZGLZ(R) Q(GLy(R)), Z)
xeT
= EBH (GLx(R)),),

x€T,
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onde T}, € o conjunto de representantes das orbitas da agdo de GL,(R) sobre X, e (GL2(R)), é o
subgrupo estabilizador de x € T,,. Entdo temos

(

Hq(BZ)7 PZO,
Hq(TZ)a p:17
H, (R¥), — 92,
(GLa(R).Cy () = { ) ’

@H([(R )[Cl], p:?’,
acA
@ Hq(RX)[a b, p=A4,
(a,b)EB

X X

onde B, = k™R el = k 0 =~ R* x R*. Defina
0 R~ 0 R~
=P z[al, R(R) = &P Z[a,b). (2.4)
acA (a,b)eB

Agora pela Proposicao (1.4), H;(T>) = H;(B;). Assim a primeira folha da sequéncia dada na
Proposicao (2.6) estd dada por

1 I 1
diy d 35

22
H>(T») H>(T3) <—— Hy(R*) 153172 *
L1 dy d3 1
Ie>< ><Ie><'hle>< Ia>< . RX E37l *
di dj 3 djo
Z 7z ¢ 7 o) <>R(R)

EXEMPLO 2.5. Estudaremos os diferenciais d;,q para p = 1,2,3 e 4. Para isto, considere a
resolugdo padrdo Co(GLy(R)) — Z de Z sobre GLy(R).

o d! 4 Hq(T2) = Hy(T2) = Hy(B>) : Note que

Ej, =Hy(Co(GL2(R)) @1, (r) Co(R?)) = Hy(Co(GL2(R)) @5, Z)
= Hy(Co(GL2(R)) ©1, Z) = Hy(T2),
E{, =Hy(Cs(GL2(R)) @1, (r) C1(R?)) = Hg(Co(GLa2(R)) ®1, Z) = Hy(T2).

Usando o diagrama

> idcq®81 5
XTCI C4(GLa(R)) ®c1,(r) C1(RY) Cq(GLa(R)) @cr,(r) Co(RY) X®x
X®1 C(GLy(R) ®p T~ — — — — — — — - - C,(GLy(R)) &1, Z x@1

obtemos que

Cq(GL2<R)) Onl — CQ(GLZ(R)) ®rn, L,
IRl — (ox—x)Rl=0x®1 —x®1
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0 1
onde ® = (1 O) . Portanto pelo Exemplo (1.18) tomando gy = @, temos
d , = Hy(0w) — Hy(idr,),

) a 0\ b 0
com Qg : T» — T» C B, definida como sendo 0 (a,b) = @ 0 = =
(b,a).
d217q :Hy(R*) — Hy(T>) : Note que

E} ¢ = Hy(Co(GL2(R)) ®1, () C2(R?)) = Hy(Co(GLa(R)) ®p 1, ) = Hy(RY).

Usando o diagrama

5 idcq®az )
X®x2 Cq(GL2(R)) ®gr,(r) C2(R") ——— C4(GL2(R)) ®c1,(r) C1(R) X® X
x® 1 Co(GLy(R)) @popy Z— — — — — — — — — - C,(GLy(R)) @1, Z x®1

obtemos que

Cy(GL2(R)) ®p=1, Z — C4(GLa(R)) @1, Z,
x®1 — (B x—B" - x+hx)®1

, (01 s (11
onde B’ = L1 ,B" = 01 . Pelo Exemplo (1.18)

dzl,q = Hq(aB’) _Hq(aB”) +Hq(0€12),

a O

onde g/, 0, 0y, : R* — T sdo definidas como o (a) = B <0
a

) (B ' =al = (a,a),

a 0

(04: (a) =B" (0 g

) (B")~!' = al, = (a,a), ay,(a) = al = (a,a). Portanto

d%,q =H, (A) —H, (A) + Hq(A) = HLI(A)a

onde A : R* — T definida como A(a) = (a,a). E claro que d217 4 € injetora.

. d?l,q : @D Hy(R*)[a] — Hy(R*): Sejaa € R* tal que 1 —a € R*. Note que

acA
Ej, =Hy(C.(GLa(R)) ®g1,(r) C3(R*)) = D Hy(Co(GL(R)) gy, Z) a]

acA
= (D Hy(R*)al.

acA
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Usando o diagrama

2 idcq®83 5
X® Xq Cy(GLy(R)) ®cr,(r) C3(R) Cy(GL2(R)) ®cL,(r) C2(R) X@sz
X®1 @C GL2 ®R><12 ——————— >'Cq(GL2(R))®R><IZZ .7C®1
acA

obtemos 0 homomorfismo

Cy(GLy(R)) ®pxp, Z  — Cy(GL2(R)) ®pxy, Z,
Xq®1 — (Ag-x—Bg-x+Cp-x—x)®1

0 1 l—a a 1 0
onde A, = ,B, = ,Ch= . Pelo Exemplo (1.18)
l—a 1 0 a 0 a!

d31,q = Hy(0n,) — Hy(ap,) + Hy(c,) — H (szde, ),
~ . x 0)
onde oy, 0p,,0c, : R* — R* sdo definidas como oy, (x) = A, 0 A =xbh =x,
X

0 0
o, (x) = By (; ) (Bo)~! =xb =x, o, (x) = C, (g ) (Co)~! = xb = x. Assim
X X

d31,q = Hq(ideIz) - Hq(idRXIZ) +Hq(idRX12) - Hq(idez) =0.
Portanto, d?1,7 = 0.

o &P HyR")[a,b] - EHy(R*)[a]: Note que

(a.b)eB acA
E;, =Hy(Co(GLy(R)) @g1,r)Ca(RY) = €D Hy(Co(GLa(R)) @y, Z)[a, b,
(a,b)eB
= @ Hq(RX)[a,b],
(a,b)eB
e di. 4 € induzido pelo diagrama
5 idcq®94 5
Yap & Xap Cy(GLa2(R)) ®cry(r) Ca(R7) ————— C4(GL2(R)) ®cr,(r) C3(R) Ya ®Xq
Yap @1 P Ci(GL(R)) g, Z— - — — — - = P C,(GL(R)) @pep, Z Ya®1
(a’b)EB acA

Agora por calculo direto, temos

G‘

Yap OXap — Yap & <Aab “X1—a —Bgp-x, ! +Cup- xb_xb+xa)7

1-b—
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Portanto

la,b] —s [1:2] _ [1_“_1] + [9] —[b]+]a).

Em particular
dig=0, dyg=idy, d3o=0,

() =l -1+ 2] - [+ [1=2].

dy,:R* — R*xR*, dj, =0.

di | :R*xR* — R* xXR*,
a — (a,a)

(a,b) +— (ba~',ab™")
Usando o isomorfismo Hy(R*) @ Hy(R*) & (R* @z R*) = H,(T3), temos

HZ(RX) — H2(T2),

Hy(R*) — Hy(Tr),
C(bybl) — C((l,b), (lab/))

c(a,d) ——c((a,1),(d 1))

UZHz(RX) —>H2(T2).
a®b ——alUb:=c((a,1),(1,b))
Agora € facil verificar que

di 5 Ho(R*) ® Hy(R*) @ (R* @7, R*) — Ha(R*) @ Ha(R™) @ (R* ®7,R*)

¢ dado por
dll,Z(x7y7a®b) - (y—x,x—y, —a®b—b®a)

Além disso,
dyo: Hy(R*) — Hy(Ta) = Hy(R*) ® Hy(R*) ® (R* ®z R),
c(a,b) =c((a,a),(b,b)).

Definimos o pre-grupo de Bloch do anel R, denotado p(R), como o médulo quociente de Q(R)
-1
a ] [1 —b

b 1— 11—
por o submddulo gerado pelos elementos da forma [a] — [b] + [ } [ a a} , onde
a

a,1—a,b,1 —b,a—b € R*. Considere agora o0 homomorfismo

0:R*®zR* — R*®yzR",
a®b — —b®a
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e defina os seguintes mddulos
(R* ®zR*)° := {a®b:c(a®b)=a®b},

RX ®ZR>< RX ®ZR><
(RX@ZRX)G = =
(c(a®b)—(a®b):a,beR*) (a®b+b®a:a,beR>)

Hy(1)° := {(x,x,a®b):x € Hy(R*),0(a®b) =a®b},

Hy(R*) & Hy(R*) & R* @z, R*
H>(T- = ~H R>< R>< RX .
2(D2)o ((x,—x,—a®@b—b®a) :x € Hy(R*),a,b,e R*) 2(R*) ® (R* ®zR*) 4
(2.5)

O elemento de p(R) representado por [a] serd denotado novamente por [a] e o elemento de

(R* ®z R*)¢ representado por a ® b serd denotado por a ® b. Logo a segunda e terceira folha da

sequéncia espectral dada na Proposicao (2.6) sdo da forma

Hy(R*)® (R* ®zR*) 4 (R* @z R*)° 0 s

R* 0 0
N
Z 0 0

(R* ®zR*)®
Im d%l

*

p(R)

Hy(R*) © (R* @z.R™) 5

R><

Z 0 0 p(R)

LEMA 2.8. O diferencial d;o :p(R) = H2(R*) @ (R* ®zR™) € dado por
B (la) = (@n(1—-a),~a® (1 -a)).

Demonstragcdo. Considere o seguinte diagrama

C2(GLy(R)) ® Co(R?) il C2(GLa(R)) @ C1(R?)

&, ®idc,
) idcl®92 )
C1(GLy(R)) ® C1(R”) =—— C1(GLy(R)) ® C2(R7)
6]®idcz

idc0®a3
Co(GLy(R)) ® C2(R*) =—— Co(GL(R)) @ C3(R?).

O elemento [a] € p(R) € representado pelo elemento (1) ®x, € Co(GL2(R)) ®gr, (r) C3 (R?). Pelo
diagrama, o elemento (1) ®x, € Co(GLa2(R)) ®gr,(r) C3 (R?) vai para o elemento

[(g1) — (g2) + (g3) = (D] @x2,
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0 1 l—a a 1 0
onde g1 = , 82 = , 83 = . Note que o elemento
a—1 1 0 a 0 a

Ya:=[(82,81) — (g3,1)] € C1(GLa(R)),

satisfaz
81 ®idc,(Ya®x2) = [(81) — (82) + (g3) — (1)] @ x2.
Agora dado que
(a '9383,8182) = (8382.8381) (al(l ~4) 0) ;
0 a
se

o= (g381,82:81) — (8382,8381,82) — (a 18583, 83,8182)
+(a” 3g%g§,a 2g3.1) — (a3g3g3.a g3, 1)
+(g2g3 a7 g3, 1) — (825 'ags 1) + (g3,a7 g3, 1)

entdo temos &, ®idc, (2, ®x1) = idc, ® d2(ya @x2). Logo o elemento z, ® x| vai para o elemento
0 1
(24 — 24) @ X0 € C2(GL2(R)) @1, (r) Co(R?), onde & = <1 o) Note que (2,0 — z4) ® X0

€ um representante do elemento dg’go([a]). Vamos estudar esse elemento e para isso seja s :
GL,(R)/B; — GLy(R) uma se¢do da projec¢do canédnica & : GLy(R) — GLy(R) /B>, definida

como sendo
(

I se g- ((e1)) = ((e1)),
s(gB>) = “ se g~ ({e1)) = ({e2)),
1 0
| se g+ ((e1)) = ((e1 +xez)).

Para cada g € GL,(R), defina
g:=(som(g) g
Logo temos um homomorfismo de complexos de cadeias como foi dado no Exemplo (1.17)
9o : Co(GL2(R)) @61Ly(r) Co(R?)  — Co(B2) @5, Z
(80:81:---:8n) ®X0 — (80,81:---,8n) ® 1
que induz o isomorfismo

H(GLa(R),Co(R?)) = Ha(C2(GLa(R)) @1, () Co(R?)) s Hy(C2(By) 98, Z) = Ha(Ba).

Considere o isomorfismo Hy (Bs) —— Hy(T) induzido pelo homomorfismo

o:By —T15.

(O b> — (a,b).
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Usando o isomorfismo Hy(T>) = Hz(Ce(T2) @1, Z) = H, (Be(T2) @1, Z) = H(T>), induzido
pelo morfismo
0o : Co(Th) — Bo(Tr),
(80,81,---,8n) > [g087 '+ 8n-184 "]
temos que o isomorfismo H(GLy(R),Cy(R?)) = Ho(T») é induzido por

600000,

C2(GLy(R)) ®c1,(r) Co(R?) By (1) @1, Z.

Com uma cdlculo direto (e um pouco complicado) podemos ver que esta aplica¢do leva (z,® —

Za) ® X0 no elemento u, ® 1, onde

Ug = + ail’a>|(a71)]_[( —a,a 1>|( 170)]
+H(—ata®)|(~a,a )]~ [(a, 1)|(a,a)]
+ a_laa)!( ,a )] [(a,a=h)|(1,a)]
2

“H1-a)?)] -

- ) )2)|(a7a_1) +[ a_z(l—a)2,1)|(a_1,a)]
+H(La)l(a™, —a (1~ a)z)] (@, D(~a'(1-a),~a""(1-a))]
- [( a '(1—a),—a"'(1-a))|(a,1)]

Nas homologias temos que d3 ; : p(R) — Ho(R*) & (R* ®zR*) leva [a] no elemento

c ((—l,a), (—a,a’l)) +2¢ ((a’l,a), (a, 1))
+c((La),(a,a ")) +c((a?(1—a)?1),(a" ! a))
+c((a,1),(a ', —a'(1-a)?)) +e((—a ' (1 —a),—a" (1 -a)),(a,1)),

que € igual ao elemento ¢ ((a,1), (1 —a, (1 —a)~")). Portanto

3o E3g = p(R) — Ejp=Hy(T2)o = NZR* @ (R* @7,RY),
la] —c((a,1),(1—a,(1—a)™1)) =(aA(1—a),—a®(1—a))

O Lema (2.8) implica que

H(R*)®(R*@zR )y Hy(R*) ® (R* ®@zR*) 4
Imd33_‘0 ~ {(an(1—a),—a®(l—a)):a,1 —acR*)’

4 _
Ey,=

A sequéncia espectral dada na Proposi¢ao (2.6) dd-nos uma filtracdo de H>(GL»(R))
0 =F_1Hy(GLy(R)) C FoH2(GLy(R)) C FiH2(GLy(R)) C FoHy(GLy(R)) = Ha(GLa(R)),

tal que
Ej, 2 Ey, = FRHy)(GLy(R)),

~ oo~ FIHR(GLa(R))
E?l = El 1 = —<
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Como E3 | = E5 , = 0, temos que FyH>(GLy(R)) = F1Hy(GLy(R)) = H2(GL,(R)) e portanto
Hy(R*) & (R* ©zR")
((an(l1—a),—a®(1—a)):a,1 —a € RX)
COROLARIO 2.2. O homomorfismo Hy(Ty) — Hy(GLy(R)), induzido por T» — GLy(R) é

sobrejetor.

Hy(GLy(R)) = Egp = (2.6)

Demonstragdo. Como Eg, € quociente de H>(T2), o isomorfismo (2.6) implica que H>(T2) —
H>(GL;(R)) é sobrejetor. O

COROLARIO 23. Seja R um anel local com ideal maximal wm e seja
T3 := {diag(a,b,c) € GL3(R) : a,b,c € R*}. Se R/m ¢ infinito, entdo as inclusoes

incy : Tz —>GL3(R), inc: GL» —>GL3(R),
a 00

A 0

(a,b,c) — |10 b 0 A s—><0 1)
0 0 c

induzem o homomorfismo sobrejetor
H3(T3) ® H3(GLy(R)) — H3(GL3(R)).
Demonstragdo. Pela férmula de Kiinneth (Proposigdo 1.3), H3(R* X GLy(R)) = H3(GLy(R)) &
M, onde
M = Hy(R*) ® (Ho(R*) ® H1(GL»(R))) ® (H\ (R*) ® Hy(GLa(R))) @ Tory (Hy (R*), Hi(GL2(R))) .

Como pelo Teorema de Estabilidade (1.16), H;(GL;(R)) = H;(GL,(R)) e com uso do Lema
(1.5), é facil verificar que esta decomposi¢do € canonica. Note que

Hy(T3) = Hy(R* x o)
—  H3(R*) @ (Ho(R¥) @ Hy(Ty)) & (Hi (R*) ® Ha(T5)) & H3(Ty) & TorX (Hy (R*), Hy (T2))
Como Hi (GL1(R)) 2 H; (GLa(R)), temos
Hy(R*) @ H(GL2(R)) = Ha(R™) ® H1 (R™) C (inc1)« (H3(T3)) ,
Tor( (Hi(R*),Hi(GLa(R))) 2= Tory (Hy (R*),Hi(R)) C (inc1)(H3(T3)).

Além disso pelo Coroldrio (2.2), 0 homomorfismo H; (F*) ® Hy(T) — H;(F*) ® Hy(GLy (F))
€ sobrejetor. Dado o seguinte diagrama comutativo

H{(F*)QHy(T) — H|(F*) @ Hy(GLy(F)) C H3(F* x GLy(F))

| -

H3(T3) H3(GL3(F))

temos que i, (H;(R*) ® Hy(GLy(R))) C (inc1)«(H3(T3)). Portanto i, (M) C (incy)«(H3(T3)) e 0
resultado segue do Teorema de Estabilidade (1.16). O
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TEOREMA 2.2 (Teorema de Van der Kallen-Matsumoto). Seja R um anel local com ideal

maximal m tal que R /m é um corpo infinito. Entdo
K>(R) = Ky (R)

onde Kg’l (R) ¢ o grupo abeliano aditivo gerado pelos simbolos {a,b} com a,b € R* satisfazendo
para todo a,ay,a>,b,by,by,c,1 —c € R*

{a1az,b} ={ay,b} +{az,b}, {a,biby} ={a,b1}+{a,br}, {c,1—c}=0, {a,b} =—{b,a}.

Demonstragdo. Pelo Exemplo (2.3) temos que E(R) = [SL(R),SL(R)] = SL(R). Agora pela

decomposicdo (1.14) e o Teorema (2.1) temos
Hy(GL(R)) = Hy(R™) ® H2(SL(R)) = Ha(R™) © H2(E(R)) = H2(R™) © K2(R). (2.7)

E facil verificar que

R>< ®Z R><

KY(R) =
2 (R) (a®(1—a),b@c+c®@b:a,1—a,b,c € RX)

Considere a sequéncia espectral que estudamos no Exemplo (2.5). Definimos os seguintes

homomorfismos
fiHy(R) — Egs, g Ey, — K)(R),
x +— (x,0) (x,a®b) +—— —{a,b}
a:Ey, — Hy(R®), B:KY(R) — Eg,.
(x,a®b) ——>x+alb {a,b} +— (aND,—a®Db)
Como

oo f =idy, g, foa+fog= ldE027 gop = ldKM
gof:07 aOB—O,

obtemos assim uma sequéncia exata que cinde
X f oo 8 M
0 — Hy(R*) — Eg, — Ky (R) — 0.
Logo segue a seguinte decomposi¢cao
Hy(GL2(R)) = Eg, = Ho(R*) © K3 (R). (2.8)
Finalmente o resultado ¢ dado pelo Teorema de Estabilidade (1.16) para GL,(R)

H(GLy(R)) = Hy(GL(R))

junto com as decomposi¢des feitas em (2.7) e (2.8). ]
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OBSERVACAO 2.1. Detalharemos o homomorfismo 8 : K} (R) — Eg, = Hy(GL(R)). Para isto

note que

B ({a,b}) = (aAb,—a®b)=c(diag(a,1),diag(b,b~")) € Hy(GLy(R))
= c(diag(a,1,1),diag(b,b~",1)) € H>(GL(R))
= c(diag(a,1,a™"),diag(b,b~",1)) + ¢ (diag(1, 1,a),diag(b,b~ ', 1))
= ¢ (diag(a,1,a'),diag(b,b~1,1)) + ¢ (diag(1,1,a),diag(b,1,1))
—c(diag(1,1,a),diag(1,b,1))
= c(diag(a,1,a™"),diag(b,b~",1)) € Hy(SL(R))

Portanto o isomorfismo

KY'(R) — Ka(R) = Ha(SL(R)) (2.9)
é dado por {a,b} — ¢ (diag(a,1,a"),diag(b,b~1,1)). Isto também prova que o isomorfismo
obtido na demonstracdo do Teorema anterior (2.8) leva Ké” (R) no K»-grupo do anel R.
OBSERVACAO 2.2. No préximo capitulo no Lema (3.1), demonstraremos que na verdade

R><®ZR><
(a®(l1—a):a,1—acRX)

K (R) =

quando R for um anel local com corpo residual infinito.
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CAPITULO

K-TEORIA ALGEBRICA DE ANEIS

Neste capitulo primeiro apresentamos algumas defini¢cdes importantes da topologia
algébrica como os CW-complexos, os grupos de homologia e os grupos de homotopia de espagos
topoldgicos, o espaco classificante de um grupo, etc. Depois definimos a +—constru¢ao de um
espaco topoldgico e usamos isso para definir e estudar os K-grupos de anéis. No final, definimos

os K-grupos de Milnor e comparamos eles com os K-grupos de anéis locais.

3.1 CW-complexos

Sejam X, Y espagos topoldgicos, A um subespaco fechado de X e seja ¢ : A — Y uma aplicagdo
continua. Definimos o espaco adjunto de X e Y com respeito a f, denotado ¥ Uy X, como
sendo Y Uy X := (Y[ |X)/ ~, onde Y| |X ¢ a unido disjuntade X e Y e “~" & uma relagdo de
equivaléncia sobre Y| |X tal que a ~ f(a) para todo a € A. O espago adjunto forma parte do

seguinte diagrama comutativo

A Y
X Y Up X

e contém Y como subespago fechado com aplicagdo injetivaY — Y Uy X, y — y e ¥ tem comple-
mentar homeomorfo a X — A. Desta maneira, uma aplicac¢@o continua Y Uy X — Z € decomposta

como uma aplicagdo continua 4 : Y — Z e uma extensao g : X — Z da composta ho ¢ : A — Z.

Seja X um espaco topoldgico. Sejan > 1 eseja ¢ = | |ycr Qo : Ugew §7=1 — X uma aplicagdo
continua, onde | |yc ., S% ! é a unido disjunta de esferas de dimensdon—1, 8% ! C D, a € o/ e
D7, é o disco unitdrio n—dimensional. Definimos a n—ésima extensao celular de X com aplicagdo

de colagem ¢ e aplicagdo caracteristica & como sendo o espago adjunto X Uy (||, D}). A
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n—ésima extensao celular de X forma parte do seguinte diagrama comutativo

¢

Uae,gi S}&_l X
L @
Ugewr D X Up (Ugew D)

Note que a n—ésima extensdo celular contém o espago X como subespaco fechado e contém
como subespagos n—células abertas ef, := P (D% — S '), a € o/ entendidas como n—ésimas
bolas abertas. Note que
|| et=1XUp | || D) | —X,
oce oce
isto é, as n—células abertas sdo as componentes conexas do complementar do espago X. Em

1949 J.H.C. Whitehead introduziu a defini¢do dos espagos CW —complexos de forma indutiva.
Um espago CW —complexo é um espago topoldgico X junto com uma filtracdo ascendente de

subespacos

o=x'cx’cx'c...cx"'cx"c...cx=|J x"

n=-—1

tais que
i) o subespaco X é um espago topolégico discreto,
ii) paratodon > 1, X" € homeomorfo a uma n—ésima extensao celular de X n—1

ii1) a topologia de X € coherente com a filtracdo anterior, isto € um subconjunto U C X é
aberto (ou fechado resp.) em X se e somente se U N X" € aberto (ou fechado resp.) em X"

para todo n.

Note-se que o segundo item implica que para todo n > 1 existem aplicagdes colagem @ : "1 —

X"~ e aplicagbes caracteristica @, : D" — X", para todo o € o7, tais que

o X xn-l Ulloes #a (Ugew DY) € X"~ é um subespaco topolégico fechado de X" para

todo n,

e o complementar de X"~! em X" est4 dado por
X"—Xx""'= | | ®¢(IntD"),
aEd,

onde @y (Int D) sdo as n—ésimas células abertas de X.

Desta maneira o CW —complexo (como conjunto) pode ser expressado como a unido disjunta

5]

X = D X'=)x-x""= |i| | | ®a(IntD").

n=—1 n=0 n=0acs,
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O objectivo do terceiro item da definicdo € munir a unifo de todos os espacos X" com a maior

topologia de X que torna todas as inclusdes X" — X aplicagdes continuas.

Dizemos que um CW-complexo X € de dimensdo finita se X = X" para algum n. Caso contrdrio

dizemos que X é de dimensao infinita.

EXEMPLO 3.1. Os pontos da n—ésima esfera S” C R"*! tem coordenadas da forma (x,u«) onde
x € R" e u € R. Sejam D} as imagens dos mergulhos D" — §", x — (x, +1— |x|2>. Entdo

n _ on—1 n n _ on—1 n n
§=SIUDLUD" =8 Uy a, ) (P7LID))
isto é, §" é obtida de S" ! colando duas n-células. Portanto indutivamente, a esfera infinita S
=S
n=0
€ um CW —complexo de dimensao infinita

0=5S"'cSPcslcs?c...cs"lcs"c...cs.

7z

Note que um subespaco A C S € fechado se e somente se AN S" é um subespaco fechado de S”

para todo n > 0.

EXEMPLO 3.2. O n—ésimo espago projetivo real RP" € definido como sendo o espaco de todas
as retas em R"*! que passam pelo origem. Cada uma destas retas é determinada por um tnico
vetor em R"*!, a menos de multiplicacdo por escalares. Logo RP" pode ser entendido como
o espacgo quociente do espago R"*! — {0} pela relagio de equivaléncia v ~ Av para escalares
A € R—{0}. Restringindo v para vetores de comprimento 1, entendemos RP" como o espago
quociente §”/ (v ~ —v) com aplicagdo quociente 7, : " — RP". Isto é equivalente a dizer que
RP" € 0 espago quociente de um hemisfério de D" com pontos antipodais de d D" identificados.
Agora dado que dD" = §"~! com pontos antipodais identificados é RP"~!, temos que RP" é

obtido de RP"~! colando uma n-célula com aplicagdo de colagem 7,_; : "~ — RP"~!:
RP" =RP" U, D"

Portanto, RP" € um CW-complexo de dimensao n com uma célula em cada dimensao entre O e n.

Em particular, RP? 22 x e RP! =2 §!. A unido infinita RP* = U RP" é um espago CW-complexo
n=0

de dimensao infinita com uma célula em cada dimensao.

Pode-se provar que todo CW-complexo € um espaco topoldgico normal (em particular é um

espaco Hausdorff) [2, Proposi¢ao A.3]. Além disso, qualquer subespaco compacto num CW -

complexo X estd contido em X" para algum n > 0 [2, Proposi¢do A.1]. Também mostra-se que

os CW-complexos sdo localmente contréteis e portanto localmente conexos por caminhos [2,

Proposicao A.4]. Consequentemente as definicdes de conexidade e conexidade por caminhos
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coincidem sobre os CW-complexos. Além disso, uma aplicacdo f : X — Y entre CW-complexos

¢ dita celular se respeita a filtragdo, isto é f(X") C Y para todo n > 0.

Um subcomplexo de um CW —complexo € um subespaco fechado que € unido de células abertas.
Note que o fecho das n—células abertas e?, := ®(Int D") estd dado por e, = ®(D"). Uma apli-
cacdo f : X — Y onde X € um CW-complexo, € continua se e somente se f \% sdo continuas para
todas as n—células abertas e}, a € o/ [2, Apéndice pag. 523]. Isto justifica o nome destes espa-
cos ja que o nome CW representa as duas propriedades mais importantes dos CW —complexos, a
saber C : Closure-finiteness (ou fechamento finito) devido a que o fecho de cada célula aberta
intercepta somente um niimero finito de outras células abertas; e W : Weak topology (ou topologia
fraca) devido a que um conjunto € fechado se, e somente se, intercepta o fecho de cada célula

aberta num conjunto fechado.

Um espago topoldgico X € dito gerado por uma coleg@o de subespacos Xy se X = Jyec .y Xa €
qualquer conjunto A C X € fechado em X se, e somente se, A N Xy € fechado em X, para cada
a € o/ . Desta forma, um CW-complexo é gerado pela colecio dos subespacos e}, de todas suas
n—células abertas e},. Como X também € gerado por seus subespacos X" isto implica que X é
gerado por seus subespagcos compactos, isto € todo CW-complexo € compactamente gerado [2,

Apéndice pag. 523].

Seja A um espago topoldgico. Um espagco CW —complexo relativo a A € um espago topologico X

junto com uma filtracdo ascendente de subespacos
A=x"'cx'cx'c.cx"lcx'ccx= [J X"
n=-—1

tais que

i) o subespaco X° é a unido de A e um espago topolégico discreto,
ii) paratodon > 1, X" € homeomorfo a n—ésima extensdo celular de X n=1

1i1) a topologia de X € coherente com a filtracao anterior, isto €, um subconjunto U C X €
aberto (ou fechado resp.) em X se e somente se U N X" € aberto (ou fechado resp.) em X"

para todo n.

Denotaremos o CW —complexos X relativo a A como sendo o par (X,A). Note que se A é
um subcomplexo de um CW —complexo X, entdo A € um CW —complexo com decomposi¢ao
A" =ANX". Além disso, o par (X,A) é um espago CW- complexo relativo a A, e 0 espago
quociente X /A é um espaco CW —complexo [2, Capitulo 0, pag. 8].

Na continuagdo apresentamos algumas ferramentas da topologia algébrica que usaremos neste

capitulo. Sejam f, g : X — Y funcdes continuas. Dizemos que f e g sdo homotdpicas se existe uma
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fungdo continua (chamada homotopia) F : X x [0, 1] — Y tal que F(x,0) = f(x) e F(x,1) = g(x)
para todo x € X. No caso afirmativo escrevemos f ~ g. Seja A C X um subespag topolédgico de
X eseja F : X x [0,1] — Y uma homotopia entre fun¢des continuas f,g: X — Y. Se fla =g|a =
F| Ax]o,1]» entdo dizemos que F ¢ uma homotopia relativa a A e escrevemos f ~, g. Dizemos
que o espago X € contratil se idy ~ ¢, onde ¢ : X — X é alguma fung@o constante c(x) = xo,
para todo x € X. Uma aplicacdo continua f : X — Y € dita uma equivaléncia homotdpica se
existe uma aplicacdo continua g : ¥ — X tal que fog ~idy e go f ~ idx. Neste caso os espagos
sdo chamados homotépicamente equivalentes ou que t€m o mesmo tipo de homotopia e sdao

denotamos por X ~ Y.

Um p—simplexo A, em RP*! para p > 0 é o subconjunto

p
Ap:i= {(to,tl,...,tp)eR"H:Ztizl, 0<r<I, i:O,l,...,p}
=0

1=

Dado um espago topoldgico X, um p-simplexo singular em X € uma fungdo ¢ : A, — X. Para
um inteiro 0 < i < p, definimos a i—ésima face de ¢, denotada d;¢, como sendo o (p — 1)-
simplexo singular em X dado por d;¢(t9,...,tp—1) = ¢(to,-..,ti-1,0,t;,...,t,_1). Denotamos
por S,(X) o grupo abeliano livre cuja base € o conjunto de todos os n—simplexos singulares em
X. Definimos a aplica¢@o bordo 9, : S,(X) — S,—1(X) como sendo o homomorfismo definido
por 9, = Y7o (—1)id;. E fécil verificar que (Se(X), )

SeX): o Su(X) 2 S 1 (X) — o S1(X) 25 So(X) 5 0, 3.1)

¢ um complexo de cadeias. Definimos o n—ésimo grupo de homologia singular de X com

coeficientes em Z, denotado H,(X,Z), como sendo
H,(X,Z) :=H,(Se(X)).

EXEMPLO 3.3. Se X # 0 e é conexo por caminhos, entdao Hy(X,Z) = Z. Para n > 0, usando

a sequéncia de Mayer-Vietoris [2, Exemplo 2.46], podemos mostrar que H,(S",Z) = Z ¢
Hi(S",Z) =0parak #nek+#0.

PROPOSICAO 3.1. Seja X um espago topoldgico. Se {Xy : @ € I} sdo as componentes conexas

por caminho de X, entdo para todo n > 0,

H,(X,Z) = P Hy(Xa, Z).

ael
Demonstragcdo. Veja-se [2, Proposi¢do 2.6] [
Se (X,A) é um par de espagos topolégicos com A C X, entdo Se(A) é um subcomplexo de Se(X).
Além disso, dado que 9, (S,(A)) € S,—1(A), definimos para todo n > 0 o grupo quociente

Sn(X)
Sn(4)”

Sn(X,A) =
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E ficil verificar que (S.(X,A),d.) é um complexo de cadeias e definimos o n—ésimo grupo de

homologia singular de X relativo de A como sendo
H,(X,A,7Z) := H,(Se(X,A)).

Note que H,(X,Z) = H,(X,0,7Z).

EXEMPLO 3.4. Seja D" C R” o disco unitirio de dimensao n. Segundo [2, Exemplo 2.17],
temos

7Z sei=n

0 sei#n.

H;(D",0D", 7)) =

Seja G um grupo abeliano e seja (X,A) um par de espacos topoldgicos. Para todo n > 0, definimos

Sp(X,A,G) = Sp(X,A) @7 G

8,’1 =0, Qidg.

Claramente (Se(X,A,G),d,) é um complexo de cadeias e definimos a homologia singular de X

relativa de A com coeficientes em G como sendo

Hy(X,A,G) = Hy(S+(X,A,G)).

Seja X um espago topoldgico e seja xo € X (chamado ponto base). Para n > 1, definimos o
n—_ésimo grupo de homotopia de X respeito ao ponto base x(, denotado 7, (X, xg), como sendo o
grupo de todas as classes de homotopia f : I" — X tal que f(dI") = xp, onde I" = [0,1]" CR" e
dI" é o bordo de I", com a operagdo soma + definida sobre as classes de homotopia como sendo
11+ 18] :== [h] € (X, x0), onde

f(ZX],Xz,...,Xn) se x| € [O, l],

h(xp,x2,...,%,) = 1 2
g(2x1 —1,x2,...,x,) sexj € [5,1].

para todo [f],[g] € m,(X,xp). Para n = 0, consideramos my(X,xp) como sendo o conjunto das

componentes conexas por caminhos do espaco X. Quando o ponto base xy € conhecido deno-

tamos 7, (X, xo) simplesmente por 7,(X). Nao é dificil demonstrar que 7,(X,xp) sdo grupos

abelianos para n > 2 [2, Capitulo 4].

Um espago X € dito O-conexo se é conexo por caminhos, € dito 1-conexo se € conexo por
caminhos e 7} (X,xp) = 0 para qualquer ponto xo € X. Em geral, X € dito n-conexo se é conexo
por caminhos e 7;(X,x9) = 0 para todo j < n e para todo xo € X. Pode-se provar que se X ¢é
um CW-complexo com células somente de dimensao maior ou igual a n (n > 1), entdo X é
(n—1)-conexo e 0 homomorfismo induzido pela inclusio 7, (X*) — m,(X) é sobrejetivo se k = n

e ¢ um isomorfismo se k > n [8, Teorema 5.1.10, Corolario 5.1.11].
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EXEMPLO 3.5. Dado que a esfera unitdria de dimensao n, S" C R como CW —complexo
tem uma estrutura celular formada por duas células: €” e ¢”. Entdo S" é (n— 1)-conexo e portanto

m;(S") = 0 para todo j < n.

Em seguida, apresentaremos os teoremas mais importantes dos espacos CW —complexos que

permitem a definicao do espaco classificante.

TEOREMA 3.1 (Whitehead). Um espaco CW —complexo X é contrdtil se e somente se X é
conexo e m,(X,x9) = 0 para todo n e para quaisquer xo € X. Uma aplica¢do f : X — Y entre
espacos CW —complexos é uma equivaléncia homotdpica se e somente se f induz um isomorfismo

7. (X,x0) =, 7. (Y, f(x0)) para todo xo € X e para todo n > 1.
Demonstragcdo. Veja-se [8, Teorema 5.1.13]. [

Seja X um espago topoldgico e seja xop € X um ponto base. Entdo para todo n > 1 existe um
homomorfismo natural

definido como segue: Se f : I" — X é um representante de uma classe de homotopia [f] €
n

7, (X,x0), entdo f induz uma aplica¢do S" =

7 X e portanto uma aplicag@o f,, : H,(S",Z) —
H,(X,Z). Dado que H,(S",Z) é um grupo ciclico infinito (Exemplo 3.5), para cada n > 1
definimos £, (f) := f1([S"]), onde [S"] é o gerador do grupo H,(S",Z). Os homomorfismos A,
sdo chamados homomorfismos de Hurewicz. Pode-se provar que 4, de fato € um homomorfismo

de grupos [2, Proposicao 4.36].

TEOREMA 3.2 (The Hurewicz Theorem). Se X é n—conexo para n > 1, entdo o homomorfismo
de Hurewicz induz um isomorfismo 1 (X,x0) = Hy11(X,Z) e Hj(X,Z) = 0 para todo 0 <
j<n

Demonstragcdo. Veja-se [2, Teorema 4.37]. [

EXEMPLO 3.6. Pelo Exemplo (3.5), a esfera unitaria " é (n — 1)-conexo. Entdo para n > 2
temos que 7, (S") = H,(S",Z) = Z.

Seja G um grupo agindo sobre o espaco X. Dizemos que G age livre e descontinua propriamente

sobre X se para todo x € X existe uma vizinhanca U de x tal que g- U NU = @ para todo
geG—{l}.

TEOREMA 3.3. Seja G um grupo. Entdo existe um CW-complexo contrdtil X tal que G age
livre e celularmente sobre X¢ (isto é a acdo de G mapeia homeomorficamente cada célula
numa outra célula, portanto G age descontinua propriamente) e Xg/G é um CW -complexo. Em

particular, a aplicagdo quociente p : Xg — X /G é um recobrimento.

Demonstragcdo. Veja-se [8, Teorema 5.1.15]. [
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O seguinte teorema mostra que X /G € tinico ao menos de homotopia.

TEOREMA 3.4. Seja G um grupo e sejam X1, X, espagos topologicos Hausdorff contrdteis tais
que G age livre e descontinua propriamente sobre X e X,. Se X1 /G e X»/G sdo espagos para-
compactos, (isto é sdo espacos Hausdorff tais que toda cobertura aberta admite um refinamento

aberto localmente finito) entdo X, /G e X» /G sdo homotépicamente equivalentes.
Demonstragcdo. Veja-se [8, Teorema 5.1.5]. ]

Note que em particular os espacos CW-complexos sdo paracompactos [2, Proposi¢do 4G.2].

DEFINICAO 3.1 (Espaco Classificante). Seja G um grupo. O espago BG := X /G é chamado o

espaco classificante de G, e é vinico ao menos de homotopia.

Se EG := Xg, entdo a aplicacdo quociente p : EG — BG é um recobrimento. Como EG é contrétil

[2, Proposicao 4.1], temos que
7a(BG, p(x0)) = 7u(EG, x0) =0,

para todo n > 2. Além disso,

m (BG, p(X()))

¢ (m(EG.x))

=T (Bva(XO))7
[2, Proposicao 1.40]. Assim

G sen=1,

0 sen#l.

7,(BG) = m,(BG, p(xp)) =

Reciprocamente, se X’ é um CW —complexo conexo tal que m;(X’,x;) = G e para n > 1
m,(X',xy) = 0 em algum ponto base x;, € X, entdo o espago de recobrimento universal de
X' tem todos seus grupos de homotopia triviais e portanto é contratil. Assim X’ é um espaco
classificante de G.

O seguinte teorema garante que a homologia singular do espaco classificante de um grupo G ndo

difiere da homologia integral de G.

TEOREMA 3.5. Se M é um G—modulo trivial, entdo existe um isomorfismo natural entre
Ho(G,M) e Ho(BG,M). Em particular para todo n > 0, H,(G) = H,(BG,Z).

Demonstragcdo. Veja-se [8, Teorema 5.1.27]. ]

A construcdo do espago classificante dd4 um funtor B(—) da categoria dos grupos na categoria
dos espacos topoldgicos. Entdo todo homomorfismo o : G — H, dd-nos uma aplicacdo continua
Bo : BG — BH.
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3.2 A +-construcao

Seja X um espaco topoldgico. Um sistema local de coeficientes sobre X consiste da seguinte

informacao

(i) paracada x € X temos um grupo G, dado,

(ii) paracada o :[0,1] = X com «(0) = x, o¢(1) =y, temos um isomorfismo a* : G, — Gy

que depende unicamente da classe de homotopia de & que une x € y.

(iii) sejam ay, @ : [0, 1] — X caminhos que unem x com y e y com z, respetivamente. Se @ -

¢ a concatenacao dos caminhos ] e ¢ unindo x com z, entao
(-) " =0oa):G,— G,

Se X € um espago conexo por caminhos com ponto base xy € X, entdo as condi¢des anteriores
sdo equivalentes a ter um grupo G e uma agdo de m;(X,xp) sobre G. Em geral, para qualquer
espago X e qualquer inteiro n > 1, a aplica¢do x — m,(X,x) é um sistema local de coeficientes
sobre X [10, Apéndice A.13].

Desejamos agora definir grupos de homologias He(X; G) para o espago topoldgico X (tal que
X tem espacgo de recobrimento universal) relativo ao sistema local de coeficientes G sobre X
e ao ponto base xp € X. Desejamos que esta homologia satisfaga uma propriedade similar a
Proposicéo (3.1), isto é se {Xy : o € I} sdo as componentes conexas por caminho de X, entdo

paratodon >0
H,(X;G) = @ Hy(Xa;Glx,)-

acl
Assim sem perda de generalidade, podemos supor que X é conexo por caminose p: X — X é
um espago de recobrimento universal de X com grupo fundamental IT = 7;(X,xg). Logo X é o
quociente de X pela agdo livre de IT sobre X. Note que a acdo de IT sobre X induz uma acéo de
IT sobre o grupo S,,(X) para todo n > 0. Assim o complexo (Se(X),ds) (3.1) € um complexo de
cadeias de IT-mddulos livres [2, Capitulo 3, Secdao H]. Se G € um sistema local de coeficientes
sobre X e Gg := Gy,, definimos o grupo de homologia do espaco X sobre o sistema local de

coeficientes G como sendo

H,(X,A;G) := H,(Go®11 Se(X)).

Na continuag¢do definimos a +-construcdo de um espaco X. Isso vai permitir-nos introduzir a

definicao dos K-grupos de anéis dada por Daniel Quillen.

TEOREMA 3.6 (+-construgo). Seja X um espaco topoldgico conexo e seja N C my(X) um sub-
grupo normal e perfeito de 7, (X). Entdo existe um CW -complexo X, chamado a +-construcéo

de X relativo a N, tal que X contém X e a incluséo i : X — X' satisfaz as seguintes condicdes
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1) m(X1) 2 m(X)/N e o homomorfismo i, : T (X) — m(X1) é a aplicacdo quociente
71,'1(X) — ﬂl(X)/N.

2) A inclusdo i induz um isomorfismo H,(X;i*(G)) = H,(X";G) para todo n > 0 e para

quaisquer sistema local de coeficientes G sobre X ™.

3) Se f:X — Y éuma aplicdo continua entre espagos topoldgicos conexos tais que fi(N) é
trivial em 1 (Y), entdo existe uma aplicacdo continua fT Xt =Y, iinica a menos de

homotopia, tal que o seguinte diagrama comuta

X x+

|
| F+
f\«vf

Y.
Em particular, pela segunda condi¢do temos que
H,(X,Z) = H,(X",7), (3.2)

para todo n > 0, isto é X e X ndo diferem homologicamente. Também pela terceira condigio,

X é tnico ao menos de homotopia.

EXEMPLO 3.7. Seja R um anel com unidade e seja X = BGL(R), o espago classificante do
grupo linear geral infinito GL(R). Pela Proposi¢ao (2.1), o subgrupo de matrizes elementares
N = E(R) é um subgrupo normal e perfeito de GL(R) = m; (BGL(R)). Entdo temos garantido
a existéncia da +-constru¢do do espaco BGL(R) relativa a E(R), denotada BGL(R) ™. Portanto
para todon > 0

H,(BGL(R)",7Z) = H,(BGL(R),Z) = H,(GL(R)). (3.3)

Além disso, se Z é o espago de recobrimento de X tal que 7;(Z) = N, entdo Z" é, a menos de
homotopia, o espaco de recobrimento de X . Isto implica que o espago de recobrimento de

BGL(R)" é BE(R)™, onde estas construgdes sdo tomadas relativas ao subgrupo E(R).

EXEMPLO 3.8. Considere G = GL(R) x GL(R). E facil verificar que BG = BGL(R) x BGL(R)
usando a caracterizacdo dada depois da definicdo do espaco classificante. Por outro lado, dado
que E := E(R) x E(R) é um subgrupo normal e perfeito do grupo fundamental 7; (BG) = G,
pelas propriedades do espago classificante BGL(R)™ temos que a +-constru¢do de BG relativo a
E coincide com BGL(R)" x BGL(R)" a menos de homotopia.

3.3 K-teoria de Quillen e Milnor

DEFINICAO 3.2. Seja R um anel com unidade. Paran > 1, o n—ésimo K—grupo do anel R é
0 n—ésimo grupo de homotopia da +-construgdo do espaco clasificante BGL(R) relativo ao
grupo E(R), isto é

Ku(R) := m, (BGL(R)").
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Usando a defini¢do de X, se n = 1, entdo

BGL(R))

Ki(R) := m (BGL(R)") m(E x = GLRIER)

Dado que BE(R)™" é um espago de recobrimento de BGL(R)™, entdo
ntn (BGL(R)*) = m, (BE(R)T),

para todo n > 2. Por outro lado, dado que BE(R)™" é 1—conexo entdo pelo Teorema de Hurewicz
(3.2)
m (BE(R)') = Hy(BE(R)™).

Devido a (3.2) temos que homologicamente BE(R) e BE(R) " ndo diferem, isto é H, (BE(R) ™) =
H>(BE(R)). Entéo por (3.3) obtemos

Kx(R) := 7 (BGL(R)*) = Ha(BE(R)) = Hy(E(R)).

Portanto os novos grupos Ki(R) e K>(R) coincidem com os antigos grupos K;(R) e K»(R)
descritos no Capitulo 2. Se St(R) é o grupo Steinberg do anel R, definido no Capitulo 2, entdo

para n = 3 temos o seguinte resultado.

TEOREMA 3.7 (Loday). Seja R um anel com unidade. Entdo

K3(R) = m3(BGL(R)*) = Hy(St(R)).
Demonstragcdo. Veja-se [3, Teorema 1.4.2]. [

Como BGL(R)" é conexo por caminhos, To(BGL(R)™") é trivial. Logo para incluir Ky(R) na

definicao dos K—grupos, temos que modificar o espaco dado na Defini¢do (3.2).

DEFINICAO 3.3 (Quillen). Seja R um anel com unidade e considere M como sendo um espaco
topologico discreto dado. Para n > 0, o n-ésimo K-grupo do anel R é definido como sendo
0 n—ésimo grupo de homotopia do espaco BGL(R)" x Ko(R), onde BGL(R)" é construido

relativo ao grupo E(R), isto é

K, (R) := m, (BGL(R)" X Ko(R)) .

Desta maneira, Ko(R) := mo(BGL(R)" x M) = M e paran > 1 temos que K,,(R) := m,(BGL(R) " x
Ko(R)) = m,(BGL(R)™), recuperando assim a primeira definigo.

PROPOSICAO 3.2 (Quillen, Gersten). Seja R um anel com unidade. Entdo para i > 2 temos
Ki(R) 2 m(BE(R)"), e parai >3, K;(R) = m;(BSt(R)™).

Demonstragcdo. Veja-se [8, Teorema 5.2.7]. [
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Note que para n > 2, H,(BE(R)") = H,(E(R)) e H,(BGL(R)*) = H,(GL(R)), e usando o

Teorema de Hurewicz, obtemos o seguinte diagrama comutativo

jGLR)

Ta(BE(R)*) = Ky(R) = 1, (BGL(R) ) - H,(GL(R))

—

H,(E(R)).

Para os niveis inferiores pela Proposi¢do (2.1) e o Teorema (2.1), temos os seguintes isomorfismos

GL(R) R)

K(R) = H(GLER), K(®)

I\Fm
=3

Hy(E(R)).
Mas para o caso n = 3, temos a seguinte proposicao.

PROPOSICAO 3.3. O homomorfismo hg(R) : K3(R) — H3(E(R)) é sobrejetor.

Demonstragdo. O resultado segue-se ao estudar a sequéncia espectral
2
E2, = Hy(E(R), Hy(Ka(R))) = Hpsq(SH(R)),

e usando os resultados obtidos em (2.2) e (2.1), isto é H(St(R)) = H»(St(R)) =0e H;(E(R)) =
ER)  _
ERE®] ~ O -

DEFINICAO 3.4. Seja R um anel comutativo com unidade. Para n > 1, definimos o n-ésimo
K-grupo de Milnor, denotado KM (R), como o grupo abeliano aditivo gerado pelos simbolos

{ai,...,ay} coma; € R* parai=1,... n satisfazendo as seguintes relacoes

i) Paratodo1<i<n, {ai,...,aid},...,an} ={ai,...,q;,...,ay} +{ai,...,d,...,ay}.

ii) Se existem i, j (i # j) tais que a;+a; =0oua;+a; =1, entdo {ai,...,a,} =0.
Além disso definimos K}!(R) :=Z.
Vejamos os niveis inferiores dos K-grupos de Milnor.

e Sejan=1: KM(R) é o grupo abeliano gerado por todos os simbolos {a} com a € R*

satisfazendo
{ab} = {a} +{b}, {1}=0.
Isto implica que {a~'} = —{a}. Portanto o homomorfismo de grupos abelianos
¢:KM(R) — R*
{a} +—a

Y

induz o isomorfismo K¥ (R) = R*.
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e Sejan=2: K¥(R) é o grupo abeliano gerado por todos os simbolos {a,b} com a,b € R*
tal que para todo a,1 —a,ay,ay,b,by,by € R*,

{alaz,b} = {al,b}+{a2,b},
{a,bibr} ={a,b1}+{a,by},
{a,1—a} =0,

{a,—a} =0.

Se a € R*, é fécil ver que {a,1} = {1,a} = 0. Logo

{a™',b} = —{a,b}, {a,b"'} = —{a,b}.
Portanto o homomorfismo de grupos abelianos

R>< ®ZR><
(a®(1—a),b®(=b):a,b,1 —acR*)’
{a,b} ——a®b

¢:KY(R) —

¢ um isomorfismo.

e Sejan = 3: Seguindo o mesmo tratamento pode-se mostrar

R>< ®ZR>< ®ZR><

KY(R) = .
3 (R) (a1 ®@ay®az :a; € R*,a;+aj=0o0ua;+a;=1 paraalgum i, j(i # j))

LEMA 3.1. Seja R um anel local com ideal maximal m. Se o corpo residual R/m é infinito,

entdo
R>< ®Z R><

KR i a1 ac R

Em particular, KM (R) = (Q% R*) /S, onde S é o subgrupo gerado pelos elementos a; @ - -+ ® ay

tais que existem i, j com i % j e q; +a; = 1.

Demonstragdo. Seja {a,b} :=a®b € (R* @zR*)/{a® (1 —a):a,1 —a € R*). E suficiente
demonstrar que {a,—a}’ = 0 para todo a € R*. Seja a € R* tal que 1 —a € R*. Dado que
—a=(1—a)/(1—a1), entio

{a,—a} = {a,(1—a)(1 —a_l)_l}' ={a,1-a} —{a,(1 —a_l)}' = {a_l, 1 —a_l}/ =0.
Se a,b € R* sdo taisque 1 —a,1 —b,1 —ab € R*, entdo pelo resultado anterior
{a,b} +{b,a} = {ab,—ab}' —{a,—a} —{b,—b} =0.

Se a,b € R* sdo tais que 1 —a € R* e dado que R/m ¢ infinito, entdo existe ¢ € R tal que

t,1—t,1—ta,1—tb,1—tab € R*. Entdo pelo resultado anterior, temos

{a,b} +{b,a} = {a,tb} + {th,a} —{a,t}' —{t,a} =0.
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Se a,b € R* e dado que R/m ¢ infinito, entdo existe s € R tal que 5,1 — 5,1 —as € R*. Pelo

anterior, temos
{a,b}Y +{b,a} = {as,b} +{b,as} —{a,s} —{s,a} =0.

Finalmente, se a € R* e dado que R/m ¢ infinito, entdo existe v € R tal que v, 1 — v, 1 —av € R*.

Portanto
{Cl, —Cl}, = {ClV, —ClV}/ - {V7 —V}/ - {Cl,V}/ - {v,a}, =0.

Em particular, se R € um anel local com corpo residual infinito, entao

R>< ®ZR>< ®ZR><
(a1 ®ay ®a3 :a; € R*, existem i, j(i # j) taisque a; +aj = 1)’

KY'(R) =
Assim, se R é um anel local pelos Exemplos (2.1), (2.3) e o Teorema (2.2), os K-grupos de

Quillen e os K-grupos de Milnor de R coinciden paran = 0,1 e 2;

Ky'(R) =Ko(R)=Z,
KM(R) =K;(R)=R*,

I

R><®ZR><
a®(1—a):a,1 —acR*)
(a®(

I

KM (R) ~Ky(R)

Definimos o homomorfismo produto entre os K—grupos de Milnor da seguinte forma

Ky (R) @z K} (R) — Kyl (R).
{ai,...,am} @{b1,...,by} ——A{ai,...,anm}{b1,....bn} :={ar,...,am,b1,...,by}

Como para todo ay,...,a, € R*,
M
{a1,...,ai—1,ai,ai11,ai42,...,an} = —{ai,...,ai—1,ai+1,0i,ai12,...,an} € K" (R),
o produto definido anteriormente € anti-comutativo, isto é

(a1, am} (b1, bu} = (—1)"{by, ... by} a1, ... ,am} € KX, (R)

3.4 O produto nos K-grupos de Quillen

Nosso objetivo nesta sec@o € dar um produto aos K—grupos de Quillen que também seja anti-
comutativo e estabelecer uma relacio entre os K—grupos de Quillen e os K—grupos de Milnor.
Um espago topoldgico X com ponto base xg € X € dito H —espaco se existe uma fungdo continua,
chamada multiplicacdo, p : X x X — X tal que u(xo,xp) = xo € as aplica¢des

q:X—X, X'-),U(X,X()), @ X=X, X'—)[.L(X(),X)
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sdo homotépicas a identidade, isto € g1 ~,y idx © g2 >y} idx. Além disso um H-espago
X é dito um H-grupo se a multiplicacdo u € associativa a menos de homotopia, isto € u o
(1 X idx ) = (xyx0x0)} M © (idx X ) € se existe uma aplicagdo continua 1 : X — X com 7 (xo) =
xo tal que o (1,idx ) 21 Cxy € 1o (idx, M) ~{x,} Cxo- ONde Cxy(x) = X0 para todo x € X.

Se X é um H—espago e se a aplicagdo 7 : X X X — X x X, (x,x’) — (x,x) tem a propriedade
Wot >~ u,entdo dizemos que a multiplicacdo i € homotopicamente comutativa. Por exemplo,

se R é um anel qualquer e se 0 homomorfismo u’ : GL(R) x GL(R) — GL(R) é definido como

segue
0 seiZj mod?2,
w' ((aij), (bij)) = A1 js1 sei=j=1 mod?2,
bi sei=j=0 mod?2,

j
32
tomando p : BGL(R)" x BGL(R)™ — BGL(R)" como sendo a aplica¢do continua induzida por
Bu': BGL(R) X BGL(R) — BGL(R) prova-se que BGL(R)" é um H—grupo com a multiplica¢do
p homotopicamente comutativa [3, Teorema 1.2.6], onde xo = Iy (r) © Ig1(r) € @ identidade de
GL(R).

Dados os espagos com ponto base (X,xp) e (¥,yp), definimos o espago topolgico X AY como
sendo o quociente (X xY)/XVY,onde X VY := (X X {yo}) U ({x0} xY) C X x Y. Denotamos
x0 Ayo € X AY como sendo a imagem de (xg,yo) e escolhamos xp A yp como ponto base de
XANY.

Dadas aplicagdes continuas f:I" — X e g: ™ — Y. Se f(dI") = xo e g(dI"™) = yp, entdo o
produto f x g : "™ — X x Y leva oI = (dI" x I") U (I" x I"™) para X VY. Logo f x g
induz uma aplicag¢@o continua f Ag: "™ — X AY tal que (f Ag)(dI"™") = xo Ayo. Portanto
f A\ g representa uma classe no (m +n)—ésimo grupo de homotopia de X A Y. Pode-se provar

que a aplicacdo
n-n(X7x0) X ﬂVﬂ(YayO) — nm+n(X/\Y7x0/\y0)7 ([f]? [g]) = [f/\g]

estd bem definida e € bilinear para todo n,m > 1 [2, Apéndice A.7]. Assim, dado um espaco

(X,x0) e uma aplicagdo continua (X A X,xp Axp) — (X,xp) temos um produto bilinear induzido
* T (X, X0) X T (X, %0) = Tt (X, X0),

que satisfaz

3%y = (—1)"™y 4 X € Tynsn(X, 30)

para todo x € 7, (X, xp) e para todo y € 7, (X, xp).
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Sejam R e S dois anéis com unidade e sejam A = (a;;) € GLx(R) € B € GL,(S). Usando o
isomorfismo de R ®7 S—mddulos 7: R" ®7 8" — (R®7S)™ junto com o produto tensorial de

matrizes, definimos

anB apB -+ apB
ayB apB --- ay,B

AQB:=| ~ o " | € GLum(R®yS).
aB apB --- au,B.

Claramente
GL,,(R) X GL,(S) = GLy(R®7S), (A,B) - A®B,

¢ um homomorfismo de grupos e induz um homomorfismo GL(R) x GL(S) — GL(R®zS) que
leva E(R) x E(S) para E(R®z S). Logo temos uma aplicagdo continua induzida [3, Proposi¢do
2.1.6]

¥®S : BGL(R)™ x BGL(S)"™ — BGL(R®75) ™.

De acordo com [3, Proposi¢do 2.1.8], temos uma aplicacio continua
5 . BGL(R)™ ABGL(S)"™ — BGL(R®7S) ™"

associativa, comutativa, unica a menos de homotopia e que faz comutar o seguinte diagrama a

menos de homotopia,

BGL(R)* x BGL(S)* BGL(R)* ABGL(S)™.
BGL(R®7S)*

Pelo resultado anterior, para n,m > 1, a aplicacdo continua 7% permite definir uma aplicacio

bilinear associativa [3, Teorema 2.1.11]

*: m,(BGL(R) ") X m,(BGL(S)*) — nn+m(BG (R®zS)™).
(LU — X T =15 o (F A L)

Se R for comutativo, 0 homomorfismo & : R®z R — R, a ® b — ab induz uma aplicacdo bilinear

associativa dada pela composi¢ao
Kn(R) X Kpn(R) == Kngm(R®7 R) 5 Kyim(R),

tal que para todo x € K,(R) e para todo y € K,,(R) tem-se que xxy = (—1)"yxx € K,1m(R),

onde x = o, ox’. Portanto temos o seguinte teorema.

TEOREMA 3.8. Se R é um anel comutativo, entdo temos uma multiplicacdo anti-comutativa

associativa entre os K—grupos de Quillen denotada por
*: K (R) ®7 Ki(R) — Kyym(R).

Em particular, para todo x € K,(R) e y € Ky (R), temos xxy = (—1)"y*x.
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Agora usando as estruturas multiplicativas dos K—grupos de Quillen e de Milnor, de maneira

indutiva, podemos estabelecer um homomorfismo nestes grupos da seguinte maneira.

PROPOSICAO 3.4. Seja R um anel local comutativo com corpo residual infinito. Entdo para

todo n > 1 temos uma aplicagdo natural
.M
T, K (R) = Ky (R)

Demonstragdo. Paran =1, seja 71 : K)/(R) — K;(R) sendo definida para todo a € R* como
71({a}) = ¢(a) € H{(R*). Pelo Exemplo (1.29) temos que H;(R*) = H|(GL(R)) (1.13) e
portanto 7; esta bem definida. E facil ver que 7; € um isomorfismo. O homomorfismo 7, :
KY(R) — K>(R) foi construido no Teorema de Van der Kallen-Matsumoto (2.2) € estd dado por

7 ({a,b}) = ¢ (diag(a, 1,a"'),diag(b,b~',1)).

Agora suponha por inducio que ja temos definida a aplicagdo 7, : KM (R) — K, (R). Definimos o

.M
homomorfismo 7,1 : K,

(R) = K, +1(R) como sendo
Tn+1 ({al,az, . ,an+1}) = ’L'l({al}) *Tn({az, . ,an+1}).

Pela multiplica¢@o anti-comutativa sobre os K—grupos de Milnor e Quillen, é facil verificar que

esta aplicacdo esta bem definida. Logo o seguinte diagrama comuta

K{'(R) @z K, (R) — Ky (R)

T1®Tnl lTnJrl

K (R) Xz Kn(R) - Kn—i—l(R)'

TEOREMA 3.9 (Suslin). Se R é um anel com unidade, entdo o niicleo do homomorfismo
W™ K3(R) — H3(E(R))

coincide com a imagem do homomorfismo
Ki(Z) ®7K>(R) — K3(R).

Portanto temos a sequéncia exata

WE®

Ki(Z)®z K>(R) — K3(R) —> H3(E(R)) — 0. (3.4)

(R)

. . E . ~
Em particular, o niicleo de hy " é 2-tor¢ao.

Demonstragcdo. Veja-se [12, Lema 5.2]. [
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Com isto descreveremos agora 0 homomorfismo da composicao

GL(R)

KM(R) 5 K,(R) % HL(GL(R)),
quando R for um anel local com corpo residual infinito.

PROPOSICAO 3.5 (Suslin). Seja R um anel local com corpo residual infinito. Se x € K,,(R) e
y € Ku(R), entdo

B Coey) = (W), (i o) s 0 () = mn (5 () T ()
onde Wi n : GLiy(R) X GLy(R) = GLyu(R) € 0 produto tensorial de matrizes e o produto cup é
induzido por

GLy(R) X GLy(R) = GLysn(R),  (A,B) —> (g g) .

Demonstragcdo. Veja-se [11, Lema 4.2]. ]
COROLARIO 3.1. Seja R é um anel local com corpo residual infinito. Entdo o homomorfismo
L= hS"® o1, KM (R) — Hy(GL(R)) = H,(GL,(R))

é dado por

l,({a1,...,an}) = la1,...,an) :=c (A1, ..,Ann) € Hi(GL(R)),

onde Ay, :=diag(ay,l,—1) € GLy(R) e parai> 2, A; , :=diag(a;, . .. ,ai,ai_(i_l)Jn_i) € SL,(R).

Demonstragdo. Usaremos indugdo sobre n. No caso n = 1, temos K;(R) = K} (R) = R*, logo
li({a}) = ¢(a) = [a], a € R* e o resultado é vélido. Suponha por indugdo sobre n — 1 que
lnfl({al, ce ,anfl}) = [al, ce ,an,l]. Como Yp—11": GLnfl(R) x GLy (R) — GLnfl(R) ¢é dado
por (A,a) — aA, pela Proposi¢io (3.5) temos

WP (1, ({ay,...an}))

W) (2, ({ay,... an_1}) * 71 (an))

= (Yu-1,1), (o1 (m—1({ar, ... an—1})) x i (t1({an})))
—(n—=Dhpy (t—1({ar, .. ;an-1})) Uhi (t1({an}))

= (Wn—1,1), (lh-1({ar,.. . an—1}) x Li({an}))
(=Dl ({ar,. .. .an 1 1)UL ({an})

= (Wn—11), (€A1 -1, s An_10—1) X (ap))
—(n—=1)c(A1 =1, An—1n—1)Uc(ay)

I({ay,...,an}) =
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ln({alw .. aan}) = C(ALn—l; e ;An—l,n—laanln—l)

—(n—1)c(A1 ;... ,An—1 4, diag(l,—1,an))
= c(A1n,...,Ap_1p,diag(anl,—1,1))
+e(A1 s An 1 diag(h1,a, ")
= (Arps s An_t . diag(@nl,_1,an "))
= c(Ain,..-,Aun)
= [ala'--aal’l] € Hn(GLn(R>) an<GL(R))
[

OBSERVACAO 3.1. Parai> 2 defina A] , := diag(A;», 1) € SLy+1(R), pelo Teorema de Estabi-
lidade Homoldgica para GL,(R) (1.16), em H,(GL,(R)) temos

lai,...,a,] =

c(diag(al, n—1, )Alz,nv”wA;z,n) eHn(GLn+1(R))

c(diag(ar,l,—1,a; ),A’zﬁn,...,A;l’n)—f—c(diag(l?In_l,al),A’zW...,A;w)
c(diag(ai, l—1,a; ),A/M,...,A;,n)
+c(diag(1,1,—1,a1),diag(az, 1,1,—1),A} e )
—c(diag(l,ln_l,al),diag(l,az,In_l),A3,n,...,A’ )
c(diag(ar,ly-1,a7'),A ... A ,)
+e(diag(1,ly—1,a1),diag(az, 1,1,-1),45 ,, .., A]
—c(diag(l,ln,l,al),diag(az,1,In,1),A’3,n,...,A’ )
c(diag(ar,ly-1,a7'),A ... Al ,).

Logo [ay,...,an) € Hy(SL(R)). Em particular para a,b,c € R* temos

[a,b,c] =
= C(diag(a,Ll,a‘l,l),diag(b,b_l,1,1,1),diag(c,c,c_2,1,1))
= c(diag(a,1,a"',1,1),diag(b,b~!,1,1,1),diag(c,c,c2,1,1))

DEFINICAO 3.5.

[a,b] = c(diag(a,1,a™"),diag(h,b~',1)) € Hy(SL(R))

c(diag(a,1,1,a~"),diag(b,b™",1,1), diag(c,c,c 2, 1))

+c(diag(1,1,a,a”!,1),diag(b,b~",1,1,1),diag(c,c,c72,1,1))

= c(diag(a,1,a7',1,1),diag(b,b~!,1,1,1),diag(c,c,c2,1,1))
= c(diag(a,1,a7',1,1),diag(b,b~!,1,1,1),diag(c,1,c71,1,1))

+c(diag(a,1,a=1,1,1),diag(b,b~",1,1,1),diag(1,c,c!,1,1))

= c(diag(a,1,a™"),diag(b,b~"!,1),diag(c, 1,¢ ")) € H3(SL(R))

Seja R um anel local comutativo. Definimos o grupo

KM (R) := coker (KgM (R) 25 Ky (R))

chamado a parte indecomponivel do terceiro K—grupo de R.

COROLARIO 3.2. Se R é um anel local comutativo com corpo residual infinito, entdo h,
K; (R) — H3 (SL(R

SL(R) .
)) induz um isomorfismo Ki"(R) = H3(SL(R))/T, onde T é o subgrupo

gerado pelos elementos [a,b,c| com a,b,c € R*.
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Demonstragdo. Pelo Corolério (3.1), temos um homomorfismo bem definido
Ay K(R) 5 Hy(SL(R))/T,  x+Im 13— KB () + 7

Dado que th(R) : K3(R) — H3(SL(R)) é sobrejetor, temos que 71§L(R) também é sobrejetor.

Considere o seguinte diagrama comutativo

K{'(R) ®z K3 (R) ———— K5 (R)

I3
TR | = 3
hSL(R)

Ki(R) ®7K>(R) . K3(R) —— H3(SL(R)) —=0.

Usando a sequéncia exata (3.4), temos que Ker th(R) C Im /3. Agora se x+ Im 13 € Ker E§L(R),

entio th(R) (x) € T e existe {a,b,c} € KY(R) tal que h‘;L(R) (x) = th(R)(n({a,b,c})), logo

x € Im 73. Portanto E§L(R) é injetor e KI"(R) = H3(SL(R))/T. O
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CAPITULO

K; DE CORPOS E O TEOREMA DE
BLOCH-WIGNER

Como resultado principal neste capitulo vamos demonstrar a existéncia da sequéncia
exata de Bloch-Wigner para corpos infinitos e para isso precisaremos dos célculos feitos no

Capitulo 1 e 2 e a caracterizacao obtida no Coroldrio (3.2).

4.1 Terceira homologia de GL, e o grupo de Bloch

Seja R um anel comutativo com unidade. Seja Q(R) o Z—mddulo livre com base nos simbolos
[a], onde a,1 —a € R* e seja (R* @z R™)s 0 quociente de R* ®z R* pelo subgrupo gerado por

elementos da forma a @ b+ b ®a, com a,b € R*. Considere 0 homomorfismo
A" Q(R) — R* @7 R*, [a] — a®(1—a).
Seja p(R) o pré-grupo de Bloch de R, isto é o quociente de Q(R) pelo submédulo gerado pelos

b 1—a! 1—
elementos da forma [a] — [b] 4 {—} — L—Zl} + [I—Z] . Por calculos diretos podemos ver
a — R

(o 2] [ (1) o () ()

Entdo temos um homomorfismo induzido bem definido

que

A:p(R)—>(RX®ZRX)G, [a] —a® (1l —a).
Note que o elemento representado por a ® b em (R* ®7z R* )4 sera denotado novamente por

a®b.

DEFINICAO 4.1. Definimos o grupo de Bloch de um anel comutativo R, denotado por B(R),
como sendo
B(R) := Ker (p(R) 2y (R* @y RX)G> .
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Se R € um anel local com corpo residual infinito, entdo pelo Teorema de Van der Kallen-
Matsumoto (2.2) e o Lema (3.1) temos

R>< ®ZR><
(a®(l—a):a,1—aeR*)

K>(R) = KM(R) =

Observe que

coker (1) = R” @n R” =Ky (R)
T {a®(1—a),b@c+c®b:a,l—ab,ceR?) 27
Portanto temos a sequéncia exata
A
0 — B(R) — p(R) — (R* @z R*) , — K2(R) — 0. 4.1)

Neste capitulo sempre assumiremos que F € um corpo infinito e usaremos os resultados dos
capitulos anteriores em forma particular para F'. Agora consideremos a sequéncia espectral (2.3)

que introduzimos e estudamos no Capitulo 2.
E),=Hy(GLy(F),Cp(F?)) = Hp1q (GL(F)). (4.2)
Esta sequéncia espectral induz uma filtragéo de Hz(GL(F))
0 C FoH3(GLy(F)) C FiH3(GLy(F)) C F>H3(GLy(F)) € H3(GLy(F)),

tal que

53
I

7 F>H3(GLy(F))

Note que pelo Lema (2.8), E5) = Ker a’g’ o = B(F). Assim obtemos a seguinte sequéncia exata
0 —>F2H3(GL2(F)) —>H3(GL2(F)) —)B(F) — 0. 4.3)

Dado que E3 | = 0 temos que FyH3(GLy(F)) = F,H3(GLy(F)). Além disso temos 0 homomor-
fismo sobrejetor
H3(Th) — E6<:3 = FyH3(GLy(F)) C H3(GLy(F)),

que implica
FoH3(GLy(F)) = Im (H3(T>) — H3(GLy(F))), 4.4)

Desejamos estudar o homomorfismo

Hy(T2)® — Efy = (F* ®zF*)° » ET, = C
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Seja G um grupo, g € G e seja M um G—mddulo. Considere o automomorfismo de complexos

de cadeias
Ty : Be(G) @G M — Bo(G) ®G M,

. » » (4.5)
[g1lg2] -+ lgn] @m +— [gg18 88287 |ggng ! @ gm
e para cada n > 0 considere 0 homomorfismo
¢g:By(G) @M — Byy1(G)®c M,
" ~ _ _ _ 4.6
gileal g @m s Y (=1 o]+ lesle legrag - lsgug o, FO
=0
Note que se n = 0, entdo
(d@id)ogg([lem)= (g ' []-[Nom=[]egn—[]om= (t,—id)([]@m),
esen > 1, entdo
(dps1®id)o@g) (1] |gn) @m) = (dpy1®id) ([g7" 88187 | |ggng™ "] @m
— (81187 Igg2g |-+ 1ggng @M+ -+
+(=1)"[g1182] - Ignlg™" ] @ m)
= g 'lggig | Iggng | @m

—[g1]--lgnl @m — @, (g1 [g2] -+ |gn] @m

—[g182] - lgn] @m+[g1|g283] -+~ |gn] @m A+ +

+(—=1)" gilga| - |gn_18n] @ m

(=D)"[g1]--[gn—1] ®@m)

= [gg187"]" - 1g8ng | @ gm—[g1] -+ |gn] @ m
—(@go (dn®id))([g1]---gnl @ m).

_|_

Logo

((dn1 ®id) 0 Qg+ @g 0 (dp ®1id)) ([g1] - |gn] @m) = (Tg — id) ([g1] -~ gn] @)
Portanto, 7, € homotdpica ao morfismo de complexos identidade.
LEMA 4.1. Sejau € Hy(T»)° e seja h € By(GLy(F))r, um ciclo representante para u. Considere
0= (1) (1) € GLy(F) e seja b € B3(GLy(F))r, tal que To(h) —h = d3(b). Entdo a imagem

de u pelo homomorfismo

FH3(GLa(F)) - H3(GLa(F))
H3(T2) - H3(T2)

Hz(Tz)G —
coincide com a classe do ciclo b — @g(h).

Demonstracdo. Seja Bo(GLy(F)) — Z a resolugdo barra de Z sobre GL,(F). Entio a sequén-
cia espectral (2.3) coincide com a sequéncia espectral induzida pelo complexo duplo dado
por Be(GLa(F)) ®@¢r,(r) Ce (F2). Note que o morfismo de augmentacio By (GLy(F)) — Z
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induz uma equivaléncia fraca Be(GL2(F)) ®gyr, (r) Co(F 2) — Bo(GLy(F ))GL,(F)- Considere o

seguinte diagrama

B3(GLy(F))G1y(ry < B3(GL2(F)) @cr, (r) Co(F?)
d3®idL
5\ id®d; )
By(GL(F)) ®cr,y(r) Co(F~) =<— B2(GL2(F)) ®cry(r) C1(F7).
Se h=[g1|g2] — [g2/g1] para algum par g1, g» € GL,(F), entdo h & ({e1), (e2)) representa u em
B2<GL2(F)) ®GL2(F) C (Fz). Temos

Po(h) = 0olg1|g2] — o lg2|g1]
= [0 Mogio ogo ] - [g1|lo ! ogo ]+ [g1]g]o!]
— o Mogo ogio '] + [g|lo Hogio™!] - [ggio!]

c
d3 (¢o(h) = d3 ([0 ogio wgo ] - [g1|lo~|ogo™ ]+ [g1]g]0!])
~ds ([0~ |wg207 wg107'] — [2]l07 ! |wgi0™! ] + [g2]g1|07'])
= o 'ty(h) —h.
Assim

(d3 @id)(b® ((e2)) = Pu(h) @ ({e1))) = h® ((e2)) —h @ ((e1)) = (id ® d1) (R ({e1), (€2)))-

Note que
£(b® ((e2)) = Pu(h) ® ((e1))) = b— Pu(h)

representa a imagem de u em B3(GL2(F'))p,(r)- Entdo a classe do ciclo b — ¢ (h) representa a
imagem de u em H3(GL,(F)) = H3 (B.(GLZ(F))GLZ(F)). O

4.2 Terceira homologia de GM,

Seja GM,(F) o subgrupo das matrizes monomiais de GL,(F), isto é

0 0 b
GM(F) := { (g b) , (a/ 0) ca,b,d b € FX} C GLy(F).

10 01
Considerando X, = { (0 1) , (1 O) }, entdo GM,(F) = T, x X;. A sequéncia exata

1—T— GM)(F) — X, — 1
da-nos a sequéncia espectral de Lyndon/Hochschild-Serre

&7, =Hy (22, Hy(T2)) = Hpiq(GM,(F)). (4.7
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Calculamos algumos termos desta sequéncia espectral. Pelo Exemplo (1.11),

Z se p=0,
éapz,o =H, (X2,Hy(T2)) = Hy (X2) = Z/27Z  se p é impar,

0 se p € par.
e pelo Exemplo (1.15),

F*, p=0,

&r1 =Hy(X2,H(T2)) = Hp (30, F* & F*) =
0, p#0.

Pelo isomorfismo (1.8) e pelos Exemplos (1.7) e (1.15), temos

&y = Hpy(22,Hy(T2)) = Hy (S0, Ho(F*) O Hy(F*) @ (F* @7 F X))

= Hy, (X0, Ho(F*)®Hy(F*)) ©Hp(Xp, F* @7 F)

(FX(X)ZFX)ZZ se p=0,
= Hp(Z2, F* @z F") = Hp(Xa, o= (F) @z o= (F)) se p é impar,
(rore (F*@zF*)y,:reF*) sepépar

Note que na notacao das definicdes (2.5)

F>< ®ZF><
(a@b—oc(a®b):a,beF*)

(Fr®zF"), = = (F*@zF")y,,

(F*@zF*)° ={a®b: 6(a®b) =a®b} = (F* 0z F*)™.

Denotaremos 600%3 = H3(T»)x, como H3(T>)s. Entdo a segunda folha da sequéncia espectral é”p% q

¢ dada por
H3(Th)o * * * *
a3,
(FX(X)ZFX)O- H](Zz,FX(X)ZFX) Hz(Zz,FX(X)ZFX) * *

F* 0 0 0 0
Z Z.)21. 0 7.2, 0

LEMA 4.2. Na sequéncia espectral anterior, o diferencial d%z cHy (20, F* @z F*) — H3(Th) o

é trivial.
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Demonstragcdo. A sequéncia espectral coincide com a sequéncia induzida pelo complexo duplo
Be(X2) ®3, Boe(GM,(F))T,. Considere o seguinte diagrama

B3(GM>(F))r, < B1(X2) ®5, B3(GM(F))1,
id®d3l
B\ (52) @, B2(GMa(F)) 1, 222 By(£5) @x, Bo(GMa(F)) .-

Pelo Exemplo (1.15), Hy(X0,F* @z F*) = (a®a € (F* @z F*)x, : r € F*). Sabemos que
usando o0 homomorfismo F* ®y F* L>H2(T2), temos a®@a — aUa := c(diag(a, 1),diag(1,a)).

0 1
Se w = € X, entdo
1 0

(id @ d3) (—[0] ® ¢p(aUa)) = [w] @ (aUa) +[0] @ (aUa) = (d, @id) ([0] @ (aUa)),

onde @}, : By(GM;(F))7, —> B3(GM»(F))7, é definido de igual maneira que o homomorfismo
(4.6). Agora

(di®id) (—[o]®@ ¢,(aUa)) = [|@¢,(aUa) — 0[] ¢,(aUa) € Bo(Xz) ®x, B3(GM(F))r,
= ¢, (aUa)—o-@,(aUa) € B3(GMy(F))y,.

Assim, d%z(a@a) = @l(aUa) —o- @l (aUa) =0 € H3(T»)s. O

Portanto, a terceira folha da sequéncia espectral éap% 4 € dada por

H3(Th)s *
(F*®F*)s *
F* 0

7 7)27 0 7]27 0

Ja que 0 homomorfismo GM;(F) — X, cinde com a inclusdo X, L GM, (F), entdo pelo Exemplo
(1.28) temos que d3 , = 0. A sequéncia espectral 51,27 4 induz uma filtragdo de H3(GM>(F))

0=F|H;(GMy(F)) C FyH3(GMa(F)) C F{H3(GMa(F)) C FyH3(GMa(F)) C H3(GMa(F)),

tal que

o _ FH3(GMy(F))
L2 FlH;(GM,(F))’
o FyH;(GMy(F))
217 FlHy(GMa(F))’
go H3(GM2(F)))
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Agora é facil verificar que
F3H3(GMy(F)) = F{H3(GMa(F)),

H3(T2)o = FyH3(GMy(F)),

FyH3(GM,(F
HI(ZZ,FX®F><): 2 3( 2( )),
H3(T)x,
H3(GM,(F
H3(X) =7/2= F’Iil( )
2 H3(GM,(F))
Assim temos as seguintes sequéncia exatas
0 — H3(T2)s — FyH3(GML(F)) — Hy (2, F* @ F*) — 0, (4.8)
0 — FyH3(GM,(F)) — H3(GM,(F)) — H3(X;) — 0. (4.9)

Como (4.9) cinde pela inclusao X, L) GM,(F'), obtemos a decomposi¢io
H3(GMa(F)) = H3(Z2) © FyHy (GMa(F)). (4.10)

Dado que FjH3(GM,(F)) = Im (H3(T») — H3(GM,(F))), entdo pela igualdade (4.4) e pela
comutatividade do seguinte diagrama

H3(Ty) — H3(GLa(F)) @.11)

]

H3(GM;(F))
temos um homomorfismo sobrejetor
H;3(Th) s = FyH3(GM(F)) — FoH3(GLy(F)).

Agora podemos estudar o0 homomorfismo

FyH3(GMy(F))

Hy(D2)° — EFy = Hi (22, Ha(T2)) — &% =
2(T2) 12 =Hi(22,Ha(T2)) - 6715 F}H3;(GM,(F))

de forma similar ao Lema (4.1).

LEMA 4.3. Seja u € Hy(T»)° e seja h € Bo(Ta), um ciclo representante para u. Considere em

01
GM,(F) a matriz @ = <1 0) e seja b € B3(T»)7, tal que T, (h) —h = ds(b), onde

T,y : Bo(GMa(F)) 1, — Bo(GMa(F)) 7,

€ o automorfismo induzido por ®. Entdo a imagem de u pelo homomorfismo

H3(GM)(F))

HZ(TZ)G — H3(T2)

coincide com a classe do ciclo b— @, (h).
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Demonstracdo. Considere o seguinte diagrama

B3(GMy(F)) Gty ) < Bo(%2) @, B3(GMa(F))7, < B1(%2) @x, B3 (GMa(F))1

l id®d3l j
di®id

By (GM>(F)) Guy(ry < Bo(X2) ®5, Bo(GMa(F))1, <— B1(X2) ®x, Bo(GMa(F)) 1,
Se h = [g1|g2] — [g2|g1] para algums g1, g2 € T», entdo ® ® h representa u e temos

(id @ d3)(0] | @b —[]© @y(h) =0 ]@h—[]@h=(d ®id)([0] @ h).
FyH3(GM;(F))

Agoratem-se £ Qid (0 |@b—[]|® @, (h)) representa a imagem de u em ) Mas
3(12
(€' @id)(0[]@b—[]® @y(h)) =b—@y(h) € B3(GM2(F)) G, (r)-
H3(GM>(F
Entdo b — ¢, (h) representa a imagem de u em H;(GM(F)) O
H3(T»)

TEOREMA 4.1. Seja F um corpo infinito. Entdo temos a sequéncia exata

H3(GM2(F)) —>H3(GL2(F)) —>B(F) — 0. 4.12)

FyH3(GM)(F))
H;3(Th)
pelos Lemas (4.1), (4.3) e considerando o homomorfismo induzido pela inclusao GM,(F) —

Demonstragdo. Pelo Lema (4.3) temos que

=Im (Hz(Tz)G — H—ﬁi%(f)) e

GL,(F), obtemos um homomorfismo sobrejetor
FH3(GM(F)) — FH3(GLa(F)).
Com isto, usando a sequéncia exata (4.3), obtemos a sequéncia exata
FyH3(GM(F)) — H3(GLy(F)) — B(F) — 0.
Por outro lado, considerando o homomorfismo

it H3(X2) = H3(Be(X2)s,) — H3(GL2(F)) = H3(Be(GL2(F))GL,(F))>
[o|o|o] — [o]o|w]

; 01
induzido pela inclusdo Xy — GLy(F), onde ® = <1 0> e o automorfismo (4.5)

(Ta)e : Be(GL2(F))GLy(ry — Be(GL2(F))GL, ()5
g1]---|gn] +— [AglA_l\-w]AgnA—l}

0 1
onde A = (1 1) € GL,(F), temos em particular

u([olo|o]) = [AoA AoA T AwA™!] = [A|A|A'],
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~

1
onde A’ = 0 | € B;. Usando o isomorfismo do Exemplo (1.30) tem-se que H3(B5)

H3(T»). Isto implica que Im (H3(B2) — H3(GLy(F))) =Im (H3(T2) — H3(GLy(F))). Entdo
Im (H3(Z2) 5 Hy(GLa(F)) ) € Im (Hy(T2) = H3(GLa(F))) € Im (F{H3(GMa(F)) — Ha(GLa(F)).
Logo, pela decomposic¢ao (4.10) obtemos a sequéncia exata

H3(GM2(F)) —>H3(GL2(F)) —)B(F) — 0.

Pelo Lema (1.5), temos a seguinte sequéncia exata
0 — M — Hs(Ty) — Tor} (F*,F*) — 0, (4.13)
que cinde canonicamente, onde
M :=Hy(F*) & H3(F*) & (F* @z Hy(F*)) & (Ho(F*) @z F*) C H3(T>).
Agora pelo Lema (1.3), TorZ(F*,F*) = TorZ(u(F), u(F)), lembrando que
W(F)={a€F: existe ntal que a" = 1}.
Aplicando o funtor -y, sobre a sequéncia (4.13) obtemos a sequéncia exata

0 — My, — H3(T5) g — TorZ (W(F), u(F))y, — 0, (4.14)

2

e usando o Lema da serpente sobre o diagrama comutativo

0 M, H3(Ty) e — Tor} (u(F), u(F))g, —=0

| | |

0 —— F}H3(GM,(F)) — FjH3(GM;(F))

obtemos a seguinte sequéncia exata

F,H3(GM,(F)) FyH3(GM,(F))
M H3(T2)

Tor{ (W(F),u(F))g, — —0. (4.15)

Definimos o quociente

T = F2/H3((;IM2(F))_ 4.16)
FyH3(GM,(F))

Dado que H (X, F* @z F*) = (1)
3(12

exata

, entdo pelo Exemplo (1.15) temos a sequéncia

Tor{ (W(F), u(F))y, — Tr — Hi(Z2, lo=(F) @7 flo=(F)) — 0.
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Agora pela sequéncia (4.8) e usando a sequéncia (4.14) temos a injetividade no lado esquerdo
0 — Tory ((F), 1(F))g, — Tr — Hi (2, ta=(F) @7 to=(F)) — 0.
Note também que pelo Exemplo (1.5)
Tor{ ((F), i(F))s, = imTorf (1a(F), ta(F))x, = limTory (1, (F), pa (F)) = Tor{ (u(F), 1 (F)),

pois X, age trivialmente sobre Tork(u,(F),u,(F)) = u,(F). Por outro lado,
se a®b € W=(F) @z pp-(F), entdo existe n inteiro tal que a® = b*' = 1, isto é, a,b € (&),

onde £ € F* é uma 2"-raiz primitiva da unidade. Como
awb=E"el =k (E®8),
para alguns inteiros k e [, entdo 6 (a®b) = —kl (E ® ) = —a®b. Assim pelo Exemplo (1.15)
Hi (22, fo=(F) @z, 2= (F)) = 2 (o= (F) @z Ho=(F)) .
Portanto obtemos a sequéncia exata
0 — Tor? (u(F), u(F)) — Tr — (Ua=(F) ®7 to=(F)) — 0. (4.17)

Pelo Exemplo (1.22) se char (F) = 2, entdo , (Uy=(F) ®z tp=(F)) = 0. Seja s~ (F) infinito.
Entio iy (F) C tyns1 (F) = (N) com N € F* uma 2"*!-ésima raiz primitiva da unidade e § = n?
e logo

a@b=kl(E®E)=kI(n*®n?) =2kI(2n®n) =0,
obtendo assim
2 (o= (F) @z o= (F)) = 0.
Agora se char (F) # 2 e se lp=(F) é finito, entdo po~(F) = up«(F) para algum inteiro n.
Considere m um inteiro tal que 2" = 2m, entdo
2 (M= (F) @z tip=(F)) = {0, (-1) ® ¢} = 22,

onde —1 = £™. Portanto

0 se char (F) =2 ou se Uy~ (F) for infinito,

2 (M= (F) ®z Hip=(F)) = .
Z]2Z  se char (F) # 2 e U= (F) for finito.

LEMA 4.4. Seja F um corpo infinito tal que char (F) # 2 e W= (F) € finito. Entdo a sequéncia
exata
0 — Tor” (W(F),u(F)) — Tr — 7./27 — 0,

ndo cinde e Tr € a tinica extensdo ndo trivial de 7./27 por Tor* (u(F), u(F)).
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Demonstragcdo. A sequéncia (4.17) é dada por

Hy(T» )_)leHs(GMz(F))_>F2'H3(GM2(F))

— 0.
M M H3(T>)

00—

Seja Uy (F) = u,(F) = (&) e seja ™ = —1, onde n = 2m = 2". Se Bo(GM;(F)) é a resolugdo
barra de Z sobre GM,(F), entdo a imagem de (—1) ® & em H,(7>)° serd representada pelo
ciclo h:=[(—1,1)|(1,€)] —[(1,&)|(—1,1)] € B2(T2)7,. Considere o automorfismo (4.5), T, :

0 1\ .
B2(GM,(F))r, — B3(GM;(F))7, onde @ = Lol E claro que

T () = [(1, =D&, D] = [(&, DI(1,—1)].
Por outro lado, se b € B3(T2)7,,
b:= [(1 —1)|(1 =DI(S, D] = [(1, =D&, DI, =]+ [(&, DI(1,—1[(1,-1)]
Z DIL,EN1,EN] = [(1L,EIEDIM,EN] + [(1,E)1(1,ED](5,1)]
[(5,1)|(5‘7 )I(1 ,5)}—[(175)|(1,§)|(5‘}1)}+[(1a§)|(§71)|(5i,1)])-

entao
d3(b) = 1 (h)l + (=1L, D[(L,E)] = [(LEI(=1 D]+ [(1,=1)|(§, )] = [(§, )|(1, —1)]
+ ;d3 [(LEN,EN] = [(1,E)IE DI1,EN] + [(1,8)1(1,ED](E, 1)]
+ (& DIEDI1,E)] = [(LEIAHIE, D] + [(1,5)I(E, DIE,1)])
= To(h)—
FyH3(GM,(F))

Agora pelo Lema (4.3), o ciclo b — ¢),(h) é aimagem de (—1) ® & em . Note

H3(Tz)
que

Pu(h) = [o|(1,=DI(E, D= [(=1, D]o|(§, D]+ (=1, 1)I(1,6)|@]
—[ol(5, DI, =D]+ (1, &)]e[(1, =] = [(1,5)[(=1,1)|@].

Para provar que a sequéncia exata nao cinde € suficiente provar que

2(b—@ly(h)) = x(€) € F,H3(GM,(F)) C H3(GM;(F)),

onde pelo Lema (1.5), x(&) é a imagem de (&,n,&) € Tor? (u(F),u(F)) via a inclusdo
Tor? (W (F), u(F)) = Hy(Ty) /M — FyH3(GM;(F)) /M. Se consideramos os seguintes elementos
cm B4(GM2(F))GM2( )

ag = [of(1,=D|(1,=1)[(§, D] = [0|(1, =D[(&, DI(1, D]+ [(=1, D]@[(5, 1)[(1, = 1)]
—[(=1, D1, )|ol(1, =D]+[(=1, DI, &)[(=1, D]e] = [(1,8)@|(1, =1)[(1,—1)]
+o[(&, DI, =D, =D] = [(=1, D]e|(1, =1)[(§, D]+ [(1,&) (=1, )]e|(1, ~1)]
=1L D=1, D]o] +[(=1, DI(=1, D]w|(s, D] = (=1, DI(=1, D[(1,&) @],
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m—1
bgi= ) ([(5 DI, é)\(l,éi)\(l,—l)} = [(LEIE DI, ENM,~1)]

=1

(1,6 1—1)|(§ D]+ [(1,EIL,ENNE, DI(1,—1)]
+[(1,§ ELDI=1,D] = [(&. DI, ENE, DI(-1,1)]
- [(, | =L DI1,E)]+[(E. DIE DI EI-1,1)]),

~.

entao temos

diag) = b=295())+ (=1 DI &)=L D] = (=L DICL DI = (LI DI D)
Z DI(1,E)I(1,EN] = [(1LENE DI, EN] + [(1,E)1(1,ED](6,1)]
(& DIE DI, &)} (&, DI(L,E)IE, D] + [(1,E)(E DIE,]),

dy(bg) = b— x(é) [(—LD](1E) (=1, D]+ (=1, DI(=1, DI(1,E)] + [(1,E) (= 1,1)|(=1,1)]
+Z &1 - 1041, DI(1,EN] + [(1,E)](1,ED[(&,1)]
[(6 l)l(é’ (1, é)] [(é DI(1,8)](&, >] [(1,E)|(E DIEL D)),

Logo dy (ag +bg) +x(8) = 2(b— @y(h))), isto &, 2(b— @}, (1)) = x(&§) € FH3(GMa(F)).
Portanto a sequéncia (4.17) nao cinde e pelo Exemplo (1.22), é a inica a menos de isomorfismo.

O
4.3 Terceira homologia de GL; de um corpo
Seja F um corpo. Para n > 0 seja X, o conjunto de todas as (n+ 1)—uplas ((vp), ..., (v,)) tais que
cada min{n,3} vetores de vy, ...,v, € F> sio linearmente independentes. Seja C,(F?) := ZX,, o

Z-modulo livre gerado por X,,. Considere o homomorfismo

£:Cy(F?) —17Z,

;mj <<V6>> — 2

e para n > 1, os homomorfismos

Zm]< vf>) Hzmj(Z(—nk(@5’),...,@,...,@;))),

onde

LEMA 4.5. A sequéncia
CFY) 5Z: o S CFY) 2 (F3) = - = Co(F3) 257 0,

é um complexo de cadeias. Além disso, se F for infinito, entdo o complexo Co(F?) £5 7 é exato.
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Demonstragcdo. De forma andloga ao Lema (2.6). [

Definimos para todo n > 0, uma ag¢éo do grupo GL3(F) sobre X, como segue,

A-((vo)y---y (V) := ({(Avg), ..., (Avp)),

onde A € GL3(F), ({(vo),...,{va)) € X,,. Logo

ColF?) = 2X, = @ (ZGLs(F) @(1,(r), Z)
xeT,
onde 7, € um conjunto de representantes das 6rbitas da agdo de GL3(F) sobre X, e (GL3(F))x
é o subgrupo estabilizador de x € 7,,. E fcil verificar que o grupo GL3(F) age transitivamente
sobre X, paran =0,1,2,3. Sejam

1
Xp = (<e1>) € Xpcome| = <0>,

0

0
x1 = ({e1),(e2)) € X; com ey = <1>,

0

0
x2 = ((e1),{e2),(e3)) € Xo com e3 = <0>,

1
X3 = (<61>, <€2>,<e3>,<€1 +€2+€3>) € Xs.

Entdo para 0 <i <3, X; = o(x;). Note que para o caso n =4 e n = 5 facilmente podemos mostrar

que
X4 — |_| O(Xa7x), XS — |_| 0(xa7b7x7y)7
a,x €F><7{1} a7b7x7y 6F><7{1}
a;éx a#x, b#yv a#bv X#y, ay#bx
onde

Xax = ((e1),(e2),(e1 +e2+e3),(e1 +aey +xe3), (e3)) € X4,
Xabxy = ({e1),(e2), (e1+ex+e3), (€1 +aer +xe3), (e1 +ber +yes), (e3)) € Xs.

Portanto para 0 < n < 3, Cn(F3)GL3(F) >~ 7. Paran = 4, temos

112

a
C4<F3)GL3(F) b =z [ ] :

ax eF*—{1} X
a#x

a .
onde [ ] representa a Orbita de x, , € para n = 5, temos
X

b
CS(F3)GL3(F) = & Z [a ] )

abx,y eF*—{1} Xy
a#x, b#y, a#b, x#y, ay#bx
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[ab
onde

representa a Orbita de x, p » .
Xy

Por outro lado, defina o complexo C¢(F 3) de GL3(F)—mddulos como sendo, para cada n > 0,
C4(F3) := C4(F?) e defina para n > 1 os GL3(F)—homomorfismos 9¢ : C4(F3) — C?_,(F?)
como sendo
0% :CY{F?) — C“ (F3),
((v0),- - (va) >—>Z D (700, (s, ()
LEMA 4.6. A sequéncia:

¢ 24
C4(F3): e CYUF3) 2 ¢4 (F?) = - = C(F?) —= C4(F3) — 0,

é um complexo de cadeias. Além disso, se F for infinito, entdo o complexo C¢(F 3) é exato.
Demonstragdo. De forma andloga ao Lema (2.6). L

Defina para n > 1 os GL3(F)-homomorfismos
T Ca(F?) — C"(F3)

(Vo) -5 (va)) '—>Z ) Vier1)se o (Viekn)) 5

onde cada k + i € considerado médulo n + 1. Note que para n > 2, temos

(380 1) ((v0)s-. s () = 9 (ZO ..,<vk+n>>>

- i SR (v ()
j n 1 S

= Loy >'(<vk+l->,...,<vk+n>)

e (1) (02 (9) — Tt (V) (V2 )
1) ot (0} (V1) ) (V)

= et (010 02) s () — (00 V2D (o))
10 (1), ()

et Ou (0} (V1w 0))) = (Bt 03 (00), - ().

Portanto temos o seguinte diagrama comutativo

B G(F) 2 O (FY) — 2 0 ()

b

2 0 o0
L CY(FY) - CY(F®) - CH(FY).
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Considere D, (F?) o mapping cone do complexo C¢(F?), isto é D (F?) é complexo de cadeias

feito dos seguintes GL3(F)-mo6dulos
D,(F¥):=0,se n< -1 D_((F?) =17, Do(F?) := C4(F?),
eparan > 1,
Dy(F?) :=C,(F?) o (F?).
junto com os GL3(F)-homomorfismos definidos como segue

Ep: D()(F3) — Z,

Y, () — Lo

81 =7+ 0% :D|(F3) = Dy(F?),

eparan > 2,
—d, 0

0, = )
Tn an+1

: D, (F3) = D, (F?),

Obtendo assim a sequéncia de GL3(F )-médulos
DF3) 2257 o s Dy(F3) 2 Dy 1 (F3) = - = Dy (F?) 25 Do(F?) -2 7 0.

LEMA 4.7. A sequéncia Do(F?) —2 7, é um complexo de cadeias de GL3(F)—médulos. Se F
for infinito, entdo De(F3) —2 7 ¢ exato.

Demonstragdo. E facil verificar que Do(F3) — Z é um complexo de cadeias. Suponha que

F for infinito. Seja x = Zni(<v6>, (V) € C4(F3) tal que Y ni =0. Como F ¢ infinito, existe
i i

w € F?—{0} tal que (w) # (v}), paratodo i. Sez =Y n; ((w), (v})) € C1(F?), entdo 9f (1 (z) —

1
x) = 0. Assim, existe 7 € C§(F?) tal que x = 71 (z) + 9$(') = 81(z,7') € Im§;. Sejan > 1 e seja
(x,x') € D,(F?) tal que 8,(x,x’) = (0,0). Como Cs(F?) — 7Z é exato (4.5), existe y € C, 1 (F?)
tal que —d,,+1(y) =x. Como %,(x) + d%(x') = 0, temos

0= %(x)+ a;f+1( >__7n(an+l()’))+alf+1(x,)

= az?—kl( x)— an+1('}/n+1()’))

- arczl—o—l (x _yn+1(y))'

Portanto existe y' € C¢,(F?) tal que 97,,(y) = x' — %41(y), pois C4(F?) — Z ¢é exato (4.6).
Agora temos

5n+1(y7yl) = (—3n+1(Y)7Yn+1()’) +ar?+2(y/)) = (xax/) € Imé,, 1,

que implica que D4 (F3) — Z é exato. O
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Lembremos que

a a b
Da(F¥) oy = Ca(F?)G14(r) © CL(F )1, (r) D Zx] D s> Z[ ]

ax eF*—{1} abxyeF*—{1} Xy
aFx azx, by
ab, x#y
ay#bx

Fazendo os célculos, o complexo Do (F 3)GL3 (r) € dado por

& 5 & 51
D'(F3)GL3(F) L — D4(F3)GL3(F) —4> D3(F3>GL3(F) i) Z@Z L Z@Z —1> 7 — 0,

com os diferenciais

8_1:07 52[_1 0]7 6_3:()7 8_4: [_84 g]a

3 1 Ya 8;*
onde
a P z| -z
ax eF*—{1} *
a#x

édadop0r8_4<[a1> =1,
X

wn Pz H > P z|°
ax eF*—{1} * ax eF*—{1} *
a#x a#x
¢ dado por
a x—a ! a1 x(1—a) a
ﬁ — f + _ _|_ x:a + X—a +
< H ) rl B = N Ol N =i B
€

abxy eF*—{1} ax eF*—{1}
a#x, b#y a#x
a#b, x#y

ay#bx
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¢ dado por
-1
[ |e b = 1:a71 g b a
85 ([ ]) = [(l—y)(l—a)] - (1_]6,)%_1,) + v~ +
* Y (I-x)(1-b) (1=b)(x—a) x y X

Seja Bo(GL3(F)) = Z a resolugio barra de Z sobre GL3(F ). Pelo Teorema (1.2), existe um

morfismo de complexos (Be(GL3(F)),d.) L3 (De(F?),8.), inico a menos de homotopia, que

induz o homomorfismo
0 : H3(GL3(F)) = H (Ba(GL3(F))GLy(r)) — H3 (De(F*)GLy(r)) - (4.18)
Com uso do seguinte lema vamos a descrever o homomorfismo
En
6 : H3(GL3(F)) — H3 (De(F*)G1,(r)) = coker (D4(F3)GL3(F) 2 Dy (F3)GL3(F)) .

LEMA 4.8. Paratodo a,x € F* — {1}, em p(F) temos |[a] + [1 —a] = [x] + [l —x]. Em particular
o elemento cp := [a] + [1 —a| € B(F) € independente da escolha de a € F* —{1}.

Demonstracdo. Seja a # x, entdo em p(F), temos

-+ ] [+ [1=] =

11— —[1-a]+ 3] - “:Zi] + “:ﬂ —0.

Substraindo obtemos: [x] + [l —x] = [a] +[1 — a]. O

Defina assim o homomorfismo

p:20 P ZH — p(F),
ax eF*—{1} X
a#x

como sendo

Assim temos

_(la x—a X! a1 x(1-a) a
p054<H>: p<—1+ o R S i B I
X x— x(1—a) a x—a X

= 2cptep— 2]+ [ Her - [i:j] + F(xl__aa)} +a]
= -2 e [
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]+ 1)
_ {1—“} - {1‘“_1} + E] 6]+ = 0 € p(F).

Portanto p induz um homomorfismo bem definido H3(Do(F?)g, (F)) LN p(F). Denotemos por

_|_

=< QIS

P a composi¢do do homomorfismo p’ com o homorfismo (4.18)
p=p"00:H;(GL3(F)) — p(F). (4.19)

Por outro lado, pelo Exemplo (2.4) temos a sequéncia exata Co(F2) — Z de GL,(F)-médulos

tal que Co(F Z)GLZ( r) tem a forma

1 1 _ 1 _. 1 _
) dyo d3 =0 d, o =idy, d; y=0 .

 O(F) Z Z z,

e portanto p(F) = H3(Ce(F 2)GL2( r))- Pelo Teorema (1.3), existe um morfismo de complexos de
cadeias, Gnico a menos de homotopia, 0t : (Be(GL3(F)),ds) — (Co(F?),0,) tal que ae ® idy, :

. — R(F

Bo(GL3(F))Gry(r) = Co(F Z)GLZ( F) € uma equivaléncia fraca e temos assim o homomorfismo:
¢ ¢ Hy(GLa(F)) = Hs (Bo(GLy(F))gro(r)) —> Hy(ColF)gpaey) = p(F).  (4.20)

Logo a sequéncia (4.12) é dada por
Hs(GMs(F)) — H3(GLy(F)) 5 B(F) — 0. 4.21)

PROPOSICAO 4.1. Seja F um corpo infinito. Entdo o seguinte diagrama comuta

Hs(GLy(F)) —2 p(F) (4.22)
“| 5T
H3(GL3(F))

A0
onde inc : GLy(F) — GL3(F) é dada por A — (0 1) e ¢ foi construida em (4.20).

Demonstragdo. Paran > 0 defina C2(F>) como sendo o subgrupo de C%. , (F3) gerado por todos

n+1
os elementos da forma ((vo), (vi),...,(vn—1),(e3)). Paran > 1,

n —

O (0o (i) es)) = (=1 (0] i) () ea) ) € Gy (),

i=0
logo temos 9¢, | (C5(F?)) CCo_|(F?). Paran > 1, seja 9f := Ipi1len(rs): Cb(F3) —Cb_|(F?),
e sejam C? (F3)=Z e df := SD|C{;(F3)' Além disso, note que C2(F3) C D’(F?) para todo n.

Para nn > 0, vamos a definir uma acéo de GL,(F) sobre C5(F?) como

A-((vo),---s(vn),(e3)) == A" ((vo), .., (vn), (€3))
A- (o)., (va) (e3)) i= ((A'vg),...,(Av,), (Ale3)) = ((A'vg), ..., (Avy), (e3)) € CB(F?).
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A 0
onde A € GL(F) e A" = (0 l) € GL3(F). Obtemos assim um GL,(F)—subcomplexo de

D.(F?) — Z,
b3 . bipdy O b 3 b3y N b3 9%
C,(F’)—=Z:--—C)(F’)——C, _{(F’)— - —=C{(F’) — Cy(F’) — Z — 0.

De forma similiar aos Lemas (4.6) e (4.7), podemos provar que C?(F?) — 7Z é exata. Como
Bo(GL3(F)) — 7Z é uma resolugéo livre de Z sobre GL,(F ), entdo existe um morfismo de com-
plexos, tinico a menos de homotopia, (B+(GL3),ds) — (C2(F?),0?2). Logo temos a composigio

dos homomorfismos
H3(GL,(F)) = H3(Bo(GL3(F))Gr, () — H3(CY(F?)Gry(r)) — H3(Do(F?)Gry(r))- (4.23)
Considerando o diagrama comutativo

H3(GLy(F)) = H3(Bo(GL3(F)) g1 (r)) — H3(CE(F?)G1,(r))

W* l

H3(GL3(F)) = H3(Be(GL3(F)) 1y (F)) — H3(De(F?) gLy (F))
a composicao dos homomorfismos
H3(GLa(F)) — H3(GL3 (F)) — Ha(Do(F*)g1(r)) = p(F).
pode ser escrita como sendo
H3(GLy(F)) — H3(CL(F?)1y() — H3(Da(F)gLy(r) 2 p(F). (4.24)

E ficil verificar que ¢ coincide com a composicio (4.24). Por outro lado, a projecio 7 : F3 — F?
dada por 7(a,b,c) = (a,b) induz um GL,(F)—morfismo de complexos 7, : C2(F?) — Co(F?)
dado por

7 ((V0) -+ (Vn)s (e3)) = ((Z(W0)); -, {7 (va)))

E fécil verificar que o diagrama

H3(GLy(F)) = H3(Be(GL3(F)) G, (F))

¢ comutativo. Considere agora o diagrama

L5

CY(F¥)6Lyr) —= C3(F) 1, (r)

D3(F*)g1y(r) p(F).
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Se x = ({vo), (v1), (va), (v3), (e3)) € CE(F?), entdo existe A € GLy(F) tal que
A-({ey +re3),(er+se3),(e1 +ex+tes),(e1 +aer +ues),(e3)) =x,
ondea € F* — {1}, r,s,t,u € F. Considere
X' = ((e1 +re3), (e +se3), (e] +ex+1e3), (e] +aey +ue3), (e3)) € CE(F?)

€ note que
m (x’) = ({e1),{ea),(e1 +€2), (€1 +aer)) € C3(F2).

Isto implica que a orbita do elemento x em Cé’ (F Z)GLZ( F) vai para o elemento la] € p(F). Como
existe A’ € GL3(F) tal que

/

A'-({e1),{e2), (e1 +e2+e3), (e1 +aex +wes), (e3)) =X/,
para algum w € F* — {1}, a # w, a imagem da érbita de x em D3 (F3)GL3(F) coincide com a

. a . L1
orbita do elemento . Aplicando o homomorfismo p neste elemento temos que Orbita de x em

w

D3(F¥)g1, (r) vai para o elemento [a] € p(F). Portanto obtemos o seguinte diagrama comutativo

(3)
Hs (CH(F¥) g1y ) —

|

H3(Do(F?)G1,(F))

p(F).

Portanto o seguinte diagrama comuta

H3(GL,(F)) ?

ol

H3(GL3(F))

p(F).

4.4 A sequéncia exata de Bloch-Wigner

TEOREMA 4.2 (Suslin). Seja F um corpo infinito. Entdo temos a seguinte sequéncia exata

P
H3(GM2(F)) EBH3(T3) — H3(GL3(F)) — B(F) — 0.
Demonstragdo. O homomorfismo de augmentagio &p : Do(F?) — Z, da resolugio Do (F?), tem
uma sec¢io 73 —equivariante dada por

7. — Do(F?),

n —n((e1), (e2)),
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onde T3 := {diag(a,b,c) € GL3(F) :a,b,c € F*} 2 F* X F* x F*. As sequéncias exatas
0 — Im 9, — Do(F>) = Z — 0,
0—1Im o — Dy (F?) —Imad; — 0,
0—1Imd3 — Dr(F?) = Im d, — 0,
implicam os homomorfismos conectantes
Hs(Ts) — Ho(Ts,Im 8,) — Hy (T3,Im &) — Ho(T5,Im &3).

Como a primera sequéncia cinde, H3(73) — H,(T3,Im d) é trivial. Agora considerando o
diagrama comutativo
H3(T3) Hy(T3,Im &)

L |

H3(GL3(F)) — Ho(GL3(F),Im &3)

Ker5_3 B
Im6_4

e usando o fato que Hy(GL3(F),Im &3) = H3 (Do(F3) gy, (F)), entdo obtemos

(inc1)«(H3(T3)) C Ker p,

onde incy : T3 — GL3(F) é a inclusdo de T3 em GL3(F). Agora, seja x € H3(GL3(F)). Entao
existem y € H3(T3), z € H3(GLy(F)) tais que

x = (incy)«(y) +incy(z).
Como a imagem de H3(T3) estd contido no Ker p, temos
P(x) =P (inc(z)) = poinc.(z) = @(z) € B(F).

Isto junto com a sequéncia (4.21) prova a exatiddo em B(F'). Seja agora x € H3(GL3(F)) tal que
p(x) = 0. Entdo existem y € H3(T3), z € H3(GLy(F)) tais que x = (incy)«(y) + inc.(z). Logo
0=p(x) = poinci(z) = @(z). Agora pela sequéncia (4.21) existe 7 € H3(GM,(F)) tal que
7+ z. Isto prova a exatiddo em H3(GL3(F)). O

det(A)~" 0
O homomorfismo v : GL(R) — SL(R) dado por A — ( © (O) A) , induz um homomorfismo
v, : H,(GL(R)) — H,(SL(R)) tal que a composi¢do
H,(SL(R)) LN H,(GL(R)) — H,(SL(R)),

¢ o homomorfismo identidade, onde i : SL(R) — GL(R) é a inclusdo de SL(R) em GL(R). Assim
o homomorfismo natural H, (SL(R)) —— H,(GL(R)) é sempre uma injecio que cinde. Com esta

ultima observagdo temos as ferramentas necessdrias para apresentar nosso teorema principal.
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TEOREMA 4.3 (Suslin-Bloch-Wigner). Seja F um corpo infinito. Entdo existe uma sequéncia

exata
Tor’(W(F),u(F))~ — K"(F) — B(F) — 0. (4.25)

Demonstracdo. Pela Férmula de Kiinneth, H3(T3) X M' & (F* @z F* @z F*), onde M’ é for-
mado por somandos de H3(T» x 1), H3(F* x 1 x F*) e H3(1 x T). Considere os automorfismos

010 00 1

de H3(GL3(F)) induzidos por conjugacdo pelas matrices 4, = (1 0 0) €Ay = (1 0 0) como
00 1 01 0

foi feito em (4.5). Note que em particular para a;,b; € F*, em B3(GL3(F)) temos

ag 0 0 a 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0
T, 0 0 0 0 = 0 aj O ) 0 a 0 ‘ 0 a3 O
0 by 0 bs 0 0 b/)'\o 0o »n/'\0o 0 b
0 0 1 0 0 1 0 0 1
0 0 = 0 aj 0 ‘ 0 a O ’ 0 a3 O
1 1 0 0 b/)'\o 0 b)'\o 0o b

Im <H3(F>< x 1 XFX) —>H3(GL3(F)>) =Im (H3(T2) —)H3(GL3(F))),
Im (H3(1 x F* XFX) —>H3(GL3(F))) =Im (H3(T2) —>H3(GL3(F))).

as

—

S = O
S o o
\_/
/-~
oS O

S = O

(=]

b

-~
c o 8
oS o
- o O
v
S
o o 8
oS o

=)

=)
u
| I—

=

&
~
| ——— |
—
o o 8
o S o

Isto implica que
Im (M' — H3(GL3(F))) =Im (H3(T») — H3(GL3(F))).

Assim,

Im (H3(T3) = H3(GL3(F))) =Im (H3(T) ® (F* @z F* @z F*) — H3(GL3(F))) ,
obtendo pelo Teorema (4.2) a sequéncia exata

Hy(GM,(F)) & (F* @z F* @7, F*) — H3(GL3(F)) -2 B(F) = 0.
Agora da decomposi¢do (4.10) e do Teorema (4.2), implica-se a seguinte sequéncia exata
FyH3(GM,(F)) — H3(GL3(F))/N — B(F) — 0, (4.26)

onde N :=Im ((F* ®zF* ®zF*) — H3(GL3(F))). Pelo Lema (1.5), temos a decomposi¢do
candnica H;(Tz) =2 M @ TorZ(u(F), u(F)). Pelo diagrama comutativo

M — M

| p

F,H3(GM,(F))

obtemos a sequéncia exata

— B(F) — 0, (4.27)
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onde nos ja estudamos 7 no Capitulo 1 no Exemplo (1.22). Como pelo Lema (4.4) Tr =
Tor? (u(F),u(F))~ e pelo Teorema de Estabilidade (1.16) H3(GL3(F)) 2 H3(GL(F)), obtemos

a sequéncia exata

)T — Hj—3(§\fl;fiFZ\)f> — B(F) — 0.

~—

Tor] (4(F), u(F

Por outro lado, dado que H,(SL(F)) = K} (F) (2.9) e pela sequéncia (1.15) obtemos a seguinte

sequéncia exata que cinde

n  H3(GL(F)) v,
H3(F>)

0 — F* @z K (F) H3(SL(F)) — 0,

onde v, é induzido pelo morfismo v : GL(F) — SL(F), A — diag(det (A)~!,A) enquanto o
H3(GL(F))

homomorfismo restante 1 : F* ®z K} (F) — Ha(F)

€ definido como sendo a composta

F* @z KM (F) — H (F*)®72 Hy(GLy(F)) — Ha(F* x GLy(F)) — Hy(GL3(F)) = H3(GL(F))

x@{y,z} —rx®c (diag(y, 1),diag(z,z_1)) — (diag(x, 1,1),diag(1,y, 1),diag(1,z,z_1))

Notemos que para x,y,z € F*,

V. (c(diag(x, 1), diag(1,y),diag(1,z))) = e(diag(x~',x,1),diag(y"",1,y),diag(z"!,1,2))
= —c (diag(x,x"',1),diag(y, 1,y '), diag(z, 1,z "))
= c(diag(y, 1,y "), diag(x,x~',1),diag(z,1,z7"))
=[x,

Vi (c(diag(x,1,1),diag(y, 1,1),diag(1,1,2))) = ¢ (diag(x!,x,1,1),diag(y !,y 1,1),diag(z"!,1,1,2))

—c (diag(x,x~!,1,1),diag(y,y~',1,1),diag(z, 1,1,z

= —c(diag(x,1,x71,1),diag(y, 1,y 1, dlag(z,l,l,z

= fc(diag(x,l,x_ ,1),diag(y, 1,y !,

—c(diag(x,l,x ,1),diag(y, 1,y 1,1

¢ (diag(x,1,x71,1),diag(z,z7",1,1),
[x,z,¥],

c(diag(x_] x,l,l) diag(y~',1,y,1),diag( _],l,l,z)
—c(dlag(xx ,1,1),diag(y, 1,y~1,1),diag(z, 1,1,z 1))

¢ (diag(x,x~ 71,1) diag(z,1,z7",1),diag(y, 1,y 1, 1))
+c (diag(x,x~1,1,1),diag(1, 1,z,z7 1), diag(y, 1,y 1, 1))
¢ (diag(x,x~!,1,1),diag(z, 1,271, 1), diag(y, 1,y ", 1))
[x,2,31,

1

),

)dlag( ’ 71
1),diag(1,z,1,z7
diag(y,1,y~ ! 1)

)
)
)
)

Vi (c(diag(x, 17 1)7dlag(17)’7 l)adlag(la I,Z)))

istoé, v, (j(M)+N)CT, ondeT ([a,b,c]
H3(GL(F))  H3(SL(F ) ~
J(M)+N T
Corolario (3.2). Agora, dado que

a,b,c € F*). Assim obtemos um homomorfismo

sobrejetor V, : Kg”d (F), onde o dltimo isomorfismo é dado pelo

¢ (diag(x,1,1),diag(1,y,1),diag(1,z,z7")) = c(diag(x,1,1),diag(1,y,1),diag(1,z,1))
—c (diag(x,1,1),diag(1,y,1),diag(1,1,z)),

temos
Ker v, =Imn =n (F* @z Ky (F)) C j(M)+N,
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Portanto usando o diagrama comutativo

n j(M)+N Vi

0—F*®yKM(F

v, (j(M)+N)—=0

n__Hiy(GL(F)) v |

00— F*®zK)(F) Hy(F) H;3(SL(F)) ——0

H;(GL(F
temos o isomorfismo, M

D)+ N & K:’;”d (F) e obtemos a sequéncia exata (4.25). O
J

Como resultado final, juntando as sequéncias exatas (4.1) e (4.25), apresentamos a sequéncia

exata de Bloch-Wigner na forma geral.

TEOREMA 4.4 (Bloch-Wigner). Seja F um corpo infinito. Entdo temos a sequéncia exata
Tor (W(F), u(F))™ — KP(F) — p(F) 25 (F* 0, F¥) | — Ko(F) — 0,  (4.28)

onde 0 homomorfismo p(F) — (F* @7 F*) 4 é dado por [a] — a® (1 —a), e Tor? (W(F), u(F))~
é a tinica extensdo ndo trivial de 7./27 por Tor” (i (F), u(F)) se char(F) # 2 e Ly~ (F) é finito,
e Tor? (W(F),u(F))~ := Tor?(u(F), u(F)) caso contrdrio.

OBSERVACAO 4.1. Pode-se provar que o homomorfismo
Tort ((F), L(F))™ — K§"(F)

€ injetor. Mas a demonstracdo deste fato € dificil e precisamos mostrar alguns resultados adicio-
nais da K-teoria algébrica. Pode-se notar também que se F' tem um ndmero finito de elementos,
existem ja alguns resultados parciais para a obten¢do de uma sequéncia exata de Bloch-Wigner

para o corpo F (veja-se [6]).

EXEMPLO 4.1. A sequéncia original para (4.28), demonstrada por Bloch e Wigner separada-

mente, garante a existéncia de uma sequéncia exata da forma
0— Q/Z — H3(SLy(C)) = p(C) — A\ 7€ = K>(C) =0,

onde p(C) € o grupo pré-Bloch de C, logo H3(SLy(C)) = K(C), isto € obtemos uma descrigdo
da parte indecomponivel do terceiro K-grupo de C. Pode-se generalizar esta sequéncia para

corpos k algebricamente fechados e de caracteristica zero, obtendo a sequéncia exata da forma

0— Q/Z — KM (k) = p(k) = k* ANk = Ka (k) — 0.
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