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RESUMO

GULLO MERCADO, H. J.. Topologias maximais com respeito a algumas familias de sub-
conjuntos. 2016. 70 f. Tese (Doutorado em Ciéncias — Matemadtica) — Instituto de Ciéncias
Matematicas e de Computacdo (ICMC/USP), Sdo Carlos — SP.

Seja (X, T) um espaco topoldgico e seja % a familia de todos os subconjuntos de X que satisfazem
uma propriedade topoldgica dada P (invariante por homeomorfismos). Se acrescentarmos abertos
novos a topologia e se .%’ € a familia de todos os subconjuntos do novo espago que satisfazem
a propriedade P, podemos ter que . # .%'. Se isto sempre acontece, dizemos que 0 espago
(X, 7) é maximal com respeito a familia .% . Neste trabalho estudaremos os espagos topoldgicos
maximais com respeito a algumas familias de subconjuntos: discretos, compactos, densos,

conexos e das sequéncias convergentes.

Palavras-chave: Topologias maximais, Familias de subconjuntos, Discretos, Sequéncias, Com-

pactos, Densos, Conexos, Linearmente Lindelof.






ABSTRACT

GULLO MERCADO, H. J.. Topologias maximais com respeito a algumas familias de sub-
conjuntos. 2016. 70 f. Tese (Doutorado em Ciéncias — Matemadtica) — Instituto de Ciéncias
Matematicas e de Computacdo (ICMC/USP), Sdo Carlos — SP.

Let (X, T) be a topological space and let .% be the family of all subsets of X that satisfy a given
topological property P (invariant under homeomorphisms). If we add new open sets to the
topology and if .%’ is the family of all subsets of the new space which satisfy the property P, we
can have .7 # .Z'. If this is always the case, we say that (X, 7) is maximal with respect to the
family .#. We show here some characterizations of maximal spaces with respect to the family of

some of its subsets: compacts, dense, discrete and convergent sequences.

Key-words: Maximal topologies, Family of subsets, Discrete, Sequence, Compact, Dense,

Connected, Nowhere dense, Linearly Lindelof.
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CAPITULO

INTRODUCAO

O estudo das topologias maximais € minimais comegou quando Parhomenko (1939)
introduziu o conceito de topologia minimal. Esta definicdo de maximalidade (minimalidade)
se refere a uma propriedade topoldgica que satisfaz um espaco todo, isto é: dado um espago
topolégico (X, T) e uma propriedade topoldgica P, dizemos que o espago topoldgico (X, 1) é
maximal (minimal) com respeito & propriedade P ou, em outras palavras, que o espago (X, ) é P-
maximal (minimal), se a topologia 7 ¢ um elemento maximal (minimal) no conjunto parcialmente
ordenado pela inclusdo de todas as topologias o sobre X, tais que o espago (X, o) satisfaz a
propriedade P. Assim, um espaco (X, 7) é maximal com respeito a propriedade P se, e somente
se, 0 espago (X, 7T) satisfaz a propriedade P e, para toda topologia ¢ sobre X talque 6 D T e
O # T, temos que o espago (X, o) ndo satisfaz a propriedade P.

A partir do estudo de Parhomenko (1939), diversos autores t€ém trabalhado amplamente
nesta linha e tém conseguido resultados muito importantes como, por exemplo, mostrar a
maximalidade ou minimalidade de alguns espagos com respeito a propriedades conhecidas, tais
como Hausdorff e compactos (PARHOMENKO, 1939; HEWITT, 1943), bem como caracterizar
alguns deles (CLARK; SCHNEIDER, 1988).

A defini¢do de maximalidade abordada nesta tese (Defini¢ao 2.2.6) se refere a uma
familia de subconjuntos de um espaco topoldgico que satisfazem uma propriedade topoldgica,
isto é: dado um espaco topoldgico (X, 7), % uma familia de subconjuntos e P uma propriedade
topoldgica, dizemos que o espago topoldgico (X, T) é maximal com respeito a familia de todos os
elementos de .# que satisfazem a propriedade P no espago (X, 7), que denotamos como %, se
a topologia 7 € um elemento maximal no conjunto parcialmente ordenado pela inclusdo de todas
as topologias o sobre X, tais que .7 = %5, onde .7 ¢ a familia de todos os elementos de .7
que satisfazem a propriedade P no espaco (X, o). Portanto, um espago (X, 7) € maximal com
respeito a familia de todos os elementos de .# que satisfazem a propriedade P no espaco (X, 7)

se, e somente se, para toda topologia ¢ sobre X, tal que ¢ D T e 0 # T, temos que . # Fj.
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Se . = (X), onde @(X) é o conjunto das partes de X, dizemos que o espaco (X, 7) é maximal

com respeito a familia de todos os seus subconjuntos que satisfazem a propriedade P.

Esta defini¢do € mais geral que a defini¢do de Parhomenko (1939) por duas razdes: a
primeira € que todo espaco maximal com respeito a uma propriedade topoldgica P, segundo a
defini¢do de Parhomenko (1939), é maximal com respeito a familia {X} de subconjuntos que
satisfazem a propriedade P e a segunda € que no estudo da maximalidade com respeito a uma
familia de subconjuntos que satisfazem uma propriedade topoldgica P, nao € necessario que o

espaco todo satisfaca essa propriedade.

Este enfoque torna-se importante pelo fato de dar novas caracterizacdes para algumas
propriedades cldssicas como, por exemplo, os espagos maximais com respeito a familia dos seus
subconjuntos discretos que resultam serem os espagos fracamente discretamente gerados. Estes
vém sendo estudados amplamente por muitos autores, tais como Arhangel’skii e Buzyakova
(1999), Dow et al. (2002), Bella e Simon (2004).

Ao longo desta tese, as defini¢des e resultados que nao estiverem referenciados corres-

pondem a nossa autoria. A seguir apresentamos o conteido de cada capitulo e se¢do.

No capitulo 2, apresentamos parte da terminologia necessdria ao desenvolvimento dos

resultados, assim como algumas defini¢des e ferramentas técnicas.

No capitulo 3, que estd dividido em 5 sec¢des, sdo estudados os espagos topoldgicos

maximais com respeito a algumas familias de subconjuntos.

-

e Na primeira se¢do € feito o estudo com respeito a familia de subconjuntos discretos. E
realizada a caracterizacdo para esses espacos € sdo exibidas as condi¢des necessarias
e suficientes para que num espago dado (X, 7), possam ser acrescentados abertos na
topologia até o novo espaco ficar maximal com respeito a familia dos seus subconjuntos

discretos. Além disso, apresenta-se um espago de Hausdorff onde isso ndo € possivel.

Vemos também que, se definimos o fecho de um conjunto em termos da familia dos
subconjuntos discretos, o resultado € um andlogo ao fecho de Kuratowski (1966, p. 38),
que ¢ uma ferramenta util para estudar as topologias nas quais podemos acrescentar os

abertos até ficar maximal com respeito a essa familia.

e Na segunda secdo € estudada a maximalidade com respeito a familia das sequéncias
convergentes, sendo que esses espacos correspondem aos espagos sequenciais. Vemos
que, nos espagos onde as sequéncias convergem para um tnico ponto, sempre podemos
acrescentar abertos na topologia, mantendo a familia das sequéncias convergentes, até que

0 novo espago seja maximal com respeito a essa familia.

e Na terceira secdo € realizado o estudo com respeito a familia dos subconjuntos compactos.
Apresenta-se uma caracterizagao para 0s espagos maximais com respeito a essa familia e a

sua relacdo com os k-espagos.
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e Na quarta se¢do trabalhamos com a familia de subconjuntos densos e vemos que 0s espagos
maximais com respeito a essa familia sdo os espacos nodec extremamente desconexos.
Os espacgos nodec foram introduzidos por Douwen (1993) que provou que 0s espacos
maximais (0s espagos topoldgicos maximais (X, 7), sdo espagcos sem pontos isolados onde
a topologia 7 é um elemento maximal no conjunto de todas as topologias sobre o conjunto
X, que nao possuem pontos isolados) sdo os espacos nodec ultradesconexos. Além disso,
€ mostrado que em qualquer espaco topoldgico pode-se acrescentar abertos a topologia,
mantendo a mesma familia de subconjuntos densos, até que o novo espago seja maximal

com respeito a familia dos seus subconjuntos densos.

e Na quinta se¢ao, o objeto de estudo € a familia dos subconjuntos conexos, que apresentam
uma maior dificuldade, no sentido de nao se poder usar as técnicas que se utilizam com
algumas das outras familias. Além disso, a maior parte dos espacos topoldgicos conhecidos

ndo sdo maximais com respeito a familia dos seus subconjuntos conexos.

No capitulo 4 sao apresentados alguns resultados adicionais, divididos em duas secoes.
Na primeira secao apresenta-se uma caracterizacao dos espacgos k-linearmente de Lindelof via
cadeias de subconjuntos discretos. Na segunda se¢do mostra-se que, dados um conjunto X e
uma familia arbitraria de subconjuntos .7 de X com certas propriedades, pode-se construir
uma topologia 7 sobre X tal que o espaco (X, 7) é maximal com respeito a familia dos seus
subconjuntos discretos .o7. Na terceira secio apresenta-se um resultado sobre os subconjuntos

nunca densos.

O objetivo deste trabalho € acrescentar novas ferramentas e exemplos no estudo das

topologias maximais e suas aplicacdes.
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CAPITULO

PRELIMINARES

Neste capitulo sdo apresentados algumas notagdes, defini¢des e conceitos basicos que
sdo importantes para o desenvolvimento e compreensdo dos resultados obtidos. Este capitulo
estd dividido em duas se¢des. Na primeira se¢do apresentam-se os nimeros ordinais bem como
as ferramentas para a sua constru¢ao. Os resultados desta sec@o assim como as demostragdes
omitidas podem ser encontradas em Jech (2013). Na segunda secdo sdo apresentadas algumas
ferramentas topoldgicas e as principais definicdes para o desenvolvimento dos resultados sobre

maximalidade, que € reportada no Capitulo 3.

2.1 Teoria dos conjuntos

Primeiramente, apresentamos o conceito de ordem junto com algumas propriedades até

chagar no conceito da boa ordem, que € um dos pilares para o conceito de ordinal.

Definicao 2.1.1. Dizemos que a relagdo < é uma relacdo de ordem sobre um conjunto A se sao

satisfeitas as seguintes condigdes:

1. Para todo a € A temos que a < a (reflexiva).
2. Paratodoa € A, paratodob € Aeparatodoc € A,sea < beb < c,entdo a < ¢ (transitiva).
3. Paratodoac Aeparatodob € A,sea < be b < a, entdo a = b (antissimétrica).
O conjunto (A, <) é chamado de conjunto ordenado. Se a,b € A, a < b e a # b, usamos a notagio
a<b.

Definicao 2.1.2. Sejam (A, <) um conjunto ordenado e B C A. Dizemos que (B, <) é totalmente
ordenado ou que é uma cadeia se, para todo a,b € A,temos a < b ou b < a. Ou seja, todos os

elementos sdo comparaveis.



22 Capitulo 2. Preliminares

Definicao 2.1.3. Seja (A, <) um conjunto ordenado e sejam B C A ndo vazio e m € A. Entdo:
Dizemos que m é o elemento minimo de B se m € B e para todo x € B temos que m < x.
Dizemos que m é um elemento minimal de B se m € B e ndo existe x € B tal que x < m.
Dizemos que m € o elemento maximo de B se m € B e para todo x € B temos que x < m.
Dizemos que m é um elemento maximal de B se m € B e ndo existe x € B tal que m < x.
Dizemos que m € um limitante inferior de B se para todo x € B temos que m < x.
Dizemos que m é um limitante superior de B se para todo x € B temos que x < m.

Se B possui um limitante superior dizemos que B € limitado superiormente. Se B possui

um limitante inferior dizemos que B € limitado inferiormente.

Se m é o elemento minimo de um conjunto B, o denotamos como m = minB e, se m é o

elemento maximo do conjunto B, o denotamos como m = max B.

Definicéo 2.1.4. Seja (A, <) um conjunto ordenado. Dizemos que < é uma boa ordem se, para
qualquer B C A nido vazio, B possui elemento minimo. Chamamos (A, <) de conjunto bem

ordenado se < for uma boa ordem.

Note que todo conjunto bem ordenado (A, <) é totalmente ordenado pois se a,b € A,

temos que o conjunto {a,b} possui minimo e, portanto, a < b ou b < a.

Lema 2.1.5. [Lema de Kuratowski-Zorn, ver por exemplo em Engelking (1989)]. Seja (A, <)
um conjunto ordenado e ndo vazio. Se toda cadeia possui um limitante superior, entdo o conjunto

A possui um elemento maximal.

Definicdo 2.1.6. Sejam (A, <) um conjunto ordenado e B C A. O supremo de B (supA) é o

minimo, caso exista, do conjunto dos limitantes superiores de B, i,e.:
supA = min{x € A : b < x para todo b € B}.
O infimo de B (infA) é o maximo, caso exista, do conjunto dos limitantes inferiores de B, i,e.:

infA = max {x € A : x < b para todo b € B}.

Os nimeros ordinais sao uma generalizagao dos nimeros naturais que nos permitem dar

uma ordem a qualquer conjunto, além de contar seus elementos (cardinais).

Definicao 2.1.7. Um conjunto A € transitivo se todo elemento de A é um subconjunto de A, i.e.,
se B € A entao B C A.

Definicao 2.1.8. Um conjunto é um niimero ordinal ou simplesmente um ordinal se € transitivo
e bem ordenado pela relacao €. Denotaremos os ordinais com as letras gregas mintsculas o, 3,7,

etc.
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Definicao 2.1.9. Seja o um ordinal. Definimos o ordinal sucessor de & como sendo o + 1 =
aU{oa}.

Teorema 2.1.10. Todo conjunto bem ordenado € isomorfo a um ordinal.

Definicdo 2.1.11. Se o é um ordinal que ndo é sucessor, entdo o = sup{f: < a} =Uo.
Assim, o é chamado de ordinal limite.

Definicao 2.1.12. Denotaremos como ® ao menor ordinal limite diferente de zero. Os ordinais

menores que @ sao chamados de ordinais finitos ou niimeros naturais. Especificamente
0=0, 1=0+1, 2=1+1, 3=2+1 etc.
Dizemos que um conjunto F € finito se existe uma bijecdo de F sobre n, para algum n < ®.

Teorema 2.1.13. (Inducdo Transfinita). Seja X uma cole¢@o de ordinais tais que:

1. 0 eX;
2.seaxcX,entiox+1 € X;

3. se o é um ordinal limite e B € X para todo 8 < a, entdo o € X.

Entdo X € a colecdo de todos os ordinais.

Definicao 2.1.14. Sejam «, 3 ordinais, com 3 limite e f : kK — B uma fun¢do. Dizemos que f é
ilimitada se para cada a < f3, existe 6 < K tal que @ < f(0) < B.

Definicao 2.1.15. Seja B um ordinal. Definimos a cofinalidade de 3 (cof ) como sendo o

menor ordinal 0 tal que existe uma fungio f : @ — B crescente e ilimitada.
Proposicio 2.1.16. Sejam 3 e 0 ordinais tais que 8 = cof 8. Entdo cof f = 3.

Definicao 2.1.17. Seja k um ordinal. Dizemos que k ¢ um niimero cardinal, ou simplesmente

um cardinal, se para todo & < K ndo existe bije¢do f : Kk — .

Defini¢iio 2.1.18. Seja k um cardinal. Definimos o cardinal sucessor de k como sendo Kkt =
min{f : B é cardinal e Kk < B }.

Definicao 2.1.19. Dois conjuntos X,Y possuem a mesma cardinalidade (niimero cardinal), que

denotamos por
(X =1Y], 2.1)

se existe uma funcao bijetora de X sobre Y.

Teorema 2.1.20 (Cantor). Para todo conjunto X, |X| < [£(X)|. Onde &(X) é o conjunto das

partes de X.
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A relagdo 2.1 € uma relagdo de equivaléncia e podemos definir uma ordem sobre as

classes de equivaléncia, da seguinte forma: dados dois conjuntos X, Y, escrevemos:
X[ < ¥, (2.2)

se exite uma funcdo injetora de X em Y. Definimos também a ordem estrita, que denotamos por
1X| < |Y], se |X| <|Y]| e |X|# |Y|. Assim, pela Defini¢do 2.1.17, um ordinal @ é um nimero
cardinal se |ot| # |B| para todo B < a. Usaremos as letras K, A, L, Vv, -+ para denotar os ordinais

que sdo numeros cardinais.

Se W € um conjunto bem ordenado, segue do Teorema 2.1.10, que existe um ordinal o

tal que |W| = |o|. Assim podemos definir [W| como o menor de todos os ordinais ¢, tais que

|W| = |a|. Portanto, |W| é um nimero cardinal.

Note que todo nimero natural € cardinal (cardinal finito), isto €, se S € um conjunto finito
entdo |S| = n para algum nimero natural n. Os ordinais infinitos que sdo cardinais sdo chamados

de alephs .
Lema 2.1.21. 1 Para todo ordinal o existe um niimero cardinal maior que .

ii Se X € um conjunto de cardinais, entdo supX € um cardinal.

Usando o Lema 2.1.21 definimos uma enumeracao para todos os alephs. Escreveremos

X o, para nos referir ao nimero cardinal e @, para denotar o tipo da ordem:

Ro=wp =0, Xg1 =041 = RE,
Ry = 0y =sup{wp : B < a} se a € um ordinal limite.

Os conjuntos que tem cardinalidade menor ou igual a X sdo chamados de enumeraveis.

2.2 Topologia

Nesta secao caracterizamos a nocao de topologia gerada por uma familia arbitréria de
conjuntos. Também caracterizamos a forma dos conjuntos abertos de uma topologia quando acres-
centamos um novo aberto. Apresentamos também as defini¢des bésicas sobre a maximalidade de

uma topologia com respeito a uma familia de subconjuntos.

Definicao 2.2.1. [Ver por exemplo em Taylor e Lay (1958, p. 59)] Sejam X um conjunto e &/
uma familia de subconjuntos de X. Considere [.<7] como a interse¢do de todas as topologias sobre
X que contém 7. Entdo [</] é uma topologia sobre X que chamaremos de topologia gerada
por <.

Lema 2.2.2. Seja .7 (X) o conjunto parcialmente ordenado pela inclusdo de todas as topologias
sobre o conjunto X. Se {7y} 4<p € um conjunto totalmente ordenado (cadeia) em .7 (X) e By, €

uma base de Ty para todo @ < f3, entdo Uy gBg € uma base para 6 = [UygBa) = [Ug<pTal-
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Demonstragdo. Provaremos primeiro que Uy gBo € uma base para [Uy.gBg]. Para isso, é

suficiente provar que Uy gBo € uma base para uma topologia sobre X

1. Como cada By € uma base, temos que:

U vo Jv=x,

VE Ua<BBa VEBa

para todo o < 3, ou seja:

U v=x

VG Ua<ﬁBa

2. SejamAg,,Aq, € Ug<pBa-Entdo Ag, € Bg, € Ag, € Bg,, para alguns o, o < . Tomando
o, = max{ay, 0}, temos que Ty, , To, C Ta,, 1080 A, A, € Tar, € paratodox € Ag, NAg,
existe V € Bg, CUgpBo talque x €V C Ay NAg,.

Assim de 1 e 2 segue que Uy gBo € uma base para uma topologia sobre X.

Para ver que [UygBa] = [Ug<pTa], observamos primeiro que [UygBe] C [Ug<pTal
e, pela Defini¢do 2.2.1, € suficiente provar que: Uy gTa C [Uge ﬁBa]. Mas isto segue do fato
de que os elementos de Uy 5T s80 unides de elementos de Uy gBo que € uma base para
[U(x<ﬁBO€]~ O

Se (X 1) é um espago topoldgico e Y é um subconjunto de X, denota-se por Y'e por
Int; Y :)(’ﬂ (ou simplesmente como Y e IntY :)S quando a topologia for clara no contexto) o
fecho e o interior de Y no espaco (X, 7). Respectivamente denota-se por iy = {UNY :U € 7} a
topologia induzida por T a Y e por (Y, 7y) ao subespago topoldgico Y de (X, 7).

Proposicao 2.2.3. Seja (X, 7) um espago topoldgico, A, B C X entdo:
l. o=[tU{A}|={UU(VNA):U,V € 1}.

2. 13 =[tU{A}|p se, e somente se, BNBN (X\A)T C X \A.Onde 73 ¢ [TU{A}]p sdo as
topologias de subespago sobre B induzidas por 7 e [t U {A}] respectivamente.

Demonstragdo. 1. Como U U (VNA) € [tTU{A}], paratodo U,V € 7, temos que:
TU{A} C{UU(VNA):U,Vert}C[tU{A}]

Portanto, pela Defini¢do 2.2.1, é suficiente provar 6 = {UU(VNA): U,V € 7} é uma
topologia sobre X. De fato:

(a) Desdeque X =XU(0NA) e 0=0U(0NA).Entdo 0,X € ©.
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(b) Seja {Wy}qp C 0, entdo: Wy = Ug U (Vo NA), para cada o < f3, assim:

U We={JWaUVanA)=| JUa |U[ (| Va)nA

a<f a,f a<f a<f

e, como (Ug<pUa)  (Ug<p Va) € 7. temos que Uy Wa € ©.

(c¢) Considere W ,W,,--- . W, € &, entdo:

e, como (N U;), (N, Vi) € 7, temos que: ([, W; € ©.
Assim, por (a), (b) e (c), segue que ¢ é uma topologia sobre X.

2. = Considere ANB € [tU{A}]|p. Como 13 = [tU{A}|p temos que AN B € 15 e, portanto
B\ (ANB) é fechado em (B, 1p), isto &, WTB =B\ (ANB).Como B\ (ANB) =
BN(X\A) e m@ — BN B\ (ANB) temos que BNBN (X \A) = BN (X \A).

Assim BNBN (X \A) C (X \A).

< Como 7 C [tU{A}], temos 75 C [TU{A}|p. Logo, é suficiente provar que [TU{A}|p C

75. De fato, considere (U U (VNA))NB € [tU{A}]s. Entdo:

(UU(VNA))NB=(UNB)U(VNANB).
Como BNBN(X\A) C X\A, temos que (VNANB)NBN(X\A)=0. Portanto
(VNANB) C (V\BN(X\A))NB.

Como ANB =B\ (BN(X\A)), temos que VNANB = (VNB)\ (BN (X\A)). Assim,
podemos escrever VNANB = (V\BN(X\A))NB. Como

VABN(X\A) C V\ (BN(X\A))

temos que (V\BN(X\A))NB C (VNANB). Assim (VNANB) = (V\BN(X\A))NB.
Portanto:
(UU(VNA)NB = (Uu(V\Bm(X\A))) NB € 1.

]

Definicdo 2.2.4. (PARHOMENKO, 1939) Sejam (X, T) um espago topolégico e P uma proprie-
dade topoldgica, dizemos que o espago topolégico (X, 7) ¢ maximal (minimal) com respeito
a propriedade P, ou em outras palavras que o espaco (X, 7) é P-maximal (minimal), se a
topologia 7 € um elemento maximal (minimal) no conjunto parcialmente ordenado pela inclusdo

de todas as topologias ¢ sobre X, tais que o espaco (X, o) satisfaz a propriedade P.
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Definicao 2.2.5. (DOUWEN, 1993) Seja (X, T) um espago topoldgico sem pontos isolados.
Dizemos que X ¢ maximal se 7 é um elemento maximal no conjunto de todas as topologias sem
pontos isolados sobre X. Se .7 é um axioma de separagdo, dizemos que X é maximal-.7, se T é

maximal na classe de todas as topologias .7 ¢ sem pontos isolados sobre X.

Note que a defini¢do de Douwen (1993) encaixa na defini¢do de Parhomenko (1939) se

considerarmos a propriedade P de ndo possuir pontos isolados.

Defini¢iio 2.2.6. Sejam (X, 7) um espaco topoldgico, P uma propriedade topoldgica (invariante
por homeomorfismos) e .% uma familia de subconjuntos de X. Denotamos como % a familia de
todos os elementos de .% que satisfazem a propriedade P no espaco (X, 7). Dizemos que (X, T)
¢ maximal com respeito a familia .7 ; ou simplesmente % If -maximal, se T € um elemento

maximal na colegdo de todas as topologias ¢ sobre X tais que .9 = ..

Observacao 2.2.7. Se (X, t) é um espago topoldgico, P uma propriedade topoldgica e .# uma
familia de subconjuntos de X, entdo o espaco topoldgico (X, T) € maximal com respeito a familia
FF se, e somente se, ¢ maximal com respeito a familia de todos os elementos de .# que ndo

satisfazem a propriedades P, que denotamos por .% *p, onde =P e a negagdo da propriedade P.

De fato, para toda topologia ¢ sobre X, temos que .%f§ = .% \ .#%,. Portanto, se ¢ é

uma topologia sobre X tal que 6 D 7, temos que .# g # % se, e somente se, .F %, # F .

Definicdo 2.2.8. Sejam (X, 7) um espago topoldgico, P uma propriedade topoldgica e .# uma
familia de subconjuntos de X. Dizemos que (X, 7) admite maximal com respeito a familia

F§, se o conjunto parcialmente ordenado pela inclusao:
T F(X)={0: 0 éuma topologia sobre X, c D Te Fp = .Fp},
possui um elemento maximal.

Definicdo 2.2.9. Seja P uma propriedade topoldgica. Se para todo espago topoldgico (X, T)
e para toda topologia o sobre X, tal que o D 7, temos que £(X)3 D #(X)}, onde @(X)} é
a familia de todos os subconjuntos de X que satisfazem a propriedade P no espaco (X, 7) e
analogamente (X )$ € a familia de todos os subconjuntos de X que satisfazem a propriedade
P no espago (X, o), entdo, dizemos que a propriedade P é crescente. Analogamente se sempre
ocorre que (X )§ C #£(X)p, dizemos que a propriedade P é decrescente.

Observacao 2.2.10. As propriedades topoldgicas estudadas no Capitulo 3 desta tese sdo sempre
crescentes ou decrescentes. De fato, considere (X, 7) um espago topoldgico e Z° a familia
de todos os subconjuntos discretos, .’ a familia de todas as sequéncias convergentes, . * a
familia de todos os subconjuntos compactos, &* a familia de todos os subconjuntos densos e
¢’* a familia de todos os subconjuntos conexos, entdo, se o ¢ uma topologia sobre X, tal que
oD, temos: 2° D P, SCC S, HCCHT, E9CEY, €° CET,onde Z° é afamilia
de todos os subconjuntos discretos no espago (X, o) e analogamente para as outras notagdes
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SO, HC E% e €O, isto é, sempre que refinarmos a topologia, ganhamos discretos e perdemos;

sequéncias convergentes, compactos, densos e conexos.

Exemplo 2.2.11. A retareal (R, ) com a topologia usual 7, ndo é maximal com respeito a familia
de todos os seus subconjuntos densos segundo a Defini¢do 2.2.6. De fato, se considerarmos a reta
de Sorgenfrey, que é o conjunto R com a topologia ¢ que tem por base os intervalos semiabertos
da forma [x,z) onde x < z, temos que a topologia ¢ contem a topologia usual £ D T, pois topo
aberto basico de (R, 1), por exemplo (a,b) com a,b € Q e a < b, pode ser escrito da forma
(a,b) = Upcpla+ fﬁ, ), isto é, como unido de elementos de ¢. Como a topologia ¢ ndo admite
base enumeravel (ENGELKING, 1989, p. 21), temos que ¢ # 7. Por outro lado, todo aberto
bésico e ndo vazio [x,z) em (R, £) contém um aberto bésico e ndo vazio (x,z) de (R, 7). Assim,
todo subconjunto denso em (R, 7) é também denso em (R, 7) logo, pela Observagdo 2.2.10
temos que os espacos (R, 7) e (R, /) possuem a mesma familia de subconjuntos densos. Por
outro lado a reta real R admite maximal com respeito a familia de todos os seus subconjuntos
densos, no sentido que exite uma topologia ¢ sobre R, tal que ¢ D 7, os espagos (R, 7) e (R, o)
possuem a mesma familia de subconjuntos densos e o espago (R, o) é maximal com respeito
a essa familia, pois todo espago topoldgico admite maximal com respeito a familia dos seus

subconjuntos densos (Proposicao 3.4.1).

Como a reta real € primeiro-enumeravel, regular e Hausdorff, temos que € fracamente
discretamente gerada segundo a Definicao 3.1.2 e sequencial segundo a Definicdo 3.2.5, entdo
como veremos nas Proposicoes 3.1.3 e 3.2.6, a reta real é maximal com respeito a familia de

todos os seus subconjuntos discretos e de todas as suas sequéncias convergentes.

A retareal R e o espaco euclideano R" sdo maximais com respeito a familia de todos os
seus subconjuntos compactos, como veremos no Corolério 3.3.8, pois sdo k-espagos de Hausdorff
(WILLARD, 1970, Teorema 43.9).

Veremos também (Corolario 3.5.8) que a reta real ndo € maximal com respeito a familia

de todos os seus subconjuntos conexos, pois possui subconjuntos discretos nao fechados.
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CAPITULO

TOPOLOGIAS MAXIMAIS COM RESPEITO A
ALGUMAS FAMILIAS DE SUBCONJUNTOS

Neste capitulo € estudada a maximalidade de topologias com respeito a algumas familias

de subconjuntos. Esta maximalidade refere-se ao explicitado na Defini¢ao 2.2.6.

Nas quatro primeiras se¢des sao estudadas as familias de subconjuntos discretos, sequén-
cias convergentes, compactos e densos. S@o apresentadas caracterizacoes da maximalidade das
topologias com respeito a essas familias e das topologias que admitem tal maximalidade segundo
a Defini¢do 2.2.8.

A maximalidade das topologias com respeito a essas familias resultam em propriedades
conhecidas. Por exemplo, os espagos maximais com respeito a familia de todos os seus sub-
conjuntos discretos sdo os espacos fracamente discretamente gerados (Proposicdo 3.1.3) e os
espacos de Hausdorff maximais com respeito a familia de todos os seus subconjuntos compactos

sa0 os k-espagos (Coroldrio 3.3.8).

Na quinta se¢do estuda-se a familia dos subconjuntos conexos que, embora ndo conse-
guimos caracterizar a maximalidade com respeito a essa familia, apresenta-se um exemplo que
mostra por que nao funcionam as técnicas que foram usadas para as outras familias e vemos
também que dificilmente espagos sao maximais com respeito a familia dos seus subconjuntos

conexos (Corolario 3.5.8).

3.1 Com respeito a familia dos subconjuntos discretos

O estudo da familia dos subespagos discretos e a sua relagdo com o espago todo comegou,
possivelmente, com o trabalho de A. Dow, M.G. Tkachenko, V. V. Tkachuk and R. G. Wilson
(DOW et al., 2002). Tais autores introduziram o conceito de espaco discretamente gerado e

de fracamente discretamente gerado e provaram que todo espaco compacto de Hausforff é
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fracamente discretamente gerado, entre outros resultados importantes.

Definicao 3.1.1. (DOW et al., 2002) Dizemos que (X, 7) é discretamente gerado se, para todo
A C X e para todo x € A, existe subconjunto discreto D C A tal que x € D.

Definicao 3.1.2. (DOW er al., 2002) Dizemos que (X, 7) é fracamente discretamente gerado
se, para todo ndo fechado A C X, existe um x € A\ A e um subconjunto discreto D C A tal que
x€eD.

Proposicio 3.1.3. Um espaco (X, 7) é maximal com respeito a familia dos seus subconjuntos

discretos se, e somente se, X € fracamente discretamente gerado.

Demonstracdo. (=) Seja F C X ndo fechado, entdio A = X \ F ¢ 1. Considere ¢ = [TU {A}].
Por hipétese, existe D C X discreto em (X, o) tal que D ndo € discreto em (X, 7). Entdo os
subespacos (D, Tp) e (D, op) ndo sdo homeomorfos e, pela Proposi¢do 2.2.3, DNDNF ¢ F.
Logo DNF #0.

Fato 3.1.4. DN F é discreto em (X, 7).

Tomando um d € DN F, como D ¢ discreto em (X, o), existe um aberto W em o tal que
W ND = {d}. Da Proposi¢do 2.2.3 podemos escrever W = U U (V NA) e como d ¢ A, temos
que d € U e, assim, UN(DNF) = {d}, logo DNF é discreto em (X, 7).

Fato 3.1.5. DNF\ F #0.

Como DNDNF ¢ F temos que DNDNF \F #0. Mas DNDNF C DNF. Logo
DNDNF\F CDNF \F e, portanto DNF \ F # 0.

Assim, pelos Fatos 3.1.4 e 3.1.5, temos que existe um um subconjunto discreto DNF C F
tal que DNF \ F # 0. Como F é um subconjunto nio fechado arbitrario, segue que (X, 1) é

fracamente discretamente gerado.

(<) SejaA ¢ Te o = [tU{A}]. Pela Observagdo 2.2.10, é suficiente mostrar que existe
um subconjunto discreto D em (X, ) que ndo € discreto em (X, 7). Uma vez que X \ A ndo é
fechado em (X, 7), existem x € X \A\ (X \A) = A\ A e um subconjunto discreto D’ C X \ A

tais que x € D’. Assim, tomando D = D’ U {x}, o resultado segue. O

Uns dos resultados mais importantes no estudo da familia dos subconjuntos discretos € o

seguinte lema de reflexibilidade desenvolvido por Tkachuk (1987).

Lema 3.1.6. (TKACHUK, 1987) Se (X, t) ¢ um espago topoldgico tal que o fecho de qualquer

subconjunto discreto de X € compacto. Entdo o espaco X € compacto.

No que segue para referirmos ao Lema 3.1.6 escreveremos: "Lema de Tkachuk".
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Corolario 3.1.7. Seja (X, 7) um espago topoldgico compacto de Hausdorff. Se adicionarmos

um aberto a 7, 0 novo espaco tem também um novo subconjunto discreto.

Demonstragdo. Pela Proposicao 3.1.3 basta mostrar que todo espaco compacto de Hausdorff €
fracamente discretamente gerado. De fato seja A C X ndo fechado, entdo A é ndo compacto e,
pelo Lema de Tkachuk, temos que existe um discreto D em A tal que o fecho de D em A ndo é

compacto. Como D é compacto, temos que (A\A)ND # 0. O
Acrescentando abertos

Seja (X, ) um espaco topoldgico e & a familia dos seus subconjuntos discretos. Em
alguns casos podemos acrescentar uma familia de novos abertos .7 a topologia 7, de forma que
o novo espago (X, [tU.27]) tem a mesma familia de subconjuntos discretos e é Z-maximal de
acordo com a Defini¢do 2.2.6, isto é, o espacgo (X, T) admite maximal com respeito a familia
de todos os seus subconjuntos discretos segundo a Definicdo 2.2.8. Para estudar esses espagos

precisamos de algumas ferramentas.
Definicio 3.1.8. Seja (X, 7) um espaco topoldgico. Para cada B C X, definimos o conjunto
ortogonal de B como sendo o conjunto:

B' =| J{D\B: D C BeDédiscreto }

Observacdo 3.1.9. Se (X,7) é um espago topoldgico e, para todo B C X, consideramos o
conjunto T'(B) = BUB™, temos que T : &(X) — (X) é uma fungio, onde #(X) é o conjunto
das partes de X. Como B C B temos que T(B) C B, para todo B C X. Se D C X é um conjunto
discreto, temos que D\ D C (U{P\D: P C De Pédiscreto }) €, como sempre temos que
(U{P\D: PC DePédiscreto }) C D\ D, segue que T(D) = DUD* =D.

Lema 3.1.10. Sejam (X, T) um espago topoldgicoe T : 2(X) — (X)) o operador da Observagdo
3.1.9. Entdo, para todo A, B C X, temos que:

1. T(0)=0
2. BCT(B)

3. T(AUB) = T(A) UT(B)

Demonstragdo. As condigdes 1 e 2 seguem diretamente da definicio de 7. Se x € (AUB)*,
temos que existe um subconjunto discreto D C (AUB) tal que x € D\ (AUB). Como D =
(DNA)U(DNB) temos que D = (DNA)U(DNB). Assim

D\ (4UB)  ((DNA)\A) U ((DNB)\B)
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e, como DNA e DN B sio subconjuntos discretos, segue que x € A~ UB. Como x foi tomado
arbitrério, temos que (AUB)* C AXUB™ e, assim:

T(AUB) = (AUB)U(AUB)* ¢ (AUAY)U(BUBY) =T(A)UT(B)

Por outro lado, se x € T(A), temos que x € A ou x € A+, Se x € A, temos que x € T(AUB) =
(AUB)U(A UB)L. Se x € AL, temos que x € D\ A, onde D é um subconjunto discreto e
D CA. Se x ¢ (AUB)™, segue da Definigio 3.1.8 que DU {x} C (AUB) e, portanto, x € B.
Logo x € T(AUB). Como x foi tomado arbitrério, segue que 7(A) C T(AUB). Andlogamente
mostra-se que 7' (B) C T(AUB) e, portanto, T(A)UT(B) C T(AUB). O

Observacao 3.1.11. Sejam (X, 7) um espago topoldgico e T : 2(X) — (X) o operador da
Observagdo 3.1.9. Como B C T(B), para todo B C X,temos que BC T(B) C --- C T"(B) C B,
para todo n < m, entdo para o ordinal limite @, podemos definir a @-ésima iteracao de T sobre

T®(B)=T ( U T”(B)) = (U T"(B)) U ( U T”(B))L.

n< n<m n<w

B, como sendo:

que estd bem definida pois T estd bem definido e, além disso, U,<, T"(B) C T®(B) C B.
De forma mais geral, se K é um ordinal limite arbitrdrio, podemos definir a K-ésima iteracdo de

T sobre B como:

1

TX(B)=T ( U T“(B)) = ( U T“(B)) U (U T“(B))
<K <K <K
e temos que Ug<xT%(B) C T¥(B) C B. Como T*(B) C B, para todo B C X, temos que
|T*(B)| < |B|. Suponhamos que todos os T%(B)’s sdo distintos, para todo o < k. Entdo B C
T'(B) C --- C T¥(B) e, assim, para todo 0 < k, podemos escolher xg € T%(B)\ (Uq<o T*(B)).
Assim {xq }oa<x C T*(B) e, portanto, k < |T*(B)|, logo k < |B|. Entdo, para todo B C X, existe
um ordinal kg, tal que T (Ug<iz T*(B)) = Ug<iy T*(B). Assim, fixando um ordinal xp para
todo B C X podemos considerar o ordinal k* = sup{xp : B C X }. Para simplificar a notagio
escrevemos T*(B) = T (B).

Definicao 3.1.12. Sejam (X, T) um espaco topoldgico e T : 2(X) — (X) o operador definido
na Observacgdo 3.1.9. Para cada B C X, definimos o conjunto dos pontos remotos de B com

respeito a familia dos subconjuntos discretos, como sendo o conjunto:
d'B={xeX:xeB\{x}\T"(B\{x})}

Observacio 3.1.13. Sejam (X, T) um espago topoldgico, T : @(X) — #(X) o operador definido
na Observacgdo 3.1.9 e ¢ uma topologia sobre X. Se B C X e, para todo x € (d*B) N B, temos
que X \ 7*(B\ {x}) € 0. Entdo (d*B) N B é um subconjunto discreto em (X, o). De fato, basta
considerar U = X \ T*(B\ {x}) paracadax € (d*"B)NB.Entioxe U € o ¢

UN(d*B)NB = {x}.
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Lema 3.1.14. Sejam (X, 7) um espaco topoldgico e 6 uma topologia sobre X tal que 6 D T e
o0 espago (X, o) tem a mesma familia de subconjuntos discretos que (X, 7). Entdo, para cada
B C X, temos que (X,[c U{X \T**(B)}]) tem a mesma familia de subconjuntos discretos que
(X, 7).

Demonstracdo. Sejam B C X e A =X\ T**(B). Pela Observagao 2.2.10, é suficiente provar
que todo subconjunto discreto em (X, [c U{A}]) é também discreto em (X, 7).

De fato, sejam D um subconjunto discreto no espago (X,[c U{A}]) e d € D. Existe
um W € [cU{A}], tal que d € W e WN D = {d}. Pela Proposi¢do 2.2.3, podemos escrever
W=UUVNA),ondeU,V €0c.SedecU, UND = {d}.

Sed¢ U, de (VNA) e (VNA)ND = {d}. Portanto, d ¢ T**(B), VN (D\{d}) C
T*%(B) e, pela Proposi¢do 2.2.3, VN (D\ {d}) é discreto em (X, o) e portanto discreto em
(X, 7). Portanto, da defini¢do de 7% *(B), segue que d ¢ W\{d})T e, como W\{d})r D
WG, segue que d ¢ WG e 0=V)\ WG ¢ um conjunto aberto
em o tal que OND = {d}. Como d foi tomado arbitrdrio, segue que D ¢ discreto em (X,0) e,
portanto, discreto em (X, 7). O

Afirmacio 3.1.15. Seja o uma topologia sobre X. Se os espagos (X, 7) e (X, 0) tém a mesma
familia de subconjuntos discretos, temos que T %(A) = T*°(A) paratodo A C X.

Demonstracdo. Mostraremos primeiro que B = B9 para todo B C X. De fato, assumindo
que x € B-7, existe D C B discreto em (X, T) tal que x € D". Como D é também discreto em
(X,0), se x ¢ D°, temos que DU {x} é um discreto em (X, o) que ndo é discreto em (X, 7), 0
que € absurdo. Portanto, x € D°, xeB-%¢ segue que B-* C B4 °. Analogamente prova-se
que B-® 5 BHO,

Por defini¢do de 7% (A), é suficiente provar que 7% *(A) = T*°(A) para todo ordinal
k. Sabemos que 7% 7(A) = A = T%%(A). Seja k um ordinal e suponha que 7% %(A) = T*%(A)
para todo o < k. Entdo:

1,7 1,0
TT(A) = ( U T“(A)) U ( U T“(A)) = ( U T“"’(A)) U ( U T“(A)) =T%%(A)

Como « foi tomado arbitrério, segue por indugido que 7% *(A) = T*9(A), para todo x ordinal e,
portanto, T%%(A) =T*°(A).

]

Teorema 3.1.16. Um espaco (X, 7) admite maximal com respeito a familia dos seus subconjuntos

discretos se, e somente se, para todo A C X temos que (d*7A) NA é discreto.

Demonstracdo. (=) Seja ¢ um elemento maximal no conjunto .7 Z(X) de todas as topologias

o sobre X, tais que o espaco (X, o) tem a mesma familia de subconjuntos discretos que (X, 7)
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e 0 D 7. Pelo Lema 3.1.14, temos que para todo A C X e para todo x € (d"A)NA, o espago
(X, [cU{X\T*%(A\{x})}]) tem a mesma familia de subconjuntos discretos que (X, 7). Assim,
pela maximalidade de o, segue que X \ 7%%(A\ {x}) € o e, pela Observacdo 3.1.13, temos que
(0*TA)NA é um subconjunto discreto em (X, o).

(<) Suponha que, para todo A C X, o conjunto (d*A)NA é discreto. Para provar que o
espaco (X, T) admite maximal com respeito a familia dos seus subconjuntos discretos usaremos
o Lema de Kuratowski-Zorn para encontrar um elemento maximal em .7 Z(X). De fato, seja
{Oa}a<p um conjunto totalmente ordenado em .7 Z(X) e considere ¢ = [Uy.g0q]. Entdo
0 D Oy paratodo a < . Se mostrarmos que 6 € .7 Z(X), entdo ¢ é um limitante superior de
{Oa}a<p em T Z(X) e como a cadeia { Oy } ¢ € arbitrdria temos que toda cadeia em 7 Z(X)
possui limitante superior em .7 Z(X) e portanto pelo Lema de Kuratowski-Zorn temos que o

conjunto .7 Z(X) possui um elemento maximal.

Para ver que 6 € .7 (X)), da Observagéo 2.2.10, basta mostrar que todo subconjunto

discreto em (X, o) é também discreto em (X, 7).

De fato, sejam D um subconjunto discreto em (X,0) e d € D. Suponhamos que d €
T*%(D\ {d}). Ento existe A C T*%(D\ {d}), tal que A é discreto em (X,7) ed € A". Como
(X,0q) tem a mesma familia de subconjuntos discretos que (X, 7), temos que A € discreto em
(X,04) e d € A° para todo o < B.

Seja W um aberto em o tal que d € W. Pelo Lema 2.2.2, podemos escrever W = Ug gV,
onde Vy, € 0y para todo o < fB. Assim, d € V, para algum o < 8. Como d € A", temos que
Va NA # 0. Por outro lado, da Afirmagdo 3.1.15, temos que 7% (D\ {d}) = T*°«(D\ {d}).
Portanto, A C T*%(D\ {d}) C m% e segue que Vo, N (D \ {d}) # 0. Como W foi tomado

. o 70 ) R,
de maneira arbitrdria, d € D\ {d} ", o que é uma contradi¢do pois D é discreto em (X, o).

Portanto {d € D:d € D\ {d}r} C (@*D)ND e, como sempre temos que
(%" DYND C {d€D:d e D\{d} }, segue que {d € D:d € D\{d} } = (9" *D)ND. Por-
tanto:

(D\((9**D)ND))N((0-*D)ND) =0

Por outro lado, D\ ((d**D) N D) é um discreto em (X, 7) e, pela defini¢cdo de 9 *D:

D\ ((0~*D)ND) N ((9"*D)ND) =0

Portanto, D = (D \ ((d**D)ND))U((d**D)ND) é um subconjunto discreto em (X, 7).
[

Exemplo 3.1.17. Existe um espaco topoldgico de Hausdorff (X, 7) tal que T ndo admite maximal

com respeito a familia de subconjuntos discretos.

Demonstragdo. Pelo Teorema 3.1.16, € suficiente provar que existe um espaco topoldgico de
Hausdorff (X,7) e A C X tal que (d*A) NA ndo € discreto.



3.2. Com respeito a familia das sequéncias convergentes 35

Considere o exemplo de Douwen (1993, p. 126) de um espaco maximal de Hausdorff X.
Entao X ndo tem pontos isolados e todo subconjunto nunca denso de X é fechado (DOUWEN,
1993, p. 130). Assim, cada subconjunto discreto de X é fechado e segue que 7*(A) = A para

todo A C X. Considere A, um subespaco de X sem pontos isolados, entdo:
dA={xeX xc A\ {x}\T"(A\{x})}
={reX:xeA\{x}\(A\{x})}

={xeX:xcA\{x}} =4

Portanto, (d*A) NA = A e, como A ndo é um subconjunto discreto de X, o resultado segue. [

3.2 Com respeito a familia das sequéncias convergentes

Nesta secdo, estuda-se a maximalidade com repeito a familia de todas as sequéncias
convergentes. Este estudo € feito no contexto dos espacos 7. Caracteriza-se a maximalidade
com respeito a essa familia e os espacos que admitem tal maximalidade. Apresenta-se também
um exemplo de um espaco 7p que ndo admite maximalidade com respeito a familia das suas

sequéncias convergentes.

Definicfio 3.2.1. [Ver por exemplo em (STEEN; SEEBACH, 1995) e em (HONIG, 1961)] Sejam

(X, T) um espago topoldgico e (x,),<e uma sequéncia em X.

Dizemos que a sequéncia (x,),< € quase-constante se existe N < @ tal que x, = xy
para todon > N.

Se x € X, dizemos que (x,),< converge para x, que denotamos como x,, — x, se para

toda vizinhanga V de x, existe N < o, tal que paratodon > N, x, € V.

Se x € X e a sequéncia (x,),< converge para x, dizemos que x é um ponto limite da
sequéncia (x,),<e. Denotamos o conjunto dos pontos limites da sequéncia (x,),<¢ como sendo:
lim (x;)p<ew = {x € X : x, — x}. Dizemos também que a sequéncia (x,),<, € convergente se
lim (x,) p< o # 0.

Lema 3.2.2. Sejam (X, 7) um espago topolégico 71 e ¢ uma topologia sobre X tais que ¢ D 7.
Entdo o espago (X, 0) tem a mesma familia de sequéncias convergentes que (X, T) se, e somente

se, para toda sequéncia (x, )< C X, temos que lim¢(x,) <o = limg (X;) n< -

Demonstracdo. Seja (xp)n<e C X uma sequéncia. Como o D 7T temos que limg (x,),<ep C
limz (x, )<, entdo basta mostrar que lim¢(x,),<e C limg(x,)n<p. De fato, considere x €
limz (x,) <@, €ntdo (x,),<e converge para x no espago (X, 7). Considere a sequéncia, para

todon < @
Xm Se n=2m,

Yn= para algum m < @

x se n=2m+1,



36 Capitulo 3. Topologias maximais com respeito a algumas familias de subconjuntos

Se U é um aberto em 7 tal que x € U, existe N < o tal que x,, € U para todo n > N, entdo
yn € U para todo n > 2N. Como U ¢ arbitrario, temos que a sequéncia (y,),<e converge para x
no espago (X, 7). Por outro lado se z € X tal que z # x, exite um aberto U em T tal que z € U e
x ¢ U, pois o espaco (X, 7) é T1. Assim, para todo n < @ impar temos que y, = x ¢ U e portanto
a sequéncia (y,)n<e ndo converge para z em (X, 7). Como z foi tomado de maneira arbitraria,
temos que lim¢ (y, )< = {x}. Dado que os espagos (X, 7) e (X, ) possuem a mesma familia de
sequéncias convergentes, devemos ter que limg (V,) n<e 7 0 € como limg (Y, ) n<w C imz (yn)n<w,
pois ¢ D 7, temos que limg (yn)n<o = {X}. Assim, para todo W € o tal que x € W, existe N < ®
tal que y, € W para todo n > N e segue que x,, € W para todo n > [NTH] ,onde [NTH} representa
a parte inteira do nimero ]\% Portanto a sequéncia (x;),< converge para x no espago (X, o),
ou seja, x € limg (x,) <. Como x foi tomado de maneira arbitraria em limz(x,), <, temos que
limz (xp)new C limg (X;)n< e 10go imz{x,) <o = limg (X,) n<n. Como a sequéncia (x,),<q foi

tomada de maneira arbitraria, o resultado segue.

(<) Seja (x4)n<w C X uma sequéncia. Como lim(x,)n<e = limg (X,) < temos que
(xn)n<w € convergente no espaco (X,7) se, e somente se, é convergente no espago (X,0).

Portanto os espagos (X, 7) e (X, o) possuem a mesma familia de sequéncias convergentes. [

Exemplo 3.2.3. Existem um espaco topolégico (X, T), que é Ty, uma topologia ¢ sobre X, tal
que 0 2 7T e uma sequéncia (y,),<e em X, tais que os espacgos (X,7) e (X,0) tém a mesma

familia de sequéncias convergentes mas limz(y,)n<ep 7 limg (Yn)n< -

Demonstracdo. Considere o conjunto X = {x, : n < ®} U @, onde @ é o conjunto dos nimeros
naturais, os elementos do conjunto {x, : n < @} sdo distintos dois a dois e {x,: n < @} Nw = 0.
Queremos dotar o conjunto X de uma topologia. Para isso consideremos os subconjuntos
Vi={xn:n>k}, Wo,={m< o:m< p}, onde k,p < , e a familia de subconjuntos # =
{(Vik UW,) ,{xn} 1 k, p,n < w}, entdo temos a topologia sobre X gerada por #, T = [#)].

Vejamos agora que # € uma base para 7. Pela defini¢do de topologia gerada basta provar

que # € uma base para uma topologia sobre X. Isto é, provemos que Z satisfaz as seguintes

condicdes:

1. U% = X. Como # é uma familia de subconjuntos de X, temos que |JZ C X. Como
{x,} € # paratodo n < @, temos que x,, € | J A para todo n < ®. Por outro lado se p < ®
temos que p € (V, UW,) e como (V, UW,) € 4, segue que p € | JA. Assim X C |JA.

2. Dados By,B) € # e x € B|N By, existe B3 € A tal que x € B3 e B3 C B NB,. De fato,
se B1,By € % e Bi N B, # 0, temos duas possibilidades:
(a) By = {x,} ou B, = {x,} para algum n < @. Entdo B| N By = {x,} € A.

(b) By # {xn} e By # {x,} para todo n < w. Entdo B| = V;, UW,,, e By =V}, UW,,.
Assim BiNBy = (Vi, NVi,) U(Wp, NVi,) U (Vi, "W, ) U (W, NW,,). Uma vez que
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(WPI ﬂsz) = (Vkl ﬂsz) =0, (Vkl ﬂsz) =Vi, € (Wpl ﬂsz) = Wp,, onde k3 =
max {kj,kr} e p3 =min{py, p»}, temos que B N B, = (Vk3 UWP3) e BiNB, € A.

Assim de 1. e 2. segue que % é uma base para uma topologia sobre X e portanto % é

uma base para T = [4].

Vamos mostrar agora que o espaco (X, 7) é Tp. Sejam x,y € X tais que x # y, se X = X,
ou y = x, para algum n < o existe {x,} € ttalque x € {x,} ouy € {x,} ey ¢ {x,} oux ¢ {x,}.
Se x # x, e y # x, para todo n < ® temos que x,y < @. Sem perda de generalidade podemos
supor que x < y e, entdo V, UW, é um aberto basico tal que x € V,UW, e y ¢ V, UW,. Portanto
o espaco (X, 1) é Tp.

Consideremos agora a topologia sobre X, c = [tU{{0}}]. Como {0} ¢ T temos que
0 2 7. Mostremos agora que os espagos (X,7) e (X,0) tém a mesa familia de sequéncias

convergentes. Para isso vamos precisar primeiro do seguinte resultado:

Afirmacao 3.2.4. Sejam (y,) <o C X uma sequéncia e p < @ tais que (y,)n< e converge para p

no espaco (X, 7). Entdo a sequéncia (y,),<e converge para todo p < k < @ no espago (X, 7).

Demonstragdo. De fato, se k > p e V; UW; é um aberto basico em (X, ) contendo k, entdo
s > k e portanto p € W, logo p € V, UW; e como (y,),<e converge para p no espaco (X, 1),
existe N < o tal que y,, € V; UW; para todo n > N. Como V; UW; € um aberto basico arbitrario
contendo k, segue que (y,)n<e converge para k no espago (X, 7). Como k € um niimero maior

que p arbitrdrio segue que (y,),<e converge para todo k > p no espago (X, 7). O

Considere agora uma sequéncia (y,),<e C X convergente no espaco (X, 7). Entéo temos

dois casos:

1. (yn)n<w € quase-constante. Entdo existe N < o tal que yy =y, para todo n > N. En-
tao para todo aberto V € o tal que yy € V temos que y, € V para todo n > N. Assim

(Yn)n<wconverge para yy no espago (X, o).

2. (Yn)n<e ndo é quase constante. Entdo para todo n < ® existe N > n tal que y, # yy. Como
{xn} € T paratodo n < @, temos que (y,),<e Nd0 converge para x, no espago (X, 7), para
todo n < . Entdo existe p < o tal que (y,),<e converge para p no espago (X, 7). Se
k > p seque da Afirmacao 3.2.4 que a sequéncia (y,),<e converge para k no espaco (X, 7).
Considere W um aberto em o tal que k € W. Pela Proposicao 2.2.3 podemos escrever
W =UU{0}, onde U € 7. Como k > 0, temos que k € U e, dado que (y,)n<o converge
para k no espaco (X, 7), existe N < @ tal que y, € U para todo n > N. Assim y, € W para
todo n > N e, como W foi tomado de maneira arbitrdria em &, segue que (y,),<q converge

para k no espago (X,0).
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De 1. e 2. temos que toda sequéncia convergente no espaco (X, ) é também convergente no
espago (X, o). Assim pela Observagdo 2.2.10, temos que os espagos (X, 7) e (X, o) possuem a

mesma familia de sequéncias convergentes.

Considere agora a sequéncia (x,),<o C X, entdo (x,),<¢ converge para todo nimero
p < o, pois dado V; UW; um aberto basico contendo p temos que x, € V; UW;, para todo
n > t. Por outro lado (x,),<e ndo converge para 0 no espago (X,0), pois {0} € o. Assim

limz (x;) new 7 limg (X, )< € segue o resultado.

]

Definicdo 3.2.5. (FRANKLIN, 1965) Dizemos que (X, 7) é sequencial se, para todo ndo fechado

A C X, existem, x € A\ A e uma sequéncia (x,),<e C A, tal que (x,),<¢ converge para x.

Proposicio 3.2.6. Seja (X, 7) um espago topoldgico 71, entdo X é maximal com respeito a

familia das suas sequéncias convergentes se, € somente se, X € sequencial.

Demonstracdo. (=) Seja F C X ndo fechado em (X, 7). Entdo X \ F ¢ 7 e existe uma sequéncia
(*n)n<w C X, que converge em (X, 7), mas ndo converge em (X, o), sendo o = [tU{X \ F}].

Tome x € X tal que (x,),<q converge para x em (X, 7). Como (x,),<¢ N30 converge em
(X,[tU{X\ F}]), existe W € [tU{X \ F}] que, pela Proposi¢do 2.2.3, podemos escrever como
W=UUWVN(X\F))comU,V abertos em 7, tal que x € W e, para cada N < ®, temos que
((xn)N<n<w) € W.Como (x,),<e converge em (X, T), temos que x ¢ U e, assim,x € VN (X \ F).

Como toda subsequéncia de (x,),<, converge para x em (X, 7), é suficiente provar
que ((xn)n<w)NF é um conjunto infinito. Suponhamos por absurdo que ({(x,),<e) N F ¢ finito.
Entdo existe N| < @ tal que para todo n > Ny, x, € X \ F. Como (x,),<¢ converge para x em
(X, 1), existe N, < @ tal que x, € V para todo n > N,. Tomando N3 = max{Ny,N,} temos que
xp € VN (X \ F) para todo n > N3 e portanto ((x,)n,<n<w) C W 0 que é absurdo.

(<) SejaA C X tal que A ¢ . Como X \ A néo € fechado no espago sequencial (X, 7),
existe uma sequéncia (x,),<» C X \ A, que converge para um ponto x tal que x ¢ X \ A. Assim,
X € A e (x,)n<e ndo converge parax em (X, [TU{A}]). Entdo lim;(x,)n<e # limg (X;) n<w, onde
o = [tU{A}]. Portanto do Lema 3.2.2 temos que os espacos (X, 7) e (X,[tU{A}]) ndo possuem
a mesma familia de sequéncias convergentes. Como A € um nao aberto arbitrario o resultado

segue. ]

Proposicao 3.2.7. Todo espago topoldgico 77 admite maximal com respeito a familia das suas

sequéncias convergentes.

Demonstragdo. Sejam (X, T) um espago topoldgico 77 e 7.7 (X) o conjunto de todas as to-
pologias o sobre X, tais que 0 D 7T e os espacgos (X,0) tém a mesma familia de sequéncias
convergentes que o espago (X, 7). Queremos provar que o conjunto 7.7 (X), parcialmente

ordenado pela inclusdo, possui um elemento maximal. Para fazer isso usaremos o Lema de
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Kuratowski-Zorn provando que todo subconjunto totalmente ordenado de .7.%(X), possui um
limitante superior em .7.%(X). De fato seja {0y } 4 um conjunto totalmente ordenado em
T .7 (X). Podemos considerar a topologia ¢ = [Ua< B Ga] sobre X, entdo 0 D 0qy para todo
a < f3. Assim ¢ € um limitante superior da cadeia {Og}q<g. Queremos provar agora que
o € 7.Y(X),isto é, que o espago (X, 0) possui a mesma familia de sequéncias convergentes
que o espaco (X, 7). Como ¢ D 7, da Observagio 2.2.10, é suficiente provar que toda sequéncia

convergente no espago (X, 7) é também uma sequéncia convergente no espago (X, o).

Sejam (x,),<e C X uma sequéncia convergente no espacgo (X, 7) e x € lim;{x,)n<@. Se
V € um conjunto aberto no espago (X, o), tal que x € V, pelo Lema 2.2.2, podemos escrever
V =UgpUq, onde Ugy € Oy para todo a < B. Entdo existe o < f3 tal que x € Ugy. Como (X, T) €
Ty segue do Lema 3.2.2 que lim¢ (x,) <o = limg, (X4)n<@. Assim x € limg,, (x,)n<e €, portanto,
existe n < @ tal que paratodon > N, x,, € Uy logo, x, € V para todo n > N. Como V foi tomado
de maneira arbitrdria, temos que (x,),<¢ converge para x no espago (X, o). O

Exemplo 3.2.8. Se tirarmos a condi¢@o de ser 77, ndo podemos usar o Lema de Kuratowski-Zorn

para obter o resultado da Proposi¢ao 3.2.7.

Considere o espago (X, T) do Exemplo 3.2.3 e o conjunto .7 . (X)) de todas as topologias
o sobre X que contém T e tais que os espacos (X, o) possuem a mesma familia de sequéncias con-

vergentes que o espaco (X, 7). Para todo m < @, considere o, = [tU{{0},{1},{2},---,{m}}].

Afirmacéo 3.2.9. {0, }m<» € um conjunto totalmente ordenado em .7. (X).

Demonstragdo. Como 6,1 = [tU{{0},---{m—1}}] e 0, = [tU{{0},---{m —1},{m}}],
para todo m < @, temos que Oy, C Gy €, como {m} € G, segue que G, U{{m}} C oy.
Entdo por defini¢do de topologia gerada temos que [0;,—1 U{{m}}] C 0,,. Por outro lado como
tU{{0},{1},---{m—1},{m}} C 6,1 U{{m}}, temos que o,, C [0;,—1 U{{m}}]. Portanto
O = [Opm—1 U{{m}}], paratodo n < ®. Assim T C 6p C 61 C -+~ Oyy—1 C Oy, para todo m < o.

Por outro lado da Proposi¢éo 2.2.3 temos que os abertos de oy sdo da forma U U {0}
onde U € t. Assim os abertos de 6, = [0,,,—1 U{{m}}] sdo da forma U U{0}U---U{m}, onde
Uer.

Vejamos agora que G, € 7. (X), para todo m < ®. Seja (y,)n<o C X uma sequéncia
convergente no espaco (X, 7). Entdo temos dois casos:

1. (yu)n<w € quase constante. Entéo existe N < o tal que y, = yy para todo n > N. Entdo
para todo aberto V € o, tal que yy € V temos que y, € V para todo n > N. Assim (y,)n<e

converge para yy no espaco (X, oy,).

2. (Yn)n<e ndo é quase constante. Entdo para todo n < ® existe N > n tal que yy # y,. Como

{xn} € 7 para todo n < @, temos que (y,)n,<e NAO converge para x, no espago (X, 1),
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para todo n < ®. Entdo existe p < o tal que (y,),<e converge para p no espago (X, 7).
Se k > max {p,m}, seque da Afirmacgdo 3.2.4 que a sequéncia (y,),<e converge para
k no espaco (X, 7). Considere W um aberto em o, tal que k € W. Podemos escrever
W=UU{0}U---{m}, onde U € 7. Como k > m, temos que k € U e, dado que (y,)<w
converge para k no espago (X, 1), existe N < o tal que y, € U para todo n > N. Assim
yn € W para todo n > N e, como W foi tomado de maneira arbitraria em 0, segue que

(Yn)n<w converge para k no espago (X, 0y,).

De 1. e 2. temos que toda sequéncia convergente no espago (X, 7) é também convergente
no espago (X, 0,,). Assim, pela Observagdo 2.2.10, temos que os espagos (X,7) e (X, 0p)
possuem a mesma familia de sequéncias convergentes. Portanto, o, € .7.%(X), para todo
m < . [

Por outro lado, se 6 = [Upy<uOn, temos que a sequéncia (x,),<, N0 converge em
(X,0) e, como ¢ é a menor topologia que contém as G,,’s, temos que a cadeia {0y, } <@ nd0
tém limitante superior em .7 . (X). Portanto ndo podemos aplicar o Lema de Kuratowski-Zorn
para mostrar que o espacgo (X, 7) admite maximal com respeito a familia das suas sequéncias

convergentes.

Proposicao 3.2.10. Existe um espaco topologico Ty que ndo admite maximal com respeito a

familia das suas sequéncias convergentes.

Demonstragdo. Seja (X, T) o espago topoldgico do Exemplo 3.2.3 e suponhamos que (X, 7)
admite maximal com respeito a familia das suas sequéncias convergentes. Entdo existe o,
uma topologia sobre X, tal que ¢ D T, os espagos (X, 7), (X,0) possuem a mesma familia de
sequéncias convergentes e 0 espaco (X, o) é maximal com respeito a familia das suas sequéncias

convergentes.

Afirmacdo 3.2.11. Se (y,),<» C X uma sequéncia convergente no espago (X, o) que ndo é

quase-constante. Entdo o conjunto lims (y,),<¢ € infinito e esta contido em .

Demonstra¢do. Como (y,)n<e € convergente, temos que limg (y,)p<w 7 0. Por outro lado,
o D te{x,} € Tparatodon < wlogo, {x,} € o paratodon < m e, como a sequéncia (y,)n<e
ndo é quase constante, temos que (y,),<e NA0 converge para X,, para todo n < @. Assim

limo- <yn>n<a) C .

Suponhamos que o conjunto limg (y,)n<e € finito. Entdo o conjunto limg (y,),<e possui

um elemento maximo ¢ = max limg (y,) <. Considere agora a sequéncia, para todo n < @

Ym se n=~2m,
In = para algum m < @
qg+1 se n=2m+I1,
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Como a sequéncia (y,),<e nao é quase-constante, temos que (Z,)n<e também ndo é
quase-constante. Como {x, } € o, para todo n < @, segue que (z,),<e NAO converge para x, para

todo n < @. Logo, limg (z,)n<w C @.

Se p > g+ 1 e asequéncia (z,),< converge para p no espacgo (X, o), temos que para
todo aberto E € o, tal que p € E, existe N < @, tal que z,, € E para todon > N. Logo, y, € E
para todo n > [MH], onde [2}!] representa a parte inteira do nimero 23, Assim, a sequéncia
(Yn)n<w converge para p no espago (X, o) logo, p € limg (y,)n<e 0 que é absurdo pois p > g e

g = maxlimg (y,)n<e- Portanto (z,),<e ndo converge para p > g+ 1.

Se r < g, podemos escolher o aberto basico (V,UW,) € 7 tal que r € (V,UW,) mas
g+1¢ (V,UW,). Como ¢ D 7, temos que (V,UW,) € 0. Assim para todo N < @ temos
que 2y+1 = ¢+ 1 e, como 2N + 1 > N temos que (z,)n<n<w Z (V; UW,). Logo, (z,)n<e ndo
converge para r < q.

Assim limg (z,) n<w = 0 e, portanto, a sequéncia (z,),<e ndo é convergente no espago
(X, 0). Por outro lado, como ¢ D T e (y,),<e € uma sequéncia convergente no espaco (X,0),
temos que (y,)n<e € uma sequéncia convergente no espacgo (X, 7) e limg (y;)n<o C limz(yy)n<w-
Por tanto, ¢ € lim¢(y,)n<e €, pela Afirmagdo 3.2.4 temos que a sequencia (y,),<e converge
para todo p > ¢ no espago (X, 7). Em particular (y,),<« converge para g+ 1 no espago (X, 7).
Assim para todo aberto U € 7, tal que g+ 1 € U, existe N < w tal que y, € U, para todon > N.
Portanto, z, € U para todo n > 2N e assim, a sequéncia (z,),<¢ converge para g + 1 no espago
(X, 7). Mas isso € absurdo pois, por hipétese, os espagos (X,7) e (X,0) possuem a mesma

familia de sequéncias convergentes. Portanto, o conjunto limg (y,),<e € infinito. OJ

Considere agora a sequéncia (x;),<p C X. Como (x,),<» € convergente no espago
(X,7), segue que (x,),<e € convergente no espago (X,o), pois os espacos (X,7) e (x,0)
possuem a mesma familia de sequéncias convergentes. Como (x,),<e ndo é quase-constante,
segue da Afirmagdo 3.2.11, que o conjunto limg (x,),<¢ € infinito e esta contido em ®. Escolha
t € limg (x,)n<w, entdo {t} ¢ o e, a topologia sobre X, 6 = [cU{{r}}],étalque d Do e d #o.

Seja (yn)n<w C X uma sequéncia convergente no espago (X,0). Se (y;)n<w € quase-
constante, temos que (y,),< ¢ também uma sequéncia convergente no espaco (X, 0). Se (yn)n<w
ndo é quase-constante, segue da Afirmagdo 3.2.11 que limg (y,) <@ € um conjunto infinito e esta
contido em ®. Assim podemos escolher p € limg (y,)n<w tal que p > ¢. Considere E € § um
aberto, tal que p € E. Pela Proposi¢do 2.2.3 podemos escrever E = U U{t} onde U € ©. Assim
p €U e, como (y,)n<e converge para p no espago (X, o), existe N < o tal que y, € U para todo
n > N.Logo, y, € E paratodo n > N. Como E ¢ arbitrdrio, segue que (y,),<e converge para p
no espago (X, d). Assim toda sequéncia convergente no espaco (X, o) é também uma sequéncia
convergente no espaco (X,d) e como 0 O o, segue da Observacdo 2.2.10, que os espagos (X, 0)
e (X,0) possuem a mesma familia de sequéncias convergentes. Mas isso contradiz o fato de que

o0 espaco (X, o) é maximal com respeito a familia das suas sequéncias convergentes. [
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3.3 Com respeito a familia dos subconjuntos compactos

Dizemos que um espago (X,7) é compacto maximal se T é um elemento maximal
no conjunto de todas as topologias compactas sobre X. Com respeito ao estudo dos espagos
compacto maximais temos, por exemplo, Ramanathan (1948) que provou que um espaco é
compacto maximal se, e somente se, € um KC-espaco, isto é: um espaco onde os subconjuntos
compactos sdo fechados. Depois disso, Cameron (1977) fez o seguinte questionamento: quando
uma topologia compacta estd contida numa topologia compacta maximal. Essa questdo foi

resolvida por Kovar (2005).

Do ponto de vista da maximalidade com respeito a familias de subconjuntos, os espagos
compactos maximais (X, T) sdo os espagos maximais com respeito a familia {X } de subconjuntos
compactos. Nesta secdo sdo estudados os espacos maximais com respeito a familia de todos
os seus subconjuntos compactos dando uma caracterizacao para eles e, em certo sentido, a sua

relacdo com 0s espacos compactos maximais.

Lema 3.3.1. Sejam (X, 7) um espaco topoldgicoe A C X, com A ¢ 1. Seja T C X, T compacto
em (X, 7) mas ndo compacto em (X, [tU{A}]). Entdo TN (X \ A) ndo é compacto em (X, 7).

Demonstragdo. Suponhamos que 7'M (X \ A) € compacto em (X, 7). Seja {Vo U(WeNA)}ocp
uma cobertura aberta de 7 em (X, [t U{A}]). Vamos provar que tal cobertura admite uma

subcobertura finita.

Como { Vg } o< p € uma cobertura aberta de 7N (X \A) em (X, T), existe uma subcobertura
finita {Vg, }_; de {Vi}¢<p- Temos dois casos:

1. Se T C ULV, a cobertura {Vy U (Wy NA)}4p tem a subcobertura finita
{Vo, U(We; NA)

2. Se T ¢ U! Vg, considere o conjunto:

A= {y< B+ (VUWy) (T \ (U Vey)) # 0}

Entdo {Vg,}!" | U{VyUWy}yca € uma cobertura aberta de 7 em (X, 7). Como 7 é com-
pacto em (X ,T), existe uma subcobertura finita de {Vg, }?_ | U{VyUWjy},eca, que pode-
mos escrever como { Vg, }7 | U{Vy, UWy, }" . Assim, {V), UWy,}"L| € uma cobertura
de T\ (UL ,Vy). Como TN (X\A) C (U’? 1V%) temos que T\ (U!_,Vy) C A, logo
{(vy;NA)U (W), NA)}T, € ainda uma cobertura de 7'\ (U, Vq,) e, assim, o conjunto
Ve }iy U{(Vy, nA) U (Wyj NA)}L | € uma cobertura de 7. Portanto:

T < (UtVe U e nA) Y, ) U (UEv U i na) )

e segue que {Vi, U(Wo, NA) H U{Vy, U(Wy,NA)}] | € uma subcobertura finita de {V, U(We N
A)}a<p- Como {Vy U (Wy ﬂA)}OKﬁ ¢ uma cobertura aberta arbitraria de T em (X, [tU{A}]),
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temos que 7 é compacto em (X,[tU{A}]), o que € absurdo. Portanto 7N (X \ A) ndo é compacto
em (X, 7). O

O seguinte resultado € andlogo a Proposicao 3.1.3 para a familia dos subconjuntos ndo

compactos.

Teorema 3.3.2. Um espago (X, 7) é maximal com respeito a familia dos seus subconjuntos
compactos se, € somente se, para todo F C X nao fechado, existe L C N \F e N C F nao

compacto, tal que N UL é compacto.

Demonstragdo. = Seja F C X ndo fechado, entdo X \ F ¢ 7. Como (X, 7) é maximal com
respeito a familia dos seus subconjuntos compactos, existe N C X, compacto em (X, 7), tal
que N nio é compacto em (X, [tU{X \ F}]). Pela Proposi¢do 2.2.3 temos que NON\NNF ' ¢ F
e,como NNF' CF', segue que (NONNNF )N(F'\F)=(NONNNF")\F # 0. Tomando
L=(NNNNF")\F,temosque LCNNF \F e (NNF)UL=NNNNF". Assim, (NNF)UL
¢ fechado em N e, como N é compacto em (X, 7), segue que (N NF) UL é compacto em (N, Ty)

e, portanto, compacto. Finalmente, do Lema 3.3.1, segue que N N F ndo é compacto em (X, 7).

< Para ver que o espaco (X, 7) é maximal com respeito a familia dos seus subconjuntos
compactos, é suficiente provar que, para todo A C X, A ¢ T, existe N C X, compacto em (X, 7),

tal que N ndo é compacto em (X, [tU{A}]).

De fato, seja A C X, A ¢ 7. Entdo F = X \ A ndo é fechado. Assim, existem B C F e
L C B\ F tais que B ndo é compacto em (X,7) e N = BUL é compacto em (X, 7). Basta provar
que N = BUL nido é compacto em (X,[TU{A}]).

Como B ndo é compacto em (X, T), podemos escolher uma cobertura aberta de B em
(X, 7) que ndo tem subcobertura finita, digamos {Vg }4.p. Uma vez que L C A, temos que
{Va}a<p U{A} € uma cobertura aberta de N em (X, [t U{A}]). Como AN B = 0, segue que a
cobertura abeta {Vy } g U{A} ndo possui subcobertura finita. O

Definicio 3.3.3. (WHITEHEAD, 1939) Dizemos que (X, 7) é compactamente gerado ou que
¢ um k-espaco, se a topologia € coerente com a familia de todos os subespagos compactos. Isto é

X satisfaz a seguinte condicao:

e Paratodo F C X, se FNK é fechado em K para todo subespaco compacto K C X, entdo
F € fechado.

Corolario 3.3.4. Se (X, 1) é maximal com respeito a familia dos seus subconjuntos compactos,

entdo (X, 7) € compactamente gerado.

Demonstragdo. Seja F' C X ndo fechado, pelo Teorema 3.3.2, existem N C F, ndo compacto e
LC ]T/\F, tais que K = N UL é compacto. Por outro lado, FNK =N e N ndo é fechado em K,
pois do contrério seria um fechado dentro de um compacto e, portanto, compacto. [
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Exemplo 3.3.5. Existe um espaco topoldgico 71 e compactamente gerado, que ndo € maximal

com respeito a familia dos seus subconjuntos compactos.

Considere o conjunto @, dos nimeros naturais com a topologia co-finita cof. Sabemos
que (w,cof) é um espago topoldgico 7 onde os tnicos subconjuntos fechados sdo @ e os
subconjuntos finitos. Sejam F C ® fechado e K C @ compacto. Se F = w, entdo FNK =K
€ fechado em K. Se F ¢ finito, temos que F N K € finito e, portanto, fechado em K. Por outro
lado, se A C @ é ndo fechado, entdao A € infinito, A # @ e A = . Escolhaum x € ® \ A, entdo
K =AU {x} é compacto é KNA = A é ndo fechado em K.

Portanto (@, cof) é um espago compactamente gerado. Além disso, como todo subcon-
junto de @ é compacto, segue do Teorema 3.3.2 que o espaco (w,cof) ndo é maximal com

respeito a familia dos seus subconjuntos compactos.

Definicao 3.3.6. (RAMANATHAN, 1948) Um espaco topoldgico é chamado de KC-espacgo se
todo subconjunto compacto € fechado.

Lema 3.3.7. Se (X, ) é um KC-espaco compactamente gerado, entdo (X, 7) é maximal com

respeito a familia dos seus subconjuntos compactos.

Demonstragcdo. Seja F C X ndo fechado. Entdo existe K C X compacto tal que F N K ndo é
fechado em K e, portanto, F NK ¢ F. Assim, F N K ndo é fechado e, como (X, 7) é um KC-
espago, F NK ndo € compacto. Podemos escrever N=FNK ¢ L=KN(N\F).Entdo LC N\ F
e NUL = KNN. Portanto N U L é fechado no compacto K, logo N UL é compacto. Como F
¢ um subconjunto ndo fechado arbitrario, segue do Teorema 3.3.2 que (X, 7) é maximal com

respeito a familia dos seus subconjuntos compactos. O]

Corolario 3.3.8. Seja (X, 7) um espaco de Hausdorff. Entdo X é maximal com respeito a familia

dos seus subconjuntos compactos se, e somente se, X é compactamente gerado.

3.4 Com respeito a familia dos subconjuntos densos

Nesta secdo estuda-se a familia dos subconjuntos densos. A maximalidade com respeito
a essa familia estd diretamente relacionada com os espagos nodec, introduzidos por Douwen
(1993) e estudados amplamente por outros autores como Arhangel’skii e Collins (1995) e Dridi,
Mhemdi e Turki (2015).

Proposicao 3.4.1. Todo espaco topoldgico admite maximal com respeito a familia dos seus

subconjuntos densos.

Seja (X, T) um espago topolégico e & a familia dos seus subconjuntos densos. Considere
J &(X) o conjunto de todas as topologias sobre X que contém 7 e que tém a mesma familia de

subconjuntos densos &'.
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Seja {7 } o<p uma cadeia em 7 & (X) e seja 6 = [UgpTq). Entdo o € uma topologia
sobre X que contém todas as Ty’s. Provemos que ¢ € .7 &(X), isto é: todo subconjunto denso

em (X,7) é denso em (X,0).

De fato, seja E um subconjunto denso em (X, 7) e sejaW € o, W # 0. Pelo Lema 2.2.2,
temos que Uy 3 Tq € uma base para 0. Entdo podemos escrever W = U, gVa, onde Vy € Ty
para todo o < 3. Como W # 0, existe o < f3 tal que Vi, # 0. Como E é denso em (X, Ty) segue
que Vo NE # 0, logo WNE # 0 e, portanto, E é denso em (X,0). Assim, 0 € .7 & (X) é um
limitante superior de {Tg }g<p em 7 & (X). Como {Tq } o< € uma cadeia arbitriria em 7 & (X)

segue pelo Lema de Kuratowski-Zorn que o conjunto .7 &' (X ) possui um elemento maximal.

Definicao 3.4.2. (GLEASON et al., 1958) Dizemos que o espago topoldgico X é extremamente
desconexo se para todo subconjunto aberto V, temos que V é aberto.

Proposicao 3.4.3. Todo espago topolégico maximal com respeito a familia dos seus subconjuntos

densos € extremamente desconexo.

Demonstracdo. Seja A € T, 6 = [tU{A}] e E um subconjunto denso em (X, 7). Seja W € o,
W # 0. Pela Proposicio 2.2.3 podemos escrever W = U U (VN A), onde U,V € . Entdo U # 0
ouVNA#0.Se U # 0 temos que UNE # 0, pois E é denso em (X, 7). Se VNA # 0, temos
que VNA # 0, pois V € aberto. Assim, como A € 7, (VNA)NE # 0, pois E é denso em (X, 7).
Por outro lado, (VNA)NE C (VNA)NE e, portanto, (VNA)NE # 0. Assim WNE # 0 e
como W foi tomado de forma arbitraria, temos que E é denso em (X, o). Como E foi tomado
também de forma arbitréria, segue da Observacédo 2.2.10 que (X, o) possui a mesma familia de
subconjuntos densos que (X, 7). Uma vez que ¢ D T, segue da maximalidade de T que c =T e
entio A € T. O

Proposicao 3.4.4. X ¢ extremamente desconexo se, € somente se, para todo subconjunto aberto
(e}

e ndo fechado V temos que V \V # 0.

Demonstracdo. (=) Seja V um subconjunto aberto e ndo fechado. Como X é extremamente
[¢]

o

desconexo, temos que V € aberto logo V =V e, como V é ndo fechado, V \V # 0.

(<) SejaV C X aberto. Se V e fechado temos que V Ve segue que V ¢é aberto. Se V é
nao fechado temos por hipdtese que V \V # 0. Como V CVC V. Se V V terminamos. Se nio,
tome W —V. Note que W; é um aberto entre V e V logo W; é ndo fechado. Assim, por hipétese
Wil \W| # 0 e, tomando W, :V[_;l, temos que VC W, CW, C V.

Seja B um ordinal e suponha construidos os Wy, ’s para todo o < 3. Entdo Wy, é um aberto
e VC Wy CV,paratodo o < B. Assim, V C (UggWa) C V. Se (Uy<pWe) =V, terminamos.

Se ndo, temos que (Ua<[3Wa) ¢ aberto e ndo fechado. Assim, UggWy \(Ua<[3Wa) #0e

podemos escolher Wg =Uq Vo, tal que V C (UgpWo) S W C V.
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Por inducao transfinita, podemos continuar o procedimento até um ordinal k tal que
V = Ug<xWq e, portanto, V € aberto. O

Definicao 3.4.5. (BOIS-REYMOND, 1882) Dizemos que um subconjunto A, de um espacgo

topoldgico € raro ou denso em nenhum lugar ou denso em nenhum lugar (nowhere dense)
o

se A= 0, isto €, se o interior do fecho do conjunto € vazio.

Definicao 3.4.6. (DOUWEN, 1993, p. 129) Dizemos que o espaco topolégico X € nodec, se X

satisfaz uma das seguintes propriedades equivalentes:

(a) todo subconjunto raro é fechado;
(b) todo subconjunto raro € discreto e fechado;

(c) todo subconjunto que contém um conjunto aberto e denso € aberto.

Lema 3.4.7. Se para cada subconjunto ndo aberto Y de X temos que Y \)(; = (). Entdo X é nodec.

o

Demonstragéo. Seja A um subconjunto raro de X, isto é A= 0. Entio, o conjunto X \ A é denso
[¢]

em X. Como (X \A)= X \ A (ENGELKING, 1989, p. 15), temos:

o

(X\A)\ (X\A) = (X\A)\X = 0.

Entdo, por hipdtese X \ A € aberto e, portanto A € fechado. Como A é um subconjunto raro

arbitrério, o resultado segue. ]

Teorema 3.4.8. Seja (X, 7) um espago topoldgico. As seguintes condi¢des sdo equivalentes:

1. (X, ) é maximal com respeito a familia dos seus subconjuntos densos.
2. (X,7) é extremamente desconexo e nodec.

3. ParatodoV € Teparatodox € V\V,VU{x} € 7.

4. Paratodo A C X, A\XCA\X.

Demonstracdo. (1 = 2) Suponha que (X, 7) é maximal com respeito a familia dos seus subcon-

juntos densos. Queremos mostrar que o espago (X, 7) € extremamente desconexo e nodec.

(a) Sejam A C X um subconjunto aberto em (X,7) e 6 = [tU{V}]. Entdo ¢ é uma topologia
sobre X tal que o D 7. Se os espacos (X, 7) e (X, o) tém a mesma familia de subconjuntos
densos, segue da maximalidade de T que o = 7 e, portanto, A € 1. Assim, para ver que

(X,7) é extremamente desconexo, basta provar que os espagos (X,7) e (X,0) tém a
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mesma familia de subconjuntos densos. Pela Observacdo 2.2.10, € suficiente provar que

todo subconjunto denso em (X, 7) é ainda, um subconjunto denso em (X, o).

De fato, sejam E um subconjunto denso em (X, 7) e W € o, W # 0. Pela Proposic¢do 2.2.3,
podemos escrever W = U U (VNA), onde U,V € 7. Se U # 0 temos que ENU # 0, pois
E é denso em (X, 7). Se VNA # 0 temos que V NA # 0, pois V é aberto em (X, 7). Como
VNA € 1, temos que (VNA)NE # 0, pois E é denso em (X, 7). Como VNA C VNA,
temos que (VNA)NE # 0. Assim WNE # 0 e, portanto, E é denso em (X, 0).

(b) Para ver que o espaco (X, 7) é nodec, mostraremos que todo subconjunto raro em (X, 7) é

fechado. De fato, sejam A um subconjunto raro em (X, 7). Analogamente a parte (a), se
os espacos (X, 7) e (X,[tU{X \A}]) ttm a mesma familia de subconjuntos densos, entio
T=[tU{X \A}] e, portanto X \ A € 7, ou seja A é fechado em (X, 7).
Sejam E um subconjunto denso em (X,7) e V € 7 tal que VN (X \A) # 0. Como
A € raro, temos que A= () € assim X \ A € um aberto denso. Logo VN (X \A) #0 e
(VN(X\A))NE # 0, pois E é denso em (X, 7). Como VN (X \A) C VN (X\A), temos
que (VN (X \A))NE # 0. Como pela Proposicdo 2.2.3, os abertos de [tU {X \ A}] sdo da
forma UU (VN (X \A)), segue que E é também denso em (X, [tU{X \A}]).

(2 = 3) Sejam V C X um subconjunto aberto e nio fechado e x € V'\ V. Como
(VAV)\{x} CcV\V, temos que (V\V)\{x} CV\V =V \V, pois V € aberto. Assim:

T\ c(V\V)=0.

Como X € nodec, o conjunto (V \ V) \ {x} é fechado. Por outro lado V € aberto, pois X é

extremamente desconexo. Entdo V'\ (V\V)\ {x}) =V U{x} é um conjunto aberto.

(3 = 4) Suponha que existe x € (A\ 12) NA. Entdo A U{x} é aberto, pois x € X\ X, e
assim x €A, mas isso € absurdo.

(4=1) SejaA C X tal que A ¢ 7. Como AC X,_temos que A \12 C A\ A. Por hipétese,
A\AC A\A. Logo A\ A=A\ A eassimA\A =AN(X\A) £0, pois A ¢ 7. Seja E = X \ (A\ A),
entéio £ € um subconjunto denso em (X, 7) e que ndo € denso em (X, [TU{A}]) porque

(AN(X\ IZ)) NE = 0. Como A foi tomado de forma arbitréria, segue que (X, 7) é maximal com

respeito a familia dos seus subconjuntos densos. [

Vamos mostrar agora um exemplo de um espago topoldgico extremamente desconexo
que ndo € maximal com respeito a familia dos seus subconjuntos densos. Primeiro necessitamos

algumas ferramentas.

Definicao 3.4.9. (DOUWEN, 1993, p. 126) Chamamos o espag¢o X de ultradesconexo, se nao
tem pontos isolados e satisfaz as seguintes condi¢des equivalentes:
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(a) Quaisquer dois subespagos disjuntos de X sem pontos isolados t€m fechos disjuntos.

(b) Todo subconjunto préprio e ndo vazio A de X € aberto e fechado se, e somente se, A e

X \ A ndo tém pontos isolados.

Fato 3.4.10. (DOUWEN, 1993, p. 127) Seja X um espago ultradesconexo. Entao

(a) Todo subespago fechado e sem pontos isolados de X € aberto.
(b) X é extremamente desconexo.
(c) Todo subespago sem pontos isolados de X € ultradesconexo.

Fato 3.4.11. (DOUWEN, 1993, p. 127) Parai € {1,2,3}, espacos maximais-7; sdo ultradesco-

nexos.

Corolario 3.4.12. (DOUWEN, 1993, p. 127) Espagos maximais-regulares sdo extremamente

desconexos e, portanto, zero-dimensionais.

Teorema 3.4.13. (DOUWEN, 1993, p. 127) Um espaco é maximal-regular se, e somente se, €

regular e ultradesconexo.

Teorema 3.4.14. (DOUWEN, 1993, p. 130) Se (X, 7) é um espago topoldgico sem pontos

1solados, entdo X é maximal se, e somente se, X € ultradesconexo e nodec.

Proposicao 3.4.15. Todo espaco topoldgico maximal-regular que ndo é maximal, ndo € maximal

com respeito a familia dos seus subconjuntos densos.

Demonstracdo. Seja (X, 7T) um espaco topologico maximal-regular que ndo é maximal. Pelo
Teorema 3.4.13, X € regular e ultradesconexo. Como X ndo € maximal, segue do Teorema 3.4.14
que X nao € nodec. Finalmente, pelo Teorema 3.4.8 temos que X ndo é maximal com respeito a

familia dos seus subconjuntos densos. [

Exemplo 3.4.16. Pelo Exemplo 1.9 em (DOUWEN, 1993, p. 127) temos que existe um espago
maximal-regular que ndo € maximal. Assim, pela Proposi¢do 3.4.15, temos que esse espaco
€ extremamente desconexo mas niao é maximal com respeito a familia dos seus subconjuntos

densos.

3.5 Com respeito a familia dos subconjuntos conexos

Seja (X,7) um espago topoldgico. Dizemos que 7 é uma topologia conexa maximal
ou que X € um espago conexo maximal, se T € um elemento maximal no conjunto de todas
as topologias conexas sobre X. As topologias conexas maximais foram estudadas por Thomas

(1968). Neste trabalho mostra-se que todo espaco conexo maximal é Tj e que existem espagos
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conexos maximais 77. Mais adiante no ano de 1978 , Guthrie, Stone e Wage (1978) descobriram
uma extensdo conexa maximal para a reta real R, mas foi no ano de 1988 que Clark e Schneider

(1988) deram uma caracterizagdo completa para os espagos conexos maximais.

Nesta secdo estuda-se os espacos topoldgicos (X, T) que sdo maximais com respeito a

familia de todos os seus subconjuntos conexos segundo a Definicao 2.2.6.

Uma das principais dificuldades no estudo dos espacos topoldgicos maximais com
respeito a familia de todos os seus subconjuntos conexos € o fato de ndo se poder usar métodos
andlogos aos utilizados anteriormente para a familia dos subconjuntos discretos, a familia das
sequéncias convergentes e a familia dos subconjuntos compactos pois o comportamento da

familia de todos os subconjuntos conexos €, em certo sentido, diferente.

Por exemplo, o estudo da maximalidade com respeito a familia de todos os subconjun-
tos discretos € feito considerando a propriedade P de ser um subconjunto discreto, mas pela
Observagdo 2.2.7, podemos fazer esse estudo com a propriedade Q de ndo ser um subconjunto
discreto, isto é, Q € a negacdo de P que denotaremos como Q = —P. Assim, foi observado que

essa propriedade Q satisfaz o seguinte:

e Para todo espago topoldgico (X, 7), se F é um subconjunto ndo fechado de X tal que
para todo D C F, com D que ndo satisfaz a propriedade Q no espago (X, T) e, para todo
x € F\ F, temos que DU {x} também ndo satisfaz a propriedade Q no espacgo (X, 1),
entdo os espagos topoldgicos (X,7) e (X,[tU{X \ F}]) possuem a mesma familia de

subconjuntos que satisfazem a propriedade Q.

Analogamente, escolhendo a propriedade adequada Q, chegamos num resultado similar
no estudo da maximalidade com respeito a familia de todas sequéncias convergentes e de todos

0s subconjuntos compactos.

Por outro lado, no estudo da maximalidade com respeito a familia de todos os subconjun-
tos conexos, ocorre de maneira diferente, pois o estudo dessa familia é feito com a propriedade

Q de ser um subconjunto conexo e vale o seguinte resultado:

Afirmacao 3.5.1. Existem um espaco topoldgico conexo (X, 7) e um subconjunto ndo fechado
F, tais que para todo H C F, H ndo conexo no espaco (X, ), e para todo G C F\ F, G # 0,
temos que H UG também ndo € conexo em (X, 7), mas os espacos (X,7) e (X,[tU{X\F}])

nao possuem a mesma familia de subconjuntos conexos.

Para fazer a prova da Afirmacdo 3.5.1 vamos precisar da seguinte definicdo e fatos

extraidos do livro General Topology de Engelking (1989):

Definicio 3.5.2. Sejam (X, T) um espaco topolégico e A, B C X. Dizemos que os conjuntos A, B
sdo separados se ANB=ANB = 0.
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Fato 3.5.3. Seja C um subespaco conexo de um espaco topolégico X, entdo para todo par de
subconjuntos separados X1, X, de X, tal que C C (X; UX>), temos que C C X ou C C Xj.

Fato 3.5.4. Se a familia {Cy }qp de subespagos conexos de um espago topoldgico X tem

interse¢do ndo vazia, entdo a uniao Uy gCy € um subespago conexo.

Fato 3.5.5. Se um subespaco C de um espaco topoldgico X € conexo, entdo para todo subespacgo
A de X, tal que C C A C C, é conexo.

Demonstragdo da Afirmagdo 3.5.1. Considere o subconjunto de R?, T = (Qn (0,1)) x {0},
onde Q sdo os nimeros racionais, como Q é enumeravel escrevemos 7' = {(x,,0) : n < @}.
Para todo n < @, o conjunto L, = {x, } X [nl?, 1] e, entdo F = Uy,<L,. Finalmente considere

X = ((0,1) x (—=1,0)) UT UF como subespago de R?, entio:

1!

X = ((0,1)x (~1,0))UTUF

e X é conexo. De fato, sejam U,V abertos em R? tais que X = (U NX)U(VNX). Como
o2

(0,1) x (—1,0) é conexo em R? e T C (0,1) x (—1,0) , segue pelo Fato 3.5.5, que

(0,1) x (=1,0) UT é conexo em R?. Agora, como (0,1) x (—1,0)UT estd contido em

X que é um subespago de R?, temos que (0,1) x (—1,0) UT é um subespaco conexo

de X. Como os conjuntos (UNX),(VNX) sdo separados em X, segue do Fato 3.5.3
que (0,1) x (=1,0)0UT C (UNX) ou (0,1)x (=1,00UT C (VNX). Sem perda de
generalidade podemos supor que (0,1) x (—1,0)UT C (UNX).

Suponhamos que VN X # 0. Entdo VN F # 0 e existe N < o tal que VN Ly # 0. Como

Ly é conexo em RZ e Ly C X, temos que Ly CVNX esegue que Ly CV.Como Ly é
compacto e V é um aberto de R?, existe € > 0 tal que (xy — €, xy + &) X [ﬁ, 1] cV.
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Por outro lado, (xy,0) € U e, como U é um aberto de R?, existem &;,5, > 0 tais que
(xy — 01,48+ 01) X (—82,8,) CU. Se 6 =min{g, §;,0,} temos que (xy — 0,xy + 0) X
(—6,0) C U. Como o conjunto QN (xy — 6,xy + 0) € infinito, existe | <M < o tal que
xm € (xv—0,xv+0) e 1/M < 6. Assim:

1
M+1’

1]>ﬂ((xN—9,xN—|—9)><(—9,6)> ={xu} x| 0)CF

(LM = {XM} X [Mi_l,

portanto Ly N (U NX) # 0. Como Ly C X e Ly é um subconjunto conexo de R?, temos
que Ly é conexo em X. Assim, pelo Fato 3.5.3, Ly; C (U NX). Por outro lado:

(LM: () x [Mil,l]) n <(xN—8,xN+8) « [Nil,l]) 40

assim Ly N (VN X) # 0 o que é absurdo pois, por hipétese, os conjuntos (UNX) e (VNX)
sdo disjuntos. Portanto VN X =0 e, como U,V foram tomados arbitrarios, segue que X é

Cconexo.

e F\F=(Qn(0,1)) x {0}. Como (0,1) x (—1,0) é um conjunto aberto em R?, (0, 1) x
(—1,0) C X, temos que (0,1) x (—1,0) é aberto em X. Como F N <(0, 1) x (—1,0)> =0,

temos que (0,1) x (—1,0) C X \ F e, portanto, F \ F C <(@ﬂ (0,1)) x {0})

Mostremos agora que (QN(0,1)) x {0} C F\ F. Sejam (x,,0) € (QN(0,1)) x {0} e
W um aberto em R? tal que (x,,0) € W. Entdo existem &,8 > 0 tais que (x, — €,x, +
€) x (—6,8) CW.Como QN (x, — &,x, + €) é infinito, podemos escolher ¢ < w tal que
1/q < 6 ex, € (x, —€,x,+ €), portanto:

1 1
(L= G0 ¢ [ 1) PG5~ ety ) % (-3,8)) = 1} X [7.8) 20,
segue que WNF # 0. Como (x,,0) e W sdo arbitrérios, temos que (QN(0,1)) x {0} C F.

e (X,[tU{X\ F}]) é desconexo pois como (0,1) x (0,1) é um aberto em R? e como F =
((0,1) x (0,1))NX temos que F é aberto em X. Assim temos a separacdo X = (X \ F) UF.

e SejamGC F\F,G#0eH CF,H #0.Se H ¢ Lk para algum K < @, existem M,N < ®
distintos tais que H N Ly # 0 e HN Ly # 0. Como xy,xys sdo distintos, podemos supor
que xy < xy7 € entdo escolhemos um nimero irracional ¢, tal que xy <t < xp;. Considere
os abertos em R? U = {(x,y) € R?: x <t} e V = {(x,y) € R? : x > t}. Entdo Ly C U,
LyCV e GUH=(UN(GUH))UJ(VN(GUH)). Portanto GUH ¢é desconexo.

Se H C Lk para algum K < ®, podemos escolher 0 < € < 1/K e temos os abertos disjuntos
emR?2O0={(x,y) ER?:y>¢e}eW={(x,y) ER?>:y<e}. Assim, HCO,GCWe
GUH = (ON(GUH))U(WN(GUH)) = GUH. Ou seja GUH é desconexo. Assim,
temos que GUH é sempre desconexo em X e, como G,H foram tomados de forma

arbitréria, o resultado segue.
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]

Afirmacao 3.5.6. A reta real R ndo € maximal com respeito a familia dos seus subconjuntos

conexos.

Demonstracdo. Seja T a topologia usual de R e considere o conjunto F = {1/(n+1) : n < ©}.
Entdo F ndo € fechado, pois F \ F = {0}. Assim A =R\ F ¢ 7 e, portanto, T estd estritamente
contida em o = [TU{A}|. Queremos mostrar agora que os espacos (R, 7) e (R, 0) tém a mesma
familia de subconjuntos conexos. Pela Observacao 2.2.10, basta mostrar que todo subconjunto

conexo de (X, 7) é também um subconjunto conexo de (R, o).

De fato, considere T um subconjunto conexo de (X, 7). Como A\ A= {0},se 0¢ T
segue da Proposi¢do 2.2.3 que T é um subconjunto conexo em (R, ¢). Por outro lado, como
0s unicos subconjuntos conexos de R sdo os intervalos, temos que 7 € um intervalo e assim
T N(eo",0] e TN[0,o0") sdo também intervalos e, portanto, conexos em R pois sdo a intersegio

de intervalos.

Agoracomo TN (eo™,0]N(R\A) =T N (o™ ,0]NF = 0 segue que
TN(eo™,0]NTN(ec",0lNF =0CF e, como TN (eo",0] é um intervalo e, portanto, conexo

em IR, segue da Proposi¢do 2.2.3 que T N (o™, 0] é conexo em (R, 6). Assim, se TN (0,007) =0

temos que 7' =T N (e=,0] é conexo em (R, o).

Considere o caso TN (0,00") # 0. Como T N [0,%") é um intervalo e 0 € T N[0,7"),
existe b € R, b > 0 tal que (0,0) C TN (0,07). SejaW € 6 = [tU{A}] tal que 0 € W. Pela
Proposicédo 2.2.3 podemos escrever W = U U (VNA), onde U,V € 7. Se 0 € U, existe € > 0 tal
que (0,€) CU. Assim, (0,€)N(0,b) CUN(TN(0,7)) e segue que UN (T N(0,007)) #£ 0, pois
(0,€)N(0,b) = (0,a), onde a =min{e,b}. Se 0 € VNA, temos que 0 € V. Assim existe 0 < § <
btal que (0,8) CV e, como (0,8) C TN (0,007 ), temos que (0,6)NA C (VNA)N <Tﬂ (O,oo*)).

Mas (0,0)NA=(0,6)\{1/(n+1):n < w}, portanto (VNA)N (Tﬂ (O,oo*)) # (. Assim, em
qualquer caso, temos que W N (TN (0,007)) £ @ e como W foi tomado arbitririo em o, temos que
0¢e WG. Como T N (0,007) € conexo em R, pois € um intervalo, e como 0 ¢ 7' N (0,00™)
segue da Proposi¢@o 2.2.3 que 7N (0,007) é conexo em (R, ¢). Assim, do Fato 3.5.5, TN [0,™")
é um subconjunto conexo em (R, o). Agora, como T = (T N (o™ ,0]) U(T N[0,07)) é a unido
de dois subconjuntos conexos em (R, o) e que tem um ponto em comum, segue do Fato 3.5.4,

que T é conexo em (R, o). O

Proposicao 3.5.7. Sejam (X, 7) um espaco topoldgico 71 e D C X discreto. Entdo o espaco

(X,[trU{X\ D}]) tem a mesma familia de subconjuntos conexos que (X, 7).

Demonstragcdo. Se D for fechado, temos que X \ D € 7, logo 7 = [tU{X \ D}] e o resultado
segue. Se D ndo € fechado, segue da Observagdo 2.2.10 que € suficiente provar que todo
subconjunto conexo em (X, T) é também um subconjunto conexo em (X, o), onde o = [TU{A}]
eA=X\D.
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De fato, seja K um subconjunto conexo de (X, 7). Se K for um conjunto unitério K = {k}
ou K = 0, segue imediatamente que K é conexo em (X, o). Seja K um subconjunto com mais
do que um elemento e suponhamos que K é desconexo em (X, ¢ ). Entdo existem L, E € o tais
que LNK#0,ENK #0 e K= (LNK)U(ENK). Pela Proposi¢ao 2.2.3, podemos escrever
L=UU(VNA)e E=0U(WNA),ondeU,V,0,W € 7. Como (LNK) e (ENK) sdo disjuntos,
temos que (LNE)NK = 0, ou seja:

(LﬂE)ﬂK: ((UﬂO)U(UﬂWﬂA)U(VﬂAﬂO)U(VﬂWﬂA))ﬂKz@.
Portanto:
(UNO)NK = (UﬂWﬂA)ﬂK: (OHVﬂA)ﬂK: (VAWNA)NK =0.

Se (UNW)NK=(0NV)NK=(VNW)NK =0, temos que (UUV)N(OUW)NK = 0. Note
que LC (UUV), EC (OUW), portanto K = (UUV)NK U (OUW)NK com (UUV)NK #£0
e (OUW)NK # 0. Logo K é desconexo em (X, T), o que é absurdo. Entdao UNW NK # 0 ou
ONVAK#0 ou VAWNK # 0.

Suponhamos que VAW NK # 0. Como (VNWNA)NK =0e A =X\D, temos que
VNAWNK CD.Escolhaye VAWNK.Comoy € D, existeY € ttalqueyeY e Y ND = {y}.
Considere VNWNY € 7. Entdo (VNWNY)NK CYND={y}.Ouseja, (VAWNY)NK = {y}
e, portanto, K = (X \ {y})NK U (VNWNY)NK. Como (X \ {y}) NK # 0 pois K ndo ¢ unitario,

segue que K é desconexo em (X, T) o que é absurdo.

Analogamente chegamos num absurdo se UNWNK # 0 ou ONVNK # 0. [

Corolario 3.5.8. Seja (X, 7) um espago topoldgico 7. Se X contém um subconjunto discreto

ndo fechado, entdo (X, 7) ndo é maximal com respeito a familia dos seus subconjuntos conexos.
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CAPITULO

APLICACOES E RESULTADOS ADICIONAIS

Neste capitulo sdo apresentados alguns resultados obtidos a partir das técnicas usadas no

estudo da maximalidade com respeito a familia dos subconjuntos discretos.

4.1 Conjuntos discretos e espacos k-linearmente de Lin-
delof

Sejam (X, T) um espaco topoldgico e k um cardinal infinito. Dizemos que X é linear-
mente de Lindelof se toda cobertura aberta de X e linearmente ordenada pela inclusao, admite
subcobertura de tamanho menor que k. Nesta se¢do apresenta-se uma caracterizacao para os
espacos k-linearmente de Lindelof via conjuntos discretos. Para isto precisa-se primeiro de

algumas ferramentas.

Definicio 4.1.1. Sejam (X, 7) um espago topoldgico, B um ordinal e {Ay : @ < B} uma familia
de subconjuntos discretos e ndo vazios de X. Dizemos que {Aq : @ < B} é uma cadeia discreta
de comprimento f3 se, para todo 0 < ¥ < f3, temos que Ay C (Ng<yAg ). Dizemos também que a

cadeia {Aq : a0 < B} colapsa se ﬂa<ﬁAfx- =0.

Observacio 4.1.2. Sejam (X, ) um espago topoldgico 77 e A um subconjunto discreto. Entdo o
conjunto A+ é fechado. De fato, pela Observacio 3.1.9 temos que A UA = A. Entio, se A" nio
¢ fechado, temos que IF\AL C A.Assimse, x € E\AL, temos que x € A e, portanto, existe um
aberto U, tal que x € U e UNA = {x}. Como x € AL temos que U NAL # 0. Note que U \ {x} é
aberto pois X é Ty. Assim, U \ {x} é um aberto tal que (U \ {x})NA#0e (U\{x})NA=00

que € absurdo.

Defini¢iio 4.1.3. Se X ¢ um conjunto e {Fy } g € uma familia de subconjuntos de X, dizemos
que {Fy}o<p € decrescente se, Fy 2 Fp para @ < 6 < f3. Analogamente definimos {Fy }4<p
crescente se, F, C Fg para a < 0 < f3.
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Lema 4.1.4. Sejam (X, 7) um espago topolégico T} e {Aq : & < B} uma cadeia discreta. Sdo

vélidas as seguintes afirmagdes:

1. {AL ) oe p € uma familia decrescente de conjuntos fechados.

2. B <|Ag|", onde |Ag|T é o cardinal sucessor de |Ay|.

Demonstragao. 1. Pela Observacio 4.1.2 temos que os Ag’s sio fechados. Mostremos que
oS A(Jx-’s estdo encaixados. Sejam, &, 0p < f3 tais que 0o < 0. Como Ay, C (ﬁa<a2Afx-) e
(Na<a,Ag) é fechado, pois € intersegdo de conjuntos fechados, temos Ay, C (Ng<o, Ag)-
Assim, pela Observagdo 3.1.9, temos que Ag, UAg, C (Ng<a, Ay ). Como Ag, NAg, =0,
segue que Aé;z - (ﬂa<a2Afx-). Por outro lado, (ﬂa<a2Aé;) C A(Jx-l, pois o < . Entdo

1 1
AOQ g AOC[ *

2. Mostremos primeiro que 0s Ay’s sdo disjuntos. De fato sejam o, 0 < 3, tais que o < .
Como os Ag’s estdo encaixados, A(J);1 D Afx-z e como Ag, ﬂAfx-l =0e Ay C Aé;2 C A(JX-I,

temos que Ay, NAg, = 0.

Mostremos agora que 3 < |Ay | T, onde |Ay | é o cardinal sucessor de |Aj |. Suponhamos

que B > |Ag|T. Como os Ay’s sdo disjuntos, temos que:

UAe|= ) Aal> Ao ™.

oa<pf a<p

Por outro lado, pela defini¢do de cadeia discreta, temos que Ay C (ﬂy<aA¢) C Aé, para
todo & < B.Logo UggAq C Ay eassim |Ay| > |Ugp Aa| > |Ag|T. Mas isso € absurdo
pois Ay | < |Ag|*.

]

Corolario 4.1.5. Sejam (X, 7) um espaco topoldgico 77 e {Ay : & < B} uma cadeia discreta em

X.Entdo {Aq : @ < B} estd contida numa cadeia de comprimento menor que |Ay | ™ que colapsa.

Demonstragdo. Pelo Lema 4.1.4 temos que < |Ag|", assim se {Aq : @ < B} colapsa o
resultado segue. Se {A : & < B} ndo colapsa, temos que Na<p Aé = () e assim podemos escolher
um subconjunto discreto e néo vazio Ag C (Ng<p A}). Se Az = 0 temos que ﬂa<ﬁ+1Afi =0e,
portanto, {Ay : & < 4 1} é a cadeia procurada. Suponhamos que Aé # 0, como Ngp A é
fechado, pois € intersecao de fechados, temos A_ﬁ C (Nge B A}). Agora, pela Observacio 3.1.9,
Aﬁ C (Ng<p A}). Assim, podemos escolher um subconjunto discreto e nio vazio A1 C Aé.
Como (ﬁa<ﬁ+1A(Jx-) = Aé, segue que {Ag : o < B+ 1} é uma cadeia discreta que contém
{Aq : o0 < B}. Podemos assim continuar o processo até um ordinal 6 < Ay |T, tal que a cadeia

{Aq : o0 < 8} colapsa. O
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Proposi¢ao 4.1.6. Sejam (X, ) um espago topoldgico e {Fy } 4 uma familia decrescente de
conjuntos fechados. Se M C X é tal que M N Fy, # 0 para todo o < f3, vale um dos seguintes

Casos:

1. MNFy C (Ng<p Fa) para algum o < fB.
2. (Ng<pFa) M #0.

3. Existe um discreto bem ordenado D = {dy : o0 < ¢}, com cof ¢ =cof B, talque DC M e

4. Existe um discreto A C M eum a < f, tal que A+ D (Fy\ (Ng<pFa)) M.

Demonstragdo. Considere o conjunto [ = {a < B : (Fy \ Fut+1) "M # 0}. Se I ndo é cofinal
em f3, temos que existe & < fB tal que para todo @ < o < B temos que (Fy \ Fy+1) "M = 0.
Mas M N Fy # 0 para todo o < 3. Entdo M N Fy, C Fy paratodo o < o < B e como a familia

{Fo}q<p € decrescente temos que M N Fy C (Ng<g Fi) € estamos no caso 1.

Suponhamos que / € cofinal em f3. Escreva I = {a;s : 6 < ¥} e escolha xq, € Fy,. Para

todo 0 < 0 < 7, consideramos o seguinte conjunto:
M;s = {r, L S<n <7, [Fa5\<FanU{xal 1< 5}L)] ﬂM#@}
Se Mg # 0 existe n* = minMg e podemos escolher:

Xog5 € [Faa \ (F“n* U{xg 1< 5}L>} nM

Se M5 # 0 para todo § < 7, temos um discreto bem ordenado A = {x¢; : 6 < 7} tal
que A C M e o conjunto {cts : 6 < ¥} € cofinal em B e xq; € Fy, para todo 6 < y. Assim
se considerarmos os conjuntos Ap = {xq; : p < 6 < 7}, temos que A, C Fy, N M para todo
p <7Yy.AssimAp C Fo,, Ap C M, logo Ap C Fg,, Ap C M e como Fo, = Fo,, pois F, é
fechado, temos que A, C Fy, N M, para todo p < . Portanto A, C F, N M, para todo p <7,
logo Np<yAp C (Mp<yFa,) NM. Como o conjunto {a, : p < Y} € cofinal em 3, temos que
(Np<yFa,) = (Ng<p Fa), pois a familia {Fy } g € decrescente. Assim Np<yAp C (Ngep For) N
Me, portanto se ﬂp<7,A_p = () estamos no caso 2 e, se (ﬂp<,,A_p) = () estamos no caso 3.

Por outro lado, se Mg = @ para algum 0 < § < ¥, temos que:
[Faa \ (Fan Ufg 1< 5}L)] NM=0
Portanto Fyy "M C Fy, U{xq, :1 < 8}, para todo § < n < ¥. Logo

Foy MM C (Ns<n<yFay) U{xg i 1< s}t 4.1)
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Como o conjunto {0t : 6 <1 < Y} € cofinal em B e a familia {Fy } . € decrescente, temos

que (Ns<n<yFa,) = (Ng<p Fa). Assim pela equagdo 4.1 temos que
Fa5 ﬂM\ (ma<ﬁ Fa) C {Xal < S}L

Portanto (Fy; \ (Ng<p Fa)) "M C {xq, : 1 < 8} e como o conjunto A = {xg, : 1 < §} ¢ discreto

por constru¢do, estamos no caso 4. O]

Definicio 4.1.7. Sejam (X, T) um espaco topolégico e k¥ um cardinal infinito. Dizemos que X é
k-linearmente Lindel6f se toda cobertura aberta de X, linearmente ordenada pela inclusdo, tem

uma subcobertura de cardinalidade menor que K.

No sentido da Defini¢ao 4.1.7, os espacos topoldgicos linearmente de Lindel6f sdo os
espacos X -linearmente de Lindelof e os espacos compactos sdo os espacos Xg-linearmente de
Lindelof.

Lema 4.1.8. Sejam (X, 7) um espaco topoldgico e k um cardinal infinito. Entdo o espaco X é
k-linearmente Lindelof se, e somente se, para toda familia decrescente de conjuntos fechados

{Fo}a<p> com cof B > K, tém intersegdo ndo vazia.

Demonstragdo. (=) Seja {Fq}qp uma familia decrescente de conjuntos fechados, tal que
cof B > k. Suponhamos que Mg g Fr = 0. Considere uma sequéncia {ap : p < cof B} cofinal em
B. Como a familia {Fy } o € decrescente temos que Ny <corp For, = Ny p For = 0. Assim, sem
perda de generalidade, podemos supor que 3 = cof B > k. Considere os abertos Uy = X \ Fg,
para todo a < f. Entdo {Ug}q- g € uma cobertura aberta de X linearmente ordenada pela
inclusdo. De fato se x € X e x ¢ Uy, para todo a < 3, entdo x € Fy para todo o < 3, logo
X € Ng<p Fo, absurdo. Como X € k-linearmente Lindel6f temos que existe uma subcobertura
{Uaq, }p<p, de tamanho menor que k. Entdo Npg Fy, =0 € 6 < k < cof 5. Assim a sequéncia
{ap : p < 6} ndo é cofinal em B e, portanto, Ny Fo, # 0, absurdo.

(<) Seja {Vj } <y uma cobertura aberta e crescente de X. Suponhamos que {Vy }n<y
ndo admite subcobertura de cardinalidade menor que k. Assim, podemos supor os Vj’s distintos.
Considere uma sequéncia {1, : p < cof i} cofinal em p. Como a familia {V, }, <, € crescente
temos que Up<cofy Vi, = Un<u Vn = X. Assim, sem perda de generalidade, podemos supor que
p = cof u > x. Considerando os conjuntos Fy =X \ Vy; temos a familia decrescente de conjuntos
fechados {Fy } n<y com cof u > k. Por outro lado Ny<y Fy = Ny (X \ Vi) =X\ (Un<u Vi)
e como Up <, Vi = X, segue Ny« Fy = 0, 0 que € absurdo por hipotese. ]

Corolario 4.1.9. Sejam (X, 7) um espaco topoldgico e k¥ um cardinal infinito. Se X ndo é

k-linearmente Lindel6f vale um dos seguintes casos:

1. Existe um discreto bem ordenado D = {dy : @ < ¢}, com cof ¢ > K tal que No<B D_p =0,
onde Dp ={dg:p << ¢}.
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2. Existe uma cadeia discreta, com a cofinalidade do comprimento maior ou igual que K, que

colapsa.

Demonstracdo. Como X nao € k-linearmente Lindelof, segue do Lema 4.1.8 que existe uma
familia decrescente de conjuntos fechados {Fy }q<p, com cof B > k, tal que Ny p Fo = 0.
Considere M = Fy, entdo M N Fy = Fy # 0, para todo @ < B. Assim estamos nas condi¢des da
Proposicdo 4.1.6 e como Ny g Fo = 0, vale um dos seguintes casos:

(a) Existe um discreto bem ordenado D = {dy : @ < ¢}, com cof ¢ = cof B, talque D C M e
mp<¢{da . p S o< ¢} :0.

(b) Existe um discreto Ag C Fp eum o < 3, tal que A& D Fiy.

Se vale (a), terminamos. Se vale (b), podemos considerar a familia decrescente de conjuntos
fechados {Fa}%§a<5 comcof {et: ap < o < B} =cof B > k. Assim, se M = Fy,, temos que
MNFy =Fy # 0, para todo oy < o < B e estamos de novo nas condi¢des da Proposigio 4.1.6.
Como a familia {Fy } 4 € decrescente, temos que N, << p Fo = Ng<p Fo = O €, portanto vale
(a) ou existe um discreto A} C Fy, eum o < oy < f3, tais que A D Fy,. Se vale (a) acabou.
Se ndo, temos que Ag,A; sdo conjuntos discretos tais que A} C Fy, C Aé e, portanto {Ap,A;} é

uma cadeia discreta.

Seja p um ordinal e suponha construida a cadeia discreta {An : 1 <}, comAy 1 C Fy,
para todo 1 < i. Logo Ap| C Fy,, pois Fy, € fechado. Pela Observagao 3.1.9, A#H C Foys
para todo 1 < u. Assim, Np<y A#H C (Np<p Fi ). Agora, pelo Lema 4.1.4, temos que a familia

{A#}nw ¢ decrescente. Logo Ny A mn<uA# e, portanto, ﬂn<“A# C (Mn<p Foy)- Se

L _
n+1 =
o conjunto {o : 1 < p} € cofinal em f3, temos que cof 4 = cof f§ e, como a familia {Fy } o €
decrescente, temos que MNy<pFo, = Ng<pg Fo = 0. Portanto, Ny<y A# C (Ng<p Fy) e segue que

mn<uA# = 0. Assim, {Ay : 1 < p} é uma cadeia discreta com cof u = cof B > K que colapsa.

Se o conjunto {ay : 1 < u} ndo é cofinal em B, temos que sup{ oy, : N < u} < B. Es-
crevendo 0y, = sup {0y : 1 < W} temos que Ny<y Fo,, D Fy,, pois a familia {Fy } . € decres-
cente. Assim Ny < “A# D Fy, e temos a familia decrescente de conjuntos fechados { Fg,, } oy <a<ps
com cof{or: oy < @ < B} =coff > k. Se M = Fy,, temos que M NFy = Fy # 0, para todo
oy < a < B e assim estamos nas condi¢des da Proposigdo 4.1.6. Portanto vale (@) ou existem um
discreto Ay C Fp,, eum 0y < 041 < B, tais que Aﬁ D Fy,,- Se vale (a) terminamos. Se ndo,
{An :m <+ 1} € uma cadeia discreta, pois Ay C Fg, C (ﬂn<”Aﬁ). Como {Faty,, <a<p
¢ uma familia decrescente de conjuntos fechados com cof {o : 0y 1 < & < B} = cof B, pode-
mos continuar o processo. Se ndo vale (a) em cada iteracdo do processo, podemos construir
uma cadeia discreta {Ay : 7 < u*}, tal que o conjunto {0 : 7 < p*} é cofinal em f3 e assim
cof u* = cof f > k e Ny<pFo, = Ng<p Fa = 0. Como ﬂn<u*A# C (ﬂn<u*Fan) segue que
mn<u*A# =0, ou seja a cadeia discreta {A : 7 < p*} colapsa. [
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Teorema 4.1.10. Sejam (X, 7) um espaco topoldgico 77 e k um cardinal infinito. Entdo X é
k-linearmente Lindelof se, e somente se, toda cadeia discreta com a cofinalidade do comprimento
maior ou igual que K, essa cadeia ndo colapsa e para todo subconjunto discreto e bem ordenado
D={dy:0< ¢}, comcof > K temos que Ny Dp # 0, onde Dy = {dg: p < 0t < ¢}.

Demonstragdo. (=) Seja {Ay : 1 < 1} uma cadeia discreta em X com cof u > k. Como X é
Ty, segue do Lema 4.1.4 que {A#}n <u € uma familia decrescente de conjuntos fechados. Assim,
pelo Lema 4.1.8, temos que Ny <“A# # 0. Ou seja, a cadeia {Ay : ) <} ndo colapsa. Por outro
lado, se D = {dq : & < ¢ } é um discreto bem ordenado com cof ¢ > ke Dy ={dg:p < a < ¢}
para todo p < ¢, temos que a familia {D_p} p<¢ € uma familia decrescente de conjuntos fechados.

Como X € k-linearmente de Lindeldf, segue do Lema 4.1.8 que My g D_p =+ 0.

(<) A volta segue diretamente do Corolério 4.1.9.

4.2 Construindo uma topologia para uma familia de sub-

conjuntos discretos

Dados um conjunto X e .27 uma familia de subconjuntos de X, deseja-se construir uma
topologia ¢ sobre X, tal que a familia .« seja a familia de todos os subconjuntos discretos e
o espago (X, o) seja maximal com respeito a esta familia. Para fazer isso precisa-se primeiro

conhecer algumas caracteristicas gerais das familias de subconjuntos discretos.

Definicao 4.2.1. Sejam X um conjunto e .# uma familia de subconjuntos de X. Dizemos que .o/

¢ fechada para baixo se, para todo A € .o e para todo B C A, temos que B € 7.

Lema 4.2.2. Sejam (X, 7) um espago topoldgico e Z a familia de todos os subconjuntos discretos

de X. Entdo a familia & satisfaz as seguintes propriedades:

1. A familia & ¢é fechada para baixo.

2. SeAUB, BUC, AUC € 9,entaio AUBUC € 9.

Demonstragdo. 1. Segue diretamente da definicdo de subconjunto discreto.

2. Escolha um x € AUBUC. Sem perda de generalidade suponhamos que x € A. Como
AUB, AUC € 2, existem Ug e Uc € 7 tais que x € UgsNUc, UgsN(AUB) = {x} e
UcN(AUC) = {x}. Tomando U = Ug N Uc¢ temos que U N ((AUB)U(AUC)) = {x}, ou
sejaUN(AUBUC) = {x} e, portanto, AUBUC é discreto.

]
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Para construir a topologia desejada vamos precisar da terminologia utilizada na subsecao

3.1, mas com respeito a uma familia arbitrdria de subconjuntos.

Definiciio 4.2.3. (KURATOWSKI, 1966, p. 38) Sejam X um conjunto e .7 " : @(X) — @o(X)
uma funcdo, onde o(X) = {A: A C X} é o conjunto das partes de X. Dizemos que .7* é um
operador fecho de Kuratowski se, para todo A,B C X:

1. 7%0)=0

2. BC 7%(B)

3. T*(AUB) = T*(A)U.T*(B)
4. TH(T*(A)) = T*(A)

Observacdo 4.2.4. Se X é um conjunto e .7* : @2(X) — (X) é um operador fecho de Kura-
towski, temos que .7 * induz uma topologia no conjunto X, da seguinte forma: a familia de
todos os conjuntos fechados de X sdo .# = {A C X : 7*(A) = A} (KURATOWSKI, 1966,
p. 43). Como .7*(T*(A)) = T*(A) paratodo A C X, temos que: {7*(B):BC X} C .Z. Se
A€ .7, temos que A= .7*(A),logo A€ {T*(B) : BC X}. Assim .% = {.7"(B) : BC X}.
Se B C X, temos que o fecho de B é dado por B=\{F : F € .% ¢ F D B} i.e., a interse¢io
de todos os conjuntos fechados que o contém. Vamos ver que B = .7*(B). De fato, como
7*(B) é um fechado que contém B, temos que B C .7*(B). Por outro lado, se F € um fe-
chado que contém B temos que F = .7 *(P) para algum P C X. Entdo B C .7*(P) e, portanto,
T*(B) C T*(T*(P)) = 7*(P) (KURATOWSKI, 1966, p. 39). Assim, .7 *(B) C F e, portanto,
T*(B)CN{F:FeZeFD>B}=B8.

Defini¢do 4.2.5. Sejam X um conjunto ¢ .7 : @(X) — #£(X) uma fungdo, onde @(X) é o
conjunto das partes de X. Dizemos que 7' € um pré-operador fecho de Kuratowski se, para
todo A,B C X:

1. 7(0)=0
2. BC J(B)
3. Z(AUB)=.7(A)U.Z(B)

Lema 4.2.6. Sejam X um conjunto e .7 : (X)) — £(X) um pré-operador fecho de Kuratowski.

Entdo existe um operador fecho de Kuratowski .7 *, associado a .7, dado pelas iteragdes de .7 .

Demonstra¢do. Como B C .7 (B), para todo B C X, segue da Observagdo 3.1.11, que para todo
ordinal k, podemos definir a x-ésima iteragao de .7 sobre B como .7 *(B) = .7 (Ug<x 7 *(B)) e
para todo B C X existe um ordinal kg, tal que .7 (Ug<i, 7 *(B)) = Ug<iy -7 *(B). Assim para
todo ordinal k > kp temos que .7 *(B) = Ug<x, 7 *(B) e, como {kg : B C X} é um conjunto de
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ordinais, existe k* = sup{kp : B C X}. Logo podemos definir o operador .7* : 2(X) — g(X),
associado a .7 da seguinte forma: .7*(B) = % (B) = Ug<x, -7 *(B) para todo B C X.

Afirmacio 4.2.7. O operador .7 * é um operador fecho de Kuratowski.

Basta mostrar que .7 * satisfaz as condi¢des 1, 2, 3 e, além disso, .7 *(.7*(B)) = 7 *(B),
para todo B € @(X).

(a) Como .7 (0) = 0 temos que .7 (@) = 0 para todo ordinal k. Assim .7*(0) = T% (0) =

(b) Seja B € o(X). Pela defini¢io de .7* temos que .7*(B) = T% (B) = Ug<ry T *(B).
Como . satisfaz a condigdo 2, temos que B C (U<, -7 *(B)) e portanto B C .7 *(B).

(c) Sejam A, B € @(X). Pela propriedade 3 temos que .7 (AUB) = .7 (A) U .7 (B). Seja Kk um
ordinal e suponhamos que .7 *(AUB) = .7 %(A) U .7 %(B), para todo a < k. Entao:

TX(AUB) =7 (Ug<x T *(AUB))
T (Ua<x T74(A)UT%(B))
(UOC<K<7.O‘(A) U U(X<K't7.a(B))
=T (Ua<xT*(A)) U T (Ua<x T *(B))
= T5(A)UT*(B)
Assim, por indugdo transfinita, temos que .7 *(AUB) = .7 *(A)U .7 ¥(B), para todo ordinal
k. Como 7*(AUB) = ¥ (AUB), T*(A) = F% (A) e T*(B) = 7% (B), temos que:

T*(AUB) = 7 (AUB) = X (A)UZX (B) = T*(A)UT*(B)

(d) Seja A € @(X), como T*(A) = T* (A) = Ug<x, 7 *(A), segue da definicio de K4
que 7 (T*(A)) = T*(A). Logo, T*(T*(A)) = T*(A) para todo ordinal x. Assim
THT*(A) = T(T*(4)) = T*(A).

Assim .7* é um operador fecho de Kuratowski. ]

Definicao 4.2.8. Sejam X um conjunto e .« uma familia de subconjuntos de X. Para cada B C X,

o conjunto ortogonal de B com respeito a familia .7 é dado por:
B(e/)t ={xe(X\B): JAc o/, A#0,ACB, AU{x} ¢ o/}.

Podemos também definir o operador .27 : @(X) — (X), como sendo .7 (B) = BUB(/)" para
todo B € @o(X).

Lema 4.2.9. Sejam X um conjunto e ./ uma familia de subconjuntos de X tais que a familia .o/

satisfaz as seguintes condi¢des:

1. o € fechada para baixo.
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2. SeAUB,BUC,AUC € &7, entaio AUBUC € &/
Entdo o operador .« : g2(X) — (X)), da Defini¢éo 4.2.8 é um pré-operador fecho de Kuratowski.

Demonstragdo. As condigdes .7 (0) =0 e B C o/ (B) para todo B € &(X), seguem diretamente
da defini¢do de <. Mostraremos que </ (AUB) = &/ (A) U <7 (B), para todo A,B C X. Sejam
A,BCX.Sex€ (AUB)(#/)", temos que x € X \ (AUB) e existe D € .« tal que D C (AUB) e
DU{x} ¢ o/. Considere os conjuntos (DNA),(DNB) e {x} tais que

DU{x}=((DNA)U{x})U((DNB)U{x})U((DNA)U(DNB)).

Como D = (DNA)U(DNA), segue da Condigdo 2 que (DNA)U{x} ¢ o/ ou (DNB)U{x} ¢ .
Assim, x € A(«/)* ou x € B(«/)* e, portanto, (AUB) (/) C A(«/)* UB(«/)*. Logo

A (AUB) = (AUB)U(AUB)()* C (AUA(#/)*)U(BUB(«/)") = o/ (A)U o/ (B)

Por outro lado, se x € &7 (A), temos que x € A ou x € A(2Z)*. Se x € A, temos que x € (AUB)
e portanto x € </ (AUB). Se x € A(27)*, temos que x € X \ A e existe D € o/, D C A, tal
que DU{x} ¢ /. Se x ¢ (AUB)(«/)", segue da Defini¢do 4.2.8 que DU {x} C (AUB) e
portanto x € B, logo x € &7 (AUB). Assim, <7 (A) C </(AUB). Analogamente mostra-se que
o/ (B) C o/ (AUB),logo o/ (A)U.<Z (B) C &/ (AUB) e segue que a condi¢@o (c) é verdadeira. [

Proposicao 4.2.10. Sejam X um conjunto e </ uma familia de subconjuntos de X, tais que a

familia 7 satisfaz as seguintes condigdes:

1. o ¢é fechada para baixo.
2. SeAUB,BUC,AUC € &7, entaio AUBUC € &/ .

3.Se!' BCX eVbeB, b¢¢ (B\{b}) ()", entio B <€ o

Entdo existe uma topologia 7., sobre X tal que o espago (X, T,/ ) é fracamente discretamente

gerado e o7 € a familia de todos os seus subconjuntos discretos.

Demonstracdo. Pelo Lema 4.2.9, temos que o operador <7 : f9(X) — (X ) da Defini¢do 4.2.8
€ um pré-operador fecho de Kuratowski. Assim, pelo Lema 4.2.6, existe um operador de
Kuratowski associado 7™ : @(X) — #(X). Portanto, pela Observagdo 4.2.4, temos que .o7*
induz uma topologia 7., sobre X que podemos escrever como 7,y = {X \ &/*(B) : BC X} e tal
que B™ = o/*(B) paratodo B C X.

Seja Z a familia de todos os subconjuntos discretos do espaco (X, T,/ ). Queremos provar
que Z = </ . De fato:

' Definigio 4.2.8
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o (/ CP)SejaAc o/ excA. SexcA\{x} “ temos que existe A’ C A\ {x} com A’ € o7
tal que A’ U{x} ¢ 7. Mas A’ U{x} C A e o7 é fechada para baixo, entdo A’ U {x} € &, 0

que € absurdo.

o (7 C ) Sejam D € ¥ e d € D. Como D é discreto, d ¢ D\{d}w = o/*(D\ {d}).
Note que &/*(D\ {d}) > /(D \{d}). Como o/ (D\{d}) = (D\ {d}) U(D\{d})(«/)",
temos que d ¢ (D \ {d})(2/)" e, por hipétese, D € 7 .

Finalmente para ver que (X, 7.) é fracamente discretamente gerado, considere um sub-
conjunto ndo fechado F C X .Entdo «/*(F) # F e em particular <7 (F) # F. Portanto F (2/)* # 0.
Entdo existe A € &/, A CF e x€ X\ F talque AU{x} ¢ /. Assim A é um subconjunto discreto

e AU {x} ndo ¢ discreto, portanto x € A . O

Teorema 4.2.11. Seja (X, 7) um espago topoldgico e Z a familia de todos os seus subconjuntos

discretos. Entdo X € fracamente discretamente gerado se, e somente se, T = Tg.

Demonstracdo. Seja (X,7) um espaco fracamente discretamente gerado. Pelo Lema 4.2.2 ¢ a
Observacao 3.1.9, a familia Z satisfaz as condic¢des 1,2 e 3 da Proposi¢@o 4.2.10. Entdo podemos
construir a topologia T4 para X tal que Z € a familia dos subconjuntos discretos do espaco
fracamente discretamente gerado (X,74). Assim, pela Proposi¢do 3.1.3, é suficiente mostrar
que T C Tg. De fato, se U € 7, entdo F = X \ U € fechado em (X, 7). Assim, paracadaA € ¥
com A C F e para cada x € X \ F temos que AU {x} € 2. Desta forma, temos F (/) = 0, logo
o/ (F)=F e, portanto &/*(F) = F. AssimF € %4 ¢ X\F =U € 14.

Por outro lado se T = 74, segue da Proposi¢do 4.2.10, que o espaco (X, T) é fracamente

discretamente gerado. [

4.3 Sobre os subconjuntos raros

No estudo de espacos discretamente gerados, uma propriedade que aparece naturalmente
€ quando um ponto estd no fecho de algum subconjunto discreto. A partir disso, é natural

perguntar sobre o andlogo em relacao aos subconjuntos raros.

Definicao 4.3.1. (Ver por exemplo em Willard (1970)) Seja (X, 7) um espago topoldgico. Di-
zemos que X € localmente conexo se todo elemento x € X, possui uma base de vizinhangas de

conjuntos abertos e conexos.

Teorema 4.3.2. Seja (X, T) um espago topoldgico de Hausdorff, localmente conexo e sem pontos

isolados. Entdo todo ponto de X estd no fecho de um subconjunto raro que ndo contém o ponto.

Demonstragdo. Sejax € X.Como X € localmente conexo, podemos escolher um conjunto aberto
e conexo W que contém x. Como X nao tém pontos isolados, podemos escolher yo € W tal que

yo # x. Como X é Hausdorff, existe um conjunto aberto Vo C W tal que yp € Vp € x & V.
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Seja B > 0 um ordinal arbitrario e suponha ja construidos os V,,’s para cada o < . Se
x ¢ UggVa, podemos escolher yg € W\ Uy gV tal que yg # x, e um conjunto aberto Vj tal
que yg € Vg C W\ UygVa € x ¢ V. Assim podemos continuar o processo até um ordinal k
tal que x € Ug<xVe \ Ua<xVa-

Consideremos a seguinte colegio de conjuntos: Ay = (Vi \ Vi), para cada @ < k. Temos

os seguintes resultados:

Fato 4.3.3. Ay # 0 para todo o < K.

Suponhamos que Ag = (Vi \ Vo) "W = 0 para algum a < k. Como V, C W temos
que Vo NW = V. Portanto V,, é um conjunto aberto e fechado em W e como x ¢ Vg D Vg, segue

que @ # Vo # W, mas isso é um absurdo pois W é conexo.

Fato 4.3.4. Se A = Uy Aq, entdo para cada o < K, temos que ANVy =0.

Vamos supor que A NV, # 0 para algum o < k. Como V,, é um conjunto aberto, segue
que ANVy # 0. Assim existe um f§ < « tal que (Vg \ Vg) NVy # 0, entdo B # o e, como Vg é
um conjunto aberto, Vo, NV # 0. Mas isso € absurdo, pois pela construgéo dos Vp’s temos que
VB NVg =0.

Fato 4.3.5. A = Uy Ay é um subconjunto raro de X tal que x € A

o o}

Suponha que A% 0. Como A é aberto e AC A, temos que A NA # (. Portanto existe um
< x tal que (V5 \ Vg)N A% 0. Como A é aberto, A NV, 0. Mas, pelo Fato 4.3.4, isso é uma
que (Vg A\ Vp B p

contradicdo. Entao A= 0, isto é, A é raro.

Sex ¢ A, temos que W (X \ A) é um conjunto aberto contendo x. Como X é localmente
conexo, existe um conjunto aberto e conexo E C W N (X \ A) contendo x. Como x € Ug<«Va,
temos que E N (Ug<xVey) # 0 €, portanto, existe um & < k tal que ENVy # 0. Como ENA = 0,
temos que EN (Vg \ V) = 0. Logo ENVy = ENVy e assim E NV, é aberto e fechado em E.

Como x ¢ Vg, temos que E NV, # E, mas isso é uma contradi¢io pois E é conexo. 0
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