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A minha saudosa avd, dona Rute.



Lembra-te também do teu Criador nos dias da tua mocidade, antes que venham os

maus dias, e cheguem os anos em que diras: Nao tenho prazer neles;

antes que se escurecam o sol e a luz, e a lua, e as estrelas, e tornem a vir as nuvens

depois da chuva;

no dia em que tremerem os guardas da casa, e se curvarem os homens fortes, e cessarem

os moedores, por ja serem poucos, e se escurecerem os que olham pelas janelas,

e as portas da rua se fecharem; quando for baixo o ruido da moedura, e nos levantarmos

a voz das aves, e todas as filhas da misica ficarem abatidas;

como também quando temerem o que é alto, e houver espantos no caminho; e florescer
a amendoeira, e o gafanhoto for um peso, e falhar o desejo; porque o homem se vai & sua

casa eterna, e os pranteadores andarao rodeando pela praca;

antes que se rompa a cadeia de prata, ou se quebre o copo de ouro, ou se despedace o

cantaro junto a fonte, ou se desfaca a roda junto a cisterna,
e o p6 volte para a terra como o era, e o espirito volte a Deus que o deu.
Vaidade de vaidades, diz o pregador, tudo é vaidade.

Além de ser sébio, o pregador também ensinou ao povo o conhecimento, meditando,

e estudando, e pondo em ordem muitos provérbios.

Procurou o pregador achar palavras agradaveis, e escreveu com acerto discursos plenos

de verdade.

As palavras dos sabios sao como aguilhoes; e como pregos bem fixados sao as palavras

coligidas dos mestres, as quais foram dadas pelo tinico pastor.

Além disso, filho meu, sé avisado. De fazer muitos livros nao hé fim; e o muito estudar

é enfado da carne.

Este é o fim do discurso; tudo ja foi ouvido: Teme a Deus, e guarda os seus manda-

mentos; porque isto é todo o dever do homem.



il

Porque Deus ha de trazer a juizo toda obra, e até tudo o que esta encoberto, quer seja

bom, quer seja mau.

Eclesiastes 12
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Resumo

Neste projeto apresentamos algumas direcoes de pesquisa desenvolvidas no estudo
da geometria/topologia da singularidade, no ambiente real e complexo, para fungoes e
aplicacoes polinomiais. Para isso, utilizaremos as ferramentas da teoria de estratificagao,
técnicas de decomposicao “Open book”, condi¢oes de regularidade no sentido Malgrange,

t-regularidade, pg-regularidade e trivialidade topologica no infinito.



Palavras-chave: valores atipicos; trivialidade topologica no infinito; fibragao de Mil-
nor local e global; topologia local e global da singularidade; fibragoes de Milnor real e

complexa; condicoes de regularidade no infinito.



Abstract

On this project we present some research lines developed in the study of the geome-
try/topology of singularity, on the real and complex settings, for functions and polynomial
mappings. For this, we use tools from stratification theory, techniques of “Open Book”
decomposition, Malgrange regularity condition, t—regularity condition, pg-regularity and

topological triviality at infinity.

Key words: atypical value; topological triviality at infinity; local and global Milnor’s
fibration; local and global topology of singularity; real and complex Milnor’s fibrations;

regularity conditions at infinity.
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Introducao

E do conhecimento geral que a existéncia da fibracdo de Milnor local (ou seja, em
pequenas esferas em torno da singularidade) é a principal ferramenta no estudo da estru-
tura topologica da singularidade. Por outro lado, Henry King mostrou que uma condigao
necessaria e suficiente para dois germes de aplicagoes analiticas serem C° — A equivalentes
é que suas respectivas fibragoes de Milnor sejam isomorfas. Portanto, a fibracao de Mil-
nor também desempenha um papel fundamental na classificacao topolégica dos germes

analiticos.

Na dltima década, varias técnicas e ferramentas tém sido utilizadas no estudo da exis-
téncia da fibragdo de Milnor real em esferas, para singularidades isoladas e nao isoladas.
Por exemplo, em [36] num trabalho conjunto de M. A. Ruas e R. Aratjo dos Santos foi
usada a teoria de estratificagdo com uma condigao de regularidade, conhecida como “(C)-
regularidade de Karim Bekka”, para garantir a existéncia da fibracao de Milnor com a
projecao dada pela proje¢ao “candnica”. Em [2], foi mostrado que é possivel enfraquecer
um pouco a condicao acima usando uma condicao de transversalidade chamada “Uni-
forme (m)-condition”. E mais recentemente em |4] num trabalho conjunto de M. Tibar e

R. Aratjo dos Santos foi mostrada uma caracterizacao natural destes tipos de fibragoes.

Ainda no aspecto local, em [24] D. Massey exibiu uma condi¢do chamada de “L-
analytic” para garantir a existéncia da fibracao de Milnor no chamado “tubo de Milnor”.
Em [13], T. Gaffuey e R. Araujo dos Santos provaram que esta condi¢do é muito restritiva

para germes reais e mostraram como é possivel utilizar a ferramenta de fecho integral



real para moédulos para garantir a existéncia da fibragao numa familia que nao satisfaz a

“YF-analiticidade”.

No aspecto global, ou seja, no estudo das singularidades no infinito, podemos verificar
nos trabalhos de Némethi, Paunescu, Zaharia, Broughton, A. Bodin, M. Tibar e outros
(ver p. exemplo [34, 30, 6, 47]) que a existéncia da fibracao de Milnor no infinito (isto &,
em esferas de raio suficientemente grande) também desempenha um papel importante no
controle do comportamento das fibras no infinito. No entanto, o grande problema é que,
diferentemente do caso local, nao esté claro que a fibracao de Milnor no infinito sempre
existe; exceto nos casos especiais de polinémios tame, quasitame, M-tame e semitame.
Este fato, todavia, adiciona um ingrediente desafiador no estudo das singularidades no

infinito.

Apresentaremos uma linha de estudos sobre a existéncia da fibracao de Milnor local
e global, nos casos real e complexo. Apresentaremos também, na medida do possivel,
resultados sobre a topologia da fibra e do link. Este trabalho foi desenvolvido da seguinte
forma: no primeiro capitulo introduzimos conceitos e resultados basicos necessarios para o
desenvolvimento dos capitulos seguintes. No segundo capitulo, trabalhamos a existéncia
da fibracao de Milnor em esferas para funcoes complexas holomorfas e descrevemos os
resultados feitos por J. Milnor sobre a topologia da fibra e do link. No terceiro capitulo,
mostramos que a condi¢ao de ICIS para germes de aplicagoes complexas holomorfas é su-
ficiente para garantir a existéncia da fibragao de Milnor numa bola fechada e verificamos
também que ainda neste caso a fibra de Milnor tem o tipo de homotopia de um buqué
de esferas; em particular, tem também um alto grau de conexidade. No quarto capitulo,
desenvolvemos um estudo sobre a existéncia da fibracao de Milnor para germes de aplica-
¢Oes analiticas reais utilizando as condi¢oes de Milnor (a) e (b), como definidas por David
Massey em [24]. Além disso, usamos a teoria de estratificagdo para mostrar que qualquer
germe de funcao complexa holomorfa naturalmente satisfaz essas condi¢oes. Finalizamos
esse capitulo apresentando um resultado de J. Milnor sobre o grau de conexidade da fibra
real. No tltimo capitulo (capitulo cinco), descrevemos algumas condigoes de regularidade

que controlam o comportamento assintético no infinito da fibra de uma funcao polinomial
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complexa. Apresentamos também um resultado devido a A. Bodin que mostra que no
estudo de fungoes complexas planas a existéncia da fibragdo de Milnor no infinito (i.e., em
grandes esferas) é equivalente & condigdo de todo valor regular ndo-nulo ser nao atipico.
Estes estudos foram decorrentes do desenvolvimento do projeto de mestrado desenvol-
vido com o auxilio da Fapesp, processo nimero 2010,/13321-1, sob o titulo “Singularidades

analiticas reais e complexas”.






Capitulo

1

Preliminares

1.1 Conjuntos analiticos

Seja K o corpo dos niimeros reais ou o corpo dos niimeros complexos. Dado um
conjunto aberto 2 em K", dizemos que um conjunto V' C 2 é analitico se para cada
a € V existe uma vizinhanca U C € e funcoes analiticas fi,..., f, definidas em U tais
que

VNU={xeU; fi(z)=...= f(x) =0}.

Observe que um conjunto analitico V' C Q é sempre fechado em ).
Uma forma de analisar um conjunto analitico é usando ferramentas da topologia di-
ferencial. Para isso, separamos o conjunto analitico de modo a aplicar estas ferramentas.

Assim, introduzimos as seguintes defini¢oes.

Definicao 1.1.1. Um ponto x € V € chamado de ponto reqular de V se existe uma
vizinhanga U de x, com U C Q, tal que V NU é uma subvariedade analitica de U, de
dimensao digamos d,. Um ponto x € V € chamado de ponto singular ou singularidade de

V' se nao for reqular.

E facil ver que se um ponto é regular, entdo numa vizinhanca do ponto todos os pontos

sao regulares. Ou seja, o conjunto dos pontos regulares de V' é aberto em V.
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O conjunto dos pontos singulares de V', denotado por (V'), também é um conjunto
analitico, chamado de conjunto singular de V. O conjunto V\X (V') é chamado de conjunto
regular de V', ou de parte reqular de V', e é denso em V.

Dada uma funcao analitica f : Q2 — K, considere o conjunto

V(f)=F0)={z € f(z) =0}.

Um conjunto analitico desta forma é chamado de hipersuperficie. Quando a hipersuperficie
¢ definida por uma funcao analitica irredutivel, o conjunto singular de V' (f) é dado pelos
pontos que anulam o gradiente da funcao.

Dado um ponto x € K", considere a familia F, de todos os conjuntos analiticos de K"
que contém o ponto x. Definimos em FE, uma relagao de equivaléncia do seguinte modo:
dois conjuntos A, B € E, estao relacionados (notagao: A =, B) se existe uma vizinhanga,
V do ponto x em K™ tal que VN A =V NB. As classes de equivaléncia sao chamadas de
germes de conjunto analitico no ponto x e serao denotadas por (X, z).

Diremos que um germe de conjunto analitico X em 0 € C" é irredutivel, se toda vez
que tivermos X =Y U Z, com Y e Z germes de conjuntos analiticos, temos que X =Y

ou X = Z. Seguindo [40] temos:

Definigao 1.1.2. Seja X um germe (ndo vazio) de conjunto analitico irredutivel em
0 € C". Seja Xy a variedade (manifold) analitica, coneza, aberta e densa em X. Definimos

e denotamos a dimensao de X por
dim(X) := dim(X).

Dado X um germe analitico qualquer (nao necessariamente irredutivel), definimos a di-
mensao de X como sendo a maior das dimensoes de suas componentes irredutiveis. Se
todas as componentes irredutiveis tem a mesma dimensao k, diremos que X € de dimensao

pura k.

Quando K = R, podemos estender naturalmente o conceito de conjunto analitico.

Diremos que um conjunto X C R" é semi-analitico se para cada p € X existe uma
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vizinhanca aberta U de p em R" e funcoes analiticas f1,..., fx,91,..., 9 em V, tais que

XNnU={yeU, fily)=...=fuly) =0, g1(y) > 0,...,q(y) > 0}.

E claro que todo conjunto analitico ¢ semi-analitico.

Neste contexto, temos uma ferramenta bastante 1til, a saber o seguinte resultado.

Lema 1.1.1. (Lema de Sele¢ao da Curva) Seja X C R" um conjunto semi-analitico.

Se p € X (o fecho topoldgico de X em R"), entio ewiste uma curva real analitica 7y :

[0,0) = X U{p} com v(0) =p ey(t) € X parat € (0,0).

Uma prova deste resultado pode ser encontrada em [27] para conjuntos semi-algébricos

e, com as devidas adaptacoes, pode ser estendida para conjuntos semi-analiticos.

1.2 Germes de func¢oes analiticas

Seja f : U — KP uma aplicacao analitica, definida em um aberto U C K", com n > p.
Dizemos que z € U é um ponto regular de f se o posto da matriz Jacobiana de f em z é
méaximo (ou seja, igual a p). Caso contrario, dizemos que x é um ponto singular (ou uma
singularidade) de f.

O conjunto X(f) := {xz € U; z & ponto singular de f} é chamado de conjunto singular
da aplicacao f. Quando p = 1, também chamamos X(f) de conjunto critico de f. Neste

caso,

S(f) = {r € Us Vf(x) =0},

Denotamos por A(f) a imagem de X(f) pela aplicacao f, ou seja, A(f) = f(X(f)), e
chamamos de conjunto de valores criticos, ou conjunto discriminante de f.

Dado um ponto z € K", considere o conjunto F,, de todas as fun¢oes analiticas
f U — K no ponto x, onde U C K" é uma vizinhanga de x. Definimos em F,,
a seguinte relagao: dados f,g € F,,, dizemos que f : Uy — K e g : Uy — K estao
relacionadas, e denotamos f ~, g, se existe uma vizinhanca V de x, com V C U; N Us,

tal que fly = g|v. Esta relacdo ¢ uma relagdo de equivaléncia em F, ,,, e suas classes
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de equivaléncia sao chamadas de germes de fungoes analiticas no ponto x. O conjunto
quociente de F, ,, por esta relacao é denotado por O, , quando K = C e por A, ,, quando
K = R. A classe da fungao f é chamada entao de germe de f em x e para representar
esta classe denotamos f : (K", z) — (K,p), onde p = f(x). No caso em que = = 0,
simplificamos a notagao escrevendo [f]p ou f : (K",0) — (K, f(0)). Ainda neste caso,
denotaremos o conjunto Oy, (resp., Ay ,) simplesmente por O,, (resp., A,).

Toda a construgao a seguir pode ser feita com A, no lugar de O,,.

Podemos introduzir em O, uma estrutura de anel definindo as seguintes operacoes:
dados [flo, [9]o € On,
[flo + [glo == [f + glo,

[flo-[9lo := [f-glo-

E um exercicio simples verificar que estas operacoes estao bem definidas, ou seja, inde-
pendem da escolha dos representantes de cada classe. Com estas operacoes, O,, é um anel

comutativo com unidade.

Considere agora o seguinte subconjunto de O,:

Claro que M,, # @, uma vez que f =0 € M,,. Além disso, M,, é um ideal de O, pois

para quaisquer [f]o, [g]o € M, e [h]p € O, temos

[flo + [glo € My e [h]o.[flo € M.

Se [g]o ¢ M., entdo g(0) # 0, logo existe uma vizinhanga U de 0 em K" tal que g(z) # 0

para todo x € U. Considere h : U — K dada por h(z) = ﬁ. Claro que [h]yp € O,
e [h]o.lglo = [1]o, logo [g]o é inversivel. Com isto, concluimos que M, ¢ o tnico ideal

maximal de O,,.

Definicao 1.2.1. Dizemos que um anel comutativo com unidade R é um anel local se

possui um unico ideal mazimal M. Notagio: (R, M).
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Decorre do que vimos acima que (O,, M,,) e (A,, M,,) sdo anéis locais.
E possivel provar também que O,, é um anel noetheriano; isto significa que todo ideal

é finitamente gerado.

1.3 Nocoes basicas de Topologia Algébrica

Nesta secao reunimos conceitos e resultados da topologia algébrica que serao uteis no

desenvolvimento do nosso estudo. As principais referéncias utilizadas sdo [20, 18].

1.3.1 Homotopia

Definicao 1.3.1. Sejam X,Y espacos topologicos. Duas aplicagoes continuas f,qg: X —
Y dizem-se homoldpicas quando existe uma aplicacao continua H : X X I — Y tal que
H(z,0) = f(z) e H(x,1) = g(x) para todo v € X. A aplicacio H chama-se entao uma
homotopia entre f e g. FEscreve-se, neste caso, H : f ~ g, ou simplesmente f ~ g.
Para cada t € I, € interessante considerar também a aplicacao Hy : X — Y dada por

Hi(x) = H(x,t). Com esta notagao, Hy = f e H = g.

Intuitivamente, uma homotopia pode ser pensada como uma deformacao continua da
aplicacao f na aplicacao g ao longo do parametro t, que podemos pensar como sendo o

tempo. Nessa abordagem, no tempo t a aplicacao f é transformada na aplicacao H;.
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Exemplo 1.3.1. Seja Y C R™ um subconjunto convezo, isto €, para cada x,y € Y, o
segmento de reta fechado [x,y] = {(1 —t)x + ty; t € [0,1]} estd contido em Y. Dado um
espaco topologico X, quaisquer duas aplicacoes continuas f,g: X — Y sao homotdpicas.

De fato, a homotopia entre elas pode ser dada pela aplicacao
H(z,t) = (1 —1)f(z) + tg(x),

chamada de homotopia linear.

Proposicao 1.3.1. Sejam X,Y espacos topologicos. A relagcio de homotopia [ ~ g é

uma relacao de equivaléncia no conjunto das aplicagcoes continuas de X em Y.

As classes de equivaléncia sao chamadas de classes de homotopia. A classe de homo-
topia de uma aplicagdo continua f: X — Y é indicada pelo simbolo [f]. O conjunto das
classes de homotopia das aplicagoes continuas de X em Y ¢é representado pelo simbolo

X, Y].

Definicao 1.3.2. Uma aplicagao continua f : X — Y chama-se uma equivaléncia ho-
motopica quando existe g 1Y — X continua tal que go f ~idy e fog >~ idy. Diz-se
entdo que g € uma inversa homotdpica de f e que os espagos X e Y tém o mesmo tipo de

homotopia, ou que sao homotopicamente equivalentes. FEscrevemos, neste caso, X =Y

ou f: X=Y.

E claro que todo homeomorfismo é uma equivaléncia homotopica, mas a reciproca
nao é verdade em geral, conforme podemos perceber no seguinte exemplo. Ou seja, a
classificacao dos espagos modulo homotopia é bem mais ampla que a classificacao modulo

homeomorfismo.

Exemplo 1.3.2. Para todo n > 1 a esfera S™ em R"! tem o tipo de homotopia de
R"™\{0}. Considere as aplicagoes

i:S" — RYN\{0} r:R"T\{0} — 5"

Yy
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Entdo r oi = idgn e ior é homotdpica a identidade de R"™\{0} por uma homotopia
linear, uma vez que cada ponto y de R"\{0} pode ser ligado a H_zll por um segmento de

reta inteiramente contido em R"™\{0}.

Proposigao 1.3.2. Sejam f,f': X =Y eg,q : Y — Z aplicagées continuas. Se f ~ f’

eg~g entio go f~golf.

E um exercicio simples verificar que a relacao de “mesmo tipo de homotopia” é uma

relacao de equivaléncia entre espacos topologicos.

Definicao 1.3.3. Diz-se que um espaco topoldgico X € contrdtil quando ele tem o mesmo

tipo de homotopia que um ponto.

Decorre da definicao que um espaco X é contratil se, e somente se, a aplicagao iden-
tidade idy : X — X é homotopica a uma aplicacdo constante X — X. De fato, se X
¢ contratil, entdo existe uma equivaléncia homotopica f : X — {p} para algum ponto
p € X. Segue desta afirmacao que se um espaco X é contratil, entdao é conexo por

caminhos.

Exemplo 1.3.3. Seja Y C R™ um subconjunto convexo. Entao Y € contrdtil.
De fato, pelo FExemplo 1.3.1 quaisquer duas aplicacoes continuas f,g : X — X sdo
homotdpicas, em particular se f = idx e g € uma constante. Logo, concluimos que Y ¢é

contrdtil.

Exemplo 1.3.4. Se X é um espago contrdtil, entao para qualquer espago topologico Y, o
produto cartesiano X XY tem o mesmo tipo de homotopia que Y .
Seja H uma homotopia entre idx e uma aplicagdo constante h : X — X, h(z) = p.

Entao

FiXXY -5 Y g:Y = XxY
e
(z,y) — y y = (p,y)

sao equivaléncias homotdpicas, uma vez que f o g =1idy e a aplicacao

K: XxYxI —- XxY

(z,y,t) = (H(z,1),y)
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define uma homotopia entre idx«y e go f.
Em particular, se X e Y forem contrdteis, o produto cartesiano X x 'Y também é

contratil.

Definicao 1.3.4. Seja X um espaco topoldgico e Y um subespaco de X. Uma aplicagio
continua r : X — 'Y chama-se uma retragao quando se tem r(y) =y para todoy € Y, ou

seja, quando r|y = idy.

Uma retracao r : X — Y &, portanto, uma extensao continua a X da aplicacao idy.
Note que toda retracao é sobrejetiva. Quando existe uma retracao r : X — Y, o subespaco
Y chama-se um retrato do espaco X.

Decorre do Exemplo 1.3.2 que S™ é um retrato de R*™1\{0}.

1.3.2 Grupo fundamental

Diremos que (X, A) é um par de espagos topologicos quando A for um subespago de

X. Dados os pares (X, A) e (Y, B), uma aplicacdo continua de pares

f:(X,A) — (Y,B)

é uma aplica¢ao continua f: X — Y tal que f(A) C B.
Dadas as aplicages continuas f,g : (X, A) — (Y, B), uma homotopia de pares entre

f e g ¢ uma aplicacao continua de pares

H:(XxI,AxI)— (Y,B)

tal que H(x,0) = f(x) e H(x,1) = g(x) para todo x € X. Decorre desta defini¢ao que
Hi(A) C B paratodot € I.

Definicao 1.3.5. Dadas f,g: X — Y continuas, diz-se que f é homotdpica a g relativa-

mente a um subespaco A C X, e escreve-se

f~g(rel.A)
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quando eziste uma homotopia H : f ~ g tal que H(x,t) = f(z) = g(x) para todo x € A.

Exemplo 1.3.5. Considere I = [0, 1] e os caminhos continuos

a:] — R? B:I — R?
e
r = alz)=(r,20% - 2x+1) r = Bx)= (2,22 -3z +z+1)

Observe que a(0) = 5(0) e a(1) = B(1). Vimos no Exemplo 1.3.1 que o e 8 sGo homoto-

picos por uma homotopia linear

H(z,t) = (1 —t)a(z) + tB(z)

e, neste caso, H(0,t) = a(0) = 5(0) e H(1,t) = a(1) = B(1) para todo t € I. Logo,

a ~ ((rel.0l),

onde 01 = {0,1} € a fronteira de I.

Definicao 1.3.6. Diremos que os caminhos continuos o, 3 : I — X sao caminhos homo-
topicos quando tivermos o =~ [((rel.0I).

Notagao: o = f.

Assim, uma homotopia H : o = [ entre caminhos é uma aplicacao continua H :

I x I — X tal que

quaisquer que sejam s,t € I.
Em particular, se o, 8 : I — X sdo caminhos fechados, isto &, a(0) = a(1) e B(0) =
B(1), entdo a = 5 quando existe uma aplica¢ao continua H : [ x I — X tal que, sendo

o = a(0) = (1), tem-se

H(s,0) = a(s), H(s,1) = p(s), H(0,t) = H(1,t) = x,
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para quaisquer s,t € I.

Dados os caminhos «, 8 : I — X com «(1) = (0), considere os caminhos

af: I — X
a(2t) se 0 <t< 1/2,
B2t —1) sel/2<t<1

t —

a Il -5 X

t — a(l—1)

Tais caminhos a3 e o~ ! sdo chamados, respectivamente, de produto de a e 3 e de caminho

inverso de . E facil ver que sao continuos. Além disso, com esta notacao vale a seguinte

propriedade:

Lema 1.3.1. Sejam o, 3,7 : I — X caminhos continuos tais que a(l) = B(0) e 5(1) =

~v(0). As seguintes afirmagoes sao verdadeiras:
1. aa™" =gy
2. ata Ey;
3. a0 Ea = agy,;

4 (af)y > a(By),

onde v = a(0), y = (1) e e,,e, sdo 0s caminhos constantes e,(s) = x, g,(s) = y.
Lema 1.3.2. Sea =o' e § = [, entao
af2adf eat = ()

Dado X espaco topologico e zp € X, um caminho o : I — X tal que a(0) = a(1) =z

é chamado um caminho fechado com ponto base xy. Considere o conjunto

Cy = {a : I — X caminho continuo; a(0) = a(1) = z}.
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(&)

E facil verificar que a relacio = ¢ uma relacdo de equivaléncia em C,,. Denote por
m1(X, o) o espaco quociente de C,, pela relacdo de equivaléncia =. Denotaremos um
elemento de 7 (X, zg) por [a], que representa a classe de todos os caminhos fechados com
ponto base xy homotopicos a a.

Com esta notagao, definimos uma operac¢ao no conjunto (X, o) da seguinte forma:

[o] + [5] := [ef3].

Segue do Lema 1.3.2 que esta operacao estd bem definida. Pelo Lema 1.3.1 o elemento
neutro desta operacdo é a classe [g,,] do caminho constante e,,(t) = zo. Além disso,
[a]™! = [a~!]. Assim, esta operagio define uma estrutura de grupo em (X, ), que
chamaremos de grupo fundamental (ou primeiro grupo de homotopia) de X com base em
xo.

Vale questionar a influéncia do ponto base na estrutura do grupo fundamental. Afim
de sanar esta preocupacao, geralmente sao considerados espacos topologicos conexos por

caminhos, e a seguinte proposi¢ao nos da liberdade na escolha do ponto base.

Proposicao 1.3.3. Se X ¢é um espago topoldgico conexo por caminhos, entao m (X, xq)

é isomorfo a m (X, Zo) para quaisquer xo,To € X.

Demonstracao. Seja v : I — X um caminho continuo com v(0) = z¢ e y(1) = Zo.

Definimos uma aplicagao 7 : m1 (X, zg) — (X, Zg) por
7([e]) = [(va)r~'].
Pelo Lema 1.3.2, esta aplicagao estd bem definida. De fato,
a=p=ya=yf= (ya)y " = (B = [(ya)y ] =[(8) ]

Por outro lado,

(V) y (B ™) = (va) (v (v(By ) = (va) (v ') (By7Y). (1.3.1)
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E também,

(VB ez, By = By

Segue disto e de (1.3.1) que

(va)y ™8™ = (va)(By 7).

Logo,
(va)y ™) (7™ = (va)(By 1) = ((va)B)y ' = (v(eB))y

Ou seja, F([a]) *¥([B]) = 7([c] * [B]). Temos assim que 7 é um homomorfismo de grupos.

Do mesmo modo, temos que a aplicacao

vy hm (X, ze) — mi(X,xo)

[a] = [(v )]

também é homomorfismo de grupos. Agora, segue dos lemas 1.3.1 e 1.3.2, de modo

analogo ao que fizemos acima, que y~! é inversa de 7, portanto 7 é isomorfismo. O

Nas condigoes da Proposigao 1.3.3, denotamos o grupo fundamental (X, x¢) sim-
plesmente por m1(X), uma vez que, a menos de isomorfismo, nao depende da escolha do

ponto base.

Notagao: Se dois grupos A, B sdo isomorfos, denotaremos este fato por A = B,
sempre que nao houver confusao. Faremos o mesmo quando nos referirmos a isomorfismo

de estruturas algébricas, como espacos vetoriais, por exemplo.

Dados X e Y espagos topologicos e uma aplicagdo continua de pares f : (X, zg) —

(Y, yo), entdo f induz a seguinte aplicagao

f* : 7T1(X, 330) — Wl(YvyO)

o] = [fed]

Decorre das propriedade anteriores que f, é um homomorfismo de grupos. Além disso,

dadas f : (X,z0) = (Y,v0) e g: (Y,y0) — (Z, z) aplicacoes continuas de pares, decorre
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da definicao que
(go f)e=guo fu

E sendo idy : (X, z9) = (X, x0) a aplicacao identidade, temos que (idx ). = idr, (x z,)-

Lema 1.3.3. Sejam f,g: X — Y aplicagoes continuas homotdpicas. Os homomorfismos
fo (X, x0) = m(Yo) € gt m(X,20) = m(Y 1),

onde yo = f(xo) e y1 = g(xo), sao relacionados por f. = 7o g, onde 7 : m(Y,1y1) —
m1(Y,yo) € um isomorfismo definido por

(o)) = [(va)y™]

9

ey :Ix X éum caminho continuo tal que o(0) = yo e a(l) = y.

Proposicao 1.3.4. Se dois espacos topologicos X,Y sao conexos por caminhos e tém o

mesmo tipo de homotopia, entio seus grupos fundamentais m(X) e m(Y) s@o isomorfos.

Para uma prova deste resultado é necessario apresentar varios outros resultados téc-

nicos. Por este motivo, convidamos o leitor interessado a consultar o livro do Elon Lima

120].

Corolario 1.3.1. Se X eY sdo espacos topologicos conexos por caminhos e homeomorfos,

entio m (X) = m(Y).
Corolario 1.3.2. O grupo fundamental de um espaco contrdtil é trivial.

Definicao 1.3.7. Um espaco topologico X diz-se simplesmente conexo quando € conexo

por caminhos e m(X) = {0}.

Exemplo 1.3.6. Do Ezxemplo 1.3.1 desta secao temos que o espaco R™ é contrdtil e logo
simplesmente conexo para todo n > 1. Vemos nos cursos bdasicos de Topologia que S™ é
conexo por caminhos para todo n > 1 e que m(SY) = Z. Além disso, nao € dificil ver que

para todo n > 1, m(S™) = {0}. Uma prova formal deste ltimo fato pode ser encontrada

em [20], pdgina 44.
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Uma aplicacao simples, mas interessante do grupo fundamental é o seguinte resultado.

Proposi¢ao 1.3.5. (Teorema do ponto fixo de Brouwer) Seja B> C R? a bola
fechada unitdria e f : B> — B? uma aplicagcdo continua. Entdo, f tem um ponto fizo, ou

seja, existe * € B? tal que f(z) = .

Demonstragdo. Suponha que existe f acima com f(z) # x para todo x € D?. Para cada
ponto x, considere a interse¢ao do segmento de reta que liga x a f(x) com o bordo do

disco S*. Para determinar o ponto de intersecao, considere a reta

z — f(z)

(t)y=z+ tm.

Logo, basta determinar o tinico ponto ¢, que satisfaz a condigao (o) N St
Claramente a construcao acima determina uma funcdo continua g : B?> — S! tal que
gls1 = idgt, logo sobrejetora. Portanto, o funtor associado é um homomorfismo sobrejetor

G« : T (B?) — m1(S') o que é claramente impossivel, visto que 1(B?) = 0. O

Uma outra propriedade importante do grupo fundamental é a seguinte.

Proposicao 1.3.6. O grupo fundamental do produto cartesiano X X Y € isomorfo ao

produto cartesiano dos grupos fundamentais de X e Y :
7Tl(X X Y) = Wl(X) X 7T1(Y).

Uma prova deste resultado pode ser encontrada em [20], pagina 45.

1.3.3 Grupos de homotopia de ordem superior

Podemos observar que a ideia intuitiva do grupo fundamental é a seguinte: dado um
espaco topologico X e um ponto base xg € X, podemos pensar um caminho fechado
com ponto base xg como uma “rede unidimensional” no espaco, e as diferentes classes
de homotopia como sendo as possiveis dire¢oes do espaco em que nao podemos contrair

o lago no ponto gy, e que nao sao equivalentes umas com as outras. Ou seja, o grupo
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fundamental ser nao trivial, significa que existe algum tipo de degeneracao do espaco que
é possivel detectar com tais redes.

Embora o grupo fundamental forneca um invariante topolégico interessante, ele nao
parece ser um invariante muito sensivel a “pequenas degeneracoes” do espaco. Por exem-
plo, 7 (R3) = 7;(R3\{0}), mas claramente os espagos nao sao sequer homotopicos, uma
vez que R? & contratil e R3\ {0} tem a homotopia da esfera S?. Além disso, m;(S?) = m (R?)
e esses espacos também nao podem ser homeomorfos.

Afim de refinar esta distin¢ao de espacos topoléogicos, sao introduzidos os grupos de ho-
motopia de ordem superior. Estendemos a no¢ao de grupo fundamental de modo natural
conforme o desenvolvimento a seguir.

Dado n € N, denotaremos por [ = [0,1], I" =1 x ... x I (n vezes) e 0I" o bordo do
conjunto I"™. Observe que 91" é homeomorfo a S™.

A defini¢ao a seguir é andloga a defini¢ao 1.3.5.

Definicao 1.3.8. Dizemos que duas aplicagoes continuas o, B : I — X, sao homotdpicas

quando

a =~ [(rel.oI™).

Denotamos este fato por a = 3.

Dadas as aplicagoes o, 3 : I" — X, com «a(1,z) = 3(0,z) para todo z € I"1, as

aplicacoes
a(2t, ) se0<t<1/2, zel™!

af(t,x) =
B2t —1,2) sel/2<t<1, xel"!

a Ht,z) =a(l —t,z)

sao chamadas de produto de a e 8 e inversa de «, respectivamente.
Dado xy € X, uma aplicacdo de pares f : (I",01") — (X, zg) é chamada uma aplicacao

com ponto base xy. No conjunto

Cyo = {a: I" — X continua; a(0I") = zq}
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a relagdo = é uma relacido de equivaléncia, cujo conjunto quociente C,,/ = é denotado por
(X, xg) e a classe de equivaléncia da aplicagdo o € C,, ¢ denotada por [«]. Definimos
em m,(X, ) a operagao

[o] + [] = [af].

Esta operagao fornece uma estrutura de grupo em m,(X, zo).

Definigao 1.3.9. O espaco m,(X, xg) com a operagio acima € chamado de n—ésimo grupo

de homotopia do espaco X com base em xg.

Observe que quando n = 1 recuperamos a definicao que demos na secao anterior para
o grupo fundamental (X, o). Além do mais, para n = 0, podemos considerar I° como
sendo um ponto e OI° o conjunto vazio. Dai, com as operagoes acima o grupo mo(X, o)
representa as componentes conexas por caminhos de X que contém o ponto xy. Assim,
7o(X, zg) = 0 significa que X é conexo por caminhos.

Da mesma forma como ocorre com o grupo fundamental, para grupos de homotopia

de ordem superior também valem os seguintes resultados.

Proposicao 1.3.7. Se X ¢ um espaco topoldgico conexo por caminhos, entdo para quais-
quer xop,Tg € X tem-se

71-n()(a xO) - 7Tn()(a jO)a

para cada n € N.

Nas condigoes da Proposicao 1.3.7, fixado x¢ € X, para cadan € N, denotamos o grupo
de homotopia 7, (X, z¢) simplesmente por ,(X), uma vez que, a menos de isomorfismo,
o grupo nao depende da escolha do ponto base xzg.

Anélogo ao caso do grupo fundamental, dados X e Y espacos topologicos e f :
(X,z9) — (Y, yo) aplicagdo continua de pares, temos para todo n € N uma aplicagdo
induzida f, : m,(X, z9) = m,(Y, o) que é um homomorfismo de grupos. Além disso, dada
g: (Y,yo) — (Z, 2z) aplicacao continua, temos que a composta go f : (X, z9) — (Z, 20)
induz a seguinte igualdade (g o f), = g« o fi e, sendo idx : (X, x9) — (X, x0) a apli-

cacdo identidade, temos que (idx). = idx,(xz,). Portanto, segue diretamente que se
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f: (X,z9) = (Y,y0) é um homeomorfismo, entao f. : m,(X,x9) — 7, (Y,%) é um

isomorfismo de grupos, para todo n € N.

Proposicao 1.3.8. Se X e Y sao espacos topoldgicos conexos por caminhos e tém o

mesmo tipo de homotopia, entao

para cada n € N.

Corolario 1.3.3. Se X ¢é um espaco contrdtil, entao seu n—ésimo grupo de homotopia é

trivial, para qualquer n € N.

Como extensao da Proposicao 1.3.6, temos o seguinte resultado que, é claro, também

vale para n = 1.

Proposicao 1.3.9. Dados X e Y espacos topologicos, conexos por caminhos, temos que

(X X Y) =7, (X) x m,(Y), para todo n € N.

Decorre diretamente da proposicao acima que para qualquer numero finito de espa-
¢os topologicos, o resultado permanece verdadeiro. Além disso, é possivel provar que o
resultado também é verdadeiro para o produto cartesiano de uma familia arbitraria de
espagos topologicos. Uma prova deste resultado pode ser encontrada em [18], pagina 343,
Proposicao 4.2.

Em geral, para um espaco topologico X, m(X) pode nao ser abeliano. Para isso
podemos usar, por exemplo, um espaco topologico que é homeomorfo a “figura 8. Para

mais detalhes, ver [39], Exemplo 3.10, pagina 21.

Proposicao 1.3.10. Para todo nimero natural n > 2, m,(X) é um grupo abeliano.

Demonstracao. Ver |39], pagina 23, Teorema 3.1.2. ]

Definicao 1.3.10. Dado k > 0 inteiro, dizemos que um espaco topologico X é k—conexo

se € conexo por caminhos e m;(X) =0 para 0 < i < k.
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1.3.4 CW complexos

Defini¢ao 1.3.11. Se X e Y sdo espagos topoldgicos, sua soma topoldgica (ou unido
disjunta) X UY € o conjunto (X x {0})U(Y x {1}) munido da menor topologia que torna

X x {0} eY x {1} simultaneamente abertos e fechados e torna as inclusoes

X — Xuy Y — XUuY
z = (2,0) y = (1)

homeomorfismos sobre suas imagens.

Mais geralmente, se {X,; o € A} € uma familia indexada de espagos topoldgicos,
entao sua soma topoldgica | |, 4, Xo € o conjunto |J . 4(Xa x {a}) munido da topologia
que torna cada X, x {a} simultaneamente aberto e fechado e que torna cada inclusio

x— (x,8) de Xg em | ] 4 Xo um homeomorfismo sobre sua imagem Xz x {B}.

Definicao 1.3.12. Sejam X e Y espacos topoldgicos e A C X fechado. Seja h: A —'Y
uma aplicacao continua. Denotamos por Y U, X o espaco quociente da uniao disjunta
X UY pela relacao de equivaléncia ~ definida da sequinte forma: para u,v € X UY,

temos u ~ v se, e somente se, pelo menos uma das sequintes condicoes € satisfeita:
1. u=v;
2. u,v € A e h(u) =h(v);
3. ucAev=nh(u)ey.

O espaco Y U, X € chamado de espago colagem de X a'Y wvia a aplicacao h, e a aplicagao

h € chamada de aplicacao colagem.

Exemplo 1.3.7. Considere
X =DB* A=0B*=5' Y = {p}.

Entao a aplicagao colagem h : A — Y “colapsa”A em um ponto, e o espaco Y U, X €

homeomorfo & esfera S?.
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B? ,0B? OB?
—_ —
\aBQ B2 S2

Nesta secao juntamos um nimero finito de espacos topologicos, cada um homeomorfo

a uma i-bola aberta B'\OB’ (0 < i < n), para formar um espago topologico. Chamamos

cada componente (homeomorfa a uma i—bola) de i—célula e a denotamos por ¢’ (note

que uma célula nao tem bordo). Uma célula fechada € ¢ homeomorfa & bola fechada

i-~dimensional. O bordo J¢’ de € é homeomorfo a S*~!. Assim, e'\de' = e’. Adotamos
0 0

a convencao que e° = ¢ é um ponto e que 0’ é vazio. Logo, as 0-células abertas sao

também 0-células fechadas.

Definigao 1.3.13. Contruimos um espago colagem chamado de CW complexo (finito) da

sequinte maneira: sao dados

ko O—células fechadas €,e;, . .. ,Ego,
ky 1-células fechadas €, ¢y, . .. ,E,lﬂ,
kn n—células fechadas e} ey, ... ey .

Nossa construcao comeca com X0 1= 58 L Eg - LIE%O, que € uma uniao disjunta. Tome
X =eluelu---Uep, (uma unido disjunta) e 9XV = 0ej L ey - - - U Jey, . Considere
uma aplicacao colagem

hi: 0XM — XO,

junte X1 em X© por hy e obtenha o espaco colagem

X' =Xy, X,
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Tome X® =efueiU---Ue; e 0X® =JeiUdes - --Udes . Considere novamente
uma outra aplicagao colagem

hg : 8X(2) —>X1,

junte X® em X por hy e obtenha o espaco colagem
X2 = X', X,
Continuamos este processo até alcancar X™. Faca
Xm= X"y, XM,
O espaco final X = X™ ¢ um CW-complexo n—dimensional. Para cada q, 0 < g <n, X1

€ o q—esqueleto do CW-complexo X.

Seja X um CW-complexo. Para cada g-célula ef temos a inclusao natural 7 : €] —
X@_ a aplicacdo de identificacdo natural 7 : X(@ — X9 = Xxa-1 U, X@ e a aplicacao de

inclusao ¢ : X9 — X. A composta destas aplicacoes

¢f=tomoi:ej; — X

é chamada a aplicacao caracteristica da célula e?.
A restricao da aplicagao caracteristica (bg ao bordo 66? concorda com a restricao da

aplicagao colagem hy : 90X — X771 a0 bordo 86?.

Observacao 1.3.1. Pode ser que faltem células de alguma dimensdo na nossa construcao,
mas o bordo 0X@ de X@ =gl LiedL. . -I_IEZ[I deve sempre ser colado a algum subcomplexo

X" por uma aplicacao colagem
hy : OXD 5 X" r<q.

Teorema 1.3.1. Um CW-complexo X € uma uniao disjunta finita de células abertas.

A particao de um CW-complexo X em células abertas dada pelo Teorema acima é
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chamada de decomposicao celular de X.

Definicao 1.3.14. Dado X um CW complexo de dimensao n, denotaremos por c; o
numero de células de dimensao j da decomposicao celular de X. Neste caso, definiremos

a caracteristica de Euler de X e denotaremos por
X(X) = E?:O(—l)ici.

Observacao 1.3.2. E possivel provar que a caracteristica de Euler ndo depende da de-

composicao celular.

Exemplo 1.3.8. A esfera n—dimensional S™ ¢ um CW-complexro que consiste de uma

0-célula € e uma n—célula fechada € com aplicacdo colagem
h,, : 0e" — &,

18to €,

€ €n

S n

Neste caso, temos co =1 e ¢, = 1, portanto x(S™) =1+ (—=1)"™.

Se colamos uma n—célula fechada e a S"' =€ Uy, _, €' pela aplicagdo identidade

hp : OX0 =81 — X" = 5
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o CW-complexo resultante € uma bola fechada n—dimensional
B"= @ U, _, e ) u,, e

Logo temos co =1, c,_1 =1 e ¢, = 1 e portanto, x(B") =1+ (=1)" 1 + (=1)" = 1.

Exemplo 1.3.9. O toro T? = S' x 8! consiste de uma 0-célula fechada €°, duas 1-células

fechadas, e} e €y, e uma 2-célula fechada €*:

St x St = (@ Uy, (B2 Ued)) U, e

Logo, x(S* x SY)=1-2+1=0.

Exemplo 1.3.10. O espaco projetivo real P%(R) pode ser visto como uma “colagem” de
um disco fechado B? e uma Faiza de Moebius pelo bordo. Assim podemos enzergar a

estrtutura de CW-complexo de P*(R) e sua decomposicdo celular:

32

Logo, x(P*(R)) =1—-2+2=1.
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Proposicao 1.3.11. O produto X X Y de dois CW-complexos X e Y ¢é ainda um CW-

complezo.
De fato, para cada célula éé- de X e e de Y consideramos a célula éé» x e

Proposicao 1.3.12. Para um CW complexo finito, conexidade e conexidade por caminhos

sao equivalentes.

Proposicao 1.3.13. Quando X é um CW complexo, m (X, x9) € finitamente gerado,
mas nao necessariamente abeliano. Em particular, se m (X, xq) = 0, entdo para n > 2,
(X, zo) € um grupo abeliano finitamente gerado isomorfo a uma soma direta de algumas

copias de Z e algumas cdpias de grupos ciclicos finitos Z/(p;).

A importancia do estudo da topologia do C'W complexo de dimensao finita vem do
fato que toda variedade compacta de dimensao n tem o tipo de homotopia de C'W com-
plexo de dimensao n. Além disso, todo C'W complexo de dimensao n é homotopicamente

equivalente a uma variedade diferenciavel (2n + 1)—dimensional.

1.3.5 Suspensao e cone de um espaco topolégico

Dado um espaco topologico X, a suspensao S(X) de X é o espaco quociente obtido
a partir de X x I, colapsando X x {0} em um ponto e X x {1} em outro ponto. Por
exemplo, quando X ¢ a esfera 1-dimensional S' (vamos olha-la mergulhada em R3),
primeiro observamos o conjunto X X I, que é um pedaco de cilindro. Dai, colapsamos os
conjuntos S*x{0} = {(z,v,0) € R? 22+y? = 1} e S'x{1} = {(x,y,1) € R?; 2% +y* =1}
nos pontos, digamos, (0,0,0) e (0,0,1). Temos entao um espago homeomorfo a esfera S2.
De modo geral, podemos estender este raciocinio quando X ¢ a esfera n—dimensional 5™,
e neste caso S(X) é (homeomorfo a) S"*1.

Quando X é um CW-complexo, S(X) também é, como quociente do CW-complexo
X x I colapsando os subcomplexos X x {0} e X x {1} em duas 0—células.

A suspensao ¢é invariante por tipo de homotopia, no seguinte sentido: se X e Y tém o

mesmo tipo de homotopia, entdo S(X) e S(Y) tém o mesmo tipo de homotopia. Conse-



28 Preliminares

B %
S i
/S

s

S s T

quentemente, se X e Y sao conexos por caminhos, temos

com n inteiro positivo fixo.

O cone sobre X, denotado por C(X), é obtido a partir de X x I, colapsando X x {0}
em um ponto. Quando X = S", o cone sobre X é um espaco homeomorfo a bola fechada
B"*!. Outra forma de interpretar o cone sobre um espaco ¢ como a unido de todos os

segmentos de reta que ligam pontos de X com um ponto p fixo. Assim como ocorre com a

2k

OI |

Slx T

suspensao, quando X ¢ um CW-complexo temos que C(X) também é um CW-complexo.
No caso da estrutura de cone, o tipo de homotopia nao é preservado, como podemos

observar quando X = S

m(SY) =Z, e m(C(SY)) = m(B?) = 0.



1.3 Nocoes basicas de Topologia Algébrica 29

1.3.6 Wedge de espacgos topologicos

Sejam X e Y espacos topologicos. Dados os pontos xg € X e yy € Y, obtemos um
novo espacgo topoloégico, chamado de wedge de X e Y, a partir da uniao disjunta X UY
identificando x( e Y9 em um tnico ponto. Denotamos o wedge de X e Y por X VY.

Naturalmente, podemos estender esta nocao para uma familia arbitraria de espacgos
topologicos X, fixando, para cada indice o, um ponto z, € X, e partindo da unido

disjunta | |, X, identificamos os pontos z, em um tnico ponto.

Exemplo 1.3.11. Se X =Y = S, 0 espaco S' VvV S' é homeomorfo & figura 8, dois

circulos ligados por um unico ponto comum.

Definicao 1.3.15. Dada uma colecao de esferas S™,S™,..., 5™, o wedge S™ V S™ V

-+ V8™ ¢ chamado de buqué de esferas.
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1.3.7 Homologia Singular

Dados =,y € R", lembramos que o segmento de reta que liga x a y é definido como o
conjunto [z,y] = {(1—t)z +ty; 0 <t < 1}. Dizemos que um conjunto C' C R" é convezxo
quando para quaisquer z,y € C tem-se [z,y] C C. E um exercicio simples verificar que
uma intersecao arbitraria de conjuntos convexos é ainda um conjunto convexo. O fecho

convero do conjunto A C R"™ é a intersecao de todos os conjuntos convexos de R™ que

contém A.
Um p-simplezo s em R™ é o fecho convexo de um conjunto de p+1 pontos {xzo, ..., z,}
tal que x1 — o, ..., x, —x sao linearmente independentes. Note que esta tltima condicao

é independente da escolha do ponto xg, ou seja, é equivalente a afirmar que os vetores

Xo — Tiy- oo, Timl — i, Tig1 — T4, - .., Tp — &; sa0 linearmente independentes, para cada
i. De fato, assumindo que z; — xo,...,2, — 29 sao linearmente independentes, sejam
Qpy ooy 1, Qg 1, - - .,y TAIS que

Oéo<x0 — l'z) + 4 aifl(ﬂjifl — l’l) + Oéi+1(l'i+1 — l’l) + -+ Oép(l’p — $1) = 0.
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Temos entao:

0 = aplwo—a) + -+ aici(Tim1 — ) + a1 (T — x3) + -+ - + apxp, — ;)
= Ty — QoTo + 1T1 —1Tg + -+ + Q- 1Tj—1 — Q10 + Qi p1Ti41 — Q1T + 000 +
+ apx, — oo+ (o + - F i+ - ay)T0 —
—(w+- -+ttt o)z
= o(r1 —x0) + -+ ai1(wimg — o) + Qi1 (T — x0) + -+ -+ ay(xp — 20) +

+ (o + -+ aimy + iy + - ap) (@0 — ;)

:>051:"‘:04i—1:04i+1:"‘:Oép:() &) a0+"'+05i71+04i+1+"'+04p:O
:>040:---:ozi_1:aHl:---:ap:O.
Lema 1.3.4. Seja {zo...,z,} C R". As sequintes afirmagées sio equivalentes:
1. xy — xo,...,2p, — xo sa0 linearmente independentes.

2. 8e> sy = tix; ey, 8= t;, entdo s; =t; parai=0,...,p.

Demonstragao. Suponha que a afirmagao (1) é verdadeira. Temos:

0 = Z SiT; — Z tix;
= Z(Sl —t;)x;
= Z(Sl —t)z; — (Z S; — Zt’> xo
= Z(Sz —t)z; — Z(s, —t;)To
= Z(SZ —t;)(x; — x0)
Da independéncia linear de x1 — xo, ..., 2, — o segue que s; —¢; = 0 para ¢ > 1. Entao,

SO_tO:Z(Sz_tz):ZSZ_thZO

Reciprocamete, suponha agora que a afirmacao (2) é verdadeira. Dados aq,...,q,
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0= Z%’(% —x9) = Z%’Ii — (Z 041) Zo.

Fazendo sp = 0,51 = aq,...,5, =q, ety =D ;11 = ... =1, =0, temos pela igualdade

acima que Y s;z; = Y t;x;. Além disso, é claro que » s; = > t;. Por (2) segue que s; = t;

para ¢ = 0,...,p, ou seja, ay = --- = o, = 0. Portanto, os vetores x — xg,..., T, — T
sao linearmente independentes. O]
Dados zo,...,z, € R", o fecho convexo do conjunto {xg,...,x,} tem a seguinte ca-

racterizagdo: é o conjunto de todos os pontos da forma Y t;z;, com 0 <t; <le> t; = 1.
Nao ¢é dificil verificar que o conjunto {y = > t;x;; 0 <t; < le > t; = 1} & convexo e
contém {zo,...,z,}. Observando que todo conjunto convexo C' contém todos os pontos
da forma zle tipi, com 0 <t <1, Zle t; =1, p; € C, para todo inteiro positivo k (isto
pode ser feito por inducdo sobre k), segue que o fecho convexo de {zo,...,z,} contém o
conjunto {y = > t;z;; 0 <t; < 1le Y t; =1}. Deste modo, pelo Lema 1.3.4 temos o

seguinte resultado:

Proposigao 1.3.14. Se o p-simplezo singular s é o fecho convexo de {zo,...,x,}, entdo

todo ponto de s tem uma unica representacao da forma > t;x;, onde t; > 0 para todo i e

St =1,

Os pontos x; sao chamados de vértices de s. Por esta proposi¢ao, podemos identificar
os pontos de s com (p + 1)—uplas (tg,...,t,) € RPT' com uma escolha adequada das
coordenadas t;.

Se foi dada uma ordem especifica aos vértices de s, entao s é um simplexo ordenado.

Seja entao s um simplexo ordenado com vértices zg,x1,...,2,. Defina 0, como o
conjuntos de todos os pontos (to,t1,...,t,) € RPFF com Y t; =1et; > 0 para cada i. Se
uma funcao

fiop—s

é dada por f(t,,...,t,) = > tz;, entdo f é continua. Além disso, pela unicidade da

representacao e pelo fato de o, e s serem espagos de Hausdorff compactos, segue que
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f & um homeomorfismo. Assim, cada p-simplexo ordenado é naturalmente homeomorfo
a 0,. Observe que g, é um p-simplexo ordenado com vértices z; = (1,0,...,0),2] =

0,1,...,0),...,2, = (0,...,0,1). o, é chamado de p-simplezo padrio com a ordem

/
p
natural.

Definicao 1.3.16. Seja X um espaco topologico. Um p-simplexo singular em X € uma

funcao continua

o, — X,

Se ¢ & um p-simplexo singular e i é um inteiro com 0 < i < p, definimos um (p — 1)-

complexo singular 9;(¢) por

81(¢>(t0, “e . 7tp_1) == ¢<t0, e ,ti_l, O, ti, e ,tp_l).

0i(¢) & a i-ésima face de ¢.
Se f: X — Y é uma funcgado continua e ¢ é um p-simplexo singular em X, definimos
um p-simplexo singular fu(¢) em Y por fu(¢) = fo¢. Observe que se g : Y — W é

continua e idy : X — X é a aplicacao identidade,

(g0 f)u(0) = g4(f4(¢)) e (idx)x(9) = ¢.

Na sequéncia, vamos lembrar abaixo alguns resultados da teoria de grupos que nos

serao uteis.

Definigao 1.3.17. Um grupo abeliano G é chamado livre se existe um subconjunto A C G

tal que todo elemento g em G tem uma unica representacao
g = Z Ng - T,
TEA

onde n, € um inteiro que € nao nulo apenas para um nimero finito de x em A. O conjunto

A ¢ dito uma base para G.

Observacao 1.3.3. Dado um conjunto arbitrdrio A, podemos construir um grupo abeliano

livre com base A da sequinte maneira: Seja F(A) o conjunto de todas as funcoes de A em
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Z tais que f(z) # 0 apenas para um nimero finito de elementos de A. Definimos uma
operacao em F(A) por (f+g)(x) = f(x)+ g(z). Entao F(A) é um grupo abeliano. Para

cada a € A definimos uma funcao f, em F(A) por

1, sex=a
fa(x) =

0, caso contrdrio .

Entao {f,; a € A} € uma base para F(A) como um grupo abeliano livre. Identificando a

com f, completamos a construgao.

Observe que se GG ¢ um grupo abeliano livre e H é um grupo abeliano, entao toda

fungao f: A — H pode ser estendida unicamente a um homomorfismo f : G — H por
x€A z€A

Agora podemos definir um dos principais objetos de estudo que sao as chamadas

cadeias singulares.

Defini¢ao 1.3.18. Se X ¢ um espago topoldgico, defina S, (X) como o grupo abeliano
livre cuja base € o conjunto de todos os n-simplexos singulares de X. Um elemento de

Sn(X) é chamado de n-cadeia singular de X e tem a forma
> 1o o,
¢

onde ny € um inteiro, diferente de zero apenas para um nimero finito de ¢.

Uma vez que o i-ésimo operador face 0; ¢ uma fungao do conjunto de n-simplexos
singulares no conjunto de (n — 1)-simplexos singulares, existe uma tnica extensao a um

homomorfismo

dada por 0;(>_ng-¢) = > ng-0i(¢). Definimos o operador de bordo como o homomorfismo

0:Su(X) = S,-1(X)
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dado por
0=00— 01+ 00—+ (=1)"0, = Y _(-1)'0.

Proposicao 1.3.15. A composicio 0o 0 em

é nula.

Um elemento ¢ € S, (X) é chamado de n-ciclo se 9(c) = 0. Um elemento d € S, (X)
¢ chamado de n-bordo se d = 0(e) para algum e € S, 1(X). Uma vez que 0 é um
homomorfismo, seu nticleo, o conjunto de todos os n-ciclos, é um subgrupo de S, (X)
denotado por Z,(X). Similarmente, a imagem 0 em S,,(X) é o subgrupo B,(X) de todos
os n-bordos.

Observe que a Proposi¢ao 1.3.15 implica que B, (X) C Z,(X) é um subgrupo.

Definicao 1.3.19. O grupo quociente

€ 0 n-éstmo grupo de homologia singular de X.

Observacao 1.3.4. Também podemos definir os grupos de homologia reduzida de um
espaco topologico X, denotados por f[n(X), e tais grupos se relacionam com oS grupos de

homologia singular da sequinte forma:

H,(X), n>0
H,(X)= R
Hy(X)®Z, n=0
Observacao 1.3.5. 1. Quando X € uma variedade diferencidvel, X € conexa se, e

somente se, Hy(X) = Z;

2. Dado X um CW complexo de dimensdo n € possivel provar que Hi(X) = 0 para
k > n. O leitor interessando pode encontrar uma prova em [18], pigina 137, Lema

1.2.1.
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Considerando X um espago com o tipo de homotopia de um CW complexo de dimensao
n, ¢ conhecido que todos os grupos de homologia Hy(X), para todo k, sdo finitamente
gerados. Segue da classificagao de grupos abelianos finitamente gerados * que Hy(X) =
ZP+ & T, em que T é o grupo de torgao. Os ntimeros 3 é conhecido como posto (ou rank)

do grupo Hi(X) ou o k—ésimo ntumero de Betti do espaco X.

Definicao 1.3.20. Seja X um espaco topologico que tem o tipo de homotopia de um CW

complexo de dimensao n. Definimos a caracteristica de Euler de X por:
X(X) = ZLo(=1)'B;.

Observamos que a defini¢ao acima é equivalente a4 Defini¢ao 1.3.14 feita anteriormente.
Finalizaremos esta secao lembrando alguns resultados da Topologia Algébrica que

utilizaremos no capitulo 2, secao 2.

Proposicao 1.3.16. ([15], pdgina 126) Seja X um espago topoldgico Hausdorff e S(X)

a suspensao de X. Entao

Hq—l(X>7 QZO
Hy(S(X)) =4 Ho(X), q=1

7, q=0.

Teorema 1.3.2. (Teorema de Hurewicz - [18], pagina 366) Se um espaco X é (n—1)
conezxo, com n > 2, entdo H;(X) =0, para 0 <i <n em,(X) = H,(X), Ho(X) =Z.

1.4 Nocoes basicas da Topologia Diferencial

Definigao 1.4.1. Uma fibragao suave localmente trivial é uma quddrupla (B, X, F,p),
onde B, X, F sao variedades suaves, X € conexo e p: B — X € uma submersao suave
sobrejetiva, satisfazendo as sequintes condi¢oes: para cada x € X existe uma vizinhanca

V, de x em X e um difeomorfismo h: V, x F — p~Y(V,) tal que po h(a,b) = a, para todo

!Uma referéncia para este fato ¢ [14], pagina 309.
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a€V,, be F. Ou seja, o diagrama abaixo é comutativo:

Aqui, T 1V, x F' =V, € a projecdo na primeira coordenada 7 (a,b) = a.
A wvariedade B é chamada de espaco fibrado ou espaco total da fibragdo. A variedade
X € o espaco base, ou simplesmente base, da fibracao. A variedade F € a fibra da fibracao.

Além disso, a aplicacao p é chamada de aplicacao projecao da fibracao.

Quando pudermos escolher V, = X, diremos que o fibrado é trivial. Dai, B é difeo-
morfo a X x F.
Segue da definigao acima que para cada z € X, a variedade p~!(z) é difeomorfa a F,

chamada de fibra sobre o ponto x de X.

Observacao 1.4.1. Quando nao houver confusao de notacao, nos referiremos a projecao

p: B — X simplesmente por fibracao suave.

Exemplo 1.4.1. Dadas X e Y wariedades suaves, e considerando m : X XY =Y a

projecao como acima, temos claramente que m € uma fibracao suave trivial.

Exemplo 1.4.2. Um exemplo de fibrado suave localmente trivial € o fibrado tangente de
uma variedade suave M, denotado por TM. A variedade TM € definida como a unido

disjunta dos espacos tangentes a variedade M :

TM = U ({p} x T,M), onde T,M € o espago tangente a M no ponto p.
peEM
A aplicagao proje¢ao m : TM — M, ©(p,v) = p € uma submersao suave e sobrejetora,
o que torna o quddruple (TM,M,m,T,M) um fibrado suave localmente trivial. Por este

motivo a variedade T M recebe o nome de fibrado tangente da variedade M.

Sendo M = R", entao TR™ = R™ x R™. Além disso, para qualquer aberto U C R"
temos TU = U x R™.
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Definicao 1.4.2. Dada uma variedade suave M, dizemos que M € paralelizdvel quando

a quddrupla (TM, M, 7, T,M) é um fibrado suave trivial.

Um problema interessante é encontrar as dimensoes n para as quais as esferas S” sao
paralelizaveis. Esse problema foi resolvido por R. Bott e J. Milnor em [7] onde provaram
que as Unicas esferas paralelizaveis sao S*, S% e S7.

Dada f : M — N uma aplicacao suave entre duas variedades, podemos definir a
aplicacdo suave f: TM — TN, dada por f(p, v) == (f(p),df(p)(v)), onde df (p) : T,M —
TN € a aplicagao diferencial de f em p.

Decorre da definicao que, dadas f : M — N e g : N — P, temos ;)\f =go f Além
disso, se considerarmos a aplicacao identidade id,; : M — M, entao z/dj\\4 = 1dpys. Logo,
temos que se f : M — N é um difeomorfismo, entao f: TM — TN também é um
difeomorfismo. Portanto, se M e N sao variedades difeomorfas, M é paralelizavel se, e
somente se, N é paralelizavel.

Observe que, para todo n natural, n > 1, temos que a aplicacao f : S" x R —
R"™\{0}, dada por f(z,t) = e'.z é um difeomorfismo cuja inversa ¢ dada por f~! :
R0} — 5" x R, f7(y) = (74, In(|lyl)). Com isso, podemos enunciar o seguinte

resultado.

Proposicao 1.4.1. Para todo n, a variedade S™ X R € paralelizavel.

Demonstragdao. De fato, sendo R™™\{0} aberto em R™ temos que o fibrado tangente
T(R™1\{0}) = (R*"\{0}) x R*"!. Portanto, o resultado decorre do difeomorfismo acima.
O

Definic¢ao 1.4.3. Dado um fibrado suave localmente trivial (B, X, F,p), uma se¢ao trans-
versal do fibrado € uma aplica¢ao suave f : X — B tal que po f(x) = x para todo xr € X.
Uma segao transversal suave da quddruplae (TM, M, n,T,M) é chamado um campo de

vetores suave tangente & variedade M.
Decorre da definicao que uma secao transversal de um fibrado é uma aplicagao injetiva.

Definicao 1.4.4. Sejam M, N wvariedades suaves e f : M — N uma aplicacao continua.

Dizemos que f é uma aplicacdo propria se para todo K C N compacto, tem-se f~1(K) C
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M ¢é compacto.

Se f: M — N é continua e M é compacta, entao claramente f é propria. De forma

geral, podemos caracterizar as aplicacoes proprias da seguinte maneira.

Proposicao 1.4.2. Dadas variedade suaves M, N e uma aplica¢ao continua f : M — N,

as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
1. f € propria.
2. f € uma aplicagao fechada e, para cada y € N, o conjunto f~'(y) é compacto.

3. Se (x) € uma sequéncia em M tal que a sequéncia correspondente (f(xy)) em N €

convergente, entdo (xy) tem uma subsequéncia convergente.

O resultado a seguir ¢ uma condicao suficiente para uma aplicacao entre duas vari-
edades ser a projecao de um fibrado suave localmente trivial. Vamos enuncii-lo para
variedades com bordo, que serd a situagao mais geral que nos deparamos neste trabalho.
Utilizaremos a seguinte notacao: dada M variedade com bordo, denotaremos o bordo de

M por OM.

Definicao 1.4.5. Sejam M e N wvariedades suaves, com OM nao vazio. Uma aplicacao
f: M — N € uma submersao suave se as restri¢coes f : M\OM — N e f : OM — N

forem ambas submersoes.

Teorema 1.4.1. (Teorema de Ehresmann) Sejam M, N wvariedades suaves com N
conexa, M com bordo e f : M — N uma submersao suave, sobrejetora e propria. Entdo

a quddrupla (M, N, f~Y(y), f) € um fibrado suave localmente trivial.

Para finalizar, enunciaremos um resultado que relaciona a teoria de homotopia e fi-
bracao, que vamos aplicar no capitulo 4, secao 4.3. Para isso, introduzimos mais uma

definicao.

Definicao 1.4.6. Sejam M;, i = 1,2,3, mddulos sobre um anel comutativo com unidade

R, f: M, — My e g: My — M3z R—homomorfismo. Diremos que uma sequéncia

O—>M1i>M2£)M3—>0
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é exata (curta) se f for injetora, g for sobrjetora e Im(f) = Ker(g). Mais geralmente,
dada uma familia de R—mddulos {M,}nez e uma familia de R—homomorfismos {f, :

M, — M, _1}nez, diremos que a sequéncia
fn 1 fn
oo My S M, B My —

é exata (longa) se Im(fny1) = Ker(f,), para todo n.

Proposicao 1.4.3. Dada uma sequéncia exata 0 — M, EN My 2 My — 0, as sequintes

afirmagoes sao equivalentes:
1. FExiste um R—homomorfismo ¢ : My — Mital que ¢ o f = Idyy,;
2. Existe um R—homomorfismo v : Mg — Matal que g o = Idyy,.

Além disso, se uma das condicioes acima for verdadeira temos o sequinte isomorfismo
My = My @& Ms;.

Teorema 1.4.2. Seja (M, B, F,p) uma fibragio suave com M, B e F variedades conezas.

Entao a sequinte sequéncia (longa) € exata

oo = (F) = (M) = 1y (B) = o1 (F) - -+ — mo(B) — mo(F) — 0.



Capitulo

2

Singularidades de germes de funcoes

holomorfas

Neste capitulo apresentamos os principais resultados relacionados ao estudo da topo-
logia local de singularidades de fungoes holomorfas. A ferramenta usada neste estudo é a
fibracao de Milnor. Mais recentemente, em [37] e [35] foi trabalhado com detalhes a exis-
téncia desta fibracao. Aqui, discutimos o Teorema da Fibracao de Milnor e as informacoes
topologicas da fibra desta fibragao e do link, tanto no caso de singularidade isolada como
nao-isolada, acompanhando nosso estudo com exemplos a fim de facilitar a compreensao

dos resultados.

2.1 O teorema da fibracao de Milnor

Em [27] (1968), John Milnor estudou a topologia da singularidade de uma funcao

holomorfa! f: U C C"™ — C, U C C"™! aberto ,0 € U com f(0) = 0, através de uma,

!Na verdade, Milnor trabalhou com germes de funcdes polinomiais, mas seu trabalho pode ser natu-
ralmente estendido para fungoes holomorfas, a partir da versao analitica do Lema de Selegao da Curva.
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fibragao localmente trivial dada por

¢:S\K — S

)
£ (2)]
para e > 0 suficientemente pequeno, onde S, = {z € C"!;||z|| = ¢}, S! ¢ a esfera unitaria

de Ce K = S.N f71(0) conhecido como o link da singularidade. Denotamos também
V = f740) N U. Nessa notagao, o principal teorema de Milnor pode ser enunciado da

seguinte forma:

Teorema 2.1.1. Teorema da Fibragao de Milnor. Seja f : (C"™,0) — (C,0) um
germe de funcao holomorfa. Entao, para € > 0 suficientemente pequeno, S:\K € um

brado suave localmente trivial sobre S, com aplicacdo projecao ¢ : S.\K — S dada por
]

No caso X(f) C {0}, podemos encontrar o € > 0 citado no Teorema acima aplicando
o Lema 3.1.1. No caso geral, o leitor interessado pode encontrar na referéncia [27], Lema
4.1 e 4.2.

Vérios passos sao percorridos no caminho da demonstragao deste teorema. O primeiro
deles consiste em caracterizar os pontos criticos da aplicacao ¢ para garantir a existéncia
de ¢ > 0 para o qual ¢ nao tem pontos criticos, ou seja, que torna ¢ uma submersao.
Em seguida, escrevendo ¢(z) = ¢?*) definimos localmente uma funcdo suave 6 e, usando
um campo vetorial tangente em S.\ K e suas curvas integrais, podemos mostrar que 6 ao

longo de uma curva integral p(t) é da forma

O(p(t)) =t + constante, Vt € R,

o que implica a sobrejetividade da aplicacao ¢. Segue entao que para todo 6 as fibras
Fy = ¢71(e?) sao subvariedades 2n-dimensionais de S.. Finalmente, usamos o fluxo
do campo vetorial para gerar um difeomorfismo que torna ¢ uma aplicagao projecao da

fibragao. A ideia é que o campo foi escolhido adequadamente de modo que suas curvas
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integrais sejam transversais as fibras Fy = ¢~ !(e).

Dado um ¢y > 0 tal que para todo 0 < £ < gy temos que ¢ é uma projecao da fibragao
acima, dizemos que €y é um raio de Milnor de ¢ e que as variedades Fy sao as fibras de
Milnor da aplicagao ¢.

No decorrer deste capitulo manteremos sempre a mesma notacao: f é um representante
do germe de fungao holomorfa f : (C"™,0) — (C,0) e V = f~1(0)NU, para algum aberto

U. Os espagos K, S. e a aplicacao ¢ sao como no Teorema da Fibracao.

2.2 Topologia da fibra e do link

Suponha agora que 0 € X(f), o conjunto critico da funcao f podendo ser isolado ou
ndo. Ainda em [27], Milnor usou técnicas da teoria de Morse e provou os resultados gerais

a seguir sobre a topologia da fibra.

Teorema 2.2.1. A fibra Fy € paralelizdavel e tem o tipo de homotopia de um CW complexo

de dimensao (no mdzrimo) n.
Teorema 2.2.2. O link K é (n — 2)-conezo.

A ideia usada por Milnor para provar o Teorema 2.2.1. foi aplicar a teoria de Morse

para estudar a funcao |f| restrita a Fy. Por motivo de conveniéncia, estuda-se a fungao

ag : Fy — R
z +— log|f(2)]

Claramente, |f| restrita a Fy tem os mesmos pontos criticos de ay. E feita uma carac-
terizacao destes pontos criticos e, usando uma expressao para a segunda derivada de ay,
conclui-se que o indice de Morse de ay em um ponto critico é > n. Usa-se a caracteriza-
¢cao dos pontos criticos de ag para verificar que tais pontos criticos estao num compacto
de Fy. Assim, podemos encontrar uma funcao de Morse sy : Fy — R, com indice > n
que coincide com |f| quando |f(z)| é suficientemente pequeno e, além disso, tem nimero

finito de pontos criticos. A partir desta funcao, definimos uma funcao proépria e limitada
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inferiormente
go . Fpb - R

z +— —logse(z),

que tem indice de Morse > n e, aplicando resultados da Teoria de Morse,? concluimos
que Fy tem o mesmo tipo de homotopia de um CW-complexo finito de dimensao < n.

Usando um raciocinio analogo e trabalhando com a aplicagao

a:SN\NK — R

z > log|f(2)]

podemos provar que o espaco total S:\K tem o tipo de homotopia de um CW-complexo
finito de dimensao <n + 1.

Na prova do Teorema 2.2.2 comecamos com uma vizinhanca conveniente de K

N(K) ={z € 5 [f(2)] < n}

que é uma variedade suave com bordo para todo n > 0 suficientemente pequeno, pois 0 € C
¢ um valor critico isolado. Usando a aplicacao s : S:\K — R obtida de a : S;\K — R
pelo mesmo procedimento feito para obter a sy tratada acima, podemos verificar usando
ferramentas da topologia algébrica que a esfera S. tem o mesmo tipo de homotopia de um
complexo contruido a partir da vizinhanca N(K') adjuntando células de dimensao > n.
Dai, conclui-se que

mi(N(K)) =m(S:) =0, para i <n—2.

Observando que K é um retrato de uma vizinhanca absoluta e sendo um conjunto
algébrico, segue por Lojasiewicz que ele é triangularizavel — [22]. Logo obtemos que K
é um retrato da vizinhanga N(K), para n suficientemente pequeno, e segue que ;(K)
também é trivial para 1 < n — 2.

Posteriormente, Kato e Matsumoto mostraram em [19] (1973) o resultado abaixo que
indica que a topologia da fibra estd intimamente relacionada com a degeneracao da sin-

gularidade.

2Teorema 3.5 de [26], pagina 20.
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Teorema de Kato-Matsumoto: Suponha que 0 € C"*! seja um ponto critico
do germe de funcdo holomorfa f : (C"*1,0) — (C,0). Seja s = dimcoX(f) a dimensao
complexa do germe do conjunto critico X(f) em 0. Entdo, a fibra de Milnor Fy é (n—s—1)-

conexa.

Observe que ndo podemos concluir pelo teorema que 7, s(F) # 0 como mostra o

Exemplo 2.2.1 a seguir.

Exemplo 2.2.1. Seja f: C3 — C dada por f(z1, 22, 23) = 2125 + z2. Temos:
Vf(z1,22,23) = (25,32125,223) =0 & 290 = 23 = 0

= X(f) ={(21,0,0); z; € C}

e dimcoX(f) = 1. Pelo Teorema de Sakamoto ([38]), Fy é homotopicamente equivalente
a suspensio da fibra da fungao h(z1, z) = z125. Como h € dada por um polinémio quasi-

homogéneo, € suficiente estudar a fibra h™1(1):

3
h(Zl,ZQ) = Z1%y = 1l 2 = ;7
2

de modo que a fibra h™1(1) é difeomorfa a C* pela aplicagio

o h1(1)

%
t = (.10).

Portanto, m,_s(F) = 0.

O seguinte exemplo mostra que o Teorema de Kato-Matsumoto nao pode ser melho-

rado, ou seja, ele fornece o nivel maximo de conexidade que podemos obter.
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Exemplo 2.2.2. Considere f: C> — C definida por f(z1, 22, 23) = 2122. Temos:
Vf(Zl, 29, 23) = (22,21,0) =0 21=2=0

= %(f) = {(0,0, z3); 23 € C},

logo dimc oX(f) = 1. Como f € definida por um polinémio quasi-homogéneo, a fibra F ¢é
difeomorfa a f~1(1):

f(z1,20,23) = 2120 =1 & 29 = o
1

entdo podemos ver f~(1) como o grifico da fungao (t,w) — 1 definida em C* x C, que

por sua vez € difeomorfo ao dominio. Portanto,

m(F) =m(f (1) = m(C* x C) = 1 (SY) £ 0.

Note que pelo Teorema de Kato-Matsumoto nao podemos extrair muitas informacoes
da topologia da fibra quando o conjunto singular tem dimensao grande, ou seja, quanto
maior a dimensdo de 3(f), menos informagoes nos é dada por este teorema sobre a

conexidade da fibra.

O caso particular em que s = 0, isto é, quando a singularidade é isolada, foi mostrado
por Milnor em [27], pagina 57, usando técnicas da teoria de Morse. Neste caso, a fibra
é (n — 1)-conexa. Outra informacao interessante da topologia da fibra é que seu fecho
Fy em S. é uma variedade com bordo 2n-dimensional cujo interior é Fy e cujo bordo é o
link K. Além disso, a variedade Fy esta mergulhada em S. de modo a ter o mesmo tipo
de homotopia de seu complementar S.\Fy. De fato, sendo ¢ : S.\K — S' uma fibracio
localmente trivial, segue que a restrigao ¢ : S\ (K U Fy) — S*\{e?} é ainda uma fibracao
localmente trivial, e como S*\{e?} & contratil, esta dltima fibragao é trivial. Portanto,
S\Fg = S:\(K U Fy) é difeomorfo a Fy x (S*\{e”}), que tem o tipo de homotopia de Fy,

por S1\{e?} ser contratil, e temos

S\Fy = S\(K U Ey) = Fy x (S"\{e"}) = F, = F,.
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A dltima equivaléncia segue do fato conhecido em topologia algébrica que uma variedade
com bordo tem o mesmo tipo de homotopia que sua parte aberta?.

Milnor provou também que a fibra tem o tipo de homotopia de um buqué de esferas
n—dimensionais, e o nimero de esferas no buqué é conhecido como o nimero de Milnor
da singularidade. Observe que, sendo

Fy=8"VStV.--v S

J/
-~

I

onde p representa o nimero de esferas, podemos utilizar a decomposicao celular da se-
guinte forma: sendo as esferas unidas num tnico ponto comum (digamos, p), particio-
namos o buqué de esferas de modo que uma componente desta particao consiste de tal
ponto comum e as demais componentes consistem cada uma de uma esfera menos o ponto
p. Assim, nesta decomposi¢io temos p n-esferas menos um ponto (ou seja, p células de
dimensao n) e uma célula de dimensao 0. Deste modo, chegamos facilmente a seguinte

formula para a caracteristica de Euler-Poincaré da fibra:

X(Fp) =1+ (=1)"p.

De forma geral, quando a dimensao do conjunto singular é positivo, nao podemos
esperar que a fibra de Milnor tenha o tipo de homotopia de um buqué de esferas, como

podemos verificar no exemplo a seguir.

Exemplo 2.2.3. Considere f : (C*,0) — (C,0), f(z1,292,23) = z12223. Com cdlculos

simples, vemos que o conjunto singular de f €
X(f) ={(21,0,0); 21 € C}U{(0, 22,0); 22 € C} U{(0,0, 23); 23 € C}.
Vamos analisar a fibra F = f~(1):

1
22923 =1 23 = ;,
1<2

3Uma prova desta afirmagao pode ser encontrada em [43], pagina 297.
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e vemos que F € difeomorfa a C* x C* pela aplicacao

CxCr —- F

1
(21,22) = <Z17227 E) .
Dai, F tem o tipo de homotopia do toro S* x S*.

Devido & complexidade que a fibra pode assumir quando a singularidade nao é isolada,
as pesquisas tém sido feitas acrescentando-se mais hipoteses, ou seja, considerando-se casos
especiais. Por exemplo, quando o conjunto singular tem dimensao um (s = 1), o Teorema
de Kato-Matsumoto nos diz que a fibra é (n — 2)—conexa, e pelo Teorema de Hurewicz
(Teorema 1.3.2) temos que H;(F) = 0, para todo 0 < j < n — 2. Logo, restam somente
os grupos H, 1(F) e H,(F), sendo que este tltimo ja sabemos que é livre de tor¢ao (ver
[18], p. 132, exercicio 22).

De forma geral, podemos escrever H, ((F) = Z-1 @& T, onde T é o subgrupo de
tor¢ao. Em [29] foi feita a seguinte construgao:

Para cada par de inteiros (I,d), com [ > 1 e d > 2, fixe uma aplica¢do fi4: S' — S' de
grau d. Considere a bola fechada unitaria (I + 1)-dimensional B! e a inclusdo i : S! —

B!, Definimos o espago T'(I,d) por
T(l,d) = B u s/ ~,

onde ~ ¢ a relagdo de equivaléncia que identifica cada ponto x € S' = B! com f 4(z) €
S!. Nestas condigoes foi provado que o tipo de homotopia do espago T'(I,d) ndo depende
da escolha da aplicacdo f4. Além disso, se [ > 2, o espaco T'(l,d) tem as seguintes
propriedades:

(i) H,(T(1,d),Z) = 0 para q # I,

(ii) Hy(T(l,d),Z) = Zg para q = .

Com isto foi provado o seguinte resultado topoldgico:

Teorema 2.2.3. Considere um CW-complezo n-dimensional X que é (n — 2)-conezo

(n > 3). Seja T o grupo de tor¢ao de H, 1(X,Z) e escreva T como soma direta de
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grupos ciclicos, T'= ®;G;. Seja b; o 1-ésimo numero de Betti de X. Entao X tem o tipo

de homotopia do buqué

(\/ S") vV s v (\/ T(n—1, |Gi|)> ,
bn bn_1 1
onde |G;| € a ordem do grupo Gj.

Como caso particular, segue o seguinte resultado.

Corolario 2.2.1. Nas condi¢oes do Teorema 2.2.3 a fibra tem o tipo de homotopia de um

buqué de esferas se, e somente se, o grupo de homologia H,_1(F') é livre de tor¢ao.

Naturalmente, nem sempre podemos esperar que o grupo H,_1(F') seja livre de tor¢ao.
De fato, em [|, os autores exibem uma familia de singularidades de fun¢oes holomorfas
onde isso nao acontece.

Observe que a hipotese na dimensao n > 3 no Teorema 2.2.3 nao pode ser removida,
como mostra o Exemplo 2.2.3 feito anteriormente.

Existem varias generalizacoes do teorema do buqué para singularidades nao isoladas.
O leitor interessado pode consultar por exemplo [45] e [41] e suas referéncias.

A seguir apresentaremos alguns exemplos que vao nos ajudar numa melhor compre-

ensao dos resultados acima.

Exemplo 2.2.4. Seja f: C* — C, f(21, 22, 23, 24) = 212223 + 22. Aplicando o Teorema de
Sakamoto, temos que a fibra de Milnor F é homotopicamente equivalente a suspensao da
fibra de Milnor do Exemplo 2.2.3; ou seja, a fibra de Milnor é homotopicamente equivalente
a S(S' x SY). Agora aplicando a Proposi¢io 1.5.16, obtemos que Hy(F) = H3(F) = Z,
H(F)=0 e Hy(F) =7 & Z. Portanto, rk(Hy(F)) = 2, rk(H3(F)) = 1 e, desde que os
subgrupos de torcao sao nulos, podemos concluir do Teorema 2.2.3 que a fibra tem o tipo

de homotopia de um buqué de esferas dado por S* Vv S*V S3.

Exemplo 2.2.5. (Guarda-chuva de Whitney) Seja f : C* — C, f(21,22,23,21) = 27 —
2323 + 22. Novamente por Sakamoto, podemos dividir o estudo da topologia da fibra em

duas partes:
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(1) a fibra da funcio g(21, 22, z3) = 27 — 2325 € homotopicamente equivalente & suspen-

sao da fibra de Milnor de h(zq, 23) = —2323;

(2) por fim, a fibra de Milnor de f é homotopicamente equivalente & suspensao da fibra
de Milnor da fungdo g do passo (1).

Pela parte (1), sendo h dada por um polinémio quasi-homogéneo, com a mesma ideia
dos exemplos anteriores obtemos que a fibra de Milnor é difeomorfa a C*, logo homotopi-
camente equivalente a S*. Dai concluimos que a fibra de Milnor de g é homotopicamente
equivalente a S(S') = S%. E finalmente por (2) temos que a fibra de Milnor F é homoto-
picamente equivalente a S(S?) = S°.

Observe que neste caso seque diretamente que Ho(F) = 0 (logo livre de tor¢ao) e

rk(Hs(F)) = 1.



Capitulo

3

Aplicacoes holomorfas

Neste capitulo apresentaremos a existéncia da fibracao de Milnor para germes de
aplicagoes holomorfas f : (C"** 0) — (CF,0) em uma situagdo especial, a saber quando
f define uma ICIS. Nosso estudo sera desenvolvido da seguinte forma: na primeira secao
sao apresentados resultados gerais para germes de conjuntos analiticos. Na segunda secao
restringiremos ao nosso caso de interesse formulando assim o teorema da fibragao. Na
terceira secao exibimos alguns resultados sobre a topologia da fibra e do link, seguidos de
exemplos na ultima segao.

A principal referéncia para este capitulo é [23]'. Novamente, para facilitar a leitura

do texto, utilizamos a mesma notagao para um germe e seu representante.

3.1 O link de uma Singularidade Isolada

Seja X um conjunto analitico em um aberto U C CV. Suponha que x € X é tal
que X\{z} é regular de dimensdo constante n (ou seja, X\{z} é uma variedade suave
de dimensao n). No decorrer desta se¢ao, vamos manter esta notagdo. O objetivo desta
secao é mostrar que numa vizinhancga de x, o conjunto X é homeomorfo a um cone sobre
uma variedade suave, que é chamada de [ink da singularidade e ¢ tnico, a menos de

difeomorfismo.

! Nesta referéncia, o autor desenvolve o estudo com mais generalidade do que fazemos aqui.
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Considere uma aplicagdo r : X — [0,00) que é a restri¢cio de uma fungao real-analitica
7 definida em uma vizinhanca de X em U e tal que r~1(0) = {z}. Nestas condi¢oes,
dizemos que a funcao r define o ponto x em X. Para cada ¢ > 0, fixamos a seguinte
notacao:

Xeo = {w € X; r(2) < <),

De modo anéalogo, X, .., X,—., Xo<r<c, etc.
Um primeiro resultado interessante que obtemos por x ser um ponto singular isolado

(ou regular) do conjunto X é o seguinte.

Lema 3.1.1. Sejar: X — [0,00) uma funcao que define o ponto x em X. Entao 0 nao

¢ um ponto de acumulagdo de valores criticos de r|x\ (g}

Demonstracao. Como o problema é de carater local, podemos supor, diminuindo U se
necessario, que X ={y € U : fi(y) = ... = fe(y) =0}, onde f;, i =1,---  k, sdo funcdes
holomorfas definidas em U. Como X \{z} & regular de dimensao n, segue que para todo y €
X\{z}, o sistema {df1(y),...,dfr(y)} tem posto N —n. Considere o conjunto Y C X que
consiste dos pontos y de X nos quais o sistema {d7(y), df1(v), ..., dfx(y), df,(y), ..., dfc(y)}
tem posto < 2(N —n).?2 Podemos ver que Y é um subconjunto real-analiticode X ex € Y.
Além disso, Y\{z} é o conjunto critico de 7|x\(s). E suficiente entdo mostrar que z ¢
ponto isolado de Y.

Suponha por absurdo que z é ponto de acumulacao de Y. Entao, pelo Lema de Selegao
da Curva, existe uma curva real-analitica «y : [0,0) — CV tal que v(0) = z e y(¢) € Y\{z}
se t # 0. Observe que o sistema {df,(y), ..., dfx(v),df,(v),...,df(y)} tem posto 2(N —
n), entdo y € Y significa que dii(y) é combinacdo linear de dfy(y), ..., dfx(y), df,(y), ...,

df,(y), e entdo esta no espaco normal a X\{z} em 3. Temos entido que

L0 = (artrio) o) =0

donde segue que r o~y é constante, e (r o)(t) = (ro~)(0) = r(z) = 0 para todo t. Uma

vez que r1(0) = {z}, isto implica que v(t) = x para todo ¢, o que contradiz a hipotese

2Se tratam das derivadas reais. Ver [21].
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de v(t) € Y\{z} para t # 0. O

Os seguintes lemas serao bastante tteis em resultados posteriores.

Lema 3.1.2. Sejar: X — [0,00) uma funcao que define o ponto x em X. Entdo existe
e > 0 tal que X, <. € compacto e r|X\{x} nao tem valor critico em (0,|. Consequentemente,

X,—c € uma subvariedade real-analitica compacta de X.

Demonstragao. Pelo Lema 3.1.1, existe ¢ > 0 tal que (0,£') ndo tem valor critico de
rlx\{z}- Considere o aberto U’ = U N7 *(—¢',¢'). Entdo X’ = X N U’ é um conjunto
analitico em U’ que contém x, e é equivalente (como germe) a X. Podemos entao trabalhar
com este representante X’ do germe. Afim de facilitar notacdo, continuaremos usando a
notagao X para o representante do germe.

Como 7|x\(z} ndo tem ponto critico, entdo é crescente, e portanto injetiva. Seja B
uma bola fechada com centro x que esta contida em U. Entao r(B) = [0,¢] C [0,&’) ndo
tem valor critico de r|X\{x} e X,<. = B ¢é compacto.

O conjunto X,_. é imagem inversa de valor regular, portanto subvariedade suave de

X\{z}. Sendo um fechado do compacto X,<., ¢ também compacto. O

Lema 3.1.3. Sejam r,1’ : X — [0,00) aplicagoes que definem x em X. Entao existe uma
vizinhanca V de © em X tal que dr(y) e dr'(y) nao apontam em dire¢ées opostas, para
nenhum y € V\{z}. Ou seja, se dr(y) e dr'(y) sao linearmente independentes sobre R,

entdo o produto interno euclidiano R{dr(y),dr'(y)) € nao-negativo.

Demonstra¢ao. Assim como no Lema 3.1.1, vamos supor que X é definido pelas fun-
¢oes holomorfas fi,..., fx. Suponha também que r e 1’ sao restri¢oes das fungoes reais-
analiticas 7 e 7/, respectivamente. Seja Y o subconjunto de X formado pelos pontos y tais
que dr(y) e dr'(y) s@o linearmente independentes sobre R. Ou seja, Y é o conjunto dos
y € X nos quais o sistema {df1(y), ..., dfx(y),df,(y),...,df.(y),d7(y),d7 (y)} tem posto
< 2(N —n+1). Vemos entao que Y é um subconjunto real-analitico de X.

Suponha por absurdo que existem pontos y em Y'\{z} arbitrariamente proximos de x

nos quais R(dr(y), dr'(y)) < 0. Segue do Lema de Sele¢ao da Curva que existe uma curva,
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real-analitica v : [0,) — Y tal que y(0) = x e R{(dr(y(t)),dr'(v(t))) < 0 para t > 0. Dai
dr'(y(t)) = A(t)dr(v(t)) para algum A(t) < 0 sempre que ¢t > 0. Mas

200 = (o). o) = A (a0 ) =20,

donde segue que r e v’ nao podem crescer simultaneamente ao longo de 7, ou seja, ou r
ou r’ deve permanecer constante ao longo de uma curva suave que passa por z. Isto é

uma contradigio, pois r~1(0) = r'71(0) = {x}. O

A seguir apresentaremos trés resultados do Capitulo 2 de [23|. Omitiremos suas provas
por serem bastante técnicas e ndo darem contribuicao significativa no desenvolvimento do

trabalho.

Lema 3.1.4. Sejam r,r' : X — [0,00) aplicagoes que definem x em X. Seja e > 0 tal
que X,<. € compacto e contido numa vizinhang¢a V' como no Lema 3.1.3 e tal que r e 1’
nao tém ponto critico em X,<.. Entao existe um campo vetorial suave v definido em uma

vizinhanca de X,<. que satisfaz (dr(y),v(y)) = —1 e (dr'(y),v(y)) < 0 e é tangente a X.

Proposicao 3.1.1. Nas condicoes do Lema 3.1.2, existe um homeomorfismo H do cone

de X,—. sobre X, <. tal que tro H € a projecio sobre [0,1].
Definicao 3.1.1. A subvariedade X,—. de X é chamada de link de v em X.

Proposicao 3.1.2. Sejam r,r' : X — [0,00) aplicagies que definem x em X. Existe
e > 0 tal que

(i) Xr<c € compacto e nio contém pontos criticos de r|x\(z}.

(it) Se ' > 0 € tal que

erga’ C Xr<aa

entio Xy<o € compacto, nao contém pontos criticos de 1’| x\ () € existe um difeomorfismo
de Xy<cr>e sobre [0,1] x X,—. que leva X,—. sobre {0} x X,_. e leva X, _. sobre {1} x
X,—..

Corolario 3.1.1. Quaisquer duas estruturas de link em X sao difeomorfas.
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Demonstracao. Segue diretamente da proposicao anterior: as devidas restricdes do dife-
omorfismo dado pela Proposi¢ao 3.1.2 promovem difeomorfismos de X,—. em {0} x X, _.

ede X,—. em {1} x X,_.. O

Segue do Corolério acima que, a menos de difeomorfismo, o link independe da funcao
que define x em X que tomamos. Podemos entao tomar a funcao r como a restricao a X

da funcao suave
F:CN — [0,00)

y — r(y) =|ly—z|]?

sem perda de generalidade.

3.2 Teorema da fibracao

No capitulo 2 estudamos a existéncia da fibracao de Milnor para funcoes holomorfas.
Convém entao perguntar em que situacao podemos ter uma fibracao similar para aplica-

¢oes holomorfas. GGeralmente essa fibracao nao existe, como mostra o seguinte exemplo:

Exemplo 3.2.1. Seja f: (C3,0) — (C%,0) dada por f(x,y,2) = (z,2yz). Com cdlculos

simples vemos que
B(f) = {(z,y,2) € Ciw = 0} U{(z,y,2) € C’;2 = 0},

fFE() = {(2,0);z € C}.

Para cada 6 # 0, tem-se f~1((6,0)) = {(4,9,0); y € C}U{(4,0,2); 2z € C}. Por
outro lado, para cada 6, # 0, 0o # 0, tem-se f~1((01,02)) = {(51,y,£—2y);y e C*}, que
¢ homeomorfo a C*. Sendo assim, nao pode haver fibracao de Milnor, pois os tipos

topoldgicos das fibras sao diferentes.

Uma condicao suficiente para a existéncia de tal fibracao é que ela defina uma ICIS.
O objetivo desta secao é enunciar e provar o teorema de existéncia da fibracao de Milnor

para esta classe de aplicacoes holomorfas.
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Vamos comecar definindo os conceitos necesséarios para nosso estudo e fixando a nota-
¢ao que vamos usar.

Considere Z = {f € O, n; f se anula em uma vizinhanca de ¢ em X}. Tal conjunto
¢ um ideal de O, n, chamado de ideal do germe (X, a).

Como sabemos que O, v ¢ um anel noetheriano, existem func¢oes analiticas f1,..., fx
definidas em uma vizinhanca de a que geram o ideal do germe (X, a). Por [40], sabemos

que a dimensao do germe (X, a) ¢ > N — k, ou seja, k > N — dim¢ (X, a).

Definigao 3.2.1. Dizemos que o germe (X, a) € uma intersecao completa se o seu ideal

possui um sistema de exatamente N — dimc (X, a) geradores.

Definigao 3.2.2. Seja f: (C",0) — (C*,0) um germe de aplicagiao holomorfa. Dizemos

que [ define uma ICIS 3 na origem se o germe (V(f),0) é uma intersecao completa e
V(f)nx(f) c {0},

onde V(f) = f71(0).

Dada uma aplicagao holomorfa f = (f1,..., fr) : C* — C*, com f(0) = 0, o conjunto

V(f) = f~1(0) é um conjunto analitico em C", e é claro que a fungao

r:C* — R

r o=

define o ponto 0 em V(f). No caso em que f define uma ICIS na origem, todo ponto
de V(f)\{0} é regular, de modo que V(f)\{0} é uma variedade suave. Podemos entao
aplicar os conceitos e resultados desenvolvidos na se¢ao 1 para o conjunto analitico V (f)
e a fungao r que define o ponto 0 em V'(f).

Para cada n > 0, denotamos por ng a bola fechada em C* com centro na origem

2k

s ou seja,

e raio 1. Denotamos por Dy a imagem do conjunto singular de f em B
Dy = f(S(f)) N B2

3Este nome deriva do inglés Isolated Complete Intersection Singularity (interse¢ao completa com sin-
gularidade isolada). O conceito de ICIS é mais geral, e pode ser encontrado com a devida generalizagio
em [23].
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Teorema 3.2.1. Seja f um germe de ICIS na origem. Entao, existe um gy > 0 tal que,

para todo 0 < e < g, existe n =n(e), com 0 < n K e K 1 tal que
fB0 fYBX¥\ Dy) = B2\ Dy.

¢ a projecao de uma fibragao suave localmente trivial.

Demonstragdo. Pelo Lema 3.1.1, existe g > 0 tal que a aplicacao 7|y (s nao tem valor

critico em (0. £2]. Ou seja
» <0 J )

Vr(x)
Vfi(z)

rank

¢ maximo para todo x € r~1((0,&2]). Tsto significa que (f~1(0)\{0}) h S2"~! para cada

0 < e < gg, portanto 0 é valor regular da aplicagao
fo8t 5 R

Entao, existe n = 7(e) > 0 tal que, para todo y € B}¥, y é valor regular de f: 52" —
R2*. Assim,

. Q2n—1 ~ -1/ 2k 2k
fos" N f(B)") = B,

é submersao sobrejetora propria. Pelo Teorema de Ehresmann, é fibracao suave localmente

trivial. Segue entao que
f82hn fTY(BXM\Dy) — BIM\Dy (3.2.1)

também é fibracao localmente trivial.

Agora, observe que

fiBMn f(B*\Dy) — B\Dy (3.2.2)
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é submersdo. Segue entdo de (3.2.1) e (3.2.2) serem submersdes que
fB 0 fYBM\Dy) — BX\Dy (3.2.3)
é submersao. Observe que a aplicagao
f:BX0fN(BF) = BY

é suave, sobrejetora e propria (por ter dominio compacto), logo a aplica¢ao (3.2.3) também
é. De fato, se K C B2*\Dy é compacto, entao é subconjunto compacto de BZ*. Logo,
fTHE)NBZ'NfH(B}¥) é compacto. Mas K C B2*\ Dy, portanto f~!(K) C f~"(B:*\Dy)
e entao

FTUE)NBZ N fTHBY) = fTHE) N B2 0 fH(BI\Dy).

Isto prova que a aplicacdo (3.2.3) é propria. Finalmente, pelo Teorema de Ehresmann,

segue que a aplicacao (3.2.3) é fibracao suave localmente trivial. O

Da prova do Teorema 3.2.1 segue o seguinte corolario:

Corolario 3.2.1. Dado um germe de aplicagcdo holomorfa f : (C*,0) — (C*,0) que define
uma ICIS na origem, existe g > 0 tal que, para todo ¢ > 0 com 0 < ¢ < gq, existe um

n=mn(e), com0<n<Ke<1 tal que
. Q2n—1 ~ p—1( 2k 2%
f * S&‘ m f (B’q ) _> B’q

€ fibracao trivial.

2k
Véfo
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Demonstragio. Vimos na prova do Teorema 3.2.1 que a aplicagao f : SN f‘l(ng —
ng é fibracao suave localmente trivial. Como a base da fibracao é contratil, segue que a

fibragao é trivial. O

Observacao 3.2.1. Nas condi¢oes do Coroldrio 3.2.1, obtemos que o link de [ é difeo-
morfo a fronteira da fibra de Milnor.

Ainda neste caso foi provado por E. Looijenga em [23] que todas as fibras sao difeomor-
fas, tém o tipo de homotopia de um CW-complezo de dimensao < n e sao (n—1)—conezas.
Logo, sequindo o arqgumento andlogo ao de Milnor foi provado que a fibra tem o tipo de
homotopia de um buqué finito de n—esferas. Portanto, ainda neste caso podemos definir

o numero de Milnor como seque.

Definigao 3.2.3. Seja f : (C*,0) — (C*,0), n > k > 2 um germe de ICIS. O niimero
de Milnor de f é definido como o nimero de esferas que aparecem no buqué da fibra de

Milnor da fibracgao.
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Capitulo

4

Singularidades de aplicacoes reais

4.1 As condigoes (a) e (b) de Milnor

Neste capitulo usamos as notacoes e principais resultados de [24]. Mais resultados
sobre estudos de singularidades analiticas reais podem ser encontrados em [25, 9, 1].

Sejam U C R™ abertoe f = (f1,..., fx) : U — RF uma aplicagao suave, com f(0) = 0.
Suponha que f nao é constante em uma vizinhanca da origem. Denotemos por X =
f740) = V(f)NU. Tomamos novamente a fungao r : U C R" — R dada por r(z) = ||z||*.

Considere os conjuntos
A={zecU;Vfi(x),Vfa(x),...,Vfi(r) sdo linearmente independentes},

B ={xeU;Vr(zx),Vfi(z),Vi(z),...,Vfi(z) sdo linearmente independentes}.
Entdo A = X(f) e é claro que 2 e B sao subconjuntos fechados de U com 2 C 8.

Defini¢ao 4.1.1. i) Dizemos que a aplicacio f satisfaz a condi¢ao (a) de Milnor em 0
(ou 0 € R ¢ um wvalor critico isolado de f) se 0 ¢ A\X, isto €, se X(f) € V(f) em uma
vizinhanga de O em U. Neste caso, se € > 0 € tal que B. N (Ql\—X) = &, entao dizemos
que € € um (a) raio de Milnor para f em 0.

ii) Dizemos que a aplicacio f satisfaz a condi¢ao (b) de Milnor em 0 se 0 é um ponto



62 Singularidades de aplicagoes reais

isolado de (ou nao estd em) X NB\X. Neste caso, se e > 0 € tal que B.NX N (B\X) C
{0}, dizemos que € é um (b) raio de Milnor para f em 0.

iii) Se f satisfaz as condigoes (a) e (b) de Milnor e € > 0 é simultaneamente um (a)
raio de Milnor e um (b) raio de Milnor para f em 0, dizemos simplesmente que € é um

raio de Milnor para f em 0.

Geometricamente, a condigao (b) de Milnor diz que para cada esfera suficientemente

pequena, as fibras proximas do link sao transversais a esfera.

F 1

S

Proposicao 4.1.1. Seja f : U C R" — R*, uma aplicacio polinomial, n >k >2,0€ U
com f(0) = 0. Assuma que 0 é um ponto critico isolado da aplicagdo f. Entdo, f admite

um rato de Milnor na origem.

Demonstra¢ao. A condi¢ao de Milnor (a) é trivial!
Considere a fun¢do r(z) = ||z||* em U. Do Lema 3.1.1 decorre que a variedade B. N

(V(f)\{0}) é transversal as curvas de nivel de r para todo ¢ suficientemente pequeno. [

Proposicao 4.1.2. Suponha que a aplicacio f satisfaz a condi¢ao (b) de Milnor em 0 e
seja g > 0 um (b) raio de Milnor para f em 0. Entao, para todo e > 0 tal que 0 < € < &,

existe 6. > 0 tal que a aplicacdo

H: (éao\Be) N f_l(é56\{0}> — (‘é5e\{0}> X (5275(2))

dada por H(z) = (f(z),||z||*) € uma submersao prdpria.
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Demonstragio. Para mostrar que H é propria, tome K C (Bs,\{0}) x (¢2,£2) compacto.
Sendo 7 : By, x (¢2,¢2) — (¢2,£2) a projecdo na segunda coordenada, temos que w(K) é
compacto (digamos 7(K) = [a,b] C (2,¢2)), e entao H'(K) é subconjunto fechado do
conjunto {z € B.,;||z||> € n(K)} C B ;. Portanto, H'(K) é compacto.

Agora, note que os pontos criticos de H sio os pontos de BN (B, \B:) N f 1 (Bs.\{0}).
Suponha por absurdo que nao existe 6. > 0 que torna H uma submersao. Em outras
palavras: existe uma sequéncia z; em (B\X) N (B.,\B:) tal que f(z;) = 0. Como cada
x; pertence ao conjunto compacto Bgo\é6 entao, a menos de subsequéncia, temos x; — x €
Bgo\éa. Uma vez que f(x;) — 0, temos que x € X. Portanto, x € Bao\l-olE NnXnN (%\—X),
0 que é uma contradi¢do, pois estamos supondo que g9 é um (b) raio de Milnor para f

em 0. O

Corolario 4.1.1. Se f satisfaz a condi¢ao (b) de Milnor em 0 e eg >0 é um (b) raio de

Milnor para f em 0, entdo para cada € com 0 < € < gg existe 6. > 0 tal que
f 0B (B \{0}) — Bs \{0}

€ uma submersao propria.
Demonstracao. Basta tomar &’ tal que 0 < ¢’ < ¢ e aplicar a Proposicao 4.1.2. m

Teorema 4.1.1. Suponha que f satisfaz as condigoes (a) e (b) de Milnor em 0, e seja gy
um rato de Milnor para f em 0. Entao, para todo € > 0, com 0 < € < &g, existe o, > 0
tal que a aplicacao

f: B0 (B \{0}) — Bs. \{0}
€ uma fibracao suave localmente trivial.

Demonstracao. Seja B. C R™ a bola fechada com centro na origem e raio £, onde £ é um

raio de Milnor para f em 0. Para este €, considere J. suficientemente pequeno tal que

foSeTinfH(Bs\0}) — B \{0}

é uma submersio suave sobrejetora. Isto é possivel pela condi¢ao de Milnor (b).
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Pela condi¢ao (a) de Milnor, temos que a aplicagao

£ B0 f1(Bs\{0}) — Bs.\{0}

também é uma submersao suave sobrejetora.

Segue entao do Teorema de Ehresmann que a aplicacao

[ Ben f7H(Bs\{0}) = B \{0}

é fibracao suave localmente trivial.

‘ B, \{0}

]

Corolario 4.1.2. Suponha que f satisfaz as condigées (a) e (b) de Milnor em 0, e seja
gg um raio de Milnor para [ em 0.

Entao, para todo € tal que 0 < € < g, existe 0. > 0 tal que a aplicagao

fi BN fH (B \0}) = Bs \{0}

¢ uma submersao (estratificada) prépria e, logo, uma fibragao localmente trivial.

Além disso, para todo tal par (g,0.), para todo 0 tal que 0 < 0 < 6., a aplicacdo
f:B:N f’l((?B(;) — 0B

é uma submersdo (estratificada) propria e, logo, uma fibracdao localmente trivial.
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Seque que, para todo tal par (e,9.), para todo § tal que 0 < § < 0., a aplicac¢ao
fiB.NfY(0Bs) — 0B;

¢ uma fibracao suave localmente trivial.

Corolario 4.1.3. Suponha que f satisfaz as condigoes (a) e (b) de Milnor em 0, e que k >
1. Entao, f leva uma vizinhanca aberta da origem sobrejetivamente em uma vizinhanga

aberta da origem.

4.2 Condicoes de Milnor para funcoes holomorfas

Seja f: (C",0) — (C,0) um germe de func¢ao holomorfa. Podemos considerar f como

um germe de aplicacdo de R?" em R2. Levantamos a seguinte questao:
Serd que f satisfaz as condi¢oes de Milnor (a) e (b) na origem?

Dedicamos esta secao a resposta afirmativa desta pergunta através das ferramentas da
teoria de estratificagdo. Assim, vamos introduzir os conceitos e resultados necessérios

para o desenvolvimento do nosso estudo.

Definigao 4.2.1. Dizemos que uma particao (V;)ie; de um conjunto analitico VC U C

C™ ¢ uma estratificacdo se a particio (V;);e; verifica as sequintes propriedades:
e cada V; ¢ uma subvariedade analitica conexa de U;

e para cada V; temos que Vi e V; — V; sdo conjuntos analiticos. Neste caso, V; € dito

U—estrito;

e a particao (V;)ie; € localmente finita, isto €, para todo ponto p € V existe uma
vizinhanca de W, de p em V' tal que, W, \'V; # &, somente para um nimero finito

de indices j;

e a particao (V;);er satisfaz a condigcao de fronteira, isto é, se 'V, mVj #+ &, onde Vj

€ o fecho de V; em U, entao V; C Vj.
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Definicao 4.2.2. Seja V C U C C" um conjunto analitico. Seja M C V uma subvari-
edade suave de U contida em V. Dizemos que V satisfaz a condigio (a) de Whitney ao
longo de M se, para toda sequéncia de pontos (x) na parte regular V\X(V) de V que
converge para o ponto x de M e a correspondente sequéncia de planos tangentes (1, V)
converge para um espaco vetorial T na variedade de Grasmann correspondente, entao o

espaco T contéem T, M.

Defini¢ao 4.2.3. Dizemos que uma estratificacio (V;);er do conjunto analitico VC U C
C" satisfaz a condicdo (a) de Whitney se, para todo par de estratos V;,V; tal que i # j e
Vi C Vj, o conjunto analitico Vj C U C C™ satisfaz a condi¢ao (a) de Whitney ao longo
de V.

Em [48] Whitney provou o seguinte resultado geral.

Teorema 4.2.1. Todo conjunto analitico admite uma estratificacdo que satisfaz a condi-

¢ao (a) de Whitney.

Teorema 4.2.2. Seja V. C U C C" um conjunto analitico. Suponha que W €é um aberto
da parte reqular V\X(V) de V que é U—estrito e tal que W = V. Entdo existe uma
estratificacao T' = (V;)ier de V' que satisfaz a condi¢ao (a) de Whitney tal que V\W é

uma uniao de estratos e que as componentes conexas de W sao estratos de I'.

A seguir vamos definir o que chamamos de boa estratificagdo de um conjunto anali-
tico. Consideramos 0 € U C C" subconjunto aberto e f : U — C funcao holomorfa.
Denotaremos por Hy a hipersuperficie {x € U; f(x) = 0} e para z € U fixo por Hy,
a hipersuperficie {y € U; f(y) = f(z)} que passa por x. Também denotaremos por

I' = (Vi)ier uma estratificacdo de H,.

Definicao 4.2.4. Dizemos que I" é uma boa estratificacao de Hy em 0, se existe uma
vizinhanca aberta 2 de 0 em C" tal que, para toda sequéncia de pontos (xy) de Q\Hy que
converge para um ponto x de HyN ) e cuja sequéncia de planos tangentes correspondentes
Ty Hypz,) a Hy,y em xy, € definida e converge para wm hiperplano T, o hiperplano T
contém o plano tangente em x ao estrato de I' que contém x. Dizemos também que I' é

uma boa estratificacao de Hy em €.
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O principal resultado desta secdo mostra que dada f como acima numa vizinhancga da
origem, a hipersuperficie Hy sempre admite uma boa estratificacao. Para isso, precisamos

de alguns preliminares.

Definigao 4.2.5. Seja f : U — C fun¢ao holomorfa, com 0 € U, f(0) = 0. Diremos
que f satisfaz a desigualdade de Fojasiewicz na origem se, existe uma vizinhanca W de

0 contida em U, tal que para todo z € W temos:
IVF(2)|| > el f(2)]?, com0<O<1ec>D0.

Teorema 4.2.3. [23/, [5]. Toda fun¢ao holomorfa definida numa vizinhanca da origem,

satisfaz a desigualdade de Lojasewicz.

Vamos apresentar abaixo uma prova que toda funcao holomorfa admite uma boa

estratificagdo. A principal referéncia utilizada foi [17].

Teorema 4.2.4. (Hamm-Lé, [17]) Toda fun¢ao holomorfa admite uma boa estratificacao.

Demonstracao. Seja f : U C C" — C uma funcao holomorfa. Dado N € N, defina a

fungao analitica g : U x C — C, g(x,t) = f(z) — t" e o conjunto analitico
G={(z,t) e U xC; f(z) —t" =0} c U x C.

A seguir vamos encontrar o conjunto singular da variedade analitica G.

Observe que, Vg(z,t) = (Vf(z),—NtN1). Logo, temos que Vg(z,t) = (0,0) se e
somente se, V f(z) = 0 e t = 0. Portanto, o conjunto X(g) = X(f) x {0} e que claramente
satisfaz a inclusao

¥(g) € Hy x {0}.

Pelo Teorema 4.2.2 podemos considerar uma estratificagdo I'y de G satisfazendo a
condigao de Whitney (a), tal que G\Hy x {0} e Hy x {0} é uma uniao de estratos.
Essa estratificacao induz uma estratificacao Sy de Hy também satisfazendo a condigao

de Whitney (a).
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Nosso objetivo é mostrar que para N suficientemente grande Sy é uma boa estratifi-
cacao de Hy em alguma vizinhancga da origem 0 € U. Para isso, mostraremos que ['y é
uma boa estratificagao de GG na origem, para alguma vizinhanga de €2 da origem U x C.

Seja x, = (uy,t,) uma sequéncia em G\Hy x {0}, em alguma bola compacta B com
centro na origem contida em U x C, com z, — (z,0) € (Hy x {0}) N B.

A menos de subsequéncia, podemos assumir que a sequéncia de planos tangentes
1., (Hf,) % t,) converge para um limite 7. Basta mostrar que 7" O T,V,, onde V, é
algum estrato de Hy contendo o ponto z.

Observe que como z,, € G\X(g), temos que o plano tangente T, G estd bem definido
e para cada t, fixo, o conjunto analitico Hy(,,) X {t,} = {(z,t,) : f(z) = t}} é uma
subvariedade analitica de G. Logo, temos que T{;,y(H (u,) X {t»}) ¢ um subespaco vetorial
complexo de codimensao 1 em 7T, G.

Suponha que

T.V, £ T. (4.2.1)

A menos de subsequéncia podemos supor que T, G converge para 7. Como 'y satisfaz a
condi¢cao de Whitney (a), temos que T,V, C 7. Da inclusao Ty, (Hsw,) % {t.}) C T,,G
obtemos que T" C 7. Observe que a dimensao complexa de 7 é neade T én — 1, logo
por (4.2.1) obtemos que

T=T+1T,V,. (4.2.2)

Por outro lado, T'C C* x {0} e T,,V,, C C™ x {0}, por (4.2.2) temos que
7 =C" x {0}. (4.2.3)

Para analisar o limite do plano tangente T, G, estudaremos o comportamento do vetor

complexo normal

v9<xn)
V(@)

Observe que

V() _ (Vf(un)v_Ntr]y_l))
Vo)l /1Y F(un) ][+ [NEY-1]2

Vf(u,) —NtN-1 1

19 ) TV )l e

= (
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Vamos analisar agora a seguinte expressao:

N|tn|N71

IV f (un)|l” (4.2.4)

Observe que, como x, = (U, t,) € G, temos que f(u,) =t logo obtemos |t,|V 1 =

|f(un)| "~ e por (4.2.4) obtemos 1

N|f (un)| 5
M

Pela desigualdade de Lojasiewicz sabemos que ||V f (u,)|| > | f(un)|?, logo temos [t,|V~1 =

|f(u,)] ">, obtendo a desigualdade

N|tn|N_1 N-1 0
< |f(un)| ¥ . (4.2.5)
IV f (un) |
Observe que escolher um natural N tal que N > ﬁ é equivalente a % — 6 > 0. Logo

escolhendo tal N, como x,, = (un,t,) — (2,0) € Hy x {0} temos que f(u,) — f(x) =0.

Portanto, por (4.2.5) acima temos ﬁ@tf”(—m — 0, quando n — +o00 e
Vg(:l?n)
———— — (20,0), 2o € C"\{0}.
Vg ()l
Mas como (zp,0) é o vetor normal de 7 , obtemos por (4.2.3) uma contradigao. O

Por um argumento analogo ao da prova do Lema 3.1.1 ¢é possivel provar que dado um
conjunto analitico V', p € V, existe uma estratificio (a) de Whitney I' de V| tal que para
todo € > 0 suficientemente pequeno, os estratos que contém o ponto p no seu fecho sao

transversais a toda esfera S.(p) centrada no ponto p e raio e.

Corolario 4.2.1. Dada f holomorfa numa vizinhanca da origem, existe € > 0 suficien-

temente pequeno tal que, todas as fibras “vizinhas” o fibra Hy sdo transversais a S..

Corolario 4.2.2. Toda fun¢ao holomorfa f numa vizinhanga da origem admite um raio

de Milnor (b) na origem.
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4.3 Topologia da fibra de Milnor real

O principal objetivo dessa se¢ao é provar um resultado geral devido a J. Milnor (|27])
sobre o grau de conexidade da fibra de um germe polinomial f : (R™,0) — (R¥,0) com
singularidade isolada na origem. Esse resultado decorre de parte da demonstracao do

Lema 11.4, pagina 100 de |27].

Proposigao 4.3.1. Seja f : (R",0) — (R*,0) um germe de aplicacio polinomial com
X(f) = {0}. Se o link K ndao for vazio, entdo a fibra da fibracio de Milnor é (k — 2)-

conexra.

Para vermos uma ideia da prova da Proposicao precisamos desenvolver os seguintes

resultados.

Dada f : U C R® — R*, com f(0) = 0 com acima, pela Proposicao 4.1.1, sabemos
que f admite um raio de Milnor, digamos ¢y. Ou seja, para todo ¢ > 0 com 0 < € < g,

0 € R* é valor regular da aplicacdo restricao
fo8t— RE.

Sendo o link K nao vazio, sabemos que para cada e existe n = n(¢), 0 < n < € e um disco

k—dimensional fechado D, C R* centrado na origem tal que a aplica¢ao
f:8.nf YD, — D,

¢ uma submersao suave e propria. Logo, pelo Teorema de Ehresmann temos uma fibracao

suave trivial, visto que a base é contratil.

Sendo a fibra o link K, temos o seguinte difeomorfismo:
S.nf D, ~ K x D,. (4.3.1)

Vamos denotar por T'= S. N f~1(D,) a vizinhanga tubular fechada do link K em S..
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Ainda para esses € e 1 temos do Corolério 4.1.2 que a aplicagao
feBnfi(SE) - st (4.3.2)

¢ uma fibragao suave localmente trivial.
Por [27], pagina 99, Lemma 11.3, temos que existe um campo de vetores v(x) em B\V

tal que:
1. (v(x),z) > 0;
2. (v(z), V[ f(2)]]*) > 0;

A condigao (1) significa que o fluxo do campo é transversal a todas as pequenas esferas
centradas na origem. E a condigdo (2) significa que o fluxo do campo aponta na diregao
em que a funcao é crescente. Esse campo pode ser obtido a partir da bissetriz dos campos
Viz|* e VI f(2)]*.

Milnor mostrou no Lema acima que o fluxo deste campo define um difeomorfismo da
variedade com bordo B. N f‘l(Sf;_l) para a variedade com bordo S:\int(T), onde int(T)
é o interior da vizinhanca tubular T, que restrito ao bordo (T) = SI~' N f~'(SF™") é a
aplicacao identidade.

Agora considere uma decomposi¢ao celular do link K = U{_,C;. Pelo difeomorfismo
(4.3.1) podemos obter a esfera S. de S:\int(T) adjuntando um nimero de células de

dimensao > k, uma (k + ¢)—célula para cada i—célula de K.

Portanto, segue o seguinte isomorfismo:
mi(Se\int(T)) = m;(S:) =0,

para todo 0 < i < k — 2. A dltima igualdade pode ser encontrada, por exemplo em [18],
p. 349, Corolario 4.9.

Com isto demonstramos a seguinte Proposigao.

Proposicao 4.3.2. Seja f : U C R* — R* um germe de aplicacio polinomial, com
f(0) =0 e X(f) = {0}. Entdo, a variedade B. N f~'(SF~") do espago fibrado (4.3.2) é
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(k — 2)—conexo.

Agora, de (4.3.1) temos que o espaco T' =~ K x Dy, logo 9(T') = K x SF~" e claramente

temos os mergulhos S;~' < 9(T') — S.\int(T). Disto segue que a sequéncia exata
0 — mi(F) — m(S\int(T)) — ﬂi(S,’f_l) — 0
cinde; ou seja, temos o seguinte isomorfismo:
i (S \int(T)) = m(F) ® ﬂi(S:;_l).
Como ja provamos acima que 7;(S:\int(T)) = 0 = m;(SF™), para todo 0 <7 < k —2,

segue diretamente que a fibra F' é (k — 2)-conexa e a Proposicdo 4.3.1 esta provada.

De modo andalogo ao que foi feito no caso de germe de funcao holomorfa, mais recen-
temente os autores de [3] provaram a seguinte formula para a caracteritica de Euler da

fibra real.

Proposicao 4.3.3. Sejam f : (R",0) — (RP,0), n > p > 2, um germe de aplica¢do
polinomial com X(f) = {0} e denote por Fy a fibra da fibra¢ao de Milnor. Entéo:

1. Sen € par, entio x(Fy) = 1—degy(V f1). Além disso, deg,(V f1) = --- = degy(V f,).

2. se n € impar, entdo x(Fy) = 1. Além disso, deg,(V f;) =0, para todo i =1,--- | p.



Capitulo

5

Singularidades no Infinito

5.1 Estudo global da singularidade

O estudo da fibracao global para fungoes polinomiais complexas em espaco afim tem
por objetivo encontrar condicoes de regularidades sobre as quais um polindémio complexo
apresente um “bom” comportamento no infinito. Isto significa que a fibra afim nao tem
a topologia “afetada” por singularidades que “moram” no infinito. Para ilustrar melhor a

situacao vamos verificar um exemplo.

Exemplo 5.1.1. Considere o polinomio f : C* — C, f(x,y) = v — 2*y. E fdcil verificar

que o conjunto singular X(f) € vazio. Resolvendo a equacao f(x,y) =0 obtemos
2 2 * 1
{(z,y) € C5 :UZO}U{(x,y)EC ;o€ C, yz—}-
x

Logo, a fibra nula tem duas componentes conexas e €, a menos de difeomorfismo, dada por
C U C*. Por outro lado, para qualquer ¢ € C*, quando resolvemos a equaciao f(x,y) = ¢

obtemos

{(x,y)ECQ; x € C*, y:x;c}.

X

Portanto, parametrizando o grdfico temos que a fibra é difeomorfa a C*.

Sendo a aplicagao regular (ou seja, sem pontos criticos em C?), como podemos explicar
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a mudanc¢a no comportamento topologico da fibra?

Neste caso fica clara a necessidade de um critério matematico que possa detectar esses
tipos de mudanca no comportamento, pois o senso comum diz que em havendo mudanca
no tipo topologico, espera-se passar por uma singularidade.

Nesta situacao, atribuimos a mudanca topologica a “existéncia de singularidades no
nfinito”.

Em [16] Ha e Lé provaram um critério para detectar os valores atipicos para fungoes

complexas em duas variaveis. O principal resultado foi:

Teorema 5.1.1. Sejam f : C* — C uma funcdo polinomial e z € C. Entdo, f é uma
fibracao suave localmente trivial numa vizinhanca de z (isto €, existe U, vizinhanga de z
em C, tal que a aplicagdio f : C*°N f~1(U,) — U, é uma fibragao local suave) se, e somente
se, z € um wvalor reqular e a caracteristica de Euler-Poincaré x(f~*(y)) = x(f~(2)) para

todo y € U,.

Um critério deste tipo se fazia necessario pois, como vimos no exemplo, as fibras de um
polindmio no ambiente afim podem nao ter o mesmo tipo topolégico globalmente ainda
que sem a presenca de singularidades. No exemplo acima vimos que, embora 0 € C seja
um valor regular de f, claramente x(f~'(c)) # x(f1(0)), para todo ¢ # 0, logo podemos
concluir que {0} é o tnico valor atipico.

A seguir apresentamos algumas defini¢oes e resultados basicos sobre condicoes de
regularidade no infinito e verificamos como a chamada “fibragao de Milnor global” pode

ser estudada neste contexto.

5.2 Fibracao global

E conhecido que, dado um polinémio holomorfo de grau d, f : C* — C, com f(z) =
fi(z)+. ..+ fa(2) em que f;(2) denota a parte homogénea de grau i, existe um subconjunto

finito I' C C tal que a aplicagao

f:C"\ f}(I) = C\T
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é uma fibragao suave localmente trivial.

O menor tal subconjunto I', no sentido da inclusao, que torna tal aplicacao acima uma

fibragao suave, é conhecido com conjunto dos valores atipicos e denotado por Bj.

De forma geral, é conhecida a seguinte inclusao: f(X(f)) C By. Aléem dos valores cri-
ticos, sabe-se que este conjunto também contém os chamados “valores criticos no infinito”
provenientes do comportamento assintotico da fibra no infinito (singularidade no infinito).

Dai, podemos concluir que no exemplo acima temos: {0} C By.

Observe que, sendo o espago C\ By conexo, todas as fibras sdo difeomorfas e elas sdo
chamadas de fibras genéricas. Além do mais, é também conhecido que essas fibras tém o

tipo de homotopia de um CW complexo de dimensao n — 1.

No que segue apresentamos algumas técnicas e ferramentas que nos ajudarao a detectar

tais singularidades no infinito.

Considere o sistema de coordenadas z = (z1,...,2,) e f polinomial de grau d, como
acima. Queremos estudar o comportamento topologico no “infinito” da fibra f(z) = ¢,
para t € C. Para isso, podemos estudar o conjunto algébrico f(z,t) = f(z) =t =
0. Como estamos interessados no comportamento no infinito, entao precisamos passar
para um espaco adequado que contenha as informacdes das fibras no infinito. Assim,
vamos homogeneizar o polindmio fAusando uma variavel auxiliar, digamos zp, e obtermos
o polinomio F(z,zy,t) = fi(2)z0 " 4+ fo(2)2d? + ... + fa1(2)20 + fa(2) — tzd. Como
F(z,1,t) = ]/”\, entao estudar o comportamento do conjunto J/C\IIO infinito é equivalente a

estudar o conjunto algébrico F' =0 em P"(C).

Defina o seguinte conjunto:
X={((z:20),t) € P*(C) x C; F(z,20,t) = 0}.

Este espaco contém todas as informacgoes das fibras no espaco afim e no infinito. Vamos
encontrar agora os pontos singulares do conjunto algébrico X, o que significa encontrar a
solucao da equacao

VF(z, 2,t) =0.



76 Singularidades no Infinito

Temos: .
OF Of; di .
—(z, 20, 1) :Z L(2)z5 7 =0parai=1,...,n;
8ZZ‘ = le
OF & ‘ it
—ZO(Z, 20,0) =Y (d—j)fi(z)z =0
j=1
oF
E(z,zo,t) =z =0.

Do sistema acima concluimos que o conjunto singular de X no infinito ¢ dado por

F={(z11...02,:0) € P"(C); Vfa(z) = 0= fa1(2)}.

Vamos encontrar este conjunto no exemplo anterior.

Exemplo 5.2.1. Considerando f = x—z%y temos f3 = —xy e fo = 0. Logo, V f3(x,y) =
(—2zy,x*) = (0,0), tem como solugao x = 0 . Segue que ¥ = {(0: 1 : 0) € P*(C)}
e, sendo (0,1) € C%, obtemos que f(0,1) = 0 e portanto 0 € C € o inico valor atipico e
By = {0}.

Isto motiva a seguinte definicao.

Definicao 5.2.1. Seja f : C" — C, uma funcgao polinomial. Diremos que ¢ € C € um
valor regular no infinito, se existir um disco D C C centrado em ¢ e um subconjunto
compacto K C C" tal que, f: f~1(D)\ K — D é uma fibracio suave localmente trivial.

Caso contrdrio, diremos que ¢ € um valor critico no infinito.
Segue do exposto acima que ¢ = 0 é um valor critico no infinito da funcao f = z —z%y.

Definicao 5.2.2. Seja f : C* — C uma funcao polinomial. Diremos que f admite
uma fibragao de Milnor no infinito (ou fibragao de Milnor global) se existir um Ry > 0

suficientemente grande, tal que para todo R > Ry a aplicacao

ﬁ L SHTI\ K™ 5

for uma fibragdao suave localmente trivial, onde K> := f~1(0) N SIQ%”_I é chamado o link

de f no infinito.
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Para o caso n = 2, foi mostrado por Arnaud Bodin em [6] que é possivel utilizar a
existéncia da fibragao de Milnor global para detectar os valores criticos no infinito. No

que segue apresentamos seu principal resultado.

Teorema 5.2.1. Seja f : C* — C polinomial. Entdo, ¢ # 0 é valor reqular no infinito

se, e somente se, f admite fibracao de Milnor no infinito.

A prova deste resultado usa técnicas de resolucao da singularidade e outras ferramentas
que fogem do escopo deste trabalho.

Ainda no caso n = 2, existem outras caracterizacoes dos valores atipicos no infinito.
Veja, por exemplo, [12, 16, 33, 47|, no entanto, no caso geral, para f : C* — C poli-
nomial, n > 3, o problema de caracterizar os valores atipicos ainda é um problema em
aberto. Uma abordagem para detectar os valores de By \ f(2(f)) (ou controlar o compor-
tamento assintotico das fibras) é via as chamadas condicéoes de regularidade no infinito.
Por exemplo: pg-regularidade ([46]), t-equisingularidade ([42]), condigoes de Malgrange
(|33, 46]).

Assim, na direcdo de determinar boas condicoes de regularidade no infinito, foram
introduzidas algumas classes especiais de polindmios. Por exemplo Broughton em [§|

introduziu a classe dos polinomios tame como segue:

Definicao 5.2.3. Seja f : C" — C uma funcao polinomial. Dizemos que f € tame se

existem um 0 > 0 e uma vizinhanga compacta K de C" tal que ||Vdf(x)|| > 9§, para todo
r e CM\K.

Nesta classe foi feita a seguinte caracterizagao de By.
Teorema 5.2.2. Se f : C* — C € polinomial tame, entdo By = f(3(f)).

Em [30], A. Némethi e Zaharia introduziram também as classes de polinémios quasi-

tame, M-tame e semitame, como a seguir.

Definicao 5.2.4. Seja f : C" — C uma funcdo polinomial, considere

M(f)={2€C" INe€C com Vf(z) = Az},
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A:={ceCI{z}C Cn’kglfoo Vf(z)=0e¢ kginoo(f(zk) — (2, Vf(z1))) = ¢}

Sp={ce C;Hz} € M(f), l|zll = +o0, lgrad f(z) = 0 e fzk) = ¢}
Nas condicoes acima temos,
1. Se A € vazio, diremos que f € quasitame;
2. Se Sy for vazio, diremos que f é M—tame;
3. Se Sy = {0}, diremos que f € semitame.
De forma geral foi provado em [31] as seguintes inclusoes
By C f(3)USFCA eSFCA
Em [33] Parusinski considerou as seguintes condi¢oes:

Definicao 5.2.5. Seja f : C* — C uma funcao polinomial e ¢ € C.

(1) Diremos que a fibra f~'(c) satisfaz a condicao de Malgrange, se existir um § > 0

tal que para toda sequéncia {z}, com ||z| — +00 e f(zr) — ¢, temos que

lall - IV £zl = 0. (5:21)

(ii) Diremos que a fibra f~'(c) satisfaz a condicdo de Malgrange fraca se eristirem
N > 2 natural e um § > 0 tal que, para toda sequéncia {z}, com ||zx|| — +oo e
f(zr) = ¢, temos que

¥ - 1V £zl = 6. (5.2.2)

E claro que a condi¢io de Malgrange fraca implica a condicdo de Malgrange. Essa
condicao é bastante ttil para construir campos de vetores numa vizinhanca da fibra e
garantir que a Defini¢ao 5.2.1 é satisfeita.

De forma geral foi provado em [30] que as seguintes implicagoes sdo verdadeiras:

tame = quasitame = Cond. Malgrange = M — tame = semitame (5.2.3)
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e exibiu exemplos mostrando que as inclusoes sdo estritas (a menos da primeira, que ainda
¢ um problema em aberto). Ainda em [30] os autores relacionaram a classe semitame com

a fibragao de Milnor da seguinte forma

Teorema 5.2.3. Se f ¢ semitame, entdo para R suficientemente grande, a aplicacdo

ﬁ DS\ K® — St (5.2.4)

€ a projecao de um fibrado suave localmente trivial.

Esta fibragao é conhecida como a fibracao de Milnor no infinito.
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