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Resumo

Neste trabalho estudamos a geometria da evoluta afim e da curva normal afim asso-
ciada & uma curva plana sem inflexoes a partir do tipo de singularidade das funcoes
suporte afim. O principal resultado estabelece que se v ¢ uma curva plana sem inflexoes,

satisfazendo certas condigoes genéricas entao dois casos podem ocorrer:

1. se p é um ponto da evoluta afim de v em sy entdo temos dois casos: se y(sg) € um
ponto sextatico entao, localmente em p, a evoluta afim é difeomorfa a uma cuspide

em R?; se nao, localmente em p, a evoluta afim é difeomorfa & uma reta em R?,

”" , ~ . ,

2. se p =7 (So) € um ponto da normal afim de v entdo temos dois casos: se y(sg) é
um ponto parabélico de v entao, localmente em p, a curva normal afim é difeomorfa

a uma cispide em R?; em outro caso, localmente em p, a curva normal afim é

difeomorfa a uma reta em R2.
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Abstract

In this work we study the geometry of the affine evolute and the affine normal curve
associated with a plane curve without inflections from the type of singularity of affine
support functions. The main result is setting if v is a flat curve without inflections,
satisfying certain conditions generic then, if p is a point of the affine evolute of v at sg then
two cases: if y(sg) is a sextactic point then locally in p the affine evolute is diffeomorphic
to a cusp at R?, otherwise locally in p the affine evolute is diffeomorphic to a straight in
R?, and second if p = " (sy) is a point of the affine normal curve then two cases: if v(sg)
is a parabolic point of v then locally in p the affine normal curve is diffeomorphic to a
cusp at R?, in otherwise locally in p the affine normal curve is diffeomorphic to a line in
R2.
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Introducao

A geometria diferencial de curvas, tem sido estudada desde antes das idéias que levaram
ao célculo, isto é desde tempos anteriores a Newton e Leibniz. Por outro lado a partir dos
trabalhos de Whitney e Thom na década do 50, teve inicio a Teoria de Singularidades que
estd numa linha direta de descendéncia do célculo e é a ultima das muitas tentativas para
compreender a riqueza da geometria e beleza de curvas, superficies e variedades de maior
dimensao. O estudo da geometria de curvas e superficies no espago Euclidiano envolvendo
suas singularidades relaciona estas duas teorias e permite uma visao global dos principais

conceitos de calculo e geometria diferencial de uma forma natural.

Curvas e suas paralelas e envolventes foram estudadas antes de Newton, por exemplo,
o matematico e fisico holandés C. Huyghens. Ele estava interessado na propagacao de
ondas, ele pensou uma paralela como a envolvente de circulos centrados numa curva. Ele
também estudou cerca de 1660 a involuta de uma curva, desenvolvendo uma sequéncia de

cordas a partir da curva.

,

A geometria das curvas e superficies no plano ou no espaco, é estudada por meio de
fungoes de valor real sobre as curvas (como a distancia ao quadrado e altura). R Thom
nos anos 1960, foi o primeiro em explorar estas ideias mas ele usou fungoes reais para

obter propriedades topologicas.

A extracao de informacao local sobre as func¢oes a partir dos termos de sua série de Taylor
(de seus jatos) tem sido um dos temas centrais do célculo, desde a epoca de Newton e

Leibniz.

Por outro lado, em 1870, ja se conheciam varias geometrias: Euclidiana, afim, projetiva,
inversiva, geometria esférica e nao-euclidiana. Para unificar estes conceitos num tnico
ponto de vista Felix Klein, desenvolveu um programa "Erlangen Program". Sua idéia é
bem elegante, considera a geometria como um espaco junto com um grupo de transfor-

macoes desse espaco, e propriedades de figuras que sao invariantes por transformacoes.
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Felix Klein in 1872, declarou em seu famoso programa, "Erlanger Proogram", geometria

é o estudo de invariantes em relacao a um determinado grupo de transformacao.

Geometria diferencial Euclidiana cléssica é o estudo de invariantes diferenciais em relacao
ao grupo dos movimentos rigidos e geometria diferencial afim é o estudo de invariantes

diferenciais em relagao ao grupo de transformacoes afins.

Este trabalho esta baseado no trabalho de Shyuichi Izumiya e Takasi Sano|11], a ideia
principal é mostrar que a geometria diferencial afim é mais apropriada para descrever
curvas sem pontos de inflexao. Para isto sao definidas em [11| duas fungoes suporte sobre
uma curva plana, as chamadas funcao distancia ao cubo afim e fungao altura afim, e sao
estudadas as singularidades destas fungoes para obter informacao da geometria da evoluta

afim e da curva normal afim associadas a esta curva.

No Capitulo 1, revisamos conceitos de curvas e conceitos relacionados a estas tais como
comprimento de arco, curvatura, retas tangentes, retas normais, equagoes de serret-frenet.
Também apresentamos os conceitos de contato entre curvas e das fungoes distancia ao

quadrado e altura. As defini¢oes e resultados deste capitulo foram seguidos de [3].

No Capitulo 2, revisamos conceitos de teoria de singularidades tais como jatos, equiva-
léncia a direita e desdobramentos. Aqui enunciamos os critérios para (p)versalidade e

versalidade que serao usados para demonstrar nosso principal resultado.

No Capitulo 3, primeiro apresentamos a geometria Fuclidiana e geometria afim do ponto
de vista de Klein, depois estudamos o espago afim para poder apresentar os conceitos
proprios de geometria diferencial afim, tais como comprimento de arco afim, curvatura
afim, vértice afim, inflexao afim, reta tangente e normal afim, evoluta afim e as func¢oes
suporte afim. Aqui se exibem caracterizagoes da evoluta afim e curvatura afim via as
funcoes distancia ao cubo afim e altura afim, respectivamente. Também neste capitulo se
prova que a curvatura e o comprimento de arco sao invariantes equiafins. As notagoes e

resultados seguem basicamente de [11],[3], [2],[14].

No Capitulo 4, apresentamos a aberragao como em [15]. Neste capitulo damos interpre-
tagao geométrica de modo natural para o ordem do contato, para isto usamos os conceitos
de aberracao e de conica osculante. Além disso, obtemos relagoes para o raio de aberracgao,
eixo de aberracao e fundamentalmente deduzimos relacoes explicitas que caracterizam os
pontos de uma curva que fazem contato de ordem 4, 5 e 6 com a codnica osculante, em

funcao da curvatura e suas derivadas.

No Capitulo 5, definimos as propriedades genéricas como em [3] e também pontos paraboli-

cos e pontos sextaticos. Estudamos a existéncia de pontos sextaticos e caracterizamos os
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pontos parabolicos e sextaticos via curvatura afim. Por dltimo estudamos a geometria da

evoluta afim e normal afim.

Ressaltamos que para facilitar a leitura desta dissertacao, optamos por incluir todas as
defini¢oes e resultados basicos sobre curvas tanto na geometria Euclidiana como na geo-
metria afim. Mesmo tendo tornado a dissertacao um pouco mais longa, entendemos que
a inclusao destes conceitos em ambas geometrias facilita a comparagao entre ambas per-

mitindo um melhor conhecimento de conceitos da geometria afim.
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Capitulo

1

Curvas no espaco Euclidiano

Neste capitulo, apresentamos as defini¢oes basicas sobre curvas espacias e curvas planas
no sentido classico da geometria diferencial de curvas, estudamos as fungoes definidas em
curvas e também a nocao de contato entre curvas.

Para fixar a notacao estamos considerando o espaco euclideano R™, ou seja o conjunto de

n-uplas de niimeros reais,
(X1,...,2p), 2, €ER, Vi=1,...,n,
com produto escalar usual,
Y =2T1Y1 + ...+ TpYn,

e com comprimento de x dado por,

2

|2 ||= (z.2)2 = (22 + ... +22)2,

onde x = (1, ..., %) , ¥y = (Y1,...,Yn) em R™.

Neste trabalho entendemos fungoes suaves como funcoes de classe C'*°.

1.1 Curva parametrizada regular - comprimento de arco

Nesta secao estudamos os conceitos de curvas parametrizadas regulares, definimos mu-
danca de parametro e em particular revisamos o conceito de uma curva reparametrizada

por comprimento de arco.
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Definicao 1.1. Uma curva parametrizada no espago FEuclidiano R™ é uma fun¢ao
v : I — R"™ onde I é um intervalo aberto de R e y(t) = (71(t),...,V(t)) com ~; de classe
C>®,Vi=1,...,n. A curva v é chamada regular se v (t) #0 , Vt € I.

Seja v : I — R™ uma curva regular. O vetor v = (¢t + h) — y(t) corresponde ao
segmento da corda desde () para y(t + h).

Observemos que o vetor,

(’Vi(t), o 777/1(75)) = 7/(25) - ;llli% V(t+h) — (1)

tem por diregdo o limite destas cordas, a dizer a tangente em ().

/
t
Defini¢ao 1.2. Seja v : I — R"™ uma curva regular, o vetor T(t) = 7—() é chamado

(@) |

vetor tangente unitdrio a v em t. O comprimento || v (t) || ¢ chamada velocidade de
v em t. Dizemos que v tem velocidade unitdria se || v'(t) ||= 1 para todo t € I. A reta

tangente a v em t € a reta através de y(t) na diregao T(t).

Para n = 2 a equacio da reta tangente a v : I — R? com v(t) = (71(t),72(t)) em ¢ &
dada por

(21 = 71(8))2(t) = (22 = 72(t)) (1) = 0.

Observacao 1.3. Ressaltemos os sequintes fatos que serao usados posteriormente,

1. se z,y : I — R"™ sdo curvas suaves entdo a funcdo x.y : I — R? definida por
(x.y)(t) = z(t).y(t), Vt € I, define uma curva suave, além disso tem-se a sequinte
rela¢ao

(zy) =xy +ay,

2. sex: I — R" é uma curva suave tal que x.x = 1 (isto € x(t).x(t) = 1, Vt € I),

~ /
entao x.x = 0.
A seguir introduzimos a no¢ao de mudanca de parametros.

Definicao 1.4. Seja v : I — R™ uma curva regular. Uma mudang¢a de pardmetro para

v € uma fungao h: J — I , onde J é um intervalo aberto, satisfazendo:

1. h € suave,
2. h(s)#0,Vs e J,

3. hJ)=1.



1.1 Curva parametrizada regular - comprimento de arco 7

A curva 6 1 J — R™ dada por §(s) = vy(h(s)) € dita como sendo obtida de v por mudanga

de pardmetro h ou que § € uma reparametrizacao de -y.
Notemos os seguintes fatos,
e a curva 0 é regular, desde que 7 seja regular,

e h:J — I éuma bijecao de J em I, logo tem inversa h~! além disso, h™! é suave,
desde que h'(s) # 0, Vs € J. Assim h é um difeomorfismo de .J em 1.

Proposicao 1.5. Seja g : I — R uma funcgao suave e h : J — I um difeomorfismo, seja

to € I e sy = h™\(ty) entdo as derivadas g (ty) , i = 1,2,...,k sdo todas zero se, e
somente se, as derivadas (go h)D(to) ,i=1,2,...,k sio todas zero.
Demonstragao: Ver (|3], p. 26). d

Definicao 1.6. O comprimento de arco de uma curva reqular v : I — R™, medido
desde y(to), onde ty € I €,

I(t) = / I (u) | du (L1)

Em particular, se v tem velocidade unitaria, entao [(t) =t — .

Observemos que fixando tg € I, o comprimento de arco de 7 define um difeomorfismo.
Com efeito, definindo I(t) como em (1.1), [ & suave e ['(t) =|| 7' (t) |> 0, Vt € I. Assim [

define um difeomorfismo.

Tendo em mente esta observagao, usualmente fixamos tg € I e dizemos que [ é uma

fungao comprimento de arco.

Se v : I — R"™ uma curva regular entdao o = yol~!: J — R" tem velocidade unitaria,
neste caso ela é chamada de curva parametrizada por comprimento de arco.
Para demonstrar esta afirmacao, seja v : I — R" uma curva regular. Escolhemos ty € I e
definamos [(t) como em (1.1). Como [ ¢ um difeomorfismo de I = (a,b) para um intervalo
aberto J = (I(a), (b)), consideremos h = [~!. Afirmamos que o = yol™!: J — R" tem
velocidade unitéaria.
De fato, como I(h(s)) = s , Vs € J, pela regra da cadeia I'(h(s))h'(s) = 1, Vs € J. Por
outro lado a'(s) = 7/ (h(s))h'(s), dai

[V (h(s))|
V' (h(s))]

/

la'(s) =117 (R(s))R () I=1 ¥ (A(s)R (s) |
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1 /
= iy 17 ) =1

1.2 Curvatura e equacoes de Serret-Frenet

Outros conceitos associados as curvas sao a curvatura e as equagoes de Serret-Frenet.

Definicao 1.7. Seja o : I — R™ uma curva reqular parametrizada por comprimento de
arco onde a(s) = (x1(s),...,2,(s)), e sejan > 3, a curvatura de o em s € definida

como

k(s) =] T'(s) lI= (21 ())* + -+ (2, (5))*) 2
Tem-se k(s) > 0 e k € uma fun¢do suave. No caso que k(s) # 0, dizemos que o vetor
unitdrio N(s) definido por
T'(s)
k(s)
¢ a normal principal. Desde que || T(s) |= 1 entao N(s)LT(s). No caso que k(s) =0,
N(s) nao € definido.

N(s) = (1.2)

Definicao 1.8. Seja v : [ — R"™ uma curva regular, com fung¢ao comprimento de arco l
(relativo para algum ty € I), definimos a curvatura de vy em t, k(t) como a curvatura da

curva a« =yol™t: J > R" em s =1(t).
A curvatura de v em t esta dada pela relacao,

NENOT
[EZCI

De fato, escrevemos T'(t) o vetor tangente unitario de v em ¢ e T,(s) para o vetor unitario
a a em s; entdao T(t) = Ty(I(t)) e dai T'(t) = T.(I(t))I'(t). Portanto,

[0}

1T () 1=l To(O) (t) [|I= ka(UD)L (t) = k(@) (1).

k(t)

1.2.1 Curvatura e normal para curvas planas

Seja a : I — R? uma curva com velocidade unitaria, com «a(s) = (z(s), y(s)), Vs € I.
Como « tem velocidade unitaria entdo || o' ||= 1 e, portanto, a'.a” = 0. Agora definimos

a normal unitaria N(s) como sendo obtida desde T'(s) = a'(s) pela rotacido no sentido

anti-horario um angulo i7. Assim T'(s) = (2'(s),y'(s)) e N(s) = (—y'(s),2'(s)). Por
outro lado, T"(s) = o’ (s) é perpendicular a T(s) = a'(s). Desde que T(s) e T'(s) € R?,
existe k(s) € R tal que

T (s) = k(s)N(s). (1.3)
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Chamamos k(s) a curvatura de o em s. Note que |k(s)| =/ T"(s) ||.

Com «a como acima tem-se

/ 1"

T =a" =(z",y") = kN. (1.4)
Pela equacdo (1.4), k=T .N = (",y").(—y ,z), entdo
k _ x/y// . x//y/‘
Em particular k£ é uma funcao suave de s, Vs € I.

Seja o : I — R? curva com velocidade unitaria e suponhamos que o angulo entre a
tangente de a em s e o eixo-z ¢ ¥(s) com 0 < ¥(s) < 2w, assim temos definida uma

funcao suave 1 : I — R, tal que

cosp(s) = a'(s), sentp(s) =y (s)

1"

Tem-se x" (s) = —1'(s)sent)(s), ¥ (s) =1 (s)cosv(s) portanto

, dip

k(s) = = . 1.5

(5) = /(s) = & (15)

Consideremos agora o caso de uma curva arbitraria v : I — R? ~(t) = (x(t),y(t)).

Lembremos que k(t) é definida como a curvatura da curva de velocidade unitéria v = yol™!

em [(t). Por outro lado temos

e que '(t) = ((' ()% + (¥ (£)?)? e que a. Assim

1 / / 1

Y (1) = U () = TUD () e " (t) = " UE)(T (1) +a (L) (2).

Desde que o tem velocidade unitaria obtem-se
o (1(t)) = ko (1(1))Na(1(t)) e Ta(I(t)) = &' (I(t)) & o vetor tangente unitario, daf
7 (O)-Na(I() = (2" AN () + o UO)(2))-Na(U(t)) = ka(I(£))(I'(2))*.

Segue-se,
k= —Y 29 (1.6)
((@)*+ (¥)?)>
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1.2.2 Foérmulas de Serret-Frenet para curvas planas

Da equacdo (1.3) temos T'(s) = k(s)N(s). Por outro lado || N(s) ||= 1. Assim
N(s).N'(s) = 1 e entdo existe A\(s) € R tal que N'(s) = A\(s)T(s). Também derivando
T(s).N(s) = 0 segue T (s)N(s) + T(s).N'(s) = 0 e, substituindo as relagdes acima nesta
equacao, tem-se

k(s)N(s).N(s)+ A(s)T'(s).T(s) = 0.

Dai k(s) + A(s) = 0 e assim obtemos a seguinte equagao
N' = kT (1.7)

As formulas (1.4) e¢(1.7) sdo as formulas de Serret-Frenet para curvas planas.

1.2.3 Foérmulas de Serret-Frenet para curvas no espaco

Seja o : I — R? curva com velocidade unitaria e o' (s) = T(s) o vetor tangente unitario,
também a curvatura ¢ dada por k(s) =|| T'(s) || e, para k(s) # 0, existe uma normal
principal N(s) perpendicular para T'(s). Da equagao (1.2) temos T'(s) = k(s)N(s). No
que segue consideramos curvas com k(s) # 0.

Como T(s) e N(s) sao vetores unitarios e perpendiculares, consideremos o tnico vetor
B(s) chamado vetor binormal perpendicular a ambos e tal que, quando T'(s), N(s),
B(s) sao escritos como vetores coluna nessa ordem, estes constituem uma matriz 3 x 3

com determinante 1.

Definicao 1.9. O plano passando por a(s) e gerado por N(s) e B(s) é chamado o plano
normal em s e o plano passando por a(s) e gerado por T(s) e N(s) é chamado o plano

osculador.

Agora para efeitos de calculo vamos omitir s. Como N é unitario, entdo N é perpen-
dicular com N, assim existem \,7 € R tal que N' = AT 4+ 7B (A, 7 dependem de s). Por
outro lado, como T.N = 0, derivando temos 7°.N +T.N' = 0. Logo substituindo 7" ¢ N’
nesta equacao, tem-se

kN.N + T.A\T +7B) =0

assim A = —k. Portanto
N (s) = —k(s)T(s) + 7(s)B(s),

para algum 7(s) € R. Este namero 7(s) é chamado tor¢ao da curva em s. Logo, como
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k(s) # 0, 7 é uma fungdo suave de s.

Além disso, como B’ é perpendicular com B, existem p,v € R tal que B = uT + vN.
Usando B.T = 0 temos B".T + B.T" =0 e assim p +0 = 0. Utilizando B.N = 0 obtemos
de forma similar v + 7 = 0, logo B'(s) = —7(s)N(s).

Portanto

que sao as equacoes de Serret-Frenet para curvas no espaco.

1.3 Contato entre curvas

Para F' : R" — R uma fungao suave e 7 : I — R"™ uma curva regular definimos o

contato da curva v com F~1(0).

Definigao 1.10. Dizemos que uma curva v e F~1(0) tem k-ponto de contato para

t =ty (mais precisamente em p = (o)) se a fungdo g : I — R definida por

g9(t) = F(y(1)) = F(n(t), -, m())

satisfaz
glte) =g (to) = ... = " V(te) = 0 e g®(to) # 0.

Neste caso dizemos que a ordem do contato € k.

Além disso, se s6 sabemos que

g(te) =g (to) = ... = g% V(ty) =0,

dizemos que curva vy e F~1(0) tem ao menos k-ponto de contato parat =ty ou que o

ordem do contato € > k.

Exemplo 1.11. Seja v : [ — R" curva regular. Fixando ty € I consideremos a fungao
F:R" — R, definida por F(z) = (z — v(to)).u,

onde u ¢ um vetor fixo em R", com F~'(0) = {z € R"(z — v(to)).u = 0}. Agora

consideremos a func¢ao

g: I — R | definida por g(t) = F(y(t)) = (v(t) — v(to))-u .
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Como g(tg) = 0 entao v e F~(0) tem ao menos 1-ponto de contato em t = t.
Derivando g, tem-se g (t) = 7' (¢).u, logo v e F~'(0) tem ao menos 2-ponto de contato em

t = to se, e somente se, u é ortogonal a 7 (¢o).

Exemplo 1.12. Seja F : R? — R a segunda projegao F(xy,x9) = xo com F~1(0) =
R x {0}, seja v : R — R? definida por v(t) = (¢,t*), estudamos o contato de v e F~1(0)
no ponto t = 0. Consideramos g : R — R definida por g(t) = F(y(t)), assim g(t) = t*

derivando tém-se

1"

g () =k g () = (R)(k = 1), g% (@) = kit e gM(1) = R,
para t = 0, g(0) = g (0) = ... = g*D(0) = 0 e g™ = k! # 0 portanto v e F~1(0)

tem k-ponto de contato em ¢ = 0.

Proposicao 1.13. Sejam F : R” — R func¢ao suave, v : I — R™ uma curva reqular e
L :R"™ — R™ uma aplicacao linear invertivel ou uma translacao.

SeG=FoL:R" %R ed=L"'or tais que F o € suave entdo a ordem de contato
de G7Y(0) e 0 para t =ty € igual igual ao ordem de contato de F~1(0) e v para t = t,.

Demonstracdo: Basta ver que (God) = (FoL)o (L tory)=(Fon). O

A proposigao acima diz que o ordem do contato é invariante por aplicagoes lineares in-

versiveis e por translagoes, em particular o contato é invariante por rotagoes e reflexoes.

Lema 1.14. Sejam v : I — R™ uma curva reqular e F, Fy : R® — R fungoes tais que
F o, Fy oy sao suaves. Seja ty € I, p = 7(ty) e suponhamos que Fi(p) # 0. Entio a
ordem do contato de v com (FF;)~'(0) em ty € k se, e somente se, o ordem do contato
de v com F~1(0) em tq € k.

Demonstragdo: Consideremos ¢(t) = F(y(t)) e h(t) = FFi(y(t)) = F(y(t)Fi(y(t))
derivando h (usando a regra de leibniz) obtemos as seguintes relagoes:

h(to) = g(to) F1(p)

R (to) = ¢ (to) F1(p) + g(to) F1 (p)7 (o)

I (to) = g (to) F1(p) + 29 (to) Fy ()7 (to) + g(to) Fy () (7' (t0)* + 7" (t0))

assim

A (ty) = g™ (to) Fy(p) + termos envolvendo derivadas de g, v e F,

Como Fi(p) # 0, h(ty) = ... = R* D(ty) = 0 e h¥(t) # 0 se, e somente se,
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Proposicao 1.15. Seja v : I — R? uma curva regular, | uma fungdo comprimento de
arco e a =yol™t. Entio k'(to) = ... = k™(ty) = 0 se, e somente se, k,(s)) = ... =
kS (50) = 0, onde so = U(to).

Demonstragao: Por definicao de curvatura tem-se k(t) = k,(I(t)), derivando e con-
siderando t = ty temos

' (to) = ka(s0)l (to),

K (to) = Ka(s0)I (to)? + kq(s0)l (to),

K" (to) = kg (s0)l (t0)” + 3k (s0)l (to)l (to) + ko (s0)1” (to),

portanto, para n € N, obtemos
k™ (t) = kW (s)I' (to)™ + termos envolvendo derivadas dek e [.

Como I'(tg) =|| v (to) ||# 0, segue-se a proposi¢ao. O

Proposigao 1.16. Seja v : I — R? uma curva parametrizada da forma ~(t) = (t,y(t)),
onde y : I — R ¢é uma funcio suave que satisfaz y(0) = 3 (0) = 0. Entio v tem
ao menos n-ponto de contato com o eizo-r no pontot = 0 (n > 3) se, e somente se,
E(0) =...=k"3(0) =0.

Demonstrac¢ao: Consideremos a segunda projegao F(z,y) = y com F~1(0) o eixo-z,
tem-se F'(y(t)) = y(t), assim para saber a ordem do contato de v e o eixo-z, olhamos as

derivadas de y.

Por outro lado, da equagao (1.6), k(t) = dai,

y'(t)
(14 (¥'(1)?)

[SMIIeY

"

y (1) = k(O + (' (1))%)2,

e

por derivagao obtem-se,
Y (1) =K (01 + (¥ (1))7 +3k(0)y ()y" (£)(1+ (¥ (£))3.

Em geral para p € N

NI

/ 3
2

yPt) = P D)1+ (y + termos envolvendo derivadas e y e k.

(£)*)

Notemos que os termos envolvendo as derivadas de y tem ordem < p e os termos envol-

vendo as derivadas de k£ tem ordem < p — 2, logo segue o resultado. U

Coroléario 1.17. Seja v : I — R? uma curva reqular, v tem ao menos n-ponto de contato

com sua reta tangente em (to) se, e somente se, k(ty) = ... = k"3 (t5) = 0.
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Demonstragao: Por rotacao, translacao e pela Proposigao (1.13) podemos considerar,
v(t) = (t,y(t)), com v(0) = (0,0) e 7' (0) = (1,0). Agora pela proposicao acima 7 tem ao

menos n-ponto de contato em t = 0 se, e somente se, k(0) = ... = k"=3(0). O
Definigao 1.18. Seja v : I — R? uma curva plana regular.

1. Um ponto p = v(ty) € um vértice ordindrio da curva plana v se existe um circulo

C' tal que a curva v e C tem 4-ponto de contato para t = t.

2. Um ponto p = ~(ty) € um vértice degenerado da curva plana v se existe um

circulo C tal que v e C tem ao menos 5-ponto de contato para t = tg.

Na Defini¢ao (1.18) para encontrar os vértices de uma curva 7, definimos a fungao
F : R? - R dada por F(x,y) = (z — a)® + (y — b)?> — R?, logo consideramos a fungao
g : I — R dada por g(t) = F(y(t)) e devemos encontrar valores a,b ¢ R tais que 7 e

F~1(0) tenham 4-ponto de contato para algum ¢ = t, da curva 7.
Exemplo 1.19. A elipse definida pela equacdo x? + 4y? = 4 tem 4 vértices ordinarios.

De fato, parametrizando a elipse por v(t) = (2cost, sent), seja pg = (2 cost, sentg)
um ponto da elipse, agora consideremos g(t) = (2 cost—a)?+(sent—b)?—R? e procuremos

valores para a,b e R tais que py seja um vértice.
e g(tg) = 0 se, e somente se, (2costy — a)? + (senty — b)? = R?.
o g (t) = —2sent(2cost —a) + 2cost(sent — b) entdo ¢ (ty) = 0 se, e somente se,
0= ((a,b) — (2costy, senty)).(—2sentg, cos ty),
isto é quando, (a,b) pertence a normal da elipse em 7(t).
e g (t) = —3cos2t + 2acost + bsent entdo g (ty) = 0 se, e somente se,
a(2costy) + b(senty) = 3 cos 2t
também ¢ (o) = 0 se e somente se

a(2senty) + b(—costy) = 3senty cos to.

3

Assim, desenvolvendo o sistema de equagoes tem-se (a,b) = (3 cos® to, —3sen’ty).
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e ¢"(t) = 6sen2t — 2asent + bcost, logo

"

glte) =g (to) =g (to)) =g (ts) =0

se, e somente se, sentgcosty = 0, de onde senty = 0 ou costy = 0 e portanto

t():o,’ﬂ' Out():g,%r.

° g("”)(to) =9cos2ty # 0 em ty = 0,7, 3, 37”, segue-se que a elipse tem 4 vértices.
22 2
Mais geralmente considerando a elipse ye + 5= 1 parametrizada por (A cost, Bsent),
verifica que, para qualquer ¢, existe exatamente um ponto (a,b) tal que o circulo com
centro (a,b) pasando por (Acost, Bsent) tem ao menos 3-ponto de contato, os centros

destes circulos sao dados por

(A% = B?)cos’t (B®— A?)sen’t
(CL, b) - ( A ) B

Estes circulos sao chamados circulos osculadores da elipse.
Definig¢ao 1.20. Seja v : I — R? uma curva plana regular.

1. Um ponto p = y(to) € uma inflexao ordinaria da curva plana ~y se a reta tangente

L emt =ty € tal que a curva v e L tem 3-ponto de contato para t = t,.

2. Um ponto p = ~(to) € uma inflexdo degenerada da curva plana v se a reta
tangente L em t =ty € tal que a curva v e L tem ao menos 4-ponto de contato para

t=tg.

1.4 Funcoes definidas sobre curvas

Nesta secao estudamos duas fungoes de muita utilidade na Teoria de Singularidades,

estas sao a Funcgao Altura e a Funcao Distancia ao Quadrado, as quais sao definidas sobre

curvas.
Seja v : I — R™ uma curva regular e F' : R” — R uma funcao, entao F' se considera como

definida na curva, quando tem sentido a funcao composta Flo~vy: I — R.

Definicao 1.21. Seja u € R®. A funcao disténcia ao quadrado sobre v desde u € a

fungao fq: 1 — R definida por

fa(t) = v(t) = ul* = (v(t) = u).(y(t) — ).
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Definigao 1.22. Seja u € R™ um vetor unitdrio fizado. A fung¢do altura sobre v na

direcao de u € a funcao fp : I — R definida por

A seguir apresentaremos o teorema que relaciona o contato de curvas com as fungoes

distancia ao quadrado e funcao altura.
Teorema 1.23. Seja v : I — R? uma curva reqular

1. A curva ~y e o circulo C centrado em u e passando por y(ty) tem k-ponto de contato,

para t = ty se, e somente se, a func¢ao distincia ao quadrado f; sobre v desde u
satisfaz féi)(to) =0,i=1,...,k—1; fék)(to) £ 0.

2. A curva -y e a reta tangente L passando por y(to) tem k-ponto de contato, parat = t,
se, e somente se, a fun¢do altura fy, sobre v na direcao de u perpendicular a T'(t)
satisfaz f(te) = 0,i=1,...,k—1; fP(ty) #£0.

Demonstragao: Segue das definigdes (1.22), (1.21) e (1.10). O



Capitulo

2

Sobre Teoria de Singularidades

Neste capitulo sao apresentadas defini¢oes e notagoes da Teoria de Singularidades, tais
como: equivaléncia a direita, jatos, desdobramentos entre outros para o caso especial de

fungoes reais. Seguimos neste capitulo a notagao e resultados de Bruce e Giblin [3].

2.1 Equivaléncia a direita

Sejam U; (i = 1,2) subconjuntos abertos da reta R, ¢; um ponto de U; e f; : U; — R

fungoes suaves.

Definigao 2.1. Dizemos que fi(em t1) e fo(em ts) sio equivalentes a direita (R-
equivalentes) se, existem intervalos abertos V; C U; (i = 1,2), com t; € V;, um difeomor-

fismo h : Vi — V5 e uma constante ¢ tal que para todo t € Vi
h(t1) =t e filt) = f2(h(t)) +
com Cc = fl(tl) — f2(t2)
Esta definicao pode também ser expressa, dizendo que o seguinte diagrama comuta.

UlD‘/lL)R

[ |
U2 D‘/Q i) R

onde 7.(z) =x —c,Vr € R
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A R-equivaléncia é uma relagdo de equivaléncia.

Com efeito, verifiquemos que é reflexiva, simétrica e transitiva.

(1) Reflexiva: f em t; ¢ R-equivalente a f em t;, basta considerar h a identidade.

(2) Simétrica: Se f; em t; é R-equivalente a f, em ¢y entdo existe um difeomorfismo
h : Vi — V5 e uma constante ¢ tal que fi1(t) = fo(h(t)) + ¢ , agora consideremos o
difeomorfismo A~ : V4 — V} e constante —c. Logo fa(s) = fi(h™(s)) + (—¢) , Vs € Va.

(3) Transitiva: Se f; em t; é R-equivalente a fy em t, entdo, existe um difeomorfismo
h : Vi — V5 e uma constante ¢; tal que fi(t) = fo(h(t))+c1 e se fo em ty &€ R-equivalente a
f3 em t3 entdo existe difeomorfismo g : Vo — V3 e constante ¢y tal que fo(s) = f3(h(t))+co,
logo consideremos o difeomorfismo h = go h : V; — V3 e constante ¢ = ¢; 4+ ¢3. Portanto

temos f1(t) = f3(h(t)) + c e, assim, f; em ¢, é R-equivalente f3 em t3.

Exemplo 2.2. Uma funcio F' : R? — R definida numa curva parametrizada v : I — R? e
a funcao obtida pela mudanga de parametro h sao certamente R-equivalentes para algum
t, € I, de forma que to = h(ty).

Para ty € R, denotamos f : R, t; — R uma funcao definida em alguma vizinhanga de
to. A seguir definimos o que entendemos por igualdade de duas fungoes deste tipo.
Dizemos que duas fungoes f : R,tg > R e g : R,y — R, sao equivalentes quando, existe

uma vizinhanga V' de ¢, tal que
F() = g(t), VieV.

Esta é uma relacao de equivaléncia no espaco de fungoes defininidas numa vizinhanca de

to. Uma classe de equivaléncia de tais fungoes é chamada de germe em t.

Sejam f; : R, t; — R, 7 = 1,2 duas fungoes, dizer que f; e fy sao R-equivalentes sig-

nifica que f; em ¢; é R-equivalente a fo em 5.

A notacao f : R, tg — R, c quer dizer que f estd definido numa vizinhanca de tq e
temos f(tog) = c.

Lema 2.3. (de Hadamard) Seja f : R,ty — R suave, e suponha que f®(ty) = 0
para todo p com 1 < p < k. FEntao existe uma fun¢ao suave f; : R tg — R tal que
f(t) = f(to) + (t — to)** L f1(t) para todo t em alguma vizinhanga de to. Além disso se,

FED(10) £ 0 entdo, fi(to) # 0.
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Demonstracdo: E suficiente provar para o caso especial em que ¢y = f(ty) = 0. Deste
modo suponha F : R,0 — R,0, suave e F®P(0) = 0 para 1 < p < k. Provemos que
F(t) = t**1Fy(t) para alguma fungdo suave Fy em todo ¢ préximo de 0. O caso geral
segue de chamarmos F'(t) = f(t + to) — f(to), fi1(t) = Fi(t — to). Note que fi(tg) #0 e
fU+D £ 0. A demonstracio segue por inducdo sobre k. Para k = 0 temos F(0) = 0 e
queremos F'(t) = tFy(t). Agora

/0 %F(tu)du = [F(tu)ly = F(t) = F(0) = F(t)

Assim

Flt) = /O 1 %F(tu)du: /0 P (tu)du = ¢ / P (tu)du

0

Dessa forma podemos escolher Fi(t) = fol F'(tu)du que é uma funcao suave, suas derivadas

sao dadas pela diferenciacao sobre o sinal de integragao,
b d
Fl(t)=[| —F'(tu)d
(0= [ GF

A inducdo segue facilmente. Assumimos o resultado para k e supomos F®(0) = 0 para
1 <p<k+1. Entao do caso k = 0, F(t) = tF,(t) digamos, e com isto obtemos da regra
de Leibniz

FO(t) = tFP (1) + pFP D (1),

Assim FQ(p)(O) = (0 para 1 < p < k. Utilizando a hip6tese de indugio, Fy(t) = t"T1F(¢)

para uma funcio suave Fy, dando F(t) = t**2F|(t) como queriamos. O

Uma versao em duas variaveis de Lema de Hadamard diz:

Se U C R? aberto, G : U — R é uma funcad de classe C* tal que G(z,0) = 0, V(z,0) € U.
Entao
Gz, y) = yGi(x,y),

onde Gy ¢ uma fungao de classe C* e todo (x,y) € U.
Teorema 2.4. Sejam f : Rty — R suave e k > 0. Suponha que f®)(ty) = 0 para todo

peom1<p<k, e f*(t) #£0. Entio f é R-equivalente a g : R,0 — R definida por

g(t) = £t* onde temos + ou — de acordo com o sinal de f*+Y(ty) € >0 ou < 0.

Demonstracdo: Defina h(t) = (t — to)(£f1(t))Y**+) onde o sinal + ¢ o sinal de
fi(to), com f; dado no lema de Hadamard. Como h(ty) = 0 e h'(ty) > 0 entdo, h é um
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difeomorfismo em alguma vizinhanga de ty. Além disso,

g(h(t)) = (¢ — to) fo(t) = f(t) — f(to)

onde g é como no teorema. Temos também que o sinal de fi(to) e f**V(¢y) coincidem
(utilizando a regra de Leibniz na férmula do Lema de Hadamard). Dessa forma f e g s@o

R-equivalentes. O

Definicao 2.5. Suponhamos que f : R,ty — R é R-equivalente a +t**1 entdo, para k > 0,
diremos que f tem tipo Ay em ty, ou uma Ay singularidade em ty. Dessa forma tipo
Ag 56 diz que f'(tg) # 0. Também dizemos que f tem tipo Asy quando f®(ty) =0 para
1 <p<k. Ouseja, f tem tipo A; para algum | > k ou todas as derivadas de f se anulam

em tg.

Segue do Teorema (2.4) que uma condigao necessaria e suficiente para f ter uma Ay
singularidade em to & f)(ty) = 0 para 1 < p < k, e f*+D (1) # 0.

Interpretamos geometricamente a definigao acima a partir do contato entre curvas.

Seja f : Rty — R uma fungao suave.

Consideremos a curva v : I — R? definida por v(t) = (¢, f(t)) e a fungao F : R? —» R
definida por F(xq,x9) = xo— f(to), com F(vy(t)) = f(t)— f(to). Logo f tem singularidade
do tipo Ay em t, se, e somente se, v e F~1(0) tem (k + 1)-ponto de contato em ¢ = tg,
isto ¢, o grafico de f tem (k + 1)-ponto de contato com a reta em R? paralela ao eixo-x

passando pelo ponto (g, f(to))-

Definigao 2.6. Sejam f,g : I — R duas fungdes suaves. Os grificos de y = f(t) e
y = g(t) tem (k + 1)-ponto de contato em ty, se yo = f(ty) = g(to) e f — g tem

singularidade do tipo Ay em tq.

Observagao 2.7. Seja F : R? (z9,90) — R,0 suave. Seja v : Rty — R?, ~(t) =
(71(t),%2(t)), uma curva reqular com y(ty) = (xo,10) € v,(to) # 0, entdo o ordem do
contato entre F~1(0) e v € igual a ordem do contato entre F~1(0) e § onde, 6(z) =

(z,9(x)), para uma dnica g.

Demonstracao: Seja 7 : R?> — R a primeira projecio 7(x,y) = x, agora consideremos
a composicdo 7 o7 : R, ¢, — R. Por diferenciacio (7 o) (to) = v;(to) # 0, logo m oy &
um difeomorfismo local, isto é existem V, W abertos de R, com ty € V', o € W tal que
movy:V — W é um difeomorfismo. Seja & = (mrov)™' : W — V considere § = 7o ¢,

suponhamos 6(x) = (a(z),b(x)), de onde tem-se

a(z) =mod(x) = (moy)of(x)=(roy)o(ror) (z) =z
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Considerando g : W — R, g(x) = b(x), Vx € W, obtemos 6(z) = (z, g(x)). Observemos
que para t € V, F(y(t)) = F(v(&(z))) = F(d(x)), logo por derivagao

(Fod)(x) = (Foy) ()¢ (z), onde t = {(x),

(Fod) (x)=(Foy)" ()¢ (2)*+ (Foy) (t)¢"(x), e assim obtemos

(Fod)™(z) = (Fon) ™) (x)" + termos envolvendo derivadas de (F o) e €.

Se &' (x9) # 0, desde a relagao acima pode-se concluir que o contato de F~(0) e v em to,
pode ser substituido pelo contato de F~(0) e § em zy. Vejamos que & (z) # 0, de fato,
como (7 07) o &(x) = z, aplicando regra da cadeia temos (7 0 ) (t)€ (z¢) = 1 , isto é
7, (t0)€ (20) = 1, de onde concluimos & (xq) # 0. O
Observagao 2.8. Seja F' : R? (xg,50) — R suave e suponhamos g—i(ajo,yo) # 0. Seja
v Rty = R%E ~(t) = (11(t),72(t)), uma curva regular, com ~(to) = (zo,0), entdo
mantendo o mesmo contato, F pode ser substituido por G onde G(x,y) =y — f(x) para

uma unica f.

Demonstrag¢do: Sem perda de geralidade podemos supor que F(zg,yo) = 0, como F é

oF

suave e 8—(x0,y0) =% 0, segue pelo Teorema da Funcao Implicita que existe um aberto
Y

U contendo zy e uma fungao suave f : U — R tal que F(x, f(z)) = 0, Vo € U. Agora

consideremos a fun¢ao H : R?, (zg,y0) — R definida por

H(x,y) = F(z, f(z) —y),

como H(z,0) = F(z, f(z)) = 0, pelo Lema de Hadamard, existe Gy : R? (xg,90) — R
suave tal que H(x,y) = yGi(z,y) , dai segue

Fle,y) = H(z,y — f(2) = (y — f(2))Gi(z,y — f(2)),

assim consideremos Fi(x,y) = Gi(x,y — f(z)). Aplicando o Lema (1.14) para as fungoes

F e G com G(z,y) =y — f(x) segue o resultado. O
oF

Corolério 2.9. Seja F : R? (x9,199) — R suave e suponhamos 8—(:E0,y0) # 0. Seja
Y

7 Ritg = R% (1) = (n(t),1%2(t)), uma curva regular, com v(to) = (z0,y0) € 71 (to) # 0,

entao mantendo o mesmo contato, F pode ser substituido por G onde G(x,y) =y — f(x)

para uma unica f, ey pode ser substituido por & onde §(t) = (t,g(t)), para uma unica g.
F

8_y(370,?/0) # 0. Seja

v Rto = R%, (1) = (1i(t),72(1)), uma curva regular, com (o) = (0, o) € 71 (to) # 0,

Corolario 2.10. Seja F : R? (x9,70) — R suave e suponhamos
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entdo v e F~1(0) tem k-ponto de contato em ty se, e somente se, a fungio f — g tem tipo
Ax_1 em xq, onde [ e g sdo as fungoes obtidas no coroldrio acima.

Assim, quando duas curvas sao representadas localmente por equagoes y = f(x), y = g(x)
(onde f(xo) = g(xo)), 0 ordem do contato € medido pelo tipo de singularidade de f — g

em To.

Demonstragdgo: Sejam G(z,y) =y — f(z) e é(x) = (z,9(x)) como nas proposigoes
acima, logo God(z) = G(x,g(x)) = f(x) —g(x), assim v e F~1(0) tem k-ponto de contato

em t, se, e somente se, a funcao f — g tem tipo A,_; em zg. 0

2.2 Jatos de funcoes

Seja f : R, ty — R fungao suave, a série de Taylor de f em ¢y pode ser escrita na forma

t? t3
f(to) +tf'(to) + gf”(to) + gf”’(to) + ...
onde expandimos f(t+ty) em vez de f(t), de modo que ¢ esta proximo de 0 em vez de t.

Definicao 2.11. Seja k > 1 um inteiro. O k-jato de f em ty € o polinémio

-k ! tQ " tk (k)
3" f(to) = tf'(to) + af (to) +...+ Hf (to)

obtido do truncamento da série de Taylor no grau k e excluindo o termo constante f(to).

Dois k-jatos sao iguais quando sao idénticos como polindomios. As vezes incluimos o termo
constante no jato. Nos referimos a f(to) + j%f(to) como o k-jato com termo constante
de f em ty.

Exemplo 2.12. Por um calculo simples f tem tipo A em ¢, se, e somente se, j*f(ty) = 0
e j**1f(to) # 0 (assumimos k > 1) mas pensando em j°f(¢y) = 0 como 0, isto vale para
k = 0 também. Além disso f tem tipo A,, para algum m > k se, e somente se, j* f(to) = 0

e alguma derivada de f é nao nula em t,.

Observemos que nem todas as fungoes sao do tipo A, para algum k, um exemplo de
tais fungoes é a funcdo f : R — R definida por f(t) = exp(—1/t) parat > 0e f(t) =0
para t < 0. Esta fungao é denominada fungao flat em 0, esta fungao satisfaz que todas

as derivadas sdo nulas, ou seja £ (0) = 0 para todo p > 1.
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Lema 2.13. Seja f : R, tg — R funcao suave e seja k um inteiro > 0, entao existe uma
fungao fi1: R, tg — R tal que

k
F(t) =D ap(t —to)" + (t — 1) fu(0) (2.1)
p=0
®) (¢
para t numa vizinhanga de ty, onde a, = / pf 0)

Demonstragao: Consideremos a fungao g : R, ¢y — R definida por

k

g(t) = () = 3 aylt — to)",

p=0

por diferenciacdo ¢ (tg) =0, VI =0,1,...,k.

Logo pelo Lema de Hadamard, existe uma funcao suave f; : R, tg — R tal que

g(t) = g(to) = (t — )" fu 1),

de onde conclui-se pois g(ty) = 0. O

2.3 Desdobramentos

Uma familia de fungoes contendo f é chamada de desdobramento de f, o nome de
desdobramento é porque a familia F' se "desdobra" e revela todas estas fungoes que sao
proximas de f.

Seja F': R x R", (tg, z9) — R uma fungao suave. Podemos considerar F como uma familia
a r-parametros de funcoes F), : R, 15 — R ou como uma familia a 1-parametro de func¢oes
F, :R", 2y — R. Escrevemos f = F,, : R,ty — R a fungao definida por f(t) = F(t, ).
Definicao 2.14. F' como acima é chamada desdobramento a r-pardimetros de f.

Sabemos que uma funcao f : R,y — R tendo uma singularidade A; em %, pode
ser reduzida, em uma vizinhanga de t, para uma das formas g(t) = £t**! isto ¢ existe

difeomorfismo local h : R, ¢y — R, 0 e uma constante ¢ tal que f(t) = g(h(t)) + ¢, ou seja

existem U; , U, intervalos abertos de R tal que o seguinte diagrama comuta

UléR

bl

UQLR
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Agora suponhamos que F' : R x R", (tp,29) — R é um desdobramento f. A seguir
reduziremos F' a uma forma normal G via mudanca de varidveis nos seguintes quatro

itens.

1. F pode ser reduzida como f, isto é, defina:

F(t,z) = F(h '(t),z) — ¢

tal que F(t, o) = g(t), para t proximo a 0. Consideremos s6 o caso g(t) = tF+1.

2. Do Lema (2.13), para cada = € R escrevemos F'(t,z) na seguinte forma
F(t,x) = bo(z) + by (2)t + ... + by ()t + 5720(t, 2)

para fungoes unicamente determinadas b; : R",zp — Re 6 : R x R",(0,29) — R .
Por outro lado F(t,x) = t*+1, dai b;(zy) = 0 para 0 < i <k, e by (7o) = 1.

3. Por uma mudanga de varidvel eliminamos t**20(t, z), reduzimos by 41 () a 1 e tiramos
o termo em t*. Para isto substituimos ¢ por t — %)\ (transformacao de Tschirn-

haus’s). Assim obtemos novas fungoes b; e ¢ e
Flay(t,x),2) = c(x) + by(x)t + ... + by (2)tF 1 4 ¢!

onde a; : R x R",(0,29) — R é suave, ay(t,z9) = t para todo t proximo de 0 e
bi(zg) =0parai=1,...,k—1ec(xg) =0.

Agora definimos a funcao G : R x R*"! — R dada por

G(t, Upy ... ,kal) = ult -+ U2t2 + ...+ uk,ltkfl + thrl. (22)

4. Seja a; x id : R x R", (0,29) — R x R" dada por (a; x id)(t,z) = (ai(t,x),x).
Entao temos que a; X id é um difeomorfismo local em (0, zg), usando a, (¢, z) = t.

Definimos a : R xR", (0, 29) — R como a x id = (a; X id)~!. Entao pode-se escrever:

F(t,z) = G(a(t,x),b(x)) + c(x). (2.3)

O que completa a reducao de F' & uma forma normal G via mudanca de variaveis

dadas por a, b, c.
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2.4 Desdobramento (p)versal

Defini¢ao 2.15. Seja G : R x R® (to,40) — R um desdobramento a s-pardmetros da
fungao g : Rty — R.
Sejam

a:R xR (to,y0) = R

fungao suave que satisfaz a(t,xo) =t para t prézimo a to,
b:R", xg — R% yg

funcao suave e
c:R" xg — R®

funcao suave. Entao o desdobramento
F:RxR" (tg,z9) = R

definido como
F(t,z) = G(a(t,x),b(x)) + c(z)

é dito ser (p)induzido de G.

Note que se F' é um desdobramento de f, entdao f(t) = F(t,xz0). Como F(t,z¢) =
G(a(t, z0),b(x0)) + c(xo) e G(t,y0) = g(t) entao f(t) = g(t) + ¢(xg), dai F é um desdo-

bramento de f que é igual a g a menos de uma constante aditiva.

Definigao 2.16. Seja G : R x R® (tg,y0) — R um desdobramento a s-parametros da
fungao g = R, tg — R. G € chamado desdobramento (p)versal de g em ty, se qualquer
desdobramento de g é (p)induzido de G.

Teorema 2.17. O desdobramento G : R x R¥=1 (0,0) — R dado por
G(t,z) = £t" oyt + 2ot + .. 4 2yt

¢ um desdobramento (p)versal de g(t) = £t"1 em ty = 0.

Demonstragao: Decorre desde as relagoes (2.2) e (2.3) O

Este desdobramento é chamado miniversal desde que o niimero de parametros do desdo-

bramento seja minimo.
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Exemplo 2.18. Sejam G: R xR — R e H : R x R? — R definidas por
G(t, LL’1> = t3 + l’lt (§] H(t, Ty, JIQ) = ts + l’lt + l’2t2.

G e H assim definidas sao desdobramentos da fungao f: R — R, f(t) = t3. Além disso,

G é induzido de H e reciprocamente H é induzido de G.

Primeiro induzimos G desde H, para isto basta considerar G(t,z1) = H(t,z1,0), ou
seja, G(t,x1) = H(a(t,z1),b(z1)) + c(z1), onde a(t,z1) =t, b(z1) = (x1,0) e c(xy) = 0.

Agora induzimos H desde G. Como primeiro passo eliminamos o termo t? considerando

a mudanca t +— t — 5:@:
1 1 1 1
H(t — §IL‘2,$1,$2) = (t — 55132) + .’ﬂl(t — §x2) + 332(t — g.%g)

=8+ (21 — 323t + (£ 25 — La13,)

= G(t,xy — 323) + (F25 — s2122).

1 1 2 1
Portanto, H(t,z1,19) = G(t + 3T %1~ 5%3) + (2—7373 — gl'lilfz) e o resultado segue
para a(t,x1,z) =t + %xg.
Teorema 2.19. (Critério de (p)versalidade) Seja F : R x R", (ty,z9) — R um des-
dobramento a r-pardmetros de f : Rty — R e suponhamos que f tem singularidade de
tipo Ag, k > 1 em to. Entao F é (p)versal se, e somente se, todo polinomio real p(t) de

grau < k — 1 e sem termo constante pode ser escrito na sequinte forma:

) =30 (G taw)) (1) 2.4)

i=1

para constantes reais ¢;, onde 571 denota o (k — 1)-jato.

Demonstragao: Ver([3| p. 141). O

O seguinte teorema esta enunciado sem demostragao no livro de Bruce e Giblin ([3] p.

141). Este teorema fornece outro critério para (p)versalidade.

Teorema 2.20. (Criterio matricial de (p)versalidade) Seja F : RxR", (to, z0) — R,
um desdobramento a r-parametros de f : R, tg — R e suponhamos que f tem singularidade
de tipo Ag, k> 1 em ty, e seja

%(t, l‘o))(t()) = Ozut + 01271'252 + ...+ Oék_lﬂ'tk_l
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parai=1,...,r. Entio F € (p)versal se, e somente se, a matriz (k—1)xr dos coeficientes

a tem posto k — 1.

2.4.1 Conjunto singular - conjunto bifurcacao

Defini¢ao 2.21. Seja F': R x R", (tg, z9) — R um desdobramento a r-pardmetros de f.

O conjunto singular Sg de F é o conjunto :

SF:{(t,x)ERXRT:%—];:O em (t,m)},

ou seja, o conjunto singular consiste de pares (t,z) tal que F, € singular em t.

O conjunto de bifurcagao Br de F' é o conjunto:

OF  O0°F
Bp:{mG]RT:Elt tal que E:W:O em (t,x)}.
OF  0°F
SexeBpe 5 = aE 0 em (t,x), dizemos que t corresponde a .

Observemos que se F' é um desdobramento (p)versal a r-parametros de f entdo Sp é

uma r-variedade parametrizada em R" 1.

De fato, suponhamos que F : R x R", (ty,z9) — R é um desdobramento (p)versal a

r-parametros de f : R, ¢y — R e (ty,z9) € Sp e consideremos a fungao

HlRXRT,(thE()) — R

(t,x) — H(t,x) = %—f(t,x)

Como F' ¢ desdobramento (p)versal, entao pelo critério (p)versal e pela equagao (2.4) o
polindémio

z’": oH ~—  O*F

cia—xi(to,xo)t— ‘ Cim

=1 =

(to, .To)t

¢ diferente de zero. Portanto (o, x¢) € um ponto regular de H, e assim Sp é uma r-
variedade parametrizada em R""! numa vizinhanca U; de (o, 7).
Notemos também que se (tg, zg) € Sr entao

of B 0F,, B E)_F B
g(to) =2 (to) = 5 (to, zo) = 0,
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assim f tem singularidade do tipo A>; em ¢.

Se F' e G sao dois desdobramentos (p)versais a r-parametros quaisquer de f (em tg)
e g (em t1), respectivamente, ambos do tipo Ax(k > 1). Entao existem vizinhangas U de

(to,z0) e V de (t1,up) em RxR" tal que SpNU e SNV sao r-variedades parametrizadas.

Proposigao 2.22. (Unicidade dos conjuntos de bifurcagao) Sejam F e G dois des-
dobramentos (p)versais a r-pardmetros quaisquer de f (emty) e g (emty),respectivamente,
ambos do tipo Ai(k > 1), entdao existem vizinhangas U e V e um difeomorfismo ¢ : U — V
na forma ¢(t,x) = (a(t,z),b(x)), onde a(ty,xo) =t1 , b(xo) = ug €

1. ¢(SpNU)=ScNV

2. b € um difeomorfismo de m(U) a w(V'), onde cada ® é projecao dos pardmetros de
desdobramento, e b(Bp Nw(U)) = Bg Nw(V).

Demonstragao: Ver(|3], p. 145). O

Devido ao Teorema (2.22) os conjuntos bifurcagdo de F' e G s@o localmente difeomor-

fos quando f e g possuem singularidade de tipo Ay.

2.4.2 Desdobramento (p)versal de As(r > 1)

Consideremos dois casos:
Para 7 = 1, o desdobramento G : R x R, (0,0) — R dado por G(t,z) = +t* + xt ¢é
um desdobramento (p)versal de g(t) = +t* em ¢y = 0. Por outro lado considerando a
mudanca ¢t — —t, obtemos que t3 e —t3 sao R-equivalentes, com isto s6 consideremos
o desdobramento (p)versal F' : R x R, (0,0) — R de f(t) = %3 o qual é definido por
F(t,z) =3 + at.

O conjunto singular é
Sp={(t,z) eERxR:3t*+z =0},
e o conjunto bifurcagao
Br ={r €R: para algum t, 3t* +x = 6t = 0},

¢ exatamente {0} isto ¢, um ponto de R.
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Para r > 1, F : R x R",(0,0) — R definido por F(t,z1,25...,2,) = t* + 21t é um

desdobramento (p)versal r-parametros de f, o conjunto singular é
Sp={(t,z1,...,2,) ERxR: 3> + 2, =0},
e o conjunto bifurcacao
Bg = {(z1,...,7,) €R": para algum t, 3t*+ x; = 6t =0},

é exatamente {0} x R"1,
Entao localmente o conjunto bifurca¢do de um desdobramento (p)-versal a r-parametros
de uma singularidade A, é um espaco linear de dimensao r—1 em R", isto é, uma variedade

(r — 1) local parametrizada em R”.

2.4.3 Desdobramento (p)versal de As(r > 2)

Seja F': R x R",(0,0) - R, (r > 2) definido como

1 1
F(t, L1,y ... ,iL'r) = Zt4 + l’lt + §$2t2.

4

1
F é um desdobramento (p)-versal de f(t) = Zt em tg = 0. O conjunto bifurcacao é

Br ={(z1,...,2,) €ER": para algum t, t*+ x; + 2ot = 3t> + 25 = 0}.

Logo (z1,...,7,) €EBr & 2+ a2, + a9t =0 e 3t> + 25 =0,
& a9 = —3t2 ez = 213,
& 2723 + 423 = 0,

portanto
Br = {(z1,...,2,) € R": 272% + 423 = 0}.

Logo, considerando o difeomorfismo
£:Bp = C xR2,

definido por
V4
('%‘17I27{L137"'71‘7")'_> (Ila_ x27x37"‘7x7")7

3

obtemos que Br ¢ difeomorfo com C x R"2, onde C' = {(zy,x2) /2% = 23}.
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2.5 Desdobramento versal

Definigao 2.23. Seja G : R x R® (tg,y0) — R um desdobramento a s-pardmetros da
funcao g : R, tg — R.
Sejam

a:R xR (to,y0) = R

func¢ao suave que satisfaz a(t, zo) = t, para t numa vizinhanga de ty e
b:R" xzog — R* 1
fung¢ao suave. Entao o desdobramento
F:R xR (tg,z0) > R

definido como

F(t,x) = G(a(t, z),b(x))
é dito ser induzido de G.

Definigao 2.24. Seja G : R x R® (tg,y0) — R um desdobramento a s-parametros da
funcao g : Rty — R, G € chamado desdobramento versal de g em ty, se qualquer

desdobramento de g € induzido de G.

Teorema 2.25. O desdobramento G : R x R¥ — R dado por
G(t,xy,. .., x5) = =" f o)+ oot + .+ 2yt

¢ um desdobramento versal de g(t) = +t*1 em ty = 0, sendo miniversal quando tem o

numero minimo de pardmetros, k, para uma singularidade do tipo Ay.

Demonstragao: Ver ([3], p.149). O

Teorema 2.26. (Critério para versalidade) Seja F : R x R", (ty,z0) — R, um desdo-
bramento a r-pardametros de f : R, to — R e suponhamos que f tem singularidade de tipo
A, k>1 emty.

Entao F € versal se, e somente se, qualquer polinomio real p(t) de grau < k — 1 pode ser

F (t, .170)

7

escrito como uma combinagao linear real de (k — 1)-jatos com termo constante

emty,1=1,...,r,

to.00) + 34 (G- (0. ) (1) 25)

PEAL

=1
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para constantes reais ¢;, onde 771 denota o (k — 1)-jato.
Demonstragao: Ver ([3], p. 149). O

Teorema 2.27. (Critério matricial para versalidade) Seja F : R xR"| (tg, z9) — R,

um desdobramento a r-parametros de f : R, to — R e suponhamos que f tem singularidade

de tipo Ay, k > 1 em ty. Escrevemos o (k — 1)-jato com constante de 8—(t,a:0) em to
'I.
como '
Qo+ ot + agit? + o gt
para i =1,... 7. Entao F € versal se, e somente se, a matriz k x r dos coeficientes (c;)

tem posto k (isto € possivel unicamente se r > k).

2.5.1 Conjunto discriminante

Seja F': R x R", (ty, z9) — R um desdobramento de f : Rty — R e suponhamos que
f tem singularidade de tipo Ag, k£ > 1 em t,.

O conjunto de zeros Mg de F' é
Mp={(t,z) e RxR": F(t,z) =0}

e o conjunto discriminante Dy de F' é

F
Dp ={x € R": existe t € R com F:%—t:0 em (t,z)}

De modo anélogo com desdobramentos (p)versais, se F' e G sao dois desdobramentos
versais a r-parametros quaisquer de f (em tg) e g (em t1), respectivamente, ambos do
tipo Ax(k > 1), temos

F:R xR (ty,z0) > R

G:RxR,(t,u) > R

onde F(t,zo) = f(t) (¢t proximo a ty), G(t,up) = g(t) (t proximo a t1), f tendo tipo Ay
em ty e g tendo tipo Ax em t;. Entdo existem vizinhangas de U de (tg,zo) e V de (t1, uo)

em R x R" tal que Dp NU e Dg NV sao r-variedades parametrizadas.

Proposicao 2.28. (Unicidade do conjunto discriminante) Sejam F e G dois des-
dobramentos versais a r-parametros quaisquer de f (em to) e g (em ty), respectivamente,
ambos do tipo Ag(k > 1). Entao existem vizinhangas U de ty e V de ty tal que existe um
difeomorfismo ¢ : U — V da forma ¢(t,z) = (a(t,x),b(x)) onde a(ty, zo) = t1,b(x0) = ug

e
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1. ¢(MpNU)=MgNV

2. b € um difeomorfismo de w(U) a n(V'), onde cada 7 € projegio dos pardmetros de
desdobramento, e b(Dr Nw(U)) = Dg Nw(V).

Demonstracao: Ver(|3|, p. 145). [0 Esta proposicao diz que os conjuntos

discriminantes Dr e D¢ sao localmente difeomorfos.

2.5.2 Desdobramento versal de A; (r > 1)

F :RxR,(0,00 > R, (r > 1) definido como F(t,zy,...,2,) = t* + z; ¢ um
desdobramento versal de f : R,0 — R definido por f(¢) = ¢*. O conjunto dos zeros M ¢é

Mp ={(t,z1,...,2,) ERXR" : t* + z; = 0},
e o conjunto discriminante é
Dr={(z1,...,2,) € R": existe t € R t2+x1:2t:0}7

dai Dp = {0} x R"~%.
O mesmo procedimento para o desdobramento G : R x R", (0,0) — R (r > 1)

G(t,xy,...,1,) = —t* + a1,

da funcdo g : R,0 — R , g(t) = —* nos diz que Dg = {0} x R"1.

2.5.3 Desdobramento versal de A, (r > 2)

Temos que F': RxR", (0,0) = R, (r > 2) definido como F(t,zy,...,z,) = t*+x+xot

¢ um desdobramento versal de f;R,0 — R, f(t) = t3 entdo, o conjunto discriminante é
Dp = {(x1,...,2,) ER": existe t € R com t* + a2, + xot = 3t> + 15 = 0},
desenvolvendo as relagoes obtemos que
Dr = {(x1,...,2,) € R": 2727 + 423 = 0}.

Assim Dy ¢é difeomorfo a C x R"2, onde C' = {(zy,xs) /23 = 23}
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2.6 Conjuntos bifurcacao e discriminante

Podemos resumir o que fizemos em (2.4.2), (2.4.3), (2.5.2) e (2.5.3) da seguinte maneira.

Proposigao 2.29. Seja F' : R x R", (tg,x9) — R um desdobramento a r-pardmetros de
f: R tg = R, com f tendo singularidade tipo A; em t.

1. Seja F' desdobramento (p)versal,
(a) se k =2 entio Br € difeomorfo a {0} x R™! e
(b) se k =3 entao By € difeomorfo a C x R"2

2. Seja F' desdobramento versal,
(a) se k =1 entio Dp é difeomorfo a {0} x R™!, e
(b) se k =2 entao Dr € difeomorfo a C x R"™2

onde C' = {(xy,35)/2? = x3}.
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Capitulo

3

Curvas planas no espaco afim

Estamos interessados em estudar a geometria de curvas planas desde o ponto de vista
da geometria diferencial afim. Para isto primeiro estudamos as geometrias euclidiana e
afim do ponto de vista de Klein, desenvolvido em [2], que estuda propriedades de figuras
invariantes pela agao de um grupo, no caso da geometria Euclidiana estuda as propriedades
de figuras invariantes por isometrias, no caso da geometria afim estuda as propriedades
de figuras invariantes por transformagoes afins. Na segunda secao estudamos o espaco
afim que é o espago ambiente onde se definem as transformacoes afins as quais definem a
geometria afim. Na terceira secao estudamos conceitos proprios da geometria diferencial
afim tais como comprimento de arco afim, curvatura afim e na secao final estudamos as

funcoes suporte afim.

3.1 Geometria Euclidiana - geometria afim

O objetivo desta secao ¢ ver as diferengas entre as geometria Euclidiana e geometria
afim. Uma geometria consiste de um espaco, algumas propriedades que possuem as figuras
neste espago e um grupo de transformacoes do espaco que preservam estas propriedades.
Este ¢ o chamado " Kleinian view of Geometry". Para o nosso caso, em que estudamos a
geometria afim no plano R?, ¢ usado o grupo de transformagoes da forma t(z) = Ax + a,
onde a € R? e A é uma matriz invertivel 2 x 2. A principal referéncia nesta secao é o livro

de Brannan, Esplen e Gray [2].
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3.1.1 Geometria Euclidiana

Definigao 3.1. Uma isometria de R? é uma funcao continua e sobrejetiva f : R* — R2

que preserva distdncias.

Observemos que qualquer isometria tem algumas das seguintes formas ou é composicao

entre estas.

e Uma translacio em R2.
e Uma reflexao com relacao a uma reta in R2,

e Uma rotacao ao redor de um ponto em R2

Observemos que o conjunto S(R?) de isometrias forma um grupo com a operagio de

composicao de fungoes.

Definigao 3.2. Uma transformacdo Euclidiana de R* é uma funcio t : R*? — R? da
forma
t(z)=Uzx+a

onde U é matriz ortogonal 2 x 2 e a € R

Uma matriz U é ortogonal se, U~! = U7 isto é, UTU = I . Equivalentemente uma

matriz é ortogonal se, e somente se, as colunas de U sao ortonormais.

Teorema 3.3. Qualquer isometria de R? é uma transformacgao Euclidiana de R? e reci-

procamente toda transformacao Fuclidiana € uma isometria.

Demonstragao: Ver([2], p. 49). d

Observemos que o conjunto de transformagcoes Euclidianas de R? forma um grupo com

a operacao de composicao de fungoes.

Definicao 3.4. Uma figura F é FEuclidiana-congruente com uma figura F, se existe

uma transformacao Euclidiana que transforma Fy sobre Fy.
A relagao Euclidiana-congruente é uma relacao de equivaléncia.

Exemplo 3.5. O conjunto de todos os segmentos de reta de comprimento 1 sao Euclidiano-

congruentes.
Exemplo 3.6. Todos os triangulos nao sao Euclidiano-congruentes.

Em resumo geometria Euclidiana ¢ o estudo das propriedades de figuras invariantes

pelo grupo de isometrias. Chamamos estas propriedades de propriedades Euclidianas.
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3.1.2 Geometria afim

Entendemos geometria afim como o estudo das propriedades de figuras invariantes

pelo grupo de transformacoes afins.

Definigao 3.7. Uma transformacao afim de R? ¢ uma funcao t : R — R? da forma
t(r) = Ax + b,

onde A é uma matriz invertivel 2 x 2 e b € R%. O conjunto de transformagoes afins de

R? ¢ denotado por A(2).

Teorema 3.8. O conjunto de transformacoes afins A(2) forma um grupo com a opera¢io

de composi¢cao de funcgoes.

Demonstra¢ao: Sejam ty,t, : R* — R? duas transformagoes afins, dadas por t(z) =
Az +by eto(x) = Agz+by , logo tyoty(x) = AjAsx+ (A1be + b1 ), como A; Ay é invertivel,
esta é transformagao afim. A inversa de uma transformacao afim ¢(z) = Az + b ¢ dada
por t 1(z) = A7tz — A71h. O

Observemos que as transformagoes Euclideanas sao transformacoes afins.

Propriedades basicas de transformacgoes afins:

Transformagoes afins,
1. levam retas em retas,
2. levam retas paralelas em retas paralelas,
3. preservam razao de comprimentos ao longo de uma reta dada.

Teorema 3.9. (Teorema fundamental da geometria afim) Sejam p,q,v e p.q,r

dois conjuntos de pontos ndao colineares em R?. Entao;

1. existe uma transformacao afim t que satisfaz

/ ’

tp)=p.tq) =q et(r)=r,

2. a transformagao afim t € unica.

Demonstragao: Ver(|2], p. 69). O
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Definicao 3.10. Uma figura Fy é afim-congruente com uma figura F, se existe uma

transformacao afim que transforma Fy em Fj.
A relagao afim-congruente é uma relagao de equivaléncia.
Corolario 3.11. Todos os tridingulos sao afim-congruentes.

Demonstragao: Segue do Teorema (3.9) e de que as transformagoes afins levam retas

em retas. O

Agora a questao é: "Quais outras figuras planas sao afim congruentes?".

3.1.3 Transformacgoes afins e cOnicas

Definicao 3.12. Uma conica é um conjunto em R? definido pela equacao da forma
Az? + Bay+ Cy?* + Fx + Gy + H = 0, (3.1)

onde A, B,C,F,G e H sao nimeros reais, e A, B e C nao todos nulos.

As trés formas de conica nao degenerada sao elipses, pardbolas e hipérboles. Uma

cOnica nao degenerada é uma:
e hipérbole se B2 — 4AC > 0,
e pardbola se B? — 4AC =0,
e clipse se B? —4AC < 0.
O ntimero A = B? — 4AC é chamado de discriminante da conica.
O proximo resultado mostra a grande diferenga entre as geometrias afim e Euclidiana.

Teorema 3.13. Qualquer elipse ¢ afim-congruente ao circulo unitdrio 2 + y* = 1.

2 2

Demonstragao: Qualquer elipse ¢ afim-congruente com a elipse na forma — + L. 1,

a b?
pois fazendo uma rotacao e translacao obtemos tal forma.

Agora consideremos a transformacao afim ¢, : (z,y) — (2',y) onde,

)=l ) ()

dai, ()2 + (y)? = 1. O

S Q-
SN = O
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Teorema 3.14. Qualquer hipérbole € afim-congruente a hipérbole retangular xy = 1.

Demonstracao:  Qualquer hipérbole é afim-congruente com a hipérbole da forma
2 2

x

— = % = 1, pois por rotacao e translacao obtemos tal forma.

a

Agora consideremos a transformacao afim ¢, : (z,%) — (z',7'), onde

(7)
logo (z')? — (y )2 =1dai (z' —y)(2 +y) =1

Finalmente, aplicando a transformacio afim ¢, : (z',9') — (2",%"), onde

()0 6)

obtemos 'y = 1. U

VN

<8

N——
Il

S Q-

S = O

Teorema 3.15. Qualquer pardbola é afim-congruente a pardbola y? = x.

Demonstracdao: Qualquer parabola é afim-congruente com a parabola y? = ax. Por
rotacao e translacao obtemos tal forma. Agora consideremos a transformacao afim ¢ :

(z,y) — (x',y/), onde

1
2\ (70 x
y o L/ \y
a
com isto (y')? =z O

3.2 O espaco afim

Nesta secao definimos espaco afim, subespaco afim e sistema de coordenadas afim. As

defini¢oes e resultados desta se¢@o sdo encontrados na referéncia [1].

Definicao 3.16. Seja V' um espaco vetorial real n-dimensional. Um conjunto nao vazio
Q € chamado um espac¢o afim associado com V' se, existe uma funcao m: Q2 x Q =V
que associa para cada par (p,q) um vetor em V' denotado por pd, que satisfaz os sequintes

axiomas:

1. para p,q,r € Q temos pt = pg + qf,
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2. para qualquer p € Q0 e qualquer x € V, existe um unico q € () tal que ]ﬁ = .

Os elementos de €2 sao chamados pontos. A dimensao de €2 é definida como a dimensao

do espago vetorial associado V.
Exemplo 3.17. Todo espaco vetorial real de dimensao finita é um espaco afim.
Exemplo 3.18. O produto cartesiano finito de espagos afins ¢ um espaco afim.

Fazendo um calculo simples e usando o Axioma 1 de espaco afim tem-se:
1. pp=0, VpeqQ,

Observacao 3.19. Dado p € () fizado, para qualquer x € V', existe um unico q € <) tal
que p§ = x, as vezes é conveniente escrever ¢ = p + x para representar ¥ = pd, esta

notagao € consistente pois se satisfaz, p+ (x +y) = (p+z) + y.

Seja 2 um espaco afim associado com o espaco vetorial V. Se escolhemos um ponto

O em (2, podemos dar uma estrutura de espago vetorial a ). De fato, basta definir:
—
p+q=7"'(0Op+Og)

Ap £ 771 (AOp)

Definigao 3.20. Um sistema de coordenadas afim com origem O € ) € definido como
%
seque: Fizamos {e1,...,e,} uma base de V', logo para qualquer ponto p € Q, Op € V e

entao existe uma n—upla (x'(p),...,x"(p)) de nimeros tal que
= -
Op = Z z*(p)ei-
i=1

Uma n—upla (z*(p),...,2"(p)) assim definida é chamada de coordenadas do ponto p. O

conjunto de fungoes {z', ..., a"} é chamado um sistema de coordenadas afim.

Dois sistemas de coordenadas afins {z!,...,2"} e {y',...,y"} estdo relacionados da

forma seguinte:
n

yj:Za;xj—Fci 1< <n,
i=1

onde A = [a}] ¢ uma matriz nao singular e C' = [¢'] ¢ um vetor.
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Agora seja 2 um espago afim associado com o espago vetorial V' e seja f : Q — Q

uma func¢ao injetora de €2 sobre si mesmo. Para qualquer p € €2 definimos a fungao
E,: V=V

© = pf = Fy(x) = f(p)f(r).

Definicao 3.21. Dizemos que f : Q — Q € uma transformacao afim se, para algum

p €KY, a fungao F, : V — V € uma transformagao linear de V' sobre si mesmo.

Teorema 3.22. Seja ) um espago afim associado com o espaco vetorial V e f: Q — Q

uma transformacao afim. Entao Fy, = F,, Vq,r € Q.

Demonstracao: Como f ¢é uma transformacao afim, dp € ) tal que F}, é linear. Por

outro lado, para = € V existe um tnico s € {2 tal que = = q_g, logo

Fy(x) = F@)f(8) = F@F @) + F) f(s),

da Fy(x) = —F(0) (@) + TV [(8) = —E(f) + Fy(Bt) = Fo(p% — B) = Fy(q8), e assim

O
O teorema acima diz que a transformacao afim nao depende do ponto p, logo podemos

escrever F' em vez de F},.

Na secao anterior definimos transformacao afim de R? como uma funcao ¢ : R? — R? da

forma

t(x)=Ax+b

onde A ¢ uma matriz invertivel 2 x 2 e b € R?. Esta nocao coincide com a nocao

recentemente definida no caso que V = R?.

b
De fato, seja A = ( G112 > eb= ( bl ), logo t : R? — R? tem a seguinte forma
2

G211 022

t(x,y) = (@110 + a12y + b1, a217 + az oy + b2).

PPN
Consideremos p = (by,by) e (x,y) = (by,b2)(x,y ). Igualando coordenada a coordenada
obtemos a seguintes relacdes, © = 2 — by e y = y — by. Por outro lado, F(x,y) =

t(b1, b2)t($/, yl) e tem-se Fp(Ia y) = (al,l(x/ —b) +a1,2(y/ —bs), 02,1(35/ —by) +a272(y/ —by)).
Dai F,(z,y) = t(z,y).
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Se {z!,..., 2"} ¢ um sistema de coordenadas afim com origem O sobre uma base {e1, ..., e, },
e {y',...,¥"} um outro sistema de coordenadas afim com origem f(QO) sobre a base
{F(e1),...,F(en)} entao y'(f(p)) = x'(p), ¥p € Q. Podemos escrever a relacio entre os

sistemas coordenados {z',...,z"} e {y',...,y"} na forma
xj:zn:b§yj+di 1<i<n,
i=1
além disso, relativo ao sistema de coordenadas {z',..., 2"} as coordenadas de T' sao
T =a'(f(p) = zn: by’ (f(p)) +d' = zn: by (p) + d'.
i=1 =1

Definicao 3.23. Um subconjunto nio vazio Q0 de Q € chamado subespaco afim se existe
um ponto p € Q tal que o conjunto de vetores W, = {]ﬁ 1 q € Q’} forma um subespaco

vetorial de V.

Proposicao 3.24. Seja Q' um subespaco afim de Q). Entdo o espaco vetorial W, independe
da escolha de p € ().

Demonstragdo: Sejar € ', temos que provar que W, =W,.

De fato, seja z € W, entéo existe ¢ € Q' tal que

v =7]=7h+pj=—Dpl+D§ €W,

portanto W, C W,,.
Agora a outra inclusao. Seja y € W), entao existe q € Q' tal que y = p_cf Por outro lado
existe s € Q tal que y = 76. Logo pg = 7§ e dai

P8 = pP + 78 = pf + 785 = pf + pG € W),

Assim ]I% € W, e portanto s € Qey= 7. Logo y € W, de onde conclui-se que W, C W,.
O

3.3 Comprimento de arco afim - curvatura afim

Nesta secao, toda curva e aplicagoes serao consideradas suaves (de classe C*°). Identi-

ficamos o espaco Euclidiano R? com o espago das matrizes reais 2 X 1, Myy1(R) da forma
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usual
(a,b) <> [ ) ] .

Com isto, se a = (a1, a3) e b = (by, by) entdo [a b] denota a matriz [ “

b
llecomla,b\

az 02
denotamos o determinante da matriz [a b, ou seja

|CL s b| = a11)2 — agbl.

3.3.1 Comprimento de arco afim

Seja v : I — R? uma curva plana, v(t) = (z(t),y(t)), Vt € I, onde z : I — R e

y : I — R sao fungoes suaves de t.

Definicao 3.25. Um plano afim € o espaco afim R? associado com o espaco vetorial
Euclidiano R? da forma usual, considerando a funcdo m : R? x R? — R?, que associa cada

par (p,q) o vetor ¢ —p em R?.

Observagao 3.26. Sejam a = (a1,az) € b = (b1, by) dois vetores linearmente indepen-
dentes em R?, fizando O = (p,q) € R?, para qualquer P = (7,7y) € R?, existem z,y € R
tal que

ﬁ = ax + by.
(x,y) sao as coordenadas afim de P (ver Defini¢ao (3.20)).
Desenvolvendo a relacao acima obtemos

E:a1x+bly+p

Y = asr + boy + q.

Desde que a = (ay,az) e (by,by) sao dois vetores linearmente independentes em R? o

determinante da matriz [a b] € distinto de zero, ou seja a1by — agsby # 0.

Observacao 3.27. O determinante dos vetores linearmente independentes a = (ay,as) e

(b1, by) representa o drea do paralelogramo gerado por estes vetores.

De acordo com a observagao (3.26) um plano afim R? ¢ referido em termos de um
sistema de coordenadas {z,y}, como acima o qual considera as coordenadas tal que o
area do paralelogramo gerado por dois vetores a = (ay,a2) e b = (b1,b9) linearmente

independentes é dado por |a, b| = a;by — asb;.
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Observemos que se o : I — R? e 3 : I — R? sao duas curvas planas suaves entao a

derivada da fungao g : I — R? | definida por g(t) = |a(t) , B(t)| é dada pela expressao

gty =la(t) , B +lalt), ). (3.2)

Definigao 3.28. Uma curva v : I — R? é nao degenerada se satisfaz |y(t) , ¥(t)| # 0,
Vtel.

Seja v : I — R? uma curva nao degenerada, y(t) = (z(t),y(t)), Vt € I. Denotemos
por a;(t) = () e consideremos as(t) outro vetor que satisfaz |a;(t),as(t)| = 1, Vt € I
isto ¢ [a1(t) a2(t)] € SL(2,R). Construimos um novo parametro (no sentido da Defini¢ao

(1.4)) 0 : I — J para a curva 7 tal que

’ "

[v (s) v (s)] € SL(2,R), Vs € J,

, ’ . ~ A
onde o simbolo  denota a derivada com relagdo ao novo parametro s = o(t).

Agora vamos fixar notacoes, se v : I — R? é uma curva nao degenerada e h : I — J um
difeomorfismo, vy o o~ ! : J — R? é uma reparametrizacao da curva .
Usamos as seguintes notagoes:

dy

i(t) = —H(t), Ve e I

para a derivada de v : I — R?, e a notacao

%@)ng%EQQQLvseJ

para a derivada da outra parametrizacao yoo =1 :J — R2

Teorema 3.29. Se v : I — R? ¢ uma curva nao degenerada, entdo existe o : I — J
difeomorfismo tal que [y (s) 7" (s)] € SL(2,R) , Vs € J.

Demonstragao: Suponhamos que existe difeomorfismo o : I — J tal que satisfaz
[vV'(s) 7v"(s)] € SL(2,R), Vs € J. Agora consideremos a reparametrizacad a; : J — R?
definida por a;(s) = yoo7!(s), Vs € J. Assim v(t) = ay(c(t)). Por diferenciagio
3(8) = al(5)5(t) e (1) = a}(5)5(2)? + ' (5)5(¢). Logo

/

= lay(s)a(t) , i (s)(t)?| + |ai ()a(t) , o (s)6 ()]
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= (t)a(s), ai(s)].

Por outro lado [a)(s) o] (s)] € SL(2,R) , Vs € J. Entdo |a)(s), a;(s)] = 1 e, portanto,
|¥(t), 4(t)] = &(t)®. Assim tem-se,

@ =, A1},

Fixando um ponto ty € I definimos
t 1
o) = [ ). 3| .
to

Usando a Definicdo (1.4), como o é suave e o (t) # 0, Vt € I, entdo o é um difeomorfismo.
[

Definigao 3.30. O comprimento de arco afim de uma curva v : I — R? medido a

partir de y(to), to € I, € definida como
t 1
o) = [ () ()l 33)
to

onde |7/ (s), v (s)] = 1, Vs = a(t).

Dizemos que uma curva ~ : I — R? esta parametrizada pelo comprimento de arco
afim se satisfaz, |y (s), 7" (s)| =1, Vs € J = o([).

Fixando ty € I, dizemos que ¢ é uma fungao comprimento de arco afim.

O Teorema (3.29) diz que, se v : I — R? é uma curva nao degenerada entdo existe uma
mudanca de parametro £ : J — [ tal que a curva yo§ esta parametrizada por comprimento
de arco afim. Uma outra forma de dizer isto é que toda curva nao degenerada tem uma

reparametrizacao pelo comprimento de arco afim.

Corolario 3.31. Seja v : I — R? uma curva nao degenerada parametrizada por compri-
mento de arco, entao existe um difeomorfismo & : J — I tal que vy o £ esta parametrizada

por comprimento de arco afim.
Observagao 3.32. As curvas nao degeneradas, tem interpretacao geométrica.

Para ver a ideia geométrica desta condigao suponhamos que |[¥(t) , 4(t)| >0, Vt e I.
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Logo pelo Teorema de Taylor, para h suficientemente pequeno

At B) = (1) = W (E) + SH3H()

onde T esta entre ¢ e t + h. Assim |¥(¢) , v(t+h) —y(t)| = [¥(t) , hy(t) + $h*3(7)| entdo
[ (t) , v(t+h) —~(t)] = 3R*7(t) , 5(7)|. Segue da continuidade da fungao determinante
que |¥(t), Y(7)| > 0 e, portanto, tem-se |[¥(t), y(t + h) —y(t)| > 0.

Concluimos que a secante desde 7(t) para (¢t + h) pertencem a um mesmo lado da reta
tangente. Isto é, a curva v nao tém pontos de inflexao. Com isto, dizer que a curva vy é

nao degenerada significa que v nao tem inflexoes.

Em relagao a curvas nao degeneradas, em [11] estas sdo chamadas curvas que nao tem

pontos de inflexao.

3.3.2 Curvatura afim

Definicao 3.33. Seja v : I — R? uma curva nao degenerada parametrizada por compri-

mento de arco afim, a curvatura afim de v € a funcao real k, : I — R definida por
ka(s) = 17" (s), 7" (s)].

Teorema 3.34. Seja v : I — R? uma curva nio degenerada parametrizada por compri-

mento de arco afim. Entao
v (s) = —ka(s)v (s) (3.4)

Demonstragao: Como vy esta parametrizada pelo comprimento de arco afim, entao
temos |7'(s), 7" (s)| = 1, Agora pela relacio (3.2) [7"(s), 7" (s)| + [7'(s),7"(s)] = 0.
Como |y (s), 7" (s)] = 0 entdo |y (s),7" (s)| = 0. Agora, por propriedade do determi-

nante,

!

IA(s) € R, tal que 7" (s) = A(s)7 (s).

Por outro lado,

assim A(s) = —kq(s). O

Observagao 3.35. Se v : I — R? ¢ uma curva parametrizada pelo comprimento de arco

afim, entao a curvatura Euclidiana é sempre positiva.
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Com efeito, a curvatura Fuclidiana de uma curva plana é dada pela relagao

(O O]

1 (s) (12
Como v esta parametrizada por comprimento de arco afim entio |y (s), v (s)] = 1 e
1
portanto k(s) = ————= > 0.
1 (s) 112

R

Exemplo 3.36. A curvatura afim da elipse — + = 1 é dada pela seguinte equagcao
a

w\w

ka(s) = (ab)”
De fato, consideremos a parametrizagdo a(t) = (acost,bsent). Agora por diferenciagao
&(t) = (—asent,bcost) e a(t) = (—acost,—bsent),

dai |a(t) , a(t)| = ab.

Considerando ty = 0,

t
/ la(u 3du—/(ab)§du.
0

Logo o(t) = (ab)3(t) ¢ um difeomorfismo com inversa o~1(s) = (ab)~3s. Por outro lado
defina

t t
s) = alc™Y(s)) = (acos ——, bsen ——
3(5) = (0™ (5) = (acos <= bsen—=)
Temos:
/(8) _( a t b t )
! Jab Vab Vab - Vab
//(S) ( a oS t b se t )
= n ,
! Va Vb "V Vab
"(s) = ( sen f —lcos ! )
! 0" Vab a Vab
Logo,
ka(s) = 1" (5), 7" (s)] = (ab)~5.
22
Exemplo 3.37. A curvatura afim da hipérbole — — = 1é
a
ka(s) = —(ab) 5.

De fato, consideremos a parametrizagdo a(t) = (acosht,b senh t). Agora por diferen-
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clagao
&(t) = (a senh t,bcosht) e é&(t) = (acosht, b senh t),

logo |&(t) , é(t)] = —ab. Considerando ¢y = 0,

t
/|a 3du—/ —(ab)%du,
0

entdo o(t) = —(ab)3(¢) ¢ um difeomorfismo com inversa o~(s) = —(ab)~3s. Por outro
lado defina

-t = (acos ! !
/7(5) = Oé(O' (8)) — ( m’ \3/@)

Temos ; ; ;
/ a
s) = senh , cosh ,
7 (s) <\3/ ab Vab \3/ abb v ab)
" t t
v (s) = (L2 cosh —=, — 5 senh —),
3 ab ab \/ ab ab
" 1 t 1
v (s) = (+ senh ——, —— cosh ),

b N %

Exemplo 3.38. A curvatura afim da pardbola y = 22 é zero.

De fato, consideremos a parametrizacao a(t) = (t,t?), por diferenciagao

a(t) = (L,2t) e 4(t) = (0,2).

Logo |a(t), é(t)] = 2. Por outro lado considerando ¢y = 0, entao o difeomorfismo o é

dado pela relagio o(t) = v/2t onde sua inversa ¢ o1 (s) = 273s. Assim

s §2

Y(s) = (aoa)(s) = (%7 %)

Notemos que a curvatura afim da elipse, hipérbole e parabola sao fun¢oes constante.
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3.4 Tangentes afins e normais afins

Definicao 3.39. Seja v : I — R? uma curva plana nao degenerada parametrizada por
comprimento de arco afim. O vetor' (sq) € chamado vetor tangente afim a -y em (so).

O vetor v (sg) € chamado vetor normal afim a v em 7(so).

Definigao 3.40. Seja v : I — R? uma curva nao degenerada parametrizada por compri-

mento de arco afim.

1 "
° ch d tro d
ka(So)V (so) € chamado centro de

e Suponha k.(sg) # 0. Entao o ponto v(sg) +

curvatura afim de v em y(so).
e A evoluta afim ¢ definida como o lugar geométrico de centros de curvatura afim.
o A curva” : I — R? é chamada de curva normal afim.

Definigao 3.41. Seja v : I — R? uma curva plana nao degenerada parametrizada por
comprimento de arco afim. A curva v tem uma inflexdo afim em y(sg) se k.(so) = 0.
Uma inflexdo afim é chamada ordindria se k,(so) # 0. Uma inflexio afim é chamada

degenerada se k,(sy) = 0.

Definicao 3.42. Seja v : I — R? uma curva plana nao degenerada parametrizada por
comprimento de arco afim. A curva v tem um vértice afim em v(so) se kq(so) # 0 e
k. (s0) = 0 . Um vértice afim é chamado ordindrio se k,(so) # 0. Um vértice afim ¢

chamada degenerado se, k, (so) = 0.

No que segue apresentamos resultados que exibem a relagao de conceitos da geometria

afim com os da geometria Euclidiana, tais como comprimento de arco afim e normal afim.

Lema 3.43. Seja v : I — R? uma curva parametrizada por comprimento de arco e seja
o uma fungao comprimento de arco afim, escrevendo & =o' :J — I e pondo t = £(s),
entdo a curva o = -y o & estd parametrizada por comprimento de arco afim e satisfaz as

sequintes relacoes, onde k € a curvatura de 7.

e, .t

1. ds(s)—E(s):k(t)_%.
d2¢ &t 1 s
2. @(s) = @(s) = _§k<t> sk(t).
d*¢ d3t 5 s 1o .
3. 75(s) = 25(s) = Gh(D)*k(1)* — k() k(1).
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Demonstragao: Por hipotese temos a(s) = v(£(s)). Logo por diferenciagao tem-se
(

o' (5) = 4(£(s))(€'(s)). Por outro lado, 4(£(s)) é linear e, identificando da forma usual
Y(€())(1) = 7(&(5)), obtemos a'(s) = & (s)7(¢(s)) daf,

Por diferenciacio o’ (s) = &"(s)3(€(s)) +& (s)5(€(s)) (€ (s)) e, com os argumentos recem

mencionados (linearidade da derivada e identificando a derivada com um vetor), tem-se
o (s) = & (s)3(8) + € (5)°5(8).
1. Por hipotese |a'(s),a” (s)| = 1, substituindo as relacdes acima tem-se
€' (s)7(E(s)) , € (s)7(E(s) + € (5)*7(E(s))] = 1.
Pela linearidade do determinante,
L=E()E ()I1(E()) s HEE)] +E ()€ () [7(E() s 5(E))]s
logo, como [3(&(s)) , 4(£(s))| = [5(1) , 4(£)] = 0, entdio

L=¢(s)°[3(1) , 4(1)] = € (s)k(t) portanto & (s) = k(t) 5.

2. P = L% ) = Lin(e) ) = —Sho) Hhw(o).
substituindo &(s) = k(t)~5 na relagio acima obtemos %( ) = —%k(t)gk(t)-
3. 080 = LT () = L (- rie(s) Fhies))
%(5) _ _é(_gk(t)—ik(t)%(s) + k()3 k(1)E(s)),
‘j;g( ) = gk(t)ik(t)%(t)é — %k(t)Bk(t)k(t)é,
portanto,
T 6) = Sh) P — )
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Observagao 3.44. Seja v : I — R? uma curva plana parametrizada por comprimento de

arco. Entao tem-se as sequintes relagoes:
L), V(O = k() , vt el

2. [3(0), V()] = k(t), se k(t) # 0.

Com efeito, como v estéd parametrizada por comprimento de arco, T'(t) = 4(¢), (T(t)

vetor tangente e N(t) vetor normal). Dadas as equagoes de Frenet-Serret

temos 4(t) = T(t) = k(t)N(t). Por dlferen(na(;ao Y(t) = k(t)N(t) + k(t)N(t). Substi-
tuindo as equacdes Serret-Frenet obtemos 7 () = k(t)N(t) + k(t)(—k(t)%(t)) e, portanto,

usando linearidade do determinante
(1), T ()] = —k()* k(N (1), 4(D)],
assim [§(t), 7 (t)] = —k(t)*|§(t), ¥(t)| e, portanto,
(1), T ()] = k(0)*7(t), 5(t)] = k(t)*.
Analogamente para o item 2, substituimos as rela¢oes acima
(), 7 ()] = [7(1), k(N () — k(t)*3 ()],

logo, pela linearidade do determinante, temos |¥(t), ¥ (t)| = k(t)|%(t), N(t)|. Por outro
1
lado, como k(t) # 0, N(t) = —4(t) dai

k(?)
(), 7 ()] = k()3(t), %W)!
portanto  [§(t), ¥ ()| = @wamw = k(t).
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O seguinte teorema fornece uma relagao para a curvatura afim em fungao de curvatura

Euclidiana.

Teorema 3.45. Seja v : I — R? uma curva parametrizada por comprimento de arco.
Entao a curvatura afim ko(s) € dada pela sequinte relagao
8 1

ku(s) = k(1) — gk(t)sk(t)z + k() ().

Demonstrag¢ao: Pelo Teorema (3.29), existe £ : J — I difeomorfismo tal que a curva « :
J — R2 a(s) = v(£(s)) esta parametrizada pelo comprimento de arco afim. Escrevendo
£(s) = t, pela regra da cadeia temos a'(s) = ¥(£(s))(€'(s)). Usando linearidade da
derivada e identificando %(&(s)) com §(£(s))(1) tem-se

o'(s) = € (s)3(1), (3:5)
a’(s) =€ (s)3(t) + € (s)*3(1), (3.6)
a”(s) = €"(s)7(t) + 3¢ (s)€" (s)7(t) + € (5)*7 (1) (3.7)

Por outro lado k,(s) = |a"(s), a” (s)|, substituindo as relacdes acima,

ka(s) = [€" (s)7(t) + € (s)*3(t) , € (s)7(t) + 3€ ()€  (s)7(t) + € (s)° T (2)],
=3¢ ()" ()°17(1), 7 (1) +€ ()" (s)[4(1), ¥ (1) +€ (5)°€" ()| 7(1), H(0) [+€ ()3 (1), T (2)],
=3¢ ()€" ()2 17(t), (W)€ ()°€" ()7 (8), T () +€ ()€ () F(2), F(B)+€ ()5 (t), T (B)].

Logo, das relagoes da Observagao (3.44) e Lema (3. 43) tem-se,

Fa(s) = 3k(t) "5 {5k (t) Sh(D}R(2) + k(D) {~ gk (t) S()}h(t) — R()R(1) "5 {3h(1)*k (1)’
— 5k() k() + k(8) 5 R()?

ka(s) = 3k(0)73k(t) S k(t)2k(t) — Lk(t) h(t)~Sk(t)® — Sk(t)k(t)"3k(t) "2k (t)? +
+ LR ) SR k() + k(t)5
ka(s) = SR(6)73k(t)? — Lk(t)=5k(t)? — Sk(t)~5k(t)® + Lk(t)5k(t) + k()5
ka(s) = k(t)s — gk(t)sk(t)z + %k(t)sk(t)
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Observemos que, a equagao (3.5) e o Lema (3.43) fornecem uma expressao para o vetor

tangente afim em termos de um parametro arbitrario ¢ , 7' (s) = k()" 35(2).

Definigao 3.46. Seja v : I — R? uma curva nao degenerada (ndio necessariamente

parametrizada pelo comprimento de arco afim), definimos a curva normal afim como a
17 2 . I . ~ ~

curva v : I — R?, onde o simbolo  representa a derivagao em relagao ao parametro

comprimento de arco afim.
Observemos que 7”(5) = oz”(s), onde v =y o £.

Proposigao 3.47. Seja v : I — R? uma curva plana ndao degenerada parametrizada por

comprimento de arco. Entdo a curva normal afim estd dada pela relacdo sequinte:

"

' (5) = — k() HOT() + k(1)

ol

N ().

Demonstragao: Pelo Corolario (3.31) existe £ : J — I difeomorfismo tal que a curva
a:J =R a(s) =v(£(s)) é parametrizada pelo comprimento de arco afim. Escrevemos
£(s) = t, nestas condicdes T(t) = (1) e 5(t) = T(£(s))E (s), isto &

o=

J(t) =T(t) e 5(t) = T(t)k(t) 3.

Por outro lado, da equacao (3.6) o’ (s) = £"(s)5(t) + £ (5)?4(t) e pelas relagdes do Lema
(3.43)

1

o (5) = — HORH)54(0) + K1) Hi(r).

Como 5(t) = T(t) e 4(t) = k(t)N(t) entao conclui-se,

ol

o' (s) = —%l%;(t)k(t)gT(t) +EE)IN().

U

Observagao 3.48. Se v : I — R? ¢ uma curva plana nao degenerada (ndo neces-

sariamente parametrizada por comprimento de arco afim) entdo, da proposi¢do acima,
1.
——k(t)k(t)’g’y(t) + k(t)’gﬁ(t) fornece uma expressao para o vetor normal afim em ter-

3 i ,
mos do pardmetro comprimento de arco de .

3.5 Reta tangente afim e reta normal afim

Sejam v : I — R? uma curva nao degenerada parametrizada por comprimento de

arco e 0 : I — J uma fun¢ao comprimento de arco afim. Considerando a mudanca de
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parametro £ = 07! : J — I com t = £(s) a curva a = v o £ estd parametrizada por

comprimento de arco afim.

Definigio 3.49. A reta tangente afim a v em (ty) € a reta paralela ao vetor v (£(sg))
que passa por y(sg), onde &(sq) = to.

Como 7' (s) = k(t)~34(t) (equacdo (3.5)) temos que o vetor tangente afim é paralelo ao
vetor tangente usual, com isto para v : I — R? com ~y(t) = (z1(t), z2(t)) a reta tangente

afim é dada por
(21— 71(t0))%2(t0) — (72 — 2(t0))71(t0) = 0,

a qual fornece a seguinte equacao matricial.
{z €R*: |z —7(t), §(to)| = 0} (3.8)

Definigdo 3.50. A reta mormal afim a v em (ty) € a reta paralela a v (£(sq)) que
passa por y(ty), onde to = &(s).

Proposigao 3.51. Seja v : I — R? uma curva plana nao degenerada com ~y(t) =
(X(t),Y(t)), Vt € 1. Entao a equagdo para a reta normal afim para y € dada pela sequinte

equacao:

(y = Y () (k)X (t) = 3k(t) X (1)) + (x = X (1)) BE(O)Y (1) — k()Y (1)) =0 (3.9)
Demonstragao: Desde a observagao (3.48)

¥ 5. _2..
7' (s) = =g Ok 34(1) + k(5)55(0).
onde t = &(s), agora escrevemos da forma vetorial

B 1 - . ;

7 (s) = gk(t)‘g(%(t)X(t) — k(t)X (1), 3k(1)Y (1) — k()Y (1)).

Portanto a reta tocando o ponto y(t) a qual é paralela para o (s) é fornecida pela seguinte

equacao

L)% det ( 3SkOX (1) — kX () k@Y (t) — k()Y (2) )
3 z — X(t) y—Y(t)
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3.6 Transformacao equiafim

A geometria equiafim estuda propriedades invariantes por tranformagoes equiafins. O

plano afim R? utiliza um sistema de coordenadas denotado por {z,y}.

Definicao 3.52. Uma tranformacdo equiafimde R? é uma funcio f : R? — R?
definida como seque (x,y) — (Z,y) onde:

T(x,y) =ax+by+p

Y(r,y) =cr+dy +q

b
tal que det < ¢ ) =1.
c d

Teorema 3.53. O pardmetro comprimento de arco afim e a curvatura afim sao invarian-

tes por transformagoes equiafins.

Demonstracdo: Seja f: R* — R? uma transformagao equiafim, isto é (z,y) — (Z,7),
onde

Z(z,y) = ax + by +p, Y(z,y) =cr+dy+q.

Dada v : I — R? | v(s) = (z(s), y(s)) uma curva parametrizada por comprimento de arco
afim, seja 7(s) = £(1(5))

e 7 esta parametrizada por comprimento de arco afim.
De fato, 7(s) = (z(s),¥(s)),

z(s) = ax(s) + by(s) + p, F(s) = ca(s) +dy(s) +q,

como f é uma transformacao equiafim ad — bc = 1, dai

’ / 1"

7 ()7 () =17 (5),7" ()| = L.

Portanto 7 esta parametrizada por comprimento de arco afim.
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e A curvatura afim da curva v em s coincide com a curvatura de 7 em s.

De fato,

()7 (s)] = | 2 T ‘: a’(s) +by"(s) az"'(s) + by s>‘
| 7(s) 7'(s) | | e’ (s)+dy'(s) ex’"(s)+dy"(s)

oo,y a b ' (s) 2" (s) _|a b || 2"(s) x"(s)

Tl ( d)<y"<s> y”’<s>>‘ e d|| v ”’<s>‘

Como f é uma transformagao equiafim segue

" 1 " "

7 ()7 ()] =17 (s),7 (8)] = Kals),
assim kq(7)(s) = kq(s).
U

Observagao 3.54. Se v : I — R? € uma curva ndo degenerada, entio a sequinte relacao

€ satisfeita:

onde A(s) = [a'(s) a'(s)] € SL(2,R), com a=~y0& e~ (s) denota o’ (s).

De fato, sejam 7 : I — R? uma curva nao degenerada e ¢ : I — J uma funcao
comprimento de arco afim com A(s) = [y'(s) 7" (s)] € SL(2,R), Vs = o(t).

Counsideremos a matriz A
O(s) = AG) " (s).

screvemos v(s) = (x(s),y(s)), dai A(s) = 7'(s) a’(s)
P 1(5) = (2(6), y(s)), dat A(s) (y,(s) y,,(5>>.

Por outro lado como A(s) € SL(2,R) entdo,

A(s)™t = ( Y ,(8) — (s) ) e %(S) = ( Zj (s) @ ES; > portanto,

C<S>_< Y (92" (5) = 2" () () 9" (5)2" (5) = 2" ()" (5) >: < 0 —ka(s) )

—y (8)2"(s) + 2" (s)y" (s) —y (s)2" (s) +2'(s)y" ()

O seguinte teorema é o andlogo afim do teorema fundamental no plano Euclidiano, onde

a unicidade é a menos de isometrias.

Teorema 3.55. Dada uma funcao suave k : J — R, entao existe uma curva plana com
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o como pardmetro comprimento de arco afim e k como curvatura afim. Uma tal curva é

unica salvo transformacoes equiafins do plano.

Demonstragao: Ver ([14], p. 3). O
J& tinhamos visto que as elipses, hipérboles e pardbolas tem curvatura afim constante, o

seguinte teorema diz que estas sao as tinicas com curvatura afim constante.

Teorema 3.56. Uma curva v : I — R? nao degenerada com curvatura afim k, constante

€ uma curva quadrdtica.

Demonstracao: Ver ([14], p. 4). O

3.7 Funcoes suporte afim

Nesta secao estudamos duas importantes familias de fungoes sobre uma curva plana
nao degenerada as quais sao importantes para o estudo das propriedades geométricas de

ulma curva.

3.7.1 Funcoes distancia ao cubo afim

Definicao 3.57. Seja v : I — R? uma curva plana nao degenerada parametrizada por

comprimento de arco afim. A familia de funcoes F: I x R? — R definida por

F(S,l’) = |7/(S>77(8) - .Z’|
€ chamada de func¢ao distdncia ao cubo afim sobre~y. A funcao F fornece uma familia

de fungoes a dois-pardmetros definida sobre a curva .

Para zg € R? e sy € I, a distdncia afim de o a y(sy) € F(so, o).

Em [6] e [10] a funcao distancia ao cubo afim F', também ¢ chamada de familia de

funcoes distancia afim.

Para cada = € R?, definimos F}, : I — R com F,(s) = F(s,z). Observemos que F, ¢ uma

fungao real suave.

Lema 3.58. Sejam x € R? ¢ F: I x R? = R uma funcdio distdncia ao cubo afim sobre

v, entdo satisfaz as sequintes relagoes:
(a) Fi(s) =17"(5),7(s) — xl,

(b) F(s) =" (s),7(s) — x| = 1,
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(c) E(s) = *(s),7(s) — al,
(d) E(s) = 7 (s),7(s) — x| + |7 (s), 7 (s)]-

Demonstragao: Para a prova de cada um dos itens usamos a equagao (3.2).

(a) Por diferenciacio de F, tem-se F.(s) = |y (s),7(s) — x| + |7 (s),7(s)]. Como
[7'(s),7(s)] = 0 segue que F,(s) = [7"(s),7(s) — al.

(b) Por diferenciacio de F., temos F. (s) = |7 (s),v(s) — 2| + |7"(s),~'(s)|. Por outro
lado como v esté parametrizada pelo comprimento de arco afim, entdo |y'(s),7" (s)] = 1
daf, F,/(s) = [7"(s),7(s) — 2| = 1.

(¢) Por diferenciagao de |y (s),~" (s)| = 1 segue que |y (s),~" (s)| = 0, agora diferenciando

111

F! temese FL'(s) = | @)(s),y(s) | -1 (5,7 (5)], portanto F"(s) = 1y*)(s), 4(s) .
(d) Por diferenciacao de F, obtemos Féi”)(s) = [y (s),v(s) — z| + |7 (s),~ (s)]. O

A seguinte proposicao caracteriza os pontos da evoluta e normal afim.

Proposigao 3.59. Seja v : I — R? uma curva plana nao degenerada parametrizada por

comprimento de arco afim. Entao,

(a) F.(so) =0 se, e somente se, existe \(so) € R tal que y(s0) —x = M(50)7" (50)-

11 1 1"
(so) = 0 se, e somente se, ky(so) #0 e x=(so) + i )’y (80)-
alS0

/ 1 " 1 "
(c) F,(so) = F,(s0) = F, (s0) =0 se, e somente se, kq(s9) # 0, x = y(s0) +
0.

e k;(s())

(b) F:::(So) = F

T

(d) F.(so) = F. (s0) = F. (s0) e Féi”)(so) # 0 se, e somente se, kq(s0) # 0, k,(s0) =0 ,
V(o) € Kl (50) £0.

x =(s) + Fa(50)

Demonstragao: Observemos que 7”(30) = 0, pois v esta parametrizada pelo compri-

mento de arco afim.

(a) Do Lema (3.58), F.(s) = 0 se, e somente se, |7 (s0),7(s50) — 2| = 0. Por outro
lado, como 7" (s9) # 0 temos |y (s0), ¥(s0) — x| = 0 se, e somente se, IA(so) € R tal que

Y(s0) — 2 = A(s0)7 (S0)-

(b) Do Lema (3.58) F. (so) = 0 < |7 (s0),7(50) — 2| = 1. Pelo item (a) F.(sg) = 0 <
existe A(so) € R tal que y(so) — 2 = A(50)7 (s0). Assim,

F;(So) = F:;l(so) =0 |7m(50),7(30) —z[=1e~(so) —x = /\(30)7,/(80)
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& 17" (s0), A(50)7" (s0)| = 1 e & = v(s0) = A(s0)7" (50)
& —A(so0)ka(s0) = 1 e 2 =(s0) — A(s0)7" (50)
< ka(so) # 0, A(so) = Tl ©F T 7(s0) = A(50)7" (50)

<¢h@@#0ex=v@n+mé@¢@m

Lembremos que o ponto definido pela equagao abaixo é o centro de curvatura afim de ~

em (sp).

z = 7(s0) + & (s0)- (3.10)

(¢) Primeiro observemos que a derivada de k,(s) = |y"(s) , 7" (s)| é fornecida pela equacio

/

ko(s) = 17" (5),7"(s)]. (3.11)

1"

Agora do Lema (3.58), F,

""(s0) = 0 se, e somente se, |7 (sq),7(so) — x| = 0. Usando o

g 1"

item(b), tem-se, F.(sq) = F, (s0) = F, (s50) = 0 & ku(s0) # 0, x = y(s0) + m’y (s0)

e [7)(s0),v(s0) — x| = 0, ! :

& ko(s 0, 2 =(s0) + —— (s0) e |7 (s0), — 50)| = 0,

(s0) # 7(s0) ka(180)7 (s0) e |y (10) i) (s0)]
< ko(s 0, x="7(s +——7"(s0) e — @) (s0),7" (s0)| = 0,

(s0) # 7(50) ka(150)7 (s0) ka(SO)Iv (s0),7 (50)]
& kq(s 0, z="(s +——~"(s0) € —k;s =0,

(s0) # 7(s0) ka(150)7 (s0) Fa(50) (s0)
& ka(s0) £ 0, 1 = v(s0) + ——7 (s0) e Kk, (s0) = 0.

, ka(SO)
(d) Por diferenciacao de k, na equagao (3.11) tem-se,
ka(s) = 17" (), 7" () + 17" (5), 7 (5)]- (3.12)

Por outro lado |7'(s),7"(s)] = 1 (v esta parametrizada por comprimento de arco afim),

logo por diferenciacao tem-se

’

Y (5).7 () =0 e |y

" "

(8)77 (8>| + |’7/(3)a’7(iv)(3)| = 0.

Portanto
7 (5), 7" ()] = —ka(s). (3.13)
Também |7 (s) 909 ()| = | = kals)7'(5) . 7 (5)] = ~kas)]7'(5) , 70 (5)]. Logo
V" (s) . A (s)] = kals) (3.14)



60 Curvas planas no espago afim

Substituindo (3.14) em (3.12) obtemos

ko () = ka()* + 17" (5), 7" (5)]. (3.15)

Do Lema (358)7 Fagzv) (SO) =0 se, ¢ somente se, |’}/(U)(So),’}/(80> - ZIZ'| = _h/(W) (30),’7/(30”
agora pela equagao (3.13),

7" (s0) , ¥(s0) = @] = —ka(s0)-

1 "

Agora F(s0) = F(s0) = F'(s0) = F5"(s0) = 0 & ka(s0) # 0, x = 7(s0) + ) o)

xT

ko(so) =0e |7(v)£=90) , V(s0) — 2| = —ka(s0),
& x=7(s0) + WV (50), ka(s0) =0e [v"(so), e )”Y (50)| = —Fka(s0),

& o =7(s0) + : 7 (50), ka(s0) = 0 e [7(s0) , 7" (s0)| = Ka(50)”,

ka(SO)
< x=7(s) + ka(lso)fy”(so), ko (s0) =0e ka(s0)? — k. (s0) = kals0)2,
& x=7(s) + ka(lso)'yﬁ(so), k (s0)=0¢ k,(so)=0. O

Notemos que, da proposi¢ao acima tem-se as seguintes caracterizagoes:
/ ~
o F, (s0) = 0 se, e somente se, o pertence a reta normal afim da curva y em 7(sp).
’ " .
o F, (s0) = F,,(s0) = 0 se, e somente se, o pertence a evoluta afim.

Proposicao 3.60. Seja v : I — R? uma curva parametrizada por comprimento de arco
afim. Entao, Vo € R?, tem-se:

z=(s) + F,(s)7 (5) = Fu(s)7"(5);

Demonstragao: Por hipdtese v estd parametrizada por comprimento de arco afim,
logo |y (s), 7" (s)] = 1, Vs € I, dai 7'(s) e 7" (s) sdo linearmente independentes. Entao

existem familias de funcoes u,v : R? x I — R tal que,

z —(s) = ulz, )7 (s) + vz, )" ().

Por outro lado,

Fy(s) = |z —=(s) , v'(8)] = lulz, s)v'(s) + v(w,s)7" (s) . 7/ (5)]
= u(z, s)|7 (s), 7 (s)| +v(@,5)]V " (5), 7' (5)]

vz, s)(s), 7 (s)]
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= —v(x,s)
Fo(s) = |z —~(s), 7"(8)| = |u(z, )y (s) + vz, s)7"(s), 7" (s)]

= u(z, )7 (s), 7 () +v(,8)7 (s) 7" (5)]
= u(z,s)lv'(s) , 7" ()]
= u(z,s) O

Teorema 3.61. Sejam v : I — R? uma curva nao degenerada e o : I — J uma fungao
comprimento de arco afim. Se & =o' :J — I epondot = E&(s), entio a fungio distancia

ao cubo afim de o =~y o€ € dada por:

= (t), A (t)|k(1)75.

Demonstragdo: Pelo Lema (3.43) tem-se £ (s) = k:(t)’%. Por diferenciacao de v = vyo &
temos a'(s) = 5(t)¢'(s). Daf o/ (s) = 4(t)k(t)"3. Assim :

)-
F(x,t) = |z —a(s), a'(s)]

= |z — (1), ()& (s)]
=z =(t), A(t)IE (5)
= |z —(t) , A(O)kED) 5, m

3.7.2 Funcao altura afim
Denotaremos como S' o circulo unitario S! = {(xy,z5) € R?*/z? + 22 = 1}

Definigao 3.62. Seja v : I — R? uma curva plana nao degenerada parametrizada por

comprimento de arco afim, a familia de funcoes suaves H : I x St — R, definida por

H(s,u) = |7 (), ul
€ chamada fungao altura afim sobre ~.

Para cada u € S! definimos H, : I — R como H,(s) = H(s,u). Observemos que, para

cada u fixo, H, é suave.

Lema 3.63. Seja v : I — R? uma curva plana nao degenerada parametrizada por com-

primento de arco afim, entao tem-se:
(a) H;(S) = |’7H<S)7u|’
(b) Hy(s)=Iy"(s),ul,

(c) H,'(s)=1")s)ul.
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Demonstracgao: Segue por diferenciacao. U

Proposicao 3.64. Seja v : I — R? uma curva plana parametrizada pelo comprimento de

arco afim entao,
(a) H,(so) = 0 se, e somente se, eviste M(so) € R tal que u = \(s0)7" (s0),

(b)H()

H, (so) = 0 se, e somente se, eviste \(so) € R tal que u = A(so)Y (s0) €

H(so) = H, (s0) = 0 se, e somente se, eviste \(sg) € R tal que u =
s0) € ka(s0) = ky(s0) = 0.
n 1

Vi (s)? + 23(s)?
Demonstragao: Por hipotese v esta parametrizada pelo comprimento de arco afim. En-
tao 7" (s0) # 0.
(a) H,(s0) = |7 (s0),u|. Como ~"(s9) # 0, entdo |y (s0),u| = 0 se, e somente se, existe
A(so) € R tal que u = A(sg)y ”(so). Além disso, se y(s) = (z1(s),x2(s)), Vs € I entao,

como u € S' tem-se, A(so) =

(c) H,(s0)
As0)y

<
—~

Observemos que \(s) =

onde (s) = (z1(s), x2(s)).

\/xl (50)% + 9 so)
(b) Pelo lema acima temos H, (sq) = 0 se, e somente se, |y" (s9),u| = 0. Por outro lado,
usando o item (a), tem-se
H,(s0) = H,(50) =0 < u=A(s0)7" (50) e |7 (50),u| = 0
& u=X(s0)7"(s0) € |7 (50), A(s0)7" (s0)| = 0,
& u=X(s0)7" (s0) € A(50)ka(s0) = 0,
< u=A(50)7"(50) € kals0) =0

(c) Pelo lema acima H, (so) = 0 se, e somente se, |y (so),u| = 0. Por outro lado,
usando o item (b) tem-se,

H,(so) = H,(so) = H, (s0) = H®(s9) = 0 & u = Aso)y (50) € ka(s9) = 0 e
|’y(w)<80>7u| = 07

= u=A(50)7"(50) € kals0) = 0 e [71")(s0), A(s0)7" (50)] = 0,

S u=X(50)7"(50) € kals0) = 0 e A(50)[7*(s0),7" (50)] = 0,

& u=As0)Y (50) € ka(50) =0 e —A(s0)k,(s) = 0 (equacdo (3.11)),

& u=MAso)y (50) € ka(s0) =0ek,(s) =0, O



Capitulo

4

Aberracao

Neste capitulo apresentamos uma interpretacao geométrica para o contato entre duas
curvas estudando a geometria das primeira, segunda e terceira derivada de uma fungao
real de variavel real. Tambem estudamos a ordem de contato de uma curva com uma
conica obtendo equacoes explicitas para a ordem de contato 4, 5 e 6. Seguimos neste

capitulo as notagoes e resultados desenvolvidos em Schot [15].

Para fixar a notacao neste capitulo consideramos uma funcao suave f : I — R , onde [ é

um intervalo aberto de R. Falamos da curva y = f(x) para representar a curva v : [ — R?
definida por v(x) = (z, f(z)), Vx € I.

4.1 Interpretacao geométrica da primeira derivada

A intepretagao da primeira derivada usa a inclinagao da reta tangente a curva. Se

f R — R é uma funcao suave pondo y = f(x), a primeira derivada satisfaz,
y =tany =m, (4.1)

onde: " denota a diferenciacio com respeito a z e ¥ é o angulo entre a reta tangente a
curva e o eixo-z.

A reta tangente em P pode-se considerar como o limite de uma reta secante tocando
P e um ponto vizinho Q na curva, quando Q tende para P (ver Figura (4.1)). Como a
reta tangente é y = g(x) = m(z — xo) + f(20) entdo g(wo) = f(20), g (7o) = m = f (o),
assim a reta tangente tem ao menos 2-ponto de contato em P com a curva y = f(x), (ver
Definicao (2.6)).
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Figura 4.1: Reta tangente

4.2 Interpretacao geométrica da segunda derivada

Seja f : R — R uma funcio suave, exprimindo y = f(z). A segunda derivada 3"
pode ser interpretada geometricamente em termos da curvatura. A curvatura de uma
curva num ponto P, k(P) é dada pela razao de mudanca da diregao relativo ao parametro

comprimento de arco no ponto P (ver equagao (1.5), do Capitulo I).

d d d 1" 1 1"
po W _ddr__y =Y (4.2)

S dvds LG VIFWE (1+()?)

E conhecido que a curvatura k é igual ao reciproco do raio de curvatura p, ou seja

(I

k = —, onde p é o raio do circulo o qual tem a mesma curvatura no ponto que a curva.
P

O circulo limite de circulos tocando P e dois pontos vizinhos P; e P, na curva, quando

P; e P, se aproximan a P é chamado circulo osculador (ver Figura (4.2)).

Circunferencia
_|- . _osculatriz

Centro de
curvatura

Tangente comiin

Figura 4.2: Circulo osculador

. . ’ " ., ~ . . <
Alternativamente como as derivadas y, y e y do circulo osculador sao iguais as da
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curva em P. Logo segue da Defini¢do (2.6) que o circulo osculador tem ao menos 3-ponto

de contato em P com a curva y = f(z).

Observacgao 4.1. Se f : R — R € uma funcdo suave. O centro de curvatura 0 num
ponto P = (x0,v0), € definido como a posicao limite do ponto de intersecao de retas
normais a curva y = f(x) vizinhas a P. Se mostra que o raio de curvatura p em P é o

comprimento do segmento de reta P0.

4.3 Interpretacao geométrica da terceira derivada

Para interpretar a primeira derivada usamos a inclinacao da reta tangente a curva
e também da reta tangente a curva no ponto P, analogamente se fez para interpretar a
segunda derivada usando o conceito de curvatura e do circulo osculador. Para apresen-
tar interpretacao geométrica da terceira derivada usamos o conceito de aberracao e de

parabola osculadora.

Definicao 4.2. A aberrac¢ao de uma curva num ponto P € a tangente do dngulo §, onde
0 € o dngulo formado entre a normal & curva em P e a posicdo limite de uma reta que
passa por P e pelo ponto médio da corda paralela a reta tangente em P com extremidades

na curva, quando as cordas se aprorimam a P.

Em [15] obtem-se a seguinte relagao para a aberracao,
F
tand = —, 4.3
and = (4.3)

onde p é o raio de curvatura e o simbolo ~ indica a derivacao em relacao ao parametro

¥, com Y o angulo entre a reta tangente a curva e o eixo-z.

Definicao 4.3. A pardbola osculadora ¢ a pardabola por P a qual é o limite das pardbolas

por P e trés pontos vizinhos Py, Py e Py da curva, quando Py, P, e Py se aproximan a P.

A aberracao em P pode definir-se alternativamente como a tangente do angulo entre

o eixo da parabola osculadora e a normal para a curva em P.

Observemos que a aberracao pode nao existir, desde que a parabola osculadora nao ne-

cessariamente existe.

Na Secao Conica osculadora verificamos que a parébola osculadora tem ao menos 4-ponto

de contato em P com a curva y = f(z).

Para ter uma interpretagdo geométrica da aberragao consideremos a figura (4.3).
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Figura 4.3: Interpretagao da aberracao

Isto é, suponhamos a curva seja tangente ao eixo-r na origem P, seja AB a corda
paralela para a tangente em P e M o ponto medio de AB. Como a corda paralela aproxima-
se da tangente, o angulo entre PM e a normal aproxima um angulo limite J. Este angulo,
se existe é chamado o Angulo de aberracao e a posicao limite de PM é chamado o eixo

de aberragao.

Observagao 4.4. Analogamente a defini¢cao de centro de curvatura, o centro de aber-
rac¢ao C de um ponto P, € definido como a posi¢cao limite do ponto de intersecao de eizos
de aberrac¢ao vizinhas a P e o comprimento da corda PC é chamado rato de aberracao

e € denotado por R.

Em [15] usando relagdes trigonométricas elementares obtem-se uma relagao para o raio

de aberragao .

R= ”1 COS;. (4.4)

Considerando que a aberragao existe, deduzimos algumas relacoes explicitas para a

aberragao e conceitos relacionados a aberracgao.

Primeiro encontraremos uma expressao local (numa vizinhanga da origem) para uma curva

que passa pelo origem e que tem como reta tangente o eixo-x.
Seja o : I — R? uma curva com velocidade unitaria, pondo a(s) = (z(s),y(s)) e com
a(0) = (0,0) , &'(0) = (1,0).

Consideremos a expansao candnica de uma curva numa vizinhanca de (0,0). Essa expan-
sao é obtida a partir da expansao da série de Maclaurin da curva no ponto P, em termos

de comprimento de arco s ao longo da curva:

aq (05} as
x(s):aojtﬂs—{—asQ—i—as?’—l—...
b b b
y(s) =bo+ s+ —s2+ —5" + ...

1! 2! 3!
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dx dy
— —1. b = —
“ (ds)o e (ds 0 0

onde o sub-indice 0 indica a estimativa em s = 0.

Os coeficientes de ordem superior se expressam em termos do raio de curvatura p e suas
derivadas com respeito a 1, onde ¥(s) é o angulo formado entre a tangente a & em s e o
eixo-x.

n-n

Denotamos com a derivagao com respeito a 1.

Tém-se
dz

d
— =costy e d—y = sen?, (a tem velocidade unitéria).
s

ds

Usando o fato

dy _1
ds  p’
segue por diferenciacao,
. > d(1>__1dp__1 dpdy — p
ds? ds'p’  prds  p*dipds  p3
&y d, p 1d. .d P 3p

_ = (e = —( — — _73:__ _
* = gl p3) (pgdSerpdsp) At

dy _ 10ppp — p* P — 15p°
[ ] = .

ds? p7
d*r  d di 1
el £(COS¢) = —Esem/) = —;senw,
>y d dy 1
-7 _ = =L = - . Enta
7oz ds(senw) s cos ; cos . Entéao
A%z dgy 1
(@), (@), -5
d?’_x = i(—ﬂsem/)) = d2w sent) — dy 2(:081/1 = £senzﬁ — lCOSQ/J
ds®  ds ds Tds? ds 3 p? ’
By d d 2 dp\? ; 1
d_sg = %(d_f cos) = d—;fcosw - (d_f) seny = —%cosw - Esemp. Entao

g (FEY L (B __p
37\ ds3 o_ 2 37\ ds3 0_ 03

) 3
% — %(—@senw — <%> cos 1)) = —ﬁs ny — 3%%0 s+ (%) sen)
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_pp—3p°
i

7 d d2¢ dw 2 3¢ d2¢dw dw 3
d_sz = %(ECOS@/J— <%) sent) = 081 — 3d 2 s sen) — <£> cos 1

.._3.2 1
R cos 1) + 3—4 seny — — cosy. Entao
p p

pS
_(d*z\ 3p (d\ P =3p 4 pp
ags=(—-—) = eb=(—) =———F+—7—.
ds* ), p? ds* ), PS

Substituindo estes coeficientes na serie de Mclaurin, obtem-se a expansao canonica da

1
senw—i-?) cosw—i-—senw,
p* P

curva tangente para o eixo-r em P.

1 poa PP 155" +4pj

_ 3
x(s)—ls—G—p28 +8—p43—|— 1209 s+ ...
1 . 2 —3-2 .. 6 2- 10 --._ 2"' _ 15 .3
yo) = st Lo PP 0B 60+ N00b = 15
2p 6p 245 120p7

Alternativamente, a variavel y pode ser expressa diretamente em termos de z. Con-
siderando a expansao geral da forma y = Ax? + Ba3 + Ca* + Da® + . . ., substituindo da

expansao canonica acima obtem-se,

1 : 30> +3p° —pp 4 10ppp —19 — 15,
y:_x2_ix3+ﬂ+p pp 4 Y0ppp p*p—p°P I

2p 6p3 24p° 120p7

4. (4.5)

4.3.1 Raio de aberragao

Nesta secao apresentamos relagoes explicitas para o raio de aberracao. O que procu-
ramos nesta segao é relagoes sensiveis ao raio de aberragao. Da equagao (4.4) temos uma

relacao para o raio de aberracao.

Das equagoes (4.4) e (4.3) tem-se

5
P22 ¢ tans = =

R = .
1-9 3p

Por outro lado,

1 B 1 B 3p _3p/9p? + p?
V1 + tan?§ \/1+<£>2 V2 + 2 9p* + p?

cosd =
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também temos, § = arctan <3ﬁ> logo por diferenciacao,
P

o0 _ 1 d(b)_ 9p? (/’)’ pz)_Spﬁ—?w'Q
Tdy (A \3p) 92+ 2 \3p 3p2) 92+
1+(3f_;)) Y \3p pP+p° \3p  3p p*+p

Substituimos as relacoes acima na relagao para o raio de aberracao e obtemos,

3p%\/9p? + p? (4.6)

T 0p% + 4% — 3pj

Agora uma relagao para a aberragao,

3k2ds  3k2dxds  3k?dx (1+ (y’)Q)%

3p 3dpds 3ds 3ds

k

por derivacao de k na equagao (4.2) tem-se,

p_1dpd¢_1@_1d(1)_ 1 dk 1 dkde 1 dk 1

o

dk g 1+ ) =3y (L + ()Y
dx 1+ ()% ’

N

e substituindo na relagdo acima tem-se uma relacao para a aberragao. Além disso,

) I 1 ' 2 "
tan5:3£:y —My : (4.7)

Agora considere

/ ]. ' 2 n
0 = arctan (y — ;E—(,g/)gy > ,
Y

e fazendo contas analogas como se fez para obter o raio de aberracao acima, obtemos a

equacao cartesiana para o raio de aberracgao.

3V Wy - 3())?

R .
3y//y(w) - 5<y///)2

4.3.2 Centro de aberracao

Em [15] por aplicagdes de trigonometria encontra-se relagoes para o centro de aberragao

(&m).
r —& = Rsin(y — 9) n—1y = Rcos(yp —9).

Para obter equacoes cartesianas para o centro de aberracao consideremos as seguintes

relagoes trigonometricas,
tan «

V1 +tan? o

sena =
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1
V1 +tan? o

Considerando as relages trigonometricas acima e as equagoes (4.1) e (4.7) obtem-se a

cos o =

equacao cartesiana para o centro de aberracao,

o

£ 3y y
Sy//y(iv) _ 5(y///)2
3y// 3 y// 2 . y/y///

by B =)

3y//y(iv) _ 5(y///)2
Definicao 4.5. O lugar de centros de aberragcao de uma curva é chamada de curva de

aberracao.

A curva de aberracao é o analogo a evoluta de uma curva, a qual é o lugar dos centros

de curvatura da curva dada.

4.4 Contato de curvas

Lembremos que, de acordo com a Definigao (2.6), duas curvas planas dadas por y =

f(z) e y = g(z) tem n-ponto de contato em z = a se,
f®(a) = g™ (a) parak =0,1,....,n—1, e

F(a) # 9" (a),
onde as derivadas sao em relacao de .

Este caso se reduz por translacao e rotacao ao estudo de duas curvas que tem ponto

comum na origem de coordenadas (ver Proposi¢ao (1.13)).

Suponhamos que duas curvas tem uma mesma reta tangente num ponto comum. Esco-
lhendo o ponto comum como (0, 0) e a tangente comum como y = 0, pode-se parametrizar
a curva localmente por x, escrevendo estas curvas como y = f(z) e y = g(x), onde f e
g sdo suaves e f(0) = g(0) = 0 e f(0) = ¢'(0) = 0. As curvas acima tem n-ponto de

contato em (0, 0) se,

FP0) = g™ (0) parak =2,3,....n =1 e f™(0) # ¢"(0),

onde as derivadas sao em relagao a x.
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Seja F : R? — R uma curva suave e 0 um valor regular para F, entdo a equacao

F(z,y) = 0, define uma curva em R?

Definicao 4.6. O elemento Agx® + 2Bozy + Coy? + Doz + Eyy + Fy = 0 da familia de
conicas
Az® +2Bry + Cy* + Dz + Ey+ F =0

que tem n-ponto de contato com a curva F~1(0) é chamada uma cémica osculadora

para a curva F~1(0) no ponto P.

Observacgao 4.7. Pode existir mais de uma conica osculadora para uma curva num ponto

dado.

4.5 Ordem do contato

Nesta secao estudaremos a ordem do contato de uma curva com uma conica a partir

das conicas osculadoras.

Consideremos uma curva v : I — R? parametrizada pelo comprimento de arco. Por
conveniencia escolhemos esta curva tangente ao eixo-r na origem. Esta curva pode ser

representada pela seguinte expansao canonica (ver equagao (4.5)).

1 ) 3p? + 3p% — pp
y:—a:Z—LxS—l— P P~ PP 4

57 " 88 217 ...

A fim de encontrar conicas osculantes de ordem trés a cinco para esta curva na origem,

consideremos a familia de conicas tangentes ao eixo-r na origem,
Az® +2Bry + Cy* + Dx + Ey+ F = 0.

Impondo a condicao de que a familia seja orientada, ja se determina dois dos cinco para-
metros na equagao da conica geral, a saber F' =0 e D = 0. Assim a familia de conicas

tangentes para o eixo-r na origem é a familia a 3-parametros,
y = az? + 2Bzy + vy°. (4.8)

Esta familia consiste de elipses, parabolas ou hipérboles dependendo do valor do discri-

minante A = ay — 3% ser positivo, zero ou negativo, respectivamente.

No caso A = 0, a familia de (4.8) é uma familia de parabolas tangentes ao eixo-r na
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origem, e a equacao (4.8) reduz-se a familia a 2-parametros

y = é(cwc + By)>. (4.9)

Além disso, para o caso da familia de circulos tangentes para o eixo-x na origem a equagao

(4.8) se reduz a familia a 1-parametro
y = a(z? + 7). (4.10)

Usamos a familia de circulos (4.10), parabolas (4.9), e conicas (4.8) para fazer ao menos,
3-ponto de contato, 4-ponto de contato e 5-ponto de contato com a curva na origem, res-
pectivamente. Dai resultam os chamados circulo-osculador, parabola-osculadora, e conica

osculadora respectivamente.

Primeiro vejamos a expressao local da conica y = ax? + 282y + Yy?, para isto usamos a

expansao canonica,

Lo p 5 30° 430> —=pp 4 10ppp—19p°p — p* P — 15p°
= —x" - — 4.11
y pr 6,03x + 245 zt + 20,7 z° 4+ ..., (4.11)
fazendo produto tem-se
1 P
2 4 5
Y 4230 —6—p4x +
e assim,
1 P 3p* +3p° — pp 1 p
2 L2 P 3 4 L4 P s
= azx —|—2,6’93(2pm 6p3x + 217 x +...)+’y(4p2x 6p4$ +...)
portanto,
s B Bh a3 3R 0 b s
_ p b P 4.12
Yy = ox —|—p:c —|—(4p2 3p3):c + (5 12,5 76,04)1: + (4.12)

Observacgao 4.8. Comparando as equagoes (4.11) e (4.12) obtemos informagao da ordem

de contato da conica com a curva 7.

A conica e a curva v em t =0 tem ordem de contato,

1
1. > 3 se, e somente se, & = —.
2p

2. >4 se, e somente se, a = — e [ = —L.
p 6p?
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1 . 9 2 5 .2 - 3 .
3. > 5 se, e somente se, « = — e [ = _r e v= Pt oD pe.
2p 62 18p3

4.5.1 Circulo osculador

Da equagao (4.8), uma conica é um circulo osculador, se « = v e f = 0. Comparando

1
(4.12) com (4.10) obtemos o = 25 dai (4.10) produz o tnico circulo osculador
p
22+ y* —2py = 0.

1
Da observagao (4.8), com a = 5, 8 familia de circulos (4.10) é faz 3-ponto de contato com

a curva dada. O raio do circulo osculador é o raio de curvatura p e o centro de curvatura

é (0,p).

4.5.2 Parabola osculadora

Da equacgao (4.8), uma conica é uma parabola osculador se, ya = 3%2. Comparando

1 2
(4.12) com (4.10) obtemos o = % e = _GL;Z ey = %p?’
A familia de parabolas (4.9) tem 4-ponto de contato com a curva dada. Comparando

1 ) 1
(4.12) com (4.9) e usando (4.7) tem-se o = 3, B = —6L;)2 =3, tand.
Substituindo a e § = _6_p2 em (4.9) produz a tnica parabola osculadora.
P
(z —tand)* — 2py = 0, (4.13)

para a curva dada na origem. Seu foco é

(—Z sen 24, g cos? ),
sua diretriz é

xtan5+y+§:0

e seu eixo é
r—ytand + gsen% =0

O eixo da parabola osculante é paralelo ao eixo de aberragao na origem, a saber y =
x cot 6. Como observado anteriormente, esse fato pode ser usado para dar uma definigao

alternativa de aberracao que nao envolve um argumento de limite explicito.
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4.5.3 Conica osculadora

A familia de conicas (4.8) é usada para fazer 5-ponto de contato com a curva dada.

Comparando (4.5) com (4.8) se satisfaz

1 ) 1 9p2 + 5p* — 3pp
a=—, [B= P = ——tand, v= prtop PP
18p3

—— 4.14
2p 6p? 2p (4.14)

O parametro v é determinado em termos de suas derivadas até a ordem 4. Substituindo

a, 8 ey em (4.8) fornece uma tnica codnica osculadora para a curva dada no origem
(3px — py)* + (90 + 4p° = 3pp)y” — 18p°y =0, (4.15)
ou mais simplesmente
(z —ytand)? +sec? §(1 — &)y* — 2py = 0.

O discriminante da coOnica é

sec? § .
1—-9). 4.1
a4 (4.16

1
A=ay— 3 =——(9"+4p* — 3pp) =
v—p 36p4( p~+4p” — 3pp)
A conica é uma elipse, parabola, ou hipérbole dependendo se A seja positivo, zero, ou
negativo, respectivamente. Assim um ponto na curva original na qual a codnica é uma
elipse, parabola, ou hipérbole é chamado um ponto de curvatura eliptica, parabélica,
ou hiperbédlica, respectivamente.

O centro da conica osculante (4.15) é:

3pp° 9p°
90 +4p* — 3pp’ Ip* +4p* = 3pp )
Seu centro pertence ao eixo de aberragao

3
Y= —,p:,v, (4.17)
P

e em uma distancia
3p°+/9p% + p?

T 0p% + 4% — 3pj

desde a origem.
Comparando com (4.6) demonstra-se que o centro da conica osculante é o centro de

aberragao.
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Escrevendo o discriminante (4.16) da conica osculante, na forma cartesiana tem-se

_ 3y —5(y")?
36(y")*(1+ (y')?)

(4.18)

Quando um ponto tem curvatura parabolica, a equagao (4.18) pode ser escrita na forma

"

3y Y™ =5y ) =0 (4.19)

mais compactamente, ((y')~3)" = 0.

4.5.4 Contato de ordem 6

Nesta secao apresentamos uma caracterizagao, para que uma conica osculante, faca ao

menos 6-ponto de contato com uma curva num ponto dado.

A seguir algumas relagoes entre as derivadas da curvatura e as derivadas do raio de

curvatura.
1
Por diferenciagao de p = z tem-se,

’

dp  1dk ldkds  k

*PT W T TRdy T Rdsdd kS
o A (CEN _B(K) Kk
Pmw \ ") e

"

. 10kK'E" — K"k —15(k")3
p = 7

Dai os coeficientes «, e v sao dados em funcao de k pelas seguintes relagoes,

A _9k* —5(k)? 4 3kK"
ek © 7T 3612 '

Assim obtem-se também a relacao para o discriminante A = oy — 32,

9k* — 5(k')? 4 3kk”

A = 4.20
36k2 (4.20)
A seguir uma relacao para o eixo de aberracao.
. . 3p _ _ ) 3k?
O eixo de aberracao tem a forma y = —ux, substituindo as relagoes acima tem-se, y = —F:c
P

portanto,
((z,y) — (0,0)).(3k%(1,0) + £'(0,1)) = 0. (4.21)



76 Aberragao

Analogamente podemos conhecer o centro da conica osculadora em fungao da curvatura.

De fato como,

3pp° 9p°
9p? +4p* — 3pp’ 9p* +4p* = 3pp )
Substituindo as relagoes acima, temos

9k* — 5(k')% + 3kk”

9p° +4p* — 3pp = o :

logo o centro da conica osculadora é

o ! 3
SR il i (4.22)
Okt — B(K')2 + 3Kk Ok* — 5(K)? + 3kk

Agora apresentamos uma relagdo para que o contato entre uma curva e uma conica num

ponto dado, tenha ordem 6.

Seja v : I — R? uma curva parametrizada por comprimento de arco, com v(0) = (0, 0)
e v'(0) = (1,0). Da secdo anterior sabemos que dita curva tem uma expressio local da
forma,
1 . 3 2 3.2_ . 10 ..._19 2._ 2"‘_15.3
g Lap P 3PP = pb g 10ppD =19 — pPP 150 5
2p 6p3 24p° 120p7

Agora consideremos a conica osculadora y = ax? + 28zy + vy? que faz ao menos 5-ponto
contato com a curva v, da se¢ao anterior vimos que os coeficientes tem a forma,
1 i 1 9p? + 50% — 3pp

“ 2p’ 62 2p e, 7 18p3

Esta conica tem a seguinte forma local

1 . 32 3.2_ . _27 2._19-3 9 . oo
yo L2 Poa SPABP b g —2T0% — 1907 +9p0p 5

2p 6p3 24p° 216p"

+.

Se desejamos que a conica tenha ao menos 6-ponto de contato entao deve-se de satisfazer:

—27pp — 190° + 9ppp _ 10ppp — 19p%p — p* P — 154°
2167 12007

desenvolviendo, isto é equivalente a ter,

36p°p — 45ppp + 40p° + 9p*P =0
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usando as relagoes:
, k 3KV =K'k ... 10kk'E" —E"k* — 15(k)?
i 7

! "

, obtem-se

"

36Kk +40(k)? — 45kk'k" + 9K* K" = 0. (4.23)

Esta ¢é a caracterizagao para que a conica osculadora tenha ao menos 6-ponto de contato

com a curva v.
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Capitulo

5

Pontos sextatico e parabélico

Nesta se¢ao definimos as propriedades genéricas como faz Bruce e Giblin em [3], prova-
mos a existéncia do pontos sextéticos seguindo o que faz Fidall em [8] ¢ estudamos a
geometria da evoluta afim e normal afim, usando teoria de singularidades e o contato

entre curvas, isto seguindo [11].

Neste capitulo usamos dois parametros, a saber o comprimento de arco e o comprimento
3 . ! ~ . < . . ~ ~
de arco afim, e usamos os simbolos, * e  para fazer referéncia & diferenciacao em relagao

aos parametros comprimento de arco e comprimento de arco afim, respectivamente.

5.1 Propriedade genérica

Definicao 5.1. Uma propriedade P € dita ser uma propriedade densa, ou que se

satisfaz para um conjunto denso de curvas planas quando se tem o sequinte:

Para qualquer curva v : I — R? existe uma vizinhanga aberta U de 0 em algum espaco

Buclidiano RY e uma familia de curvas planas requlares 7 : I x U — R? tal que,

o 5(£,0) = ~(t),

e para alguma sequéncia {u,} em U com lim,_,o u, = 0, a propriedade P verifica-se

para a sequéncia de curvas vy, definida por ,(t) = F(t, u,).

Definicao 5.2. Uma propriedade P € dita ser uma propriedade aberta, ou que se
satisfaz para um conjunto aberto de curvas planas quando para qualquer curva v : I — R?
com a propriedade P e qualquer familia 7 : [ x U — R? de curvas 7, onde ¥, (t) = 3(t,u),

a propriedade P se satisfaz para toda curva ¥,, com u em alguma vizinhanca Uy de 0.
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Definicao 5.3. Uma propriedade P se diz uma propriedade genérica ou se satisfaz

para um conjunto genérico de curvas se, € aberta e densa.

Assim dizer que uma propriedade P é densa significa que, para cualquer curva que
escolhamos pode-se encontrar uma outra curva numa vizinhanca desta que satisfaz esta

propriedade P.

5.2 Existéncia dos pontos sextaticos

Nesta secao consideramos curvas compactas que sao imagens do circulo unitario S! no
lugar de intervalos abertos de R.
Seja S' C R? um circulo unitario e seja § : R — S!, definido por 6(s) = (coss,sins).

Lembre-se que 6 assim definido ¢ uma imersao C'*° nao injetora (para isto ver [13], p. 41).

Definicao 5.4. Dizemos que v : St — R? € suave se, e somente se, Yo : R — R? ¢

suave. De igual forma v € uma curva regular quando v o 6 é uma curva reqular.

Dando orientacao anti-horaria para S', obtemos uma tangente e normal bem definida

em qualquer ponto y(t), com t € S'.

Se I é um subconjunto aberto de S!, dizemos que v : I — R? é uma curva regular quando

para qualquer componente conexa J de 71(I), yo 6 : J — R? ¢ uma curva regular.

Uma curva plana M, fechada e ndo degenerada (sem inflexdes) é também chamada de
oval (em [8]). No que segue desta segao utilizamos este nome. Observemos que, com

abuso de linguagem, associamos uma curva v : S — R? com sua imagem M = y(S!).

A seguir apresentamos propriedades genéricas que serao usadas no que segue do capitulo.
M;: Nao existe conica com mais que 6-ponto de contato com M.
Ms;: Nao existe circulo com mais que 4-ponto de contato com M.

Mj3: O nimero de pontos p € M onde a Ginica cdnica nao singular tocando M

em p com ao menos 5-ponto de contato é uma parabola é finito.

M,: Nao existe paribola que tem 6-ponto de contato com M.

Nos trabalhos de Fidall ([8],]9]), Izumiya [11], entre outros sdo usadas estas propriedades

genéricas.
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Definigao 5.5. Seja v : S' — R? uma ovall.

1. Dizemos que um ponto py = 7(to) € um ponto sextdtico se existe uma conica

tocando y(I) em py com ao menos 6-ponto de contato.

2. Dizemos que um ponto py = ~y(ty) € um ponto parabdlico se eriste uma tunica

parabdla tocando ~(I) em py com 5-ponto de contato.

Teorema 5.6. Seja v : I — R? uma curva reqular, sem inflexdes e parametrizada por

comprimento de arco. Entao py = y(ty) € um ponto sextdtico se, e somente se,

36k (o) k(to) + 40k (L) — 45k(to)k(to)k(to) + 9k (to)*k (to) = 0.
Demonstrag¢ao: Decorre da equagao (4.23) do Capitulo 4. O

Seja 7y : S' — R? uma curva com velocidade unitaria com imagem M = ~(S!).

Denotemos a tnica conica ndo singular tendo ponto de contato > 5 com M em ~y(t) por

Cy, e o centro de C; por ¢;.

Em qualquer v(t), os centros das conicas tendo contato maior que 4 com M em ~(t)
pertencem a uma reta que passa por y(t). Da se¢do anterior sabemos que tal reta é o eixo

de aberracao, o qual denotamos por A; (ver Equagao (4.21)).

Da Equagao (4.21) e por rotagao e translagao obtemos o eixo de aberragao,
Ay ={z €S : (z —~(1).BK ()T (t) + k()N(¢)) = 0},

onde T'(t) e N(t) sdo os vetores tangente e normal a M em (t) e k(t) ¢ a curvatura de

M em «(t). Agora definimos a fungao F' como,
F:S'xR* =R

(t,2) = (z = y(1).BK* ()T (1) + k()N (1)).
Entao F710) N {(¢t,z)/x € R*} = A,.
Observe que = € A; se, e somente se,

x = (t) + M(—k()T(t) + 3E2(t)N (1)),

para algum \; € R.
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Teorema 5.7. Seja M uma oval com velocidade unitdria satisfazendo as condi¢oes (My)—
(My). Entao,

1. O lugar geométrico de centros c; das conicas osculadoras de M € exatamente o

congunto discriminante de F'.

Assim ¢, = y(t) + M(—=k(t)T(t) + 3k*(t)N(t)), onde

A 3k ()

T ORA(E) + 3k(E)(t) — Bk(1)?

2. Supondo que x € finito, F(—,x) tem uma Ay singularidade em t se, e somente se,

~(t) é um ponto sextdtico de M.

Demonstragcao: Para o item 1, vejamos primeiro o conjunto discriminante de F.

Dp={re€R*:3tecS' com F(t,z) = aa—f(t,x) = 0}.

F(t,z) = 0 se, e somente se, I\, € R tal que

z—~(t) = N(—k(®)T(t) + 3K2(t)N(t)). (5.1)
%—lj(t, z) = (=) BEXO)T(t) + k()N () + (z — y(t)).(6k() k()T (t) + 3K>T(t)+
+k(ON(T) + k()N (1))).

Pelas equagoes de Frenet-Serret obtemos,

%—};(t, z) = =3k (t) + (x — ~(t).(5k(O) k()T (t) + (3k> + k(1)) N (1)),
logo — (¢, ) = 0 se, e somente se,

ot

—3k2(t) + (x — v(1)).(5k(t)k(t)T(t) + 3k3k(t)N(t)) = 0. (5.2)

Substituindo a equagao (5.1) em (5.2), obtemos

A Sk(t)

T ORA(E) + 3k(E)]e(t) — BR(t)?

Portanto x € Dy se, e somente se,

_ 3k(1) y :
P =10+ G ot s T+ ON ),




5.2 Existéncia dos pontos sextaticos 83

logo da equacdo (4.22) e por translagao e rotagao, tem-se x = ¢.

Agora vejamos o item 2. Suponhamos z é finito. Para simplificar as contas omitiremos
o parmetro ¢, e denotaremos com F, = F(—,z). Logo F, = (z — 7).(3k*T 4+ kN) por
diferenciacao

F, = =3k* 4 (x —~).(5kkT + (3k* + k)N), e

E, = —11kk + (x — 7).((—=3k* + 4kk + 5k*)T + (14k%k + K )N).
Pelo item 1, F,(t) = F,(t) = 0 se, e somente se,

i : . 3k (1)
7 — () = MN(—k(OT () + KN (2)) e, A D T IOkE S5

Agora adicionando a condicao F,(t) = 0, tem-se

3k

o T aer o T T 3K N)((=3K 4 4kk £ 5K + 1487k + H)N).

0= —11kk +

Desenvolvendo esta relagao obtemos

0 36k — A5kkk + 40k® + 9k*;
Ok* + 3kk — 5k? '

Como z & finito, 9k* + 3kk — 5k2 # 0. Logo esta condicdo é equivalente a

36k*k — 45kkk + 40k* + 9Kk = 0.
Pelas condigoes genéricas (M) — (M), F, tem tipo A<s, logo F, tem singularidade A,
se, e somente se,

. 3k
v — = A (T + 3K2N) | Ay = .
7= A )N e i

36k*k — 45kkk + 40k* + 9k T = 0.

Isto é, x é centro da conica osculante e a conica osculante tem 6-ponto de contato com a

curva 1. [

Teorema 5.8. Seja M uma oval, satisfazendo as condigoes genéricas Mz e My. Entao

existe um ponto sextdtico em M.

Demonstracao: Por Mz e M, existe um nimero finito de paradbolas quintéticas, ou
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seja parabolas que tem 5-ponto de contato com M, a saber ¥(t1),...,7(t,), definimos a
seguinte funcgao:
A:S'—{ty,... t,} =R
t > 3 (K(1))3,
onde

B 3k(t)
COOkA(t) + k(6K (t) — 5(K ()%

At

Caso 1 Se nao existem pardbolas quintaticas, isto é se n = 0, entao A esté definido para

todo S!. Dai existe ponto de maximo para a funcao A, isto ¢, existe t € S* tal que

A
A(t) ¢ um maximo local e portanto aa—t(t) = 0.

Caso 2 Agora suponhamos quen > 1, entao S*—{#1,...,t,} é particionado num ntimero
finito de intervalos abertos. Escolhemos um desses intervalos, chamamos de I, sem

perda de generalidade, suponhamos que I — I = {t,t,}.

A(t) # 0, Vt € I, pois se A(t) = 0 implica A\, = 0 logo como ¢; € A; entdo ¢; = (1)

portanto, existe uma conica C;, com ¢; € Cy o qual é um absurdo.

Dai, por continuidade, como A(t) # 0 para todo t € I, A(t) tem o mesmo sinal para
todot € I.

Como t; e ty sdo pontos parabdlicos quintaticos lim;_, |A(t)] = oo, i = 1,2, portanto
existe um sub-intervalo fechado [sq, s3] de I tal que A(s;) = A(s2). Aplicando o

Teorema de Rolle para A no intervalo J, existe t € (s1, $2) tal que —(¢) = 0.

ot

Por outro lado,

%(t) = ST ?EZEZ(;)(;) S (36K () k(1) +40k(t)> — 45k () k() k(1) +9k(t)%k(t)).

0A
Agora desde que existe t € S! tal que E(t) = 0, entdo existe t € S! tal que

36k(t) k(t) + 40k (t)® — 45k ()k(t)k(t) + 9k(t)2k(t) = 0,

portanto ~y(¢) é um ponto sextatico. O

5.3 Caracterizacao dos pontos sextaticos e parabolicos

Proposigao 5.9. Seja v : St — R? uma curva suave sem pontos de inflexdo que satisfaz

as condigcoes My e Ms. Entao temos:
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(i) p=(s0) € um ponto parabdlico de v(S*) se, e somente se, k,(sg) = 0.
(ii) p = (s0) € um ponto sextdtico de y(S') se, e somente se, k,(so) = 0.

Demonstragao: Para o item (i) consideremos a equacao (4.20). Logo p = v(sp) € um

ponto parabolico de v(S!) se, e somente se,

Ok*(t) + 3k(t)k(t) — 5k(t)* = 0.

Por outro lado, pelo Teorema (3.45) tem-se

= 9k*(t) — Bk(t)? + 3k(t)k(t).

wl|oo

9k, (s)k(t)
Portanto p = y(sg) é um ponto parabolico de v(S') se, e somente se, k,(sg) = 0.

Para o item (ii) usamos o Teorema (3.45), dai

Por diferenciagao tem-se,

/ 4

Fa(s) = Sk .

BOE(s) — £ (=K F () + 2k(0) S hRES) +

W=

a2k S HOROEG) + 0 TR0,

Ko (s) = %k(t) + gk(t)“‘l%(t)s _ %k(t)‘?’l%(t)?{:(t) _ gk(t)—%(t)k(t) + %k(t)—%;{(t),

27k(t)*k, (s) = 36k(t)k(t)* + 40k(t)® — 45k (t)k()k(t) + 9k()* T (t).

Portanto,

k. (s0) = 0 < 36k(to)k(to)* + 40k (to)® — 45k (to)k(to)k(to) + 9k(to)? F (to) = 0.

Do Teorema (5.6), v(to) é ponto sextatico se, e somente se, k,(sq) = 0. O

Observacao 5.10. Da Defini¢ao (3.41), v tem inflexao afim em v(sg) se kq(s0) = 0, isto
€ v(s9) € um ponto parabdlico. Analogamente da Defini¢io (3.42), v tem vértice afim em

v(s0) se k,(so) =0, isto €, y(so) € um ponto sextdtico.
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5.4 Classificacao de curvas planas

Teorema 5.11. Seja v : I — R? uma curva sem pontos de inflexdo satisfazendo M, Ms
€ M4.

1. Seja p um ponto da evoluta afim de v em sqg. Entao, localmente em p, a evoluta

afim é:

(a) difeomorfa a uma reta em R? se v(sg) nao é um ponto sextdtico,

(b) difeomorfa a uma cispide em R? se y(sg) € um ponto sextdtico.

2. Sejap = ")///(S[)) um ponto da normal afim de v em sqg. Entao, localmente em p, a

curva normal afim é:

(a) difeomorfa a uma reta em R? se v(sq) nao € um ponto parabélico de 7,

(b) difeomorfa a uma cuspide em R? se v(sg) € um ponto parabdlico de .

Demonstracao: Como v nao tem pontos de inflexao, sem perda de generalidade esta

se considera parametrizada pelo comprimento de arco afim.

(1): Consideremos a funcao distancia ao cubo afim sobre v, F': R x R? (sg, z0) — R,

F(s,x) = |7 (s),7(s) — al.

Primeiro descrevemos o conjunto bifurcagao Br de F,

oF  0O°F
_ 2. PR —
Br = {m € R*: 3t tal que 9 55 0 em (t,x)} .

Se x € Br, entao existe sy € R, tal que:

OF 0*F
g(so,x) =0 e w(so,x) = 0.
Por outro lado oF oF
F,(s0) 8;(80) = 5(8071’) (5.3)
" 0*F, O*F
F, (s0) = W(So) = w(so,x) (5.4)

Da Proposigao (3.59), x € Br se, e somente se, x é um ponto da evoluta afim. Isto é
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1 "
Rsa) " (0)

Escrevendo v(s) = (z1(s), z2(s)) e x = (21, x2) tem-se

ka(so) # 0 ez =(s0) +

F(s,x) = x,(8)2a(s) — 2,(8)xs — 24(s)x1(8) + xo(s)21.

Dai por diferenciagao,

8 ! !
8_:B1F(8’I1’x2) =Ty(s) e 8_@}7(5@1,%2) = —xy(s).
Por outro lado,
OF 0 OF
° jl(a—i(s,xo))(so) =ay,; s,onde ag; = %(8_%(80’%)) , (1=1,2)
logo a1 = x;(so) eaig= —x/ll(so)
oF 0 OF
° j2(8—%(8,$0))(30) =y S+ Qo s? , onde ;= g(a—%(so,xo)) e
1 0% OF ,
Qo = 5@(8_%(80’%)) , (1=1,2)
logo, a1,1 = T4 (80) » 1o = —21(S0) , Qa1 = ST5(S0) , 20 = —27 (o)

Agora vejamos as demonstragoes dos itens (a) e (b) do item (1) do teorema.

(a) Suponhamos que xy é um ponto da evoluta afim de v em sq e (sp) ndo é um ponto

sextatico.

Como xy = 7(s0) ndo é um ponto sextatico, da Proposicio (5.9) temos k,(sq) # 0; além

disso xy € Br pois x5 ¢ um ponto da evoluta afim de v em s .

Para obter nosso resultado verificamos as condigoes da Proposicao (2.29) isto ¢, verificamos
que F' é um desdobramento (p)versal a 2-parametros de f = F},, e que f tem singularidade

do tipo A em sg.

Afirmagao 1. [ : R, sy — R definida como f(s) = F(s,zg) tem singularidade de tipo As

em Sop.

De fato, observemos que f = F,,, como z; é um ponto da evoluta afim em sy logo da
proposicao (3.59) f'(so) = f (so) = 0 além disso, de k,(s9) # 0 e da proposicio (3.59)
tem-se que f (/”)(30) # 0, logo f tem singularidade do tipo Ay em sq.

Afirmagao 2. F' é um desdobramento (p)versal a 2-parametros de f.
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Para isto, usamos o Teorema (2.20) isto é, a matriz 1 x 2 dos coeficientes « tem posto 1,
onde os coeficientes de o vém de

4,0F :

]1(%(5#’50))(50) =ay; s,1=1,2

)

assim basta verificar que a matriz ( acg(so) —x/ll(so) > tem posto 1 e isto decorre de

7' (50),7" (s0)] = 1.

(b) Suponhamos que z é um ponto da evoluta afim de v em sg e z9 = Y(sg) € um ponto

sextatico.

Como x( ¢ um ponto sextatico da Proposicio (5.9), k,(so) = 0 e 29 € Br (2 pertence a

evoluta afim).

Igual que acima, para obter nosso resultado verificamos as condigoes da Proposigao (2.29),
isto é, verificamos que F' é um desdobramento (p)versal 2-parametros de f = F,, e f tem

singularidade do tipo A3 em so.

Afirmagao 3.f : R, sp — R definida como f(s) = F(s,zo) tem singularidade de tipo Az

em Sop.

De fato, f = Fy,, como zo ¢ um ponto da evoluta afim em sy logo pela proposigao (3.59)
f'(s0) = f"(s0) = 0, além disso de &, (so) = 0 e da proposicao (3.59), f")(sy) = 0, logo
f tem singularidade do tipo A>3 em sy e pelas condi¢oes de genericidade (M), (Ms) e

(My), f tem exatamente singularidade do tipo Az em s.
Afirmagao 4. F é um desdobramento (p)versal a 2-parametros de f.

Usamos o Teorema (2.20) é dizer, a matriz 2 x 2 dos coeficientes a tem posto 2 onde, os

coeficientes de o vém de

j2(?<57x0))(30) =01 S+ Qg 2, 1=1,2

(2

Ig(so) —56/1/(50)

1 m L tem posto 2. e isto segue pois,
3% (0)  —3%1 (S0)

assim verificamos que a matriz (

seu determinante é

"

S (500, (50) = Shalso) #0.

(2): Consideremos a funcdo H : I x S! x R — R definida por

H(s,u,y) = H(s,u) —y



5.4 Classificagao de curvas planas 89

onde H ¢ a fungdo altura afim sobre v, H(s,u) = |y (s),ul|, ¢ dizer

H(s,u,y) = xll(s)UQ — x;(s)ul —y
onde (s) = (z1(s), 12(s)), u = (u1,uz) € St

Primeiro descrevemos o conjunto discriminante Dy de H

~ OH
Dﬁ:{(u,y) eS'x R : existe s € R com Hza—z() em (s,u,y)}
S

Seja (u,y) € Dg entao,
: 0H 0H
i H'u(S) - %(S,U) - g(S,U,y) = 0.
Da Proposicio (3.64), H, (s) = 0 se, e somente se, IA(s) € R tal que u = A(s)y" (s)

entao

"

up = M)z (s) e uy = \ry(s)
1

“(s 0.
b s (1() #0)

=i +uj = A(s)*(2()* + 23(5)?) daf A(s) =

e H(s,u,y) =0 se, e somente se,

/ / ’ " / "

y = x1(s)uz — xy(s)ur = 2, (s)A(s) 5 (s) — w5 (s)A(s)2: (s)

entdo y = A(s)|7'(s),7" (s)] = A(s), portanto y = A(s).
Portanto, o conjunto discriminante é

D*5 = {(A\(s)7 (5): A(9)) : Als) = \/x 1“3 )2

consideremos somente o conjunto D;{?‘

Definimos a fungao ® : R? — {0} — S' x R, , como

(I)( ) I ) 1
X1,T2) = ’ 9
Vatt+ad Val+ai) Vai+a

onde R, é o conjunto dos ntimeros reais positivos.

Observemos que ® & um difeomorfismo e que ®(Imagem(y")) = D;g , com isto basta

estudar o conjunto Imagem(y").
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Agora definimos a funcao F': I x R? — R dada pela seguinte relacao
F(s,21,x5) = 2,(s)senxy — xy(S) cosxq — Xo.

Esta funcao é uma representacao local da fungao H numa vizinhan¢a de um ponto em
DY 5, por meio de F(s,x1,x2) = H(s, (cos a1, senxy),x;). Usamos a funcio F no lugar

da fungao H.

e 3 = A(s), para algum s € I.

Escrevemos 7(s) = (z1(s), z2(s)) e u = (cosxy, senx;)

0 ' !
3_9U1F<S7 T1,T2) = 71(8) cos Ty + Ty(s)senx; e a_mF(S’Xl’Xz) =1
o 9 , " 9,9
%(a—xlF(s, T, %)) = oy (s) cosxy + xy(s)senx; e %(8X2F<S>X17X2)) =0.

Dai obtemos,

, oF / : :
e 0-jato com constante 8_(80’ 0,0) em s & apy = z1(8g) coS T1 + X4(S0) sin xy.
T

. oF
e (-jato com constante 8_(50’ 0,0) em s é&: aga = —1.
4o)

: OF )
e 1-jato com constante 8_(80’ 0,0) em s é:
L1

o1 + 115 = 2, (S0) cos 21 + 2o(so) senxy + (x; (So) cosxq 4 X, (So) senxy)s

oF
e 1-jato com constante —(sp,0,0) em s é&: apg + a125 = —1+0s

8:82

Agora vejamos os itens (a) e (b) do item 2 do teorema.

(a) Suponhamos que ((A(so)x7(50), AM(50)T5(50)), A(s0)) € Pz e 7(so) ndo é um ponto
parabolico de ~.

Exprimindo ((A(so)z] (50), AM(s0)25(50))) = (cos 1, senx;) e A(sg) = .

Para obter nosso resultado verificamos as condi¢oes da Proposigao (2.29) isto é, verificamos

que H ¢ um desdobramento versal de f e f tem singularidade do tipo A;.
Afirmacao 5.f tem singularidade do tipo Aj.

f(s0) = Fu(s0) = x}(50)senx; — x,(sp) cosx; — Xy, substituindo as relacdes acima,
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= A(s0) (71 (s0)25 (s0) — wy(s0)y (s0) — 1) = 0 pois |7, 7"| = 1.
f (s0) = F,(s0) = m(s0) senx; — x5 (s0) cosx1 = A(s0) (%] (s0)x3 (s0) — X5 (s0)x; (s0)) = 0.

f“(SO) = 95/1//(30) S€1X; — Xz (s0) cosx; = A(SO)(XI/(SO)XIQ/(SO) - Xg/(SO)Xlll(SO))
= A(50)[7" (50),7" (s0)| = =A(s0)ka(s0) # 0.

Afirmagao 6. H é um desdobramento versal de f.

Usando o Teorema (2.20), o resultado segue pois, a matriz 1 x 2 dos coeficientes (o)

dada por

< 2 (s0) cos Ty + xy(sp)senx; —1 )
tem posto 1 (Teorema (2.5)).

(b) Suponhamos que ((A(so)x7(s0), A(s0)T5(50)),A(s0)) € Dz e 7(so) ¢ um ponto

parabolico de v em sg.

Para obter nosso resultado verificamos as condi¢oes da Proposigao (2.29) isto é, verifi-

camos que H é um desdobramento versal de f e que f tem singularidade do tipo As.
Afirmacgao 7. f tem singularidade do tipo As.

Como k,(so) = 0, entdo " (so) = 0, e pelo item anterior temos f(sg) = f (so) = 0. Assim
f tem singularidade do tipo Asy e pelas condigoes de generecidade (M), (Ms) e (My), f

tem singularidade A,.
Afirmagao 8. H é um desdobramento versal de f.
Usando o Teorema (2.20). Verificamos que a matriz 2 x 2 dos coeficientes («;;) dada por

( 7 (s0) cos Ty + T9(sg)senx; —1 )

7] (s0) cosy + wy(s0)senx; 0

tem posto 2 isto é que o determinante da matriz é nao nulo.
De fato, substituindo

() (80), 5 (50))
vV (x1(50)) + (x5 (50))2

(coszy, senxy) =

" "
em 1, (sg) cos Ty + x4 (o) senx; tem-se,

:Elll(so) cos Ty + x;(s())senxl = \/(x'{(so))2 + (x5(s0))2 # 0.
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