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Resumo

Nesse trabalho apresentamos o estudo do artigo [25] que analisa a existência de atratores

globais para uma classe de equações da onda amortecida da forma

εutt +α(x)ut +β (x)u−∑
i, j

∂i(ai j(x)∂ ju) = f (x,u), x ∈ Ω, t ∈ [0,∞),

u(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ [0,∞)

definidas em um domı́nio arbitrário Ω.

Palavras-chave: Atratores globais, equações da onda amortecida, equações de evolução, esti-

mativas de truncamento.





Abstract

In this work we describe the results of the paper [25]. In [25] the authors prove existence of

global attractors for the following semilinear damped wave equation

εutt +α(x)ut +β (x)u−∑
i, j

∂i(ai j(x)∂ ju) = f (x,u), x ∈ Ω, t ∈ [0,∞),

u(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ [0,∞)

on an arbitrary domain Ω.

Key words: Global attractors, damped wave equations, evolution equations, tail-estimates.
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Introdução

Nesse trabalho estudaremos a existência de atrator global para uma classe de equações de

evolução. Nas últimas décadas muito se tem estudado acerca do comportamento assintótico

de equações de evolução não-lineares provenientes de equações diferenciais parciais. Uma das

ferramentas mais utilizadas para obter informações dessas equações é o conceito de atrator

global [18, 22, 9, 28], um conjunto invariante que contêm informações sobre a dinâmica as-

sintótica de uma dada equação de evolução. A existência de um atrator global nos garante que o

fenômeno se aproxima de um padrão no futuro. O sucesso desse tipo de abordagem se deu prin-

cipalmente pela existência de vários modelos, importantes por suas aplicações, onde foi provada

a existência de atratores globais e foram feitas análises sobre sua estrutura, comportamento e

propriedades [18, 2, 9, 20, 28].

Podemos notar na literatura que há um grande número de trabalhos sobre a existência de

atratores globais para equações definidas em domı́nios limitados. Porém, o estudo da existência

de atratores em domı́nios não limitados traz novas dificuldades. Uma das dificuldades é a

ausência de imersão compacta entre vários espaços de funções e tal compacidade é importante

para uma solução ter um bom comportamento assintótico. Várias técnicas têm sido desenvol-

vidas para contornar a perda de compacidade em problemas envolvendo domı́nios não limita-

dos. Para equações de reação-difusão semilineares podemos citar [1, 3, 24, 29] e para caso de

equações da onda amortecida semilineares temos os trabalhos [13, 14, 15, 25].

Nesse trabalho, seguindo o que foi feito no artigo de Prizzi e Rybakowski [25], analisamos

a existência de atratores globais para a seguinte classe de equações da onda amortecida

εutt +α(x)ut +β (x)u−∑i j ∂i(ai j(x)∂ ju) = f (x,u), x ∈ Ω, t ∈ [0,∞),

u(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ [0,∞).
(E)

Aqui, N ∈ N, Ω é um subconjunto aberto arbitrário de R
N (limitado ou não), ε > 0 é

um parâmetro constante, α,β : Ω → R e f : Ω × R → R são funções dadas e Lu : =

∑i j ∂i(ai j(x)∂ ju) é um operador diferencial de segunda ordem na forma divergente. Observa-

mos que os autores não assumem hipóteses de regularidade em ∂Ω, β , ai j e f (·,u) e consideram

1
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f (x, ·) com crescimento crı́tico ou subcrı́tico.

Em [25] os autores assumem que α ∈ L∞(Ω) sendo limitada inferiormente por uma cons-

tante positiva e que L seja uniformemente elı́ptico com coeficientes em L∞(Ω). Além disso,

assumem também que β ∈ L
p
u(R

N) (o espaço L
p
u(R

N) é definido na Seção 2.2). Com relação

à não linearidade f : Ω ×R → R, há uma restrição no seu crescimento e uma condição de

dissipatividade.

As condições impostas pelos autores em Hipótese 2.5, Hipótese 2.16 e Hipótese 4.3 im-

plicam que as soluções da equação (E) quando considerada como um sistema (u,v), onde

v = ut , gera um semifluxo global π f em Z = H1
0 (Ω)×L2(Ω) (ver Teorema 4.12). Além disso,

as condições impostas na Hipótese 4.14 (para o caso subcrı́tico) e na Hipótese 4.15 (para o

caso crı́tico) garantem a existência de um atrator global associado ao semifluxo π f (ver Teore-

mas 4.17 e 4.21).

Para mostrar os Teoremas 4.12, 4.17 e 4.21, os autores utilizaram estimativas de trunca-

mento. Este método foi introduzido por Wang em [29] para equações parabólicas definidas

em domı́nios não limitados e foi usado por Fall e You em [13] para estabelecer a existência

de atrator global para equações do tipo (E) com hipóteses mais restritas do que as utilizadas

por Prizzi e Rybakowski. Observamos que os argumentos utilizados por Feireisl em [14, 15]

exigem hipóteses adicionais de regularidade em f (x,u) com relação a todas as variáveis (x,u) e

hipóteses de crescimento de |∂u f (x,0)| e |∂x f (x,0)|. Mais ainda, em [14, 15] é tratado o caso

Ω = R
3 e L = ∆.

Para descrever os resultados obtidos por Prizzi e Rybakowski em [25], este trabalho será

organizado como o que segue. No Capı́tulo 1 introduziremos conceitos e propriedades prelimi-

nares importantes que serão utilizados no decorrer do texto, inclusive a proposição que proverá

a existência do atrator global ao final do trabalho, ver Proposição1.60. Alguns resultados das

Seções 1.5 e 1.6 são demonstrados no Apêndice A.

No Capı́tulo 2 há o estudo do C0-semigrupo associado à solução da equação da onda amorte-

cida (E). Nesse capı́tulo apresentamos a Hipótese 2.5 e a Hipótese 2.16 que permitirão definir

o C0-semigrupo em Z = H1
0 (Ω)× L2(Ω). Já no Capı́tulo 3 apresentamos as condições sobre

a não linearidade f necessárias (ver Proposição 3.10) para a existência do semifluxo local π f

gerado pelas soluções de (E).

Finalmente, no Capı́tulo 4 mostramos como Hipótese 2.5, Hipótese 2.16 e Hipótese 4.3 im-

plicam que π f é semifluxo global em Z = H1
0 (Ω)×L2(Ω). Concluı́mos o capı́tulo apresentando

a Hipótese 4.14 (para o caso subcrı́tico) e a Hipótese 4.15 (para o caso crı́tico) e mostramos que

em ambos os casos, π f possui um atrator global.



Capı́tulo

1

Preliminares

Nesse capı́tulo apresentaremos os conceitos e resultados básicos estudados para a compre-

ensão do texto.

1.1 Os espaços de Sobolev

Nesta seção vamos apresentar a definição e algumas propriedades dos espaços de Sobolev

para subconjuntos abertos do R
N , com n ∈ N. As referências para esta seção são os livros [5]

e [8].

Seja Ω um subconjunto aberto de R
N e seja p ∈ R com 1 ≤ p ≤ ∞. Iniciaremos com a

definição dos espaços W 1,p(Ω) e, para tanto, recordemos que C∞
c (Ω) denota o conjunto das

funções ϕ ∈C∞(Ω) tais que possuem suporte, denotado por suppϕ , compacto.

Definição 1.1. O espaço de Sobolev W 1,p(Ω) é o conjunto das funções u ∈ Lp(Ω) tais que

existem funções g1, g2, . . . ,gN ∈ Lp(Ω) com a propriedade

∫

Ω
u

∂ϕ

∂xi
=−

∫

Ω
giϕ, para todo ϕ ∈C∞

c (Ω) e i ∈ {1,2, . . . ,N}.

Em particular para o caso p = 2, definimos

H1(Ω) =W 1,2(Ω).

Se u ∈W 1,p(Ω), denotamos
∂u

∂xi
= gi, para i ∈ {1,2, . . . ,N}, e escrevemos

∇u =

(
∂u

∂x1
,

∂u

∂x2
, ...,

∂u

∂xN

)
.

3



4 1. Preliminares

O espaço W 1,p(Ω) é equipado com a norma

|u|W 1,p(Ω) = |u|Lp(Ω)+
N

∑
i=1

∣∣∣∣
∂u

∂xi

∣∣∣∣
Lp(Ω)

, u ∈W 1,p(Ω).

Para 1 ≤ p < ∞, a norma ‖ · ‖W 1,p(Ω) é equivalente à norma

n(u) =

(
|u|p

Lp(Ω)
+

N

∑
i=1

∣∣∣∣
∂u

∂xi

∣∣∣∣
p

Lp(Ω)

) 1
p

, u ∈W 1,p(Ω).

Além disso, o espaço H1(Ω) é equipado com o produto interno

〈u,v〉H1(Ω) = 〈u,v〉L2(Ω)+
N

∑
i=1

〈
∂u

∂xi
,

∂v

∂xi

〉

L2(Ω)

=
∫

Ω
uvdx+

N

∑
i=1

∫

Ω

∂u

∂xi

∂v

∂xi
dx,

onde u, v ∈ H1(Ω). As propriedades mais elementares dos espaços definidos estão no resultado

abaixo:

Proposição 1.2. O espaço de Sobolev W 1,p(Ω) é um espaço de Banach para 1 ≤ p ≤ ∞. Se

1 < p < ∞, W 1,p(Ω) é um espaço reflexivo; e W 1,p(Ω) é um espaço separável para 1 ≤ p < ∞.

Além disso, H1(Ω) é um espaço de Hilbert separável.

Se u ∈ C1(Ω)∩Lp(Ω) e se
∂u

∂xi
∈ Lp(Ω), para todo i ∈ {1,2, . . . ,N}, então u ∈ W 1,p(Ω).

Desse modo, as derivadas parciais usuais coincidem com as derivadas parciais em W 1,p(Ω), o

que torna a notação consistente.

A seguir apresentamos uma caracterização simples das funções em W 1,p(Ω). Antes recor-

damos a seguinte definição:

Definição 1.3. Seja Ω ⊂ R
N um aberto. Dizemos que um conjunto aberto ω está fortemente

incluı́do em Ω, e denotamos por ω ⊂⊂ Ω, se o fecho ω de ω é um subconjunto de Ω e ω é um

conjunto compacto.

Proposição 1.4. Seja u ∈ Lp(Ω), com 1 < p ≤ ∞. As seguintes afirmativas são equivalentes:

(i) u ∈W 1,p(Ω).

(ii) existe uma constante C ≥ 0 tal que

∣∣∣∣
∫

Ω
u

∂ϕ

∂xi
dx

∣∣∣∣≤C|ϕ|
Lp′(Ω), para todo ϕ ∈C∞

c (Ω) e todo i ∈ {1,2, . . . ,N},

onde p′ := p/(p−1).
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(iii) existe uma constante C ≥ 0 tal que para todo ω ⊂⊂ Ω e para todo h ∈ R
N , com |h| <

dist(ω,∂Ω), temos que

|τhu−u|Lp(Ω) ≤C|h|,

onde τhu(x) = u(x+h), x ∈ R.

Observação 1.5. Se u ∈W 1,p(Ω), a constante positiva C ≥ 0 em (ii) e (iii) na Proposição 1.4

pode ser C = |∇u|Lp(Ω).

O próximo resultado generaliza a propriedade do produto para derivação em W 1,p(Ω).

Proposição 1.6 (Diferenciação de produto). Seja 1 ≤ p ≤ ∞ e considere funções u, v ∈
W 1,p(Ω)∩L∞(Ω). Então uv ∈W 1,p(Ω)∩L∞(Ω) e

∂ (uv)

∂xi
=

∂u

∂xi
v+u

∂v

∂xi
, para todo i ∈ {1,2, . . . ,N}.

Seja 1 ≤ p < ∞. Então W
1,p
0 (Ω) denota o fecho de C1

c (Ω) em W 1,p(Ω). Definimos também

H1
0 (Ω) =W

1,2
0 (Ω).

O espaço W
1,p
0 (Ω) equipado com a norma de W 1,p(Ω) é um espaço de Banach separável.

Além disso, é reflexivo se 1 < p < ∞. O espaço H1
0 (Ω), equipado com o produto escalar de

H1(Ω), é um espaço de Hilbert.

Observação 1.7. Como C1
c (R

N) é denso em W 1,p(RN), temos que W
1,p
0 (RN) = W 1,p(RN).

Porém, em geral, se Ω ⊂ R
N e Ω 6= R

N , então W
1,p
0 (Ω) 6=W 1,p(Ω).

Como C∞
c (Ω) é denso em W

1,p
0 (Ω), segue que C∞

c (Ω) pode ser usado na definição de

W
1,p
0 (Ω).

Passamos agora à definição dos espaços de Sobolev W m,p(Ω), onde m ∈ N com m ≥ 2.

Seja m ≥ 2, m ∈ N, e seja p um número real com 1 ≤ p ≤ ∞. Definimos indutivamente

W m,p(Ω) =

{
u ∈W m−1,p(Ω) | ∂u

∂xi
∈W m−1,p(Ω), para todo i ∈ {1,2, . . . ,N}

}
.

Alternativamente, W m,p(Ω) pode ser caracterizado da seguinte forma: u ∈ W m,p(Ω) se, e

somente se, u ∈ Lp(Ω) e para todo α com |α| ≤ m existe um gα ∈ Lp(Ω) tal que

∫

Ω
uDαϕ = (−1)|α|

∫

Ω
gαϕ, para todo ϕ ∈C∞

c (Ω).
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Observação 1.8. Acima usamos a notação padrão de multi-ı́ndice, isto é, α = (α1,α2, . . . ,αN),

onde αi ∈ N para todo i ∈ {1,2, . . . ,N} e |α|= ∑
N
i=1 αi. Além disso,

Dαϕ =
∂ |α|ϕ

∂x
α1

1 ∂x
α2

2 · · ·∂x
αN

N

, para ϕ ∈C∞
c (Ω).

Se u ∈W m,p(Ω), definimos a notação de Dαu = gα . O espaço W m,p(Ω), quando equipado

com a norma

|u|W m,p(Ω) = ∑
0≤|α|≤m

|Dαu|Lp(Ω), u ∈W m,p(Ω).

Temos que (W m,p(Ω), | · |W m,p(Ω)) é um espaço de Banach. O espaço Hm(Ω) = W m,2(Ω) é

um espaço de Hilbert quando equipado com o produto escalar

〈u,v〉Hm(Ω) = ∑
0≤|α|≤m

〈Dαu,Dαv〉L2(Ω), u, v ∈ Hm(Ω).

Observação 1.9. Impondo condições de regularidade em Ω e supondo que Γ = ∂Ω seja um

conjunto limitado, pode ser mostrado que a norma ‖ · ‖W m,p(Ω) de W m,p(Ω) é equivalente à

n(u) = |u|Lp(Ω)+ ∑
|α|=m

|Dαu|Lp(Ω), u ∈W m,p(Ω).

Concluimos essa seção apresentando algumas desigualdades importantes envolvendo os

espaços de Sobolev.

No que segue dado 1 ≤ p < N, definimos p∗ := N p/(N − p). O resultado a seguir foi

retirado de [8] (ver também [8, Teorema 1.3.1] e [8, Observação 1.3.3]).

Teorema 1.10 (Teorema de Imersão de Sobolev). Seja Ω um subconjunto aberto de R
N .

(i) Suponha que 1 ≤ p < N. Para todo q ∈ [p, p∗], temos que W
1,p
0 (Ω)⊂ Lq(Ω) e existe uma

constante Kq ∈ (0,∞) tal que

|u|Lq(Ω) ≤ Kq|u|W 1,p
0 (Ω)

, para todo u ∈W
1,p
0 (Ω).

(ii) Se p = N, então W
1,p
0 (Ω)⊂ Lq(Ω) para todo q ∈ [p,∞) e existe uma constante Kq ∈ (0,∞)

tal que

|u|Lq(Ω) ≤ Kq|u|W 1,p
0 (Ω)

, para todo u ∈W
1,p
0 (Ω).

(iii) Se p > N, então W
1,p
0 (Ω) ⊂ L∞(Ω)∩C0,α(Ω), onde α = (p−N)/p. Além disso, existe
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uma constante K ∈ (0,∞) tal que

|u|L∞(Ω) ≤ K|u|
W

1,p
0 (Ω)

, para todo u ∈W
1,p
0 (Ω).

O resultado a seguir de imersão compacta pode ser encontrado em [5, Teorema 9.16] jun-

tamente com [5, Observação 20].

Teorema 1.11 (Rellich-Kondrachov). Seja Ω aberto limitado arbitrário de R
N .

(i) Se 1 ≤ p < N, para todo q ∈ [1, p∗), então a inclusão ι : W
1,p
0 (Ω) → Lq(Ω) é uma

aplicação compacta.

(ii) Se p = N, então para todo q ∈ [p,∞), a inclusão ι : W
1,p
0 (Ω)→ Lq(Ω) é uma aplicação

compacta.

(iii) Se p > N, então a inclusão ι : W
1,p
0 (Ω)→C(Ω) é uma aplicação compacta.

Concluimos a seção com algumas definições auxiliares. Dados um subconjunto S ⊂ R
N e

uma função v : S → R, denotaremos por ṽ : RN → R a extensão de v definida por

ṽ(x) =

{
v(x), se x ∈ S,

0, se x ∈ R\S

Além disso, no desenvolvimento do texto usaremos a seguinte notação. Dado N ∈ N,

2∗ =





2N

N −2
, se N ≥ 3;

um arbitrário p̃ ∈ (0,∞), se N = 2;

∞, se N = 1.

1.2 Teoria das distribuições

Apresentamos agora uma breve introdução às distribuições. O texto a seguir se baseia

em [10].

Seja Ω um conjunto aberto de RN . É claro que C∞
c (Ω) é um espaço vetorial sobre R munido

das operações algébricas de funções usuais. Vamos apresentar um conceito de convergência em

C∞
c (Ω).

Seja (ϕn)n uma sequência de funções em C∞
c (Ω). Dizemos que a sequência (ϕn)n converge

em C∞
c (Ω) para ϕ ∈ D(Ω) se as seguintes condições são satisfeitas:
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(i) existe um conjunto compacto K em Ω tal que suppϕn ⊂ K para todo n ∈ N;

(ii) para todo multi-ı́ndice α ∈ N
N , a sequência (Dαϕn)n converge uniformemente em K para

Dαϕ .

Se (ϕn)n converge para ϕ no sentido acima, escrevemos ϕn
d→ ϕ .

O espaço vetorial C∞
c (Ω) munido da noção de convergência que acabamos de apresentar é

representado por D(Ω).

Observação 1.12. Os elementos de D(Ω) são chamados funções teste.

O espaço dual D ′(Ω) de D(Ω) é chamado de espaço das distribuições de Ω. Cada elemento

de D ′(Ω) é uma distribuição em Ω. Logo, se T ∈ D ′(Ω), temos que T : D(Ω) → R é um

funcional linear contı́nuo com relação à topologia de D(Ω), ou seja, para toda sequência (ϕn)n

em C∞
c (Ω) tal que ϕn

d→ ϕ temos que T (ϕn)→ T (ϕ), quando n → ∞, em R.

Apresentamos um exemplo de distribuição. Denote por C0
c (Ω) o espaço vetorial das funções

contı́nuas com suporte compacto. Como no espaço D(Ω), temos a seguinte noção de con-

vergência em C0
c (Ω). Uma sequência (ϕn)n de funções de C0

c (Ω) converge para uma função

ϕ ∈C0
c (Ω) se (e somente se):

(i) existe um compacto K em Ω tal que suppϕn ⊂ K, para todo n ∈ N;

(ii) ϕn converge uniformemente para ϕ em K.

O espaço dos funcionais lineares contı́nuos de C0
c (Ω) é denotado por C′(Ω).

Observação 1.13. Um elemento de C′(Ω) é também chamado uma medida em Ω.

Recordemos que L1
loc(Ω) é o espaço de funções integráveis em todo subconjunto compacto

de Ω. Para cada f ∈ L1
loc(Ω) podemos definir uma medida correspondente µ f em Ω por

µ f (ϕ) =
∫

Ω
f (x)ϕ(x)dx, ϕ ∈C0

0(Ω). (1.1)

Temos que µ f ∈C′(Ω). A correspondência f ∈ L1
loc(Ω) 7→ µ f ∈C′(Ω) é injetora.

A imagem de L1
loc(Ω) em C′(Ω) por meio da correspondência acima é chamada o conjunto

das medidas absolutamente contı́nuas em Ω. A função f é chamada a densidade de µ f com

relação à medida de Lebesgue.

É usual identificarmos a medida µ f e sua densidade f . Ou seja, é comum escrever µ f = f e

usar µ f (ϕ) = f (ϕ) para interpretar (1.1). Com essa notação podemos dizer que a medida µ f é
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de fato uma função. Além disso, µ f definindo uma distribuição, dizemos que esta distribuição

é a função f .

Exemplo 1.14. Seja 1≤ p≤∞. Como temos que Lp(Ω) está contido em L1
loc(Ω) por um função

injetora contı́nua, temos que todo elemento de Lp(Ω) define uma distribuição em Ω.

Seja T ∈ D ′(Ω) e i ∈ {1, . . . ,N}. A i-ésima derivada de T no sentido de distribuições, é a

distribuição ∂iT em Ω dada por

∂iT (ϕ) =−T (∂iϕ), para ϕ ∈ D(Ω),

onde ∂iϕ =
∂

∂xi
ϕ . Mais geralmente, se α ∈ N

N

∂αT (ϕ) = (−1)|α|T (Dαϕ), para ϕ ∈ D(Ω).

1.3 A medida de não-compacidade de Kuratowski

Vamos agora apresentar um conceito muito útil para a caracterização de conjuntos compac-

tos em espaços de Banach. Os conceitos e resultados descritos são como em [11].

Seja X um espaço de Banach e denote por B a famı́lia de todos os subconjuntos limitados

de X . Se B ∈ B não é relativamente compacto, então existe um ε > 0 tal que B não pode ser

coberto por um número finito de bolas de raio ε e, portanto, não é possı́vel cobrir B por um

número finito de conjuntos com diâmetro menor do que ε . Com isso é natural apresentar o

seguinte conceito:

Definição 1.15. A função m : B→ R
+ definida por

m(B) = inf{d > 0 | B admite uma cobertura finita de abertos com diâmetro menor ou igual a d},

onde B ∈ B, é chamada a medida de não-compacidade de Kuratowski.

Observação 1.16. Em [11] também é apresentado a definição da medida de não-compacidade

por bolas. Neste caso, trocamos a cobertura de abertos por uma cobertura de bolas abertas

com raio d.

A Definição 1.15 não é apenas natural, mas possui propriedades importantes. Algumas são

listadas a seguir.
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Proposição 1.17. Seja X um espaço de Banach de dimensão infinita, seja B a famı́lia de todos

os subconjuntos limitados de X e seja m a medida de não-compacidade de Kuratowski. Então

(i) m(B) = 0 se, e somente se, B é compacto;

(ii) m(λB) = |λ |m(B) e m(B1 +B2)≤ m(B1)+m(B2), para todo λ ∈ R e B1, B2 ∈ B;

(iii) se B1, B2 ∈ B com B1 ⊂ B2 então m(B1)≤ m(B2);

(iv) m(B1 ∪B2) = max{m(B1),m(B2)}, para todo B1, B2 ∈ B;

(v) m(co(B)) = m(B), onde co(B) é a envoltória convexa de B.

Uma demonstração da Proposição 1.17 pode ser encontrada em [11]. Seja agora um exem-

plo simples e útil cuja demonstração também está em [11].

Exemplo 1.18. Seja X um espaço de Banach de dimensão infinita e seja B(x0,r) a bola aberta

de centro em x0 ∈ X com raio r > 0. Segue que m(B(x0,r)) = rm(B(0,1)). Além disso,

m(B(x0,r)) = 2r.

Concluimos essa seção com o seguinte resultado de compacidade.

Teorema 1.19 (Teorema de Mazur). Seja X um espaço de Banach e A ⊂ X um subconjunto

compacto. Então co(A) é um subconjunto compacto de X.

1.4 Teoria de C0-semigrupos

Nesta seção apresentaremos resultados sobre a teoria geral de C0-semigrupos. Sugerimos [6]

e [17] para os detalhes e demonstrações dos resultados descritos. No que segue X denota um

espaço de Banach.

Definição 1.20. Um semigrupo de operadores lineares em X é uma famı́lia {T (t) | t ≥ 0} tal

que para cada t ≥ 0, T (t) é um operador linear limitado, isto é T (t) ∈ L (X), tal que

1. T (0) = I;

2. T (s+ t) = T (s)T (t), para todo s, t ≥ 0.

Se {T (t) | t ≥ 0} é um semigrupo com ‖T (t)− IX‖L (X) → 0 quando t → 0+, dizemos que

{T (t) | t ≥ 0} é um semigrupo uniformemente contı́nuo. Se {T (t) | t ≥ 0} é um semigrupo com

‖T x−x‖X → 0 quando t → 0+, para cada x∈X , dizemos que {T (t) | t ≥ 0} é um C0-semigrupo.
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Um C0-semigrupo {T (t) | t ≥ 0} é um C0-semigrupo de contrações se para cada t ≥ 0, T (t)

é uma contração, isto é, ‖T (t)‖L (X) ≤ 1.

O estudo de semigrupos de operadores lineares está diretamente associado ao estudo de

problemas de Cauchy lineares da forma

x′(t) = Ax(t), x(0) = x0, (1.2)

onde A : D(A) ⊂ X → X é um operador linear (em geral não limitado) e x0 ∈ X . Se para cada

x0 ∈ X o problema de Cauchy (1.2) possui uma única solução, então as soluções de (1.2) geram

um o semigrupo {T (t) | t ≥ 0}. O próximo exemplo ilustra o caso em que A ∈ L (X).

Exemplo 1.21. Seja A um operador linear contı́nuo em X e considere o problema de Cau-

chy (1.2). Neste caso, para cada x0 ∈ X, existe uma única solução de (1.2) e é dada por

t ∈ [0,∞) 7→ etAx0 ∈ X .

onde etA =
∞

∑
n=0

(tA)n

n!
.

O próximo resultado mostra que todo C0-semigrupo possui uma limitação exponencial.

Teorema 1.22. Suponha que {T (t) | t ≥ 0} seja um C0-semigrupo. Então existem constantes

M ≥ 1 e β ∈ R tais que

‖T (t)‖L (X) ≤ Meβ t , para todo t ≥ 0.

Estamos interessados em generalizar as ideias contidas no Exemplo 1.21 para o caso em

que o operador A não seja limitado. Antes porém, dado um semigrupo de operadores lineares

vamos associá-lo a um problema de Cauchy.

Seja {T (t) | t ≥ 0} um C0-semigrupo de operadores lineares. Defina o seguinte conjunto

D =

{
x ∈ X | o limite lim

t→0+

T (t)x− x

t
existe

}

e considere a aplicação definida por A : D ⊂ X → X ,

Ax = lim
t→0+

T (t)x− x

t
, para x ∈ D.

Segue que A é um operador linear e seu domı́nio é D. No que segue denotamos D por D(A). O

operador A é chamado gerador infinitesimal do C0-semigrupo {T (t) | t ≥ 0}.
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O próximo resultado traz uma caracterização dos semigrupos uniformemente contı́nuos por

meio de seus geradores infinitesimais.

Teorema 1.23. Seja {T (t) | t ≥ 0} um C0-semigrupo. As seguintes afirmativas são equivalentes:

(i) {T (t) | t ≥ 0} é um semigrupo uniformemente contı́nuo.

(ii) O gerador infinitesimal está definido em todo X.

(iii) Existe um B ∈ L (X) tal que T (t) = etB para todo t ≥ 0.

Tendo em vista o Teorema 1.23, notamos a importância de estudarmos C0-semigrupos, seus

geradores e suas propriedades. Assim, segue o importante resultado.

Teorema 1.24. Suponha que {T (t) | t ≥ 0} seja um C0-semigrupo. Então as seguintes propri-

edades são válidas:

(i) para todo x ∈ X, a aplicação t ∈ [0,∞) 7→ T (t)x é contı́nua em [0,∞).

(ii) a aplicação t ∈ [0,∞) 7→ ‖T (t)‖L (X) é semicontı́nua inferiormente.

(iii) Seja A o gerador infinitesimal de {T (t) | t ≥ 0}. Então o conjunto D(A) é denso em X e

A é um operador fechado.

(iv) O conjunto ∩m≥1D(Am) é denso em X.

(v) Seja β ≥ 0 como no Teorema 1.22 e seja λ ∈ C tal que Re(λ ) > β . Então λ está no

conjunto resolvente ρ(A) de A e

(λ I −A)−1x =
∫ ∞

0
e−λ tT (t)xdt, para todo x ∈ X.

Observação 1.25. Nas condições do Teorema 1.24 temos que a aplicação t ∈ [0,∞) 7→
‖T (t)‖L (X) é mensurável.

A seguir apresentamos como a teoria de C0-semigrupos está relacionada com o problema de

Cauchy (1.2):

Proposição 1.26. Seja X um espaço de Banach e seja {T (t) | t ≥ 0} um C0-semigrupo de

operadores lineares em X com gerador A : D(A) ⊂ X → X. Então, para todo z ∈ D(A), existe

uma única função u : [0,∞)→ D(A) que é continuamente diferenciável, u(0) = z e

u′(t) = Au(t), para todo t ∈ [0,∞),

onde u é dado por u(t) = T (t)z, para todo t ∈ [0,∞).
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Apresentamos também um resultado de unicidade e outro de perturbação de C0-semigrupos.

Teorema 1.27. Sejam {T (t) | t ≥ 0} e {S(t) | t ≥ 0}C0-semigrupos com geradores infinitesimais

A e B, respectivamente. Se A = B, então T (t) = S(t), para todo t ≥ 0.

Teorema 1.28. Seja X um espaço de Banach e seja A : D(A)⊂ X → X o gerador infinitesimal

de um C0-semigrupo. Suponha que B : X → X seja um operador linear limitado de X. Então

A+B : D(A)⊂ X → X é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo.

O próximo resultado caracteriza os operadores lineares que são geradores infinitesimais de

um C0-semigrupo.

Teorema 1.29 (Hille-Yosida). Suponha que A : D(A) ⊂ X → X seja um operador linear. As

seguintes afirmativas são equivalentes:

(i) A é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo {T (t) | t ≥ 0} tal que, para algum ω ∈R,

‖T (t)‖L (X) ≤ eωt , para todo t ≥ 0.

(ii) A é um operador linear fechado, densamente definido, existe ω ∈ R tal que seu conjunto

resolvente contém (ω,∞) e

‖(λ I −A)−1‖L (X) ≤
1

λ −ω
, para todo λ > ω .

Note que as condições (i) e (ii) do Teorema de Hille-Yosida dependem da escolha da norma

em X . Veremos agora condições para uma generalização do Teorema 1.29. Antes de enunciar a

generalização, apresentamos um resultado auxiliar em sua demonstração.

Lema 1.30. Suponha A : D(A) ⊂ X → X seja um operador linear cujo conjunto resolvente

contém o intervalo (0,∞) e que exista uma constante M ≥ 0 tal que

‖(λ −A)−n)‖L (X) ≤ Mλ−n, para todo n ∈ N e todo λ > 0.

Então existe uma norma | · |X em X tal que

‖x‖X ≤ |x|X ≤ M‖x‖X , para todo x ∈ X

e

|(λ −A)−1x|X ≤ λ−1|x|X , para todo x ∈ X e todo λ > 0.
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Teorema 1.31 (Forma Geral do Teorema de Hille-Yosida). Seja A : D(A)⊂X →X um operador

linear. As seguintes afirmativas são equivalentes:

(i) A é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo {T (t) | t ≥ 0} tal que

‖T (t)‖L (X) ≤ Meβ t , t ≥ 0,

onde M ≥ 1 e β ∈ R.

(ii) A é um operador fechado, densamente definido, existe um β ∈R tal que o conjunto resol-

vente de A contém o intervalo (β ,∞) e

‖(λ I −A)−n‖L (X) ≤ M(λ −β )−n, para todo λ > β e n ∈ N.

Dado um operador linear A : D(A)⊂ X → X , seu gráfico é denotado por G (A).

Definição 1.32. Um operador linear A : D(A) ⊂ X → X é um operador fechável se G (A) é

gráfico de um operador linear. Um operador linear A : D(A) ⊂ X → Y é chamado fecho do

operador A se G (A) = G (A).

Pode ser facilmente mostrado que um operador linear A é um fechável se, e somente se,

(0,y) ∈ G (A) implicar que y = 0.

Vamos apresentar agora alguns resultados sobre operadores dissipativos. Estes opera-

dores serão importantes mais adiante para o estudo do problema proposto nesse trabalho.

Começaremos recordando a definição de operadores dissipativos.

No que segue, o espaço dual de X é denotado por X
′
. Se x ∈ X e φ ∈ X

′
no que segue

utilizaremos a seguinte notação:

〈φ ,x〉 := φ(x).

Para cada x ∈ X , defina

J (x) = {φ ∈ X ′ | ‖φ‖2 = ‖x‖2 = 〈x,φ〉}.

Segue do Teorema de Hahn-Banach que J (x) 6= /0, para todo f ∈ X . Temos que J é uma

função (multı́voca) chamada de aplicação dualidade de X .

Uma aplicação J : X →X ′ tal que J(x)∈J (x) para cada x∈X é chamada uma seção (dual)

de J .
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Definição 1.33. Um operador linear A : D(A)⊂ X → X é chamado dissipativo com respeito a

seção dual J se

Re〈Ax,J(x)〉 ≤ 0, para todo x ∈ D(A).

Um operador linear A : D(A)⊂X →X é chamado dissipativo se A for dissipativo em relação

a alguma seção dual.

Teorema 1.34 (Lumer-Phillips). Suponha que A : D(A)⊂ X → X seja um operador linear. As

seguintes afirmativas são verdadeiras.

(i) Se A é o gerador infinitesimal de C0-semigrupo de contrações, então A é um operador

linear fechado, densamente definido, dissipativo e R(λ I −A) = X para algum λ > 0.

(ii) Se A é um operador dissipativo, D(A) é um conjunto denso em X e R(λ0I −A) = X para

algum λ0 > 0, então A é o gerador de um C0-semigrupo de contrações.

Uma consequência do Teorema de Lumer-Phillips é o seguinte fato que pode ser útil

em aplicações. Temos que dado um operador linear A : D(A) ⊂ X → X , denotaremos por

A′ : D(A′)⊂ X ′ → X ′ seu operador adjunto. Com isso, podemos enunciar o seguinte resultado.

Corolário 1.35. Seja A : D(A) ⊂ X → X um operador linear fechado e densamente definido.

Se os operadores A e A′ são dissipativos, então A é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo

de contrações de X.

Teorema 1.36. Seja A : D(A)⊂ X → X um operador dissipativo em X. As seguintes afirmativas

são válidas.

(i) Se para algum λ0 > 0, R(λ0I −A) = X, então R(λ I −A) = X para todo λ > 0.

(ii) Se A é um operador fechável, então seu fecho é um operador dissipativo.

(iii) Se D(A) = X, então A é um operador fechável.

Teorema 1.37. Seja A : D(A)⊂ X → X dissipativo com R(I−A) = X. Suponha que X seja um

espaço reflexivo. Então D(A) é denso em X.

Para o caso em que X é um espaço de Hilbert temos a seguinte caracterização de operadores

dissipativos.

Proposição 1.38. Seja (X ,〈·, ·〉) um espaço de Hilbert. Um operador linear A : D(A)⊂ X → X

é dissipativo em X se, e somente se, 〈Ax,x〉 ≤ 0 para todo x ∈ D(A).
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1.5 Semifluxos globais e atratores globais

Nesta seção introduzimos o conceito de atratores globais para semifluxos globais e apre-

sentamos o resultado da existência. Para detalhes, sugerimos [9], [18] e [7]. Iniciamos com o

conceito de semifluxo local.

Nesta seção X é um espaço métrico e sua métrica é denotada por d.

Definição 1.39. Seja D um subconjunto aberto em [0,∞)×X. Uma aplicação contı́nua π : D→
X é um semifluxo local em X se para todo x ∈ X existe um ωx = ωπ,x ∈ [0,∞) com a seguinte

propriedade:

(i) (t,x) ∈ D se, e somente se, t ∈ [0,ωx);

(ii) xπ0 = x para todo x ∈ X;

(iii) Para qualquer que seja (t,x) ∈ D e (s,xπt) ∈ D, então (t + s,x) ∈ D e

xπ(t + s) = (xπt)πs,

onde escrevemos xπt := π(t,x) para (t,x) ∈ D.

Um semifluxo global é um semifluxo local com ωx = ∞ para todo x ∈ X .

Dado um intervalo I em R, uma aplicação σ : I → X é chamada uma solução (de π) se para

quaisquer que sejam t ∈ I e s ∈ [0,∞) tais que t + s ∈ I, então σ(t)πs está bem definido e

σ(t)πs = σ(t + s).

Se I = R, então σ é uma solução global de π por x := σ(0). Um subconjunto S de X é um

conjunto π-invariante se, para todo x∈ S, existe uma solução global σ de π por x com σ(R)⊂ S.

Um subconjunto S de X é um conjunto positivamente π-invariante se, para todo x ∈ S,

xπt ∈ S para todo t ∈ [0,ωx).

Uma solução global constante é chamada uma solução estacionária e o seu valor é um ponto

de equilı́brio de π .

Definição 1.40. Seja π um semifluxo local em X e seja N um subconjunto de X. Dizemos que

π não explode em N se, para qualquer que seja x ∈ X com xπ[0,ωx)⊂ N, então ωx = ∞.
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No que segue vamos assumir que π seja um semifluxo global em X . Para cada t ≥ 0, denote

por π(t) a aplicação

x ∈ X 7→ xπt.

Seja x ∈ X e B um subconjunto de X . Definimos os seguintes conjuntos:

(i) Para cada t ∈ [0,∞), a imagem de B sob π ,

π(t)(B) = {xπt | x ∈ B}.

(ii) A órbita positiva de B

γ+(B) =
⋃

t∈[0,∞)

π(t)(B).

(iii) Sejam t, t ′ ∈ [0,∞), com t < t ′. A órbita parcial entre t e t ′ é

γ+[t,t ′](B) =
⋃

t≤s≤t ′
π(s)(B).

(iv) A órbita de π(t)(B),

γ+t (B) =
⋃

s∈[0,∞)

π(t+s)(B).

Proposição 1.41. Seja S um subconjunto de X.

(a) S é um conjunto π-invariante se, e somente se, S = π(t)(S) para todo t ∈ [0,∞).

(b) S é um conjunto positivamente π-invariante se, e somente se, π(t)(S) ⊂ S para todo t ∈
[0,∞).

Seja x∈ X e seja σ : R→ X uma solução global de π por x. Definimos órbita global relativa

à solução global σ por γσ (x) = {σ(t) | t ∈R}. Para cada t ∈R, escrevemos (γσ )
−
t (x) = {σ(s) |

s ≤ t}.

Seja B um subconjunto de X . O conjunto ω-limite de B é definido por

ω(B) =
⋂

t∈[0,∞)

γ+t (B).

Seja x ∈ X . Se existe uma solução global σ : R→ X por x, definimos o conjunto α-limite de x

relativo a σ por

αφ (x) =
⋂

t∈(−∞,0]

(γφ )
−
t (x).
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A proposição a seguir apresenta uma caracterização alternativa e útil dos conjunto ω-limites

e α-limites.

Proposição 1.42. Sejam B um subconjunto de X e x ∈ X. Suponha que exista uma solução

global σ : R→ X de π por x. As seguintes afirmativas são verdadeiras:

(i) ω(B) e αφ (x) são subconjuntos fechados de X.

(ii) y ∈ ω(B) se, e somente se, existem sequências (tn)n em [0,∞) e (xn)n em B tais que tn → ∞

e d(xnπtn,y)→ 0 quando n → ∞.

(iii) y ∈ αφ (x) se, e somente se, existe uma sequência (tn)n em [0,∞) tal que tn → ∞ e

d(σ(−tn),y)→ 0 quando n → ∞.

Definição 1.43. Dizemos que π é eventualmente limitado se para cada subconjunto limitado

B de X existe um tB ∈ [0,∞) tal que γ+tB (B) é limitado. Dizemos que π é limitado se γ+(B) é

limitado para qualquer que seja o subconjunto limitado B de X.

Definição 1.44. Um subconjunto A de X é um atrator global relativo ao semifluxo π se A é um

subconjunto compacto, invariante e se para todo conjunto limitado B em X e toda vizinhança

aberta U de A, existe um tB,U ∈ [0,∞) tal que xπt ∈U para todo x ∈ B e todo t ∈ [tB,U ,∞).

Observação 1.45. Observamos que dado um um semifluxo global π , se existe um atrator global

relativo ao semifluxo π , então é único.

Apresentaremos agora uma caracterização importante de atratores globais.

Proposição 1.46. Suponha que π possua um atrator global A . Então

A = {x ∈ X | existe uma solução global limitada σx : R→ X tal que σx(0) = x}.

Definição 1.47. Um subconjunto B de X é chamado u-limitado se existe um tB ∈ [0,∞) tal que

o conjunto γ+tB (B) é limitado.

É fácil ver que se π é eventualmente limitado, então todo subconjunto limitado de X é

u-limitado.

A seguir apresentamos um conceito de compacidade para semifluxos locais. Esta definição

é encontrada em [9].

Definição 1.48. Um π um semifluxo global em X é assintoticamente compacto se para qualquer

que seja B um subconjunto u-limitado de X, (xn)n um sequência em B e (tn) uma sequência

em [0,∞), com tn → ∞ quando n → ∞, então a sequência (xnπtn)n possui uma subsequência

convergente.
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Sejam A e B subconjuntos de X . A semidistância de Hausdorff, denotada por distH(A,B), é

definida por

distH(A,B) = sup
x∈A

inf
y∈B

d(x,y).

Denotaremos por dist(A,B) a distância usual dos conjuntos, ou seja,

d(A,B) = inf
x∈A

inf
y∈B

d(x,y).

Dizemos que o conjunto A atrai o conjunto B sob a ação do semifluxo π se

lim
t→∞

distH(π(t)(B),A) = 0.

Se existir t0 ∈ [0,∞) tal que π(t)(B)⊂ A, para todo t ≥ t0, dizemos que o conjunto A absorve

o conjunto B. Em particular, se A absorve B, então A atrai B. A recı́proca não é verdadeira.

Porém o seguinte fato é válido:

Proposição 1.49. Um conjunto A atrai um conjunto B sob a ação do semifluxo π se, e somente

se, cada vizinhança aberta de A em X absorve o conjunto B.

Demonstração. A demonstração é imediata recordando que uma vizinhança aberta de A é um

conjunto da forma {x ∈ X | d(x,A)< ε}, para algum ε > 0.

A seguir apresentamos o conceito de suavidade assintotica em semifluxos globais e demons-

tramos uma equivalência importante (ver Proposição 1.51).

Definição 1.50. Um semifluxo global π em X assintoticamente suave se para cada subcon-

junto não-vazio, fechado, limitado e positivamente invariante W de X contém um subconjunto

compacto não-vazio C que atrai W.

A seguir mostramos a equivalência entre a compacidade assintótica e a suavidade as-

sintótica. A demonstração é apresentada como em [9, Proposição 1.1.3].

Proposição 1.51. Um semifluxo π é assintoticamente suave se, e somente se, π é assintotica-

mente compacto.

Uma demonstração da Proposição 1.51 é dada no Apêndice A.

Concluimos essa seção enunciando e demonstrando um resultado de existência de atratores

globais para semifluxos. Porém ainda precisamos de algumas definições auxiliares.
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Definição 1.52. Um semifluxo π é ponto dissipativo (respectivamente, limitado dissipativo,

respectivamente compacto dissipativo) se existe um subconjunto limitado B de X que atrai

pontos (respectivamente subconjuntos limitados, respectivamente subconjuntos compactos) de

X.

Observação 1.53. Na definição acima podemos trocar atrai por absorve sem mudar os signifi-

cados dos conceitos.

Temos o seguinte resultado de existência de atrator global.

Teorema 1.54. Seja π um semifluxo global definido num espaço métrico X. Então π possui um

atrator global em X se, e somente se, π é ponto dissipativo, assintoticamente suave e eventual-

mente limitado.

A demonstração do Teorema 1.54 pode ser encontra em [8, Teorema 1.1.2]. O Teorema 1.54

é uma consequência dos seguintes lemas cuja demonstrações encontram-se no Apêndice A.

Lema 1.55. Seja π um semifluxo global definido num espaço métrico X e suponha que π possua

um atrator global A em X. Então A atrai subconjuntos limitados de X.

Lema 1.56. Seja π um semifluxo global definido num espaço métrico X e suponha que π possua

um atrator global em X. Então π é ponto dissipativo, assintoticamente suave e eventualmente

limitado.

Lema 1.57. Seja π um semifluxo global definido num espaço métrico X e suponha que π seja

ponto dissipativo, assintoticamente suave e eventualmente limitado. Então existe um conjunto

limitado O ⊂ X e para cada conjunto compacto C ⊂ X existe uma vizinhança aberta NC de C

tal que O absorve NC.

Lema 1.58. Seja π um semifluxo global definido num espaço métrico X e suponha que π seja

ponto dissipativo, assintoticamente suave e eventualmente limitado. Então existe um conjunto

compacto e invariante A que atrai conjuntos limitados de X. Além disso, A é um atrator

global do semifluxo π .

Demonstração do Teorema 1.54. Segue dos Lemas 1.56–1.58.

Note que, na demonstração do Teorema 1.54 a hipótese de ser ponto dissipativo pode ser

substituı́da por uma condição mais fraca, que para cada u0 ∈X existe um tu0
≥ 0 tal que u0πtu0

∈
B, sem mudanças no processo de prova do teorema. Logo, temos o seguinte resultado de [9,

Corolário 1.1.4] (ver também [25, Proposição 2.2]).
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Corolário 1.59. Seja π um semifluxo global definido num espaço métrico X. Então π possui

um atrator global em X se, e somente se, π é assintoticamente suave, eventualmente limitado e

para cada subconjunto B de X limitado e para cada u0 ∈ X, existe um tu0
≥ 0 tal que u0πtu0

∈ B.

Apresentamos ainda outro resultado de existência de atratores, o qual será utilizado no final

deste trabalho para provar o resultado principal deste trabalho:

Proposição 1.60. Um semifluxo global π em um espaço métrico X possui um atrator global se,

e somente se, as seguintes condições são satisfeitas:

(a) π é assintoticamente compacto,

(b) todo subconjunto limitado de X é u-limitado e

(c) existe um conjunto limitado B0 em X com a propriedade que para todo x ∈ X existe um

tx ∈ [0,∞) tal que xπtx ∈ B0.

Demonstração. Segue da Proposição 1.51 que π é assintoticamente compacto se, e somente

se, assintoticamente suave. Notemos que a condição (b) é equivalente a π ser eventualmente

limitado. Uma aplicação do Corolário 1.59 completa a demonstração.

1.6 Problemas semilineares

Os conceitos apresentados a seguir são baseados no livro [8]. Os enunciados dos resultados

abaixo são como em [8], porém não assumimos a hipótese de contração dos C0-semigrupos.

Seja X um espaço de Banach. Uma função F : X → X é Lipschitziana em subconjuntos

limitados de X se, para cada constante M > 0, existe uma constante LM ≥ 0 tal que

‖F(y)−F(x)‖ ≤ LM‖y− x‖, para todo x, y ∈ X com ‖x‖ ≤ M e ‖y‖ ≤ M.

Nesta seção F é sempre uma função Lipschitziana em subconjuntos limitados de X .

Seja {T (t) | t ≥ 0} um C0-semigrupo e seja A : D(A) ⊂ X → X seu gerador infinitesimal.

Dado x ∈ X , suponha que exista um ω > 0 e uma função z ∈C([0,ω],D(A))∩C1([0,ω],X) tal

que

z′(t) = Az(t)+F(z(t)), para todo t ∈ [0,ω],
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e z(0) = x. Ou seja, a função z é uma solução do sistema

{
u′(t) = Au(t)+F(u(t)), t ∈ [0,ω]

u(0) = x.
(1.3)

Notemos que a função z também é solução da seguinte equação integral

u(t) = T (t)x+
∫ t

0
T (t − s)F(u(s))ds, para t ∈ [0,ω]. (1.4)

A equação (1.4) é uma versão fraca do problema (1.3). Nesta seção mostraremos um resul-

tado de existência e unicidade de soluções de equações da forma (1.4).

No que segue vamos utilizar o Lema de Gronwall. Recordamos o seu enunciado:

Lema 1.61. [8, Lema de Gronwall] Sejam T > 0, ψ ∈ L1(0,T ), com ψ ≥ 0 quase sempre em

(0,T ). Considere constantes positivas C1, C2 ≥ 0. Seja ϕ ∈ L1(0,T ), com ϕ ≥ 0 quase sempre

em (0,T ), tal que ψϕ ∈ L1(0,ω) e

ϕ(t)≤C1 +C2

∫ t

0
ψ(s)ϕ(s)ds, para quase todo t ∈ (0,T ).

Então

ϕ(t)≤C1 exp

(
C2

∫ t

0
ψ(s)ds

)
, para quase todo t ∈ (0,T ).

Temos o primeiro resultado de existência de solução para a equação integral (1.4). A

demonstração é apresentada no Apêndice A.

Proposição 1.62. Seja M > 0 e seja x ∈ X tal que ‖x‖ ≤ M. Então existe um ωM > 0 e existe

uma única solução u ∈C([0,ωM],X) de (1.4) em [0,ωM].

Temos ainda um resultado de existência de solução maximal para a equação integral (1.4).

Teorema 1.63. Com as condições apresentadas nesta seção, existe uma função ω : X → (0,∞]

com a seguinte propriedade: para cada x ∈ X existe uma função u ∈ C([0,ω(x)),X) tal que

para todo 0 < ω < ω(x), u é a única solução de (1.4) em C([0,ω],X). Além disso, temos as

seguintes alternativas:

(i) ω(x) = ∞ ou

(ii) ω(x)< ∞ e limt→ω(x)− ‖u(t)‖= ∞.
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Concluimos com um resultado de continuidade com relação às condições iniciais.

Proposição 1.64. Com a mesma notação do Teorema 1.63 temos

(i) ω : X → (0,∞] é semicontı́nua inferiormente.

(ii) Seja (xn)n uma sequência em X e x ∈ X tais que xn → x quando n → ∞ e seja ω < ω(x).

Para cada n ∈ N sejam un e u as soluções da equação (1.4) correspondentes aos valores

iniciais xn e x. Então un → u quando n → ∞ em C([0,ω],X).

Uma demonstração do Teorema 1.63 e Proposição 1.64 é dada no Apêndice A.
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Capı́tulo

2

A definição do C0-semigrupo associado à

solução da equação da onda amortecida

Nesse capı́tulo apresentaremos o C0-semigrupo associado à solução da equação da onda

amortecida. Teremos que impor condições (ver Hipótese 2.5 e Hipótese 2.16) ao problema para

que o C0-semigrupo seja definido. Na seção 2.2 descrevemos sua definição e demonstramos

diversas propriedades.

Iniciamos com alguns resultados básicos que serão usados no capı́tulo.

2.1 Resultados preliminares

Iniciamos a seção enunciando um resultado sobre existência de solução de um problema de

Cauchy abstrato definido a partir de um C0-semigrupo.

Teorema 2.1. Seja Z um espaço de Banach e seja A : D(A)⊂ Z → Z o gerador infinitesimal de

um C0-semigrupo {T (t) | t ∈ [0,∞)}. Suponha que uma das afirmativas abaixo esteja satisfeita:

(i) f ∈ C ([0,∞),Z) tomando valores em D(A) e A f ∈ C (R+,X) ou

(ii) f ∈ C 1([0,∞),Z).

Seja u0 ∈ D(A) e considere o problema de Cauchy abstrato, para t ∈ [0,∞):

d

dt
u(t) = Au(t)+ f (t), u(0) = u0. (2.1)

O problema (2.1) possui uma única solução u : [0,∞) → D(A) com u ∈ C 1([0,∞),Z). Além

disso

u(t) = T (t)u0 +
∫ t

0
T (t − s) f (s)ds, para todo t ≥ 0.

25



26 2. A definição do C0-semigrupo

Uma demonstração do teorema acima pode ser encontrada em [17, Teorema II.1.3].

Demonstraremos agora o seguinte resultado de análise em espaços de Banach, que será

usado na próxima proposição.

Lema 2.2. Seja X um espaço de Banach. Considere S : [a,b]→ X operador linear diferenciável

em (a,b) e ν : X → Y uma aplicação linear limitada. Então νS : [a,b] → Y é uma aplicação

diferenciável em (a,b) e vale

d

dt
(νS(t)) = ν

(
d

dt
S(t)

)
, para todo t ∈ (a,b).

Demonstração. Seja t0 ∈ (a,b) fixado arbitrariamente. Temos que

S′(t0) = lim
h→0

S(t0 +h)−S(t0)

h
.

A linearidade de ν implica que

ν(S(t0 +h))−ν(S(t0))

h
= ν

(
S(t0 +h)−S(t0)

h

)
.

Como ν é uma aplicação linear limitada e
d

dt
S(t) |t=t0 existe, temos

lim
h→0

(
ν(S(t0 +h))−ν(S(t0))

h

)
= ν

(
lim
h→0

S(t0 +h)−S(t0)

h

)
.

Portanto, a aplicação t ∈ [a,b] 7→ ν(S(t)) ∈ Y é diferenciável em (a,b) e
d

dt
ν(S(t)) |t=t0= ν(S′(t0)). A demonstração está completa.

Demonstremos agora um resultado sobre C0-semigrupos a ser usado no estudo da versão

abstrata das equações da onda amortecida.

Proposição 2.3. Sejam Z e Y espaços de Banach e sejam {SZ(t) | t ∈ [0,∞)} e {SY (t) | t ∈ [0,∞)}
C0-semigrupos definidos em Z e Y , respectivamente, com geradores infinitesimais CZ : D(CZ)→
Z e CY : D(CY ) → Y , respectivamente. Seja ν : Z → Y uma aplicação linear limitada com

ν(D(CZ))⊂ D(CY ). Se ν(CZz) =CY (ν(z)), para todo z ∈ D(CZ), então

ν(SZ(t)z) = SY (t)(ν(z)), para todo z ∈ Z e para todo t ∈ [0,∞). (2.2)



2. A definição do C0-semigrupo 27

Demonstração. Suponha que z ∈ D(CZ) e considere o problema de Cauchy linear:

w′(t) =CY w(t), w(0) = ν(z). (2.3)

A Proposição 1.26 implica que o problema (2.3) possui uma única solução w(t) = SY (t)ν(z)

para t ≥ 0. Defina agora

u(t) = ν(SZ(t)z) para t ≥ 0. (2.4)

Notemos que, novamente uma aplicação da Proposição 1.26 implica que t ∈ [0,∞) 7→ SZ(t)z

é a única solução do problema de Cauchy linear

f ′(t) =CZ f (t), f (0) = z. (2.5)

Utilizando o Lema 2.2 para derivar a aplicação u definida em (2.4), obtemos:

u′(t) = ν

(
d

dt
SZ(t)z

)
= ν(CZSZ(t)z) =CY (ν(SZ(t)z)) =CY u(t), para t ≥ 0.

Além disso, u(0) = ν(SZ(0)z) = νz. Portanto, a unicidade de soluções implica que u(t) = w(t)

para todo t ≥ 0. Ou seja,

SY (t)νz = ν(SZ(t)z), para t ≥ 0.

Agora seja z ∈ Z. Segue da densidade de D(CZ) em Z existe uma sequência (zn)n em D(CZ)

tal que zn → z quando n → ∞. Temos que a relação (2.2) é válida para todo n ∈ N e t ≥ 0. Seja

t ≥ 0, a continuidade da aplicação z ∈ Z 7→ SY (t)νz implica que

SY (t)ν(zn)→ SY (t)ν(z), quando n → ∞.

Como ν é uma aplicação linear contı́nua temos que

SY (t)ν(zn) = ν(SY (t)zn)→ ν(SY (t)z), quando n → ∞.

Logo, SY (t)ν(z) = ν(SY (t)z), concluindo a demonstração do resultado.

A seguir demonstramos o seguinte resultado sobre perturbação de C0-semigrupos.

Teorema 2.4. Seja Z um espaço de Banach e seja {SZ(t) | t ∈ [0,∞)} um C0-semigrupo de ope-

radores lineares em Z com gerador infinitesimal CZ : D(CZ)→ Z. Seja Q : Z → Z um operador

linear e limitado em Z. Então o operador linear CZ +Q : D(CZ)→ Z é gerador infinitesimal de
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um C0-semigrupo {TZ(t) | t ∈ [0,∞)} de operadores lineares em Z. Além disso,

TZ(t)z = SZ(t)z+
∫ t

0
SZ(t − s)QTZ(s)zds, para todo t ≥ 0 e z ∈ Z. (2.6)

Demonstração. A primeira afirmação é uma consequência imediata do Teorema 1.28. Denote

por {TZ(t) | t ∈ [0,∞)} o C0-semigrupo gerado por CZ +Q. Sejam z ∈ D(CZ +Q) e t ∈ [0,∞).

Considere o seguinte problema de Cauchy linear

v′(t) = (CZ +Q)v(t), v(0) = z. (2.7)

Segue da Proposição 1.26 que existe uma única solução para (2.7) e esta solução é dada por

v(t) = TZ(t)z, t ≥ 0.

Considere agora o seguinte problema de Cauchy abstrato:

u′(t) =CZu(t)+QTZ(t)z, u(0) = z. (2.8)

Como QTZ(t)z ∈ C 1([0,∞),Z), o Teorema 2.1 implica que o problema (2.8) possui uma única

solução u em [0,∞) e é dada por

u(t) = SZ(T )z+
∫ t

0
SZ(t − s)QTZ(s)zds, t ≥ 0.

Por outro lado, note que v(0) = z e

v′(t) =
d

dt
TZ(t)z = (CZ +Q)TZ(t)z =CZTZ(t)z+QTZ(t)z =CZv(t)+QTZ(t)z.

A unicidade de soluções do problema (2.8), implica que u(t) = v(t) para t ≥ 0. Ou seja,

TZ(t)z = SZ(T )z+
∫ t

0
SZ(t − s)QTZ(s)zds, t ≥ 0

o que completa a demonstração.
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2.2 A definição do C0-semigrupo associado à equação da onda

amortecida

Para o resto desse texto, consideramos N um número natural com N ≥ 1 e Ω denotará um

subconjunto aberto arbitrário (limitado ou não) de R
N . Além disso, 〈·, ·〉 denotará o produto

interno usual em L2(Ω). Vamos assumir as seguintes hipóteses:

Hipótese 2.5. (a) a0, a1 ∈ (0,∞) são constantes e ai j : Ω → R, i, j ∈ {1, . . . ,N}, são funções

em L∞(Ω) tais que ai j = a ji, para i, j ∈ {1, ...N} e

a0|ξ |2 ≤
N

∑
i, j=1

ai j(x)ξiξ j ≤ a1|ξ |2, para todo ξ ∈ R
N e quase todo x ∈ Ω.

Defina A(x) := (ai j(x))
N
i, j=1, x ∈ Ω.

(b) β : Ω → R é uma função mensurável com a propriedade

(i) para todo ε ∈ (0,∞), existe um Cε ∈ [0,∞), com

||β |1/2u|2
L2(Ω) ≤ ε|u|2

H1(Ω)+Cε |u|2L2(Ω), para todo u ∈ H1
0 (Ω).

(ii) λ1 := inf
{
〈A∇u,∇u〉+ 〈βu,u〉 | u ∈ H1

0 (Ω), |u|L2(Ω) = 1
}
> 0.

Note que segue das condições da Hipótese 2.5(a) que 〈A∇u,∇u〉 está definido para

u ∈ H1
0 (Ω) e que as condições da Hipótese 2.5(i) implicam que 〈βu,u〉 está definido para

u ∈ H1
0 (Ω). Logo, 〈A∇u,∇u〉+ 〈βu,u〉 está bem definido para u ∈ H1

0 (Ω).

Lema 2.6. Suponha que as condições da Hipótese 2.5 estejam verificadas. Então

a0 ≤ ai j ≤ a1, para todo i, j ∈ {1, . . . ,N}.

Demonstração. Para ver isto, basta tomar ξi, j ∈ R
N , i, j ∈ {1, ...,N}, tal que, dados i, j ∈

{1, ...,N}, a i-ésima e a j-ésima coordenadas de ξi, j são 1, enquanto é 0 nas outras entradas e

usar Hipótese 2.5(a).

Antes de prosseguir é interessante saber se existem funções que satisfaçam a condição de

Hipótese 2.5(a). Para apresentar uma classe de funções que verificam essas condições, recorde-

mos a definição do espaço das funções localmente uniformes. A definição dada a seguir é como

em [1] e também é encontrada em [27].
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Seja 1 < p < ∞. Definimos o espaço das funções localmente uniforme L
p
u(Ω) como o

conjunto das funções mensuráveis ω : Ω → R tais que

sup
y∈Ω

∫

B(y)∩Ω
|ω(x)|pdx < ∞,

onde, para y ∈ Ω, B(y) representa o cubo aberto unitário de R
N centrado em y. Temos que

L
p
u(Ω) é um espaço normado munido com a norma

|ω|Lp
u (Ω) := sup

y∈Ω

|ω|Lp(B(y)∩Ω).

Notemos que L
p
u(Ω) contém L∞(Ω), Lr(Ω) e Lr

u(Ω) para todo r ≥ p.

Observamos ainda que a escolha de cubos unitários para a definição dos espaços L
p
u(Ω) é

técnica. Outras escolhas para os raios fornecem normas equivalentes em L
p
u(Ω).

O próximo lema mostra condições que garantem que uma dada função β satisfaça a

Hipótese 2.5(a).

Proposição 2.7. Seja p ∈ (1,∞) e seja β : Ω → R tal que β̃ ∈ L
p
u(R

N).

(a) Se p ≥ N/2, então existe uma constante C ∈ (0,∞) tal que

||β |1/2u|L2(Ω) ≤C|u|H1(Ω), para todo u ∈ H1
0 (Ω).

(b) Se p > N/2, então para todo ε ∈ (0,∞), existe uma constante Cε ∈ (0,∞), tal que

||β |1/2u|2
L2(Ω) ≤ ε|u|2

H1(Ω)+Cε |u|2L2(Ω), para todo u ∈ H1
0 (Ω).

Para a demonstração desse lema, usaremos dois resultados clássicos enunciados a seguir.

Lema 2.8 (Desigualdade de Young). Sejam p e q são números reais positivos tais que 1/p+

1/q = 1. Para todo par de números reais a > 0 e b > 0 vale a desigualdade:

ab ≤ ap

p
+

bq

q
.

Lema 2.9 (Desigualdade de Interpolação em Lp). Seja B ⊂ R
N um conjunto mensurável e seja

f ∈ Lp(B)∩Lq(B), com 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞. Então para todo r com p ≤ r ≤ q, temos que f ∈ Lr(B)
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e vale a seguinte desigualdade de interpolação: dado θ ∈ [0,1], temos que

| f |Lr(B) ≤ | f |θLp(B)| f |1−θ
Lq(B), onde

1

r
=

θ

p
+

1−θ

q
.

Com isso, voltamos à demonstração.

Demonstração da Proposição 2.7. Seja {B j} j∈N a famı́lia enumerável de cubos centrados nos

pontos de coordenadas inteiras em R
N e com lados de comprimento 1 paralelos aos eixos coor-

denados. Notemos que RN =∪ j∈NB j e que Bi∩B j é um conjunto de medida nula para quaisquer

que sejam i, j ∈ N com i 6= j.

Dado p ∈ (1,∞), defina p′ = p/(p−1). Seja B o cubo de centro na origem de R
N e lado 1.

Suponha que p ≥ N/2. Afirmamos que existe uma constante M = M(p,N)> 0 tal que

|u|
L2p′(B) ≤ M|u|H1(B), para todo u ∈ H1(B).

Se N ≥ 3, como 1
p
+ 1

p′ = 1 temos que

1

p′
= 1− 1

p
≤ 1− 2

N
=

N −2

N

e, assim, p′≤N/(N −2). Sendo 2∗= 2N/(N −2), segue que 2p′≤ 2∗. O Teorema 1.10 implica

que existe uma constante M̃ ≥ 0 tal que

|u|L2∗(B) ≤ M̃|u|H1(B), para todo u ∈ H1(B).

Como B é um conjunto de medida finita, então L2∗(B)⊂ L2p′(B) e segue que existe uma cons-

tante M = M(p,3)≥ 0 tal que

|u|
L2p′(B) ≤ M|u|H1(B), para todo u ∈ H1(B).

Se N = 2 podemos tomar p∗ = 2p′ no Teorema 1.10 e, portanto, existe uma constante M =

M(p,2)≥ 0 tal que

|u|
L2p′(B) ≤ M|u|H1(B), para todo u ∈ H1(B).

Finalmente, se N = 1, segue do Teorema 1.10 que existe uma constante M ≥ 0 tal que

|u|L∞(B) ≤ M|u|H1(B), para todo u ∈ H1(B).
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Como B é um conjunto de medida finita, L∞(B) ⊂ L2p′(B). Segue que existe uma constante

M = M(p,1)≥ 0 tal que

|u|
L2p′(B) ≤ M|u|H1(B), para todo u ∈ H1(B).

Logo, a afirmativa está demonstrada.

Seja B(y) o cubo de lado 1 centrado em y∈R
N . Como B(y) é a imagem de B pela translação,

segue que

|u|
L2p′(B(y)) ≤ M|u|H1(B(y)), para todo u ∈ H1(B) e para todo y ∈ R

N .

Seja u ∈ H1
0 (Ω). Temos

∫

Ω
|β (x)u2(x)|dx =

∫

RN
|β̃ (x)ũ2(x)|dx = ∑

j∈N

∫

B j

|β̃ (x)ũ2(x)|dx

≤ ∑
j∈N

(∫

B j

|β̃ (x)|pdx

)1/p(∫

B j

|ũ(x)|2p′dx

)1/p′

≤ |β̃ |Lp
u (RN) ∑

j∈N

(∫

B j

|ũ(x)|2p′dx

)1/p′

≤ |β̃ |Lp
u (RN)M

2 ∑
j∈N

|ũ|B j
|2
H1(B j)

= |β̃ |Lp
u (RN)M

2 ∑
j∈N

∫

B j

(|∇ũ(x)|2 + |ũ(x)|2)dx

= M2|β̃ |Lp
u (RN)|ũ|2H1(RN) = M2|β̃ |Lp

u (RN)|u|2H1(Ω).

Defina C := M|β̃ |1/2

L
p
u (RN)

. A parte (a) do lema está demonstrada.

Suponha agora que p>N/2. Temos que existe um q= q(p,N)∈ (0,∞) tal que 2p′< q< 2∗.

De fato, se N ≥ 3, temos que 2p′ < 2∗ e então existe um q ∈ (0,∞) tal que 2p′ < q < 2∗. Se

N = 2, seja r > 0 com 2p′ < r e defina 2∗ = r. Novamente, então existe um q ∈ (0,∞) tal que

2p′ < q < 2∗. Finalmente, se N = 1 temos que 2∗ = ∞. Logo, basta tomar um q ∈ (0,∞) tal que

2p′ < q < ∞.

Procedendo como anteriormente, temos que existe uma constante M′ =M′(p,N)≥ 0 tal que

|u|Lq(B j) ≤ M′|u|H1(B j)
, para todo u ∈ H1(B j).

Notemos que a constante M′ independe de j ∈ N.

Afirmamos que para todo ε̃ ∈ (0,∞), existe uma constante Cε̃ ∈ [0,∞) tal que, para todo
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j ∈ N,

(∫

B j

|ũ(x)|2p′dx

)1/2p′

≤ ε

(∫

B j

|ũ(x)|qdx

)1/q

+Cε

(∫

B j

|ũ(x)|2dx

)1/2

≤ εM′|ũ|B j
|2
H1(B j)

+Cε |ũ|B j
|2
L2(B j)

, para todo u ∈ H1
0 (Ω).

De fato, seja u ∈ H1
0 (Ω). Sendo p > 1, então p′ > 1. Assim temos que 2 < 2p′ < q, para todo

N ∈ N. Defina

θ =
q−2p′

p′(q−2)
.

Segue que θ ∈ [0,1] e
1

2p′
=

θ

2
+

1−θ

q
.

Aplicando o Lema 2.9 com f := ũ|B j
obtemos

| f |
L2p′(B j)

≤ | f |1−θ
Lq(B j)

| f |θ
L2(B j)

, para todo j ∈ N.

Seja ε̃ > 0. Assim,

| f |
L2p′(B j)

≤ | f |1−θ
Lq(B j)

| f |θ
L2(B j)

=
(ε̃| f |Lq(B j))

1−θ

ε̃1−θ
| f |θ

L2(B j)
(2.9)

= (ε̃| f |Lq(B j))
1−θ (ε̃θ−1/θ | f |L2(B j)

)θ .

Como
1

1/θ
+

1

1/(1−θ)
= 1,

podemos usar a Desigualdade de Young (ver Lema 2.8) em (2.9) com a = (ε̃| f |q)1−θ e b =

(ε̃θ−1/θ | f |2)θ e segue que

| f |L2 p′(B j)
≤

[(ε̃| f |Lq(B j))
1−θ ]1/1−θ

1/1−θ
+

[(ε̃θ−1/θ | f |L2(B j)
)θ ]1/θ

1/θ

≤ (1−θ)ε̃| f |Lq(B j)+θ ε̃θ−1/θ | f |L2(B j)
≤ ε̃| f |Lq(B j)+θ ε̃θ−1/θ | f |L2(B j)

≤ ε̃| f |Lq(B j)+Cε̃ | f |L2(B j)
≤ ε̃M′| f |H1(B j)

+Cε̃ | f |L2(B j)
,

onde Cε̃ = θ ε̃θ−1/θ . Portanto, a afirmativa está demonstrada.

Dado ε ∈ (0,∞), defina ε̃ = (M′)−1(ε/(2|β |Lp
u (RN)))

1/2. Logo, para todo u ∈ H1
0 (Ω) e para
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todo j ∈ N temos

(∫

B j

|ũ(x)|2p′dx

)1/p′

≤ 2(ε̃M′)2
∫

B j

(|∇ũ(x)|2 + |ũ(x)|2)dx+2C2
ε̃

∫

B j

|ũ(x)|2dx

e finalmente obtemos

∫

Ω
|β (x)u2(x)|dx ≤ |β̃ |Lp

u (RN) ∑
j∈N

(∫

B j

|ũ(x)|2p′dx

)1/p′

≤ |β̃ |Lp
u (RN) ∑

j∈N

(
2(ε̃M′)2

∫

B j

(|∇ũ(x)|2 + |ũ(x)|2)dx+2C2
ε̃

∫

B j

|ũ(x)|2dx

)

= |β |Lp
u (RN)2(ε̃M′)2|u|2

H1(Ω)+ |β |Lp
u (RN)2C2

ε̃ |u|
2
L2(Ω)

= ε|u|2
H1(Ω)+ |β |Lp

u (RN)2C2
ε̃ |u|

2
L2(Ω).

Notemos que a demonstração está completa ao definirmos Cε := |β |Lp
u (RN)2C2

ε̃
.

Iniciamos agora a definição do C0-semigrupo associado à solução da equação da onda amor-

tecida. As condições da Hipótese 2.5(a) implicam que

N

∑
i, j=1

∂ j(ai j∂iu) ∈ D ′(Ω), para todo u ∈ H1
0 (Ω).

Logo temos bem definido operador L : H1
0 (Ω)→ D ′(Ω) dado por

Lu =
N

∑
i, j=1

∂ j(ai j∂iu), u ∈ H1
0 (Ω).

A definição de derivada no sentido de distribuições implica que

(Lu−βu)(v) =−〈A∇u,∇v〉−〈βu,v〉, u ∈ H1
0 (Ω), v ∈ D(Ω). (2.10)

A densidade de H1
0 (Ω) em L2(Ω) e a densidade de D(Ω) em H1

0 (Ω) implicam que

〈(Lu−βu),v〉=−〈A∇u,∇v〉−〈βu,v〉 (2.11)

para todo u, v ∈ H1
0 (Ω) com Lu−βu ∈ L2(Ω).

Vamos introduzir em H1
0 (Ω) um novo produto interno. O próximo lema nos auxiliará em

sua definição.

Lema 2.10. Assuma as condições da Hipótese 2.5 e seja κ ∈ [0,λ1) arbitrário. Sejam ε ∈
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(0,a0) e ρ ∈ (0,1) tais que c := min{ρ(a0 − ε),(1−ρ)(λ1 −κ)−ρ(ε +Cε +κ)}> 0 e defina

C := max{a1 + ε,ε +Cε}. Para todo u ∈ H1
0 (Ω),

c(|∇u|2
L2(Ω)+ |u|2

L2(Ω))≤ 〈A∇u,∇u〉+ 〈βu,u〉−κ〈u,u〉 ≤C(|∇u|2
L2(Ω)+ |u|2

L2(Ω)).

Antes de demonstrar o lema acima, mostremos que existe uma constante c nas condições

deste lema. De fato, seja κ ∈ [0,λ1) e seja ε ∈ (0,a0). Como λ1 −κ > 0 e κ ≥ 0, temos

0 <
λ1 −κ

(λ1 −κ)+(ε +Cε +κ)
< 1.

Seja ρ ∈ R tal que

0 < ρ <
λ1 −κ

(λ1 −κ)+(ε +Cε +κ)
< 1.

Segue que ρ ∈ (0,1) e (
1

ρ
−1

)
(λ1 −κ)> (ε +Cε +κ).

Como a0 − ε > 0 e (1−ρ)(λ1 −κ)−ρ(ε +Cε +κ)> 0 temos que c > 0.

Demonstração do Lema 2.10. A definição de λ1 implica que para todo u ∈ H1
0 temos

λ1|u|2L2(Ω) ≤
∫

Ω

[
N

∑
i, j=1

ai j∂iu∂ ju+β |u|2
]

dx

e obtemos

∫

Ω
(

N

∑
i, j=1

ai j∂iu∂ ju+(β −κ)|u|2)dx = ρ

∫

Ω
(

N

∑
i, j=1

ai j∂iu∂ ju+(β −κ)|u|2)dx

+(1−ρ)
∫

Ω

[
N

∑
i, j=1

ai j∂iu∂ ju+(β −κ)|u|2
]

dx

≥ ρa0|∇u|2
L2(Ω)+ρ

∫

Ω
(β −κ)|u|2dx+(1−ρ)λ1|u|2L2(Ω)− (1−ρ)

∫

Ω
κ|u|2dx

= ρa0|∇u|2
L2(Ω)+(1−ρ)(λ1 −κ)|u|2

L2(Ω)+ρ

∫

Ω
(β −κ)|u|2dx

= ρa0|∇u|2
L2(Ω)+(1−ρ)(λ1 −κ)|u|2

L2(Ω)+ρ

∫

Ω
β |u|2 −ρ

∫

Ω
κ|u|2dx
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Usando a Proposição 2.7(b) na desigualdade acima, segue que

∫

Ω
(

N

∑
i, j=1

ai j∂iu∂ ju+(β −κ)|u|2)dx ≥ ρa0|∇u|2
L2(Ω)+(1−ρ)(λ1 −κ)|u|2

L2(Ω)

−ρ(ε|u|2
H1(Ω)+Cε |u|2L2(Ω))−ρκ|u|2

L2(Ω)

= ρa0|∇u|2
L2(Ω)+(1−ρ)(λ1 −κ)|u|2

L2(Ω)−ρ[ε(|u|2
L2(Ω)+ |∇u|2

L2(Ω))

+Cε |u|2L2(Ω))−ρκ|u|2
L2(Ω)

= ρ(a0 − ε)|∇u|2
L2(Ω)+(1−ρ)(λ1 −κ)|u|2

L2(Ω)−ρ(ε +Cε +κ)|u|2
L2(Ω)

≥ c(|∇u|2
L2(Ω)+ |u|2

L2(Ω)).

Por outro lado,

∫

Ω
(

N

∑
i, j=1

ai j∂iu∂ ju+(β −κ)|u|2)dx ≤
∫

Ω
a1|∇u|2dx+ ε|u|2

H1(Ω)+Cε |u|2L2(Ω)−
∫

Ω
κ|u|2dx

= (a1 + ε)|∇u|2
L2(Ω)+(ε +Cε −κ)|u|2

L2(Ω) ≤C(|∇u|2
L2(Ω)+ |u|2

L2(Ω))

e a demonstração está concluı́da.

No que segue vamos assumir as condições da Hipótese 2.5. Seja ε ∈ (0,∞) arbitrário e

defina

〈u,v〉1 =
1

ε
〈A∇u,∇v〉+ 1

ε
〈βu,v〉, para u,v ∈ H1

0 (Ω).

Lema 2.11. Para todos u,v ∈ H1
0 (Ω), 〈u,v〉1 define um número real. Além disso, a aplicação

(u,v)∈ H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω) 7→ 〈u,v〉1 ∈R define um produto escalar em H1
0 (Ω) e a norma definida

por esse produto escalar é equivalente à norma usual de H1
0 (Ω).

Demonstração. Mostremos que para todo u, v ∈ H1
0 (Ω), a expressão 1/ε〈A∇u,∇v〉 +

1/ε〈βu,v〉 está bem definida. As condições da Hipótese 2.5 implicam que

〈βu,u〉=
∫

Ω
β (x)u2(x)dx < ∞, para todo u ∈ H1

0 (Ω).

Assim, para u, v ∈ H1
0 (Ω) temos

〈βu,v〉 ≤ |〈βu,v〉|=
∣∣∣∣
∫

Ω
β (x)u(x)v(x)dx

∣∣∣∣≤
∫

Ω
||β (x)|1/2u(x)|||β (x)|1/2v(x)|dx

≤
[∫

Ω
β (x)u2(x)dx

]1/2[∫

Ω
β (x)v2(x)dx

]1/2



2. A definição do C0-semigrupo 37

e, portanto 〈βu,v〉 está bem definido. Por outro lado, seguem das condições da Hipótese 2.5

que

〈A∇u,∇u〉 ≤
∫

Ω
a1|∇u(x)|2dx ≤ a1|u|H1

0 (Ω), para todo u ∈ H1
0 (Ω)..

Logo, para u, v ∈ H1
0 (Ω) temos

〈A∇u,∇v〉=
∫

Ω

N

∑
i, j=1

ai j(x)∂iu(x)∂ jv(x)dx

=
∫

Ω

N

∑
i, j=1

ai j(x)

4
(∂iu(x)+∂ jv(x))

2dx−
∫

Ω

N

∑
i, j=1

ai j(x)

4
(∂iu(x)−∂ jv(x))

2dx

=
1

4
(〈A∇(u+ v),∇(u+ v)〉−〈A∇(u− v),∇(u− v)〉)

e, novamente, temos que 〈A∇u,∇v〉 está bem definido. Afirmamos que a aplicação

〈u,v〉1 =
1

ε
〈A∇u,∇v〉+ 1

ε
〈βu,v〉, para u, v ∈ H1

0 (Ω),

é um produto interno em H1
0 (Ω). Dado u ∈ H1

0 (Ω), segue do Lema 2.10, com κ = 0, que

c|u|2
H1

0 (Ω)
≤ 〈u,u〉1 =

1

ε
〈A∇u,∇u〉+ 1

ε
〈βu,u〉 ≤C|u|2

H1
0 (Ω)

. (2.12)

Portanto, 〈u,u〉1 ≥ 0 e 〈u,u〉1 = 0 se, e somente, se u = 0.

É simples mostrar que 〈λu+ v,w〉1 = λ 〈u,v〉1 + 〈u,w〉1 e que 〈u,v〉1 = 〈v,u〉1 para todo u,

v ∈ H1
0 (Ω) e λ ∈ R, o que conclui a demonstração da afirmação. Notemos que a desigual-

dade (2.12) implica que a norma definida por 〈·, ·〉1 em H1
0 (Ω) é equivalente à norma usual de

H1
0 (Ω).

A norma em H1
0 (Ω) proveniente do produto interno 〈·, ·〉1 será denotada por | · |1.

Observação 2.12. D(Ω) é um conjunto denso em H1
0 (Ω) munido da norma | · |1.

O lema a seguir relaciona os funcionais lineares de H1
0 (Ω) obtidos pelas normas equivalentes

| · |H1
0 (Ω) e | · |1 de H1

0 (Ω).

Lema 2.13. Suponha a notação introduzida no Lema 2.11. Temos que f ∈ H−1(Ω) se, e so-

mente se, f ∈ (H1
0 (Ω), | · |1)′. Além disso,

1

c
| f |1 ≤ | f | ≤ C

c
| f |1, para todo f ∈ H−1(Ω),

onde | f |= sup{| f (x)| | u ∈ H1
0 (Ω) e |u| ≤ 1} e | f |1 = sup{| f (x)| | u ∈ H1

0 (Ω) e |u|1 ≤ 1}.
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Demonstração. A demonstração é uma consequência imediata da equivalência entre as normas

| · |1 e | · |H1
0 (Ω) em H1

0 (Ω).

Lema 2.14. Para cada u ∈ H1
0 (Ω), a distribuição

−(1/ε)Lu+(1/ε)βu ∈ D ′(Ω)

pode ser unicamente estendida a um funcional linear contı́nuo fu : H1
0 (Ω) → R. O operador

Λ : H1
0 (Ω)→ H−1(Ω) = (H1

0 (Ω))′ dado por

Λ(u) = fu, u ∈ H1
0 (Ω)

é um isomorfismo.

Demonstração. Seja u ∈ H1
0 (Ω) e considere a distribuição (1/ε)Lu+(1/ε)βu =: Tu. Temos

que

Tu(v) =
1

ε
〈A∇u,∇v〉+ 1

ε
〈βu,v〉= 〈u,v〉1, para v ∈ D(Ω). (2.13)

Logo,

|Tu(v)| ≤ |u|1|v|1 ≤C2|u|H1
0 (Ω)|v|H1

0 (Ω) para u ∈ H1
0 (Ω) e v ∈ D(Ω).

Segue que Tu : D(Ω)→R é um funcional linear limitado. Como D(Ω) é um subespaço vetorial

de H1
0 (Ω) o Teorema de Hahn-Banach implica que existe um funcional linear limitado fu em

H−1(Ω) tal que fu estende Tu. Defina Λ : H1
0 (Ω) → H−1(Ω) por Λ(u) = fu para u ∈ H1

0 (Ω).

Logo, dado u∈H1
0 (Ω), segue do Lema 2.13 que fu ∈ (H1

0 (Ω), | · |1)′. Uma aplicação do Teorema

da Representação de Riesz e equação (2.13) implicam que

fu(v) = 〈u,v〉1, para todo v ∈ H1
0 (Ω) (2.14)

e | fu|= |u|1. Disso segue que Λ é linear e injetora. Seja f ∈ H−1(Ω), segue do Lema 2.13 que

f ∈ (H1
0 (Ω), | · |1)′. Portanto, existe um ũ ∈ H1

0 (Ω) tal que

f (v) = 〈ũ,v〉1, v ∈ H1
0 (Ω).

Portanto, fũ = f .

Com a notação introduzida no Lema 2.14 temos que sup{|Λ(u)| | u ∈ H1
0 (Ω) e |u|1 ≤ 1}=

|u|1.



2. A definição do C0-semigrupo 39

Lema 2.15. A aplicação

( f ,g) ∈ H−1(Ω)×H−1(Ω) 7→ 〈 f ,g〉−1 := 〈Λ−1( f ),Λ−1(g)〉1

define um produto interno em H−1(Ω). A norma definida por esse produto interno é equivalente

à norma usual em H−1(Ω).

Demonstração. Seja Λ como no Lema 2.14. Como Λ é um isomorfismo, dado f ∈ H−1(Ω),

sabemos que existe um único u ∈ H1
0 (Ω) tal que Λ−1( f ) = u. Assim, as propriedades de 〈·, ·〉−1

são herdadas de 〈·, ·〉1 e isso implica que 〈·, ·〉−1 define um produto interno em H−1(Ω).

Seja f ∈ H−1(Ω) e seja u ∈ H1
0 (Ω) tal que Λ−1( f ) = u. Temos que

| f |2−1 = 〈 f , f 〉−1 = 〈u,u〉1 = |u|21. (2.15)

Por outro lado, segue do Lema 2.13 que

1

c
| f |1 ≤ | f | ≤ C

c
| f |1 (2.16)

Como f (v) = 〈u,v〉1, para todo v ∈ H1
0 (Ω), segue que

| f |1 = |u|1 (2.17)

Logo, (2.15), (2.16) e (2.17) implicam que

1

c
| f |1 ≤ | f | ≤ C

c
| f |1,

e o lema está demonstrado.

No que segue, considere também as seguintes hipóteses adicionais:

Hipótese 2.16. (a) α0,α1 ∈ [0,∞).

(b) α : Ω → R é uma função mensurável com α0 ≤ α(x)≤ α1 para quase todo x em Ω.

(c) Z := H1
0 (Ω)×L2(Ω) munido da norma | · |Z dada por

|z|2Z = |∇z1|2L2(Ω)+ |z1|2L2(Ω)+ |z2|2L2(Ω), para z = (z1,z2) ∈ Z.

(d) ε ∈ (0,∞).
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(e) D(B) = D(Bα,β ,ε) é o conjunto de pontos z = (z1,z2) ∈ Z tais que z2 ∈ H1
0 (Ω) e Lz1 −β z1

(no sentido de distribuições) está em L2(Ω).

( f ) B = Bα,β ,ε : D(B)→ Z é o operador linear dado por

B(z1,z2) = (z2,−(1/ε)αz2 +(1/ε)(Lz1 −β z1), para (z1,z2) ∈ D(B).

Proposição 2.17. Assuma as condições da Hipótese 2.5 e da Hipótese 2.16. O operador B é o

gerador infinitesimal de um C0-semigrupo T (t) = Tα,β ,ε(t), t ∈ [0,∞), em Z. Se α0 > 0, então

existem constantes M = M(α0,α1,ε,λ1)> 0 e µ = µ(α0,α1,ε,λ1)> 0 tais que

|T (t)|Z ≤ Me−µt |z|Z, z ∈ Z e t ∈ [0,∞). (2.18)

Demonstração. Considere em Z o produto interno dado por

〈〈(u1,u2),(w1,w2)〉〉= 〈u1,w1〉1 + 〈u2,w2〉L2(Ω), (u1,u2), (w1,w2) ∈ Z. (2.19)

e denote por ‖ · ‖ a norma em Z proveniente desse produto interno. Note que a norma ‖ · ‖
é equivalente à norma | · |Z . De fato, defina k1 = min{1,c/ε} e k2 = max{1,C/ε}, onde as

constantes c e C são como no Lema 2.10. Segue do Lema 2.10 com κ = 0 que

k1|(u1,u2)|2Z = k1(|u1|2H1
0 (Ω)

+ |u2|2L2(Ω))≤ (c/ε)|u1|2H1
0 (Ω)

+ |u2|2L2(Ω)

≤ 〈u1,u1〉1 + 〈u2,u2〉L2(Ω) = ‖(u1,u2)‖2 ≤ (C/ε)|u1|2H1
0 (Ω)

+ |u2|2L2(Ω)

≤ k2(|u1|2H1
0 (Ω)

+ |u2|2L2(Ω)) = k2|(u1,u2)|2Z.

Logo, as normas são equivalentes. Portanto, (Z,〈〈·, ·〉〉) é um espaço de Hilbert.

Afirmamos que B é um operador dissipativo. Seja (z1,z2) ∈ D(B). Usando a ex-

pressão (2.11) obtemos

〈〈B(z1,z2),(z1,z2)〉〉= 〈z2,z1〉1 + 〈−(1/ε)αz2 +(1/ε)(Lz1 −β z1),z2〉
= (1/ε)〈A∇z2,∇z1〉+(1/ε)〈β z2,z1〉− (1/ε)〈αz2,z2〉
− (1/ε)〈A∇z1,∇z2〉− (1/ε)〈β z1,z2〉
=−(1/ε)〈αz2,z2〉.

Logo, Proposição 1.38 implica a afirmativa.
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Mostremos agora que para todo λ > 0 e para todo ( f ,g) ∈ Z, existe um (z1,z2) ∈ D(B) com

(z1,z2)−λB(z1,z2) = ( f ,g). (2.20)

Ou seja, devemos mostrar que para todo λ > 0 vale R(I − λB) = Z. Notemos que a igual-

dade (2.20) é equivalente a mostrar que para todo λ > 0 e para todo ( f ,g) ∈ Z existe um

(z1,z2) ∈ D(B) tal que

z2 =
1

λ
(z1 − f ) (2.21)

e (
1

λ
+

1

ε
α

)
z1 −

λ

ε
(Lz1 +β z1) = g+

(
1

λ
+

1

ε
α

)
f (2.22)

Mostremos que existe um z1 ∈ H1
0 tal que a igualdade (2.22) é verificada. Considere a forma

bilinear definida por

b(u,v) =
λ

ε
(〈A∇u,∇v〉+ 〈βu,v〉)+ 1

λ
〈u,v〉+ 1

ε
〈αu,v〉, para u,v ∈ H1

0 (Ω).

Mostremos que a forma bilinear b é contı́nua e coersiva. De fato, notemos que

|b(u,v)| ≤ λ

ε
|〈A∇u,∇v〉+ 〈βu,v〉|+ 1

λ
|〈u,v〉|+ 1

ε
|〈αu,v〉|

≤ λ |〈u,v〉1|+
(

α1

ε
+

1

λ

)
|〈u,v〉L2(Ω)|

≤ λ |u|H1
0 (Ω)|v|H1

0 (Ω)+

(
α1

ε
+

1

λ

)
|u|L2(Ω)|v|L2(Ω)

≤ λ |u|H1
0 (Ω)|v|H1

0 (Ω)+

(
α1

ε
+

1

λ

)
|u|H1

0 (Ω)|v|H1
0 (Ω)

≤ K|u|H1
0 (Ω)|v|H1

0 (Ω),

onde K := max
[(α1

ε + 1
λ

)
,λ
]
. Logo, b é contı́nua. Para mostrar a coersividade de b, notemos

que

|b(u,u)|=
∣∣∣∣
λ

ε
(〈A∇u,∇u〉+ 〈βu,u〉)+ 1

λ
〈u,u〉+ 1

ε
〈αu,u〉

∣∣∣∣

≥ λλ1

ε
|u|2

H1
0 (Ω)

+

(
α0

ε
+

1

λ

)
|u|2

L2(Ω)

≥ δ |u|2
H1

0 (Ω)
,

onde δ =
1

ε
λ1λ . Segue do Teorema de Lax-Milgram [8, Teorema 1.1.4] que para todo h ∈



42 2. A definição do C0-semigrupo

L2(Ω) existe um z ∈ H1
0 (Ω) tal que

b(z,v) =
∫

Ω
h(x)v(x)dx, para todo v ∈ H1

0 (Ω). (2.23)

Portanto, −(1/ε)λLz+(1/ε)λβ z+(1/λ )z+(1/ε)αz = h no sentido de distribuições. Assim,

h− 1

λ
z− 1

ε
αz ∈ L2(Ω)

e, portanto, temos que −(1/ε)λLz+ (1/ε)λβ z ∈ L2(Ω) no sentido de distribuições. Agora

considere

h = g+

(
1

λ
+

1

ε
α

)
f .

Utilizando igualdade (2.23) encontramos um z1 ∈H1
0 (Ω) satisfazendo (2.22) tal que Lz1−β z1 ∈

L2(Ω) no sentido de distribuições.

Uma vez obtido z1, é fácil ver que existe um z2 ∈ H1
0 (Ω) tal que equação (2.21) é satisfeita.

Em particular, R(I −B) = X e segue do Teorema 1.37 que D(B) é denso em Z. Portanto, pelo

Teorema 1.34, temos que B gera um C0-semigrupo {T (t) | t ≥ 0} em Z.

Suponha agora que α0 > 0 e escolha µ ∈ R tal que

0 < 2µ ≤ min

(
1,

α0

2ε
,

λ1

(ε +α1)

)
. (2.24)

Afirmamos que

‖T (t)(u1,u2)‖ ≤ 2e−µt‖(u1,u2)‖, para todo t ∈ [0,∞) e (u1,u2) ∈ Z. (2.25)

De fato, consideremos o caso em que (u1,u2) ∈ D(B) e defina

(z1(t),z2(t)) := T (t)(u1,u2), t ∈ [0,∞).

A Proposição 1.26 implica que a aplicação t ∈ [0,∞) 7→ z(t) = (z1(t),z2(t)) ∈ Z é diferenciável,

z(t) ∈ D(B) e z′(t) = Bz(t), para todo t ∈ [0,∞). Para t ∈ [0,∞), defina a aplicação

w(t) = 4µ〈z1(t),z2(t)〉+ 〈z2(t),z2(t)〉+2
1

ε
µ〈αz1(t),z1(t)〉 (2.26)

+
1

ε
〈β z1(t),z1(t)〉+

1

ε
〈A∇z1(t),∇z1(t)〉.
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Temos que w é diferenciável e

1

2
w′(t) = 〈(2µ − (1/ε)α)z2(t),z2(t)〉−2µ(1/ε)〈β z1(t),z1(t)〉

−2(1/ε)µ〈A∇z1(t),∇z1(t)〉.

A Hipótese 2.16(b) implica que

1

2
w′(t)≤ 〈(2µ − (1/ε)α0)z2(t),z2(t)〉−2µ(1/ε)〈β z1(t),z1(t)〉 (2.27)

−2(1/ε)µ〈A∇z1(t),∇z1(t)〉.

Como 2〈z1(t),z2(t)〉 ≤ 〈z1(t),z1(t)〉+ 〈z2(t),z2(t)〉 para todo t ≥ 0, segue de (2.26) que

w(t)≤4µ

(
1

2
〈z1(t),z1(t)〉+

1

2
〈z2(t),z2(t)〉

)
+ 〈z2(t),z2(t)〉

+2
1

ε
µ〈αz1(t),z1(t)〉+

1

ε
〈β z1(t),z1(t)〉+

1

ε
〈A∇z1(t),∇z1(t)〉

≤(2µ +1)〈z2(t),z2(t)〉+2µ

(
1+

1

ε
α1

)
〈z1(t),z1(t)〉

+
1

ε
〈β z1(t),z1(t)〉+

1

ε
〈A∇z1(t),∇z1(t)〉.

Notemos que

2‖z(t)‖2 = 2〈z2(t),z2(t)〉+2(1/ε)〈β z1(t),z1(t)〉+2(1/ε)〈A∇z1(t),∇z1(t)〉.

A condição imposta à escolha da constante µ em (2.24) implica que, para todo t ≥ 0,

2〈z2(t),z2(t)〉 ≥ (2µ +1)〈z2(t),z2(t)〉

e

1

ε
〈β z1(t),z1(t)〉+

1

ε
〈A∇z1(t),∇z1(t)〉 ≥

1

ε
λ1〈z1(t),z1(t)〉

≥ 2µ

(
1+

1

ε
α1

)
〈z1(t),z1(t)〉.

Portanto obtemos

w(t)≤ 2‖z(t)‖2, para todo t ∈ [0,∞). (2.28)
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Por outro lado, utilizando novamente a condição descrita em (2.24) obtemos

w(t)≥−4µ

(
1

2
4µ〈z1(t),z1(t)〉+

1

2

1

4µ
〈z2(t),z2(t)〉

)
+ 〈z2(t),z2(t)〉

+2
1

ε
µ〈αz1(t),z1(t)〉+

1

ε
〈β z1(t),z1(t)〉+

1

ε
〈A∇z1(t),∇z1(t)〉

≥ 1

2
〈z2(t),z2(t)〉+2µ

(
1

ε
α0 −4µ

)
〈z1(t),z1(t)〉+

1

ε
〈β z1(t),z1(t)〉

+
1

ε
〈A∇z1(t),∇z1(t)〉 ≥

1

2
‖z(t)‖2,

ou seja,

w(t)≥ 1

2
‖z(t)‖2, para todo t ∈ [0,∞). (2.29)

As desigualdades (2.28), (2.27) e (2.24) implicam que

µw(t)≤ 2µ‖z(t)‖2 = 2µ〈z2(t),z2(t)〉+2µ
1

ε
〈β z1(t),z1(t)〉+2µ

1

ε
〈A∇z1(t),∇z1(t)〉

≤
(

1

ε
α0 −2µ

)
〈z2(t),z2(t)〉+2µ

1

ε
〈β z1(t),z1(t)〉

+2µ
1

ε
〈A∇z1(t),∇z1(t)〉 ≤ −1

2
w′(t).

Aqui usamos que 2µ ≤ (1/ε)α0 −2µ . Portanto

w′(t)≤−2µw(t), para todo t ∈ [0,∞).

Assim,
d

dt
(w(t)e2µt)≤ 0 para todo t ∈ [0,∞) e obtemos que

w(t)e2µt −w(0)≤ 0, para todo t ∈ [0,∞).

Logo,

w(t)≤ w(0)e−2µt , para todo t ∈ [0,∞). (2.30)

A desigualdade (2.28) implica que w(0) ≤ 2‖z(0)‖2. Finalmente, utilizando as informações

obtidas juntamente com a desigualdade (2.29) concluimos que

‖z(t)‖2 ≤ 2w(t)≤ 2w(0)e−2µt ≤ 4e−2µt‖z(0)‖2, para todo t ∈ [0,∞).

Portanto, a relação em (2.25) é satisfeita para (u1,u2) ∈ D(B). A densidade do conjunto D(B)

em Z implica que a desigualdade (2.25) também é válida para (u1,u2) ∈ Z. Para concluir a
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demonstração, notemos que para todo t ∈ [0,∞) e (u1,u2) ∈ Z temos

k1|T (t)(u1,u2)|2Z ≤ ‖T (t)(u1,u2)‖2 ≤ 4e−2µt‖(u1,u2)‖2 ≤ 4e−2µtk2|(u1,u2)|2Z.

Defina M = 2
√

k2/k1. Finalmente obtemos

|T (t)(u1,u2)|Z ≤ Me−µt |(u1,u2)|Z, (u1,u2) ∈ Z e t ∈ [0,∞).

A demonstração está completa.

Concluı́mos este capı́tulo com dois resultados que serão utilizados para mostrar a existência

de atrator global para o caso crı́tico.

Defina Y = L2(Ω)×H−1(Ω) e seja ν : Z → Y a aplicação inclusão dada por ν(u,w) =

(u,ϕw), (u,w)∈ Z, onde, para w ∈ L2(Ω), ϕw : H−1(Ω)→R é definida por ϕw(z) = 〈z,w〉L2(Ω),

z ∈ H1
0 (Ω). Observamos que ν é uma aplicação injetiva.

Proposição 2.18. Assuma as condições da Hipótese 2.5 e da Hipótese 2.16. Defina CZ :=Bα,β ,ε

e SZ(t) = Tα,β ,ε(t), para t ∈ [0,∞) e com α ≡ 0. Além disso, defina D(CY ) = ν(H1
0 (Ω)×L2(Ω))

e considere o operador linear CY : D(CY )→ Y por

CY (y1,y2) = (z2,−Λ(y1)), para (y1,y2) ∈ D(CY ),

onde z2 ∈ L2(Ω) é tal que ν(y1,z2) = (y1,y2) e Λ é como definido no Lema 2.14. Então CY é

gerador de um C0-semigrupo {SY (t) | t ≥ 0}, e

ν(SZ(t)z) = SY (t)(ν(z)), para todo z ∈ Z e t ∈ [0,∞),

Demonstração. Considere em Y o produto interno dado por

〈〈(u1,u2),(w1,w2)〉〉= 〈u1,w1〉L2(Ω)+ 〈u2,w2〉−1, para (u1,u2), (w1,w2) ∈ Y .

Segue do Lema 2.15 que a norma definida por esse produto escalar é equivalente à norma usual

em Y . Afirmamos que

〈〈CY (y1,y2),(y1,y2)〉〉= 0, para todo (y1,y2) ∈ D(CY ). (2.31)

Seja (y1,y2) ∈ D(CY ). Logo, existe um único z2 ∈ L2(Ω) tal que ϕz2
= y2 ∈ H−1(Ω) =
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(H1
0 (Ω))′. O Teorema de Representação de Riesz implica que existe um u ∈ H1

0 (Ω) tal que

ϕz2
(w) = 〈u,w〉1, para todo w ∈ H1

0 (Ω). Portanto, fu = ϕz2
, onde fu é como no Lema 2.14.

Com isso temos

〈〈CY (y1,y2),(y1,y2)〉〉= 〈z2,y1〉L2(Ω)+ 〈−Λ(y1),y2〉−1.

Notemos que

〈−Λ(y1),y2〉−1 =−〈Λ−1(Λ(y1)),Λ
−1(ϕz2

)〉1 =−〈y1,u〉1 =−〈u,y1〉1

=− fu(y1) =−ϕz2
(y1) =−〈y1,z2〉L2(Ω).

Logo, a igualdade em (2.31) é válida e isso implica que CY é dissipativo. Usando os mesmos ar-

gumentos da prova da Proposição 2.17 com α ≡ 0, mostramos que para qualquer λ ∈ (0,∞)

e ( f ,g) ∈ Y , existe um (y1,y2) ∈ D(CY ) com (y1,y2)− λCY (y1,y2) = ( f ,g). E, como na

demonstração da Proposição 2.17 temos que CY é gerador de um C0-semigrupo de contração

{SY (t) | t ∈ [0,∞)} em Y .

Segue das definições de CY e CZ que ν(D(CZ))⊂ D(CY ). Afirmamos que

ν(CZ(z1,z2)) =CY ν(z1,z2), para todo (z1,z2) ∈ D(CZ). (2.32)

De fato, seja (z1,z2) ∈ D(CZ). Logo, z2 ∈ H1
0 (Ω) e Lz1 −β z1 (no sentido de distribuições) está

em L2(Ω). Além disso,

ν(CZ(z1,z2)) = ν(z2,(1/ε)Lz1 − (1/ε)β z1) = (z2,ϕ(1/ε)Lz1−(1/ε)β z1
).

Por outro lado,

CY (ν(z1,z2)) =CY (z1,ϕz2
) = (z2,−Λ(z1)).

Logo, para concluir a demonstração da igualdade (2.32) basta mostrar que −Λ(z1) =

ϕ(1/ε)Lz1−(1/ε)β z1
. Para cada v ∈ H1

0 (Ω), temos

ϕ(1/ε)Lz1−(1/ε)β z1
(v) =−1

ε
〈A∇z1,∇v〉− 1

ε
〈β z1,v〉

e

−Λ(z1)(v) =− fz1
(v) =−〈z1,v〉1 =−1

ε
〈A∇z1,∇v〉− 1

ε
〈β z1,v〉.

Agora, uma aplicação Proposição 2.3 finaliza a demonstração do resultado.
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Em vista da Proposição 2.18, dado um z ∈ Z temos unicamente determinado o elemento

ν(z) ∈ Y . No restante deste capı́tulo e no Capı́tulo 4 iremos usar essa identificação e denotare-

mos ν(z) por z.

Proposição 2.19. Assuma as condições da Hipótese 2.5 e da Hipótese 2.16. Seja {T (t) | t ≥ 0}
como na Proposição 2.17. Suponha que exista uma constante C1 ∈ [0,∞) tal que

|αz|H−1(Ω) ≤C1|z|H−1(Ω), para todo z ∈ L2(Ω). (2.33)

Então existem constantes C2, C3 ∈ [0,∞) tais que

|T (t)z|Y ≤C2eC3t |z|Y , t ∈ [0,∞), para todo z ∈ Z.

Demonstração. Defina o operador linear limitado Q : Z → Z por Q(z1,z2) = (0,−αz2),

(z1,z2) ∈ Z. A Proposição 2.3 e o Teorema 2.6 implicam que para todo z ∈ Z e para todo

t ∈ [0,∞),

T (t)z = SZ(t)z+
∫ t

0
SZ(t − s)QT (s)zds = SY (t)z+

∫ t

0
SY (t − s)QT (s)zds.

Além disso, como {SY (t) | t ∈ [0,∞)} é C0-semigrupo, existem constantes C4, C5 ∈ [0,∞) tais

que

|SY (t)y|Y ≤ C4eC5t |y|Y , para todo t ∈ [0,∞) e para todo y ∈ Y .

Usando a condição (2.33) obtemos, para z ∈ Z e t ∈ [0,∞),

|T (t)z|Y ≤ |SY (t)z|Y +
∫ t

0
|SY (t − s)QT (s)z|Y ds

≤ C4eC5t |z|Y +
∫ t

0
C4eC5(t−s)C1|T (s)z|Y ds

e, portanto, para z ∈ Z temos

e−C5t |T (t)z|Y ≤C4|z|Y +
∫ t

0
C4e−C5sC1|T (t)z|Y ds, para todo t ∈ [0,∞).

Uma aplicação do Lema de Gronwall (ver Lema 1.61) completa a prova.

O resultado a seguir apresenta uma condição suficiente para que a desigualdade na

condição (2.33) seja válida.

Lema 2.20. Sejam a ∈C1(Ω)∩W 1,∞(Ω) e u ∈ H1
0 (Ω). Então au ∈ H1

0 (Ω) e ∂i(au) = (∂ia)u+
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a∂iu, i ∈ {1, . . . ,N}. Além disso,

|au|H1
0 (Ω) ≤ (2N +1)1/2|a|W 1,∞(Ω)|u|H1

0 (Ω). (2.34)

Mais ainda,

|az|H−1(Ω) ≤ (2N +1)1/2|a|W 1,∞(Ω)|z|H−1(Ω), para todo z ∈ L2(Ω), (2.35)

Se U é um subconjunto aberto de Ω e a|U ∈C1
0(U), então (au)|U ∈ H1

0 (Ω).

Demonstração. Para cada i ∈ {1, . . . ,N}, defina u(i) = (∂ia)u+ a∂iu. A definição do espaço

H1
0 (Ω) implica que existe uma sequência (vn)n em C1

0(Ω) convergindo para u em H1(Ω). Segue

que avn ∈C1
0(Ω) e ∂i(avn) = (∂ia)vn +a∂ivn, para todo n ∈ N e para todo i ∈ {1, . . . ,N}.

Seja i ∈ {1, . . . ,N}. Como a ∈C1(Ω)∩W 1,∞(Ω) temos que

[∫

Ω
|a(x)vn(x)−a(x)u(x)|2dx

]1/2

≤ |a|W 1,∞(Ω)

[∫

Ω
|vn(x)−u(x)|2dx

]1/2

≤ |a|W 1,∞(Ω)|vn −u|H1(Ω).

Como |vn −u|H1(Ω) → 0 quando n → ∞, segue que

[∫

Ω
|a(x)vn(x)−a(x)u(x)|2dx

]1/2

→ 0 quando n → ∞. (2.36)

Também

[∫

Ω
|∂i(avn)(x)−u(i)(x)|2

]1/2

=

[∫

Ω
|(∂ia(x))(vn(x)−u(x))+a(x)(∂i(vn(x)−u(x)))|2dx

]1/2

≤ |a|W 1,∞(Ω)

[∫

Ω
|[vn(x)−u(x)]+ [∂i(vn(x)−u(x))]|2dx

]1/2

= |a|W 1,∞(Ω)|vn −u|H1(Ω)

o que implica que

[∫

Ω
|∂i(avn)(x)−u(i)(x)|2

]1/2

→ 0 quando n → ∞. (2.37)

Fórmulas (2.36) e (2.37) implicam que (avn)n converge para au em L2(Ω) e que (∂i(avn))n

converge para u(i) em L2(Ω). Além disso, se ϕ ∈ C1
0(Ω), usando a Desigualdade de Hölder,
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obtemos

∫

Ω
|ϕ(x)∂i(avn)(x)−ϕ(x)u(i)(x)|dx =

∫

Ω
|ϕ(x)((avn)(x)−ui(x))|

≤
[∫

Ω
|ϕ(x)|2dx

]1/2[∫

Ω
|∂i(avn)(x)−ui(x)|2dx

]1/2

= |ϕ|L2(Ω)|∂i(avn)−ui|L2(Ω)

e

∫

Ω
|(∂iϕ(x))(avn)(x)− (∂iϕ(x))(au)(x)|dx =

∫

Ω
|(∂iϕ(x))((avn)(x)− (au)(x))|dx

≤
[∫

Ω
|∂iϕ(x)|2dx

]1/2[∫

Ω
|(avn)(x)− (au)(x)|2dx

]1/2

= |∂iϕ|L2(Ω)|avn −au|L2(Ω).

Logo, (ϕ∂i(avn))n converge para ϕu(i) em L1(Ω) e (∂iϕ(avn))n converge para ∂iϕ(au) em

L1(Ω). Como

〈ϕ,∂i(avn)〉L2(Ω) =−〈∂iϕ,avn〉L2(Ω) para todo n ∈ N,

temos que au ∈ H1(Ω), ∂i(au) = u(i) e

|avn −au|H1(Ω) → 0 quando n → ∞. (2.38)

Portanto, au ∈ H1
0 (Ω), o que prova a primeira parte do lema. Para mostrar a desigualdade (2.34)

notemos que

|au|2
H1

0 (Ω)
= |au|2

L2(Ω)+
N

∑
i=1

|∂i(au)|2
L2(Ω) = |au|2

L2(Ω)+
N

∑
i=1

|(∂ia)u+a∂iu|2L2(Ω)

≤ |a|2
W 1,∞(Ω)|u|

2
L2(Ω)+

N

∑
i=1

|a|2
W 1,∞(Ω)(|u|L2(Ω)+ |∂iu|)2

L2(Ω)

= |a|2
W 1,∞(Ω)

(
|u|2

L2(Ω)+
N

∑
i=1

(|u|L2(Ω)+ |∂iu|L2(Ω))
2

)

≤ |a|2
W 1,∞(Ω)

(
|u|2

L2(Ω)+
N

∑
i=1

(2|u|2
L2(Ω)+2|∂iu|2L2(Ω))

)

= |a|2
W 1,∞(Ω)((2N −1)|u|2

L2(Ω)+2

(
|u|2

L2(Ω)+
N

∑
i=1

|∂iu|2L2(Ω)

)

= |a|2
W 1,∞(Ω)((2N −1)|u|2

L2(Ω)+2|u|2
H1

0 (Ω)
)

≤ |a|2
W 1,∞(Ω)(2N +1)|u|2

H1
0 (Ω)

.

Para concluir a demonstração, mostremos a desigualdade (2.35). Seja z ∈ L2(Ω). Segue que
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az ∈ L2(Ω). Além disso para todo v ∈ H1
0 (Ω) com |v|H1 ≤ 1, temos que av ∈ H1

0 (Ω) e

|〈az,v〉L2(Ω)|= |〈z,av〉L2(Ω)| ≤ |z|H−1(Ω)|av|H1(Ω) ≤ (2N +1)1/2|a|W 1,∞(Ω)|z|H−1(Ω).

Finalmente, se a|U ∈ C1
0(U), então (avn)|U ∈ C1

0(U) para todo n ∈ N e, portanto, segue

de (2.38), que a sequência ((avn)|U)n converge para (au)|U em H1(U), de onde segue que

(au)|U ∈ H1
0 (Ω).



Capı́tulo

3

A definição do semifluxo gerado pelas

soluções da equação da onda amortecida

Neste capı́tulo apresentaremos condições (ver Hipótese 3.9 e Proposição 3.10) para que as

soluções da equação da onda amortecida,

εutt +α(x)ut +β (x)u−∑
i, j

∂i(ai j(x)∂ ju) = f (x,u), x ∈ Ω, t ∈ [0,∞),

u(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ [0,∞)

gerem um semifluxo local.

Iniciamos o capı́tulo com um resultado auxiliar sobre a existência de um semifluxo local

para uma equação integral.

3.1 Um resultado preliminar

Nssa seção demonstramos um resultado sobre equações semilineares definidas por um C0-

semigrupo.

Proposição 3.1. Seja Z um espaço de Banach e {T (t) | t ∈ [0,∞)} um C0-semigrupo de ope-

radores lineares em Z, com gerador infinitesimal B : D(B) ⊂ Z → Z. Suponha Φ : Z → Z seja

uma aplicação Lipschitziana em conjuntos limitados de Z. Então, para cada ζ ∈ Z, existe um

ωζ = ωB,Φ,ζ ∈ (0,∞] e uma aplicação contı́nua z = zζ : [0,ωζ )→ Z unicamente determinada

tal que

z(t) = T (t)ζ +
∫ t

0
T (t − s)Φ(z(s))ds, t ∈ [0,ωζ ).

51
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Escrevendo ζ πt := zζ (t), t ∈ [0,ωζ ), obtemos um semifluxo local π = πB,Φ em Z que não

explode em subconjuntos limitados de Z.

Demonstração. Uma aplicação do Teorema 1.63 implica que existe uma função ω : Z → (0,∞]

tal que para cada x ∈ Z existe uma única função z = zx ∈ C([0,ω(x)),Z) com a propriedade:

para todo T com 0 < T < ω(x), temos

z(t) = T (t)x+
∫ t

0
T (t − s)Φ(z(s))ds, t ∈ [0,T ].

Mostremos agora que xπt := zx(t), para t ∈ [0,ω(x)) e x ∈ Z, determina um semifluxo local.

Para tanto, primeiro note que xπ0 = zx(0) = x. Além disso, note que a Proposição 1.64 implica

que π assim definida é contı́nua. No que segue para cada x ∈ Z, ωx denota ω(x). Resta verificar

a condição (iii) da Definição 1.39. Sejam x ∈ Z, t ∈ [0,ωx) e s ∈ [0,ωxπt). Devemos mostrar

que t + s ∈ [0,ωx) e xπ(t + s) = (xπt)πs.

Afirmamos que t + s ∈ [0,ωx). Se ωx = ∞, isto está provado. Caso contrário, suponha, por

absurdo, que t < ωx ≤ t + s < ωxπt . Logo, existe um τ ≥ 0 tal que ωx ≤ τ ≤ t + s. Disso segue

que 0 < ωx − t ≤ τ − t ≤ s < ωxπt − t < ωxπt . Defina ϕ ∈C([0, t + s],Z) por

ϕ(τ) =

{
u(τ) se τ ∈ [0, t]

v(τ − t) se τ ∈ [t, t + s],

onde u ∈C([0,ωx),Z) é dado por

u(t) = T (t)x+
∫ t

0
T (t − s)Φ(u(s))ds, t ∈ [0,ωx)

e v ∈C([0,ωxπt),Z) é a solução dada pela Proposição 1.62 da equação integral

v(s) = T (s)u(t)+
∫ s

0
T (s−σ)Φ(v(σ))dσ , s ∈ [0,ωxπt).

Vemos que, de modo análogo ao feito na demonstração da Proposição 1.63, temos que

ϕ(t) = T (t)x+
∫ t

0
T (t − s)φ(ϕ(s))ds, t ∈ [0,ω],

com ω = t+s, o que contradiz a definição de ωx, pois t+s > ωx. Logo, t+s < ωx. Finalmente,

defina ψ ∈C([0, t + s],Z) por

ψ(τ) =

{
xπτ se τ ∈ [0, t]

(xπt)π(τ − t) se τ ∈ [t, t + s].
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A unicidade de soluções da equação integral (1.4) com ψ(0) = x e ω = t + s implica que

xπ(t + s) = (xπt)πs. Portanto, π é um semifluxo local. A propriedade de não explosão em

subconjuntos limitados de Z segue do Teorema 1.63 parte (ii).

3.2 O semifluxo gerado pelas soluções da equação da onda

amortecida

Denote por M o conjunto das funções v : Ω → R Lebesgue-mensuráveis.

Definição 3.2. Uma função f : Ω×R→R, (x,u) 7→ f (x,u) satisfaz a condição C0 (respectiva-

mente C1) de Carathéodory se:

(i) para todo u ∈ R, a aplicação x 7→ f (x,u) é Lebesgue-mensurável;

(ii) para quase todo x ∈ Ω, a aplicação u 7→ f (x,u) é contı́nua (respectivamente continua-

mente diferenciável).

Seja f : Ω ×R → R, (x,u) 7→ f (x,u), uma função que satisfaz a condição C0 de Ca-

rathéodory. Defina a função F : Ω×R→ R por

F(x,u) =
∫ u

0
f (x,s)ds,

onde s 7→ f (x,s) é contı́nua e F(x,u) = 0 caso contrário. A função F é chamada a primitiva

canônica de f .

Definição 3.3. Sejam C, ρ ∈ [0,∞), a : Ω → R uma função mensurável e M ⊂ Ω um conjunto

de medida nula. Dizemos que uma função g : (Ω\M)×R→R, (x,u) 7→ g(x,u), satisfaz a uma

condição (C,ρ,a) de crescimento se

|g(x,u)| ≤C(|a(x)|+ |u|ρ), para todo x ∈ Ω\M e para todo u ∈ R.

O número ρ na Definição 3.3 é chamado subcrı́tico se N ≤ 2 ou (N ≥ 3 e ρ < (2∗/2)−1).

É chamado crı́tico se N ≥ 3 e ρ = (2∗/2)−1.

Observação 3.4. Dada uma função Lebesgue-mensurável v : Ω → R as funções x ∈ Ω 7→
f (x,v(x)) ∈ R e x ∈ Ω 7→ F(x,v(x)) ∈ R são Lebesgue-mensuráveis.
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Definição 3.5. Seja f : Ω×R→R uma função que satisfaz a condição C0 de Carathéodory. A

aplicação f̂ : M → M definida por f̂ (u)(x) = f (x,u(x)), u ∈ M , x ∈ Ω, é chamada operador

de Nemytskii associado a f .

Proposição 3.6. Seja f : Ω×R→R uma função satisfazendo a condição C1 de Carathéodory.

Suponha que existam constantes C, ρ ∈ [0,∞), uma função mensurável a : Ω→R e um conjunto

de medida nula M ⊂ Ω tais que a função ∂u f satisfaz a condição (C,ρ,a) de crescimento. Seja

F a primitiva canônica de f . Então, para quase todo x ∈ Ω e para todo u, h ∈ R, temos

| f (x,u)− f (x,0)| ≤C(|a(x)||u|+ |u|ρ+1), (3.1)

| f (x,u+h)− f (x,u)| ≤C|a(x)||h|+C max(1,2ρ−1)(|u|ρ + |h|ρ)|h|, (3.2)

|F(x,u)| ≤C
(
|a(x)||u|2/2+ |u|ρ+2/(ρ +2)

)
+ |u|| f (x,0)|, (3.3)

|F(x,u+h)−F(x,u)| (3.4)

≤ (| f (x,0)|+C|a(x)|(|u|+ |h|)+C max(1,2ρ)(|u|ρ+1 + |h|ρ+1))|h|

e

|F(x,u+h)−F(x,u)− f (x,u)h| ≤ (C|a(x)|+C max(1,2ρ−1)(|u|ρ + |h|ρ))|h|2. (3.5)

Demonstração. Para quase todo x ∈ Ω e para todo u, h ∈ R temos

f (x,u+h)− f (x,u) =
∫ 1

0
∂u f (x,u+θh)hdθ . (3.6)

Em particular se h =−u temos

f (x,0)− f (x,u) =−
∫ 1

0
∂u f (x,θu)udθ .

e, assim,

| f (x,u)− f (x,0)| ≤
∫ 1

0
|∂u f (x,θu)||u|dθ .

Como ∂u f satisfaz a condição (C,ρ,a) de crescimento, temos que

|∂u f (x,u)| ≤C(|a(x)|+ |u|ρ), para todo x ∈ Ω\M e para todo u ∈ R. (3.7)
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Logo

| f (x,u)− f (x,0)| ≤
∫ 1

0
C(|a(x)|+ |u|ρ)|u|dθ ≤C|a(x)||u|+C|u|ρ+1

e a desigualdade (3.1) está demonstrada. Segue da igualdade (3.6) que

| f (x,u+h)− f (x,u)| ≤
∫ 1

0
|∂u f (x,u+θh)||h|dθ ,

para quase todo x ∈ Ω e para todo u, h ∈ R. A desigualdade (3.7) implica que

| f (x,u+h)− f (x,u)| ≤
∫ 1

0
C(|a(x)|+ |u+θh|ρ)|h|dθ

≤C|a(x)||h|+C max(1,2ρ−1)(|u|ρ + |h|ρ)|h|

o que mostra a desigualdade (3.2). Para mostrar a desigualdade (3.3) notemos que para quase

todo x ∈ Ω e para todo u, h ∈ R temos

|F(x,u)| ≤
∫ u

0
| f (x,s)|ds =

∫ u

0

∣∣∣∣
∫ 1

0
∂ f (x,θs)sdθ + f (x,0)

∣∣∣∣ds

≤
∫ u

0

∫ 1

0
|∂ f (x,θs)||s|dθ +

∫ u

0
| f (x,0)|ds ≤

∫ u

0
C
(
|a(x)|+ |s|ρ

)
|s|ds+ | f (x,0)||u|

=C|a(x)||u|2/2+C|u|ρ+2/(ρ +2)+ | f (x,0)||u|.

Aqui novamente utilizamos a igualdade (3.6) com h = −u e a desigualdade (3.7). Além disso,

essas condições também implicam que

|F(x,u+h)−F(x,u)| ≤
∫ u+h

u
| f (x,s)|ds =

∫ u+h

u

∣∣∣∣
∫ 1

0
∂u f (x,θs)sdθ + f (x,0)

∣∣∣∣ds

≤
∫ u+h

u

∫ 1

0
|∂u f (x,θs)||s|dθ +

∫ u+h

u
| f (x,0)|ds

≤
∫ u+h

u
C
(
|a(x)|+ |s|ρ

)
|s|ds+ | f (x,0)||h|

≤ | f (x,0)||h|+C|a(x)|
( |u+h|2 −|u|2

2

)
|h|+

∫ 1

0
C|u+δh|ρ+1|h|dδ

≤ | f (x,0)||h|+C|a(x)|(|u|+ |h|)|h|+C max(1,2ρ)(|u|ρ+1 + |h|ρ+1)|h|

e desigualdade (3.4) está verificada. Finalmente para mostrar a desigualdade (3.5) notemos que
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para quase todo x ∈ Ω e para todo u, h ∈ R temos

F(x,u+h)−F(x,u)− f (x,u)h =
∫ 1

0
[ f (x,u+θh)− f (x,u)]hdθ

=
∫ 1

0

[∫ 1

0
∂u f (x,u+ rθh)θhdr

]
hdθ .

Uma aplicação da desigualdade (3.7) implica que

|F(x,u+h)−F(x,u)− f (x,u)h| ≤
∫ 1

0

∫ 1

0
|∂u f (x,u+ rθh)||θh|dr|h|dθ

≤
∫ 1

0

∫ 1

0
C
(
|a(x)|+ |u+ rθh|ρ

)
|θ ||h|dr|h|dθ

≤
∫ 1

0
C|a(x)||θ ||h|2dθ +

∫ 1

0
C max(1,2ρ−1)(|u|ρ + |θh|ρ)|θ ||h|2dθ

≤C|a(x)||h|2 +C max(1,2ρ−1)(|u|ρ + |h|ρ)|h|2.

Assim, a proposição está demonstrada.

A partir da Proposição 3.6 obteremos estimativas para os operadores de Nemytskii associa-

dos às funções f e F .

Para demonstrar a próxima proposição, usaremos o seguinte lema clássico.

Lema 3.7 (Extensão da Desigualdade de Hölder). Sejam fi : Ω →R, i ∈ {1, . . . ,k} funções tais

que para cada i ∈ {1, . . . ,k} existe um 1 ≤ pi < ∞ tal que fi ∈ Lpi(Ω). Se
k

∑
i=1

1

pi
≤ 1, então

f = f1 · f2 · . . . · fk ∈ Lp(Ω) e

| f |Lp(Ω) ≤ | f1|Lp1(Ω)| f1|Lp2(Ω) . . . | f1|Lpk (Ω),

onde
1

p
=

k

∑
i=1

1

pi
.

Com isso, podemos provar o seguinte resultado:

Proposição 3.8. Assuma as hipóteses da Proposição 3.6. Seja f̂ o operador de Nemytskii

associado a f e F̂ o operador de Nemytskii associado a F. Para todas as funções mensuráveis

u, h ∈ M temos

| f̂ (u)|L2(Ω) ≤ | f̂ (0)|L2(Ω)+C(|au|L2(Ω)+ |u|ρ+1

L2(ρ+1)), (3.8)
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| f̂ (u+h)− f̂ (u)|L2(Ω) (3.9)

≤C|ah|L2(Ω)+C max(1,2ρ−1)(|u|ρ
L2(ρ+1)(Ω)

+ |h|ρ
L2(ρ+1)(Ω)

)|h|L2(ρ+1)(Ω),

|F̂(u)|L1(Ω) ≤C
(
|a|u|2|L1(Ω)/2+ |u|ρ+2

Lρ+2(Ω)
/(ρ +2)

)
+ |u|L2(Ω)| f̂ (0)|L2(Ω) (3.10)

|F̂(u+h)− F̂(u)|L1(Ω) ≤
(
| f̂ (0)|L2(Ω)+C(|au|L2(Ω)+ |ah|L2(Ω))

)
|h|L2(Ω) (3.11)

+
(

C max(1,2ρ)(|u|ρ+1

L2(ρ+1)(Ω)
+ |h|ρ+1

L2(ρ+1)(Ω)
)
)
|h|L2(Ω),

e

|F̂(u+h)− F̂(u)− f̂ (u)h|L1(Ω) ≤C|ah|L2(Ω)|h|L2(Ω) (3.12)

+C max(1,2ρ−1)(|u|ρ
L2(ρ+1)(Ω)

+ |h|ρ
L2(ρ+1)(Ω)

)|h|L2(ρ+1)(Ω)|h|L2(Ω).

Finalmente, se ρ é crı́tico, então para cada r ∈ [N,∞) existe uma constante C(r) ∈ [0,∞) tal

que para toda função a da forma a = a1 +a2, com a1 ∈ Lr(Ω) e a2 ∈ L∞(Ω), temos

| f̂ (u+h)− f̂ (u)|H−1(Ω) ≤C(r)(|a1|Lr(Ω)+ |a2|L∞(Ω))|h|L2(Ω) (3.13)

+C(r)(|u|ρ
L2∗(Ω)

+ |h|ρ
L2∗(Ω)

)|h|L2(Ω),

para todo u, h ∈ H1
0 (Ω).

Demonstração. Recordemos que dada uma função mensurável u : Ω → R, os operadores de

Nemytskii f̂ e F̂ são dados por f̂ (u)(x) = f (x,u(x)) e F̂(u)(x) = F(x,u(x)), x ∈Ω. Seja u∈M .

Notemos que

| f̂ (u)|L2(Ω) =

[∫

Ω
| f (x,u(x))|2dx

]1/2

=

[∫

Ω

∣∣∣∣
∫ 1

0
∂u f (x,θu(x))u(x)dθ + f (x,0)

∣∣∣∣
2

dx

]1/2

.

Portanto

| f̂ (u)|L2(Ω) ≤
[∫

Ω

∣∣∣∣
∫ 1

0
∂u f (x,θu(x))u(x)dθ

∣∣∣∣
2

dx

]1/2

+

[∫

Ω
| f (x,0)|2dx

]1/2

.

Como ∂u f satisfaz a condição (C,ρ,a) de crescimento temos que

|∂u f (x,u)| ≤C(|a(x)|+ |u|ρ), para todo x ∈ Ω\M e para todo u ∈ R (3.14)
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e, assim,

| f̂ (u)|L2(Ω) ≤ | f̂ (0)|L2(Ω)+

[∫

Ω

∣∣∣∣
∫ 1

0
|∂u f (x,θu(x))||u(x)|dθ

∣∣∣∣
2

dx

]1/2

≤ | f̂ (0)|L2(Ω)+C

[∫

Ω

∣∣∣|a(x)u(x)|+ |u(x)|ρ+1
∣∣∣
2

dx

]1/2

.

Portanto,

| f̂ (u)|L2(Ω) ≤ | f̂ (0)|L2(Ω)+C

[(∫

Ω
|a(x)u(x)|2dx

)1/2

+

(∫

Ω
|u(x)|2(ρ+1)dx

)1/2
]

= | f̂ (0)|L2(Ω)+C(|au|L2(Ω)+ |u|ρ+1

L2(ρ+1)(Ω)
).

A desigualdade (3.8) está demonstrada. Para mostrar a desigualdade (3.9) notemos que para

cada h ∈ M segue, da desigualdade (3.2), que

| f̂ (u+h)− f̂ (u)|L2(Ω) =

[∫

Ω
| f (x,u(x)+h(x))− f (x,u(x))|2dx

]1/2

≤
[∫

Ω

∣∣∣C|a(x)||h(x)|+C max(1,2ρ−1)(|u(x)|ρ + |h(x)|ρ)|h(x)|
∣∣∣
2

dx

]1/2

≤C

[∫

Ω
|a(x)h(x)|2dx

]1/2

+C max(1,2ρ−1)

[∫

Ω
(|u(x)|ρ + |h(x)|ρ)2|h(x)|2dx

]1/2

≤ (C|ah|L2(Ω)+C max(1,2ρ−1)(|u|ρ
L2(ρ+1)(Ω)

+ |h|ρ
L2(ρ+1)(Ω)

)|h|L2(Ω)

Além disso, utilizando a desigualdade (3.3) obtemos

∫

Ω
|F̂(u)|dx =

∫

Ω
|F(x,u(x))|dx

≤
∫

Ω
(C(|a(x)||u(x)|2/2+ |u(x)|ρ+2/(ρ +2))+ |u(x)|| f (x,0)|)dx

=
∫

Ω
C|a(x)||u(x)|2/2dx+

∫

Ω
C|u(x)|ρ+2/(ρ +2)+

∫

Ω
| f̂ (0)||u(x)|dx

≤ C(|a|u|2|L1(Ω)/2+ |u|ρ+2

Lρ+2(Ω)
/(ρ +2))+ |u|L2(Ω)| f̂ (0)|L2(Ω).

e a prova da desigualdade (3.10) está concluı́da. Seja h ∈ M . A desigualdade (3.4) implica que

para quase todo x ∈ Ω

|F(x,u(x)+h(x))−F(x,u(x))| ≤ | f (x,0)||h(x)|+C|a(x)|(|u(x)|+ |h(x)|)|h(x)|
+C max(1,2ρ)(|u(x)|ρ+1 + |h(x)|ρ+1)|h(x)|.
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Portanto

∫

Ω
|F̂(u+h)− F̂(u)|dx =

∫

Ω
|F(x,u(x)+h(x))−F(x,u(x))|dx

≤
∫

Ω
| f (x,0)||h(x)|dx+

∫

Ω
C|a(x)|(|u(x)|+ |h(x)|)|h(x)|dx

+
∫

Ω
C max(1,2ρ)(|u(x)|ρ+1 + |h(x)|ρ+1)|h|dx

≤ | f̂ (0)|L2(Ω)|h|L2(Ω)+C(|au|L2(Ω)+ |ah|L2(Ω))|h|L2(Ω)

+C max(1,2ρ+1)(|u|ρ+1

L2(ρ+1)(Ω)
+ |h|ρ

L2(ρ+1)(Ω)
)|h|L2(Ω)

o que conclui a demonstração da desigualdade (3.11). Finalmente, para demonstrar a desigual-

dade (3.12), notemos que a desigualdade (3.5) implica que para quase todo x ∈ Ω

|F(x,u(x)+h(x))−F(x,u(x))− f (x,u(x)h(x)|
≤C|a(x)||h(x)|2 +C max(1,2ρ−1)(|u(x)|ρ + |h(x)|ρ)|h(x)|2

e concluimos que

∫

Ω
|F̂(u+h)− F̂(u)− f̂ (u)h|dx =

∫

Ω
|F(x,u(x)+h(x))−F(x,u(x))− f (x,u(x)h(x)|dx

≤
∫

Ω
C|(ah)(x)||h(x)|dx+

∫

Ω
C max(1,2ρ−1)(|u(x)|ρ + |h(x)|ρ)|h(x)|2dx

Como
ρ

2(ρ +1)
+

1

2(ρ +1)
+

1

2
= 1

segue do Lema 3.7 que

|F̂(u+h)− F̂(u)− f̂ (u)h|L1(Ω) ≤C|ah|L2(Ω)|h|L2(Ω)

+C max(1,2ρ−1)(|u|ρ
L2(ρ+1)(Ω)

+ |h|ρ
L2(ρ+1)(Ω)

)|h|L2(ρ+1)(Ω)|h|L2(Ω).

Para completar a demonstração da proposição suponha que se ρ seja crı́tico (portanto N ≥ 3)

e sejam r ∈ [N,∞) e u, h, v ∈ H1
0 (Ω) arbitrários. A desigualdade (3.2) implica que

|〈 f̂ (u+h)− f̂ (u),v〉L2(Ω)| ≤
∫

Ω
| f (x,(u+h)(x))− f (x,u(x))|v(x)|dx

≤C

∫

Ω
|(ah)(x)||v(x)|dx+C max(1,2ρ−1)

∫

Ω
(|u(x)|ρ + |h(x)|ρ)|h(x)|||v(x)|dx.
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Como a1 ∈ Lr(Ω), h ∈ L2(Ω), v ∈ L2r/r−2(Ω) e
1

r
+

1

2
+

r−2

2r
= 1, segue do Lema 3.7 que

∫

Ω
|a1(x)h(x)v(x)|dx ≤ |a1|Lr(Ω)|h|L2(Ω)|v|L2r/r−2(Ω).

Além disso, como a2 ∈ L∞(Ω) e h, v ∈ L2(Ω), aplicando a Desigualdade de Hölder obtemos

∫

Ω
|a2(x)h(x)v(x)|dx ≤ |a2|L∞(Ω)

∫

Ω
|h(x)v(x)|dx ≤ |a2|L∞(Ω)|h|L2(Ω)|v|L2(Ω).

A igualdade
1

2∗
+

1

2
+

1

N
= 1

e o fato que Nρ = 2∗ implicam que |u|ρ ∈ LN(Ω) e

|u|ρ
LN(Ω)

=

[∫

Ω
(|u(x)|ρ)N

]1/N

=

[∫

Ω
|u(x)| 2∗

N N

]ρ/2∗

= |u|ρ
L2∗(Ω)

.

Analogamente, mostramos que |h|ρ ∈ LN(Ω) e |h|ρ
LN(Ω)

= |h|ρ
L2∗(Ω)

. Como h ∈ L2(Ω) e v ∈
L2∗(Ω), aplicando novamente o Lema 3.7 obtemos

∫

Ω
(|u(x)|ρ + |h(x)|ρ)|h(x)|||v(x)|dx ≤ (|u|ρ

L2∗(Ω)
+ |h|ρ

L2∗(Ω)
)|h|L2(Ω)|v|L2(Ω).

Notemos agora que r ≤ N e 2r/(r − 2) ≤ 2∗. Seja K ≥ 0 uma constante tal que para todo

w ∈ H1
0 (Ω) temos

|w|L2(Ω) ≤ K|w|H1
0 (Ω),

|w|L2∗(Ω) ≤ K|w|H1
0 (Ω),

|w|L2r/(r−2)(Ω) ≤ K|w|H1
0 (Ω).

Segue que

|〈 f̂ (u+h)− f̂ (u),v〉L2(Ω)| ≤ CK(|a1|Lr(Ω)+ |a2|L∞(Ω))|h|L2(Ω|v|H1(Ω)+

C max(1,2ρ−1)K(|u|ρ
L2∗(Ω)

+ |h|ρ
L2∗(Ω)

)|h|L2(Ω)|v|H1(Ω).

Como

| f̂ (u+h)− f̂ (u)|H−1(Ω) = sup{|〈 f̂ (u+h)− f̂ (u),v〉L2(Ω)| | v ∈ H1
0 (Ω), |v|H1

0 (Ω) ≤ 1}

segue o resultado.
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No restante do desenvolvimento do texto vamos assumir a seguinte hipótese:

Hipótese 3.9. Suponha válida a Hipótese 2.5 e a Hipótese 2.16, com um ε ∈ (0,∞) fixado. Além

disso, seja Y = L2(Ω)×H−1(Ω).

Proposição 3.10. Seja C,ρ ∈ [0,∞) e a : Ω → R uma função mensurável tal que as aplicações

u 7→ |a|u e a 7→ |a|1/2u

induzem operadores lineares limitados de H1
0 (Ω) em L2(Ω). Suponha que a função f : Ω×R→

R satisfaz a condição C1 Carathéodory e que ∂u f satisfaz a condição (C,ρ,a) de crescimento.

Além disso, suponha que f (·,0)∈ L2(Ω). Se N ≥ 3, assuma também que ρ ≤ (2∗/2)−1. Então

(i) f induz um operador de Nemytskii f̂ : H1
0 (Ω) → L2(Ω) que é Lipschitziano em subcon-

juntos limitados de H1
0 (Ω).

(ii) A primitiva canônica F de f induz um operador de Nemytskii F̂ : H1
0 (Ω)→ L1(Ω). Além

disso, F̂ é Frechet-diferenciável e

DF̂(u)[h] = f̂ (u) ·h, para todo u, h ∈ H1
0 (Ω).

(iii) A aplicação Φ f : Z → Z dada por

Φ f (z) = (0,(1/ε) f̂ (z1)), z = (z1,z2) ∈ Z, (3.15)

é limitada e Lipschitziana em subconjuntos limitados de H1
0 (Ω).

Demonstração. Mostremos que f̂ (u) ∈ L2(Ω) para todo u ∈ H1
0 (Ω). Seja u ∈ H1

0 (Ω). As

hipóteses implicam que |a|u ∈ L2(Ω) e f̂ (0) ∈ L2(Ω). Como 2 ≤ 2(ρ + 1) ≤ 2∗, segue do

Teorema 1.10 que u ∈ L2(ρ+1)(Ω). Uma aplicação da desigualdade (3.8) da Proposição 3.8

implica que f̂ (u) ∈ L2(Ω).

Afirmamos que f̂ : H1
0 (Ω)→ L2(Ω) é Lipschitziana em subconjuntos limitados de H1

0 (Ω).

De fato, sejam C̃1,C̃2 ∈ (0,∞) tais que

||a|u|L2(Ω) ≤ C̃1|u|H1
0 (Ω), para todo u ∈ H1

0 (Ω)

e

||a|1/2u|L2(Ω) ≤ C̃2|u|H1
0 (Ω), para todo u ∈ H1

0 (Ω).
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Sejam R ≥ 0 e u, v ∈ H1
0 (Ω) com |u|H1

0 (Ω) ≤ R e |v|H1
0 (Ω) ≤ R. A desigualdade (3.9) da

Proposição 3.8, com h = v−u, implica que

| f̂ (v)− f̂ (u)|L2(Ω)

≤C|a(v−u)|L2(Ω)+C max(1,2ρ−1)(|u|ρ
L2(ρ+1)(Ω)

+ |v−u|ρ
L2(ρ+1)(Ω)

)|v−u|L2(ρ+1)(Ω)

Como 2 ≤ 2(ρ +1)≤ 2∗, segue do Teorema 1.10 que

| f̂ (v)− f̂ (u)|L2(Ω) ≤ C̃2|u− v|H1
0 (Ω)

+C max(1,2ρ−1)(K
ρ+1

2(ρ+1)
|u|ρ

H1
0 (Ω)

+K
ρ+1

2(ρ+1)
|v−u|ρ

H1
0 (Ω)

)K2(ρ+1)|v−u|H1
0 (Ω)

≤ C̃2|u− v|H1
0 (Ω)+C max(1,2ρ−1)(K

ρ+2

2(ρ+1)
Rρ +K

ρ+2

2(ρ+1)
(Rρ +Rρ))|v−u|H1

0 (Ω)

= (C̃2 +3C max(1,2ρ−1)(K
ρ+2

2(ρ+1)
Rρ)|v−u|H1

0 (Ω)

e, portanto, a demonstração da afirmativa está concluı́da.

Passemos a demonstração de (ii). Notemos que para cada u ∈ H1
0 (Ω), a|u|2 ∈ L1(Ω). Como

f̂ (0) ∈ L2(Ω) e 2 ≤ 2(ρ + 1) ≤ 2∗, o Teorema 1.10 e a desigualdade (3.10) da Proposição 3.8

implicam que F̂(u) ∈ L1(Ω).

Afirmamos que F̂ é Frechet diferenciável e DF̂(u)[h] = f̂ (u) · h. Sejam u, h ∈ H1
0 (Ω).

Teorema 1.10 e a desigualdade (3.12) da Proposição 3.8 implicam que

|F̂(u+h)− F̂(u)− f̂ (u)h|L1(Ω)

≤ (C|ah|L2(Ω)+C max(1,2ρ−1)(|u|ρ
L2(ρ+1)(Ω)

+ |h|ρ
L2(ρ+1)(Ω)

)|h|L2(ρ+1)(Ω))|h|L2(Ω)

≤CC̃1|h|H1
0 (Ω)K2|h|H1

0 (Ω)

+C max(1,2ρ−1)(K
ρ
2(ρ+1)

|u|ρ
H1

0 (Ω)
+K

ρ
2(ρ+1)

|h|ρ
H1

0 (Ω)
)K2(ρ+1)|h|H1

0 (Ω)K2|h|H1
0 (Ω)

=CC̃1K2|h|2H1
0 (Ω)

+C max(1,2ρ−1)(K
ρ
2(ρ+1)

|u|ρ
H1

0 (Ω)
+K

ρ
2(ρ+1)

|h|ρ
H1

0 (Ω)
)K2(ρ+1))K2|h|2H1

0 (Ω)
.

Logo,

|F̂(u+h)− F̂(u)− f̂ (u)h|L1(Ω)

|h|H1
0 (Ω)

→ 0, quando |h|H1
0 (Ω) → 0

e (ii) está demonstrada.

Finalmente para mostrar (iii), notemos que as propriedades de f̂ implicam que a aplicação

Φ f (z) = (0,(1/ε) f̂ (z1)), para (z1,z2)∈ Z, é limitada e Lipschitziana em subconjuntos limitados
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de H1
0 (Ω).

Observação 3.11. Segue da Proposição 2.7 que as hipóteses impostas na função a na

Proposição 3.10 são satisfeitas se, por exemplo, ã ∈ L
p
u(R

N), com p ≥ N.

Assuma a Hipótese 3.9 e as hipóteses do Proposição 3.10. A Proposição 2.17 implica que

B gera um C0-semigrupo {T (t) | t ≥ 0} em Z e a Proposição 3.1 implica que para cada ζ ∈ Z,

existe um ωζ = ωB,Φ f ,ζ ∈ (0,∞] e uma única aplicação contı́nua zζ : [0,ωζ )→ Z tal que

zζ (t) = T (t)ζ +
∫ t

0
T (t − s)Φ f (zζ (s))ds, t ∈ [0,ωζ ).

Escrevendo ζ π f t := zζ (t) para t ∈ [0,ωζ ), obtemos:

Teorema 3.12. π f é um semifluxo local em Z e π f não explode em subconjuntos limitados de

H1
0 (Ω).

Demonstração. O resultado segue da Proposição 3.1.

O semifluxo local π f é o semifluxo gerado pelas soluções da equação da onda amortecida

εutt +α(x)ut +β (x)u−∑
i, j

∂i(ai j(x)∂ ju) = f (x,u), x ∈ Ω, t ∈ [0,∞),

u(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ [0,∞).
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Capı́tulo

4

Existência de atrator global para o problema

da onda amortecida definido em domı́nios

não limitados

Ao final do Capı́tulo 3, definimos o semifluxo local π f gerado pelas soluções da equação da

onda amortecida

εutt +α(x)ut +β (x)u−∑
i, j

∂i(ai j(x)∂ ju) = f (x,u), x ∈ Ω, t ∈ [0,∞),

u(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ [0,∞).

O objetivo deste capı́tulo é apresentar condições para que o semifluxo possua atrator global.

As condições descritas na Hipótese 4.3 implicam que as condições da Proposição 3.10 estejam

satisfeitas e fornecem estimativas de truncamento que nos auxiliam na verificação das hipóteses

da Proposição 1.60.

Na Seção 4.2 apresentamos as estimativas de truncamento, mostramos que π f é um semi-

fluxo global e que as hipóteses (b) e (c) da Proposição 1.60 estão satisfeitas.

Já na Seção 4.3 novas condições serão necessárias para que o semifluxo π f seja assintotica-

mente compacto. Aqui teremos que distinguir o caso subcrı́tico (Hipótese 4.14) e o caso crı́tico

(Hipótese 4.15). A compacidade assintótica é demonstrada no Teorema 4.17 (caso subcrı́tico) e

no Teorema 4.19 (caso crı́tico), concluindo com a existência do atrator global.

Iniciamos o capı́tulo demonstrando um resultado auxiliar.

65
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4.1 Um resultado preliminar

O resultado a seguir será usado para justificar a diferenciação de funcionais definidos ao

longo de soluções da equação de evolução semilinear apresentada no Capı́tulo 3.

Teorema 4.1. Seja Z um espaço de Banach e {T (t) | t ≥ 0} um C0-semigrupo de operadores

lineares em Z com gerador infinitesimal B : D(B) ⊂ Z → Z. Sejam U ⊂ Z aberto, Y espaço

normado e V : U → Y uma função que, como aplicação de Z em Y , é contı́nua em cada ponto

de U e Fréchet diferenciável em cada ponto de U ∩D(B). Além disso, seja W : U ×Z →Y uma

função contı́nua e tal que DV (z)(Bz+w) =W (z,w), para z ∈U ∩D(B) e w ∈ Z. Seja τ ∈ (0,∞)

e I = [0,τ]. Considere z ∈ U, g : I → Z contı́nua e z uma aplicação de I em U tal que, para

t ∈ I,

z(t) = T (t)z+
∫ t

0
T (t − s)g(s)ds.

Então, V ◦ z : I → Y é diferenciável e

(V ◦ z)′(t) =W (z(t),g(t)), para todo t ∈ I.

Demonstração. Defina |z|D(B) := |z|Z + |Bz|Z , z ∈ D(B). Afirmamos que (D(B), | · |D(B)) é um

espaço de Banach. De fato, seja (zn)n sequência de Cauchy em (D(B), | · |D(B)). Mostremos que

esta sequência é convergente em (D(B), | · |D(B)). Para n, m ∈ N temos que

|zn − zm|Z ≤ |zn − zm|D(B) e |Bzn −Bzm|Z ≤ |zn − zm|D(B).

Logo, (zn)n e (Bzn)n são sequências de Cauchy em (Z, | · |Z). Como (Z, | · |Z) é um espaço de

Banach, existem z, z̃ ∈ Z tais que |zn − z|Z → 0 e |Bzn − z̃|Z → 0 quando n → ∞. Por outro lado,

como B é um operador fechado, segue que z ∈ D(B) e Bz = z̃. Como para todo n ∈ N temos

|zn − z|D(B) = |zn − z|Z + |Bzn −Bz|Z

segue que |zn − z|D(B) → 0 quando n → ∞. Portanto, concluı́mos que (zn)n é uma sequência

convergente em (D(B), | · |D(B)).

Para h ∈ (0,∞) e t ∈ I, defina Mh = sup
t∈[0,h]

‖T (t)‖L (Z) e

gh(t) =
1

h

∫ h

0
T (s)g(t)ds.
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Mostremos que gh(t) ∈ D(B) e Bgh(t) =
1

h
(T (h)g(t)− g(t)) para todo h ∈ (0,∞) e t ∈ I. De

fato, fixado t ∈ I, defina xh := gh(t) e x = g(t). Note que

|xh − x|Z =

∣∣∣∣
1

h

∫ h

0
T (σ)xdσ − x

∣∣∣∣
Z

=

∣∣∣∣
1

h

∫ h

0
(T (σ)x− x)dσ

∣∣∣∣
Z

≤ 1

h

∫ h

0
|T (σ)x− x|Zdσ ≤ sup

σ∈[0,h]
|T (σ)x− x|Z.

Logo, xh → x quando h → 0+. Sabendo disso, para cada h ∈ (0,∞) fixado e s < h, temos que

T (s)xh − xh

s
=

1

s

1

h
T (s)

∫ h

0
T (σ)xdσ − 1

s

1

h

∫ h

0
T (σ)xdσ

=
1

sh

∫ h

0
T (s+σ)xdσ − 1

sh

∫ h

0
T (σ)xdσ =

1

sh

∫ s+h

s
T (σ)xdσ − 1

sh

∫ h

0
T (σ)xdσ

=
1

sh

∫ s+h

h
T (σ)xdσ − 1

sh

∫ s

0
T (σ)xdσ =

1

sh

∫ s

0
T (h+σ)xdσ − 1

sh

∫ s

0
T (σ)xdσ

=
1

s

1

h
T (h)

∫ s

0
T (σ)xdσ − 1

s

1

h

∫ s

0
T (σ)xdσ =

1

h
(T (h)− I)

1

s

∫ s

0
T (σ)xdσ

e, portanto,

lim
s→0+

T (s)xh − xh

s
= lim

s→0+

(
1

h
(T (h)− I)

1

s

∫ s

0
T (σ)xdσ

)
=

1

h
(T (h)− I)x.

Logo, gh(t) ∈ D(B) e Bgh(t) =
1

h
(T (h)g(t)−g(t)). Sendo assim temos a função gh : I → D(B)

está bem definida. Além disso, para todo t, t ′ ∈ I, a estimativa

|gh(t)−gh(t
′)|D(B) =

∣∣∣∣
1

h

∫ h

0
T (s)(g(t)−g(t ′))ds

∣∣∣∣
Z

+

∣∣∣∣
1

h
(T (h)(g(t)−g(t ′))− (g(t)−g(t ′))

∣∣∣∣
Z

≤ 1

h

∫ h

0
‖T (s)‖L (Z)|g(t)−g(t ′)|Zds+

1

h
(‖T (h)‖L (Z)|g(t)−g(t ′)|Z + |g(t)−g(t ′)|Z)

≤ Mh|g(t)−g(t ′)|Z +
1

h
(Mh +1)|g(t)−g(t ′)|Z

e a continuidade da função g mostram que gh é contı́nua em I. Mais ainda, afirmamos que

|gh(t)−g(t)|Z → 0 quando h → 0+, uniformemente em I. De fato, suponha que afirmativa não

seja verdadeira. Logo existem ε > 0 e sequências (hm)m em (0,∞) e (tm)m em I tais que hm → 0,

tm → t ∈ I e

|ghm
(tm)−g(tm)|Z ≥ ε, para todo m ∈ N. (4.1)
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Porém, |ghm
(tm)−g(tm)|Z ≤ |ghm

(tm)−g(t)|Z + |g(tm)−g(t)|Z e

|ghm
(tm)−g(t)|Z =

∣∣∣∣
1

hm

∫ hm

0
(T (s)g(tm)−g(t))ds

∣∣∣∣
Z

(4.2)

≤
∣∣∣∣

1

hm

∫ hm

0
T (s)(g(tm)−g(t))ds

∣∣∣∣
Z

+

∣∣∣∣
1

hm

∫ hm

0
(T (s)g(t)−g(t))ds

∣∣∣∣
Z

.

Como hm → 0 quando m → ∞, podemos assumir, tomando uma subsequência se necessário,

que hm ≤ 1, para todo m ∈ N. Logo,

∣∣∣∣
1

hm

∫ hm

0
T (s)(g(tm)−g(t))ds

∣∣∣∣
Z

≤ M1|g(tm)−g(t)|Z → 0, quando m → ∞. (4.3)

Como |T (s)g(t)−g(t)|Z → 0 quando s → 0+, segue que

∣∣∣∣
1

hm

∫ hm

0
(T (s)g(t)−g(t))ds

∣∣∣∣
Z

→ 0, quando m → ∞. (4.4)

Assim, as fórmulas (4.2), (4.3) e (4.4) implicam que |ghm
(tm)− g(tm)|Z → 0 quando m → ∞,

mas isso contradiz (4.1), o que prova a afirmação.

Seja z ∈ U . Como o conjunto D(B) é denso em Z, existe uma sequência (zm)m em D(B)

que converge para z ∈ Z. Sendo U ⊂ Z um conjunto aberto, podemos assumir, tomando uma

subsequência se necessário, que zm ∈ U ∩D(B), para todo m ∈ N. Seja (hm)m uma sequência

em (0,∞) tal que hm → 0 quando m → ∞. Para cada m ∈ N e t ∈ I, defina

zm(t) = T (t)zm +
∫ t

0
T (t − s)ghm

(s)ds.

Afirmamos que zm(t) ∈ D(B) para todo t ∈ I, zm : I → D(B) é contı́nua e diferenciável. De fato,

temos que ghm
é contı́nua em I com ghm

(t)∈D(B) para todo t ∈ I. Mostremos que Bghm
também

é contı́nua em I. De fato, dados t, t ′ ∈ I temos

|Bghm
(t)−Bghm

(t ′)|Z =

∣∣∣∣
1

hm
(T (hm)g(t)−g(t))− 1

hm
(T (hm)g(t

′)−g(t ′))

∣∣∣∣
Z

=
1

hm
|(T (hm)g(t)−g(t))− (T (hm)g(t

′)−g(t ′))|Z

=
1

hm
|T (hm)(g(t)−g(t ′))− (g(t)−g(t ′))|Z.

≤ 1

hm
‖T (hm)‖L (Z)|g(t)−g(t ′)|Z +

1

hm
|g(t)−g(t ′)|Z

≤ 1

hm
(Mhm

+1)|g(t)−g(t ′)|Z.
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A continuidade da função g e a estimativa acima implicam a continuidade de Bghm
. Logo, uma

aplicação do Teorema 2.1 implica que zm(t) é solução do problema de Cauchy

z′m(t) = Bzm +ghm
(t), e zm(0) = zm

e a afirmativa é uma consequência do Teorema 2.1.

Para concluir a demonstração do resultado, notemos que pelo o que já foi provado até agora,

temos que |zm(t)− z(t)|Z → 0 quando m → ∞, uniformemente em I. De fato, sejam m ∈ N e

t ∈ I. Temos

|zm(t)− z(t)|Z =

∣∣∣∣T (t)(zm − z)+
∫ t

0
T (t − s)(ghm

(s)−g(s))ds

∣∣∣∣
Z

≤ Mτ |zm − z|Z +
∫ t

0
‖T (t − s)‖L (Z)|ghm

(s)−g(s)|Zds

≤ Mτ |zm − z|Z +Mττ sup
s∈[0,τ]

|ghm
(s)−g(s)|Z

o que implica que |zm(t)− z(t)|Z → 0 quando m → ∞, uniformemente em I. Logo, existe um

m0 ∈N tal que zm(t) ∈U ∩D(B) para todo m ≥ m0 e todo t ∈ I. Além disso, as hipóteses sobre

a aplicação V e W e o que já provamos implicam que |(V ◦ zm)(t)− (V ◦ z)(t)|Y → 0 quando

m → ∞, uniformemente em I. Além disso, para cada m ∈ N e t ∈ I temos

(V ◦ zm)
′(t) = DV (zm(t))(Bzm(t)+ghm

(t)) =W (zm(t),ghm
(t)).

Logo, |W (zm(t),ghm
(t))−W (z(t),g(t))|Y → 0 quando m → ∞, uniformemente em I. Portanto,

V ◦ z é diferenciável em Y e (V ◦ z)′(t) = W (z(t),g(t)), para t ∈ I. A demonstração está com-

pleta.

4.2 Estimativas de truncamento

Nesta seção mostraremos que a Hipótese 4.3, juntamente como as estimativas de trunca-

mento (ver Teorema 4.9), implicam que o semifluxo π f é global. Também mostraremos que

todo subconjunto limitado de X é u-limitado e que existe um conjunto limitado B0 em X com a

propriedade que para todo x ∈ X existe um tx ∈ [0,∞) tal que xπtx ∈ B0. Ou seja, provaremos

que as hipóteses (b) e (c) da Proposição 1.60 são válidas.
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Proposição 4.2. Seja γ : RN → [0,1] uma função de classe C1 tal que

sup
x∈RN

(|γ(x)|2 + |∇γ(x)|2)< ∞.

Defina γ = γ2. Assuma as hipóteses e notações da Proposição 3.10. Fixe δ ∈ (0,∞) e defina as

funções V =Vγ : Z → R e V ∗ =V ∗
γ : Z → R por

V (z) =
1

2

∫

Ω
γ(x)Ψz(x)dx e V ∗(z) =

∫

Ω
γ(x)F(x,z1(x))dx

para z = (z1,z2) ∈ Z, onde

Ψz(x) = ε|δ z1(x)+ z2(x)|2 +(A∇z1)(x) ·∇z1(x)+(β (x)−δα(x)+δ 2ε)|z1(x)|2,

para z = (z1,z2)∈ Z e x ∈ Ω. Sejam τ0 ∈ (0,∞), I = [0,τ0] e z : I → Z uma solução de π f . Então

as funções V ◦ z e V ∗ ◦ z são diferenciáveis e, para t ∈ I,

(V ◦ z)′(t) =
∫

Ω
γ(x)(ε(δ z1 + z2)(δ z2 − (1/ε)α(x)z2 +(1/ε) f (x,z1(t)(x))))dx (4.5)

+
∫

Ω
γ(x)((−δα(x)+δ 2ε)z1z2 −δβ (x)z1z2)dx

−δ

∫

Ω
γ(x)(A∇(z1)) ·∇z1dx−

∫

Ω
(δ z1 + z2)(A∇γ) ·∇z1dx,

(V ∗ ◦ z)′(t) =
∫

Ω
γ(x) f (x,z1(t)(x))z2(t)(x)dx (4.6)

e

(V ◦ z)′(t)+2δ (V ◦ z)(t) =
∫

Ω
γ(x)(2δε −α(x))(δ z1 + z2)

2dx (4.7)

+
∫

Ω
γ(x)(δ z1 + z2) f (x,z1(t)(x))dx−

∫

Ω
(δ z1 + z2)(A∇γ) ·∇z1dx.

Demonstração. Notemos que as funções V e V ∗ estão bem definidas. Além disso, afirmamos

que V e V ∗ são Fréchet-diferenciáveis em Z. De fato, considere as seguintes funções

A(z) = (1/2)
∫

Ω
γ(x)ε|δ z1(x)+ z2(x)|2dx, z = (z1,z2) ∈ Z,

B(z) = (1/2)
∫

Ω
γ(x)(A∇z1)(x) ·∇z1(x)dx, z = (z1,z2) ∈ Z,

C(z) = (1/2)
∫

Ω
γ(x)(β (x)−δα(x)+δ 2ε)|z1(x)|2dx, z = (z1,z2) ∈ Z.

Logo, V (z) = A(z)+B(z)+C(z), z ∈ Z. Notemos que as funções A, B e C são composições de
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funções Frechet-diferenciáveis em Z e, portanto, a aplicação V é Frechet-diferenciável em Z.

Além disso,

DA(z)[ξ ] =
1

2

∫

Ω
γ(x)ε2(δ z1(x)+ z2(x))(δξ1(x)+ξ2(x))dx

=
∫

Ω
γ(x)ε(δ z1(x)+ z2(x))(δξ1(x)+ξ2(x))dx,

DB(z)[ξ ] =
1

2

∫

Ω
γ(x)2(A∇z1)(x) ·∇ξ1(x)dx =

∫

Ω
γ(x)(A∇z1)(x) ·∇ξ1(x)dx,

DC(z)[ξ ] =
1

2

∫

Ω
γ(x)(β (x)−δα(x)+δ 2ε)2(z1(x))ξ1(x)dx

=
∫

Ω
γ(x)(β (x)−δα(x)+δ 2ε)(z1(x))ξ1(x)dx,

onde z = (z1,z2) ∈ Z e ξ = (ξ1,ξ2) ∈ Z. Obtemos que

DV (z)[ξ ] =
∫

Ω
γ(x)(ε(δ z1(x)+ z2(x))(δξ1(x)+ξ2(x))+(A(x)∇z1(x)) ·∇ξ1(x))dx

+
∫

Ω
γ(x)((β (x)−δα(x)+δ 2ε)z1(x)ξ1(x))dx, z = (z1,z2) ∈ Z e ξ = (ξ1,ξ2) ∈ Z.

Analogamente, mostramos que V ∗ é uma aplicação Frechet-diferenciável em Z e

DV ∗(z)[ξ ] =
∫

Ω
γ(x) f (x,z1(x))ξ1(x)dx, z = (z1,z2) ∈ Z e ξ = (ξ1,ξ2) ∈ Z.

Em particular, para z = (z1,z2) ∈ D(B) e w = (w1,w2) ∈ Z, obtemos,

DV (z)[Bz+w] =
∫

Ω
γ(x)ε(δ z1 + z2)δ (z2 +w1)dx

+
∫

Ω
γ(x)ε(δ z1 + z2)(−(1/ε)α(x)z2 +(1/ε)(Lz1 −β (x)z1)+w2)dx

+
∫

Ω
γ(x)

(
(A∇z1) ·∇(z2 +w1)+(β (x)−δα(x)+δ 2ε)z1(z2 +w1)

)
dx,

DV ∗(z)[Bz+w] =
∫

Ω
γ(x) f (x,z1)(z2 +w1)dx.

Observe que nas fórmulas acima omitimos o argumento x em algumas das expressões. Notemos

que

DV (z)[Bz+w] =
∫

Ω
γ(x)ε(δ z1 + z2)(δ (z2 +w1)− (1/ε)α(x)z2 +w2)dx

+
∫

Ω
γ(x)(δ z1 + z2)(Lz1 −β (x)z1)dx

+
∫

Ω
γ(x)((A∇z1) ·∇w1 +(β (x)−δα(x)+δ 2ε)z1(z2 +w1))dx+

∫

Ω
γ(x)(A∇z1) ·∇z2)dx.
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A igualdade (2.11) implica que

∫

Ω
γ(x)(δ z1 + z2)(Lz1 −β (x)z1)dx =−

∫

Ω
A∇z1 ·∇(γ(x)(δ z1 + z2))dx

−
∫

Ω
β (x)z1γ(x)(δ z1 + z2)dx

=−
∫

Ω
γ(x)A∇(δ z1 + z2) ·∇z1dx−

∫

Ω
(δ z1 + z2)(A∇γ) ·∇z1dx

−
∫

Ω
γ(x)(δ z1 + z2)β (x)z1dx.

Além disso

−
∫

Ω
γ(x)A∇(δ z1 + z2) ·∇z1dx−

∫

Ω
(δ z1 + z2)(A∇γ) ·∇z1dx+

∫

Ω
γ(x)(A∇z1) ·∇z2)dx

=−
∫

Ω
γ(x)(A∇(δ z1)) ·∇z1dx−

∫

Ω
(δ z1 + z2)(A∇γ) ·∇z1dx.

Portanto,

DV (z)[Bz+w] =
∫

Ω
γ(x)ε(δ z1 + z2)(δ (z2 +w1)− (1/ε)α(x)z2 +w2)dx

+
∫

Ω
γ(x)

(
(A∇z1) ·∇w1 +(−δα(x)+δ 2ε)z1(z2 +w1)+β (x)(z1w1 −δ z1z1)

)
dx

−
∫

Ω
γ(x)(A∇(δ z1)) ·∇z1dx−

∫

Ω
(δ z1 + z2)(A∇γ) ·∇z1dx.

Defina agora as aplicações W : Z ×Z → R e W ∗ : Z ×Z → R por

W (z,w) =
∫

Ω
γ(x)(ε(δ z1 + z2)(δ (z2 +w1)+(−(1/ε)α(x)z2 +w2))dx

+
∫

Ω
γ(x)((A∇z1) ·∇w1 +(−δα(x)+δ 2ε)z1(z2 +w1))+β (x)(z1w1 −δ z1z1))dx

−
∫

Ω
γ(x)(A∇(δ z1)) ·∇z1dx−

∫

Ω
(δ z1 + z2)(A∇γ) ·∇z1dx,

W ∗(z,w) =
∫

Ω
γ(x) f (x,z1)(z2 +w1)dx

para (z,w) ∈ Z ×Z com z = (z1,z2) e w = (w1,w2). Em particular para w1 = 0, obtemos

W (z,w) =
∫

Ω
γ(x)(ε(δ z1 + z2)(δ z2 +(−(1/ε)α(x)z2 +w2)) (4.8)

+
∫

Ω
γ(x)((−δα(x)+δ 2ε)z1z2 −δβ (x)z1z1)dx

−
∫

Ω
γ(x)(A∇(δ z1)) ·∇z1dx−

∫

Ω
(δ z1 + z2)(A∇γ) ·∇z1dx,

W ∗(z,w) =
∫

Ω
γ(x) f (x,z1)z2dx. (4.9)
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Afirmamos que as aplicações W e W ∗ são contı́nuas de Z ×Z. De fato, sejam (z,w), (z̃, w̃) ∈
Z ×Z. Temos que

|W ∗(z,w)−W ∗(z̃, w̃)| ≤
∫

Ω
γ(x)| f (x,z1(x))z2 − f (x, z̃1(x))z̃2|dx

≤
∫

Ω
γ(x)| f (x,z1(x))− f (x, z̃1(x))||z2 +w1|dx

+
∫

Ω
γ(x)| f (x, z̃1(x))||(z2 − z̃2)+(w1 − w̃1|dx,

onde z = (z1,z2), z̃ = (z̃1, z̃2), w = (w1,w2) e w̃ = (w̃1, w̃2). A hipótese imposta na função

γ e a Proposição 3.6 implicam a continuidade da aplicação W ∗. Analogamente, utilizando a

Hipótese 2.5 e a Proposição 3.8, mostramos a continuidade da aplicação W . A afirmativa está

demonstrada.

Sejam τ0 ∈ (0,∞), I = [0,τ0] e z : I → Z uma solução de π f . O Teorema 4.1 e as fórmulas

(4.8) e (4.9) implicam as igualdades (4.5) e (4.6). Para concluir a demonstração da proposição,

verifiquemos que a igualdade em (4.7) é válida. De fato,

(V ◦ z)′(t)+2δ (V ◦ z)(t) =
∫

Ω
γ(x)(ε(δ z1 + z2)(δ z2 +(−(1/ε)α(x)z2 +(1/ε) f (x,z1))dx

+
∫

Ω
γ(x)((−δα(x)+δ 2ε)z1z2 −δβ (x)z1z1))dx−

∫

Ω
γ(x)δ (A∇z1) ·∇z1dx

−
∫

Ω
(δ z1 + z2)(A∇γ) ·∇z1dx

+2δ
1

2

∫

Ω
γ(x)ε|δ z1 + z2|2 +(A∇z1) ·∇z1 +(β (x)−δα(x)+δ 2ε)|z1|2dx

=
∫

Ω
γ(x)(δ z1 + z2) f (x,z1(t)(x))dx−

∫

Ω
(δ z1 + z2)(A∇γ) ·∇z1dx

+
∫

Ω
γ(x)δ (εδ −α(x))z1z2dx+

∫

Ω
γ(x)(εδ −α(x))|z2|2dx

+δ

∫

Ω
γ(x)(−α(x)+δε)z1z2dx−

∫

Ω
γ(x)δβ (x)|z1|2dx

−δ

∫

Ω
γ(x)(A∇z1) ·∇z1dx+δ

∫

Ω
γ(x)ε|δ z1 + z2|2dx

+δ

∫

Ω
γ(x)(A∇z1) ·∇z1dx+δ

∫

Ω
γ(x)β (x)|z1|2dx+δ 2

∫

Ω
γ(x)(−α(x)+δε)|z1|2dx

=
∫

Ω
γ(x)(δ z1 + z2) f (x,z1(t)(x))dx−

∫

Ω
(δ z1 + z2)(A∇γ) ·∇z1dx

+
∫

Ω
γ(x)(εδ −α(x))(|δ z1|2 +2δ z1z2 + |z2|2)dx+ εδ

∫

Ω
γ(x)(δ z1 + z2)

2dx

=
∫

Ω
γ(x)(δ z1 + z2) f (x,z1(t)(x))dx−

∫

Ω
(δ z1 + z2)(A∇γ) ·∇z1dx

+
∫

Ω
γ(x)(δ z1 + z2)

2(2εδ −α(x))dx.
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A demonstração está completa.

Considere as seguintes hipóteses adicionais:

Hipótese 4.3. (a) α0 > 0;

(b) C,ρ,τ ∈ [0,∞) e µ ∈ (0,∞) são constantes e c : Ω → R é uma função com c ∈ L1(Ω). Se

N ≥ 3, então ρ ≤ (2∗/2)−1;

(c) a : Ω → R é uma função mensurável tal que u 7→ |a|u e u 7→ |a|1/2u induzem operadores

lineares limitados de H1
0 (Ω) em L2(Ω);

(d) f : Ω×R→ R satisfaz a condição C1-Carathéodory;

(e) F é a primitiva canônica de f ;

(f) ∂u f satisfaz a condição de (C,ρ,a) de crescimento;

(g) | f (·,0)|L2(Ω) ≤ τ;

(h) f (x,u)u−µF(x,u)≤ c(x) e F(x,u)≤ c(x) para quase todo x ∈ Ω e para todo u ∈ R.

A condição (h) na Hipótese 4.3 é uma condição de dissipatividade que implicará a existência

de atratores globais para o problema estudado. O próximo lema apresenta uma condição sufici-

ente para a hipótese de dissipatividade (h).

Na demonstração do lema a seguir utilizaremos o seguinte fato:

Observação 4.4. Seja h : R→ R uma função contı́nua e não crescente. Então

h(u)u ≤
∫ u

0
h(s)ds, para todo u ∈ R.

Lema 4.5. Seja f : Ω×R → R uma função satisfazendo a condição C0 Carathéodory e seja

F a canônica primitiva de f . Sejam ν , γ ∈ (1,∞) constantes e D ∈ L1(Ω) uma função com

D(x)> 0 para todo x ∈ Ω e suponha que

F(x,u)≤ D(x) para todo x ∈ Ω e todo u ∈ R.

Assuma também que a função u 7→ (γD(x)−F(x,u))ν seja convexa para quase todo x ∈ Ω.

Defina

µ = (1/ν) e c(x) = max(1,γν(γ −1)1−νν−1)D(x), x ∈ Ω.

Então f (x,u)u−µF(x,u)≤ c(x) e F(x,u)≤ c(x) para quase todo x ∈ Ω e todo u ∈ R.
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Demonstração. Defina G(x,u) = −(γD(x)−F(x,u))ν para x ∈ Ω e u ∈ R. A convexidade da

função u 7→ (γD(x)−F(x,u))ν implica que u 7→ ∂uG(x,u) = ν f (x,u)(γD(x)−F(x,u))ν−1 é

uma função não-crescente e contı́nua para quase todo x ∈ Ω. A desigualdade da Observação 4.4

implica que para quase todo x ∈ Ω e todo u ∈ R,

ν f (x,u)(γD(x)−F(x,u))ν−1u ≤ G(x,u)−G(x,0) =−(γD(x)−F(x,u))ν +(γD(x))ν .

Como F(x,u)≤ D(x), segue que

F(x,u)≤ max(1,γν(γ −1)1−νν−1)D(x) para quase todo x ∈ Ω e todo u ∈ R.

Além disso, para quase todo x ∈ Ω e todo u ∈ R, temos γD(x)−F(x,u)≥ (γ −1)D(x)> 0 e

ν f (x,u)u ≤−(γD(x)−F(x,u))+(γD(x))ν((γ −1)D(x))1−ν

≤ F(x,u)+ γν(γ −1)1−νD(x).

Portanto, para quase todo x ∈ Ω e todo u ∈ R temos

f (x,u)u−ν−1F(x,u)≤ γν(γ −1)1−νν−1D(x),

o que conclui a demonstração.

Observação 4.6. Uma função f : Ω×R→R tal que sua canônica primitiva de F seja F(x,u)=

−D(x)e−u, x ∈Ω e u∈R, onde D∈ L1(Ω) com D(x)> 0 para todo x ∈Ω, satisfaz as condições

do Lema 4.5. Outro exemplo, é F(x,u) =−|u|2r +D(x), x ∈ Ω e u ∈R, onde 0 ≤ r ≤ (ρ +2)/2

e D ∈ L1(Ω) com D(x)> 0 para todo x ∈ Ω.

Fixe uma função ϑ : R→ [0,1] de classe C∞ com ϑ(s) = 0 se s ∈ (−∞,1] e ϑ(s) = 1 para

s ∈ [2,∞). Defina ϑ := ϑ
2
. Para k ∈N, sejam ϑ k : RN →R e ϑk : RN →R as funções definidas

por

ϑ k(x) = ϑ(|x|2/k2) e ϑk(x) = ϑ(|x|2/k2), x ∈ R
N .

Observação 4.7. Segue que para cada k ∈N, as funções ϑk e ϑ k são nulas na bola fechada de

centro na origem e raio k e constante igual a 1 fora da bola fechada de centro na origem e raio√
2k.

A propriedade da diferenciação do produto de funções em H1(Ω) (ver Proposição 1.6) im-

plica que

Lema 4.8. Para todo u ∈ H1(Ω)∩L∞(Ω), γu ∈ H1(Ω)∩L∞(Ω) e ∇(γu) = γ(∇u)+(∇γ)u.
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O próximo resultado apresenta as estimativas de truncamento que auxilirão na demonstração

do Teorema 4.12.

Teorema 4.9. Assuma a Hipótese 3.9 e a Hipótese 4.3. Escolha δ e ν em (0,∞) com

ν ≤ min(1,µ/2), λ1 −δα1 > 0 e α0 −2δε ≥ 0. (4.10)

Então existe uma constante c′ ∈ [0,∞) e para todo R ∈ [0,∞), existe uma constante M′ = M′
R

tal que para todo τ0 ∈ [0,∞) e toda solução z(·) de π f em I = [0,τ0] com |z(0)|Z ≤ R temos

∫

Ω
((ε/2)|z2(t)(x)|2 +(A(x)∇z1(t)(x)) ·∇z1(t)(x) (4.11)

+(β (x)−δα(x))|z1(t)(x)|2)dx ≤ c′+M′e−2δνt , para t ∈ I.

Se |z(t)|Z ≤ R, para todo t ∈ I, então para cada k ∈ N existe uma constante ck = ck,R ∈ [0,∞)

tal que ck → 0 quando k → ∞ e

∫

Ω
ϑk(x)((ε/2)|z2(t)(x)|2 +(A(x)∇z1(t)(x)) ·∇z1(t)(x) (4.12)

+(β (x)−δα(x))|z1(t)(x)|2)dx ≤ ck +M′e−2δνt , para k ∈ N e t ∈ I.

Para demonstrar o Teorema 4.9 necessitamos do seguinte lema auxiliar.

Lema 4.10. Assuma as hipóteses do Teorema 4.9. Sejam γ , γ , V = Vγ e V ∗ = V ∗
γ como na

Proposição 4.2. Para todo z ∈ Z, defina s(z) = sγ(z) por

s(z)(x) =−2γ(x)z1(x)(A(x)∇γ(x)) ·∇z1(x)−|z1(x)|2(A(x)∇γ(x)) ·∇γ(x), x ∈ Ω.

Dado τ0 ∈ [0,∞) e dada uma solução z(·) de π f definida em I = [0,τ0], considere

η(t) = ηγ(t) =V (z(t))−V ∗(z(t)), t ∈ I.

Então, para t ∈ I,

η ′(t)+2δνη(t)≤ δ (µ −2ν +1)
∫

Ω
γ(x)c(x)dx (4.13)

−
∫

Ω
(δ z1 + z2)(A∇γ) ·∇z1dx−δ (1−ν)

∫

Ω
s(z(t))(x)dx.
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Demonstração. Segue Lema 4.8 que para todo z = (z1,z2) ∈ Z e x ∈ Ω

(A(x)∇(γz1)(x)) ·∇(γz1)(x) = |γ(x)|2(A(x)∇z1(x)) ·∇z1(x)

+2γ(x)z1(x)(A(x)∇γ(x)) ·∇z1(x)+ |z1(x)|2(A(x)∇γ(x)) ·∇γ(x)

= |γ(x)|2(A(x)∇z1(x)) ·∇z1(x)− s(z)(x).

Esta igualdade e a definição de V implicam para todo z = (z1,z2) ∈ Z que

2V (z) =
∫

Ω
γ(x)(ε|δ z1(x)+ z2(x)|2 +(A∇z1)(x) ·∇z1(x)+(β (x)−δα(x)+δ 2ε)|z1(x)|2)dx

≥
∫

Ω
γ(x)((A(x)∇z1(x)) ·∇z1(x)+(β (x)−δα(x))|z1(x)|2)dx

=
∫

Ω
((A(x)∇(γz1)(x) ·∇(γz1)(x)+

∫

Ω
β (x)|(γz1)(x)|2dx−

∫

Ω
δα(x)|(γz1)(x)|2dx

+
∫

Ω
s(z)(x)dx ≥ (λ1 −δα1)|γz1|2L2(Ω)+

∫

Ω
s(z)(x)dx.

Como (λ1 −δα1)> 0, temos que

2V (z)≥
∫

Ω
s(z)(x)dx, para todo z ∈ Z. (4.14)

Seja τ0 ∈ [0,∞) e seja z(·) = (z1(·),z2(·)) uma solução de π f definida em I = [0,τ0]. A desi-

gualdade (4.14) implica que

(V ◦ z)′(t)+2δν(V ◦ z)(t) = (V ◦ z)′(t)+2δν(V ◦ z)(t)+2δ (V ◦ z)(t)−2δ (V ◦ z)(t)

= (V ◦ z)′(t)+2δ (V ◦ z)(t)−δ (1−ν)2(V ◦ z)(t)

≤ (V ◦ z)′(t)+2δ (V ◦ z)(t)−δ (1−ν)
∫

Ω
s(z(t))(x)dx.

Como 2δε −α0 < 0, segue que

(V ◦ z)′(t)+2δν(V ◦ z)(t)+δ (1−ν)
∫

Ω
s(z(t))(x)dx ≤ (V ◦ z)′(t)+2δ (V ◦ z)(t)

≤ (2δε −α0)
∫

Ω
γ(x)(δ z1(t)+ z2(t))

2dx

+
∫

Ω
γ(x)(δ z1(t)+ z2(t)) f (x,z1(t)(x))dx−

∫

Ω
(δ z1(t)+ z2(t))(A∇γ) ·∇z1(t)dx

≤ δ

∫

Ω
γ(x)z1(t) f (x,z1(t)(x))dx+

∫

Ω
γ(x)z2(t) f (x,z1(t)(x))dx

−
∫

Ω
(δ z1(t)+ z2(t))(A∇γ) ·∇z1dx
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e temos

(V ◦ z)′(t)+2δν(V ◦ z)(t)+δ (1−ν)
∫

Ω
s(z(t))(x)dx

≤ δ

∫

Ω
γ(x)(µF(x,z1(t)(x))+ c(x))dx−2δν(V ∗ ◦ z)(t)

+2δν(V ∗ ◦ z)(t)+(V ∗ ◦ z)′(t)−
∫

Ω
(δ z1(t)+ z2(t))(A∇γ) ·∇z1(t)dx =: S∗.

Ou seja, obtemos que

(V ◦ z)′(t)+2δν(V ◦ z)(t)+ δ (1−ν)
∫

Ω
s(z(t))(x)dx ≤ S∗, para todo t ∈ I.

Logo para concluir a demonstração da desigualdade (4.13), basta mostrar que

S∗ ≤ δ (µ −2ν +1)
∫

Ω
γ(x)c(x)dx+2δν(V ∗ ◦ z)(t)+(V ∗ ◦ z)′(t) (4.15)

−
∫

Ω
(δ z1(t)+ z2(t))(A∇γ) ·∇z1(t)dx.

De fato, com F(x,z1(t)(x))≤ c(x) para quase todo x ∈ Ω e todo t ∈ I, temos

S∗ = δ (µ −2ν)
∫

Ω
γ(x)F(x,z1(t)(x))dx+δ

∫

Ω
γ(x)c(x)dx

+2δν(V ∗ ◦ z)(t)+(V ∗ ◦ z)′(t)−
∫

Ω
(δ z1(t)+ z2(t))(A∇γ) ·∇z1(t)dx

≤ δ (µ −2ν +1)
∫

Ω
γ(x)c(x)dx

+2δν(V ∗ ◦ z)(t)+(V ∗ ◦ z)′(t)−
∫

Ω
(δ z1(t)+ z2(t))(A∇γ) ·∇z1(t)dx,

o que demonstra (4.15) e finaliza a prova do lema.

Observação 4.11. Recordemos que para r,s ∈ R temos que |r|2 = |(r + s)+ (−s)|2 ≤ 2(|r +
s|2 + |s|2) e, portanto, |r + s|2 ≥ (1/2)|r|2 − |s|2. Este fato será utilizado na próxima

demonstração.

Demonstração do Teorema 4.9. Seja τ0 ∈ [0,∞) arbitrário e seja z(·) = (z1(·),z2(·)) uma

solução arbitrária de π f em I = [0,τ0], com |z(0)|Z ≤ R. Considere γ = γ ≡ 1 da Proposição 4.2.

Segue que sγ(z(t)) ≡ 0 para todo t ∈ I (a definição da função sγ é dada no Lema 4.10). Segue

do Lema 4.10 que

η ′(t)+2δνη(t)≤ c, para todo t ∈ I, (4.16)

onde c = δ (µ −2ν +1)
∫

Ω
c(x)dx. Derivando a função t 7→ η(t)e2δνt , t ∈ I, e usando a desi-
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gualdade (4.16) obtemos

d

dt
η(t)e2δνtdt = η ′(t)e2δνt +2δνη(t)e2δνt = (η ′(t)+2δνη(t))e2δνt ≤ ce2δνt , t ∈ I.

Logo,

η(t)e2δνt −η(0)≤ c

2δν
[e2δνt −1], t ∈ I,

ou seja,

η(t)≤ c

2δν
[1− e−2δνt ]+η(0)e−2δνt , t ∈ I.

Seja C2 ∈ (0,∞) uma constante tal que

|u|Lρ+2(Ω) ≤C2|u|H1
0 (Ω), para todo u ∈ H1

0 (Ω).

Como os operadores de H1
0 (Ω) em L2(Ω) induzidos por u 7→ |β |1/2u, respectivamente u 7→

|a|1/2u, são limitados, temos que existem constantes Lβ ∈ (0,∞), respectivamente La ∈ (0,∞)

tais que

||β |1/2u|L2(Ω) ≤ Lβ |u|H1
0 (Ω), para todo u ∈ H1

0 (Ω)

e

||a|1/2u|L2(Ω) ≤ La|u|H1
0 (Ω), para todo u ∈ H1

0 (Ω).

Como |z(0)|Z ≤ R, a Proposição 3.8 implica que

|η(0)|= |V (z(0))−V ∗(z(0))| ≤ |V (z(0))|+ |V ∗(z(0))| (4.17)

≤ 1

2
(2δ 2εR2 +2εR2 +a1R2 +(L2

β +δ 2ε)R2)

+C(L2
aR2/2+(C2)

ρ+2Rρ+2/(ρ +2))+Rτ =: M.

As definições das funções V e V ∗ e as hipóteses sobre a função F implicam que para todo t ∈ I,

1

2

∫

Ω
(ε|δ z1(t)(x)+ z2(t)(x)|2 +(A(x)∇z1(t)(x)) ·∇z1(t)(x))dx (4.18)

+
1

2

∫

Ω
(β (x)−δα(x)+δ 2ε)|z1(t)(x)|2dx

≤ c

2δν
[1− e−2δνt ]+Me−2δνt +V ∗(z(t))

≤ c

2δν
[1− e−2δνt ]+Me−2δνt +

∫

Ω
c(x)dx,

onde z(t) = (z1(t),z2(t)) ∈ Z e t ∈ I. Utilizando em (4.18) a desiguldade da Observação 4.11
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com r = z2(t)(x) e s = δ z1(t)(x), obtemos

1

2

∫

Ω
((ε/2)|z2(t)(x)|2 +(A(x)∇z1(t)(x)) ·∇z1(t)(x)+(β (x)−δα(x))|z1(t)(x)|2)dx

≤ c

2δν
[1− e−2δνt ]+Me−2δνt +

∫

Ω
c(x)dx.

Defina

c′ = 2

[
c

2δν
+
∫

Ω
c(x)dx

]
e M′ = 2M. (4.19)

Obtemos facilmente a desigualde (4.11).

Suponha agora |z(t)|Z ≤ R, para todo t ∈ I. Seja k ∈N arbitrário e defina Vk =Vγk
, V ∗

k =V ∗
γk

,

sk(z)(x) = sγk
(z)(x) e ηk(t) = ηγk

(t), onde γk = ϑ k e γk = ϑk. Como

∇ϑk(x) =
2

k2
ϑ ′
( |x|2

k2

)
x e ∇ϑ k(x) =

2

k2
ϑ
′
( |x|2

k2

)
x, x ∈ Ω,

temos que

sup
x∈Ω

|∇ϑk(x)| ≤Cϑ/k e sup
x∈Ω

|∇ϑ k(x)| ≤Cϑ/k, (4.20)

onde Cϑ = 2
√

2supy∈R |ϑ ′(y)| e Cϑ = 2
√

2supy∈R |ϑ
′
(y)|. Afirmamos que

−
∫

Ω
(δ z1 + z2)(A∇ϑk) ·∇z1dx ≤ N2a1(Cϑ/k)(δR+R)R (4.21)

e

−δ (1−ν)
∫

Ω
sk(z(t))(x)dx ≤ a1δ (1−ν)(2N2Cϑ/k+C2

ϑ
/k2)R2. (4.22)

De fato, notemos que

−
∫

Ω
(δ z1 + z2)(A∇ϑk) ·∇z1dx ≤

∫

Ω
|(δ z1 + z2)(A∇ϑk) ·∇z1|dx.

Segue do Lema 2.6 e da primeira desigualdade em (4.20) que

|(δ z1 + z2)(A∇ϑk) ·∇z1|=
∣∣∣∣∣(δ z1 + z2)

N

∑
i=1

(
N

∑
j=1

ai j
∂ϑk

∂x j

)
∂ z1

∂xi

∣∣∣∣∣

≤ |δ z1 + z2|
N

∑
i=1

(
N

∑
j=1

ai j

∣∣∣∣
∂ϑk

∂x j

∣∣∣∣

)∣∣∣∣
∂ z1

∂xi

∣∣∣∣≤ a1|δ z1 + z2|
N

∑
i=1

(
N

∑
j=1

∣∣∣∣
∂ϑk

∂x j

∣∣∣∣

)∣∣∣∣
∂ z1

∂xi

∣∣∣∣

≤ Na1

Cϑ

k
|δ z1 + z2|

N

∑
i=1

∣∣∣∣
∂ z1

∂xi

∣∣∣∣ .
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Logo,

−
∫

Ω
(δ z1 + z2)(A∇ϑk) ·∇z1dx ≤ Na1

Cϑ

k

N

∑
i=1

∫

Ω
|δ z1 + z2|

∣∣∣∣
∂ z1

∂xi

∣∣∣∣dx

≤ Na1

Cϑ

k
|δ z1 + z2|L2(Ω)

N

∑
i=1

∣∣∣∣
∂ z1

∂xi

∣∣∣∣
L2(Ω)

≤ N2a1

Cϑ

k
|δ z1 + z2|L2(Ω)|z1|H1(Ω)

≤ N2a1

Cϑ

k
(δR+R)R,

o que mostra a desigualdade (4.21). Para demonstrar a desigualdade (4.22) recordemos que

sk(z)(x) =−2ϑ k(x)z1(x)(A(x)∇ϑ k(x)) ·∇z1(x)−|z1(x)|2(A(x)∇ϑ k(x)) ·∇ϑ k(x), x ∈ Ω.

Portanto

−δ (1−ν)
∫

Ω
sk(z(t))(x)dx =−2δ (1−ν)

∫

Ω
ϑ k(x)z1(t)(x)(A(x)∇ϑ k(x)) ·∇z1(t)(x)dx

−δ (1−ν)
∫

Ω
|z1(t)(x)|2(A(x)∇ϑ k(x)) ·∇ϑ k(x)dx.

Para obter a desigualdade (4.22), na primeira integral usamos um argumento similar ao utili-

zado para demonstrar a desigualdade (4.21) e na segunda integral utilizamos a desigualdade da

Hipótese 2.5(a).

Defina agora

ξk = δ (µ −2ν +1)
∫

Ωk

|c(x)|dx+N2a1(Cϑ/k)(δR+R)R+a1δ (1−ν)(2N2Cϑ/k+C2
ϑ
/k2)R2,

onde Ωk = {x ∈ Ω | |x| ≥ k}. Notemos que ξk → 0 quando k → ∞. Segue do Lema 4.10 que

para cada k ∈ N

η ′
k +2δνηk(t)≤ ξk. (4.23)

Derivando a função t 7→ ηk(t)e
2δνt e utilizando um argumento similar ao usado anteriormente,

segue da desigualdade (4.23) que

ηk(t)≤
1

2δν
ξk[1− e−2δνt ]+ηk(0)e

−2δνt , para t ∈ I, k ∈ N.

Como em (4.17), mostramos que |ηk(0)| ≤ M. É simples ver que as condições impostas sobre

ϑ implicam que

V ∗
k (z(t))≤

∫

Ω
ϑk(x)c(x)dx ≤

∫

Ωk

c(x)dx =: ζk, para t ∈ I, k ∈ N.



82 4. Existência de atrator global

Além disso, ζk → 0 quando k → ∞ e para cada t ∈ I e k ∈ N,

1

2

∫

Ω
ϑk(x)(ε|δ z1(t)(x)+ z2(t)(x)|2 +(A(x)∇z1(t)(x)) ·∇z1(t)(x)dx

+
1

2

∫

Ω
(β (x)−δα(x)+δ 2ε)|z1(t)(x)|2)dx

≤ 1

2δν
ξk +Me−2δνt +ζk.

Utilizando novamente a Observação 4.11 com r = z2(t)(x) e s = δ z1(t)(x), a desiguldade acima

implica que, para t ∈ I e k ∈ N,

1

2

∫

Ω
ϑk(x)((ε/2)|z2(t)(x)|2 +(A(x)∇z1(t)(x)) ·∇z1(t)(x)dx

+
1

2

∫

Ω
(β (x)−δα(x))|z1(t)(x)|2)dx

≤ 1

2δν
ξk +Me−2δνt +ζk.

Defina

M′ = 2M e ck = 2((1/(2δν))ξk +ζk), k ∈ N. (4.24)

Segue que a desigualdade (4.12) é válida, com ck → 0 quando k → ∞. A demonstração do

teorema está concluı́da.

Teorema 4.12. Assuma a Hipótese 3.9 e Hipótese 4.3. O semifluxo π f é um semifluxo global.

Além disso, existe uma constante Cπ f
∈ [0,∞) com a propriedade: para todo z0 existe um tz0

∈
[0,∞) tal que |z0π f t|Z ≤Cπ f

para todo t ∈ [tz0
,∞). Finalmente, todo subconjunto limitado de Z

é u-limitado (relativamente a π f ).

Demonstração. Afirmamos que para todo z0 ∈ Z existe uma constante Cz0
∈ [0,∞) tal que

|z0π f t|Z ≤ Cz0
para t ∈ [0,ωz0

). De fato, dado z0 ∈ Z temos que |z0|Z ≤ R para algum R ≥ 0.

Seja (z1(t),z2(t)) = z0π f t para t ∈ [0,ωz0
). Consideremos τ ∈ [0,ωz0

) e seja t ∈ [0,τ]. Segue da

desigualdade (4.11) do Teorema 4.9 que

c′+M′e−2δνt ≥
∫

Ω
((ε/2)|z2(t)(x)|2 +(A(x)∇z1(t)(x)) ·∇z1(t))dx

+
∫

Ω
(β (x)−δα(x))|z1(t)(x)|2dx

= (ε/2)|z2(t)(x)|2L2(Ω)+ 〈A(x)∇z1(t)(x)),∇z1(t)〉

+ 〈β (x)z1(t)(x),z1(t)(x)〉−δ 〈α(x)z1(t)(x),z1(t)(x)〉.

Aqui c′ e M′ são como em (4.19). Notemos que estas constantes não dependem do ponto z0 em
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Z. Como α0 ≤ α(x)≤ α1, uma aplicação do Lema 2.10 com κ = δα1 implica que para t ∈ [0,τ]

(ε/2)|z2(t)(x)|2L2(Ω)+ 〈A(x)∇z1(t)(x)),∇z1(t)〉+ 〈β (x)z1(t)(x),z1(t)(x)〉

−δ 〈α(x)z1(t)(x),z1(t)(x)〉
≥ (ε/2)|z2(t)(x)|2L2(Ω)+ 〈A(x)∇z1(t)(x)),∇z1(t)〉

+ 〈β (x)z1(t)(x),z1(t)(x)〉−δα1〈z1(t)(x),z1(t)(x)〉
≥ (ε/2)|z2(t)(x)|2L2(Ω)+ c|z1(t)(x)|2H1

0 (Ω)
≥ min((ε/2),c,1)|z0π f t|2Z,

onde a constante c é como no Lema 2.10. Portanto, para todo t ∈ [0,τ]

|z0π f t|2Z ≤ [min((ε/2),c,1)]−1 (c′+M′e−2δνt)≤ [min((ε/2),c,1)]−1 (c′+M′). (4.25)

Como τ ∈ [0,ωz0
) é arbitrário temos que

|z0π f t|2Z ≤ [min((ε/2),c,1)]−1 (c′+M′), para todo t ∈ [0,ωz0
). (4.26)

Defina Cz0
= [min((ε/2),c,1)]−1 (c′ +M′) e afirmativa está demonstrada. A Proposição 3.1

implica que π f não explode em subconjuntos limitados. Logo, ωz0
= ∞ para todo z0 ∈ Z, ou

seja, π f é um semifluxo global. Além disso, a relação (4.26) também implica que todo conjunto

limitado de Z é u-limitado.

Para concluir a prova do teorema, seja z0 ∈ Z. Segue da desigualdade (4.25) que

|z0π f t|2Z ≤ [min((ε/2),c,1)]−1 (c′+M′e−2δνt), para todo t ∈ [0,∞).

Defina Cπ f
:= [min((ε/2),c,1)]−1 (c′+(M′/2)). Como e−2δνt → 0 quando t → ∞, segue que

existe um T > 0 tal que e−2δνt ≤ 1/2 para todo t ≥ T . Logo

|z0π f t|2Z ≤ [min((ε/2),c,1)]−1 (c′+M′e−2δνt)≤ [min((ε/2),c,1)]−1 (c′+(M′/2)),

para todo t > T . Defina tz0
= T .

4.3 Compacidade assintótica e existência de atrator global

Nesta seção iremos demonstrar o resultado de existência de atrator global para o semifluxo

π f . Em vista da Proposição 1.60 e do Teorema 4.12 resta mostrar que o semifluxo π f é assin-

toticamente compacto. Para demonstrar esta propriedade teremos que estudar as possibilidades
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para o valor de ρ ∈ [0,∞). A primeira restrição foi imposta na Hipótese 4.3(b). Iremos consi-

derar o caso em que ρ é subcrı́tico e o caso em que ρ é crı́tico.

Iniciaremos com o seguinte resultado.

Proposição 4.13. Sejam a ∈ C1
0(R

N) e r ∈ [2,∞) arbitrários. Se N ≥ 3, assuma também que

r < 2∗. Então para todo u ∈ H1
0 (Ω), temos que a|Ω · u ∈ Lr(Ω). Além disso, a aplicação

h : H1
0 (Ω)→ Lr(Ω), u 7→ a|Ω ·u, u ∈ H1

0 (Ω), é linear e compacta.

Demonstração. Como a ∈ C1
0(R

N), existe uma bola aberta U em R
N tal que suppa ⊂ U .

Notemos que se v ∈ H1
0 (Ω), então ṽ ∈ H1

0 (R
N). O Lema 2.20, com Ω = R

N , implica que

(av)|U ∈ H1
0 (U) para todo v ∈ H1

0 (R
N). Portanto podemos definir as aplicações

h1 : H1
0 (Ω)→ H1

0 (R
N), v 7→ ṽ, v ∈ H1

0 (Ω),

h2 : H1
0 (R

N)→ H1
0 (U), v 7→ (av)|U , v ∈ H1

0 (R
N).

Além disso, a inclusão H1
0 (U)⊂ Lr(U) induz a aplicação

h3 : H1
0 (U)→ Lr(U), v 7→ v,v ∈ H1

0 (U).

É fácil ver que se v ∈ Lr(U), então ṽ ∈ Lr(RN) e que v|Ω ∈ Lr(Ω) para todo v ∈ Lr(RN). Logo,

também podemos definir as aplicações

h4 : Lr(U)→ Lr(RN), v 7→ ṽ, v ∈ Lr(U),

h5 : Lr(RN)→ Lr(Ω), v 7→ v|Ω, v ∈ Lr(RN).

Portanto, se u ∈ H1
0 (Ω), temos que a|Ω ·u = (h5 ◦h4 ◦h3 ◦h2 ◦h1)(u) ∈ Lr(Ω). Logo

h = h5 ◦h4 ◦h3 ◦h2 ◦h1. (4.27)

É fácil ver que as aplicações hi, i ∈ [1, . . . ,5], são todas lineares. Portanto, h também é uma

aplicação linear. Além disso, claramente, h1, h4 e h5 são limitadas. Novamente uma aplicação

do Lema 2.20 (com Ω = R
N) implica que h2 é limitada. Segue do Teorema 1.11 que h3 é uma

aplicação compacta. A igualdade (4.27) implica que h é uma aplicação compacta.

As seguintes hipóteses implicaram a compacidade assintótica do semifluxo π f .

Hipótese 4.14. ρ é subcrı́tico e ã ∈ Lr
loc(R

N) para algum r ∈ R, com r > max(N,2).
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Hipótese 4.15. ρ é crı́tico, a ∈ Lr(Ω)+L∞(Ω) para algum r ∈ [N,∞) e existe uma constante

C1 ∈ [0,∞) tal que

|αz|H−1(Ω) ≤C1|z|H−1(Ω), para todo z ∈ L2(Ω).

Lema 4.16. Seja Ñ um conjunto u-limitado em Z = H1
0 (Ω)× L2(Ω) relativamente a π f ar-

bitrário, sejam (zn)n uma sequência em Ñ e (tn)n uma sequência em [0,∞) com tn → ∞ quando

n → ∞.

(a) Suponha a Hipótese 4.14. A sequência (znπ f tn)n possui uma subsequência que converge

em Z;

(b) Suponha a Hipótese 4.15. A sequência (znπ f tn)n possui uma subsequência que converge

em Y = L2(Ω)×H−1(Ω).

Demonstração. Como Ñ é um conjunto u-limitado relativamente ao semifluxo π f , existem um

t
Ñ
∈ [0,∞) e um R ∈ [0,∞) tais que

|zπ f t|Z ≤ R, para todo z ∈ Ñ e para todo t ∈ [t
Ñ
,∞).

Como tn → ∞ quando n → ∞, podemos assumir que tn ≥ t
Ñ

para todo n ∈ N. Para cada n ∈ N,

defina

wn = znπ f tÑ e τn = tn − t
Ñ
.

Notemos que se t ∈ [0,τn], n ∈ N, então, t
Ñ
≤ t + t

Ñ
≤ tn, para todo n ∈ N e

|wnπ f t|= |(znπ f tÑ)π f t|= |znπ f (tÑ + t)| ≤ R, para todo n ∈ N.

Para n ∈ N e t ∈ [0,τn], denote wnπ f t pelo par (un(t),vn(t)). Fixe τ0 ∈ (0,∞). Como τn → ∞

quando n → ∞, existe um n0(τ0) ∈ N tal que τn ≥ 2τ0 para todo n ∈ N com n ≥ n0(τ0). Para k,

n ∈ N com n ≥ n0(τ0) temos

wnπ f τn = T (τ0)wnπ f (τn − τ0)

+
∫ τ0

0
T (τ0 − s)(0,(1/ε)( f̂ (un(τn − τ0 + s))− f̂ ((1−ϑ k)un(τn − τ0 + s)))ds

+
∫ τ0

0
T (τ0 − s)(0,(1/ε) f̂ ((1−ϑ k)un(τn − τ0 + s)))ds

Temos que

|T (τ0)wnπ f (τn − τ0)|Z ≤ Me−µτ0R, para todo n ≥ n0(τ0), (4.28)
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onde M e µ são as constantes positivas da Proposição 2.17. Como supk∈N |ϑ k|W 1,∞(RN) < ∞,

segue do Lema 2.20 que

M = sup
k,n∈N

sup
t∈[0,τn]

(|un(t)|H1
0 (Ω)+ |(1−ϑ k)un(t)|H1

0 (Ω))< ∞

As hipóteses assumidas e a Proposição 3.10 implicam que existe uma constante LM ∈ (0,∞)

tal que, para todo k ∈ N, n ∈ N e t ∈ [0,τn], temos

| f̂ (un(t))− f̂ ((1−ϑ k)un(t))|L2(Ω) ≤ LM|ϑ kun(t)|H1
0 (Ω)

e isso implica que, para n ≥ n0(τ0),

∣∣∣∣
∫ τ0

0
T (τ0 − s) (0,(1/ε)( f̂ (un(τn − τ0 + s))− f̂ ((1−ϑ k)un(τn − τ0 + s))))ds

∣∣∣
Z

(4.29)

≤ sup
s∈[0,τ0]

|ϑ kun(τn − τ0 + s)|H1
0 (Ω)(1/ε)LMM

∫ τ0

0
e−µ(τ0−s)ds

≤ MLM

µε
sup

s∈[0,τ0]

|ϑ kun(τn − τ0 + s)|H1
0 (Ω).

Agora seja κ = δα1 no Lema 2.10 e defina c > 0 como nesse lema. Logo, para k, n ∈ N e

t ∈ [0,τn], temos

c|ϑ kun(t)|2H1
0 (Ω)

≤ 〈A∇(ϑ kun(t)),∇(ϑ kun(t))〉+ 〈βϑ kun(t),ϑ kun(t)〉−δα1〈ϑ kun(t),ϑ kun(t)〉

≤ 〈A∇(ϑ kun(t)),∇(ϑ kun(t))〉+ 〈βϑ kun(t),ϑ kun(t)〉
−δ 〈αϑ kun(t),ϑ kun(t)〉.

Como

〈A∇(ϑ kun(t)),∇(ϑ kun(t))〉= ϑ
2
k〈A∇un(t),∇un(t)〉

+2〈ϑ kA∇un(t),(∇ϑ k)un(t)〉+ 〈(A∇ϑ k)un(t),(∇ϑ k)un(t)〉,

o Teorema 4.9 e a desigualdade (4.22) implicam que

c|ϑ kun(t)|2H1
0 (Ω)

≤
∫

Ω
ϑk(A∇un(t)) ·∇un(t)+(β −δα)|un(t)|2L2(Ω)dx (4.30)

+2〈ϑ kA∇un(t),(∇ϑ k)un(t)〉+ 〈(A∇ϑ k)un(t),(∇ϑ k)un(t)〉
≤ ck +M′e−2δνt +a1(2N2Cϑ/k+C2

ϑ
/k2)R2.
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Para n ≥ n0(τ0) e s ∈ [0,τ0], temos que t = τn − τ0 + s ≥ τ0 e, portanto, (4.30) implica que

sup
n≥n0(τ0)

sup
s∈[0,τ0]

|ϑ kun(τn − τ0 + s)|H1
0 (Ω) → 0, quando k → ∞ e τ0 → ∞. (4.31)

Seja m a medida de não-compacidade de Kuratowski definida na Seção 1.3. Dado δ > 0,

seja τ0 ≥ 0 e k0 ∈ N tais que

e−µτ0 <
δ

4MR
(4.32)

e

sup
n≥n0(τ0)

sup
s∈[0,τ0]

|ϑ k0
un(τn − τ0 + s)|H1

0 (Ω) <
µεδ

4MLM

. (4.33)

Temos que {wnπ f τn | n ∈ N} ⊂ A+B+C, onde

A = {T (τ0)wnπ f (τn − τ0) | n ∈ N},

B =

{∫ τ0

0
T (τ0 − s)(0,(1/ε)( f̂ (un(τn − τ0 + s))− f̂ ((1−ϑ k0

)un(τn − τ0 + s)))ds | n ∈ N

}
,

C =

{∫ τ0

0
T (τ0 − s)(0,(1/ε) f̂ ((1−ϑ k0

)un(τn − τ0 + s)))ds | n ∈ N

}
.

Portanto, a Proposição 1.17(ii) implica que

m({wnπ f τn | n ∈ N})≤ m(A)+m(B)+m(C). (4.34)

Notemos que A = A1 ∪A2, onde

A1 = {T (τ0)wnπ f (τn − τ0) | 1 ≤ n ≤ n0(τ0)} e A2 = {T (τ0)wnπ f (τn − τ0) | n ≥ n0(τ0)}.

Como A1 é um conjunto finito, segue que é compacto e, portanto, m(A1) = 0. Logo, m(A) =

max{m(A1),m(A2)}= m(A2). As desigualdades (4.28) e (4.32) implicam que

|T (τ0)wnπ f (τn − τ0)|Z ≤ Me−µτ0R ≤ MR
δ

4MR
=

δ

4
, para todo n ≥ n0(τ0),

ou seja, mostramos que A2 ⊂ B(0,δ/4). Logo, m(A2)≤ m(B(0,δ/4)) = δ/2 e obtemos

m(A)≤ δ/2. (4.35)
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Além disso, B = B1 ∪B2, onde

B1 =

{∫ τ0

0
Ψn(s)ds | 1 ≤ n ≤ n0(τ0)

}
e B2 =

{∫ τ0

0
Ψn(s)ds | n ≥ n0(τ0)

}
.

Aqui, Ψn(s) := T (τ0 − s)(0,(1/ε)( f̂ (un(τn − τ0 + s))− f̂ ((1−ϑ k0
)un(τn − τ0 + s)))), para n ∈

N. Novamente temos que B1 é um conjunto finito e, portanto, m(B1) = 0. Assim, m(B) =

max{m(B1),m(B2)}= m(B2). As desigualdades (4.29) e (4.33) implicam que

|Ψn(s)| ≤
MLM

µε
sup

n≥n0(τ0)

sup
s∈[0,τ0]

|ϑ k0
un(τn − τ0 + s)|H1

0 (Ω)

<

(
MLM

µε

)(
µεδ

4MLM

)
=

δ

4
, para todo n ≥ n0(τ0).

Segue que

m(B) = m(B2)≤ m(B(0,δ/4)) = δ/2. (4.36)

Finalmente, notemos que C =C1 ∪C2, onde

C1 =

{∫ τ0

0
T (τ0 − s)(0,(1/ε) f̂ ((1−ϑ k)un(t − τ0 + s)))ds | 1 ≤ n ≤ n0(τ0)

}
,

C2 =

{∫ τ0

0
T (τ0 − s)(0,(1/ε) f̂ ((1−ϑ k)un(t − τ0 + s)))ds | n ≥ n0(τ0)

}
.

Como anteriormente, m(C1) = 0. Afirmamos que

(⊲) K0 = {T (τ0 − s)(0,(1/ε) f̂ ((1−ϑ k)un(τn − τ0 + s))) | n ≥ n0(τ0),s ∈ [0,τ0]} é relativa-

mente compacto em Z (respectivamente, em Y ).

Suponha que a afirmativa acima seja verdadeira. Defina K1 = K0. O Teorema de Mazur (ver

Teorema 1.19) implica que τ0coK1 é um conjunto compacto, onde coK1 é a envoltória convexa

do conjunto K1. Logo, m(τ0coK1) = 0. Recordemos que para cada n ≥ n0(τ0) temos

∫ τ0

0
T (τ0 − s)(0,(1/ε) f̂ ((1−ϑ k)un(t − τ0 + s)))ds = lim

j→∞

∫ τ0

0
φ j(s)ds,

onde φ j, j ∈ N, é uma função simples. A definição da integral de Bochner (ver [12] ou [21])

implica que

∫ τ0

0
φ j(s)ds ∈ τ0coK1 para todo j ∈ N. Logo, C2 ⊂ τ0coK1 e m(C2) = 0. Portanto,

m(C) = m(C2) = 0. (4.37)
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Utilizando fórmulas (4.35)–(4.37) na desigualdade (4.34), obtemos

m({wnπ f τn | n ∈ N})≤ 2(δ/2) = δ , para todo δ > 0. (4.38)

Fazendo δ → 0 em (4.38) obtemos que m({wnπ f τn | n ∈ N}) = 0, ou seja, {wnπ f τn | n ∈ N} é

um conjunto relativamente compacto em Z (respectivamente, em Y ).

Para completar a demonstração basta mostrar a afirmativa (⊲). Seja (wl)l uma sequência

em K0. Segue que, para todo l ∈ N, existem um nl ∈ N e um sl ∈ [0,τ0] com wl =

T (τ0 − sl)(0,(1/ε) f̂ (vl)), onde vl = (1−ϑ k)unl
(τnl

− τ0 + sl). Escolhendo subsequências se

necessário, podemos assumir que sl → s∞ para algum s∞ ∈ [0,τ0]. Como (1−ϑ k)∈C1
0(R

N), se-

gue da Proposição 4.13 que o conjunto {(vl)l | l ∈N} é compacto em Ls(Ω) para cada s∈ [2,∞),

com s ∈ [2,2∗) se N ≥ 3.

Suponha que a Hipótese 4.14 seja válida. Para s ∈ {2r/(r− 2),2(ρ + 1)}, temos que s ∈
[2,2∗). Como {vl | l ∈ N} é um conjunto limitado e H1

0 (Ω) é reflexivo, tomando subsequências

se necessário, podemos assumir que existe um v ∈ H1
0 (Ω) tal que vl ⇀ v em H1

0 (Ω). Além

disso, podemos supor ainda que vl → v em Ls(Ω), para s ∈ {2r/(r− 2),2(ρ + 1)}. Notemos

que para todo x ∈ Ω com |x| ≥
√

2k, então vl(x) = 0 para todo l ∈ N e, portanto, podemos

assumir v(x) = 0 nesse caso. Logo,

a(x)(vl(x)− v(x)) = a1(vl(x)− v(x)), l ∈ N, x ∈ Ω, (4.39)

onde a1 : RN → R é definida por

a1(x) =

{
ã(x), se x ∈ Ω e |x| ≤

√
2k

0, caso contrário.

Como ã ∈ Lr
loc(Ω), temos que a1 ∈ Lr(RN) e segue que a aplicação de L2r/(r−2)(Ω) em L2(Ω)

dada por h 7→ a1h está bem definida e é linear. Como, para h ∈ L2r/(r−2)(Ω) temos

∫

Ω
|a1h|2dx =

∫

Ω
|a1|2|h|2dx ≤

(∫

Ω
|a1|r

)1/r(∫

Ω
|h|2r/r−2

)r−2/2r

,

segue que h é limitada. Agora, como v,vl,vl − v ∈ Ls(Ω) para s ∈ {2r/(r − 2),2(ρ + 1)}, a

desigualdade (3.9) e igualdade (4.39) implicam que

| f̂ (vl)− f̂ (v)|L2(Ω) → 0, quando l → ∞. (4.40)
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Afirmamos que |wl −T (τ0 − s∞)(0,(1/ε) f̂ (v))|Z → 0 quando l → ∞. De fato,

|wl −T (τ0 − s∞)(0,(1/ε) f̂ (v))|Z = |T (τ0 − sl)(0,(1/ε) f̂ (vl))−T (τ0 − s∞)(0,(1/ε) f̂ (v))|Z
≤ |T (τ0 − sl)(0,(1/ε) f̂ (vl))−T (τ0 − sl)(0,(1/ε) f̂ (v))|Z
+ |T (τ0 − sl)(0,(1/ε) f̂ (v))−T (τ0 − s∞)(0,(1/ε) f̂ (v))|Z.

Notemos que

|T (τ0 − sl)(0,(1/ε) f̂ (vl))−T (τ0 − sl)(0,(1/ε) f̂ (v))|Z
= |T (τ0 − sl)((0,(1/ε) f̂ (vl))− f̂ (v)))|Z
≤ Meµ(τ0−sl)|(0,(1/ε) f̂ (vl))− (0,(1/ε) f̂ (v))|Z
= Meµ(τ0−sl | f̂ (vl)− f̂ (v)|L2(Ω),

onde M, µ são como na Proposição 2.17 e que

T (τ0−sl)(0,(1/ε) f̂ (v))−T (τ0−s∞)(0,(1/ε) f̂ (v)) = (T (τ0−sl)−T (τ0−s∞))(0,(1/ε) f̂ (v)).

Portanto, a fórmula (4.40) e o Teorema 1.24(i) implicam que

|wl −T (τ0 − s∞)(0,(1/ε) f̂ (v))|Z → 0

quando l → ∞. Como wnπ f τn = (znπ f tÑ)π f τn = znπ f tn, n ∈N, segue que a sequência (znπ f tn)n

possui subsequência convergente em Z e (i) está demonstrada.

Agora suponha a Hipótese 4.15 seja válida. Temos que 2 ∈ [2,2∗) para N ≥ 3. Tomando

subsequências se necessário, podemos assumir, de maneira análoga ao feito em (i), que existe

um v∈H1
0 (Ω) tal que vl ⇀ v em H1

0 (Ω) e vl → v em Ls(Ω). Usando (3.13) obtemos que | f̂ (vl)−
f̂ (v)|H−1(Ω) → 0 quando l → ∞. A Proposição 2.19 implica, como em (i), que |wl − T (τ0 −
s∞)(0,(1/ε) f̂ (v))|Y → 0 quando l →∞ e, finalmente, a sequência (znπ f tn)n possui subsequência

convergente em Y .

Com isso, temos o seguinte resultado de existência de atrator global para o caso subcrı́tico:

Teorema 4.17. Assuma a Hipótese 3.9, a Hipótese 4.3 e a Hipótese 4.14. O semifluxo π f é um

semifluxo global e possui um atrator global.

Demonstração. O Teorema 4.12 implica que π f é um semifluxo global. Além disso, segue do

Teorema 4.12 que todo conjunto limitado é u-limitado e que existe um conjunto limitado B0



4. Existência de atrator global 91

tal que para todo z ∈ Z existe um tz ∈ [0,∞) com zπ f tz ∈ B0. Segue do Lema 4.16 que π f é

assintoticamente compacto. Agora, uma aplicação da Proposição 1.60 implica que o semifluxo

global π f possui um atrator global.

Agora passemos à analise com o caso crı́tico. Temos que demonstrar que π f é assintotica-

mente compacto em Z. Começaremos com o seguinte resultado auxiliar.

Proposição 4.18. Assuma Hipótese 3.9, Hipótese 4.3 e Hipótese 4.15. Seja C6 ∈ [0,∞) uma

constante arbitrária. Então existe uma constante C7 ∈ [0,∞) tal que para todo t ∈ [0,∞) e z,

w ∈ Z, com |z|Z ≤C6 e |w|Z ≤C6, temos que

|zπ f t −wπ f t|Y ≤C7eC7t |z−w|Y . (4.41)

Demonstração. A Proposição 3.1 implica que

zπ f t = T (t)z+
∫ t

0
T (t − s)(0, f̂ (z1(s)))ds, para todo t ∈ [0,∞) e para todo z ∈ Z.

Assim, para obter a desigualdade (4.41) devemos encontrar estimativas para o lado direito da

igualdade acima. A Hipótese 4.15 implica que as condições da Proposição 2.19 estão satisfeitas.

Logo,

|T (t)z|Y ≤C2eC3t |z|Y , para todo t ∈ [0,∞) e para todo z ∈ Z, (4.42)

onde as constantes C2 e C3 são como naquela proposição. Segue do Teorema 4.9 e do Lema 2.10

que existe uma constante C8 ∈ [0,∞) tal que para qualquer que seja z ∈ Z com |z|Z ≤C6, então

|zπ f t|Z ≤C8, para todo t ∈ [0,∞). (4.43)

Além disso, afirmamos que existe uma constante C9 ∈ [0,∞) tal que

| f̂ (z1)− f̂ (w1)|H−1(Ω) ≤C9|z1 −w1|L2(Ω) (4.44)

para todo z = (z1,z2),w = (w1,w2) ∈ Z com |z|Z ≤ C8 e |w|Z ≤ C8. De fato, segue da

Proposição 3.8 (ver fórmula (3.13)) que para todo z = (z1,z2) ,w = (w1,w2) ∈ Z temos que

existe uma constante C(t)≥ 0 tal que

| f̂ (z1)− f̂ (w1)|H−1(Ω) ≤C(r)(|a1|Lr(Ω + |a2|L∞(Ω))|z1 −w1|L2(Ω)

+C(r)(|w1|ρL2∗(Ω)
+ |z1 −w1|ρL2∗(Ω)

)|z1 −w1|L2(Ω).
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O Teorema 1.10 agora implica que

| f̂ (z1)− f̂ (w1)|H−1(Ω) ≤C(r)K̃|z1 −w1|L2(Ω)

+C(r)(K
ρ
2∗ |w1|ρH1

0 (Ω)
+K

ρ
2∗ |z1 −w1|ρH1

0 (Ω)
)|z1 −w1|L2(Ω),

onde K2∗ é como em Teorema 1.10 e K̃ = |a1|Lr(Ω + |a2|L∞(Ω). Portanto, para todo z =

(z1,z2),w = (w1,w2) ∈ Z com |z|Z ≤C8 e |w|Z ≤C8 temos

| f̂ (z1)− f̂ (w1)|H−1(Ω) ≤C(r)K̃|z1 −w1|L2(Ω)

+C(r)(K
ρ
2∗ |w1|ρH1

0 (Ω)
+K

ρ
2∗ max(1,2ρ−1)(|z1|ρH1

0 (Ω)
+ |w1|ρH1

0 (Ω)
))|z1 −w1|L2(Ω)

≤
(

C(r)K̃ +C(r)(K
ρ
2∗C

ρ
8 +K

ρ
2∗ max(1,2ρ−1)(C

ρ
8 +C

ρ
8 ))
)
|z1 −w1|L2(Ω).

Defina C9 = C(r)K̃ +C(r)(K
ρ
2∗C

ρ
8 +K

ρ
2∗ max(1,2ρ−1)(C

ρ
8 +C

ρ
8 )). A prova da afirmativa está

completa.

Sejam z, w ∈ Z com |z|Z ≤C6 e |w|Z ≤C6. Segue das desigualdades (4.42)–(4.44) que

|zπ f t −wπ f t|Y ≤ |T (t)(z−w)|Y +
∫ t

0
|T (t − s)(0, f̂ (z1(s))− f̂ (w1(s)))|Y ds

≤ C2eC3t |z−w|Y +
∫ t

0
C2eC3(t−s)|(0, f̂ (z1(s))− f̂ (w1(s)))|Y ds

≤ C2eC3t |z−w|Y +
∫ t

0
C2eC3(t−s)| f̂ (z1(s))− f̂ (w1(s))|H−1(Ω)ds

≤ C2eC3t |z−w|Y +
∫ t

0
C2C9eC3(t−s)|z1(s)−w1(s)|L2(Ω)ds

≤ C2eC3t |z−w|Y +
∫ t

0
C2C9eC3(t−s)|zπ f s−wπ f s|Y ds.

Aqui usamos a notação zπ f t = (z1(t),z2(t)) e wπ f t = (w1(t),w2(t)), t ∈ [0,∞). Agora uma

aplicação da Lema de Gronwall (ver Lema 1.61) obtemos

|zπ f t −wπ f t|Y ≤C2|z−w|Y e(C3+C2C9)t , para todo t ∈ [0,∞).

Logo, para concluir a demonstração basta definir C7 := max(C2,C3 +C2C9).

Estamos prontos para mostrar que o semifluxo π f é assintoticamente compacto em Z para o

caso crı́tico. O método utilizado em [26] adapta as técnicas apresentadas em [4].

Teorema 4.19. Assuma a Hipótese 3.9, a Hipótese 4.3 e a Hipótese 4.15. Então o semifluxo π f

é assintoticamente compacto em Z.
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Para demonstrar o Teorema 4.19 vamos utilizar o seguinte lema auxiliar.

Lema 4.20. Assuma as hipóteses do Teorema 4.19. A aplicação Ψ : Z → Z, definida por

Ψ(u,v) = (u,δu+ v), para (u,v) ∈ Z é um isomorfismo. Além disso, a forma bilinear

[(u1,v1),(u2,v2)] := ε〈δu1 + v1,δu2 + v2〉+ 〈A∇u1,∇u2〉+ 〈(β −δα +δ 2ε)u1,u2〉,

para (u1,v1), (u2,v2) ∈ Z define um produto interno em Z cuja norma z ∈ Z 7→ ‖z‖ :=
√

[z,z] é

equivalente à norma usual de Z

Demonstração. É fácil mostrar que Ψ é um isomorfismo e que [·, ·] é um produto interno em

Z. Para completar a demonstração temos que mostrar que a norma ‖ · ‖ é equivalente à norma

usual de Z. Seja (u1,v1) ∈ Z. Temos que

[(u1,v1),(u1,v1)] = ε〈δu1 + v1,δu1 + v1〉+ 〈A∇u1,∇u1〉+ 〈(β −δα +δ 2ε)u1,u1〉.

Notemos que

〈δu1 + v1,δu1 + v1〉= |δu1 + v1|2L2(Ω) ≤ |∇u1|2L2(Ω)+δ |u1|2L2(Ω)+ |v1|2L2(Ω). (4.45)

Segue do Lema 2.10, com κ = δα1, que

c|u1|2H1
0 (Ω)

≤ 〈A∇u1,∇u1〉+ 〈βu1,u1〉−δα1〈u1,u1〉 ≤C|u1|2H1
0 (Ω)

,

onde as contantes c e C são como no Lema 2.10. Portanto

〈A∇u1,∇u1〉+ 〈(β −δα +δ 2ε)u1,u1〉 ≤C|u1|2H1
0 (Ω)

+δα1〈u1,u1〉+ 〈(−δα +δ 2ε)u1,u1〉.

Segue da Hipótese 2.16 que α0 ≤ α(x) ≤ α1 para quase todo x em Ω. Logo, −〈δαu1,u1〉 ≤
−δα0|u1|2L2(Ω)

e obtemos

〈A∇u1,∇u1〉+ 〈(β −δα +δ 2ε)u1,u1〉 ≤C|u1|2H1
0 (Ω)

+(δ (α1 −α0)+δ 2ε)|u1|2L2(Ω). (4.46)

Notemos que δ (α1 −α0)+δ 2ε > 0. As desigualdades (4.45) e (4.46) implicam que

[(u1,v1),(u1,v1)]≤ (ε +C)|∇u1|2L2(Ω)+(δε +δ (α1 −α0)+δ 2ε)|u1|2L2(Ω)+ ε|v1|2L2(Ω).
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Portanto,

[(u1,v1),(u1,v1)]≤ max{ε +C,δε +δ (α1 −α0)+δ 2ε,ε}|(u1,v1)|2Z. (4.47)

Por outro lado, temos que

〈δu1 + v1,δu1 + v1〉= |δu1 + v1|2L2(Ω) ≥ |v1|2L2(Ω)−δ 2|u1|2L2(Ω), (4.48)

〈A∇u1,∇u1〉+ 〈(β −δα +δ 2ε)u1,u1〉 ≥ c|u1|2H1
0 (Ω)

+δα1〈u1,u1〉+ 〈(−δα +δ 2ε)u1,u1〉.

Como anteriormente temos que −〈δαu1,u1〉 ≥ −δα1|u1|2L2(Ω)
e obtemos

〈A∇u1,∇u1〉+ 〈(β −δα +δ 2ε)u1,u1〉 ≥ c|u1|2H1
0 (Ω)

+δ 2ε|u1|2L2(Ω). (4.49)

Segue das desigualdades (4.48) e (4.49) que

[(u1,v1),(u1,v1)]≥ ε|v1|2L2(Ω)−δ 2ε|u1|2L2(Ω)+ c|u1|2H1
0 (Ω)

+δ 2ε|u1|2L2(Ω).

Portanto,

[(u1,v1),(u1,v1)]≥ ε|v1|2L2(Ω)+ c|u1|2H1
0 (Ω)

≥ min{ε,c}|(u1,v1)|2Z. (4.50)

As desigualdades (4.47) e (4.50) implicam o lema.

Demonstração do Teorema 4.19. Seja Ñ um conjunto u-limitado de Z. Então existe um t
Ñ
∈

[0,∞) e uma constante C10 ∈ [0,∞) tais que

|zπ f t| ≤C10, para todo z ∈ Ñ e t ≥ t
Ñ

.

Seja (zn)n uma sequência em Ñ e (tn)n uma sequência em [0,∞) com tn → ∞ quando n → ∞.

Devemos provar que (znπ f tn)n possui uma subsequência que converge fortemente em Z.

Afirmamos que existe uma sequência crescente (nk)k em N e, para todo l ∈ Z com l ≥ 0,

existe um k0(l) ∈ N e um wl ∈ Z com |wl|Z ≤C10 tal que tnk
− l ≥ t

Ñ
para k ≥ k0(l) e tal que a

sequência (znk
π f (tnk

− l))k converge para wl fracamente em Z e fortemente em Y .

Sem perda de generalidade podemos assumir que tn ≥ t
Ñ

para todo n ∈ N. Logo,

|znπ f tn| ≤C10, para todo n ∈ N.
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Portanto, existe um w0 ∈ Z e uma sequência (mk)k em N tal que tmk
→ ∞ quando k → ∞ e

(zmk
π f tmk

)k converge para w0 fracamente em Z e fortemente em Y .

Defina k0(0) = m1. Como tmk
→ ∞ quando k → ∞, existe um k0(1)∈N tal que tmk

≥ 1+ t
Ñ

para

todo k ≥ k0(1). Logo, tmk
−1 ≥ t

Ñ
para todo k ≥ k0(1) e

|zmk
π f (tmk

−1)| ≤C10, para todo k ≥ k0(1).

Portanto, existe um w1 ∈ Z e uma subsequência (m1
k)k de (mk)k tal que tm1

k
→ ∞ quando k → ∞

e

(zm1
k
π f (tm1

k
−1))k converge para w1 fracamente em Z e fortemente em Y .

Procedendo recursivamente, para cada l ∈ Z com l ≥ 0, existem um k0(l) ∈ N, uma sequência

(ml
k)k, subsequência de (ml−1

k )k, e wl ∈ Z tais que t
ml−1

k
≥ l + t

Ñ
para todo k ≥ k0(l) e

(zml
k
π f (tml

k
− l))k converge para wl fracamente em Z e fortemente em Y .

Para cada k ∈ N, defina nk = mk
k. Fixe l ∈ Z com l ≥ 0. Temos que (nk)k≥k0(l) é uma sub-

sequência de (ml
k)k e portanto

(znk
π f (tnk

− l))k converge para wl fracamente em Z e fortemente em Y .

e a afirmativa está demonstrada. Agora uma aplicação da Proposição 4.18 implica que para todo

l ∈ N e t ∈ [0,∞),

(znk
π f (tnk

− l))π f t → wlπ f t, quando k → ∞, fortemente em Y . (4.51)

Portanto, wlπ f l = w0, para todo l ∈ N. Defina a função F : Z → R por

F (z) =V (z)−V ∗(z), z ∈ Z,

onde V e V ∗ são definidos como na Proposição 4.2 com γ ≡ 1 e δ ∈ [0,∞) tal que λ1−δα1 > 0

e α0 −2δε ≥ 0. Afirmamos que existe uma constante C11 ∈ [0,∞) tal que

sup{|F (z)| | z ∈ Z, |z|Z ≤C10} ≤C11 (4.52)
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De fato, seja z ∈ Z com |z|Z ≤C10. Temos que

|F (z)| ≤ |V (z)|+ |V ∗(z)|

≤ 1

2

∫

Ω
ε|δ z1 + z2|2dx+

1

2

∫

Ω
((A∇z1) ·∇z1 +β |z1|2 −δα|z1|2)dx

+
1

2

∫

Ω
δ 2ε|z1|2dx+

∫

Ω
|F̂(z1)|dx

≤ ε(|δ z1|2L2(Ω)+ |z2|2L2(Ω))+
1

2
(λ1 −α0 +δ 2ε)|z1|2L2(Ω)

+C

(
1

2
|a|z1|2|L1(Ω)+

1

ρ +2
|z1|ρ+2

Lρ+2

)
+ |z1|L2(Ω)| f̂ (0)|L2(Ω).

Aqui, usamos a desigualdade (3.10). A Hipótese 4.15 e o Teorema 1.10 completam a

demonstração da afirmativa. Notemos que

F (z) = 2‖z‖2 −V ∗(z), z ∈ Z,

onde ‖ · ‖ é a norma definida no Lema 4.20.

Seja ζ (·) = (ζ1(·),ζ2(·)) : [0,∞)→ Z uma solução arbitrária de π f . A Proposição 4.2 im-

plica que a função F ◦ζ é continuamente diferenciável e, para todo t ∈ [0,∞),

(F ◦ζ )′(t)+2δ (F ◦ζ )(t) =
∫

Ω
(2δε −α(x))(δζ1(t)(x)+ζ2(t)(x))

2dx

+
∫

Ω
δζ1(t)(x) f (x,ζ1(t)(x))dx−2δ

∫

Ω
F(x,ζ1(t)(x))dx.

Segue que para todo t ∈ [0,∞)

(F (ζ (t)) = e−2δ tF (ζ (0))+
∫ t

0
e−2δ (t−s)

(∫

Ω
(2δε −α(x))(δζ1(s)(x)+ζ2(s)(x))

2dx

)
ds

+
∫ t

0
e−2δ (t−s)

(∫

Ω
δζ1(s)(x) f (x,ζ1(s)(x))dx−2δ

∫

Ω
F(x,ζ1(s)(x))dx

)
ds. (4.53)

Fixemos l ∈ N e, para k ≥ k0(l), seja ζk(t) = (znk
π f (tnk

− l))π f t e ζ (t) = wlπ f t para t ∈ [0,∞).

Fazendo t = l em (4.53) obtemos

2‖znk
π f tnk

‖2 −V ∗(znk
π f tnk

) = e−2δ lF (znk
π f (tnk

− l)) (4.54)

+
∫ l

0
e−2δ (l−s)

(∫

Ω
(2δε −α(x))(δζk,1(s)(x)+ζk,2(s)(x))

2dx

)
ds

+
∫ t

0
e−2δ (l−s)ρ(s)ds,
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onde ρ(s) =
∫

Ω
δζk,1(s)(x) f (x,ζk,1(s)(x))dx−2δ

∫

Ω
F(x,ζk,1(s)(x))dx, para s ∈ [0, l] e

2‖w0‖2 −V ∗(w0) = e−2δ lF (wl) (4.55)

+
∫ l

0
e−2δ (l−s)

(∫

Ω
(2δε −α(x))(δζ1(s)(x)+ζ2(s)(x))

2dx

)
ds

+
∫ l

0
e−2δ (l−s)

(∫

Ω
δζ1(s)(x) f (x,ζ1(s)(x))dx−2δ

∫

Ω
F(x,ζ1(s)(x))dx

)
ds.

Afirmamos agora que

V ∗(znk
π f tnk

)→V ∗(w0) (4.56)

e

∫ l

0
e−2δ (l−s)

(∫

Ω
δζk,1(s)(x) f (x,ζk,1(s)(x))dx−2δ

∫

Ω
F(x,ζk,1(s)(x))dx

)
ds (4.57)

→
∫ l

0
e−2δ (l−s)

(∫

Ω
δζ1(s)(x) f (x,ζ1(s)(x))dx−2δ

∫

Ω
F(x,ζ1(s)(x))dx

)
ds,

quando k →∞. De fato, como o operador de H1
0 (Ω) em L2(Ω) induzido por u 7→ |a|u é limitado,

temos que existe uma constante L̃a ∈ (0,∞) tal que

||a|u|L2(Ω) ≤ L̃a|u|H1
0 (Ω), para todo u ∈ H1

0 (Ω). (4.58)

Este fato, a desigualdade (3.11) da Proposição 3.8 e o Teorema 1.10 implicam que

|V ∗(znk
π f tnk

)−V ∗(w0)|= |V ∗(ζk,1(l))−V ∗(ζ1(l))|

≤
∫

Ω
|F̂(ζk,1(l))− F̂(ζ1(l))|dx

≤
[
| f̂ (0)|L2(Ω)+C(|aζk,1(l)|L2(Ω)+ |a(ζk,1(l)−ζ1(l))|L2(Ω))

+C max(1,2ρ)(|ζk,1(l)|ρ+1

L2(ρ+1)(Ω)
+ |ζk,1(l)−ζ1(l)|ρ+1

L2(ρ+1)(Ω)
)
]
|ζk,1(l)−ζ1(l)|L2(Ω)

≤
[
| f̂ (0)|L2(Ω)+C(L̃a|ζk,1(l)|H1

0 (Ω)+ L̃a(|ζk,1(l)−ζ1(l))|H1
0 (Ω))

+ C max(1,2ρ)(K
ρ+1

2(ρ+1)
|ζk,1(l)|ρ+1

H1
0 (Ω)

+K
ρ+1

2(ρ+1)
|ζk,1(l)−ζ1(l)|ρ+1

H1
0 (Ω)

)
]
|ζk,1(l)−ζ1(l)|L2(Ω).

Como

|ζk,1(l)−ζ1(l)|L2(Ω) → 0, quando k → ∞,
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obtemos (4.56). Para provar (4.57), notemos que

∣∣∣∣
∫ l

0
e−2δ (l−s)

(∫

Ω
δζk,1(s)(x) f (x,ζk,1(s)(x))dx−2δ

∫

Ω
F(x,ζk,1(s)(x))dx

)
ds (4.59)

−
∫ l

0
e−2δ (l−s)

(∫

Ω
δζ1(s)(x) f (x,ζ1(s)(x))dx−2δ

∫

Ω
F(x,ζ1(s)(x))dx

)
ds

∣∣∣∣

≤
∫ l

0
e−2δ (l−s)

(∣∣∣∣
∫

Ω
δζk,1(s)(x) f (x,ζk,1(s)(x))−ζ1(s)(x) f (x,ζ1(s)(x))dx

∣∣∣∣
)

ds

+2δ

∫ l

0

∫

Ω
|F(x,ζk,1(s)(x))−F(x,ζ1(s)(x))|dxds.

Como para todo para s ∈ [0, l],

|ζ1(s)−ζk,1(s)|L2(Ω) → 0, quando k → ∞, (4.60)

e o intervalo [0, l] é compacto, a desigualdade (3.11) da Proposição 3.8 e (4.58) implicam que

dado η > 0, existe um k1 ∈ N tal que

∫

Ω
|F(x,ζk,1(s)(x))−F(x,ζ1(s)(x))|dx < η , para todo k ≥ k1 e para todo s ∈ [0, l]. (4.61)

Por outro lado, a desigualdade (3.13) da Proposição 3.8 implica que

∣∣∣∣
∫

Ω
ζk,1 (s)(x) f̂ (ζk,1(s))−ζ1(s)(x) f̂ (ζ1(s))dx

∣∣∣

=

∣∣∣∣
∫

Ω
ζk,1(s)(x)( f̂ (ζk,1(s))− f̂ (ζ1(s)))+(ζk,1(s)(x)−ζ1(s)(x)) f̂ (ζ1(s))

∣∣∣∣dx

= |〈(ζk,1(s)−ζ1(s)), f̂ (ζ1(s))〉−〈ζk,1(s),( f̂ (ζk,1(s))− f̂ (ζ1(s)))〉|
≤ |〈ζk,1(s)−ζ1(s), f̂ (ζ1(s))〉|+ |〈ζk,1(s), f̂ (ζk,1(s))− f̂ (ζ1(s))〉|
≤ | f̂ (ζ1(s))|H−1(Ω)|ζk,1(s)−ζ1(s)|L2(Ω)+ |ζk,1(s)|L2(Ω)| f̂ (ζk,1(s))− f̂ (ζ1(s))|H−1(Ω).

onde s ∈ [0, l]. Como anteriormente, usando (3.13), temos que dado η > 0, existe um k2 ∈ N

com k2 ≥ k1 tal que

∣∣∣∣
∫

Ω
ζk,1(s)(x) f̂ (ζk,1(s))−ζ1(s)(x) f̂ (ζ1(s))dx

∣∣∣∣≤ η , para k ≥ k2 e s ∈ [0, l]. (4.62)
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Usando desigualdades (4.61) e (4.62) em (4.59) obtemos

∣∣∣∣
∫ l

0
e−2δ (l−s)

(∫

Ω
δζk,1(s)(x) f (x,ζk,1(s)(x))dx−2δ

∫

Ω
F(x,ζk,1(s)(x))dx

)
ds

−
∫ l

0
e−2δ (l−s)

(∫

Ω
δζ1(s)(x) f (x,ζ1(s)(x))dx−2δ

∫

Ω
F(x,ζ1(s)(x))dx

)
ds

∣∣∣∣

≤
∫ l

0
e−2δ (l−s)ηds =

η

2δ
.

Como η > 0 arbitrário, a convergência em (4.57) está demonstrada. A próxima afirmativa é que

limsup
k→∞

∫ l

0
e−2δ (l−s)

(∫

Ω
(2δε −α(x))(δζk,1(s)(x)+ζk,2(s)(x))

2dx

)
ds (4.63)

≤
∫ l

0
e−2δ (l−s)

(∫

Ω
(2δε −α(x))(δζ1(s)(x)+ζ2(s)(x))

2dx

)
ds.

De fato, como α(x)−2δε ≤ 0 para todo x ∈ Ω, temos pelo Lema de Fatou que

limsup
k→∞

∫ l

0
e−2δ (l−s)

(∫

Ω
(2δε −α(x))(δζk,1(s)(x)+ζk,2(s)(x))

2dx

)
ds (4.64)

=− liminf
k→∞

∫ l

0
e−2δ (l−s)

(∫

Ω
(α(x)−2δε)(δζk,1(s)(x)+ζk,2(s)(x))

2dx

)
ds

≤−
∫ l

0
e−2δ (l−s) liminf

k→∞

(∫

Ω
(α(x)−2δε)(δζk,1(s)(x)+ζk,2(s)(x))

2dx

)
ds.

Seja s ∈ [0, l] arbitrário. Como a sequência ((ζk,1(s),ζk,2(s)))k converge fracamente em Z

para (ζ1(s),ζ2(s)) e Ψ é uma aplicação contı́nua e linear, temos que Ψ é também fraca-

mente contı́nua e, portanto, ((ζk,1(s),δζk,1(s) + ζk,2(s)))k converge fracamente em Z para

(ζ1(s),δζ1(s)+ζ2(s)). Assim, para todo v ∈ L2(Ω),

〈v,δζk,1(s)+ζk,2(s)〉 → 〈v,δζ1(s)+ζ2(s)〉, quando k → ∞.

Tomando v = (α −2δε)(δζ1(s)+ζ2(s)), obtemos

|(α −2δε)1/2(δζ1(s)+δζ2(s))|2L2(Ω)

= 〈(α −2δε)1/2(δζ1(s)+δζ2(s)),(α −2δε)1/2(δζ1(s)+δζ2(s))〉
= lim

k→∞
〈(α −2δε)1/2(δζ1(s)+δζ2(s)),(α −2δε)1/2(δζk,1(s)+δζk,2(s))〉

≤ |(α −2δε)1/2(δζ1(s)+δζ2(s))|L2(Ω) liminf
k→∞

|(α −2δε)1/2(δζk,1(s)+δζk,2(s))|L2(Ω).



100 4. Existência de atrator global

Portanto,

|(α −2δε)1/2(δζ1(s)+δζ2(s))|L2(Ω) ≤ liminf
k→∞

|(α −2δε)1/2(δζk,1(s)+δζk,2(s))|L2(Ω).

e, assim,

(∫

Ω
(α −2δε)(δζ1(s)+δζ2(s))

2dx

)
≤ liminf

k→∞

(∫

Ω
(α −2δε)1/2(δζk,1(s)+δζk,2(s))dx

)
.

(4.65)

A afirmativa em (4.63) é uma consequência das desigualdades (4.65) e (4.64). Usando as desi-

gualdades (4.52), (4.54)–(4.57) e (4.63) obtemos

limsup
k→∞

2‖znk
π f tnk

‖2 − V ∗(w0)≤ e2δ lC11

+
∫ l

0
e−2δ (l−s)

(∫

Ω
(2δε −α(x))(δζ1(s)(x)+ζ2(s)(x))

2dx

)
ds

+
∫ l

0
e−2δ (l−s)

(∫

Ω
δζ1(s)(x) f (x,ζ1(s)(x))dx−2δ

∫

Ω
F(x,ζ1(s)(x))dx

)
ds

= e−2δ lC11 +2‖w0‖2 −V ∗(w0)− e2δ lF (wl)

≤ 2e−2δ lC11 +2‖w0‖2 −V ∗(w0).

Portanto, para todo l ∈ N,

limsup
k→∞

2‖znk
π f tnk

‖2 ≤ 2e−2δ lC11 +2‖w0‖2

e, assim, limsupk→∞ ‖znk
π f tnk

‖ ≤ ‖w0‖. Como (znk
π f tnk

)k converge fracamente para w0 em

(Z, [·, ·]), temos

liminf
k→∞

‖znk
π f tnk

‖ ≥ ‖w0‖.

Obtemos

lim
k→∞

‖znk
π f tnk

‖= ‖w0‖.

O Lema 4.20 implica que (znk
π f tnk

)k converge para w0 fortemente em Z. A demonstração do

teorema está completa.

Portanto, temos o seguinte resultado de existência de atrator global para o caso crı́tico.

Teorema 4.21. Assuma a Hipótese 3.9, a Hipótese 4.3 e a Hipótese 4.15. O semifluxo π f é um

semifluxo global e possui um atrator global.
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Demonstração. Isso é uma consequência imediata do Teorema 4.12, do Teorema 4.19 e da

Proposição 1.60.
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Considerações finais

Observamos que a equação (E) depende do parâmetro ε > 0. Portanto, o semifluxo global

π f depende de ε > 0, ou seja, π f = π f ,ε . Denote por Aε o atrator global de π f ,ε . Observamos

que as estimativas de truncamento para a solução u(x, t) descritas no Capı́tulo 4 são uniformes

no parâmetro ε > 0. Isto nos coloca a pergunta sobre o que ocorre com a famı́lia (Aε)ε>0

quando ε → 0.

Assuma α ≡ 1 em (E). Podemos fazer, formalmente, ε = 0 em (E) e obtemos a equação de

reação-difusão

ut +β (x)u−∑i, j ∂i(ai j(x)∂ ju) = f (x,u), x ∈ Ω, t ∈ [0,∞),

u(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ [0,∞).
(P)

Em [26], os autores estudam o caso N = 3 e mostram que sob certas condições o problema (P)

possui atrator global Ã em H1
0 (Ω).

Em [24] os autores definem uma imersão Γ : D→H1
0 (Ω)×L2(Ω), onde D é um subconjunto

de H1
0 (Ω), mostram que Ã ⊂ D e que a famı́lia (Aε)ε≥0, onde A0 = Γ(Ã ), é semicontı́nua

superiormente em ε = 0.
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Apêndice

A

Demonstrações auxiliares

Nesse apêndice apresentaremos as demonstrações de alguns resultados do Capı́tulo 1.

A.1 Demonstração de resultados da Seção 1.5

Para demonstrar a Proposição 1.51 necessitamos do seguinte resultado auxiliar.

Lema A.1. Suponha que π seja um semifluxo global assintoticamente compacto e seja B um

subconjunto não-vazio de X tal que γ+t0 (B) é um conjunto limitado, para algum t0 ∈ R
+. Então

ω(B) é um conjunto não-vazio, compacto, invariante. Além disso ω(B) atrai B.

Demonstração da Proposição 1.51. Suponha que π seja assintoticamente suave. Mostremos

que π é assintoticamente compacto. De fato, seja B um subconjunto u-limitado de X , (xn)n um

sequência em B e (tn)n um sequência em [0,∞), com tn → ∞ quando n → ∞.

Logo existe um tB ≥ 0 tal que o conjunto γ+tB (B) é limitado. Segue do Lema A.1 que ω(B)

é não-vazio, compacto, invariante e atrai B. Em particular temos que distH(π(tn)(B),ω(B))→ 0

quando n → ∞. Como

d(xnπtn,ω(B))≤ distH(π(tn)(B),ω(B)), para todo n ∈ N

temos que d(xnπtn,ω(B)) → 0 quando n → ∞. A compacidade de ω(B) implica que existe

uma subsequência (xnk
πtnk

)k da sequência (xnπtn)n e um y ∈ ω(B) tais que xnk
πtnk

→ y quando

k → ∞. Isso implica que π é assintoticamente compacto.

Reciprocamente, suponha que π seja assintoticamente compacto e considere um subcon-

junto B de X não-vazio, fechado, limitado e positivamente invariante. Afirmamos que ω(B) é

subconjunto de B não-vazio, invariante, compacto e que ω(B) atrai B.
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Mostremos que ω(B) é não-vazio. De fato, seja v ∈ B e considere o conjunto {v}. Como

B é positivamente invariante, temos que, temos que vπt ∈ B, para todo t ≥ 0. Ou seja, {v} é

u-limitado com t{v} = 0. Seja (tn)n uma sequência em N tal que tn → ∞ quando n → ∞. Como π

é assintoticamente compacto, segue que existe uma subquência (vπtnk
)k, da sequência (vπtn)n,

e y ∈ X tal que d(vπtnk
,y)→ 0 quando k → ∞. Logo y ∈ ω({v})⊂ ω(B).

Mostremos que ω(B) ⊂ B. De fato, dado y ∈ ω(B) existem sequências (xn)n em B e (tn)n

em N tais que tn → ∞ e d(xnπtn,y) → 0 quando n → ∞. Como B é positivamente invariante,

temos que xnπtn ∈ B para todo n ∈ N e, sendo B fechado, segue que y ∈ B.

Mostremos que ω(B) atrai B. De fato, suponha que ω(B) não atraia B. Então existem um

ε0 > 0, uma sequência (tn)n em [0,∞) com tn → ∞ e uma sequência (vn)n em B tais que

inf
y∈ω(B)

d(vnπtn,y)> ε0, para todo n ∈ N. (A.1)

Como B é positivamente invariante e limitado, conjunto E = {vnπtn | n ∈ N} ⊂ B é u-limitado

com tE = 0. Agora, a compacidade assintótica de π implica que existe uma subsequência

(vnk
πtnk

)k da sequência (vnπtn)n e um z ∈ X tal que d(vnk
πtnk

,z) → 0 quando k → ∞. Logo

z ∈ ω({v})⊂ ω(B) e segue de (A.1)

d(vnk
πtnk

,z)> ε0, para todo k ∈ N

o que é uma contradição. Logo, ω(B) atrai B.

Mostremos que ω(B) é invariante. Fixe t ≥ 0 e considere v ∈ ω(B). Logo existem

sequências (vn)n em B e (tn)n em N tais que tn → ∞ e d(vnπtn,v)→ 0 quando n → ∞.

A continuidade de π implica que d((vnπtn)πt,vπt)→ 0 quando n → ∞. Como (vnπtn)πt =

vnπ(tn + t) para todo n ∈ N e tn + t → ∞ quando n → ∞, temos que vπt ∈ ω(B). Ou seja,

{xπt | x ∈ ω(B)} ⊂ ω(B).

Como tn → ∞ quando n → ∞, temos que existe um n0 ∈ N tal que tn ≥ t para todo n ≥ n0.

Analogamente ao que já foi feito, o conjunto {vnπ(tn−t) | n≥ n0} é u-limitado e a compacidade

assintótica de π implica que existe uma subsequência (vnk
π(tnk

− t))k da sequência (vnπ(tn −
t)n≥n0

e um z ∈ X tal que d(vnk
π(tnk

− t),z) → 0 quando k → ∞. Novamente z ∈ ω(B) e a

continuidade do semifluxo π implica que d((vnk
π(tnk

− t))πt,zπt)→ 0 quando k → ∞. Como

(vnk
π(tnk

− t))πt = vnk
πt para todo k ∈ N temos que v = zπt. Ou seja

ω(B)⊂ {xπt | x ∈ ω(B)}.
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Finalmente, mostremos que ω(B) é compacto. Notemos que ω(B) é u-limitado. A in-

variância de ω(B) e a compacidade assintótica de π implicam que ω(B) é sequencialmente

compacto. Portanto, π é assintoticamente suave.

Demonstração do Lema 1.55. Seja W um subconjunto limitado de X . Suponha que A não

atraia W . Logo, temos que existem um ε0 > 0 e uma sequência (tn)n em [0,∞) com tn → ∞

quando n → ∞ e uma sequência (wn)n em W tais que

d(wnπtn,A )> ε0, para todo n ∈ N.

Portanto,

d(wnπtn,a)> ε0, para todo n ∈ N e todo a ∈ A . (A.2)

Notemos que U :=
⋃

a∈A BX(a,ε0) é uma vizinhança a aberta de A . Como A é um atrator

global de π , existe um tW,U ∈ [0,∞) tal que wπt ∈U para todo w ∈W e t ∈ [tW,U ,∞). Portanto,

existe um n0 ∈ N tal que tn ≥ tW,U para todo n ≥ n0 e

wnπtn ∈
⋃

a∈A

BX(a,ε0) para todo n ≥ n0.

Logo, existe uma sequência (an)n em A tal que

d(wnπtn,an)< ε0 para todo n ≥ n0. (A.3)

Como A é um conjunto compacto, existe uma subsequência (ank
)nk

da sequência (an)n e um

a ∈A tais que ank
→ a quando k → ∞. Este fato e (A.3) implicam que existe um k0 ∈N tal que

d(wnk
πtnk

,a)≤ ε0 para todo k ≥ k0,

mas isso contradiz (A.2). Portanto, o conjunto A atrai conjuntos limitados de X .

Demonstração do Lema 1.56. Seja A um atrator global de π . Segue do Lema 1.55 que A atrai

pontos de X , ou seja, π é ponto dissipativo.

Mostremos que π é assintoticamente suave. Seja W um subconjunto não-vazio, fechado,

limitado e positivamente invariante de X . Devemos mostrar que existe um conjunto compacto

não-vazio C contido em W que atrai W . Defina C :=W ∩A . É claro que C limitado e C ⊂W .

Como A é compacto e W é fechado, segue que C é fechado. Além disso, C ⊂ A . Portanto, C

é compacto.
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Afirmamos que C é não vazio. De fato, seja (tn)n uma sequência em [0,∞) com

tn → ∞ quando n → ∞ e w ∈ W . Segue do Lema 1.55 que A atrai W . Em particular,

distH(π(tn)(W ),A )→ 0 quando n → ∞. Como

d(wπtn,A )≤ distH(π(tn)(W ),A ), para todo n ∈ N,

temos que d(wπtn,A ) → 0 quando n → ∞. A compacidade de A implica que existe uma

subequência (tnk
)k da sequência (tn)n e um y ∈ A tais que wπtnk

→ y quando k → ∞. Como W

é positivamente invariante e fechado, segue que y ∈W . Ou seja, y ∈C. Como A atrai W e

distH(π(t)(W ),A ∩W )≤ distH(π(t)(W ),A ), para todo t ≥ 0,

segue C atrai W .

Para concluir a demonstração, mostremos que π é eventualmente limitado. Seja W um

subconjunto limitado de X . Temos que A atrai W . Logo existe um tW ≥ 0 tal que

distH(π(t)(W ),A )< 1, para todo t ≥ tW .

Portanto,

d(wπt,A )< 1, para todo t ≥ tW e w ∈W . (A.4)

Como A é limitado, segue que existe um z ∈ X e um M ≥ 0 tal que d(a,z) ≤ M para todo

a ∈ A . Seja t ≥ tW e w ∈W . Segue de (A.4) que existe um at,w ∈ A tal que d(wπt,at,w)< 1.

Portanto, temos que

d(wπt,z)≤ 1+M, para todo w ∈W e t ≥ tW .

Ou seja, γ+tW (W ) é limitado.

Demonstração do Lema 1.57. Como π é um semifluxo ponto dissipativo, existe um subcon-

junto W0 de X não-vazio e limitado que atrai pontos de X . Seja NW0
uma vizinhança aberta

limitada arbitrária de W0. Segue da Proposição 1.49 que NW0
absorve pontos de X .

A continuidade de π e o fato de que NW0
absorve pontos implicam que para cada v ∈ X ,

existem um τv ≥ 0 e um εv > 0 tais que

π(τv)(BX(v,εv))⊂ NW0
, (A.5)

onde BX(v,εv) denota a bola aberta em X com centro em v e raio εv.
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Como π é um semifluxo eventualmente limitado temos que existe um tNW0
≥ 0 tal que

O :=
⋃

t≥tNW0

π(t)(NW0
) = γ+tNW0

(NW0
)

é um conjunto limitado. Segue que o conjunto O é positivamente invariante e absorve pontos

de X . Além disso, segue de (A.5) que para cada v ∈ X temos que

π(t)(BX(v,εv))⊂ O, para todo t ≥ tv, (A.6)

onde tv := τv + tNW0
≥ 0.

Seja C um subconjunto compacto de X . É claro que C ⊂∪v∈CBX(v,εv), onde εv > 0 é como

na afirmativa acima. A compacidade do conjunto C implica que existem v j ∈C, j = {1, . . . ,k}
tais que

C ⊂
k⋃

j=1

BX(vi,εv j
) =: NC. (A.7)

Defina σ := max{tv1
, . . . , tvk

}. Fórmulas (A.6) e (A.7) implicam que

π(t)(C)⊂ π(t)(NC) =
k⋃

j=1

π(t)(BX(v j,εv j
))⊂ O, para todo t ≥ σ .

A demonstração está completa.

Demonstração do Lema 1.58. Seja B um subconjunto limitado de X . O Lema A.1 implica que

ω(B) é um conjunto compacto e que atrai B. Segue do Lema 1.57 que existe um conjunto

limitado O ⊂ X e existe uma vizinhança aberta Nω(B) de ω(B) tal que O absorve Nω(B). Como

ω(B) atrai B temos que existe um tB ≥ 0 tal que

π(t)(B)⊂ Nω(B), para todo t ≥ tB

e portanto existe um τB ≥ 0 tal que

π(t)(B)⊂ O, para todo t ≥ τB.

Ou seja, mostramos que o conjunto O absorve conjuntos limitados de X .

Defina A = ω(O). Aplicando novamente o Lema A.1 temos que A é um conjunto com-

pacto, invariante e atrai O . Além disso, como o conjunto O absorve conjuntos limitados de X ,

temos que A atrai subconjuntos limitados de X . Portanto, para todo conjunto limitado B em X
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e toda vizinhança aberta U de A , existe um tB,U ∈ [0,∞) tal que xπt ∈U para todo x ∈ B e todo

t ∈ [tB,U ,∞). Mostramos que A é um atrator global do semifluxo π .

A.2 Demonstração de resultados da Seção 1.6

Demonstração da Proposição 1.62. Seja τ > 0. Defina α = α(τ) = max{‖T (t)‖ | t ∈ [0,τ]},

K = 2Mα +‖F(0)‖ e

ωM = ωM,τ = min

{
τ,

1

(2LK +2)α

}
.

Seja agora x ∈ X com ‖x‖ ≤ M e considere o seguinte espaço métrico:

E = {u ∈C([0,ωM],X) | ‖u(t)‖ ≤ K, para todo t ∈ [0,ωM]}

munido da distância proveniente da norma de C([0,ωM],X), ou seja, para u, v ∈ E,

d(u,v) = max
t∈[0,ωM ]

‖u(t)− v(u)‖.

Temos que (E,d) é um espaço métrico completo. Para cada u ∈ E, definimos a função Φu por

Φu(t) = T (t)x+
∫ t

0
T (t − s)F(u(s))ds, para todo t ∈ [0,ωM].

Notemos que Φu ∈C([0,ωM],X). Mostremos que Φu ∈ E. Para t ∈ [0,ωM], temos que ‖u(t)‖ ≤
K e portanto

‖F(u(t))‖ ≤ ‖F(0)‖+‖F(u(t))−F(0)‖ ≤ ‖F(0)‖+LK‖u(t)−0‖
≤ ‖F(0)‖+KLK = ‖F(0)‖+2MαLK +‖F(0)‖LK

≤ 2‖F(0)‖+2MαLK +2‖F(0)‖LK2Mα = (2LK +2)(Mα +‖F(0)‖).

Como ωM ≤ τ , obtemos para t ∈ [0,ωM] que

‖Φu(t)‖ ≤ ‖T (t)‖‖x‖+
∫ t

0
‖T (t − s)‖‖F(u(s))‖ds

≤ αM+α(2+2LK)(Mα +‖F(0)‖)t ≤ αM+α(2+2LK)(Mα +‖F(0)‖)ωM.

Como ωM ≤ 1

(2LK +2)α
temos que

‖Φu(t)‖ ≤ 2Mα +‖F(0)‖= K, para todo t ∈ [0,ωM].
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Portanto, temos definida uma aplicação F : E → E dada por F(u) = Φu, u ∈ E. Além disso,

para todo u, v ∈ E, temos

‖Φv(t)−Φu(t)‖ ≤ LK

∫ t

0
‖T (t)‖‖v(s)−u(s)‖ds ≤ αωMLKd(u,v), t ∈ [0,ωM].

Suponha que para n ∈ N, n > 1 temos que

‖Φn−1
u (t)−Φn−1

v (t)‖ ≤ (αLKωM)n−1

(n−1)!
d(u,v), t ∈ [0,ωM].

Para todo t ∈ [0,ωM] segue que

‖Φn
u(t)−Φn

v(t)‖ ≤
∫ t

0

(αLK|s|)n−1

(n−1)!
‖T (t − s)‖‖Φu(t)−Φv(t)‖d(u,v)

≤ αnLn
Kd(u,v)

∫ t

0

|s|n−1

(n−1)!
ds =

(αLKωM)n

n!
d(u,v).

Portanto, mostramos que para todo n ∈ N temos que

‖Φn
u(t)−Φn

v(t)‖ ≤
(αLKωM)n

n!
d(u,v), para todo t ∈ [0,ωM].

Logo, para todo n ∈ N

d(Fn(u),Fn(v))≤ (αLKωM)n

n!
d(u,v).

Seja n ∈ N suficientemente grande tal que

(αLKωM)n

n!
< 1.

Logo, Fn é uma contração em E. Assim, segue do Teorema do Ponto Fixo de Banach, a

aplicação Fn possui um único ponto fixo u ∈ E e, portanto, o mesmo ocorre para F . O único

ponto fixo da aplicação F é uma solução u ∈C([0,ωM],X) de (1.4) em [0,ωM].

Para concluir mostremos a unicidade. Sejam u, v ∈ C([0,ωM],X) soluções de (1.4) em

[0,ωM] e defina P = supt∈[0,ωM ]{‖u(t)‖,‖v(t)‖}. Para t ∈ [0,ωM] temos que

‖u(t)− v(t)‖ ≤
∫ t

0
‖F(u(s))−F(v(s))‖ds ≤ LP

∫ t

0
‖u(s)− v(s)‖ds.

O Lema 1.61 (com C1 = 0) implica que u(t) = v(t), para todo t ∈ [0,ωM].
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Demonstração do Teorema 1.63. Seja x ∈ X . Defina o seguinte conjunto

C := {ω > 0 | existe uma única solução u ∈C([0,ω],X) de (1.4) em [0,ω]}.

Segue da Proposição 1.62 que

ω(x) = supC

está bem definido e ω(x) ∈ (0,∞]. Seja t ∈ [0,∞). Logo existe um T ∈ C tal que 0 < t ≤ T .

Seja uT ∈C([0,T ],X) a única solução de (1.4) em [0,T ] e defina

u(t) := uT (t).

Afimamos que a função u está bem definida. De fato, seja S ∈ C com 0 < t ≤ S. Sem perda

de generalidade podemos supor que S < T . Logo uS e uT são duas soluções de (1.4) definidas

em [0,S]. A unicidade da Proposição 1.62 implica que uS = uT em [0,S] e a afirmativa está

demonstrada.

Além disso, a função u é contı́nua em [0,ω(x)) e para todo para todo 0 < ω < ω(x), u é a

única solução de (1.4) em C([0,ω],X).

Para completar a demonstração do resultado, se ω(x) < ∞, mostremos que

limt→ω(x)− ‖u(t)‖=∞. Suponha que exista um M ≥ 0 tal que ‖u(t)‖≤M para todo t ∈ [0,ω(x))

e seja ωM como na Proposição 1.62. Temos que ωM < ω(x). Seja t0 ∈]0,ω(x)) tal que

ω(x)− t0 < ωM. (A.8)

Seja v ∈C([0,ωM],X) a solução de (1.4) dada pela Proposição 1.62. Logo

v(s) = T (s)u(t0)+
∫ s

0
T (s−σ)F(v(σ))dσ , para todo s ∈ [0,ωM].

Defina w ∈C([0, t0 +ωM],X) por

w(s) =

{
u(s) se s ∈ [0, t0]

v(s− t0) se s ∈ [t0, t0 +ωM].

Afirmamos que w é solução de (1.4) com ω = t0 +ωM. De fato, para τ ∈ [0, t0] temos que

w(τ) = u(τ) = T (τ)x+
∫ t0

0
T (t0 − s)F(u(s))ds = T (τ)x+

∫ t0

0
T (t0 − s)F(w(s))ds.
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Agora, para τ ∈ [t0, t0 +ωM] temos que

w(τ) = v(τ − t0) = T (τ − t0)u(t0)+
∫ τ−t0

0
T (τ − t0 −σ)F(v(σ))dσ

= T (τ − t0)

(
T (t0)x+

∫ t0

0
T (t0 −σ)F(u(σ))dσ

)
+
∫ τ−t0

0
T (τ − t0 −σ)F(v(σ))dσ

= T (τ)x+
∫ t0

0
T (τ −σ)F(u(σ))dσ +

∫ τ

t0

T (τ −σ)F(v(σ − t0))dσ

= T (τ)x+
∫ τ

0
T (τ −σ)F(w(σ))dσ .

O que demonstra a afirmativa. A definição de ω(x) implica que t0 +ωM ≤ ω(x), mas isso

contradiz (A.8). Logo o conjunto {‖u(t)‖ | t ∈ [0,ω(x))} não é limitado.

Agora suponha que exista uma constante M ≥ 0 tal que para todo τ ∈ [0,ω(x)) exista um

tτ ∈ (τ,ω(x)) tal que ‖u(tτ)‖ ≤ M. Em particular, para todo n ∈ N existe um tn ∈ (ω(x)−
1/n,ω(x)) tal que ‖u(tn)‖ ≤ M. Temos que tn → ω(x)− quando n → ∞. Seja n0 ∈ N tal que

ω(x)− tn0
< ωM. Usando um argumento similar ao acima, mostramos que ωM + tn0

< ω(x) o

que é uma contradição. Portanto, limt→ω(x)− ‖u(t)‖= ∞.

Demonstração da Proposição 1.64. Seja x ∈ X e seja u solução da equação (1.4) dada pelo

Teorema 1.63. Seja 0 < ω < ω(x). Seja (xn)n uma sequência em X tal que xn → x com n → ∞.

Para cada n ∈ N seja un a solução da equação (1.4) dada pelo Teorema 1.63 correspondente ao

valor inicial xn. Como na demonstração do Teorema 1.63 seja α = max{‖T (t)‖ | t ∈ [0,1]}.

Afirmamos que existe um n0 ∈ N tal que ω(xn)> ω para todo n ≥ n0. Para ver isto, defina

M = α−1 sup
t∈[0,ω]

‖u(t)‖

e para cada n ∈ N defina

τn = sup{t ∈ [0,ω(xn)) | ‖un(s)‖ ≤ 2Mα +‖F(0)‖, para todo s ∈ [0, t]}.

Como a sequência (xn)n é convergente, então existe um n1 ∈ N tal que ‖xn‖ < M para todo

n ≥ n1. É claro que ωM < ω(xn) e τn > ωM > 0. Defina β = max{‖T (t)‖ | t ∈ [0,ω]}. Para

cada t ≤ ω , t ≤ τn, temos

‖u(t)−un(t)‖ ≤ ‖T (t)‖‖x− xn‖+L2Mα+‖F(0)‖

∫ t

0
‖T (t − s)‖‖u(s)−un(s)‖ds

≤ β‖x− xn‖+βL2Mα+‖F(0)‖

∫ t

0
‖u(s)−un(s)‖ds.
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Segue da Desigualdade de Gronwall descrita no Lema 1.61 que

‖u(t)−un(t)‖ ≤ β‖x− xn‖eωβL2Mα+‖F(0)‖ , para todo t ≤ ω , t ≤ τn. (A.9)

Seja n0 ∈ N com n0 ≥ n1 tal que

‖x− xn‖ ≤
Mα

βeωβL2Mα+‖F(0)‖
, para todo n ≥ n0.

Em particular, para todo t ≤ min{ω,τn} e n ≥ n0, temos que

‖un(t)‖ ≤ ‖u(t)‖+β‖x− xn‖eωβL2Mα+‖F(0)‖ ≤ Mα +Mα ≤ 2Mα +‖F(0)‖.

Logo, τn > min{ω,τn} para todo n ≥ n0. Ou seja, τn > ω para todo n ≥ n0 e isso implica que

ω(xn)> ω para todo n ≥ n0. A demonstração da afirmativa está completa.

Notemos que a semicontinuidade inferior de ω segue imediatamente da afirmativa acima.

Para demonstrar (ii) notemos que se (xn)n é uma sequência em X e x∈X tais que xn → x quando

n → ∞ e se ω < ω(x), então pelo que fizemos acima temos que existe uma constante K̃ ≥ 0 tal

que para n ∈ N suficientemente grande temos que ω(xn)> ω e

‖u(t)−un(t)‖ ≤ K̃‖x− xn‖, para todo t ∈]0,ω], (A.10)

onde para cada n ∈ N sejam un e u as soluções da equação (1.4) correspondentes aos valores

iniciais xn e x. A desigualdade (A.10) implica que un → u em C([0,ω],X).
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