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GEOMETRICS ASPECTS OF ARNOL'D THEORY

Valdeni Soliani Franco

Adviser: Prof. Dr. Gilberto Francisco Loibel

ABSTRACT

In this paper we detailed some of the classification theorems from
Arnold's papers, selected mainly from [1], according to the demonstration

technics.

In these theorems, he classifies certain subsets of the orbits
o0
©cc (CZ,C]) as well as quotients of such subsets. We also studied the

topology of some of them.
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INTRODUCAO

0 problema da classificagcao de singularidades consiste em estudar
- . ] -~
as orbitas de C (Cm,Cn) = Qm a sob a acao de certos grupos (R, L, A, etc.
b .

ver [5]). .No nosso estudo olharemos para Qz,]' que chamaremos simplesmente
de , e as equival@ncias utilizadas serao do tipo R. |

Nos artigos de Arnol'd, principalmente em [1], encontram-se impor-
tantes contribuigoes para os casos (CZ,O) -+ (€,0) e (C3,0) -+ (€C,0). Em
alguns dos muitos teoremas, ele classifica subconjuntos de orbitas 0 c Q e
em outros classifica quocientes de tais subcoﬁjuntos.

Estes estudos geralmente recaem na cxassificaggo de polinomios com
caracterizagoes especiais .(por exemplo, polinémios da forma x4 + ax'y +’y4l
Em muitos casos, associa a estas, classificagoes de objetos geométricos co-
nhecidos.

A algumas classes desses objetos geometricos correspondem orbitas,
ou seja, elementos de £, a outros, blocos de orbitas (classes de:singula—
ridades) que sao subdivididos em teoremas subsequentes.

0 estudo de uma topologia do conjunto  que exprimisse a "proximi
dade" das orbitas e excessivamente complexo, mas certos subconjuntos do tipo
O ou quocientes destes podem ser identificados com espagos topologicos rela
tivamente simples e em certos casos estabelecido um relacionamento entre al-
guns desses quocientes.

No Capitulo II, estudaremos algumas situagoes deste tipo, relaciona
dos com alguns dos teoremas de Arnol'd. Em particular, estudamos alguns ca-
sos em que refinamos os blocos dados por Arnol'd em orbitas (§ 3, Cap. II).

No Capitulo 0, relacionamos os conceitos, lemas e teoremas da teo-

ria de Arnol'd, que serao utilizados no desenvolvimento do trabalho.



No Capitulo I, selecionamos doze entre os cento e cinco teoremas de
Arnol'd, que aparecem em [1], de acordo com as diferentes tecnicas de demons
tragoes. Ainda neste capitulo demonstramos dois teoremas sobre fungoes quaseho
mogeneas que alem de consfituirem uma tecnica geral que utiliza raizes de uma
algebra de Lie quase homogenea para a classificagao de singularidades quasehomo
geneas, nos auxiliam na associagao destas classificagoes com objetos geometri-
cos conhecidos, como aparece em [1], pagina 48.

Pretendemos num estudo futuro, englobar os resultados aqui obtidos num

estudo mais amplo de Q. ,



CAPTTULO 0

PRELIMINARES

Neste Capitulo os termos que aparecem sublinhados sao os conceitos

que estaremos definindo.

Um ponto critico de uma funcao diferenciavel € um ponto para o

qual a derivada da funcao é nula. Um ponto critico € dito nao-degenerado se

a derivada segunda € uma forma quadratica nao-degenerada.

Dizemos que dois germes de funcoes em 0 sao equivalentes se um de-

les pode ser obtido do outro sob um difeomorfismo de c” que deixa 0 fixo.

A classe das funcoes cuja série de Taylor coincide em 0 para os
termos de grau r com a série de Taylor de uma funcao dada € chamada o r-jato

da funcao em 0. 0 jato de uma funcao em 0 € suficiente se ele determina o

germe dessa funcao em 0 a menos de equivalencia.

Denotaremos ‘por. #¢ o ideal maximal do anel dos germes diferencié
. n - r
vels no ponto 0 € € . A notacao f € #t denota que f tem um zero de ordem r

em O,

Lema 0.1:

. - o.n . -
Seja £ um germe de uma funcao no ponto 0 € € . Fixamos um numero
natural r e assumimos que f satisfaz a seguinte condicao:

1 g of r+2

’ hiAe ﬂ(z tal que a =, hi mod Mt

T+
(11') qum 1=1§;i
entao, qualquer funcao f' para a qual £' = f mod # T+ também satisfaz (1r).

Lema 0.2:

Suponhamos que o r-jato da funcao £ em O satisfaz (1r), entac o

r-jato da funcao f em 0 é suficiente.



As demonstracoes dos Lemas 0.1 e 0.2 estao em [3].

¢

. e e n .
Consideremos o espago aritmetico € com coordenadas x1,...,xn fixa

das. Uma fungao f:.(Cn,O) + (€,0) é dita ser quasehomogenea de grau d com

peso a = (q1,a2,...,qn) se:

f()\a1x ,...,)\%x ) = )\df(x ,-...x ) YA eC.
1 n 1 n

Seja f um germe de uma aplicacao diferenciavel complexa, com pon-

to critico isolado O € Cn. A multiplicidade YU de O pode ser definida como

o numero de pontos criticos nao-degenerados no qual 0 se divide sob pequenos

deslocamentos. Ela também pode ser definida como a dimensao do anel local:

m[[xi,...,xz]] i
Q= (3F,,---50f )

Investigando pontos criticos de multiplicidade finita, uma funcao

pode ser representada por jatos suficientes ou um polinomio.

Assim, a questao da classificacao de singularidades isoladas se re
duz a problemas algébricos concernentes a acao de grupos de Lie de dimensao

finita.

Uma funcao quasehomogenea f ¢ dita ser nao-degenerada se 0 e um

ponto critico isolado, isto €, se a multiplicidade Y do ponto critico 0 é fi

nita.

Dizemos que um monomio X - x$1...x§n tem grau d se (a,k) = a1k1+
...+ @k = d. Um polinomio(série de potencias, germes, fungdes) tem fil-

tragao d se todos os seus monomios sao de grau maior ou igual a d.

Os polinomios (série, germes) com fistragao d forma um espaco 1li -
near Ed; se d < d' entao Eﬁ} c Ed; a filtracao de uma produto € a soma da
filtragao dos fatores, assim Ey é um ideal no anel dos polinomios (séries,

germes ). Denotamos este anel por A, chamamos o anel quociente A/Ed o anel



de d-jatos e seus elementos de d-jatos.

Um polinpmio (série de potencias, germes) é dito ser semiquaseho -

mogéneo de grau d com pesoa se ele ¢ da forma f = £ + £', onde £ é um po

linomio (série, germe) quasehomogeneo nao-degenerado de grau d e peso s e f'

€ um polinomio (série, germe): de filtracdo estritamente maior que d.

Em geral, consideraremos funcoes quasehomogBneas de grau 1, com ex
poente racional 0 < o, < 1/2. Tais funcOes sao automaticamente polinomiais.

Chamamos o hiperplano T = {k: a1k +...%1nkn = 1} de diagonal. A diagonal

1

corta os eixos coordenados num segmento de comprimento a, = 1ﬁ1i.

Podemos dizer entao que uma funcao semiquasehomogénea € obtida de
uma funcao quasehomogenea adicionando-se monomios cujos expontes localizam -

~-se sobre ou acima da diagonal.
Teorema 0.1:

A multiplicidade do ponto critico O de uma funcao semiquasehomoge-

nea f € iguaIa‘da sua parte quasehomogénea, isto &, U(f) = u(fo).
A demonstracao se encontra no §3 de [2].

Por abuso de linguagem, chamamos um conjunto de U polinomios uma

‘base do anel local de f se ele torna-se uma base para Qf sobre C apos fatora-

cao pelo ideal.
"Teorema 0.2:

Se osistema de monomios € serese € uma base do anel local da par-

u
te quasehomogenea £ de uma funcao semiquasehomogénea f, entdo este me smo

sistema de monomios € uma base do anel local de f.

Teorema 0.3:

O numero de monomios da base do anel local de uma funcao quasehomo

génea ou semiquasehomogenea f com grau d independe da escolha da base no a-



nel local.
Teorema 0.4:

Uma base monomial do anel local de uma fungao semiquasehomogenea f

de peso (a1,a2,...,dn) e grau 1, tem exatemente um gerador de grau dméx =

n ,
= (1—2as). Todo monomio de grau maior localiza-se no ideal (3f1,...,3fnl
s=1

As demonstracoes dos Teoremas 0.2,0.3 e 0.4 estao nos §3 ef§4de [2],

Consideremos o anel local das funcoes quasihomogeneas ou semiquase

homogeneas f de grau d. Fixamos um sistema de monomios formando uma base pa-

ra este anel.

Um monomio € dito ser superior (ou inferior, ou diagonal) se ele
tem grau maior que d (ou menor que d, ou igual a d) para um dado expoente

quasehomogeneo.

Seja CIERERPL sistema de todos os monomios superiores da :base,

numa base fixa do anel local da funcao fo.
Teorema 0.5:

Toda funcao semiquasehomogenea com parte quasehomogenea fo e equi-

valente a uma funcao da forma fo + chek, onde Cy sao constantes.

Este Teorema € fundamental em varias demonstracces dos Teoremas de
classificacao de singularidades que faremos no Capitulo I, sua demonstracao
se encontra no §7 em [2].

O grupo dos germes (ou jatos) de difeomorfismos de ct que deixa o

ponto 0 fixo, atua no espaco dos germes (ou jatos) de funcoes em 0. Uma

classe de singularidades € um subconjunto do espaco de germes (ou jatos) de

funcoes que e invariante sob esta acao. Orbitas sao exemplos de classe de
singularidades. Dois germes (ou jatos) sdo ditos equivalentes se eles per -

macem na mesma orbita (estas equivalencias sao as chamadas do tipo R).



Para definir Forma Normal consideremos o espaco dos polinomios
M= C[x1,...,xn] como um subconjundo do espaco de germes de fungoes

f(x1,...,xn) em 0.

Uma Forma Normal para uma classe K de fungoes € dada pela aplica-

cao ¢: B * M de um espaco linear de dimensdo finita de parametros B no espa-

co dos polinomios, para o qual as trés condicoes abaixo se verificam:

(1) ¢(B) intercepta toda orbita de K;
(2) a imagem inversa em B de cada orbita € finita;

(3) a imagem inversa de todo complemento para K,esta contida em alguma hiver

superficie propria em B.

Uma Forma Normal e dita polinomial (respectivamente afim) se a a-
plicacao ¢ é polinomial (respectivamente linear e nao homogénea). Uma Forma

Normal afim € chamada simples se ¢ tem a forma:

¢(b1,...br) =V o+ b xT1 + ...+ brxﬁr, onde Wo € um polinomio fi-

1

- . m
xado, os b.1 Sao numeros e 0S X

.

1 sap monomios.

Dois germes f: (Gn,O) + (€,0) e g:L(Gm,O) * (€,0) sao ditos serem

estavelmente equivalentes se eles tornam-se equivalentes apos adicao de for-

- . - 3 . .

mas quadraticas nao-degeneradas (por exemplo: f(x) = x~ € estavelmente equi-
3 2 - - e .

valente a g(x,y) = x~ +y ). Se duas funcoes com o mesmo numero de variaveis

sao estavelmente equivalentes, entdo elas sao equivalentes,

0 corank do germe de uma funcao em um ponto critico € a dimensao
do espago nulo de sua derivada segunda. Toda funcao de corank r e estavelmen
te equivaelnte a uma funcao de r variaveis (Lema de Morse generalizado). Na
clagsificacao a menos de equivalencia estavel geralmente tomaremos formas nor

mais com o numero de variaveis igual ao corank.

O grupo de difeomorfismos quasehomogeneos de peso o € 0 grupo de

. . n - -
germes de difeomorfismos de € em 0 levando qualquer funcao quasehomogenea



de peso 0 e grau d em uma funcao de mesmo grau. A algebra de Lie deste gru-

po é chamado a algebra quasehomogeénea e sera denotada por X(Q).

0 espaco dos expoentes de funcoes de Xysee X € 0 espaco aritmeti-

n . . . ~ . -
co € cujos pontos m com coordenadas inteiras nao negatilvas sao Os expoentes

- m
dos monomlos X .

0 suporte de funcoes quasehomogeneas de grau d e peso & € o con -

junto de todos os pontos inteiros nao-negativos m no plano (m,0) = 4. 0 su -
- - . . n

porte e dito ser completo se ele nao esta contido em um subespaco afim de €

de dimensao menor que n-1.

As raizes da algebra !quasehomogenea ™(0) sao todos os vetores nao
nulos m do espaco de expoentes. que localizam-se no- plano.(m,0 ).= 0 e tem .a. - . _
forma m = p - 1, (onde 1 é o vetor cuja i-€sima componente é 1 e as res-

tantes iguais a 0 e o vetor p tem Componentes ' inteiras nao negativas)

Em outras palavras, m e uma raiz se xpai € um campo vetorial mono-
mial de x{(@) distinto de xiai' Observemos que i pode ser recuperado de uma
raiz m, desde que m tem precisamente umm coordenada negativa m = -1 (nem to

das componetes de m pode ser nao negativas, pois (m,0) = 0).

Queremos agora para finalizar, fixar algumas notacoes que aparece-
rao nos teoremas de classificacao.
Por j, f entende-se o k-jato de f em O (ou o polinomio de Taylor de

ordem k em 0).

j{“mjf e o quase jato de f em 0, definido pelo monomio X (ou o
. X 1)

correspondente polinomio de Taylor).

j{ m]f ~ g denota equivaléncia quasehomogenea de jatos (ou polind
n 0
X

mios de Taylor).



* Observacoes:

1. Um sistema de n monomios {x™} em Xy5e00,X  COM expoantes independentes
ZII n . . }

m, € ¢ R define um hiperplano I = {m: (o,m) = 1}. Se todas as com -

ponestes 0. do vetor- sao positivas, entao 0 e chamado o tipo de quasehomo-

. - N - -~ ., m o~ m -

geneldade e o numero (a,m) € a ordem do monomio x . O polinomios f = mex e

quasehomogeneo de grau d e tipo @ se (d,m) =d Ym: fm # 0. O tipo de qua -

sehomogeneidade define em C[[x1,...,xn]] uma graduacao e uma filtracao de-

crescente Eo ») 51 3 ..., onde:

Ed = {f: (a,m) 2d, Ym com £ # 0},
!
2. 0 espaco quociente EO/EZd , d > 1, € chamado um espaco de quasejatos de-
finido pelos monomios {x™}  (ou definido pelo tipo de quasehomogeneida-
de 0). Para um sistema de coordenadas fixado, podem ser identificados com

polinomios cujos monomios sao todos de ordem maior que 1 (um).



CAPITULO I
ALGUMAS TECNICAS DE CLASSIFICACAO DE SINGULARIDADES

Neste capitulo deﬁonstraremos alguns teoremas de classificagao de
singularidades utilizando diversas técnicas que aparécem basicamente em
dois artigos de V.I.Arnol'd: "Critical points of smooth functions and
their normal forms" e "Normal forms of functions in neighbourhoods of dege~
nerate critical points" citados em nossa bibliografia. Os pré-requisitos ne
cessarios ou foram dados no Capitulo 0 ou serao citados antes das demonstra

coes de cada teorema. ;

Os teoremas nﬁmerados de 1.1 a 1.12 foram retirados de uma serie
de 105 teoremas que aparecem no artigo [1l], e antes de enunciarmos cada um
desses teoremas colocaremos entre parenteses o numero do teorema no referido
artigo. Eles foram selecionados devido as diferentes tecnicas de demonstra-
cao. Algumas dessas demonstracoes nao existem no artigo, outras fizemos com
mais detalhes do que as feitas no artigo.

Teomema 1.1 (2)

k+1 |
Se corank f £ 1 = f €A (k 2 1), onde A X (k 27)

Demonstracao:

Em [3], Lema 4.1 é demonstrado que numa vizinhanca de 0, existe
um sistema de coordenadas x,y no qual f pode ser escrito da forma:
f = ¢(x) + Q(y) onde Q € uma forma quadratica nao degenerada e
dim{x} = corank f. |
No nosso caso corank f < 1. Em virtude do Lema 0.2 o (k+1)~-jato:
1 2

(*) ex <t L Yi©ot e yng1 (c#0) e suficiente, isto segue da fatora

cao de todos os monomios em X,y de grau k+2.



: 2
K2 (k+1)cxk x , com x> €
c(k+1) c(k+1)

Substituindo x por x' =Ic|1/(k+1)x em (*), obtemos f € A, -

Teorema 1.2 (3) :

Se jzf = 0 = um dos quatro casos ocorrem:

J3f % x3 ou j3f =0

?

"
N

<

. 2 3 .
J3f 2 Xy +y J3f x

Demonstracao:

Como o 2-jato de f e nulo, temos que o 3-jato determina uma for
ma cubica no plano tangente. Uma forma cubica em ¢2 e reduzida por uma mu -
: |
Pe . . . 2 3 2
danca de variaveis em um dos seguintes tipos: X'y + y ; X y; X ou 0. De fa

to:

. 3 2 2 3 .
f = agx” + ayxy + a,xy + agy ou ainda

]
]

(¢ x - 8 y)(a x - 8 ¥)(a x - B y)
1 1 2 2 3 3
19 Caso: a, =a, =a, =a; =0, temos j3f =0

20 Caso: o =g =g e g=8 =B, fazemos 1 =a x - B y e assim
_ 1 2 3 12 3 1 1

ou j3f % x3

.
w
Hh
[
=3

39 Caso: Se o = = faze = - = -
a al a2 e B1 Bz, azemos n alx Sly e ¢ aax B3y
.. 2 . 2
Assim J3f =n & ou J3f NXY
49 Caso: Todas as raizes sao distintas
Podemos escrever j,f = xy(ox - By) = axzy - Bxy2 e por dilata -

cao ou contracao de coordenadas obtemos xzy - xy2 = xy(x - y). Consideremos

umnOVOsistema E=X—ye =X+y:—_>x=n+€ eY=n_€=> j3f=
2 2

n2 - 52 (&) = n2 £ - €3 fazendo uma dilatacao jéf::x3 + x2y

4 4 4
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Teorema 1.3 (5):

Se j3f = x2y - f €D (k > 4), onde Dk: xzy + v (k 2 4)

Demonstracao:

Se i4f = x.zy entao o s-jato de f tem a forma xzy + obs(x,y),qbS e um
polinomio homogéneo de grau s. Representamos ¢  na forma:

g = ay® + 2bxys_1 + xzw(x,y), onde ye uf—z

Substituindo x - bys_2 =x, ey- v (x,y) = Y, reduzimos f a forma
f = x12y1 + ay1S modms+1 (pois «QZS—QC ﬁf_1 para s > 3). Segue que dois
casos sao possiveis: a=0 ou a#0 . Se a=0, entao o s-jato da funcao é reduzi
do a forma x12y1 + ¢S+1(x1,y1) e podemos repetir o argumento anterior, con-
tinuando até chegarmos a a#0. Se a#0 nunca ocorre entao a singularidade tem
codimensao infinita.

Consideremos o s tal que a#O; entao o germe da funcao f_em zero

- . 2 s s .
.sera equilvalente ao germe de x'y + ay . De fato: basta verificar que o s-ja

to x2y +ay> (s> 3, a#0) é suficiente.

s
XayB - (2xy)(h(x,y)), he ﬂ%z para g + B8 = S + 1 > 3(>0, B>0)

- - - -2 - - 2
xs+1 _ (x2 . ays 1)(xs 1) + 2xy _Xs Zys (xs L{«Z,(xy)s %:«{)

2 -1
a
s+l = (x2 + ays_1) Lz_ + 2xy Xy (y2€. f&z’ ﬂe*ﬁ%)

y ) 7= 2

2 2 e .
Para converter x'y + ayS em X'y + ys basta substituir X, =pxe
s

Teorema 1.4 (6klz

Se j 3 3kf(X,Y) = X3 => ocorre um dos quatro casos:
X »Yy

3 + 3k+1, . £ X3 +x 2k+1 | . CF o 3 3k+2
y » JX3 k42t 3 y ’ JX3 Jke2° TF FY
’

s

J 3 g %X
X
u 5 £ 3
Ot J 3 3pep b X
x~,y
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Demonstracao:

- . s ~ 3 3k
3 3 3kf(x,y) e o quase~jato de f definido pelos monomios x, y .
b

Assim o suporte da funcao, localiza-se estritamente acima da  1i-

nha que liga os pontos (3,0) e (0,3k)

T2kl 3k 3k+3

Colocamos uma régua sobre esta linha, fixamos (3,0) e movemos a
outra extremidade para cima, encontrando expoentes de monomios nao nulos.

Como podemos ver pelg figura; dentro do triangulo entre as retas
ligando (3;0) a (0,3k) e a (O,3(k;1)) existem ao todo tres pontos reticula -

dos (no quadrante positivo) a saber, (0,3k+1);(1,2k+1) e (0,3k+2).

. . k4l - . - .
Se o coeficiente de y + e diferente de 0, entao temos o primeiro
. 3k+1 - K+ - .
caso do teorema. Se o coeficiente de y e 0, mas o de xy ! e diferente
- - . 3k+ 2k+1 -
de 0, entao temos o segundo caso. Se ambos os monomios y 1 e xy nao o-

3k+2 . . . . .
corre em f, mas y sim, entao temos o terceiro caso. Se os coeficientes

3k+1 2k +1 3k+2
y s XY ey

de todos os tres monomios sao nulos, entao temos o ou-

tro caso.

Teorema 1.5 (7kl:

) ‘ 3 . 3kl _ LU3 3k+l. 2K+)
Se j 3 3k+1f =x +y = f & E6k , onde E6k' X +y +axy
X L,y a=a + +a k-2
i com ot eta  _,y
Demonstracao:
- - 3 3k+1
Pelo Lema 0.2, a funcao quasehomogenea fy = x" + y tem o 3k+1l-

—~jato suficiente, trivialmente.

3 3k+1 2k+1
y axy

E,: x" + + onde @ = a5 + a + % a k-2
6k"* . ’ 0 1y s K_zy



(e a=0, parak = 1)

O Teorema 0.5 garante que toda funcao semiquasehomogenea f €& e-
quivalente a uma funcao da forma f0 + chek, onde ¢ sao constantes e e4,€9,
cees€y é o sistema de monomios superiores da base, numa base monomial fixa
do anel local da funcao f .

Monomios superiores devem ter grau superior a 9k+3 (grau de f ).
Entao o menor grau sera 9k+4. MonOmios contendo SO X para ter grau superior
a 9k+3 deve ter expoente superior a 3 que esta assim contido no ideal. Mono-
mios contendo y puro, para ter grau superior a 9k+3 deve ter expoente acima
de 3k+1 e assim estara no ideal. Nao se deve ter monomios que contenham xz,
pois estariam claramente no ideal, restam ent3o monomios que contém x e y® ,
além disso (3k+1) + 3p = Ok+s = 3p 2 6k+3 = p = 2k+1.

Para calcularmos o limite de p devemos calcular dmax(ver Teorema

0.4).

d =n-230 =2-2(@1/3) + (1/(3k+1))) = 2 - (6k+8)/(9k+3)

= (18k + 6 - 6k - 3)/(9k+3) = (12k - 2)/(9k+3)

Queremos entao que 9k+4+3N = 12k - 2 =n =%k - 2, onde n e o maior

expoente de y que podemos multiplicar xka—1.

3 N y3k+1 N axy2k+1 k-2.

Portanto f = x , ondeq = a0+a1y+...+a y

K=2

No antigo [1]; Awol'd forumula teonemas gerais sobre funcoes qua -
sehomogeneas (Teonemas A e B ) que alem de nos auxiliar na classificacao das
singularidades nos fornece uma maneirna de Lidentificarmos problemas de clas -
sificacao com probLemas geometrnicos.

Na sequéncia enunciaremos esses teoremas, gazendo suas demonstra -
coes com mais detalhes que no arntigo. Citarnemos em seguida alguns corolarios
Ampontantes .

Seja M< € < C" um sistema de raizes de u(a) gerando o plano C"
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A

em €' (0 £ r £ n-1). Acadam € M associamos um vetor e de uma base veto -
rial em € (v € o nimero de raizes). Consideremos o espaco vetorial r-di -

mensional H = Hom(Cr,tE) e a soma direta f; =H@® ¢ .
Lema 1.1: .

Ao espaco b = H @ C\) pode. ser dado al seguinte estrutura de alge-
bra de Lie: |
(1) [h',h'']1 =0 VYnh',h'eH
(2) [h,em] = (h,m)em VheH, meM

(3) [e_,e ] =N

e , desde que m_+m # O e onde
m’m m ,m m +m 1 oz
1- 2 1 2
o ~ - .
0, se m1+m2 nado e uma raiz

—méx{l:mlﬂmz € uma raiz} e este max € > 1

1’ 2 +méx{>\:ml+>\m2 € uma raiz} e este max é > 1

: - - o caso onde ambos os max sao > {
+1 se ambos os max sao =1 ( - . . )
{ e 1impossivel,

(4) [em,e_m] = hm onde hm ¢ H muda de sinal sqb a reflexao de C' que pre -
serva M e troca m por -m normalizado pela condicao hm(m)

= 2 (uma tal reflexao existe e € uUnica para qualquer par de raizes opostas).

A algebra de Lie quasehomogenea X (a) e isomorfa a soma direta

da algebra de Lie b (para alguma escolha de sinal * em (3)) e uma algebra

(comutativa) trivial w(a)z b c™T.

Demonstracao:

Consideremos uma base monomial para x(a) sobre € e escrevemos os

monomios da base como segue:

(1) Sejam h',h''é H = h' = x.9. e h'"' = x.3.
1 1 J 3]

[h',h''] = [xiai,xjaj] = 0 (trivialmente)
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(2) Sejam heH e meM =

o1 a
[h,em] (x1 .

n) - M., 1(x,

%)='

o oM a1 Ony (5™ 3, x™M ‘my =

- . I3 hd a ‘ . a a
= %9, (a.x, 1 2 %) x0Ty 3™ s (elx, 1...x D) =
11 31 J n 331t n
o, +m Oy 4+ o, +m O+
= . +m. 1'71 I'™r _ 5.0. Sl SR n -
o (al+m1) X, X ;0% _
o, +m O+ m
= gq.m,x, 1 1,..x 1 = m. 0, =m.e_ =
LILY X m, X XJ ; me (h,m)em
| * ony | xM.9. 50 x,9 Oy ®ny -
(3) [em,em,](x1 Leex ) = [x x;9.,% xj j](x1 X ) =
. | 1 1 a O +
= ¥™x.9. (ax, *1"™1, | x %0*™n) 3™ .8 (a.x, 1T, x 0Ty
D R R T | n j 3 i1 n
t . . 1 . . 1 1
= (a.m! - a.m,)x, MRy g GATRIM L O3V 4 O+ Hip
J1 1371 i n

Como m e m" sao raizes

m = (m1,...,—'1,...,mj,...-f,mn)

)

m'= (m1

|} 1
cea M yeeay=1,...,m")
b b 1’ b ] b ’n

Tomemos m#\m' = (m1+>\m; yooe ,-1+}\mi, ees ,mj+(—-}\), .. .,mn-F)\mr'l)

Para ser raiz devemos ter:

-1+dm! = -1 e m.-\2 0 ou
1 |

w

! 3 = -
—1+}\mi 0Oe mJ.-)\— 1

Q ‘—- '=— - ' '=
19 Caso: 1+)\mi 1emj)\gO=>mi Oemj

a o +m_ +m'
e ,e 1,..x M= 4.m.x,%
[ o’ m'](x1 X ) —alme1

> . Assim

- _ . = —ma . t 2 . .
= mjem+m' max{): m+\m e uma ralz} € em’
29 Caso: ~14\m{ 2 0 e m, - ) =-1= m] 2 1e)

1
Oy My +
1 1...xn“mnmn=

m.-;-1
J

Se tivermos pesos (81 ,82 s+++5Bn), Obteremos:

a. B1m1+62m2+. . .—8i+. . .+Bjmj+. . .+8nmn

0
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1

+...+B.m.+...+f m
i3 nn

0o ==

T.p oot ' - '
b. 81m1+82m2+...+8imi+...+( Bj)+...+8nmn

= — | 1 1 ]
=> Bj = B1m1+.'..+Bimi+...+£3nmn
Como mi sao inteiros nao. negativos para i#j entao para que Amiz 1,
devemos ter Az 1 e mi z 1,
(A) Caso X >1 => m, > 0 = B. 2 B,
] 1 J
a.
(A1) B, >6j = m! = 0 (absurdo pois por hipotese mi 2 1)
b.
(Az) B =BJ = n == (0,...,0,-1,0,...,0,1,0,...,0)
n' = (0,...,0,1,0,...,0,-1,0,...,0)
. o +m, +m! 0, +Ip gy
. - =0, 1 1 1.,. n =h. -h. =h .
Assim: [em,em.] (aJ ctl)x1 X 3 : o
(B) Caso X = 1 = m.=0 e [e ,e ,] = a.,mlx Gyt x “n*PntTn
hip h] m’ m j11 n

= max{}: m'+\m € uma raiz le__,.
m+m

Assim h e e satisfazem (1)-(4)
Sabemos pela construcao de (4) que hm(—m) = —hm(m). Logo

hm(M) =2e hm(v) =0 ‘;v,v € Ml

[em,e__m] = -[e_m,em] = hm ¢ ' J:L [xiai] = Hom(C ,€)

0 espaco ¢’ e a métrica sdo invariantes relatios a todas as permu -
tacoes de coordenadas com pesos iguais (ai=0tj). Portanto o complemento orto-
n-r T n - - . . .
gonal € para € em € e tambem lnvariante. Representamos o espaco linear
r v n-r r . - .
(o) como ®(a) = H @K @H , onde H consiste daquelas funcoes 1lineares
n n-r_ _n-r - S . ~ n .
h em ¢ que se anulam em C ; H e constituido por funcoes h em ¢ que se

T v . - .
anulam em € ; K as combinacoes lineares dos vetores em

- - n-r . .
Da relacao de comutagcao segue que H localiza-se no centro de
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w(a) e que H* @ K é um ideal isomdorfo a © .
Teorema A:

A algebra de Lie quasehomogenea (o) é determinada, a
menos de um numero finito de variantes, por seu sistema de rai
zes(como um subespaco do espaco gerado pelas raizes) e por sua

dimensao.

Demonstracao:

As relagoes (1)-(4) do Lema 1.1 expressam os comutado
res embe x a geométria das raizes, sem referencia as coordena-
das (excluindo a escolha de sinal * em uma das relacoes (3)). As
sim, o conjunto de raizes, os vetores no C-esvaco vetorial ct ,

determina ©a menos de um nimero finito de possibilidades.
‘Teorema B:

Assumimos que o suporte é completo. Entdao a aciao da
algebra de Lie ¥(0) no espaco das funcoes no suporte é univoca-
mente determinada em relacao a classe de equivalencia afim dos

pares (suporte,sistema de raizes).

‘Demonstracao:

<

Denotamos. por g a acao de translacao para me 2™
(Oma)(k) = a(k-m), onde k€ z" e a:2"™ - €. Entiao:
e = Omh' (este h' € o operador de multiplicaciao pe-

m

la i-ésima coordenada; h' = xiai)

By Bn

De fato: Consideremos o monomio a = zx .ol X

1 n
k = (Bl,...,Bn)

a(k) = z. Seja m = (m1,...,—1,...,mn) uma raiz para um

certo peso (01,...,0n) fixo.
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B B

. = .a. = . 1... no

h;a (xl l)a z B.x, X Como opérador

(h;a) (k) = h,(k)a(k) =8B,z

= my mj—3, Mig mo o8 L. ' -

e L PR PR PRE AR S i’;k (B1+m1,...,8n+mn)

e a=28.x Bil_ml...x.si’J...x 3n+mn

m 11 1 :

(*) (e a)(k') = B.z

m 1
' _ = *

(om(hia))(k ) = (hia)(k) B.z de (*¥). Portanto

e =o0_h

m m i

Estendemos as funcoes no suporte sobre o reticulado
Zn_1 de todos os pontos inteiros no plano shporte, fazendo tudo

igual a zero fora do suporte. Os operadores hi,em,om,hm defini -
dos anteriormente nas fungoes em 7" também atuamno espaco das fun
coes nos reticulados Zn_1 no plano suporte. Estes operadores no
espaco das funcoes em Zn_1 sao denotados pelas mesmas letras. ‘As

sim hi e hm sao operadores de multiplicacao pelas funcoes afins

no plano suporte, o € o operador de translagao pela raiz m e

Suponha que m € uma raiz. Chamamos um ponto k do supor

te um ponto base para m se k+m nao pertence ao suporte. O conjun

to de todos os pontos bases de m € chamado a base da raiz m (no
dado supofte).

A base da raiz m = p-1, e formada por todos os pontos
do suporte cuja i-eésima coordenada € 0., Consequentemente a Sase
inteira localiza-se no hiperplano afim Cn-Z do plano suporte.

| A base de cada raiz do suporte completo pertence a pre
n-2 n-1

cisamente um hiperplano afim C < C . Cada ponto do suporte €

obtido de um ponto da base por subtracao de um multiplo inteiro
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- . . ' - N . n-3
nao negativo m, assim se a base esta contida em C , 0 suporte
- . n"'z -~ -
estara contido em € e nao sera completo,

Assim, existe precisamente uma funcao afim no plano
suporte que € igual a 0 na base de m e cujo incremento ao longo
de m é -1. Esta funcao ¢ hi(restrito ao plano suporte). Conse -
quentemente, a restricao de hi ao plano suporte, pode ser re-
construido univocamente do suporte e a raiz m.

A acao de em no espaco das funcoes no suporte pode a-

gora ser descrito em termos somente da geometria do suporte e

as ralzes: e = 0 h,
m m

;» isto e, (ema)(k) = hi(k—m)a(k-m) para

qualquer funcao a. Notamos que o operador e d;ixa o espaco das
fungoes invariantes e que anula o exterior do suporte desde que
hi anula os pontos base.

A algebra m(a) atua no espaco das funcoes num reticu-
lado do plano suporte, assim temos a representacao ¢:m(a) >~ E
onde £ € a algebra de endomorfismo deste espaco de funcoes (de

dimensao infinita). Consideremos a imagem da representacao ¢.Es

ta imagem é determinada pela geometria do suporte ¢ pelas raizes.

Mais precisamente, seja w =I£(0L1)erl =tt(a2) duas algebras

1 2

- n-1 n-1
quasehomogenneas e S1 c C1 y 82 < C2 suportes completos. Se
. n-1 n-1 ' . ~ . s
ja ¥ : C1 > C2 uma aplicagao afim que leva S1 em 82 bijeti-
vamente e o sistema de raizes de X, no de o, . Entao o isomorfis

* ) - -

mo ¥ , induzido por ¥, do espaco de fungoes em Cg L no espacgo
de funcoes em C?_1 leva a algebra de Lie ¢(u2) isomorficamente
na algebra de Lie ¢(u1).

A xw(a) é gerada sobre € e pelos monomios X; 9,

é X X 3 A image dos ca (o] 9 a D
. 7. . m m S Le.x.9. E
i 1(III) g P i%1 em sao OT eradores



19

de multiplicacao por todas as possiveis funcoes afins do plano

" m ~ ’ s
suporte. A imagem do campo X xiai(m)»sao os operadores ens defi
nidos pela geometria do suporte e as. raizes. Consequentemente ,

* . .
w*e¢(m) =eV e.assim, Y induz um isomorfismo ¥: ¢(a1) + ¢(n2)

‘0 micleo do homomorfismo de algebras de Lie ¢:ufa) > E
é 0. De fato:
(h + Zc e )(a) =0 VYa
m m
Podemos tomar 6k que € igual a 1 somente em k.

(h + Zcmem)(ﬁk)(P) = h(P)Gk(P) + Zcmhi(m)ﬁk(p—m)

H - Vv d

(h(k)8 ) (p)  se p=k+m obtemos
Zcmhi(k)6k¥m

Para um k qualquer
(h + Zc. e )D(§ . )(kx) = h(k) = 0= h =0
m m k

(Zcmem)(Gé_ﬁ)(k) = Zcmhi(m)(k)Gk_m(k-m) =

= cﬁhi(m)(k)' Escolhemos k tal que hi(ﬁ)(k) £ 0=
= c. =0,
m

Assim a algebra de Lie ¢(%(e¢)) é isomorfa a m(a),
0 isomorfismo u2+ ¢(uz) L ¢(ﬁ1) > H1 mostra que ambas

as algebras ﬂw e n% e suas agoes no espaco de funcoes em S e

1

82 sao isomorfas.

Corolario 1:

Suponha que o0 conjunto de pesos o e o grau d sao tais
que existe uma fungao quasehomogenea com um ponto critico isola
do O com 2-jato nulo. Entao o sistema de rafzes e o suporte de

termina univocamente a algebra de Lie W(a) e sua acao ¢.
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Corolario 2:

Seja v: C?_1 - €2_1 um isomorfismo afim de um suporte

completo plano S1 em um suporte completo plano Sz, levando S1 em

parte de‘Sz,'as raizes de n, em parte das raizes de %) e as ba-

1

ses das raizes de'u1 nas parte das bases das correspondentes rai

zes deiiz. Entao Y induz um isomorfismo entre a acao ¢ de n1 no

espaco de funcoes em S, e a acao de uma subalgebra de m, no es-

1

paco de funcodes em S, que se amula fora de Y(S1).

Corolario 3:

-

Suponhamos que sob as hipoteses do Corolario 2, va-

rios pontos do suporte S, sao distinguidos e os valores das fun-

1
coes sao fixados para eles. Todas as funcoes em S1 com valores
fixados por estes pontos formam um plano afim P no espaco de fun
cOes S1. Seja up algebra de isotropia deste plano afim. Entao o

isomorfismo Y do Corolario 2 induz um isomorfismo da acao de X
: D

em P com a acao de alguma subalgebra da algebra de Lie ®,, pre -

-1% -
servando o plano Y = P no espaco de funcoes en 82.

Nas demonstracoes dos teonemas 1.6 e 1.11 utilizamos

08 nesultados obtidos acima.

Teorema 1.6 (10,):

J 3 3k-1f = x3 => um dos tres caso ocorrem:
X L,y
. 2
] 3 3kf o x3 + ax yk + y3k, 4a3+27 £ 0
x’
3 2 k
~ X + Xy
3
~ X

DemonsStracao:
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Vamos utilizar o Corolario 3

. 3 - 2 k 2
: = => =
Se Jx3 3k—1f X f X~ + ax'y + bxy + cy

sy

peso: o = (k,1) e grau: d= 3k

suporte : s1=(3,0); 5,= (2,k); S3= (1,2k); S,= (0,3k). Lo-
' - . ~ 3 2 k 2k 3k
go os monomilos bases sao: X, X'y , Xy , YV ,
raizes: m = (-1,k), temos entao: x3_ = h, e e = x—1ykx3 =yk3
: »a ’ X 1 m X X

ponto base: (0,3k)
Seja Y: ¢1 -+ ¢2 descrita'no Corolario.2, dada por
Y(r,s) = (r,s/k)

Seja §, o suporte acima e S, dado por (3,0); (2,1);

1
(1,2); (0,3). Logo os monomios bases sao: X3, XZY, XYZ, Y3.

Observamos que temos (-1,1) e (1,-1) como raizes, mas

tomaremos a subalgebra de Lie correspondente a raiz (-1,k) e
portanto tomaremos como raiz m' = (-1,1) que tem como ponto ba-
se (0,3).
D . * *
evemos mostrar que Y e = e Y
d Y (m) m

* - ~
De fato: Y : ‘32 - ?1 (?1 e 52 sao espacos de funcoes de v
em C)

' * .
Seja 0 ¢ ?2; RELR
(e ™) () (t)

(e_(a,¥))(t) = x3_(t-m) (a,7) (t-m)

Os t' que nos servem serao:

s
t, = (2,k) pois t,-m = (3,0) = 3a(3,0)
t, = (1,2k) pois to-m = (2,k) => 2a(2,1)
t3 = (0,3k) pois ty-m = (1,2k) = 1a(1,2)

t, = (-1,4k) pois t,-m = (0,3k) = 0a(0,3)

(Yhe y ()(£) = e, (a) (¥(£)) = x3_(v(t)-m"a(y(t)-m")
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'y(t1) = (2,1) =>Y(t1)—m‘ = (3,0) = 3a(3,0)
y(t,) = (1,2) =y (t,)-n' = (2,1) = 20(2,1)
y(ty) = (0,3) =vy(ty)-m' = (1,2) = 10 (1,2)
Y(t4) = (~1,4) =>y(t4)-m' = (0,3) = 02(0,3)
* *

Logo emy =Y ey(m)

Como as hipoteses do corolario 3 estao sétisfeitas, en
tao o problema reduz-se a classificacao dos polinomios P: x3
+ AX%Y + BXY? + CY3. Como e = yd_, O deslocamento na direcao de

x deve ser By, isto e:

X ax + By i
Y = &y

isto e, a3x3'+ (3azB+Aa26)x2y ¥ (3aBz+2Aa86+Bd62)xy2 + (B?4A8264

;B8624C63)y3 = x3 + ax2y + y3 para o,B,8 convenientes.
. 3 2 3
Fazendo x = X /Y em X +aX'Y + Y, obtemos
Y3 Y3 Y3

Segue da solucao de Cardan para a equacao cubica que

para existirem 3 (tres) raizes distintas, devemos ter ha+2740,

Caso as raizes tenham multiplicidade 2 ou 1, entao po-

demos fazer uma substituicao x = x + Ay e P passa a ter a for-

ma X° + AXZY, A#0. Dilatando Y obtemos X° + X°Y. Se a multiplici
dade € 3(tres), entao P = X3 e assim o teorema 1.6 fica demonstra
do.

Veremos no Capitulo II que esta classificacao de sin -
gularidades do teorema ! .6 coincide com o problema da classifica
cao afim de triplas de pontos em C

Teorema 1.7 (11, ):
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3+27;£0 => f € J -

. £ oo o3 4 axlK 3k,
J 3 3t T X y +3y , na k,0

Forma normal de Jk 0: x3 + axzyk + y3k + 6xy2k+1,

on-
, .

de ¢ = c(_,_+...+c|'<_3yk_3 para k>2, para k = 2, tomamos ¢ = 0.

Deromstragao

Mostraremos que fo=x3+ax2yk+y3k e (4k-1)-determinado.

3 - : -
fo = 3x2 + 2axyk e afo = akxzyk L + 3ky3k !

9 X dy

bk N yk+1(akx2yk-1

3k

y + 3ky3k—1) xyk(3x2+2axyk)¥

+ 1 xy(akxzyk-1+3ky3k_1) -

2ka

y2k(3x2+2axyk)+i

1
6
3
4a2

+ 9 yk+1(akx2y 1-i-3ky

4a3k ba

k- 3k-1, 4k

- 27y

w

ba 9x 432k 9y

Para ser determinado, ou seja nao degenerado 27+4a3#0

Entao: y4k = 4a3 yk+182f0— 4a’ xyk31fo+

3k (27+4a>) (27+423)6

+ 2a2 xy32f-— 3a ka Y f o+
____—3 o — 3 1 [o]
k(27+4a”) (27+4a”)

. 9 yk+1azfo
k(27+433)

2

4k - -
x“ ¢ = 31f0 $ + # , onde ¢ € um monomio em x e y com grau 2

1
3 > 2k

0 Teorema 0.5 garante que toda funcao semiquasehomoge
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- - - 13 ~
nea com parte quasehomogenea fo e equivalente a uma funcao da

Zc,e sa stantes e e,,€,,...,€
forma fo +Lcye s onde ¢, Sao constan 12895 s

tema de monomios superiores da base em uma base fixa do anel 1lo

€ o sis
S ——

cal da funcao fo"

Os monomios acima da diagonal sao de grau superior a

3k ou seja maior ou igual a 3k+1.

< : kp > 3k+1 esta contido no ideal.

y3k+1: esta contido no ideal.

p

Restam elementos da forma xy

Queremos k+p 2 3k+1 => p = 2k+1
] .

d - =n-2La. =2 -2(k + 1) = 6k-2k=-2 = 4k - 2
max 1 _— —_—
N 3k 3k 3k 3k

Logo k+p é no maximo 4k -~ 2 = p = 3k - 2,

Assim £ = x° + ax2yk + y3k + cxkaH, com ¢ dado acima.

No capitulo II faremos dois tipos de estudos com a
forma normal obtida no teorema 1.7. O primeiro € encontrar os
possiveis elementos ‘de uma mesma orbita apos a acao de difeomor
fismos em £, em seguida passando ao quociente pela relagao'ger
mes de uma mesma orbita", encontraremos o eséago de orbitas. O
segundo € de como se comporta f' quando aplicamos estes mesmos
difeomorfismos.

Para emonstrar o proximo teorema (teorema 1.8) utili
zaremos uma técnica que descreveremos a seguir denominada "solu
cao das palavras cruzadas". Esta técnica que auxilia na classi-

ficacao de singularidades de-germes em duas variaveis,.constitui-se em

certas construgoes geometricas que descrevermos a seguir.

Suponha que cada derivada parcial da funcao dada nao

tontenha mais que dois monomios. No plano dos expoentes junta -
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mos os monomios (expoentes) da derivada parcial em relagcao a x

por um segmento que chamamos -x-segmento fundamental. Analoga-

mente, segmentos fundamentais sao definidos para as outras va -

riaveis.

\ ' "o ,

0s gcegmentos fundamentais deserevem afinidades entre
as imagens de seus monomios no anel local. Consideremos algumas
consequencias destas afinidades. Chamamos toda translacao de um

segmento fundamental por um vetor inteiro com componentes nao

negativas de segmento permitido. Notamos que dois segmentos per

mitidos podem localizar-se um sobre o outro e coincidir geome -
tricamente(se um € um x-segmento e o outro um y-segmento).
Dois segmentos permitidos sao ditos ligados se eles

tem um final comum, Uma cadeia permitida € uma colecido de seg -

‘mentos permitidos tal que cada um dos segmentos € ligado um ao

.outro numa sequencia de segmentos consecutivos ligados na cole-

Lt ‘ .. . . . ', . . o~ -
cao. Uma cadeia - € = dita maximal se ela nao e parte de nenhu-
ma cadela permitida maior.
Um ciclo € uma sequéncia consecutiva de segmentos per

mitidos ligados a qual o ultimo segmento é ligado ao primeiro,
Um ciclo e dito ser reéular se ao longo de seu caminho cada di-
recao X-(y)-...—segmentos e percorrido o mesmo numero de vezes
como o0s outros,

Podemos formular agora a regra "solucao das palavras

cruzadas" para uma funcao f com um ponto critico de multiplici-

dade finita:

(a) Qo A ovnnoanta Aa e =~ Tl a amal AL lat_ s «
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(b) Se todos os ciclos sao regulares, entao a dimensao p do anel
local € igual ao numero de ciclos maximais. Neste caso pode-

mos achar uma base do anel local tomando arbitrariamente um mono

nio de cada uma das cadeias maximais,

(c) Além JlSSO, JaJé tma filtrag;o, oLtemos uma Lase regular es-

colhendo um monomio de filtracao maior de cada uma das ca-

deias maximalis.

Teorema 1.8 (12kl:

. 3 2 k _
Jx3,y3kf=X Xy >f”k,p (p>0)

Forma normal de Jk p: x3 + Xzyk + ay3k+p
, .

onde: a = a, + + a yk—2 (a, # 0)

. 0 " e 0 K—z 0 .

(k >1,p >0) ,

Demonstracao:

Suponhamos que f se esereve como:

x3 2k +1

+ xzyk'+ x6 (y) + v(y), onde ¢(y) € %
0 (y) ¢ LS
Queremos efetuar uma mudanca de coordenadas de tal fog
ma que o termo x¢(y) desapareca.

Facamos a mudanca: x = X + B(y)

y =Y

Ficamos com: X°> + 3X28(y) + 3X82(y) + 83(y) +

+ x2vF ZXB(ﬁ)Yk + BZ(V)Yk +
+ X6 (y) + B(y)d(y) +
+ V(y).

Nurtovamana P ')nzl,,\ " knl \ PIEERN - -
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Assim 8(y) = (-2y% * YayZ¥(1-30 (y)) )/6

(-2yk + Zka1—3 8 (y) )/6 =
yk[(-1 + ¥1-30(y))/3] que € uma funcao

Tomamos 81(y)

. k+1
analitica, com Bf(y)ﬁ w T
Fazendo entao a mudanca: x = X + 81(y) obtemos:
y =Y
2
(*) x>+ x2(¢% 4 38,(y)) + 0(y), onde o(y)=B>(y)+B°(y)Y"+

3k+1 3k+3 3k+2

By (y)+p (y) € wo , pois B (y)e€ 4 B2(y) e w ,

3k+2 3k+1

B(y)o(y) e e Y(y)e

chamamos o coeficiente do termo de maior grau de T(n) de a,.

Observamos que: yk + 361(y) = yk(1 + yv(y)), com

vy(y) € w.
k R
B —4 *

Fazendo a mudanca: n = y A+y(y) e &= x em (%), obte

mos : :
2 3k
63 + & n +t(n) onde n t +
Como f e dado por £ 4 xzyk + aoy3k+p, vamos utilizar

a "solucao de palavras cruzadas'" para verificar ate que grau te-
mos os termos em y.
Os segmentos fundamentais sao obtidos através das deri

vadas parciais em relacao a x e a y.

) - . -
afo - 3X2 N 2Xyk o fo - kayk 1 . (3k+p)a0y3k+p 1
aX dy
Queremos encontrar o maior grau q de tal forma que o

- . 3 +
expoente do monomio y k+p+q

nao pertenca a uma cadeia permitida
infinita (pois neste caso ele pertenceria ao ideal gerado pela

derivada parcial). Consideremos entao as cadeias de segmentos per

mitidos:
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l 2 1 e L 1 " 1 s I R S N ——

k q k+q 3kep-1 2k+ptq 3k+p+q

2k+q

X uando q k+p-1 (1)
P y q

y nykJ'q& 3.4
X yq quando q 2 k-1 (2)

As restricoes (1) e (2) sao para que as translacoes dos segmentos

v

v

fundanentals sejam feltas por vetores lnteiros com compontes nao negativas.

Escolhemos entao o caso (2). Logo

X3yq R Xy2k+p+q N x2yk+p+q R y(3k+p+q)+1

Assim os monomios (yq.y3k+p) onde q < k-1 nao estao no ideal.

Portanto pels "solucao de paiavras cruzadas” nosso £ sera da forma

X + xzyk + ay3k+p, onde a4 =a; + ...+ aK_zyk-2 (a #0).

Para a demonstracao do proximo teorema necessitamos do seguinte Le

Lems 1.1

——————————

Toda forma binaria nao-degenerada de grau 2 4 reduz-se a forma nor
mal com (n-3)-parametros:

n-1 n-2 2 2 n=2 n-1
X y +cyx v+ ... y v .



‘39 Caso: B1=82¥B3=84 = jAf

29

Teorema 1.9 (13):

j3f(x,y) = 0 = ocorre um dos seis casos:
. 22 4 2
i ¥ x4 +axy +y , a # b

4 .22
X +X7y

t X3

®’
™
<

‘Demonstracao:

f = (x-81y)(x-82y)(X-83y)(x—84y)

19 Caso: B1=82=83=B4 = J4f ~ X

29 Caso: B =82=83#34 = J4f v XY .

1

22
>
s

49 Caso: B1=82$B3 ; B1¥B4 e 839484 = §,fz xz(x24y2) = x4 xzyz.

59 Caso: Bi* Bj i#j ,1,j = 1,2,3 ou &4

Segue do lema 1.2 que x4 + a1x3y + a2x2y2 s a3Xy3 + y4 reduz-se a
xy(x2+2cxy+y2), isto -e,no produto das formas quadraticas a=xy e b=x2+2cxy +
%yz. Existem duas formas degeneradas independentes entre as combinacoes lineg
res pa+qgb de a e b (p:q e definido da equacao caracteristica p2 + 4cpa +
+ 4(c2-1)q2 = 0 cujo discriminante € nao nulo).

Tomando as raizes destas formas degeneradas como coordenadas, re-
duzimos a forma original a c1x& + c2x2y2 + c3y4. A condicao para tal forma

ser nao-degenerada € que c1c3(4c1c3—c§) # 0. Por uma dilatacao nas coordena-

Va ~ ~ ’



Teorema 1,10 314];

A

f = xA + ax2y2 + y4, a2 t4=f¢€X

Jq e

Aformanormaldexjézx taxy ty, coma # b,

L

" Demonstracao:

oA ' 4
Basta mostrar a suficiencia do jato de fo: X +ay +y, para

_ 4
tanto exprimimos ys, yax, y3x2, y2x3, yX e X en termos de d9,f e 9,f ,

170~ 20

3 2 2 3
| Blfo = 4x” + 2axy e ABZfO = 2ax’'y + 4y
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que é uma funcao racional de grau 3 em A

L ' sao si a inimo
Consequentemente se as raizes de D' sao simples, entao no m

uma das raizes de )\ nao faz o numero ab-9 nulo.

Concluinos+ entéo que 0o caso de Taizes simples, P reduz-se & forna

R I
x4 + bx3y + ax?'y2 + xy3, onde A = 4(a3+b3) + 27 # a"b” + 18ab e ab # 9.

No caso de uma raiz de multiplicidade dois, podemos levar P(x,y) a

2,2 2
forma x4 + A'x3y + B'xzy2 apés o qual fazer y =8y' e obter x*(x"+cxy+y )com

a2 £ 4.

3y

j 4 4kf 5 x4 + bx3yk + axzy2k N xy3k s, 0#0,ab 49,k >
X L,y
2 : - 2k
o x (x4 axyk +y ), at 44 k > 1
2
:;xz(x+yk) k > 1
~ x3(x + yk) k > 1
4
3 X 2.2

onde A = 4(a>+b3) + 27 - a?b2 - 18ab

Demonstracgao:

f = x4 4 ax3yk + bxzy2k + cxy3k + dy4k

peso: (k,1)

suporte: (4,0); (3,k); (2,2k); (1,3k); (0,4k) (s, )

1
raiz:.(—1,k)

Tomamos Y(r,s) = (r,s/k)

suporte: (4,0); (3,1); (2,2); (1,3); (0,4) ( S2 )

Pelo Corolario 3, o problema reduz-se 3 classificacao dos polino -
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Vamos chamar de v(d) o numero de monomios de grau d.

Observemos que parapolinomios de grau 4k £ d £ 5k-1, v(d) = 5, pois

P(x,y) =a x4y1 +B x3yk+1 +Y axzy2k+1 +6 xy3k+1 %e’y4k+1, onde d = 4k+i e i< k.

para 4k = d S 5k-2

Se existir A,B,C,D e E tal que

3 - k+iodf i419fF 2 2k+i - _ 3 k+i
By 0 y + Ex7y

P(x,y) = Ay'x £ 4 + Cy o + Dx , en -

ox x dy
tao P(x,y) - Dx2y2k+1 - Ex3yk+1 pertence ao ideal e assim € nao - degenerada.

Mas para que a igualdade seja verificada devemos ter:

4A = a
3bA + 4B + bKC +E=8
2aA 4+ 3bB + 2akC + D =Y
A + 2aB + 3kC = 6

B . = €

que tem solucao unica, pois
4 0 0 0 0

3b 4 bk O 1

2 3b 2ak 1 0j =12k #0.
1 22 3k O Oé
0 1 0 0 0
para d = 5k - 1
Os monomios guias seriao:
yk—1x8x; ka—13X; xay; ykay.

Necessitamos neste caso de apenas um monomio base: x

0 determinante sera:
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3b 4 2ka kb 1 4 kb "0

2
2 3 3k 2ka 0] ={2a 3k 2ka| = -4k"(ab-9) # 0,
1 2. 0 3k 0 1 0 3k

ab-9 £ 0

Ja para 5k £d <6k-1, Wd) =6

para 5k sd = 6k-2

Os monomios guias sao:

P | .
i?2 k+i 2k+i i+l . k+i+1
YX3,., Y X,V 0. ¥ xay,y ?

X y

0 unico monomio base e€: x

3b 4 0 kb O 0

2a 3b 4 2ka kb 1 2
= 16k“(ab-9) # 0
1 2a 3b 3k 2ka O

para d = 6k-1

Os monomios guias sao:
k-1 2 2k~1 3k-1 2 k 2k
y X

T OELG Y 0,3 X a3 Y X3 Y g

0 determinante sera:

3b 4 0 kb

22 3b 4 2ka kb
22 3b 3k 2ka kb
1 22 0 3k 2ka

pois

= F64k3A, onde
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. . . .~ . 3 2 .
o discriminante do polinomio X~ + bx + ax + 1, A # 0 pois tem a forma

2

A e
4(a3+p3) + 27 - a®b% - 18ab.

(@)

. - . . - . \Y
Assim os monomlos gulas € oS monomlos base geram C e f reduz -

-se a forma normal:
4 3k 22k -
f o+ Ice =x + bx"y + ax"y" + xy3k, onde:

s b=b, +...+0D ka-Z .

k=2
Y 2K-2

K-2



CAPITULO 11
A GEOMETRIA DE ALGUMAS SINGULARIDADES

Neste Capitulo trataremos de dois tipos de classificacao geométri-
ca. Em primeiro lugar aproveitaremos um exemplo da tabela apresentada no ar-
tigo [1], que nos fornece uma série de identificacoes entre os problemas de
classificacao de singularidades com problemas geometricos. Esta tabela foi
obtida utilizando os dois teoremas gerais sobre fungoes quasehomogeéneas (Teo
remas A e B) dados no Capitulo I. Em segundo lugaf, faremos um estudo da geé
metria da parte principal £ das funcoes semiquasehomogeneas f = f0 + £' em
alguns exemplos pafticulares. Em um deles a funcao a ser estudada € quaseho-
mogenea e nos restringiremos portanto a encontrar o espaco de orbitas apos
uma mudanca de coordenadas permitida. Ja em outros exemplos procuraremos a-

profundar o estudo, examinando o comportamento da parte f' quando ‘aplicamos

difeomorfismos que fixam fo a menos de germes da mesma orbita.

§1. Problemas de classificacao de singularidades identificados com problemas

geométricos

Neste paragrafo explicitaremos um exemplo da tabela de Arnol'd [1]

onde é feita a identificacao de um problema de classificacao de singularida-
des com um problema geométrico. Feito isto, obteremos o espaco de_érbitas a-
travées da identificacao. Aqui a eldsse de objetos geométricos correspondem a
blocos de orbitas.

Ja demonstramos o teorema:

3

j f = x~ = um dos tres casos ocorrem:
x3 3k-1

]

36
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. 3 2 k- 3k 3

iy pfyx +axy +y o, 4a 427 #0
X,y
3 2

x +xy

(18

0

‘(Teorema 1.6)

Vimos que o problema se reduz a classificacao dos polinomios homo-
- 3 . .
geneos P: X3 + aXZY + bXY2 + cY . Mostraremos que geometricamente isto- cor-

responde a classificacao afim de triplas de pontos em C1.

De fato: fatorando P: X3 + aXzY + bXY2 + cY3 =

= (X - AY)X - BY)(X - CY), associamos a cada polinomio, a tripla
- I
(nao ordenada) de pontos {A,B,C}

A mudanca de coordenada X,Y permitida (X = X' - BY e Y = 8Y") cor

responde a mudanca da tripla {A,B,C} para a tripla {8A+A,6B+A,8C+A} .

P: ((X' - BY) - AY)((X' - BY) —_BY)((X' - BY) - CY) =

(X' - (A +B)Y)(X' = (B + B)Y) (X' = (C + B)Y) =

(X' = (8A + VDY) X' = (6B + MDYDE' = (6C + M)YY)

Esta mudanca {A,B,C} > {8A+\, 8B+),8C+\} pode ser interpretada

como obtida pela transformagao afim.

t =68u+ A, 8, €C, § # 0 na reta complexa a qual ' interpretamos

como plano de Argani-Gauss.

i0 i6 - ~
Pondo § = pe1 podemos decompor t = pe1 u + X em ‘res transforma

coes elementares:

(XY

p=e u; s =Pp; t =s + A, ou seja, a transformacao afim
a composigio de uma rotagéo, uma homotetia e uma translacao.

Vamos agora determinar um sistema de representantes e analisar a

estrutura topoldgica do espaco quociente ou seja o espaco de orbitas.
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Dados os pontos A,B e C distintos em CI, suponhamos que A seja o véE

tice dos dois maiores lados do triangulo ABC,

¢ nz2é&z¢g
B o outro vertice do maior lado,: entao C €
‘ £
- . 4
o vertice dos dois menores lados, como mostra
a figura ao lado. B . A

*Observacao: A,B e C podem ser colineares, neste caso o resultado continuara
sendo valido.
Levamos A em w = -1+01 por uma translagao, B em 0 = 1+0i por uma

homotetia e uma rotacao, entao o vertice C € levado na regiao hachuriada I na

figpra abaixo.
! OQV?;'

7/
/A
/ .

- C levamos o ponto em

C levamos Aemw®w e B em O,

[4\] d

V.

0-vED
Cada ponto P ¢ I determina portando uma tripla {w,0,P} e no caso

degenerado P = w determina a tripla {w,w,0} . Vamos identificar P com a tri-

pla correspondente,

Assim temos uma regiao I uv{w} que contém ao menos um representante
de cada classe de equivalencia. Na realidade somente se dois pontos sao do
contorno da figura, e simétricos em relacao ao eixo real eles sio equivalen -

tes, todas as outras classes tem somente um representante em I.

Para obter o esbago de orbitas (ou quociente) obéervemos portanto
que o arco da circunferéncia no primeiro quadrante deve se identificado com o
arco.no quarto quadrante, pois os pontos sobre o arco possuem a propriedade
que AB = AC, entao trocando B por C justificamos a identificacao. Temos ain-
da que o segmento de reta que liga (0,0) a (0,-Y3) deve ser identificado com

o segmento de reta que liga (0,0) a (0,Y3) trocando A por B pois meste caso
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3
H
2

Vamos mostrar que o espaco quociente € homeomorfo a S2 (obtida por

identificacao da meia lua) a qual fica colado o ponto w, imagem da classe de
{(a,A,A),AEC],

Desde que a relacao de afinidade (v) identifica pontos, precisamos

colocar uma estrutura topologica no espaco resultante. Seja p: C3 > 03/ Vo=
2 . P - . . . -~ .
S"v{w} a identificacao dos coeficientes dos polinomios com os elementos do

quociente pela relacao de afinidade.
Afirmamos que:

1. O Unico aberto que contém w € o espaco todo Szo{m}.

- : 2
2. Os outros abertos sao os abertos em S™.

‘De fato: 1. Suponhamos que A seja uma raiz tripla, entao o polinomio € do ti

2 3

po: (X - A)° = x> - 3ax% + 3a%x - A°.

Logo p—1(w) = {(a,b,c) € C3| a=-3A,b=3A2,C=-A3, com A € €'}

Queremos encontrar Q aberto em Szu{w} talque w € Q,

. - . 2
Lembremos que um conjunto € é um aberto no quociente S” v {w} se

p_1(Q) ¢ um aberto em G3 (em ¢3 utilizaremos a topologia usual).

Temos que (0,0,0) ¢ p_1(w). Dado um polinomio qualquer com coefi -
cientes em €, que nao tenha raiz tripla, obtemos com suas raizes um triangu-
lo ABC que pela relacao de afinidade € levado em (-1,1,C). Porém para qual -
éuer e> 0, o polinomio % - ecx? - sz ¢ ¢ = X +e)X - &)X - €0C) tem

raizes (g,-e,- €C) que € levado no mesmo triangulo (-1,1,C) pela relacao de
afinidade.
Observamos que para qualquer aberto em torno de (0.,0,0),existe €>0
2 3 . . . 2 3 3 - -
tal que (-eC,-€",e”) esta nele contido, assim (-€C,-€7,€”) € € esta tao

préximo de (0,0,0) quanto se queira. Como o polinomio foi tomado arbitraria-
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mente temos que todos os polinomios sao equivalentes a representantes num a-
’ . - . ' 2
berto qualquer em torno de (0,0,0), isto €, para que Q seja aberto em S v{w}

€ necessario que p—1(Q) contenha representantes de todas as classes de poli-

nomios de 63, iogb Q = Szu{m} .

Tambem bodiamos dizer que em qualquer vizinhanga de w podemos en-

contrar triangulos semelhantes a qualquer triangulo dado.
Assim 1. fica demonstrado.

2. Queremos inicialmente os abertos no interior de I, vamos mos-
trar que um aberto neste caso em torno’de C € intI e dado por:
U={C'e int : Ic -c'l <e}.
Com efeito: Dado um polinomio P: X3 + aX2 + BX + Y podemos encon-
trar coeficientes a', B', y' tais que la - a'|< §;
|8 - B'|<6 e |y- ¥'| < & onde & é escolhido de maneira que as raizes
(A',B',C') do novo polinomio P' estejam muito proximas das raizes originais
(A,B,C) e com isto fazer com que apos as duas identificacoes A com w, B com
oe CcomC em seguida.A' comw, B' com 6 e C com C' conseguimos ob-
ter {C' € U: [T - C'| <e'} = . Logo se
W={('8",y)€C: la- a'[<s , [B - B"| <68, |y - y'] <&} en-

tao p(W)ec D, e assim We p_1(13) c p_1(U) e portanto p—1(U) € um aberto.

. _ / 2 2!
Seja agora um ponto C = (c1,02) € Fal  tal que (c1+1) +c,” = 2.

Queremos mostrar que os abertos de I que contém C sao da forma
v={c'e z: |[C-C'"| <eou |[C~-C"| <€}, onde Cé o conjugado

de C.

Consideremos o mesmo aberto W em C3 tal que § € escolhido de ma-
(*)
neira que p(a',B',y') < {c' € I: |C-C'| <€ ou |C - C'|<e}. Togo p(W eV

entao W p-1(V) e assim V e aberto em Z.
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2 +B'X 4+ v'

- - . v . . 3
(*) é possivel pois se as raizes A',B',C' do polinomio X~ + a'X
forem tais que A'C' > A'BY trocamos C' por B' e assim o novo C' é leva-

do proximo de C em %.

Tomemos agora um ponto C = (c1,c2) € Fn L tal que ey = 0. Queremos
mostrar que os abertos de I que contém C sao da forma de V definido acima.Pa

ra isto resta justificar (*).

(*) aqui 'é possivel pois se as raizes A',B',C' do polinomio X3 + a'x? +B'X+

A'C’ trocamos A' por B' e assim o novo C' e

B'C’

+ ' forem tais que <

levado proximo de c, em 1.

§2. 0 espaco de orbitas da parte principal £

Aqui estudaremos em dois exemplos a topeldgia de subconjuntos ¢cg,

obtendo a identificagdo com espacos topoldgicos simples.

2.1 -~ Exemplo 1

Mostramos no Capitulo I (Teorema 1.10) que se j4f = x4 + ax2y2+y4,

- . - 4 - 2
a2 # 4, entao f € Xy isto e, f = x + axzy + yé.

Vamos agora encontrar os possiveis elementos de uma mesma orbita

apos a acao de difeomorfismos que deixam fixo fo a menos que sejam germes de

' uma mesma orbita. Em seguida passando ao quociente pela relacao, "germes da

mesma orbita", encontraremos a geometria do espaco das orbitas.

Facamos a mudanca: x =ax' +By

Logo:

\
x4 + axzy2 + ya = (ox +By')4 + a(ax'+8y')2(yx'+6y')2 + (Yx'+6y')4 =

= (a4+aa272+y4)x‘4 + (4a3B+Zaa2y6+2aa872+4y36)x'3y' +
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+ (6“232433252+4303Y5+332Y245Y252)X'ZY'Z + (4a83+2aa862+2a8Y25+4Y53)x'y'3 +

+ (84+a8262+64)y'4 . Queremos que:

a4 + aazyz + Y4 =1 (1)
4B + 2026 + 2208y + x5 =0 (2)
46a282 + aa262 + 4aaByS + a62Y2 + 6Y262 =b (3)
408> + 220887 + 2a8%y8 + 4y8> = 0 (4)
‘34 + ag26? + 8% =1 (5)

Sejam A = a/y e B =8B/§ , assim ficamos com:

Ba + aA2 + 1= 1/Y4 QR
4A%B + 2aA% + 2aAB + 4 = 0 ? 2")
JGAZBZ + aA® + 4aAB +2aB% + 6 = b/(v262) (3")
4AB3 + 2aAB + aB2 +4 =0 @Y
‘p4 + aB? + 1= 1/64 (5"

Subtraindo (2') de (4') obtemos:

(a2 - B%) (28 + a) = o.
A = B nao pode ocorrer, pois neste caso o = By e nao teriamos uma

boa mudanca de coordenadas.

Suponhamos: (a) A = -B e (b) A = -a/2B.

(a) Tomemos A = =B em (2')

A

—4A4 - _2aA2 + 2aA2 +4 =0= A 1 = vy = €0, onde

e = {1,i,-1,~i}.

2 ,
Substituindo y = €0 em (1) obtemos a4 + au(ea)2 + (ea)4 = 1

Ficamos entao com as equacoes:

Q
+
Y
Q
+
Q
[}
—
~
e
~
(]
1
+
-
o}
[=]

el
]
<4
Q
~+
Q
]
~
[*N
[N
N
™
1]
+
ot
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Temos ainda que G /i) = (B/4)= @/la) = (/)= 6 = <B, em
(5), obtemos: 34 + asz(-eg)z + (_gg)4 =1 =

. 84 + aB4 + 64

4 b gh

1 (iii) se ocorre (i)

1]

1 (iv) seuocorrel(ii)

I
P
™
+

19 Caso: De (i) a* = 1/(2+a) = a = v(1/(2+a)) /%, onde v = {1,i,-1,-i}. Lo-

ev(1/2ea) ! (W) e =21

gOo Y = €a

De (iii) 8% = 1/(24a) = B = u(1/(2+a)"/%, onde u = {1,1,-1,-i}

Logo: 6 = -8 = —ep(1/(2+a)) V% (vi)
(v) e (vi) em (3);

6v2uZ(1/(24a)) + avZ(-e)2(1/(24a)) + bavi(ev) (=en) (1/(242)) +

e a2 @ 2(1/(2+2)) + 6Ev)2(cen)2(1/(242)) = b =

e=t 1
- \ ‘
6| 1 |+ af 1 t+a] 1} -d4af 11 + 61 1 } =b
2+a 2+a 2+a/ 2+a) 2+af
= N , =
6f 1 Y+af 1 )+af 1) -4af 1} +6[1)=0D
2+a) 2+a 2+a) 2+a) 2+af

- b = 12 - 2a b= 12+ 2a
T 2+a - 2+a

20 Caso: De (i) o = 1/(2-a) = a = v(1/(2-a)) /%, Logo:

1/4

Yy = ga = ev(1/(2~a)) (vii); e = +1i

1/4

De (iii) 8% = 1/(2-a) = 8 = u(1/(2-a) "%, Logo:

§ = —eB = -eu(l/(2-—a))1/4 (viii)

(vii) e (viii) em (3)
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12 + 2a -12 - 2a
= b=y o bEmey

39 Caso: Pode ocorrer o = 0. Neste caso, substituindo em (1) obtemos Y =€ em

(2) obtemos § = 0 que em (5) nos da B =y, em (3) b =ta .

0.

*Observacao: obtemos resultados analogos para B

Esgotamos assim todas as possibilidades de (a).

(b) Tomemos A = -a/2B em (2'), obtemos:
3, : 2
4(-a/2B) B + 2a(-a/2B)B + 2a(-a/2B)” + 4 =0 =
=> -(a3/232) - a2 - (a3/2B) +4=0= a=%2, que nos da:
4 22 4 . . '
X * 2x'y  +y , que possul pontos singulares degenerados.

Concluimos entdo que os germes‘x4 + bixzy2 + y4, i=1,2.3,4,5¢6,

onde b1 = a; b2 = -a; b3 = 12-2a; b4 = -12+2a;‘b5_='12+23; b6 = ~12-2a sao
2+a 2+a 2-a 2-a

equivalentes.

4 2.2
Representando x + ax'y + y4 pelo ponto a do plano complexo obte -
mos na figura A uma regiao (hachuriada) que representa todas as classes de
equivalencia dos germes, isto €, a regiao contém representantes de todas as

diferentes orbitas (sistema de representantes),
Demonstraremos agora a veracidade deste fato:

Suponhamos que a = p + qi, ficamos entao com

b, = (p,q@); b, = (-p,-q); by = (24+8p—2p2—2q2 _ -16q ) .
{ (2+p)2 + q2 (2+p)2 + qZJ
b, = (-24-8p+2p”+2q” 16q ., _ [26-8p-2p2-24” _ 16g ,
' 7 2 2 2] °5°~ 2 . 2 2 2}’
(2+p)” + q (2+p)° + ¢ (2-p)° + q© (2-p)° + q

b —24+8p+292+2q2 -16q
= 7 2 2 2
(2-p)” + q (2-p)” + q
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Consideremos as regioes em ¢! dadas por:

xz2 0 x2 0
(I) syz O (I1) Sy s 0
a2 2 : 2 - 2
(X+Z) +y £ 16 A x42)T +yT £ 16

Vamos tomar um ponto (p,q) tal que bl = (p,q) € (I) e vamos anali-

sar em quais regioes aparecem b,, by, b, b e b
P, £0
b, = (pz,qz) = (-p,-q) = q, £ 0 regiao (III)

(py-2)" + q,". 5 16

(. 2448p-2p2-24°
P3 = ~ 2 2
(2+p)° + q
b3 = (p3,q3) = 4
: _ -16q
Q3 = >
\ (24p) " + q2

2

v
—
[o,}
—

Claramente q; = 0. Mostraremos que: (p3¥2)2 + q3

' 2 2
(P3~2) + q3 £ 16 2,

isto e, by pertence a regiao (V)
De fato: 2 2 2 r 2
1. |24+8p=~2p~-2q + 2 + -16q _ 16 2 16, pois
(2+p)2 + q2 _ﬂ2+p)2 + q2 (2+p)2 + q2

por hipotese (2+p)2 + q2 < 16. Portanto 1, esta verificado.

2 T 2
2. [24e8p-22-2¢® - 17 . “16q | _ e LG-p=aD) + 16¢% ]
(p+2)2 + q2 J (2+p)2 + qZJ . [(p+2)2 + q2]2

-~/
\}
A

Mostremos que A = 1

2 2 e 2
(b-p%-q?) + 160> = (4—(p%+qD)) + 16q° = 16-8p>48q°+(pZ+q2) (%)

Por outro lado:

~
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2 2 2
. . » . . 2 .
[(p+2)2 + qZ] = (p2 + 4p + 4 + qz) = (p2 +q° + 4(p+1)) =
= ( 2, 2)2 + 8( 2., 2)( +1) + 16(p + 1)2 z
P” +q p° + ) 1

1%
v

1
2

(02 + q2) + 8 #q2) + 16 2 (p> + q2) - 8p> 4+ 8q% + 16, =

v

(*) 2
= (4 - p2 - qz) + 16q2.

A

Portanto A 1 e assim 2. fica demonstrado.

-24-8p+2p2+2q2

p4 = . 2
) o Q2+p)T o+ q2
b, = (p0ay) = '
q, = —09
L4 (2+p)2 + q2 i
2 2 o
(p,=2)" +q,” =16 3.
Claramente g 2 0. Mostraremos que: R 2
(p,+2)" + q, 16 4.

isto e, b, pertence a regiao (VII).

Observando que: (p4—2)2 (p3--+2)2 - 3. fica demonstrado.

2 .
(p4+2) = (p3—2)2 4. fica demonstrado.
f 2.2
. - 24-8p-2p -2q
5 2 2
(2-p)” + ¢q
b5 = (PS’q5) = 1
qc = 16q
5~ 2 2
! (2-p)” + q
5 20 5.
Claramente qs 2 0. Mostremos que:
2 2 >
(p5—2) +4q:.° =16 6 .

isto e, b. pertence a regiao (IX).

De Fato: para 5 .basta mostrar que 24—8p—2p2—2q2 20 ou seja 12—4p-—p2-q2 z
z 0.
12—4p—p2—q2 = 12+4—4—4p-p2-q2 = 16 -\££P¥2)2 + qzl =20

< 16

Portanto 5. fica demonstrado.



48

2 -
2,2 [
24-8p-2p -2 : 16q -
para 6 [ P zp. g - 2} + [_____..__g : Z:l -
. L (2-p)° + q (2-p)° + q

2
2 2352
- 16 LG-p-a ) + 16971 _ 4

[2-p)? + ¢°]

Mostremos que B 2 1.
2 2

De (*) (4—p2—q2) + 16q2 = 16—8p2+8q2+(p2¥q2)

Por outro lado

2 2 (*%)

2 (p2+q2) 48(p2+q2)(1~p) + 16(1-P)2 s

[(-2)7 + q°]

2 2,2 2.2 2 2.2 2
16-8p~+8q"+(p"+q") = (4-p"—q") + 16q

A

Logo B2 1 e 6. fica demonstrado se demonstrarmos (*%*),
(**) fica demonstrado se demonstrarmos que:
252 2 2 : 2 . - .
(16-8p~+8q”) - [8(p“+q”)(1-p) + 16(1-p)°] 2 0 e isto € verdadeiro.
"Com efeito:’ 16—8p2¥8q2—[8p248q2—8p(p2+q2);16(1-2p+p2)] =

s 8p(p24q2) +32p 20

[ _ —24+8p¥2p2+2q2
Pg = 2 - 2
(p-2)" + ¢q
bg = (Pg>ag)=
q = —=t0a
{ 6 (p-2)2 + q2
p6§0 7.

Claramente q £ 0. Mostremos que: 9
(p.+2)° +.q,. 2 16 8.
6 6

isto €, b, pertence a regiao (XI).
Como Pg = ~Ps de 5. segue 7,.

: 2
Observando que (p6+2)2,= (p5—2) de 6. obtemos 8.
Concluimos entao que, dado um ponto em (I) temos mais 5 (cinco)pon
tos distribuidos nas regioes (III), (V), (VII), (IX) e (XI), pertencentes a

mesma orbita.
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Fazendo agora um estudo semelhante para um ponto b1 = (p,q) perten

cente a regiao (II), temos que:

b, = (p2,q2) pertence a regiao (IV)
by = (p3,q3) pertence a regiao (VI)
b, = (p4,q4) pertence a regiao (VIII)
by = (ps,qs) pertence a regiao (X)

by = (p6,q6) pertence a regiao (XII)

As demonstracoes sao semelhantes as dos casos anteriores.

Portanto temos que se um ponto esta em (II), entao existem outros
5 (cinco) pontos distribuidos nas regioes (IV), (VI), (VIII), (X), (XII) per

tencentes a mesma oOrbita.

Como as transformacoes:

_12-2a_ . _ ~1242a_ . _ 12+2a, ., _ -12-2a
by =asby = -3 by = i by = a5 Ps T a5 P T T 0 onde By,

b2, b, b4, be, b6 e € sao de MYbius, as correspondéncias entre os pontos de

(1) e (II) e os correspondentes contra-dominios encontrados acima sao biuni-

vocas.

Com isso verificamos o afirmado, isto €, que as regioes (I) e (II)

- - - 22 4
contem representantes de todas as orbitas do germe x + axy +y .

Observamos que se b, caminha pelo segmento de reta de (0.0) a

1

2 caminha de (0,0) a (0,-2V/3), logo devemos identificar estes

dois segmentos; além disso quando b1 caminha de (0,2¥3) para (0,*) temos que

caminha de (0,2v3) para (2,0) pelo arco (x#Z)2 + y2 =16 e b5 caminha de

2

b,

(0,-2v3) para (2,0) pelo arco (x+2)2 + v~ = 16 que portanto também podem ser

identificados.

Vamos mostrar que o quociente € homeomorfo a S”.
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Os pontos que poderiam gerar duvidas sao os pontos de fronteira. Pa

ra esta demonstracao, denotaremos a identificacao de € com o espaco quociente
X A
por¢: € >€/n =87,

1) Consideremos uma bola aberta B; com centro em (0,y), onde 0 <y‘<2/§r
e contida nas regides (I) e (IV). No quociente, a parte da bola con

tida em (IV) é levada na parte da bola B] com centro em (0,-y) contida em

2

(I1). Afirmamos que o conjunto A, formado pelas partes das bolas contidas em

1

(I) e (ITI) € um aberto no quociente. De fato:

(AU TN RN R N
(A ) = B v Byv Byu B, v Bgu By por continuidade, onde por

exemplo B; € a bola com centro em 24—2y2 16y} . aiparte (I) é levada em

24y 24y
(V) e a de (II) em (X).

. 2 ]
2) Consideremos agora uma bola aberte B4 com centro em (xo,yo) onde

(xo;2)2'4 yoz = 16, x> 0e Y, > 0. No quociente a parte da  bola

contida em (VI) é levada na parte da bola BZ com centro em (xo,—yo) contida
em (II), Afirmamos que o conjunto A2 formado pelas partes de BZ e Bg contidas
em (I) e (II) respectivamente € um aberto no quociente. De fato:

_1(A ) = B2 v Bg v Bg v BZ Bg v Bg por continuidade, onde por exemplo Bf

€ a bola com centro em tal que a parte de A2 em (I) é 1levada

em (XI) e a de (II) em (XII).

3) Uma bola B? com centro em (2,0) contida em (I) e (II) coincide com
ela mesma no quociente. Afirmamos que B? e aberto no quociente. De

fato:
1(B ) = B v B; v Bg v BZ v B; v Bz por contlnuldade, onde por exemplo Bg
tem centro em :331§§i§§i, O , onde a parte de (I) € levada em (¥I) e a

(2—x)2



51

parte de (II) em (XII).

4) Tomemos uma bola aberta Bg com centro em (0,0) contida em (I),(II),

(II1) e (IV). No quociente a parte de Bg em (III) é levada na parte

da bola Bg

é um aberto no quociente. De fato:

.em (I) e.a de (IV) em (II). Afirmamos que o semircirculo A, de (I)

¢—1(A4) = Bg v Bg, v Bg., por continuidade, onde Bé, tem centro em (6,0), a

parte de (I) é levada em (V) e (IX) e a parte de (II) em (VI) e (X), ja Bg},
tem centro em (-6,0) a parte de (I) € levada em (VII) e (XI) e a parte de

(IT) em (VIII) e (XII).

5) Uma bola'B;

quociente a parte de (V) vai em (I) e a parte de (VI) na parte de

com centro em (2,0) contida em (I), (II), (V) e (VI),no

Bg em (II), Afirmamos que o conjunto Ag constituido da parte de Bg em (I) e

(I1) é um aberto no quociente. De fato:

¢-1(A5) = B; v BEZ v Bj por continuidade, onde Biz € a bola com centro em

(—2;0)'e contida em (III), (IV), (VII) e (VIII), a parte.de (I) € 1levada em
(TIT) e (VTI) e a de (II) em (IV) e (VIII); ja a bola Bj € a bola com centro
no ponto improprio contida em (IX), (X), (XI) e (XII), a parte de (I) é leva-

da em (IX) e (XI) e a de (II) em (X) e (XII).

6) Finalmente uma bola Bg com centro em (0,2/3) contida em (I),.(IV),
(vi), (viI), (IX) e (XII).No quociente as partes de (VII), (IX) sao

levadas em (I) e as partes de Bg em (IV), (VI) e (XII) na parte da bola Bg,

em (II) onde Bg, € a bola com centro em (0,-2V3) contida em (II), (III), (V),

(VIII), (X) e (XI). Afirmamos que o conjunto A6 constituido pelas partes de

6 - .
BS e BV' em (I) e (II) € um aberto no quociente. De fato

¢—1(A6) = Bg v Bg. por continuidade.

Agora temos uma topologia no espaco das orbitas.



52

2,2 - As orbitas e a razao dupla entreias retas que se decompoe o ‘germe

W s ady? + yh

2 - ) . . .
Facamos x =X e y2 = Y, entao x4 + axzy2 + y4 = X2 + aXY + Y2 =

—a + Va2—4 -a - va -4

(X - aY)(X - BY) onde 0 = ———— e B = >

Substituindo X,Y por x e y novamente, obtemos: (xz-dyz)(xz—Byz) =

= (x+0y) (x-0y)(x+1y) (x~Ty), onde: _ =
-a + Ya -4 -a - Vaz—é
0=/ —s——— eT =\ —s5——
2 2
- . 2 2 : 2
além dissoaB =1 ,a +B =--a , 0 =+a, T = +B e (0T)” = 1. Escolhemos 0 e

T de tal forma que otT = 1,

Podemos pensar entao em calcular a razao duﬁla entre as quatro re
tas x = —0y; X = 0y; X = ~Ty e X = Ty. Esta razao pode ser obtida cortando as

retas pela reta y = 1, obtemos: (-0,0,-1,T).

T +0 2
~ _ (=0,0,-T) -T -0 T -0 _
d = razao dupla(-0,0,-1,1) = oD - T35 - |Teo =
T -0
2 - :
_ 1 =201 _+O0 entio d = —&° 2 _a+2
- ’ -a + 2 a -2 °

2
177 + 20T + 0O

Lembramos que permutando as retas, obtemos ao total 6 (seis) valo -

res para a razao dupla as quais sao invariantes por difeomorfismos. Associan-

do a b1 = a o valor d = : * g como valor principal observamos que fica asso-
b. + 2

. 1 . -~
ciado a b. o valor di =5——7 que percorre os 6 (seis) valores da razao du-
1 . -

pla correspondentes as permutacoes das retas. De fato:

3 dente ab, = -aéd, =2+2_3a-2_1.
A razao dupla correspondente a ,=-aédy) = ——5=——5 =9
12-_-23
Tva t 2
2 dente a b, = 12222 $q, = 1-4d .
A razao dupla correspondente a 3= 55 3 15-7a

2+a
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: ' + 2
- _ =12+2a . _ 2+a _ 1 .
A razao dupla correspondente a b4 = ey d4 = T75+7a = = T4
2+a
12+2a
- 12+42a - d 2-a 2 d -1
A razao dupla correspondente a b, = e = = .
5 2-a 5 12+2a d
| ‘ e
-12-2a .,
A razao dupla correspondente a by = :1%552 é dg = 12—33 3 d 1
-12-2a _, -
2-a

Notas: 1. Vimos que se escolhermos 7o = | e considerarmos todos os germes de
uma mesma orbita, obtemos para cada germe uma razao dupla, obtida

por uma permutacao entre as quatro retas originais.

2. Observamos que a orbita de 0 somente contém mais dois pontos 6 e

-6,
para a = 0: d = -1} d2 = ~1; d3 = 23 d, = 1/2; d5 =2e d6 = 1/2.
para a = 6: d = 2; d, = 1/2; dy = -15d, = -1; dg = 1/2 e dg = 2.
para a =f6: d = 1/2; d, = 2; d, = 1/2; d, =2; dS =-1e d6 = -1,

Os seis valores se reduzem portanto a tres {-1,2,1/2}. Neste caso

dizemos que (-0,0,-7,T) forma um conjunto harmonico.

3. Os pontos -2, 2 e ® sao de uma mesma orbita que corresponde ao ca-

so em que uma das retas tende a posicao da outra,

2,3~ Outro exemplo

’

Vamos considerar o jato j 3 ka = x3 + axzyk + y3k com 4a3+27 #0.

s

. - 2
0 Teorema 1.7, garante que neste caso f € I o» cula forma normal e x3+ax vy 4+
b

+ }13k + cxka”, onde C = Cy * eee ck_3yk—3 para k > 2; para k = 2, toma-

se ¢ = 0.

Encontraremos como em 2.1 oS possiveis elementos de uma mesma Orbi-
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ta apés a acao de um difeomorfismo que deixa fo fixo a menos de germes de
uma mesma orbita. Passando ao quociente pela relacao 'germes de uma mesma JOr
bita", encontraremos o espaco de orbitas. Faremos isto para o caso particu -

lar em que k = 2, isto e, o germe x> 4 axzy + y6.

Facamos entao a mudanga:
{x

y
Ficamos com:

5 3 - 5 2 2 6
(@X + BY) + a(X + BY") ©@Y) + (6Y) =

aX + BY2

8Y

3.3 2

a”xX” + (3a

8+a0 26 2)X2Y2 & (3a8%+2a0882)XY" + (83+as2s24s%)¥0 -
6

3 2.2
X +axy +y.

Segue que:

a” =1 f a = 1 | (1)
J3a28 + aa262 =b JGZ(BB + aGZ) =b (2)
2 2 ~ 2
3087 + 2aaBs” =0 aB(38" + 2a62) =0 (3)
3 2.2 : '
8% + ag’” + 6% = 1 8>+ ag%? v 6% =1 @)
10 Caso: Se B = 0, em (4) 66 = 1. Portanto:
§oqp 1B B eBi 1o f .
= ’ 7 79 "1a 79 ) } (1)
De (1) a3 =1, logo a = {1, —1+g§i, —1—5?1} (ii)

(1) e (ii) em (2) aa262 = b, como azéz = {1, —1+g§i, —1;g§i} , teremos:

SETEA by = a{“'"fi}

2

b1 = aj; b2 = a[

29 Caso: se 3B + 2a62 =0 =8 =
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+ =+ 1 = 1

27 9

-8 a366 . 4a356 6 6 ( —8a3 : 433 : )

3
66 _ §7 — 62 _ §7
4ba™+27 4a~ +27
2y
De (2) 0L2 [3[ 226 ) + aGZ] =b = —aa262 =D

' 3 2 3 21 (L1473d) 3 27 [-1-45i
by =5 by =y [ bg = -2\
La~+27 ha +27l 2 J ba”+27 2

Representando x3 + axzy2 + y6 pelo ponto a do plano complexo, ob -
temos na Figura B uma regiao (hachuriada) que representa todas as classes de

equivalencias dos germes, isto e, a regiao contém representantes de todas as

diferentes orbitas (sistera de representantes).

|

! _

|

!

! b

? \(3 VT
| b

]

]

I
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Em seguida demonstraremos este fato,

Seja a = \i. Vamos analisar como se comporta b1, b2, b3, b4, b5 e

b6t
/3y -1 V3, -1
> = : = \ —}\ . = —p —
Temos que : b1 0o,n); b, ( —7—3, 5 ); b3 ( ZX’ ZX)
Estudaremos o comportamento de b4
3 {
b, = -\ |/ 27 i=- 34 (cos 6+2krm | isen 9+2kw) i
b 27-4271 2 3.2 > 3
- 277+(4)\7)
4A3

onde ¢ = arctg 57 > k =0,1,2.

3 arctg (623/27)+ 2kn

Assim b4-= z — 2_1sen( — ) -
27°+(4)7)
3
_ 3\ cos(arctg(Ax /127) + 2kn) ;
6 ;537 3
277+(4)\7)

*Observacao: As tres raizes obtidas variando k, nos fornecem também as tres
raizes de be e b, para diferentes valores de k, Fixaremos um va

lor de k e assim obteremos b, bs e b6' Se k =0, b5 coincide com b, para

k=1¢€com b6 Cas0 k = Z, Antes porém vamos analisar o que nos fornecem geo

metricamente essas tres raizes fazendo ) variar.

la) ¥ = conl arCtg_(4 )\3/27)+2kﬂ) 3)\
’ * a2

3
os arctg(4 X /27) + 2kn) 3

-cC
3 6
v 272+(4x3)2

Nividindo (a) vor (b). obtemos

(b)

«
"
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3
Mas tg 3 = 2‘3_3_.9‘:.._3%.9‘_ (**)
1 - 3tga
Fazendo ¢ = arctg(x/y) = tga = x/y
3 4 (*) - (x%) _ te
/S tg(arctg(4x3/27) = tg(3arctglx/y) = tg 32 = 2552————%——- =
27 ' 1t - 3tgoa
3 3 Z
3&ly) - &/y)” % - 3xy;
= 5 .
1 - 3(x/y)3 3y -y
Assim: x> — 3xz2 _ m3 (c)
2 3 27 :
3xy -y
Somando-se os quadrados de (a) e (b) e substituindo em (c), obte -
mos: = ‘
2
) (27/4)ZI’X2 + xy |
2 2 9A 7 Ixy-v
X +y =3 R | Y DY
Jiin3? 4272 27 [*“2 + 3%y ] + 11
-y Jz 2
) 3
R 9 3//}_x3 e 3Dl = 262 4 D)2 - 9{(—x + 3xy°) ] -
2 3/5‘(x2 + yz) 2 J
3 ‘ , 1/3
4(x2 + y2) = 27(-x3 + 3xy2) = XZ + y2 = 3 (-X3 + 3xy2)
S

A equagao obtida ¢ a equacao da rosacea desenhada na Figura B. Nas
equacoes (a) e (b), podemos fazer \ + » e }» - », comk = 0,1,2,

(i) se k = 0, entao:

3 -3/3
3.~ 3 )
2 °VE 2 °/%
3 3/3"
T3
2 V& 2 R

A >  nos fornece (

A > —» , nos fornece (

(ii) se k = 1, entao:

3 3v3"

—_)

A > o  nos fornece (——3——, 3
2 V8 2 Vg
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A » —w, Nos fornece (ngz—,O)
VA

(iii) se k = 2, entao:

A > » , nos fornece ( ; ,0)

/g

g -3F

2 3% 2 3¢r‘

A > —o, Nos fornece (

Assim pela observacao anterior, juntamente com o descrito acima,

quando A varia de - » a + » temos que b& percorre o trecho da rosacea de

3 33 3 -3/3
(—3—,—5—) a (—5-—=,—=%—); b percorre o trecho da rosacea de (—-—— 0 a
2 W2 3E T W T . 3y
=33 -
( :33 3'/_‘) b6 percorre o trecho da rosacea de ( g | :; 3) a (33 0.
23 262 O
Os pontos interiores a rosacea satisfazem a desigualdade:
X +y <-§7;(-x + 3xy") e os exteriores a desigualdade com o
4
sinal maior,
Consideremos as regioes em C1 dadas por:
' IIa: x<0;y> V3 x
(II) = (11 v Ilb) onde< 3
L Oyl 10, 0]
‘ -3—;x<0;x+y>_3_(_x+3xy)
oA
IIIa: y <—gx; x <0
(II1) = (ITI_, v IIL) onde ‘ 1/3

IIIb: x>0y <—/3%; x2 + y2 < §%;(—x3+3xy2)
A
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1/3
VI i x < 03 x>+ yz < §J:i —x + 3xy2)
(V1) = (VI_ v VI)) onde 1/3
: ’ < 3 <y< 0 x o ) ( x3+3x 2)
VIb.X 9_§'X y ’ y 3/2’_‘ y
IV : x> 0; y > 03 x2+y2<%(—x34‘-3xy2)1/3
a
(Iv) = (IV_vu 1IV_ ) onde v .
a” b B 22 1/3
v iy > 3x; y < T x4y >§——(—x+3xy)
/i
. 1/3
Va: x> 0;y> 0 x2 + y2 < 33:;(-x3 + 3xy2)
A
(V) = (Vv vb) onde 3

2

Vx> 03y > V3x; K4 y2j> 53- (-x3 + 3xy)

0

Mostraremos que os pontos de Ia sao levados em:

IIa por b2 1
I11 b 2
g PF 03
IVa por b4 3
Va por b5 4
VI por b b)
a
. 0
De fato: 1 rotacao de 120

2 rotagdo de 240°

3 = -‘g\ X e levado por b4 nas partes tracejadas
S NI e L2003 03 L. 213
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Assim por continuidade I e levado por b, em IV,

Aplicar b5 em pontos de I ¢ equivalente a aplicar b, em segui

da aplicar bz. Assimde 3 e 1 temos que [ e levado em

'

Aplicar b, em pontos de I € equivalente a fazer a composicao

b3 o bé‘ Assimde 3 e 2 temos que Ia e 1evadq em VIa por

Alen disso os pontos de I sao levados em :

t
IIb por b2 1

1
IIIb por b3 2

IV, por b 3!

4

!
Vb por b5 4

1
VIb por b6 5

1'
2|

3!

rotacao de 120°

rotacio de 240°

ja vimos em 3 (i), Mostremos

. [ d - -
(iv) as partes de traco continuo da rosacea que ¢ levada por

b | coincidem .

(v) a semi-reta {y = V3%; x > - g/rj € levada por b, em
2 4
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damental de representantes.

Para obtermos o espaco de orbitas observemos que podemos identifi-

2 3 2)1[3

car a semi-reta {x = 0,y 2 0} com {x2+y = 3= —x343xy x< 0, 2 0}

no sentido crescente e {y = 0';;3$ X < 3-3 } com{y =0,~0< x¢ -3/—7}no sen

tido decrescente.

. e - - 2
Fazendo estas identificacoes obtemos como espaco de orbitas S . De

. - . - 2
maneira analoga ao exemplo 2.1 mostra-se que o quociente e homeoforfo a S .

§3 - Comportamento da parte f' de uma funcao semiquasehomogenea f = fo + f!

apos difeomorfismo que deixa f_ fixo a menos de germes de uma mesma or-

bita.

Consideraremos inicialmente o exemplo estudado no item 2,3,isto €,

x3 % axzyk % y3k + ny3k+1 onde ¢ = co + oo + Ck_3yk_3.

Neste exemplo estudaremos as mudangas de coordenadas que deixam fo
fixo. Em seguida faremos um estudo utilizando uma mudanca que deixa f0 fixo

a menos de germes da mesma orbita.

Comegaremos com o caso k = 3, isto €, o germe x3 + ax2y3+y9+c xy7.
0

aX + BY3
Facamos a mudanca: em fo. Obtemos entao:
y = 6Y

»
]

o 3.3 32 3 9
aX + BY) + aeX + gY )(8Y)” + (8Y) =

3 - 2 2 :
= q X3 + (3a°B + aa 63)X2Y3 + (3a82+23u863)XY6 + (83+8263a+69)Y9.

Queremos que:

a” =1 1)



19 Caso:

. . . 2
mos a restricao (6), isto e, g ¢j

fornece :

62

=0
9 .
em (4) = &7 =1 (5)
em (2) = %> = 1 6)
Sejam: €. (i = 0,1,2) as raizes triplas da unidade
¢j (j = 0,1,2,...,8) as raizes nonas da unidade
Assim de (1) e (5) a danca sera {% = e.X
=¢.Y
y ¢J
o 7 7 7
Logo f' fica da forma: c xy =c¢ (€.X)(4.Y) = c €.¢. XY
o o i j 0i’j
= 1 ou seja 2.31 + 33 =Omod 9

a2(38 + aa3) =a

ag (38 + 2a63) =0

Assim o novo f' é da forma co¢jXY7, com j =

29 Caso: 38 + 2a63 =0

-8 39 4

em (4) = 5

Entao B = :g a63

3 9

-9 27 (7N

a’éd + 5

a

(2)
(3)
(4)

TABELA 1

TABELA 2

0,1,...,8.

35653 4+ 6% = 1

7

. Mas te-

que mnoOS
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fazendo B = :%- a63 em (2), obtemos:

az(—2a53 + a53) a = 0,253 = -1 (8)

0,1,2) em (8), segue que:

De (1) o= e.(i
. .1

€ §" =-1= ¢ = -e; substituindo em (7) obtemos:
69 = -1 e——3—2—7——=-1=~> 69 = ~1 ea=§l3-el> e =0,1,2)
ba” + 27 /E'

Chamemos de ‘Pj (j = 0,1,2,...,8) as ralzes nonas de ~1. Segue que

=2 3
b =3 <3F PO’ 3F‘w3'

Assim a mudanca e dada por:

EX——-%—Q lb3Y3

i 3/—-.1

e
]

V.Y
]

«
"

Vamos entao calcular f'.

c Xy = co(eiX - BLE ‘P.3Y3)(111.Y)7 =c e.lp,7XY7 _LC Eqp 10 10 (%)

/7 b3 J 0 1] 3/27013

Mas, observemos que:

2 .
f = X3 - —3—5 X Y3 + Yg. Portanto:
° 7t
of o f
o 2 6 3 o - -9 2.2 8
= 3X° - =—¢ XY e = 2 ¢ XY 4+ 9y
o9X R . E
X 3'/'?7 g4 Y 73/7 i
e portanto: Y10 =%Y23fo + ; Yb'el fo 2 ¢ 2 XY7
3 3 \/5' 53X 3‘/["1 1

em (*) ccxy7 =c & ¢.7XY7 - @7 ﬂco€i10.(2/3/‘7)512XY7 + M
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7 -
Mostramos no 19 Caso que ei¢j = ¢j, de modo analogo mostra-se que

- 7
dosimonom e da foma <0 1T,

0]

f | |
ﬁonclmmoc (ué no Caso 1( : Q 08 Jlfeomorflsmos pérm{tﬂog, 19172 p '

em 18 elementos de uma mesma orbita , a saber, co¢j e cdbj onde ¢j sa0 as

raizes nonas da unidade e wj sao as raizes nonas de -1.

Fagamos agora o mesmo estudo para o caso em que k e arbitrario, A

funcao e da forma:

2k+1 2k+2 3k-2
+ ¢ Xy oo

3k k 5
X +axy +y +cCXy 1 + Cy 3%y para k > 2.

A mdanga que farenos ¢ do tipo:

x=0cX+BYk

ly = 6Y

(bterenos o seguinte sistena que denotaremos por é§ﬁ

a” =1 (1)
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Entao a parte semiquasehomogenea fica:

2k+2XY2k+2 3k-2 3k-2.

. E.¢.2k+1XY2k+1 XY

Y oot Wy
0-i%j 16193 “k-3¢1¢;

- 2 s
Mas temos a restrigao (6) 0 ?,k = 1 que nos leva a 2i+j % 0 mod J

‘ |

que implicara numa tabela analoga a Tabela 1.

|
|
| Assim (a) Ei¢j2k+1 = ¢h ou seja k.i + (2k+1)j = h1 mod 3k nos dan
| 1
|
do:
i 0 1 2 0 1 2 2
50 1 2 3 4 5., 3k-1 ' Portanto €i¢j2k+1 -,
h1 0 1 2 3 4 5 3k-1
() e B2 g By (a) 5.2
| i i7] i i’
| ' 3k-2 2k+1 k-3 k-3 k-2
(k-2) e.¢. =c.0. . =d.0. =¢.
3 i3 %5 0 P50 &
Assim apos o difeomorfismo obtemos o novo f' que sera:
2k+1 - 2 2k+2 k-2 3k-2
c0¢jXY + c1¢j XY + oees ck-3¢j XY .
k
20 Caso: 3R+ 2ag =0
Entao g = :é-a53 que em (4) nos da 53k -2 (7
3
4a” + 27
em (2) nos da azgk = —1 (8)
de (1) a=c¢ (i=0,1,2) em (8) s : itui
=€ = 0,1, m = € 6§ = -1 =§ = —-¢; que substituindo

3k 27

em (7) nos fornece & =-1e o = -1 ou seja:
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B =-x—¢€V¥. e a mudanca e dada por !
3/5‘ |
2 k_k
=€ ., X = —— €
b 3/5"1?J Y
y =v¥.Y

Vamos estudar o comportamento da parte semiquasehomogenea apds a

mudanca acima:

2k+1 2k+2
(s X-B—‘/—?Elw Y)(w Y) 1( X-V_’SIEP Y)(¢ Y) +

3k-2
(ex-—-EUJ Y)(‘PY) =
/;i

3k+1
3k 2k+2._ 2k+2
=c€.11).2k+1XY2k+1-—-2—c€ll’. Y +1 v, gy tktl
01] 3/5‘013 117

2 3k+2Y3k+2

e v €.4}'3]&-2 3k-2 2 e 4k 2 4k 2

- =c . + ...+ C -—c (*%)
3/57 oflj] k-3 1] 3/51 k-3 i
Mas observemos que: fo = X? - —2——5 X2Yk + Y3k. Portanto

3/? i

2 k-1 k-
f = 31 -—g)---EXYk e 9,f =-§E-EQXY + 3

37 Yo g

Entao:

1 k+1y 2 2 2k+1
€Y =
25 3/ﬁ1 g 1f0 + 3}@_‘65l Xy

f +~--1-—€Yk+28

_ ZEZZW
i 2310 1o

f 4 /ﬂXY

k-1
-2
bk-2 _Y 4 1 y2k-25

2 3k-2
% 2o 73550 i X

g

+ €

2
Vi

Substituindo em (**) os f' resultantes sio da forma:
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3k-2_ 3k-2 2 4k-2 2 2. 3k=2
+ .. + ck-BCiwj XY - 375 -3 eiwj . 3/2‘61 XY
2k+1 2 k42 k-2__3k-2
= —colpiXY - <:1ll)1 Xy - . - ck_3tl)1 XY .

Jogo o8 difemrf i o fivn £ 08 Formecen B eleneg | |

numa mesma orbita.

Um fato que nos chama a atencao € que quando fixamos o parametro a

- .. - 3 . -
os unicos valores possiveis para a sao a = - =—¢. (j = 0,1,2) que sao pon-

37

tos onde aparecem apenas tres elementos na mesma orbita, como visto em 2.3,

Vamos agora, estudar o comportamento da parte f' quando aplicamos

difeomorfismos que deixam fO fixo a menos dos elementos de uma mesma orbita.
Estudaremos o caso k arbitrario.

Observamos que a unica alteracao que ocorre no sistema S apos a mu

danca efetuada e na equacao (2), ele fica agora:

o =1 (1)

o238 + a89=b  (2")
aB(38 +2a85) =0 (3)
8 s agt e s® o @

Em 2.3 vimos que para k = 2, existia no maximo seis elementos em

cada orbita. No caso geral isto também ocorre, como mostraremos a seguir.

Caso 1: 8 =0
o =e, (i =0,1,2)
Temos entao:

6" =1=>6=9¢. (j =0,1,2,...,3k-1)
2

k
] _ = - —_
em (2') ag; ¢j =b = bl+1 = a Eq (1 =0,1,2)

Caso 2: R = —(2/3)ar§k
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em (4) 6% - 27

4a3 + 27

, em (2") -aa26k = b, donde obtemos os mes

mos b4, b5 e b6 de 2.3.

19 Caso: BA =0

A mudanca neste caso e

<
N

-
<

A parte semiquasehomogenea € dada por:

2k+1, ., 2k+1 2k+2_ 2k+2 3k-2__3k-2
£.¢. XY + C1€i¢j XY + ... + Ck~3€i¢j XY .

c
o01'j

J 2.k
: Temos de (2') que aei2¢jk =b =ac, = €.7¢, =

€ i
i i) !
‘ Assim existem 9k f' distintos numa mesma orbita.

29 Caso: B = - %—a&k

27

3

vy (m=0,1,2,...,3k-1) sao as raizes 3k-ésimas de .
4a™ 427

m

A mudanca neste caso € entao:

2 k. k
x = eX -3ap Y

VY

m

<
n

Vamos estudar o comportamento da parte semiquasehomogenea apés a

mudanca acima.

*

2k+2

2k +1 2 k
+ c1(€iX - §-ameY )(me) +oee.

2 k k
co(siX - §-a¢m Y )(wmy)

2 .k 3k-2 2k+1_ 2k+1 2 3k+1_3k+1
+ ck-B(EiX -3 awm Yk)(me) B Coeiwm XY - §-Coawm Y *

N c.e.p 2k+2XY2k+2 _ g-c ay 3k+2Y3k+2
11 m m

3k-2_,3k-2

+ .. + ck-3€i¢m

Qk—ZYék-Z

2
- .3. c a\])m (***)
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k 3k
Mas observemos que fo = X3 + bXY + Y . Portanto:

of dof ‘
0 2 k 0 _ 2 k-1 3k-1
—5% = 3X° + 2bXY e 5y = kbX"Y + 3ky

3k+1 2 k+1 L Tkl

a2 YAy ka Yo 2 3k
% 3 9 Xt 9P

Substituindo em (***) obtemos os possiveis f'

t

2.2
ey 2k+1XY2k+1 -gc al 3k+1 gb XYk+1
o1m 3 o'm "9

: 2k+2_ 2k+2 2 3k+2 2 .2 2k+2
- - « b
+ c1€1wm XY 3 c1atpm 5 XY +

3k-2, 3k-2 2 k=2 2,2 32
gty N -3 gl g b o (f)

2 .
De (2') -aeizwmk =ph = b2 = azeiw o k substituindo em (£) obtemos:

2 2k

Skt (a"e.¥_")XY
im

e 2k+1XY2k+1 2k+1 .

4
oim _gcoawm

e 2k+2XY2k+2 ) 54_ ¢ al 3k+2 (aZE' " Zk)XY2k+2 .

f1m 9 0o nm 1m

k-2 k-2 4 k-2, 2 2%

+ e, 1\Pm XY -zcal (a"e ¥ ))(Y3k-2 =

2k+1 4 3 2k +1 2k+2 4 3 2k+2
COEim (1—§a)XY +c1€illlm (1-§a)XY +oee. +

3k-2 (1 - 2 Byxy3

k-2
g .

€
k31m
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18k f' distintos com a aplicacao de difeomorfismos que fixa f_a menos de

germes da mesma orbita.

Faremos agora um estudo semelhante para

240 N 4 i
L XYHEY HY yonde 120 p=ctdt, Y
Esta forma normal surge do teorema de classificacao abaixo, cuja

demonstracao e analoga a do Teorema 1.7.

3

- f = y(x3 + bx2yp + y3p), 4b™+27 # 0> f € Z _

p-1,0°

Para este exemplo faremos uma mudanca de coordenadas que deixa f
0

fixo. Inicialmente faremos o caso i = 1, para depois generalizar para i =k.

19 Caso (1 = 1): Para este caso temos a forma:

3 3
Xy+axy +y +cxy

h
0

3 23
Xy+axy +y

0
31f0 = 3x2y + 2axy3
22 b
f =3axy +7
32 o Xy y
X =0X
Facamos inicialmente a substituicao: em f , obtemos en-
y =6Y °
tao:
3 . -
o 6X3Y + aaZGBXZY3 + 57Y7. Queremos-fo fixo, assim:
a36 = 1 (1)
aa263 = a=> a263 =1 (2)

07 a AN
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Chamemos 61 a primeira raiz sétima da unidade e facamos 0 = 81 e

de (1) 513b. 3 ¢ . 1= ¢ 3b+d = 1. Portanto 3b+d = 0 mod 7 (4)

1 1

de (1) eZb.eMm bk = 1, Rortanto 2b+5d 2 0wl ] ()

1 1 1
de (4) d = -3b mod 7 0ou d = 4b mod 7 que em (5) nos fornece:

2b+12a = 0 mod 7, que sempre se verfica.

Assim temos 7(sete) solucoes possiveis para a e §.

Portanto a substituicao é da forma : que na equacao

fica: 6
X3Y + aXzY3 + Y7 + coeib(e1d) XY6

b+24b = 25b = 4b = d mod 7. Logo, ficamos com:

11
11

porem b+bd
3 23 7 d
Xy +axy +y +ce, xy6 comd = 0,1,2,.., ,6

Consideremos agora a substituicao

{k = aX + BY2
em f

y = 8Y

(oX + 8Y2)3(6Y) + a(oX + BY2)2(6Y)3 + (6Y)7 =
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e (8)62=-a em (5) B=—%a5 = %a@=--3—2-—-e.a

Fntan & mdanga ¢ da form

y = d>1C1 Y
Y - 33— e X Y 4 e (¢1bx - -52'—6.¢1b Yz)(¢1dY)6.
/7 i 0 V!
A= c6¢1b¢16d XY6 -y = c0¢1 ¢1 EiYS, mas observemos que:

/2

a+6d = b+66b = 67b = 11b = d mod 14, Portanto:

) 2 8
= - 0
A cOGXY T cO EiY

/2 ]
3 f =3y - o€ R
. 3. 03 93 7 )10 3y 1
Porem: fo = XY - T QiX Yo +Y 3 9 9 9 6
/2! 2,f = X "ﬁ-fiXY + 7Y
2
E assim: Y8 = %—Y azf + g e.Y3a1f - XY31f -
o ,3mi 0 0
_ z3 3ﬁ1f_ ;4 12XY6
1 /f ° 7V
Portanto A = ¢ 5XY6 - 2¢ 5XY6 ==-Cc ¢ dXYG.
o o o 1

Concluimos que no caso i =1 o difeomorfismo permitido, leva f' em

- .. A d __6 4 6
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X =g X

y=Y

em £ , obtemos entao:

63k+4 =1 (3)

k+2 - 2 Skb_ 2 3k

De (1) em (2) cxz.(1/a3) =1=>a =0 => g“(1 - a ) =0

Portanto: a3k+4 )

1 (4)

Seja ¢, a primeira das raizes (3k+4)-eésimas da unidade, facamos:

en (1) 513b. e1d = 1> 3btdz 0 mod Gked)  (5)

em (2) e12b. e1(k+z)d =1= 2b+(k+2)d.EA0 mod (3k+4) (6)

de (5) d= [(3ke4) - 3]b mod (3k+h) = d = (3k+1)b mod (3k+4) em (6)

2b + (ke2)d = 2b + (ke2)(Bke)b = (2 4 (k1) (ki2)b = (3k+7keh)b =

(3k+4) (k+1)b = 0 mod (3k+4).

Logo, temos (3k+4) solucoes possiveis para o e §,

A mvlnbde 2 2 2. e .
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b + (2ks5)d =b + (3k+1) (2k+5)b = (146K TReS)b T (6K+17ke6)b = (3k42)b

(*)
= 2d mod(3k+4)

(*) se verifica, De fato:

R

Como d = (3k+1)b mod (3k#d) = ————= =w €7 =
3k+4

_ _‘2(3k+1) = 2u=> 2d Z6k+2 =(3k-2) mod (3k+k)
3k+4

T
%
=

S

i

b+ (3ke3)d = b + (ke1) 3ke3)b = (149k2+12k+3)b = (9k2+12k+6)b = 4b

= kd mod (3k+4)

(**) se verifica. De fato:

Como d = (3k+1)b mod(3k+4) = kd = (3k2¥k)b 2 bb mod (3k+4)

Assim ficamos com:

kd  3k+3
€ xy

2 k+2 - 3k+4 - d 2k+4
+ X LN N +Ck11

3 2d  2k+5
X y + ax y + y COE1 y + C1E1 va +

Consideremos agora a substituicao:
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>4
"
—>-
- o
>4
'
<.

<

"
e
<

dy 2k+4, 2k+4

|

b 2 €,¢ bYk+1)(¢).

|

2 b k+1 d, 2k+5_2k+5
34? ¢ Y(d,7) Y +
(¢1bX 3?5' b k+1)(¢ d)3k+3 3k+3.

Mas : a + (2k+#4)d = d mod (6k+8)

+c, (¢ X

+

“k-1

a + (2k+5)d = 2d mod (6k+8)

a + (3k+3)d= kd mod (6k+8)
(demonstrado anteriormente um caso analogo)

2 k+1 Y2k+4 62‘(' 2 k+1 )Y2k+5+

Portanto A =c 8(X = s==—¢.Y ) +C X - —€Y
. o _ 3/? 1 1 3/; 1
2 k+1, 3k+3
+ é(x-—-—eY )Y .
Ck- 1 3&;
Porém f_ = Y -5-3—e G G L PN
V2 ot
k+2
9 .f =3X2Y——6—EXY
1) 3/-\1
52f _ X3 3(k+2) ZYk+1 . (3k+4)Y3k+3
o 3/—1 1

E assim:



541 .. '
Y3k+5+1;( (k) ZXYZM 4 'Ei , k+4> R

(3k+4) g/w, : g/?(3k+4)

/.
. L £,2XY2k+‘ P s

S0y b
k'1 ’
, d: . 2k+b41
A om 2‘ Ci(p‘ 1’ XY
1=0

Logo difeomorfismos que fixam fo nos fornecem 6k+8 elementos f' nu

ma mesma orbita.

Seria interessante ter estudado a topologia da parte quasehomoge -
nea fO deste ultimo exemplo e também o comportamento de f' quando aplicamos
difeomorfismos qge’E}xam fo a menos de germes de uma mesma orbita, mas isto
ampliaria bastante o trabalho, pois e um caso com um pouco mais de detalhes,

porisso deixamos para uma proxima oportunidade.
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