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GEOMETRICS ASPECTS OF ARNOL'D THEORY 

Valdeni Soliani Franco 

Adviser: Prof. Dr. Gilberto Francisco Loibel 

ABSTRACT 

In this paper we detailed some of the classification theorems from 

Arnold's papers, selected mainly from [1], according to the demonstration 

technics. 

In these theorems, he classifies certain subsets of the orbits 

e c
co
(C
2
,C

1
) as well as quotients of such subsets. We also studied 	the 

topology of some of them. 
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INTRODUÇÃO 

O problema da classificação de singularidades consiste em estudar 

as Orbitas de Cm(C
m
,C
n 

=
m,n 	

sob a ação de certos grupos (Z, t, A, etc. 

ver [5]). No nosso estudo olharemos para 2
2,1 

que chamaremos simplesmente 

de 2, 	e as equivalencias utilizadas serão do tipo R. 

Nos artigos de Arnol'd, principalmente em [1], encontram-se impor- 

tantes contribuiçges para os casos (C
2
,0) 	(C,O) 	e 	(C

3
,0) 	(C,0). Em 

alguns dos muitos teoremas, ele classifica subconjuntos de Orbitas O c 2 e 

em outros classifica quocientes de tais subconjuntos. 

Estes estudos geralmente recaem na cltassificação de polingmios com 

caracterizaçges especiais (por exemplo, polinomios da forma x
4 
+ ax

2
y
2 
+ y

4
). 

Em muitos casos, associa a estas, classificaçges de objetos geometricos co-

nhecidos. 

A algumas classes desses objetos geómetricos correspondem Orbitas, 

ou seja, elementos de 2, 	a outros, blocos de Orbitas (classes de singula- 

ridades) que são subdivididos em teoremas subsequentes. 

O estudo de uma topologia do conjunto 2 que exprimisse a "proximi 

dade" das Orbitas e excessivamente complexo, mas certos subconjuntos do tipo 

O ou quocientes destes podem ser identificados com espaços topolOgicos rela 

tivamente simples e em certos casos estabelecido um relacionamento entre al-

guns desses quocientes. 

No Capitulo II, estudaremos algumas situaçges deste tipo, relaciona 

dos com alguns dos teoremas de Arnol'd. Em particular, estudamos alguns ca-

sos em que refinamos os blocos dados por Arnol'd em Orbitas (§ 3, Cap. II). 

No Capitulo O, relacionamos os conceitos, lemas e teoremas da teo-

ria de Arnol'd, que serão utilizados no desenvolvimento do trabalho. 



No Capitulo I, selecionamos doze entre os cento e cinco teoremas 	de 

Arnol'd, que aparecem em [1], de acordo com as diferentes tecnicas de demons 

traçoes. Ainda neste capitulo demonstramos dois teoremas sobre funçoes quaseho 

mogeneas que alem de constituirem uma tecnica geral que utiliza raizes de uma 

álgebra de Lie quase homogenea para a classificação de singularidades quasehomo 

geneas, nos auxiliam na associação destas classificaç-Oes com objetos geometri-

cos conhecidos, como aparece em [1],página 48. 

Pretendemos num estudo futuro, englobar os resultados aqui obtidos num 

estudo mais amplo de Q. 



CAPTTULO O 

PRELTMINARES 

Neste Capitulo os termos que aparecem sublinhados são os conceitos 

que estaremos definindo. 

	

Um ponto crítico de uma função diferenciavel e um ponto para 	o 

qual a derivada da função é nula. Um ponto crítico é dito não-degenerado se 

a derivada segunda é uma forma quadratica não-degenerada. 

e Dizemos que dois germes de funções enuelsáo  vivalentes se um de-

les pode ser obtido do outro sob um difedmorfismo de Cn  que deixa O fixo. 

A classe das funções cuja serie de Taylor coincide em O para os 

termos de grau r com a serie de Taylor de uma função dada é chamada o r-jato  

	

da função em 0. O jato de uma função em O é suficiente se ele determina 	o 

germe dessa função em O a menos de equivaljncia. 

Denotaremos por. 4it o ideal maximal do anel dos germes diferencia 

veis no ponto O C Cn. A notação f fitr  denota que f tem um zero de ordem 

em O. 

Lema 0.1: 

Seja f um germe de uma função no ponto O C 	Fixamos um nUmero 

natural r e assumimos que f satisfaz a seguinte condição: 

(ir) Va  etlj+ 1
, h. e j< tal tal que 	h. mod litr+2 i=lâx. 

1 

então, qualquer função f' para a qual f' = f mod 1tr-1-1  também satisfaz (1
r
). 

Lema 0.2: 

Suponhamos que o r-jato da função f em O satisfaz (1r), 	então o 

r-jato da função f em O é suficiente. 

1 
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As demonstrações dos Lemas 0.1 e 0.2 estão em [3]. 

Consideremos o espaço aritmético Cn  com coordenadas x
1 
,...,x fixa  

das. Uma função f: (Cn,0) ± (C,O) e dita ser quasehomogênea de grau d com 

peso a = (a1 , a2' ...,a ) se: 
.n 

f(Âalxv. '
Àanx

n
) = Àdf(x 	x) •VÀc C. 

Seja f um germe de uma aplicação diferenciãvel complexa, com pon-

to crítico isolado O E Cn. A multiplicidade p de O pode ser definida como 

o número de pontos críticos não-degenerados no qual O se divide sob pequenos 

deslocamentos. Ela também pode ser definida como a dimensão do anel local: 

14f- (f1''''' fn)  

Investigando pontos críticos de multiplicidade finita, uma função 

pode ser representada por jatos suficientes ou um polinéimio. 

Assim, a questão da classificação de singularidades isoladas se re 

duz a problemas algébricos concernentes ã ação de grupos de Lie de dimensão 

finita. 

Uma função quasehomogjnea f é dita ser não-degenerada se O e 	um 

ponto crítico isolado, isto e, se a multiplicidade p do ponto crítico O é fi 

nita. 

- k k Dizemos que um monomio x = x11...x n tem grau d se (a,k) = alki+ 

+ ... + a
n
k
n 
. d. Um polinéimio(série de potjncias, germes, funções) tem fil-

tração d se todos os seus mon6mios são de grau maior ou igual a d. 

Os polinéimios (série, germes) com fistração d forma um espaço li - 

nearEd, • sed< d' entãoEd' 
 cE• 

d'  
afiltração de uma produtoéa somada -  

filtração dos fatores, assim Ed é 
um ideal no anel dos polinamios 	(series, 

germes). Denotamos este anel por A, chamamos o anel quociente A/E
d o anel 
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de d-jatos e seus elementos de d-jatos. 

Um polinmio (serie de potJncias, germes) e dito ser semiquaseho - 

mogJneo de grau d com peso a se ele é da forma f = f
o 

+ f', onde fo 
e um po 

linõmio (serie, germe)- quasehomodeneo não-degenerado de grau d e peso a e f' 

é um polinõmio (serie, germe) de filtração estritamente maior que d. 

Em geral, consideraremos funções quasehomogeneas de grau 1, com ex 

poente racional O <
i 	

1/2. Tais funções são automaticamente polinomiais. 

Chamamos o hiperplano F = {k: a ly...4ankn  = 1 } de diagonal. A diagonal 

cortaoseixoscoordenadosnumsegmentodecomprimentoa..1 /a . 

Podemos dizer então que uma função aemiquasehomogJnea é obtida de 

uma função quasehomog&nea adicionando-se monamios cujos expontes localizam - 

-se sobre ou acima da diagonal. 

Teorema 0.1: 

. A multiplicidade do ponto crítico O de uma função semiquasehomogJ-

nea f é iguala da sua parte quasehomogJnea, isto e, p(f) = p(f0). 

A demonstração se encontra no §3 de [2]. 

Por abuso de linguagem, chamamos um conjunto de p polinõmios uma 

'base - do anel local de f se ele torna-seuma base para Qf  sobre C aluis fatora-

ção pelo ideal. 

'Teorema 0.2: 

Se &sistema de monOmios el ,...,ep  é uma base do anel local da par- 

te quasehomogJnea f
o 

de uma função semiquasehomogJnea f, então este 	mesmo 

sistema de monSmios e uma base do anel local de f. 

Teorema 0.3: 

O número de mon-O-mios da base do anel local de uma função quasehomo 

gJnea ou semiquasehomogénea f com grau d independe da escolha da base no a- 
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nel local. 

Teorema 0.4: 

Uma base monomial do anel local de uma função semiquasehomogjnea f 

de peso (a
1
,c42'...')  e grau 1, tem exatemente um gerador de grau d- 

max 

= E (1-2a). Todo monõmio de grau maior localiza-se no ideal (âf . . âf )' 
' n s  s=1 

As demonstrações dos Teoremas 0.2,0.3 e 0.4 estão nos §3 egde [2], 

Consideremos o anel local das funções quasihomogjneas ou semiquase 

homogé-neas f de grau d. Fixamos um sistema de monSmios formando uma base pa-

ra este anel. 

Um monõmio é dito ser superior (ou inferior, ou diagonal) se ele 

tem grau maior que d (ou menor que d, ou igual a d) para um dado expoente 

quasehomog6eo. 

Seja el,...,e
s 
o sistema de todos os monõmios superiores da _base, 

numa base fixa do anel local da função f
o
. 

Teorema 0.5: 

Toda função semiquasehomogjnea com parte quasehomogjnea f
o 

equi-

valente a uma função da forma f
o 

+ Ec
k
e
k' 

onde c
k 

são constantes. 

Este Teorema é fundamental em varias demonstrações dos Teoremas de 

classificação de singularidades que faremos no Capitulo I, sua demonstração 

se encontra no §7 em [2]. 

O grupo dos germes (ou jatos) de difeomorfismos de Cn  que deixa o 

ponto O fixo, atua no espaço dos germes (ou jatos) de funções em O. Uma 

classe de singularidades é um subconjunto do espaço de germes (ou jatos) de 

funções que e invariante sob esta ação. Órbitas são exemplos de classe 	de 

singularidades. Dois germes (ou jatos) são ditos equivalentes se eles per 

macem na mesma Orbita (estas equivaljncias são as chamadas do tipo R). 
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Para definir Forma Normal consideremos o espaço dos 	polinSmios 

M = C[x
1''xn] 

 como um subconjundo do espaço de germes de funções 

f(x
1'
...x

n
) em 0. 

Uma Forma Normal para uma classe K de funções é dada pela aplica- 

çao 0: B M de um espaço linear de dimensão finita de parâmetros B no espa-

ço dos polinõmios, para o qual as trjs condiçoes abaixo se verificam: 

(1) 0(B) intercepta toda órbita de K; 

(2) a imagem inversa em B de cada órbita é finita; 

(3) a imagem inversa de todo complemento para K,está contida em alguma. hiner 

superficie própria em B. 

Uma Forma Normal dita polinomial (respectivamente afim) se a a-

plicação Øé polinomial (respectivamente linear e no homoganea). Uma Forma 

Normal afim é chamada simples se 0 tem a forma: 

0(b
1'. 

 ..b
r
) = 	+ b1 xml + 	+ b xmr

' 
 onde IP

Po 
é um polinõmio fi - 

1 	 r r 
m- 

xado„ os b, são números e os x 1  são monõmios. 

Dois germes f: (C11,0) -* (C,O) e g::_.(Cm,0) 	(C,O) são ditos serem 

estavelmente equivalentes se eles tornam-se equivalentes após adição de for-

mas quadraticas não-degeneradas (por exemplo: f(x) = x
3 
 e estavelmente equi-

valente a g(x,y) = x
3 
+ y

2
). Se duas funções com o mesmo número de variaveis 

sid estavelmente equivalentes, então elas são equivalentes. 

O corank do germe de uma função em um ponto critico é a dimensão 

do espaço nulo de sua derivada segunda. Toda funçao de corank r é estavelmen 

te equivaelnte a uma função de r variáveis (Lema de Morse generalizado). Na 

classificação a menos de equivalãncia estável geralmente tomaremos formas nor 

mais com o numero de variáveis igual ao corank. 

O grupo de difeomorfismos quasehomogãneos de peso a é o grupo de 

germes de difeomorfismos de Cn  em O levando qualquer função quasehomogãnea 
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de peso a e grau d em uma função de mesmo grau. A álgebra de Lie deste gru-

po é chamado a álgebra quasehomogénea e será denotada porlx(a). 

O espaço dos expoentes de funções de x
1
,..x

n 
e.  o espaço aritméti-

co C
n 
 cujos pontos m com coordenadas inteiras no negativas sao os expoentes 

dos monõmios xm. 

O suporte de funções quasehomogõneas de grau d e peso a é o con - 

junto de todos os pontos inteiros não-negativos m no plano (m,a) = d. O su - 

porte e dito ser completo se ele não está contido em um subespaço afim de Cn  

de dimensão menor que n-1. 

As raizes da algebra!quasehomogjnea mil(a) são todos os vetores não 

nulos m do espaço de expoentes-quelocalizam-se no.plano-(m,a ).= O e tem a-

forma m = p - 1. (onde li  é o vetor cuja i-esima componente é 1 e as res-

tantes iguaisa0eovetorptem componentes inteiras não negativas) 

Em outras palavras, m é uma raiz se xPâ. é um campo vetorial mono-

miai_ de 'C(01) distinto de x.9.. Observemos que i pode ser recuperado de uma 

raiz m, desde que m tem precisamente uma coordenada negativa mi  = -1 (nem to 

das componetes de m pode ser não negativas, pois (m,a) = O). 

Queremos agora para finalizar, fixar algumas notações que aparece-

rão nos teoremas de classificação. 

Por jkf entende-se o k-jato de f em O (ou o polinõmio de Taylor de 

ordem k em O). 

f e o quase jato de f em O, definido pelo monamio xmi  (ou o 

correspondente polinamio de Taylor). 

j 	fvgdenota equivale-ncia quasehomogenea de jatos (ou poliria 
{xmi} 

mios de Taylor). 
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* Observações: 

1. Um sistema de n moniimios {xmit em xl ,...,xn  com expoentes 	independentes 

m. C 211  c R
n 

define um hiperplano r = {m: (a,m) = 1}. Se todas as com - 

ponestes a. do vetor. a sao positivas, então a é chamado o tipo de quasehomo-
i 

geneidade e o número (a,m) e.  a ordem do mon&mio xm. O polinGmios f = Ef
m
xm  é 

quasehomogêneo de grau d e tipo a se (a,m) = d dm: fm  O. O tipo de qua 

sehomogeneidade define em([
[x1"."  xn

1] uma graduação e uma filtração de- 

crescenteÊo 	
E l D ..., onde: 

E d  = {f: (a,m) 	d, dm com fm  0}. 

2. O espaço quociente 5
o
/ C

d ' 
d > 1, é chamado um espaço de quasejatos de- 

finido pelos monõmios kxmiS (ou definido pelo tipo de quasehomogeneida-

de a). Para um sistema de coordenadas fixado, podem ser identificados çom 

polinómios cujos monamios são todos de ordem maior que 1 (um). 



CAPTTULO I 

ALGUMAS TÉCNICAS DE CLASSIFICAÇÃO DE SINGULARIDADES 

Neste capítulo demonstraremos alguns teoremas de classificação de 

singularidades utilizando diversas tecnicas que aparecem basicamente 	em 

dois artigos de V.I.Arnol'd: "Criticai points of smooth functions and 

their normal forms" e "Normal forms of functions in neighbourhoods of dege-

nerate criticai points" citados em nossa bibliografia. Os pr.-requisitos ne 

cessãrios ou foram dados no Capítulo O ou serão citados antes das demonstra 

ções de cada teorema. 

Os teoremas numerados de 1.1 a 1.12 foram retirados de uma serie 

de 105 teoremas que aparecem no artigo [1], e antes de enunciarmos cada um 

desses teoremas colocaremos entre parenteses o número do teorema no referido 

artigo. Eles foram selecionados devido as diferentes técnicas de demonstra-

ção. Algumas dessas demonstraçOes não existem no artigo, outras fizemos com 

mais detalhes do que as feitas no artigo. 

Teomema 1.1 (2) : 

Se corank f 	1 => f C Ak  (k 	1), onde Ak:
k+1 

'k 	1) 

Demonstração: 

Em [3], Lema 4.1 é demonstrado que numa vizinhança de O, 	existe 

um sistema de coordenadas x,y no qual f pode ser escrito da forma: 

f = (1)(x) + Q(y) onde Q é uma forma quadrãtica não degenerada 	e 

dim{x} = corank f. 

No nosso caso corank f 5 1. Em virtude do Lema 0.2 o (k+1)-jato: 

(*) 	cx k+1 	2 	
2 

" 	Yn-1 ((c0)é suficiente, isto segue da fatora Y1 	•'  

ção de todos os mon6mios em x,y de grau k+2. 
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xk+2 	k 	2  (k+l)cx í  x 	com  x 	
2 	2 

) 	 E wt  
c(k+1) 	 c(k+1) 

Substituindo x por x' =icl1/(k+1)  x em (*), obtemos f E Ak. 

Teorema 1.2 (3) : 

Se j2f = O ==-> um dos quatro casos ocorrem: 

j3f 	x2y + y3  ; j3f 	x2y ; j3f :e, x3  ou j3f = O 

Demonstração: 

Como o 2-jato de f é nulo, temos que o 3-jato determina uma for 

ma cúbica no plano tangente. Uma forma cúbica em CE
2 

reduzida por una mu - 

dança de variá-veis em um dos seguintes tipos: x
2
y + y

3
; x

2
y; x

3 
ou O. De-fa 

to: 

3 2 	 3 
j3f = aox + aixy + aixy

2 
+ a3y ou ainda 

j3f = (alx 	slY)(a2x 	02Y)(a3x 	03Y) 

19 Caso: ao  = al  = a2  = a3  = O , temos j3f = O 

29 Caso: a = a = a  e0=0=0, fazemos n =ax-Oyeassim 
1 	2 	3 	1 	2 	3 	 1 	1 

	

j3f = n
3 

ou j3f 	x
3 

39 Caso: Sea=a e 0=0, fazemos n=ax- OyeE=ax- y 
1 	2 	1 	2 

Assim j3f = n
2 

ou j3f 2 x2y 	

1 	1 	3 	3 

49 Caso: Todas as raízes são distintas 

Podemos escrever j3f = xy(ax - 0y) = ax
2
y - Oxy

2 
e por dilata - 

çao ou contração de coordenadas obtemos x2y - xy2 = xy(x - y). Consideremos 

um novo sistema 	 n=x+y—>x= n + E ey=n- 	=> 	j3f = 
2 	 2 

= n
2 
 - E

2 
 (C) = n
23 

fazendo uma dilatação j 
4 	 4 	4 

3 	2 
x + x y 
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Teorema 1.3 (5): 

Se j
3f = x

2
y 	f e Dk 

(k > 4); onde Dk. 
• x

2
v + v

k-1 
(k 	4) - 

Demonstração: 

Se j3f = X
2
y então o s-jato de f tem a forma x

2
y + 4)5(x,y),(P5  é um 

polin6mio homogjneo de grau s. Representamos (I
)s 

na forma: 

s-1 	2 
s = ay + 2bxy 	+ x ip(x,y), onde ;be

,s-2 

Substituindo x - by
s-2 

= xl  e y - Ip(x,y) = y
1 
reduzimos f ã forma 

2 	s 	 2s-3 s-1 
f = x1  y1 + ayi  mod4ft

s+1 
(pois mt 	c mt 	para s > 3). Segue que 	dois 

'casos sao possíveis: a=0 ou ag) . Se a=0, então o s-jato da função é reduzi 

do ã forma x12  y1  + claa4.1(x1 ,y1) e podemos repetir o argumento anterior, con-

tinuando até chegarmos a a4. Se agl nunca ocorre então a singularidade tem 

codimensão infinita. 

Consideremos o s tal que a4, então o germe da função f em zero 

.ser ã equivalente ao germe de x
2
y + ay

s
. De fato: basta verificar que o s-ja 

to x
2
y + ay

s 
(s > 3, a4) é suficiente. 

xayí3  = (2xy)(h(x,y)), h e ift,2  para a + 0 = s + 1 > 3(a>0, 6>0) 

x
s+1 

= (x
2 	ays-1)(xs- + 	 s-2 2 

1  ) 	+ 2xy {  -x s.-2y 
s -2 	

(x
s-1

14c2  , (xy) 	€ mc ) 

2a-1  

Y s+1 = (x
2 
+ ays-1)íy2 1+ 2x1-xy )(y 	

2 

	

a ) 	2 	
txy)Etui 

t 

	

2 2 	2\  

Para converter x2y + ays  em x2y + ys basta substituir x
1 = px e 

Y1 = 

Teorema 1.4  (6  ). k ' 

Se j 3 3kf(x,y) = x3 ==> ocorre um dos quatro casos: 
x ,y 

3 3k+1 . 	 3 2k+1 
2 	 ; 3 3k+1f 	'c 	Y 	; 	3 2k+2f 	X + xy 	3 3k+2f  x ,y 	 x ,y 	 x ,y 

3 ou 3 3k+2 f 	x  • 

3 	3k+2 x +y 

x ,y 
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Demonstração:

“ . '. . « . 3' 3k
j 3. 3kí(x,y) e o quase—Jato de É definido pelos monomlos x , y .
x

“Assim o suporte da função, localiza—se estritamente acima da 1i—

nha que liga os pontos (3,0) e (0,3k)

rj |+| ' 2i+1 ' Sk 3k+3

Colocamos uma régua sobre esta linha, fixamos (3,0) e movemos &

outra extremidade.para cima, encontrando expoentes de monõmios não nulos.

Como podemos ver pela figura; dentro do triângulo entre as retas
ligando (3;0) a (0,3k) e a (0,3(k41)) existem ao todo três pontos retícula —

dos (no quadrante positivo) a saber, (0,3k+1);(1,2k+1) e (O,3k+2),

Se o coeficiente de y3k+1 é diferente de O, então temos o primeiro
3k+1 é 0, mas o de xy2k+1 é diferente

3k+1 2k+1 »e xy nao o—

caso do teorema. Se o coeficiente de y

de 0, então temos o segundo caso. Se ambos os monômios y
3k+2 . _ . . .corre em f, mas y Slm, entao temos o terceiro caso. Se os coef1c1entes

3k+1 2k+1 3k+2
Y : XY e Yde todos os três monõmíos são nulos, então temos o ou—

tro caso .

Teorema 1.5 (7kl:
. .

3 » 3k+1 _ , 3 3k+1 2k'+1.Se J 3 3k+1f = x + y —> f e E6k , onde E6k' x +y +axy
X ,y a=a + +a k-2

_
com º ... k_2y

Demonstraçao:

« — 3 3k+1Pelo Lema 0.2, a funçao quasehomogenea fo = x + y tem o 3k+1—

-jato suficiente, trivialmente.
3 3k+1 2k+1

Y Y
' k-ZEõk: x _+ + ax , onde a = ao + aly + ... + aK—zy



( e a = 0, para k = 1)

O Teorema 0.5 garante que toda função semiquasehomogênea f é e—

quivalente a uma função da forma f + Eckek, onde ck são constantes e e1,e2,0

...,eS é o sistema de monõmios superiores da base, numa base monomial fixa

do anel local da função f .

Monõmios superiores devem ter grau superior a 9ki3 (grau de f ).
Então o menor grau sera 9k+4. Monõmios contendo sõ ª_para ter grau superior

a 9k+3 deve ter expoente superior a 3 que está assim contido no ideal. Mono—

mios contendo y puro, para ter grau superior a 9k+3 deve ter expoente acima

de 3k+1 e assim estará no ideal. Não se deve ter monômios que contenham xz,

pois estariam claramente no ideal, restam então monõmios que contêm x e yp ,

além disso (3k+1) + 3p ; 9k+4 =» 3p ; 6k+3 =» p ; 2k+1.

Para calcularmos o limite de p devemos calcular dmªx(ver Teorema

0.4).

dmax = n - z Eai = 2 _ z ( (1/3) + (1/(3k+1))) = 2 _ (6k+8)/(9k+3)

(18k ; 6 _ 6k - 3)/(9k+3) = (12k _ 2)/(9k+3)

Queremos então que 9k+443n = 12k — 2 =ºn = k — 2, onde n é o maior

expoente de y que podemos multiplicar xka—1.
3 - 3k+1 2k+1

+axyPortanto f = x + y k"2,, ondea = ao+a1y+...+a y
K—z

Na antiga [1]; Annoi'd óonmula teaaemaó gcnaió óobae sançõea qua _

achamogênm (Tea/Lema/s A e B ) que [dêm de mus. aux/CMM na dmaiáicação cia/s

óinguZa/u'dadus noz» gemeu», uma mane/Ow. de Ldantéóica/um/s mobilada/5 de deu _

Aióicação com paobiiema/s geomãtjuécO/s.

Na óequênw enuncia/wma e/sAe/s ÉQOãZmaA , gazando uau demon/sw -

çõcA com maia dciaâhcó que no anilgo. CÁXanemoa em beguida aâgunó conotãnáoa

meontantcó.

Seja M c cre: Cn um sistema de raízes de Cia) gerando o plano Cr
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em (Eu (O 5 r é n—1). A cada m e M associamos um vetor em de uma base veto —

rial em cv (v é o número de raízes). Consideremos o esPaço vetorial r-di -
mensional H = Hom(€r,(ll) e a soma direta f; = H &) Cv .

Lema 1.1: .

Ao eSpaço 'E: = H © Cv pode. ser dado a seguinte estrutura de álge—

bra de Lie:

.(1) [h',h"] = o “& h',h" e H

(2) [h,em] = (h,m)em VheH, m e M

(3) [em ,em ] = Nm ,m em +m , desde que m1+mZ % O e onde
' 1 2 1 2

0, se m1+m2 não é uma raiz
—mãx[Ã:ml+Ãm2 é'uma raiz] e este máx é > 1

1 2 +mãx[A:ml+Ãm2 é uma raiz] e este máx & > 1

' - .. o caso onde ambos os «máx são > 1

11 se ambos os max sao = 1 - . _ , )
e imposswel.

(4) [em,e_m] = hm onde hm & H muda de sinal sob a reflexão de Cr que pre —

serva M e troca m por —m normalizado pela condição hm(m)

= 2 (uma tal reflexão existe e é única para qualquer par de raízes opostas).

A álgebra de Lie quasehomogênea ní(a) é ísomõrfa a soma direta
da álgebra de Lie É (para alguma escolha de sinal lª em (3)) e uma álgebra

(comutativa) trivial u(º£)x b G) Cn—r.

Demonstração:

Consideremos uma base monomial para x(a) sobre (1 e escrevemos os

monõmios da base como segue:

(1) Sejam h',h"€ H =» h' = x.a. e h" = x.3;11 JJ
[h',h"] = [xiaijaj] = O' (trivialmente)
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(2) Sejam themeM=>
al ªn _ m 8 ªl ªn =*[h,em](x1 ...xn ) — [xí3i,x XJ j](x1 ....xn )

_,m ªl ªngºla .a.“ ““=
'

v . -
'

oc

= xm3.(a.x a1+m1...x.dJ+mJ .x an+mn ) - xmx.8.(a.x 1...x un) =
1 1 J 1 J 11

. J J 1 1 n

(: +m OL +m a +m oz +mn: _ . 1 1 r r _ _ , 1 1 . n :aj (al+m1) x1 r ,alaJx1 xn

oc +m a +mn m
= , 1 1 n = _ .a, = , :ajmlx1 ...xn mix XJ J mlem (h,m)em

'
ot oz.-n

__
m 3 m' 8 “1 ocn _(3) [em,em,](x1 i...xn ) - [.x ):i i,); Xj j](x1 ...xn ) -

“ Í ' |
= xmx.3.(ou.x cx1+m1".x-an+mn) — xm x.3.(a.x al+m1...x Om+m“) -

1

* 1 1 J 1 n J J 1 1 n
i

u . . x . . ! J
ª

= (a.m! - a.m.)x al+m1+ml ...x.al+m1+m1...x.a3+m3+m3...x an+mn+mn
] J 1 1 J 1 1 J n

ª Como m e m' sãoraízes
m : (m1,...,—1,...,mj,..5,mn)
m'= (m',...,mí,...,—1,...,mà)

Tomemosvm+v)xm' = (m1+xm;,...,—1+Ãmí,...,mj+(—Ã),...,mnHmr'l)

Para ser raíz devemos ter:
—1+Amf = —1 e m.—Aâ O ou1 J

_ ' a _= = _1+Ãmí , O e mj A 1

19 Caso: —14Amí

(X.

[em,em.l(x1

— —m.e ' ,J m+m

'
1

29 Caso: —1+Ãm

Se tivermos pesos (81,82,...
a. 81m1+82

. '__1emj—Ãª0z=>mí—Oemj=
'

!+m +mºªl 1 1 .1 ..Xa1...x n): —a.m.xn 1 J

= -mãx[A: m+Am' é uma raiz] em“;

m.?1
J

,Bn), obteremos:

m2+...—B.+...+8.m.+...+8 m = 0
1 JJ nn
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=» 8. = 6 m +...+B.m.+...+8 m
1 1 J ] n n1

l , l l _ ' : ==>b. B1m +82m2+...+8ímí+...+( BJ.)+...+Bnmn 0
1

__
' _ I | '—> Bj - B1m1+1..+8ími+...+8nmn

Como mí são inteiros não.negativos para i$j então para que Amíã 1;-

devemos ter Aê 1 e mí ; 1.

(A) Caso >< >1 => m. > 0 => .8. ª 8.
J 1 Ja.

(A1) Bi >Bj =º m' = 0 (absurdo pois por hipótese mí ; 1)
b.

; (A2) Bi =Bj => m = (o,...,o,-1,o,...,o,1,o,...,0)
m' = (o,...,0,1,0,...,0,-1,o,...,0)

. a +m #m' & #mn+mà
. = ._ . 1 1 1.1. D. = . — . = h .ASSlm. [em,em,] (ocJ a1)x1 Xn hJ h1 m

(B) Caso X = 1 ªº m.=0 e [e ,e ,] = a.m!x a1+m1+m1...x an+mn+mn
J m m J 1 1 nhip.

= mâxiÃ: m'+lm & uma raiz ]e ..m+m

Assim h e em satisfazem (1)—(4)

Sabemos pela construção de (4) que hm(—m) = —hm(m). Logo

h(M)=2_eh(V)=0 VveMi
m m

[em'e—m] : —[e—m'em] :lªn 6 Hr 4% [Xiªi] : Hºm(Cr'C)

O espaço Cr e a métrica são invariantes relativos a todas as permu —

tações de coordenadas com pesos iguais (aí=aj). Portanto o complemento orto—
n—r r n - - . . .gonal C para C em C e tambem invariante. Representamos o eSpaço linear

r v n—r r . = .a(o) como ª(º) = H GK GDH , onde H con31ste daquelas funçoes lineares
n n—r n—r - . . = .h em € que se anulam em C ; H e const1tu1do por funçoes h em Cn que se

r v . = .anulam em C ; K as combinaçoes lineares dos vetores em
.. .. n—r .

'

Da relaçao de comutaçao segue que B localiza—se no centro de
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a(o) e que Hr C)É) é um ideal isomõrfo a B .

Teorema A;

A álgebra de Lie quasehomogêneaªa(a) é determinada, a

menos de um número'fínito de variantes, por seu sistema de raí
zes(como um subespaço do esPaço gerado pelas raízes) e por sua

dimensão.

Demonstração:

As relações (1)—(4) do Lema 1.1 expressam os comutado

res em'Ée u a geometria das raízes, sem referência as coordena—

das (excluindo a escolha de sinal tem uma das relações (3)). As

sim, o conjunto de raízes, os vetores no C-eSpaço vetorial Cr ,

determina'ªa menos de um número finito de possibilidades.

”Teorema B:

Assumímos que o suporte é completo. Então a ação da

álgebra de Lie ª(o) no eSpaço das funções no suporte & univoca—

mente determinada em relação a classe de equivalência afim dos

pares (suporte,sistema de raízes).
“Demonstração:

Denotamos por ºm & ação de-translação para méízn

(ºma)(k) = a(k-m), onde k€ Zn e a:Zn + C. Então:

e = ºmh' (este h' é o operador de multiplicação pe—ID

la i—êsima coordenada; h' = Xíªi)
81 6nDe fato: Consideremos o monõmio a = zx ...x1 n

k =(B1,o-.,Bn)
a(k) = 2. Seja m = (m1,...,-1,...,mn) uma raiz para um

certo peso (01,...,ªn) fixo.
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0 
h.a = (x.a 	= z 0x 	. 1 ..x On 

• Como operador 1 	1 1 	 1 	n  

(11.a)(k) = h.(k)a(k) =0.z 

e
m 
= 	..xirliii-ixin+11-1-1...xnmn a ; 	' 03 1  +m 1  , . . . , n+mn) 

0 + 	0 • 
e  rna  = 	1 	m ••• x. 	

-1 • . . x °.n+mn 

	

1 	n  

(*) (ea)(k') = 
m 
	0.z 

1 

(0. (11.a))((')=(h.a)(k) = 0.z de (*). Portanto 
m 1 	 1 	 1 

em 
= a h. 

m 

Estendemos as funções no suporte sobre 	o reticulado 

kn-1 de todos os pontos inteiros no plano suporte, fazendo tudo 

igual a zero fora do suporte. Os operadores h.,e ,a ,h defini - 
1mmm 

dos anteriormente nas funções em Zn  também atuaüno espaço das fun 

ções nos.reticulados Z
n-1 

no plano suporte. Estes operadores no 

espaço das funções em Z
n-1 são denotados pelas mesmas letras.'As 

sim h. e h
m 
são operadores de multiplicação pelas funções afins 

no plano suporte, am  á o operador de translação pela raiz 	m e 

e
m 
= a h.. 

m 

Suponha que m e uma raiz. Chamamos um ponto k do supor 

te um ponto base para m se k+m nao pertence ao suporte. O conjun 

to de todos os pontos bases de m é chamado a base da raiz m (no 

dado suporte). 

A base da raiz m = p-1i  é.  formada por todos os pontos 

do suporte cuja i-ésima coordenada 	O. Consequentemente a base 

inteira localiza-se no hiperplano afim C
11-2 

do plano suporte. 

A base de cada raiz do suporte completo pertence a pre 

cisamente um hiperplano afim C
n-2

c C
n-1

. Cada ponto do suporte é 

obtido de um ponto da base por subtração de um múltiplo inteiro 
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não negativo m, assim se a base esta contida em C 	o suporte 

estara contido em C
n-2 

e não será completo. 

Assim, existe precisamente uma função afim no 	plano 

suporte que é igu.al  a O na base de m e cujo incremento ao longo 

de m é -1. Esta função é h
i
(restrito ao plano suporte). Conse 

quentemente, a restriçãodeh.ao  plano suporte, pode ser 	re- 

construido univocamente do suporte e a raiz m. 

A ação de e no espaço das funções no suporte pode a- 

gora ser descrito em termos somente da geometria do suporte 	e 

as raizes: e
m 
= a h. mi, isto ,J, (erna) 	= h.(k-m)a(k-m) 	para 

qualquer função a. Notamos que o operador e
m 

deixa o espaço das 

funções invariantes e que anula o exterior do suporte desde que 

h. anula os pontos base. 

A álgebra u(a) atua no espaço das funções num reticu- 

lado do plano suporte, assim temos a representação (1):)1(a) 	r, 

onde 	é a álgebra de endomorfismo deste espaço de funções (de 

dimensão infinita). Consideremos a imagem da representação (I).Es 

ta imagem é determinada pela geometria do suporte e pelas raízes. 

Mais precisamente, seja a .u.(a )ert
2 
.xt(a

2
) duas 	algebras 

1 
n-1 

quasehomog-enneas e S
1 
c C

n-1
l 	

, S
2 
Ca 
	suportes completos. Se 

n-1 	n-1 ja 	: C
1 	

4- C2 
	uma aplicação afim que leva S1 

em S
2 
bijeti- 

vamente e o sistema de raízes de mi  no de rt2. Então o isomorfis 

mo 	, induzido por IP, do espaço de funções em Cn-1 no espaço 2 

de funções em C
n-1 

leva a álgebra de Lie isomorficamente 

na álgebra de Lie 0 Oy. 

A xk(a) é gerada sobre 	C e pelos monõmios 	x. 	. 

e xmx 	A imagem dos campos Ec.x.a. em r são operadores i i(m)* iii 
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de multiplicação por todas as possíveis funções afins do plano 

suporte. A imagem do campo x
m
xiâ i(pk) 

são os operadores em, defi 

nidos pela geometria do suporte e as raízes. Consequentemente , 

eci)(m)  = em) e assim, IP induz um isomorfismo IP: cl)(zy 	41(n2) 

dicleo do homomorfismo de álgebras de Lie 4:u(a) 	t 

O. De fato: 

(h + Ec e )(a) = O 	Va mm 

Podemos tomar
k 

que é igual a 1 somente em k. 

• (h + EC
m
e
m
)(6k)(p) = h(p)15k(p) + 

 

(h(k)5
k
)(p) 	se p=k+m obtemos (  

Ec h.(k)(5 
m 1 	k+m 

Para um k qualquer 

(h + Ec e MS )(k) = h(k) = 0==> h = O 
mm k 

(Ec e )(6')(k) = Ec h. 	(k)(5 	(k-m) 
m m 	 m i(m) 	k-m 

= cffihi(m)(k). Escolhemos k tal que hieff)(k) 	O --=> 

,==> C_ = O. 

Assim a ãlgebra de Lie 	n(a)) é isomorfa a 

O isomorfismo lot24.  * ri mostra que ambas 1 

as algebras rt1 	e suas açoes no espaço de funçOes em S
1 
 e 

S
2 são isomorfas. 

Corolário 1: 

Suponha que o conjunto de pesos a e o grau d são tais 

que existe uma função quasehomogjnea com um ponto critico isola 

do O com 2-jato nulo. Então o sistema de ratzes e o suporte de 

termina univocamente a álgebra de Lie 71(a) e sua ação é. 
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Corolário 2: 

Seja y: Cn-1 	
n-1 

-5-
2 	

um isomorfismo afim de um suporte 
1 

completo plano S1  em um suporte completo plano S2, levando S1  em 

parte de S
2' 

as raízes de».
1 
em parte das raízes de 11?  e as ba-

ses das raízes de x
11 

nas parte das bases das correspondentes rai 

zes de'a2. Então y induz um isomorfismo entre a ação (1) de Mil  no 

espaço de funções em S1  e a ação de uma subálgebra delI2  no es-

paço de funções em S2  que se anula fora de y(s1 ). 

Corolário 3: 

Suponhamos que sob as hipOteses do Corolário 2, 	va- 

rios pontos do suporte S
1 
são distinguidos e os valores das fun- 

ções são fixados para eles. Todas as funções em S
1 

com 	valores 

fixados por estes pontos formam um plano afim P no espaço de fun 

ções S
1. 

Seja a álgebra de isotropia deste plano afim. Então o 

isomorfismo y do Corolário 2 induz um isomorfismo da ação de IC 
1? 

em P com a ação de alguma subálgebra da álgebra de Lie IN
2' 

pre - 

servando o plano T
-1*

P no espaço de funções em S2. 

Na3 demonátute6u do teonema 1.6 e 1.11 	utílízamo4 

O 4.e4u/tado4 ob.tLdoó acíma. 

Teorema 1.6 (10k): 

3 3k-1 = x3 um dos trgs caso ocorrem: f   
x ,y 

3  3kf 	x
3 

+ ax
2
y
k 

+ y3k, 4a3+27 	O 
x ,y 

3 	2k +xy 

3 

Demonstração: 
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Vamos utilizar o Corolãrío 3

. 3 _ 3 ' 2 k 2k 3k
. = —> :Se ] 3 3k—1f x f x + ax y + bxy + cy

X ,Y

peso: a = (k,1) e grau: d= 3k

suportez' s1=(3,0); 82: (2,k); s3= (1,2k); s4= (0,3k). Lo—
'

- . — 3 2 k 2k 3k
go os monomlos bases sao: x , x y , xy ', y ,

raízes' m = (-1 k) temos então' xa = h e e = x—1ykx3 =yk9' ' ' ' x 1 m x x

ponto base: (0,3k)

Seja Y: C1 + CZ descrita no CorolãrhyZ, dada por
Y(r,S) = (r,5/k)
Seja S o suporte acima e S2 dado por (3,0); (2,1);1

,

(1,2); (0,3). Logo os monõmíos bases são: XB, XZY, XYZ, Y3.

Observamos que temos (—1,1) e (l,—1) como raízes, mas

tomaremos & subâlgebra de Líe correspondente & raíz (—1,k) e

”portanto tomaremos como raíz m' = (—1,1) que tem como ponto ba—

se (0,3).
D

. * *
evemos mostrar ue Y e -= e'Yq Y(m) m

* r -De fato: Y : “52 + ?] (?1 e 52 sao espaços de funçoes de V

em C)

:
*

-

SGJa & e 42; y a : aoy

(emy*>(a)(t> (em(ªoY))(t) = X3X(t—m)(ªoY)(t-m)

Os E que nos servem serão:3

t1 = (2,k) poís t1—m = (3,0) => 3d(3,0)
t2 _ (1,2k) poís t2-m = (2,k) => 20(2,1)
t3 - (0,3k) poís t3—m = (1,2k) => 1a(1,2)
tú = (—1,4k) poís t4—m = (0,3k) => 0a(0,3)
(Y*em.(º»(t) = em.(a)o(Y(t)) = x3X(Y(t)—m')a(v(t)—m')



22

(3,0) => 3a(3,0)y(t1) = (2,1) =>Y(t1)—m'

y(t2) = (1,2) =>Y(t2)—m' = (2,1) => 2a(2,1)

y(t3) = (0.3) =>y(t3)—m' = (1,2) => 1a(1,2)

Y(t4) = (71,4) =>y(t4)—m' = (0,3) => Oa(0,3)
* *

Logo emy = Y ey(m)

Como as hipóteses do corolário 3 estão satisfeitas, eª
tão o problema reduz—se à classificação dos polinômios P: ' X3 #

# AXZY % BXY2 + CY3. Como em = yBX, o deslocamento na direção de

x deve ser By,.isto é:

X ax + By

Y = ôy

isto é, a3x3'4 (3a284Aa26)x2y + (3aBz+2AaBô+Ba62)xy2 + (BêàAszõi

iB8624063)y3 : x3 % axzy % y3 para a,8,6 convenientes.
Fazendo x = X /Y em_Ãí + aXZY + _Zi , obtemos

Y3 Y3 Y3

Segue da solução de Cardan para a equação cúbica que

para existirem 3 (três) raízes distintas, devemos ter 4a3+27$0.

Caso as raizes tenham multiplicidade 2 ou 1, então po—

demos fazer uma substituição x = x + ly e P passa a ter a for-
ma-X3 + AX2Y, A#O. Dilatando Y obtemos X3 + X2Y. Se & multiplici
dade ê 3(trê$, então P = X3 e assim o teorema 1.6 fica demonstra

do.

Venemos no Capítulo II que esta classificação de sin —

gularidades do teorema 1.6 coincide com o problema da classifica
ção afim de triplas de pontos em Ci.

Teorema 1.7 (11kl:
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. _ 3 2 k 3k 3 = _J 3 3kf — x + ax y + y , 4a +27$0 > f e Jk,0ny
Forma normal de Jk 0: x3 + axzyk + y3k + ny2k+1, on—

, _

de c = cQ+...+ck_3y
—

para k>2, para k = 2, tomamos c = 0.

Wêà
Mostraremos que fº=x3+ax2yk+y3k ê (4k—1)—determinado.

Gf 2 k ãf 2 k-1o = 3x + Zaxy e o = akx y # 3ky3k—1

3x By

4k
Y 1 yk+1(akx2yk'1 + 3ky3k"1)

3k

xyk(3x2+2axyk)4

2 k—1 3k—1) —

Y

2k 2 k ,

+ 1 Xy(akx y +3k Y (3x +28xy )+:

1

6

3

432

k+1
+ 9 y (akxzyk— 3k-1) 4k1+3ky - 27 y

w

4a 8x 4a2k ay

Para ser determinado, ou seja não degenerado 27+4a3#0

Então: y4k = 433 yk+182fo— 433 xyk91fo+
3k(27+4a3) (2744a3)6

2kf-— 3a
'

y 3 f—êO_—'—— O
+ 23,2 xyB

12
.k(27+4a3) (27+4a3)

+ 9 yk+13 f
3 2 o.

k(27+4a )

2 , A .Xª $ = l_81fo Ó'*1%4k, onde $ e um monomlo em x e y com grau 2
3 z Zk

O Teorema 0.5 garante que toda função semíquasehomogê



24

nea com parte quasehomogênea fº e equivalente a uma função da

rma f +,Zc e onde c são constantes e e e ... e é o sisfº o k kª k 1, zº » s _
tema de monõmios superiores da base em uma base fixa do anel lg
cal da função f0,1

Os monõmios acima da diagonal são de grau superior a

3k ou seja maior ou igual a 3k+1.

xP : kp > 3k+1 está contido no ideal.
y3k+1z está contido no ideal.

PRestam elementos da forma xy

Queremos k+p ; 3k41 => p ; 2k+1
,

,

d-='n-22a.=2-2(k+1)=6k_zk-z=-4k-zmax 1 —— —— ——————— ——————

N 3k 3k 3k 3k

Logo k+p é no máximo 4k — 2 => p = ik — 2.

Assim f = x3 & ax2yk + y3k + exy2k+1,com(1daà3achm.

No capítulo II faremos dois tipos de estudos com a

forma normal obtida no teorema 1.7. O primeiro é encontrar os

possíveis elementos de uma mesma órbita após a ação de difeomor
fismos em fo, em seguida passando ao quociente pela relação"ge£
mes de uma mesma órbita", encontraremos o espaço de órbitas. O

segundo é de como se comporta f' quando aplicamos estes mesmos

difeomorfismos.
Para emonstrar o próximo teorema (teorema 1.8) utíli

zaremos uma técnica que descreveremos a seguir denominada "solª
ção das palavras cruzadas". Esta técnica que auxilia na classi—
ficação de singularidades de.-germes em duasvariáveis,constitui—se em

certas construções geometricas que descrevermos a segu1r.
Suponha que cada derivada parcial da função dada não

contenha mais que dois monõmios. No plano dos expoentes junta —
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mos os monômios (expoentes) da derivada parcial em relaçao a x

por um segmento que chamamos _xfsegmento fundamental. Analoga—

mente, segmentos fundamentaís são definidos para as outras va -

riâveis,

'
. ' c

,Os segmentos fundamentais descrevem afinidades entre
as imagens de seus monõmios no anel local. Consideremos algumas

consequências destas afinidades. Chamamos toda translação de um

segmento fundamental por um vetor inteiro com componentes não

negativas de segmento permitido. Notamos que dois segmentos per

mitidos podem localizar—se um sobre o outro e coincidir geome -
trícamente(se um é um x—segmento & o outro um y—segmento).

Dois segmentos permitidos são ditos ligados se eles
tem um final comum. Uma cadeia permitida e uma coleção de seg -

"mentos permitidos tal que cada um dos segmentos é ligado um ao

Çoutro numa sequencia de segmentos consecutivos ligados na cole-
“

.

,. ', ,,

.

, u .

.

.. ª 'çao. Uma cadeia--ê *dita max1mal se ela nao e parte de nenhu—

ma cadeia permitida maior.

Um'ciclo—ê uma sequência consecutiva de segmentos per
mitidos ligados a qual o último segmento-ê ligado ao primeiro.
Um ciclo é dito ser regular se ao longo de seu caminho cada di—

recão X—(y)—...—Segmentos & percorrido o mesmo nêmero de vezes
como os outros.

Podemos formular agora a regra "solução das palavras
cruzadas" para uma função f com um ponto crítico de multiplici-
dade finita:
(nx Co n oz.—“nonQ-o An n... «...—:....3. ,.....- 1__A1_'_,1 .
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(b) Se todos os ciclos são regulares, então a dimensão u do anel

local é igual ao número de ciclos maximais. Neste caso pode—

mos achar uma base do anel local tomando arbitrariamente um mono

mio de cada uma das cadeias maximaís.

O . x O N

(o) Áiem diSSº, dada uma filtraçao, oLtemos uma Lase regular es—

colhendo um monõmío de filtração maior de cada uma das ca—

deias maximais.

Teorema 1.8 (12kl:
. 3 2 k :]X3,y3kÍ:X +xy MMM (IMO)

Forma normal de Jk p:
x3 + Xzyk + ay3k+p

,

onde' a = a + + & yk—z (a # 0). O voo K—z º '

(k >1,p >O) ,

Demonstração:

Suponhamos que f se escreve como:
2 k'x3 + x y + x©(y) + w(y), onde $(y)€ &2k+1

Queremos efetuar uma mudança de coordenadas de tal for
ma que o termo x©(y) desapareça.

Façamos a mudança: x X + B(y)

y = Y

Ficamos com: X3 + 3X28(y) + 3X82(y) + 83(y) +

+ X2Yk + 2XB($7)Yk + 82(V)Yk +

+ XÓ(y) + B(y)Ó(y) +

+ w(y).
nllavamnn ,”...A- Graz/”X , n kn! x ., x _ _
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Assim B(y) = (-2yk t /4y2k(1-3e(y>) )/6
(—2yk + zyk/1-3 a(y)' )/6 :
yk[(—1 + V1—36(y))/3] que é uma função

Tomamos B1(y)

, . kanalitica, com Bf(y)€ 4% +1.

Fazendo então a mudança: x = X % B1(y) obtemos:

y = Y

(*) x3 + xº<yk + 3B1(y)) + º(y), onde o<y>=sª(y)+sº<y>Yk+
? . 3

+B(y)d)(y)+w (y) & mibr], pOlS 83(y)6 % k+3,82(y)é “MHZ,

3kB(y)d>(y)é uc3k+2 e W(y)6 1% +1-

chamamos o coeficiente do termo de maior grau de T(n) de ª0'
Observamos que: yk + 381(y) = yk(1 + Y(y)), com

Y(y)e «(..
k ,

'
. = *

Fazendo a mudança: “ = y /I+Y(y) e E x em ( ), obtg
mos:

;

2 3k53 + & n +T(n) onde n («.
+]

Como fO é dado por x3 + xzyk + aºy3k+p, vamos utilizar
a "solução de palavras cruzadas" para verificar até que grau te—

mos os termos em y.
Os segmentos fundamentais são obtidos através das deri

vadas parciais em relação a x e a y.
8 — ' —afo : 3x2 + 2Xyk e fo : kxZyk 1

+ (3k+p)a0y3k+p 1

8x ªy

Queremos encontrar o maior grau q de tal forma que o

- . 3 +expoente do monomio y k+p q não pertença a uma cadeia permitida
infinita (pois neste caso ele pertenceria ao ideal gerado pela
derivada parcial). Consideremos então as cadáas de segmentos per
mitidos:
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&& '

k q ktq 3k+p—1 2k+p+q 3k+p+q

2k+q
x uando k+p-1 (1)

,, Y q q

y3k+p+q .+ x2yk+q<íxA 3 ,

x yq quando q k—1 (2)

As restrições (1) e (2) são para que as translações dos segmentos

IIV

llV

fundamentais sejam feitas por vetores inteiros com compontes não negativas.

Escolhemos então o .caso (2). Logo

x3yq + xy2k+p+q + x2yk+p+q + y(3k+p+.q)+1

Assim os monõmíos (yq.y3k+p) onde q < k—1 não estão no ideal.

Portanto pela "solução da paiavras cruzadaà" nosso f será da forma

x3 + xzyk + ay3k+p, onde a = ao + ... + aK_2yk—2 (& # 0).

Para a demonstração do próximo teorema necessitamos do seguinte Le

Lena 1.2:
__———
Toda forma binária não-degenerada de grau 2 4 reduz—se ã forma nor

mal com (n—3)—parãmetros:

n—1 n-2 2 2 n—2 n—1
x y + c1x y + ... + cn_3x y + xy .
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Teorema 1.9 (13):

j3f(x,y) = 0 => ocorre um dos seis casos:

2
j4 3 x4 + anyZ + y4 , a # 4

4 . 2
x + x ylê

& >< ª<

'Demonstração:

f = (x—81y)(x—82y)(x-BBy)(x—B4y)

_ __ ' 4
19 Caso: B1=82=B3—84 —> J4f : x .

“20 CaSO' B =B =S #6 =? j f a x3. . 1 2 3 4 4 “ y .

“39 Casº“ 8 =S #8 =S :» j f “ xzy2
+-——-——-' 1 2 3 4 4 ” '

'49 Caso: B1=BZ#B3 ; B1$84 eVB3£B4 =º júf ; x2(x24y2) = x4 + xzyz.

59 Caso: Sí; Bj íij , í,j = 1,2,3 ou 4

Segue do lema 1.2 que
x4 + 31x3y + a2x2y2 + a3Xy3 + y4 reduz-se ã

xy(x2+2cxy+y2), isto —ê,no produto das formas quadrâtícas a=xy e b=x2+2cxy %

àyz. Existem duas formas degeneradasíndependentes entre as combinações líneª
res pa+qb de a e b (pzq é definido da equação característica p2 + 4cpq +

+ 4(c2-1)q2 = O cujo discriminante é não nulo).
Tomando as raízes destas formas degeneradas como coordenadas, re—

duzimos a forma original ã c1x + czx y + c3y4. A condição para tal forma

ser não—degenerada é que c1c3(4c1c3—câ) # O. Por uma dilatação nas coordena—
], nn [



Teorema 1.10 W;

““U“—“WÚUWNNMNWWNW

ªª!
f &

xA + axzy2 + ya, 32 # & =* f e X

?

Aformanormaldexyêzx
+axy +y,coma “.

U

'Demonstragao:

' .A o o
4

Basta mostrar & suf1c1enc1a do Jato de fo: x + ax y + y , para
. . 4

tanto exprlmlmos y5, yªx, y3x2, y2x3, yx e X5 em termos de 3 f e 8 f .10 20

_ 3 2 _ 2 3
,

elfo — 4x + Zaxy e .Bzfo — Zax y + 4y
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que é uma função racional de grau 3 em A.

' ' ” ' " ínímoConsequentemente se as ralzes de D sao Slmples, entao no m

uma das raízes de A.não faz o numero ab—9 nulo.

Concluímosentão que no caso de raízes simples, P reduz—se & forma

'
-

v , 2 2 +

x4 + bx3y + axzy2 + xy3, onde A = 4(a3+b3) + 27 % a b + 18ab e ah % 9.

No caso de uma raiz de multiplicidade dois, podemos levar P(x,y) à
2 2 2

forma x4 + A'x3y + B'xzy2 após o qual fazer y =«Sy' e obter x-(x +cxy+y )com

az # 4.

3?

j 4 4kf 5 x4 + bx3yk + axzka + xy3k , A # 0, ab # 9, k > 1

X :y
2 ' ' 2k: x (x2 + axyk + y ), a2 # 4 k > 1

2
zx2(x+yk) k>1

: x3(x + yk) k > 1

4
:X

onde A = 4(a3+b3) + 27 - azbz — 18ab

Demonstração:

f = x4 + axsyk + bxzka + cxy3k + dy4k

peso: (k,1)

suporte: (4,0); (3,k); (2,2k); (1,3k); (0,4k) ( 51 )

raiz:.(—1,k)

Tomamos Y(r,s) = (r,s/k)
suporte: (4,0); (3,1); (2,2); (1,3); (0,4) ( S )2

Pelo Corolãrío 3, o problema reduz—se a classificação dos polínô —
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Vamos chamar de v(d) o numero de monõmíos de grau d.

Observemos que parapolinômios de grau 4k é d $ 5k—1, v(d) = 5, pois

P(x,y) =a xªyl +B x3yk+l +Y axzy2k+1 +õ xy3k+1 49'y4k+1, onde d = 4kii e i< k.

Hara 4k é d ª Sk-Z .

Se existir A,B,C,D e E tal que
o

. ' a l a . 2
A . . , .

P(x,y) = Aylxafo + Byk+1 fo + Cy1+1 fo + Dx y2k+1 + Ex3yk+l, en -
'

8x 8x ªy

tão P(x,y) — Dx2y2k+l — Ex3yk+l pertence ao ideal e assim é não — degenerada.

Mas para que a igualdade seja verificada devemos ter:
4A = &

3bA+4B+bkC 4E=s
ZaA + 3bB + ZakC + D = Y

A + 2aB + 3kC : 6

B . = e

que tem solução unica, pois
! 4' 0 0 0 O

3b 4 bk O 1

Za 3b Zak 1 0 = 12k # 0.

1 2a 3k O 0;

0 1 0 0 O

para d = Sk — 1

Os monõmios guias serão:

yk_1xax; y2k_1ãx; xay; ykãy.

Necessitamos neste caso de apenas um monõmío base: x

0 determinante será:
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3b 4 .Zka kb 1 4 kb
' 0

2 .2a 3b 3k Zka 0 = 2a 3k 2ka = —4k (ab—9) % 0, pºis
_1 2a .o 3k o 1 o Bk

ab—9 # 0

Já para Sk gd íók—1, v(d) = 6

Rara 5k ; d ; 6k-2

Os monõmíos guias são:
. Í .

i ? k+ixa 2k+í8 í+1xÃa k+í+1.3Y X 8x9 y X, y X, Y y, Y y

0 único monõmío base é: x

3b 4 O kb 0 0

2a 3b 4 2ka kb 1

2
= 16k (ab—9) # 0

1 Za 3b 3k Zka 0

para d = 6k—1

Os monõmíos guias são:
k—1 2 2k—1 3k—1 2 k Zk
y X &; 37 fax; y ax; x ay; y xay; y a'),

O determinante será:

31» 4 o kb
2a 3b 4 Zka kb

Za 3h 3k Zka
Za O 3k 2ka

= #64k3A, onde
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- , . . . A . 3 ' 2 .A e o dlscrlmlnante do polinomlo x + bx + ax + 1, A # O pels tem a forma

4(a3+b3) + 27 - a2b2 - 18ab.

(d). - . . A . vA331m os monomlos gu1as e os monomlos base geram C e f reduz —

—se à forma normal:
4 3k' 2'2k'

fo + Ecs S': x + bx'y + ax y + xy3k, onde:

k—Z -y
2k 2



CAPÍTULO 11

A GEOMETRIA DE ALGUMAS SINGULARIDADES

Neste Capítulo trataremos de dois tipos de classificação geométri—

ca. Em primeiro lugar aproveitaremos um exemplo da tabela apresentada no ar—

tigo [1], que nos fornece uma série de identificações entre os problemas de

classificação de singularidades com problemas geométricos. Esta tabela foi

obtida utilizando os dois teoremas gerais sobre funções quasehomogêneas (Teº

temas A e B) dados no Capítulo I. Em segundo lugar, faremos úm estudo da geº

metria da parte principal fº das funções semiquasehomogêneas f = fo & f' em

alguns exemplos particulares. Em um deles a função a ser estudada é quaseho—

mogênea e nos restringiremos portanto a encontrar o espaço de órbitas após

uma mudança de coordenadas permitida. Já em outros exemplos procuraremos a—

profundar o estudo, examinando o comportamento da parte f' quando *aplicamos

difeomorfismos que fixam fo a menos de germes da mesma órbita.

51. Problemas de classificação de singularidades identificados com problemas

geométricos

Neste parágrafo explicitaremos um exemplo da tabela de Arnol'd [1]

onde é feita a identificação de um problema de classificação de singularida—

des com um problema geométrico. Feito isto, obteremos o espaço de órbitas a—

través da identificação. Aqui a classe de objetos geométricos correspondem 3

blocos de órbitas.
Já demonstramos o teorema:

3
3 f = x =» um dos três casos ocorrem:
x3 3k—1

,

36
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. 3 ' 2 k ' 3k 3
J 3 3kf : x + ax y + y , 4a +27 # 0
X ,y

3 ' 2 k
x + ylt

0AI
AI

'(Teorema 146)

Vimos que o problema se reduz a classificação dos polinômios homo—

3 2- 2 3 . .geneos P: X + aX Y + bXY + CY . Mostraremos que geometricamente isto; cor—

re5ponde a classificação afim de triplas de pontos em 61.

De fato: fatorando P: X3 + aXZY + bXY2 + cY3 =

= (X — AY)(X — BY)(X — CY), associamos a cada polinômio, a tripla
.. Í

(nao ordenada) de pºntos iA,B,C]

A mudança de coordenada X,Y -permítída (X = X' — BY e Y = ôY') cor
reSponde a mudança da tripla íA,B,C] para a tripla [õA+Ã,ôB+Ã,ôC+Ã] .

P: ((X' — BY) - AY)((X' - BY) — BY)((X' - BY) - CY) =

(x' - (A +B)Y)(x' - (B + B)Y)(X' - (c & B)Y) =

(X' - (GA ; A)Y')(X' - (ôB + A)Y')(X' - (õC % X)Y')

Esta mudança [A,B,C] + [6A%Ã, 6B4Ã,6C+X] pode ser interpretada
como obtida pela transformação afim.

t = õu + l, ô,A € C, 6 # 0 na reta complexa a qual "interpretamos

como plano de Argand—Gauss.
'e 'e - -Pondo 6 : pe1 podemos decompor t = pe1 u + A em tres transforma

ções elementares:
(Dup = e u; 3 = pp; t = s + Ã, ou seja, a transformação afim

a composição de uma rotação, uma homotetia e uma translação.

Vamos agora determinar um sistema de representantes e analisar a

estrutura topolõgíca do espaço quociente ou seja o espaço de órbitas.
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. . 1 . ,Dados os pontos A,B e C distintos em C , suponhamosque A seja o ver

tice dos dois maiores lados do triângulo ABC,
c n 3 E ª C

B o outro vértice do maior lado,: então C é
' E

o vértice.dos dois menores lados, como mostra

a figura ao lado. ª
n

A

*Observação: A,B e C podem ser colineares, neste caso o resultado continuará
sendo Vãlido.

Levamos A em m = -1+0i por uma translação, B em º = 140i por uma

homotetia e uma rotação, então o Vértice C é levado na região hachuriada E na

figpra abaixo.
' o+vn

7,

% Ziizz
% º ,

C levamOS'o ponto em m

C levamos A em m e B em 0.
ll) I/[

ºf”?
Cada ponto P é X determina portando uma tripla [w,o,P] e no caso

degenerado P = m determina a tripla [w,w,w] . Vamos identificar P com a tri-
pla correspondente.

Assim temos uma região E vim] que contém ao menos um representante
de cada classe de equivalência. Na realidade somente se dois pontos são do

contorno da figura, e simétricos em relação ao eixo real eles são equivalen -
tes, todas as outras classes tem somente um representante em X.

Para obter o espaço de órbitas (ou quociente) observemos portanto

que o arco da circunferência no primeiro quadrante deve se identificado com o

arco.no quarto quadrante, pois os pontos sobre o arco possuem a propriedade

que ÃÉ = ÃE, então trocando B por C justificamos a identificação. Temos ain—

da que o segmento de reta que liga (0,0) & (0,4/3) deve ser identificado com

o segmento de reta que liga (0,0) a (O,/?) trocando A por B pois neste caso



39

a II ªºl

Vamos mostrar que o esPaço quociente é homeomorfo a 82 (obtida por

identificação da meia lua) a qual fica Colado o ponto m, imagem.da classe de

[(A,A,A) ,A € €] .

Desde que a relação de afinidade (m) identifica pontos, precisamos

colocar uma estrutura topolõgica no espaço resultante. Seja p: 63 + 63/ W- =

2 - . . . » . . . - .S u[w) a identificacao dos coef1c1entes dos polinomios com os elementos do

quociente pela relação de afinidade.

Afirmamos que:

1. O unico aberto que contém m é o eSpaço todo Szufw].

- ' 22. Os outros abertos sao os abertos em S .

'De fato: 1. Suponhamos que A seja uma raiz tripla, então o polinômio & do ti
2 3

po: (x-A)3=x3-3Ax +3A2X-ÃA.

Logo p—1(w) = [(a,b,c) € CBI a=—3A,b=3A2,C=—A3, com A £ 01]

Queremos encontrar 9 aberto em Szuiw] talque m € Q.

. . . 2
Lembremos que um conjunto Q.e um aberto no quoc1ente S U [w] se

p-1(m) é um aberto em C3 (em C3 utilizaremos a topologia usual).

Temos que (0,0,0) € p—1(w). Dado um polinãmio qualquer com coefi —

cientes em €, que não tenha raiz tripla, obtemos com suas raízes um triângu—

lo ABC que pela relação de afinidade é levado em (—1,1,C). Porém para qual —

quer E> 0, o polinômio X3 — SCX2 — EZX + EBC = (X + €)(X - €)(X — SC) tem

raízes (e,-e,— EC) que é levado no mesmo triângulo (—1,1,C) pela relação de

afinidade.

Observamos que para qualquer aberto em torno de (0,0,0),existe e>O

2 3 . .
'

. 2 3 3 « -tal que (—€C,—E ,E ) esta nele contido, a351m (-€C,—€ ,E ) € E esta tao

próximo de (0,0,0) quanto se queira. Como o polinômio foi tomado arbitraria-
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mente temos que todos os polinômios são equivalentes & representantes num a—
'

. . .
' 2

berto qualquer em torno de (0,0,0), isto e, para que 9 8633 aberto em S vim]

é necessário que p_1(Q) contenha representantes de todas as classes de poli—

nômios de 63, logo & = Szvím] .

Também podiamos dizer que em qualquer Vizinhança de m podemos en—

contrar triângulos semelhantes a qualquer triângulo dado.

Assim 1. fica demonstrado.

2. Queremos inicialmente os abertos no interior de E, vamos mas—

trar que um aberto neste caso em torno de C 6 inté é dado por:
U =iíc' e na : [c - c'! < e] .

Com efeito: Dado um polinômio P: X3 + aX2 + BX + Y podemos encon—

trar coeficientes a', B', Y' .tais que la — a'|< G;.

|B - B'|<ô e Iy— y'l < 6 onde 6 é escolhido de maneira que as raízes

(A',B',C') do novo polinômio P' estejam muito próximas das raízes originais
(A,B,C) e com isto fazer com que após as duas identificações A com m, B com

o e C com C em seguida.A' com m, É' com o e C com C' conseguimos ob—

ter'fC' & U: |C — C'I <€'] = f). Logo se

w = [(a',8',Y') e 03: Ia- a'|<õ , |B _ s'l < &, |Y - y'l < 61 en-

tão p(w)<: É, e assim W<= p—1(É)<: p—1(U) e portanto p-1(U) é um aberto.

Seja agora um ponto C = (c1,c2) € Faz tal que V(c1+1)2 + c 2
= 2.2

Queremos mostrar que os abertos de E que contém C são da forma

V = [C' C 2: IC — C'l < E ou |E'— C'I < 8], onde 6-6 0 conjugado
de C.

Consideremos o mesmo aberto W em C3 tal que 6 é escolhido de ma—
(*)

neira que p(a',8',y') c: [C' e 2: IC — C'| < e ou [E'— C'I<E]. Logo p(W)C=V

então W<: p-1(V) e assim V é aberto em 2.
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2
+ B'X + Y'(*) é possível pois se as raízes A',B',C' do polinômio X3 + G'X

forem tais que A'C' > A'B' trocamos C' por B' e assim o novo C' é leva-
do próximo de õ'em Z.

Tomemos agora um ponto C : (c1,c2) € Fa E tal que c1 = 0. Queremos

mostrar que os abertos de E que contêm C são da forma de V definido acima.Pa

ra isto resta justificar (*).

(*) aqui ªê possivel pois se as raízes A',B',C' do polinômio X3 + a'X2 +8'X+

A'C' B'C'+ Y, forem tais que < trocamos A'.por B' e assim o novo O' é

levado próximo de C0 em x.

52. O espaço de órbitas da parte principal fo

Aqui estudaremos em dois exemplos a topãlógia de subconjuntosGcg,

obtendo a identificação com espaços tópolõgicos simples.

2;1 L'Exemplo 1

Mostramos no Capítulo I (Teorema 1.10) que se jáf = x4 + ax2y2+y4,

” . - 4 ' 2a2 # 4, entao f 6 X9 isto e, f = x + axzy + y4.

Vamos agora encontrar os possíveis elementos de uma mesma órbita

após a ação de difeomorfismos que deixam fixo fº & menos que sejam germes de

'uma-mesma órbita. Em seguida passando ao quociente pela relação, "germes da

mesma órbita", encontraremos a geometria do espaço das órbitas.

Façamos a mudança: x =<1x

Logo:
'x4 + axzy2 + y4 = (ax +By')4 + a(ax'+6y')2(yx'+õy')2 + (yx'+ôy')4 =

= (a4+aa2y2+y4)x'4 + (4a38+2aa276+2aa8y2+4y36)x'3y' +
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+ (Gªzªztªªzô2+4ª03Y5+382Y246Y252)X'zy'z + (4a83+2aa862+2aBY26+4Y53)x'Y'3 +

+ (84+a8262+64)y'4 . Queremos que:

roA + aazyz + Y4 = 1 (1)

Amªs + Zadzyõ + ZanYZ + 4y35 = o
.

j

,
(2)

46a282 + aazôz + 4aa8yô + aBZYZ + 6Y262 % b (3)

4a33 + ZaaBôz + ZaBzyõ + 4yõ3 = o (4)

34 + 38262 + 64 = 1 (5)
&

Sejam A = a/Y e B = 8/6 , assim ficamos com:

A4 + aA2 + 1 = 1/y4 (1')
4A3B + 2aA2 + 2aAB + 4 = O

?

(2')
6A2B2 + aA; + AaAB +2aB2 + 6 = b/(Yzõz) ' (3')
4AB3 + 2aAB + aB2 + 4 = 0 (4')
B4 + aB? + 1 = 1/64 (5')

Subtraíndo (2') de (4') obtemos:

(A2 - B2)(2AB + a) = o.

A = E não pode ocorrer, pois neste caso aô = BY e não teríamos uma

boa mudança de coordenadas.

Suponhamos: (a) A = —B e (b) A -a/2B.

(a) Tomemos A = —B em (2')

-4Aª - zaAº + 2aA2 + 4 = o =» Aª = 1 =» y = ea, onde

e = í1,í,—1,-í].
2 ,

Substituindo y = eu em (1) obtemos dª + aa(ea)2 + (ea)4 = 1

Ficamos então com as equações:
aq + aa4 + G4 = 1 (í) e = i1 ou



43

Temos ainda que Galy) = (—B/6)=> (oz/ea) = (»S/ô)=> 6 = 426, em

(5), obtemos: 34 % a32(-eB)2 + (46)4 = 1 =?

.
84 + aB4 + 64

4 4 . Bª

1 (iii) se ocorre (i)II

1

.

(ív) sewocorre (ii)] ,N
"ou +

19 Caso: De (1) «4 1/(2+a) =» a = v(1/<z4a>)'/ª, onde v = f1,i,—1,_i]. Lo—

ev(1/(z+a))1/ª (v); e = t1go Y = em

De (iii) 84 = 1/(2+a) ªº 3 = u(1/(2+a)1/4, onde u = f1,í,—1,-í]
Logo: a = -es = -eu(1/<z+a)>'/ª (ví)

(v) e (vi) em (3);

692u2(1/(z+a)) ; av2(—€u)2(1/(2+a)) + Aavu(ev)(—€u)(1/(2+a)) +

-+w2&W2U/QEÚ)+6GvyÇ£MzU/QHD)=b %>

e=t1

6 _1_ + a _l__+ a _l_) — 4a _l_ + 6 1 = b
2+a 2+a 2+aJ 2+a 515

=» =»
6 1 ]+ a 1 + a 1 ] - 4a._l_ + 6 _1_ = —b

2+aj 2+a 2+aj 2+a 2+a

:? b
12 + 23 b -12 + 2a' 2+a ' -Í+a

.. 4 1/4'29 Caso: De (11) a = 1/(2-a) =» a = v(1/(2-a)) . Logo:

Y = eu = €v(1/(2—a))1/4 (vii); e): ii
De (iii) sª = 1/(2—a) =» e = u(1/(2-a)1/4. Logo:

6 = —€B = —€u(1/(2—a))1/4 (viii)

(vii) e (viii) em (3)
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12 + 2a —12 — 2a
=> “'”—27;— º“ b=—Í——a'_

39 Caso: Pode ocorrer a = 0. Neste caso, subStituindo em (1) obtemos Y = e em

(2) obtemos 6 = 0 que em (5) nos dá 8 = u, em (3) b =:ta .

0..*Observação: obtemos resultados análogos para 8

Esgotamos assim todas as possibilidades de (a).

(b) Tomemos A = -a/2B em (2'), obtemos:

3 ' ' 24(—a/2B) B + 2a(—a/2B)B + 2a(—a/ZB) + 4 = 0 =>

=> -(a3/2B2) — a2 — (a3/2B) + 4 = 0 => a = i2, que nos dá:

4 2 2 ' 4 . .
'

x i 2x y + y , que possu1 pontos Singulares degenerados.

Concluímos então que os germes'x4 % bixzy2 & yª, i = 1,2.3,4,5 e 6,

onde b1 = a; b2 = -a; b3 = 1272a; b4 = -12+Za;.b5 = 12+Za; b6 = —1242a sao
2+a 2+a 2—a 2-a

equivalentes.
4 2 2Representando x + ax y + y4 pelo ponto a do plano complexo obte —

mos na figUra A uma região (hachuriada) que representa todas as classes de

equivalência dos germes, isto é, a região contém representantes de todas as

diferentes órbitas (sistema de representantes).

Demonstraremos agora a veracidade deste fato:

Suponhamos que a = p + qi, ficamos então com

b, = (p,q); bz = (-p,—q); b3 = [24+8p—2p2—2q2 —16q .
[ (2+p)2 + q2 (2+p)2 % qzj

b4 = —24-8p+2p2-i-2q2 16q _ b _
24-8p—2p2—2q2 16d

.' 2 ' 2 , 2 2 , 5
—

2 ' 2 , 2 2 '(2+p) + q (2+p) + q (2—p) + q (2-p) + q

b
—24+8p+292+2q2 —16q

= 2 — 2 f 2 2
(2—p) + q (2—p) + q
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Consideremos as regiões em 61 dadas por:
X ª 0 x ª 0

(I) y e o (11) y 5 o
“ 2 ' 2 ' 2 “ 2(K+?) + y é 16

.

(x+2) + y 5 16

Vamos tomar um ponto (p,q) tal que b1 = (p,q) E (I) e vamos anali—

sar em quais regiões aparecem b2' b3, b4, b5 e b6.

PZ & O

b2 = (p2,q2) = (—p,—q) => q2 é O região (III)
' 2 ' 2

(FZ-2) + (12 .É 16

g

_
24+82—222—2q2

Pa " - 2 2(2+p) + q

. _ —16q
Q3 “

2 »

(2+p) + q2

2
(IV _. © _!Claramente q3 é O. Mostraremos que: (p342)2 r q3

' 2 - 2
(p3—2) + q3 ; 16 2,

isto &, b3 pertence a região (V)

De fato: 2 r 2
—16q 16 à 16, pois1_ 24+8p-2p2—2q2

_
_f24p)2 + q2 (2+p)2 + q(Zá-p)2 + q2

por hipótese (2+p)2 + q2 é 16. Portanto 1, esta verificado.

+ 2

2 j 2
'

2, 2448p—2p2—2q2 ; é] % -16q | = 16
[(4—p24q2) + 16q2 ]

(p-LZ)2 + q2 J (24p)2 + QZJ
&

[(p+2)2 + q2]2
' *v

“
A

Mostremos que A é 1

2 2 .
, <

2
(A—pz-qz) + 16q2 = (4-(p2+q2)) + 16q2 = 16-892+8q2+(p2+q2) (*)

Por outro lado:

.]
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,
2

, . ,
2

_

2
[(p42)2+q2] =(pª+4p+4+qº> =<pº+qº+4<p+1» =

=<º4 2>2+s<º+ 2>< +1)+16<p+1>2ªp
_

q 9 q ,p
1

IIV IIV 1

2

ª (p2 # qz) + 8(p2 & qz) + 16 ª (p2 + qz) —'8p2 % 8q2 + 16Í=

(*) 2
=(4_P2 2

— qz) # 16q .

IIAPortanto A 1 e assim 2. fica demonstrado.

—24—8p+2p2+2q2
|!PA > 2
, (2+p) + q2

4 (2+p)2 + q2 Í

(p4—2)2 + q42 ª 16 3.
Claramente q4 % O. Mostraremos que: , 2 1 2

(p4+2) + q4
% 16 4.

isto é, b4 pertence a região (VII).

Observando que: (p4-2)2 (p3--+2)2 . 3. fica demonstrado.

2 .(p4+2) (p3—2)2 4. flca demonstrado.

_
24—8p-2p2—2q2

2 .5
(2—p) + q2

_ =»

q _ 16q
5 — 2 ' 2

(2—p) +_q

5 ª o 5.
Claramente q5 % 0. Mostremos que:

2 ' 2 Z(p5—2) + q5 —-16 6.
isto é, b5 pertence a região (IX),
De Fato: para 5 .basta mostrar que 24—8p—2p2—2q2 ª 0 ou seja 12—4p—p2—q2 %

[IV O.

12-49—p2-q2 = 12+4-4-4P-pz-q2 = 16 - [(p—42)2 + qzl ª 0L____v__1á 16

Portanto 5. fica demonstrado.
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2 .

. _. 2_ 2
.

F

Para 6 [24—82—ã2._23 _ 2] + L 16% ;
2 =

" L (2—p) + q (2—p) + q
2

, 2 2 « 2
= 16 [(4—p —q ) + 16q ] : B

[(Z—p)2 + q2]

Mostremos que E à 1.
2

, .
2

De (*) (4—p2—q2) + 16q2 = 16—8p2+8q2+(p2+q2)

Por outro lado
2 2 (**)º (p2+q2) + 8(p2+q2)(1-p) + 16(1—p)2 ;[(p—2>º + q 1

2 (*) '

2
IIA

Logo B ª 1 e 6. fica demonstrado se demonstrarmos (**).

(**) fica demonstrado se demonstrarmos que:
(16—8p248q2) — [8(p2+q2)(1—p) 4 16(1—p)2] & 0 e isto é verdadeiro.

2
'Com efeito:' 16—8p 48q2—[8p248q2-8p(p2+q2)416(1—2p+p2)] :

% 8p(p24q2) + 32p & 0

_
—24+82+2p2+2q2

Pó _ .(p_2)2 + qz
b6 = (ºvªs):=>

q : ___:lÉ3_____6 (p_2)2 + qz

Claramente q6 é O. Mostremos que: _ 2(p +2) +_q % 16 8.6 6

isto &, b6 pertence a região (XI).

Como [)6 = —p5 de 5. segue 7..
' 2

Observando que (p6+2)2 = (ps—2) de 6. obtemos 8.

Concluímos então que, dado um Ponto em (I) temos mais 5 (cínco)poª

tos distribuídos nas regiões (III), (V), (VII), (IX) e (XI), pertencentes a

mesma órbita.
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Fazendo agora um estudo semelhante para um ponto b1 = (p,q) perten

cente a região (II), temos que:

bz (p2,q2) pertence a região (IV)

3 = (p3,qá) pertence a região (VI)

bª = (p4,q4) pertence a região (VIII)

b5 = (p5,q5) pertence a região (X)

b6 = (p6,q6) pertence a região (XII)

As demonstrações são semelhantes as dos casos anteriores.

Portanto temos que se um ponto está em (11), então existem outros
5 (cinco) pontos distribuídos nas regiões (IV), (VI), (VIII), (X), (XII) per

tencentes & mesma órbita.

Como as transformações:

_ 12-2a, _ —121-2a. . _ 12+2a_ _ -12—2a
b1=ª*b2=-ª,b3—_Í-+_a—*b4 ““mal—, bs" 2-3 = be ““i-_J'ºªdªbv
b2' b3, bª, b5, b6 & C são de MBbius, as correspondências entre os pontos de

(I) e (II) e os correspondentes contra—dominios encontrados acima são biuní—

VOCªS .

Com isso verificamos o afirmado, isto é, que as regiões (I) e (II)
. - .

' 2 2 4
contem representantes de todas as orbitas do germe x + ax y + y .

Observamos que se b caminha pelo segmento de reta de (0.0) a1

2 caminha de (0,0) a (O,—Z/ãb, logo devemos identificar estes
dois segmentos; além disso quando b1 caminha de (0,2/55 para (C,“) temos que

caminha de (0,2/55 para (2,0) pelo arco (x42)2 + y2 = 16 e b5 caminha de
2

bz.

(O,—ZÍÉÚ para (2,0) pelo arco (x+2)2 + y = 16 que portanto também podem ser
identificados.

Vamos mostrar que o quociente ê homeomorfo a S .
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Os pontos que poderiam gerar dúvidas são os pontos de fronteira. Pa

ra esta demonstracão, denotaremos a identificªção de C com o espaço quociente
2

.

poró: C ”*E/N» = S .

0 Consideremos uma bola aberta B: com centro em (O,y), onde 0 <y'<2/5r

e contida nas regiões (I) e (IV). No quociente, a parte da bola con

tida em (IV) é levada na parte da bola B1 com centro em (O,—y) contida em2

(II). Afirmamos que o conjunto A formado pelas partes das bolas contidas em
1

(I) e (II) é um aberto no quociente. De fato:
1 11 11 '

“(A )=B1v B2 u B3 u B4 U B5 u B6 por continuidade, onde por

exemplo
Bâó

é a bola com centro em 24-2y2
_ 16y' , aÍparte (I) é levada em

'2* -2 '

2+y 2+y

(V) e a de (II) em (X).

. 2 '
2) Con51deremos agora uma bola aberte B4 com centro em (xo,yo) onde

(x042)2 + yoz : 16, xº > O e yº > 0. No quociente a parte da bola

contida em (VI) & levada-na parte da bola Bê com centro em (xD,-yo) contida

em (II). Afirmamos que o conjunto A2 formado pelas partes de Bâ e Bã contidas

em (I) e (11) respectivamente e um aberto no quociente. De fato:

o—1(A2) = B2 U B2 D B2 U BZ U Bª u Bê por continuidade, onde por exemplo B2
1 2 3 1

é a bola com centro em tal que a parte de A2 em (I) é levada

em (XI) e a de (II) em (XII).

3) Uma bola B? com centro em (2,0) contida em (I) e (II) coincide com

ela mesma no quociente. Afirmamos que B? é aberto no quociente. De

fato:

H1(B)= 33 u Bª U Bª u BZ u Bª u Bê por continuidade, onde por exemplo Bê

tem centro em :ªíiªãizªí, 0 , onde a parte de (I) é levada em (XI) e &
(2—x)2
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parte de (II) em (XII).

4) Tomemos uma bola aberta Bá com centro em (0,0) contida em (I),(II),
(III) e (IV). No quociente a parte de Bá em (III) é levada na parte

da bola Bê

é um aberto no quociente. De fato:

-em (I) e.a de (IV) em (II). Afirmamos que o semíêcírculo A4 de (I)

ó—1(A4) = Bá u Bá. u Bâ" por continuídade, onde Bá, tem centro em (6,0), a

parte de (I) é levada em (V) e (IX) e a parte de (II) em (VI) e (X), já Bâj,

tem centro em (—6,0) a parte de (I) é levada em (VII) e (XI) .e a parte de

(II:) em (vm) e (XII).

5) Uma bola Bª

quociente a parte de (V) vai em (I) e a parte de (VI) na parte .de

com centro em (2,0) contida em (I), (II), (V) e (VI),no

B5 em (IT). Afirmamos que o conjunto A5 constituido da parte de Bª em (I) e2

(II) é um aberto no quociente. De fato:

w—1(A5) = Bª v Biz v BZ por continuídade, onde Biz é» a bola com centro em

(-2;0) e contida em (III), (IV), (VII) e (VIII), a parte de (I) é levada em

(III) e (VII) e a de (II) em (IV) e (VIII);-já & bolá B5 5 a bola com centro

no ponto impróprio contida em (IX), (X), (XI) e (XII), a parte de (I) e leva—

da em (1x) e (XI) e a de (II) em (X) e (XII).

6) Finalmente uma bola Bª com centro em (0,2/35 contida em (I), (IV),

(VI), (VII), (IX) e (XII).No quociente as partes de (VII), (IX) são

levadas em (I) e as partes de Bs em (IV), (VI) e (XII) na parte da bola BS.

em (II) onde Bª. é a bola com centro em (O,—ZÍÉÚ contida em (II), (III), (V),

(VIII), (X) e (XI). Afirmamos que o conjunto A6 constituído pelas partes de
6 - .B3 e BV' em (I) e (II) e um aberto no quoc1ente. De fato

ó_1(A6) = R$ 0 B3. por continuídade.

Agora temos uma topologia no espaço das órbitas.
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2.2 - As orbitas e a razao dupla entreras retas que se decompõe o “germe

X4 + axzyz + ya.

2 _.
'

, . .

Façamos x = X e y2 = Y, entao x4 + axzy2 + y4 = X2 + aXY + Y

—a % Vaz—4 —a — Va —4;(X-aY)(X'—BY)ondea=——T—_ es: 2

Substituindo X,Y por x e y novamente, obtemos: (xz-dy2)(x2—By2)

= (xeoy)(x—oy)%x4ry)(x—Ty), onde:
_

-

.

—a + Va —4 —a — Vaz—4
O: ———————-——-— eT: ___—___2 2

- . 2 2 ' 2
alem dlSSO as = 1 , a + B =o-a , o = +a, T = +8 e (GT) = 1. Escolhemos o e

T de tal forma que or : 1.

Podemos pensar então em calcular a razão dupla entre as quatro re

tas x = —0y; x = Oy; x = -Ty e x = Ty. Esta razão pode ser obtida cortando as

retas pela reta y = 1, obtemos: (—o,o,—T,T).

—T 4 o 2

» _ (_o,o,-r) -r — o T f o _d _ razao dup1a(-U,º,—T,T) - ÍFO,O,T) * T + º T + o
T - o

_ IÉ_:_ZÉZ_;íJãí então d ' :ÍLiliã ' a + 2
— 2 ' ' —a + 2 —

a — 2 '2
T + Zor + o

Lembramos que permutando as retas, obtemos ao total 6 (seis) valo —

res para a razão dupla as quais são invariantes por difeomorfísmos. Associan—

do a b1 = a o valor d = 2
+ ª como valor principal observamos que fica asso—

b. + 2
. 1 . .-

c1ado a b. o valor di —
E————7- que percorre os 6 (seis) valores da razao du—

1 . —

pla correspondentes às permutações das retas. De fato:

' dt b- ªd_:3_+_£_ê_:_£-l.A razao dupla correspon eu e a 2 - -a e 2 - —a _ 2 _ a + 2 _ d

1252a“Zia—*ª
“ dt b—12"—2ªéd= 1-dA razao dupla correspon en e a 3 _ 2+a 3 12—2a
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.
'

—12+2a
+ 2

A razão dupla correSpondente a b4 = :lêªâí é d4 = ”Iªíâa =
1

1

d '
2+a — 2

12+2a '

_ 12úa 'd La +2 d—1A razao dupla correspondente a b = e = = '
5 Z—a 5 12+2a , d

'

2—a
— 2

—12—2a + é

A razão dupla correspondente a b6 = :lêªâª é d6 = 1ã—âa = d
d

1
.

_ - _ 2 _
Z—a

Notas: 1. Vimos que se escolhermos T0 = 1 e considerarmos todos os germes de

uma mesma órbita, obtemos para cada germe uma razão dupla, obtida

por uma permutação entre as quatro retas originais.

2. Observamos que a órbita de O sómente contém mais dois pontos 6 e

—6.

para a = 0 d = —1, d2 = —1; d3 = 2; d4 = 1/2; d5 = 2 e d6 = 1/2.

para a = 6: d = 2; d2 = 1/2; d3 = —1; (14 = —1; d5 : 1/2 e d6 = 2.

para a =—6: d = 1/2; d2 = 2; d3 = 1/2; d4 = 2; d5 = —1 e (16 = —1.

Os seis valores se reduzem portanto a três [—1,2,1/2]. Neste caso

dizemos que (—0,U,—T,T) forma um conjunto harmônico.

3. Os pontos —2, 2 e & são de uma mesma órbita que corresponde ao ca—

so em que uma das retas tende a posição da outra.

2.3— Outro exemplo

Vamos considerar o jato j 3 ka = x3 + axzyk + y3k com 4a3+27 # O.
9

. - 2
O Teorema 1.7, garante que neste caso f 6 Jk Oº cu3a forma normal e x3+ax y +

,

+ y3k + ny2k+1, onde c = cO + ... + ck__3yk—3 para k > 2; para k = 2, toma—

se c = O.

Encontraremos como em 2.1 os possíveis elementos de uma mesma orbi-
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ta após a ação de um difeomorfísmo que deixa fo fixo a menos de germes de

uma mesma órbita. Passando ao quociente pela relação "germes de uma mesma õr

bita", encontraremos o espaço de órbitas. Faremos isto para o caso particu —

lar em que.k = 2, isto é, o germe x3 + axzy % y6.

Façamos então a mudança:

x=aX+BY2

õYY

Ficamos com:
3 —_ 2 2_ 6

(cx + BYZ) + a(aX + BYZ) (ôY) + (ôY) :
a3X3 + (3a284aa262)X2Y2 + (3a82+2aoc862)XY4 + (63+a8262466)Y6 =

3 2 2 6
x + ax y + y .

Segue que:

a3=1 'Í a3=1 (1)
2

Sa 8 + aazôz = b a2(38 + 362) = b (2)
2« 2 =>

2— 23aB *+ 2aa86 = 0 dB(3B + 236 ) = 0 (3)
3 22 6 ,

'

B+aBô +õ=1 63-+asºsº+aª=1 (4)

19 CaSO: Se 8 = 0, em (4) 66 = 1. Portanto:

3. _ 3. __ .
_ .

<%=“, “ª, ————ªf —1,—-—-—1f ___-1531] (i)2

De (1) 03 = 1, logo a = (1, :ligªí, 113%333 (íí)

(i) e (ii) em (2) aazõ2 = b, como azôz = fl, —1+gãí, "1;ggí] , teremos:

_ . _ —1+J3'í
, _ Aum/371

b1 — &, b2 — a[
2

] , b3 — a[ 2 ]

—2aõ2
29 Caso: se 38 + Zaô2 = 0 =ºB =
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3 6 3 6 3 3
- 8 a 6 4a 6 6 => 6 -8a ' íí_ '

=» 27 ª. + 6 - 1 6 [ 27 + 9 + 1) 1

Como por hlpotese 43 + 27 # O, segue que

3
66 : ã7 :? 62 : â7

4a +27 43 +27

. 2
'

De (2) aº [Bl—236 ) +
asª—13

= b => —aa262 = b

3
27 1+

3 27 -1-/ãi'ª “T”; 1352744364 3—43 +27 4a3
+27í

Aa +27 2

Representando x3 + ax22y + y6 pelo ponto a do plano complexo, ob -

temos na Figura B uma região (hachuríada) que representa todas as classes de

equivalências dos germes, isto é, a região contém representantes de todas as

diferentes õrbítas (sistema de representantes) .

|
| _

|
2

, Vb
: X.”, em
|
|]11b
|
|
|
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Em seguida demonstraremos este fato.
Seja a = Xi. Vamos analisar como se comporta b], bz, b3, b4, b5 e

bõ.
-/'3“ -1 /3“'-1. = . = _ º : _«_._Temos que . b1 (0,X), b2 ( "ê—Ã' ZÃ), b3 ( ZX, ZX)

Estudaremos o comportamento de b4

3
I

b : -X .

27 i = _
3A (cos 6+2kn + ísen 6+2kw) i4 27 1031 6

2 32 3 3' 27 +(4x)
3

onde e = arctg íª? , k = 0,1,2.
3

.

Assim b .: 3Ã seu(arctg(4A /27)+ 2kn) _ª 6
2- 3 2 -3

27 +(4A)
3

_
3x cºs(arctg(4Ã /27) + 2kn) i6 2 32 3

27 +(4A )

*Observação: As três raízes obtidas variando k, nos fornecem também as três

raízes de b5 e b6 para diferentes valores de k. Fixaremos um va

101: de k e assim obteremos b4, b5 e bõ' Se k = O, b5 coincide com ba para

K = ] € com % Cdõº K = 2. Antes porém vamos analisar o que nos fornecem geo

metricamente essas três raizes fazendo % variar.

3

(ª) X : sen(
Hug—(4 ii ”Nª“) 3%

3 6/ 272+(4 A3)2

os( arctg(4A3/27) + ZR“) BA-C 3 6
% 272+(4X3)2

nívídíndn (a) por (b)- obtemos

(b) «<; ll
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3
Mas tg ga : âEãÁEZ_É%Áí (**)

1 - 3tg &

Fazendo a = arctg(x/y) =º tg & = x/y

3
(

(*) ' (**) _ t 3a
ZÍL_ = - tg(arctg(4Ã3/27) = tg(3arctg(x/y) : tg 3a : êfªª-——-%——-
27

1 — 3tg a
3 3 "

3(x/y) — (x/y) X « 3XY;
2 .

1 - 3(x/y)3 3x y - Y

. 3 2 3
A351m: x - 3x2 : _

4Ã (c)
2 3 27

.3x y — y

Somando—se os quadrados de (a) e (b) e substituindo em (c), obte —

mos: _7 |

3
2

2 (27/0212 * 3x;
2 2 9% 3x y — y _x + y = ——————————————- = , ,

—ªm 2 - 3 3 2 º ](4x ) +"27 27 -3%íét-ª%-] + 1

3x y - y )
3 / 3 2 2“ 2 2 2 (- 3

+ 3 2)2
_ 9 (—x + 3xy ) =º 2(x + y ) = 9[

X xy
] =»

3
, .

1/3
ª(x2 + yz) = 27(-x3 + 3xy2) =» x2 + y2 = 3 (—x3 + 3xy2)

3/4“
&

A equação obtida é a equação da rosácea desenhada na Figura B. Nas

equações (a) e (b), podemos fazer A + ººe A+ — m, com k : 0,1,2.

(í) se k = 0, então:

A + w , nos fornece (

+ -w , nos fornece (

(11) se k = 1, então:

+00 , nos fornece (

3 -3/?
"“a—' ““a—)
2 J? 2 /Z

3 3%?*TV—T")2 #? 2 Já?

3 3/3“)
2 3/2'2 3%?
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“b) onde ª 3
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A +-—m, nos fornece (—ãâ—,O)
j?

(iii) se k = 2, então:

X + w , nos fornece ( 53 ,0)
4

v3' ____3P
23/3 23/3)A +-_w, nos fornece (—

Assim pela observação anterior, juntamente com o descrito acima,

quando A varia de - m a + w temos que b4 percorre o trecho da rosácea de

3 3/5“ 3 4/3“
Ç————3—————à a (—); b percorre o trecho da rosácea de (———, O) a
2 3/17 2 3/1? 23/2342 3/3 5 3

4

- J? _(-——
3

JP,—F); b6 percorre o trecho da rosacea de (-———-
3 3——--)a (ip),23/E,32 23/z42 3/7 %%?

Os pontos interiores ã rosácea satisfazem a desigualdade:

2. 1/3
3 3 . .x + y < ã——(—x + 3xy ) e os exteriores a de31gua1dade com o

sinal maior.

Consideremos as regiões em 01 dadas por:

II : x < 0; y > —'3 x

Hb: 0<y<£x 22 23”
;x<0;x+y>_3_(-x+3xy

3/17

IIIªzy<—âx;x<0
(III) = (III u IIIb) ondea 1/3

IIIb: x>0;y <_/3x; xº + yz < T37Ã'X +3xy2)
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1/3
VIa: x< 0; x2 + y2 < ªí.—10)? + 3xy2)

4
(VI) = (VI u VI ) onde 1/3a B

< Oº
JS]

< < 0' x2+ 2
>

3
( x3+3xy2)

VII)-X 97x y 9 y
3/23

_

1/3

Iva: x > 0; y > 0; x2 + y. < 3%? (—x3 4 3xy2)

(IV) = (Iva u IVb) onde
J“ 2 2 1/3_ 3 -

IVb: y > _JÉX; y < _3_ X; X +y >
52" (—x3+3xy2)
/É

.
1/3

Va: x > 0; y > 0; x2 + y2 < 33:;(-x3 + 3xy2)
4

(V) = (VZ U Vb) onde 1/3
22 2 3 3

Vb: x > 0; y > Víªx; x + y
?> Tigª

(ax + 3xy )

Mostraremos que os pontos de I& são levados em:

113 por b2 1

III b 2
a
por 3

IV& por b4 3

V8 por b5 4

VI or b 5
&P 6

. 0
De fato: 1 rotaçao de 120

2 rotação de 2400

3
3 y = iãfx é levado por bl+ nas partes tracejadas

(í)
v>n A,, “23.,2_ 3 r--3 . o-..-2x1/3
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Assim por continuídade la é levado por b4 em Iva

Aplicar b5 em pontos de I& é equivalente a aplicar b4 em segoí

da aplicar bz.
Assim de 3 e 1 temos que la é levado em

'

Aplicar b6 em pontos de I& é equivalente a fazer a composição

b3 o bá' A381m de 3 e 2 temos que 1a e levado em VIa por

Alem disso os pontos de Ib são levados em :

'Ilb por b2 1

'IIIb por b3 2

IV por h 3'4

'
Vb por b5 4

!

VIb por b6 5

1!

21

3!

rotação de 1200

rotação de 2400

já vimos em 3 (i). Mostramos

: ! n a(IV) as partes de traço contlnuo da rosacea que e levada por

b
A
coincidem .

(v) & semi—reta [y = /ãk; x >
;
ÉJ'J é levada por b4 em

2 4
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damental de representantes.

Para obtermos o espaço de órbitas observemos que podemos identifi—
' 2 1.3

car a semi—reta (X = O,y ; 0] com [x2+y2 = 33:Q(-x3+3xy )Í/ , x 5 O, yª 0]
4

-3 -3
no sentido crescente e [y : 03—5 x ( 3

] comiy = 0,—oo< XS -;—]no sen
2 a “

tido decrescente.
. . . “ - . 2

Fazendo estas identificaçoes obtemos como espaço de orbitas S . De

. - . - 2
maneira analoga ao exemplo 2.1 mostra—se que o quoc1ente e homeoforfo & S .

? 53 - Comportamento da parte f' de uma função semiquasehomcªênea f : fO + f'
após dífeomorfismo que deixa fo fixo a menos de germes de uma mesma õr—

bita.

Consideraremos inicialmente o exemplo estudado no ítem 2.3,isto é,
x3 % axzyk % y3k + ny3k+1 onde c = co + ... + ck_3yk—3.

Neste exemplo estudaremos as mudanças de coordenadas que deixam fO

fixo. Em seguida faremos um estudo utilizando uma mudança que deixa fo fixo

3 menos de germes da mesma órbita.

Começaremos com o caso k = 3, isto é, o germe x3 + ax2y3+y9+c xy7.
O

OLX + BY3

Façamos a mudança: em fo. Obtemos então:
Y ôY

N II

(
. 3

3 32 3 9
«X + BY ) + a(aX + SY )(õY) + (ôY) =

3 ' 2 ' 2 ,

= a X3 + (3a B + aa 63)X2Y3 + (3a32+2aa863)XY6 + (B3+8263a+69)Y9.

Queremos que:
a3 = 1 (1)



19 Caso:

. _ . . 2
mos a restrlçao (6), lsto e, si Ój

fornece :
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3q28 + ªa263 = a => a2(38 + a53) = a (2)

3352 + 2aa553 = 0. =» dB(BB + 2a63) = 0 (3)

63 % a8263 + 69 = 1 (4)

5=0
em (4) =º 69 =.1' (5)

em (2) =» a263 = 1 (6)

0,1,2) as raízes triplas da unidadeSejam: aí (1

$. (j = O,1,2,...,8) as raízes nonas da unidade
"J

Assim de (1) e (5) a dança será
(%

= eíX

= .Yy %

, . 7 7 7 7
Logo f f1ca da forma: c xy = c (e.X)(©.Y) = c e.$. XY . Mas te—

o o 1 J o 1 J

= 1 ou seja 2.3í + 3j EOmod 9 que nos

TABELA 1

TABELA 2

Assim o novo f' é da forma cºójXY7, com j = 0,1,...,8.

29 Caso: 38 + 2363 = O

—8 3 9 3 6 3 ' 9Então 6 = :ª-aô3 em (4) =» 57-a 6 + %-a 6 6 + 6 = 1
3

_9 27 (7)
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fazendoB = lã— a63— em (2), obtemos:

a2(-Zªô3 + a53) a => (1253 = —1 (8)

De (1) oc= eí(í 0,1,2) em (8), segue que:

eízôB = —1 => 63 = "ei substituindo em (7) obtemos:

69 = “1 e+ : —1="'> 69 : "'16 a : ai €1>(9- : 0,1,2)
4a + 27 [2-1

Chamemos de W. (j = O,1,2,...,8) as raízes nonas de —1. Segue que
-2 3-2 —3 3______B

='—3º(3-/—ê1€1).(wj) ..3561 Wj .

Assim a mudança é dada por:

>: |! C*)

H.
>< I (0

.,4 II €- ..4

Vamos então calcular f' .

7 2
coxy : co(E íX _ 3—

33 7

Zele'Y)w3Y) = c€Av.XY —013 3/5çoºíw3

Mas , observemos que:

X2Y3 + Y9. Portanto:3

o 375%

6 ,=3X ___.e XY e =._.. XY +9YT _E— _
Ex 33 SL Y 3/51 1

eportantozY10=àY23fo + ; Y4813f0+ 2 € ZXY7
a 3 Jª' a 3/3 1

em (*) cºxy7 = cº 6. Ú-7XY7 — (2/3 ôcº€l10.(2/3/5)€12XY7 + «º



64

7 .Mostramos no 19 Caso que eíçj = mi, de modo analogo mostra—se que

ªiªi ='ª3

. , .
7

hsm 0 mm f e da form
«cºthY .

' | O | !

ªontlutmot
(1119 no 0290

L
=
ª
09

AIÇGOMOTFIQWmrmhàm, 19172 fl

em 18 elementos de uma mesma órbita , a saber, cºÓj e co?j onde Ój são as

raízes nonas da unidade e wj são as raízes nonas de -1.

Façamos agora o mesmo estudo para o caso em que k é arbitrário. A

função e da forma:

2k+1 2k+2 3k-2
x + ax3y + y + cºxy + c xy & ... + e para k > 2.

A mudança que faremos & do tipo:

x=mX+BYk

' y = õY

ºbteremos o seguinte sistema que denotaremos por é;:

a =1 (1)
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Então a parte semiquasehomogênea fica:

.2k+1XY2k+1
o 1 J 1ªi?j

2k+2XY2k+2 3k_ZXY3k-2.+ . . o + Ck_3€ íój

. - - 2 .*.Mas temos a restrlçao (6) E' ?,k = 1 que nos leva & 21+J E O mod 3

'
:

que implicar; numa tabela análoga a Tabela 1.

Assim (a) ei©.2k+1 : ?h ou seja k.í + (2k+1)j E h1 mod 3k nos dan
1

do:
1 O 1 2 O 1 2 2

j 0 1 2 3 4 5 ... 3k-1
_ Portantº € Ó

2k41
_ $i j j

h1 O 1 2 3 4 5 3k—1

(b) É
2k+2 : $

2k+1 ($)
$

2

j . 1 3 3 j

'
3k—2 2k+1 k—3 k-3 k-2(k—2) . . = . . . = . . = .614ºJ €1% ÓJ ÓJÓJ ÓJ

Assim após o dífeomorfismo obtemos o novo f' que será:

2k+1 ' 2 2k+2 k—2 3k—2
coanY + C1Ój XY + ... + Ck—3Ój XY .

k29 Caso: 35 + 235 = 0

Então B = :ê'ªô3 que em (4) nos dá 53k = ___ÉQL___ (7)343 + 27

em (2) nos dá azôk = —1 (8)

_ . _ 2 k k
, . .de (1) a — Si (1 - 0,1,2) em (8)== si 6 = —1 =>6 = "ªí que substltulndo

27em (7) nos fornece ô3k = —1 e 1 = —1 ou seja:
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2 k . .B=——€Y). eamudançaedadapor:Ã/Z 1 J

2 kk: E X _ ___.ex i 3/"1 ipj Y

Y =ÚzY
J

Vamos estudar o comportamento da parte Semiquasehomogênea após a

mudança acima:

2k+1 2k+2
co(EíX-3_2_/?EiijY)(ij)C(€'iX—-3751€leMY)(ij)

( x-———ewkkY)(1P.J3kY)
3/3 13

2k+1 2k+1 2 ªk“ 3k+1 2k+2 2k+2
:cegp, XY ___-CMM) Y +ce.w. XY -

o 13 3601 1 J

2 3k+2 3k+2 3k—2 3k-2 2 4k- 2Y—4k2' %coele Y + ... + ck—3Eiwj XY —
ÉFÍ'Ck—3eg—w j (**)

Mas observemos Que: fo = X? — 5%? €”,szk + Y3k. Portanto

.X2k-1 3k1
2 6 k 3k XY +3kY

81f =3X -TERXY e (iºf ..:—rªo G' _o [27

Então:
2

3k+1
_ Z_3 +

1 k+13 _g_ 2 2k+1
Y "szo 3321 1fo awªy.“

] “28 2 82 2k+2
Y =Y f +—-'-—€Y f XY
“ “33:20 33/51! 10 Umi

Y4k_2=Y—1;1:—182fo + +35 ªiYZRZªífo afíjfsizmªªª

Substituindo em (**) os f' resultantes são da forma:



1 a =c. (i = 0,1,2) 
1 Temos então: 

c531(  ... 	 = 0,1,2,..„3k-1) 
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4k-2 2 2 3k-2 
+ 	+ c 	6. 1 1p.

3k-2XY
3k-2 - 

2 
c 	xj, 

k —3 3 	
--- e XY 

k-3 	j • 3/4-4 9_ 

-coibiLXY
2k+1 

-
2
XY

2k+2 
- 	. - ck_311, J.

k -2
XY
3k-2

. 

logo os d{foolorfismos pe fim fo  os fortim 	Êletztos f' 
numa mesma órbita. 

Um fato que nos chama a atenção é que quando fixamos o parâmetro a 

3 
os únicos valores possíveis para a são a = - —e. (j = 0,1,2) que são non- 

3r2T1 j 

tos onde aparecem apenas tras elementos na mesma órbita, como visto em 2.3. 

Vamos agora, estudar o comportamento da parte f' quando aplicamos 

difeomorfismos que deixam f
o 
fixo a menos dos elementos de uma mesma órbita. 

Estudaremos o caso k arbitrãrio. 

Observamos que a única alteração que ocorre no sistema S apôs a mu 

dança efetuada é na equação (2), ele fica agora: 

	

a3 =1 	(1) 

	

a
2
(30 -1- aS

k
)= b 	(2') 

	

aO(30 + 2ad
k
) -= O 	(3) 

3 . 	2k 	3k 
+aO 	+ 	=1 	(4) 

Em 2.3 vimos que para k = 2, existia no mâximo seis elementos em 

cada Orbita. No caso geral isto também ocorre, COMO mostraremos a seguir. 

Caso 1: e, = O 

em (2') ae.
2
4).
k 

= b 	b
L.4-1 1 	 = a E 	(51. = 0,1,2) 3 	 g- 

Casn 2! R . —(2/3)a(Sk 
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em (4) sªº = 27
4a3 + 27

mos b4, b5 e b6 de 2.3.

, em (2') -ao26k : b, donde obtemos os mes

19 Caso: BA = 0

A mudança neste caso é
“4 u 6- m

A parte semíquasehomogênea é dada por:

2k+1 2k+1 2k+2 2k+2 3k—2 3k-2
cºeíój XY + c1€í4>j XY + ... + Ck—3Eíój XY . .

2 k 2 k ,' = = '— . . = 5Temos de (2 ) que así Ój b as& *> 81 dj e&

Assim existem 9k f' distintos numa mesma órbita.
g_ k29 Caso: 8 = —
3 aô

w (m = 0,1,2,...,3k-1) são as raízes 3k—ésímas de 27
.m 34a +27

A mudança neste caso é então:

2 k kx _ ºíX - ã-awm Y

y=me

Vamos estudar o comportamento da parte semíquasehomogênea após a

mudança acima.
!

2k422k+1 2 k k+c1kgí-íahnY)WED +...+2 k kcº(eíX - ã-awm Y )(wmy)

2 k 3k—2 _ 2k+1 2k+1 2 3k41 3k+1+ ck-3(EíX - 3 awm Yk)(me) _ coeiwm XY ' É Coªwm Y +

4 e 5-W 2k+2XY2k+2 _ ª-c aw 3k+2Y3k+2
1 1 m m

3k-2 3k-2+ ... + ck—3Eíwm

4k—2Y4k—2_ g.c aw (***)3 m
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k 3k
Mas observemos que fo = X3 + bXY + Y . Portanto:

o 2* k 0
__

2k—1' 3k-1_—=3X+2bXY e—W—kaY +3kY

? Bf k+1 ôf 22k+1
Y = Y 0 'AbY 0 + 2 b XY

ãí"F? ”9 “Sí 9

3k+2 _
3__Íf9_ g_ k+2 afo

+ ª_bZXY2k+2
3k BY ' 9 “ãí' 9

: k-1 af af4k—2 Y b, 2k-2 o 2 2 3k-2
Y ="3T7W'9Y —3í+9bXY

Substituindo em (***) obtemos os possíveis f'
7

2 2
EJP 2k+1XY2k+1 'ZCªW 3k+1ZbXYk+1+
01m 3 o m 9

+ c1€íwm2k+2XY2k+2 _ â-c1awm3k+2. %_b2XY2k+2 +

3k—2 3k—2 úk- 2 2 2 3k-22
ck_3£íwm xy -—3-ck_an

'

.9bXY « (£)

k 2 . .De (2') —a€í2wm : b => b2 = azeíw
m

k
substltulndo em (£) obtemos:

2 2k2k+1XY2k+1 (& 9.9 )XYlm
5.1]; 3k+1 2k+1

+
4

0 1m -?cºawm

6.9 2k+2XY2k+2
_ ª_c aw

3k+2 (a2€.w 2k)XY2k+2
+ ". +

1 1 m 9 o m 1 m

3k-2 3k-2 4 4k-2' 2 2k
+ ck_3ªsian XY -;coawm (& % >xy3k'2

=

2k+1 4 3 2k+1 2k+2 4 3 2k+2coªíwm (1—Ça)XY +c1€iwm (1—ãa)XY +...+
3-2k 2(1 - 3- a3)XY3k—Z

9 .ck—3íwm
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18k f ' distintos com a aplicação de difeomorfismos que fixa f() a menos de

germes da mesma órbita.

Faremos agora um estudo semelhante para

3

'

21+2' 3í+4 2í+4
.

'

,

í-1

MWM” +y +vcxy ,onde1>0ec=co+...+cí_1y .

Esta forma normal surge do teorema de classificação abaixo, cuja

demonstração é análoga a do Teorema 1.7.

. 3 2 p 3p 3
, = 2 =» .

Jx3y y3p+1f y(x + bx y + y ), 4b + 7 # 0 £ £ Zp-1,0
,

Para este exemplo faremos uma mudança de coordenadas que deixa f
o

fixo. Inicialmente faremos o caso i = 1, para depois generalizar para i =k.

19 Caso (1 = 1): Para este caso temos a forma:

2 3
x y + *ax y + y + coxy

3 2 3 *

x y + ax y + yf =
o

2
31f0 = 3x y + 2axy3

2 2 6
f =3ax +732 o « Y Y

x=0£X
Façamos inicialmente a substituição: em f , obtemos en—

y = õY º

tão:

3 »

'
-

& 6X3Y + aaZôBXZY3 + 57Y7. Queremosfo fixo, assim:

(136 =1 (1)

aozzõ3 = a=> a263 = 1 (2)
97 4 [nx
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Chamemos 61 a primeira raiz sétima da unidade e façamos a = 81 e

de (1) €13b' &
d

= 1 =o 513b+d= 1. Portanto 3b+d =O mod 7 (4)

% 3d“ Md
=1. Portanto 2b+3d:'0m0d7 (5)de(278 .e =1ª€

1 1E1
de (4) d E —3b mod 7 ou d E 4b mod 7 que em (5) nos fornece:

2b+123 E O mod 7, que sempre se verfica.

Assim temos 7(sete) soluções possíveis para a e 6.

Portanto a substituição é da forma : que na equação ,

fica: 6
X3Y + aXzY3 + Y7 + cºeíb(e1d) XY6

b+24b 25h E Ah E d mod 7. Logo, ficamos com:lll lllporêm b+6d

3 2 3 7 d
x y + ax y + y + coo1 xy6 com d = 0,1,2,... ,6

Consideremos agora a substituição

ík
= aX + BY2

emf
y=ôY

(aX ; 8Y2)3(6Y) + a(ax + BY2)2(6Y)3 + (ay)7 :
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2
= _ = _.3 62 = 3- —£í—£. &De (8) 6 ou em (5) B

3
a

3 3/51 1
aºl=-

Então a mudança é da forma

, b 2 b 2

< e ficamos com:

&

Ly = Ó1 Y

X3Y - íã" e. X2Y3 + Y7 + c(<1>1bX _ 3-3- €.<b1b Y2)(<b1dY)6.
]? 1 o /E 1

A = côáb1b©16d XY6
— 3—2— COÓ1bÓ16d EíYS, mas observemos que:

»?

a+6d E b+66b 5 67h ª 11h " d mod 14. Portanto:

6 2 8
= .. __ 6A coôXY 3 _1 cO SíY

&
3ªf =3X2Y-_É_e,XY

10 3/'* 1
— 3 3 2 3 7 2

Porem: fo = X Y - 5—— €íX Y + Y
3 9 2 2 . 6fã“ 32f0=X —3Feí-Y +7Y

2

E assim: Y8 = â-Yz azf + ——%—— €.Y3a1f — XY81f —

o 7 /? 1 o o

_ 23 & .Y381 '——%É—'€i2 XY6

21 «T 1 º7 fz?

Portanto A = c GXY6 — 2c ôXY6 = - c.$ dXYô.
o o

.
01

Concluímos que no caso i =] o dífeomorfísmo permitido, leva f' em

-_. _" d,,õ 66
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X =o X

y=õY
em f , obtemos entao:

1 (2)

(Sªwª = 1
' (3)

k+2 -
'

De (1) em (2) (12.(1/a3) = 1 =»«xº = aªk+6 => aª(1 - a3k*ª) = 0

Portanto:
a3k+4 .. 1 (4)

Seja e a primeira das raízes (3k+4)—ésíma3thiuoídade, façamos:
1

em (1) 513b. 81d = 1 =» 3b+d E O mod (3k+4) (5)

2h
&

(k+2)d
1 . 1

= 1 => 2b+(k+2)d z'o mod (3k+4) (6)em (2) e

de(D dE[BMM-—Hbmú(k%õª'oª(%HN3md(%M) a(w
2b + (k+2)d E 2b + (kf2)(3k+1)b E (2 + (3k+1)(k+2)b ? (3k2+7k+4)b ?

_ (3k+4)(k+1)b E 0 mod (3k+4).

Logo, temos (3k+4) soluções possíveis para a e 6.

A A..L-a..ã....:-:_ : .1- c-..—_-
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HI

b + (2k+5)d Eb + (3k5f1)(2k+5)b ? (1+6k2417k+5)bª (6k2417k+6)b ª(3k+2)b

(*)
& 2d mod(3k+4)

(*) se verifica. De fato:

a_ (am)
Como d E(3k+1)b mod (3k+4) => -————f————— = w € 2

3k+4
=»

=) 2d -'2(_3___k+1) = 2w=> 2d 56k+2 ª(3k-2) mod (3k+4)
3k+4

(**)
b + (3k+3)d : b + (3k+1)(3k+3)b E(149k2+12k+3)b % (9k2+12k+4)b E 4b

E kd mod (3k+4)

(**) se verifica. De fato:

Como a; (3k+1)bmod(3k+4)=ª> kd e (3134101); Ab mod (3k+4)

Assim ficamos com:

2 k+2 ' 3k+4 ' d 2k+4
+ X

3 2d 2k+5
xy+axy +y (1061 y +C1€1XYI + + ºªk-1 1.

Consideremos agora a. substituição:
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Y = 	Y 1 

(g)  bx 	 byk+1w, d 2k+4 2k+4 

,Seja A: c , f)  1 	 "Yi 	Y 

1. 

+ c (4) 
b
x - 

2 
 e (I) 

b
Y
k+1

)(4)
1
d
)2k+52k+5 

1 	1 	3 vst i 1 

ck-1(  4)1b 	
2 

X -
b
Y
k+1

)( 4)1
d
)
3k+3

Y
3k+3 

3 hi 	1 

Mas : a + (2k+4)d E  d mod (6k+8) 

a + (2k+5)d E 2d mod (6k+8) 

• 
• 

a + (3k+3)dE kd mod (6k+8) 

(demonstrado anteriormente um caso anãlogo) 

2 	k+1 2k+4 	2, 
Portanto A = c ,S(X - 	c .Y 	)y 	+ c 8 X 

o 
 

1 

k 	2 	k+1 3k+3 
+ 	+ c 	(5 (X - 	.Y 	. k-1 	31rix 1 

3 	3 	2k+2 	3k+4 
Porém f = X Y -X Y 	+ Y 	. Logo 

o 3)/7 1  

2 	6 	k+2 
.XY 

1 o 	 3 	1 

â 2o f = X3 	3(k+2)  E .X2Yk+1 + (3k+4)Y
3k+3 

3i 

2 
c .Y

k+1
)Y

2k+5
+ 

31i1  

E assim: 



44 
sê • 

6k 
144,114044100111~4044 

3V-I;(31(+4) 
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3k4.541 6(kt2) 	2 

I 
(3k+4) T4' 

2k+4 	4 	2 
-- c. 
lg(3k+4) 1  

2k+4
)  

k:1 	d. Y2k+44.i. 
. 	1 1 
1=0 

Logo difeomorfismos que fixam fo  nos fornecem 61(+8 elementos f' nu 

ma mesma Orbita. 

Seria interessante ter estudado a topologia da parte quasehomogg - 

nea f
o 
deste último exemplo e também o comportamento de f' quando aplicamos 

difeomorfismos que fiam f
o 
a menos de germes de uma mesma órbita, mas isto 

n no" 

ampliaria bastante o trabalho, pois é um caso com um pouco mais de detalhes, 

porisso deixamos para uma próxima oportunidade. 
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