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Resumo

Um resultado conhecido na teoria de variáveis complexas é o Teorema clássico de Radó

que afirma que se uma função complexa u é contínua em D̄(0, 1) = {z ∈ C ; |z| ≤ 1} e

holomorfa em U = {z ∈ C ; |z| < 1 , u(z) 6= 0} = D(0, 1) \ u−1(0), então é holomorfa em

D(0, 1) = {z ∈ C ; |z| < 1}. Diferentes provas e generalizações para este resultado foram

dadas por muitos autores, ver por exemplo, [4], [7], [8], [10] and [13]. Em [7] J. Hounie e

J.Tavares provaram um Teorema do tipo Radó no caso de soluções homogêneas de campos

vetoriais localmente resolúveis com coeficientes suaves. Mais precisamente, eles provaram

o seguinte teorema:

Seja L um campo vetorial com coeficientes suaves definido em um subconjunto aberto

Ω ⊂ Rn+1 satisfazendo a condição (P). Então L tem a propriedade de Radó.

O objetivo principal deste trabalho é apresentar um estudo detalhado deste resultado.

Mas antes faremos um estudo geral da teoria que está por trás deste resultado, como

teoria de distribuições, estruturas localmente integráveis, resolubilidade local, entre ou-

tros. A exposição de tais conteúdos não será longa, pois o intuito é apenas indicar o que

é minimamente necessário para entender a prova deste resultado.

Palavras chaves: Teorema de Radó, estruturas localmente integráveis, resolubilidade

local, Teorema de aproximação de Baouendi-Treves.
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Abstract

A known result in complex variables theory is the classical Radó’s Theorem, which

states that if a complex function f is continuous in D̄(0, 1) = {z ∈ C ; |z| ≤ 1} and

holomorphic on U = {z ∈ C ; |z| < 1 , f(z) 6= 0} = D(0, 1)\f−1(0) then it is holomorphic

in D(0, 1) = {z ∈ C ; |z| < 1}. Different proofs and generalizations of this result have

been given by many authors, see e.g. [4], [7], [8], [10] and [13]. In [7] J. Hounie e J.Tavares

proved a Radó type Theorem for homogeneous solutions of locally solvable vector fields

with smooth coefficients. More precisely they proved the following theorem:

Let L be a vector field with smooth coefficients in an open subset Ω ⊂ Rn+1 satisfying

condition (P). Then L has the property of Radó.

The main goal of this work is to present a detailed study of this theorem. But before

we will do an overall study of the theory behind of this result such as theory of distri-

butions, locally integrable structures, local solvability, among others. The presentation

of such contents will not be long, since the purpose is only to indicate what is minimally

necessary for understanding the proof of this result.

Keywords: Radó’s Theorem, Locally integragle structures, local solvability, Baouendi-

Treves approximation Theorem.
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Introdução

A teoria de variáveis complexas é uma ferramenta muito importante para a matemática.
Nos últimos anos têm surgido várias generalizações de resultados clássicos da teoria de
variáveis complexas. Um resultado conhecido é o Teorema clássico de Radó o qual afirma
que:

Se uma função complexa u, é contínua em D̄(0, 1) = {z ∈ C ; |z| ≤ 1} e holomorfa
em U = D(0, 1) \ u−1(0), então é holomorfa em D(0, 1) = {z ∈ C ; |z| < 1}.

Este teorema implica facilmente que o mesmo resultado vale para funções de várias
variáveis complexas. Diferentes provas e generalizações para este resultado foram dadas
por muitos autores. Uma generalização para uma classe mais geral de funções foi dada por
Rosay e Stout [10], eles estenderam o Teorema de Radó para CR-funções sobre hipersu-
perfícies de Cn estritamente pseudoconvexas e formularam um problema mais geral sobre
campos vetoriais complexos. A solução deste problema foi dada por J.Hounie e J. Tavares
[7] no caso de campos vetoriais complexos localmente resolúveis com coeficientes suaves
definidos em um subconjunto aberto de Rn+1. Para descrever brevemente o resultado,
seja L um campo vetorial complexo definido em um subconjunto aberto Ω ⊂ RN ,

Definição. Uma função u ∈ C(Ω) que satisfaz a equação Lu = 0 no sentido das dis-
tribuições no conjunto Ω \u−1(0) é chamada uma função de Radó para L. Dizemos que o
campo vetorial L tem a propriedade Radó, se toda função de Radó para L é uma solução
fraca de Lu = 0 em Ω.

Definição. Seja p ∈ Ω, dizemos que L é localmente resolúvel em p se existe uma vizi-
nhança U = U(p) tal que para toda f ∈ C∞(Ω) existe u ∈ D′(Ω) tal que Lu = f em U .
Se L é localmente resolúvel em todo ponto p ∈ Ω, dizemos que L é localmente resolúvel
em Ω.

Tendo presente que os campos vetoriais localmente resolúveis são conhecidos por serem
caracterizados pela condição (P) introduzida por Nierenberg e Treves em [9], J.Hounie e
J.Tavares provaram o seguinte teorema:



2 Introdução

Seja L um campo vetorial com coeficientes suaves definido em um subconjunto aberto
Ω ⊂ Rn+1 satisfazendo a condição (P). Então L tem a propriedade de Radó.

No caso em que n = 1 e L é o operador de Cauchy-Riemann o resultado se reduz ao
Teorema clássico de Radó citado acima.

O objetivo principal da presente monografia é apresentar um estudo detalhado deste
resultado. A prova deste resultado explora duas propriedades importantes dos campos
vetoriais localmente resolúveis: o seu caráter essencialmente bidimensional (expressa pelo
fato de que suas órbitas tem dimensão no máximo dois) e a propriedade da integrabilidade
local que permite a redução do problema à versão clássica do Teorema de Radó no plano.
Quando falamos das órbitas de um campo vetorial nos referimos às órbitas do campo
no sentido de Sussmann cuja definição foi introduzida por Sussmann em [14]. Para uma
melhor compreensão, esta monografia esta dividida em cinco capítulos

No Capítulo 1, apresentamos alguns resultados importantes sobre a teoria de dis-
tribuições, os quais serão utilizados nos capítulos posteriores. Para um tratamento deta-
lhado dos tópicos apresentados, ver por exemplo, Rudin [11], Hounie [6] e Trèves [15].

No Capítulo 2, apresentamos um apanhado sobre funções holomorfas e funções har-
mônicas, principalmente mostraremos dois teoremas de grande importância para este
trabalho, o Teorema de Mergelyam e o Teorema clássico de Radó. Para mais detalhes
desta parte pode-se ver, Conway [2], Kaufman [8] e Rudin [12].

No Capítulo 3, vamos dar a definição de estrutura localmente integrável bem como
algumas de suas propriedades mais importantes, mostraremos o Teorema de geradores
locais o qual nos permitirá construir coordenadas e geradores locais adequados para o
subfibrado vetorial T ′ e finalmente mostraremos o Teorema de aproximação de Baouendi-
Treves no caso em que L é um campo vetorial definido em um subconjunto aberto de R2,
u é uma função contínua e temos uma única solução Z. Nossas principais referências para
este capítulo são [1] e [3].

No Capítulo 4, vamos apresentar a definição de resolubilidade local de um campo
vetorial, a condição (P) e de forma rápida introduziremos a definição de órbitas de um
campo vetorial no sentido de Sussmann. Um dos resultados importantes neste capítulo é
que todo campo vetorial localmente resolúvel é localmente integrável. Para este capítulo
nossas referências são [1], [3] e [14].

No Capítulo 5, fazemos uma exposição, em detalhes, do Teorema 2.1 de [7], que aqui
aparece como Teorema 5.4. Uma observação a fazer é que neste capítulo assumimos que
a condição (P) é condição necessária e suficiente para a resolubilidade local de um campo
vetorial.



Capítulo

1
Resultados básicos sobre distribuições

Neste capítulo pretendemos abordar alguns resultados importantes sobre a teoria das
distribuições, os quais serão utilizados nos capítulos posteriores. Iremos colocar as idéias
de maneira direta com o objetivo apenas de estabelecer noções básicas, deixando claro
que o leitor deverá possuir conhecimentos mínimos de análise real e teoria da medida.
Alguns resultados serão somente enunciados sendo omitidas as suas demonstrações.

Para uma maior quantidade de detalhes pode-se consultar Rudin [11], Hounie [6] e
Trèves [15].

Salvo menção explícita em contrário, ao longo deste capítulo, Ω representará um sub-
conjunto aberto de Rn.

1.1 Funções teste

Definição 1.1. Seja f : Ω −→ C, dizemos que f é de classe Ck (ou seja f ∈ Ck(Ω) ), se
∂αf existe e é contínua até ordem k isto é para α com |α| ≤ k.

Onde α = (α1, α2, ..., αn) ∈ Zn+, ∂α = ∂α1
x1
...∂αnxn e |α| = α1 + α2 + ...+ αn.

C∞(Ω) =
⋂
k≥0C

k(Ω)

Definição 1.2. Seja f : Ω −→ C uma função contínua, o conjunto

supp(f) = {x ∈ Ω; f(x) 6= 0}

é o suporte da função f .

Ou seja o suporte da função f é o menor subconjunto fechado de Ω tal que f ≡ 0 em seu
complementar.



4 Resultados básicos sobre distribuições

Observação 1.3. x não pertence ao supp(f) se e somente se u ≡ 0 em uma vizinhança
de x em Ω.

As funções de nosso principal interesse serão as de classe C∞(Ω) que possuem suporte
compacto, para este propósito vamos dar a seguinte definição.

Definição 1.4. Chamaremos de espaço das funções teste ao conjunto

C∞c (Ω) = {f : Ω −→ C ; f ∈ C∞(Ω) e supp(f) é compacto em Ω}.

Exemplo 1.5. Um exemplo de uma função teste em Rn, ou seja de uma função que
pertence ao espaço C∞c (Rn) é dada por

ϕ(x) = g(1− | x |2) =


p(

1

1− | x |2
)e
− 1

1−|x|2 , se | x |< 1

0 , se | x |≥ 1

onde p é um polinômio qualquer em R e g é uma função real definida da seguinte forma

g(t) =


p(

1

t
)e−

1
t , se t > 0

0 , se t ≥ 0

Observação 1.6.

1) Pode-se observar que a funcão ϕ do Exemplo 1.5 satisfaz: ϕ ≥ 0, ϕ(0) > 0 e
supp(ϕ) ⊂ B(0, 1). Mais ainda, multiplicando ϕ por uma constante adequada obte-
mos uma nova função que além de satisfazer as condições anteriores, satisfaz tam-
bém que

∫
ϕ(x)dx = 1.

2) Seja ϕ ∈ C∞c (Rn) com ϕ ≥ 0 e supp(ϕ) ⊂ B(0, 1), se x0 é um ponto de Rn e ε > 0,
então podemos considerar a seguinte função

ϕx0ε (x) =
1

εn
ϕ(
x− x0

ε
)

a qual satisfaz que supp(ϕx0ε ) ⊂ B(x0, ε). Se x0 = 0, ϕx0ε será denotada por ϕε.

Antes de enunciar o teorema seguinte vamos definir o que é uma função localmente
integrável.
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Definição 1.7. Seja f : Ω −→ C uma função Lebesgue mensurável, dizemos que f é
localmente integrável e escrevemos f ∈ L1

Loc(Ω) se para cada compacto K ⊂ Ω temos que∫
K

| f(x) | dx <∞.

Teorema 1.8. Seja ϕ ∈ C∞c (Rn) tal que
∫
ϕ(x)dx = 1, ϕ ≥ 0, supp(ϕ) ⊂ B(0, 1) e

f ∈ L1
Loc(Rn). Para cada ε > 0, definimos

f ∗ ϕε(x) =

∫
Rn
f(x− εy)ϕ(y)dy =

∫
Rn
f(y)ϕε(x− y)dy =

1

εn

∫
Rn
f(y)ϕ(

x− y
ε

)dy. (1.1)

Então

a) f ∗ ϕε ∈ C∞(Rn).

b) Se f(x) = 0 q.t.p, fora de um conjunto fechado A, então supp(f ∗ϕε) ⊆ A+B(0, ε).

c) Se f é contínua e supp(f) é compacto, então f ∗ ϕε → f uniformemente quando
ε→ 0.

Demonstração. Para mostrar a), vamos mostrar primeiro que f ∗ ϕε é contínua. De fato,
seja {xm}m∈N uma sequência em Rn tal que xm → x, como ϕ é contínua, então existe
uma constante M > 0 tal que

∣∣[ϕε(xm − y)− ϕε(x− y)]f(y)
∣∣ =

∣∣ 1

εn
[ϕ(

xm − y
ε

)− ϕ(
x− y
ε

)]f(y)
∣∣

≤ 2

εn
sup

z∈B(0,1)

| ϕ(z) || f(y) |

≤M | f(y) | .

Como f ∈ L1
Loc(Rn) e ϕ é contínua, vem do Teorema da convergência dominada que

lim
m→∞

[f ∗ ϕε(xm)− f ∗ ϕε(x)] = lim
m→∞

∫
Rn

[ϕε(xm − y)− ϕε(x− y)]f(y)dy

=

∫
Rn

lim
m→∞

[ϕε(xm − y)− ϕε(x− y)]f(y)dy

= 0 (1.2)

o qual implica que
lim
m→∞

f ∗ ϕε(xm) = f ∗ ϕε(x)

portanto f ∗ ϕε é contínua.
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Mostremos agora que ∂(f ∗ϕε)/∂xj existem e é igual a f ∗ ∂ϕε/∂xj, para todo j ∈ N. De
fato, Como ∂ϕε/∂xj são contínuas para todo j ∈ N, então existe uma constante M > 0

tal que supz∈B(0,1) | dϕε(z) |≤M , logo

∂

∂xj
(f ∗ ϕε(x)) = lim

t→0

f ∗ ϕε(x+ tej)− f ∗ ϕε(x)

t

= lim
t→0

1

t

∫
Rn

[ϕε(x− y + tej)− ϕε(x− y)]f(y)dy.

Por outro lado, pela desigualdade do valor médio vem que

1

| t |
| ϕε(x−y+ tej)−ϕε(x−y) || f(y) |≤ M

| t |
| x−y− (x−y+ tej) || f(y) |= M | f(y) |,

aplicando o Teorema da convergência dominada obtemos

∂

∂xj
(f ∗ ϕε(x)) =

∫
Rn

lim
t→0

[ϕε(x− y + tej)− ϕε(x− y)

t

]
f(y)dy

=

∫
Rn

∂

∂xj
ϕε(x− y)f(y)dy

= f ∗ ∂ϕε
∂xj

Portanto ∂(f ∗ ϕε)/∂xj existe e, mais ainda, é contínua, ou seja, f ∗ ϕε ∈ C1(Rn).
No caso das derivadas superiores repetimos o argumento e obtemos Dα(f ∗ϕε) = f ∗Dαϕε,
para todo α ∈ Zn+.

Vamos mostrar agora b), por hipótese temos que

f ∗ ϕε(x) =

∫
supp(ϕ)

f(x− εy)ϕ(y)dy.

Se x0 ∈ int(A), então existe δ > 0 tal que B(x0, δ) ⊂ int(A), ou seja, f(x) 6= 0, para todo
x ∈ B(x0, δ).
Por outro lado para todo x ∈ B(x0, δ), existe yx ∈ supp(ϕ) ⊂ B(0, 1) tal que

x− εyx ∈ B(x0, δ) ⊂ A,

logo f ∗ ϕε(x) 6= 0, para todo x ∈ B(x0, δ).
Agora para todo x ∈ B(x0, δ) ⊂ A seja a = x− εyx, temos que x = a+ εyx ∈ A+B(0, ε).
Portanto

supp(f ∗ ϕε) ⊆ A+B(0, ε).
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Finalmente mostremos c). De fato, como supp(f) é compacto e pelo item b) temos
supp(f ∗ϕε) ⊆ A+B(0, ε), logo supp(f ∗ϕε) é compacto, pois basta tomar A = supp(f).
Portanto obtemos que f ∗ ϕε ∈ C∞c (Rn).
Por outro lado, dado δ > 0, como f é uniformemente contínua, existe ε0 > 0, tal que para
todo ε ≤ ε0, usando o fato de que

∫
ϕ(y)dy = 1, temos que

∣∣f(x)− f ∗ ϕε(x)
∣∣ =

∣∣∣ ∫
Rn
f(x)ϕ(y)dy −

∫
Rn
f(x− εy)ϕ(y)dy

∣∣∣
=
∣∣∣ ∫

Rn
[f(x)− f(x− εy)]ϕ(y)dy

∣∣∣
≤ sup

y
| f(x)− f(x− εy) |

∫
Rn
ϕ(y)dy ≤ δ,

portanto,
f ∗ ϕε −→ f uniformemente.

Corolário 1.9. Se f ∈ L1(Rn) e f ∗ ϕε é definido como em (1.1), então as seguintes
condições são satisfeitas:

i) ‖ f ∗ ϕε ‖L1≤‖ f ‖L1.

ii) ‖ f ∗ ϕε − f ‖L1→ 0 quando ε→ 0.

Demonstração. Vamos mostrar o item i). De fato, pelo Teorema de Fubini temos que∫
Rn
| f ∗ ϕε(x) | dx =

∫
Rn

∣∣∣ ∫
Rn
f(x− εy)ϕ(y)dy

∣∣∣dx
≤
∫
Rn

[

∫
Rn
| f(x− εy) || ϕ(y) | dy]dx

=

∫
Rn
ϕ(y)

∫
Rn
| f(x− εy) | dxdy. (1.3)

Por outro lado∫
Rn
| f(x− εy) | dx =

∫
Rn
| f(x) | dx e

∫
Rn
ϕ(y)dy = 1.

Portanto obtemos que

‖ f ∗ ϕε ‖L1=

∫
Rn
| f ∗ ϕε(x) | dx ≤

∫
Rn
ϕ(y)dy

∫
Rn
| f(x) | dx =‖ f ‖L1 ,
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ou seja,
‖ f ∗ ϕε ‖L1≤‖ f ‖L1 .

Para mostrar o item ii) temos que dado δ > 0, usando o fato que C∞c (Rn) é denso em
L1(Rn), existe g ∈ C∞c (Rn), tal que

‖ f − g ‖L1<
δ

3
. (1.4)

Logo usando (1.4) e o item i) temos

‖ f − f ∗ ϕε ‖L1 =‖ f − g + g − g ∗ ϕε + g ∗ ϕε − f ∗ ϕε ‖L1

≤‖ f − g ‖L1 + ‖ g − g ∗ ϕε ‖L1 + ‖ (g − f) ∗ ϕε ‖L1

≤‖ f − g ‖L1 + ‖ g − g ∗ ϕε ‖L1 + ‖ g − f ‖L1

<
2δ

3
+ ‖ g − g ∗ ϕε ‖L1 . (1.5)

Pelo item b) e c) do Teorema 1.8 temos que g ∗ ϕε → g uniformemente quando ε→ 0 e

supp(g ∗ ϕε) ⊆ supp(g) +B(0, ε) ⊆ supp(g) +B(0, 1) , para 0 < ε < 1.

Logo chamemos de K = supp(g) +B(0, 1), o qual é compacto , então temos

‖ g − g ∗ ϕε ‖L1 =

∫
K

| g(x)− g ∗ ϕε(x) | dx

≤ sup
x∈K
| g(x)− g ∗ ϕε(x) |

∫
K

dx

<
δ

3|K|
|K| =

δ

3
. (1.6)

onde |K| é a medida do conjunto K.
Portanto usando (1.5) e (1.6) temos que

‖ f − f ∗ ϕε ‖L1< δ , para ε > 0 suficientemente pequeno .

Isto mostra ii).

Corolário 1.10. Seja K ⊂ Ω ⊆ Rn, com K compacto. Então existe ψ ∈ C∞c (Ω) tal que
0 ≤ ψ ≤ 1 e ψ ≡ 1 em uma vizinhança de K.

Demonstração. Seja δ = d(K,Ωc) = inf{| x − y | ; x ∈ K, y /∈ Ω} como K é compacto e
Ωc é fechado e disjuntos, temos que δ > 0.
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Sejam ε, ρ > 0 tal que 0 < ε < ρ < ε + ρ < δ e χ a função caraterística do conjunto
Kρ = K +B(0, ρ) (que é compacto), ou seja,

χ(x) =

{
1 se x ∈ Kρ

0 se x /∈ Kρ

Agora consideremos ψ(x) = χ ∗ ϕε(x), onde

 ϕε(x) =
1

εn
ϕ(
x

ε
) ,

∫
ϕ(x)dx = 1

ϕ ∈ C∞c (Rn) , supp(ϕ) ⊂ B(0, 1)
e ϕ é dada como no Exemplo 1.5. Temos que

supp(ψ) ⊂ Kρ +B(0, ε)

⊆ K +B(0, ρ) +B(0, ε)

= K +B(0, ρ+ ε)︸ ︷︷ ︸
compacto

⊂ Ω

vem que ψ ∈ C∞c (Ω).
Por outro lado temos

0 ≤ ψ(x) =

∫
Ω

χ(x)ϕε(x− y)dy ≤
∫

Ω

ϕε(x− y)dy ≤
∫
Rn
ϕε(x− y)dy =

∫
Rn
ϕε(y)dy = 1

assim obtemos que
0 ≤ ψ(x) ≤ 1 , para todo x ∈ Ω.

Além disso, se x ∈ supp(ψ), segue que d(x,K) ≤ ρ+ ε, daí x = x̃+ (ρ+ ε)y, onde x̃ ∈ K
e y ∈ B(0, 1), então

x− εy = x̃+ ρy ∈ K +B(0, ρ) = Kρ.

Portanto se x ∈ supp(ψ), então

ψ(x) =

∫
χ(x− εy)ϕ(y)dy =

∫
|y|≤1

=1︷ ︸︸ ︷
χ(x− εy)ϕ(y)dy =

∫
|y|≤1

ϕ(y)dy = 1.

Logo, ψ ≡ 1 em supp(ψ), que é uma vizinhança de K. Isto completa a demonstração do
corolário.
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1.2 As distribuições

Nesta seção vamos definir o importante espaço das distribuições e estudar algumas de
suas propriedades. Lembremos que um funcional linear é contínuo se e somente se ele
for contínuo no ponto zero, a fim de usar este resultado é necessário saber o que significa
convergência a zero em C∞c (Ω), que é o que iremos fazer em seguida. Como antes Ω é um
subconjunto aberto de Rn.

Definição 1.11. Uma sequência de funções {ϕj}j∈N ⊂ C∞c (Ω) converge a zero em C∞c (Ω)

se

i) Existe um compacto K ⊂ Ω tal que supp(ϕj) ⊂ K, para todo j = 1, 2, . . .

ii) Para todo inteiro positivo m, as derivadas até ordem m das funções ϕj convergem
uniformemente a zero quando j → ∞. Ou seja, ∂αϕj → 0 uniformemente quando
j →∞, para todo α tal que | α |≤ m, para todo m = 0, 1, . . .

Nota: Diremos que uma sequência de funções {ϕj}j∈N ⊂ C∞c (Ω) converge para a função
ϕ ∈ C∞c (Ω) quando (ϕj − ϕ)→ 0 em C∞c (Ω).

Observação 1.12. É possível dotar o espaço C∞c (Ω) com uma topologia de forma que a
convergência nessa topologia coincide com a dada pela definição acima (ver [15]). Vejamos
que essa topologia não provem de uma métrica.

De fato, Seja {ϕn}n∈N uma sequência de funções em C∞c (Ω) e ϕ ∈ C∞c (Ω), suponhamos
por contradição que d é uma distância tal que d(ϕ, ϕn)→ 0 se e somente se (ϕn−ϕ)→ 0

em C∞c (Ω). Considere Km uma sequência de compactos cuja união seja Ω, logo pelo
Corolário 1.10, pode-se escolher funções ϕm ∈ C∞c (Ω) tal que ϕm ≡ 1 em uma vizinhança
de Km. Como para cada m fixo temos que εϕm → 0 em C∞c (Ω) quando ε → 0, logo por
hipótese vem que existe εm > 0 tal que d(εmϕm, 0) < 1/m, agora fazendo variar m temos
que d(εmϕm, 0) → 0, mas εmϕm 9 0 em C∞c (Ω), pois Km ⊂ supp(εmϕm) o qual implica
que

⋃
m∈N supp(εmϕm) = Ω, e isto contradiz o item i) da Definição 1.11.

A seguir vamos definir o espaço das distribuições.

Definição 1.13. Seja Ω ⊂ Rn um subconjunto aberto, o espaço das distribuições é dado
por

D′(Ω) = {u : C∞c (Ω) −→ C ; u é linear e contínua }.

Ou seja, u ∈ D′(Ω) se satisfaz a seguintes propriedades:

i) u(ϕ1 + αϕ2) = u(ϕ1) + αu(ϕ2), para todo ϕ1, ϕ2 ∈ C∞c (Ω) e para todo α ∈ C.



1.2 As distribuições 11

ii) Se {ϕj}j∈N é uma sequência em C∞c (Ω) tal que ϕj → 0 quando j →∞ em C∞c (Ω),
então u(ϕj)→ 0 = u(0) em C.

Notação: Geralmente denotaremos o valor da distribuição u aplicada na função teste ϕ
por 〈u, ϕ〉 em lugar de u(ϕ).

Exemplo 1.14. Considere Ω = Rn. Para a ∈ Ω defina δa : C∞c (Rn) −→ C da seguinte
maneira δa(ϕ) = 〈δa, ϕ〉 = ϕ(a), logo

i) Sejam ϕ1, ϕ2 ∈ C∞c (Rn) e α ∈ C, temos que

〈δa, ϕ1 + αϕ2〉 = (ϕ1 + αϕ2)(a)

= ϕ1(a) + αϕ2(a)

= 〈δa, ϕ1〉+ α〈δa, ϕ2〉

ii) Seja {ϕj}j∈N ⊂ C∞c (Rn) uma sequência de funções tal que ϕj → 0 em C∞c (Rn), vem
que sup

K
|ϕj| → 0 quando j → ∞, em particular ϕj(a) → 0 quando j → ∞ em C,

ou seja 〈δa, ϕj〉 → 0 quando j →∞.

Portanto de i) e ii) segue que δa é uma distribuição, chamada de Delta de Dirac centrada
no ponto a.

Exemplo 1.15. Seja Ω = R e defina T : C∞c (R) −→ C da seguinte forma

T (ϕ) = 〈T, ϕ〉 =

∫ ∞
−∞
|t|ϕ′(t)dt, para todo ϕ ∈ C∞c (R)

Mostremos que T é uma distribuição. De fato,

i) Sejam ϕ1, ϕ2 ∈ C∞c (R) e α ∈ C, logo

〈T, ϕ1 + αϕ2〉 =

∫ ∞
−∞
|t|(ϕ1 + αϕ2)′(t)dt =

∫ ∞
−∞

[|t|ϕ′1(t) + |t|αϕ′2(t)]dt

=

∫ ∞
−∞
|t|ϕ′1(t)dt+ α

∫ ∞
−∞
|t|ϕ′2(t)dt = 〈T, ϕ1〉+ α〈T, ϕ2〉.

ii) Seja {ϕj}j∈N ⊂ C∞c (R) uma sequência de funções tal que ϕj → 0, quando j → ∞
em C∞c (R), então existe a > 0 tal que supp(ϕj) ⊂ [−a, a] para todo j ∈ N, além
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disso, ϕ′j(t)→ 0 uniformemente em C, logo

|〈T, ϕj〉| ≤
∫ ∞
−∞
|t||ϕ′j(t)|dt =

∫ a

−a
|t||ϕ′j(t)|dt

≤ sup
t∈[−a,a]

|ϕ′j(t)|
∫ a

−a
|t|dt = a2 sup

t∈[−a,a]

|ϕ′j(t)|.

Segue-se que |〈T, ϕj〉| ≤ a2 sup
t∈[−a,a]

|ϕ′j(t)| e como sup
t∈[−a,a]

|ϕ′j(t)| → 0 em C, quando

j →∞, então
〈T, ϕj〉 → 0 em C, quando j →∞.

Logo de i) e ii) temos que T é uma distribuição.

Exemplo 1.16. Seja f ∈ L1
Loc(Ω), onde Ω ⊆ Rn é subconjunto aberto. Defina

Tf : C∞c (Ω) −→ C da seguinte forma

〈Tf , ϕ〉 =

∫
Ω

f(x)ϕ(x)dx , ϕ ∈ C∞c (Ω).

temos que Tf é bem definida, além disso,

i) Sejam ϕ1, ϕ2 ∈ C∞c (Ω) e α ∈ C, temos que

〈Tf , ϕ1 + αϕ2〉 =

∫
Ω

f(x)(ϕ1 + αϕ2)(x)dx

=

∫
Ω

f(x)ϕ1(x)dx+ α

∫
Ω

f(x)ϕ2(x)dx

= 〈Tf , ϕ1〉+ α〈Tf , ϕ2〉.

ii) Seja {ϕj}j∈N ⊂ C∞c (Ω) uma sequência de funções tal que ϕj → 0 em C∞c (Ω), quando
j →∞. Então sup

K
| ϕj(x) |→ 0 em C. Por outro lado, temos

|〈Tf , ϕj〉| ≤
∫
supp(ϕj)

|f(x)||ϕj(x)|dx ≤ sup
K
|ϕj(x)|

∫
K

|f(x)|dx

o qual implica que
〈Tf , ϕj〉 → 0 em C quando j →∞.

pois sup
K
|ϕj(x)| → 0 em C e

∫
K

|f(x)|dx é finita.

Logo de i) e ii) segue que Tf é uma distribuição.
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Observação 1.17. Suponha que f, g ∈ L1
Loc(Ω) tais que Tf = Tg no sentido das dis-

tribuições, isto é 〈Tf , ϕ〉 = 〈Tg, ϕ〉 para toda ϕ ∈ C∞c (Ω). Mostremos que f = g q.t.p.
De fato, seja K ⊂ Ω um subconjunto compacto tal que α ∈ C∞c (Ω) e α ≡ 1 em K,

seja h = f − g e considere a seguinte função

H =

{
αh se x ∈ Ω

0 se x ∈ Ωc

Observe que H ∈ L1
Loc(Rn), além disso, temos

H ∗ ϕε(x) = ε−n
∫
Rn
H(y)ϕ(

x− y
ε

)dy = ε−n
∫
Rn

(αh)(y)ϕ(
x− y
ε

)dy

= ε−n
∫

Ω

α(y)f(y)ϕ(
x− y
ε

)dy − ε−n
∫

Ω

α(y)g(y)ϕ(
x− y
ε

)dy

= 〈Tf , βxε 〉 − 〈Tg, βxε 〉 = 0 , onde βxε (y) = α(y)
1

εn
ϕ(
x− y
ε

) ∈ C∞c (Ω)

portanto H ∗ ϕε(x) = 0 para todo x ∈ Rn e ε > 0.
Por outro lado sabemos que H ∗ ϕε −→ H em L1, ou seja H = 0 q.t.p ou αh(x) = 0

q.t.p x. Logo em um compacto K temos que h = 0 q.t.p logo f = g q.t.p em K, fazendo
Ω =

⋃
Kn onde Kn é compacto teremos que f = g q.t.p em Ω.

Pela observação acima, podemos imediatamente constatar que se f ∈ L1
Loc(Ω) e

〈Tf , ϕ〉 = 0 para toda ϕ ∈ C∞c (Ω), então f = 0 q.t.p. A distribuição Tf sera deno-
tada como f , e escrevemos simplesmente 〈f, ϕ〉 =

∫
Ω
f(x)ϕ(x)dx, obtendo assim uma

identificação entre qualquer função localmente integrável f com o funcional Tf definido
no Exemplo 1.16. Esta identificação permite considerar o seguinte Ck(Ω) ⊂ LpLoc(Ω) ⊂
L1
Loc(Ω) ⊂ D′(Ω), onde 1 ≤ k ≤ ∞ e 1 ≤ p ≤ ∞.

1.2.1 Operações com distribuições

A soma e o produto por um escalar de distribuições definem-se da maneira óbvia. Se
u1, u2 ∈ D′(Ω) e α ∈ C, então para toda ϕ ∈ C∞c (Ω) temos

〈u1 + u2, ϕ〉 = 〈u1, ϕ〉+ 〈u2, ϕ〉

〈αu1, ϕ〉 = α〈u1, ϕ〉.

Mostrar que u1 + u2 e αu1 são distribuições não apresenta grandes dificuldades.
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Para definirmos outros tipos de operações que envolvem distribuições precisamos da
noção de operador linear contínuo sobre C∞c (Ω) que definimos a seguir.

Definição 1.18. L : C∞c (Ω) −→ C∞c (Ω) é um operador linear contínuo se é linear e
satisfaz o seguinte: dada uma sequência {ϕj}j∈N ⊂ C∞c (Ω) tal que ϕj → 0 em C∞c (Ω),
então Lϕj → 0 em C∞c (Ω).

Exemplo 1.19. L =
∂

∂xj
: C∞c (Ω) −→ C∞c (Ω) definido por

∂

∂xj
(ϕ) =

∂ϕ

∂xj
, ϕ ∈ C∞c (Ω),

é um operador linear contínuo.

Exemplo 1.20. Seja f ∈ C∞(Ω) e defina Lf : C∞c (Ω) −→ C∞c (Ω) da seguinte forma

Lf (ϕ) = fϕ , ϕ ∈ C∞c (Ω),

então Lf é um operador linear contínuo.

Definição 1.21. (Transposto Formal)
Sejam L,Lt : C∞c (Ω) −→ C∞c (Ω) operadores lineares contínuos. Dizemos que Lt é o
transposto formal de L se∫

Ω

(Lϕ)ψdx =

∫
Ω

ϕ(Ltψ)dx , para todo ϕ, ψ ∈ C∞c (Ω) (1.7)

Exemplo 1.22. Seja Lf (ϕ) = fϕ, com f ∈ C∞(Ω) e ϕ ∈ C∞c (Ω), então temos∫
Ω

Lf (ϕ)ψdx =

∫
Ω

(fϕ)ψdx =

∫
Ω

ϕ(fψ)dx =

∫
Ω

ϕLf (ψ)dx

portanto Ltf = Lf .

Exemplo 1.23. Considere L =
∂

∂xj
, vamos obter o seu transposto formal. Para isto

sejam ϕ, ψ ∈ C∞c (Ω) logo∫
Ω

L(ϕ)ψdx =

∫
Ω

∂ϕ

∂xj
ψ = ϕψ |∂(supp(ϕ)) −

∫
Ω

ϕ
∂ψ

∂xj
dx

=

∫
Ω

ϕ(− ∂ψ
∂xj

)dx =

∫
Ω

ϕLt(ψ)dx
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portanto obtemos que Lt = − ∂

∂xj
.

Exemplo 1.24. Seja L = a
∂

∂xj
, com a ∈ C∞(Ω). Se ϕ, ψ ∈ C∞c (Ω) temos que

∫
Ω

L(ϕ)ψdx =

∫
Ω

a
∂ϕ

∂xj
ψdx =

∫
Ω

∂ϕ

∂xj
aψdx

= −
∫

Ω

ϕ
∂

∂xj
(aψ)dx =

∫
Ω

ϕ(− ∂a

∂xj
− a ∂

∂xj
)ψdx

portanto segue que Lt = − ∂a

∂xj
− a ∂

∂xj
= − ∂a

∂xj
− L.

Exemplo 1.25. Considere o operador L =
∂2

∂x2
j

. Se ϕ, ψ ∈ C∞c (Ω), temos que

∫
Ω

L(ϕ)ψdx =

∫
Ω

∂2ϕ

∂x2
j

ψdx = −
∫

Ω

∂ϕ

∂xj

∂ψ

∂xj
dx =

∫
Ω

ϕ
∂2ψ

∂x2
j

dx

portanto Lt = L.

Observação 1.26. Notemos que ϕ,Lϕ, ψ, Ltψ ∈ C∞c (Ω) ⊆ L1
Loc(Ω) ⊆ D′(Ω) e portanto

a equação (1.7) pode também ser escrita da forma

〈Lϕ, ψ〉 = 〈ϕ,Ltψ〉.

Podemos então estender L para um operador L̃ em D′(Ω), ou seja, L̃ : D′(Ω) −→ D′(Ω)

definido por
〈L̃u, ψ〉 = 〈u, Ltψ〉 , u ∈ D′(Ω), ψ ∈ C∞c (Ω).

Exemplo 1.27. (produto por uma função C∞)
Seja f ∈ C∞(Ω) e u ∈ D′(Ω), pelo Exemplo 1.22 a “operação multiplicação por f” fica
definida pela seguinte expressão

〈fu, ϕ〉 = 〈u, fϕ〉, para toda ϕ ∈ C∞c (Ω).

Consideremos, por exemplo, a distribuição Delta de Dirac centrada em a ∈ Rn, δa e f
qualquer função em C∞(Rn) que esteja definida em a, então para toda ϕ ∈ C∞c (Rn) temos

〈fδa, ϕ〉 = 〈δa, fϕ〉 = f(a)ϕ(a) = 〈f(a)δa, ϕ〉.

Ou seja, obtemos que fδa = f(a)δa.
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Exemplo 1.28. (derivação)
seja u ∈ D′(Ω), então pelo Exemplo 1.23, podemos definir a operação “derivação” da
seguinte forma

〈 ∂u
∂xj

, ϕ〉 = −〈u, ∂ϕ
∂xj
〉, para toda ϕ ∈ C∞c (Ω).

Por aplicação repetida da expressão acima e indução em |α| vemos que, dados um multi-
índice α ∈ Zn+ e u ∈ D′(Ω), então

〈∂αu, ϕ〉 = (−1)|α|〈u, ∂αϕ〉, para toda ϕ ∈ C∞c (Ω).

Exemplo 1.29. Considere L = a
∂

∂xj
com a ∈ C∞(Ω). Se u ∈ D′(Ω), temos que

〈Lu, ϕ〉 = 〈u, (− ∂a

∂xj
)ϕ〉 − 〈u, a ∂ϕ

∂xj
〉, para toda ϕ ∈ C∞c (Ω).

Exemplo 1.30. (Mudança de variáveis)
Seja Φ : Ω −→ Ω um difeomorfismo, isto é Φ,Φ−1 são bijeções de classe C∞ sobre Ω.
Definimos L : C∞c (Ω) −→ C∞c (Ω) da seguinte forma

L(ϕ) = ϕ ◦ Φ, para toda ϕ ∈ C∞c (Ω).

Observe que supp(ϕ ◦ Φ) = Φ−1(supp(ϕ)) e, portanto, L(ϕ) ∈ C∞c (Ω). Logo∫
Ω

L(ϕ)ψdx =

∫
Ω

ϕ(Φ(x))ψ(x)dx =

∫
Ω

ϕ(Φ(x))ψ(Φ−1 ◦ Φ(x))dx

=

∫
Ω

ϕ(y)ψ(Φ−1(y)) | JΦ−1(y) | dy onde y = Φ(x)

portanto Lt(ψ) =| JΦ−1(y) | ψ ◦ Φ−1.
Logo se u ∈ D′(Ω) definimos então

〈u ◦ Φ, ψ〉 = 〈u, Lt(ψ)〉 = 〈u, ψ ◦ Φ−1 | JΦ−1 |〉.

É fácil ver que a regra de Leibniz para a derivada do produto de duas funções se
mantém quando um dos fatores é uma distribuição, ou seja se u ∈ D′(Ω) e f ∈ C∞(Ω) se
satisfaz que

∂(fu)

∂xj
= f

∂u

∂xj
+ u

∂f

∂xj
para j = 1, . . . , n. (1.8)

Para a demonstração de este fato consultar [6] pag.22.
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A seguir vamos provar um resultado que é muito importante na resolução de EDP´s,
pois permite procurar soluções de equações diferenciais em um espaço com muito mais
exemplares que o usual.

Teorema 1.31. Se u e f são funções contínuas definidas em Ω e ∂u
∂xj

= f no sentido das
distribuições. Então u é diferenciável em relação a xj e ∂u

∂xj
= f no sentido clássico.

Demonstração. Suponha primeiro que supp(u) é compacto, então pelo Teorema 1.8 sabe-
mos que u ∗ ϕε → u uniformemente. Por outro lado temos

∂

∂xj
(u ∗ ϕε)(x) = ε−n

∫
Rn
u(y)

∂

∂xj
ϕ(
x− y
ε

)dy

= −ε−n
∫
Rn
u(y)

∂

∂yj
ϕ(
x− y
ε

)dy

= 〈 ∂u
∂yj

, ϕε(x− ·)〉

= 〈f, ϕε(x− ·)〉 = f ∗ ϕε(x)→ f uniformemente,

ou seja, temos o seguinte

u ∗ ϕε → u e
∂

∂xj
(u ∗ ϕε)→ f uniformemente quando ε→ 0.

Portanto vem que
∂u

∂xj
= f no sentido clássico.

Para mostrar o caso geral, seja x0 ∈ Ω e pelo Corolário 1.10 temos que existe ψ ∈
C∞c (Ω), tal que ψ ≡ 1 numa vizinhança de x0. Logo ψu é contínua, tem suporte compacto
e por (1.8) vem que

∂

∂xj
(ψu) = ψ

∂u

∂xj
+ u

∂ψ

∂xj
= ψf + u

∂ψ

∂xj
em D′(Ω).

Além disso, ψf + u
∂ψ

∂xj
é contínua, então pelo que foi provado antes temos que

∂

∂xj
(ψu) = ψf + u

∂ψ

∂xj
no sentido clássico,

mas como ψ ≡ 1 numa vizinhança de x0 segue que

∂u

∂xj
(x0) = f(x0)

e como x0 foi escolhido de forma abitrária em Ω, o teorema está provado.
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1.2.2 Igualdade e suporte de distribuições

Bem como na teoria de funções, na teoria das distribuições também pode-se definir
a igualdade entre duas distribuições e o suporte de uma distribuição, mas antes de dar
essas definições vamos enunciar e mostrar o seguinte resultado importante.

Teorema 1.32. Seja K um subconjunto compacto de Rn e consideremos abertos V1, . . . , Vl

tais que K ⊆
⋃l
j=1 Vj. Então existem funções φj ∈ C∞c (Vj) tais que satisfazem as seguintes

condições:

i)
∑l

j=1 φj(x) ≤ 1.

ii)
∑l

j=1 φj(x) = 1 numa vizinhança de K.

iii) 0 ≤ φj ≤ 1 em Rn para j = 1, 2, . . . , l.

Demonstração. Para cada j = 1, 2, . . . , l escolhemos compactos Kj ⊆ Vj tal que K ⊂⋃l
j=1Kj. Em seguida construímos funções ψj ∈ C∞c (Vj), j = 1, 2, . . . , l tais que 0 ≤ ψj ≤ 1

e ψj ≡ 1 numa vizinhança de Kj. Agora defina as seguintes funções

φ1 = ψ1

φ2 = ψ2(1− ψ1)

φ3 = ψ3(1− ψ1)(1− ψ2)
...

...
...

φl = ψl(1− ψ1) · · · (1− ψl−1).

Assim, usando indução sobre l, obtemos a seguinte igualdade

l∑
j=1

φj = 1− (1− ψ1) · · · (1− ψl)

Para verificar i) temos que para todo j = 1, . . . , l se satisfaz que 0 ≤ ψj ≤ 1, o qual
implica que 0 ≤ (1− ψj) ≤ 1, para todo j = 1, . . . , l, logo obtemos

0 ≤ (1− ψ1)(1− ψ2) · · · (1− ψl) ≤ 1

daí segue que

0 ≤
l∑

j=1

φj(x) ≤ 1 , para todo x ∈ Rn.

Para verificar ii) seja Uj a vizinhança de Kj tal que ψj ≡ 1 em Uj onde j = 1, . . . , l,
assim K ⊂

⋃l
j=1Kj ⊂

⋃l
j=1 Uj, ou seja,

⋃l
j=1 Uj é uma vizinhança de K, além disso, se
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x ∈
⋃l
j=1 Uj, então x ∈ Uj para algum j, o qual implica que ψj(x) = 1. Portanto obtemos

que
l∑

j=1

φj(x) = 1− (1− ψ1(x)) · · · (1− ψj(x)) · · · (1− ψl(x)) = 1.

Finalmente verifiquemos iii), sabemos que para todo j = 1, . . . , l se satisfaz que
0 ≤ ψj ≤ 1 e 0 ≤ (1− ψj) ≤ 1 em Rn, daí segue que

0 ≤ ψj(1− ψ1)(1− ψ2) · · · (1− ψj−1) ≤ 1 em Rn,

ou seja,
0 ≤ φj ≤ 1 em Rn, para j = 1, . . . , l.

Definição 1.33. Sejam u1, u2 ∈ D′(Ω), dizemos que u1 é igual a u2 em um aberto U ⊂ Ω

e escrevemos u1 = u2, quando 〈u1, ϕ〉 = 〈u2, ϕ〉, para todo ϕ ∈ C∞c (U).

Teorema 1.34. Sejam u1, u2 ∈ D′(Ω) tais que todo ponto de Ω tem uma vizinhança onde
u1 = u2. Então u1 = u2 em Ω.

Demonstração. Seja ϕ ∈ C∞c (Ω) e K = supp(ϕ) ⊂ Ω. Escrevemos Ω =
⋃
x∈Ω Ux, onde

Ux é tal que u1 = u2 em Ux, mas K ⊂ Ω =
⋃
x∈Ω Ux e como K é compacto obtemos

x1, . . . , xm ∈ Ω tais que

K ⊂
m⋃
j=1

Uxj e u1 = u2 em Uxj , j = 1, . . . ,m.

Agora pelo Teorema 1.32, existem funções φj ∈ C∞c (Uxj), j = 1, . . . ,m tais que

m∑
j=1

φj(x) = 1 em uma vizinhança de K

logo

ϕ(x) =
m∑
j=1

φj(x)ϕ(x), para todo x ∈ K.

Segue-se que

〈
u1, ϕ

〉
=
〈
u1,

m∑
j=1

φjϕ
〉

=
m∑
j=1

〈
u1, φjϕ

〉
=

m∑
j=1

〈
u2, φjϕ

〉
=
〈
u2,

m∑
j=1

φjϕ
〉

=
〈
u2, ϕ

〉
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onde a terceira igualdade se satisfaz porque φjϕ ∈ C∞c (Uxj). Portanto, obtemos que

u1 = u2 em Ω.

Definição 1.35. Se u ∈ D′(Ω) definimos o suporte de u, supp(u), como a intersecção de
todos os fechados de Ω fora dos quais u é nulo. Isto é, se Λ é um conjunto de indices e
para cada α ∈ Λ, Fα é um subconjunto fechado de Ω, então

supp(u) =
⋂
α∈Λ

Fα tal que u = 0 em F c
α

Equivalentemente, supp(u) é o complementar do maior aberto U de Ω tal que u = 0 em
U .

Observação 1.36. Decorre diretamente da Definição 1.35, que para mostrar que um
determinado ponto a ∈ Ω pertence ao supp(u) é suficiente mostrar que para toda bola
aberta B(a, r) ⊂ Ω, existe uma função ϕ ∈ C∞c (B(a, r)) tal que 〈u, ϕ〉 6= 0.

De fato, seja a ∈ supp(u) e suponhamos que exista uma bola de raio r > 0 centrada
em a tal que para toda função ϕ ∈ C∞c (B(a, r)) tenhamos 〈u, ϕ〉 = 0. Como B(a, r) é
aberto, temos que F = Ω \ B(a, r) é um conjunto fechado. Mas supp(u) é a interseção
de todos os fechados de Ω fora dos quais u = 0 e a /∈ F , logo a não pertence à interseção
destes fechados; portanto c /∈ supp(u), o que é uma contradição.

Definição 1.37. Se Ω é um subconjunto aberto de Rn, denotamos com E ′(Ω) o subespaço
de D′(Ω) das distribuições com suporte compacto. Ou seja,

E ′(Ω) = {u ∈ D′(Ω) ; supp(u) é compacto }

Teorema 1.38. Seja u ∈ E ′(Ω). Existe um único funcional linear ũ : C∞(Ω) −→ C tal
que satisfaz a seguintes condições:

i) ũ(ϕ) = u(ϕ), para todo ϕ ∈ C∞c (Ω).

ii) ũ(ϕ) = 0 se ϕ ∈ C∞(Ω) e supp(ϕ) ∩ supp(u) = ∅.

Demonstração. Mostremos a unicidade. Para isto, suponha que existem dois funcionais
lineares ũ1 e ũ2 que satisfazem i) e ii).
Como supp(u) ⊂ Ω é compacto, então podemos considerar ψ ∈ C∞c (Ω) tal que ψ ≡ 1 em
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uma vizinhança de supp(u).
Agora, seja ϕ ∈ C∞(Ω), temos que

ϕ = ϕ+ ϕψ − ϕψ = ϕψ + (1− ψ)ϕ = ϕ1 + ϕ2

onde ϕ1 = ϕψ ∈ C∞c (Ω) , ϕ2 = (1− ψ)ϕ ∈ C∞(Ω) e supp(ϕ2) ∩ supp(u) = ∅. Logo

ũ1(ϕ) = ũ(ϕ1) + ũ(ϕ2) = ũ(ϕ1) = u(ϕ1)

= ũ2(ϕ1) = ũ2(ϕ1) + ũ2(ϕ2) = ũ2(ϕ)

onde na segunda e quinta iguladade usamos a condição ii) e na terceira e quarta igualdade
usamos a condição i). Portanto temos que ũ1 = ũ2

Para mostrar a existência, defina ũ : C∞(Ω) −→ C da seguinte forma ũ(ϕ) = u(ϕ1),
onde ϕ = ϕ1 + ϕ2 é qualquer descomposição de ϕ com ϕ1 ∈ C∞c (Ω), ϕ2 ∈ C∞(Ω) e
supp(ϕ2) ∩ supp(u) = ∅.
Vejamos se ũ está bem definida. De fato, se ϕ = ϕ′1+ϕ′2 = ϕ1+ϕ2, então ϕ1−ϕ′1 = ϕ′2−ϕ2,
daí segue que

supp(ϕ1 − ϕ′1) = supp(ϕ′2 − ϕ2) e supp(ϕ′2 − ϕ2) ∩ supp(u) = ∅

pois supp(ϕ′2) ∩ supp(u) = ∅ e supp(ϕ2) ∩ supp(u) = ∅. Assim obtemos que

supp(ϕ1 − ϕ′1) ∩ supp(u) = ∅

o qual implica que
u(ϕ1 − ϕ′1) = 0.

Portanto u(ϕ1) = u(ϕ′1). Ou seja ũ está bem definida.
Para a linearidade de ũ sejam ϕ, φ ∈ C∞(Ω) e α ∈ C, então

ũ(ϕ+ αφ) = u(ϕ1 + αφ1) = u(ϕ1) + αu(φ1) = ũ(ϕ) + αũ(φ).

Portanto ũ é linear.
Finalmente para verificar i) basta tomar a descomposição ϕ = ϕ + 0 onde ϕ ∈ C∞c (Ω).
E para verificar ii) basta tomar a descomposição ϕ = 0 + ϕ, onde ϕ ∈ C∞(Ω) com
supp(ϕ) ∩ supp(u) = ∅.



22 Resultados básicos sobre distribuições



Capítulo

2
Teorema de Mergelyan e teorema

clássico de Radó

Neste capítulo apresentaremos algumas propriedades básicas sobre funções holomorfas
e funções harmônicas e principalmente mostraremos dois teoremas de grande importância
para este trabalho, o Teorema de Mergelyam e o Teorema clássico de Radó. Alguns
resultados serão somente enunciados, sendo omitidas suas demonstrações, podendo estas
ser encontradas em Conway [2] ou Rudin [12].

Vamos começar este capítulo lembrando a definição de diferenciabilidade de uma
função de várias variáveis reais.

Definição 2.1. Suponha que V é um subconjunto aberto de Rn, F : V −→ Rn uma
função, x ∈ V e T um operador linear sobre Rn.
Se para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que a desigualdade

‖ F (x+ h)− F (x)− Th ‖≤ ε ‖ h ‖ (2.1)

se satisfaz para todo h ∈ Rn com ‖ h ‖< δ e x+h ∈ V , dizemos que F é diferenciável em
x e definimos

F ′(x) = T.

O operador linear F ′(x) é chamado de derivada de F em x. O termo diferencial é fre-
qüentemente usado para F ′(x). Portanto pode-se falar também que F tem um diferencial
em x, ou que o diferencial de F existe em x.
Dizemos que F é diferenciável em V se F é diferenciável em todo ponto de V .
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Antes de falar sobre funções holomorfas, vamos fixar primeiro algumas notações. Se
r > 0 e a é numero complexo, então

D(a, r) = {z ; |z − a| < r}

é o disco aberto com centro em a e raio r. D(a, r) é o fecho de D(a, r) e D(0, 1) denotará
o disco unitário.
Além disso, Ω denotará sempre um subconjunto aberto do plano complexo C.

Definição 2.2. Seja f : Ω −→ C uma função complexa definida em Ω. Se z0 ∈ Ω e se

lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0

(2.2)

existe, denotamos este limite por f ′(z0) e chamamos de derivada de f em z0.
Se f ′(z0) existe para todo z0 ∈ Ω, dizemos que f é holomorfa (ou analítica) em Ω. A
classe de todas as funções holomorfas em Ω sera denotada por H(Ω).

Se na definição anterior nós olhamos a função complexa f como uma transformação
que leva Ω em R2 e assumimos que f tem um diferencial em algum ponto z0 ∈ Ω, no
sentido da Definição 2.1. Para mais simplicidade, suponha que z0 = f(z0) = 0. Logo
nossa hipótese de diferenciabilidade é equivalente à existência de dois números complexos
α e β (as derivadas parciais de f em relação a x e y em z0 = 0) tais que

f(z) = αx+ βy + η(z)z com z = x+ iy, (2.3)

onde η(z)→ 0 quando z → 0.
Como 2x = z + z̄ e 2iy = z − z̄, a equação (2.3) pode ser reescrita na forma seguinte

f(z) =
α− iβ

2
z +

α + iβ

2
z̄ + η(z)z. (2.4)

Isso motiva a introdução dos seguintes operadores diferenciais

∂ =
1

2

( ∂
∂x
− i ∂

∂y

)
e ∂̄ =

1

2

( ∂
∂x

+ i
∂

∂y

)
. (2.5)

Agora a equação (2.4) torna-se

f(z)

z
= (∂f)(0) + (∂̄f)(0) · z̄

z
+ η(z) com z 6= 0. (2.6)

Para z real, z̄/z = 1; para z imaginário puro, z̄/z = −1. Assim f(z)/z tem limite em 0
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se e somente se (∂̄f)(0) = 0, e obtemos a seguinte caracterização das funções holomorfas.

Teorema 2.3. Suponha que f é uma função complexa definida em Ω a qual tem um
diferencial em todo ponto de Ω. Então f ∈ H(Ω) se e somente se a equação de Cauchy-
Riemann

(∂̄f)(z) = 0 (2.7)

se satisfaz para todo z ∈ Ω. Nesse caso, temos

f ′(z) = (∂f)(z).

Se escrevemos f = u + iv, onde u e v são funções a valores reais, a equação de
Cauchy-Riemann (2.7) é equivalente ao par de equações seguintes

∂u

∂x
=

∂v

∂y

∂u

∂y
= −∂v

∂x

(2.8)

Estas são as conhecidas equações de Cauchy-Riemann.

Definição 2.4. Seja f : Ω −→ C uma função complexa tal que fxx e fyy existem em todo
ponto de Ω. O Laplaciano de f é definido por

∆f = fxx + fyy.

Se f é contínua em Ω e se ∆f = 0 em todo ponto de Ω, então dizemos que f é harmônica
em Ω.

Vamos enumerar algumas consequências imediatas desta definição

1) Desde que o Laplaciano de uma função real é real (se este existe), é claro que uma
função complexa é harmônica em Ω se e somente se sua parte real e imaginaria são
harmônicas em Ω.

2) Observe que se f tem derivadas de segunda ordem contínuas, então temos que

∆f = 4∂∂̄f = 4∂̄∂f. (2.9)

3) Lembremos que f é holomorfa em Ω se e somente se ∂̄f = 0 em Ω. Assim para f
com derivadas de segunda ordem contínuas temos que, f é harmônica se e somente
se ∂f é holomorfa. Em particular toda função holomorfa é harmônica.



26 Teorema de Mergelyan e teorema clássico de Radó

Um dos aspectos importantes sobre funções harmônicas é que elas surgem como funções
que resolvem um problema de valor em fronteira para funções holomorfas, conhecido como
o problema de Dirichlet. Um exemplo é o problema de encontrar uma função contínua
em um disco fechado, que assume determinados valores conhecidos na fronteira do disco e
é harmônica no interior do disco. O seguinte teorema afirma que o problema de Dirichlet
pode-se resolver para o disco unitário.

Teorema 2.5. Seja D = D(0, 1) o disco unitário e suponha que f : ∂D −→ R é uma
função contínua. Então existe uma única função contínua u : D̄ −→ R tal que

a) u(z) = f(z), para todo z ∈ ∂D.

b) u é harmônica em D.

Demonstração. A demonstração deste teorema pode-se encontar em [2].

Vamos definir agora a integral de uma função complexa ao longo de uma curva. Para
isto precisamos das seguintes definições.

Definição 2.6. Uma curva no plano complexo C é uma função contínua

γ : [a, b] ⊂ R −→ C.

Se t ∈ [a, b], indicamos o ponto γ(t) ∈ C por

γ(t) = z(t) = x(t) + iy(t).

Denotamos por γ∗ o conjunto {γ(t) ; t ∈ [a, b]} que é chamado traço de γ.

Observação 2.7.

1) As funções reais x(t) e y(t), componentes da curva γ, são contínuas.

2) Os pontos γ(a) e γ(b) da curva γ são chamados, respectivamente, ponto inicial e final
da curva ou simplesmente extremos da curva. A curva γ é fechada se γ(a) = γ(b).
Uma curva fechada γ é simples se a ≤ t < t′ ≤ b e γ(t) = γ(t′) implica t = a e
t′ = b.

Definição 2.8. Uma curva γ : [a, b] −→ C é chamada de suave se γ′(t) existe e é
contínua para todo t ∈ [a, b]. Além disso, γ é suave por partes se existe uma partição
de [a, b], a = t0 < t1 < . . . < tn = b tal que γ é suave em cada subintervalo [tj−1, tj],
1 ≤ j ≤ n.
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Dizer que a função γ : [a, b] −→ C tem derivada γ′(t) para todo ponto t ∈ [a, b]

significa que

lim
h→0

γ(t+ h)− γ(t)

h
= γ′(t)

existe para a < t < b e que os limites laterais à direita e à esquerda existem para t = a e
t = b, respectivamente.

Definição 2.9. Seja γ : [a, b] −→ C uma curva suave por partes e f : γ∗ −→ C uma
função contínua, então a integral de f ao longo de γ é dada por∫

γ

f(z)dz =

∫ b

a

f(γ(t))γ′(t)dt (2.10)

Pode-se mostrar que a integral (2.10) é independente da troca de parâmetro.

Um caso especial é dado pela curva γ : [0, 2π] −→ C definida por

γ(t) = a+ reit

onde a é um número complexo e r > 0. Esta curva é chamada o círculo positivamente
orientado com centro em a e raio r, logo a integral (2.10) fica da seguinte forma∫

γ

f(z)dz = ir

∫ 2π

0

f(a+ reit)eitdt

além disso, o comprimento de γ é 2πr.

Vamos enunciar sem demostrar a regra de Leibniz.

Teorema 2.10. Seja ϕ : [a, b]× [c, d] −→ C uma função contínua e defina g : [c, d] −→ C
por

g(t) =

∫ b

a

ϕ(s, t)ds.

Então g é contínua. Além disso, se
∂ϕ

∂t
: [a, b]× [c, d] −→ C existe e for contínua, então

g será continuamente diferenciável e

g′(t) =

∫ b

a

∂ϕ

∂t
(s, t)ds.

Demonstração. Para a demonstração deste teorema ver [2].
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Este resultado pode ser usado para mostrar a igualdade seguinte∫ 2π

0

eis

eis − z
ds = 2π se |z| < 1. (2.11)

De fato, seja ϕ(s, t) =
eis

eis − tz
para 0 ≤ s ≤ 2π, 0 ≤ t ≤ 1. Como |z| < 1, temos que ϕ é

continuamente diferenciável. Logo usando o Teorema 2.10 vem que

g(t) =

∫ 2π

0

ϕ(s, t)ds =

∫ 2π

0

eis

eis − tz
ds

é continuamente diferenciável. Além disso, temos

g(0) =

∫ 2π

0

ϕ(s, 0)ds = 2π.

Por outro lado
∂ϕ

∂t
(s, t) =

zeis

(eis − tz)2
de onde obtemos o seguinte

g′(t) =

∫ 2π

0

∂ϕ

∂t
(s, t)ds =

∫ 2π

0

zeis

(eis − tz)2
ds;

mas para t fixado, temos que a função φ(s) = iz(eis − tz)−1 é diferenciável e φ′(s) =
∂ϕ
∂t

(s, t). Portanto
g′(t) = φ(2π)− φ(0) = 0

o qual implica que g é constante. Como g é constante e g(0) = 2π, temos que g(1) = 2π

e fica mostrada a igualdade (2.11).

Usando o Teorema 2.10 e a igualdade (2.11) vamos mostrar a seguinte versão da
fórmula integral de Cauchy.

Proposição 2.11. Seja f : Ω −→ C holomorfa e suponha D̄(a, r) ⊂ Ω com r > 0. Se
γ(s) = a+ reis, 0 ≤ s ≤ 2π, então

f(z) =
1

2πi

∫
γ

f(w)

w − z
dw, para todo z ∈ D(a, r). (2.12)

Demonstração. Cosiderando Ω1 = {1
r
(z − a) ; z ∈ Ω} e a função g : Ω1 −→ C definida

por g(z) = f(a+ rz), podemos assumir sem perda de generalidade que a = 0 e r = 1. Ou
seja, podemos assumir que D̄(0, 1) ⊂ Ω.
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Para z fixo com |z| < 1 devemos mostrar que

f(z) =
1

2πi

∫
γ

f(w)

w − z
dw =

1

2π

∫ 2π

0

f(eis)

eis − z
eisds

ou equivalentemente ∫ 2π

0

[eisf(eis)

eis − z
− f(z)

]
ds = 0

De fato, para 0 ≤ t ≤ 1 e 0 ≤ s ≤ 2π considere a seguinte função

ϕ(s, t) =
eisf((1− t)z + teis)

eis − z
− f(z).

Como | (1− t)z + teis |=| z + t(eis − z) |≤ 1, temos que ϕ está bem definida e é continu-
amente diferenciável. Logo aplicando o Teorema 2.10 obtemos que g(t) =

∫ 2π

0
ϕ(s, t)ds é

continuamente diferenciável e

g′(t) =

∫ 2π

0

∂ϕ

∂t
(s, t)ds =

∫ 2π

0

eisf ′((1− t)z + teis)ds.

Além disso,

g(0) =

∫ 2π

0

ϕ(s, 0)ds =

∫ 2π

0

[eisf(z)

eis − z
− f(z)

]
ds

= f(z)

∫ 2π

0

eis

eis − z
ds− 2πf(z) =︸︷︷︸

por2.11

0

Por outro lado, para 0 < t ≤ 1, temos que a função φ(s) = −it−1f((1 − t)z + teis) é
diferenciável e φ′(s) = ∂ϕ

∂t
(s, t), logo temos

g′(t) = φ(2π)− φ(0) = 0 para 0 < t ≤ 1

e como g′ é contínua, segue que g′(0) = 0. Portanto g é constante. Logo vem que

0 = g(1) =

∫ 2π

0

[eisf(eis)

eis − z
− f(z)

]
ds

o qual implica que

f(z) =
1

2π

∫ 2π

0

eisf(eis)

eis − z
ds.
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Observação 2.12. Se fazemos a substituição w = a+reis, s ∈ [0, 2π] na fórmula integral
de Cauchy (2.12), obtemos que as funções holomorfas satisfazem a seguinte igualdade

f(a) =
1

2π

∫ 2π

0

f(a+ reis)ds. (2.13)

Esta igualdade é chamada de propriedade do valor médio.
As partes reais e imaginárias da f satisfazem também a mesma propriedade.

Um outro resultado importante na teoria das funções holomorfas é o chamado Teorema
do módulo máximo, que enunciamos a continuação.

Teorema 2.13. (do módulo máximo) Sejam Ω ⊂ C aberto e conexo e f : Ω −→ C
holomorfa. Suponha que existe a ∈ Ω tal que |f(a)| ≥ |f(z)| para todo z ∈ Ω, então f é
constante.

Demonstração. Para a demonstração deste teorema pode-se ver [2] ou [12].

Observação 2.14.

1) O Teorema do módulo máximo afirma que o módulo de uma função holomorfa não
constante, não tem máximos relativos.

2) Suponha que a função f é holomorfa em Ω ⊂ C, onde Ω é aberto, conexo e limitado,
e contínua em Ω̄. Então a função |f | assume seu máximo valor em algum ponto
de Ω̄. O Teorema do módulo máximo pode ser usado então para afirmar que este
máximo é sempre assumido sobre a fronteira de Ω (∂Ω).

2.1 O Teorema de Mergelyan

Seja K um conjunto compacto no plano complexo e
o

K o interior de K, denotemos por
P (K) o conjunto de todas as funções sobre K as quais são limites uniformes de polinômios
em z. Uma questão seria: quais funções pertencem a P (K)?.
Duas condições necessárias vêm à mente imediatamente: se f ∈ P (K), então f ∈ C(K) e
f ∈ H(

o

K). A questão é se estas condições necessárias também são suficientes. A resposta
é negativa sempre que K separe o plano, ou seja, quando o complementar de K é não
conexo. Por outro lado se K é um intervalo no eixo real (em tal caso

o

K= ∅), o Teorema
de aproximação de Weierstrass afirma que P (K) = C(K), logo a resposta é positiva se K
é um intervalo.
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O Teorema de Runge também aponta nessa direção, pois afirma que para conjuntos com-
pactos K que não separam o plano: P (K) contém pelo menos todas aquelas funções
f ∈ C(K) que têm extensão holomorfa para algum conjunto aberto Ω contendo K.
Agora veremos um outro teorema chamado de Teorema de Mergelyan o qual afirma sem
qualquer hipótese supérflua que a condição necessária mencionada acima também é sufi-
ciente se K não separa o plano.

Antes de enunciar e mostrar o Teorema de Mergelyan, vamos dar alguns resultados
que serão usados na demonstração.

Lema 2.15. Suponha que D é um disco aberto de raio r > 0, E ⊂ D, E é compacto e
conexo, Ω = S2 \ E é conexo e o diâmetro de E é ao menos r. Então existe uma função
g ∈ H(Ω) e uma constante b com a seguinte propiedade: se

Q(ζ, z) = g(z) + (ζ − b)g2(z) (2.14)

as desigualdades

| Q(ζ, z) |< 100

r
(2.15)

| Q(ζ, z)− 1

z − ζ
|< 1, 000r2

| z − ζ |3
(2.16)

são satisfeitas, para todo z ∈ Ω e para todo ζ ∈ D.

Demonstração. Para a demonstração consulte [12].

Se ∂ = 1
2

(
∂
∂x

+ i ∂
∂y

)
é o operador de Cauchy-Riemann, temos o seguinte lema

Lema 2.16. Suponha que f ∈ C1
c (R2). Então a seguinte fórmula se satisfaz

f(z) = − 1

π

∫ ∫
R2

(∂f)(ζ)

ζ − z
dξdη , (ζ = ξ + iη).

Demonstração. Considere ϕ(r, θ) = f(z + reiθ), com r > 0 e θ real. O operador ∂ em
coordenadas polares é dado por

∂ =
1

2
eiθ
(
∂

∂r
+
i

r

∂

∂θ

)
.

Se escrevemos ζ = z + reiθ, temos que

(∂f)(ζ) =
1

2
eiθ
(
∂

∂r
ϕ(r, θ) +

i

r

∂

∂θ
ϕ(r, θ)

)
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Por outro lado, observe que, para cada r > 0 a função ϕ é periódica em θ de período 2π,
ou seja, ϕ(r, θ) = ϕ(r, θ + 2π). Portanto, a integral de ∂ϕ/∂θ é zero em [0, 2π].
Logo temos

− 1

π

∫ ∫
R2

(∂f)(ζ)

ζ − z
dξdη = lim

ε→0
− 1

2π

∫ ∞
ε

∫ 2π

0

eiθ(∂ϕ
∂r

+ i
r
∂ϕ
∂θ

)

z + reiθ − z
rdθdr

= lim
ε→0
− 1

2π

∫ ∞
ε

∫ 2π

0

(
∂ϕ

∂r
+
i

r

∂ϕ

∂θ
)dθdr

= lim
ε→0
− 1

2π

∫ 2π

0

∫ ∞
ε

∂ϕ

∂r
drdθ

= lim
ε→0
− 1

2π

∫ 2π

0

[
ϕ(r, θ)

]∞
ε
dθ

=
1

2π
lim
ε→0

∫ 2π

0

ϕ(ε, θ)dθ

=
1

2π

∫ 2π

0

lim
ε→0

ϕ(ε, θ)dθ

= f(z),

A última igualdade é satisfeita porque ϕ(ε, θ) converge uniformemente a f(z) quando
ε→ 0 e 1

2π

∫ 2π

0
dθ = 1. Portanto, obtemos a igualdade desejada

f(z) = − 1

π

∫ ∫
R2

(∂f)(ζ)

ζ − z
dξdη.

Teorema 2.17. (da extensão de Tietze)
Suponha que K é um subconjunto compacto de um espaço Hausdorff localmente compacto
X e f ∈ C(K), então existe F ∈ C0

c (X) tal que F (x) = f(x) para todo x ∈ K.

Demonstração. Para a demonstração consulte [12].

Teorema 2.18. (de Mergelyan)
Se K é um conjunto compacto no plano com o seu complementar conexo, se f é uma
função complexa contínua sobre K a qual é holomorfa no interior de K, e se ε > 0, então
existe um polinômio P tal que | f(z)− P (z) |< ε, para todo z ∈ K.

Demonstração. Como f ∈ C(K), com K ⊂ C compacto, C é Hausdorff e localmente
compacto então pelo Teorema da extensão de Tietze, existe uma função F ∈ Cc(C) tal
que F (x) = f(x), para todo x ∈ K. Vamos fixar uma tal extensão e denotaremos ela
ainda por f .
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Para qualquer δ > 0, definimos

ω(δ) = sup{| f(z2)− f(z1) | ; | z2 − z1 |≤ δ}. (2.17)

Como f é uniformemente contínua, temos que

lim
δ→0

ω(δ) = 0. (2.18)

Daqui em diante, δ será fixado. Vamos provar que existe um polinômio P tal que

| f(z)− P (z) |< 10000ω(δ) , para z ∈ K.

e usando (2.18) o teorema ficara provado.

Primeiro construiremos uma função Φ ∈ C1
c (R2) tal que para todo z satisfaz as

seguintes propriedades:
| f(z)− Φ(z) |≤ ω(δ) (2.19)

| (∂Φ)(z) |< 2ω(δ)

δ
(2.20)

e

Φ(z) = − 1

π

∫ ∫
X

(∂Φ)(ζ)

ζ − z
dξdη com ζ = ξ + iη. (2.21)

onde X = {z ∈ supp(Φ) ; d(z,Kc) ≤ δ}.
De fato, considere a seguinte função

a(r) =


3

πδ2

(
1− r2

δ2

)2

se 0 ≤ r ≤ δ

0 se r > δ

cuja derivada é dada por

a′(r) =


−12r

πδ4

(
1− r2

δ2

)
se 0 ≤ r ≤ δ

0 se r > δ

Então a ∈ C1
c (R), pois a, a′ são contínuas e, além disso, supp(a) = [0, δ] que é compacto.
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Logo, para todo z ∈ R2 definamos

A(z) = a(| z |) =


3

πδ2

(
1− | z |

2

δ2

)2

se 0 ≤| z |≤ δ

0 se | z |> δ

e temos que A ∈ C1
c (R2).

Vamos fazer as seguintes afirmações ∫ ∫
R2

A = 1 (2.22)

∫ ∫
R2

∂A = 0 (2.23)∫ ∫
R2

| ∂A |= 24

15δ
<

2

δ
(2.24)

Para mostrar estas afirmações trabalharemos em coordenadas polares.∫ ∫
R2

A =

∫ 2π

0

∫ δ

0

3

πδ2

(
1− r2

δ2

)2

rdrdθ =
3

πδ2

∫ 2π

0

∫ δ

0

(
r − 2r3

δ2
+
r5

δ4

)
drdθ

=
3

πδ2

∫ 2π

0

(
r2

2
− r4

2δ2
+

r6

6δ4

)∣∣∣∣δ
0

dθ =
1

2π

∫ 2π

0

dθ = 1.

∫ ∫
R2

∂A =

∫ δ

0

∫ 2π

0

1

2
eiθ
[
∂A

∂r
+
i

r

∂A

∂θ

]
rdθdr =

∫ δ

0

∫ 2π

0

1

2
eiθ
[
− 12

πδ4
(r − r3

δ2
)

]
rdθdr

= − 6

πδ4

∫ δ

0

(r2 − r4

δ2
)dr

∫ 2π

0

eiθdθ = − 6

iπδ4

∫ δ

0

(r2 − r4

δ2
)
[
e2πi − 1

]
dr = 0.

∫ ∫
R2

| ∂A | =

∫ 2π

0

∫ δ

0

6

πδ4
(r − r3

δ2
)rdrdθ =

6

πδ4

∫ 2π

0

∫ δ

0

(r2 − r4

δ2
)drdθ

=
6

πδ4

∫ 2π

0

(
r3

3
− r5

5δ2
) |δ0 dθ =

12

15πδ

∫ 2π

0

dθ =
24

15δ
<

2

δ
.
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Defina agora a seguinte função

Φ(z) =

∫ ∫
R2

f(z − ζ)A(ζ)dξdη =

∫ ∫
R2

A(z − ζ)f(ζ)dξdη = (f ∗ A)(z). (2.25)

Onde ζ = ξ + iη. Como f e A têm suporte compacto, então Φ também tem suporte
compacto, pois, supp(Φ) ⊂ supp(f) + supp(A). Além disso, temos

Φ(z)− f(z) =

∫ ∫
R2

f(z − ζ)A(ζ)dξdη − f(z)

=

∫ ∫
R2

f(z − ζ)A(ζ)dξdη −
∫ ∫

R2

f(z)A(ζ)dξdη

=

∫ ∫
R2

[f(z − ζ)− f(z)]A(ζ)dξdη

e como A(ζ) = 0 quando | ζ |> δ, então segue que

| Φ(z)− f(z) | ≤
∫ ∫

R2

| f(z − ζ)− f(z) || A(ζ) | dξdη

≤ sup
|ζ|≤δ
{| f(z − ζ)− f(z) |}

∫ ∫
R2

A(ζ)dξdη

= ω(δ).

Isto mostra a propriedade (2.19).
Mostremos a propriedade (2.20). Para isto como A ∈ C1

c (R2), usando o Teorema da
convergência dominada temos que

∂Φ

∂x
= (f ∗ ∂A

∂x
) e

∂Φ

∂y
= (f ∗ ∂A

∂y
) (2.26)

logo

(∂Φ)(z) =
1

2

(
∂Φ(z)

∂x
+ i

∂Φ(z)

∂y

)
=

1

2

[
(f ∗ ∂A

∂x
)(z) + i(f ∗ ∂A

∂y
)(z)

]

=

[
f ∗ 1

2
(
∂A

∂x
+ i

∂A

∂y
)(z)

]
= (f ∗ (∂A))(z)

=

∫ ∫
R2

f(z − ζ)(∂A)(ζ)dξdη =︸︷︷︸
por (2.23)

∫ ∫
R2

[f(z − ζ)− f(z)](∂A)(ζ)dξdη
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daí temos o seguinte

| (∂Φ)(z) | ≤
∫ ∫

R2

| f(z − ζ)− f(z) || (∂A)(ζ) | dξdη

≤ sup
|ζ|≤δ
{| f(z − ζ)− f(z) |}

∫ ∫
R2

| (∂A)(ζ) | dξdη

e usando (2.17) e (2.24) obtemos que

| (∂Φ)(z) |≤ 2ω(δ)

δ
.

Para mostrar a propriedade (2.21), observe que de (2.26) segue que Φx e Φy são contínuas.
Logo Φ ∈ C1

c (R2). Então usando o Lema 2.16 temos que

Φ(z) = − 1

π

∫ ∫
R2

(∂Φ)(ζ)

ζ − z
dξdη, com ζ = ξ + iη.

Portanto, somente falta mostrar que ∂Φ = 0 em G, onde G = {z ∈ K ; d(z,Kc) > δ}.
Para isto vamos mostrar que

Φ(z) = f(z), ∀z ∈ G.

De fato, note que ∂f = 0 em G, pois f é holomorfa em G. Agora se z ∈ G, então z−ζ ∈
o

K

para todo ζ com | ζ |< δ; logo, aplicando a propriedade do valor médio para f , obtemos
que

Φ(z) =

∫ ∫
R2

f(z − ζ)A(ζ)dξdη =

∫ δ

0

a(r)rdr

∫ 2π

0

f(z − reiθ)dθ

= 2πf(z)

∫ δ

0

a(r)rdr = f(z)

∫ ∫
R2

A(ζ)dξdη = f(z).

Portanto, fica mostrada a propriedade (2.21).

Pela mesma definição de X temos que X é compacto e pode ser coberto por uma
quantidade finita de discos abertos D1, . . . , Dn, de raio 2δ, cujos centros não estão em K.
Como S2 \ K é conexo segue que, o centro de cada Dj pode ser unido com ∞ por um
caminho poligonal em S2 \K. Logo cada Dj contém um conjunto compacto e conexo Ej
de diâmetro pelo menos 2δ, de modo que S2 \K é conexo e K ∩ Ej = ∅.

Agora aplicando o Lema 2.15, com r = 2δ, existem funções gj ∈ H(S2\Ej) e constantes
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bj tal que para todo z /∈ Ej e para todo ζ ∈ Dj, se satisfazem as seguintes desigualdades

| Qj(ζ, z) |< 50

δ
(2.27)

| Qj(ζ, z)− 1

z − ζ
|< 4, 000δ2

| z − ζ |3
(2.28)

onde
Qj(ζ, z) = gj(z) + (ζ − bj)g2

j (z). (2.29)

Seja

Ω = (E1 ∪ E2 ∪ · · · ∪ En)c =
n⋂
j=1

(S2 \ Ej),

então Ω é aberto e K ⊂ Ω.
Considere agora

X1 = X ∩D1 e Xj = (X ∩Dj) \ (X1 ∪X2 ∪ · · · ∪Xj−1), para 2 ≤ j ≤ n,

observe que X =
⋃n
j=1Xj. Defina

R(ζ, z) = Qj(ζ, z) , para ζ ∈ Xj , z ∈ Ω. (2.30)

e
F (z) =

1

π

∫ ∫
X

(∂Φ)(ζ)R(ζ, z)dξdη , para z ∈ Ω. (2.31)

Como

F (z) =
n∑
j=1

1

π

∫ ∫
Xj

(∂Φ)(ζ)Qj(ζ, z)dξdη,

usando (2.29) obtemos que

F (z) =
n∑
j=1

1

π

∫ ∫
Xj

(∂Φ)(ζ)[gj(z) + (ζ − bj)g2
j (z)]dξdη. (2.32)

Ou seja, F é uma combinação linear finita das funções gj e g2
j . Portanto, F ∈ H(Ω).

Por outro lado, de (2.21) e (2.31) temos que

| F (z)− Φ(z) |≤ 1

π

∫ ∫
X

| (∂Φ)(ζ) || R(ζ, z)− 1

ζ − z
| dξdη
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e usando a deisgualdade (2.20) obtemos o seguinte

| F (z)− Φ(z) |< 2ω(δ)

δ

∫ ∫
X

| R(ζ, z)− 1

ζ − z
| dξdη, z ∈ Ω. (2.33)

Observe que as desigualdades (2.27) e (2.28) são válidas com R no lugar de Qj se ζ ∈ X
e z ∈ Ω; pois se ζ ∈ X, então ζ ∈ Xj, para algum j, e assim R(ζ, z) = Qj(ζ, z) para todo
z ∈ Ω.
Agora fixe z ∈ Ω e coloque ζ = z + ρeiθ, vamos estimar a integral na equação (2.33) em
duas partes.
Se ρ < 4δ, neste caso usamos (2.27), então∫ ∫

X

| R(ζ, z)− 1

ζ − z
| dξdη ≤

∫ ∫
X

(
| R(ζ, z) | + 1

| z − ζ |

)
dξdη

<

∫ ∫
X

(50

δ
+

1

| z − ζ |

)
dξdη

=

∫ 4δ

0

∫ 2π

0

(50

δ
+

1

ρ

)
ρdθdρ

= 2π

∫ 4δ

0

(50ρ

δ
+ 1
)
dρ

= 808πδ.

Se ρ ≥ 4δ, neste caso usamos (2.28), então∫ ∫
X

| R(ζ, z)− 1

ζ − z
| dξdη <

∫ ∫
X

4000δ2

| z − ζ |3
dξdη =

∫ ∞
4δ

∫ 2π

0

4000δ2

ρ3
ρdθdρ

= 2π

∫ ∞
4δ

4000δ2

ρ2
dρ = 2000πδ.

Logo temos que

| F (z)− Φ(z) | <
2ω(δ)

πδ

∫ ∫
X

| R(ζ, z)− 1

z − ζ
| dξdη < 2ω(δ)

πδ
(808πδ + 2000πδ)

= 5616ω(δ) < 6000ω(δ).

Portanto,
| F (z)− Φ(z) |< 6000ω(δ), z ∈ Ω. (2.34)

Como F ∈ H(Ω), K ⊂ Ω e S2\K é conexo, pelo Teorema de Runge obtemos um polinômio
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P tal que
| F (z)− P (z) |< ω(δ), z ∈ K. (2.35)

Portanto, para z ∈ K, usando (2.19), (2.34) e (2.35) temos que

| f(z)− P (z) | ≤| f(z)− Φ(z) | + | Φ(z)− F (z) | + | F (z)− P (z) |

< 6002ω(δ) < 10000ω(δ).

Isto completa a demonstração do teorema.

2.2 O Teorema clássico de Radó

Agora vamos enunciar e mostrar o Teorema clássico de Radó que será usado no capítulo
5 de nosso trabalho. A demonstração é baseada no trabalho de Kaufman [8], mas pode-se
consultar uma outra demonstração em [12].

Teorema 2.19. Suponha que f ∈ C(D(0, 1)) e é holomorfa em U , onde

U = {z ∈ D(0, 1) ; f(z) 6= 0}.

Então f é holomorfa em D(0, 1).

Demonstração. Vamos fazer a prova deste teorema em 4 passos.
Primeiro passo. Suponha que g ∈ C(U) e holomorfa em U , então mostraremos que para
cada a ∈ U se satisfaz a seguinte desigualdade

|g(a)| ≤ sup{|g(z)| ; z ∈ ∂U , |z| = 1} (2.36)

De fato, observe que U =
⋃
k∈N Uk onde cada Uk é componente conexa de U e além disso,

∂Uk ⊂ ∂U .
Também temos que para cada n = 1, 2, ..., gnf é holomorfa em U e, portanto, em cada
uma da suas componentes conexas. Então pelo princípio do máximo para cada a ∈ U

temos que

|gn(a)f(a)| ≤ sup{|gn(z)f(z)| ; z ∈ ∂Uk} ≤ sup{|gn(z)f(z)| ; z ∈ ∂U}. (2.37)

Por outro lado, se |z| < 1 e z ∈ ∂U , então existe uma sequência zε ⊂ D(0, 1)− U tal que
zε → z e como f é contínua temos que f(zε) → f(z). Mas f(zε) = 0, para todo ε > 0,
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então segue que f(z) = 0. Logo, isto e (2.37) implicam

|gn(a)f(a)| ≤ sup{|gn(z)f(z)| ; z ∈ ∂U , |z| = 1}. (2.38)

De (2.38) temos que

|g(a)|n|f(a)| ≤ (sup{|g(z)| ; z ∈ ∂U , |z| = 1})n · sup{|f(z)| , |z| = 1},

extraindo a n-ésima raiz obtemos

|g(a)||f(a)|
1
n ≤ sup{|g(z)| ; z ∈ ∂U , |z| = 1}(sup{|f(z)| , |z| = 1})

1
n ,

fazendo n→∞ na desigualdade anterior, obtemos (2.36).
Segundo passo. Vamos mostrar que U é denso em D(0, 1). Para isto suponhamos por
contradição que U não é denso em D(0, 1).
Seja z0 ∈ ∂U ∩D(0, 1) ⊂ D(0, 1) ∩ U , logo existe {wn} ⊂ D(0, 1)− (D(0, 1) ∩ U) tal que
wn → z0. Em seguida considere a sequência {gn}, onde

gn(z) =
1

z − wn
, z ∈ U

temos que gn ∈ C(U) ∩H(U) e pelo primeiro passo temos que

|gn(a)| ≤ sup{|gn(z)| ; z ∈ ∂U , |z| = 1}, ∀a ∈ U. (2.39)

Por outro lado se g(z) =
1

z − z0

, temos que gn(z) converge para g(z), para todo z ∈
o

U , e

afirmamos que {gn} converge uniformemente para g em ∂U ∩ S(0, 1).
De fato, dado ε > 0, se R = 1 − |z0|, existe n0 tal que ∀n > n0 |z − wn| > R , ∀z ∈
∂U ∩ S(0, 1), uma vez que |z − wn| → |z − z0| uniformemente em C. Daí temos que se
n ≥ n0,

|gn(z)− g(z)| = | 1

z − wn
− 1

z − z0

|

=
|wn − z0|

|z − wn||z − z0|

<
|wn − z0|

R2

<
ε

R2
, ∀z ∈ ∂U ∩ S(0, 1).
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Deste fato e fazendo n→∞ em (2.39), obtemos

|g(a)| ≤ sup{|g(z)| ; z ∈ ∂U , |z| = 1} , ∀a ∈ U

o qual é um absurdo pois g não é limitada em U .
Terceiro passo. Neste passo vamos mostrar que f é harmônica em D(0, 1). Para isto
provaremos que Ref é harmônica em D(0, 1), e de maneira similar se mostra para Imf.
Seja u solução do problema de Dirichlet seguinte{

∆u = 0 em D(0, 1)

u = Ref em S(0, 1)

e considere a função H holomorfa em D(0, 1) tal que

H = u+ iImH.

Logo

H =
+∞∑
k=0

Hk(0)

k!
zk.

Assim, se fazemos pn(z) = Sn(z) =
n∑
k=0

Hk(0)

k!
zk temos que, existe uma sequência {pn}

de polinômios tais que Re(pn − f)→ 0 uniformemente em S(0, 1).
Se agora, |Re(pn(z)− f(z))| < 1

n
, para z ∈ S(0, 1), então

| exp[pn(z)− f(z)]| = exp{Re[pn(z)− f(z)]}

≤ exp |Re[pn(z)− f(z)]|

< exp 1
n
, z ∈ S(0, 1).

Analogamente temos que

| exp[f(z)− pn(z)]| < exp
1

n
, z ∈ S(0, 1).

Resumindo para todo z ∈ S(0, 1) se satisfaz o seguinte:

| exp[pn(z)− f(z)]| < exp
1

n
e | exp[f(z)− pn(z)]| < exp

1

n
. (2.40)
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Por outro lado, aplicando (2.36) para exp[pn(z)−f(z)] e exp[f(z)−pn(z)] e usando (2.40)
obtemos para a ∈ U que

| exp[pn(a)− f(a)]| ≤ sup{| exp[pn(z)− f(z)]| ; z ∈ ∂U , z ∈ S(0, 1)} < exp
1

n

| exp[f(a)− pn(a)]| ≤ sup{| exp[f(z)− pn(z)]| ; z ∈ ∂U , z ∈ S(0, 1)} < exp
1

n
.

Das desigualdades anteriores e pela densidade de U em D(0, 1) concluímos que

| exp[pn(z)− f(z)]| < exp
1

n
e | exp[f(z)− pn(z)]| < exp

1

n
, ∀z ∈ D(0, 1). (2.41)

Temos de (2.41) que

|Re(f(z)− pn(z))| < 1

n
, ∀z ∈ D(0, 1).

Fazendo n → ∞, obtemos que Re(pn) −→ Ref(f) uniformemente em D(0, 1) e como
o limite uniforme de funçoes harmônicas é uma função harmônica, vem que Re(f) é
harmônica.
Quarto passo. Como f é harmônica em D(0, 1), temos que ∂f é harmônica em D(0, 1) e,
por hipótese, zero no subconjunto denso U . portanto, f é holomorfa em D(0, 1).



Capítulo

3
Estruturas involutivas e Estruturas

localmente integráveis

Neste capítulo vamos introduzir os conceitos básicos da teoria de estruturas involutivas
e localmente integráveis, bem como algumas de suas propriedades. Além disso, iremos
mostrar o Teorema de geradores locais o qual nos permitirá construir coordenadas locais e
geradores locais adequados para o subfibrado vetorial T ′ e estudaremos um dos resultados
mais importantes nesta teoria o Teorema de aproximação de Baouendi-Treves. O leitor
deverá possuir conhecimentos em análise real, análise complexa em uma variável, conhe-
cimentos básicos em análise complexa em várias variáveis e equações diferenciais parciais
lineares. Nossas principais referências para este capítulo são [1] e [3].

Nas duas primeiras seções vamos lembrar algumas noções padron tais como variedades
diferenciáveis, campos de vetores, formas diferenciais, etc., com o objetivo principal de
estabelecer a base para a apresentação e para estabelecer as notações.

3.1 Campos vetoriais complexos sobre variedades

Definição 3.1. Seja Ω um espaço topológico Hausdorff com base enumerável. Uma es-
trutura defierenciável em Ω de dimensão N é uma coleção de pares

F = {(Uα, ϕα) ; α ∈ Λ}

onde cada Uα ⊂ Ω é aberto e ϕα : Uα −→ RN é um homeomorfismo sobre o aberto
ϕα(Uα) ⊂ RN .

Além disso, as seguintes propriedades devem ser satisfeitas
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i)
⋃
α∈Λ

Uα = Ω.

ii) ϕα ◦ ϕ−1
β : ϕβ(Uα ∩ Uβ) −→ ϕα(Uα ∩ Uβ) é difeomorfismo C∞, para todo α, β ∈ Λ.

iii) Se V ⊂ Ω é aberto, V 6= ∅ e ψ : V −→ ψ(V ) é um homeomorfismo tal que, para
todo (Uα, ϕα) ∈ F com Uα ∩ V 6= ∅, temos que ψ ◦ ϕ−1

α : ϕα(Uα ∩ V ) −→ ψ(Uα ∩ V )

é um difeomorfismo C∞, então (V, ψ) ∈ F.

Observação 3.2. Dada F∗ = {(Vβ, ψβ) ; β ∈ B} satisfazendo i) e ii), então existe uma
única estrutura diferenciável F em Ω tal que F∗ ⊂ F.

De fato, defina F = {(U,ϕ) ; U ⊂ Ω aberto , ϕ : U −→ ϕ(U) homeomorfismo e
ϕ ◦ ψ−1

β : ψβ(Uβ ∩ U) −→ ϕ(Uβ ∩ U) é difeomorfismo C∞ ∀ (Uβ, ψβ) ∈ F∗}.
Notemos que F satisfaz i) e iii). Vejamos se F satisfaz ii), para isto, sejam (U1, ϕ1),

(U2, ϕ2) ∈ F tais que U1 ∩ U2 6= ∅. Como
⋃
β∈B Vβ = Ω, então dado p ∈ U1 ∩ U2 existe

(Vβ, ψβ) ∈ F∗ tal que p ∈ Vβ e, portanto,

ϕ2 ◦ ϕ−1
1 = (ϕ2 ◦ ψ−1

β ) ◦ (ψβ ◦ ϕ−1
1 ) : ϕ1(U1 ∩ U2) −→ ϕ2(U1 ∈ U2) é difeomorfismo C∞,

pois por construção da F temos que ϕ2 ◦ ψ−1
β e ψβ ◦ ϕ−1

1 são difeomorfismos C∞.

Definição 3.3. Uma variedade diferenciável de dimensão N é um par (Ω,F) onde Ω é
espaço topológico Hausdorff com base enumerável e F é uma estrutura diferenciável de
dimensão N sobre Ω.

Exemplo 3.4. Seja Ω = RN e considere F∗ = {(RN , Id)} temos que (Ω,F∗) satisfaz i) e
ii) pela observação anterior vem que se

F = {(U,ϕ) ; ϕ : U −→ ϕ(U) é difeomorfismo C∞}

então (Ω,F) é uma variedade diferenciável.

Exemplo 3.5. Seja (Ω,F) uma variedade diferenciável e W ⊂ Ω aberto então W admite
uma estrutura diferenciável “ por restrições ” (W,FW ) onde

FW = {(Uβ ∩W,ϕβ |W ) ; (Uβ, ϕβ) ∈ F}.

Notação: Seja (Ω,F) uma variedade diferenciável de dimensão N , um par (U,ϕ) ∈ F é
chamado de carta ou sistema de coordenadas.
A função ϕ denota-se por ϕ = (x1, x2, ..., xN), ou seja, ϕ(p) = (x1(p), x2(p), ..., xN(p)),
para todo p ∈ U .
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Definição 3.6. Seja (Ω,F) uma variedade diferenciável, uma função f : Ω −→ C pertence
a C∞(Ω) se para toda (U,ϕ) ∈ F tem-se f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) −→ C é de classe C∞ em ϕ(U).

Observação 3.7. O conjunto

C∞(Ω) = C∞(Ω,C) = {f : Ω −→ C ; f é de classe C∞}

é uma álgebra sobre C, ou seja, é um espaço vetorial complexo no qual temos uma noção
de produto.
Escrevemos C∞(Ω,R) para denotar o subconjunto de C∞(Ω) formado pelas funções
f : Ω −→ C com f(Ω) ⊆ R.

De agora em diante denotamos Ω, como sendo uma variedade sem especificar a sua
estrutura diferenciável.

Definição 3.8. Um campo vetorial complexo sobre Ω é uma aplicação C-linear
L : C∞(Ω) −→ C∞(Ω), isto é:

L(f + αg) = L(f) + αL(g), ∀ f, g ∈ C∞(Ω) , ∀α ∈ C,

além disso, satisfaz a seguinte regra de Leibniz

L(fg) = fL(g) + gL(f), ∀ f, g ∈ C∞(Ω).

Notação: Vamos denotar por X(Ω) o conjunto de todos os campos vetoriais complexos
sobre Ω, ou seja

X(Ω) = {L : C∞(Ω) −→ C∞(Ω) ; L é campo vetorial complexo}.

Definição 3.9. Seja f uma função em C∞(Ω), o suporte da f é dado por

supp(f) = {p ∈ Ω ; f(p) 6= 0}.

Proposição 3.10. Seja L ∈ X(Ω) e f ∈ C∞(Ω) então, temos a seguintes propriedades:

a) Se f é constante então Lf = 0.

b) supp(Lf) ⊆ supp(f).

Demonstração.
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Seja α ∈ C, temos que L(α) = L(α.1) = αL(1), logo para provar a) basta mostrar que
L(1) = 0. Mas L(1) = L(1.1) = 1L(1) + 1L(1) = 2L(1), e como C∞(Ω) é uma álgebra
vem que L(1) = 0.

Mostrar b) é equivalente mostrar que, se V é aberto e f |V≡ 0, então Lf |V≡ 0.
Suponha que f |V≡ 0 e p ∈ V arbitrário, tomemos uma carta (U,ϕ) com p ∈ U tal que
U ⊂ V . Seja χ ∈ C∞c (ϕ(U)) tal que χ(ϕ(p)) = 1, então a função g : Ω −→ C definida por

g(q) =

{
χ(ϕ(q)), q ∈ U

0, q /∈ U

pertence ao espaço C∞(Ω,R), g ≡ 0 em Ω\V e g(p) = 1. Como f.g ≡ 0 em Ω então
podemos escrever

f = f − 0 = f − fg = (1− g)f

e daí temos que

L(f)(p) = L((1− g)f)(p) = (1− g)(p)︸ ︷︷ ︸
0

L(f)(p) + f(p)︸︷︷︸
0

L(1− g)(p) = 0,

ou seja, L(f)(p) = 0e como p é arbitrario, vem que

Lf |V≡ 0.

O seguinte corolário resulta como consequência da proposição anterior.

Corolário 3.11. Se f, g ∈ C∞(Ω) e f = g numa vizinhança de p ∈ Ω então
Lf(p) = Lg(p).

Demonstração. Basta aplicar o item b) da proposição anterior para a função h = f−g.

Observação 3.12. Como consequência do Corolário 3.11 vem que, todo campo L ∈ X(Ω)

admite uma restrição a um aberto W ⊆ Ω, ou seja, existe um elemento LW ∈ X(W ) que
faz o diagrama abaixo ficar comutativo

C∞(Ω)
L−→ C∞(Ω)

↓ 	 ↓
C∞(W )

LW−→ C∞(W )

Onde as setas verticais indicam as funções restrições.
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Definição 3.13. Seja W ⊆ Ω aberto, p ∈ W , f ∈ C∞(W ) e L ∈ X(Ω) definimos
LW : C∞(W ) −→ C∞(W ) por LW (f)(p) = L(f̃)(p), onde f̃ é qualquer elemento de
C∞(Ω) que coincide com f em uma vizinhança V de p. Podemos tomar f̃ = fχ onde
χ ∈ C∞c (Ω), supp(χ) ⊂ W e χ |V≡ 1.

Definição 3.14. Seja L ∈ X(Ω) e g ∈ C∞(Ω) definimos gL ∈ X(Ω) da seguinte forma

gL(f)(p)
.
= g(p)Lf(p).

Essa multiplicação externa dá a X(Ω) uma estrutura de C∞(Ω)−mdulo.

Definição 3.15. Dados L,M ∈ X(Ω), definimos o comutador de L e M como

[L,M ] = LM −ML.

Proposição 3.16. Se L,M ∈ X(Ω), então [L,M ] ∈ X(Ω).

Demonstração. Temos que provar que [L,M ] é linear e que satisfaz a regra de Leibniz.
De fato, sejam f, g ∈ C∞(Ω) e α ∈ C.

i) Linearidade:

[L,M ](f + αg) = LM(f + αg)−ML(f + αg)

= L(M(f) + αM(g))−M(L(f) + αL(g))

= L(Mf) + αL(Mg)−M(Lf)− αM(Lg)

= L(Mf)−M(Lf) + α(L(Mg)−M(Lg))

= (LM −ML)(f) + α(LM −ML)(g)

= [L,M ](f) + α[L,M ](g).

ii) Regra de Leibniz:

[L,M ](f.g) = (LM −ML)(f.g)

= LM(f.g)−ML(f.g)

= L(fMg + gMf)−M(fLg + gLf)

= L(fMg) + L(gMf)−M(fLg)−M(gLf)

= fL(Mg) +MgLf + gL(Mf) +MfLg − fM(Lg)−
−LgMf − gM(Lf)− LfMg

= f(L(Mg)−M(Lg)) + g(L(Mf)−M(Lf))

= f [L,M ](g) + g[L,M ](f).
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Agora seja (U,ϕ) uma carta em Ω e f ∈ C∞(U) e ϕ(q) = (x1(q), . . . , xN(q)). Considere
o diagrama seguinte

C∞(U) −→ C∞(ϕ(U)) −→ C∞(ϕ(U)) −→ C∞(U)

f 7−→ f ◦ ϕ−1 7−→ ∂
∂xj

(f ◦ ϕ−1) 7−→ h ◦ ϕ

onde h = ∂
∂xj

(f ◦ ϕ−1).

Definição 3.17. Dada (U,ϕ) uma carta em Ω e f ∈ C∞(U), definimos

∂f

∂xj

.
= { ∂

∂xj
(f ◦ ϕ−1)} ◦ ϕ, j = 1, 2 . . . , N.

Proposição 3.18. Seja (U,ϕ) uma carta local em Ω, então
∂

∂xj
∈ X(U).

Demonstração. Sejam f, g ∈ C∞(U) e α ∈ C.

i) Linearidade:

∂

∂xj
(f + αg)

.
= { ∂

∂xj
((f + αg) ◦ ϕ−1)} ◦ ϕ

= { ∂

∂xj
(f ◦ ϕ−1 + αg ◦ ϕ−1)} ◦ ϕ

= { ∂

∂xj
(f ◦ ϕ−1) + α

∂

∂xj
(g ◦ ϕ−1)} ◦ ϕ

= { ∂

∂xj
(f ◦ ϕ−1)} ◦ ϕ+ α{ ∂

∂xj
(g ◦ ϕ−1)} ◦ ϕ

=
∂f

∂xj
+ α

∂g

∂xj

ii) Regra de Leibniz:

∂

∂xj
(f.g)

.
= { ∂

∂xj
((f.g) ◦ ϕ−1)} ◦ ϕ

= { ∂

∂xj
(f ◦ ϕ−1.g ◦ ϕ−1)} ◦ ϕ

= {f ◦ ϕ−1 ∂

∂xj
(g ◦ ϕ−1) + g ◦ ϕ−1 ∂

∂xj
(f ◦ ϕ−1)} ◦ ϕ

= f{ ∂

∂xj
(g ◦ ϕ−1)} ◦ ϕ+ g{ ∂

∂xj
(f ◦ ϕ−1)} ◦ ϕ

= f
∂g

∂xj
+ g

∂f

∂xj
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Teorema 3.19. Seja L ∈ X(Ω) e (U,ϕ) carta local em Ω, ϕ = (x1, . . . , xN), então

a) LU =
N∑
j=1

(Lxj)
∂

∂xj
.

b) { ∂
∂x1
, . . . , ∂

∂xN
} é base para o C∞(U)−módulo X(U).

Demonstração. Vamos mostrar o item a). Para isto seja p ∈ U e V ⊂ U aberto , p ∈ V
tal que ϕ(V ) = B(a, r) onde a = ϕ(p) e seja f ∈ C∞(U).
Se q ∈ V então ϕ(q) = (x1(q), . . . , xN(q)) ∈ B(a, r), agora na bola B(a, r) usamos a
fórmula de Taylor com resto integral.

(f ◦ ϕ−1)(x) = (f ◦ ϕ−1)(a) +
N∑
j=1

hj(x)(xj − aj)

onde cada hj ∈ C∞(B(a, r)) é dada por hj(x) =

∫ 1

0

∂

∂xj
(f ◦ ϕ−1)(a + t(x − a))dt para

todo x ∈ B(a, r).

Agora em V temos

f(q) = f(p) +
N∑
j=1

(hj ◦ ϕ)(q)(xj − xj(p))(q)

aplicando L à expressão anterior temos

LV (f)(q) = LV (f(p)) +
N∑
j=1

LV [(hj ◦ ϕ)(q)(xj − xj(p))(q)]

=
N∑
j=1

(hj ◦ ϕ)(q)LV (xj(q)− xj(p)) + (xj(q)− xj(p))LV (hj ◦ ϕ)(q)

=
N∑
j=1

(hj ◦ ϕ)(q)LV (xj)(q) + (xj(q)− xj(p))LV (hj ◦ ϕ)(q).

Tomando p = q segue que

LV (f)(q) =
N∑
j=1

(hj ◦ ϕ)(p)LV (xj)(p) =
N∑
j=1

LV (xj)(p)hj(ϕ(p))

=
N∑
j=1

LV (xj)(p)
∂(f ◦ ϕ−1)

∂xj
(a) =

N∑
j=1

LV (xj)(p)
∂

∂xj
(f ◦ ϕ−1) ◦ ϕ(p)
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daí vem que

LU =
N∑
j=1

L(xj)
∂

∂xj
.

Como consequência do item a) temos que { ∂

∂x1

, . . . ,
∂

∂xN
} gera X(U). Logo para

mostrarmos o item b) é suficiente provar que este conjunto é linearmente independente.

De fato, sejam g1, g2, . . . , gN ∈ C∞(U) tais que L =
N∑
j=1

gj
∂

∂xj
= 0.

Considere as funções fk = ρk ◦ ϕ onde ρk : Rn −→ R, ρk(x) = xk, temos que fk ∈ C∞(U)

e
∂fk
∂xj

.
= { ∂

∂xj
(fk ◦ ϕ−1)} ◦ ϕ = { ∂

∂xj
(ρk ◦ ϕ ◦ ϕ−1)} ◦ ϕ =

∂ρk
∂xj
◦ ϕ = δkj

assim para cada 1 ≤ k ≤ N , temos

0 = Lfk = g1
∂fk
∂x1

+ · · ·+ gk
∂fk
∂xk

+ · · ·+ gN
∂fk
∂xn

= gk.

Observação 3.20. Seja (U,ϕ) uma carta local em Ω e L,M ∈ X(U) então a represen-
tação de [L,M ] em coordenadas locais é dado por

[L,M ] |U =
N∑
j=1

(L(Mxj)−M(Lxj))
∂

∂xj

=
N∑
j=1

[L,M ](xj)
∂

∂xj
.

Definição 3.21. Se L ∈ X(Ω), definimos o campo L̄ conjugado complexo de L da seguinte
maneira L̄(f) = L(f̄), para toda f ∈ C∞(Ω).

Verifiquemos se L̄ é um campo vetorial complexo, para isto sejam f, g ∈ C∞(Ω), α ∈ C
mostremos primeiro que L̄ é linear

L̄(f + αg) = L(f + αg) = L(f̄ + ᾱḡ) = L(f̄) + ᾱL(ḡ)

= L(f̄) + αL(ḡ) = L̄(f) + αL̄(g).
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Mostremos agora que L̄ satisfaz a regra de Leibniz

L̄(f.g) = L(f.g) = L(f̄ .ḡ) = f̄L(ḡ) + ḡL(f̄) = f̄L(ḡ) + ḡL(f̄)

= fL(ḡ) + gL(f̄) = fL̄(g) + gL̄(f).

Portanto, L̄ é um campo vetorial complexo.

Observação 3.22.

1) Notemos que
∂

∂xj
=

∂

∂xj
. De fato, considere f = u+ iv, logo

∂

∂xj
(f) =

∂

∂xj
(f̄) =

∂

∂xj
(u− iv); =

∂

∂xj
(u)− i ∂

∂xj
(v)

=
∂

∂xj
(u) + i

∂

∂xj
(v) =

∂

∂xj
(u+ iv) =

∂

∂xj
(f).

2) Se (U,ϕ) é um sistema de coordenadas em Ω com ϕ = (x1, . . . , xN), se sabe que

neste sistema L é dado por L =
N∑
j=1

aj(x)
∂

∂xj
, então

L̄ =
N∑
j=1

aj(x)
∂

∂xj
=

N∑
j=1

aj(x)
∂

∂xj
=

N∑
j=1

aj(x)
∂

∂xj
.

3.2 Vetores tangentes complexos e 1-formas diferenciáveis

Seja p ∈ Ω considere o conjunto

βp = {(V, f) ; V ⊂ Ω aberto , p ∈ V e f ∈ C∞(V )}

Em βp definimos a seguinte relação de equivalência: dados (V1, f1) , (V2, f2) ∈ βp dizemos
que (V1, f1) ∼ (V2, f2) se existe uma vizinhanaça aberta V ⊂ V1 ∩ V2 com p ∈ V tal que
f1 |V = f2 |V .

Definição 3.23. Um germe de uma função C∞ no ponto p é uma classe de equivalência
em βp, ou seja é um elemento do espaço quociente C∞(p) = βp/ ∼.

Se f é uma função C∞ numa vizinhança de p, denotaremos o seu germe por f . Pode-se
mostrar que C∞(p) é uma C-álgebra.
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Observação 3.24. A aplicação

T : C∞(p) −→ C
f 7−→ T (f) = f(p)

está bem definida e é um homomorfismo de C-álgebras.

De fato, se f = g então existe uma vizinhança aberta V ⊂ Ω, p ∈ V tal que f |V = g |V ,
então f(p) = g(p), ou seja T (f) = T (g). Portanto, T está bem definida.

Por outro lado se f, g ∈ C∞ numa vizinhança de p e α ∈ C temos

T (f · g) = T (f.g) = (f.g)(p) = f(p)g(p) = T (f)T (g)

T (αf) = T (αf) = (αf)(p) = αf(p) = αT (f)

T (f + g) = T (f + g) = (f + g)(p) = f(p) + g(p) = T (f) + T (g).

Logo T é um homomorfismo de C-álgebras.

Definição 3.25. Um vetor tangente complexo a Ω no ponto p é uma aplicação

v : C∞(p) −→ C

que é C-linear e satisfaz a seguinte condição

v(f.g) = f(p)v(g) + g(p)v(f) , para todo f, g ∈ C∞(p).

O espaço tangente complexo a Ω em p é o espaço vetorial complexo

CTpΩ = {v ; v é vetor tangente complexo a Ω em p}.

Observação 3.26. Se L ∈ X(Ω) e p ∈ Ω, então definimos um elemento Lp ∈ CTpΩ da
seguinte forma

Lp : C∞(p) −→ C
f 7−→ Lp(f)

.
= (Lf)(p).

Lp está bem definida pois pelo Corolário 3.11 temos que se f |V = g |V , então Lf = Lg

em V , ou seja, se f = g, então existe uma vizinhança aberta V com p ∈ V tal que
f |V = g |V , logo Lp(f) = Lp(g).
Mostraremos agora que Lp é linear e que satisfaz a regra de Leibniz. De fato, sejam
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f, g ∈ C∞(p) e α ∈ C, temos

Lp(f + αg) = Lp(f + αg) = L(f + αg)(p) = (Lf + αLg)(p)

= Lf(p) + αLg(p) = Lp(f) + αLp(g).

Por outro lado temos

Lp(f.g) = Lp(f.g) = L(f.g)(p) = (fLg + gLf)(p) = (fLg)(p) + (gLf)(p)

= f(p)Lg(p) + g(p)Lf(p) = f(p)Lp(g) + g(p)Lp(f).

Portanto Lp ∈ CTpΩ.

Observação 3.27. Dado f ∈ C∞(p), pode ocorrer que f não esteja definida na variedade
toda. Contornamos este problema do seguinte modo.
Se f ∈ C∞(V ), com p ∈ V , tome K ⊂ V compacto, p ∈ K e considere a função
χ ∈ C∞(Ω) tal que

χ(q) =

{
1, se q ∈ K
0, se q /∈ V

e faça g = χf ∈ C∞(Ω), então g |K= f |K e g |V c≡ 0, logo temos que g = f e defina
Lp(f) = (Lg)(p).

Proposição 3.28. Seja Ω uma variedade diferenciável e (U,ϕ) uma carta local, p ∈ U e
v ∈ CTpΩ, então

i) v(f) =
N∑
j=1

v(xj)
∂

∂xj
|p (f), para toda f ∈ C∞(p).

ii) { ∂
∂x1
|p, . . . , ∂

∂xN
|p} é base de CTpΩ.

Demonstração. Seja f ∈ C∞(p) e V ⊂ U aberto p ∈ V tal que

f ∈ C∞(V ) , ϕ(V ) = B(a, r) e a = ϕ(p).

Dado q ∈ V temos que x = ϕ(q) ∈ B(a, r) e pela fórmula de Taylor com resto integral
temos

(f ◦ ϕ−1)(x) = (f ◦ ϕ−1)(a) +
N∑
j−1

hj(x)(xj − aj), ∀x ∈ B(a, r)
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onde hj ∈ C∞(B(a, r)) e hj(a) = ∂
∂xj

(f ◦ ϕ−1)(a).

Agora em V temos que

f(q) = f(p) +
N∑
j=1

gj(q)(xj(q)− xj(p)), para qualquer q ∈ V,

onde gj(p) = ∂
∂xj
f(p), portanto

f = f(p) +
N∑
j=1

g
j
(xj − xj(p)).

Notemos que f(p) e xj(p) são germes de funções constantes e vemos que

v(c) = v(c.1) = cv(1)

mas v(1) = v(1.1) = 1v(1) + 1v(1) = 2v(1) o qual implica que v(1) = 0, logo

v(f) = v(f(p)) +
N∑
j=1

v(g
j
(xj − xj(p)))

=
N∑
j=1

[v(g
j
xj)− v(g

j
xj(p))]

=
N∑
j=1

[gj(p)v(xj) + xj(p)v(g
j
)− gj(p)v(xj(p))− xj(p)v(g

j
)]

=
N∑
j=1

gj(p)v(xj).

Por outro lado temos

gj(p) = (hj ◦ ϕ)(p) = hj(a) =
∂

∂xj
(f ◦ ϕ−1)(a)

= ({ ∂

∂xj
(f ◦ ϕ−1)} ◦ ϕ)(p) =

∂f

∂xj
(p) =

∂

∂xj
|p (f),

de onde obtemos

v(f) =
N∑
j=1

∂

∂xj
|p (f)v(xj), para toda f ∈ C∞(p).

O que mostra o item i).
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Para mostrar ii) basta mostrar que os vetores
∂

∂x1

|p, . . . ,
∂

∂xN
|p são linearmente

independentes, pois pelo item i) eles geram CTpΩ. De fato, sejam α1, . . . , αN ∈ C tais que
N∑
j=1

αj
∂

∂xj
|p= 0. Em seguida considere funções h1, . . . , hN ∈ C∞(U) tais que

∂hk
∂xj

(p) =

{
0, se j 6= k

1, se j = k

Então

0 =
N∑
j=1

αj
∂

∂xj
|p (hk) =

N∑
j=1

αj
∂hk
∂xj

(p) = αk

para k = 1, 2, . . . , N , portanto { ∂

∂x1

|p, . . . ,
∂

∂xN
|p} é base de CTpΩ.

Exemplo 3.29. Dado v ∈ CTpΩ, existe L ∈ X(Ω) tal que Lp = v.

De fato, pela Proposição 3.28 temos que, dado v ∈ CTpΩ e (U,ϕ) carta local com p ∈ U ,
podemos escrever

v =
N∑
j=1

v(xj)
∂

∂xj
|p .

Por outro lado, como { ∂

∂x1

|q, . . . ,
∂

∂xN
|q} é base de CTpΩ para todo q ∈ U , então

definimos o vetor vq ∈ CTpΩ pondo

vq
.
=

N∑
j=1

v(xj)
∂

∂xj
|q .

Agora seja V ⊂ U aberto, p ∈ V , K ⊂ V compacto e g ∈ C∞(U) tal que g |K≡ 1 e
g |UrV≡ 0 e em seguida defina L ∈ X(Ω) tal que no sistema de coordenadas (U,ϕ) em
torno de p é da forma

L =
N∑
j=1

gv(xj)
∂

∂xj
.

Assim, L está bem definido, é linear, respeita a regra de Leibniz e além disso,

Lp(f) = (Lf)(p) =
N∑
j=1

g(p)v(xj)
∂

∂xj
f(p)

=
N∑
j=1

v(xj)
∂

∂xj
|p (f) = v(f).
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Exemplo 3.30. Suponha que para cada p ∈ Ω é dado vp ∈ CTpΩ tal que a aplicação

Ω −→ C
p 7−→ vp(f)

é C∞, para todo f ∈ C∞(Ω) fixado. Então existe um único campo L ∈ X(Ω) tal que
Lp = vp, ∀p ∈ Ω.

De fato, defina L : C∞(Ω) −→ C∞(Ω) por (Lf)(p) = vp(f).
Por hipótese, se f ∈ C∞ então Lf ∈ C∞, além disso, se f, g ∈ C∞(Ω) e α ∈ C, então

L(αf + g)(p) = vp(αf + g) = vp(αf + g) = vp(αf) + vp(g)

= αvp(f) + f(p)vp(α) + vp(g) = α(Lf)(p) + (Lg)(p)

segue que L é linear. Por outro lado,

L(f.g)(p) = vp(f.g) = vp(f.g) = f(p)vp(g) + g(p)vp(f)

= f(p)Lf(p) + g(p)Lg(p) = (fLg) + gLf)(p)

satisfazendo também a regra de Leibniz. Para mostrar a unicidade, suponha que exista
M ∈ X(Ω) tal que Mp = vp, para todo p ∈ Ω, então Mp(f)

.
= Mf(p), para toda

f ∈ C∞(p), daí
Mf(p) = Mp(f) = vp(f) = Lf(p)

o que implica que L = M .

Definição 3.31. O fibrado tangente complexo é definido e denotado da seguinte forma

CTΩ =
⋃
p∈Ω

CTpΩ.

Onde a união acima é disjunta.

Definição 3.32. Se v ∈ CTpΩ definimos v̄ ∈ CTpΩ (o conjugado de v) como v̄(f) = v(f̄),
para toda f ∈ C∞(p).

Definição 3.33. Denotemos por η(Ω) o dual do C∞(Ω)−módulo X(Ω), ou seja, ω ∈ η(Ω),
se ω : X(Ω) −→ C∞(Ω) e satisfaz

ω(fL+M) = fω(L) + ω(M), ∀f ∈ C∞(Ω) , ∀L,M ∈ X(Ω).



3.2 Vetores tangentes complexos e 1-formas diferenciáveis 57

Os elementos de η(Ω) são chamados de 1-formas diferenciáveis.

Lema 3.34. Se ω ∈ η(Ω), L ∈ X(Ω) e L |V≡ 0, com V ⊆ Ω aberto, então ω(L) |V≡ 0.

Demonstração. Dado p ∈ V , tomemos g ∈ C∞c (Ω,R) tal que g(p) = 1 e g |ΩrV≡ 0. Então
see q ∈ V , tem-se Lq = 0 e se q ∈ Ω \ V tem-se g(q) = 0. Logo (gL)q = g(q)Lq = 0, para
todo q ∈ Ω, portanto gL = 0. Daí vem que L = L− gL = (1− g)L, logo

ω(L)(p) = ω((1− g)L)(p) = (1− g)(p)ω(L)(p) = (1− g(p))ωL(p) = 0

Portanto ω(L) |V≡ 0.

Observação 3.35. Sempre é possível restringir um elemento de η(Ω) a um elemento de
η(W ) com W ⊆ Ω aberto.

De fato, se L ∈ X(W ), p ∈ W então dada uma 1-forma ω ∈ η(Ω) definimos

ω |W (L)(p)
.
= ω(L̃)(p)

onde L̃ ∈ X(Ω) é tal que L̃ = L em uma vizinhança de p.
Notemos que ω |W está bem definida, pois se L̃, M̃ ∈ X(Ω) são tais que L̃ = L em V1 ⊆ Ω

com p ∈ V1 e M̃ = L em V2 ⊆ Ω com p ∈ V2, V1 e V2 abertos, então p ∈ V1 ∩ V2 e temos
que

ω(L̃)(p) = ω |W (L)(p) = ω(M̃)(p).

Além disso, a definição de ω |W não depende de L̃ ja que se L̃, M̃ ∈ X(Ω) e M̃ = L̃ em
V , p ∈ V então M̃ − L̃ = 0 em V e do Lema 3.34 vem que

ω(M̃ − L̃)(p) = 0,

ou seja,
ω(M̃)(p) = ω(L̃)(p).

Lema 3.36. Seja ω ∈ η(Ω) e L ∈ X(Ω). Se Lp = 0 então ω(L)(p) = 0.

Demonstração. Seja (U,ϕ) uma carta local de Ω tal que p ∈ U e ϕ = (x1, . . . , xN), então

ω(L)(p) = ωU(LU)(p) = ωU

( N∑
j=1

(Lxj)
∂

∂xj

)
(p) =

( N∑
j=1

(Lxj)ωU(
∂

∂xj
)
)

(p)

=
N∑
j=1

(LUxj)(p)ωU(
∂

∂xj
)(p) =

N∑
j=1

Lp(xj)ωU(
∂

∂xj
)(p) = 0.
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Portanto ω(L)(p) = 0.

Definição 3.37. O dual de CTpΩ, p ∈ Ω é denotado por CT ∗PΩ e chamado de espaço
cotangente a Ω em p.

Observação 3.38. Dada ω ∈ η(Ω) e p ∈ Ω podemos definir ωp ∈ CT ∗pΩ

ωp : CTpΩ −→ C

por ωp(v) = ω(L)(p), onde L ∈ X(Ω) e Lp = v.

De fato, para verificar que ωp está bem definida considere L,M ∈ X(Ω) tais que
Lp = v = Mp, então Lp −Mp = 0 ou equivalentemente (L−M)p = 0 pelo lema anterior
temos

0 = ω(L−M)(p) = ω(L)(p)− ω(M)(p)

daí vem que
ω(L)(p) = ω(M)(p).

Mostremos agora que ωp é linear. Para isso sejam v1, v2 ∈ CTpΩ, α ∈ C com Lp = v1,
Mp = v2 temos que αv1 + v2 = αLp +Mp = (αL+M)p. Daí

ωp(αv1 + v2) = ω(αL+M)(p) = (αω(L) + ω(M))(p) = αω(L)(p) + ω(M)(p)

= αωp(L) + ωp(M) = αωp(v1) + ωp(v2).

Proposição 3.39. Seja Ω uma variedade diferenciável de dimensão N , então

CT ∗pΩ = {ωp ; ω ∈ η(Ω)}.

Demonstração. Pela observação anterior temos que

{ωp ; ω ∈ η(Ω)} ⊂ CT ∗pΩ.

Além disso, se (U,ϕ) é uma carta local com p ∈ U , ϕ = (x1, . . . , xN) e L ∈ X(Ω), sabemos

que LU =
N∑
j=1

(Lxj)
∂

∂xj
.

Definimos dxj ∈ η(U), j = 1, . . . , N por dxj(
∂

∂xk
) = δjk, ou seja,

dxj(LU) =
N∑
k=1

(Lxk)dxj(
∂

∂xk
) = Lxj.
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Se ω ∈ η(U), então

ω(L) = ω
( N∑
k=1

(Lxk)
∂

∂xk

)
=

N∑
k=1

(Lxk)ω(
∂

∂xk
) =

N∑
k=1

ω(
∂

∂xk
)L(xk)

=
N∑
k=1

ω(
∂

∂xk
)dxk(L) =

( N∑
k=1

ω(
∂

∂xk
)dxk

)
(L).

Portanto obtemos que

ω =
N∑
k=1

ω(
∂

∂xk
)dxk.

Resumindo temos que {dx1p, . . . , dxNp} é base dual de { ∂

∂x1

|p, . . . ,
∂

∂xN
|p} e qualquer

elemento da forma ωp se escreve como ωp =
N∑
k=1

ω(
∂

∂xk
)dxkp.

Mostremos agora que CT ∗pΩ ⊂ {ωp ; ω ∈ η(Ω)}. De fato, se v∗ ∈ CT ∗pΩ, então existem

escalares α1, . . . , αN tais que v∗ =
N∑
k=1

αkdxkp. Agora, se ω =
N∑
k=1

αkdxk ∈ η(Ω) então

ωp = v∗, ou seja, v∗ ∈ {ωp ; ω ∈ η(Ω)}.

Definição 3.40. (diferencial de uma função)
Seja f ∈ C∞(Ω), definimos df ∈ η(Ω) df : X(Ω) −→ C∞ como df(L)(p)

.
= (Lf)(p).

Observação 3.41. Notemos que se g ∈ C∞ e L,M ∈ X(Ω) temos que

df(gL+M)(p) = (gL+M)(f)(p)

= g(p)(Lf)(p) + (Mf)(p)

= g(p)df(L)(p) + df(M)(p).

Mais ainda, se (U,ϕ) é carta local de Ω com p ∈ U e ϕ = (x1, . . . , xN) temos que

df(L)(p) = (Lf)(p) =
N∑
j=1

(Lxj)(p)
∂f

∂xj
(p) =

N∑
j=1

dxj(L)(p)
∂f

∂xj
(p)

=
( N∑
j=1

dxj(L)
∂f

∂xj

)
(p).

Portanto

df =
N∑
j=1

∂f

∂xj
dxj.
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Definição 3.42. O fibrado cotangente complexo é definido e denotado por

CT ∗Ω =
⋃
p∈Ω

CT ∗pΩ,

onde a união acima é disjunta.

Observação 3.43. Seja Ω uma variedade diferenciável de dimensão N , temos as seguintes
notações.

TpΩ = {v ∈ CTpΩ ; v é real }

T ∗pΩ = {ξ ∈ CT ∗pΩ ; ξ é real }

TΩ =
⋃
p∈Ω

TpΩ, T ∗ =
⋃
p∈Ω

T ∗pΩ

3.3 Estruturas localmente integráveis

Nesta parte do trabalho vamos definir o que é uma estrutura involutiva e uma estrutura
localmente integrável, mas para isso precisamos da noção de subfibrado vetorial complexo
que é o conteúdo da seguinte definição. Salvo menção explícita em contrário, ao longo
desta seção, Ω representará uma variedade diferenciável suave de dimensão N .

Definição 3.44. Um subfibrado vetorial complexo de CTΩ de dimensão n, com 1 ≤ n ≤
N é da forma V =

⋃
p∈Ω Vp satisfazendo as seguintes condições:

i) Cada Vp ⊆ CTpΩ é um subespaço vetorial de dimensão n.

ii) Para cada p0 ∈ Ω existe um aberto U0 ⊂ Ω, p0 ∈ U0 e campos L1, . . . , Ln ∈ X(U0)

tais que L1q, . . . , Lnq geram Vq, para todo q ∈ U0.

Definição 3.45. Uma seção do subfibrado vetorial complexo V sobre o aberto W ⊂ Ω é
um campo vetorial L ∈ X(W ) tal que Lp ∈ Vp, para todo p ∈ W.

Definição 3.46. Uma estrutura involutiva (ou formalmente integrável) é um subfibrado
vetorial complexo V ⊆ CTΩ tal que dado qualquer W ⊂ Ω aberto e seções L,M ∈ X(W )

de V sobre W , então [L,M ] é também uma seção de V sobre W .

Em outras palavras, [L,M ] também é combinação linear de L1p, . . . , Lnp em Vp.

Exemplo 3.47. Seja L ∈ X(Ω) um campo vetorial complexo não singular, ou seja, Lp 6= 0,
para todo p ∈ Ω. Então V =< L >= {fL ; f ∈ C∞(Ω)} é uma estrutura involutiva.
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De fato, primeiro verifiquemos que V é subfibrado, se Vp = {αLp ; α ∈ C} teremos

V =< L >= {fL ; f ∈ C∞(Ω)} =
⋃
p∈Ω

{f(p)Lp ; f ∈ C∞(Ω)} =
⋃
p∈Ω

Vp

onde Vp ⊆ CTpΩ é subespaço vetorial complexo de dimensão 1 gerado pelo vetor Lp.
Observe ainda que fL é uma seção de V sobre qualquer aberto W ⊂ Ω para qualquer
f ∈ C∞(Ω), pois f(p)Lp ∈ Vp, para todo p ∈ Ω.
Verifiquemos agora que V é uma estrutura involutiva, para isso, consideremos um aberto
W ⊂ Ω e duas seções fL, gL ∈ X(W ) de V sobre W com f, g ∈ C∞(Ω) temos que

[fL, gL] = fL(gL)− gL(fL)

= f(gLL+ L(g)L)− g(fLL+ L(f)L)

= fgLL+ fL(g)L− gfLL− gL(f)L

= (fL(g)− gL(f))L

então
[fL, gL] |p= (f(p)Lg(p)− g(p)Lf(p))Lp ∈ Vp.

Daí vem que V é uma estrutura involutiva.

Observação 3.48. Seja V uma estrutura involutiva sobre Ω, pela definição de subfibrado
vetorial obtemos uma carta (U,ϕ) contendo p e campos L1, . . . , Ln ∈ X(U) tais que os
vetores L1q, . . . , Lnq formam uma base para Vq para todo q ∈ U . Se ϕ = (x1, . . . , xN)

então

Lj =
N∑
k=1

ajk
∂

∂xk
, j = 1, . . . , n

onde ajk = Ljxk ∈ C∞(U).
Como V é uma estrutura involutiva temos que [Lj, Ll] |p∈ Vp, 1 ≤ j, l ≤ n.

Exemplo 3.49. Na observação acima, pode-se mostrar que existem funções Cν
jl ∈ C∞(U)

tais que

[Lj, Ll] =
n∑
ν=1

Cν
jlLν .

De fato, na própria definição de involutividade temos a existência das funções Cν
jl,

mais ainda é possivel mostrar que estas funções são de classe C∞ em U .
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De forma análoga, podemos também introduzir a noção de subfibrado vetorial com-
plexo do fibrado cotangente complexo CT ∗Ω.

Definição 3.50. Um subfibrado vetorial complexo de CT ∗Ω de dimensão m é da forma
W =

⋃
p∈ΩWp satisfazendo a seguintes condições:

i) Cada Wp é subespaço vetorial de CT ∗pΩ com dimensão fixa m, 0 ≤ m ≤ N .

ii) Para cada p0 ∈ Ω existe um aberto U0 ⊂ Ω com p0 ∈ U0 e existem, 1-formas
ω1, . . . , ωm tais que ω1p, . . . , ωmp geram Wq para todo q ∈ U0.

Proposição 3.51. Seja V =
⋃
p∈Ω Vp um subfibrado vetorial de CTΩ, então

V⊥ =
⋃
p∈Ω

V⊥p

é um subfibrado vetorial de CT ∗Ω, onde

V⊥p = {λ ∈ CT ∗pΩ ; λ(v) = 0, ∀v ∈ Vp}.

Demonstração. Temos m = dimV⊥p = N − n onde n = dimVp.
Por outro lado como V é um subfibrado, dado p ∈ Ω tem-se (U,ϕ) carta local de

Ω, p ∈ U , ϕ = (x1, . . . , xN) e campos L1, . . . , Ln ∈ X(U) tais que {L1q, . . . , Lnq} é base

de Vq, para todo q ∈ U . Além disso, sabemos que Lj =
N∑
k=1

ajk
∂

∂xk
, j = 1, . . . , n onde

ajk ∈ C∞(U).
Como, os campos L1, . . . , Ln são linearmente independentes em U , então em particular
no ponto p a matriz (ajk(p))n×N tem uma submatriz n × n com determinante diferente
de zero.
Fazendo uma permutação nas variáveis x1, . . . , xN (caso seja necessário) podemos supor
que det{(ajk(p)) , 1 ≤ j, k ≤ n} 6= 0, logo pela continuidade da função determinante e
regularidade das funções (ajk), 1 ≤ j ≤ n obtemos uma vizinhança de p, a qual iremos
continuar denotando por U , na qual det{(ajk(q)) , 1 ≤ j, k ≤ n} 6= 0, para todo q ∈ U .
Agora seja (bjk)1≤j,k≤n a matriz inversa de (ajk)1≤j,k≤n em U e considere os seguintes
campos vetoriais

L]j =
n∑
ν=1

bjνLνd, j = 1, . . . , n.

Então os vetores L]1q, . . . , L
]
nq também formam uma base para Vq, para todo q ∈ U , além
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disso,

L]j =
n∑
ν=1

bjνLν =
n∑
ν=1

bjν(
N∑
k=1

aνk
∂

∂xk
)

=
n∑
ν=1

bjν(
n∑
k=1

aνk
∂

∂xk
+

N∑
k=n+1

aνk
∂

∂xk
)

=
n∑
ν=1

n∑
k=1

bjνaνk
∂

∂xk
+

n∑
ν=1

N∑
k=n+1

bjνaνk
∂

∂xk

=
n∑
k=1

(
n∑
ν=1

bjνaνk)
∂

∂xk
+

N∑
k=n+1

(
n∑
ν=1

bjνaνk)
∂

∂xk

=
n∑
k=1

(
n∑
ν=1

bjνaνk)
∂

∂xk
+

m∑
k=1

(
n∑
ν=1

bjνaνk)
∂

∂xn+k

.

Note que
n∑
ν=1

bjνaνk é (j, k)-ésimo elemento da matriz (bjk)(ajk) = Id, logo vem que

L]j =
∂

∂xj
+

m∑
k=1

cjk
∂

∂xn+k

, j = 1, . . . , n,

onde cjk =
n∑
ν=1

bjνaνk ∈ C∞(U).

Agora que estabelecemos uma expresão conveniente para uma base de V⊥q , definimos

ωl = dxn+l −
n∑
γ=1

cγldxγ, l = 1, . . . ,m.

Observe que {ω1q, . . . , ωmq} é um conjunto linearmente independente em cada q ∈ U e

ωl(L
]
j) =

(
dxn+l −

n∑
γ=1

cγldxγ

)( ∂

∂xj
+

m∑
k=1

cjk
∂

∂xn+k

)
= dxn+l(

∂

∂xj
) + dxn+l

( m∑
k=1

cjk
∂

∂xn+k

)
−

n∑
γ=1

cγldxγ(
∂

∂xj
)−

n∑
γ=1

cγldxγ

( m∑
k=1

cjk
∂

∂xn+k

)
=

m∑
k=1

cjkdxn+l(
∂

∂xn+k

)−
n∑
γ=1

cγldxγ(
∂

∂xj
)−

n∑
γ=1

m∑
k=1

cγlcjkdxγ(
∂

∂xn+k

)

=
m∑
k=1

cjkδ(n+l,n+k) −
n∑
γ=1

cγlδγj

= cjl − cjl = 0.

Portanto ωl ∈ V⊥q , para todo q ∈ U .
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Isto mostra que em cada ponto q ∈ U o ortogonal V⊥q é um espaço vetorial gerado pelos
vetores cotangentes {ω1q, . . . , ωmq}, de onde vem que V⊥ =

⋃
p∈Ω V⊥p é um subfibrado de

CT ∗Ω.

Exemplo 3.52. Se V =<
∂

∂x1

, . . . ,
∂

∂xn
>, então V⊥ =< dxn+1, . . . , xn+m > com n+m =

N .

Notação: Se V for uma estrutura involutiva sobre Ω denotamos V⊥ por T ′ e sempre
dimV = n , dimT ′ = m e n+m = N .

Vamos dar agora a definição de conjunto característico de uma estrutura involutiva e
do símbolo de um campo vetorial, para isto, considere V ⊆ CTΩ uma estrutura involutiva
e T ′ = V⊥ o subfibrado ortogonal.

Definição 3.53. O conjunto característico de V é o conjunto

T 0 = T ′ ∩ T ∗Ω

onde T ∗Ω é o fibrado cotangente real dado como na Observação 3.43.

Definição 3.54. O símbolo σ(L) do campo vetorial L ∈ X(Ω) é a aplicação
σ(L) : T ∗Ω −→ C definida por σ(L)(p, ξ) = ξ(Lp), para todo ξ ∈ T ∗pΩ.

Agora dado um sistema de coordenadas (U,ϕ) em torno de p com ϕ = (x1, . . . , xN) e
ξ ∈ T ∗pΩ, podemos escrever

ξ =
N∑
k=1

ξkdxk |p

com ξj ∈ R e L =
N∑
j=1

aj(x)
∂

∂xj
, aj ∈ C∞(U), então

σ(L)(p, ξ) = ξ(Lp) =
N∑
k=1

N∑
j=1

ξkaj(p)dxk |p (
∂

∂xj
|p) =

N∑
j=1

aj(p)ξj.

Observação 3.55. Seja V =< L > o subfibrado gerado por um único campo não singular
L ∈ X(U). Vimos que V é involutiva, neste caso V =< L >= {fL ; f ∈ C∞(U)},
assim Vp = {f(p)Lp ; f ∈ C∞(U)} = {αLp ; α ∈ C}. Desta maneira, se λ ∈ V⊥p , então
0 = λ(αLp) = αλ(Lp), para todo α ∈ C, ou seja V⊥p = {λ ∈ CT ∗pΩ ; λ(Lp) = 0}.

Supondo que (U,ϕ) é um sistema de coodenadas centradas em p, com ϕ = (x1, . . . , xN)
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e que λ =
N∑
k=1

ξkdxk |p, ξk ∈ C e L =
N∑
j=1

aj(x)
∂

∂xj
, aj ∈ C∞(U), temos

V⊥p = {λ ∈ CT ∗pΩ ;
N∑
j=1

aj(p)ξj = 0 , ξj ∈ C}

= {(ξ1, . . . , ξN) ∈ CN ;
N∑
j=1

aj(p)ξj = 0}.

Daí interceptando T ′ =
⋃
p∈Ω V⊥p com o fibrado tangente real T ∗Ω =

⋃
p∈Ω T

∗
pΩ teremos

T 0 = {(p, ξ) ;
N∑
j=1

aj(p)ξj = 0 , ξj ∈ R}

ou

T 0 = {(ξ1, . . . , ξN) ∈ RN ;
N∑
j=1

aj(p)ξj = 0}

= {ξ ∈ RN ; σ(L)(p, ξ) = 0}.

Portanto, para determinar o conjunto característico de um operador L, ou seja, para
determinar o conjunto característico de uma estrutura involutiva V gerado por um único
campo L precisamos saber em quais dos pontos de RN o símbolo se anula.

Exemplo 3.56. Se L =
N∑
j=1

aj(x)
∂

∂xj
, aj ∈ C∞(Ω,R) e N ≥ 2, então T 0 é não trivial.

De fato, o símbolo de L é σ(L)(x, ξ) =
N∑
j=1

aj(x)ξj com aj ∈ C∞(U,R), logo σ(L)(x, ξ) = 0

com ξ1, . . . , ξN ∈ R não todos nulos.

Exemplo 3.57. Se
∂

∂z̄
=

1

2
(
∂

∂x
+ i

∂

∂y
) ∈ X(R2

(x,y)), então T 0 = {(0, 0)}.

De fato, σ(
∂

∂z̄
)(x, y, ξ1, ξ2) =

1

2
(ξ1 + iξ2) = 0 se e somente se ξ1 = ξ2 = 0, por tanto

T 0 = {(0, 0)}

Definição 3.58. Se V =< L1, . . . , Ln >, onde Lj =
N∑
k=1

ajk
∂

∂xk
, j = 1, . . . , N em (U,ϕ),

então o conjunto característico de V sobre U é descrito pelas equações

N∑
k=1

ajk(p)ξk = 0
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com p ∈ U , ξk ∈ R e j = 1, . . . , N .

Exemplo 3.59. O operador de Mizohata M =
∂

∂t
− it ∂

∂x
∈ X(R2

(x,t)), ξ = ξ1dx + ξ2dt,
temos que σ(M)(x, t, ξ1, ξ2) = ξ2 − itξ1 = 0 se e somente se ξ2 = 0 ou tξ1 = 0, por tanto

T 0
(x,t) =

{
{(0, 0)} , se t 6= 0

{ξ1dx |p ; ξ1 ∈ R} , se t = 0

em particular temos que

dimT 0
(x,t) =

{
0 , se t 6= 0

1 , se t = 0

logo T 0 não é subfibrado.

Definição 3.60. Se V =
⋃
p∈Ω Vp ⊆ CTΩ é um subfibrado vetorial, definimos o subfibrado

conjugado de V por
V =

⋃
p∈Ω

Vp,

onde Vp = {v ; v ∈ Vp}.

Observação 3.61. Uma definição análoga pode-se dar para um subfibrado vetorial de
CT ∗Ω, mais ainda, a seguinte igualdade é satisfeita

(V)⊥ = (V⊥).

Daremos agora algumas estruturas especiais que pode-se encontrar na teoria das es-
trururas involutivas.

Definição 3.62. Seja V ⊆ CTΩ uma estrutura involutiva. Então V é dita uma estrutura

i) Elítica se T 0
p = {0}, para todo p ∈ Ω.

ii) Complexa se Vp ⊕ Vp = CTpΩ, para todo p ∈ Ω.

iii) C-R se Vp ∩ Vp = 0, para todo p ∈ Ω.

iv) Essencialmente real se Vp = Vp, para todo p ∈ Ω.

Exemplo 3.63. seja
∂

∂z̄
=

1

2
(
∂

∂x
+ i

∂

∂y
) ∈ X(R2

(x,y)) e V =<
∂

∂z̄
>, então V é estrutura

C-R e elítica.
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De fato, já vimos que T 0
(x,y) = {(0, 0)}, para todo (x, y) ∈ R2, então V é elítica.

Agora se v ∈ Vp ∩ Vp, então v = α
∂

∂z̄
|p e v = β

∂

∂z
|p, com α, β ∈ C, assim

α
∂

∂z̄
|p= β

∂

∂z
|p ⇐⇒ α = β = 0

o qual implica que v = 0, portanto V é C-R.

Exemplo 3.64. Seja
∂

∂xj
∈ X(RN), então V =<

∂

∂xj
> é essencialmente real.

De fato, observamos anteriormente que
∂

∂xj
=

∂

∂xj
, assim

Vp = {v̄ ; v ∈ Vp} = {v̄ ; v = α
∂

∂xj
, α ∈ C} = {ᾱ ∂

∂xj
|p ; α ∈ C}

= {β ∂

∂xj
|p ; β ∈ C} = Vp

∴ Vp = Vp , para todo p ∈ RN .

Isto é V é uma estrutura essencialmente real.

Na seguinte definição vamos introduzir o que vem a ser um dos conceitos mais impor-
tantes da teoria de estruturas involutivas e, portanto, também para este trabalho.

Definição 3.65. (Estrutura localmente integrável).
Seja V uma estrutura involutiva sobre Ω, dizemos que V é localmente integrável se para
cada p ∈ Ω, existe um aberto U ⊆ Ω com p ∈ U e funções Z1, . . . , Zm ∈ C∞(Ω) tais que
{dZ1(q), . . . , dZm(q)} é uma base de T ′q, para todo q ∈ U .
Em outras palavras, para cada p ∈ Ω é possível obter uma carta (U,ϕ), centrada em p,
ϕ = (x1, . . . , xN); funções Z1, . . . , Zm ∈ C∞(U) e seções L1, . . . , Ln de V sobre U tais que

i) {dZ1(q), . . . , dZm(q)} é linearmente independente para todo q ∈ U .

ii) {L1q, . . . , Lnq} é linearmente independente para todo q ∈ U .

iii) Se Lj =
N∑
k=1

ajk
∂

∂xk
, j = 1, . . . , n, então 0 = dZl(Lj) = Lj(Zl) =

N∑
k=1

ajk
∂Zl
∂xk

, para

todo j = 1, . . . , n e l = 1, . . . ,m.

Observação 3.66. Dizemos que um operador é localmente integrável quando a estrutura
gerada por ele for localmente integrável, analogamente falamos em sistema de operadores
localmente integráveis.
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Exemplo 3.67. O operador de Mizohata M =
∂

∂t
− it ∂

∂x
é localmente integrável.

De fato, notemos que M é não singular em R2, ou seja M(x,t) 6= 0, para todo (x, t) ∈ R2.
Logo V =< M > é involutiva.

Por outro lado tomando Z(x, t) = x+ i
t2

2
, temos que Z ∈ C∞(R2) e dZ = dx+ itdt 6= 0,

para todo (x, t) ∈ R2, além disso,

dZ(M) = MZ =
∂

∂t
(x+ i

t2

2
)− it ∂

∂x
(x+ i

t2

2
) = it− it = 0.

Portanto V é localmente integrável e T ′ =< dZ >.

Proposição 3.68. Seja L =
N∑
j=1

aj(x)
∂

∂xj
e f ∈ C∞(U) tal que Lf = 0. Se h ∈ O(V ),

onde V é aberto de C com Im(f) ⊂ V , então L(h ◦ f) = 0. Mais geralmente se Lfj = 0,
j = 1, . . . ,m e h ∈ O(V ), V ⊆ Cm, com Im(f) ⊂ V , onde f = (f1, . . . , fm), então
L(h ◦ f) = 0.

Demonstração. Considere o seguinte diagrama

RN f−→ Cm h−→ C
F

↘ ↓
H

↗
R2m

onde a seta vertical indica o isomorfismo G entre Cm e R2m. Logo, F = G◦f , H = h◦G−1

e, além disso, H ◦ F = h ◦ f .
Aqui ζ = (ζ1, . . . , ζm) com ζj = uj + ivj , j = 1, . . . ,m e fj(x) = uj(x)+ ivj(x). Pela regra
da cadeia temos

∂

∂xj
(h ◦ f) =

∂

∂xj
(H ◦ F ) =

m∑
k=1

(
∂H

∂uk
.
∂uk
∂xj

+
∂H

∂vk
.
∂vk
∂xj

).

Logo,

L(h ◦ f) =
N∑
j=1

aj(x)
∂

∂xj
(h ◦ f)

=
N∑
j=1

aj(x)
( m∑
k=1

∂H

∂uk
.
∂uk
∂xj

+
∂H

∂vk
.
∂vk
∂xj

)
=

m∑
k=1

[( N∑
j=1

aj(x)
∂uk
∂xj

)∂H
∂uk

+
( N∑
j=1

aj(x)
∂vk
∂xj

)∂H
∂vk

]

=
m∑
k=1

(
Luk

∂H

∂uk
+ Lvk

∂H

∂vk

)
,
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de onde obtemos que

L(h ◦ f) =
m∑
k=1

(
Luk

∂H

∂uk
+ Lvk

∂H

∂vk

)
. (3.1)

Por outro lado, como h é holomorfa então
∂h

∂ζ̄k
= 0, k = 1, . . . ,m, mas

0 =
∂h

∂ζ̄k
=

1

2
(
∂H

∂uk
+ i

∂H

∂vk
),

logo −i∂H
∂vk

=
∂H

∂uk
, o qual implica que

∂H

∂vk
= i

∂H

∂uk
. Portanto, de (3.1) temos

L(h ◦ f) =
m∑
k=1

(
Luk

∂H

∂uk
+ iLvk

∂H

∂uk

)
=

m∑
k=1

(Luk + iLvk)
∂H

∂uk

=
m∑
k=1

(L(uk + ivk))
∂H

∂uk
=

m∑
k=1

(Lfk)
∂H

∂uk
= 0,

de onde obtemos que L(h ◦ f) = 0.

Observação 3.69. Um fato interessante que devemos observar é que na definição de
estrutura localmente integrável não precisamos mencionar que V é involutiva, pois se V
é um subfibrado que satisfaz a definição de estrutura localmente integrável, então ela é
involutiva.

Proposição 3.70. Seja V ⊆ CTΩ um subfibrado e suponha que em cada p ∈ Ω existe uma
carta (U,ϕ), centrada em p com ϕ = (x1, . . . , xN) e que existem seções de V, L1, . . . , Ln

sobre U e Z1, . . . , Zm funções C∞(U) tais que LjZl = 0, j = 1, . . . , n e l = 1, . . . ,m. Onde
V é gerado sobre U pelas seções L1, . . . , Ln e T ′ = V⊥ é gerado sobre U pelas 1-formas
dZ1, . . . , dZm, então V é involutiva.

Demonstração. Notemos que para todo j = 1, . . . , n e l = 1, . . . ,m temos

dZl([Lj, Lk]) = [Lj, Lk](Zl) = Lj(Lk(Zl))− Lk(Lj(Zl)) = 0

pois Lj, Lk ∈ V e dZl ∈ T ′ = V⊥.
Portanto [Lj, Lk] ⊥ dZl, para todo j, k = 1, . . . , n e l = 1, . . . ,m, o qual implica que
[Lj, Lk] ∈ (T ′)⊥ = (V⊥)⊥ = V para todo j, k = 1, . . . , n. Logo V é involutiva.

Lema 3.71. Seja V ⊆ CN um subespaço vetorial complexo e V0 = V ∩RN , então V0+iV0 =

V ∩ V .
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Demonstração. Mostremos primeiro que V0 + iV0 ⊂ V ∩ V . De fato, sejam x, y ∈ V0 =

V ∩ RN , em particular x, y ∈ V e como V é espaço vetorial complexo segue que x + iy,
x− iy ∈ V . Por outro lado x+ iy = x− iy ∈ V , portanto x+ iy ∈ V ∩ V , ∀x, y ∈ V0.

Mostremos agora que V ∩ V ⊂ V0 + iV0. De fato, seja z ∈ V ∩ V , então z̄ ∈ V ∩ V =

V ∩ V , logo 1
2
(z + z̄), 1

2
(iz̄ − iz) ∈ V , daí Re(z) = 1

2
(z + z̄) ∈ V ∩ RN = V0 e Im(z) =

1
2
(iz̄ − iz) ∈ V ∩ RN = V0, mas z = 1

2
(z + z̄) + i1

2
(iz̄ − iz) ∈ V0 + iV0.

Corolário 3.72. Se T 0 é o conjunto característico de uma estrutura involutiva V e T ′ é
o subfibrado ortogonal, então para cada p ∈ Ω temos que

T 0
p + iT 0

p = T ′p ∩ T ′p.

Demonstração. Como T ′p e um subespaço vetorial complexo e T 0
p = T ′p ∩T ∗pΩ, o resultado

segue do Lema 3.71

Corolário 3.73. Uma estrutura involutiva V é elítica se e somente se T ′p ∩ T ′p = 0.

Demonstração. V é elítica se e somente se T 0
p = T ′p ∩ T ∗pΩ = 0, para todo p ∈ Ω e pelo

Corolário 3.72 isso é verdadeiro se e somente se T ′p ∩ T ′p = 0.

3.4 O teorema de Frobenius e geradores locais

Nesta parte vamos obter um resultado que nos permite escolher coordenadas locais
apropriadas e geradores locais do subfibrado vetorial ortogonal T ′ quando a estrutura V
é localmente integrável (Teorema 3.78). Este resultado é de extrema utilidade.
Vamos iniciar mostrando o Teorema de Frobenius, para isso precisamos do resultado
seguinte.

Teorema 3.74. Seja L =
N∑
j=1

aj(x)
∂

∂xj
um campo vetorial real não singular na origem

0 ∈ RN , isto é aj ∈ C∞(RN ,R) j = 1, . . . , N e L0 6= 0. Então existem coordenadas locais
y1, . . . , yN definida numa vizinhança da origem de RN , segundo as quais L se escreve

como L̃ =
∂

∂y1

Demonstração. Podemos supor que a1(0) 6= 0 (caso contrário uma permutação de variá-
veis resolve o problema). Considere o seguinte P.V.I

dxj
dt

= aj(x1, . . . , xN) , j = 1, . . . , N

x1(0, y2, . . . , yN) = 0

xj(0, y2, . . . , yN) = yj , j = 2, . . . , N.
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Pelo Teorema de existência, unicidade e dependência C∞ de soluções de E.D.O obtemos
a única solução (t, y2, . . . , yN) do P.V.I acima a qual é C∞ em uma vizinhança da origem.
Como a matriz jacobiana na origem é dada por

J =



a1(0) 0 0 · · · 0

a2(0) 1 0 · · · 0

a3(0) 0 1 · · · 0
...

...
... . . . ...

aN(0) 0 0 · · · 1


e det(J) = a1(0) 6= 0, então pelo Teorema da função inversa obtemos t = t(x) e yj = yj(x),
j = 2, . . . , N , ou seja{

t = t(x1(t, y), . . . , xN(t, y))

yj = yj(x1(t, y), . . . , xN(t, y)) , j = 2, . . . , N.

Derivando ambas as expressões acima em relação a t obtemos o seguinte
1 =

N∑
k=1

∂t

∂xk

∂xk
∂t

=
N∑
j=1

ak
∂t

∂xk
= L(t)

0 =
N∑
k=1

∂yj
∂xk

∂xk
∂t

=
N∑
k=1

ak
∂yj
∂xk

= L(yj) , j = 2, . . . , N.

Agora se colocarmos y1 = t, nas novas coordenadas (y1, y2, . . . , yN) teremos

L =
N∑
j=1

L(yj)
∂

∂yj
=

∂

∂y1

.

Teorema 3.75. (Frobenius)
Sejam L1, . . . , Ln campos reais linearmente independentes em cada ponto de uma vizi-
nhança V da origem de RN . Suponha que o subfibrado V de CTV definido por estes
campos seja uma estrutura involutiva. Então existem coordenadas locais y1, y2, . . . , yN em
torno da origem de RN tais que numa vizinhança da origem, V é gerado pelos campos
∂
∂y1
, . . . , ∂

∂yN
.

Demonstração. A demonstração segue por indução sobre a dimensão N .
No caso N = 1 temos L = a(x1) ∂

∂x1
com a(x1) 6= 0 numa vizinhança da origem,

portanto V =< ∂
∂x1

> nesta vizinhança.
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Suponhamos agora que o teorema seja verdadeiro para qualquer natural menor do
que N . Fazendo uma mudança de variáveis conveniente (sugerido pelo Teorema 3.74),
podemos assumir que os campos acima se escrevem

L1 =
∂

∂x1

Lj =
N∑
k=1

ajk
∂

∂xk
, j = 2, . . . , n.

Logo sejam L]1 = L1 e L]j = Lj − aj1L1, j = 2, . . . , n então L]1, . . . , L]n geram V numa
vizinhança da origem de RN (basta ver que L]1, . . . , L]n são l.i e que L]1 = ∂

∂x1
afeta apenas

as derivadas em relação a x1).
Teremos assim que 

L]1 =
∂

∂x1

L]j =
N∑
k=2

ajk
∂

∂xk
, j = 2, . . . , n

além disso, pela involutividade temos que

[L]j, L
]
k] =

N∑
ν=2

cνjkL
]
ν , j, k = 2, . . . , n (3.2)

Agora considere os campos

Mj =
N∑
k=2

ajk(0, x2, . . . , xN)
∂

∂xk
, j = 2, . . . , n

definidos numa vizinhança W da origem em RN−1. Aqui a variável x1 = 0 (congelada em
zero).
Devido a (3.2) acima, o subfibrado V0 de CTW gerado por M2, . . . ,Mn também é uma
estrutura involutiva de dimensão n− 1 em RN−1, segue por indução que existem coorde-
nadas y2, . . . , yN segundo as quais V0 =< ∂

∂y2
, . . . , ∂

∂yn
>. Portanto, como Mj é seção de

V0 sobre W então temos que

Mj =
n∑
k=2

bjk(y2, . . . , yN)
∂

∂yk
; j = 2, . . . , n.
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Assim, retornando as coordenadas originais (x1, . . . , xN), podemos assumir que

L]j =
N∑
k=2

ajk(x1, . . . , xN)
∂

∂xk
; j = 2, . . . , n

e em x1 = 0 temos que

L]j =
n∑
k=2

ajk(0, x2, . . . , xN)
∂

∂xk
; j = 2, . . . , n

ou seja, ajk(0, x2, . . . , xN) = 0 para j = 2, . . . , n e k = n+ 1, . . . , N .
Vamos mostrar agora que ajk(x1, . . . , xN) = 0 para j = 2, . . . , n e k = n+ 1, . . . , N .
Notemos que para j = 2, . . . , n temos

[L]1, L
]
j] = L]1L

]
j − L

]
jL

]
1

=
∂

∂x1

( N∑
k=2

ajk(x)
∂

∂xk

)
−

N∑
k=2

ajk(x)
∂

∂xk

∂

∂x1

=
N∑
k=2

∂

∂x1

ajk(x)
∂

∂xk
+

N∑
k=2

ajk(x)
∂

∂x1

∂

∂xk
−

N∑
k=2

ajk(x)
∂

∂xk

∂

∂x1

=
N∑
k=2

∂

∂x1

ajk(x)
∂

∂xk
.

Por outro lado pela involutividade de V temos para j = 2, . . . , n que

[L]1, L
]
j] =

n∑
ν=1

cν1jL
]
ν

= c1
1jL

]
1 +

n∑
ν=2

cν1jL
]
ν

= c1
1j

∂

∂x1

+
n∑
ν=2

cν1j

( N∑
k=2

aνk(x)
∂

∂xk

)
= c1

1j

∂

∂x1

+
N∑
k=2

( n∑
ν=2

cν1jaνk(x)
) ∂

∂xk
.

Resumindo, temos

[L]1, L
]
j] =

N∑
k=2

∂

∂x1

ajk(x)
∂

∂xk
(3.3)
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[L]1, L
]
j] = c1

1j

∂

∂x1

+
N∑
k=2

( n∑
ν=2

cν1jaνk(x)
) ∂

∂xk
. (3.4)

Portanto, das equações (3.3) e (3.4) segue que

∂ajk
∂x1

=
n∑
ν=2

cν1jaνk ; k = 2, . . . , N e j = 2, . . . , n.

Agora para k = n+ 1, . . . , N o P.V.I seguinte
dãjk
dx1

=
N∑
ν=2

cν1j ãνk

ãjk(x) |x1=0= 0; j = 2, . . . , n

tem como solução os vetores (a2k, . . . , ank) e (0, 0, . . . , 0) e pela unicidade de soluções para o
P.V.I vem que ajk(x) = 0 numa vizinhança da origem para j = 2, . . . , n e k = n+1, . . . , N .
Desta forma temos que

L]1 =
∂

∂x1

L]j =
n∑
k=2

ajk(x)
∂

∂xk
; j = 2, . . . , n.

Isto é, V é gerado pelos campos ∂
∂x1
, . . . , ∂

∂xn
, o que prova o teorema.

Lema 3.76. Seja V ⊆ CN um subespaço vetorial complexo com dim(V ) = m e seja
V0 = V ∩RN onde d = dimR(V0) e ν = m− d ≥ 0. Seja V1 ⊆ CN o subespaço vetorial tal
que (V0 + iV0) ⊕ V1 = V , considere {ζ1, . . . , ζν} base de V1 e {ξν+1, . . . , ξm} base real de
V0. Se escrevemos ζj = ξj + iηj, j = 1, . . . , ν então

a) {ζ1, . . . , ζν , ξν+1, . . . , ξm} é base de V .

b) {ξ1, . . . , ξν , ξν+1, . . . , ξm, η1, . . . , ην} é l.i sobre R.

c) ν +m ≤ N .

Demonstração. Mostremos a). Como {ζ1, . . . , ζν} é base (complexa) de V1 e {ξν+1, . . . , ξm}
é base (real) de V0, então {ξν+1, . . . , ξm} é base complexa de V0 + iV0 (complexa no sentido
de podermos usar coeficientes complexos nas combinações lineares), mas (V0 + iV0)∩V1 =

{0} e V = (V0 + iV0)⊕ V1, então segue que {ζ1, . . . , ζν , ξν+1, . . . , ξm} é base de V .
Para mostrar b) notemos primeiro que V ∩ V 1 = 0. De fato, se z = x + iy ∈ V ∩ V 1,

então z̄ = x − iy ∈ V1 ⊂ V , ou seja z, z̄ ∈ V logo x = 1
2
(z + z̄) ∈ V ∩ RN = V0 e

y = 1
2i

(z − z̄) ∈ V ∩ RN = V0, logo x, y ∈ V0 e z̄ = x − iy = x + i(−y) ∈ V0 + iV0. Daí
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z̄ ∈ V1 ∩ (V0 + iV0) = {0}, então z̄ = 0, o qual implica que z = 0. Portanto V ∩ V 1 = 0.
Agora, como {ζ1, . . . , ζν} é base de V1 então {ζ̄1, . . . , ζ̄ν} é base de V 1 e pelo item a) temos
que {ζ1, . . . , ζν , ξν+1, . . . , ξm} é base de V , então β = {ζ1, . . . , ζν , ξν+1, . . . , ξm, ζ̄1, . . . , ζ̄ν} é
base de V ⊕ V 1. Mas ζj = ξj + iηj, j = 1, . . . , ν. Portanto, recombinando os elementos
de β obtemos uma nova base β′ = {ξ1, . . . , ξν , ξν+1, . . . , ξm, η1, . . . , ην} para V ⊕ V 1, em
particular este conjunto é l.i sobre C e, portanto, l.i sobre R.

Finalmente para mostrar c) basta observar que como o conjunto β′ é uma base com-
plexa de V ⊕ V 1 ⊆ CN , então ν +m ≤ N .

Corolário 3.77. Nas mesmas hipóteses do Lema 3.76, a seguinte igualdade se satisfaz

V ⊕ V 1 = V ⊕ V .

Demonstração.

V ⊕ V = [(V0 + iV0)⊕ V1]⊕ [(V0 + iV0)⊕ V1]

= [(V0 + iV0)⊕ V1]⊕ [(V0 + iV0)⊕ V 1]

= V ⊕ V 1.

Teorema 3.78. (geradores locais)
Seja V ⊆ CTΩ uma estrutura localmente integrável definida sobre a variedade Ω, p ∈ Ω e
d = dimRT

0
p . Então existe um sistema de coordenadas centrado em p, zerando em p

{x1, . . . , xν , y1, . . . , yν , s1, . . . , sd, t1, . . . , tn′}

e funções ϕ1, . . . , ϕd de classe C∞ definidas numa vizinhança da origem e a valores reais
satisfazendo

ϕk(0) = 0 = dϕk(0) = 0, k = 1, . . . , d,

tais que os diferenciais das funções

Zj(x, y) = zj = xj + iyj, j = 1, . . . , ν;

Wk(x, y, s, t) = sk + iϕk(x, y, s, t), k = 1, . . . , d,

geram T ′ em uma vizinhança da origem. Em particular, temos que ν+d = m, ν+n′ = n

e também
T 0
p =< ds1 |0, . . . , dsd |0> .
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Demonstração. Seja V uma estrutura localmente integrável sobre Ω, p ∈ Ω eG1, . . . , Gm ∈
C∞(W ), com W vizinhança de p tais que {dG1(q), . . . , dGm(q)} é base de T ′q, para todo
q ∈ W . Vamos aplicar o Lema 3.76 com V = T ′p ⊆ CT ∗pΩ ∼= CN e V0 = T ′p ∩ T ∗pΩ = T 0

p .
Seja {ζ1, . . . , ζν , ξν+1, . . . , ξm} a base de T ′p (como no item a) do Lema 3.76). Então existe
uma matriz invertível (cjk)m×m (matriz mudança de base), tal que

m∑
k=1

cjkdGk(p) = ζj , j = 1, . . . , ν

m∑
k=1

cjkdGk(p) = ξj , j = ν + 1, . . . ,m,

(3.5)

ou seja,

(cjk).



dG1(p)
...

dGν(p)

dGν+1(p)
...

dGm(p)


=



ζ1

...
ζν

ξν+1

...
ξm


.

Definimos

Zj(q) =
m∑
k=1

cj,k(Gk(q)−Gk(p)) , q ∈ W, j = 1, . . . , ν

Wl(q) =
m∑
k=1

cν+l,k(Gk(q)−Gk(p)) , q ∈ W, l = 1, . . . , d.

Temos assim por (3.5) que dZ1, . . . , dZν , dW1, . . . , dWd geram T ′ numa vizinhança de p.
Pela conclusão b) do Lema 3.76, com Zj = xj + iyj; dZj = ζj = dxj + idyj, j = 1, . . . , ν;
dWl(p) = ξl e sl = Re(Wl), temos que

{dx1(p), . . . , dxν(p), dy1(p), . . . , dyν(p), ds1(p), . . . , dsd(p)}

é um conjunto linearmente independente sobre R.
Agora escolhamos t1, . . . , tn′ funções C∞ a valores reais definidas numa vizinhança de p
com tk(p) = 0, k = 1, . . . , n′ onde ν+n′ = n de modo que dx1, . . . , dxν , dy1, . . . , dyν , ds1, . . . , dsd,

dt1, . . . , dtn′ sejam linearmente independentes em p. Logo (x, y, s, t) é um sistema de co-
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ordenadas centrada em p e anulando-se em p. Temos, portanto,{
Zj = xj + iyj , j = 1, . . . , ν

Wl = sl + iϕl(x, y, s, t)

e dZ1, . . . , dZν , dW1, . . . , dWd geram T ′ numa vizinhança de p, além disso,
xj(p) = yj(p) = 0 , j = 1, . . . , ν

sl(p) = 0 , l = 1, . . . , d

tk(p) = 0 , k = 1, . . . , n′

daí

ϕl(0) = ϕl(x(p), y(p), s(p), t(p)) = ϕl(0, 0, 0, 0) = 0 , ( pois ωl(0) = 0) e

dWl(p) = dsl(p) + idϕl(x(p), y(p), s(p), t(p)) = ξν+l real .

Logo dϕl(0, 0, 0, 0) = 0, l = 1, . . . , d.

O seguinte corolário é uma consequência imediata do teorema anterior.

Corolário 3.79. Seja V ⊆ CTΩ uma estrutura localmente integrável, p ∈ Ω. Então existe
um sistema de coordenadas zerando em p {x1, . . . , xm, t1, . . . , tn} e funções a valores reais
suaves ϕ1, . . . , ϕm definidas numa vizinhança da origem satisfazendo

ϕk(0, 0) = 0 dxϕk(0, 0) = 0 , k = 1, . . . ,m,

tais que os diferenciais das funções Zk(x, t) = xk + iϕk(x, t) geram T ′ em uma vizinhança
da origem.

Aplicação: Seja V ⊆ CTΩ uma estrutura localmente integrável segundo o corolário
anterior existe um sistema de coordenadas zerando em p, (x, t) = (x1, . . . , xm, t1, . . . , tn) e
existem funções reais ϕk de classe C∞ numa vizinhança da origem satisfazendo ϕk(0, 0) =

0 e dxϕk(0, 0) = 0, k = 1, . . . ,m, tais que os diferenciais das funções Zk(x, t) = xk +

iϕk(x, t), k = 1, . . . ,m geram T ′ numa vizinhança de p.
Agora vamos definir alguns campos vetoriais numa vizinhança da origem do RN pondo

Mk =
m∑
l=1

Mkl(x, t)
∂

∂xl
, k = 1, . . . ,m, (3.6)

de modo que MkZj = δkj, k = 1, . . . ,m. Ou seja, os coeficientes Mkl são definidos pela
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igualdade de matrizes abaixo[
m∑
l=1

Mkl
∂Zj
∂xl

]
1≤k,j≤m

= Im×m.

Na matriz do lado esquerdo da igualdade acima, fixando um (k, j) e somando em l

obtemos o (k, j)-ésimo elemento do produto de
[
Mkl

]
m×m pela transposta de

[∂Zj
∂xl

]
m×m

,

ou seja, para determinarmos a matriz
[
Mkj

]
m×m precisamos resolver o sistema linear

seguinte [
Mkl

]
m×m

[∂Zj
∂xl

]t
m×m

=

[
m∑
l=1

Mkl
∂Zj
∂xl

]
m×m

= Im×m.

Como os diferenciais das funções Zk geram T ′ numa vizinhança da origem então os vetores

dZk =
m∑
l=1

∂Zk
∂xl

dxl são linearmente independentes nesta vizinhança. Em outras palavras

a matriz
[
∂Zj
∂xl

]t
m×m

é invertível , logo

[Mkl]m×m =

[[
∂Zj
∂xl

]t]−1

.

Agora se Z = (Z1, . . . , Zm), pelo corolário acima temos que

Zx(0, 0) =

[
∂Zj
∂xl

(0, 0)

]
m×m

= Ix + i

[
∂ϕj
∂xl

(0, 0)

]
= Im×m,

onde a última igualdade é satisfeita porque dxϕk(0, 0) = 0, para k = 1, . . . ,m.
Defina

Lj =
∂

∂tj
− i

m∑
l=1

∂ϕl(x, t)

∂tj
Ml. (3.7)

Então temos que {
L1, L2, . . . , Ln são l.i
LjZk = 0 j = 1, . . . , n e k = 1, . . . ,m

De fato, para mostrar que L1, . . . , Ln são l.i, sejam α1, . . . , αn ∈ C tais que

L =
n∑
ν=1

ανLν ≡ 0,
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e seja ψj(x, t) = tj, j = 1, . . . , n então

0 = Ltj =
n∑
ν=1

ανLνtj = αj, j = 1, . . . , n.

Mostremos agora que LjZk = 0:

LjZk =
( ∂

∂tj
− i

m∑
l=1

∂ϕl
∂tj

(x, t)Ml

)
(Zk) =

∂

∂tj
(Zk)− i

m∑
l=1

∂ϕl
∂tj

Ml(Zk)

=
∂

∂tj
(xk + iϕk(x, t))− i

m∑
l=1

∂ϕl
∂tj

δkl = i
∂ϕk
∂tj
− i∂ϕk

∂tj
= 0.

Portanto,
LjZk = 0 , para j = 1, . . . , n e k = 1, . . . ,m.

De tudo o feito na aplicação anterior temos as seguintes conclusões:

Proposição 3.80. Sejam os campos Mk e Lj definidos nas equações (3.6) e (3.7) respec-
tivamente, então temos as seguintes conclusões:

a) Os campos L1, . . . , Ln,M1, . . . ,Mm geram CTRN numa vizinhança da origem.

b) V =< L1, . . . , Ln >.

c) A base dual de {L1, . . . , Ln,M1, . . . ,Mm} é {dt1, . . . , dtn, dZ1, . . . , dZm} (base de
CT ∗Ω).

d) Os campos L1, . . . , Ln,M1, . . . ,Mm comutam entre si.

e) Se f ∈ C1, então

df =
n∑
j=1

Ljfdtj +
m∑
k=1

MkfdZk.

Demonstração. Mostremos a). Como sabemos, a matriz
[
Mkl

]
m×m que define os campos

Mk é invertível, então os campos M1, . . . ,Mm são l.i e por definição não dependem das
variáveis t1, . . . , tn o que garante a independência linear com os campos L1, . . . , Ln.
Segue-se que o conjunto {L1, . . . , Ln,M1, . . . ,Mm} é linearmente independente em CTRN ,
e m+ n = N , ou seja, geram CTRN numa vizinhança da origem.

Para mostrar b). Pelo Corolário 3.79 os diferenciais dZ1, . . . , dZm geram T ′ numa
vizinhança da origem e

dZk(Lj) = Lj(Zk) = 0 , k = 1, . . . ,m j = 1, . . . , n.
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Portanto, {dZ1, . . . , dZm} é base dual de {L1, . . . , Ln}, ou seja,

< L1, . . . , Ln >= (T ′)⊥ = (V⊥)⊥ = V .

Para verificar c) basta observar que

dZj(Ml) = Ml(Zj) = δlj j, l = 1, . . . ,m

dZj(Lk) = Lk(Zj) = 0 j = 1, . . . ,m k = 1, . . . , n

dtk(Lj) = Lj(tk) = δjk j, k = 1, . . . , n

dtk(Mj) = Mj(tk) = 0 j = 1, . . . ,m k = 1, . . . , n.

Para mostrar d) vamos usar o item c) e o seguinte

dtl([Lj, Lk]) = [Lj, Lk](tl) = Lj(Lktl)− Lk(Ljtl) = Lj(δkl)− Lk(δjl) = 0

dtl([Lj,Mk]) = [Lj,Mk](tl) = Lj(Mktl)−Mk(Ljtl) = Lj(0)−Mk(δjl) = 0

dtl([Mj,Mk]) = [Mj,Mk](tl) = Mj(Mktl)−Mk(Mjtl) = Lj(0)− Lk(0) = 0

dZl([Lj, Lk]) = [Lj, Lk](Zl) = Lj(LkZl)− Lk(LjZl) = Lj(0)− Lk(0) = 0

dZl([Lj,Mk]) = [Lj,Mk](Zl) = Lj(MkZl)−Mk(LjZl) = Lj(δkl)− Lk(0) = 0

dZl([Mj,Mk]) = [Mj,Mk](Zl) = Mj(MkZl)−Mk(MjZl) = Mj(δkl)−Mk(δjl) = 0.

Estas contas mostram que se X, Y ∈ {L1, . . . , Ln,M1, . . . ,Mm}, então [X, Y ] ⊥ CT ∗U
onde U é uma vizinhança da origem. Logo [X, Y ] ∈ (CT ∗U)⊥ = {0}, então [X, Y ] = 0

portanto L1, . . . , Ln,M1, . . . ,Mm comutam entre si.

Finalmente para mostrar e). Se f ∈ C1, temos que df ∈ CT ∗U , então

df =
n∑
j=1

αjdtj +
m∑
k=1

βkdZk

mas

df(Lν) = Lν(f) =
n∑
j=1

αjdtj(Lν) +
m∑
k=1

βkdZk(Lν) = αν

df(Mν) = Mν(f) =
n∑
j=1

αjdtj(Mν) +
m∑
k=1

βkdZk(Mν) = βν .

Portanto temos que

df =
n∑
j=1

Ljfdtj +
m∑
k=1

MkfdZk.
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Observação 3.81. Se na aplicação anterior, nós consideramos apenas um campo vetorial
L localmente integrável definido em um subconjunto aberto de Rn+1 que contém a origem,
então usando (3.6) e (3.7) podemos considerar que L tem a forma seguinte

L =
∂

∂t
+

n∑
k=1

λk(x, t)
∂

∂xk
,

onde cada λk é dado por

λk(x, t) = −i
n∑
l=1

Mkl(x, t)
∂ϕl
∂t

(x, t).

3.5 Teorema de aproximação de Baouendi-Treves

Nesta seção vamos discutir um dos resultados importantes na teoria das estruturas
localmente integráveis, o chamado Teorema de aproximação de Baouendi-Treves, bem
como algumas de suas consequências. Neste trabalho somente vamos mostrar uma versão
particular deste teorema que é o caso em que temos um campo L definido em um sub-
conjunto aberto do R2 e uma função suave Z.
Vamos começar enunciando a versão geral do teorema, para isso precisamos da seguinte
definição. Seja L uma estrutura formalmente integrável sobre uma variedade suave Ω de
dimensão N .

Definição 3.82. Se W ⊂ Ω um subconjunto aberto e se u ∈ D′(W ) é uma distribuição
sobre W , dizemos que u é uma solução homogênea de L e escrevemos Lu = 0, se

Lu = 0 sobre U

para toda seção local L de L definida sobre o subconjunto aberto U ⊂ W .

Teorema 3.83. (Teorema de aproximação de Baouendi-Treves)
Suponha que L é uma estrutura localmente integrável sobre uma variedade suave Ω de
dimensão N e que sobre o aberto W ⊂ Ω existam funções de classe C∞, Z1, . . . , Zm tais
que dZ1, . . . , dZm geram L⊥ sobre W . Seja p ∈ W , então existe uma vizinhança U ⊂ W

de p tal que

i) toda u ∈ D′(W ) que satisfaz Lu = 0 em W é o limite em D′(U) de uma sequência
de polinômios {Pj(Z1, . . . , Zm)}, ou seja,

u = lim
j→∞

Pj(Z1, . . . , Zm) em D′(U).
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ii) se u ∈ Ck(W ), a convergência ocorre na topologia de Ck(U), k = 0, 1, . . ..

Demonstração. Para a demonstração deste teorema pode-se consultar [1] ou [3].

Observação 3.84. Desde que a fórmula de aproximação é de natureza local, será sufi-
ciente restringir nossa atenção a uma estrutura localmente integrável L definida em um
subconjunto aberto Ω de RN sobre o qual L⊥ é gerado pelos diferenciais dZ1, . . . , dZm

das funções Zj ∈ C∞(Ω), j = 1, . . . ,m, em todo ponto de Ω. Lembramos que se n é a
dimensão de L, então N = n+m.

Exemplo 3.85. Se L é a estrutura localmente integrável gerada sobre um subconjunto
aberto Ω ⊂ C pelo operador de Cauchy-Riemann

∂̄ =
1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
, z = x+ iy,

então a distribuição solução de ∂̄u = 0 é uma função holomorfa e o teorema simplesmente
afirma que, qualquer função holomorfa pode ser localmente aproximada por polinômios
na variável complexa z.

Lema 3.86. Seja α ∈ C, α 6= 0, então
∫
R
e−(αx)2αdx = π

1
2 .

Demonstração. Fazendo a mudança de variável y = αx temos que∫
R
e−(αx)2αdx =

∫
R
e−y

2

dy

Agora se I =

∫
R
e−y

2

dy, então

I2 = (

∫
R
e−y

2

dy)(

∫
R
e−z

2

dz) =

∫
R2

e−y
2−z2dydz

tomando y = r cos θ e z = r sin θ, vem que

I2 =

∫ 2π

0

∫ +∞

0

e−r
2

rdrdθ =

∫ 2π

0

dθ

2
= π

por tanto I = π
1
2 .

Seja L um campo localmente integrável definido em um subconjunto aberto de R2

que contém a origem. Usando o Corolário 3.79, podemos assumir que existe uma função
Z(x, t) definida em uma vizinhança da origem, digamos U = (−a, a)× (−a, a) tal que

Z(x, t) = x+ iϕ(x, t) (3.8)
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com ϕ uma função suave a valores reais, satisfazendo

ϕ(0, 0) = ϕx(0, 0) = 0. (3.9)

Além disso, contraindo a vizinhança U se for necessário podemos assumir que

| ϕx(x, t) |≤
1

2
, ∀(x, t) ∈ U. (3.10)

Considere agora a sequência de operadores seguinte

Gτ : C0(U) −→ C0(C× [−a, a]) dada por

Gτf(z, t) = (
τ

π
)
1
2

∫ a

−a
e−τ [z−Z(x′,t)]2f(x′, t)Zx(x

′, t)dx′ , τ > 0.

Definimos então
Gτf(x, t)

.
= Gτf(Z(x, t), t),

onde Z(x, t) é dada em (3.8).

Teorema 3.87. (Versão do teorema de Stone Weierstrass)
Suponha que f ∈ C0((−a, a)× (−a, a)) com supp(f) ⊆ K × (−a, a), onde K ⊂ (−a, a) é
compacto, então Gτf(x, t)→ f uniformemente em U , quando τ → +∞.

Demonstração. Escrevemos

Gτf(x, t) = (
τ

π
)
1
2

∫ a

−a
e−τ [Z(x,t)−Z(x′,t)]2v(x′, t)dx′

onde v(x′, t) = f(x′, t)Zx(x
′, t). Em seguida fazendo a mudança de variável y =

√
τ(x′−x)

na integral acima obtemos

Gτf(x, t) =
1

π
1
2

∫
R
e
−τ [Z(x,t)−Z(x+ y√

τ
,t)]2

v(x+
y√
τ
, t)dy.

Por outro lado pelo Lema 3.86 temos

f(x, t) =
1

π
1
2

∫
R
e−[Zx(x,t)y]2v(x, t)dy.

Logo,

Gτf(x, t)− f(x, t) =
1

π
1
2

(∫
R

[
e
−τ [Z(x,t)−Z(x+ y√

τ
,t)]2

v(x+
y√
τ
, t)− e−[Zx(x,t)y]2v(x, t)

]
dy

)
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daí somando e subtraindo e−[Zx(x,t)y]2v(x+ y√
τ
, t) no integrando da integral acima obtemos

Gτf(x, t)− f(x, t) = π−
1
2 (Jτ − Iτ )

onde
Jτ =

∫
R

[
e
−τ [Z(x,t)−Z(x+ y√

τ
,t)]2 − e−[Zx(x,t)y]2

]
v(x+

y√
τ
, t)dy

Iτ =

∫
R
e−[Zx(x,t)y]2

[
v(x+

y√
τ
, t) + v(x, t)

]
dy

Mostremos que Iτ → 0 quando τ → +∞. De fato, notemos que

[Zx(x, t)y]2 = [(1 + iϕx(x, t))y]2

= [y + iϕx(x, t)y]2

= y2 − (ϕx(x, t)y)2 + 2iy2ϕx(x, t).

Como | ϕx(x, t) |≤ 1
2
, vem que

Re[(Zx(x, t)y)2] = y2 − (ϕx(x, t)y)2 ≥ y2 − 1

4
y2 =

1

2
y2.

Logo, ∣∣Iτ ∣∣ ≤ ∫
R
e−

1
2
y2
∣∣v(x+ x

y√
τ
, t)− v(x, t)

∣∣dy.
Tomando M = sup

U

| v | e R > 0 temos que

∣∣Iτ ∣∣ ≤ 2M

∫
|y|≥R

e−
1
2
y2dy +

∫
|y|<R

e−
1
2
y2
∣∣v(x+

y√
τ
, t)− v(x, t)

∣∣dy.
Agora dado ε > 0, considere R > 0 tal que

∫
|y|≥R

e−
1
2
y2dy <

ε

4M
, o qual implica que

2M

∫
|y|≥R

e−
1
2
y2dy ≤ ε

2
.

Como v(., t) é uniformemente contínua, existe τ0 > 0 tal que se τ ≥ τ0, então∣∣v(x+
y√
τ
, t)− v(x, t)

∣∣ ≤ ε

2C
, para todo (x, t) ∈ U e | y |< R
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onde C =

∫
|y|≤R

e−
1
2
y2dy, daí segue que

∫
|y|<R

e−
1
2
y2
∣∣v(x+

y√
τ
, t)− v(x, t)

∣∣dy ≤ ε

2
.

Portanto, se τ ≥ τ0 temos

∣∣Iτ ∣∣ < ε , para todo (x, t) ∈ U. (3.11)

Vamos estimar agora |Jτ |. Para isto, escrevemos Jτ = J ′τ + J ′′τ , onde

J ′τ =

∫
|y|≤R

[
e
−τ [Z(x,t)−Z(x+ y√

τ
,t)]2 − e−[zx(x,t)y]2

]
v(x+

y√
τ
, t)dy

J ′′τ =

∫
|y|>R

[
e
−τ [Z(x,t)−Z(x+ y√

τ
,t)]2 − e−[Zx(x,t)y]2

]
v(x+

y√
τ
, t)dy,

já vimos que Re[(Zx(x, t)y)2] ≥ 1
2
y2 e também observemos o seguinte

Re
[
Z(x, t)− Z(x+

y√
τ
, t)
]2

= Re
[
iϕ(x, t)− y√

τ
− iϕ(x+

y√
τ
, t)
]2

= (
y√
τ

)2 −
[
ϕ(x, t)− ϕ(x+

y√
τ
, t)
]2

≥ y2

τ
− 1

4

y2

τ
=

3

4

y2

τ
≥ 1

2

y2

τ
,

então ∣∣e−τ [Z(x,t)−Z(x+ y√
τ
,t)]2
∣∣ = e

−τRe(Z(x,t)−Z(x+ y√
τ
,t))2 ≤ e−

1
2
y2 .

Portanto
|J ′′τ | ≤

∫
|y|≥R

2e−
1
2
y2dy.

Dado ε > 0 tome R > 0 tal que 2

∫
|y|≥R

e−
1
2
y2dy ≤ ε

2M
, vem que

|J ′′τ | ≤
ε

2
, para todo (x, t) ∈ U. (3.12)

Por outro lado, notemos que se A ⊂ C aberto e limitado, pela desigualdade do valor
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médio para e−ξ2 , existe c > 0 tal que

| e−ξ21 − e−ξ22 |≤ c | ξ1 − ξ2 | , para todo ξ1, ξ2 ∈ A.

Sejam ξ1 =
√
τ
[
Z(x+ y√

τ
, t)− Z(x, t)

]
e ξ2 = Zx(x, t)y e como | y |≤ R temos que

∣∣ξ1

∣∣ ≤ ∣∣y∣∣+
√
τ
∣∣ϕ(x+

y√
τ
, t)− ϕ(x, t)

∣∣ ≤ R +

√
τ

2

∣∣y∣∣
√
τ
≤ 3

2
R , para todo (x, t) ∈ U

e ∣∣ξ2

∣∣ ≤ ∣∣y∣∣+
∣∣ϕx(x, t)∣∣∣∣y∣∣ ≤ R +

R

2
=

3

2
R , para todo (x, t) ∈ U

daí segue que ξ1, ξ2 ∈ B(0, 3
2
R) = A. Logo existe c = c(R) > 0 tal que se |y| ≤ R e

(x, t) ∈ U , temos

∣∣eξ1 − eξ2∣∣ ≤ c
∣∣ξ1 − ξ2

∣∣ = c(R)
√
τ
∣∣ϕ(x+

y√
τ
, t)− ϕ(x, t)− ϕx(x, t)

y√
τ

∣∣.
Por outro lado, pela fórmula de Taylor obtemos

∣∣ϕ(x+
y√
τ
, t)−ϕ(x, t)−ϕx(x, t)

y√
τ

∣∣ ≤ c̃
|y|2

τ
, ∀(x, t) ∈ U , ∀τ > 0 tal que x+

y√
τ
∈ (−a, a).

Logo

∣∣J ′τ ∣∣ ≤ c(R)

∫
|y|≤R

√
τ
∣∣ϕ(x+

y√
τ
, t)− ϕ(x, t)− ϕx(x, t)

y√
τ

∣∣∣∣v(x+
y√
τ
, t)
∣∣dy

≤ c(R)c̃

∫
|y|≤R

M
y2

√
τ
dy ≤ Mc̃(R)

∫
|y|≤R

R2

√
τ
dy.

Agora escolha τ0 ≥ 1 tal que, se τ ≥ τ0 então Mc̃(R)R
2
√
τ
< ε

4R
e, portanto,

| J ′τ |<
ε

2
. (3.13)

Logo de (3.11), (3.12) e (3.13) segue o resultado.

Como tínhamos falado no início da seção, vamos mostrar uma versão particular do
Teorema de aproximação, neste caso consideramos como antes um campo localmente
integrável L definido em um subconjunto aberto de R2, Z uma função suave e, além disso,
a função u é somente contínua. Logo o Teorema de aproximação pode ser enunciado da
seguinte forma.
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Teorema 3.88. Seja L =
∂

∂t
− Zt
Zx

∂

∂x
um campo vetorial e Z(x, t) = x + iϕ(x, t) uma

função suave definidos em U = (−a, a) × (−a, a), com ϕ ∈ C∞(U) a valores reais satis-
fazendo ϕ(0, 0) = 0, ϕx(0, 0) = 0 e | ϕx(x, t) |< 1

2
, para todo (x, t) ∈ U . Dado p ∈ U ,

existem dois abertos U1, U2 com p ∈ U1 ⊂ U1 ⊂ U2 ⊂ U tal que se u ∈ C0(U2) satis-
faz Lu = 0 em U2 no sentido das distribuições, então existe uma sequência de soluções
polinomiais Pj(Z), j = 1, 2, . . . tal que Pj(Z)→ u uniformemente em U1.

Demonstração. Inicialmente suponhamos que u ∈ C1
c (U). Seja h ∈ C∞c (−a, a) tal que

h ≡ 1 em (−a′, a′), a
2
< a′ < a, consideremos

Gτu(x, t) = (
τ

π
)
1
2

∫
R
e−τ [Z(x,t)−Z(x′,t)]2u(x′, t)h(x′)Zx(x

′, t)dx′.

Vem do Teorema de Stone Weierstrass (Teorema 3.87) que Gτu(x, t)→ u(x, t) uniforme-
mente em (−a

2
, a

2
)× (−a, a) = U2.

Vamos considerar agora o operador seguinte

Eτu(x, t) = (
τ

π
)
1
2

∫
R
e−τ [Z(x,t)−Z(x′,0)]2u(x′, 0)h(x′)Zx(x

′, 0)dx′

e a 1-forma dada por

ω(x′, t′) = (
τ

π
)
1
2 e−τ [Z(x,t)−Z(x′,t′)]2u(x′, t′)h(x′)dZ.

Daí podemos escrever

Gτu(x, t) =

∫
R×{t}

ω e Eτu(x, t) =

∫
R×{0}

ω.

Pelo Teorema de Stokes vem que

Gτu(x, t)− Eτu(x, t) =

∫
R×[0,t]

dω.

Agora notemos que se v = e−τ [Z(x,t)−Z(x′,t′)]2u(x′, t′)h(x′)dZ, então

dω(x′, t′) = (
τ

π
)2d(vdZ) = dv ∧ dZ = (Lvdt+MvdZ) ∧ dZ = Lvdt ∧ dZ

onde M =
1

1 + iϕx

∂

∂x
. Como o fator exponencial em v é uma função inteira, LZ = 0 e
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Lu = 0 em U2, obtemos que Gτu(x, t)− Eτu(x, t) = Rτu(x, t), onde

Rτu(x, t) = (
τ

π
)
1
2

∫
R×[0,t]

e−τ [Z(x,t)−Z(x′,t′)]2u(x′, t′)L(h)(x′, t′)dt ∧ dZ. (3.14)

Provemos que Rτu→ 0 uniformemente em (−a
4
, a

4
)× (−T, T ) quando τ → +∞ e T < a,

para T escolhido convenientemente.
Notemos que

Re[Z(x, t)−Z(x′, t′)]2 = Re[x−x′+i(ϕ(x, t)−ϕ(x′, t′))]2 =| x−x′ |2 − | ϕ(x, t)−ϕ(x′, t′) |2 .

Assim, temos o seguinte

∣∣e−τ [Z(x,t)−Z(x′,t′)]2
∣∣ = eτ(|ϕ(x,t)−ϕ(x′,t′)|2−|x−x′|2).

Por outro lado, existe c = c(ϕ) > 0 tal que | ϕ(x′, t)− ϕ(x′, t′) |< c | t− t′ | e daí

| ϕ(x, t)− ϕ(x′, t′) | ≤ | ϕ(x, t)− ϕ(x′, t) | + | ϕ(x′, t)− ϕ(x′, t′) |

≤ 1

2
| x− x′ | +c | t− t′ | ≤ 1

2
| x− x′ | +2cT.

A última desigualdade acima se satisfaz por que t ∈ [0, t] e | t′ − t |≤| t′ | + | t |≤ 2T.

Logo temos

| ϕ(x, t)− ϕ(x′, t′) |2≤ 2
( | x− x′ |2

4
+ 4c2T 2

)
=
| x− x′ |2

2
+ 8c2T 2.

Como Lh ≡ 0 para | x′ |≤ a

2
, notemos que no integrando da expressão (3.14) temos que

| x′ |> a

2
. Daí | x− x′ |≥| x′ | − | x |≥ a

2
− a

4
=
a

4
, o qual implica que

| Rτu(x, t) |≤ ceτ(8c2T 2−a
2

32
) , para todo (x, t) ∈ (−a

4
,
a

4
)× (−T, T ).

Agora escolha T suficientemente pequeno tal que 8c2T 2 <
a2

32× 33
, o que vai implicar que

| Rτu(x, t) |≤ ce−τ
a2

33 , para todo (x, t) ∈ (−a
4
,
a

4
)× (−T, T ) = U1,

o que mostra que Rτu(x, t)→ 0, quando τ → +∞ em U1. Portanto, Eτu = Gτu−Rτu→
u uniformemente quando τ → +∞ em U1.
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Temos provado que Rτu(x, t)→ 0 uniformemente quando τ → +∞ em U1, se u ∈ C0.

Para concluirmos a demonstração mostraremos que vale a formula Gτu− Eτu = Rτu

em D′ para u ∈ C0. De fato, considere ψε(x) =
1

ε2
ψ(
x

ε
,
t

ε
), com ψ ∈ C∞c (Ω) e seja

uε(x, t) = u∗ψε, temos que uε ∈ C∞(Ω). Logo, para cada τ > 0 fixo aplicando o Teorema
de Stokes temos

Gτuε(x, t)− Eτuε(x, t) = Rτuε(x, t)

onde
Rτuε(x, t) =

∫
R×[0,t]

dωε e

dωε(x, t) = (
τ

π
)
1
2 e−τ [Z(x,t)−Z(x′,t′)]2uε(x

′, t′)h(x′)dZ(x′, t′).

Portanto, se vε(x′, t′) = e−τ [Z(x,t)−Z(x′,t′)]2uε(x
′, t′)h(x′), vem que

dωε(x
′, t′) = dvε(x

′, t′) ∧ dZ(x′, t′) = [Lvεdt+MvεdZ] ∧ dZ

= e−τ [Z(x,t)−Z(x′,t′)]2Luε(x
′, t′)h(x′)dt ∧ dZ(x′, t′)

+e−τ [Z(x,t)−Z(x′,t′)]2uε(x
′, t′)Lh(x′)dt ∧ dZ(x′, t′)

e como uε → u uniformemente em Ω quando ε→ 0 e Luε → Lu em D′(Ω), obtemos que

Rτuε → Rτu ; Gτuε → Gτu e Eτuε → Eτu em D′(Ω).

Portanto

Gτu− Eτu = Rτu em D′(Ω) , para todo τ > 0, e para todo u ∈ C0.

Por outro lado, como Rτu→ 0 e Gτu→ u uniformemente em U1 quando τ → +∞, temos
que Eτu→ u uniformemente em U1 quando τ → +∞.

Agora sejam

Fj(z) = (
j

π
)
1
2

∫
R
e−τ [z−Z(x′,0)]2u(x′, 0)h(x′)Zx(x

′, t)dx′.

Note que Fj são funções inteiras em C. Logo para cada j existe um polinômio Pj(z) tal
que

‖ Pj − Fj ‖C0({z ; |z|≤R})<
1

j
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onde R é escolhido de maneira que Z(U1) ⊂ {z ; | z |≤ R}. Daí temos que

‖ f −Pj ◦Z ‖C0(U)≤‖ f −Fj ◦Z ‖C0(U1) + ‖ Fj ◦Z −Pj ◦Z ‖C0(U1)−→ 0 quando j →∞,

o qual prova o teorema.

Corolário 3.89. Nas mesmas hipóteses que no Teorema de aproximação de Baouendi-
Treves, existe U0 vizinhança de p tal que se u ∈ C0(U) for uma solução de Lu = 0 tem-se
u(p1) = u(p2) quaisquer que sejam os pontos p1, p2 ∈ U0 satisfazendo Z(p1) = Z(p2).

Demonstração. Como Z(p1) = Z(p2), então P (Z(p1)) = P (Z(p2)), ou seja, (P ◦Z)(p1) =

(P ◦ Z)(p2) para qualquer polinômio P em uma variável complexa. Logo pelo Teorema
de aproximação de Bouendi-Treves temos que

u(p1) = lim
j→∞

Pj(Z)(p1) = lim
j→∞

Pj(Z)(p2) = u(p2).

Corolário 3.90. Nas mesmas hipóteses que no Teorema de aproximação de Baouendi-
Treves, existe uma vizinhança V0 de p0 tal que se u ∈ C0(U) for uma solução de Lu = 0,
existe F : Z(V0) −→ C contínua e holomorfa no interior de Z(V0), tal que u = F ◦ Z
sobre V0.

Demonstração. Tomemos V0 como sendo qualquer vizinhança de p0 com V 0 ⊂ U1 onde U1

é a vizinhança dada pelo Teorema de aproximação. Logo, para cada ξ ∈ Z(V 0) definimos

F (ξ) = u(p) se Z(p) = ξ.

Temos que F é bem definida pelo corolário anterior. Mais ainda, F é holomorfa no interior
de Z(V0) pois é o limite uniforme de funções inteiras.

Mostremos agora que F é contínua. De fato, seja (ξl) uma sequência em Z(V 0)

com ξl → ξ∗ ∈ Z(V 0). Tomemos (pl) ⊂ V 0 sequência tal que Z(pl) = ξl. Passando
a uma subsequência se for necessário, podemos assumir que pl → p∗ ∈ V 0, portanto
u(pl) = F (ξl)→ u(p∗), pois u é contínua.
Por outro lado ξl = Z(pl) → Z(p∗) (pois Z é contínua) e ξl → ξ∗, daí Z(p∗) = ξ∗ o que
implica que F (ξ∗) = u(p∗) = lim

l→∞
F (ξl). Portanto, F é contínua.

Uma aplicação do Teorema de aproximação de Baouendi-Treves tem a ver com a
propagação de zeros de soluções homogêneas. Ou seja, dada uma estrutura localmente
integrável L em uma variedade Ω de dimensão N e uma solução u de Lu = 0 a questão
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natural é: que condição deve satisfazer a solução u para concluir que u é identicamente
zero?. A versão local da questão é: dado um ponto p ∈ Ω, e uma vizinhança V de p,
que condições garantem a existência de uma vizinhança p ∈ U ⊂ V sobre a qual u zera?
A resposta a esta questão é dada no Teorema 3.94 mas para isso precisamos da seguinte
definição.

Definição 3.91. Seja Σ ⊂ Ω uma subvariedade mergulhada. Dizemos que Σ é maximal
real com respeito a L se

i) dimΣ = m.

ii) para todo p ∈ Σ e qualquer seção L de L definida em uma vizinhança de p, temos
que se L = X + iY então Xp /∈ CTpΣ ou Yp /∈ CTpΣ.

Resumindo temos que CTpΩ = CTpΣ⊕ Lp , ∀p ∈ Σ.

Proposição 3.92. Seja L uma estrutura localmente integrável em Ω e Σ ⊂ Ω uma sub-
variedade real maximal em relação a L. Existe um sistema de coordenadas em torno da
origem tal que L⊥ =< dZ1, . . . , dZm > com Z(x, t) = (Z1(x, t), . . . , Zm(x, t)), Z(x, t) =

x+ iϕ(x, t), ϕ(0, 0) = 0, dxϕ(0, 0) = 0 e Σ = {(x, 0)}.

Demonstração. Considere coordenadas (x1, . . . , xm, t1, . . . , tn) = (x, t) com (x(p), t(p)) =

(0, 0) tal que L⊥ é gerado numa vizinhança de (0, 0) por dZ1, . . . , dZm, onde Zj(x, t) =

xj + iϕj(x, t), j = 1, . . . ,m, com ϕ(0, 0) = 0 e dxϕ(0, 0) = 0 onde ϕ = (ϕ1, . . . , ϕm).
Daí temos que ReLj |(0,0)=

∂
∂tj

. Como Σ é maximal real em relação a L, vem que
CT(0,0)Ω = CT(0,0)Σ⊕ < ∂

∂t1
, . . . , ∂

∂tn
>.

Considere
A = dϕ(0, 0) : Rn+m −→ Rm

(h, k) 7−→ A(h, k),

então At = dtϕ(0, 0) e Ax = dxϕ(0, 0).
Vem das hipóteses que At é invertível e pelo Teorema da função implícita existe U ⊂ Rn+m

e W ⊂ Rm com (0, 0) ∈ U e 0 ∈ W tal que para todo x ∈ W existe um único t = τ(x)

com (x, t) = (x, τ(x)) ∈ U e ϕ(x, τ(x)) = 0. Além disso,

τ ∈ C1(W ) , τ(0) = 0 e τ ′(0) = −(At)
−1Ax = −(dtϕ(0, 0))−1(dxϕ(0, 0)) = 0.

Portanto, localmente temos que Σ = {(x, τ(x))}.
Agora considere o seguinte sistema de coordenadas x′ = x e t′ = t−τ(x), então a expressão
de Z nestas novas coordenadas é

Z ′(x′, t′) = x′ + iϕ(x′, t′ + τ(x)) = x′ + iϕ′(x′, t′)
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com ϕ′(0, 0) = ϕ(0, 0 + τ(0)) = ϕ(0, 0) = 0 e pela regra da cadeia temos dx′ϕ′(0, 0) = 0.
nestas novas coordenadas temos localmente Σ = {(x′, 0)}.

Observação 3.93. Uma consequência da proposição anterior é que, se u é uma dis-
tribuição solução de Lu = 0 podemos sempre considerar sua restrição a Σ, u |Σ, que é
apenas o traço de u sobre Σ, u(x, 0).

Teorema 3.94. Seja L uma estrutura localmente integrável em uma variedade Ω de
dimensão N e Σ ⊂ Ω uma subvariedade mergulhada real maximal com respeito a L.
Se u ∈ C0(Ω) e satisfaz

i) Lu = 0 em Ω.

ii) u |Σ= 0.

então u ≡ 0 em uma vizinhança V de Σ.

Demonstração. É suficiente mostrar que qualquer ponto p ∈ Σ está contido numa vizi-
nhança U tal que u |U≡ 0.
Pela Proposição 3.92, dado p ∈ Σ, existem coordenadas especiais tais que Σ = {(x, 0)} e
aplicamos o Teorema de aproximação de Baouendi-Treves nesta vizinhança de p = (0, 0),
podemos encontrar abertos U ⊂ W , 0 ∈ U tal que W está contido na vizinhança de
coordenadas iniciais e u é aproximado em U por Eτu uniformemente quando τ → +∞.
Por outro lado, a fórmula que define Eτu em W é a seguinte

Eτu(x, t) = (
τ

π
)
1
2

∫
Bx(0,R)

e−τ [Z(x,t)−Z(x′,0)]2u(x′, 0)h(x′)dZx(x
′, 0)dx , ∀(x, t) ∈ W.

Mas u(x′, 0) ≡ 0 em Σ ∩ W = Bx(0, R) × {0}, então Eτu(x, t) ≡ 0 em W e como
Eτu(x, t)→ u uniformemente em U ⊂ W quando τ → +∞, vem que u ≡ 0 em U .

Corolário 3.95. Seja L um campo não singular em Ω tal que L =< L > é localmente
integrável e seja u ∈ C0(Ω) satisfazendo Lu = 0 em Ω, X = ReL e p, q dois pontos em
Ω. Assuma que γ é uma curva integral de X ligando p e q. Então se p ∈ supp(u) temos
q ∈ supp(u).

Demonstração. Se X ≡ 0 então temos que γ é constante logo p = q e não há o que provar.
Assumimos então que γ : [0, 1] −→ Ω é uma solução não constante de γ′(s) = X(γ(s)),
0 ≤ s ≤ 1 com γ(0) = q e γ(1) = p. Logo X não zera em uma vizinhança de γ. Denote
por K = supp(u) e suponhamos por contradição que p ∈ K e q /∈ K. Trocando p pelo
primeiro ponto γ(s) tal que γ(s) ∈ K, podemos assumir que p e q estão suficientemente
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próximos de modo que todos os pontos em γ entre p e q não estão em K. Ou seja, sem
perda de generalidade podemos supor que estamos na seguinte situação

γ(0) = q

γ(1) = p

γ(s) /∈ K, para todo 0 < s < 1.

Por outro lado, pelo Teorema de Frobenius (Teorema 3.75), podemos encontrar coorde-
nadas (x, t) ∈ Rm+1 apropriadas tal que localmente 〈L〉 = 〈∂/∂t〉, | x |< 1, | t |< 2 e
p = (0, 0).

i) γ(s) = (s− 1, 0, . . . , 0) ; q = γ(0) = (−1, 0, . . . , 0).

ii) Para algum a > 0 a m-bola fechada dada por | x |≤ a e t = −1 não encontra-se em
K. Denotando esta bola por Σ0, temos que

Σ0 = {(x, t) ; | x |≤ a , t = −1}

= {(x, t) ; | x |< a , t = −1} ∪ {(x, t) ; | x |= a , t = −1}

= Σ0 ∪ ∂Σ0.

Considere agora a família a um parâmetro de subvariedades mergulhadas

Σσ = {(x, t) ; | x |< a , t = σ − 1− σ | x |
2

a2
} , 0 ≤ σ ≤ 1.

De ii) temos que Σ0∩K = ∅ e (0, 0) ∈ Σ1∩K. Logo existe σ0 ∈ (0, 1] tal que Σσ ∩K = ∅
para 0 ≤ σ < σ0 e

Σσ0 ∩K 6= ∅. (3.15)

Notemos que Σσ são subvariedades reais maximais em relação a L = 〈L〉 = 〈∂/∂t〉.
Assim temos que u|Σσ = 0 para 0 < σ < σ0, (poisΣσ∩K = ∅) e como a função σ 7−→ u|Σσ
é contínua, temos que

u|Σσ0 = 0. (3.16)

Logo, pelo Teorema 3.94, existe uma vizinhança de Σσ0 tal que u ≡ 0 nesta vizinhança,
ou seja, Σσ0 ∩K = ∅ o que contradiz (3.15).
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Capítulo

4
Campos de vetores localmente

resolúveis

Neste capítulo vamos estudar de forma rápida uma importante classe de campos de
vetores localmente integráveis, os chamados campos localmente resolúveis, além disso,
introduziremos a conhecida condição (P) de Nirenberg-Treves, bem como a definição de
órbitas de um campo vetorial no sentido de Sussmann. Primeiro fazemos o estudo para
campos vetoriais definidos no plano e em seguida fazemos o estudo para campos vetoriais
em várias variáveis. Para este capítulo nossas referências são [1], [3] e [14].

4.1 Campos de vetores no plano

Considere o campo definido em um aberto Ω ⊂ R2

L = A(x, t)
∂

∂t
+B(x, t)

∂

∂x
, (x, t) ∈ Ω

Com A,B a valores complexos, A,B ∈ C∞(Ω) satisfazendo

|A(x, t)|+ |B(x, t)| > 0 , para todo (x, t) ∈ Ω. (4.1)

Logo de (4.1) temos que A ou B nunca se anulam na vizinhança de um ponto em Ω.
Assim podemos supor sem perda de generalidade que A não se anula em uma vizinhança
de um ponto de Ω e multiplicamos L por A−1 para obter o campo L̃ = A−1L que assume
a forma seguinte

L̃ =
∂

∂t
+ B̃(x, t)

∂

∂x
. (4.2)
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Agora escrevendo B̃(x, t) = ã(x, t)+ ib̃(x, t), com ã, b̃ funções a valores reais e assuma que
elas estão definidas em (−ρ, ρ)× (−ρ, ρ) com ρ > 0. Vamos dar o seguinte resultado

Lema 4.1. Existem coordenadas locais em torno da origem ξ = x, s = s(x, t), onde o
campo L̃ assume a forma seguinte

L̃ =
∂

∂s
+ ib(ξ, s)

∂

∂ξ

com b(ξ, s) função suave a valores reais.

Demonstração. Considere o P.V.I de e.d.o
dx

ds
= ã(x, t) ; x(0) = ξ

dt

ds
= 1 ; t(0) = 0

com solução (x(ξ, s), t(ξ, s)) dada por

x(ξ, s) = ξ +

∫ s

0

ã(x(ξ, σ), σ)dσ

t(ξ, s) = s.

Observamos que x(ξ, 0) = ξ, logo

∂x

∂ξ
(ξ, 0) = 1 =⇒ ∂x

∂ξ
(0, 0) = 1,

e além disso,
∂t

∂ξ
(0, 0) = 0 e

∂t

∂s
(0, 0) = 1,

assim o determinante jacobiano é∣∣∣∣∣∣∣
∂x

∂ξ
(0, 0)

∂x

∂s
(0, 0)

∂t

∂ξ
(0, 0)

∂t

∂s
(0, 0)

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣1
∂x

∂s
(0, 0)

0 1

∣∣∣∣∣∣ = 1 6= 0,

garantindo que a aplicação (ξ, s) −→ (x(ξ, s), t(ξ, s)) é localmente uma mudança de va-
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riável. Ainda pela regra da cadeia vem que

∂

∂s
=

∂

∂x

∂x

∂s
+
∂

∂t

∂t

∂s
= ã(x, t)

∂

∂x
+
∂

∂t

∂

∂ξ
=

∂

∂x

∂x

∂ξ
+
∂

∂t

∂t

∂ξ
=

∂x

∂ξ

∂

∂x
.

Portanto, nestas coordenadas temos

L̃ =
∂

∂t
+ (ã(x, t) + ib̃(x, t))

∂

∂x
=

∂

∂t
+ ã(x, t)

∂

∂x
+ ib̃(x, t)

∂

∂x

=
∂

∂s
+ i

b̃(x, t)
∂x
∂ξ

∂

∂ξ
=

∂

∂s
+ ib

∂

∂ξ
,

ou seja, L̃ tem a seguinte forma

L̃ =
∂

∂s
+ ib

∂

∂ξ
.

As reduções descritas acima mostram que, no estudo dos problemas locais para um
campo de vetores no plano L com coeficientes suaves, podemos assumir sempre que L é
da forma

L =
∂

∂t
+ ib(x, t)

∂

∂x
, (4.3)

com b(x, t) função suave a valores reais definida para todo (x, t) ∈ Ω ⊂ R2.
Vamos dar agora a noção de resolubilidade local de um campo vetorial L.

Definição 4.2. Seja L um campo vetorial definido em um aberto Ω ⊂ R2, p ∈ Ω. Dizemos
que L é localmente resolúvel em p se existe uma vizinhança U = U(p) tal que para toda
f ∈ C∞(Ω) existe u ∈ D′(Ω) tal que Lu = f em U.

Se L é localmente resolúvel em todo ponto p ∈ Ω, dizemos que L é localmente resolúvel
em Ω.

Observação 4.3. Se na definição anterior a função u pertence a C∞(U), dizemos que o
campo L é localmente resolúvel em C∞.

Teorema 4.4. Se L é localmente resolúvel em C∞, então L é localmente integrável.

Demonstração. Dado um ponto p ∈ Ω, que podemos assumir que é a origem, gostaríamos
de encontrar uma função suave Z, definida em uma vizinhança da origem, tal que nesta
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vizinhança LZ = 0 e dZ 6= 0.

Seja d(x, t) = i
∂b

∂x
(x, t), então existe u ∈ C∞(Ω) tal que Lu = d em um retângulo U

centrado na origem.
Considere a 1-forma seguinte

ω = ib(x, t)e−udt+ e−udx.

Mostraremos que ω é fechada. De fato

dω = d(ibe−u) ∧ dt+ d(e−u) ∧ dx

= (
∂

∂x
(ibe−u)dx+

∂

∂t
(ibe−u)dt) ∧ dt+ (

∂

∂x
e−udx+

∂

∂t
e−udt) ∧ dx

=
∂

∂x
(ibe−u)dx ∧ dt+ (− ∂

∂t
e−u)dx ∧ dt

= [
∂

∂x
(ibe−u)− ∂

∂t
(e−u)]dx ∧ dt, (4.4)

e, por outro lado, temos que

∂

∂x
(ibe−u)− ∂

∂t
(e−u) = i

∂b

∂x
e−u − ibe−u∂u

∂x
+ e−u

∂u

∂t
= e−u(i

∂b

∂x
− Lu) = 0. (4.5)

Logo de (4.4) e (4.5) concluímos que dω = 0, o qual implica que ω é fechada.

Daí como U é simplesmente conexo temos que ω é exata, ou seja, existe Z ∈ C∞(U)

tal que dZ = ω. Então dZ 6= 0 em U e também

LZ = dZ(L) = ω(L) = e−u(ibdt− dx)(
∂

∂t
+ ib

∂

∂x
) = e−u(ib− ib) = 0.

Portanto, temos que existe Z ∈ C∞(U) tal que dZ 6= 0 e LZ = 0. Isto é, L é localmente
integrável.

Observação 4.5.

a) Como dZ = ω então Zx 6= 0 em U pois Zxdx+Ztdt = −e−udx+ ibe−udt e e−u 6= 0.
Logo, como Z = ReZ + iImZ e Zx = ReZx + iImZx 6= 0 em U , podemos supor que
ReZx 6= 0 em U .
Considere a seguinte mudança de coordenadas x̃ = ReZ e t̃ = t, obtemos que

∂(x̃, t̃)

∂(x, t)
=

∣∣∣∣∣ReZx ReZt

0 1

∣∣∣∣∣ = ReZx 6= 0 em U.
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Nestas novas coordenadas temos que

Z = x̃+ iϕ(x̃, t̃). (4.6)

Logo

L = L(t̃)
∂

∂t̃
+ L(x̃)

∂

∂x̃
=

∂

∂t
+ a(x, t)

∂

∂x
,

com a(x, t) função complexa. Além disso temos que

LZ = 0 ⇐⇒ Zt + a(x, t)Zx = 0 ⇐⇒ a(x, t) = −Zt
Zx
,

portanto obtemos

L =
∂

∂t
− Zt
Zx

∂

∂x
.

b) Suponha que ϕt 6= 0 em U (L é elítico), Z(x, t) = x + iϕ(x, t) e considere y = x,
s = ϕ(x, t). Logo temos que

∂(y, s)

∂(x, t)
=

∣∣∣∣∣ 1 0

ϕx ϕt

∣∣∣∣∣ = ϕt 6= 0 em U.

Segue-se que a aplicação (x, t) −→ (y, s) é uma mudança de coordenadas em U e
temos que

Z = y + is e L = L(y)
∂

∂y
+ L(s)

∂

∂s
.

Como L(Z) = 0 então L(y + is) = 0, o qual implica que L(y) = −iL(s). Portanto,
L fica da seguinte forma

L = −iLs ∂
∂y

+ Ls
∂

∂s
= 2Ls(−i)1

2
(
∂

∂y
+ i

∂

∂s
) = g

∂

∂z̄
.

Definição 4.6. Dizemos que o operador L dado por (4.3) satisfaz a condição (P) em
p0 = (x0, t0) se existe uma vizinhança (x0 − δ, x0 + δ)× (t0 − δ, t0 + δ) em p0 tal que para
todo x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) a função (t0 − δ, t0 + δ) 3 t 7−→ b(x, t) não muda de sinal.

Exemplo 4.7. Considere o campo vetorial em R2 dado por L =
∂

∂t
− it ∂

∂x
. Neste caso

b(x, t) = b(t) = −t.
Se p = (x, 0), então a função (−δ, δ) 3 t 7−→ b(t) = −t muda de sinal. Portanto, L não
satisfaz a condição (P) nos pontos da forma p = (x, 0).
Se p = (x, y), com y 6= 0, temos (−δ, δ) 3 t 7−→ b(t) = −t não muda de sinal. Portanto L
satisfaz a condição (P) nos pontos da forma (x, y) com y 6= 0.
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Exemplo 4.8. Considere o campo vetorial definido por

L =
∂

∂t
+ ix

∂

∂x
,

neste caso b(x, t) = b(x) = x. Logo, temos que L satisfaz a condição (P) em todo R2.

Exemplo 4.9. Seja o campo vetorial

L =
∂

∂t
− ixt2 ∂

∂x

aqui temos que b(x, t) = −xt2 Logo, L satisfaz a condição (P) em todo R2.

Na Definição 4.6 assumimos que o campo vetorial L estava na forma especial (4.3),
no entanto exigir que a função t 7−→ b(x, t) não mude de sinal é uma condição que não
independe do sistema de coordenadas. Precisamos de uma formulação da condição (P)
que independa do sistema de coordenadas em que o campo L é dado. Para isto precisamos
da noção de órbitas de um conjunto de campos vetoriais reais suaves, tal definição é dada
a seguir.

SejaM uma variedade paracompacta suave, seja D um conjunto de campos vetoriais
reais suaves localmente definidos, isto é, cadaX emD está definido em algum subconjunto
aberto deM e é suave neste conjunto. Assuma que a união dos domínios dos elementos
de D é igual aM.
Definimos uma relação de equivalência em M da seguinte forma: dois pontos p e q em
M estão relacionados se existe uma curva γ : [0, T ] −→M tal que

1) γ(0) = p e γ(T ) = q.

2) Existem t0 = 0 < t1 < · · · < tn = T e campos Xi ∈ D, i = 1, 2, . . . , n tais que para
cada i a restrição γ : [ti−1, ti] −→ M é uma curva integral de Xi ou −Xi, isto é
γ′(t) = Xi(γ(t)) ou γ′(t) = −Xi(γ(t)).

As classes de equivalência desta relação serão chamadas de órbitas de D no sentido se
Sussmann.

Definição 4.10. Seja L = X + iY um campo vetorial complexo e X, Y as partes real
e imaginária de L. Definimos as órbitas de Sussmann de L como sendo as órbitas de
Sussmann do conjunto D = {X, Y }.

Observação 4.11. Tendo em mãos esta definição, o Corolário 3.95 implica que se uma
órbita de L intersecta o suporte K de uma solução u da equação Lu = 0, esta deve estar
inteiramente contida em K. O qual é equivalente a dizer que K é união de órbitas de L.



4.1 Campos de vetores no plano 101

Exemplo 4.12. Cosidere o seguinte campo vetorial definido em R2

L =
∂

∂t
+ ix

∂

∂x
.

Temos que as órbitas deste campo vetorial são: O1 = {(x, t) ∈ R2 ; x > 0}, O2 = {(x, t) ∈
R2 ; x = 0} e O3 = {(x, t) ∈ R2 ; x < 0}.

Exemplo 4.13. Considere agora o campo vetorial definido em R2 por

L =
∂

∂t
+ it

∂

∂x
.

Neste caso temos uma única órbita O = R2.

Observação 4.14. Em [14] Sussmann mostrou que estas órbitas podem ser equipadas
com uma topologia e uma estrutura diferenciável natural as quais as tornam subvariedades
imersas deM. Além disso, toda órbita é conexa.

Para dar uma formulação da condição (P) independente do sistema de coordenadas
escrevemos

L = X + iY = ReL+ iImL

Temos que X ∧Y ∈ C∞(R2,
∧2(T (R2))), como

∧2(T (R2)) tem uma seção global que não
zera e1 ∧ e2 e como dim

∧2(T (R2)) = 1, temos que X ∧ Y é múltiplo de e1 ∧ e2, ou seja,
X ∧ Y = ρe1 ∧ e2, ρ ∈ C∞(Ω,R).

Definição 4.15. Dizemos que X ∧ Y não muda de sinal em qualquer órbita de {X, Y }
quando X ∧ Y = ρe1 ∧ e2 temos sempre que ρ ≥ 0 ou ρ ≤ 0 nas órbitas de {X, Y }.

Considere agora um campo de vetores definido em um subconjunto aberto Ω ⊂ R2

L = A(x, t)
∂

∂t
+B(x, t)

∂

∂x
(4.7)

com |A(x, t)|+ |B(x, t)| > 0, para todo (x, t) ∈ Ω ⊂ R2 e A,B ∈ C∞(Ω,C).

Definição 4.16. Seja L = X+ iY = ReL+ iImL como em (4.7), dizemos que L satisfaz
a condição (P) em Ω se X ∧ Y não muda de sinal em qualquer órbita de dimensão dois
de L, isto é, em qualquer órbita de dimensão dois do par de vetores {X, Y }.

Seja ϕ ∈ C∞(R2), coloque

Z(x, t) = x+ iϕ(x, t), (4.8)
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e considere o campo vetorial

L =
∂

∂t
− Zt
Zx

∂

∂x
=

∂

∂t
− iϕt(x, t)

1 + iϕx(x, t)

∂

∂x
(4.9)

Temos que Z(x, t) é uma integral primeira global de L, pois LZ = 0 e dZ 6= 0 em R2.

Lema 4.17. Sejam Z(x, t) e L como em (4.8) e (4.9) respectivamente. Se L satisfaz a
condição (P) em R2 então a função R 3 t 7−→ ϕ(x, t) é monótona para todo x ∈ R.

Demonstração. Temos que L = X + iY onde X =
∂

∂t
+

ϕtϕx
1 + ϕ2

x

∂

∂x
, Y = − ϕt

1 + ϕ2
x

∂

∂x
,

então
X ∧ Y =

ϕt
1 + ϕ2

x

∂

∂x
∧ ∂

∂t
.

Note que X e Y são linearmente dependentes em um ponto se e somente se ϕt zera neste
ponto. Desta maneira as órbitas de dimensão um de L são linhas verticais x = constante
nas quais ϕt é identicamente igual a zero.
Como as órbitas de dimensão dois de L fazem fronteira retas com 0, 1 ou 2 órbitas de
dimensão um, vemos que cada órbita de dimensão dois Ωj, j = 1, 2 é da forma (aj, bj)×R.
Se L satisfaz a condição (P) então ϕt não muda de sinal em Ωj, digamos que ϕt ≥ 0 em
Ωj, então a função

R 7−→ ϕ(x, t)

é monótona crescente para todo aj ≤ x ≤ bj.
Se x /∈ (aj, bj) para qualquer j, segue que o ponto de coordenadas (x, 0) pertence a uma
órbita de dimensão um, então ϕt(x, t) = 0 com −∞ < t < ∞ e daí t 7−→ ϕ(x, t) é
constante, isto mostra que t 7−→ ϕ(x, t) é monótona para todo x ∈ R.

4.2 Campos de vetores em várias variáveis

Agora considere o campo definido em um aberto Ω de Rn+1 dado por

L =
∂

∂t
+

n∑
j=1

Bj(x, t)
∂

∂xj
(4.10)

onde Bj(x, t) = aj(x, t) + ibj(x, t) com aj, bj ∈ C∞(Ω) a valores reais j = 1, . . . , n.

Como no caso n = 1, existe um resultado similar ao lema 4.1.

Lema 4.18. Existem coordenadas locais ξ = x, s = s(x, t) definidas em uma vizinhança
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da origem tal que L assume a forma

L =
∂

∂s
+ i

n∑
j=1

b̃j(ξ, s)
∂

∂ξj
(4.11)

com b̃j suave a valores reais, j = 1, . . . , n.

Demonstração. Considere o P.V.I seguinte
dxj
ds

= aj(x, t) ; xj(0) = ξj , j = 1, . . . , n

dt

ds
= 1 ; t(0) = 0

com solução (x(ξ, s), t(ξ, s)) dada por

xj(ξ, s) = ξj +

∫ s

0

aj(x(ξ, σ), σ)dσ , j = 1, . . . , n

t(ξ, s) = s.

Temos que xj(ξ, 0) = ξj , j = 1, . . . , n, logo

∂xj
∂ξj

(0, 0) = 1, j = 1, . . . , n e
∂t

∂s
= 1,

então o determinante jacobiano fica∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂x1

∂ξ1

(0, 0) · · · ∂x1

∂ξn
(0, 0)

∂x1

∂s
(0, 0)

... . . . ...
...

∂xn
∂ξ1

(0, 0) · · · ∂xn
∂ξn

(0, 0)
∂xn
∂s

(0, 0)

∂t

∂ξ1

(0, 0) · · · ∂t

∂ξn
(0, 0)

∂t

∂s
(0, 0)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 · · · 0
∂x1

∂s
(0, 0)

... . . . ...
...

0 · · · 1
∂xn
∂s

(0, 0)

0 · · · 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1 6= 0,

o que garante que a aplicação (ξ, s) −→ (x(ξ, s), t(ξ, s)) é localmente uma mudança de
variável. Ainda pela regra da cadeia temos

∂

∂s
=
∂t

∂s

∂

∂t
+
∂x1

∂s

∂

∂x1

+ · · ·+ ∂xn
∂s

∂

∂xn
=

∂

∂t
+ a1(x, t)

∂

∂x1

+ · · ·+ an(x, t)
∂

∂xn

∂

∂ξj
=

∂t

∂ξj

∂

∂t
+
∂xj
∂ξj

∂

∂x1

+ · · ·+ ∂xn
∂ξj

∂

∂xn
=
∂x1

∂ξj

∂

∂x1

+ · · ·+ ∂xn
∂ξj

∂

∂xn
. (4.12)
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Como em uma vizinhança da origem temos que∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂x1

∂ξ1

· · · ∂x1

∂ξn
... . . . ...

∂xn
∂ξ1

· · · ∂xn
∂ξn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6= 0,

podemos isolar
∂

∂xj
em (4.12) e obter

∂

∂xj
= cj(x, t)

∂

∂ξj
, j = 1, . . . , n.

Portanto, nestas coordenadas obtemos L na forma desejada

L =
∂

∂t
+

n∑
j=1

(aj(x, t) + bj(x, t))
∂

∂xj
=

∂

∂t
+

n∑
j=1

aj(x, t)
∂

∂xj
+ i

n∑
j=1

bj(x, t)
∂

∂xj

=
∂

∂s
+ i

n∑
j=1

bjcj
∂

∂ξj
=

∂

∂s
+ i

n∑
j=1

b̃j
∂

∂ξj
.

Como antes, escrevemos L = X + iY com X = ReL e Y = ImL e nos referimos às
órbitas do par de vetores reais {X, Y } como as órbitas de L. Notemos que X e Y não
zeram simultaneamente e daí L não tem órbitas de dimensão zero.

Seja Σ uma órbita de L de dimensão dois e assuma que Σ é orientável. Existe uma
seção global que não se anula ρ ∈ C∞(Σ,

∧2(T (Σ))). Ambos X e Y são tangente a Σ.
Assim, eles podem ser considerados como seções do fibrado tangente T (Σ) −→ Σ que
produz uma seção X ∧ Y do fibrado

∧2(T (Σ)) −→ Σ. Logo, X ∧ Y = bρ onde b é uma
função real suave definida em Σ.

Definição 4.19. Se b não assume sinal oposto em Σ dizemos que X ∧ Y não muda de
sinal em Σ.

Notemos que se ρ1 é outra seção global que não zera em Σ de
∧2(T (Σ)) −→ Σ, então

ρ1 = λρ com λ função real suave e λ 6= 0 em Σ. Como Σ é conexo então λ > 0 ou λ < 0.
Isto mostra que a noção X ∧ Y não muda de sinal em Σ é independente do gerador ρ.

Definição 4.20. Dizemos que o campo L = X + iY dado acima satisfaz a condição (P)
em Ω se e somente se
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1) As órbitas de L em Ω tem dimensão no máximo dois.

2) As órbitas de dimensão dois de L são orientáveis e X ∧ Y não muda de sinal em
qualquer órbita de dimensão dois de L.

Proposição 4.21. Seja L como em (4.10) satisfazendo a condição (P) em Ω e h ∈
C∞(Ω,C) uma função que não se anula. Então L′ = hL satisfaz a condição (P) em Ω.

Demonstração. Escreva h = α + iβ com α, β ∈ C∞(Ω,R), então L′ = X ′ + iY ′ com
X ′ = αX − βY e Y ′ = αY + βX.
As órbitas de L e L′ são idênticas porque ambos geram o mesmo fibrado. Então L′ não
tem órbitas de dimensão maior que dois. Logo, se Σ é uma órbita de L′ de dimensão
dois, como Σ também é uma órbita de L, temos que X ∧ Y não muda de sinal sobre Σ

e portanto X ′ ∧ Y ′ = (α2 + β2)X ∧ Y não muda de sinal sobre Σ, o qual implica que L′

satisfaz a condição (P).

Se L é dado por (4.11), definido em Ω = {x ∈ Rn ; |x| < r}×(−T, T ), vamos descrever
as órbitas de dimensão um e dois de L.
Como X = ∂

∂t
, as órbitas de X em Ω são os segmentos verticais {x0} × (−T, T ). Desta

maneira, se (x0, t0) pertence a uma órbita Σ de L, segue que {x0} × (−T, T ) ⊂ Σ e isto
implica que toda órbita de L de dimensão qualquer pode ser escrita como uma união de
segmentos verticais.
Agora se Σ é uma órbita de dimensão um de L, então X e Y são linearmente dependentes
em todos os pontos de Σ e, assim, Y =

∑n
j=1 bj

∂
∂xj

deve ser identicamente zero em Σ,
o que implica que Σ = {x0} × (−T, T ) para algum x0 ∈ {x ∈ Rn ; |x| < r} tal que
bj(x0, t) = 0 para j = 1, . . . , n e |t| < T .
Se Σ é uma órbita de dimensão maior ou igual a dois de L com (x0, t0) ∈ Σ, então existe
(x0, t1) ∈ Σ tal que Y (x0, t1) 6= 0 pois, caso contrário, Σ = {x0} × (−T, T ) o que não é
possível pois a dimensão de Σ é maior ou igual a dois.
Considere a curva integral maximal γ em {x ∈ Rn ; |x| < r} passando pelo ponto x0 do
campo Y (x, t1), x ∈ {x ∈ Rn ; |x| < r}. Então γ × (−T, T ) é um subconjunto fechado de
Σ e também uma variedade de dimensão dois. Desta maneira se a dimensão de Σ é dois
segue por conexidade que Σ = γ× (−T, T ) e, em particular, toda órbita de dimensão dois
de L é orientavel.
Observe que Y (., t1) não é identicamente zero em γ (caso contrario γ reduziria a um único
ponto). Se v(x) = Y (x, t1), então ρ = v ∧ ∂

∂t
∈
∧2(Σ) nunca zera.

Proposição 4.22. Seja L dado por (4.11) em Ω = {x ∈ Rn ; |x| < r} × (−T, T ). Se L
satisfaz a condição (P) em Ω, então para todo x ∈ {x ∈ Rn ; |x| < r} e ξ ∈ Rn a função
(−T, T ) 3 t 7−→

∑n
j=1 bj(x, t)ξj não muda de sinal.



106 Campos de vetores localmente resolúveis

Demonstração. Seja Y (x, t) = (b1(x, t), . . . , bn(x, t)), assuma que L satisfaz a condição
(P) e sejam x0 ∈ {x ∈ Rn ; |x| < r} e ξ0 ∈ Rn.
Se (x0, t0) pertence a uma órbita de dimensão um de L para algum t0 ∈ (−T, T ) então
temos que Y (x0, t) = 0 em |t| < T e obviamente (−T, T ) 3 t 7−→ Y (x0, t)ξ0 = 0 e não
muda de sinal. Daí podemos supor que Y (x0, t0) 6= 0 para algum t0 ∈ (−T, T ). Assim
(x0, t0) ∈ Σ onde Σ é uma órbita de dimensão dois no qual X ∧Y não muda de sinal, pois
L satisfaz a codição (P).
Seja agora γ a curva integral de v(x) = Y (x, t0) em {x ∈ Rn ; |x| < r} passando por x0,
temos que Σ = γ × (−T, T ) e ρ = ∂

∂t
∧ v gera

∧2(Σ) em todo ponto de Σ.
Seja (x0, t) ∈ Σ. Como Y é um vetor horizontal tangente a γ × (−T, T ) vemos que
Y (x0, t) = λ(x0, t)v(x0), t ∈ (−T, T ). Além disso,

X ∧ Y (x0, t) =
∂

∂t
∧ (λ(x0, t)v(x0))

= λ(x0, t)
∂

∂t
∧ v(x0)

= λ(x0, t)ρ(x0, t)

e como X ∧Y não muda de sinal, temos que λ(x0, t) ≥ 0 ou λ(x0, t) ≤ 0 em (−T, T ). Isto
mostra que o vetor (−T, T ) 3 t 7−→ Y (x0, t), não muda de direção e sentido e, portanto,
(−T, T ) 3 t 7−→ Y (x0, t)ξ0 não muda de sinal.

Observação 4.23. Se L dado por (4.11) em Ω = B(0, r) × (−T, T ) satisfaz a condição
(P) em Ω, vem da Proposição 4.22 que existe v(x) vetor suave tal que

~b(x, t) = (b1(x, t), . . . , bn(x, t)) = Y (x, t) = λ(x, t)v(x),

e para cada x ∈ B(0, r),

λ(x, .) ≥ 0 ou λ(x, .) ≤ 0 em (−T, T ).

Logo

~b(x, t) = λ(x, t)v(x)

= λ(x, t)
v(x)

|v(x)|
|v(x)|

= sgn[λ(x, t)]λ(x, t)
sgn[λ(x, t)]v(x)

|v(x)|
|v(x)|
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= |λ(x, t)||v(x)|v(x)

= |~b(x, t)|v(x).

Resumindo temos que se L satisfaz a condição (P), existe um vetor suave unitário
v(x) definido sobre Rn tal que

~b(x, t) = |~b(x, t)|v(x) , x ∈ B(0, r) , t ∈ (−T, T ).

Note que v(x0) pode ser definido arbitrariamente se ~b(x, t) = 0 para todo t.

Sejam agora
N = {x ∈ Rn ; ~b(x, t) = 0 , |t| < 1}

e
ρ(x) = sup

|t|≤1

|~b(x, t)| , x ∈ Rn.

Observe que N é precisamente o conjunto onde ρ zera.

Lema 4.24. Sejam ρ e N definidos como acima. Então a função ρ é Lipschitziana e

‖ ∇ρ ‖L∞≤‖ ∇x
~b ‖L∞ .

Demonstração. Sejam x, y ∈ Rn, considere t ∈ [−1, 1] tal que ρ(x) = |~b(x, t)|. Logo

ρ(x) = |~b(x, t)|
≤ |~b(x, t)−~b(y, t)|+ |~b(y, t)|
≤ |∇x

~b(x, t)||x− y|+ ρ(y)

daí vem que
ρ(x)− ρ(y) ≤‖ ∇x

~b(x, t) ‖L∞ |x− y|.

Trocando os papéis de x e y obtemos também que

ρ(y)− ρ(x) ≤‖ ∇x
~b(x, t) ‖L∞ |x− y|.

Portanto obtemos que ρ é Lipschitziana, ou seja,

|ρ(x)− ρ(y)| ≤‖ ∇x
~b ‖L∞ |x− y|, ∀x, y ∈ Rn.

Mais ainda, isto implica que
‖ ∇ρ ‖L∞≤‖ ∇x

~b ‖L∞ .
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Observação 4.25. Sabemos que

~b(x, t) = |~b(x, t)|v(x), x ∈ Rn.

Como v(x) é vetor unitário, temos que para cada x existe j = j(x) tal que vj(x) 6= 0,
podemos assumir sem perda de generalidade que v1(x) 6= 0.
Considere o sistema 

dxj
dy1

=
vj(x)

v1(x)
, j = 1, . . . , n.

xj(0) = yj

Logo x1 = y1 e xj = xj(y1, . . . , yn) é uma mudança de variável em torno da origem,
portanto

∂

∂y1

=
∂

∂x1

dx1

dy1

+
∂

∂x2

dx2

dy1

+ · · ·+ ∂

∂xn

dxn
dy1

=
∂

∂x1

+
v2

v1

∂

∂x2

+ · · ·+ vn
v1

∂

∂xn
.

Obtemos que

L =
∂

∂t
+ i

n∑
j=1

bj(x, t)
∂

∂xj

=
∂

∂t
+ i|~b(x, t)|

n∑
j=1

vj(x)
∂

∂xj

=
∂

∂t
+ i|~b(x, t)|v1(x)

n∑
j=1

vj(x)

v1(x)

∂

∂xj

=
∂

∂t
+ i|~b(x(y), t)|v1(x)

∂

∂y1

,

daí segue que sobre as órbitas de dimensão dois o campo L fica da seguinte forma

L =
∂

∂t
+ i~b1(x(y), t)

∂

∂y1

.

Onde ~b1(x(y), t) = |~b(x(y), t)|v1(x).

Teorema 4.26. Se L é localmente resolúvel em C∞ então L é localmente integrável.

Demonstração. Considere Uj a solução no sentido de série de potência formal do problema
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de Cauchy não característico seguinte{
LUj = 0

Uj(x, 0) = xj , j = 1, . . . ,m.

Os coeficientes da série formal Uj correspondentes ao monômios que não contêm t são
determinados pela condição inicial Uj(x, 0), isto é, eles são todos zero com exceção do
coeficiente de xj que é igual a 1. Os coeficientes dos monômios da forma tlxα são deter-
minados de LUj = 0 indutivamente em l.
Uma vez que as séries formais sejam obtidas, usando o Teorema de Borel, tomamos Z]

j uma
função suave que tem Uj como sua série de Taylor na origem. Por sua própria definição
temos que Z]

1, . . . , Z
]
m satisfazem LZ]

j = O(|(x, t)|k), k = 0, 1, . . . e dZ]
1(0), . . . , dZ]

m(0) são
linearmente independentes.
Para obter as integrais primeiras exatas por correção de Z]

1, . . . , Z
]
m, devemos resolver

as equações Luj = LZ]
j = fj, j = 1, . . . ,m numa vizinhança da origem e definimos

Zj = Z]
j − uj. Claramente LZj = 0. Basta mostrar agora que dZ1(0), . . . , dZm(0) são

linearmente independentes. Isto será garantido se nós tomarmos |duj(0)| pequeno.
Seja K uma bola centrada na origem tal que LC∞(K) = C∞(K) e seja H o subespaço
de C∞(K) tal que Lh = 0, h ∈ C∞(K). Então L define uma função linear contínua e
sobrejetora

L :
C∞(K)

H
−→ C∞(K)

definida por Lf̄ = Lf , a qual pelo Teorema da aplicação aberta (para espaços de Fréchet)
tem uma inversa contínua

L−1 : C∞(K) −→ C∞(K)

H
.

Isto significa, em particular, que dado ε > 0 existem δ > 0 e k ∈ Z+ tais que para toda
f ∈ C∞(K) tal que ‖ Dβf ‖L∞(K)< δ, para todo |β| ≤ k existe u ∈ C∞(K) tal que
Lu = f e ‖ du ‖L∞(K)< ε.
Seja χ(x, t) ∈ C∞c (Rn+1) tal que χ(x, t) = 1 emB(0, 1) e considere fj,ρ(x, t) = fj(x, t)χ(ρx, ρt)

(observe que |ρ · (x, t)| < 1⇔ |(x, t)| < 1/ρ).
Como fj zera de ordem infinita na origem vemos que, escolhendo ρ suficientemente grande,
‖ Dβfj,ρ ‖L∞< δ para todo |β| ≤ k. Escolha agora uj tal que Luj = fj,ρ e ‖ duj ‖L∞(K)< ε.
Como fj,ρ = fj = LZ]

j em B(0, 1/ρ) vemos que as funções Zj = Z]
j − uj, j = 1, . . . ,m

formam um conjunto completo de integrais primeiras em uma vizinhança da origem se ε
é tomado suficientemente pequeno.



110 Campos de vetores localmente resolúveis



Capítulo

5
Teorema de Radó para campos
vetoriais localmente resolúveis

Neste capítulo apresentamos de forma detalhada o resultado obtido por J.Hounie e
J. Tavares em [7], isto é, vamos provar que todo campo vetorial com coeficientes suaves
definidos em um subconjunto aberto Ω ⊂ Rn+1 que é localmente resolúvel, tem a pro-
priedade de Radó. A prova deste resultado explora duas propriedades desta classe de
campos vetoriais: o seu caráter essencialmente bidimensional (expresso pelo fato de que
as órbitas têm dimensão no máximo dois) e a propriedade da integrabilidade local que
permite a redução do problema à versão clássica do Teorema de Radó no plano. Uma
outra observação a fazer é que neste capítulo assumimos que a condição (P) é condição
necessária e suficiente para a resolubilidade local. Para a demonstração deste fato pode-se
ver [1].

Iniciaremos nossa discussão deste capítulo com a seguinte definição.

Definição 5.1. Seja L um campo vetorial definido em um aberto Ω de RN . Dizemos que
u ∈ C0(Ω) é uma função de Radó para L se

Lu = 0 em Ω \ u−1(0) (5.1)

no sentido das distribuições. Se toda função de Radó para L é uma solução fraca de
Lu = 0 sobre Ω (i.e. 〈Lu, ϕ〉 = 0 , ∀ϕ ∈ C∞c (Ω)), dizemos que L tem a propriedade Radó.
Ou seja o conjunto singular onde u zera e a equação é a priori não satisfeita pode ser
removido e a equação Lu = 0 se satisfaz em todo Ω.

Daqui em diante vamos considerar L um campo vetorial definido em um subconjunto
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aberto Ω ⊂ Rn+1.

Lema 5.2. Seja L localmente integrável e u uma função de Radó para L. Então u é
constante sobre as órbitas de L de dimensão um.

Demonstração. Seja Σ uma órbita de L de dimensão um. Se u é identicamente zero sobre
Σ então não temos nada a provar.
Considere um ponto p ∈ Σ tal que u(p) 6= 0. Como L é localmente integrável, pelo
Corolário 3.79 podemos escolher coordenadas locais (x, t) numa vizinhança de p tal que
x(p) = t(p) = 0 e funções suaves

Zj(x, t) = xj + iφj(x, t) , j = 1, . . . , n ; |x| < 1, |t| < 1

com φj(0, 0) = dxφj(0, 0) = 0 e LZj = 0.
Logo, pela Observação 3.81 podemos considerar que L é dado da seguinte forma

L =
∂

∂t
+

n∑
j=1

λj(x, t)
∂

∂xj

onde os coeficientes λj são determinados pelas equações LZj = 0 , j = 1, . . . , n. Além
disso, tendo presente o comentário feito antes da Proposição 4.22, vem que em nosso
sistema de coordenadas locais a órbita Σ é dada por

Σ = {0} × (−1, 1) = {(0, s) ; −1 < s < 1}.

Observe também que a curva integral de X = ∂/∂t que passa pela origem é um segmento
vertical contido em Σ. Logo as equações LZj = 0 restritas a Σ significam que para cada j

∂

∂s
Zj(0, s) = 0 ⇒ ∂

∂s
φj(0, s) = 0 , ∀s ∈ (−1, 1) ⇒ φj(0, s) = Cte.

Mais ainda, essa constante é zero, pois φj(0, 0) = 0 para todo j = 1, . . . , n.
Escrevendo Z = (Z1, . . . , Zn) e φ = (φ1, . . . , φn), vem que se q ∈ Σ, isto é q = (0, s) com
−1 < s < 1, então

Z(q) = Z(0, s) = iφ(0, s) = 0 = Z(0, 0),

ou seja, q pertence a uma fibra de Z, o qual implica que Σ está contida em uma fibra de
Z.

Por outro lado como u(0, 0) 6= 0 e u é contínua então existe ε > 0 tal que u(x, t) 6= 0
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para |x| < ε, |t| < ε. Como u é uma função de Radó para L vem que

Lu = 0 , para |x| < ε , |t| < ε.

Usando o Corolário 3.89, corolário do teorema de aproximação, temos que u é constante
sobre as fibras de Z. Em particular u é constante sobre Σ para |s| pequeno, mas como Σ

é conexo segue que u é constante sobre Σ.

Vamos fazer uma observação importante que usaremos depois na demonstração do
Lema 5.6.

Observação 5.3. Se P (x, y,Dx) é um operador diferencial com coeficientes dependendo
das variáveis x ∈ Rn e y ∈ Rm, contendo derivadas apenas com relação a x. Se u(x, y)

é uma solução fraca contínua de P (x, y,Dx)u = 0 em Rn+m (i.e. 〈Pu, ψ〉 = 0 para todo
ψ ∈ C∞c (Rn+m)), então v(x) = u(x, y0) é uma solução fraca de P (x, y0, Dx)v = 0 em Rn.

De fato, considere a função ψ(x, y) = ϕ(x)φ(y), com ϕ ∈ C∞c (Rn) e φ ∈ C∞c (Rm).
Assim, ψ ∈ C∞c (Rn+m) e

〈P (x, y,Dx)u(x, y), ϕ(x)φ(y)〉 = 0,

ou seja, ∫∫
Rn+m

u(x, y)P t(x, y,Dx)[ϕ(x)φ(y)]dxdy = 0∫
Rm

∫
Rn
u(x, y)φ(y)P t(x, y,Dx)[ϕ(x)]dxdy = 0∫

Rm

{∫
Rn
u(x, y)P t(x, y,Dx)[ϕ(x)]dx

}
φ(y)dy = 0. (5.2)

Se escrevemos
H(y) =

∫
Rn
u(x, y)P t(x, y,Dx)[ϕ(x)]dx

e substituimos em (5.2) temos que∫
Rm

H(y)φ(y)dy = 0 , para toda φ ∈ C∞c (Rm).

Como H é contínua usando a Observação 1.17 temos que H(y) = 0 para todo y ∈ Rm;
em particular, H(y0) = 0, ou seja,∫
Rn
v(x)P t(x, y0, Dx)[ϕ(x)]dx =

∫
Rn
u(x, y0)P t(x, y0, Dx)[ϕ(x)]dx = 0 para toda ϕ ∈ C∞c (Rn).
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Portanto v(x) = u(x, y0) é uma solução fraca de P (x, y0, Dx)v = 0 em Rn.

5.1 O resultado principal

Nesta seção vamos mostrar o resultado principal deste trabalho que enunciamos a
seguir

Teorema 5.4. Seja L um campo vetorial definido em um subconjunto aberto Ω ⊂ Rn+1

satifazendo a condição (P). Então L tem a propriedade Radó.

Antes de provar o teorema vamos fazer algumas observações e lembrar alguns resulta-
dos do capítulo anterior. Introduzindo coordenadas (x, t) vamos escrever

L = A(x, t)
∂

∂t
+

n∑
j=1

Bj(x, t)
∂

∂xj

com coeficiente complexos A,B1, . . . , Bn ∈ C∞(Ω) tal que

|A(x, t)|+
n∑
j=1

|Bj(x, t)| > 0 , para todo (x, t) ∈ Ω.

Usando o Lema 4.18 podemos considerar o campo vetorial L da seguinte forma

L =
∂

∂t
− i

n∑
j=1

bj(x, t)
∂

∂xj
, |x| ≤ 1 , |t| ≤ 1, (5.3)

onde os coeficientes bj(x, t) são funções suaves a valores reais . Vamos denotar por ~b(x, t)
o campo vetorial em Rn dado por

~b(x, t) =
n∑
j=1

bj(x, t)
∂

∂xj
, |x| ≤ 1 , |t| ≤ 1.

Na Observação 4.23 vimos que se L satisfaz a condição (P), então existe um vetor unitário
~v(x) definido no Rn tal que

~b(x, t) = |~b(x, t)|~v(x) , x ∈ Rn, t ∈ R , |x| ≤ 1, |t| ≤ 1.

Seja agora
N = {x ∈ Rn ; ~b(x, t) = 0 , |x| < 1, |t| < 1}
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e
ρ(x) = sup

|t|≤1

|~b(x, t)| , x ∈ Rn , |x| < 1,

de modo que N é precisamente o conjunto onde ρ zera. Mostramos no Lema 4.24 que ρ
é uma função Lipschitziana e ‖ ∇ρ ‖L∞≤‖ ∇x

~b ‖L∞ . Assumindo, sem perda de generali-
dade, que ‖ ∇x

~b ‖L∞≤ 1, obtemos a seguinte estimativa

|ρ(x)− ρ(x′)| ≤ |x− x′| , x, x′ ∈ Rn , |x|, |x′| < 1. (5.4)

Para mostrar o Teorema 5.4, ou seja, para mostrar que Lu = 0 no sentido das dis-
tribuições em Ω, para toda função de Radó, vamos fixar um ponto p ∈ Ω que tomaremos
como sendo a origem e mostrar que Lu = 0 no sentido das distribuições em uma vizinhança
da origem, com L dado por (5.3). Mais precisamente, vamos fixar Q, o cubo unitário em
Rn+1 e mostrar que Lu = 0 no sentido das distribuições em Q, ou equivalentemente∫∫

u(x, t)Ltφdxdt =

∫∫
u(x, t)χ(x)Ltφdxdt+

∫∫
u(x, t)(1− χ(x))Ltφdxdt = 0

para qualquer φ ∈ C∞c (Q), onde χ é a função característica do conjunto N .
Vamos mostrar então que cada parcela da soma acima é zero.

Lema 5.5. Sejam χ a função característica de N e φ ∈ C∞c (Rn+1) suportada no cubo
unitário Q. Assuma que a função contínua u satisfaz Lu = 0 onde u 6= 0, então∫ ∫

u(x, t)χ(x)Ltφdxdt = 0. (5.5)

Demonstração. Se x ∈ N , então b(x, t) = 0 para |t| < 1 logo o segmento {x} × (−1, 1)

está contido em uma órbita de L de dimensão um. Pelo Lema 5.2 temos que a função u
restrita a este segmento é constante em t, ou seja

{x} × (−1, 1) 3 (x, t) 7−→ u(x, t) = kx.

Logo a função u restrita ao conjunto N × (−1, 1) é uma função que depende só de x.

Por outro lado o transposto de L é dado por

Lt = − ∂

∂t
+ i

n∑
j=1

bj(x, t)
∂

∂xj
+ i

n∑
j=1

∂bj(x, t)

∂xj
,
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mas se x ∈ N então ~b(x, t) =
∑n

j=1 bj(x, t)
∂
∂xj

= 0. Logo Lt fica da seguinte forma

Lt = − ∂

∂t
+

n∑
j=1

∂bj(x, t)

∂xj
.

Podemos escrever N = N1 ∪N2, com

N1 = {x ∈ N ; ∇x
~b(x, t) 6= 0 para algum t ∈ (−1, 1)}

e N2 = N \ N1. Mostremos que N1 tem medida zero. De fato, seja x0 ∈ N1, então
∇x
~b(x0, t0) 6= 0, para algum t0 ∈ (−1, 1). Logo (∂bj/∂xj)(x0, t0) 6= 0 para algum 1 ≤ j ≤ n

e, além disso, bj(x0, t0) = 0. Pelo Teorema da função implícita temos que existe ε > 0 tal
que o conjunto {x ; bj(x, t0) = 0} ∩ {|x− x0| < ε} é uma hipersuperfície, assim ρ(x) > 0

q.s em {|x− x0| < ε}. Isto mostra que o conjunto

{ρ ≡ 0} ∩ {∇x
~b(x, t) 6= 0} = N1

tem medida zero. Portanto Lt = − ∂
∂t

sobre N2 × (−1, 1). temos∫ ∫
Q

u(x, t)χ(x)Ltφ(x, t)dxdt =

∫
N

∫ 1

−1

u(x, t)Ltφ(x, t)dxdt

= −
∫
N2

u(x)

(∫ 1

−1

∂

∂t
φ(x, t)dt

)
︸ ︷︷ ︸

0

dx

= 0.

Isto mostra (5.5).

Nosso seguinte passo é provar que∫∫
u(x, t)(1− χ(x))Ltφdxdt = 0 para toda φ ∈ C∞c (Q). (5.6)

Se Q1 é o cubo aberto unitário em Rn, ou seja, Q1 = {x ∈ Rn ; |x| < 1}, vamos construir
uma sequência de funções φk ∈ C∞c (Q1 \ N ) tal que φk(x) = 1 se dist(x,N ) > 1/k e
|∇φk(x)| ≤ Ck, onde C > 0 é uma constante independente de k. De fato, seja ϕ ∈ C∞c (Rn)

tal que
∫
ϕdx = 1 e supp(ϕ) ⊆ B(0, 1), se ε > 0, podemos considerar a seguinte função

ϕε(x) =
1

εn
ϕ(
x

ε
) com supp(ϕε) ⊆ B(0, ε) e

∫
ϕεdx = 1.
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Considere também o seguinte

Nε = {x ∈ Q1 ; dist(x,N ) ≤ ε} e ψε = χNε ∗ ϕ ε
2
, (5.7)

onde χNε é a função característica do conjunto Nε. Mostremos que se x ∈ N ε
2
, então

ψε(x) = 1. Para isto observe que se x ∈ N ε
2
e |y| < ε/2 então x − y ∈ Nε e assim

χNε (x− y) = 1. Logo temos

ψε(x) = (χNε ∗ ϕ ε
2
)(x) =

∫
|y|< ε

2

χNε (x− y)ϕ ε
2
(y)dy =

∫
|y|< ε

2

ϕ ε
2
(y)dy = 1.

Tomemos agora a seguinte sequência de funções, para cada k ∈ N

φk = 1− ψ 2
k
,

onde fizemos ε = 2/k em (5.7). Pelo que foi mostrado antes temos que se x ∈ N 1
k
então

ψ 2
k
(x) = 1 e, portanto, φk(x) = 0.

Por outro lado se x /∈ supp(ψ 2
k
) (i.e. dist(x,N ) > 1/k) então

φk(x) = 1− ψ 2
k
(x)︸ ︷︷ ︸
0

= 1.

Além disso, para qualquer x ∈ Rn, temos que 0 ≤ φk(x) ≤ 1, φk(x) −→ (1−χ(x)) quando
k →∞ e∣∣∣ ∂

∂xj
ψ 2
k
(x)
∣∣∣ =

∣∣∣ ∫
Rn
χN 2

k

(y)
∂

∂xj
ϕ 1
k
(x− y)dy

∣∣∣ =
∣∣∣ ∫
N 2
k
∩B(0, 1

k
)

∂

∂xj
ϕ 1
k
(x− y)dy

∣∣∣
≤
∫
B(0, 1

k
)

∣∣∣ ∂
∂xj

ϕ 1
k
(x− y)

∣∣∣dy =

∫
B(0, 1

k
)

∣∣∣kn+1 ∂

∂xj
ϕ(k(x− y))

∣∣∣dy
≤ Cϕ

∫
B(0, 1

k
)

kn+1dy = C ′Cϕ
kn+1

kn
= Ck.

Disto vem que
|∇φk(x)| = |∇ψ 2

k
(x)| ≤ Ck,

onde a constante C > 0 é independente de k. Logo a sequência {φk}k∈N é a sequência
requerida. Agora para mostrar a igualdade (5.6), precisamos do seguinte lema.
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Lema 5.6. Para k = 1, 2, . . . temos que∫ ∫
u(x, t)Lt(φkφ)dxdt = 0 , para toda φ ∈ C∞c (Q). (5.8)

Nós deixamos a prova do Lema 5.6 para a próxima seção e vamos supor que (5.8) é
satisfeita. Observe como φk ∈ C∞c (Q1\N ) e φ ∈ C∞c (Q) então φkφ ∈ C∞c (Q\N×(−1, 1)),
vamos mostrar que para cada (x, t) ∈ Q \ N × (−1, 1) temos

u(x, t)Lt(φkφ)(x, t) −→ u(x, t)(1− χ(x))Lt(φ)(x, t) , quando k →∞. (5.9)

De fato, se (x, t) ∈ Q \ N × (−1, 1) então χ(x) = 0. Logo, usando a expressão para o
transposto de L temos

u(x, t)Lt(φkφ)(x, t) = u(x, t)
[
− L(φkφ)(x, t) + iφk(x)φ(x, t)

n∑
j=1

∂bj(x, t)

∂xj

]
= u(x, t)

[
− φk(x)L(φ)(x, t)− φ(x, t)L(φk)(x, t) +

iφk(x)φ(x, t)
n∑
j=1

∂bj(x, t)

∂xj

]
(5.10)

Como φk(x) −→ (1− χ(x)) quando k →∞, segue de (5.10) que

φk(x)L(φ)(x, t) −→ (1− χ(x))L(φ)(x, t), (5.11)

e

φk(x)φ(x, t)
n∑
j=1

∂bj(x, t)

∂xj
−→ (1− χ(x))φ(x, t)

n∑
j=1

∂bj(x, t)

∂xj
(5.12)

quando k → ∞. Além disso, como φk(x) = 0 se x ∈ N 1
k
e φk(x) = 1 se x /∈ supp(ψ 2

k
),

segue que para cada k ∈ N, supp(∇φk) ⊂ {x ∈ Q1 ; 1
k
≤ d(x,N ) ≤ 2

k
}. Logo,

φ(x, t)L(φk)(x, t) = −iφ(x, t)
n∑
j=1

bj(x, t)
∂φk(x)

∂xj
= −iφ(x, t)[~b(x, t) · ∇φk(x)].

Se consideramos x ∈ supp(∇φk) e aplicamos limite quando k → ∞ na última expressão
acima obtemos que

φ(x, t)L(φk)(x, t) −→ 0. (5.13)

Portanto, juntando (5.11), (5.12) e (5.13), obtemos (5.9).

Mostremos agora que u(x, t)Lt(φkφ) é limitado. De fato,
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∣∣u(x, t)Lt(φkφ)
∣∣ =

∣∣∣u(x, t)
[
− ∂

∂t
+ i

n∑
j=1

bj(x, t)
∂

∂xj
+ i

n∑
j=1

∂

∂xj
bj(x, t)

]
(φkφ)

∣∣∣

=

∣∣∣∣∣u(x, t)

[
−φk(x)

∂φ(x, t)

∂t
+ iφk(x)

n∑
j=1

bj(x, t)
∂φ(x, t)

∂xj
+

iφ(x, t)
n∑
j=1

bj(x, t)
∂φk(x)

∂xj
+ iφk(x)φ(x, t)

n∑
j=1

∂bj(x, t)

∂xj

]∣∣∣∣∣
≤
∣∣∣u(x, t)

∣∣∣ [∣∣∣φk(x)
∂φ(x, t)

∂t

∣∣∣+
∣∣∣φk(x)

n∑
j=1

bj(x, t)
∂φ(x, t)

∂xj

∣∣∣ +

∣∣∣φ(x, t)
n∑
j=1

bj(x, t)
∂φk(x)

∂xj

∣∣∣+
∣∣∣φk(x)φ(x, t)

n∑
j=1

∂bj(x, t)

∂xj

∣∣∣]

≤
∣∣∣u(x, t)

∣∣∣ [∣∣∣∂φ(x, t)

∂t

∣∣∣+
∣∣∣ n∑
j=1

bj(x, t)
∂φ(x, t)

∂xj

∣∣∣ +

∣∣∣φ(x, t)
n∑
j=1

bj(x, t)
∂φk(x)

∂xj

∣∣∣+
∣∣∣φ(x, t)

n∑
j=1

∂bj(x, t)

∂xj

∣∣∣] . (5.14)

Vamos ver o que acontece com a terceira parcela da expressão (5.14). Temos que |∇φk(x)| ≤
Ck com C > 0 independente de k. Também como φ ∈ C∞c (Q) vem que ela é limitada.
Como supp(∇φk) ⊂ {x ∈ Q1 ; 1

k
≤ d(x,N ) ≤ 2

k
} e se consideramos x ∈ supp(∇φk) e

y ∈ N , obtemos

ρ(x) = ρ(x)− ρ(y) ≤ |ρ(x)− ρ(y)| ≤︸︷︷︸
5.4

|x− y| ≤ 1

k
.

Portanto disto obtemos o seguinte

|φ(x, t)
n∑
j=1

bj(x, t)
∂φk
∂xj
| = |φ(x, t)~b(x, t) · ∇φk(x)| ≤ |φ(x, t)|ρ(x)|∇φk(x)| ≤ Ck

1

k
= C.

Além disso, como as funções bj, φ são de classe C∞ então tanto elas quanto suas derivadas
são limitadas e por ser u contínua, ela é limitada. Portanto, obtemos que a expressão (5.14)
é limitada por uma constante C̃ > 0 independente de k.
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Resumindo temos que

u(x, t)Lt(φkφ)(x, t) −→ u(x, t)(1− χ(x))Lt(φ)(x, t) pontualmente

e
|u(x, t)Lt(φkφ)(x, t)| ≤ C̃,

logo usando o Teorema da convergência dominada obtemos∫∫
u(x, t)(1− χ(x)Ltφdxdt = lim

k→∞

∫∫
u(x, t)Lt(φkφ)dxdt = 0.

Isto prova a igualdade (5.6). Finalmente juntando (5.5) e (5.6) obtemos que Lu = 0 no
sentido das distribuições em Q.

5.2 Prova do Lema 5.6

Vamos começar a prova do Lema 5.6. Como φkφ ∈ C∞c (Q\N × (−1, 1)), para mostrar
a igualdade (5.8) é suficiente mostrarmos que os suportes de Lu e φkφ são disjuntos, ou
seja, vamos mostrar que Lu = 0 no sentido das distribuições em Q \ (N × (−1, 1)) sob
a hipotese que u é uma função de Radó. Seja q ∈ Q \ N × (−1, 1), então q pertence a
uma órbita de dimensão dois de L em Q, se isto não acontece, como L só tem órbitas
de dimensão um e dois, então q teria que estar em uma órbita de dimensão um de L
em Q que está contida em N × (−1, 1), o que implicaria que q ∈ N × (−1, 1), que é
uma contradição. Da Observação 4.25 vem que em uma vizinhança deste ponto, podemos
escolher coordenandas tais que as órbitas de dimensão dois de L são dadas por xj = Cte,
para j = 2, 3, . . . , n, isto é, nestas coordenadas o campo L tem a seguinte forma

∂

∂t
− ib(x, t) ∂

∂x1

, |x| ≤ a , |t| < 1,

com b(x, t) ≥ 0. Além disso, satisfaz a seguinte propriedade:

Para todo |x| ≤ a a função (−1, 1) 3 t→ b(x, t) não é identicamente zero . (5.15)

Considerando x2, . . . , xn como parâmetros e, escrevendo x em lugar de x1, podemos
então começar com um campo de vetores L em duas variáveis

L =
∂

∂t
− ib(x, t) ∂

∂x
, (x, t) ∈ R2,
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com b(x, t) ≥ 0 definida em uma vizinhança de Ω̄ = [−a, a] × [−T, T ]. Além disso, L
satisfaz a condição (P) e pela Observação 5.3, u é ainda uma função de Radó para este
campo, vamos assumir também que (5.15) é satisfeita.
Usando o fato que a condição (P) e equivalente à resolubilidade local de L em C∞ e pelo
Teorema 4.4, isto implica que L é localmente integrável, logo podemos construir uma
função suave Z tal que

LZ = 0 e dZ 6= 0 , para todo (x, y) ∈ Ω.

Agora nosso problema é reduzido a provar o seguinte

Lu = 0 no sentido das distribuições em Ω, (5.16)

mas, neste caso, Ω é um subconjunto de R2 dado por Ω = (−a, a)×(−T, T ). Como falamos
antes, como se trata de uma propriedade local, isto pode ser estudado na vizinhança de
um determinado ponto p ∈ Ω. Suponha que L é elítico no ponto p ∈ Ω, então em
coordenadas locais apropriadas temos que L é múltiplo do operador de Cauchy-Riemann
(ver Observação 4.5), ou seja,

L = g
∂

∂z̄
numa vizinhança de p (g 6= 0)

e como Lu = g∂u/∂z̄ = 0 nos pontos onde u 6= 0 (pois u é uma função de Radó para L),
aplicando o Teorema clássico de Radó (Teorema 2.19) vem que

Lu = 0 na vizinhança de p.

Assuma agora que L não é elítico em p e, sem perda de generalidade, vamos supor que p
é a origem. Ou seja, vamos assumir que b(0, 0) = 0. Seja [t0, t1] o subintervalo maximal
fechado de [−T, T ] contendo a origem tal que b(0, t) = 0, para todo t ∈ [t0, t1]. Observe
que este intervalo pode-se reduzir ao ponto {0} mas pela propriedade (5.15), não pode ser
igual a [−T, T ]. Além disso, temos que L = ∂/∂t e Zx é constante sobre I = {0}× [t0, t1].
De fato, como b(0, t) zera sobre I, t0 < 0 < t1 e b ≥ 0, segue que bx(0, t) zera sobre I. Por
outro lado, como LZ = 0, temos que

Zt(x, t)− ib(x, t)Zx(x, t) = 0. (5.17)
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Derivando a equação (5.17) em relação a x e fazendo x = 0, obtemos

0 = Ztx(0, t)− i bx(0, t)︸ ︷︷ ︸
0

Zxx(0, t) =
∂

∂t
(Zx(0, t)) , para todo t ∈ [t0, t1],

o qual implica que Zx é constante sobre I.
Agora usando (ReZ, t) como novas coordenadas em uma vizinhança de I (da mesma

forma como na Observação 4.5) podemos assumir, depois de redefinir a e T , que estamos
na seguinte situação

i) Z(x, t) = x + iφ(x, t) onde φ(x, t) é uma função suave a valores reais definida para
todo (x, t) ∈ [−a, a]× [−T, T ];

ii) |φx(x, t)| < 1
2
, para todo (x, t) ∈ [−a, a]× [−T, T ];

iii) a função [−T, T ] 3 t → φ(x, t) é monótona não decrescente e não constante para
qualquer x ∈ [−a, a] e

iv) L = ∂/∂t−B(x, t)∂/∂x, onde B(x, t) = Zt/Zx = iφt/(1 + iφx).

O item ii) acima se satisfaz porque a função φ pode ser escolhida de tal forma que φ(0, 0) =

φx(0, 0) = 0. Seja R um retângulo fechado, com lados paralelos aos eixos coordenados,
contido em [−a, a] × [−T, T ] e assuma que u satisfaz Lu = 0 em uma vizinhança de R,
então pelo Teorema de aproximação de Baouendi-Treves (Teorema 3.88) temos que existe
uma sequência de soluções polinomiais {Pj(Z)}j∈N que converge uniformemente a u sobre
R.

Para concluir a prova de 5.16 precisamos mostrar três lemas que é o que vamos fazer
a seguir.

Lema 5.7. A função u é constante sobre as fibras de Z. Além disso, podemos escrever
u = v ◦ Z com v ∈ C0(Z(Ω̄)) unicamente determinada.

Demonstração. Seja z0 = x0 + iy0 fixo e considere a fibra de Z seguinte

F = {(x, t) ∈ Ω ; z(x, t) = z0} = {(x0, t) ∈ Ω ; φ(x0, t) = y0}.

Logo pelo item (iii) acima temos que a fibra de Z tem a seguinte forma

F = {x} × [c, d] com t −→ φ(x, t) constante em [c, d], para todo x.

Em particular L = ∂/∂t sobre F , pois φt ≡ 0 nesse conjunto. Então sobre o conjunto
aberto (−a, a)× (c, d), o segmento {x}× (c, d) é uma órbita de dimensão um de L e segue
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do Lema 5.2 que u é constante sobre {x}×(c, d) e, como ela é contínua, segue que também
é constante sobre F .

Por outro lado, para cada ξ ∈ Z(Ω̄) definimos a seguinte função

v(ξ) = u(p) se Z(p) = ξ.

Temos que v está bem definida pois u é constante sobre as fibras de Z.
Mostremos agora que v é contínua. De fato, seja {ξn}n∈N uma sequência em Z(Ω̄) tal que

ξn → ξ∗ ∈ Z(Ω̄),

e tomemos uma sequência {pn}n∈N em Ω̄ com Z(pn) = ξn. Como Ω̄ é compacto, passando
a uma subsequência se é necessário, podemos assumir que pn → p∗ ∈ Ω̄. Logo, usando a
continuidade de u e Z vem que

v(ξn) = u(pn)→ u(p∗) e ξn = Z(pn)→ Z(p∗).

Então pela unicidade de limite temos Z(p∗) = ξ∗, o que implica que

v(ξ∗) = u(p∗) = lim
n→∞

v(ξn).

Portanto, v é contínua.

Para a unicidade considere ṽ ∈ C0(Z(Ω̄)) tal que u = ṽ ◦ Z e seja ξ ∈ Z(Ω̄) com
Z(p) = ξ. Assim,

ṽ(ξ) = ṽ(Z(p)) = u(p) = v(Z(p)) = v(ξ)

e, portanto, ṽ = v.

Lema 5.8. A função v do Lema 5.7 é holomorfa sobre o conjunto aberto

U = {ζ = x+ iy ; −a < x < a , φ(x,−T ) < y < φ(x, T )}.

Demonstração. Pelo Teorema clássico de Radó (Teorema 2.19) só precisamos mostrar que
v é holomorfa no conjunto Ũ = {ζ ∈ U ; v(ζ) 6= 0}. Seja

ζ = x+ iφ(x, t) ∈ U e v(ζ) = u(x, t) = λ 6= 0.

Se φt(x, t) 6= 0, então φt 6= 0 em uma vizinhança de (x, t), pelo item b) da Observação 4.5
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temos que

L = g
∂

∂ζ̄
com g 6= 0.

Portanto, temos

Lu = g
∂

∂ζ̄
u = 0 =⇒ ∂v

∂ζ̄
= 0 numa vizinhança de ζ

o qual implica que v é holomorfa em Ũ .

Suponha agora que φt(x, t) = 0 e considere a fibra F de Z tal que (x, t) ∈ F . Logo
como u é constante sobre F e u(x, t) = λ, vem que u = λ sobre F e u 6= 0 em uma
vizinhança de F . Considere um retângulo fechado R com F ⊂

o

R tal que

Lu = 0 em uma vizinhança de R.

Observe que a fibra F não toca ∂Ω, pois se isso acontecer pode-se ter, por exemplo, que
o ponto ζ = x + iφ(x,−T ) ∈ U o qual é absurdo. Logo como consequência do Teorema
de aproximação de Baouendi-Treves (Corolário 3.90) temos que existe uma única função
ṽ ∈ C0(Z(R)) e holomorfa no interior de Z(R), tal que u = ṽ ◦ Z sobre R. Agora como
(x, t) esta no interior de R e a função t −→ φ(x, t) é monotona não decrescente vem que
ζ esta no interior de Z(R), além disso, como Z(R) ⊂ Z(Ω̄) e pela unicidade de ṽ, temos
que

ṽ = v|Z(R),

o qual mostra que v é holomorfa em ζ e como ζ foi tomado arbitrariamente vem que v é
holomorfa em Ũ . Isto mostra o lema.

Lema 5.9. Lu = 0 no sentido das distribuições em Ω.

Demonstração. Pelos Lemas 5.7 e 5.8, temos que u = v ◦ Z com v contínua em U e
holomorfa em U . Logo pelo Teorema de Mergelyan (Teorema 2.18) segue que existe uma
sequência de polinômios Pj(ζ) tal que

Pj −→ v uniformemente sobre U.

Assim, a sequência de funções uj = Pj ◦ Z converge uniformemente a u.
Por outro lado como LZ = 0 sobre Ω, então para cada j ∈ N temos que

〈Luj, ϕ〉 = 0, para toda ϕ ∈ D′(Ω),
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daí vem que se ϕ ∈ D′(Ω)

〈Lu, ϕ〉 = 〈u, Ltϕ〉 = lim
j→∞
〈uj, Ltϕ〉 = lim

j→∞
〈Luj, ϕ〉 = 0.

Portanto, Lu = 0 no sentido das distribuições em Ω. Isto prova o lema.

Observação 5.10. Observe que o Lema 5.9 implica o Lema 5.6, para mostrar isto con-
sidere ϕ ∈ C∞c (Qn−1) uma função nas variáveis x2, . . . , xn onde Qn−1 é o cubo unitário
dado por Qn−1 = {x′ = (x2, . . . , xn) ; |x′| < 1}. Pelo Lema 5.9 temos que∫∫

u(x, t)Ltφdxdt = 0 , para toda φ ∈ C∞c (Ω). (5.18)

Logo, se multiplicamos a expressão (5.18) pela ϕ e integramos em relação à variável x′,
obtemos ∫

ϕ(x′)

∫∫
u(x, t)Ltφdxdtdx′ = 0.

Agora, aplicando o Teorema de Fubini e observando que ϕLtφ = Lt(ϕφ), vem que∫∫
u(x, t)Lt(ϕφ)d(x, x′)dt = 0 com ϕφ ∈ C∞c (Qn−1)⊗ C∞c (Ω) (5.19)

onde C∞c (Qn−1)⊗ C∞c (Ω) é o subespaço de C∞c (Qn−1 × Ω) formado por todas as funções
ψ(x′, y) que podem ser escritas como somas finitas

ψ(x′, y) =
∑

ϕj(x
′)φ(y) , ϕj ∈ C∞c (Qn−1) , φ ∈ C∞c (Ω).

Finalmente tendo que C∞c (Qn−1)⊗ C∞c (Ω) é denso em C∞c (Qn−1 × Ω), o resultado segue
de (5.19).
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