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Abstract

A binary differential equation is an implicit differential equation of the form
oz, y)dy’ + 2b(z, y)dzdy + c(z, y)dz* = 0,
where a, b, ¢ are smooth functions of £ and y.

At a point (z,y) where the discriminant, A{z,y) = ¥¥(z,y) — a(z, y)c(z,y),
is greather or equal than zero, the equation defines a pair of directions in the
plane. A natural way to study this equation is to lift these bivalued direction
fields to a single field defined on a covering space associated to the set A =

{(z,)/¥*(z,y) — a(z,y)c(z,y) > 0}.

A. Davydov [Dv], following the pioneer work of L. Dara [D], classified generic
bivalued fields when the set A is a smooth curve. J. W, Bruce e F. Tari estudied in
[BT —1] a topological classification of the integral curves of the equation when the
function A(z,y) presents singularity of Morse type. Their approach is to reduce
the implicit equation to a normal form.

The purpose of this work is to study the binary differential equations, in the
neighbourhood of one isolated singular point. An analysis of these singularities is
made through informations given by the Taylor’s ,polynomial of the functions a,b
e ¢, without reducing the EDB to a normal form. The results are applied to the
study of the lines of curvature of surfaces in R® and to the study of the asymptotic
lines of convex embeddings of surfaces em R*.



Uma equagio diferencial bindria é uma equagao diferencial implicita da forma
G.(.‘L‘, y)dy2 + 2b(m: y)dmdy + C(ﬂ?, y)dl‘2 = O:

onde a, b, ¢ sao fungdes diferencidveis de x e y.

Em um ponto (z,y) onde seu discriminante, A(z,y) = ¥*(z,y) —a(z,y)c(z, ),
é malor que zero, a equagio define um par de diregdes no plano. Uma maneira
natural de estudar esta equagio é levantar este par de campos de linhas a um
inico campo definido num espago de recobrimento associado ao conjunto & =

{(z,9)/*(z,v) — a(z,y)e(z,) > 0}.

A. Davydov [Dv], seguindo o trabalho pioneiro de L. Dara [Dr], classificou
pares de campos genéricos quando o conjunto A é uma curva diferenciavel. J. W,
Bruce e F. Tari estudam em [BT —1] a classificagio topoldgica das curvas integrais
da equacao quando a funcio A(z,y) apresenta uma singularidade do tipo Morse.
Esta classificagio é feita reduzindo a equagdo implicita & sua forma normal.

O objetivo deste trabalho é estudar as equagdes diferenciais binarias, na vizi-
nhanca de um ponto singular isclado. A anélise destas singularidades é feita
através de informagdes dadas pelo polinomio de Taylor das fungdes a,b e c, sem
reduzir a EDB A sua forma normal. Os resultados sao aplicados ao estudo das
linhas de curvatura de superficies em R® € ao estudo das linhas assintéticas de
mergulhos convexos de superficies em R*.
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Capitulo 0

Introdugao

Equagdes diferenciais implicitas (EDI's), F(z,y, %) = (), aparecem em vérios
ramos da matemaética, em particular na geometria diferencial de superficies em
espagos de dimensdes trés e quatro. Informagdes mais completas sobre as solugGes
desta equacao podem ser obtidas quando as estudamos do ponto de vista da teoria
de Singularidades.

Uma equacao diferencial implicita determinar4 geralmente muitas diregbes por
um dado ponto (z,y) no plano, e consequentemente muitas curvas solugdes. Para
o estudo destas equacles, vamos usar ¢ método do levantamento do campo de
linhas a um campo no fibrado projetivo. Este método consiste em desdobrar as
EDI’s em uma simples EDO sobre um espago mais complicado.

Dada uma equagdo diferencial implicita
F(z,y,dy,dz) =0,
consideramos o fibrado tangente projetivo ao plano, e o subconjunto
L={(z,y,[p: d); F(=,y,p,q) = 0}.
A projegao natural
7: L — R?
levanta uma EDI de R? para uma EDO sobre £. Chamamos ponto singular da

EDI um ponto onde o campo levantamento, £, tem um zero.

No capitulo 1, detalharemos esta discussao e daremos alguns exemplos de
equages diferenciais implicitas. As principais referéncias deste capitulo sdo os
artigos ” On binary differential equations ” e ”Implicit differential equations from
the singularity theory viewpoint ” de J. W. Bruce e F. Tari.

Q principal objetivo deste trabalho é o estudo das equagdes diferenciais binérias,
EDBRB’s, isto é, equagdes diferenciais implicitas para as quais existem no méximo
duas direcoes em cada ponto do plano.

As EDB’s sio equagdes da forma

a(z, y)dy? + 2b(z, y)dady + c(z,y)dz® = 0,
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onde g, b, ¢ séo funcdes diferenciaveis. O discriminante desta equacéo é a fungao
Az, y) = b*(2,y) — a(z,y)e(, ).

Quando A; e A, nao se anulam simultaneamente no zero, A é uma curva
regular. Whitney [Wh] demonstrou que para um conjunto aberto e denso de
fungbes F, a projecio m é um difeomorfismo local, tem singularidade do tipo
dobra ou tem singularidade do tipo cispide.

Segundo Lak Dara [Dr}, o primeiro estudo sistemético das singularidades de
uma equagio bindria foi feito por W. Dyck, que deu uma classificagao qualita-
tiva, embora incompleta, das singularidades mais simples. René Thom refez esta
questio no contexto moderno da teoria das singularidades. Porém, a classificagio
que propds das singularidades genéricas é também incompleta.

Segundo Arnold, o problema de encontrar uma forma normal para os pontos
singulares regulares foi resolvido por M. Chibrario em 1932.

Um estudo topolégico das singularidades: dobra-né, dobra-foco e dobra-sela
estd, segundo Arnold [A], no trabalho de Phakadze e Shestakov (1959). Estes
resultados foram redescobertos por R. Thom, L. Dara, F. Takens no periodo
1972-1976. Em 1984, A. A. Davydov [Dv}, apresentou um estudo topolégice das
singularidades do tipo eliptica e hiperbdlica.

O principal enfoque deste trabalho é o estudo do caso em que A é singular,
ou seja, Az(0,0) = A,(0,0) = 0. Analisaremos o comportamento das solugdes
préximas aos pontos singulares isolados.

No capftulo 2, classificaremos as curvas solugdes préximas aos pontos singu-
lares isolados de uma equagéio binéria genérica. Em [BT,1] e [BT, 2}, esta clas-
sificagéo é feita reduzindo a EDB & sua forma normal. Neste trabalho, o estudo
é feito diretamente sem efetuar mudangas de coordenadas. Isto é feito através
de uma extensdo dos cileulos feitos por Sotomayor em [GS] para linhas de cur-
vatura de superficies em R3. Daremos também o enfoque geométrico das solugoes
e singularidades desta equagio e veremos que estas singularidades correspondem
a pontos umbilicos Darbouxianos.

A referéncia principal para o capitulo 3 é o livro " Lines of curvaiure and
umbilical points on surfaces ” de C. Gutierrez e J. Sotomayor. Os resultados
obtidos no capitulo 2 sdo aplicados ao estudo das linhas de curvatura de superficies
em R®. Provaremos que o conjunto das superficies diferenciaveis, nas quais todos
os pontos umbilicos sao Darbouxianos, € aberto e denso. O teorema, de Sotomayor
e Gutierrez, de estabilidade para as configuragdes das linhas de curvatura de um
mergulho genérico é também enunciado.

No capftulo 4, seguindo os trabalhos [Md] e [GM FR], obteremos a EDB das
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linhas assintéticas de uma superficie fechada, M em R* e mostraremos que para
um mergulho genérico localmente convexo de M, as singularidades que aparecem
séo os umbilicos Darbouxianos. Além disso, provaremos que qualquer mergulho
genérico de uma superficie compacta localmente convexa, com nimero de Euler
diferente de zero, tem pelo menos quatro pontos deste tipo.



Capitulo 1
Equacao diferencial binaria

Equagoes diferenciais implicitas aparecem em varios ramos da matematica, em
particular na geometria diferencial de superficies em espagos de dimensdes trés
e quatro. Mais informacgGes sobre estas superficies podem ser obtidas quando as
estudamos do ponto de vista da teoria de Singularidades. Uma equagdo diferencial
implicita (EDI) é qualquer equagio da forma
dy
F(z,y,—) =10,

onde F' é uma funggo C* de trés varidveis. O termo implicita é usado para
diferenciar tais equagdes das que podemos escrever como

dy

7 — 9@ y),
onde a derivada é dada explicitamente como uma fungao das varidveis x e y. Esta
tltima pode ser resolvida numericamente e geralmente existe uma curva solugao
simples por cada ponto do plano,

Uma forma mais conveniente da equagio explicita acima é
(1) a(z,y)dy + b(z,y)dz = 0.

Genericamente, esta equagdo diferencial ordindria (EDO) determina um campo
de linhas, isto é, uma linha é determinada para cada ponto no plano, com a
inclinagdo especifica. Uma solugio é uma curva regular com a propriedade que
em cada um de seus pontos ela é tangente a linha dada. Os pontos singulares
de uma EDO s3o aqueles em que as fungdes d e & se anulam simultaneamente.
Genericamente, tais pontos sdo isolados. Uma EDI, por outro lado, determinara
geralmente muitas linhas por um dado ponto (z,%) no plano, e conseqiientemente
muitas curvas solugdes. Isto pode ser pensado como a superposigao de um nimero
de EDO ’s e as singularidades podem surgir de trés modos: existem aqueles pontos
onde duas ou mais das linhas coincidem, aqueles onde uma das componentes das
EDO ’s tem uma singularidade, e pontos onde ambos ocorrem.

Equagdes diferenciais implicitas aparecem em vérios ramos da matematica,
em particular na geometria diferencial de superficies em R®.



Linhas Acsintbticas préximas 2 uma clspide hiperbélica
da fung3o de Gauss,

Figure 1.1:

Exemplo 1.1 (Da geometria diferencial). (a) Seja X uma superficie regular no
espago Buclidiano de dimensdo trés. A curvatura seccional, ky, numa diregdo v
tangente & superficie em p, é dada por ky(v) = I—,’%’—’))-, onde I, e 11, sdo, res-
pectivamente, a primeira ¢ a segunda formas fundtzmentais da superficie. Em
um ponto hiperbdlico de X eristem duas direcdes, chamadas diregdes assintéticas,
para as quats a curvatura seccional € zero. Em um ponto parabdlico estas diregées
coincidem, e ndo existem diregbes assintdticas em pontos elfpticos. O resultado €
um par de campos direcionats sobre a parte ndo-elfptica da superficie cujas curvas
integrais sao chamadas curvas assintdticas.

Suponha que X é dado localmente na forma de Monge (z,y, h(z,y)). As linhas

asstntdticas em (z,y, h(z,y)) sdo entdo as curvas solugdes da EDI
Ry, dy® + 2he,dzdy + hedz? = 0.
As figuras 1.1, 1.2 e 1.3 mostram o comportamento genérico das linhas assinté-
ticas na vizinhanca da curva parabélica [BGM].

() Outro exemplo classico é fornecido pelo campo de diregoes principais sobre X.
Em um ponto nao umbilico existem duas dire¢des ortogonais, chamadas principais,
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Linhas Assintdticas proximas a uma clispide eliptica
da fung3o de Gauss [primeiro tipo),

4

Figure 1.2:

Linhas Assintflicas priximas de uma clspide
eliplica da fungio de Gauss [segundo tipo).

Figure 1.3:




correspondendo aos extremos da curvatura seccional. Em um ponto umbilico todas
as diregGes sao principais. Fora dos pontos umbilicos, as integrais de cada um
destes campos s&o chamadas linhas de curvatura ou linhas principais. A equagao
diferencial das linhas principais é dada por:

dv? —dudv du®
det | F F G | =0
e f g9 |

ondee, f,g, F, F, G s&o os coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais.
Para estudar a estrutura das linhas de curvatura em um ponto umbilico, consi-
deramos a superficie na forma de Monge, (z,¥,h(z,y)), com h(z,y) = §(z* +
y*) 4+ C(z,y) onde k é a curvatura seccional no umbflico e a fungéo C é tal que
72C(0,0) = 0. A EDI que determina as diregdes principais na vizinhanga do ponto
umbilico € entdo da forma

a(z, y)dz? 4 2b(z, y)dzdy + c(z,y)dy* =0,

onde
2 2 C ocC
o(5,9) = o 1+ (k4 200 = (k4 ) o + )y + 50)
2 2 60
25(s,) = (k-+ Tg)(1+ (ko + G001 = e+ G )1+ by + G )
o*C oc ocC &C oc
e(a,9) =k + G ko + )by + 50 = oo (L4 (b + 50"
(Ver figura 1.4.)

Exemplo 1.2 (Problema geral de auto-valor). Considere uma matriz 2x 2, A=

a

c d
(ad—bc). Entdo existem dois auto-valores reais distintos se § = (a—d)* +4bc > 0,
um autovalor real repetido se § = 0 e auto-valores complezos se § < 0. Suponha
que erista um germe de func¢do regular @ : R%,0 — M,, onde M, é o espago das
matrizes dois por dois. Seja A o subconjunto de My formado pelas matrizes A
com determinante § = 0. Entdo ® determina um par de campos sobre a regido
§o® > 0, com fronteira ~1(A). Eliminando A de A(:) = )\(’;) obtemos by* +
(a— d)zy —cx? =0 e se a,b,c,d indicam as quatro componentes de @ teremos a

EDI

, coma,bc,deR . O polinémio caracterfstico de A é A2 — (a + d)\ +

b(dy)® + (& — d)dzdy — c(dz)* = 0.
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Linkas principais do elipsaide com eixos diferentes

Figure 1.4:

Podemos considerar o caso em que temos uma fungdo reqular @ com imagem em
SMs, o espago das matrizes simélricas dois por dois. Eniao b e ¢ coincidem e
obtemos a EDI

b(dy)? + (a — d)dzdy — b{dz)®? = 0.

A soma dos coeficientes de dy? e dz? € zero, isto é equivalente ao fato que os auto-
espagos sao ortogonais. Note que neste caso temos duas diregoes distintas exceto
naqueles pontos onde b = a —d = 0. Estas equagoes, geralmente, determinam uma
colegao de pontos isolados no plano.

Exemplo 1.3 Sejam M e N duas variedades Riemannienas de dimensdo dois
e seja ® : M — N uma fungdo regular. Suponha que ® é o germe de um
difeomorfismo em x € M. BEntao d®, : T,M — Ty)N € um isomorfismo. Para

v € ToM um velor unitdrio, podemos considerar o comprimento da imagem de

v sob a derivada de ®, || d®,(v) ||ew) e procurar aqueles v para os quais ele

€ mazimizado/minimizado. Se escolhermos uma base ortonormal para T, M e
a

ToyM e escrevermos dd, = ( - 3 ) com respeito a estas bases, estamos ma-
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gimizando/minimizando (a cosf + bsend)? + (ccos § + dsenf)? com respeito a 6.
Diferenciando esta expressdo temos
—(a® + ¢?) cos fsenf + (ab + cd)(cos? § — sen?8) + (2 + d?) cos fsenf = 0.

Conseguentemente,

(6* + d® — a® — c?)sen26 4 2(ab + ed) cos 26 = 0.
Assim, os extremos sGo duas diregoes ortogonais dadas pela EDI

(ab + ed)dz? + (b 4 d® — a? — ?)dzdy — (ab + cd)dy® = 0.
Geometricamente estes sdo os eizos da elipse em To)N que € @ imagem do cérculo
unitdrio em T, M. Os coeficientes se anulam quando ab+cd = b*+d?—(a?+¢?) = 0.
Isto ocorre quando ¢ = +b ¢ a = Fd, ou seja, quando d®, € da forma reflexao
a

. . . b .
em uma reta e dilatagdo, caso em que a malriz € b —g | 0¥ quando dd, é

a
-b
isto ocorre quando a itmagem do circulo unitdrio é também um cérculo. (Note que

uma rotagdo e dilalacdo; caso em que a matriz € . Em outras palavras

precisamos somente de uma estrutura conforme sobre M e N.) Observemos que
guando M é uma superficie em um espaco de dimensdo trés, N = 5% e® é a

fungdo de Gauss entdo os vetores acima sao as diregoes principais de M.

Dois métodos sdo usualmente utilizados para o estudo das EDI ’s, o0 método
da transformagao de Legendre [BT,1] e o método do levantamento do campo de
linhas a um campo no fibrado projetivo. Vamos descrever este ultimo, que sera
usado na sequéncia. Este método de estudo consiste em desdobrar as EDI’s em
uma simples EDO sobre um espago mais complicado. Dada uma EDI

F(z,y,dy,dz) =0,

tal método consiste em considerar o fibrado tangente projetivo ao plano, que é
simplesmente R? x RP!, e o subconjunto

L= {(z,vylp:4q)): Flz,y,p,q9) =0}.

No préximo capitulo, veremos que com hipéteses genéricas, pode-se assumir
que £ é uma superficie regular. Escolhendo uma carta afim em RP! podemos
considerar o subconjunto do espago (z,y, p) dado por F(z,y,p,1) =0.
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Existe uma projegéo natural
w: LR

(2,9,p) — (2,¥)

que levanta uma EDI de R? para uma EDO sobre £. Em cada ponto (z,y,p) de
L escolhemos uma diregdo tangente a £ que se projeta sobre uma linha por (z,y)
com diregao p. Isto pode ser feito explicitamente. Seja (z,%) um ponto de uma
curva solugao cuja diregio tangente é p. O plano que passa por esta reta tangente
e é paralelo a0 eixo p é chamado plano de contato. Consideremos o ponto (z,¥,p)
de £ e observemos que o plano tangente a esta superficie neste ponto é distinto do
plano de contato sempre que F, # 0. Estes planos ent8o, se encontram segundo
uma reta. Logo, os planos tangentes e os planos de contato em todos os pontos
vizinhos se cortam segundo retas, dando origem assim a um campo de direges
que localmente é dado pelo campo vetorial

0
€= Fyg +pFp — (R4 PR,
tangente a £. Com efeito, considere um campo £ = AZ + Ba% +C#£, a condigdo
de tangéncia é AF; + pAF, + CF, = 0. Sem perda de generalidade , podemos
fixar A = 1 e entdo C = —&%Eﬂ’-. Substituindo e multiplicando a condigao de
tangéncia por F;, obtemos £ con‘;o desejado. Este levantamento § determina uma
EDO em £, que podemos entao analisar.

Pontos de £ onde a projegdo 7 nao é um difeomorfismo s&o de especial in-
teresse. Estes sao pontos onde nac podemos resolver F' = Q para p, isto € nao
podemos reduzir localmente para uma EDO. Eles sao também os pontos onde duas
ou mais das diregdes coincidem. O conjunto de pontos criticos de 7 é chamado o
criminantie e consiste de pontos onde o plano tangente a superficie £ é vertical,
isto ¢, é o conjunto de pontos onde F' = F, = 0. A projeggo do criminante € o dis-
criminanie da equagdo. A teoria das Singularidades é uma importante ferramenta
para a classificagdo dos pontos singulares desta projegao.

Sobre este criminante existirdo pontos especiais onde o campo levantamento
tem um zero. Em termos do levantamento construido acima, estes sao pontos
satisfazendo

F=F=F+plk, =0

Note que os zeros do levantamento devemn estar sobre o criminante.

EDI’s para as quais existem no méximo duas diregdes em cada ponto do plano,
sdo chamadas equacgdes diferenciais bindrias, EDB s, e sdo de interesse especial.

Sejam as equacgoes diferenciais bindrias da forma
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Ponios ndo-requiares

V

\\“*%-__@ / Discriminante

X

Figure 1.5:

a(w,y)dy* + 2b(z, y)dady + c(z, y)da® = 0,

onde a, b, ¢ sdo fungdes suaves todas nulas em (0,0). Esta equagio define um par
de diregdes em cada ponto (z,y), do plano, onde b? — ac > 0. Além disso, as duas
diregdes coincidem sobre o discriminante da equagdo, A = {(z,¥) : ¥* — ac = 0},
e nao existem diregdes em pontos onde esta expressao é negativa.

Seja Az, y) = b*(z, y) - a(=, y)e(z, y). Quando A; e Ay nio se anulam simul-
taneamente no zero, A é uma curva regular. Neste caso, podemos ainda supor
que 7 é uma aplicagio de Whitney, isto é, as singularidades de # sao do tipo
dobra. ou do tipo cispide. Um resultado de Whitney {Wh] afirma que para um
conjunto aberto e denso de funcdes F a projegio 7 é um difeomorfismo local,
tem singularidade do tipo dobra ou tem singularidade do tipo clspide, Para a
singularidade dobra, podemos escolher coordenadas locais em £ para que 7 tenha
a forma normal simples (u,v?), e para a singularidade do tipo cdspide, podemos
escolher coordenadas locais para que 7 tenha a forma nomal (u,v® +wv). Em [Dv],
Davydov classificou (seguindo o trabalho de Dara [Dr]) pares de campos quando
o discriminante é regular e mostrou que para forma normal (u,v® + uv), isto é,
quando 7 tem singularidade do tipo cispide, a EDB adquire médulo.
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Vamos, no préximo capitulo, classificar as curvas integrais da EDB quando
a,b,c se anulam simultaneamente no zero, isto é, A é singular, e a fungdo A =
5% — ac tem uma singularidade do tipo Morse na origem.
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Capitulo 2

EDB ’s com discriminante do tipo
Morse

Seja a(z,y)dy? + 2b(z,y)dzdy + c(z,y)dz? = 0 uma equagdo bindria, com a,b,c
se anulando simultaneamente no zero. Neste caso, Az(0,0) = A,(0,0) =0, isto é
A é singular. Vamos agora, classificar as curvas integrais destas EDB ’s quando
a fungao b? — ac tem uma singularidade do tipo Morse na origem. Ou seja, além
de A;(0,0) = AL(0,0) = 0 temos que o determinante hessiano da fungdo A na
origem & diferente de zero (isto &, sua hessiana é nao degenerada). Veremos na
proposicao abaixo que esta condigio é equivalente a que a superficie

{(z,v,[p,q]) € R* x RP" : ap® + 2bpg + cg* = 0}
associada & equagao inicial, seja regular.

De fato, esta superficie é um cilindro, cuja fibra excepcional é o circulo central
sobre a origem. Escolhendo uma carta afim de R2x RP!, com ¢ = 1, consideremos
localmente em R? a superficie

L={(z,y,2):ap’ +2bp+c=0}
Denotaremos a funcdo ap? + 2bp + ¢ por F', e escreveremos

a(z,y) = a1z + agy + O(2),
b(z,y) = bz + by + O(2),
c(z,y) = a1z + ey + O(2).

Proposicao 2.1 (1) A superficie L é reqular em uma vizinhanga de (0,0) x RP!
se e somente se a func¢do discriminante b® —ac tem uma singularidade de Morse.
(2) A projegdo natural w : £ — R? dada por (z,y,p) — (,y) é wm difeomorfismo
local fora de m71(A).

Prova: (1) A fungao F, = %E = 2ap+ 2b é identicamente nula sobre (0, 0) X
RP!, assim a superficie ndo é suave em uma vizinhanga de (0,0) x RFP! se e
somente se 25(0,0,p) = a;p? +2b1p+cy e %F(O, 0,p) = agp? + 2b;p+ ¢, se anulam
simultaneamente para algum p. Calculando a Resultante destes dois polindmios,
vemos que p é solugdo das duas equagdes quando

(*) (c2a1 - 01(12)2 — 4(b201 - blaq)(czbl b Clbg) =0
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Por outro lado a expansio de Taylor de ordem dois da fungdo discriminante é a
seguinte

¥ — ac = (b} — c181)2% + (2byby — c201 — cra2)TY + (BE — c205)y% + O(3)

A parte quadrética desta funcao é degenerada, ou seja teremos uma singularidade
mais degenerada que Morse no (0,0), se e somente se a relagao (*) vale.

{(2) A projegiio m ndo ¢ locaimente um difeomorfismo em pontos (z,y,p) onde
F(z,y,p) = 0, isto é quando F = F,, = (. Este conjunto ¢ precisamente 7~ 1(A).H

Agora, vamos assumir que £ é regular. Em cada ponto do plano onde ¥ —ac >
0 existem duas diregSes e dois pontos correspondentes sobre a superficie £. Um
campo vetorial £ sobre £ é um levantamento da equagao diferencial binéria ou do
par de campos determinados, se e somente se dn(z,y,p) é um vetor de diregéo
p. Ou seja, ele se projeta em um vetor no plano com a correspondente diregao.
Quando £ ¢, além disso, um campo tangente & superficie £, dizemos que £ é um
levantamento adequado sobre L.

Proposigao 2.2 (1) O campo vetorial

0 s, )
= F,— +pfo— —~ (F F)—
§ Fp6$+P pay (Fz+p y)ap
é um levaniamento adequado sobre L do par de campos em R2.
(2) O campo vetorial £ tem genericamente um ou trés zeros sobre (0,0) x RP*.
Estes zeros sdo do tipo nd ou sela.

Prova: (1)Sejaé = A% +B§§+C%. Entao £ é um levantamento adequado
se ele § tangente a L e satisfaz B = pA. Claramente, esta dltima condig&o estd sa-
tisfeita, e além disso, a condigdo de tangéncia j4 foi provada no capitulo anterior.

(2) Os zeros de £ sobre L sdo dados por F = F, = F; + pFy, = 0. As duas
primeiras equagoes implicam # — ac = 0. Isto determina a imagem inversa de A
por 7 sabre a fibra excepcional (0, 0) x RP!, como mencionado anteriomente. Para
que (0,0,p) seja um zero de £, desde que F'(0,0,p) = F;(0,0,p) = 0, temos que
exigir apenas que (F, + pF)(0,0,p) = 0. A expressao para F; + pFy em (0,0,p)
é a fungao ctibica ®(p) = azp® + (26 + a,)p® + (2b; + ¢2)p + ¢1. Esta forma ciibica
depende dos valores a;, b;, ¢; de seus coeficientes. Escolhendo valores para a;, b;, ¢;
no conjunto aberto e denso de R®, que é o complementar do conjunto definido
pelo anulamento simultdneo de @ e &', garantimos que ® terd uma ou trés raizes
reais.

Procuramos a natureza dos correspondentes zeros de . Para isto, é necessério
analisar os auto-valores destes zeros. Seja p, zero de ®. Podemos assumir que
F,(0,0,p;) # 0 e escrever £ localmente como o gréfico de uma fungao y = g(z,y).
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Entéo, F(z, g(x, p), p) = 0, e consequentemente 2E + ‘?,‘:55 ?,fgg +3§ 0. Seja

£a projegao de & no plano (z, p). Usando a férmula de Taylor em (0, p1), odemos
escrever § = [z + oa(p — p1) + O@2)]5; + iz + Balp —p1) + 0(2)]%

1= \Bz8p T Gyopaz) P
(321*" HF 8g\ ,ﬂ po);
= \op2 T oyopap) "

o [OF OF8 (FF OFd 0.0},
1= "\ 32% T 520y 05 TP\ Bady T By O ’

528p * 9wy Op 5yBp * By Op
Como (a—P +pg—5) (0,p71) = ®(p1) = 0, segue que g_% = p;. Além disso como

aF %pf =0em (0,p1), entao gﬁ(O,pl) = (. Consequentemente

2 2 a2
ﬁzz_{f)’b“ 9*F 9g ?£+ (aF Fag)(o 1)}

o = 2(a2p? + (bg + a1)P1 + bl)
Cg = 0

By = —{3aqp} + 2(206) + a1)pr + (c2 + 201)} = —%'(p1)

Precisamos ainda determinar os autovalores da linearizaggo de £ em seus zeros.
Mas os autovalores da matriz da parte linear de £ sdo claramente o; = 2(asp} +
(bs + a1)p1 + b1) e —®'(p1) = Fa(p1). Como p; néo é uma raiz repetida da funcao
clbica @, segue que ¥'(p1) # 0. Genericamente & e P nao tém raizes comuns
entdo al(pl) # 0. Entao os zeros de & séo selas quando —&(p;)ay(p1) <

ou nés quando —%'(p;)ey(p;) > 0. De fato devemos esperar que nao exnstam
singularidades focais, pois localmente a fibra excepcional é o fecho de uma curva
integral que passa pelos zeros do campo.l

A figura abaixo, representa o comportamento de A na vizinhanga de pontos
singulares do tipo Morse. Existem duas possibilidades: sela e, maximo e minimo.
Vamos estudar em especial o caso em que A é um ponto singular isolado, isto é
(0,0) é um mfnimo ou um méximo nao degenerado para a fungéo A.

Por exemplo, a EDB
a(z,y)dy* + 2b(z, y)dzdy — a(z,y)dz* =0,
onde A(z,y) = b* + a? é maior ou igual a zero, e portanto (0,0) é um ponto de

minimo.
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Figure 2.1:

Interpretagao geométrica dos pontos singulares isolados

As singularidades do campo £ sio dadas pela cibica
(I)(p) = 0‘-2].73 + (262 + (11)}72 + (2b1 + Cg)p + o).

Vimos que genericamente esta clibica tem uma ou trés solugdes reais.

Daqui para frente, vamos fazer uma mudanga de coordenadas tal que o termo
constante de ®(p) = asp® + (2b; +a;1)p® + (2b1 + c2)p+c1, se anule, e assim pp = 0
serd uma singularidade do campo levantado.

O ponto singular (z,y) = (0,0) é isolado, isto é, é méaximo ou minimo nao
degenerado se o determinante da matriz Hessiana, na origem, é maior que zero,
ou seja,

4(b20‘-1 - b]_dg)(b]ﬁg) > ((11C2)2.

Neste caso temos a seguinte definigao:
Definigao 2.3 Um ponto singular é Darbouxiano se valerem as condigoes:
M) Condigéao de mdzrimo ou minimo ndo degenerado:

Cy (al (4b1b2 - Cgal) - 4b¥ag) > 0,
isto é, o determinante hessiano da fungao A é positivo.
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Configuragdes principais ao redor de pontos umbflicos Darbouxianos.

Figure 2.2:

D) Condi¢do Discriminante:
b 2by+a1)2 —dage
D) &> L_n_ﬂégg&, ou
2_
D2)0<§;<@”—°;013Me2b1+cﬁéo, ou
b
D;) 2 <0.

Observemos que a condigdo de maximo ou minimo nao degenerado independe
das coordenadas da superficie e que além disso, ela implica que a condigdo de
Morse é vilida.

Provaremos, na proposi¢do abaixo, que no caso D; hd uma sé solugdo, e
esta serd uma singularidade do tipo sela do campo &, e no caso de haver trés
solugdes, a singularidade serd do tipo D» ou do tipo Ds. No caso Ds, temos duas
singularidades sela e uma do tipo nd, € no caso Ds, temos que as trés singularidades
sdo do tipo sela. Observemos, que o indice 1,2 e 3, correspondem ao niimero de
selas do campo. Em alguns artigos, a singularidade D, é chamada Lemon, a D,
é chamada Monstar, e a D3, Star. As separatrizes de selas de { normais ao eixo
p, desenhadas em linhas fortes na figura 3.2, projetadas na superficie definem as
separatrizes umbilicas. Estas sao linhas que tendem para os pontos umbilicos e
separam os diferentes comportamentos das linhas principais préximas deste ponto.
Esta figura ilustra somente uma folha da superficie L.
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Proposicao 2.4 (1) Se o ponto singular é do tipo D, entdo o campo tem uma
tinica singularidade e esta € do tipo sela.

(2) Se o ponto singular é do tipo Dy entdo o campo lem irés singularidades, uma
do {ipo nd e duas do tipo sela.

(8) Se o ponto singular é do tipo D entdo o campo tem irés singularidades do
tipo sela.

Prova: (1) A condigdo D; é equivalente ao fato de que o discriminante da
parte quadrética de ®(p), a2p? + (2b2 + 61 )p + (2b1 + ¢;), é menor que zero, isto §,
p = 0 é a tinica singularidade do campo. Para esta singularidade ser sela temos
que ter —P'(0)x(0) = —2b1(cz + 2b1) < 0, maultiplicando esta condigao por —l,
veremos que ela é equivalente a ﬁ > =2, A hipétese pode ser separada em d01s
Casos:

. 2 . ,
- se ayb; > 0 entdo &2 > (2te). _ 9 - _9 e assim conclufmos a tese.
24 b1 4aaby

Provaremos que a condigao, asby < 0, é absurda, ou seja, provaremos que ela
contradiz a condigdo de maximo ou minimo nao degenerado. Vejamos:

a 1€ 2
s~ n) ) < s~ ) < WG EERE -
= (a¢y)? (M) < (a1c)?.

4agen

Esta tltima passagem ¢ garantida pela condigao Dy, j4 que azb; < 0 e bicy < 0
implica que aze; > 0. A segunda desigualdade também é garantida por )}, quando
ash; < 0, e a terceira é garantida pela condigdo da singularidade ser isolada e
agbl < 0.

(2) A condigo Dy, 0 < QL < KM%“—!L'?B, pode ser dividida em dois casos:
2

8) 0 < 2 < —fg—, neste caso a origem é né, pois, —®'(0)a(0) =
—2b1(ca + 2by) > 0 Além disso, p1py = @1——-2 < 0 e assim, as outras duas sin-
gularidades, p; e p, , tém sinais opostos, e portanto o zero ¢ a singularidade do

meio.

b) & L 52, neste caso a origem & sela, pois, —¥'(0)a(0) = —2b;(cz +
2by) < 0. Neste caso, p1py = 2—b1i-2 > 0 e assim, as outras duas singularidades, p;
e ps , tém o mesmo sinal, e portanto o zero nao € a singularidade do meio.

Observemos que a variedade que separa o caso [J; do caso Dj, é dada pela
condigio p1pg = fzzf Vamos, agora, dar uma interpretagio geométrica que distingue
o caso D, do caso Dy

O caso D, equivale A existéncia de um setor angular fixo, definido por p1p, =
;g, contendo as trés semi-retas das separatrizes (cujas inclinages sao po, p1, P2,
que sdo as solugSes de @), pois, p1ps > 2, € 0 caso D3 equivale ao fato de que tal
setor fixo nao contém as trés serm-retas pcus pipe < —1 Sendo assim, qualquer
rotagao na superficie preservari esta interpretagao e asmm as condigoes Dy e Dy

independem das coordenadas usadas para parametrizar a superficie.
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Portanto, no caso D, a singularidade do meio é um né ¢ as outras duas sao
selas.

(3) No caso Ds, T?{ < 0, como temos trés singularidades ento 2’2;:12-_02 <0e
assim —®'(0)a(0) = —2b;(cy + 2b1) < 0, ou seja, as trés singularidades sao selas,
pois, qualquer rotagao que leve as outras singularidades na origem preservara esta
condigao.ll

Nos préximos dois capitulos aplicaremos estes resultados ao estudo das linhas
de curvatura e linhas assintéticas de superficies em R® e R%, respectivamente.
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Capitulo 3

Linhas de Curvatura de
Superficies em RS

Neste capftulo, estudaremos o comportamento genérico das linhas de curvatura de
superficies em R?, e veremos que as singularidades do campo £, contruido analoga-
mente ao capitulo anterior, correspondem a pontos umbilicos Darbouxianos. Sob
condigles genéricas, a equacdo diferencial binédria das linhas de curvatura de su-
perficies em R?® é um caso especial de EDI com pontos singulares isolados, que
estudamos no capftulo 2. A referéncia principal para nosso estudo é "Lines of
Curvature and Umbilical Points on Surfaces ” de Gutierrez e Sotomayor [GS]. Al-
guns resultados apresentados aqui serio feitos com mais detalhes do que no texto
estudado. Nessa abordagem pretendemos, ao mesmo tempo que relacionamos
os resultados deste capitulo com os resultados estudados no capitulo 2, dar um
tratamento que enfatize as propriedades geométricas da EDI em estudo. Vamos
também, provar que o conjunto das superficies diferenciaveis, nas quais todos os
pontos umbilicos sdo Darbouxianos, é aberto e denso. O teorema de Sotomayor
e Gutierrez sobre as configuragbes estiveis das linhas de curvatura é também
enunciado.

Seja S uma superficie compacta em R® e seja p € S um ponto umbilico. Con-
sidere uma carta (u,v) : (S,p) — (R?,0) ao redor de p, sobre a qual a superficie
¢ o grifico de uma fungao da forma:

flu,v) = g(u2 +v%) + %us + guv2 + gvs + O[(u® +v*)3,

a=2£0,0), b= 22L:(0,0) e c=240,0).

Isto sempre é possivel identificando p com a origem, o vetor normal N(p)
com o eixo z (entdo, o tangente T,S ser4 o plano (z,¥)), e escolhendo uma carta
ortonormal (u,v) sobre a qual o coeficiente de u?v de f se anula (para isto basta
fazer uma mudanca linear de variaveis) e a segunda forma fundamental de S pode
ser escrita como £ (u? + v?), [ver dC].

Com esta escolha de coordenadas, a definicao do capitulo anterior de ponto
singular Dabouxiano se reduz a:
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Definigao 3.1 Um ponto umbilico € Darbouziano se valerem as condigdes:

T) Condigao de transversalidade: b(b—a) #0,
D) Condigio Discriminante:
2
Dy:%> (2—1) +2; ou

Dz:
D3:

2
%) +2>%>1,a%2bou

<1

ol A~

A condigio T acima é claramente equivalente a 8(b — a)2b? > 0, que é a
condigac de méximo ou minimo nao degenerado da Definicao de ponto singular

Dabouxiano do capitulo anterior.

Veremos a seguir que os umbilicos Darbouxianos correspondem as singulari-
dades do tipo D,, Ds, D3, definidas no capitulo anterior, da EDB das linhas de
curvaturas de S.

Interpretagio geométrica e invaridncia das condigbes T e
D.

Primeiramente, vamos dar a interpretagaoc geométrica destas condi¢Ses e provar
que elas independem da carta usada para parametrizar a superficie. Consideremos
a Fquagdo de Linhas Principais:

dv? —dudv du®
det | £ F G | =0
e f g

onde ¢,f,g, F, F e G sao os coeficientes da primeira e segunda formas fundamen-
tais.

Para a carta de Monge (u,v), onde a parametrizagio é dada por X (u,v) =
(u,v)™! = (u,v, f(u,v)), a Equagao de Linhas Principais &

[bv + L] dv* — [(b — a) u + cv + M] dudv — [bv + N] du® = 0
onde L, M, N sio diferenciiveis de ordem O (u? +v?).Esta é uma EDB, onde
Au,v) = [w+ L] = Fg— fG, B(u,v) = —[(b—a)u+cv+ M| = Eg—eG e
C(u,v) = —[bv + N| = Ef—eF.
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Condigao T

Lema 3.2 Esta condicdo significa que as curvas diferencidveis bu + L = 0 e
(b—a)u+cv+ M =0, cuja intersecdo define os pontos umbilicos, sGo regulares
e se enconiram transversalmente no (0,0).

Prova: Se A(u,v) =0e B(u, v)—Oentao Fg—fGeEg=eG'eestas

condi¢bes garantem que H? (u,v) — K (u,v) (—l“—"l) = 0, isto é, k1 = kg ,
e portanto, o ponto € umbilico. Inversamente se o ponto é umbl'hco temos que
valem e = kB, f = kF e g = kG, e um célculo direto nos d& que A(u,v) =0 e
B(u,v) = 0.
Além disso:

dot [ ?(0,0) 40,01 _
« (0,0) B, (0,0)

se valer a condi¢do T, como os vetores normais destas curvas em (0, 0) nao se a-

nulam, as curvas sao regulares em (0, 0), e o determinante distinto de zero significa

que seus vetores normais nao sdo linearmente dependentes, ou seja, as curvas se

encontram transversalmente no (0,0).%

b—a) # 0 <= vale a condigdo T. Assim,

Para relacionar as condigdes T e D com a abordagem do capitulo anterior,
vamos agora construir o fibrado projetivo, PS, da superficie S e considerarmos
nele a superficie LS dada pelas solugdes, em PS5, da Equagao de Linhas Princi-
pais. Provaremos que a condi¢io de regularidade de £S5 no conjunto dos pontos
umbilicos U é equivalente & condicao T. E assim, como ji sabemos do capitulo
anterior, a condigdo de méiximo ou minimo nao degenerado independe da carta
ja que LS é regular independente da carta que a parametriza. Para analisar-
mos a condigao ), construiremos, como no capitulo anterior, um campo vetorial
tangente 4 LS. Os pontos umbilicos correspondem &s singularidades do campo.
Analisaremos o tipo das singularidades e com isso saberemos qual o tipo do ponto
umbilico Darbouxiano correspondente: D;, 4 = 1,2 ou 3, onde o indice ¢ cor-
responde ao nimero de separatrizes umbilicas. Esta interpretacao geométrica das
configuragdes principais ao redor de um ponto umbilico nos permitira reconhecer
se este € ou nao Darbouxiano.

Denotemos, como antes, 7 a projecao de PS em S. Em termos de uma carta
(u,v) com dominio aberto V em S, escolhendo coordenadas homogéneas du, dv
para © plano tangente a S em p, vemos que as seguintes cartas (u v g = "“) e

(u v p = ) sdo definidas sobre 71 (V) (isto é, em P.S), e seus dominios cobrem
este conjunto aberto.

Considere a superficie £S5 em PS definida pelas solugbes da equagdo (1).
Claramente, como esta superficie é definida pela equacdo de linhas principais, ela
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D (Lamon) Dy (Monstar) D, (Star)

tinhas de curvaturas em pontos umbiicos

Figure 3.1:
nao depende da carta usada. Na carta (u,'u; p= z—z), LS é escrita como:

Fluvip)=v+ LIp* - [(b—a)u+cv+ Mlp— [bv+ N] =0

Na carta (u,v;q = %), LS é escrita como:

Fluv;) =[bv+ L]~ [(b—a)u+cv+ Mg~ [bu+ N]¢* =0

Geometricamente, é ficil ver que fora de 7~ !1(U), £S5 é uma subvariedade
regular de 771 (5), e mais ainda, £S é um recobrimento duplo regular de S\U.

Lema 3.3 A condicdo de transversalidade € equivalenle a reqularidade de LS
sobre o conjunto U dos pontos umbilicos.

Prova: Como F;(0,0,p) = 0, entao supondo que para (0,0) € U, LS é ndo
regular temos que ter F,,(0,0,p) = — (b—a)p=0e F,(0,0,p) = bp> —cp— b= 0,
ou seja, b —a =0 e p é solugao de F,(0,0,p) =0 oup=0eb =0, o que implica
que néo vale a condi¢do T no (0,0).

Reciprocamente, se LS fosse regular em U, e nao valesse a condi¢do T entao
ou b = 0 e assim F,(0,0,p) = ap e F,(0,0,p) = —cp, ou (b—a) = 0 e entdo
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F,(0,0,p) =0 e F,(0,0,p) = bp® — cp—b. Sendo assim, para p = 0 ou para p igual
a solugdo de F,(0,0,p) = 0 temos F,(0,0,p) =0 e F,(0,0,p) = 0, e portanto LS
néo seria regular em todo U, o que é absurdo.l

Também sabemos pelo capitulo anterior que LS é regular numa vizinhanga de
(0,0) se e somente se a fungdo discriminante A(u,v) = B%(u,v) — A(u, v)C(u,v)
tem uma singularidade de Morse em (0,0). De fato, A,(0,0) = A,(0,0) =0 ea
condigau T, neste caso, é equivalente a hessiana de A ser nao degenerada.

Para uma carta arbitréria (u,v) onde a equagdo de linhas principais é dada
por A(u,v)dv? + B(u,v)dudv + C(u,v)du® = 0 e A = B = 0 define os pontos
umbilicos, a condigdo T é dada por %&% # Q.

Condigao D

Considere o campo vetorial £, levantamento do campo de dire¢des principais,
como construido no capitulo 1:

E— 'i_l_ !i_l_ -2
Y5V TPy

definido sobre o dominio u, v e p , cujas componentes sio dadas por:

w = @(u,v,p) = 2pA (u,v) + B (u,v) = Fp(u,v,p)

v = pii(u,v,p) = pFp(u,v, p)

p = —[Fu(u,v,p) + pFy(u,v,p)]

E facil ver que o produto inferno de ('u', v, p') com o normal, (Fu: F,, Fp), de
LS éigual a zero, e portanto £ é tangente a LS.

Os pontos (0, 0, p) sao singularidades de ¢ se satisfizerem £(0,0,p) = 0, o que
implica, como vimos no capitulo anterior, em ®(p) = p(bp® — cp + (a — 2b)) = 0,
que equivale a:

2
. . . " . . - _ Fo] a ”
onde o discriminate do po}lr.l‘omlo de sefgundo grau é D = (ﬁ) — % +2,daf o
nome para a segunda condigao Darbouxiana. Portanto as rajzes sao:

Po=0
P1=2—Cb—\/5
p=5+VD

Os p; s representam as direcdes possiveis ao longo das quais as linhas princi-
pais podem aproximar o ponto umbilico. De fato, um cdlculo direto nos mostra
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que para uma curva C! da forma v = pu + O (u?) ser solugdo de (1) é necessério
que p seja um dos p; ’s ,1=0,1,2.

Denctaremos por {f = {(u,piu),u > 0} e Iy = {(u,p;u),u < 0} os raios e por
l; as correspondentes retas contendo-os no plano tangente-(u,v). Estas retas e
rajos permitem a seguinte interpretagdo geométrica da condigao D:

Como vimos no capftulo anterior, a condigdo D, significa que somente Iy = 0
é real e que ela € a tUnica reta de direcdo possivel para iinhas principais que
aproximam o ponto umbilico, pois neste caso p; e p, sao imaginarios:

D1=>D<0

A condigao D, significa que as trés retas sao reais e distintas, ja que Dy implica
D > 0, e que existe um setor angular reto que contém os trés raios 7, ¢ = 0,1, 2.
De fato, suas inclinagGes p; 's verificam, neste caso, a condigao para que o angulo
entre os dois rajos seja menor que %, isto é, pipp = § — 2 > —1.

A condigao D; significa que as trés retas sao reais e distintas, pois novamente
temos que D > 0, e que nao existe um setor angular reto que contém os trés raios
If,1=0,1,2. De fato, a condigao para que o angulo entre os dois raios seja maior
que 3, isto é, p1py = § — 2 < —1 é equivalente & Dj,

Lema 3.4 A condi¢do D ndo depende da carta (u,v) usada.

Prova: Temos que outra carta (w, ") conduzird para uma fungao:
frlw,v) = @)+ @)+ § @) +5 @) @)+ @) + 5 ) () +
O(((w)” + (v)*)’]

que estd relacionada com a anterior, f, por uma rotagao:

%=wcos@ —vsint
v=wsin® + v cos@

Logo, pela interpretagio geométrica da condigdo D, em termos de angulos,
o fato que os raios [ estao contidos em um setor angular reto é preservado por
qualquer rota¢ao. Em outras palavras, deve valer que

(C')2+2> | a # 2
2b b ’
isto €, a condigdo D, nao depende da carta. Similarmente, a condigao D;
independe da carta. A condigao D, obviamente independe da carta ja que para
ela temos uma tnica reta aproximando o ponto umbilico.l
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Observagdo 3.5 Para esta nova carta, podemos fazer também o coeficiente do
termo (w)?(v) igual a zero, isto €, & = 0, e assim teremos cos0 # 0, caso
contrdrio d' = b # 0, pela condicdo M. Temos entdo que

d = —%Tcos36[br2-c7'+a—2b],

ondeT = %—'.Oi‘;%. Assim, para as novas cartas com d' = 0 resulia que os dngulos 0 de
rolagOcs possivcis sdo precisamente os correspondentes ds raizes p; 5 da equagdo
—7 [b7% — cr + 6 — 2] = 0, achadas anteriormente.

Configuragoes principais nos umbilicos Darbouxianos.

Mostraremos aqui que as singularidades de ¢, restritas a £S5, sdo de fato
hiperbdlicas, isto €, suas singularidades t&m partes reais ndo nulas, sobre as
condigoes Darbouxianas, Além disso, elas sao organizadas conforme a Figura 4.2.
Isto mostrard que, as linhas de aproximagao realmente existem. De fato, como
vimos no capitulo anterior, as separatrizes umbilicas sao linhas que tendem para
os pontos umbilicos e separam os diferentes comportamentos das linhas principais
préximas deste ponto. No caso Dy, as separatrizes umbilicas definem um setor
angular agudo (do tipo parabélico) ocupado exteriormente por linhas integrais,
do tipo hiperbélica, que aproximam o ponto. Este setor € a projecdo das linhas
de § que tendem ao né hiperbdlico localizado em pp ou em p,, de acordo com os
casos § < 2 ou § > 2. O setor complementar é de tipo hiperbélico [Ht]. No caso
D3, as separatrizes umbilicas definem um setor ndo agudo (do tipo hiperbdlico)
ocupado externamente por linhas que aproximam o ponto umbilico. Este setor é
a projegao das linhas de £ que tendem ao ponto de sela localizado em pg, p; ou
pa. Neste caso todos os setores sdo hiperbélicos.

Faremos agora, a verificagdo das ilustracoes das configuragdes principais da
Figura 1, através das condigdes Darbouxianas.

No caso D), temos que ¢ > 2 e isto implica que —®'(0)ay (0) = —#*(1—2)(2—
£) é negativo, e portanto, o tinico ponto singular de £ é de sela.

No caso D3, temos que § < 1 e como acima —®'(0);(0) também é negativo,
e entdo (0,0,0) é ponto de sela de £. Dado outro ponto singular de &, considere
as coordenadas (w,v') que levam este ponto na origem, como a condigio D
nao depende da carta, o correspondente valor de —®(0)a;(0) na nova origem é
também negativo. Conseqilentemente, como j& vimos no capitulo anterior, para
este caso, todas as singularidades de £ sdao pontos de sela.

Como sabemos, no caso D,, existem duas possibilidades para (u,v,p) =
(0,0,0). Vamos verificé-las:

a) se 1 < 7 < 2, entdo —%'(0);(0) > 0 e a origem é um né hiberbélico, aqui
71p2 = § — 2 < 0,0u seja, p; e py tém sinais opostos, isto quer dizer que (0,0,0) é
a singularidade do meio;
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Esfera Elipstide de revolugio

Linhas principais no ponto umbilica: , I ;

Figure 3.2:

b) se £ > 2, entdo —®'(0)a;(0) < 0 e a origem é uma sela, neste caso pypy =
§ — 2 > 0, ou seja, p; e p; tém sinais iguais, isto nos diz que (0,0,0) ndo é a
singularidade do meio.

Novamente, como os outros pontos singulares de £ podem ser levados na
origem por coordenadas apropriadas (u’,v’) e a condigio D, ndo depende de-

las, a andlise anterior implica que uma das singularidades de £, a que estéd no
meio, é um né e as outras duas sao selas (ver Figura 3.2).

O elipséide com eixos diferentes (ver figura [1.4]), tem quatro pontos umbilicos,
todos sao Darbouxianos do tipo D;. Na esfera todos os pontos sao umbilicos, mas

nenhum ¢ Darbouxiano e o elipséide de revolugao tem dois pontos umbilicos que
também nao sao Darbouxianos.

Genericidade das condigbes Darbouxianas

Teorema 3.6 O conjunto de todas as superficies diferencidveis compacias cujos
pontos umbilicos sde Darbouzianos € aberto e denso no sentido C3.

Obviamente ele é aberto, pois as condigdes T e D dependem das derivadas de
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ordem 3, @ = fuuu (0,0) ,6 = fupy (0,0) e ¢ = finy (0,0), e séo candigbes abertas.
Observemos que se a condigdo T for vélida em todos os umbilicos, a condigao D
pode ser concluf{da por um niimero finito de pequenas mudangas locais sobre o
coeficiente ‘a’, uma em cada ponto umbilico. Portanto, podemos tornar validas as
condigbes Darbouxianas, e assim o conjunto é denso. Primeiramente, observamos
que como o conjunto dos pontos umbilicos é compacto, ele pode ser coberto por
um nimero finito de dominios de cartas Monge cujas imagens sao discos.

Entao a prova deste teorema pode ser reduzida estabelecendo o seguinte lema
local, que prova que a condigéo T se verifica para um conjunto denso de mergulhos
de superficies em R3.

Lema 3.7 Seja S uma superficie que é o grdfico de uma fungdo diferencidvel
f:(U,0) = (R,0) definida sobre um subconjunto aberto U de R%. Chame S., =
Sen (f) a superficie que é o grdfico de ¢ = g(f;u,v;e,p) = f(u,v) +euv +
suu?, com (g,1) € R? ¢ (u,v) em U. Seja D C U um disco compacto sobre o
qual: %((’:—fjl > 0. Chame 7 = T(D) o conjunto dos (g, ) para os quais todos os

pontos umbilicos, sobre (u,v) (D), da superficie S;, satisfazem a condigdo de
transversalidade T'. Entdo existe um r pequeno, v > 0, tal que a interse¢do de T
com o disco de raio r tem medida de Lebesque completa.

Prova: Considere as fungdes A = A(f;u, v;&,4) = Guguow — (1 + (9)?) Guw
e B = B(fiu,v;e,p) = (14 ()0 — (1 + (90)*)guu, obtidas das equagSes
diferenciais: A (f;u,v;¢, ) (dv)* + B (f;u,v; &, p) dvdu + C (f;u,v; €, ) (du)® =
0 das linhas principais de S.. na carta (%,v). Aqui, C(f;u,v;e,) = (1 +
(9u)®)9uv — GuguGuu Nd0 serd essencial no que segue. O conjunto Uy = Uy (f) =
{(u,v,6,1); A(fiu,v;e,u) =0 e B(f;u,v;&,4) = 0} representa o lugar dos pon-
tos onde as superficies S,,, tem pontos umbilicos. Nos umbilicos transversais,
Uy é superficie regular e , localmente um grafico sobre o plano (g, ). De fato
nestes pontos, por definicao, vale que 2 ﬂ-—'—) # 0. Se (g, 1) é suficientemente pe-
queno, U é também regular nos urnbﬂ]cos nao transversais, sobre D. De fato,

A(fiu,v;e,u) = 0e B(f;u,v;e,u) = 0 encontram-se transversalmente ao longo
da superficie diferencidvel 24 (f), pois por hipStese %((ﬁ—‘,f% > 0 para (g, #) = (0,0),
e portanto, também vale para | (¢, 4) |< r, para algum r. Isto conclui a prova de
regularidade de .

Identificaremos agora o conjunto 7, acima, com os valores regulares da projegao
ortogonal de U, no plano (¢, ), e pelo Teorema de Sard, o conjunto dos valores
singulares da projecac terd medida de Lebesgue nula, e portanto o conjunto de
seus valores regulares terd medida de Lebesgue completa.

Se 7 & regular em p = (u, v, ¢, u) € U, entao o plano tangente, PT, em p nao é
perpendicular ao plano (g, 1), ou seja, o plano tangente intercepta o plano (u, v)
em um unico ponto, o que é o mesmo que dizer que o plano normal intercepta
o plano (g,4) em um tinico ponto. Como os geradores do plano normal sdo
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(As, Ay, Ac, A,) e (By, By, Be, B,) entiio %(ﬁl(p) # 0, pois se fosse zero todos os
pontos da forma (0,0,¢, ) pertenceriam 20 plano normal e ao plano (€, ), © que
é absurdo. Portanto, como vale a condigao 7', temos que (g, %) € T.

Inversamente, se vale a condigio T’ em (g, 1) entdo nos pontos umbilicos p =
(u,v,e, 1) temos que %%:;B)l(p) # 0, e assim, a intersegio do plano normal com o
plano (g, i) é a origem, ou seja, 7 é regular em p = (u,v,&, 1) € Up. M

Ainda na referéncia [GS], encontramos o teorema enunciado a seguir, sobre
as configuragdes estdveis das linhas de curvatura. Todas as superficies citadas
serao C™ e orientadas. Faremos a seguir algumas defini¢Ges necessdrias para
entendimento do enunciado do teorema.

Ums sequéncia S, de superficies converge para uma superficie S no sentido
C” se existe uma sequéncia de fungdes reais sobre S, f,, tal que S, = (I +
falN)(S), onde f, tende para 0 no sentido C”. Uma superficie S é principalmente
estruturalmenie C"—estdvel se para cada sequéncia S, convergindo para S no
sentido C", existe uma sequéncia de homeomorfismos H,, de S, em S, que converge
para a identidade de S, tal que, para n suficientemente grande, H,, é equivaléncia
principal de 5, em S. Isto é, leva U,,, o conjunto umbilico de S;,, em U, o conjunto
umbilico de S, e leva as linhas das folheagoes principais Fi,, de S,, nas de F;,
i = 1,2, folheagdes principais de S.

Definicao 3.8 O conjunto limite o (resp. w) de uma linha principal orientada
7, definida sobre seu intervalo mdzimo T = (w_,w4) onde ela é paramelrizada
pelo comprimento de arco s, € a colegdo a(7y) (resp. w(vy)) dos pontos limites das
sequéncias da forma y(s,), convergindo em S, com s, tendendo para o ertremo
esquerdo (resp. direito) de Z. O conjunto limite dey € o conjunto Q = a(y)Uw(y).

Sejam a curvatura média H = 3(k; +3), e & curvatura Gaussiana, K = k;.k,
onde ki e k2 sdo as curvaturas minima e maxima, respectivamente.

Definigao 3.9 Um ciclo principal, -y, é chamado hiperbélico se seu ezpoente de
hiperbolicidade, n(7y) = —3 [, 71-%{_—}(-, é diferente de zero.

Definigao 3.10 Y (a,b,c,d) é uma superficie orieniada compacta para a qual se
verificam as seguintes condigoes:

a) todos os pontos umbilicos sGo Darboutianos,

b) todos os ciclos sdo hiperbdlicos,

c) o conjunto limite de toda linha principal estd contido no conjunto dos pontos
umbilicos e ciclos principais de S,

d) todas as separatrizes umbilicas sdo separatrizes de um dnico ponto umbilico.

Teorema 3.11 (A estabilidade estrutural das configuragées principais).
O conjunto de superficies ¥(a,b,c,d) é aberio no sentido C*® e cada um dos seus
elementos, a,b,c e d, € principalmente estruturalmente C*—estdvel.
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Este resultado foi estendido [GS, 1] para superficies com singularidades genéri-
cas.

Teorema 3.12 (Densidade de superficies principalmente estruturalmen-
te esidvel). O conjunto 3 (a,b,c,d) € denso no sentido C?.

Uma generalizag&o parcial deste teorema para hipersuperficies em E*, foi re-
alizada por Garcia [Gal.

Resultados anslogos a estes tecremas foram demonstrados por V. Guifiez [Gui]

para uma classe geral de equagles diferenciais quadraticas, sobre uma superficie,
nao necessariamente das linhas principais.
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Capitulo 4

Linhas assintdticas sobre
superficies em R*

Seja M uma superficie fechada e f um mergulho de M em R*. Neste capitulo,
vamos obter a EDB das linhas assintéticas de M e mostrar que para um mer-
gulho genérico localmente convexo de M, as singularidades que aparecem sao os
umbflicos Darbouxianos.

Para este capitulo, temos as seguintes referéncias bésicas: (K], [Md] e [GM FR).
Dado p € M, consideremos o circulo unitério em Ty f(M) parametrizado pelo
ngulo 8 € [0, 27]. Denotemos por 7 a curva obtida interceptando f(M) com o
hiperplano em f(p) composto pela soma direta do plano normal Ny, f(M) e a
reta na diregdo tangente representada por 6. O vetor curvatura 1(8) de v5 em f(p)
estd em Ny f(M).

Seja p € M e {e1, €3, €3, €4} um referencial ortonormal positivamente orientado
definido em uma vizinhanga U de p tal que para qualquer g em M, {ei(q), e2(q)}
é uma base do plano tangente Ty f(M) e {es(g),es(g)} é base do plano normal
Ny f(M). A segunda forma fundamental de f(M) em f(p) é caracterizada por
duas formas quadraticas cujos coeficientes funcionais, vamos denotar por (a, b, c)
e (e,f,g), respectivamente. Nesse caso, se considerarmos a secgio normal 7, com
6 variando de 0 a 27, o correspondente vetor curvatura 5(9) descrevera uma elipse
em Ny f(M), chamada a elipse de curvatura de f(M) em f(p) e dada por:

51— Ny f(M)
6 — n(0) = (acos? 8 + 2bcosfsend + csen?f)e; + (e cos?  + 2fcos fsend +
gsen?B)e,.

Esta elipse pode degenerar-se em um segmento de reta radial, caso em que
f(p) é conhecido como um ponto de inflexdo da superficie. O ponto de inflexao é
do tipo imagindrio quando f(p) ndo pertence 2 elipse de curvatura e do tipo real
quando pertence. Em ambos os casos dizemos também, que ponto de inflexdo é
néo degenerado. Um ponto de inflexdo é “flat "ou degenerado quando f(p) é um
ponto final da elipse de curvatura.

Uma diregio 8 C Ty f(M) para a qual 32(6) e 7(f) séo paralelos é chamada
uma diregdo assintdtica.
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Consideremos as seguintes fungdes associadas & segunda forma fundamental

de f(M):

a 26 ¢ 0

_1 e 2f ¢g O
Alp) = 4 det 0 ¢ 2b ¢ (),

0 ¢ 2f g

k(p) = [(ac—b%)+(eg— fB)](p), a curvatura de Gauss de M, e a matriz da segunda
forma fundamental:

o) =24 7)o

e [ g

Identificando f(p) com a origem de Nyg,)f(M), foi mostrado em [Li] (ver
também [Br] para uma prova mais detalhada) que:

Teorema 4.1 a)A(p) < 0= f(p) estd fore da elipse de curvatura (tal ponto é
chamado um ponto hiperbélico de M ).

b)A(p) > 0 = f(p) estd dentro da elipse de curvatura (ponto eliptico).

c)A(p) = 0 = f(p) estd sobre a elipse de curvalura (ponto parabdlico).

Um estude mais detalhado permite distinguir as seguintes possibilidades,
provadas em [Md]:

Proposigao 4.2 a) A(p) = 0, k(p) > 0 = f(p) € um ponio de inflexdo do tipo
ymagindrio.

_ ranka(p) = 2 = elipse de curvatura é ndo degenerada
b) Alp) = 0,k(p) < 0ef ranka(p) =1 = € um ponio de inflexdo do tipo real.
c) A(p) =0 e k(p) =0% f(p) € um ponio de inflezao do tipo flat.

Pode-se provar que em um ponto hiperbélico existem exatamente duas diregbes
assintéticas, em um ponto parabdlico uma tnica (a menos que o ponto seja de
inflexdao, caso em que todas as diregdes sao assintéticas) e, em wm ponto eliptico
nao existe diregao assintética.

Genericamente uma superficie mergulhada f(M) sempre tem wma regido aberta
de pontos hiperbdlicos para os quais existem dois campos definidos, V; e V3, de
diregbes assintéticas. Estes dois campos coincidem sobre a curva A~1(0), (ver

[MFR)).

As curvas integrais destes campos sao chamadas linhas assintdticas e seus
pontos singulares coincidem com os pontos de inflexdo de M.

Na proposigao abaixo, vamos obter a EDB das linhas assintéticas de f(M).
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Proposicao 4.3 Seja f : R%,0 — R0 uma parametrizacio de M
dada por (z,vy, f1(2, ), fo(z,vy)). Entdo a equagdo diferencial das linhas assintéticas
de M tem a forma

(1) A(z,y)da® + B(z,y)dzdy + C(z,y)dy’ =0,

onde

A(.’B, y) = f]myf2ma: - flz:rfzxyn
B(-T, y) = flyyfz:w - flm:rf‘zyy €
Clz,y) = Sgy Foxy — Fray foy.

Prova: Seja

R,0 5 R%0

s = (z(s),y(s))

uma parametrizagao local pelo comprimento de arco de uma curva assintética de
M em uma vizinhanga de p. Sua imagem em f(M) é dada por

R,0 =5 R4, 0

(3) — (-‘B(S), y(s): fl (.’B(S), y(S)), f2 (.‘B(S), y(s)))

Para obter a parametrizacio da elipse de curvatura ao longo de ~(s), escolhe-
mos a base ortonormal {e;, ey, €3,¢€4}, € = ﬁ:—l,
onde
g1 = (I,O,f]m,flr), g: = (Oiliflylfzy):l g = ("fl:r:—fly’lso) e gy = (_f% -
Fu(focfiy — frafon), —fov — fro(fiafoy — Frufoz), = fiofoz — Frofoy, 1 + f2 + f2).

Com respeito a esta base obtemos que 7(s,8) = <’Y , 63) ez + <’-7-f, e4> ¢4 resulta
em

1

n(s,8) = Mol (fize cos? 0 + 2 £y, cos Osend + fi1,, sen®Bes +
+ ﬁ (Rcos® B 4 28 cos Bsend + Tsen®f)e,,
4

onde

R= fgzm(l 4+ flzm + f]zy) - flz:c(fln:f?lx + flyf2y)!
S = f2my(1 +f12,.r +f12y)“fla:y(f1:cf2::+flyf2y) €
T= fgyy(]. + flzz + f?y) - flyy(flmf% + flyf2y)'

34



Portanto, (s 0) = Elgall 2 [( fiyy — fizo) cosOsenf + frp,(cos® 0 — sen’d)le; —
IIy4 Tagl(B — T)send cos 6 + S(sen®0 — cos® 0)]es.

A diregio assintética § = 8(s) é a solugdo da equagao

6
n{s,0 ( )
(5,6) = A5X(s,6).
Eliminando A, colocando em evidéncia o termo néo nulo {1+ fi; + ff,) e
desconsiderando-o obtemos a equacao:

(fla:yffz:n:r — flmmemy) COS4 7} + (flyyf2:x::r"' fl::l:f2yy) 0053 fsend + [(f2a::l: _fﬁyy)flzy+
_(.fl:t:t - flyy)f?.zy] cos?® fsen?d + (flyyf2:ra: - fl:r:rf2yy) cos fsen’d + (flyny:ry -
fl,,yfgyy)se'n,“@ =0

Fazendo as substituigdes: cos®fsenf = (1 — sen?f)) cosfsenf, cos?d = (1 —
sen?f) cos e sen*d = (1 — cos’ §) sen?d, temos:

(flmyfm_flmmf%y) cos? 9+(flyyf2a:m _flzzf2yy) cos fsend+ (flyyfz::y _fl:ryf:!yy)senzG:O

que é a equacao procurada,ll

Calculando o discriminante B2 — 4AC da equagio acima obtemos
(B? — 4AC)(z,y) = —4A(z,y),

justificando, portanto, que em cada ponto hiperbdlico (A < 0) existem duas
direg3es assintdticas, em um ponto parabdlico (A = 0) uma, e em um ponto
eliptico (A > 0), nenhuma.

Em [MFR], através do estudo do comportamento genérico da familia de
fungGes altura em M, prova-se que para um mergulho genérico f, A(z,y) = 0
é uma reuniso finita de curvas regulares, exceto por um nimero finito de pontos
umbilicos, de tipo real ou imaginério.

E natural esperar que os modelos para o comportamento das linhas assintdticas
para um mergulho genérico f : M — R* na vizinhanga de um ponto regular
de A(z,y) = 0, sejam os dados em [D]; em um ponto singular do tipo Morse
de A(x,y), os modelos sejam os obtidos por [BT — 2] em "On binary differen-
tial equations ”. N3o conhecemos no entanto, referéncia para tal estudo, com
excecdo dos resultados de [GM FR] que analisam o comportamento da equacio
A(z,y)dz? + B(z, y)dzdy + C(z, y)dy2 =0, na vizinhanga de um ponto de inflexao
do tipo imaginéario.

Vamos aqui, discutir esses resultadcs. No lema seguinte, discutiremos as for-
mas normais da equagao diferencial de linhas assintéticas na vizinhanga de um
ponto de inflexdo do tipo imaginrio.
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Lema 4.4 Para um mergulho genérico, a equagdo diferencial de linhas assintdlicas
tem a seguinte forma normal na vizinhanca de um ponto de inflexdo do tipo ima-
gindrio:

(bz — aPsy + ...)dz* + [(c — aPy)z + ..|dzdy + [-bPsz + cPy +...|dy* = 0,

onde a = -liflfm:(o?o): b= %flxv(oi 0): c= %flyy(0,0) € P3 = éfz"“(o’ 0)
O ponto singuler (0,0) € wm umbilico Darbouriane do tipe Dy, Dy, D,

Prova: Mostraremos que em um ponto de inflexo do tipo imaginario, o
discriminante da equacdo diferencial acima é uma funcdo de Morse em (0,0) e
neste ponto ela tem um minimo nio degenerado. Portanto segue dos resultados
do Capitulo 2 que o ponto singular (0,0) é um umbilico Darbouxiano do tipo D,
Dg ou D3.

Seja f na vizinhanga do (0,0) na forma de Monge (z,¥, f1, f2), onde

fi(z,y) = az? 4 2bay 4 cy? + M2® + 3Myzy + 3Mazy® + Myy® + 1z, y)

e

falz,y) = ex® + 2fzy + gy? + Piz® + 3Ra®y + 3Psxy® + Py’ + ea(z, )
com €, + = 1, 2, representando os termos de ordem superior a trés.

Como (0,0) é um ponto de inflexao, o rank da segunda forma fundamental,
a, é 1, e existe uma diregio b normal & superficie em (0,0) tal que a fungéo altura
nesta diregdo tem uma singularidade do tipo umbilico (ver (M F'R]}. Escolhendo
b=-¢e4=(0,0,0,1), por uma conveniente escolha de carta, podemos assumir que
fo(z,y) = 2* + 3B, com B # 0.

Entao, pelo teorema anterior, a equagéo diferencial de linhas assintéticas sera:
(bz — aPyy + ...)dz% + [(c — aBy)z + .. Jdzdy + [0 Pz + cPyy + .. Jdy* = 0.
O discriminante desta equagio
(B® —4AC)(z,y) = [(c — aB)z + ..]* - 4(bz — aPyy + ..)[-bPsz + cPay + ...,
tem uma singularidade em (z,y) = (0,0). A matriz hessiana no (0, 0) é a seguinte:

2(c —aPs)? 4+ 8b2P; —4bcP; — 4abP?
—4bCP3 - 4abP32 8CG.P3 )

Portanto, o determinante hessiano:
16k(0,0)(c — aRs)* P}

é maior do que zero se e somente se a curvatura Gaussiana k(z,y) é positiva, ou
seja se e somente se (0,0) é um ponto umbilico do tipo imaginirio. M
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Assim, nossa equacao serd

Az, y)dy® + B(z, y)dady + C(z,y)dz® = 0,

onde
Alz,y) = bz —aPsy + O(2)
B(z,y) = (c—aR)z + 0(2)
Clz,y) = —bPsz + cPy + 0(2).

Neste caso, a singularidade isolada (caso em que —aP?(ab?P? — (c—aP3)%c) >
0) seré do tipo:

c—aPy =b+dca.
Dl {# CF*"; > (2C)2 3

c—aly —~bt4ca,
Dy =0 < Py < oo

D & =& <0,

Superficies localmente convexas

Nesta segio, como uma aplicagio dos resultados anteriores, analisaremos o
caso especial de mergulhos genéricos localmente convexos f : M — R

Lembramos que f : M — R* é localmente convexo se todo ponto p € M
admite um hiperplano suporte T, isto é, numa vizinhanga de p, M permanece
num mesmo semi-espago determinado por 7.

Um mergulho genérico localmente convexo pode também ser caracterizado
através da existéncia de uma fungao altura que tem um mfnimo ou miximo nao
degenerado em p.

Em [MFR], através da anélise das formas normais das singularidades da
fungao altura, os autores mostram que se f : M — R? é um mergulho genérico
localmente convexo entdo A < 0 e A(z,y) = 0 se e somente se (z,y) é um ponto
de inflexdo do tipo imaginario.

Segue, portanto, do Lema 4.4 acima que quando f é localmente convexo, as
inicas singularidades da EDB sao pontos de inflexao Darbouxianos do tipo D,
Dy, Dy.

Dado um campo de linhas V sobre uma superficie S, podemos definir:

Definigao 4.5 O indice de V em uma singularidade isolada p é

(grau 2(p))

Ind(p) = 2
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onde ® : P! — S? ¢ a aplicagdo ®(q) = n%%i e P! € a reta projetiva obtida através

do recobrimento duplo de S, circunferéncia de raio € em torno de p.
Para os umbilicos do tipo Dy, D3, Dj, temos:

Lema 4.6 (a) Se p é um umbdlico do tipo D, indice(p) = 3

(b) Se p é um umbilico do tipo D,, tndice(p) = —%

(¢) Se p ¢ um umbilico do tipo Dy, indice(p) = —

B |

Prova: Para calcular o indice, usamos a férmula de Bendixson,

e—h
2

I=1+

onde ¢ e h representam respectivamente o niimero de setores elipticos e hiperbélicos
que se aproximam do ponto singular. Agora a afirmacio segue imediatamente pela
observacéo que nos casos D; e Dj estes setores sdo como mostrado na figura e
assim todos s&o hiperbélicos; no caso Dy, um é hiperbélico e o outro é parabdlico.ll

Podemos agora obter um resultado global sobre o niimero de pontos de in-
flexao.

Teorema 4.7 Se f : M — R* ¢ um genérico mergulho localmente convezo de
uma superficie fechada (ndo necessariamente orientdvel) M em R, entéo

2 |x(M)| < nimero{pontos de inflexdo}.

Prova: Seja V um dos campos de linhas de diregdes assintéticas sobre M.
Além disso, as singularidades de V sdo pontos de inflexdo de M, que generica-
mente, sdo pontos isolados, py, P2, ..., Pn, do conjunto A~!(0) (inflexdes do tipo
imagindrias). A férmula de Poincaré x(M) = ¥, indV (p;) conduz a

i=1

X(M) < 3 limaV ()],

mas [indV (p;)| = 3, Vi = 1,...,n, e assim temos

nidmero{pontos de inflexdo} -

x(M)] < :

O corolario seguinte segue como imediata consequéncia:
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Coroldrio 4.8 Qualguer mergulho genérico de uma superficie compacta local-

mente conveza, com nimero de Euler x(M) # 0 tem pelo menos quatro pontos de
inflexdo.

Este corolério generaliza o resultado de [Md] que prova que, genericamente,
toda 2-esfera convexamente mergulhada em R* tem pelo menos um ponto umbflico.
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