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Resumo

Estudaremos sistemas dindmicos complexos da esfera de Riemann, e empre-
garemos técnicas do Formalismo Termodindmico — incluindo a férmula de
Bowen — para provar que a dimensdo de Hausdorff dimyJ(f3) do conjunto
de Julia J(f3 ) de uma familia holomorfa de fun¢des racionais hiperbdlicas f;,
define uma fungdo real analitica do parAmetro A. Este resultado foi provado
por Ruelle [44] em 1981. Daremos uma prova alternativa usando movimentos
holomorfos. Trata-se de uma técnica inovadora, originalmente desenvolvida por
Mané, Sad e Sullivan no trabalho [31] sobre estabilidade estrutural de sistemas
dindmicos complexos.






Abstract

We shall study complex dynamical systems in the Riemann sphere and prove
that the Hausdorft dimension dimy J(f;) of the Julia set J(f; ) of an holomor-
phic family of hyperbolic rational maps f; defines a real analytic map of the
parameter A. This result was proved in 1981 by D. Ruelle (see [44]). We give
an alternative proof using holomorphic motions (see [31]), which was origi-
nally developed to study the structural stability problem of complex dynamical
systems. Throughout this work, we shall use several tools of Thermodynamic
Formalism, including Bowen’s formula.






Prefacio

O objetivo deste trabalho € oferecer uma demonstracdo alternativa de um belo resul-
tado de dinamica complexa, provado por David Ruelle em 1981. Aproveitamos o en-
sejo para descrever diversas técnicas da drea, dando uma abordagem diferenciada ao
tema, visto que parte substancial desta obra é dedicada aos pré-requisitos, nao s6 de
dindmica, mas principalmente os de Andlise Complexa em vdrias varidveis. Grande
parte das ferramentas sdo “importadas”, e raramente temos encontrado um material
que as reuna num unico volume.

A abordagem €, em geral, paciente. Preferimos motivar os conceitos em vez de
apresentd-los somente. A Unica excec¢do talvez seja o capitulo final, onde fizemos uso
implicito de muitas ferramentas descritas nos capitulos precedentes.

Incluimos diversos marcadores (negrito e itdlico), principalmente para facilitar a
vida dos leitores apressados. O indice, também, estd bem detalhado.

Apesar do enfoque ser elementar, existem passagens (raras) que fizemos questao de
omitir, por duas razdes. A primeira € que elas podem facilmente ser deduzidas — muitas
vezes, embora, isso d€ algum trabalho —, bastando um nivel razodvel de compreensao
do texto, e um pouco de habilidade com desigualdades. A segunda desculpa € estética
e, naturalmente, deve-se ao gosto pessoal do autor.

Subsecgoes e subsubsecdes serdo chamadas apenas de secdes. O principal capitulo
deste trabalho € o tultimo. De fato, todos os capitulos precedentes sdao apenas pré-
requisitos deste. Assim, um modo mais rapido de se apreender o contetiido total é
partir-se diretamente para a leitura do capitulo final, voltando, posteriormente, aos an-
teriores.

Somos particularmente gratos as sugestoes dos membros da banca, constituida pe-
los Professores Artur Oscar Lopes, Katrin G. Gelfert e Daniel Smania Brandao, que
nos possibilitou melhorar a redagado final do texto. Reiteramos nossos agradecimentos
ao orientador Daniel Smania, afirmando que, desde o0 momento inicial, foi ele € o ver-
dadeiro idealizador desta obra. Obviamente, coube-nos o trabalho um tanto arduo de
organizar todo o conteddo esparso em mais de 40 referéncias, imprimindo uma forma
original na exposicao.

Sdo Carlos, maio de 201 1.
CARLOS ALBERTO SIQUEIRA LIMA
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1

Analise Real e Complexa

“Can one learn mathematics by reading it? I am inclined to say no. Reading has an edge over listening
because reading is more active — but not much. Reading with pencil and paper on the side is very much
better — it is a big step in the right direction. The very best way to read a book, however, with, to be sure,
pencil and paper on the side, is to keep the pencil busy on the paper and throw away the book.”

(PAUL HALMOS; [23])

Neste capitulo, faremos um estudo preliminar de Andlise, incluindo tépicos como
Teoria da Medida e Fun¢des Analiticas em espacos normados. Este estudo € de funda-
mental importancia para uma boa compreensao dos préximos capitulos. Procuramos
detalhar o indice remissivo, de modo a facilitar eventuais consultas. O leitor famili-
arizado com o tema pode ir direto ao proximo capitulo e consultar o indice quando
necessitar obter informacdes sobre a notagdo. Enfatizamos, porém, que o propdsito
deste capitulo nao € meramente informativo; nele, buscamos oferecer ao leitor uma
boa visdo do assunto, e também demonstramos alguns resultados diretamente rela-
cionados a diferenciabilidade da dimensao de Hausdorff, como o Teorema da Fung¢ao
Implicita em espacos normados e o Lema de Osgood.

Referéncias: [17] [41] [22] [1] [5] [29] [36] [35].

Conjuntos e funcoes

Denotaremos por R o corpo dos niimeros reais € por C o corpo dos nimeros com-
plexos. Usaremos a letra @) para designar o conjunto vazio.
Para x € R, empregaremos a seguinte nomenclatura:

x € ndo-negativo se x > 0,

x é positivo se x >0,

x é ndo-positivo sex <0 e

x € negativo se x < 0.
Denotaremos o conjunto dos nimeros racionais por Q, os inteiros por Z e os naturais
por N. Notemos que N coincide com o conjunto dos nimeros inteiros ndo-negativos.

Indicaremos por R™ e Z™ o conjunto dos niimeros reais positivos e inteiros positivos,
respectivamente.
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No contexto de fun¢gdes de uma ou mais varidveis complexas, serd comum denotar
um fungdo f por f(z) ou w = f(z). Assim, vemos z € w como varidveis, e f como
uma associacdo unicamente determinada de z para w. Aqui, entramos em contato com
uma peculiaridade notacional: nem toda notagdo tem uma conexdo direta com o seu
fundamento 16gico. Por exemplo, o fundamento da expressao senz como func¢ao do
plano € o conjunto

{(z,senz): z€ C}.

E claro que, uma vez superado o problema da fundamentacdo, preferimos lidar com
uma linguagem o mais natural possivel, longe dos formalismos estéreis.

No caso de conjuntos, usaremos um exemplo para explicar a conven¢do. Depen-
dendo do caso, poderemos recorrer qualquer uma das expressoes

{z:1z—-2| <2}, {]z—2|<2} ou |z—-2|<2

para indicar o conjunto dos pontos z do plano que estdo a uma distancia menor que 2
do ponto 2.

Um endomorfismo serd simplesmente uma aplicacao de um conjunto nele mesmo.
Usaremos termos como endomorfismo holomorfo, mensuravel, etc, cujos significados
sa0 6bvios. Um automorfismo ¢ um endomorfismo bijetivo.

Sem maiores explica¢des, sempre que escrevermos z = x+ iy ou z = o + if3, ficara
implicito que os nimeros x,y, & e B sdo reais. A menos que se diga o contrério, ou
que estejamos fora do plano complexo, as letras z e w indicardo nimeros complexos,
enquanto que x, y,u, v € outras, serdao reservadas para as partes real e imagindria. Muitas
vezes, escreveremos f = u+ iv para denotar uma fun¢cdo complexa de uma varidvel
complexa cujas partes real e imagindria sdo, respectivamente, u(z) e v(z).

Difinicoes e Hipodteses

Nao utilizaremos nenhum ambiente especial para Definicoes e Hipdteses. As defini-
coes virdo sempre destacadas em negrito, enquanto que as hipdteses serdo escritas
em itdlico, geralmente, no comeco de uma secao, ou de um pardgrafo. Introduzimos
estes marcadores visando facilitar a leitura do texto, e também torna-lo mais fluente,
evitando-se a repeticdo de hipoteses em cada enunciado de uma proposi¢do. Deste
modo, muitos resultados serdo enunciados admitindo-se tais hipoteses; antes de ler
uma Proposicao, por exemplo, serd conveniente que o leitor procure se inteirar do
contexto geral da secdo, o que pode ser feito apenas com a leitura dos textos em negrito
e italico.

Parénteses

Conferimos um certo grau de flexibilidade no uso dos parénteses. Por exemplo, se V
for uma vizinhanga de um ponto p, entdo denotaremos V (p). Também quebramos a
convensdo usual de que, ao escrevermos f(x), f serd uma fungdo e x a varidvel. Em
alguns casos essa convencdo poderd estar presente, mas nem sempre. Por exemplo,
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podemos fixar um ponto zo do plano e a cada pardmetro complexo A atribuir um outro
nimero complexo, denotado por zp(A). De modo algum, zo deixa de ser ponto para
se tornar uma fungéo! A fungdo A — zo(A) serd denotada por zo(+), ou simplesmente
z0(A).

Ainda no contexto de fung¢des, poderemos omitir o uso dos parénteses. Se f for uma
transformagdo e x for um ponto de seu dominio, entdo indicaremos por fx, ou f(x),
o valor de f no ponto x, e denotaremos por fA, ou f(A), o conjunto dos pontos fx,
x € A. Se f; for uma transformacao de X; em X;; |, com i variando de 1 até n, entdo
definimos

Jafoor fix = fu(far (- (i (X)) ).

O sinal o de composicao de fun¢des algumas vezes serd omitido. De trés formas dife-
rentes, escreveremos

f8(x) = foglx) = (fog)(x).
Essa convenc¢do, porém, pode gerar alguma confusdo com relacdo ao produto de
func¢des. Por exemplo, se g, f forem tais que ambas as operagdes de composicao e

multiplicag¢do fazem sentido, entdo fg(x) serd a composta no ponto x, enquanto que
(fg)(x) = (fx)(gx). De qualquer forma, o contexto ndo deixard margem a dividas.

1.1 Teoria da Medida

Seja X um conjunto ndo vazio. Uma o-algebra de X é uma colecdo ndo-vazia de
subconjuntos de X, fechada para complementos e reunides enumeraveis. Diretamente
da definicdo concluimos que ambos 0 e X estdo em toda o-dlgebra o7 de X; e pelas
leis de de Morgan, .o/ também deve ser fechada para interse¢des enumeraveis. Uma
medida sobre X € uma funcdo escalar u, definida em alguma o-dlgebra o/ de X,
satisfazendo as propriedades

(L.1) wlUJai| =Y n@)
i=1 i=1
€

(1.2) u(0) =0,

toda vez que A; for uma cole¢do enumeravel de conjuntos em .o/ cujos elementos
sdo dois a dois disjuntos. Se A estiver no dominio de u, entdo diremos que A é

w-mensuravel, ou, simplesmente, mensuravel. O contradominio de uma medida é
sempre um dos quatro conjuntos:

(i) C; (i) (—oo,00; (i) [=o0,00) ou (iv) [0,00].

Naturalmente, quando o contradominio de u for diferente de [0,e), devemos exigir
que a série em (1.1) seja absolutamente convergente toda vez que a medida da reunido
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dos A; for finita. Isso porque o lado esquerdo de (1.1) independe da indexagdo dos
conjuntos A;, o que faz com que a série seja comutativamente convergente.

Denotaremos o contradominio de uma medida p por R(i). Se R(u) = C, entdo
diremos que p é uma medida complexa. Nos casos em que R(u) for um dos con-
juntos (if) ou (iif) entre possibilidades anteriores, diremos que ¢ é uma medida com
sinal. Nao consideramos a possibilidade de pt assumir ambos os valores —oo € oo, pois
a operagdo oo — oo ndo estd definida. Se R(u) = [0,0|, entdo diremos que i é uma
medida positiva. Nessa secao usaremos o termo medida num sentido amplo, in-
cluindo qualquer um dos casos examinados acima. Em futuros tépicos, porém, o
leitor devera ser um pouco cuidadoso, porque vamos nos referir a medidas que sao
claramente positivas apenas como “medidas”, sem nenhuma outra especificagdo. Essa,
alids, € a convencao usual da literatura.

Uma medida u serd finita quando seu contradominio excluir ambos o e —oo; e serd
o-finita quando X puder ser escrito como reunido enumerdvel de conjuntos A; de me-
dida u-finita. Podemos ver que as partes real e imagindria de uma medida complexa
sdo medidas finitas com sinal. Por sua vez, toda medida com sinal pode ser expressa
como uma diferenca de duas medidas positivas. Para tornar esse enunciado mais pre-
ciso, faremos a seguinte defini¢ao. Sejam u e v duas medidas positivas, definidas numa
mesma o-dlgebra de X. Diremos que i e v sdao mutuamente singulares — escrevendo
U 1L v —quando X puder ser escrito como uma reunido disjunta de dois conjuntos
mensurdveis E e F, com y(F)=0e v(E) = 0. Podemos estender essa defini¢do para
medidas com sinal e depois para medidas complexas. Se p for uma medida com sinal,
um conjunto mensurdvel E serd nulo quando a medida p(F) de todo subconjunto
mensurdvel F' C E for zero. Se u e v forem duas medidas com sinal, definidas numa
mesma o-dlgebra de X, escreveremos i | v quando existirem E e F, como anteri-
ormente, sendo E nulo para v, e F nulo para u. Ja para medidas complexas u e v,
diremos que u L v quando as partes real e imaginaria de u forem, cada uma, mutua-
mente singulares com respeito as partes real e imaginaria de v.

Teorema 1.1 (Decomposicao de Jordan) Toda medida com sinal | pode ser unica-
mente expressa como diferenca

m=p"—pu-

de duas medidas positivas u* e 1~ — chamadas variagio positiva e negativa de U,
respectivamente — ambas definidas na o-dlgebra de |L, com u* 1 u~.

DEMONSTRACAO. Ver pag. 87 de [17]. [ |

A reta real, bem como o plano C, possui uma medida natural, também chamada de
medida de Lebesgue, a qual coincide a no¢@o usual de comprimento e drea quando
aplicada a conjuntos simples, tais como intervalos (caso real), ou tridngulos e quadra-
dos (caso complexo). Mais detalhes sobre o assunto podem ser encontrados em quais-
quer das referéncias [17], [22] ou [43]. Por ora, afirmamos que essas medidas estao
definidas numa o-dlgebra que contém a topologia do conjunto. E ficil verificar que
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interse¢do de o-dlgebras ainda € uma o-algebra. Definimos a o-algebra de Borel de
qualquer espaco topoldgico, considerando-se a intersecdo de todas as o-algebras que
contém a topologia. Os elementos da c-algebra de Borel sdao chamados de Borelianos.
No caso da medida de Lebesgue (em R ou C), podemos afimar que todo Boreliano é
mensuravel.

Agora consideremos uma o-dlgebra em X. Diremos que uma funcdo f de X em
C (') é mensuravel com respeito 2 essa c-dlgebra quando a imagem inversa f~!(B)
de qualquer Boreliano B de C for um subconjunto mensurdvel de X. Se tivermos uma
medida u definida nessa o-algebra, entdo poderemos resumir a defini¢ao dizendo sim-
plesmente que f € u-mensurdvel. Mas enfatizamos que o conceito de mensurabilidade
depende da o-dlgebra, e ndo da medida.

Observacao. Logo adiante, vamos usar alguns fatos sobre integracao de fungdes men-
surdveis com relacdo a uma medida qualquer. Todos eles podem ser encontrados no
Capitulo 2 de [17].

Seja v uma medida com sinal e consideremos uma medida positiva tt, ambas definidas
numa mesma o-algebra. Diremos que v € absolutamente continua com respeito a
—escrevendo v < u — quando V(E) = 0 toda vez que u(E) = 0. Se v for complexa,
com U permanecendo positiva, entdo escreveremos v < i quando ambas as partes real
e imaginaria de v forem absolutamente continuas com respeito a A. Notemos que se
v.1lpuev<<u,entdo v =0. Nesse sentido, ser mutuamente singular estd na direcao
oposta de continuidade absoluta. E natural, portanto, que procuremos decompor uma
medida com sinal como soma de outras duas, uma singular e outra absolutamente
continua, tomando-se como referéncia uma mesma medida positiva (ver Teorema 1.2).
Seja u uma medida positiva e consideremos uma funcdo p-mensuravel f sobre X,
com valores na reta real estendida [—oo,c0|. Diremos que f é u-integravel no sentido
estendido quando alguma das integrais

[rrau, [

for finita. Como usual, a integral de uma func¢do integravel no sentido estendido é
definida como a soma das duas integrais acima (podendo valer, assim, —oo ou o).
Sejam v e A medidas definidas numa mesma c-algebra 7. Consideremos uma func¢éo
A-mensuravel g, tomando valores em R ou C. Se para qualquer conjunto E € <7,
tivermos

v(E) = [ gdr,
E
entao escreveremos

(1.3) dv = gdX.,

sendo usual que empreguemos quaisquer das notagdes dv ou gdA para indicar v.

'Mais geralmente, podemos considerar f tomando valores em qualquer espaco topolégico Y.
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Se a medida A acima for positiva, entdo assumiremos automaticamente que, ao es-
crevermos dv = gd A, g deverd ser A-integrdvel, ou, pelo menos, integrdvel no sentido
estendido (quando v for uma medida com sinal ou positiva). Um e outro caso ficam
determinados pela natureza de v: se v for finita, entdo g deverd ser integravel com
respeito a A; e se v ndo for finita, entdo este serd o caso em que v é uma medida com
sinal ou positiva, sendo g uma fung@o a valores em [—oo, o0|, integrdvel somente no
sentido estendido. Quando A ndo for positiva, assumiremos sempre que g é integrdvel
com respeito a A.

Considerando-se uma medida qualquer p sobre X, uma propriedade P referente a
pontos de X vale u-quase sempre quando P for verdadeira em todos os pontos de X,
exceto por um conjunto de medida p-nula. Usaremos q.s. como forma abreviada de
quase sempre. Das propriedades da integral decorre que

(%) g1dA =gdh — g1 =g» A —q.s.

Teorema 1.2 (Lebesgue-Radon-Nikodym) Seja u uma medida positiva o-finita so-
bre X. Toda medida o-finita v, definida na mesma G-dlgebra de |, pode ser escrita
de modo tinico como uma soma

V=A+p

de outras duas medidas o-finitas A, p do mesmo tipo* de v, comp < e A L . Além
disso, existe f tal que

dp = fdu.

A fungdo f ¢é unica para essa propriedade, no sentido de que qualquer outra g nas
mesmas condigoes deve ser igual a f [Ll-quase sempre. Se V for positiva, entdo f > 0
U-quase sempre.

DEMONSTRACAO. Ver [17], pags. 90 e 93. |

Como Corolario obtemos um resultado muito interessante, que nos vai permitir definir
a derivada de uma medida com relacdo a outra, sob determinadas condi¢des. Sejam v
e U nas condi¢des do Teorema anterior. Suponhamos, ainda, que v seja absolutamente
continua com respeito a y. Entdo concluimos que A € nula e, portanto, existe uma
func¢do f, unicamente determinada ((-quase sempre), tal que dv = fd . Vamos defini-
la como sendo a derivada de Radon-Nikodym de v com respeito a p, escrevendo

_dv
=7 m
Trata-se, portanto, de uma classe de equivaléncia de fungdes, na qual duas fungdes
mensurdveis estdo indenficadas se, e somente se, elas coincidem u-quase sempre sobre
X. Na pratica, trataremos essas classes pelos seus representantes, tomando-se apenas
o cuidado de que uma igualdade de fungdes, nesse contexto, significa somente uma
igualdade valida u-quase sempre. Logo, veremos a derivada de Radon-Nikodym como

2«Tipo”, aqui, se refere aos termos: complexa, positiva, com sinal.
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uma fungdo, a qual (pelas observacdes que precedem o Teorema anterior) deverd ser
u-integravel quando Vv for finita; e integravel no sentido estendido quando v for uma
medida real — positiva ou com sinal.

As propriedades de cancelamento

dv
(1.4) gdv —g@dﬂa
dv _dvdu

sugeridas pela notacdo, sao validas, mas mediante as seguintes condicdes, facilmente
memorizadas pelo fato de que elas sdo exigéncias naturais para que as igualdades acima
facam sentido. A primeira delas € que todas as medidas em questdo devem ser o-finitas,
com

VLA, v ugA.

Em (1.4), g ndo pode ser qualquer fun¢do mensurdvel; devemos supor que ela seja
integravel com respeito a v. Sob essa condi¢@o, verifica-se que g(dv/du) é integravel
com respeito a u, valendo (1.4). Estes resultados estdo todos demonstrados em [17],
pags. 90 e 91.

Agora usaremos a derivada de Radon-Nikodym para definir a variacao total de
uma medida v. Se v for uma medida positiva, entdo |Vv| serd a propria v. Se v for
uma medida com sinal, entdo definiremos |v| como sendo a soma de suas variagdes
positiva e negativa. Observemos que, nesses dois casos, |v| é uma medida positiva,
com relagdo a qual v € absolutamente continua. Essa propriedade ainda serd valida
para o caso complexo, que definiremos logo mais. Suponhamos, entdo, que vV seja uma
medida complexa; seja i a soma das quatro medidas positivas que determinam V, isto
€, as variacoes positiva e negativa de suas partes real e imagindria. Observamos, entao,
que v < U. Logo, existe uma funcdo u-integravel g, a valores complexos, tal que

(1.6) dv =gdu;
e definimos
(1.7) d|v| = |gldu.

O modo pelo qual definimos |v| ndo deixa espago para ambiguidades; todavia, afir-
mamos que |Vv| é independente da escolha de i, desde que tomemos p positiva, com
v < u. Com efeito, sejam Uy, Uy duas medidas positivas nessas condi¢des. Considere-
mos fungdes f] € f2, integraveis com respeito a Uy € Ly, respectivamente, com

(1.8) Sidpy = fHdu,.

Entdo introduzimos A = p; + Uz, e usando (1.4), escrevemos (1.8) na forma



8 1 Andlise Real e Complexa

du d)L f2 dliz

(1.9) N
de onde concluimos que os dois integrandos sdo iguais A-quase sempre. Portanto, o
mesmo vale para seus mddulos; e como as derivadas du;/dA sdo positivas, podemos
escrever

d d
(1.10) Al “1 =112l “2

Essa ultima igualdade pode ser colocada na forma desejada |f}|du; = |f2|du, bas-
tando que se “multiplique” dA em ambos os lados [ver (1.4)].

Observacao. A defini¢do de |v| por meio de integrais ndo vale apenas para o caso em
que v € complexa, mas também nos demais. Por exemplo, se v for uma medida com
sinal, escolhemos® f =15+ — 1 (onde E* e E~ siio os dois conjuntos v-mensuréveis
determinados pela decomposi¢do de Jordan), e observamos que |v| = v 4+ v~ verifica

dv=fd(vt+v7), dlv|=|fldvT+v7).

A variagdo total de uma medida v estd definida na mesma o-adlgebra de v. Se E for
um conjunto v-mensuravel, entdo, de acordo com a notagdo anterior,

.11 v(E)| = ‘/Efdu' < [ 1riaw = v|(E);

0 que mostra que Vv é absolutamente continua com respeito a |v|. Podemos ver que
o0 modulo da derivada de v com relagdo a sua variacdo total € igual a 1. Para tanto,
colocamos A = |v| e escrevemos Vv na forma (1.3), com g = dv/d|v|; em seguida,
aplicamos a defini¢do de variac@o total e da propriedade (x) vemos que |g| = 1 A-q.s.
Finalmente, observamos que uma fungao f serd v-integravel se, e somente se, também
for integravel com relacao a sua variagao total, valendo

< [1f1an.

sempre que f for v-integravel (ver [17], p. 94). Com relacdo a desigualdade acima,
lembramos que d it comporta-se de forma linear na varidvel i, de modo que se Vg e v;
forem as partes real e imagindria de v (quando esta for complexa), entdo

/fdv:/fdvR+i/fdv1.

34 (x), ou xa(x), é a fungéio caracteristica do conjunto A, ou seja, vale 1 quando x estiver em A e 0 caso
contrdrio.

(1.12) ‘/fdv
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1.1.1 Regularidade: Medidas de Radon

Agora vamos explorar o conceito de medida em espagos topoldgicos, analisando
medidas positivas sob o aspecto continuo, ou seja, estudaremos propriedades de
aproximacao advindas da topologia. Restringiremos nossos estudos ao caso das medi-
das positivas; voltaremos a considerar o caso geral na proxima secdo. Assumiremos
que X é um espaco topologico localmente compacto e Hausdorff. Logo,

(x%) para toda vizinhanca V (p) existe uma outra vizinhang¢a U(p), cujo fecho é um
compacto contido em'V.

Essa propriedade — e outras como Lema de Urysohn, etc. — serd de fundamental im-
portancia nos resultados que daremos a seguir. Nosso enfoque, todavia, ndo sera sis-
temadtico; e em vista disso, muitas das idéias essenciais ficardo apenas implicitas nos
enunciados. Todo o contetudo foi extraido de [17].

Denotaremos por #(X) a o-dlgebra dos Borelianos de X; por .#5(X) a classe
dos Borelianos de X que podem ser escritos como reunido enumeravel de fechados;
e por ¥5(X) a colecdo de todos os Borelianos de X que podem ser expressos como
o intersecao enumeravel de abertos. Omitiremos o espago X, sempre que nao houver
confusdo. Se u for uma medida definida em Z(X), entdo diremos que u é uma medida
de Borel — ou Boreliana — de X.

Dados um Boreliano E de X e uma medida de Borel i sobre X, diremos que u é
exteriormente regular sobre £ quando u(E) for o infimo das medidas dos abertos
que contém E. Diremos, ainda, que u é internamente regular sobre E se u(E) for o
supremo das medidas dos compactos que estao contidos em E. As medidas de Borel
sobre X que forem exteriormente regulares sobre qualquer Boreliano, internamente
regulares sobre todo aberto e finitas sobre compactos serdo chamadas de Medidas de
Radon. Assim, vemos que uma medida de Radon é unicamente determinada pelos seus
valores sobre os subconjuntos compactos.

Proposicao 1.1 Se u for uma medida de Radon o-finita sobre X, entdo, para qualquer
Boreliano E de X :

(1) Para todo € > 0, existem um fechado F contido em E e um aberto U contendo E
tais que L(U\ F) < &;
(2) Existem um A € F¢ contido em E e um B € G5 contendo E tais que n(B\ A) = 0.

Existem muitos exemplos de medidas de Radon. O préximo resultado, por exemplo,
afirma que se X for segundo enumeravel, entdo qualquer medida de Borel u finita sobre
compactos serd uma medida de Radon. Este resultado sera de extrema valia no futuro,
onde estudaremos medidas finitas sobre espagos métricos compactos, em conexao com
o transposto do operador de Ruelle-Perron-Frobenius. Por ora, apenas lembramos que
todo espaco métrico compacto é segundo enumerdvel.

Para o critério que daremos a seguir, precisaremos de um outro conceito. Uma me-
dida Boreliana pt é chamada de regular quando u ¢ interna e externamente regular
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sobre qualquer Boreliano. Um subconjunto E de X serd o-compacto quando E for
uma reunido enumerdvel de compactos. Notemos que se X for segundo enumeravel,
entdo todo aberto de X serd o-compacto [basta considerar uma base local satisfazendo

(%))

Teorema 1.3 (Regularidade) Se rodo aberto de X for o-compacto, entdo qualquer
medida Boreliana L sobre X que for finita sobre compactos serd regular e, portanto, de
Radon. Em particular, se X tiver uma base enumerdvel, entdo toda medida Boreliana
finita sobre compactos serd regular.

DEMONSTRACAO. Ver final da segio. |

Observamos que um resultado semelhante vale para espacos métricos (ndo necessaria-
mente localmente compactos):

Teorema 1.4 (Regularidade) Seja M um espaco métrico, no qual todo fechado é
o-compacto. Entdo toda medida Boreliana finita | sobre M é regular.

DEMONSTRACAO. Seja Z a classe dos Borelianos de M sobre os quais u € regular.
Mostraremos que Z é uma c-algebra que contém todos os fechados de M. Primeira-
mente, verifiquemos que % ¢ fechada para reunides enumeraveis. Seja {A,}{ uma
subclasse de Z, e seja A sua reunido. Consideremos um € > 0 arbitrario. Vamos
construir uma conjunto aberto U contendo A e outro compacto C contido em A tais
que u(U\C) < €. Isso é equivalente a condi¢do de regularidade de u em A. Para
cada n existem um aberto U, contendo A, € um compacto C,, contido em A, tais que
u(U,\ C,) < £/3". Tomamos, entio, U como sendo a reunido dos U,, definimos C
como sendo a reunido dos C,,, € colocamos

c=Jc,
n=1

onde k é escolhido de forma que u(C\ C) < £/2 (aqui usamos o fato de que o espaco
€ de medida finita). O compacto C estd contido em A, que por sua vez esta contido no
aberto U. Além disso,

u(U\C) < pu(U\C)+pu(C\C)

< ilu(Un\CnHu(é\C)
FEL

3
Il
—_

Usando-se 0 mesmo argumento acima pode-se mostrar que % é fechada para com-
plementos. Para verificar que todo subconjunto fechado F de M esta em &%, basta
considerar os abertos
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Uy={xeM: d(x,F)<1/n},

e usar o fato de que F pode ser escrito como uma reunido enumeravel de compactos
encaixados. |

Agora enunciaremos algumas propriedades de aproximagdo para fungdes men-
surdveis. Muitas outras, como Teorema da Convergéncia Dominada, etc, podem ser
encontradas em [17].

Usaremos 14 ou x4 para denotar a func¢ao caracteristica de um conjunto qualquer
A. Recordemos que 14 vale 1 sobre A, e zero no seu complementar. Em nivel crescente
de complexidade, depois das fungdes caracteristicas temos as fun¢oes simples, que
nada mais s@o que combinagdes lineares finitas (sobre C) de fungdes caracteristicas.
Logo, nenhuma fun¢do simples pode assumir qualquer dos valores oo, —co. Vamos con-
siderar apenas funcoes simples que sejam mensurdveis. Obviamente, uma fungdo sim-
ples pode ser escrita de formas diferentes como combinacdo linear de fun¢des carac-
teristicas. Contudo, existe uma maneira independente de se tratd-las: funcdes simples
sdo aquelas a cuja imagem consiste de um nimero finito de valores a;, todos diferen-
tes de oo, —oo. Assim, toda funcdo simples possui uma representa¢do candnica, dada
como combinagdo linear das fungbes x¢-1,, as quais serdo mensuraveis precisamente
quando a funcao simples for mensuravel.

Sem fazer mencgdo a qualquer aspecto relacionado a topologia do conjunto, podemos
afirmar que qualquer funcdo mensuravel sobre X pode ser aproximada por funcdes
simples:

1,.
a;?

Proposicao 1.2 (Aproximacao por func¢oes simples) Seja Y um conjunto ndo-vazio e
consideremos uma o-dlgebra de Y. Se f for uma funcdo mensurdvel sobre Y, com va-
lores em RU {oo} ou C, entdo existird uma sequéncia de fungcdes mensurdveis simples
@, tais que

0< 41| <192 < <Ifl, ¢u—f (pontualmente).

A convergéncia acima serd uniforme sobre todo conjunto onde f for limitada. Além
disso, se f > 0, entdo poderemos escolher ¢, > 0, satisfazendo as mesmas pro-
priedades acima.

DEMONSTRACAO. Ver [17], pag. 47. [ |

Consideremos os espacos de Banach (Z7(u),||-[|p), 1 < p < o. Para p # oo, L7
constitui-se das fun¢des mensurdveis f : X — C (identificadas quando coincidirem
W-q.s.) tais que |f|? € integravel, com

I/p
o= ( [ 1rai) "

Ja £>(u) é o espago de todas as fungdes p-mensurdveis f que sdo limitadas p-quase
sempre, ou seja, |f| < M, num conjunto de medida total, para algum M. O infimo das
constantes M, para uma dada funcdo f, é chamadado de supremo essencial, o qual
denota-se por
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1f1leo = supess | (x)].
xeX

A fungio || - || €é a norma do espago £, com rela¢do a qual ele é completo. Para
detalhes, ver [17], Cap. 6.

Considerando-se as fungdes simples que estdo em Z”(u), p € [1,0), podemos
afirmar que o fecho deste conjunto na norma | - ||, € todo o espago .Z7(u) (ver [17],
pags. 183,184). Esse é um resultado que vale mesmo quando ¢ nao for uma medida de
Radon; de fato, X sequer precisa ser um espago topologico. Mas se u for Radon, entdao
valem resultados mais fortes.

Teorema 1.5 Seja 1 uma medida de Radon sobre X. O conjunto C.(X) das fun¢des
continuas e de suporte compacto € denso em (P (1), | -||p), paral < p < oo,

DEMONSTRACAO. Ver [17], pag. 217. [ |
Dada qualquer f, definimos || f||,, como sendo o supremo do médulo |f| sobre X.

Teorema 1.6 (Lusin) Seja n uma medida de Radon sobre X. Dados € > 0 e uma
fungcdo mensurdvel
f:X—C,

existe ¢ € Co(X) tal que f = ¢ fora de um conjunto de medida | menor que €.
Podemos tomar ¢ de modo que ||9 ||, seja menor ou igual que || f||,.

DEMONSTRACAO. Ver [17], pag. 217. [ |

Agora enunciaremos o Teorema da Representacdo da Riesz para medidas de Radon,
um poderoso ingrediente na constru¢cao de medidas invariantes, sendo, portanto, uma
ferramenta de fundamental importancia em Teoria Ergddica.
Um funcional linear

[:C.(X)—C

serd positivo quando /(f) > 0 toda vez que f for real e f > 0. Tais funcionais serdo
sempre limitados sobre compactos K C X, no sentido de que se I for positivo, entao
necessariamente existird uma constante Ck tal que

1) < x (suplso).

xeX

para toda f € C.(X) cujo suporte esteja contido em K (ver [17], pag. 212).

No préximo resultado, usaremos a seguinte notagdo. Se U for um aberto de X,
designaremos por A(U) o conjunto de todas as fungdes f € C.(X) cujo suporte estd
contido em U e que satisfazem 0 < f < 1. Se K for um compacto, entio

A(K)={f €C.(X); f>1k}.
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Teorema 1.7 (Representacao de Riesz) A cada funcional linear positivo I sobre C.(X)
corresponde uma tinica medida de Radon | sobre X tal que

(1.13) 109 = [ rdu,
para toda f € C.(X). Além disso, para qualquer aberto U e qualquer compacto K,
(1.14) )= sup I(f) e u(K)= inf I(f).
feA(U) fEA(K)
DEMONSTRACAO. Ver [17], pag. 213. [ |

Como toda medida de Radon u € finita sobre compactos, a expressao (1.13) sempre
define um funcional linear positivo 7, sobre C.(X). O Teorema da Representacdo de
Riesz estabelece uma correspondéncia bijetora U — I, entre o conjunto das medidas
de Radon e o conjunto dos funcionais lineares positivos sobre C.(X).

Com o auxilio do Teorema da Representacdo, faremos a

DEMONSTRACAO DO TEOREMA 1.3 - Como u € finita sobre compactos, toda fungio
continua de suporte compacto é p-integrdvel. Com isso, podemos afirmar que I, (f)
estd bem definido para f € C.(X), sendo um funcional linear positivo. Usando o Teo-
rema anterior, vemos que existe uma medida de Radon v sobre X tal que

/Mu=fﬁwf€@@y

Mostraremos que U e Vv sao iguais. Consideremos, primeiramente, um aberto qualquer
U, que, por hipétese, escreve-se como reunido enumerdvel de compactos K;. Com o
auxilio do Lema de Urysohn (ver [17], pag. 131), construimos uma sequéncia f; em
C.(X), definindo o primeiro termo f; de forma que seu suporte esteja contido em U
e fi|k, = lk,; indutivamente, tomamos 0 < f,, < 1, com suporte ainda contido em U,
com a propriedade de que, quando restrita a reunido dos compactos

KiU---UK,Usupp (f1)U---Usupp (fu-1),

Jfn vale 1. Podemos ver que f; converge pontualmente para )y e, além disso, f; < fji1.
Do Teorema da Convergéncia Monoétona (cf. [17], pag. 50) concluimos que

u() = [ gwdu = lim [ fudn = lim [ fudv =v(v).

Logo, u e v coincidem sobre abertos. Seja E um Boreliano qualquer. Dado € > 0,
existem um aberto V contendo E e um fechado F contido em E tais que V(V \ F) < €;
de modo que

(V) —p(E) <u(VAF)=v(V\F) <e



14 1 Andlise Real e Complexa

W(E)—p(F) <p(V\F)<e.
Como F é o-compacto, existem compactos K tais que 1 (K;) — p(F). Logo, existe
um compacto K C E tal que u(E) < u(K) + €. Com estes fatos, concluimos que p é
interior e exteriormente regular sobre qualquer Boreliano E; em particular, 1 € uma
medida de Radon, e pela unicidade garantida pelo Teorema de Riesz, temos u =v. B

1.1.2 O espaco M(X)

Consideremos os espago de Banach Cy(X), constituido das fun¢des complexas e
continuas definidas em X que se anulam no infinito,* munido da norma uniforme

1S llu = sup|f(x)]-
xeX

Objetivamos identificar o dual continuo Cy(X)* com o conjunto M(X) de todas as
medidas complexas definidas na ¢-adlgebra de Borel de X. Naturalmente, usaremos o
Teorema da Representacdo de Riesz para estabelecer uma bijecao entre estes dois con-
juntos. Vamos supor que X é um espaco topolégico segundo enumerdvel, localmente
compacto e Hausdorff.

As partes real e imagindria de u € M(X) sdo medidas finitas com sinal, cujas
variagOes positiva e negativa sdo medidas positivas regulares sobre X, pelo Teorema
1.3. Assim, todas as medidas u € M(X) sdo regulares. Essa, alids, ¢ uma consequéncia
que simplificara bastante a nossa exposi¢ao. (Nossa principal aplicagcdo serd dada em
espagos métricos compactos). Apesar disso, observamos que os resultados dessa se¢dao
se estendem de modo natural para espacos que sejam apenas localmente compactos e
Hausdorff, sendo M(X) substituido pelo conjunto das medidas Borelianas complexas
de Radon. Para essa abordagem — um pouco mais geral — consultar [17], pags. 221 e
seguintes.

Comecaremos definindo uma norma em M(X). Se u € M(X), entdo colocamos

]l = [l (X)-

Proposicao 1.3 (M(X),||-||) é um espago vetorial normado sobre C, com as operagdes
usuais de soma e multiplicagcdo por escalar.

DEMONSTRACAO. Seja u em M(X). Por (1.11), temos 1 < |u|, o que faz com que
u =0 toda vez que ||| = 0. Da defini¢do de variac@o total segue-se que

leaelf = lellfal

Falta mostrar a desigualdade triangular. Se pp, i, estiverem em M(X), definimos A
como sendo a soma das variagdes totais ||, |U2]; e escrevemos

duy = fidA, du, = frdA.

4Em termos precisos: f € Cy(X) se, e somente se, dado & > 0, existir um compacto K C X, fora do qual | f| < €.
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Como
d(f + i) = di +dip = (fi+ f2)dA,
obtemos
dlp + W] = |fi + faldA <|fildA + | fo|ldA = d|wi | +d| ],
de onde segue a desigualdade triangular. |

Como X € localmente compacto e Hausdorff, Cy(X) é o fecho de C.(X) na norma
uniforme || - ||, (ver [17], pag. 132). Esse fato nos permitird aplicar o Teorema da
Representacdo de Riesz.

Se u for uma medida Boreliana positiva e finita sobre X, entdo I, — ver o comentario
feito logo depois do Teorema 1.7 — define um funcional linear positivo sobre Cy(X),
com

() < X)) £

de onde segue que I, € limitado. Por outro lado, se I for um funcional linear positivo
sobre Cy(X ) — em particular, positivo, como funcional linear de C.(X) — ento existird
uma tinica medida de Radon positiva sobre X tal que I = I, sobre C.(X). (Observemos
que, como estamos supondo X segundo enumeravel, a classe das medidas de Radon
coincide com a classe de todas as medidas finitas sobre compactos; por sua vez, todas
essas medidas serdo nao apenas Radon, mas também regulares. Assim, a afirmacao de
unicidade vale para todas das medidas em questdo). Logo, I, € um funcional linear
limitado sobre C.(X), o que acarreta [t(X) < oo, pela propriedade (1.14). Portanto,
toda funcdo de Cp(X) é p-integravel e I, estd definido em todo o espago Co(X). A
igualdade I = I, se extende continuamente de C.(X) para o fecho Cy(X). Assim:

(x) Para todo funcional linear limitado e positivo I sobre Co(X), existe uma tinica
medida Boreliana positiva e finita [L sobre X tal que I = I,,. Reciprocamente, 1, serd
um funcional linear positivo e limitado sobre Cy(X) toda vez que W for uma medida
Boreliana finita e positiva de X .

Para lidar com funcionais lineares mais gerais, precisamos desenvolver um meio de
decompd-los como diferenga de funcionais lineares positivos. A abordadem sera mais
simples se, primeiramente, considerarmos funcionais reais.

Seja I um funcional linear, real e limitado, definido no conjunto Cy g (X), constituido
de todas as f € Cy(X) cujos valores sdo reais.

us

Lema 1.1 Existem funcionais lineares limitados, positivos e reais I'",1~ sobre Cy g(X),
tais que [ = 1T — 1.

DEMONSTRACAO. Precisamos determinar /T e I~ a partir de /. Para tanto, vamos
explorar algumas consequéncias de uma decomposi¢ao deste tipo, supondo-se que ela
exista. Obteremos relagdes que nos indicardo como definir /™ e I~ convenientemente.
Como I~ € positivo, devemos ter I'T(f) > I(f), sempre que f > 0. Mas I também ¢
positivo; logo,

1g) ST7(g) = —I"(f—g) + 1" (f) < I ().
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toda vez que 0 < g < f. Quando g = 0, as desigualdades acima nos dirdo que I (f) > 0.
Tendo-se em vista essas propridades, definimos I*( f), para f > 0, como sendo o
supremo dos valores /(g), tomado sobre todas as fungdes g € Cor(X) satisfazendo
0<g<f.Paraf,h>0eceR,c>0,temos

(1.15) 0<I+( ) < HNF1s
(1.16) I (cf) =cI(f);
(1.17) I (f)+I(h) <IT(f+h).

Podemos provar o “outro lado” de (1.17). Com efeito, para toda g € Co gr(X) satis-
fazendo 0 < g < f 4+ h, encontramos outros dois elementos g1,g> de Co z(X) com

g=81+gs 0<g1 <f, 0< g <h

(Dica: reduza as condi¢gdes envolvendo g; € go em um conjunto de condi¢des envol-
vendo apenas gi; encontre uma solucao e depois coloque g» = g — g1). Tomando-se o
supremo sobre todas as possiveis g, obtemos a desigualdade oposta de (1.17); de onde

(1.18) I'(f+h) =I"(f)+1"(h), (f,h=0).
Agora estendemos linearmente I (f) para qualquer f € Co g(X), pondo
(=1 -1

Se f=f"—f =g—h,com g,h >0, entdo teremos g+ f~ = h+ f; e usando
(1.18), encontramos

I*(f)=1"(g) 1" (h).
Decompondo-se f como diferenca das fungdes positivas f e £, concluimos da igual-
dade acima e de (1.16) que I é linear sobre Cp g(X ). A mesma decomposi¢o também
nos mostra que /™ € limitado. Pelo modo como definimos /™, a diferenca I~ =1 — 1"
¢ um funcional linear positivo e limitado sobre Cp g(X). |

Notemos que, para todo p € M(X), o funcional /,, estd definido em todo o espago
Co(X). Usando-se (1.12), vemos que ; é limitado, com ||1,|| < ||1|. Podemos aplicar
o Lema anterior para mostrar que a aplicacdo linear u — I, de M(X) em Cp(X)",
é sobrejetiva. De fato, todo f € Cy(X) decompde-se na sua parte real e imagindria
u,v, respectivamente; de modo que se I € Co(X)*, entdo I(f) = I(u) +il(v). Agora
observemos que /(«) ¢ um funcional linear na varidvel real u € Cp g(X), cujos valores

sdao complexos; logo,
I(u) = P(u) +iQ(u),

onde P e Q sdo funcionais lineares limitados, reais e definidos no espaco Co g(X).
Usamos o Lema anterior para decompor P como diferenga de funcionais lineares limi-
tados, positivos e reais P, P~ definidos em Cy g(X), os quais podem ser estendidos
linearmente para o espaco complexo Cy(X), dando origem a outros dois funcionais
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lineares limitados e positivos sobre Cy(X), que continuaremos denotando por P* e
P~. O Teorema da Representacdo de Riesz aplica-se a este caso, e de (x) concluimos
que existem medidas positivas e finitas {1, tp em M(X) tais que P* =1, e P~ =1,
sobre Cy(X). Consequentemente,

P =1y —1y,;

e, por argumentos idénticos,
0= Iyy — I,
para medidas positivas U3, ty satisfazendo as mesmas propriedades. Obtemos, assim,

uma decomposi¢do para I(u), a qual também vale para I(v); e depois de algumas
manipulagdes, encontramos / = I, onde

W=y — o+ i3 — pa).

Teorema 1.8 (Representacao de Riesz) A funcdo p — I, é uma bijecdo linear de
M(X) sobre Cy(X)*, com

(1.19) 2|l = [l ]l

DEMONSTRACAO. A igualdade (1.19) nos diz que a correspondéncia y — I, é uma
isometria linear, o que faz com que essa aplicacdo seja automaticamente injetora. Deste
modo, tudo que precisamos mostrar é que ||I,|| > ||1||, pois os outros fatos ji foram
provados — ou sdo consequéncias imediatas deste. Jd sabemos que p < || [cf. (1.11)],
e que a fungdo h = du/d|u| tem valor absoluto constante e igual a 1. Dado € > 0,
usamos o Teorema de Lusin para encontrar uma fungdo continua ¢ € C.(X), com
@]l <1e @ = hsobre X, exceto por um conjunto |t|-mensurdvel E, com |u|(E) < €.

Assim,
_ _d‘u
— [ hha :/h—d
lull= [ vl = [Balnl
=/Edu=‘/<%—¢+¢>du‘
< 2| |(E) +[1u(9)]
< 2& +|[|Zl]
como queriamos demonstrar. |

1.2 Medida e Dimensao de Hausdorff

Nosso objetivo € estender o conceito de dimensdo, familiar no estudo de variedades
diferencidveis, para objetos fragmentados, como os conjuntos de Julia e, mais geral-
mente, os Fractais. Daremos um enfoque analitico ao tema, j4 que visamos ape-
nas definir dimensdo de Hausdorff em espagcos métricos. Um estudo mais aprofun-
dado, com exemplos enriquecedores, ¢ dado em [15], onde o autor utiliza o conceito
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de dimensao de Hausdorff como ferramenta no estudo de Fractais. No decorrer das
argumentacgdes, usaremos alguns fatos sobre medidas de Haar, os quais estdo descritos
no Apéndice.

Comecemos, pois, com alguns conceitos basicos. Consideremos um espaco métrico
(X,d). Uma medida exterior u* sobre X serd chamada de medida exterior métrica
toda vez que pu* for aditiva sobre conjuntos que estdo a uma distancia positiva um do
outro, 1. €.,

u(AUB) =pu*(A)+u(B),
sempre que d(A, B) > 0. Neste ponto, recordamos o Teorema de Carathéodory [cf. [17],
pag. 29], que nos diz que o conjunto dos u*-mensuraveis forma uma o-algebra, e que
a restricao da medida exterior a estes conjuntos nos dd uma medida completa. No caso
de uma medida exterior métrica, qualquer Boreliano serd um elemento da o-algebra
dos p*-mensuraveis, como afirma a préxima

Proposicao 1.4 Se u* for uma medida exterior métrica sobre um espagco métrico X,
entdo qualquer Boreliano serd [L*-mensurdvel.

DEMONSTRACAO. Sera suficiente mostrar que todo fechado F é u*-mensuravel, pois
os conjuntos fechados geram a o-dlgebra de Borel. Mostraremos, entio, que para todo
subconjunto A de X,

H(A) = U (ANF)+p"(A\F).

Podemos supor que p*(A) < oo, caso contrario, a desigualdade anterior sera trivial-
mente satisfeita. Os fechados B, = {x € A\ F : d(x,F) > n~!} estdo encaixados e
contidos em A \ F. Por outro lado, se x € A\ F, entdo teremos d(x,F) > 0, jd que F é
fechado. Deste modo, B, € uma sequéncia encaixada de conjuntos cuja reunido ¢ A\ F.
E como

H(A) > u*((ANF)UB,) = w*(ANF) + 1 (B,),

devemos mostrar apenas que u*(B,) — u*(A\ F). Escrevemos C, = B, \ By, para
n > 1, e afirmamos que

1
d(Cpii.By) > ———
( n+1, )_I’L(I’L—l—l)
pois se x € G,y 1 e d(x,y) < [n(n+1)]7!, entdo
1 1 1
d(qu) Sd(x,y)—i—d(x,F) < + -

nin+1) n+1 T

e concluimos daf que se y estiver em By, entdo d(x,y) < [n(n+1)]~! ndo poders ser
satisfeita. Como C,,_| C By, em particular temos d(C,,+1,C,—1) > 0, 0 que nos garante
a aditividade de u* para os conjuntos Cy41 € C,—1. Assim,

n

Y uH(Gy) = (U%) SHH(A) <eo
1

1
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n

n
Y w(Cojr) =u (JCojor | Sw¥(A) <o
1 1

Portanto, a série cujos termos sdo u*(C;) converge, fazendo com que os restos
Yo 1 M*(C;) convirjam para zero. Como p* é subaditiva, temos

o)

H(ANF) < u*(Ba) + Y 17 (C)),
1
de onde segue u*(A\ F) < liminf u*(B,) < limsup u*(B,) < u*(A\ F), como
queriamos mostrar. [ |

Agora definiremos uma medida exterior métrica que dard origem as medidas de Haus-
dorff de dimensao fragmentada, ou seja, queremos associar a cada niamero real s > 0
uma medida exterior /; que seja boa para medir subconjuntos de dimensao s. O termo
dimensao ainda carece de defini¢cao formal. Nas proximas linhas, buscaremos motivar
a defini¢do que daremos deste conceito.

Mudemos o ambiente de X para R”, e denotemos por u a medida de Lebesgue deste
espaco. Fixado um Boreliano F, sabemos> que para todo # > 0,

u(F) =1"u(F) e [tF|" = "|F],

de modo que o quociente u(¢tF)/|tF| é sempre constante. De fato, considerando-se a
clase € de todos os Borelianos que sdo imagem de F' por uma homotetia, isometria,
ou compostas sucessivas destas aplicacdes, existe um nimero & dependendo somente
de ¥ tal que u(C) = a|C|", para todo C em %. O que faremos ¢é ignorar o fator de
normalizacdo o, que depende apenas da “forma” do conjunto, e definir uma medida
exterior levando-se em consideracdo apenas o diametro. Neste ponto da discussao,
retornaremos ao contexto abstrato.
Dados s > 0 e 6 > 0, para qualquer subconjunto A de X definimos

ICil*:Ac | JCje [Cj|<6
1 j=1

(1.20) 1! 5(A) = inf

J:
(O conjunto acima pode inclusive ser vazio; em todo caso, inf() = o). Os conjuntos
C; podem ser substituidos por abertos, sem que o valor de 4 5 se altere, bastando que
se substitua C; pelo aberto U; = {x: d(x,C;) < €27/~!}, cujo didmetro é menor que
|Cj| + €27/ ~1. Quando 8§ — 0, os valores de h? s crescem monotonamente e, assim,
podemos considerar o limite

lim i} 5(A

0—0 3’6( ),
o qual denotamos por %} (A) e definimos como sendo a medida (exterior) s-dimensi-
onal de Hausdorff do conjunto A. Antes que provemos que /; € de fato uma medida

>Denotaremos o didmetro de um conjunto C por |C].
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exterior, convém esclarecer o leitor o porque de tomarmos refinamentos sucessivos da
cobertura na defini¢cdo de A;. Umas das justificativas é a seguinte: queremos medir
conjuntos fragmentados e, para isso, devemos definir um objeto leve em consideracao
detalhes do conjunto em escalas cada vez menores. Nao precisamos ir muito longe para
exibir um exemplo. O leitor poderd analisar o gréfico da fung¢do y = sen(1/x) e ver que
o infimo das somas em (1.20) sobre todas as coberturas difere do limite quando 6 — 0.

Agora mostremos que i € uma medida exterior. Sabemos que cada & 5 € uma medida
exterior, pois, de um modo mais geral,

Proposicao 1.5 Se E for uma familia de subconjuntos de um conjunto qualquer Y,
com 0,Y € E, entdo qualquer fungdo p : E — [0, 0] que satisfaca p(0) = 0 induz uma
medida exterior vV* sobre Y através de

V¥(A) :inf{ip(Aj) L AjEE,AC UA,}.
1

DEMONSTRACAO. Ver [17], Capitulo 1. [ |

Como A} é definida como o limite de medidas exteriores, segue-se que /; também &
exterior. Por outro lado, se A e B forem dois subconjuntos quaisquer de X tais que
d(A,B) > 0, entdo, tomando-se 6 < d(A, B), concluimos que

5.6(AUB) > h{ 5(A) + I 5(B);

logo, i (AUB) = h}(A)+ h}(B). Provamos, assim, que cada &} é¢ uma medida exterior
sobre X, e que todo Boreliano é mensuravel. A restricdo de h; a o-dlgebra de Borel
nos fornece, portanto, uma medida de Borel sobre X, que denotaremos por h,. Essa
¢ a medida de Hausdorff s-dimensional. Sempre que nos referirmos a tal medida,
ficard entendido que se trata da medida de Borel, e ndo da medida completa dada
pelo Teorema de Carathéodoy. Mais adiante, veremos que /,, a menos de um fator
constante, coincide com a medida de Lebesgue sobre R" (ver Teo. 1.9).
Se X for um espaco vetorial sobre R, entdo segue direto da definicao que

Proposicao 1.6 Para todo Boreliano A de X e qualquert > 0, hy(tA) = t°hs(A).

Do ponto de vista formal, o que fizemos foi apenas definir um conjunto de medidas
Borelianas /. Para introduzirmos o conceito de dimensao, observamos que, fixado A,
a fungdo s — hg(A) € ndo-crescente com s. Além disso, se a medida /;(A) for finita,
entdo para qualquer dimensdo maior ¢ > s, a correspondente medida /;(A) serd nula,
pois, de fato, para qualquer cobertura {U;} de A por conjuntos U; cujo didmetro é
menor que 9, tem-se

Z\Uz’|t < 5’*SZ|U,~]S — 0, quando & — 0.

1 1

A fungdo s +— hy(A) possui, entdo, um dnico ponto de descontinuidade so; se so > 0,
entdo este ponto corresponde ao “salto” de oo para zero. Definimos sy como sendo
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a dimensao de Hausdorff de A, denotada por dimyA. Seguindo a motivacdo dada
no inicio desta secdo, deveremos mostrar que a dimensdo de Hausdorff dos espacos
Euclidianos coincide com a no¢ao usual de dimensao para espagos vetoriais. De fato,

Teorema 1.9 Existe uma constante c, > 0 tal que c,h, é a medida de Lebesgue sobre
R". Em particular, a dimensdo de Hausdorff de R" é n.

DEMONSTRACAO. Segue da prépria definicdo que 4, é uma medida de Borel invari-
ante por translagdes. Seja (t a medida de Lebesgue em R”. Mostraremos que /4, é uma
medida de Haar e, pela unicidade de medidas de Haar — a menos de constante — seguira
o resultado. R” é um espaco de Hausdorff localmente compacto em que todo aberto é
o-compacto. Para mostrar que %, € Radon — e portanto, Haar tanto a esquerda quanto
a direita (ver Apéndice) — devemos verificar que 4, € finita sobre compactos. Também
mostraremos que /,, € ndo-nula, para podermos garantir que ¢, > 0. Consideremos o
quadrado Q = [0, 1]". Dado € > 0, escolhemos um natural k > 1 tal que 2%,/n < €. Di-
vidimos [0, 1] em 2¥ subintervalos e, com isso, escrevemos Q como reunido de N = 2%
“cubos” C;, com |C;| = 27¥/n. Como

N
hn,g(Q) < ZlC]’n < 2nk2—kn(\/ﬁ)n — (\/;l)n,
1

devemos ter &, (Q) < oo. Agora mostraremos que h,(Q) > 0. Para a € R", consideremos
0s conjuntos

n
Be(a,r) = {x eR": Z\xi —ai* < r} :Bmax(a,r) = {x eR": |xi —a;| < r}.
1

Para subconjuntos E de didmetro d finito, temos E C B (a,2d) C Byax(a,2d), qualquer
que seja a € E; de modo que u(E) < (4d)" = 4"|E|". Portanto, para toda cobertura
aberta {A;} de Q, com |A| <€, temos |A;|" > 11(A)4~". Conluimos entdo que /;; .(Q)
¢ maior que o infimo dos valores (A)4™", com A variando entre todos os abertos
que contém Q. Como a medida de Lebesque u ¢é regular, segue dai que &, .(Q) >
u(Q)4=" =47"> 0, como queriamos. [ |

Veremos agora que aplicacoes bi-Lipschitz preservam dimensao de Hausdorff
de conjuntos. Consideremos o caso mais geral de uma fun¢cdo Holder continua (ver
proxima secdo) f de A C X em X, com expoente ¢, onde A € qualquer subconjunto
de X. Segue diretamente da definicdo de & que para todo B C A (n@o necessariamente
mensuravel)

(1.21) 11 (fB) < ¢/ h; (B);

de modo que
dimy f(B) < (1/ot) dimy B,

toda vez que B e f(B) forem mensuraveis.
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Quando f for Lipschitziana, o valor de « sera 1, e a tltima desigualdade nos diz que a
dimensdo da imagem de um conjunto nio excede a sua propria dimensao. No caso de
aplicagdes bi-Lipschitz, teremos

Proposicao 1.7 Seja f uma fungdo bi-Lipschitz de um conjunto qualquer A C X em X,
ou seja,

Cid(x,y) <d(f(x),f () < Cad(x,y),

entdo a imagem f(B) de qualquer Boreliano B C X é outro Borelino de mesma di-
mensdo que B: dimy B = dimy f(B).

Existem diversas técnicas para se calcular a dimensao de Hausdorff, variando das mais
simples as mais elaboradas. Os dois exemplos que apresentaremos enquadram-se na
primeira categoria e podem ser encontrados em [15], padg 31. Faremos uma descri¢ao
um tanto superficial. O conjunto ternario de Cantor C C R, um compacto de me-
dida nula (Lebesgue de R) mas que, apesar disso, possui a mesma cardinalidade da
reta, sendo também totalmente disconexo e perfeito. Sua dimensdao de Hausdorff é
0 =1log2/log3 =0.6309...,com 1/2 < hg(C) < 1. Outro exemplo € o triangulo de
Sierpinski, obtido de uma construcéo iterativa parecida com a do conjunto ternario de
Cantor, a qual indicamos na seguinte sequéncia de figuras:®

A formulacdo matemadtica dessa construcdo € evidente e a deixamos a cargo do leitor.
Nas figuras acima esbogamos (em azul) Ey, E;, E3, E5 e E7, respectivamente, onde Ej
€ 0 k-ésimo conjunto obtido nesse processo. O tridngulo de Sierpifiski € a intersecdo
de todos os E}’s; sua dimensdo de Hausdorff é log3/log?2.

Todas foram feitas com o Software disponivel em http://www.efg2.com/Lab/.
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1.3 O Espaco da fun¢oes Holder continuas

Seja X um espago métrico compacto e 'y um niimero real no intervalo (0,1]. Uma
funcdo continua f, definida em X e tomando valores em C, serd chamada de Holder
continua com expoente Yy quando existir uma constante C > 0 tal que

|f(x) = f(y)] < Cd(x,y)",

para quaisquer x,y € X. Qualquer C > 0 que verifique a desigualdade acima € chamada
de constante de Holder de f. A infimo de todas as constantes de Holder de f sera
denotado por Cy(f). E imediato que

[f(x) =)
1.22 Cylf) = =7
(1.22) (f) d<§,‘i§’>o d(ry)?

Logo, Cy(f) também é uma constante de Holder de f. O conjunto de todas as fungdes
complexas e Holder continuas com expoente ¥ sera denotado por C¥(X). Este ¢ um
espaco vetorial sobre C, com as operagdes usuais de soma e produto por escalar.
Também estd bem definido o produto de funcdes neste conjunto. E ficil verificar que
C7(X) é uma algebra sobre C. (Ver defini¢do de dlgebra em [25], pag. 126). Tendo
em vista (1.22), definimos

f(x)—fO)
Cy = ,
atf) 0<ds(§cl,ly))<6 d(x,y)?
para toda f € C?(X). Como

(1.23) Cus(f+8) <Cus(f) +Cus(8) e Cus(Af) =|4]Cys(f),

a igualdade
1Flly,s = 1f 1l + Cu 5 (f)

define uma norma sobre C¥(X). Recordemos que || f|| € o supremo de | f| sobre X.
Proposicao 1.8 C7(X) é um espago de Banach com a norma || - ||y 5.

DEMONSTRACAO. Sabemos que o conjunto C(X) de todas as funcdes complexas
e continuas de X ¢ um espago de Banach com a norma || - ||; logo, toda sequéncia
de Cauchy f, em CY(X) deve convergir uniformemente para uma funcdo f € C(X).
Pela primeira desigualdade em (1.23), temos uma cota superior para todos os nimeros
Cu(fn), 0 que acarreta f € C¥(X). Resta-nos mostrar que || f, — f||, 5 converge para
zero. Isso segue da seguinte desigualdade

(o = )x) = (fn =) 2||fn = fll
<C n—Jm T Ny
d(x,y)¥ < Gt sl =) + d(x,y)
|
Para simplificar a notagéo, omitiremos a constante 6 da norma || - [[,.s. O valor es-

pecifico de 0 ndo influi em grande parte dos argumentos.
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Proposicao 1.9 C7(X) é denso em (C(X), || - ||s)-

DEMONSTRACAO. Esta € uma consequéncia natural do Teorema de Stone-Weierstrass
(para um enunciado deste Teorema, ver [25], pag. 129). Tudo que precisamos mostrar
é que C?(X) é completamente separante, ou seja, que dados quaisquer dois pontos
distintos x e y de X, existem fungdes f e g em C¥(X) tais que f(x) # f(y) e f(x) #O0.
Para tanto, € suficiente provar que, independentemente dos valores de f(xg) e C >0, a
igualdade

f(x) = f(x0) +Cd(x,x0)"

define uma fun¢@o Holder continua com expoente ¥, o que, em ultima analise, se reduz
a desigualdade

(1.24) lo? — BY| < |a— B,

a qual vale para quaisquer reais &, > 0. Para prova-la, podemos supor, sem perda
de generalidade, que o > B > 0. Dividimos (1.24) por 37 e encontramos a expressao
equivalente

x'—1< (x—1)%, parax > 1,

que pode ser deduzida com recursos do Calculo de uma varidvel real. |

1.4 Funcoes Analiticas

Diferenciabilidade

Sejam E e F espacos normados sobre o corpo dos niimeros complexos e consideremos
uma aplicagdo f de aberto U C E em F. Diremos que f ¢ diferenciavel no sentido de
Fréchet em um ponto £ de U — ou, simplesmente, diferencidvel — quando tivermos

1700~ (8) ~Aee=)llr _

% &l
onde Ag ¢ uma transformacdo linear limitada de E em F. Usualmente, denotamos Ag
por Df(&), o qual serd referido doravante como sendo o diferencial de f em &. A
nog¢ao de diferenciabilidade € topoldgica, isto €, se f for diferencidvel com respeito
a um determinado par de normas em E e F, entdo f o serd com respeito a quaisquer
outras normas equivalentes.

Propriedades elementares sobre o diferencial, como a regra da cadeia, linearidade
da aplicagdo que associa cada fun¢ado ao seu diferencial num ponto fixado, entre tantas
outras, podem ser encontradas em [5], a partir da pagina 54.

Dados dois pontos a e b de E, definimos o segmento linear [a, b] unindo estes dois
pontos como sendo o conjunto de todas as combinagdes lineares (1 —A)a+ Ab, com A
variando no intervalo unidade [0, 1]. Este conjunto pode ser naturalmente identificado
com qualquer intervalo real de tamanho ||b — al|, herdando, assim, uma relagio de
ordem e a propriedade do supremo.
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Teorema 1.10 (Desigualdade do valor médio) Se ||Df(x)|| < M sobre |a,b] C U,
entdo

1/ () = f(a)llr < Ml|b—allg.

De agora em diante, abandonaremos os indices que indicam o espago onde estdo
definidas as normas.

DEMONSTRACAO. Seja A¢ 0 conjunto dos pontos x do segmento [a,b] que verificam

17(0) = f(@)]| < (M +e)|lx—all

Este conjunto é fechado (por continuidade) e ndo vazio (pois contém a) e, portanto,
contém o seu supremo c. Mostraremos que ¢ = b, 0 que terminard a demonstragao,
pois € > 0 € arbitrario. Suponhamos, por absurdo, que ¢ seja estritamente menor que
b. Usamos diretamente a diferenciabilidade de f em c para concluir que

1F (@) = f ()l < (M + ) ljz —al],

para todo ¢ numa vizinhanca V C U de c. Escolhemos um ponto ¢ de V' sobre o seg-
mento [a,b] de modo que, na ordem de a para b em [a,b], tenhamos ¢ < t < b. Ob-
servemos entdo que || — a|| é igual a soma de ||r — ¢|| com ||c — al|. Deste modo,

17@) = f (@) < [[f() = F ()l + £ (e) = fla)l| < (M + &) [t —a,

0 que nos mostra que ¢ estd em Ag, contradizendo o fato de ¢ ser o supremo de A,. W

Diferenciais de ordem superior

Suponha que Df(x) esteja definida numa vizinhanga V de & € U. Se a aplicagdo de
Df, definida em V e tomando valores no espago normado complexo L(E, F) (conjunto
dos operadores lineres limitados com a norma usual de operadores) for diferenciavel
no ponto &, entdo diremos que f é duas vezes diferenciavel no ponto £. O diferencial
de Df no ponto & serd denotado por D?f(&). De modo inteiramente analogo, podemos
definir diferenciabilidade de ordem m > 2 num ponto & de U, bem como diferenciais

D"feL(E,L(E,L(E,L(-- ,L(E,F))))) ~ L"(E,F)

que sao naturalmente identificados com uma correspondente forma m-linear do espago
L™(E,F), denotada por d" f. Para mais detalhes, ver [5], capitulo 7.

Diremos que uma forma m-linear A de L™ (E,F) é simétrica quando o valor de
A(xy,...,x,) for independente da ordem em que os x; aparecem nas entradas.

Teorema 1.11 (Schwarz) Se f for m-diferencidvel em &, entdo d"f(&) serd uma
forma simétrica. (Referéncia: [5], pdgina 87).
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Agora introduziremos um conceito equivalente ao de derivada direcional nos espacos
euclidianos. Para um certo x € E, podemos considerar o limite formal’

of .. . fE+Ax)—f(&)
ox (&)= Jim 2

também chamado de derivada direcional de f em & na direcdo de x, ou derivada de
Gateaux de f em & na dire¢do de x. Ressaltamos A é um escalar complexo. Se a
aplicagdo d f(&) que associa a cada x em E a derivada direcional df(&)/dx estiver
bem definida, entdo diremos que f € diferencidvel no sentido de Giteaux em &, ou
que f é Gateaux diferencidvel em &, e chamaremos df (&) de a derivada de Gateaux
de f em &. E facil ver, pela prépria definicdo de diferenciabilidade, que

Proposicio 1.10 Se f for diferencidvel no sentido de Fréchet em &, entdo f também
o serd no sentido de Gateaux, com Df (&) = df(&).

Nao é sempre verdade que a derivada de Gateaux seja uma aplicagdo linear, tam-
pouco que toda fung¢do Gateaux diferencidvel em & seja continua neste ponto. De fato,
se considerarmos E como sendo o plano euclidiano dos pares x = (x1,x;) e definirmos

f(x) =x1x3/(x1 +x3), f(0)=0,

entdo veremos que a derivada direcional de f na origem coincide com a prépria fungao,
i. é.,df(0)/dx = f(x), o que mostra que a derivada de Giteaux no ponto 0 ndo pode
ser linear, neste caso. Ja

f(x) =xi/x2, £(0)=0

nos oferece um exemplo de uma funcdo Gateaux diferencidvel na origem que nao é
continua neste ponto.

Uma vez definidas as derivadas direcionais, podemos enunciar o Teorema de
Schwarz na sua forma classica.

Teorema 1.12 (Schwarz) Suponha que f seja duas vezes diferencidvel sobre todo o

aberto U. Entdo 82f 82f
_ g2 _
S E) = E)y) = 58,

para todo & em U e quaisquer x,y € E.

Referéncia: [5], pagina 91. ¢

1.4.1 Teorema da funcao inversa (e implicita) para espacos de Banach

Todos os espacos normados relacionados a estes dois Teoremas, que apresentaremos
logo mais, sdo completos, i.é., vamos considerar somente espagos de Banach (com-
plexos ou reais). Diremos que f é de classe C™ sobre U, para um certo m > 1, se D™ f

7 A préxima igualdade também define uma notacio padrio para este limite.
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existir e for continuo sobre U. Se f for C™ e, além disso, for uma aplica¢do bijetiva de
U sobre um aberto V contido em F, cuja inversa também € C™, entdo diremos que f é
um difeormofismo de classe C" de U sobre V.

Agora vejamos o problema de se determinar a inversa de uma aplicacdo de classe
C™. Se & for um ponto de U, entdo diremos que f € um difeomorfismo local de classe
C™ em & quando existirem vizinhancas V (&) e W ( f€) tais que f é um difeomorfismo®
de classe C" se V sobre W. Afirmamos entdo que

Teorema 1.13 (da funcao inversa) Uma condicdo necessdria para que f, uma apli-
cagdo de classe C™ sobre U, seja um difeomorfismo local de classe C" em & € U é
que seu diferencial Df (&) seja um isomorfismo linear neste ponto.

Referéncia: [5], pagina 94. ¢

Este Teorema é um dos resultados fundamentais sobre diferenciabilidade e possui
aplicacdes muito importantes em diversos ramos da matemética, como Teoria Espec-
tral e Sistemas Dinamicos. Em nosso trabalho, por exemplo, usaremos o Teorema da
funcdo implicita — que, de fato, ¢ um variante do Teorema da func¢do inversa — para
mostrar a analiticidade real da dimensdo de Hausdorff do conjunto de Julia de uma
funcdo racional hiperbdlica com respeito a perturbagdes do sistema.

Como acabamos de afirmar, o Teorema da fun¢do implicita € uma variante do Teo-
rema da func¢do inversa. De fato, tudo que precisamos é desenvolver uma notagdo apro-
priada para expressar este resultado. Por exemplo, se tivermos uma func¢ao

g8 EXFDOUXV =G

entdo podemos considerar separadamente as fungdes ¢ = g(x,-) ee Yy = g(-,y), para
x ey fixos. Se g for diferencidavel num ponto (x,y) entdo é imediato que estas duas
fungdes também o serdo. Definimos, entdo,

Dig(x,y) = Do(y), Dyg(x,y) = Dy(x)

como sendo as derivadas parciais de g com respeito a primeira e segunda varidveis,
respectivamente. Agora suponhamos que G seja um produto J x K de outros dois
espacos normados J e K. Neste caso, pode decompor g em termos de suas fungdes co-
ordenadas, escrevendo g = (g1, £2). Este processo nos permite expressar Dg em termos
de Djg; com o auxilio de uma forma matricial. De um modo geral, se A1, A2, Az €
Ay, forem transformagdes lineares de L(E,J), L(F,J), L(E,K) e L(F,K), respectiva-
mente, entdo a forma matricial® (A; ;) representa o operador linear Bde L(E x F,J x K)
agindo sobre o produto E x F' como um simples produto de matriz por vetor, ou seja

B(h1,hy) = (A11h +Ahy, Aoihy +Axnhy).

8 A notacdo V(p) indica uma vizinhanga do ponto p.
9Com esta notacdo, i sempre é o indice da linha e j o da coluna.
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No caso da aplicagdo diferencidvel g, a forma matricial do operador diferencial Dg é
(D,gi), onde, naturalmente, omitimos o ponto onde o diferencial é calculado, mas isso
¢ irrelevante.

Voltemos ao Teorema da fun¢do implicita. Consideremos trés espacos de Banach,
E.F e G. Seja f uma aplicagdo de U xV em G, onde U é um aberto de E e V um
aberto de F. O problema que se nos apresenta € o de dizer quando a expressao

f(xvy) =Wwo

define implicitamente uma fung@o y = y(x), pelo menos localmente. Queremos, também,
determinar condi¢des que garantam a regularidade desta funcao.

Teorema 1.14 Se f for de classe C™ e se D f (a,b) for um isomorfismo, entdo existirdo
vizinhangas Uy(a) e Wo(f(a,b)), e uma tinica aplicagdo C™-diferencidvel g de Uy x Wy
em 'V que satisfaz

(1.25) f(x,8(x,w)) =w,
para todo (x,w) em U x W.

DEMONSTRACAO. Definimos ¢(x,y) = (x, f(x,y)) sobre U x V, que claramente é
diferenciavel e de classe C™; colocando-se D¢ (a,b) na forma matricial fica facil ver
que, como D, f(a,b) é um isomorfismo, o mesmo acontece com o diferencial D¢ (a,b).
Pelo Teorema da fungdo inversa, existe uma inversa local yg de classe C™ e definida
sobre uma vizinhanga Uy x Wy. Naturalmente, esta inversa deve ser da forma

l[/()(X, W) = (x7g<x7 W));

o que faz com que g seja, necessariamente, de classe C"" (note que g é a composi¢cao
de uma funcdo C™ com uma projecdo, que € linear, e portanto, C"; de modo que o
resultado segue da regra da cadeia). Um simples célculo nos mostra que g verifica
(1.25). Por outro lado, se g; fosse uma outra fungdo satisfazendo as mesmas condigdes,
entao

yi(x,w) = (x,81(x,w))

seria uma inversa a direita de ¢ sobre Uy x W), o que faz com que y; sejaigual a y e,
portanto, g = g1. |

Corolario 1.1 (Teorema da funcao implicita) Suponhamos que f seja de classe C™
e que D, f(a,b) seja um isomorfismo. Seja wy = f(a,b). Entdo existem vizinhangas U
de a e Vy de b tais que,

(1.26) (Vx € Up)(3y € Vo)( fx,y) =wo)-

Esta correspondéncia define uma aplicacdo y = £(x) que é de classe C™ sobre Uj.
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DEMONSTRACAO. Seja P; a projecdo candnica de U x V sobre V. Usando a mesma
notacdo da demonstracdo do teorema, sabemos que a aplicacdo Y estabelece uma
correspondéncia biunivoca entre pontos (x,w) de Uy x Wy e pontos (x,y) de uma
vizinhanga N de (a,b), com w = f(x,y). Deste modo, para cada x € Uy existe um
unico y em P, N tal que
(x, f(x,y)) = (x,wo).

Esta correspondéncia define uma aplicagdo y = ¢(x), como em (1.26). Mas a funcao
g(-,wp) satisfaz a mesma propriedade que determina ¢ e, portanto, £ = g(-,wyp). |

1.4.2 Séries de Poténcias

Consideremos dois espacos normados E e F sobre um mesmo corpo (R ou C).

Funcgdes analiticas, em linhas gerais, sdo aquelas que podem ser localmente re-
presentadas como uma soma polinomial infinita. Tais somas, mais apropriadamente
chamadas de séries de poténcias, serdo o nosso objeto de estudo. E com o intuito de
entender a natureza local de uma funcao analitica que apresentaremos as propriedades
basicas destas séries.

Uma aplicacdo P de E em F para a qual existe uma forma m-linear A de E™ em F,
ndo necessariamente continua, tal que

P(x) =A(x,x,...,x) = Ax"

€ chamado de polinomio homogéneo de grau m. O caso em que m = 0 corresponde
ao conjunto das func¢des constantes de E em F, comumente identificado com o préprio
F. Naturalmente, toda forma m-linear d4 origem a um polindmio homogéneo. Fato
curioso, porém, € que podemos tomar estas formas sempre como sendo simétricas, ou
seja

Proposicao 1.11 Se P for um polinomio homogéneo de grau m > 1, entdo existird uma
tnica forma simétrica e m-linear A, de E em F, tal que P(x) = Ax™.

Referéncia: Ver [5]. ¢

Deste modo, temos uma correspondéncia biunivoca entre polindmicos homogéneos e
formas simétricas. Se P for proveniente de uma forma simétrica A, entdo escreveremos
P=A.

Todo polindmio homogéneo € uma fungdo a valores vetoriais, e, com isso, podemos
considerar combinagdes lineares finitas de polindmios homogéneos, dando origem aos

chamados polinémios. Pode-se mostrar que

Proposicao 1.12 Todo polindmio se escreve do modo vinico como soma finita de po-
linomios homogéneos de graus distintos. Além disso, P = A serd uma aplicagdo
continua precisamente quando a forma simétrica A for limitada, o que, em termos
de P, é equivalente a dizer que existe uma constante M > 0 satisfazendo
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[P(x)]] < M|[x]™.
(Referéncia: [5], pdgina 41).

Denotaremos o infimo de todos os M positivos que satisfazem a desigualdade acima
por ||P||, também chamado de norma do polinomio P. Recordemos que, de modo
inteiramente andlogo, uma forma m-linear A serd continua precisamente quando existir
uma constante positiva M que verifique

JAGer; X2, ) | < M ][ == [

Em vista disso, empregamos o termo limitada para dizer que a forma A € continua.
A menor das constantes M acima, denotada ||A||, é chamada de norma da forma m-
linear A.

Proposicao 1.13 As normas de um polinémio homogéneo continuo e de sua corres-
pondente forma simétrica estdo relacionadas por

—~ mm  ~
AN < 41l < 2 )

Referéncia: [5]. ¢

Agora estudaremos somas infinitas de polindomios homogéneos; mais especificamente,
se & for um ponto de E e A,, uma sequéncia de formas simétricas continuas de E™ para
F, entdo a soma formal'®

(1.27) Y Anx—=8)" = i An(x—¢&)
m=0

m=0

serd uma série de poténcias centrada em &. .

Podemos nos perguntar quando estas somas formais possuem algum significado

como funcdes, ou seja, determinar os valores de x que fazem com que a correspon-
dente série em F seja convergente. Nos dispensamos, aqui, de definir o que seja
convergéncia uniforme e pontual; 0s conceitos sd0 0S mesmos que encontramos em
Célculo e Anélise no espaco euclidiano.
Definimos o raio de convergéncia uniforme desta séria como sendo o supremo de
todos os nimeros ndo-negativos r para os quais a série converge uniformemente sobre
a bola fechada ||x — || < r. Diremos que a série converge absolutamente num ponto x
se tivermos

Y lan(r—8)) <o

e definimos o raio de convergéncia absoluta como sendo o supremo dos nimeros nao-
negativos r para os quais a série converge absolutamente em todo ponto de |[x—&|| < r.

1OConvengﬁo: Ao(x— ’g’)o = Ag. Podemos ver Ay como uma constante Ag € F.



1.4 Fungdes Analiticas 31

Podemos associar a série formal (1.27) os nimeros p e p dados por

1 ~ 1
— = limsup A, ||'/™, = =limsup||A,|/"/™.
P m—oo Y m—oo

Proposicao 1.14 Se F for um espaco de Banach, entdo p terd o mesmo valor que o
raio de convergéncia uniforme de (1.27). Além disso, para todo r em (0,p), temos

Y A" < oo,
m=0

sendo que p e p estdo relacionados através da desigualdade p/e <p < p.
Referéncia: [5], paginas 153 e 156. ¢

Em particular, segue do resultado acima que o raio de convergéncia absoluta é sempre
maior ou igual que o raio de convergéncia uniforme. No caso de fun¢des complexas
e uma varidvel complexa, sabemos que estes raios coincidem. Mas em dimensao in-
finita existem exemplos em que essa desigualdade € estrita. De fato, consideremos o
espaco de Banach ¢? das sequéncias cujo quadrado é somdvel (para uma descricio
deste espaco, consultar qualquer livro introdutério de Anélise Funcional). Deixamos a
cargo do leitor verificar que a expressao

B (x) = (m)™

define um polindmio homogéneo de grau m, onde x = (x;), e que a norma deste
polindmio vale 1, o que, pela Proposicao anterior, faz com que o raio de convergéncia
uniforme da série correspondente (soma dos P,,) seja 1. Para se calcular a norma de
P,,, serd conveniente mostrar que tal polindémio é proveniente da forma m-linear, de ¢2
em C, dada por

Ap (D x0m) = xby) x o am,
Por outro lado, em qualquer ponto x de £2, a série correspondente é comparavel com a
série geométrica de razdo 1/2 (a partir de um determinado indice), o que mostra que a

série converge absolutamente em todo o espago e, portanto, seu raio de convergéncia
absoluta € infinito.

Teorema 1.15 (Unicidade de representacao) Se duas séries de poténcias

[}

Y Fule=8), ¥ 0ulr—)

m=0

convergirem absolutamente nalguma vizinhanca de & para uma mesma soma, entéo
teremos P,, = Q,,, para todo m > 0. (Referéncia: [5], pdgina 160).
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Agora consideremos o seguinte problema. Suponhamos que uma série como em (1.27)
convirja em alguma bola ||x — &|| < r. A priori, ndo sabemos nada sobre o tipo de
convergeéncia. Nos estudos das propriedades locais de uma série de poténcias, muitas
vezes serd conveniente mudar o centro desta representagdo de & para outro ponto 1 da
bola em questdo. O préximo resultado nos diz como fazer isso, oferecendo ainda uma
importante relacao entre os coeficientes das duas séries.

Proposicao 1.15 Suponhamos que F seja um espaco de Banach, e que o raio de con-
vergéncia uniforme R de (1.27) seja estritamente positivo. Denotemos por f(x) a soma
desta série na bola aberta ||x — &|| < R. Se n for qualquer ponto desta bola, entdo
poderemos escrever

(1.28) fx) =Y Bu(x—n),
k=0

e o raio de convergéncia uniforme desta série serd maior ou igual que a diferenca
R—||n —&||. Os coeficientes By sao dados por

b= Y} )antn &~

m=k
Referéncia: [5], pagina 161. ¢

A udltima série consiste de uma soma de formas k-lineares e continuas; mas ficou fal-
tando dizer o que signicam os produtos de A, por (1 — ﬁ)m_k . Para m = k este produto
vale Ay e, de um modo geral,

Am(xla---v-xmfk> :Am(xh"'axmfka';'v"'f)a

€ 9

contando-se exatamente k pontos ““-” na expressao acima.
A esta altura, ja temos todas as ferramentas em maos para mostrar que toda série de
poténcias que converge uniformemente € infinitamente diferencidvel:

Teorema 1.16 Seja F um espago de Banach. Se a série (1.27) possuir raio de con-
vergéncia uniforme R estritamente positivo, entdo sua soma f(x) serd uma funcdo de
classe C* sobre ||x — E|| <R, com

(1.29) Ap=—d"f(&).
m

DEMONSTRACAO. Tomemos um 0 < r < R, arbitrario. Usando a Proposi¢do 1.14,
vemos que o supremo d dos valores ||A,,||7" € finito. Logo, para todo x na bola ||x —
&|| < r, podemos escrever

[eo)

— e x— m X — 2
() = £(E) —Ar(x= &)l = || X Am(x—&) gdZOH ﬂfH __dlk=¢|

m=0 r(r=x=¢l)’
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o que mostra que f é diferencidvel em & e que seu diferencial neste ponto é Aj. Com
o auxilio da tdltima proposi¢do, dado qualquer ponto 1 de ||x — &|| < R, podemos escr-
ever f(x) como uma série de poténcias centrada em 1 da forma (1.28). Aplicando-se
0 mesmo argumento que usamos no caso de & para x = 1, concluimos que f(x) é
diferenciavel em x = 1 e que o diferencial de f neste ponto € By. Como 1 € arbitrério,
podemos escrever

o) (o] o)

df0) =Y (m+ DAnix-&)" =Y PV x-&) = ¥ AW (x—&)",

m=0 m=0 m=0
onde PiV)x = (m+1)A X" e
1
AN (X1 ey xm) = (m+ DAy 1(x1,. . X, ) € L(EF).
O raio de convergéncia uniforme desta tltima série € maior ou igual que R, pois

1
1B > (m+1) | P

o que pode facilmente ser verificado a partir da definicdo de norma de um polindmio.
O mesmo procedimento que usamos até o momento aplica-se, portanto, a funcio d f
no lugar de f (notemos que o contradominio de d f € um espago de Banach), o que nos
permite escrever

(o] [eS)

Pf) =Y (m+ DAY k=& = Y AP (x— &)

m=0 m=0

Novamente, o raio de convergéncia desta série € maior ou igual que R, pois

|- |2

> (m+ 1) [P | = G+ D42 Pl

Podemos continuar este processo indefinidamente (indugdo), concluindo que

[}

dfx) =Y (m+1)- (m+k)Api(x—8)" e d"f(§) = kA

m=0

1.4.3 Funcoes Analiticas

Sejam E e F espacos normados sobre um mesmo corpo (real ou complexo), e con-
sideremos uma funcdo f, definida num aberto e conexo U C E, tomando valores em
F.

Assumiremos que F é completo.

Diremos que f ¢ analitica se, em cada ponto & de U, existir uma vizinhanga V (&)
na qual f se escreve como uma série de poténcias
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[e)

f) =Y An(x=&)"

m=0

centrada em &, com raio de convergéncia uniforme estritamente positivo. Tal série —
que quando existir, serd unica — também € conhecida como série de Taylor, ou desen-
volvimento de Taylor de f em torno do ponto &.

Toda funcdo analitica deve ser, portanto, infinitamente diferencidvel em seu dominio,
e os coeficientes A,, acima podem ser expressos em termos dos diferenciais de f em
& através da férmula (1.29). O caso que mais nos interessa é o complexo, ou seja,
quando o corpo sobre o qual os espacos E e F estdo definidos é C. Neste caso, existe
uma terminologia adicional: fun¢des analiticas sdo também chamadas de holomorfas.
O termo analitica real é sempre empregado quando queremos enfatizar que a diferen-
ciabilidade € real e ndo complexa. Fun¢des analiticas complexas (i.€., holomorfas) e
reais gozam de propriedades distintas.

Toda fun¢ao dada por um série de poténcias uniformemente convergente € analitica.

Proposicao 1.16 Se duas funcoes analiticas f e g definidas sobre U coincidirem num
aberto ndo vazio deste conjunto, entdo f = g sobre U.

DEMONSTRACAO. A demonstragdo é muito simples e usa um argumento que se aplica
em muitos casos. Coloquemos & = f — g e seja E o subconjunto de U formado pelos
pontos x nos quais f e todos os seus diferenciais se anulam. Todo ponto deste conjunto
deve ser interior, visto que qualquer desenvolvimento de Taylor em torno destes pontos
define uma func¢do identicamente nula no aberto onde se d4 a convergéncia uniforme
para f. Por outro lado, seu complementar £ também ¢ aberto, o que é consequéncia
da continuidade de f e de todas as suas derivadas: se d"f # 0 em algum ponto &,
entdo o0 mesmo acontece numa vizinhanga V de &, ou seja, V C E€. Como U € conexo,
devemos ter E =U. |

1.4.4 Integracao

Nosso objetivo, agora, € desenvolver a formula integral de Cauchy para fungdes de
espacos vetoriais normados (complexos) E e F. Vamos supor que F é completo. No
que segue, h(x) serd uma func¢do a valores em F, definida em algum aberto e conexo
ndo-vazio U C E. A menos que se diga o contrdrio, f(z) estard definida nalguma
regido §2 C C, tomando valores em F. Reservaremos t para indicar qualquer ponto de
um intervalo [o, B].
Primeiramente, definiremos integral de curvas vetoriais. Se f () for continua e a
valores em I, entdo definimos .
/ f(t)dt
o

do mesmo modo como o fazemos no caso escalar, isto €, via somas de Riemann. A
continuidade de f(¢) e o fato de F ser completo sdo suficientes para garantir que estas
somas convergem para um valor em F, o qual chamamos de integral de f(z) sobre
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[a, B]. Propriedades importantes da integral continuam validas, tais como linearidade

[ s < "1

Seja y uma curva contida em £, dada por z = z(¢). Diremos que ¥ é diferenciavel num
ponto £y se

Z/<t) — lim Z(t + S) - Z(t)
s—0
existir e for uma fun¢do continua de ¢, para todo # numa vizinhanca de 7y na topologia
do intervalo [, B] (logo, ty pode ser um ponto extremo). Notemos que, apesar do nome
ser o mesmo, a terminologia “diferencidvel” que usamos aqui para curvas nao deve ser
confundida com a que empregamos no caso geral de espagos normados. Se z(t) for
diferencidvel em [, B], exceto para um nimero finito de pontos {#;}}, entdo diremos
que 7 é diferenciavel por pedacos. Observemos que nos pontos #;, z(¢) permanece
sendo continua. Assumiremos como condi¢do adicional a definicao de diferenciabili-
dade por pedagos que as derivadas laterais 7' (¢;+) e 7/ (f;—) existem, e que estas coinci-
dem com os limites laterais de 7/(¢), a direita e a esquerda do ponto 7;, respectivamente.
Se y for diferencidvel por pedacos e f(z) continua sobre ¥, entdo definimos
B
[ r@dz= [ rele)e ey

Y o
como sendo a integral de linha de f ao longo da curva y. Muitas propriedades ele-
mentares continuam validas neste contexto mais geral. Por exemplo, se f,(z) forem
continuas e convergirem uniformemente para f(z) sobre ¥, entdo um argumento padrao
nos mostra que f(z) também serd continua sobre 7, e que vale

(1.30) /Yf(z)dz:lim/yfn(z)dz.

Suponhamos, por um momento, que f(z) seja diferencidvel no seu dominio. Isso acar-
reta a existéncia do limite
L el — (2

h—0 h

em cada ponto z do conjunto . Denotaremos tal limite por f’(z), que é também
chamado de derivada de f no ponto z. Observemos que se A for um funcional lin-
ear continuo de F, entdo a composi¢do A o f(z) também serd uma fung¢@o diferencidvel.
No contexto de fun¢des complexas de uma varidvel complexa, porém, sabemos que ser
diferencidvel é o mesmo que ser analitica. Logo, A o f €, de fato, uma fun¢éo analitica.
Usando a linearidade da integral e a defini¢do de somas de Riemann, € facil concluir
que

(1.31) l/yf(z)dz:/yl o f(z)dz.
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Portanto, se f(z) for diferencidvel num disco aberto A = {|z— z9| < r}, exceto por um
niimero finito de pontos!! {{;}7 nos quais

(1.32) liHCl'(Z —Ci)f(z) =0,
entao

1.33 — dz =0,
(1.33) wo /yf(Z) z

para qualquer curva fechada e diferencidvel por pedagos y contida em A que ndo passe
por estes pontos. Este resultado, ja conhecido do caso escalar, € consequéncia de (1.31)
e do Teorema de Hahn Banach. Se wq fosse ndo nulo, entdo existiria um funcional
linear limitado A de F tal que A (wg) # 0, o que é impossivel, ja que a integral de A o f
¢ sempre nula, qualquer que seja o funcional A.

Uma consequéncia imediata deste resultado € a formula integral de Cauchy, que é
obtida através da fungao

onde z € um nimero complexo arbitrario.

Assumiremos, agora, que f(z) é diferencidvel em todo o disco A, no qual y estd con-
tida (podemos enfraquecer esta hipdtese e admitir alguns pontos como exce¢ao, como
o fizemos anteriormente, mas ndo precisaremos de tanto). Observamos que Q({) é
diferencidavel em A, exceto (possivelmente) por z, onde Q satisfaz a condi¢do dada em
(1.32), trocando-se f(z) por Q({) e {; por z. Portanto, a integral de Q ao longo de y é
nula, o que nos permite escrever

L f©)
f(Z)/yC_ZdC—/YC_ZdC-

Reconhecemos na primeira integral da igualdade acima o nimero n(7,z)27mi, onde
n(7,z) € o indice do ponto z com respeito a curva y. Este indice € sempre um niimero
inteiro, e seu valor conta o nimero de voltas que a curva y dd em torno do ponto z no
sentido anti-horério. E claro que esta dltima nogéo carece de defini¢io formal, mas o
fato € que ela estd implicita na propria integral que define o indice. Pode-se mostrar
facilmente que o indice de qualquer ponto z com respeito ao circulo |z —zg| = R,
parametrizado no sentido anti-horario, € 0 ou 1, dependendo da posicao de z relativa
ao circulo, i.€., se z estiver no exterior ou no interior. Para mais propriedades do indice,
ver [1].
Com isso, temos a formula integral de Cauchy

11Observe que, nestes pontos, f ndo precisa sequer estar definida.
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(1.34) F@n(1e) = A /Y 76 4

2mi
Resumiremos o que foi deduzido no

Teorema 1.17 Se f(z) for diferencidvel num disco A = {|z—zo| < r}, e se Y for uma
curva fechada, diferencidvel por pedacos e contida em A, entdo (1.34) serd vdlida
para todo z € C que ndo esteja sobre 7.

A importancia da formula integral de Cauchy reside no fato de ser possivel obter
os valores de f(z) dentro de um disco através de uma integral que leva em conta so-
mente os valores de f no bordo deste conjunto, tomando o ponto z como um simples
parAmetro. Naturalmente, a formula que exibimos em (1.34) nos fornece informagéo
sobre f(z) somente no caso em que z estiver no disco, pois, de outro modo, o indice
seria zero.

Nosso objetivo, agora, serd extender a formula integral de Cauchy para i(x). Para
tanto, vamos supor que h(x) é Fréchet diferencidvel em U. Seja & um ponto de U, e
consideremos o conjunto V, formado pelos pontos x € U para os quais existe R > 1
satisfazendo

Ap=A{lz| <R} C{zeC:&E+z(x—-&) e U}.

Fixemos x € V e um correspondente valor de R. Entdo a func¢ao

g(z) =h(& +z(x—-&))

é diferencidvel no disco Ag, o qual contém um circulo |z| = r, para algum r no intervalo
(1,R). Podemos aplicar o Teorema anterior a esta func¢éo, obtendo

(1) = 1/ 2@ 4,

T 2mi =rz—1
Teorema 1.18 (Formula integral de Cauchy) De acordo com as hipdteses acima,

= L [ MEHE),

_2_71'1' z—1

para todo x em V.

A expressao que obtemos para a formula acima nao corresponde a forma escalar;
mas uma pequena mudancga de varidveis nos mostra que elas sdo as mesmas no caso
em que E = C. Contudo, mesmo que nio fosse possivel deduzir uma da outra, nem por
isso a expressao que obtemos deixaria de ter o seu valor como “férmula integral” (ver
o primeiro pardgrafo depois do Teorema 1.17).

Podemos, também, desenvolver uma férmula integral para os diferenciais d"”h(&).
Para tanto, vamos assumir que & é uma func¢do holomorfa. Fixemos um & em U e
tomemos um xq € E, arbitrario. Como U € aberto, existe um valor positivo de R tal que
& + zxp estd em U sempre que z € Ag. Definimos
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8(z) = —h(i:flx())

sobre Ag, que é obtido de Ag = {|z] < R} pela exclusdo do zero. Trata-se de uma
funcdo diferencidvel no seu dominio, qualquer que seja m > 0. Seja r um nimero real
em (0,R) e escolhamos um s em (0, r), pequeno o suficiente para que: (i) a série de
Taylor

W)= Y Pulx—€)
k=0

de h em torno do ponto & convirja uniformemente sobre a bola fechada ||[x — &|| < s
e (i) s/||xo|| esteja no intervalo (0, 7). Por um momento, vamos assumir que xo é nao
nulo. Uma aplica¢ao conveniente de (1.33) nos mostra que

1.35 dz = dz.
(15 /IZ=S/IIXO|g(Z) ) /|2|=rg(Z) -

A vantagem desta igualdade € que a primeira integral pode ser calculada a partir da
expansdo de Taylor de h(x), usando-se integracdo termo a termo. Este dltimo recurso
pode ser justificado neste contexto por um argumento muito simples; basta observar
que toda soma de uma série € o limite de uma sequéncia de fungdes, e que a série con-
virgird uniformemente precisamente quando a correspondente sequéncia de funcdes
for uniformemente convergente. A integracdo termo a termo € obtida, entdo, a partir de
(1.30) e do fato de [, ser um funcional linear sobre fungdes.

Escrevemos

g(z) = ) Y Pul(zxo) = i Tt + Pt 1(x0) + P2 (x0)z+ -,

observando que a convergéncia desta série de poténcias € uniforme sobre o circulo
|z| = s/||x0]|. Portanto!?,

(1.36)
h(€+z(x—8)) , Pu(xo) . . . d"h(E)(x0)
/|Z|_S/”x0” vy dz= /Z_s/x()' S dz =2miP,(xo) = Zm—m! .

Uma comparacio de (1.36) com (1.35) nos conduz a

— ! h
(1.37) dmh(E)(xo) = % /|Z ﬂ%d;

que é a formula integral de Cauchy para diferenciais .

12Cas0 alguma passagem tenha ficado obscura nas préximas igualdades, sugerimos uma leitura das paginas 106
e 107 de [1].
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Teorema 1.19 Se h for holomorfa e & for um ponto qualquer de U, entdo, para todo
xo em E e todo m > 0, vale a féormula (1.37), onde r é qualquer niimero real positivo
tal que

{lzl <r}c{zeC: E+zxpeU}.

Acabamos de demonstrar o caso xg # 0. Por outro lado, se xy = 0, entdo a férmula
acima pode ser verificada diretamente: se m # 0, entdo ambos os lados na igualdade
serdo nulos e, caso contrdrio, iguais a f(&).

Holomorfia segundo Cauchy e Weierstrass

Até o momento, o estudo que fizemos de holomorfia foi baseado no ponto de vista de
Weierstrass: consideramos como holomorfa func¢des infinitamente diferenciaveis dadas
localmente por uma série de poténcias. Contudo, uma condi¢do muito mais fraca ca-
racteriza estas fungdes. De fato, basta que uma aplicagdo entre espacos de Banach seja
Fréchet Diferencidvel para garantir que ela seja holomorfa. Poderiamos, deste modo,
ter desenvolvido a teoria de fun¢des holomorfas tomando como base o conceito de
diferenciabilidade. Este € o ponto de vista de Cauchy. A seguir, faremos um breve
resumo dos resultados principais que relacionam diferentes tipos de holomorfia, unifi-
cando todos os conceitos em apenas um.
Durante todo este topico, E e F serdo espacos de Banach complexos.

Historicamente, fun¢des holomorfas eram aquelas aplicagdes

w=f(z1,---,2n)

definidas num subconjunto aberto U de C" que fossem limitadas sobre compactos e
holomorfas em cada variavel z;, separadamente. Esta tltima nogdo (ser holomorfa
em cada varidvel) pode ser posta na seguinte forma. Seja (a;)] um ponto de U e fi-
Xemos uma posi¢do j. Sabemos, entdo, que para valores z proximos de a;, 0s vetores
¢j(z) = (zi), onde z; = a; para i # j e z; = z, ainda pertencem ao dominio de f; de
modo que a fungdo f o @;(z) estd localmente bem definida. Dizer que f é holomorfa
em cada varidvel separadamente € 0 mesmo que assumir que todas as funcdes f o @;
assim obtidas sdo holomorfas. A partir desta definicdo, consegue-se provar que f é
continua; e do Lema de Osgood (Teorema 1.20) segue-se que f €, de fato, holomorfa
segundo a defini¢do que temos usado até o momento. Existe, porém, um resultado mais
forte na Teoria de fun¢des analiticas, o qual nos diz que toda fun¢@o holomorfa em cada
variavel deve ser continua em todo o dominio U e, portanto, holomorfa neste conjunto.
Este fato € conhecido como Teorema de Hartogs; sua demonstragﬁolz’ ¢ bem mais
dificil que a do Lema de Osgood.

Como estamos estudando fung¢des definidas em C”", precisamos adaptar a notagcao
de séries de poténcias para uma forma mais direta. Reservaremos as letras z = (z;) e

130 enunciado que apresentamos do Teorema de Hartogs é preciso. Ndo simplificamos nenhuma hipétese. Para
uma demonstragio do Teorema de Hartogs, ver [26] pag. 28; ou entdo [29].
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w = (w;) para indicar elementos de C". Se r = (r;) for um vetor de n entradas positivas,
entdao definimos os polidiscos

Aw,r)={z: |zj—wj|<rjVj} e Aw,r)={z: lzj—wj| <rjVj}

Recordemos que se k for um nimero inteiro positivo, entdo z* = (z,...,z) é um ve-
tor de k entradas, todas em C". Podemos também definir poté€ncias para multindices.
Um multindice v, de tamanho n, é uma n-upla de nimeros inteiros nao-negativos Vv;.
Definimos a norma |v| do multindice como sendo a soma de suas entradas. Também
colocamos z¥ =z, -+ -z}

Uma vez definidos multindices, podemos considerar somas formais do tipo

(1.38) Y ay(z—w)"

onde ay sdo nimeros complexos e w” um elemento de C". Tais somas sio as mesmas

séries de poténcias que ja definimos anteriormente. Basta observar que os multindices
variam num conjunto enumeravel e que a forma |v/|-linear

Bv(z(l), o ,Z(M)) _ W&” . _Z(IVI)ZgVDLI) . _ngww) B .Zglvl+~--+vn71+l) . .Z}glVlJF"'JFVn)

define um polindmio homogéneo Py (z) = Byz"! tal que
ay(z— W0>v =Py(z— WO)

Como ndo existe nenhuma enumeracao privilegiada dos multindices, o tipo de con-
vergéncia pontual em (1.38) deve ser sempre absoluta. Reciprocamente, deixamos a
cargo do leitor o trabalho de tentar verificar que toda série de poténcias em C” (com
formas simétricas) pode convenientemente ser colocada na forma (1.38).

Teorema 1.20 (Lema de Osgood) Se uma funcdo continua f, definida num subcon-
junto aberto e ndo vazio U de C" e tomando valores em C, for holomorfa em cada
varidvel separadamente, entdo f serd holomorfa.

DEMONSTRACAO. A demonstragdo se baseia no uso repetido da férmula integral de
Cauchy para funcdes de uma varidvel complexa.

Seja w® um ponto de U e r tal que o polidisco fechado A (w°, r) esteja contido em
U. Vamos construir uma série de poténcias como (1.38), convergindo uniformemente
em todo polidisco aberto A(w°, ') de raio estritamente menor que  (ou seja, r;- <rj).
Como f é holomorfa em cada varidvel separadamente, podemos aplicar a formula
integral de Cauchy n vezes, obtendo
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(1.39)
f(Z17"'7Zn) =

1 f(ChZZ?"'vZn)dCl
‘/|C1 W1|_”1

27i Si—z

_ L ? f(CbCZaZ%“-;Zn)dCZ
B <2ﬂi) /|§1—W?|V1dC1/Cz—Wgr2 (&2 —22)(C1 —21)

B (%M)n/g-wmﬁd@ Joo e
F(E)dE,

e /cn—wmr,, (Gr—21)-- (Gn—2n)’

para todo z em A(w?, 7). O Teorema de Fubini nos permite escrever esta integral ite-
rada como uma tnica integral sobre Y’ = {{ : |; — w9| =rj}

(1.40) £lz) = (ﬁ) / %,

onde dp é o produto d;---d{, e 1 é o multindice de tamanho 7 cujas entradas sdo
todas iguais a 1.

Observacao. A notacdo que usamos em (1.40) é simplificada. De fato, dp remete a
uma integral sobre o cubo [a,3]", onde [, B] é o intervalo sobre o qual as curvas
¢ — W(j)~| = rj estdo parametrizadas. A situa¢do € a mesma de uma tUnica variavel, em
que uma integral de linha €, na verdade, uma integral sobre um intervalo, enquanto que
o valor de dz = 7/(t)dr é puramente formal. O conjunto 1", que aparece como dominio
de integracdo, deve ser entendido como um conjunto de n curvas parametrizadas no
sentido anti-hordrio.

Usando um argumento iterativo envolvendo a soma da série geométrica de razao
(zj ) /(i — ) conseguimos provar que

1 (z—n?)"

C—2) :E (C—woyvHt

(1.41)

converge uniformemente em §, para cada z fixado. A convergéncia também é absoluta
em cada ponto. Logo, podemos integrar termo a termo, obtendo

fl2)= <2m) /r C Wo vi)LvdP(C):;(ﬁ)n/r%x(z—wo)v-

A convergéncia da dltima série € absoluta e uniforme em z, mostrando que, com efeito,
f € analitica. |



42 1 Andlise Real e Complexa

A demonstracdo do Lema de Osgood possui consequéncias bem interessantes. Uma
delas diz repeito ao raio de convergéncia uniforme de uma série de poténcias. Con-
sideremos, por exemplo, uma fungdo analitica f(z), definida numa regido Q C C" e
tomando valores em C. Sabemos que f(z) pode localmente ser escrita como uma série
de poténcias uniformemente convergente. Uma questio natural € saber até onde esta
série converge, ou seja, qual o seu raio de convergéncia uniforme. Para simplificar o
problema, suponhamos que £ seja o polidisco unitdrio A" (1) [ver indice de notagao]
e consideremos a representacdo local de f(z) em torno da origem

(1.42) fe)=Y avZ".

Seguindo a mesma notagao empregada na demonstragao do Lema de Osgood, tomemos
uma curva 1 = {|z;| = R}. Para um dado multindice y, a integral

(1.43) /Y Ziﬂ dp(z)

serd nula precisamente nos casos em que existir i com

Vi—li—1<-2o0uvi—p—1=>0;

nos demais casos, deveremos ter v = u e o valor da integral acima serd (27i)™". Ao
supor que a série converge (1.42) uniformemente numa vizinhanga V da origem, pode-
mos tomar 1k contido em V; e da andlise que fizemos sobre a integral (1.43) con-
cluimos que

1 (2)

(27-“')11 Yk ZV-H

Para obter (1.44), usamos que o sinal da integral “comuta” com o da soma da série no
caso de convergéncia uniforme. (1 ¢ o multindice unitario, como na demonstra¢do do
Lema de Osgood).

O que é de se notar, todavia, é que a integral em (1.44) permanece a mesma, in-
dependente do raio R que tomemos, desde que Tg C A™(1). Assim,se 0 <r <R < 1,
entao

vi
(1.45) lay| <M (1%) ;

(1.44) ay = dp(z).

(onde M é o supremo de |f(z)| sobre A”(R)) e a série (1.42) converge uniformemente
sobre A”(r). Consequentemente, o raio de convergéncia uniforme de (1.42) de ser 1.
Sobre essa ultima afirmacdo, convém lembrar que o raio de convergéncia (pelo menos
a primeira vista) depende da norma do espago. No caso de C", esta serd a norma do
maximo, que estabelece uma correspondéncia natural entre bolas e polidiscos.

A soma da série (1.42) é uma funcdo analitica em todo o polidisco unitdrio e
coincide com f(z) numa vizinhanca da origem. Da Proposi¢cdo 1.16 segue que a
representagdo (1.42) é vélida por todo o polidisco A"(1).

No caso de uma regido qualquer €2, o argumento acima nos permite dizer que
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Proposicao 1.17 Seja f(z) uma funcdo holomorfa definida numa regido 2 de C",
tomando valores em C. Dado w° € Q e R > 0 tal que A"(w",R) C Q, definimos

_ 1 £(¢)
~ (2mi) / g € w0y P

Entdo a série

(1.46) Y ay(z—w)”

converge uniformemente sobre todo polidisco A"(wo,r) de raio r < R, e sua soma
serd f(z) sobre este conjunto. Em particular, o raio de convergéncia uniforme da série
(1.46) é o supremo dos R > 0 tais que A"(W°,R) C Q.

O Lema de Osgood é para fungdes a valores em C. Ao passarmos para o caso ve-
torial, observamos que uma fun¢@o f a valores em C™” serd holomorfa se, e somente
se, cada fungdo coordenada f; o for. Além disso, como as proje¢des A;(z) = z; con-
stituem uma base do dual de C", a condi¢@o de cada fun¢@o coordenada ser holomorfa
¢ equivalente a dizer que A o f é holomorfa, para todo funcional linear de C™ (recorde-
mos que todo funcional linear de um espago de dimensao finita € limitado). Podemos
generalizar este argumento, como mostra o seguinte resultado. Nele — e nos demais
dois resultados deste topico —, E e F serdo espacos de Banach complexos e U um
aberto de E.

Teorema 1.21 Uma fungdo f de U em F serd holomorfa se, e somente se, A o f for
holomorfa, para todo funcional linear limitado A de F.

Referéncia: [5], pagina 203. ¢

Seja f uma aplicacdo de U em F. Motivados pelo Teorema de Hartogs, diremos
que f € holomorfa no sentido de Gateaux, ou G-holomorfa se, para todo x em E e
todo a € U, a funcgdo

7 fla+zx)

for holomorfa. Diremos ainda que f é localmente limitada se todo ponto a de U
possuir uma vizinhanga na qual f € limitada.

Teorema 1.22 (Graves-Taylor-Hille-Zorn) As seguintes afirmacdes sdo equivalentes:

(1) f € holomorfa sobre U,
(2) f é G-holomorfa e continua sobre U;
) f ¢ G-holomorfa e localmente limitada sobre U.

Referéncia: [5], pagina 198. ¢

Teorema 1.23 A funcdo f serd Fréchet-diferencidvel sobre U se, e somente se, f for
holomorfa.
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DEMONSTRACAO. Consequéncia dos resultados anteriores. |

Exemplo - Aplicagcdes holomorfas do espagco C¥(X) - Seja X um espago métrico com-
pacto. Agora vamos explorar uma fonte abundante de exemplos de fun¢des holomorfas
do espaco de Banach C”(X) nele mesmo. Comecamos com uma fungéo analitica com-
plexa'* f(z) definida numa regido Q plano. Para cada ¢ € C?(X) observamos que a
aplicacao
f(9)(x) = f(¢x)

também estd em C”(X). Naturalmente, devemos exigir que a imagem de ¢ esteja con-
tida num subconjunto compacto e convexo (para poder aplicar o Teorema do valor
médio) de Q. Fixemos uma fungdo ¢y de C?(X) com essa propriedade. Entdo para
toda ¢ € C¥(X) uniformemente proxima de ¢y, f(¢) também estd bem definida. Logo,
a fun¢do ¢ — f(¢), que também denotaremos por f ou f(¢), estd definida numa
vizinhanga de ¢y, na topologia da norma || - ||y de C¥(X). Recordemos que esta norma
¢ dada por

191ly = 1¢]l + Cu(9)

onde ||¢ ||« €é o supremo de |¢| sobre X e Cy;(¢) é a menor constante de Holder de ¢.

Proposicao 1.18 De acordo com as condi¢bes acima, f() é Fréchet-diferencidvel no
ponto ¢ = @y, e sua derivada Df(@g) neste ponto é o operador de multiplicacdo por

f'(¢o), ou seja,

(Df(90)g) (x) = f'(¢x)8(x).
DEMONSTRACAO. Seja g(z) uma funcdo analitica qualquer definida em Q e conside-
remos um compacto Ky contido em €. Entdo existe um outro compacto K; contido em
Q, cujo interior contém Ky, com a propriedade de que, para § suficientemente pequeno,
todo h € C com |h| < & satisfaz h+ Ky C K;. Podemos tomar, por exemplo, K| como
sendo o conjunto dos pontos z do plano com d(z,Ky) < &, para um € suficientemente
pequeno. Com isso, para z € Ky e |h| < 8, a fungdo
Rg(z,h) = g(z+h) —g(z) — &'(2)h
estd bem definida. Para A e Ay no disco fechado de raio 8, colocamos

A(h,h) ={h e C: || <&,[h| <|hi|+|hal}

e observamos que, pelo Teorema 1.10,

R ’h _R ,h S
Rg(z,11) — Rg(z, )] (he/r\??llx,hz)

dRg(z,h
%D X |hy — hy|

(1.47)
T heA(hy ) \E€K
< Co(|h1| + |h2]) [y — hal,

<  max (max|g”(§)]) |h| X |hy — hy

14 £(z) # oo, para todo z.
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onde C, é o miximo de [g"({)| sobre K;. Notemos que C, depende somente de g e K.
Com o auxilio da desigualdade que obtemos em (1.47) concluimos que

(1.48) IRf(z,h) — Rf (w,h)| < Cpr|h|*|z—w],

paraz,w € Ky e |h| < 6.

Agora fixemos uma fungdo ¢ em C?(X), e seja Ky um subconjunto compacto e con-
vexo de © que contém a imagem de ¢. Seja 6 o nimero encontrado acima e tomemos
h € CY(X) de modo que ||A||y < 6. Em particular, temos |h(x)| < §, para todo x em X.
Seja

RF(9,h) = F(& +h) — £(8) — F(9)h.

Queremos mostrar que

IRf(¢. )y
1Ally

quando |||y — 0. Para tanto, usamos as desigualdades (1.47) e (1.48), obtendo

(1.49) —0,

Cu(Rf(,h)) < 2C;Cu(h)|hlleo +Cpr Cu(9)]IR]2,

IRF(9,h) || < CrllR2;

de onde segue que o quociente (1.49) tende a zero quando ||A||, — 0. O

1.4.5 Aplicacoes Conformes

Entende-se por regido do plano complexo qualquer subconjunto aberto, ndo-vazio e
conexo. Assumiremos que f(z) é uma fungdo complexa, definida numa regido Q. A
definicao de conformalidade que adotaremos € a seguinte:

Defini¢do. Diremos que f(z) é conforme quando esta for analitica e possuir derivada
ndo-nula em qualquer ponto de seu dominio 2.

Esta definicdo, apesar de comum na maioria das referéncias, nao € universal. Por
isso, convidamos o leitor a abandoné-la, por um momento, para analisarmos cuida-
dosamente os conceitos que a motivaram, bem como suas consequéncias, que muitos
autores acabaram adotando como sindénimo de aplica¢do conforme.

De todos os fatos associados a uma aplicagc@o conforme, pelo menos um esta sempre
presente: toda aplicacdo conforme deve preservar angulos, ou seja: (i) f transforma
curvas Y C Q que possuem derivada ndo nula ¥ (7y) em curvas { = f oy que também
possuem derivada nio nula no ponto #y; e (i1) o angulo entre quaisquer duas tangentes
7, (1) € ¥, (to) ndo nulas é o mesmo que o Angulo' formado pelos dois vetores

I5A definicfo precisa de Angulo entre dois vetores ndo nulos w e z, nesta ordem, é o argumento (i.é., um nimero
real médulo 27) do quociente w/z.



46 1 Andlise Real e Complexa

(for)(t) e (for) (t).

Usando as curvas coordenadas x(¢) = (z,0) e y(z) = (0,¢), vemos que toda aplicacao
conforme possui derivadas parciais ndo nulas; e se supormos que estas derivadas sdao
continuas (o que na pratica sempre faremos), concluimos que f(z) € analitica sobre Q
(ver [1], pag. 74).

A conformalidade ainda acarreta f'(z) # 0 sobre Q, ja que f'(z) = df/dx.
Reciprocamente, se f(z) for analitica e com derivada ndo nula em todo ponto de £,
entdo ¢é facil ver que f(z) preserva dngulos. Deste modo, a defini¢ao de conformalidade
depende somente do tipo de regularidade que exigimos da funcdo f. Como em todos
0s casos f serd analitica e, em particular, suas derivadas parciais de primeira ordem
serdo continuas, justifica-se, deste modo, a defini¢do que adotamos.

Podemos, de imediato, explorar algumas propriedades das aplicacdes comformes.
De fato, segue do Teorema da fun¢do inversa que qualquer aplicacdo conforme f é
uma funcdo aberta; e deste modo, se f(z) for uma bijegdo entre duas regides U e V,
entdo f serd um homeomorfismo, com inversa igualmente conforme, pela regra de
diferenciacao da inversa.

Outro conceito associado as aplicagdes conformes é o de univaléncia. Uma fungéo f(z)
serd chamada de univalente quando esta for analitica e injetora no seu dominio.

Um dos fatos principais sobre aplicacdes univalentes € o Teorema da aplicacao de
Riemann (logo adiante); constitui fato elementar (mas nao menos importante) que

Proposicao 1.19 Se f(z) for uma fungdo univalente que leva uma regido U do plano
bijetivamente noutra regido V, entdo f e sua inversa serdo conformes.

Temos, assim, um meio alternativo de se definir conformalidade usando-se o con-
ceito de univaléncia. Uma aplica¢do conforme e bijetiva entre duas regides, cuja inversa
também conforme, ¢ chamada de equivaléncia conforme, ou de aplicacao bicon-
forme. Também empregaremos esta terminologia para quaisquer abertos ndo-vazios e
conexos (regides) de CV.

Dadas duas regides simplesmente conexas do plano, podemos nos perguntar se elas
sdo imagens uma da outra por meio de equivaléncias conformes. A resposta (afirma-
tiva) para este fato consta na dissertagdo de Riemann (1851). A demonstracao de Rie-
mann sofreu algumas criticas nas décadas posteriores e, com isso, muitos matematicos
procuraram por uma prova mais rigorosa, dentre eles H. A. Schwarz (1943-1921), A.
Harnack (1851-1888) e H. Poincaré (1854-1912), até que o objetivo foi alcancado em
1900, pelo matematico norte americano F. Osgood.

Teorema 1.24 (da Aplicacao de Riemann) Dada qualquer regido simplesmente conexa
S C C que nao seja o plano complexo todo, existe uma aplicacdo conforme e bijetiva
fde S em{|w| < 1}. Fixado qualquer ponto z de S, esta aplicagdo serd vnica sempre
que especificarmos os valores f(zo) e arg f'(zo).

A aplicagdo descrita no Teorema acima € univalente e, como tal, ¢ uma equivaléncia
conforme. A existéncia de tais aplica¢des, deste modo, vale para quaisquer regides sim-
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plesmente conexas que nao sejam o plano todo, bastando que se tome o disco unitario
como regido intermedidria.

O leitor interessado numa demonstragdo pode consultar [1], pdg. 222; e para
maiores informagdes sobre a histéria do assunto, [48].

1.5 Analise Complexa na esfera de Riemann

Denotaremos por Ca compactificacdo de um ponto do plano C, comumente chamada
de plano estendido. Este ¢ um espaco topolégico compacto, obtido de C pela adjun¢ao
de um tunico ponto extra, que denotaremos por c. A topologia deste espaco induzida
sobre C coincide com a topologia original do plano, e a cole¢do de todos os comple-
mentares C\ K de compactos K C C é, por defini¢do, uma base de vizinhangas de co.
Muitas vezes, chamaremos oo de infinito, ou ponto no infinito. O conjunto C também
herda as operagdes + e - advindas do plano. Um pouco de pritica com limites em C
nos leva a definir

a-00 =00 (aeé,a;«éO),
ajee=0 (acC),

oo+ =0c0 (ae(AJ),
a/0=oo (aeé,a;éO).

Entretanto, expressdes como oo/co e oo — oo ndo fazem sentido algum. A rigor, de-
veriamos verificar que essas operagdes nao produzem contradi¢des quando compara-
das com as propriedades de + e -, ja existentes no plano. Este trabalho, porém, nao
apresenta qualquer relevancia, pois usaremos tais relagdes apenas para unificar con-
ceitos que envolvem a topologia de C, como, por exemplo, para se definir transforma-
coes de Mobius e provar que elas sdo homeomorfismos de C.

Existe um homeomorfismo especial'® /2 entre C e a esfera sem o pélo norte, S2\ N,
onde N = (0,0,1). Se colocarmos h(e) = N, entdo h torna-se um homeomorfismo
entre C e SZ.AEssa identificacdo € usada de modo muito freqiiente; em vista disso,
chamaremos C de esfera de Riemann. A distin¢do entre o plano estendido e a esfera
de Riemann é apenas verbal, mas ela responde pela motivacdo intrinseca da grande
maioria dos argumentos. A esfera de Riemann herda uma func¢do distancia provinda da
norma de R? : R

d(z,w) = [[h(z) — h(W)]],
(onde & é o homeomorfismo estabelecido acima); sendo também uma superficie de
Riemann compacta, ou seja, € uma variedade complexa e conexa de dimensdo 1 (para
mais detalhes, ver [36], ou o Apéndice de [16]). Na pratica, trabalharemos apenas com
dois tipos de sistemas de coordenadas: se z € C, entdo este serd a identidade definida
numa vizinhanga V (z) C C; e se z = oo, entdo o sistema de coordenadas (U, ¢), definido

160 inverso da projecio estereografica.
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numa vizinhanga U (), serd ¢(z) = 1/z. Assim, para cada z € C, fica determinado um
unico sistema de coordenadas definido numa vizinhanca de z, o qual denotaremos por
¢.. Obviamente, 0 deve estar excluido do dominio de Q.

Duas funcdes distancia d; e d> definidas num mesmo conjunto niao-vazio X serao
equivalentes quando existir uma constante C > 0 tal que

1
Ed(x7y) < dl (.X,y) < CdZ(xay)a

sempre que x,y € X. No caso especifico de subconjuntos de C, sabemos que os homeo-
morfismos locais ¢, definem uma fun¢do distincia

dp. (2,w) = [@z(2) — Pgo (W)]

numa vizinhanga de zg. Tais métricas nos permitem simplificar muitos argumentos
envolvendo d. Com efeito, temos a

Proposicao 1.20 Todo zg € C possui uma vizinhanga V (z9) na qual @, estd definida
e a’% é equivalente a d. Se zg € C, entdo @, serd a identidade, sendo d e a’% equiva-
lentes sobre qualquer compacto K de C contendo o ponto 7.

DEMONSTRACAO. O argumento € evidente; deixamos a cargo do leitor o trabalho de
formaliz4-lo. n

Derivadas na esfera de Riemann

Acabamos de ver que cada ponto zp € C estd contido num sistema de coordenadas
pré-fixado, o que nos permite identificar de modo tnico o plano tangente 7;,C com
o proprio C. Em tltima anélise, isso significa que podemos considerar os diferenciais
(df), como transformagdes lineares A de L(C,C), ou mesmo como niimeros com-
plexos, visto que A é sempre da forma A(z) = az. Existe um modo explicito de se
relacionar (df), com A. Seja zp um ponto arbitrario de C e consideremos dois sistemas
de coordenadas (U, ¢1) e (V, ¢2) de zg e fzo, respectivamente. Entéo

o= (¢2fd; ") 91(z0)-

Em vista dessa igualdade, definiremos f’(z9p) = @ como sendo a derivada de f no
ponto zp, que neste caso serd sempre um nimero complexo, € ndo um diferencial. O
caso em que ambos zp € sua imagem forem diferentes de oo corresponde a no¢ao usual
de derivada do plano complexo.

Resumindo:
f'(z0) = f1(0), onde fi(z) = f(1/z), se 79 = o € fz0 # °;
f'(z0) = fi(20), onde fi(z) = 1/f(z), sezo#ooe fzo=oo;
f'(z0) = f1(0), onde fi(z) = 1/f(1/z), sezo= fzo=ce.
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~

Definicdo. Diremos que uma aplicacdo f de € C C em C ¢ analitica quando f'(z)
existir em todo ponto z de 2.

Se f(z) for uma fungdo racional, entdo também o serdo quaisquer uma das aplicacdes
f1 que servem para definir f’(z), o que faz com que toda fung@o racional seja analitica.
Na verdade, elas sdo as tunicas fungdes analiticas da esfera de Riemann:

Proposicao 1.21 Uma aplicacdo da esfera de Riemann nela mesma serd holomorfa'’
se, e somente se, for um quociente de polinomios, i.é., uma funcgdo racional.

Raizes multiplas

Os zeros de uma func¢do analitica ndo identicamente nula f, definida num subconjunto
aberto do plano e tomando valores em C, formam um subconjunto sem pontos de
acumulagdo em C. Se zp for o tnico zero de f no disco |z — z9| < 8, entdo existe um
primeiro inteiro m > 1 tal que " (zg) # 0; chamamos este inteiro de multiplicidade,
ou ordem, do zero zp. A ordem m de um zero zg € caracterizada como sendo o tnico
inteiro verificando

f(z) = (z2—20)"g(2),

para alguma fung@o analitica g(z) com g(zo) # 0.

Para zeros de funcdes analiticas da esfera de Riemann, a definicdo € similar. Se
(U, @) for um sistema de coordenadas sobre o zero zg de f, entdo definimos sua mul-
tiplicidade, ou ordem, como sendo a ordem do correspondente zero ¢zy da funcdo
foe~!.E claro que se zo for finito, entdo esta defini¢do coincidird com a dada anteri-
ormente, desde que tomemos ¢ com sendo a identidade.'® (Essa defini¢io de ordem é
a mesma que daremos no contexto das funcdes racionais, o que podera ser verificado
diretamente a partir das propriedades que enunciamos até o momento.)

Obviamente, qualquer ponto wq # 0, o pode ser descrito através de dois sistemas de
coordenadas w = @(z): w = z ou w = 1/z. Podemos calcular diretamente as derivadas
sucessivas de g(w) = f(1/w) em wy = 1/zg e verificar que f")(z) serd a primeira
derivada ndo-nula de f em zo se, e somente se, g(’") (wo) for a primeira derivada nao-
nula de g em w; 0 que mostra que a defini¢do de multiplicidade de uma raiz independe
da escolha do sistema de coordenadas.

Podemos, também, definir a multiplicidade de uma raiz zp da equagdo f(z) = w.
Se w for finito, entdo esta serda a multiplicidade de zo como zero da funcdo f(z) — w;
no caso em que w = oo, este valor serd a multiplicidade de zyp como zero de 1/f(z).
(Recordemos que os pélos de uma funcio analitica f # oo sdo sempre isolados). E
comum chamarmos esta multiplicidade de nimero de pré-imagens (com multiplici-
dade) do ponto w.

THolomorfia e Analiticidade sdo sindnimos no caso complexo.
18Veremos adiante que esta propriedade vale mesmo que tomemos @ = 1 /z.
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Contando raizes

Chamaremos de disco qualquer subconjunto A da esfera de Riemann que se apre-
sente nas formas |z| > R ou |z — 29| < R, para zg # oo. Naturalmente, c é o centro
primeiro disco, e zg o centro do segundo. A nota¢io dA™ indica que consideramos o
bordo de A como uma curva parametrizada no sentido positivo. Como w = 1/z é uma
transformagéo de Mobius, fica facil ver que qualquer sistema de coordenadas locais
(U, @) de C transforma discos A em discos A, com @(dA) = JA.

Se A for um disco contido no sistema de coordenadas (U, @), e f for uma funcdo
analitica, a valores em C e definida numa regido que contém U, entdo a integral

1 (foo 1)(z)
7t e rogi)

nos fornecera o niimero de raizes de fo @ ~! dentro do disco A , desde que contemos
cada raiz o numero de vezes que sua multiplicidade indicar. Notemos, todavia, que a
multiplicidade de um zero zg € U de f é, por defini¢ao, a multiplicidade do zero ¢z da
fungdo fo @~!; e como @ estabelece uma correspondéncia biunivoca entre os discos,
o valor dado pela integral anterior €, de fato, o nimero de zeros (com mult.) de f no
interior do disco A.

1.5.1 Familias normais

Recordaremos algumas nocdes de convergéncia uniforme local, que usaremos para
definir familias normais. Se Y for um espagco métrico e X um espaco topologico local-
mente compacto e segundo enumerdvel — em particular, G-compacto — entdo defini-
mos C(X,Y) como o conjunto de todas as fun¢des continuas de X emY. Daremos uma
topologia para este conjunto impondo que uma base local de qualquer f € C(X,Y)
consiste de todos os conjuntos

Meelr) = {2 € COLY): suplr(a) g <}
xeK
onde K é um compacto de X e € > 0. Chamaremos essa topologia de topologia da con-
vergéncia uniforme local. Ela ndao depende da métrica de Y, mas apenas da topologia
gerada pela métrica deste conjunto (ver [34], pag. 30). Quando f, € C(X,Y) conver-
gir para uma f € C(X,Y) nessa topologia, diremos que f;, converge uniformemente
localmente para f sobre X.

Teorema 1.25 A topologia da convergéncia uniforme local sobre C(X,Y ) é metrizdvel.
Se uma sequéncia f, € C(X,Y) convergir para uma f € C(X,Y) nessa topologia, entdo
(i) fulk converge uniformemente para f|g, para todo compacto K C X; e
(ii) Todo x € X possui uma vizinhangca U onde f,|y — f|u uniformemente.
Reciprocamente, as condicdes (i) e (ii) sdo equivalentes; e sempre que f, satisfizer
alguma delas, f, deverd convergir uniformemente localmente para f sobre X .
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DEMONSTRACAO. Ver [34], pag. 31. |

Agora ja temos as ferramentas necessarias para definir quando um conjunto de
funcgdes é normal. Se U for um subconjunto aberto e conexo de C (a conexidade sera
de fundamental importancia), entdo uma familia . de fungdes holomorfas definidas
em U e tomando valores em C serd dita normal quando seu fecho .# em C(X,Y)
for um subconjunto compacto. Como C(X,Y) € metrizdvel, isso se traduz na seguinte
sentenca:

Normalidade (I). % serd normal se, e somente se, toda sequéncia de fungoes f, € F
possuir uma subsequéncia convergindo localmente uniformemente sobre U.

Notemos que, pelo Teorema 1.28, todo limite f de uma sequéncia como acima deve ser
holomorfa, bem como o fecho .%, onde qualquer fungiio também deve ser holomorfa.

Uma abordagem um pouco diferente pode ser dada no caso em que .7 € uma familia
de funcdo analiticas ainda definidas em U, mas tomando valores em C e vez de C.
A definicao de normalidade € a mesma, mas devemos considerar a possibilidade de
termos uma sequéncia f,, € .# convergindo localmente uniformemente sobre U para
uma fun¢do holomorfa f, com f(zg) = oo, para algum zp € U. A func@o f(z) assume
valores arbitrariamente grandes para z suficientemente proximo de zo, enquanto que
fn converge uniformemente (com respeito a d) para f numa vizinhanga V(zg) C U.
Tendo-se em vista tais propriedades, podemos tomar V suficientemente pequena, de
modo a termos

|fn(Z)| ZM7

sempre que z € V e n > ngp, para algum ng.

Tomando-se um sistema de coordenadas @, e trocando-se f por f@,,, se necessirio,
podemos assumir que 7o € diferente de oo, e que V C C. Queremos mostrar que f(z) é
identicamente oo sobre V. Para tanto, usaremos o Teorema de Hurwitz.

A Proposi¢io 1.20 nos permite concluir que a sequéncia de fungdes analiticas 1/ f,,
converge uniformemente para 1/f sobre V; mas 1/f, nunca se anula, enquanto que
1/f se anula no ponto zo. Logo, 1/f € identicamente nula sobre V, como afirmamos.
Segue dai que o conjunto dos pontos de U onde f = o é a0 mesmo tempo aberto e
fechado (e nao-vazio). Como U é conexo, concluimos que f = o sobre U.

Assim, no caso em que o contradominio de todas das fung¢des de .% exclui o ponto oo,
temos uma caracterizacao alternativa de

Normalidade (II). . serd normal se, e somente se, toda sequéncia infinita f, € %
possuir uma subsequéncia f,, satisfazendo alguma das seguintes propriedades:

(a) fn, converge localmente uniformemente sobre U para uma fungdo f € C(U,C);
(b) fn, diverge localmente para oo, no sentido de que, dados quaisquer compactos
K, Cc Ce K, C U, existe um natural kg tal que fK, estd no complementar de Ky, para
todo k > ky.
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1.5.2 Resultados gerais sobre funcoes analiticas

Reuniremos, neste topico, algumas propriedades sobre fun¢des analiticas, muitas das
quais sem conexao direta umas com as outras.

Teorema 1.26 (Lema de Schwarz) Se f(z) for analitica para |z| < 1 e satisfizer as
condigoes |f(z)] <1 e f(0) =0, entdo |f(z)| < |z| e |f'(0)] < 1. A igualdade nas
ultimas duas expressdes ocorrerd somente no caso em que f(z) = cz, com |c| = 1.

DEMONSTRACAO. Ver [1], pag. 135. [ |

Teorema 1.27 (Schwarz-Pick) Seja f(z) uma aplicag¢do holomorfa do disco unitdrio
|z| < 1 nele mesmo. Entéo

(1.50) &) = fw) | Z_W_‘,
L= f@)fw)| 11—
para quaisquer 7 e w.
DEMONSTRACAO. Ver pag 11 de [16]. [ |

Existem diversas adaptacdes do Teorema de Schwarz-Pick. Apresentaremos uma
para funcdes analiticas que levem o disco unitario A = {|z| < 1} no semiplano esquerdo
H; = {Re z < 0}. Constitui fato bem conhecido que o homeomorfismo da esfera de
Riemann )

Z—1

40’

também chamado de trasformacao de Cayley, leva o semiplano positivo Im z > 0
sobre o disco unitdrio A. Compondo com uma rota¢do, vemos que a imagem de Hy
pela transformacao de Mdbius

w =

RO=3

€ exatamente A. Para simplificar a notacdo, colocaremos

—w

l2.w] = 1—zw’

observando que

(151 ro)Rml= (1) (350).

Agora sabemos que a fun¢do Rf(z) estd nas condi¢des do Teorema de Schwarz-Pick,
de onde concluimos que

S —fw)| _ y §
oo | R @RII <]l

Temos, assim, o seguinte
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Corolario 1.2 Seja f(z) uma fun¢do holomorfa definida no disco unitdrio aberto A,
tomando valores em Hy. Entdo

quaisquer que sejam Z,w € A.

Teorema 1.28 (Weierstrass) Seja f,, uma sequéncia de funcoes holomorfas definidas
num aberto U C C, tomando valores em C. Se f,, convergir uniformemente para uma
fungdo f, entdo f serd holomorfa e todas as sequéncias de derivadas f,gj ) convergirdo
uniformemente sobre compactos K C U para f (),

DEMONSTRACAO. Ver [34], pag. 4. |

Teorema 1.29 (Hurwitz) Seja f,, uma sequéncia de funcoes complexas e analiticas,
definidas num suconjunto aberto e conexo €2 de C. Suponhamos que f, nunca se anule
sobre Q, para todo n. Se f, convergir uniformemente para uma funcdo f sobre €2,
entdo esta deverd ser ou identicamente nula, ou f(z) # 0, para todo z € Q.

DEMONSTRACAO. Ver [1], pag. 176. [ |
Teorema da Curva de Jordan

Recordemos algumas defini¢oes. Qualquer fungdo continua ¢ definida num intervalo
fechado [a,b] é chamada de curva. O contradominio de { pode ser qualquer espago
topolégico X, mas o nosso'? interesse aqui é a esfera de Riemann C. Diremos que uma
curva § é fechada se {(a) = {(b); e que é simples se ndo tiver auto-interse¢des. De um
modo mais preciso, { serd simples quando a restri¢do de { aos intervalos (a,b] e [a,D)
for injetora, o que ndo exclui a possibilidade de { ser fechada. Agora apresentaremos
o Teorema da Curva de Jordan, um resultado fundamental de Topologia, facil de enun-
ciar mas com uma demonstragdo muito elaborada. Como a natureza deste teorema €
topoldgica, vamos abandonar a estrutura diferencidvel e algébrica de C, trocando este
espaco pela sua cépia homeomorfa §2 C R>.

Teorema 1.30 (da Curva de Jordan) Seja § uma curva fechada e simples contida em
S2. Entéo o complemento S* \ € consiste de apenas duas componentes conexas W, e
Wa, com

IW, =W, = (.

DEMONSTRACAO. Ver [35], pag. 383. |

Uma curva fechada e simples é também conhecida como curva de Jordan. Pode-
mos usar este resultado para se definir o interior /({) de uma curva de Jordan § contida

9Denotaremos a imagem de uma curva { com o mesmo simbolo ¢ e, quando o seu contradominio for X,
diremos que { esté contida em X.
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em C. Considerando-a como uma curva em C, o ponto no infinito oo estd em alguma
das componentes conexas do complementar de {, a qual chamamos de componente
ilimitada. A outra componente — pois existem apenas duas — € chamada de interior de

3



2

Dinamica Complexa

Ao contrario do que indica o titulo deste Capitulo, ndo faremos um estudo abrangente
de Dindmica Complexa, mas apenas descreveremos os objetos principais. Objetivamos
enunciar alguns resultados que usaremos nos Capitulos seguintes. Em nivel crescente
de complexidade, indicamos as seguintes referéncias ao leitor interessado em aprofun-
dar seus estudos sobre o assunto:

[34] [9] [16] [33].

Conceitos basicos de dinamica

Consideremos um subconjunto aberto €2 ga esfera de Riemann, onde esta definida uma
fungdo analitica f, tomando valores em C.

Dado zp € €2, definimos os iterados do ponto z, f"zo, indutivamente por f 020 =120

e f"T1z0 = f(f"z0). Se U for um subconjunto de Q tal que fU C U, entdo diremos que
U € um conjunto invariante; o fato de U ser invariante se traduz no seguinte: para todo
Z0 € U, seus iterados f"zg estdo bem definidos. Para enfatizar que U € invariante, em
muitos casos escreveremos (f,U), e também diremos que f, ou (f,U), é um sistema
dinamico.!
Um dado zp € 2 sera um ponto fixo de f quando fzy = zp; ¢ um ponto periédico
de periodo p > 1 quando zo for ponto fixo de f?. Observemos, deste modo, que
um ponto periédico possui varios periodos diferentes e que, quando dizermos que
7o tem periodo p, ndo necessariamente isso significa que p seja o menor periodo —
também chamado de periodo minimal. Muitos autores adotam o periodo minimal
como defini¢do periodo.

Seja zo um ponto fixo de f. Definimos o multiplicador de f no ponto zg como
sendo A = f'(z9).% Diremos que z é repulsor, indiferente, atrator, ou superatrator,
precisamente nos casos em que o médulo do multiplicador |A| for estritamente maior
que 1, igual a 1, estritamente menor que 1, ou igual a zero, respectivamente. Um ponto
fixo atrator serd geometricamente atrator quando seu multiplicador for ndao-nulo.

!Enfatizamos, porém, que a nogdo do que deva ser um sistema dindmico é muito mais ampla e intuitiva e,
muitas vezes, uma formalizagdo restritiva torna-se incoveniente e desnecessaria.
2Ver tépico que define f’(co).
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Idéntica terminologia se aplica a pontos periddicos; por exemplo, um ponto periddico
7o de periodo p serd chamado de atrator quando zy for um ponto fixo atrator de f?.
O conjunto de iterados de f"zo de um ponto zp, contando-se inclusive o ponto ini-
cial zo, é chamado de érbita de zo. A 6rbita de um ponto peridédico é chamada de
orbita periddica ou ciclo. Quando escrevermos zo,...,2,—1 para indicar um ciclo,
ficard subentendido que fz; = z;+1 € que p € o periodo minimal. Podemos empregar
a mesma terminologia que usamos no caso de pontos periddicos para se definir cic-
los atratores, indiferentes, etc. Definimos o mutiplicador de um ciclo zo,...,z,-1 de
periodo p como sendo a derivada de f” em qualquer um dos pontos do ciclo; de fato,
estas derivadas serdo sempre iguais a

p—1

2.1 [1/ ),

i=0

o que pode ser verificado a partir da regra da cadeia (o caso em que um dos pontos é
z; = oo envolve o uso de cartas; ver secao sobre derivadas na esfera de Riemann).

A dinamica de pontos fixos atratores e repulsores

Seja zp um ponto fixo atrator de f, com multiplicador A satisfazendo |A| < p < 1.
Suponhamos, primeiramente, que zg seja finito. Entao segue da regra da cadeia que
existe um vizinhanga invariante A(zo, €) do ponto zp, na qual

|f"z—2z0| < p"|z— 20,

o que faz com que os iterados f"z de qualquer z em A(zp, €) convirjam exponencial-
mente para o ponto fixo.

Um dos modos de se entender o comportamento de um sistema dinadmico € via
conjugagdes. Sejam (f,U) e (g,V) dois sistemas dindmicos. Diremos que uma aplica¢ao
sobrejetiva ¢ de U em V conjuga f a g, ou que ¢ € uma conjugacao de f para g,
quando

¢(fz) = go(z)

sobre U. Se U e V forem regides do plano, e se ¢ for uma equivaléncia conforme,
entdo diremos que ¢ é uma conjugacao conforme, ou que f e g estdo conformemente
conjugados.

Voltando a anélise local de f perto de um ponto fixo atrator zg, podemos usar o

conceito de conjugacdo para contornar o caso em que zo = oo; ele é reduzido ao anterior
através da mudanga de coordenadas w = 1/z, que conjuga f & um sistema dindmico
definido numa vizinhancga de 0, com um ponto fixo atrator neste ponto.
Definimos a bacia de atracao A(zg) do ponto fixo zg como sendo o conjunto de todos
os pontos de 2 cujos iterados estdo bem definidos e convergem para zp. Se um ponto
z de Q tiver algum iterado f™0z em A(zp,€), entdo ele serd atraido para zp, de modo
que, para todo inteiro ndo-negativo k,
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A(z0) = | f"A(z0, ).

n>k

A igualdade acima continua vélida para zp = oo, mas, neste caso, devemos trocar
A(zp, €) por algum disco |z| > R centrado no e, com R suficientemente grande.
Definimos a bacia de atracao de um ciclo atrator C : zp,...,2,—1 como sendo a
reunido das bacias de atratacio A(z;, f7) dos pontos fixos atratores z; de f7. E facil ver
que
JA@i, f7) C Az, /1),

e que pontos suficientemente proximos de C sdo atraidos numa Orbita “quase periddica”
a medida que o numero de iterados crescem, cujo @-limite € o préprio C. Recordemos
que o ®-limite de uma 6rbita f"zp, ndo necessariamente periddica, € o conjunto dos
limites subsequenciais da sequéncia z,, = f"zg.

Seja zg # e um ponto fixo geometricamente atrator, com multiplicador A. Como f é
analitica, temos

f(2) =20+ Az—20) +ap(z—20)" + -

numa vizinhanca de zo. E de se esperar, portanto, que para z suficientemente préximo
de zp, a dindmica de f(z) seja conjugada a da aplica¢do g(&{) = A{. De fato, esta
questao j4 foi resolvida (1884) por G. Koenigs:

Teorema 2.1 Seja zo um ponto fixo geometricamente atrator de f (podendo inclusive
z0 = o), com multiplicador A. Entdo existem vizinhangas conexas V(zo) e U(0), e uma
equivaléncia conforme @ entre estas regioes conjugando (f,V) a (g,U). Qualquer
outra conjugacdo é um fator constante cQ de Q.

Referéncia: [9], pagina 31. ¢

Deste modo, ndo importa qual seja a forma de f, sabemos que a menos de uma
mudanca de coordenadas (conjugacdo conforme), a dindmica de f perto de um ponto
fixo atrator se comporta como uma rotagcdo seguida de uma contragdo, e que quaisquer
iterados convergem exponencialmente para o ponto fixo atrator numa espiral.

Pontos fixos repulsores

O caso de pontos fixos repulsores também pode ser deduzido a partir do Teorema
acima. De fato, seja Ay o multiplicador de um ponto fixo repulsor zg. Segue do Teo-
rema da func@o inversa que existem vizinhancas conexas U(zg) e V(zo) tais que f é
uma aplicagdo univalente de U sobre V. Em particular, a inversa local f~! de f exis-
te e define uma fun¢do analitica sobre V, com um ponto fixo atrator em z = zp, cujo
multiplicador é A; = 1/Ay. Podemos escolher V suficientemente pequeno de modo que
exista uma equivaléncia conforme ¢ conjugando (f~1,V) a (4;{, W), onde W é uma
vizinhanga conexa de 0; além disso, podemos tomar V de modo que V C U. Fica f4cil
ver que @(fz) = Ap@(z) sobre U. Observemos que U ndo é invariante por f.
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2.1 Iteracao de Funcoes Racionais

O Método de Newton

Um dos problemas basicos de Analise Numérica é o de se determinar algoritmos que
aproximem as raizes de um polindmio. Um argumento simples envolvendo tangentes
do grafico de um polindmio real y = P(x) nos fornece um algoritmo baseado na iteragao
da fungao

(2.2) Flx)=x—

conhecido como método de Newton. A idéia é que para valores iniciais xy préximos
de uma raiz do polindmio, a sequéncia de iterados f"xy deve convergir para esta raiz.
Podemos estender este método para o plano complexo, usando a mesma férmula (2.2)
para se definir f(z) a partir de um polindmio complexo P(z).

O método de Newton data de 1690 (J. Raphson), e questdes simples relacionadas a
sua convergéncia nos conduzem de modo natural a importantes problemas de Dinamica
Complexa, como o de se determinar bacias de atracdo de pontos fixos, ou mesmo de
entender como se d4 a convergéncia do método, o que pode ser feito via conjugagdes.
Notemos, entdo, que um estudo adequado do método de Newton toma por base pro-
priedades da familia f” de fungdes racionais.

Funcoes Racionais
Se P(z) e Q(z) forem polindbmios ndo-nulos, entdo chamaremos o quociente

1o ="28
0(z)
de funcao racional. Os zeros de Q sdo as singularidades desta funcdo, que serao apenas
de dois tipos: pélos ou singularidades removiveis. O dltimo caso consiste dos zeros em
comum de P e Q, com mesma multiplicidade. De qualquer modo, podemos concelar
os fatores que aparecem em ambos 0s polindmios e toméa-los sem zeros em comum, o
que sempre faremos de agora em diante. Deste modo, todas as raizes de Q sao p6los
de f(z). Definimos a multiplicidade de um polo zy como sendo a multiplicidade de
zo como zero da fungdo Q(z). Podemos atribuir os valores
f(z0) = oo e f(e0) = lim f(2)
Z—ro0
no caso em que zg for um pdlo, o que torna f uma aplicagdo continua da esfera de
Riemann nela mesma. Se oo for um zero (ou um pélo) de f(z), entdo definimos sua
multiplicidade como sendo a multiplicidade do zero (respect. p6lo) z = 0 da fun¢do
racional f(1/z). Pode-se demonstrar que?

30s seguintes resultados podem ser encontrados em [1].
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Proposicao 2.1 Uma fungdo racional f(z) possui um igual niimero de pdlos e raizes

em C, desde que eles sejam contados com multiplicidade. Este niimero é igual ao maior
dos graus dP, 00Q.

Definimos o valor comum dado pela proposi¢do acima como sendo o grau 0 f
da funcao racional f. Este principio nos permite concluir que cada ponto w de C
possui exatamente d f pré-imagens (contando-se multiplicidade), visto que f(z) —w é
uma fun¢ao racional cujos pélos sdo os mesmos de f(z). No caso em que w = oo este
argumento deve ser modificado; basta notar que as pré-imagens de o sdo os pélos de
f(z). Existe, ainda, um meio mais direto de se calcular o grau de uma fung¢@o racional,
onde ndo precisamos nos preocupar com multiplicidades:

Proposicao 2.2 Exceto para um niimero finito de excecoes, para todo ¢ € C as raizes
da equacdo f(z) = c sd@o sempre distintas.

As fungdes racionais de grau 1 sdo chamadas de transformacoes de Mobius, e sdo
responsaveis pela caracterizacdo geométrica de C. Toda transformacdo de Mdobius €
um homeomorfismo da esfera de Riemann. Recordaremos agora algumas propriedades
destas transformagGes, que sdo sistematicamente discutidas em [1], paginas 76-82.

No plano complexo estendido C, trataremos retas e circulos com 0 mesmo nome:
doravante, todos serdo chamados de circulos. Isso porque, do ponto de vista das
trasformagdes de Mdobius, estes objetos sdo inestinguiveis:

Proposicao 2.3 A imagem de um circulo por uma transformagcdo de Mobius é sempre
um circulo.

O ponto no infinito o serve, entdo, para diferenciar os circulos que sdo retas dos
circulos propriamente ditos, i.€., os circulos limitados. Toda reta passa por co.

Proposicao 2.4 Dados trés pontos distintos 2,21 e z2 de C, existe uma tinica transfor-
macdo de Mobius que leva estes pontos em 1,0 e oo, respectivamente.

Como a composi¢ao de duas transformagdes de Mobius ainda é uma transformacgao
de Mobius, a propriedade acima vale para quaisquer trés pontos distintos no lugar de
1,0 e oo. Pode-se demonstrar, ainda, que se M for uma transformacao de Mobius e f(z)
uma aplicagdo racional, entio

Proposicdo 2.5 dMo f =dfoM.

Seja C um circulo e consideremos dois pontos z ¢ z* de C. Quando Tz* = Tz, para
alguma transformacéo de Mobius que leve C no eixo real, entdo diremos que z e z* sdo
simétricos. Essa no¢do independe da transformacao T, ou seja, dois pontos que forem
simétricos com relacdo a uma certa transformacgdo, o serdo com relagdo a qualquer
transformacdo de Mobius.

Proposicao 2.6 (Principio de simetria) Toda transformacdao de Mdbius T leva um
par de pontos simétricos com relacdo a um circulo C noutro par de pontos simétricos
com relagdo a T(C).
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Dados dois pontos zp € z; de é, denotamos por L(zp,z1) a reta que passa por estes
dois pontos. A reta perpendicular a L(zg,z;) que passa pelo ponto médio (zo +z;1)/2
serd chamada de bisetor dos pontos z e z;; indicd-la-emos por N(zo,z1).

Pode-se demonstrar que seAC for um circulo limitado, de raio R e centro a, entao o
simétrico z* de qualquer z de C sera dado por

R2

—da

*

Z:

+a;

em particular, o simétrico de o é o centro a do circulo. Se C for uma reta, entdo o
simétrico de todo ponto z € C sera o proprio z, enquanto que, para z fora de C, z* serd
o tnico ponto de C que torna C = N(z,7").

As propriedades geométricas que descrevemos acima nos permitem estabelecer re-
sultados de forma elegante e direta, o que de outra forma seria feito através de calculos
extensos e enfadonhos. O préoximo exemplo ilustra o que acabamos de observar.

Exemplo - O método de Newton novamente - Consideremos a funcao racional

P
f(z) _Z_P’—(Z)’

onde P(z) € um polindmio de grau dois, com duas raizes distintas zp e z;. O bisetor
N(zo,z1) determina dois semiplanos abertos Hy e Hj, contendo 7z e zj, respectiva-
mente. Observemos que se P(z) = az> + bz + ¢, entdo

_af—c _ 2aP(2)

f@—m e f/(Z)—W,

onde a primeira igualdade vale por toda a esfera de Riemann e a segunda somente em
C. Deste modo, zg e z; sdo pontos fixos atratores de f. Mostraremos que, de fato, Hy e
H; sdo as bacias de atragdo destes dois pontos. Existe apenas um outro ponto fixo de f
sobre C: oo. Usando-se a carta local w = 1/z verifica-se que seu multiplicador é A = 2;
logo, o € um ponto fixo repulsor. R R

Uma conjugacio conforme ¢ de (f,C) para ({2,C) deve levar pontos fixos em
pontos fixos, preservando-se os multiplicadores. Em vista disso, escolhemos ¢ como
sendo a transformagdo de Mdobius que leva zp,z; € = em 0, e 1, respectivamente.
Mostremos que ¢ o f(z) = (¢z)?. Com efeito, @(fz) e (¢z)? sdo fungdes racionais
de grau dois (ver Prop. 2.5), com as mesmas raizes e os mesmos polos, todos com
a mesma multiplicidade.* Logo, os quocientes de polindémios que dio origem a estas
duas transformacdes devem ser iguais, exceto por um fator constante; este fator s6 pode
ser 1, visto que as duas fun¢des coincidem em z = oo.

O ponto médio zyy = —b/(2a) das raizes é levado por f em oo; logo (@zy)> = 1,
de onde concluimos que ¢(zjy) = —1. Portanto, a conjugagdo ¢ transforma o bise-
tor N(zp,z1) num circulo passando pelo ponto —1; este circulo dever ser limitado, ja

A raiz multipla é z = z e o p6lo z = z;. Para provar que z; é um pélo de ordem 2, coloque @(z) na sua forma
explicita, verificando que ¢'(z) = (ad — bc)/(cz+d)?.
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que z; € N(zo,z1) € o unico ponto levado por ¢ em <. O centro deste circulo é a
origem, o que pode ser visto usando-se o principio de simetria. Com isso, mostramos
que ¢N(z0,z1) nada mais é que o circulo unitério, e que ¢ transforma os semiplanos
abertos Hp e Hy em |z] < 1 e |z| > 1, respectivamente. O

2.2 Conjuntos de Julia e Fatou

“(--+) la structure de E' est la méme dans toutes ses parties.”

(GASTON JULIA)

Seja f uma fungdo racional de grau maior ou igual a dois. Definimos o conjunto
de Fatou, F(f), de f como sendo o conjunto dos pontos para os quais existe uma
vizinhanga conexa U onde a familia de iterados f"|y,n > 1, é normal. O complementar
do conjunto de Fatou em C é chamado de conjunto de Julia de f; denota-lo-emos por
J(f). Pode-se mostrar que o conjunto de Julia é ndo vazio; e como F &, por defini¢do,
aberto, segue-se que J € um subconjunto compacto da esfera de Riemann. Pode-se
mostrar que ambos os conjuntos de Julia e Fatou sdo completamente invariantes, ou
seja, flU=Je f'F=F

Um ciclo zp,...,z,—1, de periodo p > 1, serd chamado de parabdlico quando seu
multiplicador A for uma raiz da unidade, i.é., A" = 1, para algum n > 1.

Proposicao 2.7 O conjunto de Julia J(f) contém todos os ciclos parabdlicos e repul-
sores da aplicagdo f. O fecho destes iiltimos coincide com o préprio J(f). Além disso,
f é topologicamente mixing, ou seja, para todo aberto relativoV C J existe umn > 1
tal que 'V =J.

Referéncia: [9]. ¢

A dinamica de f sobre J € cadtica, como indica a Proposi¢ao acima. Por outro lado,
pelo modo como definimos o conjunto de Fatou, é de se esperar um certo grau de
previsibilidade do sistema (f,F'). De fato, f leva componente de Fatou sobre compo-
nente’ de Fatou e, além disso, podemos classificar os diferentes tipos de componentes.
Uma componente U do conjunto de Fatou serd periddica quando existir p > 1 tal que
fPU = U. Qualquer p nas condicdes especificadas é chamado de periodo de U. Dire-
mos que U é pré-periddica quando existir um p > 1 tal que fPU é uma componente
periddica de F.

Uma componente periddica U de periodo p serd chamada de:

SComponente, aqui, significa componente conexa, as quais serdo abertas, pois F é aberto.
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(i) Atratora quando existir um ponto periddico atrator zg € U de periodo p tal que,
para todo z € U, os iterados f"Pz convergem para 2.

(ii) Parabélica quando existir um ponto periddico parabdlico de periodo p zg9 € JU
tal que os iterados f"”z convergem para zq, para todo z € U.

(iii) Disco de Siegel quando (f”,U) for conjugado & uma rotagdo irracional (R,A) do
disco A = {|z] < 1} por meio de uma equivaléncia conforme entre U e A.

(iv) Anel de Herman quando (f”,U) for conjugado a uma rotagdo irracional (R,A)
por meio de uma equivaléncia conforme entre U e um conjunto A da forma

A={zeC: R < |7l <Ry}

Definimos

P(f)={f"z: n>1, f'(z) =0}.

Teorema 2.2 P(f) contém todos os ciclos atratores de f e todas as fronteiras de Dis-
cos de Siegel e Anéis de Herman.

Referéncia: [33], pagina 40. ¢

Teorema 2.3 (da Classificacao) O niimero de componetes periodicas do conjunto de
Fatou ¢ finito, e toda componente de F é pré-periodica. Uma componente periodica
do conjunto de Fatou é sempre de algum dos tipos (i)-(iv) especificados acima.

Referéncias: [9]; ou [33], pagina 37. ¢

2.2.1 Hiperbolicidade

Uma métrica Riemanniana (-, -), definida num aberto ndo-vazio da esfera de Riemann
serd dita conforme quando existir uma funcao analitica real ¥(z) > O definida nesta

vizinhanga, tal que, identificando-se Tza = C, tenhamos

<17i>z =0, <iai>z = <17 1>z = '}/(Z)z'

Uma fung¢@o racional f de grau > 2 sera chamada de hiperbdélica quando existir uma
métrica conforme p definida numa vizinhanga de J(f) tal que, para algum n > 1,

IDF @) -Vl >yl

para todo z € J e v € T.C. Pode-se demonstrar que, sendo f hiperbdlica, existirdo
constantes C > 0 e o > 1 tais que

IDf*(2) -vll = Co™|[vl],

para todo z € J e v € T.C, onde || - || é a métrica esférica de C (ver [33], pag. 45). No
caso em que J excluir o ponto no infinito, i.€., J C C, existird uma constante C > 0 tal
que
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(23) |(f")'(2)| = Coar”,

paratodon>1lezeJ.
Usando a compacidade de J, podemos estender a desigualdada acima para um aberto
contendo J.

Teorema 2.4 Uma funcdo racional f, de grau > 2, serd hiperbdlica precisamente
quando P(f) for disjunto de J(f).

Referéncia: [33], pagina 45. ¢

Proposicao 2.8 Os ciclos de uma funcdo racional hiperbolica sdo de apenas dois
tipos: atratores ou repulsores.

DEMONSTRACAO. Suponhamos que zg seja um ponto periddico indiferente de periodo
p. O ciclo zg, fz0, ..., [P~ 'zo deve estar contido no conjunto de Fatou de f, pois, caso
contrario, pelo Teorema 2.2, ambos P(f) e J(f) teriam como subconjunto em comum
todo o ciclo, o que contradiz o fato de J(f) ser hiperbdlico (ver Teo. 2.4). Além disso,
as componentes periddicas do conjunto de Fatou (ver o Teorema da Classificagao) sao
de apenas um tipo: atratoras. De fato, os pontos periddicos parabdlicos — que estdao
todos em J(f), pela Prop. 2.7 — neste caso ndo existem; além disso, também ndo exis-
tem discos de Siegel, tampouco anéis de Herman, visto que os bordos destes conjuntos
sdo subconjuntos ndo-vazios de ambos P(f) e J(f). Pelo Teorema da Classificagdo, o
ponto 7o deve ser atraido para um ciclo atrator; mas isso faz com que a prépria 6rbita
periddica de zg seja o ciclo atrator, e concluimos dai que nao podem existir ciclos
indiferentes. ]

2.3 Figuras

Nesta secao, apresentaremos algumas figuras de conjuntos de Julia de fun¢des quadra-
ticas z> 4 c. Elas foram feitas através Software JOMagic, disponivel na web. As figuras
do lado esquerdo sio conjuntos de Julia®, enquanto que o ponto amarelo do lado direito
indicard o respectivo valor do parametro c. O conjunto (em preto) que aparece do lado
direito € o famoso conjunto de Mandelbrot .# associado a familia quadratica. Um
valor de c vai estar neste conjunto precisamente quando o conjunto de Julia cheio K. de
2%+ ¢ for conexo (por definicio, z estd em K. quando seus iterados ndo divergirem para
infinito; este € um subconjunto compacto do plano e sua fronteira € igual ao conjunto de
Julia de z2 + ¢). Pode-se mostrar que o complementar da fronteira de .# é precisamente
o conjunto dos parametros onde a familia quadratica é J-estavel. Além disso, sabe-se
que no cardidide principal — imagem de |z| < 1/2 por f(z) = z(1 —z) — indicado na
figura, a familia € hiperbdlica; logo, usando os resultados do ultimo capitulo, vemos
que a dimensdo de Hausdorff da grande maioria dos conjuntos apresentados logo mais
varia analiticamente (real) com respeito a c.

%Mais precisamente, as figuras em preto sdo os conjuntos de Julia cheio K, que definiremos logo adiante.
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SIMETRIA
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Formalismo Termodinamico

“The formalism of equilibrium statistical mechanics — which we shall call thermodynamic formalism —
has been developed since G. W. Gibbs to describe the properties of certain physical systems. (... ) under-
lying the thermodynamic formalism, there are mathematical structures of great interest (... ) the relation
is at an abstract mathematical level, and fairly inobvious at first sight.”

(DAVID RUELLE - Thermodynamic Formalism; Introduction)

Explicar a conexao existente entre Matemaética e Fisica € uma tarefa bem compli-
cada, para ndo dizer “atrevida”, dada a diversidade de opinides, presente até mesmo
entre os pesquisadores destas duas dreas da Ciéncia. O fato, porém, é que existe uma
conexao admirédvel entre ambas, e nao hd razao nenhuma para coloca-las em ambientes
separados. E muito comum que as pessoas - mesmo as dotadas de preciosa capacidade
intelectual - sintam a necessidade de tudo reduzir ao seu campo de idéias, insuficientes
para entender toda a realidade. Na verdade, Fisicos e Matematicos (e inimeros ou-
tros) sdo aliados na busca de entender a realidade, e afirmamos que esta transcende
o dominio prético e material dos fatos. De fato, toda a Ciéncia é concebida sobre um
grande todo universal, e em razdo disso, também os Matematicos prosseguem seus
estudos portas a dentro da mesma realidade, em uma de suas multiplas formas. Eis
porque a formalizacdo da Mecanica originou os conceitos do Célculo Infinitesimal,
ou porque a academia de Platdo estudava geometria for its own sake. O trabalho de
se entender as leis do eletromagnetismo (Teoria do Potencial) originou algumas das
mais poderosas ferramentas da Andlise Matemadtica, como Teoria da Medida, Anélise
Harmonica e Teoria de Distribui¢des. E como a realidade ndo tem comeco nem fim,
podemos nos aprofundar em qualquer dire¢do; podemos nos ater ao campo abstrato,
desenvolvendo resultados cada vez mais distantes do seu foco de origem — mas que
estdo ligados por um fio de idéias; ou mesmo mediar a constru¢ao do conhecimento
em ambos os campos, garantindo um fluxo incessante de uma para outra parte.

As raizes do Formalismo Termodinamico encontram-se num processo laborioso
e secular de investigacdes sobre o estado de equilibrio dos gases. Logo mais, apre-
sentaremos uma pequena parte dessa teoria, encontrando-a ja num grau consideravel
de perfeicao.
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3.1 Pressao

Seja T um endomorfismo' continuo de um espaco métrico compacto X. Chamaremos
qualquer fungdo continua ¢, definida sobre X e tomando valores em R, de potencial.
Nosso objetivo é definir a pressdo P(¢) de qualquer potencial; P(¢) vai ser um niimero
real estendido, dependendo apenas da topologia de X, da dindmica da transformacao
T e, obviamente, das propriedades especificas de ¢. Mais adiante, mostraremos que
a pressao € invariante por conjugacgodes topoldgicas, o que justificard o termo pressao
topologica, também usado para se referir a P(¢). Quando quisermos expressar que
P(¢) também depende de T, escreveremos P(¢,T).

A definicdo de P(¢) serd feita em alguns passos. Primeiramente, consideramos
coberturas abertas e finitas %7 de X, e definimos os produtos formais

UUy---U,

de elementos de 7%, os quais denotaremos pelas letras U,V ... O nimeoro n é chamado
de tamanho do produto formal; também convencionamos que se U for um produto
formal de tamanho n, entdo os elementos da conbertura %/ que determinam U serdo
denotados por Uy,...,U,, como acima. Distinguimos um produto formal do outro pe-
los abertos que compde, pelo tamanho e pela ordem em que estes aparecem no produto.
Escreveremos x € U precisamente quando T xeu;, paratodo 1 <i < n. Deste modo,
U possui duas interpretacdes, uma formal e outra conjuntistica. Podemos ter dois pro-
dutos formais distintos, mas que, como conjuntos, sao os mesmos. Faz-se necessaria
essa distin¢ao formal; caso ela nao fosse feita, por exemplo, a defini¢do que se segue a
Prop. 3.1 ndo seria coerente. Se ¢ for uma cobertura de X (isto €, a reuniao de & € X)
cujos elementos sdo produtos formais de mesmo tamanho n, escreveremos o(%’) = n.
Dado m > 1, definimos

7 o i, O 2B S0
onde
S (x) = $(x) + ¢(Tx) -+ (7" 1x)

¢ a soma de Birkhoff de ¢ no ponto x, até o tempo m. Portanto, Z,, depende nao s6 de
m, mas também de %, ¢ e T. Além disso, é facil verificar a desigualdade

Zin 2 exp—m||¢||eo,

0 que nos garante que
logZ,,

P(0,T, %) := inf

m>1 m

¢ um ndmero real > —oo. Nosso proximo passo serd eliminar a dependéncia de
P(¢,T,% ) sobre % , tomando-se o limite

! As defini¢des dos termos ndo especificados podem ser encontradas no indice.
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3.1) Jim Plo.T.%),

onde |7 | é o didmetro da cobertura aberta e finita %/. (Recordemos que o didmetro
de uma colecao é definido como o supremo dos didmetros dos conjuntos que a cons-
tituem). Mas antes, exploraremos a convergéncia de (logZ,,)/m.

Lema 3.1 Seja a, € R tal que o quociente b, = a,/n é limitado inferiormente, com
Am+n < Ay + ay,. Entdo o limite da sequéncia b, existe e coincide com o infimo ¢ do
seu conjunto de valores.

DEMONSTRACAO. Como a, = naj, a sequéncia b, estd no intervalo compacto [c,a;];
logo, existe uma subsequéncia convergindo para um certo x* € [c,a;]. Mas se fixaramos
m arbitrariamente, escrevendo n = mk + j, com 0 < j < m, entdo veremos que

a_”ga’"k—wga_m+ﬁ;
n mk m mk

de onde vem x* < b, para todo m. Assim, x* = ¢. Além disso, 0 mesmo argumento
mostra que ¢ € o Unico limite subsequencial de b,,, 0 que termina a demonstracao. H

Proposicao 3.1 Seja Z,,, como anteriormente. Entdo Z,+, < Z,Z,; e do Lema ante-

rior concluimos que

108 Zn
P(¢.T,%) = lim —22m

m—oo M

Definicdo. Se U e V forem produtos formais de uma mesma cobertura %, com tama-
nhos n e m, respectivamente, entdo definimos

UXV=U1U2---UnV1V2---Vm.

DEMONSTRACAO. Nas condi¢des da defini¢ao acima, vemos que U x V € um produto
de tamanho m + n; além disso,

exp sup Spind(x) < (exp sup qu)(x)) exp sup S,9(y)
xeUxV xeU yev

O restante da demonstragcao segue com um argumento padrao envolvendo o infimo.

Agora vamos estudar o limite (3.1). Para tanto, definimos as fungdes

a(e)= inf P(.T, %), ble)= sup P($,T.%),
|%|<e |%|<e

para € > 0. Quando € — 0, os valores de a(€) de crescem monotonamente para o limite
a*, e b(€) decresce monotonamente para o limite b*. Além disso, a(€) < b(g). Deste
modo, para se estudar o limite (3.1), devemos considerar os seguintes casos: (A) Se o
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limite de b(€) quando € — 0 for —eo, entdo o valor de (3.1) também serd —oo (veremos,
logo adiante, que este caso ndo ocorre); (B) o limite de a(€) quando € — 0 € infinito
e, como consequéncia, (3.1) também vale oo; e (C) ambos os limites a* e b* sdo finitos
e [a(g),b(€)] é uma familia descrescente cuja interse¢do € [a*,b*]. Neste dltimo caso,
deveremos mostrar que este intervalo limite consiste de um Unico ponto, o qual ser4,
por defini¢do, o valor do limite (3.1).

Tomemos uma cobertura aberta e finita %7 de X. Usando a compacidade de X

(ndmero de Lebesgue), vemos que se 0 for suficentemente pequeno, entdo qualquer
cobertura aberta e finita ¥ de X, com didmetro menor que 8, deverd satisfazer a pro-
priedade de que para quaisquer V € ¥ e U € %, se V interseptar U, entdo V C U.
Como consequéncia, todo membro de % se escreve como reuniao finita de elementos
de 7. Estas propriedades se estendem de modo natural para os produtos formais. De
fato, sejam V e U produtos formais de ¥ e %, respectivamente, ambos com mesmo
tamanho m. Se estes produtos se interseptarem, entdo as interse¢des V; N U; serdo sem-
pre nao vazias e, como consequéncia, V C U. Temos, assim, o seguinte resultado:
(%) Sejam 6, e 6, coberturas de X por meio de produtos formais de V' e % , respec-
tivamente. Suponhamos que o(6,) = m e 0o(6,) = m. Entdo todo membro de €, estd
contido em algum membro de 6, e, além disso, qualquer U em 6, se escreve como
reunido finita de elementos de 6.

Agora vamos comparar P(¢,% ) com P(¢,?’). Para cada membro U de %, cal-
culamos o supremo dy de todas as distincias |@(x) — ¢ (y)|, com x,y € U; e depois
colocamos

d() = max du(9)

Observamos que, como ¢ € uniformente continua sobre o compacto X, a medida que
o didmetro da cobertura %/ diminui, os valores correspondentes de d convergem para
zero. Além disso, se escolhermos %, econdmica, no sentido de que nenhum membro
de %, se escreve como reunido de outros membros de %, entdo afirmamos que existe
uma funcdo injetora @ de 6, para %,, satisfazendo ®(U) C U. Para verificar essa
afirmacdo, usamos um argumento simples de inducdo envolvendo (%) e o fato de %,
ser econdmica. Com tudo isso que foi dito, podemos escrever

sup Sy ¢ (x) < sup S,,¢(y)+md,
xeU yev

e da injetividade de P segue que

Z exp sup Sy, @ (x) < emd Z exp sup Spd(y) < ed Z exp sup S0 (y).
Ues, xeU Ved(,) yev VES, yev

Prosseguindo com o argumento, fixamos %, e tomamos o infimo sobre todas as classes
%, nas condi¢des acima; em seguida tomamos o infimo sobre o(%,) = m e concluimos
dai que

(3.2) P(o,%)<P(¢,V)+d(¥).
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A primeira informagdo que extraimos de (3.2) é que a(€) é limitada inferiormente;
logo, o caso (A) esta excluido. O caso (B) j4 foi previamente analisado; a conclusdao
¢ que o limite (3.1) existe e vale e. Examinando o caso (C) — tendo em vista (3.2) —,
vemos que

PO, %) <a +d(U).
Mas d (%) tende a zero quando |% | — 0; logo, b* < a*, como queriamos. |

Resumimos o que discutimos na seguinte

Proposicao 3.2 (Definicao de pressao) O limite (3.1) existe e pertence a (—oo,o0|.
Denotaremos tal limite por P(9); ele é chamado de pressao topolégica do potencial
@, ou, simplesmente, pressdo de ¢.

Diremos que dois endomorfismos continuos (7,X) e (S,Y) estdo topologicamente con-
jugados se existir um homeomorfismo 7 de X para Y satisfazendo

Sn(x) =T (x),

para todo x € X. Conjugagdes topoldgicas servem para distinguir diferentes tipos de
dinamica sob o ponto de vista espacial. Uma vez estabelecida a conjugacdo 7, a cada
potencial ¢ de S corresponde um potencial y = ¢ o de 7. E natural esperar que

Proposicao 3.3 De acordo com as hipoteses acima, P(y,T) = P(¢,S).

DEMONSTRACAO. Seja % uma cobertura aberta e finita de Y. Entdo”> ¥ = n~'% é
uma cobertura aberta e finita de X, com

(3.3) P(9,S, %) =Py, T,7),

o que pode ser verificado com a definicdo de P(¢,T,% ) e identidade que define
conjugagdo. Nosso objetivo é mostrar que P(¢,S) é menor ou igual a P(y,T) e, para
tanto, podemos assumir que a pressao de y € finita. Isso nos permite usar (3.2), com
v no lugar de ¢, e dy (7)) em vez de d(% ). Juntamente com (3.3), vem

P((]),S,%) SP(‘I/’T>+dV/<7/)'

Agora observamos que o didmetro de ¥ converge para zero quando |% | — 0; logo,
P(9,S) < P(y,T). Obviamente, podemos trocar os papéis de y e ¢ nessa tltima de-
sigualdade, obtendo o resultado desejado. |

Ainda voltaremos a estudar outras propriedades da pressdao. Um dos nossos obje-
tivos serd estender sua defini¢do para potenciais complexos.

2 A pré-imagem £~ !% de uma classe de conjuntos € é {f~!C; C € €}.
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3.2 Entropia

“(-++) I thought of calling it information. But the word was overly used, so I decided to call it uncertainty.
When I discussed it with John Von Neumann, he had a better idea. He told me, You should call it entropy,
for two reasons. In first place your uncertainty has been used in statistical mechanics under that name, so
it already has a name. In second, and more important, no one knows what entropy really is, so in a debate
you will always have the advantage.”

(CLAUDE SHANNON - Citagdo feita em [32])

O conceito de entropia estd ligado ao nivel de complexidade de um sistema. Sua
formulacdo original basea-se em observacdes empiricas e sofreu algumas adaptacdes
em abordagens mais formais, notadamente em Teoria da Informacdo. A formulagdo
que apresentaremos € devida a Kolmogorov e Sinai (1958/1959). Visamos apenas
definir de modo formal este conceito. O campo, todavia, € bem vasto, e o leitor interes-
sado num estudo pormenorizado do assunto (com motivacdes realistas) pode consultar
a bibliografia

Referéncias: [50] [37] [49] [28] [6] [8] [32].

Nosso objetivo é definir a entropia hy (T) de uma transformagdo T de uma espago
de probabilidade (X , %, 1t). Vamos supor que T preserva L, i.é., que uT ' (B) = u(B),
para todo B € 8. Comecaremos definindo entropia de parti¢des finitas. Recordemos
que uma particdo de X € uma classe disjunta de subconjuntos cuja reunido € todo o X.
Denotaremos particdes com as letras gregas £,1,...; cada elemento de uma parti¢do
¢ também chamado de atomo. Vamos considerar apenas particdes formadas por um
niimero finito de dtomos, os quais deverdo ser subconjuntos mensurdveis do espaco de
probabilidade. Se os dtomos de & forem Ay, ...,A,, entdo definimos a entropia 7, (§)
de & com respeito a 1 por

n

hu(§) = =Y 1(A)logu(Ay),

i=1

onde log € o logaritmo natural e 0log0 = 0. Notemos que A, (&) > 0.

Podemos pensar nos dtomos A; da parti¢do & como os resultados possiveis de um
experimento, cada um ocorrendo com probabilidade 1 (A;). A entropia de & foi formu-
lada de modo a medir o grau de incerteza deste experimento. Mais detalhes podem ser
encontrados na bibliografia (por exemplo, [49], pag. 77).

Dadas duas parti¢des & e 1), definimos o seu refinamento comum & V1) como
sendo a parti¢do cujos dtomos sdo todos da forma A NC, onde A é um dtomo de £ e C
¢ um 4tomo de 7. A entropia condicional de  dado 7 é o ndmero

hu(E\T) = hu (& V1) = hu ().

Pode-se verificar facilmente que se Ay,...,A; forem os dtomos de & e Cy,...,Cy 0s
atomos de n, entdao
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~
=~

(3.4) w(\n) = Z Z A\ Cj)logu(A;\ Cj),

]: i=1
onde

L M(ANC))
IJ(A\CJ) = —IJ<Cj)

¢ a medida condicinal de p em C; (ndo confundir “\” com o sinal de diferenca de
conjuntos).

Observemos que a entropia de uma particdo & ndo depende dos seus dtomos, mas
especificamente do vetor® de probabilidades (uA;); que lhe estd associado. Uma das
consequéncias desse fato é que

(3.5) hu(T71E) =hy (&),

pois T preserva f. A féormula (3.4) nos fornece uma interpretagdo mais intuitiva da
entropia condicional. Naturalmente, & induz uma particdo §; de cada dtomo C; de 7 e,
além disso, u; = pu(-\ C;) é uma probabilidade de C;. A equagio (3.4) nos diz que a
entropia de & dado 1 é simplesmente a média ponderada das entropias i (&)

Lema 3.2 A fungdo ¢(x), dada por ¢(0) =0 e ¢(x) = xlogx para x > 0, é convexa,
ou seja,
P(oxy+ -+ Opxn) < 0P (x1) + -+ + 0P (xn),

para todo vetor de probabilidades (o), com x; > 0.

DEMONSTRACAO. Este é um resultado de Analise introdutdria. Basta calcular a se-
gunda derivada de ¢ e ver que ela ¢ estritamente positiva sobre (0,o0). |

Agora invertemos a ordem dos somatérios em (3.4), de modo a contarmos primeiro i
e depois j; fazendo o; = u(C;) e x; = u(A; \ C;), do Lema anterior concluimos que

(3.6) hu(E\1) < hu(8),

€ como consequéncia,

(3.7) hu(SVN) < hu(S)+hu(n).

De agora em diante, se &;,. .., &, forem parti¢des finitas, entdo denotaremos

V&= EVEVVE,
i=1

Para introduzirmos a dinadmica da transformacdo 7 na defini¢do de entropia, primeira-
mente consideramos a sequéncia

3Um vetor de probabilidades é toda n-upla de niimeros reais 0 > 0 cuja soma 0¢ +---+ 04, 6 1.
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n—1
i=0

Como
pil . I’l—l .
anip=hy | | \/ TTE | VT P\ TE
i=0 i=0
(3.8) p=1 n—1
Sha | VT8 ) +hu | /T
i=0 i=0
=dap +ay,

do Lema 3.1 concluimos que a,/n converge para um nimero real > 0, que denotare-
mos Ay (T,§). Como dltima etapa, definimos a entropia A, (T) da transformacéo T
como sendo o supremo de 4, (T, &) tomado sobre todas as parti¢des finitas &. Obser-
vamos que o valor da entropia pode muito bem ser infinito.

A entropia mede o grau de complexidade do sistema 7, e sua importancia reside
no fato de que ela é um invariante métrico do sistema. De uma forma bem sucedida,
ela distingue alguns exemplos importantes de dinamica. Alids, foi neste contexto que
Kolmogorov introduziu o conceito entropia em 1958. A versdo que apresentamos € o
resultado de uma pequena modificacdo feita por Sinai em 1959.

Colocaremos de forma precisa a observacdo que fizemos acima. Consideremos duas
transformacoes de espacos de probabiblidade

(3.9) Ti: (X1, %B1,1) <, T (X2, %, 12) <.

Sejam F; de F, subconjuntos de medida total* de X e X, respectivamente. Uma
bijecdo mensurdvel ¢ entre conjuntos de medida total F; e F> de X e X, respec-
tivamente, serd um isomorfismo do par (71,7;) quando (i) ambos os conjuntos de
medida total forem invariantes (T;F; C F}); (ii) u1¢ ' (B) = uz(B), para todo subcon-
junto mensuravel B de F; (ou seja, ¢ preserva as medidas induzidas sobre os conjuntos
invariantes); e (iii) quando ¢ for uma conjugacao entre as restri¢des T;|z;:

1o (x) = 9T (x),

para todo x € Fj.

Um modo alternativo de se lidar com conjugacdes que estdo definidas apenas num
conjunto de medida total € abstrair a estrutura do espago de medida por uma estru-
tura essencialmente algébrica. Do ponto de vista matemético — i.é., para se usar em
argumentacgdes —, essa € a abordagem mais natural.

Definimos uma relagio de equivaléncia na o-dlgebra %, declarando que dois conjun-
tos A e B estdo relacionados se, e somente se, a medida da diferenca simétrica A A B

4B tem medida total quando a medida de seu complementar ¢ nula.
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for nula. Denotamos a parti¢cdo obtida a partir dessa relagcdo por %*; indicaremos seus
elementos com as letras x,y,z,... Se A for um representante de x, entdo escreveremos
x = A*. Existem duas operagdes binarias bem interessantes em Z*. Definimos x + y
como sendo a classe de equivaléncia da reunido A U B, onde A e B sdo quaisquer repre-
sentantes de x e y, respect. Deve-se verificar que essa defini¢cao independe da escolha
de A e B. Usando os mesmos argumentos, definimos

xy=(ANB)*.

Usaremos o simbolo 1 para indicar X* e 0 = 0*. Verifica-se que

(i) x(y +z) = xy+xz;

(ii) x+y=y+x; xy = yx;

(iii)) O+x=x; 1 +x=1;

(iv) Ix=x;0x=0.
Diremos que y é um complemento de x — denotando y = x — quando tivermos xy =
0 e x+y = 1. Pelas propriedades acima, se x tiver um complemento, entdo ele serd
tnico. E facil ver que, pelo modo como as operagdes +, - foram definidas, todo x em
P* possui um complementar em #*. Podemos definir uma “medida” u* na algebra
medida colocando

ur(x) = u(a),
se x = A*. Usando um argumento padrao, vemos que u* esta bem definida e satisfaz:

(i) u*(0) =0; (i) u*(x) > 0 se x # 0. Somas e produtos infinitos sao definidos em Z*
da seguinte forma:

(o)

J=1

0o *
Xj=Xx1+x2+x3+---:= (UA]) ;
j=1

oo *
ij:xlxz--- = (ﬂAj) ,
j=1 j=1
onde x; = A7. E possivel verificar que se x;x ;= 0quando i # j, entdo
P+ eee) = () + R0 () £

O conjunto #*, juntamente com +, -, u*, é chamado de algebra medida de (%, ).

Definigdo. Duas dlgebras medidas (55,15 ), (%5, 1U5) serdo isomorfas quando exis-
tir uma bijecdo ® de B para HB; satisfazendo

(i) 13 (Px) = pi(x);

(ii) D(x+y) = P(x) + P(y);

(iii) P (xy) = P(x)D(y);

(iv) @ (x)¢ = P(x);

(v) Px;+x2+)=DP(x)) +P(x2)+---;



78 3 Formalismo Termodinidmico

(vi) @(x1xp--+) = P(x1)P(xp)--- .
Naturalmente, algumas das propriedades acima decorrem umas das outras. Além disso,
podemos ver que
B(A") = B" = 1 (A) = pa(B).
Voltemos ao nosso sistema dinamico 7 (ver inicio da se¢do). Existe uma aplicagcdo

natural T* de %* em %*, dada por T*x = (T ~!A)*, se x = A*. Como T preserva (L,
essa funcao estd bem definida; além disso

(T*)"A* = (T™"A)* e T*(x) = (T"x)".

Verifica-se ainda que:

T* ij = ZT*(xj) e T" ij :HT*(xj).
j=1 j=1 j=1 j=1
Definigcdo. Suponhamos que as duas transformagées Ty, > em (3.9) preservem as me-

didas Uy, Uy, respectivamente. Diremos que T\ é conjugada a T, quando existir um
isomorfismo @ entre as dlgebras medidas % e % satisfazendo

T2*O¢:¢OT1*.

Todo isomorfismo do par (77,7») induz de modo natural uma conjugacao &P entre
as respectivas dlgebras medidas. De fato, se ¢ for o isomorfismo de (71, 7»), definido
entre conjuntos de medida total F; e F,, entdo basta definir

Y(x) =9 ANR)],
onde x = A*, e depois tomar @ = ¥~

Teorema 3.1 Suponhamos que os dois sistemas Ty e Ty em (3.9) preservem suas me-
didas, e que eles sejam conjugados por um isomorfismo ® das dlgebras medidas %
e AB5. Entdo

(3.10) hyy (T1) = hyy (T2).

DEMONSTRACAO. Para toda parti¢do & de X, construiremos uma outra parti¢io 1 de
X5, com

hu(T1,8) = hu(T2,m).

E tomando-se o supremo sobre todas as possiveis £, vemos que a entropia de Tj é
menor ou igual que a entropia de 7;. O argumento pode ser usado na dire¢do inversa,
concluindo que as entropias sdo realmente iguais. Deste modo, precisamos apenas de-
senvolver um meio de se construir particdes 1) nas condicdes acima.

SejamAj,...,A, os dtomos da parti¢do &. Entdo os elementos correspondentes x; = A}f
satisfazem
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-
ijzl e xix; =0;
j=1

e como ¢ é um isomorfismo, as imagens y; = ®(x;) gozam das mesmas propriedades.
Encontramos, assim, uma parti¢do 71 de X, cujos dtomos B; satisfazem y; = B;f. Falta
mostrar que as entropias dessas duas particdes sdo as mesmas. Para tanto, é suficiente
estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre os atomos das partigdes

n—1 . n—1 .
V178, \/ T 7,
j=0 j=0

preservando-se as medidas dos mesmos. Recordemos que a entropia de uma parti¢ao
nao depende da disposicao dos dtomos, tampouco do espaco em si, mas apenas do
vetor de probabilidades associado a particdo. Todo dtomo A da primeira particao €
uma intersecdo de n pré-imagens

n—1 )
A= (T, A,
=0

Seja B a intersecao das pré-imagens correspondentes T{] B;;. Notemos que B € unica-
mente determinado a partir de A, e que a correspondéncia A — B € bijetora.
Como

n

1
(')A},

=P
j=0
n—1 ) n—1 )
=1 ®(Ty)A; = T, )/ DA}
(3.11) i ( 1) ij E)( 2) ij
n—1 n—1 .
j=0 j:0
— B*
segue-se que A e B possuem a mesma medida, o que termina a demonstragao. ]

3.3 Transformacoées expansoras e estados de equilibrio

Nas duas se¢des precedentes, definimos os conceitos de pressdao e entropia, os quais
estdo relacionados pelo

Teorema 3.2 (Principio Variacional) Seja T um endomorfismo continuo de um espago
métrico compacto Y. Entdo para todo potencial real ¢ € C(Y),
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G.12) Po.1) = swp (hu(r)+ [oau),
)

ueMr(

onde Mt (Y) é o conjunto de todas as medidas de probabilidade invariantes® por T,
definidas na o-dlgebra de Borel de Y.

DEMONSTRACAO. Ver [6], pag. 40. |

Uma medida u € M7(Y) sera chamada de estado de equilibrio para ¢ (com res-
peito a T') quando o supremo acima for atingido em , i.€., a soma da entropia de 7'
com respeito a U juntamente com a média do potencial (com respeito a ) for igual a
pressdo deste.

Neste topico, estudaremos transformagdes expansoras, objetivando relacionar estes
dois conceitos com propriedades espectrais de um operador agindo sobre C(Y), o qual
nos fornece importantes propriedades sobre o sistema.

3.3.1 Transformacoes Expansoras

Um endomorfismo f de um espaco métrico compacto X serd expansor quando existir
uma constante (1 > 1 tal que (i) f € um homemorfismo local e (ii) todo ponto p de X
possuir uma vizinhanga V (p) tal que f~'V é uma reunidio disjunta e finita de abertos

Ui,...,Un,, sendo cada restricdo f|U; um homeomorfismo sobre® V satisfazendo a
desigualdade
(3.13) d(fx, fy) > pd(x,y)

sobre cada U;. De (i) segue que f € localmente injetora e, usando a compacidade de
X (nimero de Lebesgue) encontramos um ¢ > 0 tal que f € injetora sobre qualquer
conjunto de didmetro < c.
A defini¢do de transformacao expansora que apresentamos € uma versao equivalente da
que comumente se encontra na literatura (ver [13], por exemplo). Usaremos a condi¢dao
(i) para definir o operador de Ruelle-Perron-Frobenius.

Muitos exemplos de transformagdes expansoras surgem do seguinte contexto. Seja
M uma variedade Riemanniana compacta e sem bordo. Denotaremos a norma provinda
da métrica no plano tangente 7,M por || - ||, ou, simplesmente, || ||, 0 que ndo serd mo-
tivo de confusdo. Seja U um subconjunto aberto e ndo vazio de M, no qual a distancia
Riemanniana d estd definida, e consideremos uma aplicacdo C!-diferencidvel f de U
em M, tal que f~'U C U, com um pu > 1 satisfazendo

1Df () - vl = v,

para todo x € U, onde a constante i independe de x. A sequéncia de abertos U, = f~"U
€ encaixada e decrescente. Vamos supor que sua interse¢do A € um compacto nao
vazio. Como f~!A = A, em particular concluimos que A é invariante por f e, portanto,
(f,A) é um sistema dindmico. Afirmamos que

Su(T~'A) = u(A), para todo mensurével A.
6 A palavra sobre é utilizada para indicar que f é sobrejetora.



3.3 Transformagdes expansoras e estados de equilibrio 81

Proposicao 3.4 (f,A) é expansor.

DEMONSTRACAO. Primeiramente observamos que, pelo Teorema da Fungao inversa
(ver, por exemplo, [30]), f € um difeomorfismo local de U; sobre U. Assim, dados
x €U eac f'x, existem vizinhangas A(a) e B(x) tais que f é um difeomorfismo de
A sobre B. Podemos escolher B(x) de modo que quaisquer dois pontos de B(x) possam
ser ligados por uma geodésica minimizante ainda contida em B (ver [10], pag. 81).
Dados z e w em A, seja B C B uma geodésica definida no intervalo [0, 1], ligando fz a
fw, cujo comprimento ¢(f) vale d(fz, fw). Entdo

atew) < (~B) = [ IDF BB Ol < Larz pw).
0 u

Agora nos restringimos ao caso em que x estd em A. Consequentemente, a também
estd em A e, do que vimos, segue-se que f € um homeomorfismo local de AN A sobre
BN A, satisfazendo a condi¢do (3.13) em todo o aberto relativo AN A. De agora em
diante, vamos procurar adequar este resultado de modo a concluir (ii) da defini¢ao de
transformagdo expansora. Toda nog¢do topoldgica serd a do espago métrico (A, d), onde
d € a distancia Riemanniana definida sobre U. Como f € localmente injetora, toda pré-
imagem f ~Ix consiste de um nimero finito de pontos ay,...,a,, onde m, obviamente,
depende de x. Para cada i variando de 1 até m, existem vizinhangas A;(a;), B;(x) tais
que f é um homemorfismo de A; sobre B;(x), como acima. Definimos

Oxi :f71|B,-(x).

Considerando-se a interse¢ao de todos os B;, vemos que, na defini¢do acima, o dominio
de @, ; independe de i. Em seguida usamos a compacidade de A : existe um r suficien-
temente pequeno tal que podemos escolher B;(x) = By, (x) (bola aberta centrada em x
e de raio rg). Para completar a demonstragao, devemos mostrar que podemos escolher
ro ainda menor, de modo que, independentemente de x, os conjuntos @y ;B,,(x) sejam
dois a dois disjuntos, com

m

f_lBro (x) = U ©x,iBr, (X)

i=1

O argumento que usaremos € elementar, mas um tanto técnico. Recordemos que f é
localmente injetora e que A é compacto. Existe uma constante ¢ > 0 tal que os pontos
a; da pré-imagem sdo igualmente espagados, ou seja,’

d(ai,aj) > C6,‘j.

Além disso, cada @y ;B,,(x) estd contido numa bola de raio menor que o/, centrada
em qg;. E claro que, independentemente de x, podemos tomar ry de modo que, para
cada x fixo, os conjuntos @ ;B;,(x) sejam dois a dois disjuntos. Se d(x,y) < ry, entdo

75l~_,- vale 1 se i # j e 0 caso contrario.
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afirmamos que toda pré-imagem b € f~ 'y estd na reunidio destes conjuntos. Isso é o
que falta para terminar a demonstracao. Por contradicdo, suponhamos que exista um
ponto b da pré-imagem de y que esteja fora da reunido dos conjuntos @y ;B (x). Entdo
y possui pelo menos m + 1 pré-imagens b, as quais, por sua vez, determinam m + 1
funcgdes
Py,j - Bro(y) — A,

cujas imagens sdo duas a duas disjuntas. Como x estd no dominio destas func¢des, a
conclusdo € que x, também, possui m + 1 pré-imagens, o que é uma contradicio. M

Proposicao 3.5 Seja J o conjunto de Julia de uma funcdo racional hiperbdlica f.
Entdo (f,J) é expansor.

DEMONSTRACAO. Seja W o aberto contedo J sobre o qual estd definida a métrica
conforme; seja p a distancia Riemanniana provinda dessa métrica — que, a rigor, esta
definida apenas localmente, mas para provar que f € expansora, interessam apenas
as distancias de pontos “proximos”. Usando-se argumentos parecidos com o do item
anterior, pode-se provar que todo ponto z de J possui uma vizinhanga V, com fV C W,
tal que

p(fa,fb)> up(a,b),
sempre que a,b € V.
Sabemos que J € completamente invariante, € que f ndo tem pontos criticos sobre J.
Com isso, vemos que f é um difeomorfismo local em cada ponto de J; de onde con-
cluimos que f € localmente injetora sobre J. Como J é compacto, isso faz com que
todo ponto w € J possua um ndmero finito de pré-imagens zy,...,Z, (com m depen-
dendo de cada ponto), todas contidas em J. Escolhemos uma vizinhanga Wy C W de J,
com a propriedade f~1(W;) C W. (Observemos que fW¢ é compacto e est4 contido no
complementar de J, que € aberto; basta escolher W ndo interseptando este compacto).
Usando a compacidade de J, vemos que existe um § > 0 tal que toda bola Bg(w) cen-
trada em pontos w de J ainda est4 contida em W;, com a propriedade adicional de que
se as pré-imagens de w forem zy,...,z,, m = m(w), entdo teremos difeomorfismos

f:Vi(zi)) = Bg(w),

comV,CWe

p(fa,fb) > up(a,b)
sobre cada V;. Uma andlise envolvendo esta ultima desigualdade e o fato de f ser
localmente injetora nos diz que podemos tomar & suficientemente pequeno, de modo
que, independentemente de w, a reunido dos V; seja disjunta e dé toda a pré-imagem

f~'Bs(w). Quando restringimos estes difeomorfismos 4 J obtemos que f é expansora.
|

Pode-se mostrar que para toda transformacdo expansora f existe um € > 0 — também
chamado de constante de expansividade — tal que, para quaisquer pontos x € y,

d(f*x, fy) < e, Vk, = x=y.
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Proposicao 3.6 Seja y uma medida de probabilidade invariante pela dindmica da
transformagéo expansora f, com constante de expansividade €. Se & for uma particdo
de diametro menor que €, entdo

hu (8, f) = hu(f)-

DEMONSTRACAO. Ver [6], pag. 32. [ |

3.3.2 O comportamento do espectro sob perturbacao do operador

Seja X um espago normado complexo. Definiremos, agora, o espectro de um operador
A € L(X). Recordemos que L(X) € o espaco de todos os operadores lineares limitados
A de X em X, munido da norma de operador. A topologia gerada por essa norma
¢ chamada de topologia uniforme sobre L(X), e qualquer no¢do de convergéncia e
proximidade a seguir serd com respeito a essa topologia.

Seja A € L(X). O conjunto resolvente p(A) de A consiste de todos niimeros com-
plexos A tais que (i) (Al —A) é um automorfismo do espago X e (ii) seu inverso
(Al —A)~! ¢ limitado. Quando X for um espago de Banach, a condicdo (ii) serd
desnecessdria, visto que, pelo Teorema da aplicag@o aberta, toda bijecao T € L(X) pos-
sui inversa limitada. Doravante, em vez de (A1 —A), escreveremos somente (A —A). O
inverso (A —A)~! deste operador é chamado de resolvente e é comumente denotado
por R(A,A).

O complementar do conjunto resolvente p (A) é chamado de espectro de A; denota-
lo-emos por o (A).

De agora adiante, assumiremos que X é completo.

Proposicao 3.7 O conjunto resolvente p(A) é aberto e contém o conjunto |A| > ||A]|.
Portanto, 6(A) é um subconjunto compacto do plano. Além disso, o espectro de um
operador linear limitado é sempre ndo vazio.

DEMONSTRACAO. Ver [41], pags. 190-192. |

O espectro 6(A) contém todos os autovalores de A, que sdo aqueles A € C tais que
o nucleo Ker (A — A) € ndo-trivial, i.é., contém pelo menos um vetor ndo-nulo. Todo
elemento deste niicleo é, por defini¢ao, um autovetor de A associado ao autovalor A.

Diremos que um autovalor A é simples se a dimensao de seu autoespaco generalizado

G(A) = D Ker (L —A)"
n=1

for igual a 1. E fécil ver que G(A) é sempre um espago vetorial — mesmo que A ndo
seja simples —, pois a sequéncia de subespacos cuja reunido dd G(A) é crescente e
encaixada. Além disso, G(A) possui dimensao finita precisamente quando existe um
ng tal que

Ker (A —A)" =Ker (L —A)",
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para todo n > ng. Deste modo, o autovalor A sera simples se, e somente se, (i) o niicleo
K; = Ker (A — A) possuir dimensio finita igual a 1 e (ii) sempre que (A —A)w per-
tencer a K, tivermos w € K, .

Se o que pretendemos é determinar o menor disco fechado que contém ¢ (A), entdo
podemos usar o raio espectral r(A) de A, que, por defini¢do, é o supremo dos |A|, com
A variando em G (A).

. 1
Proposicao 3.8 r(A) = h_r>n |A™ ||
n—soo

DEMONSTRACAO. Ver [41], pag. 192. ]

3.3.3 Analiticidade de auto-valores simples

Agora estudaremos a variacao do espectro mediante perturbacdes do operador original.
Seja Ay € L(X) e suponhamos que A tenha um autovalor simples e isolado Ay, com
autovetor associado wy # 0. Podemos decompor o espectro de Ag como uma reunio
disjunta

0 (Ag) = KoU{4o},

onde Ky é um subconjunto compacto de C. Agora consideremos dois abertos disjuntos
V e W do plano, contendo Ky e A, respectivamente. Entdo

Proposicao 3.9 Para todo operador linear limitado A suficientemente proximo de Ay,
o0 espectro de A se decompde como uma reunido disjunta

c(A)=KU{A}
onde K é um compacto contido emV e A € W é um autovalor simples de A.

Deste modo, cada A numa vizinhanca .4 de A possui um unico autovalor simples
A(A) em W. Sobre a regularidade da fun¢do A — A (A) afirmamos que

Teorema 3.3 Podemos tomar N de modo que cada A em Ny possua um autovetor
w=w(A) #0associado a A(A), comw(Agy) = wy, sendo ambas A(A) e w(A) analiticas
como fungdo de A € N.

Referéncias: O material necessdrio para se demonstrar estes dois resultados pode ser
encontrado em [27]. Uma referéncia alternativa € [4]. O caso em que X possui di-
mensao finita pode ser resolvido com o Teorema da fun¢do implicita. J4 a abordagem
para o caso de dimensao infinita é substancialmente diferente; a seguir, apresentaremos
uma breve discussdao com o intuito de oferecer ao leitor uma pequena amostra destas
técnicas. Nao se trata de uma demonstragdo do Teorema 3.3. ¢

Escolhemos uma curva de Jordan y contida no conjunto resolvente p(Ag) com a
propriedade de que A estd no seu interior /(y) e que o restante do espectro Ky estd
em seu exterior — que é a componente ilimitada do complemento C \ y; ver Teorema
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da curva de Jordan. A orientag@o de y deve ser positiva. Usando as idéias do Célculo
Funcional, consideramos as integrais do resolvente

1 ~1

— /y (A—A)"lda,

que estdao bem definidas para todo A suficientemente proximo de Ag (ver Prop. ante-
rior). A expressao acima define um operador linear limitado P = P(Ay,A) de L(X) que
satisfaz as seguintes propriedades: (i) P é uma projecio, ou seja, P> =Pe ||P| =1 ;
(ii) ambos os subespagos PX e (1 — P)X sdo fechados e invariantes® por A; e (iii) ao
considerarmos separadamente as restri¢cdes de A a estes dois subespacos invariantes (na
ordem que os escrevemos), obtemos dois operadores lineares limitados cujos espectros
sdo {A} e K, respectivamente (onde 6(A) = KU{A1}).

Outro resultado relacionado as projecdes P(Ag,A) é que P(Ay,-) € holomorfa numa
vizinhanga do operador A, e que o espectro {4} da restrigdo A[p(3, 4)x varia holo-
morfamente com respeito a A. Maiores detalhes e resultados subsequéntes podem ser
encontrados na literatura que indicamos acima.

3.3.4 Operador de Transferéncia

Sejam X um espaco métrico compacto, e T uma transformagdo expansora deste
espaco. Diremos que T € topologicamente mixing quando, para todo aberto nao-
vazio V de X, existir um n > 1 tal que 7"V = X. Uma medida de probabilidade Bore-
liana u de X serd chamada de exata com respeito ao sistema 7' quando os Unicos
Borelianos A C X para os quais existem A, € Z(X) com A = T™"A,,n > 0, forem
aqueles de medida nula ou total (UA =0 ou A = 1). Toda medida exata é ergddica
com respeito a 7. Se u for uma medida Boreliana positiva sobre X, definiremos seu
suporte supp (1) como sendo o conjunto de todos os x € X tai que uV > 0, para toda
vizinhanga de V (x). Agora consideremos uma fungdo complexa ¢ € C?(X). Definimos

Ly : C(X) = C(X)

por

Log(x)= Y (expo(y))g(y).
yET ! (x)
Pelo modo como definimos transformagdes expansoras, vemos que Ly leva fungdo
continua em fung¢do continua, ou seja, Ly estd bem definido. E facil ver que Ly
€ um operador linear limitado, o qual chamaremos de operador de transferéncia
de Ruelle-Perron-Frobenius. Em manipulagdes, podemos evitar a repeticdo do so-
matorio acima observando que

L¢g = LO(geXp ¢)7

$Dizemos que um conjunto B é invariante por uma fungdo f quando fB C B.
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onde 0 € o potencial nulo. Segue da defini¢dao de transformag¢do expansora que, para
todo xp € X, existe uma vizinhanca V(xo) e fungdes continuas pi(x),...,p,(x), n =
n(xp), definidas em V tais que

T %) ={p1(x),..., pa(x)},

sempre que x € V. Isso nos permite escrever Lyg localmente na forma

Lyg(x) = (é(geXW) opi> (%),

para todo x € V. O Teorema da Representacdo de Riesz 1.8 nos permite definir o ope-
rador dual
L:; M(X) — M(X)

de Ly, que, naturalmente, deve® satisfazer (i, Ly f) = (L (1), f), ou seja

[rosan = [ rayu,
sempre que f € C(X) e u € M(X).
Proposicao 3.10 Sejam CY(X;C) =C"(X) e C'(X;R) o espago das ¢ € CY(X) cujos
valores sdo reais. Entdo
LyC?'(X;C) C C"(X;C) e LyCY(X;R) C C"(X;R),

se g € C'(X;C)eyeC’(X;R).
Referéncias: [13] e [38]. ¢

O préximo resultado € de fundamental importancia em Formalismo Termodinamico;

ele relaciona os conceitos de pressdo e entropia com propriedades espectrais do opera-
dor de transferéncia.

Teorema 3.4 (Ruelle-Perron-Frobenius) Seja X um espaco métrico compacto e T
uma transformagdo expansora e topologicamente mixing. Seja ¢ € C¥(X) um potencial
real para o sistema (T,X), e coloquemos A = expP(9,T). Entdo existem uma fun¢do
real h > 0 em CY(X) tal que Lyh = Ah, e uma iinica auto-medida de probabilidade
positiva v (i.é., Lyv = Av). Se g > 0,8 #0 e g € C(X) satisfizer Lyg = Ag, entdo

A = A e g deverd ser um miiltiplo constante g = ch de h, para alguma ¢ > 0. Além disso,
du = hdv é uma probabilidade exata para o sistema T, sendo também o tinico estado
de equilibrio. O suporte de | é todo X, e para toda f € C(X), vale a convergéncia

(3.14) HA—" ';,f—h/fdv

— 0.

S(u, f) = [ fdu.
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Referéncias: Ver [13]. O enunciado presente nesta referéncia € aparentemente diferen-
te do que damos acima, principalmente do ponto de vista de unicidade. De fato, o item
(7) 1a enunciado nada mais € que o principio variacional, afirmando que o A deve ser
igual a expP(¢), e que u € o unico estado de equilibrio. A prova também mostra que
qualquer auto-medida v deve produzir este estado de equilibrio através de du = hdv.
Mas como 4 € estritamente positiva, v deve ser tnica (mostre que hdvy; = hdv, = V| =
v, diferenciando a igualdade com relacido a m = v; 4 v,). Também, ndo existe qualquer
afirmacdo sobre o suporte da medida, mas o fato € que a técnica empregada durante
todo o trabalho envolve a existéncia do Jacobiano, o que, para sistemas expansores €
topologicamente mixing, faz com que supp (1) = X. Isso também é provado logo no
inicio do capitulo III dessa mesma referéncia.

A referéncia [39] é bem mais completa que [13], mas o estilo desta ultima estd mais
proximo de nossa exposicao. ¢

As propriedades espectrais do operador de transferéncia enunciadas no Teorema
acima nos permitem definir pressao para potenciais complexos e Holder continuos.

Observacao. Os fatos que apresentaremos logo mais estdo provados em [38], Cap. 4.
O tipo de transformacdo 7T estudada nessa referéncia é um caso especifico definido
num espaco de sequéncias. Afirmamos, porém, que os argumentos 14 utilizados se
estendem de modo fécil para o contexto abstrato que estamos estudando. Naturalmente,
ao ler essa referéncia, o leitor necessita ja ter um conhecimento prévio das técnicas
envolvidas na demonstracao do Teorema de Ruelle, o que pode ser feito com a leitura
de [13]. Isso porque serd necessario adaptar muitas desigualdades que 14 aparecem. (O
conjunto Fg(X ™), por exemplo, deve ser trocado por C?(X), e assim por diante). 4

Ainda supondo que (T, X) é expansor e topologicamente mixing, consideramos um
potencial complexo ¢ = u+iv em C?(X). Entao

Teorema 3.5 Ambas as partes real e imagindria de ¢ ainda estdo em CY(X), sendo
(1) O raio espectral r(Ly) é menor ou igual a expP(u,T).

(Logo, o espectro 6(Ly) é um subconjunto compacto do plano contido na bola fechada
de raio exp P(u)). Além disso,

(2) Se raio espectral for igual a expP(u), entdo existird um tinico ponto do espectro
sobre o circulo |z| = expP(u), o qual serd necessariamente um auto-valor simples @
de Ly. O restante do espectro, i.é., 6(Ly) \ @, estd contido num disco fechado |z| < s
de raio s estritamente menor que exp P(u).

Das propriedades acima segue, em particular, que se Ly ndo tiver auto-valores de
moédulo exp P(u), entdo o raio espectral do operador de transferéncia devera ser es-
tritamente menor que exp P(u).

3.3.5 Definindo pressao para potenciais complexos

Os resultados de perturbacdo que oferecemos anteriormente, juntamente com as pro-
priedades acima, entrardo fortemente em nossa anélise. Queremos definir P(¢, T') para
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potenciais complexos ¢ € C?. Enfatizamos, porém, que para podermos fazer isso, serd

necessario supor que (T,X) seja expansor e topologicamente mixing. E importante que

o leitor ndo se esqueca deste fato. No caso de conjuntos de Julia, por exemplo, pode-

remos aplicar as técnicas do Formalismo Termodindmico somente quando a fungdo

racional for hiperbdlica. (O tipo de métrica sobre o conjunto de Julia é irrelevante;

lembremos que a pressdo depende somente da topologia, e ndo da métrica).
Primeiramente, mostraremos que

1. A fungdo ¢ — Ly, definida em C¥(X) e tomando valores no espago de Banach dos
operadores lineares limitados de CY nele mesmo, é holomorfa.

Provemos (I). Se M : C < for linear e limitada, entdo definimos L(M) : C¥ <=,
também linear e limitada, por L(M) f = Lo(M f). Observamos que L(M) ¢ uma funcao
linear e continua na varidvel M.

Dada g € C"(X), seja M, : C¥ <= o operador linear limitado de multiplicagdo por g,
i.é, M, f = fg. E ficil ver que M, € uma func@o linear e continua de g.

Agora aplicamos a Proposicdo 1.18 e concluimos que ¢ — exp ¢ € holomorfa. Como
toda func¢do linear continua € holomorfa, a composi¢ao

¢ uma func@o holomorfa na varidvel ¢, ou seja, acabamos de provar (I).
Segue da regra da cadeia que

dLy
(3.15) Wg = L(Mgexp(]));
de onde vem
dL
(3.16) % — Ly iy o My.

Seja . o conjunto de todos os potenciais complexos ¢ € CY(X) que verificam a
seguinte propriedade: o(Ly) se decompde como reunido disjunta de um compacto
K e um auto-valor simples A, com 4| = r(Ly). Dos Teoremas 3.5 e 3.4 segue que
toda ¢ € CY(X;R) estd nessas condi¢des. Mais ainda: se ¢y € C*(X;R), entdo toda
¢ € CY(X,;C) suficientemente proxima de ¢ estard em .¥, com o auto-valor simples
A = A(¢) variando holomorfamente com ¢. Isso decorre dos resultados de perturbacao
que enunciamos e de (I). Para ¢ real, sabemos que A(¢) > 0. Logo, se ¢ € C¥(X;C)
for suficiente proxima de ¢y, teremos o ramo trivial de logA (¢) bem definido. Assim,
existe um aberto .47 O CY(X;R) — contido em C”(X), obviamente — tal que logA(¢)
estd bem definida. Este valor é definido!? como sendo a pressdo de ¢. Portanto,

Teorema 3.6 Seja X um espaco métrico compacto e T : X <— uma transformacdo ex-
pansora e topologicamente mixing. Entdo P(9), como fungdo de @, é holomorfa sobre

NT.

10Defini¢do que coincide com a anterior quando ¢ for real.
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3.3.6 Calculo do diferencial da pressao

Acabamos de mostrar que P(¢) é analitica num subconjunto aberto .47 de C?(X)
contendo todos os potenciais reais ¢ € CY(X). Agora vamos calcular explicitamente
DP(¢), (ver defini¢do de diferencial), com a hipétese de que o potencial ¢ € C¥(X) é
real e P(¢) = 0. Em particular, o Teorema de Ruelle-Perron-Frobenius nos garante que
o operador dual Lz possui um ponto fixo m (o auto-valor, neste caso, é L = expP(¢) =
1) e o unico estado de equilibrio u do sistema € dado por du = hdm, onde h € a auto-
fungdo de Ly nas condig¢oes deste mesmo Teorema.

Considerando-se o estado de equilibrio como funcional linear, mostraremos que
DP(¢) = u, ou seja

Proposicao 3.11 Seja ¢ € CY(X;R) e T uma transformagdo expansora de topologi-
camente mixing de um espaco métrico compacto X. Para todo g € CY(X;C), temos

DP(¢)g = [gdu.

DEMONSTRACAO. Colocamos p(z) = P(¢ +zg) e, para ¢ e g fixadas nas condi¢des
acima, sabemos que p(z) € analitica numa vizinhanga da origem de C. Vamos calcular
p'(0). Pelo modo como definimos a pressdo para potenciais complexos (que remete aos
resultados de perturbagdo para o operador de transferéncia), encontramos uma fungao
analitica w(z), definida numa vizinhanca do zero e tomando valores em C¥(X;C), tal
que

(3.17) Lotgw(z) = w(z)expp(2), w(0)=h,

onde i > 0 € o ponto fixo de Ly nas condi¢oes do Teorema de Ruelle-Perron-Frobenius.
Para calcular p(0) diferenciamos (3.17) com respeito a z, e usando (3.16) concluimos
que

(3.18) Ly 5(gw(2)) + Lo 12w (2) = P (2)w(z) exp p(z) + w'(z)expp(z).

Em seguida fazemos z = 0, obtendo

Ly (gh+w'(0)) = p'(0)h+w'(0);

de onde

P'(0) = / p'(0)du = / P'(0)hdm
_ / Lo (gh+w'(0))dm — / W (0)dm
= / ghdm + / w'(0)dm — / w'(0)dm

Z/gdu

Isso conclui a demonstracao. |

(3.19)
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3.3.7 Formula de Bowen

Apresentaremos uma importante relacdo entre pressao e dimensao de Hausdorff.
Consideremos o caso de uma fung¢do racional hiperbdlica f da esfera de Riemann, de
grau maior ou igual a dois, cujo conjunto de Julia J(f) ndo contém oo.

Definimos

9(z) = —log|f'(z)],

para z € J(f). Como f ndo possui pontos criticos sobre seu conjunto de Julia, é fécil
ver que ¢ € uma fun¢do continua a valores reais sobre o espago métrico compacto J.
Logo, t¢ € um potencial para o sistema (f,J), para todo ¢ > 0.

Teorema 3.7 (Férmula de Bowen) Existe um unico t > 0 satisfazendo P(t¢, f) = 0.
Este niimero real é > 0 e coincide com a dimensdo de Hausdorff de J.

Esta é uma das mais surpreendentes aplicacdes do Formalismo Termodinamico, onde
um modelo fisico € usado para solucionar um problema matemaético. Ela foi desen-
volvida por Rufus Bowen em [7].

Observacao. Pode-se motrar que a dimensao 6 do conjunto J acima estd no intervalo
(0,2), sendo sua medida de Hausdorff h5(J) estritamente positiva (ver [46]). Em par-
ticular, o conjunto de Julia de uma fun¢do racional hiperbdlica sempre tem medida
(Lebesgue de C) nula.

Referéncias: A formula oferecida no Teorema 3.7 vale para uma classe mais geral
de sistemas expansores, conhecida como repulsores conformes. Sua demonstracao usa
particoes de Markov para semiconjugar a dindmica da transformagdo a um subshift de
um espacgo de sequéncias (ver [40], pag. 44; bem como [50], pag. 53). Infelizmente,
sdo ainda raras as boas exposicdes sobre o tema. Uma das excecdes é [16], mas o
caso especifico de repulsor conforme considerado nessa referéncia nao se aplica aos
conjuntos de Julia. Um tratamento mais recente do assunto, englobando resultados de
maior generalidade, é dado em [39], pag. 251. ¢
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Analiticidade real da dimensao de Hausdorff

4.1 Movimentos holomorfos parametrizados no disco

“We believe that holomorphic motions will provide simplified proofs of many fundamental results in com-
plex dynamics.”

(F. GARDINER, Y. JIANG, AND Z. WANG - Holomorphic Motions and Related Topics)

4.1.1 Extensao de Movimentos holomorfos

Seja A uma variedade complexa' e conexa de dimensdo N, e consideremos um sub-
conjunto ndo-vazio qualquer E da esfera de Riemann. Uma fungdo

h:AXE—C

serd um movimento holomorfo de E, com ponto base Ay € A, quando (i) &(Ag, -) for
a identidade de E; (ii) h(A,-) for injetiva para todo A em A; e (iii) cada h(-,z) for
holomorfa. Diremos, entdo, que o movimento holomorfo 4(A,z) estd parametrizado
em A. De modo equivalente, poderiamos ter definido um movimento holomorfo como
sendo uma familia de inje¢des h; do conjunto E, como as mesmas propriedades de

h(A,").

A-Lema Seja h(A,z) um movimento holomorfo de um subconjunto E C C, parame-
trizado sobre A. Entdo existe um tinico movimento holomorfo H(A,z) do fecho E,
parametrizado sobre A e tal que H = h sobre A X E. Além disso, H é uma fun¢do
continua de A X E, e cada Hy = H(A,-) é um homeomorfismo de E sobre sua imagem
H,E.

1Um espaco topolégico Hausdorff e segundo enumeravel, que localmente pode ser identificado com regides de

CV, com um altas cujas mudangas de coordenadas sdo equivaléncias conformes entre regides de CV. Para detalhes,
ver [36].
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Referéncias: O resultado que enunciamos é um variante do A-Lemma original, pre-
sente em [31]. Uma demonstracdo pode ser encontrada em [16], padg. 129. Para mais
propriedades, ver [3] e [47]; ou mesmo [11] e [12], que oferecem demonstracdes re-
centes do Teorema de Slodkowski [45] sobre extensdao de movimentos holomorfos. Em
[20] o leitor vai encontrar uma boa exposic¢@o sobre a evolugo do assunto, que tiveram
inicio em [31]. ¢

4.1.2 Equicontinuidade de movimentos holomorfos

Agora nos restringiremos ao caso em que A é o polidisco disco unitario AV (1) (ver
indice de notaciio). O ponto base de /#(A,z) serd a origem de CV e a norma que vamos
considerar neste espago € a do maximo: |A|p = max;|A;|. Diremos que o movimento
holomorfo fixa um ponto z se i(A,z) = z, para todo A. Quando os pontos 0, 1,00
estiverem em E e forem fixados por &, diremos que / € normalizado. Todo movimento
holomorfo de um conjunto E que contém pelo menos trés pontos pode ser “normaliza-
do”; isso € feito da seguinte forma. Sejam z;, 77 € z3 pontos distintos de E. Para cada
A, existe uma transformacio de Mobius? B, que leva os trés pontos distintos 2(A,z1),
h(A,z2) e h(A,z3) em O, 1 e oo, respectivamente. Definimos, entéo,

h(A,z) = Bah(2,B; '),

que € um movimento holomorfo normalizado do conjunto BoE. (As propriedades (i) e
(1) sdo trivialmente satisfeitas, enquanto que (ii1) pode ser verificada usando a férmula
explicita de B (z), um quociente como em (4.2)).

Teorema 4.1 (Continuidade de Holder) Seja h(A,z) um movimento holomorfo nor-
malizado de um subconjunto fechado E C C, parametrizado no polidisco unitdrio
AN(1), e com ponto base A = 0. Entdo, dado R > 0, existe C > 0 tal que para |z| < R
e |w| < R temos

1-|A]g

4.1 |1 (2) = hp (W) < Clz—w| T,
para qualquer pardmetro A € AN (1), onde hy = h(A,-).

Referéncias: Este resultado é um Coroldrio da demonstracdo do A-Lema (ver [16],
pags. 130 e 131). Outras referéncias: [20], pag. 20; [19], pag. 13. ¢

O resultado acima nos diz que, sobre conjuntos limitados, as inje¢cdes &) do movi-
mento holomorfo sdo aplicagdes Holder continuas com mesma constante de Holder C.
Gostariamos de estender este resultado para movimentos holomorfos quaisquer.
Para o nosso estudo, sera suficiente considerar o caso de um moAVimento holomorfo
h(A,z) de um subconjunto compacto E C C, tomando valores em C, parametrizado no
polidisco unitdrio AV(1), e com ponto base A = 0. Em linhas gerais, o que faremos

2Para uma exposicio destas transformagdes, consultar a secio sobre fungdes racionais.
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€ utilizar o procedimento padrdo para normalizar este movimento holomorfo e aplicar
(4.1). Depois disso, todo nosso esforgo serd para trasportar a desigualdade obtida para
o movimento holomorfo original, obtendo como resultado a Proposi¢ao 4.1.

Vamos assumir, como hipotese adicional, que E possui pelo menos trés pontos.

Dado z; em E, escolhemos um compacto K propriamente contido em E, cujo in-
terior em E € ndo-vazio e contém z;. Em seguida, tomamos outros dois pontos 22,23
de E, com z3 ¢ K. Para cada A no polidisco unitério, seja B, Unica transformacao de
MGobius levando a tripla hy (z1),h) (z2),hy (z3) em 1,0, 00, respectivamente. Usando a
compacidade de K e propriedades especificas do movimento holomorfo, escolhemos
um aberto V de C contendo K e um & > 0 tal que para |A|p < &, tenhamos hy K C V
e hy (z3) € V. Logo, quando |A|o < &, nenhum dos pontos hy (z1),h; (z2),hy (z3) serd
infinito, valendo

3

(z—hyza) (hpz1 — Ry 23)
(z—hyz3) (hyz1 —hyz2)

Com essa forma explicita, vemos também que, para qualquer 0* > 0 ligeiramente
maior que 8, a aplica¢do (A,z) — Bj z é holomorfa sobre {|A]|g < 6*} x V. Notemos
que, como h(A,z) € continua na varidvel (4,z), ambos os conjuntos

Es= |J m(K), Fs= |J Bam(K)
[A]0<6 [Alo<d

(4.2) By (z) =

sdo compactos, sendo E5 C V e, consequentemente, o & Fy.

Afirmagado. Podemos escolher 6 > 0 suficientemente pequeno, de modo que exista um
aberto Vs de C contendo Fy, tal que leVg C V, sempre que |A]o < 0.

— obtida direta-

Com efeito, € facil verificar a partir da expressdo da inversa B;l(z)

mente de (4.2) — que se B;OI (zo) for diferente de oo num ponto (A, zp), entdo o0 mesmo
serd verdadeiro numa vizinhanga de (Ag,zp). Como consequéncia, (A,z) — B, z, serd
continua neste ponto.

Observemos que BoK € compacto e estd contido em Fg. Naturalmente, B, ! leva este
conjunto sobre sobre K, que por sua vez esta contido em V. Dado zp € K, existem 1y,
e uma vizinhanca W (zp) tais que BII (z) €V, para |A|p <1 eze W. Mas como ByK é
compacto, podemos considerar apenas um nimero finito de vizinhangas W(zp) — com
um ndmero finito de pontos zp — e tomar 6 como sendo menor que todos os valores
N, correspondentes. Concluimos dai que existe um aberto W; contendo BoK, tal que
B;lWl C V, para |A]p < 0. E claro, podemos escolher & > 0 ainda menor, de modo
que F§ esteja contido em Wj. A afirmagdo segue com Vg = Wj.

Recordemos que 0 é o mesmo, desde o inicio da demonstragio, tendo sido diminuido
de modo a satisfazer as propriedades descritas até o momento. Com isso, se 6* for
3Nas aplicacdes, E serd o conjunto de Julia de uma fungdo racional hiperbélica, o qual contém infinitos pontos.

Um dos modos de se verificar este fato — que pode ser deduzido com argumentos mais elementares — € lembrar que
a dimensdo de Hausdorff de tais conjuntos é sempre positiva (ver a observacdo que segue a Férmula de Bowen).
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ligeiramente maior que 8, também (A,7) — B;l (z) é holomorfa em {|A]p < 8%} x V.
A imagem dessa aplicagdo estd contida em V.

O movimento holomorfo normalizado By h(A, B, 17) do conjunto limitado ByK satisfaz

1-[Alp

4.3) |Bkh(A7B61Z)_Bxh(l,Balw” §C|Z—W|W,

sempre que A € AV (1) e z,w € BoK. Para transportar essa desigualdade para o movi-
mento holomorfo original, vamos mostrar que BII ¢ Lipschitziana no compacto Fy,
com constante de Lipschitz independente de A. Para tanto, escolhemos um aberto in-
termedidrio V5 D Fy, cujo fecho V, é compacto e contido em Vg. Seja M o maximo
de |(B;LI)’C| tomado sobre {|A|p < 8} x V5. (Do Teorema de Hartogs, (B;Ll)’(é’) é
holomorfa em (A, {); em particular, continua). Escolhemos 1 € (0,1) de modo que,
para quaisquer z,w € F5 com |z —w| < 1, 0 segmento [z, w] esteja contido em V. (Ver
Teorema do Valor Médio). Assim, sempre que z,w € F5 e |[z—w| < 7, teremos

(4.4) 1B, (z) — By (w)| < M|z—w].

Substitufmos esta tltima desigualdade em (4.3), observando que ambos B; h(1, B 'z)
e Byh(A,By 'w) estardo em F5 e a uma distdncia menor que 1 um do outro, sempre
que |A]p < &, bastando que se tome |z —w| < Kp, para alguma constante kp > 0 su-
ficientemente pequena e independente de A (para tanto, usar a continuidade uniforme
do movimento holomorfo em subonjuntos compactos de seu dominio). Deste modo,

|h(A,By'z) — h(A,By'w)| = |B; 'Byh(A, By '2) — By 'Byh(A, By ')
(4.5) < M|B,1h(7L,B61z) —Blh(laB(;lWN

1-|2]g
< MC|Z — W| +2lo |

sempre que z,w € BoK, com |z—w| < kpe |[A]p < 6.

Todo ponto de K € da forma By Iz, para algum z € BpK. Além disso, um argumento
padrdo nos informa que By é uma aplicacao bi-Lipschitz de K sobre ByK. Tendo em
vista (4.5), afirmamos entdo que existem constantes Cy e 1; > 0 tais que

1-|A]g

(4.6) |h(A,z) —h(A,w)| < Cylz —w| o,

sempre que z,w € K, |[z—w| <y e |A|op < 6.

Agora retornamos ao inicio de toda essa argumentacgao e recordamos que o interior
de K em E contém o ponto z1, que foi tomado arbitrariamente. Podemos, assim, formar
uma cobertura aberta 4 de E com os interiores destes compactos e extrair uma sub-
cobertura finita. Cada elemento desta cobertura finita determina constantes Cy, Ny, 9,
como acima. Tomamos 6* como sendo o minimo de todos os §’s; N* > 0 menor que
o nimero de Lebesgue de 4 e menor que qualquer dos 1; provenientes da cobertura
finita. Em seguida, escolhemos Cj como sendo o maximo dos Cy’s. Concluimos que
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1-|A]g

|h(A,2) —h(A,w)| < Cjlz—w| o

para |[A|p < 6%, z,w € E e |z—w| < n*. E claro que, usando a continuidade do movi-
mento holomorfo, podemos suprimir a constante n)* acima, bastando que se tome C;
um pouco maior. Resumimos o que acabamos de deduzir na seguinte

Proposicao 4.1 Seja h(A,z) um movimento holomorfo de um compacto E C C, para-
metrizado em AN (1), e com ponto base 0. Entdo existem § > 0 e uma constante C > 0
tais que hy (E) C Ce

1-|Alg

1(A,2) —h(A,w)| < Clz—w[ "o,

para quaisquer z,w € E | desde que |A]p < 8.

4.2 J-Estabilidade de funcoes racionais hiperbdlicas

Seja A uma variedade complexa e conexa de dimensdo N. Uma familia de endomorfis-
mos f; da esfera de Riemann serd uma familia holomorfa sempre que f(4,z) = f)z
for uma funcao holomorfa da variedade produto A x C. Decorre da Proposigao 1.21
que cada fj € uma funcdo racional. Vamos sempre supor que cada uma das funcoes
racionais fj possui grau maior ou igual a dois.

Cada funcdo racional f; da familia holomorfa possui um conjunto de Julia Jj,
como definido na se¢do 2.2. Diremos que estes conjuntos J; se movem holomor-
famente num ponto Ay de A se existir um movimento holomorfo 4, do conjunto J,
parametrizado nalguma vizinhangca N(Ag) C A, e com ponto base Ay, tal que cada
leva Jj,, homeomorfamente sobre* J;, com

hy f2,(2) = fahy(2),

ou seja, hy € uma conjugacio de (fy,,/3,) para (f3,J1)-

Teorema 4.2 Os conjuntos de Julia J, = J(f;) de uma familia holomorfa de funcoes
racionais hiperbdlicas f,A € A, se movem holomorfamente em todo ponto Ay de A.
Além disso, se @ for uma carta local definida numa vizinhanga conexa U do ponto Ay,
entdo poderemos tomar N(Ay) = U (ver defini¢do acima).

DEMONSTRACAO. Seja ¢ um sistema de coordenadas locais definido numa vizinhanga
conexa do ponto Ay e coloquemos
g(i.2) = (o~ (1),2),

que € uma familia holomorfa de fung¢des racionais hiperbdlicas (de fato, apenas uma
raparametrizacdo de f; naregido @(U) contidaem CV). Mostraremos que os conjuntos
de Julia

4 A palavra sobre quer dizer sobrejetividade.
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J(gli) = J(f(p—l(u))
se movem holomorfamente no ponto Ly = ¢(Ag) através de um movimento holomorfo
hy, parametrizado na regidgo U’ = ¢ (U). A este movimento sobre U’ corresponde um
unico movimento holomorfo h/ll = hg;,, parametrizado em todo o sistema de coorde-
nadas (U, @), satisfazendo as condi¢des do enunciado do teorema. Deste modo, nao
ha perda de generalidade em assumirmos que a propria variedade A seja um aberto e
conexo de CV.

Fixemos um Ay em A. Primeiramente, construimos um movimento holomorfo do
conjunto dos pontos periddicos repulsores de f; , ja que eles sdo densos do conjunto
de Julia. Seja zo um ponto periddico repulsor de f3,, com periodo p. Para A suficien-
temente proximo de Ay, existem pontos periddicos repulsores zo(A) de f3, todos com
o mesmo periodo p, de modo que zp(4) seja um fungdo holomorfa na varidvel A, com
20(Ao) = zo- Isso € feito a partir do Teorema da fung¢@o implicita aplicado a

F(A,z) = f}(z) —z

Seja V o dominio da fungdo zo(A4). Afirmamos que esta fungdo possui uma extensao
holomorfa a todo o A — extensdo esta que continuaremos denotando por zo(A) —
de modo que, assim como no caso em que A € V, zp(A) continue sendo um ponto
periddico repulsor de periodo p de f;, para todo A € A. Observemos que se A € V,
A — Ay e 20(A) — zo(A4), entdo por continuidade concluimos que zo(A.) deve ser
periddico de periodo p. Do mesmo modo,

> 1

Y

(72 w2

mas como f;, ndo possui ciclos indiferentes (Proposicdo 2.8), zo(A4+) deve ser um
ponto periddico repulsor; logo, pelo Teorema da Funcao Implicita, existe um prolonga-
mento da solugdo zp(A) numa vizinhanca de zp(A.). Usando continuagdo analitica,
concluimos que existe uma extensao definida em todo A.

O segundo passo para se construir o movimento holomorfo serd provar a condicao
de injetividade; preliminarmente, mostraremos que se zg € z; forem pontos periddicos
repulsores distintos de f},, entdo deveremos ter

20(A) #z1(A)

por todo o conjunto A. De fato, suponhamos que zo(A;) = z1(A1), para algum A;.
Ambos zp(A) e z1(A) s@o pontos periddicos repulsores de f3 , com periodos p e g, res-
pectivamente. Segue-se que zo(4) e z;(4) sdo local e implicitamente definidas através
da igualdade

F(A,2) = f}(z) —z=0,

para A préximo de A;. Pela regra do produto (2.1), o ponto z9(A;) = z1 (A1) é periédico
e repulsor; logo, a fung¢do acima estd nas condi¢cdes do Teorema da funcdo implicita, e
concluimos dai que zo(A) e z;(A) devem coincidir localmente. O mesmo argumento,
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alids, nos mostra que o conjunto de todos os A € A nos quais zo(A) = z(A) € simul-

taneamente aberto e fechado e, portanto, igual a A. Em particular, fazendo A = A;

encontramos zp = z1, 0 que equivale a dizer que zo — zo(4), para A fixo, € injetora.
Agora definimos explicitamente o movimento holomorfo

h(A,z): A x Ej, — C,

h(A,z) =z(A),

do conjunto £, dos pontos periddicos repulsores de f3 . O ponto base deste movi-
mento é Ay. Usando o A-Lema, encontramos um movimento holomorfo do conjunto de
Julia Jy = m, o qual continuaremos denotando por A(A,z). Pelo A-Lema, as injecdes
hj, = h(A,-) sdo obviamente homeomorfismos sobre as imagens & (/). Para comple-
tar a demonstragéo, falta apenas mostrar que /1, J) € exatamente J; , e que

hy fa(2) = fahy(2),

para todo z em Jj . Primeiramente, verificaremos a dltima igualdade, a qual segue de
um argumento um pouco mais geral; de fato, se z9,z1,...,2,—1 for um ciclo repulsor,
entdo zo(4),...,z,—1(A) também serd um ciclo repulsor, com o mesmo periodo do
ciclo anterior.”> Deste modo, para todo zy € E Ao>

hy fae(20) = hpz1 = 21(A) = fry20(A) = fa,a(20)-

Para mostrar que hyJy, = Jj,, para todo A; em A, observamos que poderfamos
ter comegado a constru¢do do movimento holomorfo a partir do ponto base A; em
vez de Ay, concluindo que, para todo ponto periédico repulsor wi em E, , existe uma
fungdo holomorfa w;(A) € E; na varidvel 4, definida em todo A. Seja zo = w; (o).
Ambas zo(A) e z;(A) devem coincidir sobre a regido A, o que pode ser verificado
com um argumento que vimos usando repetidamente ao longo desta demonstragdo.
Segue entdo que todo ponto wy de Ej, é aimagem hyzo = z0(A1) de algum ponto zo de
E,,- Podemos, finalmente, usar o fato de que ambos os conjuntos de pontos periddicos
repulsores £, e Ej, sdo densos em seus respectivos conjuntos de Julia, e concluir que
hjJy, = J,- (Serd preciso usar a compacidade de J, para verificar esse fato). ]

4.3 Analiticidade real da dimensao de Hausdorff

Nesta secdo, empregaremos as seguintes notagoes:

Ar={z€C: 0<|z| <R},

Alr)y={zeC?: |zj| < r}

SUse o resultado de unicidade do Teorema da fungio implicita para as fungdes z1 (1) e fzo(A), concluindo que
elas sdo iguais, primeiro localmente, e depois por todo o conexo A.
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Ad(r)={zeC?: |zj] <r}.

Reservaremos as letras para z e w para indicar elementos gerais de C¢, enquanto que x
e y serdo sempre vetores de C? ~ R? 4 iR? cuja parte imaginaria é nula.

Objetivo. Considerando-se a métrica d da esfera de Riemann, e o conjunto de medidas
de Hausdorff 6-dimensionais definidas a partir dela, mostraremos que a fun¢do

d(A) = dimy J(f3)

€ analitica real, onde f) é uma familia holomorfa de funcées racionais hiperbdlicas
de grau > 2, indexadas numa variedade analitica complexa A de dimensdo N.

Como pretendemos usar a férmula de Bowen para resolver este problema, vamos
nos restringir ao caso em que o conjunto de Julia estd contido no plano, ou seja, exclui
o ponto c. No que segue, procuraremos justificar este argumento, garantindo que nao
ha perda de generalidade.

Fixemos A9 em A e suponhamos que o esteja em J; = J(f3,). Como Jy, € diferente
de C (ver observagdo que segue a formula de Bowen), existe um ponto a € C que estd
fora deste conjunto. A transformacdo de Mobius

1

Z—da

R(:) =

leva a em oo, € o na origem. Assim, RJj € um suconjunto compacto de plano,
omitindo, portanto, o ponto no infinito. Mostraremos que R € bi-Lipschitz com respeito
a d; 1sso nos vai garantir que

dimy RJ;, = dimy J,

para todo A suficientemente préximo de Ag.

Escolhemos trés vizinhangas encaixadas U; D U, D Uz de a (de tamanho conve-
nientemente pequeno) e outras trés vizinhancas encaixadas V| DV, D V3 de co. Sejg K>
o complementar em C da reunido de V, com Us; e seja K3 o complementar em C da
reunido de V3 com Uz. Ambos sdo subconjuntos compactos de C, com K, contido no
interior de K3. Como R'(z) n@o possui p6los sobre K3, |R'(z)| € limitada por uma con-
stante M sobre este conjunto. Podemos aplicar o Teorema do Valor Médio para pontos
z, w suficientemente préximos um do outro, concluindo que existe um 6 > 0 tal que

[R(z) = R(w)| < M|z —w|

sempre que z,w € K estiverem a uma distdncia menor que 6 um do outro. Natural-
mente, iss0 ja mostra que R € Lipschitz sobre K, com respeito a norma de C. Pela
Proposi¢ao 1.20, R também € Lipschitz com respeito a d sobre este mesmo conjunto.
Em particular, R € Lipschitz sobre o aberto
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0= (VLul)‘.

Agora mostraremos que R € Lipschitz sobre U;. De acordo com a nota¢ao da Proposicao
1.20, temos
dy..(z;w) = [(z—a) = (w=a)| < [z—w],

para z,w € U,. Novamente, aplicamos a Proposi¢ao 1.20 e concluimos que R € Lips-
chitz sobre U,.
No caso de V|, observamos® que

_ z
RQD‘X’I(Z) - 1 —az

¢ uma transformacdo de Mobius com nenhum pdélo préximo a zero, e, como tal, é
Lipschitziana numa vizinhanga da origem. Portanto, existe uma constante C > 0 tal
que

R (2) =R (w)] < Clz—w| = do. (9= (2), 9" (w)).

A Proposic¢ao 1.20 nos garante que podemos escolher V| de modo que R seja Lipschitz
nessa vizinhanca.

Notemos que Vi, O e U; constituem uma cobertura aberta da esfera de Riemann, a
qual possui um nimero de Lebesgue 6*, de onde concluimos que R € Lipschitz para
pontos |z —w| < 6*. Mas como C é compacta, R deve ser Lischitziana globalmente.
De modo similar, mostra-se a mesma propriedade para a inversa R~!. Assim, R é, de
fato, uma aplicagao bi-Lipschitz, e como tal, preserva dimensao de Hausdorff.

Consideremos a familia de fungdes racionais g = Rf3R™". E ficil ver que K; =

RJ; € invariante por g, . Mostraremos que, de fato, este € o conjunto de Juliade g, , e
que g; ¢ uma familia holomorfa de fungdes racionais hiperbdlicas para A suficiente-
mente proéximo a Ag.
Um ponto zg pertence ao conjunto de Fatou de f) precisamente quando existe uma
vizinhanga U(zo) na qual a familia de iterados f} é normal. Se f;* for uma sub-
sequéncia convergindo localmente uniformemente sobre U para uma fungéo holomorfa
f:U — C, entdo a sequéncia correspondente g'/{" =R f/{”‘R*1 /‘Eambém convergird local-
mente uniformemente sobre R(U) (com respeito a métrica d ). Com isso, concluimos
que R(zp) estard no conjunto de Fatou de g; sempre que zq estiver em F(f; ). Mas o
fato é que f; também é obtida de g, através de R~!, de onde segue a igualdade entre
os conjuntos de Fatou e, consequentemente, entre os respectivos conjuntos de Julia.

Agora mostraremos que g; ¢ hiperbdlica. Seja (-, -) uma métrica conforme definida
numa vizinhanca de J, . Entao

(z.w)p = (DR™'(2),DR™' (W) 1)

define uma métrica conforme numa vizinhanga de K . Denotaremos a norma do espago
tangente em p com respeito a (-,-) por | - ||g,p, ou, simplesmente, | - |[z. Com o

Ver indice de notacdo
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mesmo simbolo também denotaremos a norma ||A||g de uma transformag@o linear entre
espacos tangentes. Com isso, fica facil verificar que, para todo p € K ,

1Dga(p)Ir = IDAL(R ™ p)];

de onde segue a hiperbolicidade da familia g, .

Usando a compacidade de K, e o Teorema 4.2, concluimos que existe uma vizinhanga
V(Ay) C A tal que K C C, sempre que A € V.

Registraremos este resultado preliminar no

Lema 4.1 Seja f(A,z) uma familia holomorfa de fungdes racionais hiperbdlicas de
é, parametrizadas em alguma variedade analitica complexa A de dimensdo N. Dado
Ao € A, existem uma transformagdo de Mobius bi-Lipschitz Ry, e uma vizinhanga
V(Ao) tais que:

(i) Kj = Ry, J(fa) estd contido em C, para todo A €V,

(ii) Ky, = J(gy), onde g) = RAOfAR;TOI» sempre que A €V

(iii) g5, A €V, é uma familia holomorfa de fungdes racionais hiperbdlicas.

Como ja observamos, a dimensdo de Hausdorff de K; € a mesma de J;. Queremos
mostrar uma propriedade local, i.é., que a fungio d(A) = dimy K, € analitica real em
V,onde V € a vizinhanga dada pelo Lema acima. Podemos tomar V de modo que exis-
ta uma equivaléncia conforme entre V e A (1), e em seguida reparametrizar o movi-
mento holomorfo 4, : K — K3 obtido do Teorema 4.2 substituindo V' pelo polidisco
unitério AV (1) € CV, e redefinindo o ponto base como sendo Ay = 0.
Considerando-se o potencial ¢ = —log|g} (z)| do sistema (g; g, ), a formula de
Bowen nos diz que d(A ) é dada implicitamente por

P(d(A)03,82) =0.

Para podermos aplicar os resultados de diferenciabilidade de P(¢), devemos eliminar
a dependéncia de g, na férmula acima. Isso pode ser feito com o auxilio da Proposicao
3.3; como /) € uma conjugacgdo topoldgica entre os conjuntos de Julia, temos

4.7) P(d(A)¢y 0 hy,g0) =0.

Definimos

D(z,A) =gy (hx2), wa(z) = —log|D(z,A)],
paraz € Kye A € AV(1), e observamos que W, = ¢, o hy. Das propriedades descritas
para movimentos holomorfos decorrem o seguinte

Lema 4.2 Existem constantes M >0, C > 0,8’ > 0e y € (0,1) tais que

(4.8) % <|D(z,A)| <M
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e

(4.9) (W2 (z1) = Wa(22)| < Clz1 — 22|,
sempre que 7,21,220 € Ky e A € A_N(S/).

DEMONSTRACAO. Primeiramente mostraremos que existem 6’ >0,C; >0e ye (0,1)
tais que

(4.10) ID(z1,A) —D(z2,A)| = |85 (haz1) — &5 (ha22)| < Ci|z1 — 227,

para 71,22 € Ko € [A]o < &’. Nossa intengé@o é aplicar o Teorema do Valor Médio a
funcao g’l. Na demonstragdo da Proposicdo 4.1 vimos que para qualquer aberto V
contendo Kj, existe um d; > 0 tal que

K= U ma(Ko) =h({1A] <8} xKo) C V.
Alo<éi

Recordando o A-Lema, vemos que K, como imagem de um compato por meio de uma
aplicacio continua, também € compacto. Logo, existe um 17 > 0 de modo que, para
quaisquer dois pontos x e y em K com |x —y| < 1, 0 segmento [x,y] esteja contido em
V. Da Proposig¢do 4.1 concluimos que existem &, > 0e y € (0, 1) tais que

(4.11) |ha(21) =y (22)] < Clzi — 22" <,

sempre que |[A| < &, 21,220 € Ko e |21 — 22| < 6.

Sendo (A,z) — g (z) holomorfa, também o € (4,z) — g4 (z), como consequéncia
do Teorema de Hartogs. Jd os pélos da fungdo racional gg(z), que coincidem com os
polos de go(z), estdo fora de Ky (uma vez que Ky exclui o ponto no infinito e go deixa
invariante este conjunto); o que nos permite concluir que g;(z) ¢ limitada sobre Ko,
digamos, por uma constante My. Como Ky é compacto e (A,z) — g (z) é continua,
encontramos um 3 > 0 e um aberto W contendo Ky de modo que

g5 (2)| < Mo+1=:M,

paraze We |A] < 8s.

Agora voltamos ao inicio da argumentacdo e escolhemos V = W. Com isso, estamos
prontos para provar (4.10). Escolhemos 8’ menor que quaisquer dos &/s, e do Teorema
do Valor Médio — juntamente com (4.11) — segue que

(4.12) g5 (hpz1) — &5 (haza)| < My (z1) — by (22)] < MClzy — 2|7,

desde que tomemos |z; — 75| < &'.
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Finalmente, para obtermos (4.10) dividimos (4.12) por |z; — z2|" e obtemos uma
expressio E(A,z1,z2), a qual é continua sobre o compacto {|A| < 8’} x K2, exceto
nos pontos onde z; = zp, nos quais |E| < MC. Logo, o supremo de E ¢ finito e dai
concluimos (4.10). Em particular, D(z,A) é continua sobre {|A| < &'} x Ky € (4.8)
¢ trivialmente satisfeita, visto que D(z,4) nunca se anula, e também nunca vale . A
desigualdade (4.9) segue de (4.8) e (4.10) observando-se que y = logx é Lipschitziana
sobre todo intervalo [xp, o), com xp > 0. [ |

Lema 4.3 Seja (X, %, L) um espaco de probabilidade e T uma transformagdo deste
espaco nele mesmo. Se T preservar U, entdo

[ rerau= | ran.

para toda fungcdo mensurdvel com respeito a A. (Na igualdade acima, subentende-
se que se um dos lados ndo existir, ou for infinito, entdo o outro lado terd a mesma
propriedade).

DEMONSTRACAO. Consultar qualquer referéncia introdutéria de Teoria Ergddica —
por exemplo [49], pagina 25. ¢

Com o Lema 4.2 sabemos agora que, para A suficientemente pequeno, todos os
potenciais y; estardo no mesmo espago C?(Kp), para algum y € (0, 1). Fixado A nessas
condigdes, se d =d(A) e ¢ =y, entdo P(d¢;go) = 0; e da Proposi¢do 3.11 temos

(4.13) aP;j(P) = / odu,

onde u é o estado de equilibrio do sistema (go,Kp) com potencial d¢. A derivada
acima € ndo-nula pois, sendo u invariante por go e g, hiperbdlica, do Lema anterior,
de (2.1) e (2.3) segue que

n [odu= [5,:02)dn)

n—1
— ['X ~toglgh (hagholdu(z)
i=0

(4.14) el
— [~ tog [TI¢} (s 12 du(z)
i=0

— [ ~tog|(}) (12)ldn()
< —(nlogo+1ogC);

e fazendo n — o encontramos
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/q)du < —loga < 0.

Em particular, o principio variacional nos diz que a entropia &, (go) do sistema gg com
respeito ao estado de equilibrio u € estritamente positiva.

De volta a (4.13), sabendo-se que a média do potencial é ndo-nula, do Teorema
da fungdo implicita concluimos que todo ¢y € C?(Kp,R) possui uma vizinhanga V
contida em .44, na qual d, dado implicitamente por P(d¢), se escreve como fungdo
analitica complexa d = d(¢) do potencial ¢ € V. Naturalmente, se provarmos que
A — yy € CY(Kp) é analitica real, entdo d(A) = d(y, ) serd uma fungdo analitica real
de A. Deste modo

L. Para mostrar que d(A) € analitica real, é suficiente provar que A — log|D(-,1)],
como fungdo de AN (1) em CY(Ky), é analitica real.

Um dos modos de se resolver este problema seria primeiro provar que, para cada z
fixado, A — log|D(z,A)| € analitica real, e depois tentar mostrar a afirmacdo em (I).
A primeira parte € relativamente facil, mas o contexto natural da segunda é o caso
complexo, como afirma o seguinte

Lema 4.4 Seja Ky um subconjunto compacto e ndo-vazio do plano complexo e con-
sideremos uma aplicagdo L(z, ), definida sobre Ky x C? e tomando valores em C, tal
que (i) A — L(z, L) é holomorfa, para cada 7 € Ky fixado e

(ii) |L(z1,A) — L(z2,4)| < Colz1 — 22",

quaisquer que sejam 71,22 € Ko, onde Cy e y € (0,1) sdo independentes dos pontos
de Ky e de A. Nessas condicbes, A+ L(-,A) é uma fungcdo holomorfa de A%(1) em
CY(Ko).

DEMONSTRACAO. Seja ®(A) = L(-,A), e escolhamos
O<g<eg <<l

Existe uma constante positiva r > 0, dependendo apenas das escolhas feitas acima, tal
que A +wu € A(g) sempre que A € Ad(gy), ueCd, |ulo <1, w € Ce |w| <r Das
hipéteses (i) e (ii) tiramos que o supremo C de |L(z, 4)| sobre Ky x A4 (&) é finito. De
(1.37) segue-se que

dL(z,A)

1 L(Z,A +W,LL) C
_— DA TR gw| < =L
2mi /W|:r w? YI=2x

1
/ — | dw =: Cz.
l=r w2

Dados 721,22 € K, colocamos

Lz, A) ~L(z2,2)

F(A) =

Por (4.15),
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|F (A1) —F ()] < Cold — Ao,

sempre que A1,A; € A4(g) estiverem uniformemente proximos um do outro (aqui
usamos o Teorema do Valor Médio e um argumento padrao envolvendo propriedades
de compactos que estao contidos no interior de um outro conjunto, como no Lema 4.2).
Logo,

Cu(P(M) — P(A2)) < Co| A1 — A7

[@(A1) — @A) < Co|A1 — A5

de onde segue que P (1) é Lispschitz na varidvel A, desde que tomemos A € A%(g).
Completaremos a demonstracdo usando o Lema de Osgood, ji que acabamos de
mostrar que @ é continua. Escrevemos A na forma (4;,---,4,) e de (i) concluimos
que a integral de L(z,A)dA; sobre qualquer curva fechada y contida na i-ésima coor-
denada vale zero. Por outro lado, a integral de & (A )dA; sobre a mesma curva também
existe, ja que esta funcdo é continua. Com propriedades elementares de aproximacgao
por somas de Riemann, vemos que

(/yd)(?t)dﬂ,i) (z) = (/yL(.,;L)dxi) (z) :/YL(Z,l)dli _o.

Do Teorema de Cauchy segue que P (1) é holomorfa em cada varidvel separadamente,
e portanto, deve ser holomorfa em A. [ |

Para podermos aplicar o resultado anterior na resolu¢do de (I), vamos precisar de
um Lema de extensdo de fungdes reais para complexas. O proximo resultado nos foi
apresentado por Juan Rivera—Letelier ([42]). (Fizemos algumas modifica¢cdes no enun-
ciado original).

Lema 4.5 (Extensao) Seja D(z) uma func¢do holomorfa definida no polidisco unitdrio
Ad(l), tomando valores em C, com

1
5 <IDEI <R,

para alguma constante R > 0. Entdo existe uma unica funcdo holomorfa £(z,w)
definida para z e w em A%(1/6), tomando valores em C, tal que

(4.16) l(x,y) =log|D(x+iy)|

quando x,y € A%(1/6) forem reais. A func¢do £ é ndo-nula em todo ponto de seu
dominio, e para cada € no intervalo (0,1/6), existe uma constante C¢ dependendo
somente de € e d tal que

sempre que 7 e w estiverem no polidisco A (g).
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DEMONSTRACAO. Usaremos o seguinte resultado:

(@) Seja f(z) uma funcdo holomorfa definida num polidisco’ AN (a,€) de CN. Se
f(z) # 0, para todo 7 € AN (a,€), entdo existe um ramo analitico definido em AN (a, €)
para a fungdo log f(z).

Uma demonstracdo para o caso escalar pode ser encontrada em [1], pag 143. (Veja
também a pdg. 106 da mesma referéncia). Convidamos leitor a tentar adaptar a prova
para o caso vetorial usando métodos de integracao em vdrias varidveis (ver a prova do
Lema de Osgood).

Usando este fato preliminar, definimos £y(z), para z € A%(1), como sendo um ramo
analitico da fun¢do log D(z). E tendo em vista que a parte real de ¢y(z) coincide com
log|D(z)|, o que faremos € usar a representacdo em série de poténcias

EO (Z) - Zavzv,
1%

cujo raio de convergéncia uniforme € 1 (pela Proposicdo 1.17), e em seguida tomar
£(z,w) como sendo a complexifica¢ao formal da série de poténcias em varidveis reais

Y Re ay(x+iy)";
v

de onde vira
£(x,y) =Re ly(x+iy) =log|D(x+iy)|.

Obviamente, existem detalhes que devemos especificar para que tenhamos as estimati-
vas desejadas. Um polindbmio homogéneo de grau m nas varidveis zy, .. .,2; € qualquer
soma de produtos da forma az|'zy>---z,* = az’, onde v = (v;) é um multindice de
norma m e o € C. (Essa nocdo inclui x’y + x°yz, que neste exemplo é um polindmio

homogéneo de grau 5, mas exclui x> 4 xy*). Com isso, definimos
(4.18)  Py(x,y) =Re ay(x+iy)" =Re (ay +ify)(x1 +iy1)" - (xg +iva) ",

onde ay, e By sdo as partes real e imaginaria de ay. Este é um polindmio homogéneo nas
variaveis xi,...,X4,Y1,- - -, V4- Na expressao formal deste polindmio, complexificamos
suas varidveis de x;,y; para z;,w;, de modo a termos Py (z,w) definido para z,w € ce.
Nosso objetivo serd mostrar que se |z| < € e |[w| < €, onde € < 1/6, entdo

(4.19) Py (z,w)| < 12 x 2%(6¢)"!|1ogR|, v 0.

(b) Consideremos os polinémios homogéneos P,(x,y) e Qu(x,y), definidos como
sendo a parte real e imagindria de (x+iy)™, respectivamente (x,y € R). Na expressdo
formal destes polinémios, complexificamos suas varidveis, de modo a termos Py,(z,w)

TAN(a,e) = {z € CN : |z; —aj] < €}
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e Om(z,w) definidos para quaisquer z,w € C. Entdo afirmamos que P, e Qp, possuem
grau m, e que existe um niimero natural my, independente de qualquer outra varidvel
em questdo, tal que

(4.20) [Py(z,w)| < (2€)", |Om(z,w)| < (28)",

sempre que z,w € Al(g) e m > my.

De fato, usando inducdo calculamos a forma literal de cada P, € Q,,, mostrando que
eles sdo polindbmios homogéneos de grau m. J4 as desigualdades podem ser provadas
do seguinte modo: observamos que se z # 0, entdo Py, (z,w) = 2"P,(1,w/z). Além
disso, existe um modo recursivo de se obter P,(1,z) a partir de P,,_;(1,z), o que nos
permite escrever

Pm(l,Z) :a,(11m)zm—|—..._|_a§m)z+a(()m)7

obtendo uma cota superior para cada termo e, por conseguinte, |P,(1,z)| < 2™, para
todo m suficientemente grande. Disso segue (b) para PB,. O caso de Q,, ¢ feito da
mesma forma.

Um argumento indutivo envolvendo (b) e a decomposic¢do (4.18) nos leva a concluir
que existe kg, independente de qualquer outra variavel, tal que

[Py (z,w)| <2%ay|(2€)",

sempre que |V| > ko e z,w € A%(g). Agora procuremos estimar |ay|.
Sabemos que a imagem de

lo(z) =log|D(z)| +iIm £o(z)

estd contida no semiplano Re z <logR. Logo, f(z) = fo(z) —logR verifica as condi¢des
do Corolério 1.2 (em cada varidvel separadamente). Disso segue que se z estiver no po-
lidisco A9(1/3), entdo

@21)
[0(2) = €o(0)] = | f(z) = £(O)] < [2]If (z) + £ (O)]

1 1 1

= 3/logR—log |D()| + 5/ log R — log |D(0)] | + 5 |1m (£o(2) —(o(0))
2 1

< S l1ogR|+ 5 /Tm (fo(2) ~ (o(0))]

Usando a desigualdade |- |+ < 2|- |, entre a norma da soma e a norma euclidiana e
obtemos de (4.21) que

[Re (£o(z) — £0(0))| +1m (fo(z) —£0(0))] < 5 |logR?|+ = 1m (fo(z) —£o(0))];
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de onde vem

|Re (£o(z) —£0(0))| +|Im (£o(z) — £0(0))| < 4/log R?|

€
(4.22) 100(2) — £o(0)] < V2 x 4|1og R?| < 12|10gR].

E como ¢y(z) — £o(0) é exatamente a soma dos ayz" para v # 0, de (1.45) concluimos
que
lay| < 12|1ogR|3V!.

Finalmente, observamos que cada P, é¢ um polindmio homogéneo, e que em vista do
que acabamos de provar, a série de poténcias

(4.23) l(z,w) =Re £o(0) + Z Py(z,w)
v#£0

converge uniformemente sobre (A“(¢))?, desde que tomemos & < 1/6. Segue-se que
£(z,w) é uma fun¢@o analitica nas condi¢des do enunciado, com C¢ dependendo da
soma da série numérica convergente que domina (4.23). Deixamos a cargo do leitor
verificar a afirmagao de unicidade, bem como que ¢ nunca se anula. |

Agora estamos prontos para demonstrar a afirmagao contida em (I) e, consequente-
mente, que d(A ) € analitica real.
No Lema 4.2, podemos trocar AN (8’) por A¥(1) e supor que as propriedades 14 des-
critas valem para qualquer A no polidisco unitario. (Existe uma equivaléncia conforme
entre estas duas regides). Assim, do Lema da Extensdo concluimos que existe uma
fungao
L(z,A) : Ky x (AN(1/6))*> = C

tal que

(4.24) L(z:¢,m) =log|D(z,§ +in)l,

sempre que £, € RN, & 1€ (AN(1/6))?; com

(1) L(z,A) sendo uma funcdo holomorfa na varidvel A € (A¥(1/6))?, Vz € K.

Novamente, vamos reparametrizar a funcdo acima, e supor que A varia em (AV(1))2.
Dados z;,722 em Ky, definimos

Pelo Lema 4.2,

ID(A)| <exp Clz1 —22|" € |D(7L)_1| <exp Clz; — 22|".
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Seja L(A) a fungdo dada pelo Lema da extensdo. Com (4.17), é facil ver que existe uma
constante Cy independente de z; e z; tal que |L(A)| < Cylz; — z2|”. E pela unicidade da
extensdo, L = L(zj,-) — L(z2,-). Disso segue que

(2) Para todo A € (AN(1))?, |L(z1,A) — L(z2,1)| < Colz1 — z2|7-

As condigdes (1) e (2), juntamente com o Lema 4.4, fazem com que A — L(-,1)
seja analitica sobre (AN (1))2. Em particular, de (I) e (4.24) concluimos que d(A) é
analitica real. [ |



A
Medidas de Haar

Estudaremos agora um tipo especial de medida de Radon, as medidas de Haar. Tais
medidas estdo definidas num grupo topoldgico G, e preservam a estrutura algébrica
deste grupo, num sentido que deixaremos claro logo mais.

Um grupo topolégico ¢ um grupo (G,-) munido de uma topologia que torna
G Hausdorff e as operagdes (x,y) — xy e x — x| continuas. O espaco Euclidiano
(R",+) e, mais geralmente, os espagos vetoriais topoldgicos, sdo exemplos de grupos
topologicos. Parax € G e A,B C G, escreveremos

XA={xy:y€A}, Ax={yx:y €A},

A'={x1:xeA) e AB={yz:y€A,z€B}.

Da continuidade das operacdes do grupo seguem propriedades bem interessantes. A
primeira delas é que se U for um aberto de G entdo também serdo Ux e xU; deste
modo, a cada ponto x € G estdo associados dois homeomorfismos y — yx e y — xy.
Um conjunto A C G serd chamado de simétrico quando for igual ao seu inverso, isto é,
A =A"!. Oinverso de um aberto também ¢é aberto e, em vista disso, podemos afirmar
que para qualquer vizinhanga V do elemento neutro e existe uma outra vizinhanga
simétrica U de e tal que U C V. Podemos, ainda, tomar a vizinhanca simétrica U
de modo que UU C V. Para ver isso, consideremos a fungdo ¢(x,y) = xy; a imagem
inversa @~ !(U) é uma vizinhaca de (e, e), para a qual existem abertos A, B de G tais
que (e,e) € Ax B C ¢~ (U). Tomamos V; = ANB e depois V =V, NV,"'. Se {xq}

e {yp} forem nets de um subgrupo H < G € xo — X, yg — Y, entdo xaygl —xy~ !,

pela continuidade das operacdes do grupo. Concluimos daif que o fecho H de qualquer
subgrupo H de G também é um sugbrupo de G. Seguindo o mesmo argumento também
verifica-se que se H for normal em G, entdo seu fecho também o sera. Todo grupo G
decompde-se como reunido disjuntas das classes laterais xH de um subgrupo qualquer
H, nao necessariamente normal. Teremos H = xH se, e somente se, x € H; de modo
que

H=G\ J xH.

xeH¢
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Segue dai que se H for aberto, entdo H também sera fechado. Assim, todo subgrupo
aberto de G também é fechado. Também € ficil ver que o produto K| K> de quaisquer
compactos K e K, deve ser compacto, pois ¢(K; x K») = K1 K3, onde ¢(x,y) = xy.
De agora em diante iremos supor que (G,-) é um grupo topologico localmente
compacto. S3o nestes grupos que definiremos as medidas de Haar; mais tarde mostra-
remos que todo grupo topoldgico localmente compacto possui uma medida de Haar.
Uma medida de Borel p sobre G serd chamada de invariante a esquerda se
W(xE) = u(E), para todo Boreliano E; do mesmo modo, se u(E) = u(Ex), entdo
diremos que u ¢ invariante a direita. As medidas de Radon nao nulas u sobre G
que forem invariantes a esquerda, ou a direita, serdo chamdas de medidas de Haar.
Quando quisermos especificar que a medida de Haar u € invariante a esquerda, ou
que u ¢ invariante a direita, diremos simplesmente que (t ¢ Haar a esquerda, ou que
u é Haar a direita. Usando o Teorema da Representagdao de Riesz, sabemos que a
cada medida de Haar u corresponde um funcional linear positivo /,, sobre C.(G). Se-
ria interessante, sob este ponto de vista, dizer quando um funcional I sobre C.(G) é
invariante a esquerda, ou a direita, e tentar caracterizar os funcionais positivos que cor-
respondem a medidas de Haar.
Se y € G, entdo definimos os operadores de transalacdo a esquerda L, e a direita
R, sobre C.(G) por

Lyf(x)=f(y %), Ryf(x) = f(xy).

E imediato verificar que Ly, = L,Ly, bem como Ry; = RyR;, e que L, f e Ry f serdo ele-
mentos de C.(G) sermpre que f € C.(G). Diremos entdo que um funcional linear (ndo
necessariamente limitado) I sobre C.(G) ¢ invariante a esquerda se I(L,f) =I(f), f €
C.(G); e invariante a direita se I(R, f) = I(f), para todo f € C.(G). A seguir listamos
algumas propriedades sobre medidas de Haar. Utilizaremos a nota¢do C para indicar
o conjunto das f € C.(G) tais que f > 0e || f||, > 0, onde || ||, = sup{|f(x)| : x € G} é
a norma uniforme de f. Mostraremos, entre outras coisas, que uma medida de Radon
u sobre G sera Haar a esquerda se, e somente se, o funcional associado I, (f) = [ fdu
for invariante a esquerda quando restrito a C;~ (¢ facil verificar que L,(C)) C C).

Teorema A.1 Seja 1 uma medida de Radon sobre um grupo topologico localmente
compacto G. Entdo

(1) u serd Haar a esquerda se, e somente se, a medida [i dada por [I(E) =
w(E~"Y) for Haar a direita;

(2) u serd Haar a esquerda se, e somente se, [ fdu = [ Ly,fdu para qualquer
feCheyegG;

(3) Se u for Haar a esquerda, entdo i(U) > 0 para todo aberto U # 0, e
[ fdu >0 paratoda f € C;

(4) Se W for Haar a esquerda, entdo [L(G) < oo se, e somente se G for compacto.

Nosso principal objetivo € provar dois resultados. O primeiro € sobre a existéncia de
medidas de Haar em grupos topoldgicos localmente compactos; o segundo é sobre a
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unicidade de tais medidas, no sentido de que se i e v forem medidas de Haar sobre
um mesmo grupo topoldgico G, entdo existird uma constante ¢ > 0 tal que 4 = cv (o
mesmo vale para medidas de Haar a direita). Em vista do Teorema A.1(1) sera sufi-
ciente estudar o caso em que as medidas sao Haar a esquerda.

DEMONSTRACAO DO TEOREMA A.1 - (1) Basta verificar que as condi¢des para que
[t seja medida, com [1(E) = [i(Ex), para todo Boreliano E e todo x € G. (2) Valendo a
igualdade para integrais, consideramos o caso particular em que f = yx, K # () com-
pacto, e concluimos a partir dai que u(K) = u(yK), para todo y € G. Como u é Radon,
podemos aproximar a medida de cada aberto U pelas medidas de compactos K C U e,
por sua vez, a medida de cada Boreliano E pode ser aproximada pelas medidas de aber-
tos U D E. Dai concluimos que u(E) = u(yE), para todo Boreliano E e todo y € G.
Reciprocamente, se p for Haar a esquerda sobre G, entdo a igualdade entre as integrais
serd imediata quando f € C. for simples. Como o conjunto de tais fungdes é denso em
CH c ' (u), concluimos que a igualdade em (2) vale para toda funcio f € C. (3)
Como u # 0, temos i (G) > 0; e, pela regularidade de p, existe um compacto K C G
tal que i (K) > 0. Para qualquer aberto ndo vazio U existe um nimero finito de classes
laterais x U, x2U, ..., x,U que cobrem K. Como u ¢ Haar a esquerda, u(x;U) = u(U)
e segue daf que X{'u(U) > p(K) > 0; logo, u(U) > 0. (4) Se G for compacto, entdo
U(G) < oo, pois i é Radon. Reciprocamente, mostremos que se G ndo for compacto,
entdo U (G) = . De fato, seja V uma vizinhanga compacta qualquer de e. Como G nao
¢ compacto, podemos encontrar uma sequéncia {x;}{ C G tal que

n—1 ¢
(A.1) Xp € <ijV> . n>2,
j=1

Ja que G ndo pode ser coberto por qualquer reunido finita de compactos x;V. Se U for
uma vizinhang¢a simétrica e contida em V, entdo os conjuntos x;U serdo disjuntos dois
a dois, pois se x,U Nx,,U # 0, com, digamos, m > n, entdo x,, € x,UU C x,V, o que
vai contra (A.1). Como u(U) > 0e u(x;U) = u(U), segue entdo que it(G) =c. N

Agora mostraremos a existéncia de medidas de Haar a esquerda num grupo topolo-
gico localmente compacto. A parte (2) do Teorema A.1 nos indica um caminho: basta
constuir um funcional linear positivo I sobre C.(G), ao qual correspondera uma medida
de Radon u, que serd Haar a esquerda se, e somente se, / for invariante a esquerda
sobre C;r . Buscando uma motivagao sobre como construir tal funcional, consideremos
inicialmente uma medida de Haar a esquerda u sobre G, e procuremos relaciona-la,
heuristicamente, com um possivel funcional sobre C.". Se V # 0 for uma vizinhanga
qualquer de e, sabemos que a medida de qualquer reunido reunido disjunta de classes
xV,x €A C G, éigual a Card(A)u(A), com a convencdo de que Card(A) = o se A
for infinito. De um modo evidentemente vago, podemos inferir que a medida que V
“encolher” para e, os valores correspondentes de
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(E:V):= inf{Card(A) : UxV D E}

XEA

serdo uma boa aproximagio de y(E), para todo Boreliano E. Fixemos um aberto Ey
nao vazio, cujo fecho seja compacto em G. Pelo Teorema A.1(3,4) sabemos que 0 <
W(Ep) < oo e, pelo que acabamos de observar, a expressao

(E:V)
(Eo:V)

v (E) ==

define uma fun¢do da o-dlgebra de Borel de G em [0,o0] tal que Uy =~ cp, para al-
guma constante ¢ > 0. A vantagem de se trabalhar com as aproximacgdes Uy € que elas
dependem somente de V, Ej e da estrutura algébrica de G. Para transportarmos este
fato para o estudo de funcionais positivos sobre CI", busquemos expressar (E : V) em
termos de fungdes caracteristicas. Para f e ¢ em C, definimos

(f:(p):inf{icjflxl,...xnth.q. ngchqu)}.

j=1

O niimero (f : ¢) é chamado de niimero de cobertura de Haar de f com respeito a
¢ e sempre existe, pois o conjunto acima € nao vazio. De fato,

vi={x 00> 510}

¢ aberto, ndo vazio, e, portanto, existe um nimero finito de classes laterais x, U, ...x,U
que cobrem o suporte K de f. Assim, para todo x € K existe um x; tal que x;lx eUe,

portanto, 2¢(x]71x) > || ||,; em particular podemos escrever

n n

2Y Loo(x) =2Y ¢(x; %) > (9],

J=1 J=1

de onde se conclui que

ol _ 20l ¢
< " < L,. i
T = lkap, = Tgp, & oW

O ntimero (f: ) é um equivalente de (E : V) para fungdes em C.". De fato, se yg € C./
e V for tal que seu fecho € compacto, entdo podemos escrever

(E:V):inf{ZI : UxVDE}

x€A XEA
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:sup{ZI : xe < ZLXXV}zinf{Zl D xe < ZL’}ZILXJ.%V},
j=1

X€EA X€EA j=1

onde a ultima igualdade € justificada pelo fato de que o fecho de E é compacto e
pode sempre ser coberto por um nimero finito de classes laterais x;V. Apesar de no
tltimo conjunto aparecer uma soma de 1’s em vez de constantes arbitrarias c;, como
em (f : ¢), ndo ha motivo algum para restringirmos os valores de c; na defini¢do de
(f : ¢), uma vez que nossa discussdo envolvendo (E : V') é apenas heuristica. Como

(f:0) = A llu/llollu >0

é sempre ndo nulo, uma vez fixado fy € C., podemos considerar a expressdo

(f:9)
(f:9)
que define um funcional positivo sobre C.”. Embora ndo possamos afirmar nada sobre

a linearidade deste funcional, sabemos que ele sera “quase linear”, quando o suporte
de ¢ for bem pequeno (ver Lema A.2). O primeiro resultado neste sentido € o seguinte

(A2) Iy(f) =

Lema A.1 Suponhamos que f,g,¢ € C.. Entdo

1) (f:9)=(Lcf: 9), para todo x € G;

(2) (cf:9)=c(f:9), para qualquer ¢ > 0;
Q) (f+g:90)<(f:9)+(f:9):

@ (f:0)<(f:8)(g:9)

DEMONSTRACAO. - (1) Segue de
n n
f< ZCjLXj¢ — L f < ZCjLXXj¢‘
j=1 Jj=1
(2) Imediada. (3) Dado € > 0, sejam xy, ... X, X;+1,. . Xy tais que

f<ZC]L 0, g< Z CLxJ(p

Jj=n+1
(&
8 m
ZC] (f:0)+ > Y ci<(g:0)+=
Jj=n+1
Entao "
f+g S ZCjo_,'¢
j=1
c

f i< (f0)+(g:0)te
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de onde segue que (f+g:0) < (f:9)+(g: @)+ € para € > 0 arbitrario.
4) Se

ngCjojg e gSdeka(Pa

com

Yei<(fig)te e Y di<(g:9)+e,
entao

f S ch (deLx_,‘Xk(P) - chdkLijk¢7
J Jok
e, portanto,
(fr9) < Y ejde= () (L) <[(f:8) +ell(g: 9) +el.

J.k

Fazendo € — 0 segue (4). [

Do Lema anterior concluimos que o funcional I, dado pela equagio (A.2) é subaditivo
[Lema A.1(3)], invariante a esquerda, i.6., Iy (L. f) = Is(f) [Lema A.1(1)] e satisfaz

(fo: )71 <Ip(f) < (f: fo), [Lema A.1(4)].

Lema A.2 Dado € > 0 existe uma vizinhaca V de e tal que

Iy(f1) +1p(f2) <Ip(f1+ f2) + &,

sempre que o suporte de ¢ estiver contido em V.

A demonstragcdo deste Lema requer o seguinte resultado sobre continuidade uni-
forme de uma fun¢io f em C.(G).

Proposicao A.1 Se f € C.(G), entdo, para todo € > 0, existe uma vizinhanca V de e
tal que |Lyf — fllu < € e ||Ryf — f|| < &, sempre que y € V.

DEMONSTRACAO. - Mostraremos somente a primeira desigualdade; a segunda é
provada do mesmo modo. Sejam € > 0 e K o suporte de f. Como f é continua, para
todo x € K existe uma vizinhanga U, de e em G tal que

)= ] < 5. y e Us,
ou, de outro modo, |f(z) — f(x)| < £/2, para todo z € G tal que xz~! € U,. Para cada
x € K escolhemos uma vizinhanga simétrica V, de e tal que V.V, C U,. A familia
{V1x} ek = {Vix} ek cobre o compacto K e, portanto, existem x1,...,x, em K tais
que {V,;x;} ainda cobre K. SejaV =[]V,,. Sex € K e y € V, entdo existe j tal que
X jx_l eV, ;e

£ = F < 070 = 0] + 17 ) — (0] < 52+ 52 =,
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pois xj(yflx)*1 :)cj)fl)F1 € Vy,;Vx, CUy; exxj € fo = Vy; C Uy;. Caso x ndo esteja

em K, teremos f(x) = 0 e, portanto,

) = f)| = £ %) <e,

pois se y~'x € K entdo f(y~!x) =0 e, caso contrério, |f(y~'x)| < &, pelo mesmo
argumento que foi usado no caso em que x € K. |

DEMONSTRACAO DO LEMA A.2 - Sejam fi, f> € C, € > 0 e coloquemos h = f| +
f2+ 0g, onde 6 € um nimero nio-negativo que fixaremos adiante, e g é qualquer
fun¢do de CI que vale 1 no suporte de f; + f>. Com a convengdo de que 0/0 = 0,
podemos definir h; = f;/h (i = 1,2), pois f; se anula em qualquer ponto onde % se
anula. As funcdes h; sao continuas, uma vez que o suporte de cada f; estd contido no
aberto {x: h(x) # 0}, onde cada h; é continua — de fato, h(x) > & sobre supp(f; + f2) D
supp(f;). Além disso, h; € C. e, deste modo, existe uma vizinhanga Vj de e tal que
|hi(x) — hi(y)| < & sempre que y~'x € V.

Agora mostraremos que se tomarmos 0 > 0 suficientemente pequeno e supp(¢) C
Vs, entdo teremos

Iy(f1) +1o(f2) < Iy (fi+ fo) + €.

Para tanto, suponhamos que /& < Y7 ¢;Ly;¢, onde ¢ € C; e supp(¢) C V. Se xJTlx €

supp(¢ ), entdo h;(x) < hi(x;)+ O e, caso contrério, d)(xjflx) = (; assim, podemos es-
crever

‘mwzhumm»sf¥mu; i () + 8],
2 P2

o que implica

(:0)< Y eilhilxy) + 5],

j=1
E como h| 4+ hy < 1, segue-se que

(fi:0)+(fr:0) < (1+28) Z

Mas Y} c; pode ser feito arbitrariamente préximo de (% : ¢), de modo que (fi : ¢) +
(f2:90)<(14206)(h: ¢) e, portanto,
Lo (f1) +1p(f2) < (1428) {1y (fi + f2) + 61y (g)]-

Para concluir o resultado, basta tomar § > 0 de modo que

28(fi+fo:fo) +8(1428)(g: fo) <e
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Uma vez mostrado que os funcionais Iy sdo aproximadamente aditivos — no sentido
do Lema que acabamos de provar — estamos prontos para demonstrar o teorema de
existéncia de medidas de Haar. A idéia de sua demonstrac@o € encontrar um funcional
I:C.(G) — R, que esteja arbitrariamente proximo dos funcionais Iy, quando restrito
a C. Usaremos o fato de cada Iy ser invariante a esquerda, positivo e “quase linear”
para mostrar que / goza da mesma propriedade. Em vista do que ja comentamos, ao
funcional linear positivo e invariante a esquerda / corresponderd uma medida de Haar
a esquerda sobre G.

Teorema A.2 (Existéncia de medidas de Haar) Todo grupo topolégico localmente
compacto e Hausdorff possui medidas de Haar a esquerda e a direita.

DEMONSTRACAO. - Como toda medida de Haar a esquerda induz naturalmente uma
outra medida de Haar a direita, e vice-versa, basta demonstrar o caso a esquerda. Para
f € CF, sabemos que os intervalos Xy = [(fo : f)~',(f : fo)] sdo ndo vazios e, pelo
Teorema de Tychonoff, o espaco produto

x=1T1] x¢

fecd

€ compacto e, além disso, Hausdorff. Pelo modo como formamos X, cada funcional /
dever ser um elemento de X. Para cada vizinhanca V de e, consideramos o conjunto

K(V)={Iy :supp(¢) C V}.

Qualquer intersecéo finita da familia dos fechados K(V') é ndo vazia, pois, de fato,

ﬁKWﬂ:K(ﬁW)#@
j=1 j=1

Logo, existe um funcional / € X que estd em todos os conjuntos K(V). Em outras
palavras, dados fi,...,f, € C/ e € > 0, sempre existe um J € K(V) de modo que
J(fi) —I(fi)l <e (i=1,...,n); esely € K(V) for suficientemente préximo de J,
entdo teremos |Iy(f;) —I(fi)| < &, parai=1,...,n. Com o auxilio desta propriedade,
dos Lemas A.1 e A.2, e um simples argumento em torno da desigualdade triangu-
lar, conseguimos provar que I € invariante a esquerda sobre C.” e que, além disso,
I(af +g) = al(f) +1(g), quaisquer que sejam a > 0 e f,g € C. Extendemos [ a
C colocando 1(0) = 0 e depois I(f) =I(fT) —I(f~). Obtemos assim, um funcional
linear positivo e invariante a esquerda sobre C.(G), como queriamos. |

O teorema que acabamos de demonstrar € devido a HAAR (ver [21]). Nele uti-
lizamos o Axioma da Escolha, que ficou implicito quando aplicamos o Teorema de
Tychonoff para mostrar que X = [[; Xy € compacto. Existe uma outra demonstragéo,
que nio usa este axioma — esta devida a H. Cartan, — que pode ser encontrada em [24],
no pardgrafo 15. O livro de Halmos sobre Teoria da Medida (ver [22]) contém uma
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exposicdo que, diferentemente da nossa, trabalha diretamente com os niimeros (E : V)
em vez dos funcionais /y.

Agora mostraremos a unicidade das medidas de Haar. Mais precisamente, mostrate-
mos que se u e v forem Haar a esquerda (resp. Haar a direita), entdo existird uma
constante ¢ > 0 tal que 4 = cv. Num caso mais simples, suponhamos que ambas u
e v sejam Haar a esquerda e a direita. Notemos que este serd o caso sempre que G
for Abeliano. Fixemos & € C/ tal que h(x) = h(x~!) — por exemplo, podemos tomar
h(x) = g(x) +g(x~ "), onde g € C}. Nas préximas igualdades, faremos uso sistematico
do Teorema de Fubini e das relagdes de invariancia

[rran= [ fan. re2'm),

onde T € {Ry,Ly}reg e M € {1, v}. Tais relagdes sdo provadas do mesmo modo que o
item (2) do Teorema A.1.

Para qualquer f € C.(G), a fungdo F(x,y) = h(y)f(x) é integrdvel sobre G x G ¢
vale

/ hdv / fdu = / h(y) / fx)du(x)dv(y)
= [n0) [ reduxavey
= [[ W) )auaviy)
— [[ ) G)dutaviy)
_ / / h(y™'x) f(y)du(x)dv (y)
:/f(y)/h(ylx)du(x)dV(Y)
— / ) / h(x)dp(x)dv(y)

:/fdv/hdu.

Pelo Teorema A.1(3), as integrais de & com respeito a [ e V sdo ndo-negativas, e
podemos escrever

[ fan=c [ fav.recu(),

onde ¢ = [hdu/ [hdv > 0. O Teorema da REpresentacdo de Riesz nos diz entdo
que, para qualquer aberto U de G, u(U) = c¢v(U); e como ambas p e v sdo Radon, a
condi¢do de regularidade acarreta 4 = cv.

Agora mostraremos o caso geral para medidas de Haar a esquerda. Ainda pelo Teo-
rema de Riesz, serd suficiente mostrar que as razoes

L Jfdun
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independentes de f € C.f, pois, de acordo com a nota¢do deste mesmo Teorema, se
n € {u, v}, entdo

nv) zsup{/fdn :fEA(U)} zsup{/fdn :fEf_\(U)ﬂCC*};

de modo que se Ry = R, para toda f € C, entdo teremos rv(U) = p(U) para qualquer
aberto U de G. Pela regularidade de u e v, concluimos entdo que rv = U.

Queremos mostrar, assim, que ry = rq, quaisquer que sejam f e g em C. . De outro
modo,

(A.3) / fdu / gdv = / gdu / fdv.

Vamos, primeiramente, obter uma versao mais fraca de (A.3): fixadas f e g em CC+ ,
procuraremos estimar as diferencas

‘/fd,u/hdv—/hdu/fdv

b

(A4)

‘/fd,u/gdv—/gdu/hdv ,
com h variando em C.. O fato é que podemos fazer o caminho inverso e, uma vez
provado que as diferencas em (A.4) tornam-se arbitrariamente pequenas para deter-
minadas fung¢des i € C., entdo serd possivel transportar estas estimativas para (A.3),
mostrando que as integrais duplas em (A.3) estdo arbitrariamente proximas e, portanto,
comutamem f e g.

Seja h € C}. Entdo

[ fan [nav= [ [ rneiauwavi)

[nau [ gav= [ [ 50)auavi)

As fungdes f(x)h(y) e h(x)f(y) sdo obtidas uma da outra a partir da mudanca de
coordenadas (x,y) — (y,x). Deste modo, para se obter uma estimativa entre as integrais
correspondentes, primeiramente analisemos o efeito de se trocar x por y em A(x) na
integral acima. Escolhemos uma funcio simétrica h € C} —ié., h(x) =h(x" 1), x€ G
— e, usando propriedades ja conhecidas para medidas de Haar a esquerda, obtemos

| [rseianave) = [ a6 0r0)duxave)
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= [ [ s 0)an@aves) = [ [y s0)avi)dee)

= [ [10)7mavane) = [ [norse)duwav)
Por outro lado,

| [r@nmdutave) = [ [no)1re0duav.
Assim,

(A.5) ’ / fdu / hdv — / hdu / Fdv

para qualquer fungéo simétrica h € C;f".
Fixemos uma vizinhanga compacta qualquer V de e. Como f € C.(G), a Proposigao
A.1 nos garante que existe uma vizinhanga Vy C Vj de e tal que

1fOx) —fx)| <€/2, |flxy)—fy) <e/2

e como consequéncia, |f(yx) — f(yx)| < €, sempre que y € Vy e x € G. Por sua vez,
quando y € Vy, o suporte de ¢,(x) = f(yx) — f(xy) deve estar contido no compacto

< [ 1060 - r)ldnav).

A = supp(f)Vo U Vosupp(f),

pois, caso yx € supp(f) ou xy € supp(f), entdo

1

x €y~ 'supp(f) Usupp(f)y~" C Vysupp(f) Usupp(f)Vs C A,

e segue da ultima inclusdo que ¢, se anula fora de A. De volta da (A.5), concluimos
que se a fungdo simétrica h € C; for tomada de modo que seu suporte esteja contido
em Vy, entdo teremos

(A.6) ‘ / fdu / hdv — / hd / fdv

Observamos que A nao depende de &, mas somente de f, enquanto que /& depende
de f e €. O mesmo argumento usado para f aplica-se a g, chegando-se a mesma de-
sigualdade obtida em (A.5), com f substituida por g. A partir dai, encontramos uma
outra vizinhanga V, C Vy de e, também simétrica, de modo que sup, |g(yx) —g(xy)| < €
sempre que y € V,. O suporte de ¢,(x) = g(yx) — g(xy), para y € V, estd contido no
compacto

< e,u(A)/hdv.

B = supp(g)Vo U Vosupp(g)
e, de modo andlogo a (A.6), se supp(h) C V,, entdo

(A7) ' / fdu / Fdv— / hdp / 2dv

< eu(B) [ hav,
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onde B depende somente de g, e h € C; pode ser tomada como fun¢do em comum
tanto para (A.6) quanto para (A.7), pois V, C V.

Observamos que, pelo Teorema A.l, todas as integrais em questdo sao nao nula;
dividindo-se as desigualdades em (A.6) e (A.7) por

/hdv/fdv, /hdv/gv,

respectivamente, obtemos

u(A)  u(B)
Iy =l Sg(ffdvf/‘gdv)'

Como € € arbitrario e independe dos outros termos na desigualdade acima, concluimos
que ry = rg, como queriamos. Enunciamos, entdo, o seguinte

Teorema A.3 Se U e v forem duas medidas de Haar a esquerda — ou a direita — sobre
um grupo topologico compacto, entdo existird uma constante ¢ > 0 tal que L = cV.
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