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Resumo

O principal objetivo deste trabalho é descrever o decaimento
dos autovalores de operadores integrais gerados por ntcleos defini-
dos por séries de poténcias, mediante hipdteses sobre os coefi-
cientes na série que representa o nicleo gerador.

A anélise é implementada em duas frentes: inicialmente, con-
sideramos o caso em que o ntucleo esta definido sobre a esfera
unitaria de R™*!, estendendo posteriormente a analise, para o
caso da bola unitaria do mesmo espago. Em seguida, visando pri-
mordialmente o caso em que o nucleo esta definido sobre a esfera
unitdria em C™*!, abordamos um caso mais geral, aquele no qual o
nicleo estd definido por uma série de fungoes L?(X, v)-ortogonais,

sendo (X, ) um espago de medida arbitrario.






Abstract

The main target in this work is to deduce eigenvalue decay
for integral operators generated by power series kernels, under
general assumptions on the coefficients in the series representing
the kernel.

The analysis is twofold: firstly, we consider generating kernels
defined on the unit sphere in R™*!, replacing the sphere with the
unit ball in a subsequent stage. Secondly, we consider generating
kernels defined on a general measure space (X, v) and possessing
an L*(X,v)-orthogonal expansion there, an attempt to cover the

case in which the kernel is defined on the unit sphere in C™*!.
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Introducao

Sejam m um inteiro positivo e X um subconjunto nao-vazio do espaco R™*! ou
C™* munido da medida de Lebesgue usual v do espaco. Propriedades tedricas e
numéricas de operadores integrais limitados K : L?(X,v) — L*(X,v) dados pela for-

mula
/K W duly), fe LX),

onde K : X x X — C é escolhido convenientemente, tém sido objeto de investigagao
em varios trabalhos recentes, como pode ser ratificado em [12, 18] 19] 20, 31, 32}, 56, 58]
e em outras referéncias citadas nestes trabalhos.

Em geral, o foco na obtencao de resultados deste tipo é investigar e descrever
propriedades do operador integral, a partir de hipoteses previamente exigidas no nicleo
gerador K. Ou seja, estabelecidas as hipoteses béasicas sobre K de modo que K esteja
bem definido, analisar o efeito de propriedades adicionais sobre K no operador IC.
Particularmente, sob hipdteses convenientes, obter informacoes sobre o o espectro de
IC, incluindo-se aqui, o comportamento assintotico dos autovalores ou valores singulares
de .

No caso em que K é um elemento de L?(X x X, v x v), o operador K : L*(X,v) —
L*(X,v) é compacto. Além disso, se K é hermitiano, ou seja, K (z,y) = m, T,y €
X, o operador K é também autoadjunto. Assim sendo, o Teorema de Hilbert-Schmidt
para operadores compactos e autoadjuntos garante uma representacio L?(X, v)-conver-

gente da forma

ZA ){(f, bn)adn, [ € L*(X,v).

Aqui, {\,(K)} é uma sequéncia de nimeros reais (possivelmente finita) decrescente

para 0 em valor absoluto e {¢,} C L*(X,v) é uma base ortonormal com relacio ao

XV



XVi Introducao

produto interno usual de L?(X, v)

ng—/f dn(x), f.ge L(X,v),

Consequentemente, os nimeros A, (K) sao autovalores de K e a sequéncia {\,(K)} ja
inclui as possiveis repeticoes impostas pela multiplicidade algébrica de cada um deles.

Neste contexto, demonstra-se que ([34])
K = Z An(K)bn @ b,

onde ¢ @ dp(x,y) = ¢u(x)ou(y), z,y € X, e a convergéncia da série acima é em
L*(X x X,v x v). Em particular, ji temos garantido o decaimento basico |\, (K)| =
o(n~'?), quando n — oo.

Adicionando-se ao contexto a continuidade e a positividade definida de K, o Teo-
rema de Mercer ([15]) garante que cada coeficiente na representacao acima ¢ nao nega-

tivo e que a convergéncia da série é uniforme nos subconjuntos compactos de X. Vale

/Kx$dl/ Z)\

quando X é compacto, a qual implica na otlmahdade do decaimento ([I8], 50])

ainda a igualdade

M(K) =o(n™h), (n— o0),

nas condigoes descritas.

No caso em que K é compacto, mas nao é autoadjunto, busca-se informacoes sobre
os valores singulares de IC, ou seja, os autovalores do operador compacto, positivo e
autoadjunto |K| := KK* : L*(X,v) — L*(X,v).

Uma melhoria no decaimento basico mencionado acima demanda hipdteses adi-
cionais ao ntcleo gerador ou ao proprio operador K. Isto foi, e ainda é, um tema de
pesquisa em muitos trabalhos. No exemplo em que X é um intervalo da reta real (ou
mesmo a prépria a reta), uma ampla investigagdo ocorreu ao longo do tempo, como
pode ser verificado em [10, 1), [14) [30], 36, 41, 42| 43}, [48], 49, [51]. Particularmente, G.
Little ([42]) considerou niicleos positivos definidos possuindo representagao em série
de poténcias sobre (—1, 1), buscando informagoes sobre o decaimento dos autovalores
a partir de certas hipoteses sobre os coeficientes presentes na representacao do nu-
cleo. No caso X é um subconjunto de R™*1, as referéncias [38, 39, 40] analisaram o
mesmo problema com os nucleos satisfazendo certas condi¢oes de Holder. Em especial,
V. Menegatto e colaboradores obtiveram éxito na andalise do decaimento dos autovalo-

res de K, no caso em que X é a esfera unitdria de R™™! e K possui certa suavidade
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definida por condigoes de Lipschitz sobre as derivadas usuais de K (|20]). Ainda no
contexto esférico, em [12], decaimento para os valores singulares quando os nicleos sdo
Laplace-Beltrami diferenciaveis foram obtidos.

Neste ponto, podemos concluir que a busca pela descricao do comportamento assin-
totico de autovalores do operador K, mediante condi¢oes de suavidade sobre o nicleo
gerador K, é um tema cldssico na Anélise Funcional ([23] 25 29, B35]) o qual ainda
mantém-se bastante ativo.

Neste trabalho, propomos investigar o decaimento dos autovalores do operador in-
tegral I, no caso em que o ntcleo gerador K ¢é dado por uma série de poténcias sobre
X, isto é,

K(z,y) = Z an Yy, x,y € X,

aEZT+1
sujeito a condicao
Z |aa] ||pall3 < oo,
anT+1
mediante a exigéncias adicionais sobre os coeficientes a,. Aqui, || -||2 é norma usual

em L?(X,v) enquanto que p,(z) = z® = a2 agi, @ = (21,00, Tpn) € X e a0 =

(@1, ooy Qi1) € Z7H1 O foco da andlise aqui apresentada, visa cobrir o caso em que
X ¢ a esfera unitaria de R™* (ou C™*!), equipada com a medida de Lebesgue v do
espago correspondente.

Nosso interesse na andlise nesse contexto foi motivado pelo teorema multinomial
classico (Teorema|l.1.9)). De fato, a descri¢ao para K acima inclui casos importantes ja
considerados na literatura: se “” e || - || indicam o produto interno e norma usuais de
R™ X = {z € R™™ ||lz|| < R} e Y07 |ba| R*™ < oo, para algum R > 0, os nicleos

polinomiais infinitos sao da forma
S o'
K(@y) =) bu(z-y)"= D bo_ra"y®, zy€X
n=0 aGZT+1
Um ilustre exemplo nesta categoria é o famoso nicleo Gaussiano

||
K(x.y) = exp(—dlz — y|]?) = exp(—d( =l + 117 S E2

!
m—+1
a€Z+

y*, xye X.

Este tltimo tem sido amplamente investigado e utilizado em aplicagoes ([44], 55, 57, 64]).
A categoria dos nucleos definidos por séries de poténcias também inclui os ntcleos
nao linearmente fatorizaveis. Esta categoria introduzida por B. Zwicknagl em [64], é

composta por ntucleos da forma

m—+1 m+1
K(z,y) = H f(@rye) = Z (H fak> zy”.
k=1

aczm L \k=1
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Aqui, f : R — R é uma funcao conveniente possuindo uma representacao da forma
flx) =377 fax", z € R,

Em um segundo momento, a L*-ortogonalidade da familia de monémios {xa}aezrﬂ
sobre a esfera complexa ([53] [63]) nos motivou a investigar também o decaimento dos
autovalores dos operadores integrais K gerados por niicleos mensuraveis K : X x X —

C, possuindo representacao em série na forma

Z{<x7y):: j{: Gaf;(x)};Zgj, r,y € X

m—+1
a€Zl

A investigacao é feita no caso em que X ¢ um subconjunto nao-vazio de R™*! (ou C™*1)
munido da medida de Lebesgue v e {fa}anT+1 é um conjunto L*(X,v)-ortogonal. A

analise neste caso também é feita com a presenca da hipotese

> laal llfall3 < co.

m—+1
a€Zl

O trabalho em si estd organizado da seguinte forma. No Capitulo [I], introduzimos
resultados basicos e classicos necessarios para a obtencao dos resultados originais que
compoem este trabalho. No Capitulo [, discutimos uma representa¢ao em série para
operadores integrais que € intrinseca a uma classe de operadores a qual inclui os des-
critos nesta introducao. J4 nos dois capitulos seguintes iniciamos a abordagem sobre
decaimento dos autovalores dos operadores em questao. Fazemos esta analise em duas
etapas: no Capitulo [3] consideramos o caso dos nucleos em série de poténcias sobre
a esfera real S™ e, posteriormente, estendemos esta andlise aos nucleos em série de
poténcias, definidos sobre a bola unitéria fechada de R™*!. Em seguida, no Capitulo
, abordamos os ntcleos gerados por séries de fungoes L?(X, v)-ortogonais acima intro-
duzidos, os quais incluem os niucleos com representagao em série de poténcias definidos
sobre a esfera complexa. Ao final de ambos capitulos, alguns exemplos sdo apresen-
tados buscando ilustrar aplicacoes dos resultados obtidos. O Capitulo |5| é reservado a
discussao de alguns problemas interessantes que surgiram ao longo do caminho e que

ainda estamos investigando ou que, acreditamos, ainda precisam ser analisados.



Capitulo

1

Preliminares

Neste capitulo, introduzimos alguns conceitos basicos e listamos alguns resultados
técnicos necessarios para o desenvolvimento da tese. Aqueles resultados que acredi-
tamos ser novos ou de dificil localizagao na literatura serao devidamente justificados.
Referéncias para os demais resultados serao citadas em pontos convenientes do capi-
tulo. O leitor interessado na esséncia do trabalho, pode iniciar a leitura do mesmo pelo

Capitulo 2, retornando ao Capitulo 1 em caso de necessidade.

1.1 Resultados da analise classica

Alguns dos resultados principais neste trabalho descrevem a velocidade com que
sequéncias decrescentes de niimeros reais se aproximam de zero. Faremos uso da notacao

da Landau, introduzidas a seguir, para descrever o decaimento de sequéncias.

Se {a,} e {b,} sado sequéncias de nimeros reais positivos, escreveremos
a, =0(b,), (n— 0), (1.1.1)

para indicar que

a, <Cb,, n=N+1,N+2 ...,

para algum real positivo C' e algum inteiro positivo N. Em particular, se a,, = O(b,,),

(n — 00), entdo podemos encontrar C; > C' tal que

a, < Cib,, n=1,2,....
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Escreveremos
a, = o(b,), (n— 00), (1.1.2)
para indicar que
a
lim — =0
oo b
e
Ay ~ by, (N — 00), (1.1.3)
para indicar que
lim =% =1
im — =
n—o0 b

O primeiro resultado desta secao descreve o decaimento de uma sequéncia decres-

cente e somavel de niimeros reais positivos.

Lema 1.1.1. Seja {d,} uma sequéncia decrescente de nimeros reais positivos. Se

oo dy < 00, entdo d, =o(n™!), (n — o0).

O resultado acima ¢é conhecido, mas nao facilmente encontrado na literatura. Pre-
tendemos usar uma generalizacao do mesmo, a qual segue de resultados demonstrados
na referéncia [36]. A generalizagdo tem papel decisivo na obtengao de algumas esti-
mativas no Capitulo 4l Por esta razao, e pelo fato da justificativa em [36] envolver

argumentos relativamente complexos, incluimos uma demonstracao de nossa autoria.

Lema 1.1.2. Sejam {d,} uma sequéncia decrescente de nimeros reais positivos e r e

, . ~ . [e's) r s ~
s nimeros reais ndo-negativos fixados. Se Y >~ n"d} < oo, entdo
— (1
dp = o(n~ /%) (n — c0).

Demonstracao: Seja € > 0. Se a sequéncia {n"ds} é somdvel, entdo podemos sele-

cionar N > 0 tal que

2k
D nrd2<#, k=N+1,N+2,. ...
n=k+1

Como {d, } é decrescente, segue que

2k 2k
Ky = Y kdy < S wdy < 5. k=N+1LN+2,..,

92r+2 )
n=k+1 n=k+1

ou seja,

(2k)" T ds, < <e¢, k=N+1,N+2,....

€
2r+1
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Como

T S 1 T+1 T S ‘s T S
b 1) = (1457 ) QO <20k

podemos concluir também que
k+ 1)y, <e, k=N+1,N+2,....

Portanto,
Etdi <e, k=N+1,N+2,...,

o que conclui a demonstracao. 0

O préximo resultado é uma consequéncia do teste da integral para convergéncia
de séries. Ele descreve a velocidade de convergéncia de uma série bem conhecida, fato
a ser utilizado na obtencdo de algumas estimativas no Capitulo [3] Uma justificativa

detalhada pode ser encontrada em [33] p. 65].

Lema 1.1.3. Sen é um inteiro positivo e r é um niumero real maior que 1, entao

=1 1
;E:O(nr1>’ (n — o0).

Em alguns casos, é possivel descrever o decaimento de uma sequéncia a partir

do decaimento de algumas de suas subsequéncias. O préximo resultado descreve uma
situagao deste tipo. Daqui em diante, escreveremos N = {0,1,2,...}. Se [ e j sdo

inteiros, escreveremos ainda IN+ j = {l + 7,21+ j,...}.

Lema 1.1.4. Seja {c¢,} uma sequéncia de nimeros reais nao-negativos decrescendo
para 0. Fizados inteiros positivos | e m, considere a subsequéncia {c,} de {c,} definida
pela formula ¢, = cqpym, n=1,2,.... Set é um nmimero real e ¢, = O(n™"), (n — 00),

entdo ¢, = O(n~t/™), (n — o0).

Demonstragao: Seja t um nimero real e suponha que

C

Canm S 50 n=1,2,. (1.1.4)

Como {c¢,} é decrescente, a desigualdade ((1.1.4]) implica na existéncia de C; > 0 tal

que
Ch .
C(ln+j)mgm, n:1,2,..., ]:1,2,,l—1
Como N = Ué;t(lN + 7), segue que
C
Com < — n=1,2,....

= ’
nt
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Usando novamente a monotonicidade de {¢,}, vem que

Cl Cl (nm + 1)t/m
, n

Indutivamente,

Cl nm—f-j t/m
cnm+j§(nm+j)t/m( s ) , o n=12 ..., (1.1.5)

para cada j no conjunto {0, 1,...,(n+ 1)™ —n™ — 1}. No entanto, como
1 m
F< (1) —nm—1< " KH—) —1} < ("= 1)n™,
n
vemos que
n™+7
nm
Combinando esta tltima desigualdade com ([1.1.5)) deduzimos que

Ser
Cpmyj S 77— 77
N S

<2m j=0,1,..,(n+1)"=n" -1, n=12,....

j=01,....,(n+1)"=n"—-1, n>1.

O resultado segue da igualdade N = U2° | u,(g”m*”m* {n™ + k}. O

O proximo resultado é uma versao do resultado conhecido como teorema da apro-

ximagao de Stirling ([2, p. 18]).

Lema 1.1.5. Se I denota a funcdo gama usual, entao
I'(z)

lim ——————=1.
Rexz—oo /Qqrp®—1/20—
Em particular,
n n
n! ~V2mn (—) , (n— 00).
e
A seguir, introduziremos um pouco de notacao basica envolvendo multi-indices. Se
Z, =NU{0} , usaremos a seguinte simbologia para um elemento o = (o, - -+ , 1)
m+1.
de Z'":
m—+1

la] := Z a;
j=1

kal == (ka)!- - (kamyr)!, k€ Zy.
O resultado a seguir pode ser encontrado em [26, p. 65] e [4, p. 78|. Estaremos
utilizando a seguinte notagao:

b = (k;m) meN, keZ,.
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Lema 1.1.6. Fizados um inteiro positivo m e um inteiro nao negativo k, a cardinali-

dade do conjunto {a € Z7*, |a| = k} € precisamente b}'t" .

A defini¢io de "™ e a férmula binomial

k—1 .
Z<j+m) _ (k+m>, k=12 ...
m m+1

]:
justificam a igualdade

k—1
St =pr? k=12, (1.1.6)
j=0

O lema abaixo descreve uma desigualdade elementar para multi-indices.

Lema 1.1.7. Sejam [ e k inteiros ndo negativos e o um multi-indice de Z''*". Se l < k,

entao

Demonstracgao: O caso m = 1 segue da desigualdade

lOél + ZOCQ S /{041 + kOéQ L ag € Z+,
lOzl kal

a qual pode ser verificada diretamente. Prosseguimos utilizando inducao sobre m.
Supondo que a desigualdade a ser provada seja verdadeira para todos os multi-indices

de Z', se v € Z™*, entdo

(kay)!...(kam)! (kaum1)!
(Lol (lan ) (Cavg1)!

Combinando esta desigualdade com o passo inicial da indugao, obtemos

(kap)l...(kam) (katmsq)!
(Lo (lam) (Lot 1)

Isto completa a demonstracao. 0]

(koq + -+ + ko) (ko 41)!
(lag + -+ lag)! (lagmgr)!

IA

(kay + -+ + kay, + kagpgq)!
(lag 4+ + lag, + lag, )

<

Observagao 1.1.8. A desigualdade obtida no lema anterior é fina , ja que

(ka)!  (kn)!
ﬁﬁiﬁ (la)! — (In)!"

O proximo resultado é conhecido como Teorema Multinomial. A demonstragao sera

incluida para a conveniéncia do leitor.
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Teorema 1.1.9. Se n € um inteiro positivo e © = (x1,...,Tpme1) € um elemento de

R™! . entdo

n!
(14 Tmy1)" = Z aﬁa'

|lal=n

Demonstragao: Fixemos n e x como no enunciado. Utilizaremos indugao sobre a
dimensao m. Para o caso m = 0, ambos os lados da igualdade no enunciado sao iguais

a x7. Se o resultado vale para m > 1, entao segue da hipdtese de indugao que

(1’1 + - +$m+$m+1)n = (1’1 + o (wm"i‘xm—l-l))n

n [e% Qm—1
= E (a )mll...xm”jl (Tm + Tme1)?,
1,

e
arttam_1+8=n m-1, 0
onde

( n ) B n!
Ozl,...Oém_l,ﬁ Oq!...ozm_llﬂ!.

Utilizando o Teorema Binomial

(Tm + Tmi1)” = Z ( b )x%mxzﬁﬁl;

Oy X
amt-ami1=0 msy &m—+1

combinado com a igualdade

- )
ala"')am—hﬁ Oy Omt1 A1y ey Om—1, Wy A

concluimos que

n
n a AUm+41
(14 -+ xp)" = E (cn )xll...me :
Y

ey (X
ai+-tam41=n » Hmtl

Isso encerra a demonstracao. 0
A seguir, como na introducao, o simbolo “-” denotard o produto interno usual em
Rm+1

Corolario 1.1.10. Se n € um inteiro nao negativo, entao
(l'y) :Zaxya x?yERJrl'
|a)=n

Em particular,

(m+1)" = Z Z—:

laj=n
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1.2 Resultados da teoria da medida

Nesta secao, introduzimos rapidamente notacao e resultados conhecidos da teoria
da medida que serao utilizados a frente, concluindo-a com alguns resultados relativos a
integracao de monomios sobre a esfera unitaria de R™*!. Toda teoria apresentada aqui
pode ser encontrada em [22, [52]. Havendo necessidade, outras referéncias serao citadas
no decorrer da secao.

Se (X,v) é um espago de medida e p € (0,00), consideraremos 0s espagos usuais

LP(X,v), p=1,2. A norma nesses espagos ¢ entdao dada por

1= | [ 1P dvto)] "

De particular importancia neste trabalho, é o fato de L?(X,v) ser um espago de

Hilbert. O produto interno neste espacgo é dado por

(f,9)2 ::/Xf(x)mdu(x), f.g€ L*(X,v).

Um importante critério para se trocar os simbolos de soma e integracao é como segue
(22, p. 55]).

Teorema 1.2.1. Seja {f,} uma sequéncia em L'(X,v). Se

> [ 1)l dvia) < .

entio Y-, fn(x) converge, para quase todo x € X. O limite é uma fun¢ao de L'(X,v)

/fn ) dv (s /an

Outro resultado que merece referéncia neste momento é a seguinte proposigao (22,
p. 186]).

e

Proposigao 1.2.2. Se v(X) < oo, entao L*(X,v) é um subespago de L'(X,v) e
111 < (1 fll2v(X)V2.

Prosseguindo, temos a classica desigualdade de Holder, ou seja,

Ifglls < I fllollglles  fog € L*(X,v).

Ela garante, em particular, que se f,g € L*(X,v), entao fg € L'(X,v).
O Teorema de Fubini-Tonelli garante a iteracao de integrais no espaco produto
LNX x X, v xv) ([52, p. 307);[22, p. 67]).
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Teorema 1.2.3. Sejam (X,v) e (Y, u) espacos de medida completos (ou o-finitos) e f

um elemento de L' (X x Y,v X p). Entdo as férmulas

- /Y f(z,y) duly), z€X qs

:/Xf(x,y)du(ac), yeyY qs.

definem elementos de L*(X,v) e L*(Y, u) respectivamente. Além disso, vale a férmula

Xxyfd(”/l /Ufa:ydu( )} dv(x /Ufa;ydu }du(y),

Completaremos a secao com trés resultados técnicos envolvendo a integragao de
monomios, no caso em que X é a esfera unitdria S™ de R™*!. Como usualmente
feito na literatura, a medida usual sobre S™ sera denotada por o,,. Os trés resultados
entram de maneira decisiva nas demonstragoes de alguns dos resultados principais

da tese a serem apresentados no Capitulo 3. Considerando a notagao multi-indexada

introduzida na secio anterior e fixado um multi-indice a de Z7", a férmula abaixo
define 0 mondmio determinado por « sobre S™:
a . o Qm+1 o m _ m+1
=2, = (2, ) €5, a=(aq, ., apy) €ZTT. 0 (1.2.1)

Ainda com relagao a defini¢ao acima, o nimero || é chamado de grau do monoémio.
No lema abaixo, apresentamos uma férmula para computar a integral de um monoémio

sobre S™. Nossa prova é baseada em argumentos oriundos de [§] e [22].

Lema 1.2.4. Se a ¢ um multi-indice em ZTH, entao

2[17 Tl(oy +1)/2)
/mrcadam(x)z . T((lo| +m+1)/2)

Y

se cada o € par,

caso contrario.

Demonstragdo: Fixe um multi-indice a € Z7™. Se a = (a1, ..., ), ..., Qpny1) 6 tal
que «; é fmpar, entao a invariancia de do,, por transformagoes ortogonais de R™*!

implica que

/ % dop(x) = —/ (=) oy, (x)

- —/m 2 doy ().

Suponhamos entao que cada «; ¢ par e computemos a integral

Ji = / y‘"e"y‘2 dy
Rm+1
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via coordenadas polares (|22, p. 78])

J = / / (tz)tz e doy(z) dt
= / glal+me=t? dt/ 2% do, ().
0 m

Utilizando a definicao da funcao gama na ultima desigualdade acima, ou seja, a formula

I'(u) :/ t“te7tdt, Re(u) >0,
0
obtemos

Jp = %F((|a| +m+ 1)/2)/ % doy,(x).

No entanto, computacao direta da mesma integral, nos leva a

m+1 m+1

J1 = H/ eyldyz—QH/ eyzcly

Introduzindo a fun¢ao gama novamente, chegamos a

m+1
=[] T (i +1)/2).
i=1
Comparando as identidades obtidas concluimos a demonstracao. 0
Uma consequéncia imediata do lema é como segue.

Proposicao 1.2.5. Se o é um multi-indice em ZTH, entao

2(2a )\ (m+1)/2
/ r**do,,(z) = (2c)im :
m 4lela!T(Ja| + (m+1)/2)

Demonstracgao: Fixe a € Z’}:H. Aplicando o lema anterior deduzimos que

[ o) = i U2 o 12
L [l + (m+1)/2)

Uma aplicagao da férmula elementar ([, p. 255])

r(n+1/2):M n=1,2

4nrpl T
produz a férmula no enunciado da proposicao. 0
Para o tultimo resultado desta segao, é conveniente agregar a seguinte notacao:
po(z)=2% z€S™ acZP

A partir da proposicao anterior, a qual apresenta uma férmula explicita para o cél-
culo de ||pa]|2, 0 resultado a seguir descreve o comportamento assintético da sequéncia

{l|pall2}, quando |a] — cc.
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Teorema 1.2.6. A sequéncia {||pa||2} satisfaz
1pall3 = O (la]7™?), (la| — o0).

Demonstragao: Utilizando ambos, a Proposicao [1.2.5/e o Lema [1.1.7 com k£ = 2 ¢

[ =1, obtemos

2(2a) 1z (m+1)/2 2[2a|Ir(m+1)/2
<
4l (Jaf + (m +1)/2) = dl|a|'T(|a] + (m +1)/2)’

1pallz = aezmtt

Como o teorema da aproximacao de Stirling nos da que

! (m+1)/2 2n+1/2
(2n)! e (2n) (n — 00),

nCn+(m+1)/2)  V2r nv 2+ (m+1)/2)m2

poucos calculos adicionais nos levam a seguinte férmula assintética

T |2 l! - <| | )
~ Q| — 00).
4‘O‘||a|! (|O‘| (m 1)/2) |Of|m/2’

Isto conclui a demonstracao. 0

1.3 Resultados da analise funcional

Nesta secao incluimos alguns resultados basicos sobre operadores compactos em
espacos de Hilbert e ainda um pouco da andlise espectral envolvendo tais operadores.
Alguns dos resultados ja estao formatados visando sua utilizacao no texto. Todos estes
resultados bem como outros adicionais podem ser encontrados em [211, 25] [60].

Se X e Y sao espagos vetoriais normados, escreveremos L£(X,)) para indicar o
espaco vetorial de todas transformacoes lineares de X em ) que sao limitadas. Quando
X =Y, escreveremos L(X,)) = L(X) e seus elementos serao chamados de operadores
sobre X.

Defini¢ao 1.3.1. Sejam X e Y espacos de Banach. Um elemento T de L(X,)) é
compacto quando a imagem de cada sequéncia limitada de X possui uma subsequéncia

convergente em ).

Um exemplo elementar de transformacao linear compacta é fornecido pelo teorema

abaixo.

Teorema 1.3.2. Sejam X e ) espagos de Banach. Se {T,} € uma sequéncia em
L(X,Y), cada T, tem posto finito e {1} converge em L(X,)), entdo o limite é um
elemento compacto de L(X,)).



1.3 Resultados da andlise funcional 11

No contexto de espagos de Hilbert, o teorema anterior pode ser refinado. No restante
da secao, usaremos o simbolo H para denotar um espaco de Hilbert arbitrario. Se
necessario, seu produto interno sera denotado por (-, -)3. Note que, L(H) é um espago
de Banach.

Teorema 1.3.3. Seja T um elemento de L(H). Entao T é um operador compacto se, e
somente se, seu adjunto T* é compacto. Ainda, cada operador compacto de L(H) pode
ser aprozimado, na norma deste espaco, por uma sequéncia {T,} de L(H), inteiramente

formada por operadores de posto finito.

A definicao abaixo contempla outra classe de operadores lineares sobre um espaco

de Hilbert de importancia neste trabalho.

Defini¢ao 1.3.4. Um operador T em L(H) € positivo quando
(T(v),v)n >0, veH

Se T € L(H), entdao T*T é automaticamente autoadjunto e também positivo, uma
vez que
(T*T(v), v)n = (T(v), T()w = IT)[l}, 20, veH
A identidade de polarizagao pode ser usada para ratificar o seguinte resultado ([60),

p. 72]).

Teorema 1.3.5. Seja H um espago de Hilbert complexo. Se um elemento T em L(H)

€ um operador positivo, entao T € um operador autoadjunto.

O teorema a seguir é conhecido como teorema espectral para operadores compactos

e auto-adjuntos.

Teorema 1.3.6. [Hilbert-Schmidt] Seja T um operador compacto em L(H). Se T é
auto-adjunto, entao existe uma sequéncia ortonormal {v,} de H e outra sequéncia de

numeros reais {\,(T)} de modo que
T(0) =Y M(T)(v,v)p 00, vEH,
n=1

com |A(T)| > [Aao(T)| > -+ >0 elim, o \p(T) = 0.

Corolario 1.3.7. Nas condi¢oes do Teorema de Hilbert-Schmidt, valem as sequintes
conclusoes adicionais:
(1) Se T € positivo, entao A\, (T) >0, n=1,2,...;

(17) Se H € separdvel, entdo podemos supor que {v,} € uma base ortonormal de H.
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Demonstragao: Para provar (i) basta notar que T(v,) = Av,, n = 1,2,... e que
quando T'(v) = A e v # 0 entdo 0 < (T(v),v)y = Av,v)y. O item (ii) segue
da equivaléncia entre a separabilidade de H e a existéncia de uma base ortonormal

enumeravel para H. O

Antes de prosseguir, se T é um elemento de L£(H), definamos |T| := (T*T)"2

Observe que |T'| =T quando T' é autoadjunto e positivo.
Se T' é um operador compacto sobre um espago de Hilbert H, entao |T'| é auto-
adjunto, compacto e positivo. Logo, o Teorema de Hilbert-Schmidt é aplicavel para

este operador.

Defini¢ao 1.3.8. Seja T um operador compacto em L(H). Um valor singular de T ¢

um autovalor de |T)|.

Retornando a notac¢do do Teorema de Hilbert-Schmidt agora aplicado a |T'| e res-

peitando a ordenacao dos autovalores por ele imposta, temos que
M(T]) =z X(T) =2 --- 20,

levando-se em conta possiveis repeticoes relacionadas com a multiplicidade algébrica

de cada um deles. Em geral, escrevemos

su(T) = M(|T]), n=1,2,....

Na anélise do decaimento dos autovalores de operadores compactos e auto-adjuntos,
alguns resultados mais finos de andlise espectral sao necessarios. Dois deles sao descritos
abaixo ([25] 34]).

Teorema 1.3.9. Se T' € um operador compacto e auto-adjunto em L(H), entao

Particularmente, se T € positivo, entio s,(T) = A\ (T), n=1,2,....

No préximo resultado, 6(S) indicard o posto de um operador S em L(H) e |- | a

norma de um operador em L(H) .
Teorema 1.3.10. Sejam T wm operador compacto e auto-adjunto em L(H). Entdo
Spi1(T) = min{||T"— S|| : S € L(H);0(S) <n}, n=12,....

Consideraremos a partir de agora um tipo especial de operador linear, aquele pre-

sente no titulo dessa tese. Utilizamos aqui algumas notagoes da secao anterior.
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Definigao 1.3.11. Seja T um elemento de L(L*(X,v)). Diremos que T é um operador
integral sobre L*(X,v) se existir uma funcao K : X x X — C tal que

/ K(z,y)f(y)dv(y), feL*X,v), z€X ¢s.

Quando este for o caso, escrevemos T = K e diremos que K € o operador integral
gerado pelo nicleo K. Alternativamente, diremos ainda que K € o nicleo gerador de
IC ou que K gera o operador IC ou, simplesmente, K é um nicleo, deixando implicito

o operador K.

Se o nticleo gerador K do operador integral K é um elemento de L?(X x X, v X v),

o Teorema de Fubini-Tonelli e a desigualdade de Holder garantem que

KD = [ K@ )

://ny vty |
< /((/|K:ch|2dy > </|f V2 du(y) )2) dv(z)

= [IKIZIfIZ  f € L*(X,v), (1.3.1)

dv(z)

ou seja, K] < [|K]..
O lema a seguir descreve uma propriedade um pouco mais refinada dos operadores

integrais.

Lema 1.3.12. Seja K um operador integral sobre L?(X,v) com niicleo gerador K em

L*(X x X,v x v). Entio K é compacto e seu adjunto é dado por

Z/XK(may)f(y)dV(y), re€X.

Em particular, se K € hermiteano, ou seja, K(x,y) = K(y,x), z,y € X, entao K = K*.

O seguinte resultado adicional sobre valores singulares de operadores integrais esta

demonstrado em [34, p. 9].

Teorema 1.3.13. Se o nicleo gerador K de um operador integral IC é um elemento
de [*(X x X,v X v), entdo

o0
2 2
> sa(K) = |IK]5.
n=1
Combinando o Lemall.1.1|com o teorema anterior, temos o seguinte comportamento

assintotico.

Corolario 1.3.14. Se o nicleo gerador K de um operador integral KX é um elemento
de L*(X x X,v x v), entdo s,(K) = o(n™'?), (n — 00).






Capitulo

2

Operadores integrais gerados por
séries de poténcias.

Neste capitulo, indicamos por X um subconjunto nao vazio de R™™! ou C™*!,
munido da medida de Lebesgue ;1 induzida e abreviamos por )  as somas indexadas
m+1
em ZJ".
A idéia aqui é considerar nicleos mensuraveis da forma

e}

K(z,w) = Z o fa(2) falw), xy€ X, (2.0.1)
|la|=0

onde cada a, é um ntimero complexo, cada f, é uma fungao de L*(X, i) e investigar
algumas propriedades do operador I necessarias para a obtencao dos resultados princi-
pais deste trabalho. Em geral, uma hipdtese minimal que a sequéncia {f, : « € ZTH}
deveria satisfazer é ser linearmente independente. Implicitamente, isto sera feito, ja que

nos resultados principais, teremos a hipétese de ortogonalidade da sequéncia.
Lembramos ao leitor que os nticleos em séries de poténcias, ou seja, os nicleos da

forma

o0

K(z,y) = Z a, Yy, x,y € X, (2.0.2)
|lal=0
onde cada a, ¢ um nimero complexo, se encaixam na descri¢ao acima.
Neste ponto enfatizamos que é conveniente fixar uma ordem parcial < em ZTH,
satisfazendo o < (3 sempre que |a| < |3|. Em particular, todas as somas e convergén-

cias estarao supostamente atreladas a esta ordem, a menos de notacao ou mencao

15
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em contrario. Este adicional, apesar de nao ser imprescindivel, facilita o entendimento
dos resultados e esta plenamente de acordo com todos os exemplos concretos que serao

explorados ao longo do trabalho. Utilizaremos a seguinte notacao para sequéncias multi-

indexadas: {aq} = {a, : a € Z7).

2.1 Positividade de K

O objetivo principal nesta segao é estabelecer uma condigao simples que garanta a

positividade do operador integral I gerado por (2.0.1]).
Um nicleo K como descrito em ([2.0.1) é diagonalmente absolutamente integrdvel

quando a sequéncia {a, } satisfaz

Z |aa] || fall3 < oo (2.1.1)

Neste caso, escreveremos K € DAI(X).
Na primeira proposicao abaixo, deduziremos que o operador K estd bem posto no

sentido de L*(X, i), além de ser compacto.

Proposicao 2.1.1. Seja K como em . Se K € um elemento de DAI(X), entdo

K € um operador compacto sobre L*(X, ).

Demonstracgao: Suponha que Y. |aa.| || fall3 < oo. Utilizando o Teorema de Fubini-

Tonelli e 0 Teorema vemos que

/XZI%I|fa(2)\2du(2)/XZ|aal\fa(w)|2du(w)= (Z!%IHMI%) :

Combinando esta tultima desigualdade com a desigualdade de Holder obtemos

/ /X<Z|%|1/2|fa(2)||aa|1/2|fa(w)|) du(:)dp(w) < (Zwmn%) .

«

Por outro lado, segue do teorema de Fubini-Tonelli que
S uful2)falw)

K| = /X N
< /X /X <Z|aa|1/2|fa(Z)l|aa|1/2|fa(w)|) dy(2)du(w).

Assim, ||K||3 < oo e a conclusao da proposigao segue do Lema[1.3.12]e de (1.3.1). O

d(p < p)(z, w)
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Observagao 2.1.2. Se cada elemento da sequéncia {a,} é um nimero real, entao

K(z,y) = K(y,z) = K(y,z), =z,y€eX,

e, consequentemente, K é auto-adjunto. De fato, isso segue da férmula

K (f)(x) = /X R0/ () duly). =€ X, feI*X,p).

No préximo resultado, suporemos que cada coeficiente a,, é positivo. Neste caso, a
hipétese K € DAI(X)corresponde a K ser diagonalmente integravel, ou seja, ao fato

da aplicacao k : X — [0, 00) dada por
R(z) = K(2,2) =Y aalfa(2)]’, z€X, (2.1.2)

ser um elemento de L'(X, ).

Proposigao 2.1.3. Seja K como em . Se cada a, € nao-negativo e Kk € um
elemento de L'(X, ), entio K : L*(X, u) — L*(X, ) € positivo.

Demonstracao: Como a, > 0, a € ZTH, o Teorema de Fubini-Tonelli e a desigual-

dade de Holder justificam a desigualdade

Zaa/
a XxX

Como Teorema permite, neste caso, a comutacao entre integral e a soma, dedu-

fa(Z)fa(w)f(Z)f(w)‘ d(p x p)(zw) < |IFIEY aallfall3,  f € LP(X, ).

Zimos que

(K(f), 2= aa /X . fa(2) fa(w) f(2) f(w)d(p x p)(z,w), € L(X,p).
Uma outra utilizacao do Teorema de Fubini-Tonelli nos leva a
()12 = o [ TG [ fulo) @l dute). f e (X0,

ou seja,

<K(f)7f>2:zaa|<fafa>2|2207 fELQ(X>N)'

A prova estd completa. U
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2.2 Representacao em série para o operador integral

Ainda mantendo um nicleo K da forma (2.0.1)), o objetivo nesta segao é estabelecer
condigoes para que o operador integral U tenha um representacao em série. Essencial-
mente, se K é oriundo da classe DAI(X), ndo é necessario agregar hip6teses adicionais
significativas para se obter alguma representacao em série para .

No primeiro resultado abaixo, obtemos uma representacao em série que é absoluta-

mente convergente.

Proposicao 2.2.1. Seja K como em . Suponha que:
(i) sup, | fa(2)| < o0, z € X;
(1) 324 laal I fall2 < oo

Entao K possui uma representagcao em série na forma
K()(2) =Y aalf. fa)afalz), z€X, feL*X,p).

Demonstracao: Primeiramente, note que uma aplicacao da desigualdade de Cauchy-

Schwarz nos leva a
> laal [(F fadal Lfa(2) < (1 £ll2 sup | fa(2)]) laal[|fall2 < 00, 2z € X.

Aplicando o Teorema para comutar a integral e a soma na expressao que define

IC, obtemos

KNG = [ S aululel ool f(w)dte)
= Y aalf fadafule). z€X, fEL*X,p).

[0

Isso finaliza a demonstracao. O

Os resultados a seguir descrevem caminhos para que, ao final, a convergéncia da

série do resultado anterior também ocorra em L?(X, u1).

Proposicao 2.2.2. Seja K como em . Se K ¢ um elemento de DAI(X), entao

IC possui uma representacao em série na forma

K(f): Zaa<f7foz>2fom f€L2(X?:u)7

|a|=0

com convergéncia da série na norma de L*(X, ).
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Demonstracao: Para cada inteiro positivo n, a férmula

Kulf) (@) = /X (Zaafau)fa—(y)) F@duly), reX. fel(X.n), (22.1)

|a|=0

define um operador integral compacto K, sobre L*(X, u). Como

la[=n

K(f)(x) = Ka(f) () :/x (Z aafa(x)ﬁ«—(y)) fWduly), weX, felLl*X,p),

segue que

IK() = Kl HIE = /X /X (Zaafa(x)m) f(y)du(y)} dp(z)

‘O¢|>n
< /
X

contanto que f € L?(X, ). Se D é a expressao no lado direito da desigualdade acima,

/Zaalfa(x)fa(y)f(y)du(y)] dp(x),

Xlal>n

invocando uma vez mais o Teorema de Fubini-Tonelli e a desigualdade de Holder, vem

que

D<f3/X{Zaafa<x>||f“] du(e),  f € L(X,p).

lajzn

Novamente, a desigualdade de Holder nos garante que

1/2 1/2
D laal [fal@)[ [ fall2 < (Z [ fa(w)z) (Z || Ifa§> ,

lajzn lajzn la[>n

e, por conseguinte,

2

ICCH) = Kal DI < A5 | D laal Ifallz | o f € LAX, ).

laj=n

Se K € DAI(X), é evidente que
T ([0 — Kalf)lla =0, S € L2(X, )

Por outro lado, da férmula

n—1

Ka(£)(@) =D aalf, fa)afalz), € X, fel*(X,p),

|la[=0
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também temos que

lim | > ao(f, faafo = Ka(f)|| =0, [ L*(X,p).
|ar|=0

2

Juntando-se as convergéncias obtidas, segue que

Jim > aa(f, fa)ofa = K(f)|| =0, f€L*X,p).

|| =0 9

Isto conclui a demonstracao. 0

O corolario a seguir elimina a possivel discrepancia existente entre as representagoes
fornecidas pelos resultados acima. Em particular, ele revela que podemos ser conside-

ravelmente tolerantes com relacao a ordem parcial previamente fixada em ZTH.

Corolario 2.2.3. Seja K como em . Se K ¢ um elemento de DAI(X), entdo

vale a representagcao em série para K

K(f) = aalf fa)ofar f €L (X, p),

com convergéncia da série na norma de L*(X, ).

Demonstragao: Basta notar a seguinte desigualdade, uma consequéncia da desigual-
dade de Cauchy-Schwarz,

> Maalf, fa)efallz < N fll2 ) laal Ifallz,  f € LAX, ).

Se K € DAI(X), segue que cada série

Zaa<fafa>2fa7 fELQ(X,,u),

«

converge absolutamente em L?*(X, ). Portanto, cada tal série ¢ incondicionalmente
convergente em L?(X, 11), ou seja, a convergéncia da série nao depende da ordem parcial

fixada ([28]). Isso completa a demonstragao. O

2.3 Autovalores dos operadores gerados por séries de
funcoes.

Nesta sec¢ao, discutiremos alguns resultados técnicos sobre a sequéncia de autovalo-

res do operador K, ainda no caso em que K tem a representacgao ((2.0.1)).
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Voltemos ao operador K, introduzido na demonstracao da Proposicao [2.2.2] Como

KalF)2) = 3 aulfo fudofuls), 2 €X, feLP(X,p)

|ee|=0

o posto de IC,, é finito e, no maximo, a cardinalidade do conjunto
1
{aezZy™ o] <n-—1}.

Lembrando o Lema e a formula (1.1.6]), concluimos que este posto é, no maximo,

b2, Pelo teorema da aproximacdo de Stirling, concluimos que
n+m nmtl
bt = ~— (n— 00), 2.3.1
nt <m+1) (m+1)! ( ) ( )
e, por conseguinte,

b2 = O(n™),  (n— 00),

Em particular, existe o menor inteiro positivo [ tal que
P24 1< (In)™, n=1,2,.... (2.3.2)

No lema a seguir, apresentamos um método para o controle de uma subsequéncia
especifica da sequéncia {|\,(K)|}, a qual estd ordenada de acordo com o Teorema de
Hilbert-Schmidt mencionado no capitulo anterior. Tal resultado é um passo técnico em
diregao aos resultados de decaimento para a sequéncia de autovalores do operador K,

por meio da andlise dos coeficientes presentes na representacao do ntcleo.

Lema 2.3.1. Seja K como em . Se K é um elemento de DAI(X), entao existe

um menor inteiro positivo | tal que
o0
Nyt (K <D aal Ifall3 n=1,2,....
|a|=n

Demonstracao: Utilizando a representacao em série garantida pela Proposicao [2.2.2]

podemos estimar a norma do operador K — K, como segue

2 1/2
IC_ICn = al\Js Ja o d
Ikl = s ([ 3 ulf ulahole)| )
2 1/2
< s /X S laal 1 fadel fal@)] | ()| . m=1,2,....

lajzn
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Imitando os calculos da demonstragao da Proposigao [2.2.2] obtemos

K=Kl < 3 laal lfalB, n=1,2,....

la|=n

Como a sequéncia {|A,(K)|} é decrescente, o Teorema |1.3.10|e a férmula (2.3.2) com-

binados implicam que existe um menor inteiro positivo [ satisfazendo
’)\(ln)m+1’ S HK — }CnH, n = 172’ -

o que conclui a demonstracao. O

O teorema a seguir descreve o decaimento da sequéncia {|\,(K)|}, quando se tem

uma informacao adicional sobre o decaimento da sequéncia {377 _, [aa| || fall3}.

Teorema 2.3.2. Seja K como em . Se K € um elemento de DAI(X) e

Y laalllfall3 = 0(™), (0 — o0),

|a)=n

para algum v > 0, entdao
A (K)| =0 (n—v/(m+1)) . (n — o0).

Demonstragao: Se K € DAI(X) easequéncia {d 7 _, |aa|||fol |2} tem o decaimento

descrito no enunciado do teorema, entao o lema anterior nos da que

|>\(l”)m+1 (IC)| S (ZTL)’Y ’

para algum M > 0, onde [ é o inteiro positivo garantido pelo lema. Uma aplicagao do
Lema conclui a demonstragao. O

Observacao 2.3.3. Segue do Corolério que o decaimento fornecido pelo resul-

tado acima tem relevancia somente quando 2y > m + 1.

No resultado que fecha a se¢ao, consideraremos o caso em que o nicleo K em ([2.0.1)
é tal que {a,} C [0,00) e {fo: @ € Z7*'} é um conjunto L?(X, u)-ortogonal, ou seja,

Uosfila = [ £a T duz) =0, a5
X
Nestas condigoes, cada ntimero

Aa(K) = aallfally, €z, (2.3.3)
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¢ um autovalor de K, sendo f, a auto-fungao correspondente. Decorre da ortogonalidade

do conjunto {f, : a € Z7}, que estes sdo exatamente os tinicos autovalores nao-nulos
de K. De fato, se K(h) = Ah, para alguma h # 0 e 0 # A & {a0(fa, fa)o : @ € Z7H'},

entao h é ortogonal a cada f, e, consequentemente,

Ah = K(h) = Zaa<h7fa>2fa =0,

«

uma contradigao.

Assim sendo, estaremos particularmente interessados nas familias {f,} que sdo
L?(X, p)-ortogonais mas nao sao L?*(X, p)-ortonormais, ji que no tltimo caso, os au-
tovalores coincidiriam com os préprios elementos da sequéncia {a,}. A relevancia de

uma situagao como essa vird nos exemplos a frente.

Defini¢ao 2.3.4. Seja H um espago de Hilbert separdvel. Um operador T de L(H) é

dito ser nuclear quando

an(T) < 00.

Proposigao 2.3.5. Seja K como em . Suponha que {f.} é L*(X, p)-ortogonal

e que cada a, € nao negativo. Se K é um elemento de DAI(X), entio K € nuclear.

Demonstragao: Se todas as condigoes mencionadas no enunciado valem, o operador

K é compacto, positivo e auto-adjunto. Logo, pelo Teorema [1.3.9, segue que
sa(K) = aa“fa”%v o€ ZT—H'

Por outro lado, ainda temos que
ZSQ(IC) = ZaaHfaH% < .
« «

Isso conclui a demonstracao. U






Capitulo

3

Decaimento dos autovalores

Neste capitulo apresentamos resultados que descrevem o decaimento dos autovalores
do operador K, no caso em que X ¢é a esfera unitaria S™ do espaco R™*! munida da
medida de Lebesgue usual 0,,, o nicleo gerador K em ([2.0.1)) pertence a classe DAI(X)

(S

folz)=2% 2€8™ aeZ

Em seguida, utilizamos algumas férmulas especificas para integracao de polindmios
homogéneos para reanalisar o problema no caso em que X é a bola unitéria B™ = {z €
R™ ! J|z|| < 1}, munida da medida volume usual, mantendo-se hipGteses similares
sobre os demais entes envolvidos. Ao final, alguns exemplos ilustrativos dos resultados

sao apresentados.

Usamos aqui a convencao usual que normalmente é utilizada em se tratando de

monomios em varias varidveis: a poténcia nula do monomio nulo é igual a 1.

3.1 Niucleos em séries de poténcias sobre S5

Fixada uma sequéncia {a, } em R, consideramos aqui o caso em que K é um operador

integral sobre L?(S™, 0,,), gerado por um niticleo

K(z,y) =Y a.a®y®, x,y€S™, (3.1.1)

«

25
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pertencente a classe DAI(S™). Se escrevemos p,(z) = 2%, z € S™, a € Z7"* esta

ultima exigéncia torna-se
[e.e]

> laalllpally < oo

|a|=0
O operador K é compacto, auto-adjunto e, devido ao Corolario [2.2.3] possui represen-

tagao em série de poténcias da forma

= Zaa<fapa>2pa7 feL*(S™ o), (3.1.2)

com convergéncia na norma de L?(S™, 7,,,). Segue do teorema espectral para operadores
compactos e auto-adjuntos que podemos elencar os autovalores de K através de uma

sequéncia {\,(K)} de nimeros reais satisfazendo

M) = ML) = -+ = [Aa(K)| =

Por outro lado, do Teorema |1.3.9] segue que s,(K) = |\, (K)], n =1,2,....
Nos resultados que seguem, descrevemos o decaimento da sequéncia {|\,(KC)|} me-
diante algum tipo de decaimento adicional para a sequéncia dos coeficientes {a,}. Para

tanto, vamos considerar a sequéncia {b;} de niimeros reais positivos definida por

b= laal, k=0.1,..., (3.1.3)
|a|=k

e ainda
1/2
||b ||52' (Zb2> s 712071,,,,,

Observagao 3.1.1. Devido ao comportamento assintético da sequéncia ||p, |3 fornecido

pelo Lema [1.2.6] existe uma constante C' > 0 de modo que

o) %S 00

> aalllpall3 < € aol o] ™2 = C> " kT,
=1 laf=1 k=1

Logo, a convergéncia da série - k~"/2b;, é uma condicio suficiente para que K seja
um elemento de DAI(S™).

O primeiro resultado desta secao apresenta uma relacao direta entre a sequéncia

{|16(n)||ez} e uma subsequéncia especifica de {|\,(K)|}.

Teorema 3.1.2. (m > 2) Se K tem a representagdo e pertence a classe

DAI(S™), entdo existe um inteiro positivo | tal que

A1 (K)| = O ([[b(n)]|e;n ™" V72) - (0 — o0).
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Demonstracgao: Se K tem a representagao (|3 , 0 Lema - 2.3.1|ja garante a existéncia

de um inteiro positivo [ tal que

Nyt ()] <D laal lIpall3, n=1,2,....

|a|l=n

O comportamento descrito no Teorema [1.2.6 permite a escolha de um C' > 0 tal que

S aalllpallZ < O3 k™2, n=12,.....
la|=n k=n

Por outro lado, como a desigualdade de Holder implica que

o o 1/2 /7 o 1/2
D> kTR, < (Z km> (Z bi) . on=12,...,
k=n k=n k=n
o resultado segue como consequéncia do Lema e da restricao m > 2. [l

Corolario 3.1.3. Nas condigoes do teorema anterior, se by = O(k™7), (k — 00), para
algum v > 1/2, entao

P‘n(’c)’ _ O(n—(27—2+m)/2(m+1))7 (n _ OO)

Demonstragao: Sejay > 1/2 tal que by = O(k™7), (k — o0). Note que isso ja implica
que K € DAI(S™). Pelo Lema[.1.3] podemos escrever

1/2 o 1/2
[16(2) e, = (ZH) <M (Z k“) < MV =12,
k=n

para constantes M e M; convenientes. Retornando ao Teorema obtemos
Amyms1 ()] = O (n7H7772) 1 (n — o0),

para algum inteiro positivo [. Segue do Lema que podemos escolher My > 0
satisfazendo
A (KO)| < Myn~r=2Em)/2m+) =y — 1 2

Isto conclui a demonstracao. 0

Observacao 3.1.4. O Coroldrio [1.3.14] j4 garante o decaimento béasico |\,(K)| =
o(n™1/%), quando n — oo. Logo, o resultado acima s6 é relevante no caso v > 3/2.
Particularmente, note que quando v > 2 + m/2, o decaimento acima se mostra mais

rapido do que o garantido nas condigoes do Teorema de Mercer ([I8], 50]).
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Teorema 3.1.5. Seja K como em . Suponha que exista ¢ € (0,1) e um inteiro
positivo N de modo que
b
Il <o k=N,N+1,.... (3.1.4)
k

Entao existe um inteiro positivo | tal que
[ Anym+1(K)| = O (bnn_m/Q) ,  (n— 00).

Demonstragao: Primeiramente, note que a hipétese sobre a sequéncia {b;} garante
que K € DAI(S™) (veja Observagao |3.1.1). J4 o Lema garante a existéncia de
um inteiro positivo [ tal que

[e o]

At () < S Naal [Ipallf =12,

|a)=n

enquanto que dos Lemas e obtemos

- 2 _ (m+1)/2 - |aa|(20)!
(0% (0% - 2
2 laalllpall; = 2 |Z|—: Tl (Ja] + (m + 1)/2)

laj=n

< gp(mt1)/2 ( n+ _
= ;4”+k(n+k)!l“(n+k+(m+1)/2)’ e

Por outro lado, a hipdtese sobre os b, implica que
bpiw < by, k=0,1,..., n=N,N+1,...,

enquanto que o teorema da aproximacao de Stirling nos garante que, fixado n > 1,

(2n + 2k)! /2
tkn+k)ITn+k+ (m+1)/2)  (n+k)m/?

Combinando as informacoes acima, fica claro que podemos escolher uma constante
C > 0 satisfazendo

o bn
Ayt (K |<Cbz +km/z—0(20k>nm/w n=N+1,N+2, ...

A demonstracgao estd finalizada. O

Especificando um pouco mais o decaimento da sequéncia {b;}, chegamos a um

decaimento para toda a sequéncia de autovalores de K.

Corolario 3.1.6. Nas condicoes do teorema anterior, suponha adicionalmente que

b, = O(n™7), (n — o), para algum ~ > 0. Entdo

(Aa(0)] = O(n Tt/ = (i — o).
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Demonstragao: Com a hipé6tese adicional sobre {b,}, a desigualdade no enunciado
do teorema anterior toma a forma

Cy

[Aanym+1 (K)] < (nyrem/e’

n=12 ...,

para alguma constante positiva C; dependendo somente de [, m e ¢. Uma aplicacao do
Lema [L.T.4 nos leva a

()] < — 2

S pEmamey b2

para alguma constante positiva Cs. U

Novamente, observamos que o resultado acima é relevante somente no caso em que
v > (m+2)/2.

O préximo resultado é uma variante ligeiramente mais fraca do teorema anterior.
Ela é baseada em uma hipétese mais modesta sobre a sequéncia {b;} e exige uma

restricao maior na dimensao m.

Teorema 3.1.7. (m > 3) Seja K como em . Se {by} € ndo-crescente, entdio

existe um inteiro positivo | tal que
[ Anym+1 ()| = O(byn~m=2/2) " (n — 0).

Demonstracao: Se {b;} é nao-crescente e m > 3, entdo K € DAI(S™). Agora,
podemos modificar as estimativas feitas na demonstracao do Teorema [3.1.5] e obter

uma constante M > 0 de modo que

. i o0 (2K)1b
D laalllpally < 26 VEY e T T

|a|=n k=n

— 1
S QMWm/anZW, n:1,2,....
k=n

Particularmente, como m > 3, podemos aplicar o Lema obtendo

(o]
> Jaal lIpall3 < Mibyn==22 0 n=12,..
|al=n
para alguma constante M; > 0, o que conclui a demonstragao. 0]

Coroléario 3.1.8. Nas condigoes do teorema anterior, se b, = O(n~7), (n — 00), para

algum ~v > 0, entao

Aa(K)] = O(nErtm=220mH) (i — o0).
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Demonstragao: Combinando a hipdtese com o teorema anterior, podemos escolher
M > 0 tal que
Anym+1(K)| < Mn~Brtm=220 p =12 ..

O resultado é obtido com uma aplica¢ao do Lema [I.1.4] O

Note que a hipdtese sobre a sequéncia {b;} no Teorema implica que

b
lim sup KA

k—o0 k
Disto podemos concluir que ([33, p. 58]),
Z laa| = an < 00.
jal=0 n=0

Particularmente, ) a, < 00, e K é entdo continua em S™ x S™.

3.2 Niucleos em séries de poténcias sobre B

Nesta secao, buscamos estender a andlise feita na secao anterior, substituindo S™
pela bola unitéria B™ = {z € R™™! : ||z|| < 1} e do,,(x) pelo elemento de volume dx.
O ponto inicial e talvez motivador para os resultados aqui descritos é a seguinte

férmula que relaciona integragao sobre S™ com integracao sobre B™ ([§]).

Lema 3.2.1. Se f € uma funcdo continua e homogénea de grau p em R™ L, entdo

1

= — dm .
prm T Jo | (D@

f(y)dy
Bm
Lembramos que homogeneidade de grau p, refere-se a propriedade

fay)=r"fly), yeR™, r>0.

Aplicando esta férmula no caso em que f é um monomio e lembrando da Proposigao
12,5 temos:

Proposicao 3.2.2. Se a é um multi-indice de ZTH, entao

2 (2a) ! (m+1)/2
/ y*rdy = :
m 2lal +m + 1 4ol (o] + (m +1)/2)

Definindo,
Paly) =9% yeB™, acZi™,
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também concluimos que

. 1 |[Pall3
2 a2 a2 all2 m+1
ol3 = dy=—— do,(z) = —WPalls o gmir
|[Pallz /Bm|y’ Yy 2|@‘+m+1/m\x| om(x) ol £ m i1 o € LT
Logo, a férmula

. 1

190l = 0 () - (1ol = o0 5.21)

¢ uma versao daquela descrita no Teorema|l.2.6|para o contexto que estamos discutindo
agora.
Em vista do exposto acima, voltamos nossa atencao para um nucleo gerador da

forma

~

K(z,y) =) aary®, x,y€ B™, (3.2.2)

com {a,} CRe K € DAI (B™). A representagao em série, andloga aquela garantida

pelo Corolario [2.2.3] para o operador

Bm

K(f)(x) = / <Z aw"‘zf“) fy)dy, xeB™ felL*B™),

toma a forma

K(f) =3 aalf ba)opas  f € L*(B™).

Mantendo a mesma notagao para a sequéncia {by}, note que uma condi¢ao suficiente
para se ter K e DAI(B™) é que a sequéncia {b;k~'""/2} seja somével. De fato, segue
de (3.2.1)), que podemos escolher uma constante C' > 0 de modo que

oo
S laal [9ul} < € laal o2 = O ST K (323)
«a « k=0
Nas condicoes acima, a Proposicao garante que K é compacto, autoadjunto e os
valores singulares de K podem ser dispostos em uma sequéncia decrescente da mesma
maneira que fizemos para os valores singulares de K.

A seguir, seguem as versoes dos resultados da secao anterior adaptados ao contexto
atual. Note que as restrigoes sobre a dimensao m exigidas no caso esférico ja nao sao
mais necessarias, uma vez que a norma ||p,||2 decai mais rapidamente do que ||pa||2,

quando || — oo.

Teorema 3.2.3. Seja K como em e pertencente a classe DAI(B™). Entdo

existe um inteiro positivo | tal que

Aammst (K)] = O ([[b(n)]|e;n™ ") (0 — o0).
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Demonstracao: Segue de uma versao espelhada no Teorema [3.1.2] para o caso atual,
utilizando a estimativa assintética de ||pa|]3 descrita em (3.2.1]) . O

Corolario 3.2.4. Nas condicdes do teorema anterior, se existe v > 1/2 satisfazendo
by = O(k™7), (kK — o0), entao
Aa(K)] = O(n~Crrm/2mH) = () — o0).

Demonstragao: Seja v > 1/2 tal que b, = O(k™), (k — oc). O Lema [L.1.3] permite

encontrarmos constantes positivas M e M; de modo que

1/2 o 1/2
oo uz-(zb?) §M<Zk:‘2”> M 1o
k=n

pois v > 1/2. Combinando esta desigualdade com a estimativa dada no teorema anterior

obtemos

Ay ()] = O (n7772) - (n — o).

Do Lema [I.1.4] podemos escolher M, > 0 satisfazendo
M (K)| < Myn~@rm)/2m+h) -y — 1 2

Isto conclui a demonstracao. 0
Teorema 3.2.5. Seja K como em . Suponha que exista ¢ € (0,1) e um inteiro
positivo N de modo que

b
%Sc, k=N,N+1,....

k

Entao existe um inteiro positivo | tal que
| Anym+1 (K )| = ( _1_’”/2) ;. (n— ).

Demonstragao: A demonstragao é uma cépia daquela do Teorema [3.1.5] utilizando

a estimativa para ||p,||3 dada em (3.2.1]). O

Corolario 3.2.6. Nas condicoes do teorema anterior, suponha adicionalmente que

exista v € R tal que b, = O(n™7), (n — o0). Entao,

Ao (K)| = O(nGm2mel) - (i — oo).
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Demonstracao: Andloga a demonstragao do Corolario [3.1.6] O

Novamente, o decaimento basico garantido pelo Corolario [1.3.14] nos mostra que a
informagcao acima é relevante somente quando v > —1/2. No entanto, nas condigoes do

Teorema, ja temos garantido v > 1.

Teorema 3.2.7. Seja K como em . Se {br} € nao-crescente, entdo existe um

inteiro positivo | tal que
Anym+1(K)| = O(byn™™3),  (n — o0).

Demonstragao: Se {b;} é ndo-crescente, segue que K € DAI (B™). Procedendo de

forma andloga a demonstracao do Teorema [3.1.7] obtemos

o.] R fe'e) 1
Z |a | HpaH; < ManWa n=12....
k=n

|a|=n
para alguma constante M > 0. O resultado segue do Lema [1.1.3 0

Note que o resultado acima, diferentemente de sua versao na esfera (Teorema 3.1.7)),
é valido para todo m > 1. No entanto, a estimativa final também é mais fraca do que

a obtida no Teorema [3.2.3]

O coroldrio a seguir se baseia em um decaimento especifico para a sequéncia {b, }.

Corolario 3.2.8. Nas condi¢oes acima, se b, = O(n~7), (n — o0), para algum vy > 0,
entao
A (K)| = O(n~m#2020mH0) - (i — o0).

Demonstracao: O teorema anterior fornece o decaimento
|>‘(Zn)m+1 (I&)| = O(bnn_m/Q)v (TL - OO)?

para algum inteiro positivo [. Combinando isto com a hipétese e o Lemal[I.1.4|deduzimos

o decaimento fornecido pelo corolario. 0

3.3 Alguns exemplos

Esta secao tem por objetivo ilustrar alguns dos resultados anteriores. Como vere-
mos, apesar de alguns dos resultados que obtivemos descreverem tao somente um certo
controle para uma subsequéncia especifica da sequéncia de valores singulares do oper-
ador integral, o controle da sequéncia toda sé demanda um pouco mais de esforco. Esta

faceta também ¢é ratificada nos exemplos.
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Exemplo 3.3.1. Utilizando a definigao da sequéncia {b;} e o comportamento assinté-

tico de {||pall2}, vimos que existe uma constante C' > 0 satisfazendo
Z |aa| [IPall3 < CZb 2 n=1,2,.. .
lo|=n

Suponha que exista € R tal que
b ~ k°,  (k— o00).
Entao, para n suficientemente grande, vale a desigualdade
Z laa| ||pall? < Cy Zké m2on=1,2,...,
lal=n

contanto que C; > 0 seja suficientemente grande. Se § — m/2 < —1, ou seja, se
d € (—o0, (m — 2)/2), entdo obtemos do Lema que

S laal lIpall} = O 772), (0 — o).

|laj=n.

Assim, uma aplicagado do Teorema nos garante a seguinte estimativa
| ( )‘ _ ( (26+2— m)/2(m+1)) ’ (n N OO)

No entanto, a Observagao [2.3.3| assegura a relevancia deste tltimo decaimento somente
quando (26 +2 —m)/2(m + 1) < —1/2, ou seja, quando § < —3/2.

No caso da bola B™, comecamos com a desigualdade
Z |aa] | [Pall5 < C’Zb k2 on=1,2,.. ..
laj=n
Supondo a mesma hipdtese para a sequéncia {by}, podemos escrever

Z\aalllpa|\2<02k’“m/2 n=12...,

lal=n

para algum C' > 0. Se 6 — 1 —m/2 < —1, ou seja, § < m/2, o Lema ¢ aplicavel e

> laal l1Ball3 = O ™2),  (n — o).

|al=n

O Teorema |2.3.2| garante entao o seguinte decaimento
|)\n(;@)| -0 (n(26—m)/2(m+1)) . (n— o).

Este tltimo é significativo no caso em que § < —1/2.



3.3 Alguns exemplos 35

Os exemplos e estimativas que seguem serao consideradas no caso da esfera S™
apenas. Entretanto, como indicado na segao anterior, todos eles podem ser adaptados

para o caso em que a esfera é substituida por B™.

Exemplo 3.3.2. Sejam p >0 e

laf!
‘(Jélp(m + 1)|a‘a| ’

o€ Zy

a:

Utilizando o Teorema [1.1.9] a expressao definindo K toma a forma

S !I' S m
K(x,y) :anm—i— Z 19T o :an G x,y e S™.

E evidente entdo que {b,} é decrescente e que
b, =0(n""?), (n— oc0).

Quando m > 3, podemos aplicar o Teorema e, em seguida, o Corolario [3.1.8]

validando o decaimento
A (K) = O(n=Gptm=2/2(m+Dy = (o),
Note que quando p > (m + 4)/2, obtemos
An(K) =0(n™*), (n— o0),
para algum s = s(p, m) > 1.

Exemplo 3.3.3. Analisemos agora o caso em que

1
+1
aa:a7 OZEZT .

Neste caso, o nicleo K é dado por

1
K(z,y) =) Y = exp (-y), zyesm

[0}

Usando o Corolério [1.1.10| para explicitar os termos da sequéncia {b, }, deduzimos que

b, = Z = Z a|, n=0,1,....

|al=n laj=n
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ou seja,
1 n
bn:<m+ ) n:0717
n!

Consequentemente,

by, 1

SRS m <1l, n=m+1m+2,....
by, m + 2

Por outro lado, utilizando o teorema da aproximagao de Stirling obtemos,
(m4+1)"  (m+1)"e"
n! ornn+1/2’

Segue do Teorema que existe uma constante C' > 0 tal que

Cp"
Ayt (K) < — s

b, =

(n — 00).

n=N,N+1,...,
para N suficientemente grande e p = e(m + 1). Reescrevendo,

Cln+(m+1)/2pn Clp?
Auri(R) < gtz = Gy M= M N LN A2

onde p; = Ip e C; = CI1™*tV/2 Agora, observe que a monotonicidade da sequéncia
{An(K)} implica que, para cada j € {0,1,...,1 — 1},

p? (ln+])n+(m+l)/2
(ln+j)n+(m+1)/2 (ln>n+(m+1)/2 ’

)\(ln+]‘)m+1<’C> < Cl n=N+ 1,N—|—2,...,

Como para cada tal 7,

(in _|_j)n+(m+1)/2 < j )n+(m+1)/2 ( [ — 1)n+(ﬂ1+1)/2
= <

I+~ I+ —
(ln)n+(m+1)/2 +ln T In

Y

[ 1\ /2
(1 + l—> ~ 61_1/l7 (n — o0),
n

segue que o termo da esquerda na desigualdade acima é limitado para todo j €
{0,1,...,1— 1} e todo n > N. Portanto, existe constante Cy > 0 tal que

Y .
/\(ln+j)m+1(/C)§02<ln+j)n+(m+l)/2, n=N,N+1,..., 7=0,1,...,1—1,
ou seja,
148 _
)\nm+1(]C)§02m, n—N,N—I—l,

Para buscar um controle para toda a sequéncia {\,(K)}, fixemos arbitrariamente n >

N. Por argumentos de monotonicidade, segue que para cada j = 0,1,..., (n+1)™* —
nm+1 -1
n 1
n pmtl 5\ mT T2
Ami145(K) < Cy n = .
(nm+1 +j)m7+1+5 nm+
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Por outro lado, como

(n + 1)m+1 - nm+1 - 1 S nm+1 (1 +

segue que

n

nmtl 4 g it
nm—l—l

N[
|
VRS
[S—
+
3
3.
+
=
~~
+‘3
Jr
D=

< (L42mt o q)mETE o2y g
Logo, existe C'3 > 0 de modo que
A5 (K) < Cy L =01, ()T -t o
(et gy
onde p, = 2p;. Portanto,
2 _
/\n(}C)<O3 n 1 _N7N+17 )
nmti 2

onde py = le(m + 1). Em particular, \,(K) = O(n™), (n — o0), para todo v >

0. Conforme [T, p. 139], {\.(K)} ¢é entdo uma sequéncia rapidamente decrescente.

Particularmente, em [7] sdo apresentadas estimativas finas para estes autovalores.

Exemplo 3.3.4. Seja r um numero real e definamos
o =1 ™2 o ezt

Pelo Lema|l.1.6| temos que

b= Y bl = 3 bl = (M) o

lafj=n laf=n

Pelo teorema da aproximacao de Stirling, obtemos
by, ~ i]r\’”nmﬂ (n — o0)
n m! Y *

Consequentemente,

bpsr 1/ n \™* 1
~ Nm(n+1) —>m, (n — o).

Se |r| > 1, podemos escolher N e ¢ € (0,1) de modo que
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Dali, o Teorema garante a existéncia de M > 0 tal que
Anym1 ()] < M|r|™, n=1,2,....
Como
Angymar () < M r| =79
= M!r|709  j=0/1,..,1—1, n=N,N+1,...,
segue que |Aymi1 (K)] < MYr|™', n=N,N +1,.... Ainda,

|)\nm+1+](lc)| S Ml|7"|_n/l

= M| T AT [ g (2 )

Y

para j € {0,1,....(n + 1)™™ —pn™™! — 1} e n = N,N + 1,.... Por outro lado, a
desigualdade
n™ 4 < (n+ )™ -1 < (2n)™H

implica que
1 1
|/\nm+1+j(K:)’ < Ml|r|f%(nm+l+j)m|r|—n/l’7ﬁ|%2n _ Ml|7,|7%(nm+1+j)m7
para os mesmos valores de j e n. Em outras palavras,

1
nm+1

A () =O(r" =), (n — ).



Capitulo

4

Nucleos definidos por expansoes
ortogonais.

Aqui, continuamos com o estudo iniciado no capitulo anterior, agora investigando
o decaimento de autovalores do operador K, no caso em que X é um subconjunto
nao-vazio de R™"! ou C™*™ munido da medida de Lebesgue v, e {f,} em é
um conjunto L?(X, v)-ortogonal. Os decaimentos apresentados sao alcangados ao custo
de hipéteses sobre as sequéncias {as} e {||fall2}. Os casos particulares em que K tem
representacao em série de poténcias sobre ambos, a esfera complexa €2,, e a bola

complexa A,, de C™*! sao discutidos separadamente.

4.1 Resultados gerais

Nesta secao, pretendemos analisar o decaimento dos autovalores do operador definido

por
IC(f)(z):/XK(z,w)f(w)du(w), ceX, felXXv)

com um nucleo gerador K definido como em ({2.0.1)), ou seja, niicleos mensuraveis da

forma
[o@)

K(z,y) = Z aafa(Z)W, z,w € X,

|af=0

sendo X um subconjunto nao vazio de R™*! ou C™*! munido da medida de Lebesgue

v, e {f,} uma familia L?(X, v)-ortogonal. Suporemos que K pertence & classe DAI(X),
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{aa} C (0,00) e que

> aal| fall2 < oo, (4.1.1)

«

como na Proposicao [2.2.1] Como descrito na Segao [2.3], as hipéteses acima garantem a

representacao em série

K(f)zzaa<fufo<>2fm f€L2(X7V)7

«

com convergéncia na norma de L?(X, v). Ainda, conforme (2.3.3)), cada autovalor de K
¢ dado por
Ma(K) = aol|full3, € ZT+1-

Fixado o contexto acima, a intencao aqui é descrever o decaimento da sequéncia
{Aa(K)} via decaimentos adicionais das sequéncias {a,} e {||fall2}-

Como visto anteriormente, no contexto adotado, ja temos garantida a convergéncia
de {>°|,j=, 2a(K)} para 0, quando n — oo, mas nao temos garantida a monotonicidade

desta mesma sequéncia. O primeiro resultado do capitulo demanda tal monotonicidade.

Proposicao 4.1.1. Suponha que {3, _,, Aa(K)} decresce para 0. Se existe um nimero

real positivo r tal que || fo|l2 = O(|a]™), (la| — o0), entdo
Y Aalk) =o(lal™'),  (la] = oo).
|a|=n
Em particular,
Aa(K) = o(ja] ), (Jaf — o0).
Demonstragao: Se || f,|l2 = O(|a|™"), (o] — o0), entdo existe C' > 0 tal que

”faH2 < C|Oz’_r, Q€ ZT—H'

Segue que

n Y AaK) <CD dollfally, n=1,2,..,

la|=n |a)]=n

e, consequentemente,

an Z Aa(K) < OZ Z all fall2 = Czaa”faH? < 00.
n=0

|a|=n n=0 |a|=n o

Uma aplicagao do Lema produz o resultado final

D AalK) =o(n'7"),  (n— o).

laj=n
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Isso conclui a demonstracao. 0

Quando temos disponivel algum decaimento para a sequéncia {a,}, entdo o pro-
cedimento utilizado no resultado anterior pode ser adaptado como segue. A hipotese
de mononiticidade de {}_,,,_, Aa(K)} pode ser desprezada.

Proposigao 4.1.2. Sejam r e s numeros reais positivos. Se || foll2 = O(la|™"), (la] —

0) e aq = O(|a] ™), (la] — o0), entao
> A(K) =0(n™7m), (n — o).
jal=n

Demonstracao: Se os decaimentos para {as}a € {||fall2}o descritos no enunciado

valem, entao podemos deduzir que
Do)=Y adllfall3 < Clal ™ Y 1, n=1,2,...,
|a|=n |a|=n |al=n
onde C' > 0. Em outras palavras,
n” N () SOt n=1,2,.. (4.1.2)
|a]=n
onde o niimero b é aquele definido no Lema(1.1.6, Como b = O(n™), (n — o00),
a ultima desigualdade toma a forma
n Ny CAK) <O n=1,2,.
|a)]=n
para algum C’ > 0. A demonstragao esta completa. O
Nas condigoes da proposi¢ao acima, podemos estimar diretamente na férmula A\, (K) =

aol|fall3, a € ZTH, para obter

Aa(K) = O(la]7%),  (la] — o).

4.2 Decaimento baseado na ordem parcial de 77!

Nesta se¢ao, manteremos fixadas as hipdoteses basicas consideradas no inicio da se¢ao
anterior e suporemos, adicionalmente, que a sequéncia {\,(K)} decresce para 0 com
respeito a ordem parcial previamente fixada. Nestas condigoes, podemos reindexar a

sequéncia {\,(K)}, obtendo uma sequéncia {\,(K)}, de forma que

M(K) = M (K) = A(K) > -+ > 0.
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Mais ainda, com esta nova notagao, podemos organizar os autovalores em blocos:

M(K) > o > Ao (K,

~-
lal=1

)‘b’1”+1+1(lc) > .2 )\bwln+1+b;n+1 (K), (4.2.1)

~
Jor|=2
)‘b’1”+1+...+bg_+11+1(lc) > .2 )‘b’1"+1+b£”+1+~~+b$+1(lc>7 n > 1.

. J/
-~

|a]=n

Neste sentido, buscamos agora descrever o decaimento da sequéncia {\,(K)}, ndo
mais em termos dos multi-indices. Os resultados a seguir descrevem o decaimento da

sequéncia {\,(KC)}.

Teorema 4.2.1. Se ||f,|l2 = O(la|™), (|a| = o0), para algum nimero real positivo r,
entao
M (K) = o(n~ 17/ MmHDy (- 00).

Demonstracao: Em vista de (4.2.1)), temos que
)\bx+1+.__+b71n+1+b81+1 (/C) S )\a</C)7 |O_f’ =n, n = 0, 1, e
Esta desigualdade implica que

m-
b Abm+1+ +bm+l bm+l E )\ n = 07 1, e e
Ioz\
Se o decaimento do enunciado vale, usando a expressao que define A, (K), deduzimos

que existe uma constante C' > 0 tal que

bZL—HnT)\bgH+...+b{n+1+b0m+1 (/C) S C Z aa||fa||2, n = 0, 1, e

|al=n
Logo, segue que
oo
b\ 1 1 1(/C) < 00
n=0

Devido a e o comportamento assintético de {0™*1} previamente deduzido, obte-

mos que

Z n” )\bm+2 )

Como b2 = O(n™*), (n — oo) (veja (2.3.1))), podemos escolher um inteiro positivo
[ tal que

bt < (In)™ n=1,2,....
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Retornando a série anterior, como {\,(K)} é decrescente, concluimos que
oo
an+m)\(ln)m+1(/c) < 0.
n=0

Disto, podemos escrever que

o0

Z(l N)T+m>\(ln)m+1<lc> < 00,

n=0
e usando novamente o fato de {\,(K)} decrescer, chegamos a

D (In+ ) Ny (K) <00, j=0,1,...,1— 1

n=0
Portanto,

Z nr+m)\nm+1 (’C) < 00.
n=0

Sendo {\,m+1(K)} uma subsequéncia de uma sequéncia decrescente, ela mesma decresce

para 0. Isso dito, aplicando o Lema [1.1.2 na série anterior, concluimos que
n TN 1 (K) = o(1),  (n — 00).
Assim, fixado € > 0, existe N > 0 tal que

A1 () < —© L

— 9r+m+1l pr+m+1

n=N,N+1,....

Imitando o procedimento utilizado na demonstragdo do Lema [1.1.4] podemos induzir

e chegar a

€
(nerl + j)(r+m+1)/(m+1)’

)\nm+1+](lc)§ n:N,N+1,...,

qualquer que seja o indice j do conjunto {1,2, ..., (n + 1)™™! — ™+t — 1}, Mediante os

mesmos argumentos utilizados no Lema [I.1.4] concluimos a demostragao. O

Teorema 4.2.2. Sejam r e s niumeros reais positivos. Se || fo|l2 = O(la]™), (Ja| — o0)

¢ 4 = O(Ja| ™), (Ja] — o0), entio
)\n(IC) _ O(n—(27“-}-5)/(7714-1))7 (7’L _ OO)

Demonstracgao: Suponha que os dois decaimentos iniciais do enunciado valem. Partindo
da desigualdade (4.1.2)), obtemos

P2 N\ () < COPYY n=1,2,. .,
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para algum C' > 0. Segue de (2.3.2) que
¥ N gyma (K) <O, n=1,2,...,
para algum C’ > 0 e algum inteiro positivo [. Uma aplicacao do Lema nos leva a
pEr)/mihy (Ky<C”, n=12,...,

para algum C” > 0. A demonstragao esta completa. O

4.3 Dois exemplos

Nesta secao, ilustramos os resultados principais do capitulo através de dois exemplos
concretos.

No primeiro deles, X é a esfera unitaria Q,, em C™*!, m > 1, v, é a medida de
probabilidade em X obtida da medida de Lebesgue usual sobre X, ou seja, v,,(X) = 1,
e

a m+1
falz) =2% aecZT™.

Logo, buscamos o decaimento da sequéncia de autovalores {\,(K)} do operador K :

L*(Qm, Vi) — L*(Qp, vy) gerado pelo nticleo

K(z,w) = Z%ZO‘EO‘, 2w € Qpy,

[0}

com {as} C (0,00) satisfazendo ) aql|fall2 < 00. Como ([53, p. 16], [63, p. 13])

/ 0, se a# f3
a—p — lav!
29727 dvy, (2) = m!al

— sea=/[,

. (i + ’

temos que {f,}o é um conjunto L2(,,,vy)-ortogonal, |fulz < 1, a € Z7, e

sup, sup,, | fa(z)| < 1. Portanto,

mla!

2ol = o

m+1
a€ 2.
Vejamos agora como a sequéncia {|| fo|l2} decai. Primeiramente, observe que

-1
m!la! m+ |af al L\t o I
- < = (") oy aezpth

(m+le) o] [ ot

Por outro lado, o teorema da aproximacao de Stirling nos garante que |o|™ = O(bﬁfl),
(la] — o), enquanto que o Lema revela que a! < |afl, « € ZT!. Assim,

1fall2 = O(al™2),  (Ja] — o). (4.3.1)
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O decaimento na Proposigao toma a forma

> Aall) = ollal ™) (Ja] — o0),

laj=n

e o da Proposigao [4.1.2] é

Y Aall) = 0(al ™), (Ja] — o0).

laj=n

Quanto aos resultados da Se¢ao [£.2] o decaimento no Teorema se torna
An(IC) = o(n™ 17 2D) (0 — o0),
e aquele do Teorema toma a forma
M (K) = O(n~ 1= 6=D/m+Dy (g o),

A extensao dos resultados acima para o caso em que X é a bola unitaria A,, :=
{zeC™':(2-2) <1} de C™! e u,, é a medida de probabilidade em A,,, obtida da
medida de Lebesgue usual de C™*! pode ser alcancada sem muitas dificuldades. Uma

relagao entre as medidas p,, e v, ¢ dada pela férmula ([63, p. 9])

[ sty =240 [ [ oyt

Segue que

/Am §agﬂ i, (&) = 2(m+1) /01 p2mtitlel+B| /Qm zaz_ﬁdum(z) dr

2(m+1) —
— 2%28 dvy,(2).
2(m+ 1)+ o + 6] Ja,, ()

Portanto,
s 0, se a# (3
[ e = mrnar T
Am (m+1+ o)V '
Logo,

17112 = O(ja| ™), (Jaf — o),

e os decaimentos para este caso podem ser obtidos de maneira andloga ao caso anterior.






Capitulo

5

Consideracoes finais

O interesse principal deste trabalho foi a obtencao de decaimentos para a sequéncia
de autovalores (valores singulares) do operador integral gerado pelo nicleo K : X x X —

C, com representacao em série de poténcias da forma

K(z,y) =) a.a°7", z,y€X,

«

e pertencente a classe DAI(X), mediante hip6teses razodveis sobre X e sobre a se-
quéncia de coeficientes {a, }. Neste capitulo conclusivo, pretendemos destacar algumas
informagoes que nao foram discutidas nos resultados incluidos na tese, indicando fu-
turas linhas de atuacao envolvendo os objetos aqui abordados.

Os resultados apresentados foram obtidos em um contexto relativamente geral,
levando-se em conta a natureza dos nucleos geradores abordados. Esta generalidade
dé uma boa margem para investigagoes adicionais, agora considerando subclasses es-
pecificas de nicleos geradores, tendo em vista melhorar alguns dos decaimentos. Por
exemplo, em [7] obtivemos estimativas finas para os autovalores de uma certa classe de

operadores integrais gerados por nicleos da forma
Zan(x-y)", T,y € Sm7
n=0

onde {a,} é uma sequéncia somavel de nimeros complexos. Neste caso, as ferramen-
tas da andlise esférica entram de forma determinante na obtencao dos resultados e

estimativas, devido a natureza especial de tais ntcleos.

47
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No Capitulo 2, em especial na Secao 2.2, apresentamos resultados que tratam da
representacao em série para certos operadores integrais gerados por ntcleos dados por
séries de poténcias satisfazendo algumas hipdteses especificas. Considerando, em es-
pecial, o caso em que X ¢ a bola unitdria aberta de R™*! ou C™*!, v a medida de

Lebesgue usual e a sequéncia de coeficientes {a,} satisfazendo

Z |aal [|pall2 < oo, (5.0.1)

ja temos imediatamente que K € DAI(X), pois {||pa|]2} é uniformemente limitada.
Como cada conjunto {|z%| : x € X} é limitado, a Proposigao nos mostra que

K(f)(x) = calf)a®, z€X,
com ¢, (f) = ao(f,Pa)e, @ € Z7H. Além disso,

> aalf,pa)ea®| < [Iflle ) laal llpalls <00, w€X, feLl’(X,v).

Em outras palavras, cada elemento K(f) da imagem de K é uma fungao com rep-
resentacao em série de poténcias que é absolutamente convergente em X. Portanto,
a imagem do operador K contém somente fungoes analiticas (uma fungao analitica é
entendida aqui, como aquela definida em um aberto, coincidindo com sua expansao
de Taylor em torno de cada ponto de seu dominio). Note ainda que, da equagao 3.2.3
e da férmula , obtemos as seguintes condicoes suficientes para que a imagem
do operador K em questdo possua somente fungoes analiticas (aqui b, = Z|o¢|:n |aql,
n=20,1,...):

[e.e] o0
anrf@*m)/‘l <o e ann’(m+1)/2<oo :
n=0 n=0
respectivamente.  Esta propriedade é uma consequéncia do fato que uma funcao,
descrita por uma série de poténcias e definida em seu dominio de convergéncia, ¢é
analitica ([4l, 37, 53]).
Quando cada coeficiente a, ¢ um numero real positivo, o nucleo K é positivo

definido, ou seja,
n

Z C_iCjK(fL’i, Ij) Z 0,

ij=1
qualquer que seja n > 1, {xy, xg,..., x,} C X e {cy, co,..., ¢} C C. Podemos entao

considerar o espaco de Hilbert de reprodugao Hx de K ([3]), ou seja, o completamento
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do espaco vetorial gerado pelo conjunto {K, := K(z,-), z € X} munido do produto

interno (-, -)x, dado pela férmula
(K,,Ky)k = K(z,w), zwéeX.
Uma de suas principais atribuigoes ¢ reproduzir seus elementos através da igualdade

f(z) =(K.,f)x, z€X, fecHk.

Como consequéncia da Proposigao 3.2.6 de [17], a imagem do operador K torna-se um
subespago de Hy. Mais ainda, quando K € DAI(X), temos que ([I7, p. 47])

(K9 = (f,9)2 fel*(X,v), geHk (5.0.2)

Consequentemente, a imagem de K é um subespaco denso de H g, pois o complemento
ortogonal dela em Hj é o subespaco nulo.

Desta forma, um problema interessante a ser considerado é estudar propriedades
do espaco Hp, a partir das condigoes assumidas ou outras que envolvam a sequéncia
de coeficientes {a,}. Por exemplo, questoes sobre a analiticidade das fung¢oes de Hg
ou estimativas para os numeros de recobrimento do conjunto {f € Hx : ||f||x < 1}.
Lembramos que, dado um subconjunto A de um espago métrico M, o nimero de
recobrimento N (n, A, M) é definido como o nimero minimo de bolas de raio n em
M, necessérias para cobrir o conjunto A. As referéncias [16], [40, 61, 62, 59], além de
delinear claramente a necessidade de se estudar tais niimeros, apresentam resultados

interessantes sobre o tema.
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