
���������	 
 ����
���	�� �
 �����
� �	�	 ����
�	�


�������� ��� ������� �
 �
��	��

������ ���	
 �	 ���	�� ��	���





������� �� 	
��������� �� �������	

���� �� ��������� �� �� ����� � �� �!!"

������# ��

���������	 
 ����
���	�� �
 �����
� �	�	 ����
�	� 
�������� ���

������� �
 �
��	���

������ ���	
 �	 ���	�� ��	���

��������	�
 ����� ��� ����� �	���
	 ����� ����	�

���������	
 ���������� �
 ��������
 � �������� ����������� �

� �
������	
 � ��������� �
�
 ����� 
� ��������
� ����


�����	
 
 �����
 � ������ �� ���������� 

�� � ��	 ����	�

����	�����

�	 ����� $���%���� ��&� '	��	





��� ���� ��	�

�
���	� � ��� ��

��� 	���� ����

���
� � � �	���

������ �����





��������	�
��

!"����
 ������������� � ���� ���� "���� ������ ��� ������ �� �
����� �
� �
����
�

�� ��� � ��� ������ � ����#� �
� �
����
�� ���
�� �
��
�� �� ��� ��� �� ������� ! �
� �

���$� %������� �
�����
 � ���� ����� ��� ������ �� ��
�
���
����� �
�� �� 
�
��������

� ����
� ��� ����&�� �
 ������� ���� � ����#� �
� ����� �����
 '���� � �(�����&������

�
 ��� ���$
� !
 ��� �������&�� ��� !�
���
� ���
 �(����
 � ������$
� $
������ �

����
��������� ���� �
� � %������� �� ��� �����$� ���� &�� �� �

� 
� �
����
� ��������

� �
� 
� �$�&�� ��&�����
 ������ �� �����	
 
� )�$
� ! ���$� �	� !��� �(����
 ���
�

� ���$� &��� ����
�� ��� # � ������ %
�� �
������������ ��
���
��� �� �
�� �� ����*��

��� �
���� �
� ��� �
��������� 
��	
� ����
��������� � �����	
 ����"��� � ���������� +

%������� �������������� �
� )�$
�� ���� ��� ��������� � �����,��	
 � ���� �
�$
� !
 ���

���	
 -
	
 ����
� ��� ������ %
� 
 ��� �
����$���
 � �
�� �� $
��� � �
� ���� �&��


� �
����
� ���� ���
������� � ���$� &��� ���
 ��� �������
 ��
���
� � ,��
�
 ���� �
�


 ��� ���	
 ���� �
&
� ����������
 � ��"������ ���������� ���� ��� �� ������ ����� &.
�

���� ���
� �� ���$� %
����	
 

!"����
 � ���$� ���
�� /��� ���
 ��
�
 ���
����
��� � ���� �����0����� ���

������ �� ���������� �
 �
�"
 ���� �����$�� � ���� %
��� ��
�
��� �����$
��� ,��
��

� �
����$���� �
�
 ������ �� ����
�� �
� �
�� �� ����&��� � �����$
 � ���� ��������� ���

��&� � �
������ � ���� �������
 ���
��� 
� 123 4� ��� �
� ������� ����������� ��� �� ����

������� �
� �
��
 ����
 !"����
 ����#� + %������ � ���$� ���
�� ���� ��� ��� �
�

�����
�� ����
� � ��� ���$� ����#� !
 ��� �
"�
 �
��5� � � ���$� �
"�� 6���� �
� ������

����� �� �����
 � ��
�$�
 �
�
 � �� )�$
� ��
�
���
���
��� 
 �������&
 ���������
 ����

��� �� �
��������� � ����$�� 
 �����$
 ��� ���
�$� 7� ���$�� ���$��� 8����� � 6������� �
�

�� ����� �����&
 �(������� ������
������
� ���
� �
����
� � ���
�����	
� �	
 ���
�������

�� ��� � ������$
 ���
 

!"����
 ����#� � �

� 
� %����
����
�� ��
%���
��� � �
��"�� � 9��
�� 9������ ��
%�

����� /��,� :
��
,��$
 ;�����
 � ��������� �������� 
�� ������ 
� 9����
� :���������

���



�&

� �#�
� ����
 ������������� + ��
%���
�� � ����������� ������ /��,�� ��� ������ ��

�������&
� �
� ����&��� � 
�������	
 � ��
�
 

!"����
 � �

� 
� %����
����
� � ��
%���
��� 
 �����������
 � ���������� � :�8

�<9�� � ��������� �������� 
�� �
����� ���� ����
� � "�����	
� �������������

�
 ��
%� �� ������
 �������� ���� �(������� 
�������	
 ��� �� 
%������ ������ � ���$�

�������	
 ������)�� ! �

� 
� ���������&��� �
�� ���"
� ��� ), �
� ��� ��� �
��"
 �&�����

��"��� 
� �
����
� ���� ��"����
� � ���
��&��� � ���$� &�� !"����
 � �

� 
�

%����
����
� � ��
%���
��� 
 ���� � ���� �
�����
 �
 ��
%� �� �#�"�
 =������� �
����

�
����� ��� �� �
��,�� � 
�����
� ����� ������$
 � ��� %
��� ���
��������� �(�������

�#��� � ������
��� �� 
%������
 ����� �� �(����
 � ��
)���
��� � ��"��� !"����
 �

�

� 
� ���"
� ��� ), ���� �
 ����� �
��� ��
 �
� �
����$���
� � ����� ! �

�


� �
����$���
� � ���� 133> ?@��� ������$
� ��������� /���	
� /���� � A�����5B � 1CDC 

!
� ���"
� =�������� �������� 9��$
� 9���
� 8$���� E��� � �

� 
� �
����$���
� �

���'����� -�����
� �����
� :������
� ����� � !��(� ���
� �
����
� � ���
�����	
 � ���"��� 

�
� )�� �
�#� �	
 ���
� ���
������� �"����
 + :����� ���
 %
����
 



���	�

9�����
� � ��"����� ������ � �������� �������
�⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

−ε2Δu + u = g(v) �� Ω

−ε2Δv + v = f(u) �� Ω
∂u
∂n = ∂v
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���
�
� :����� � �
����� ���� %����
���� %
�������� ���)��
� �����%�,��


� �
���	
 � ������������ 9��� �
� %
������� �
��
� ������
� 
 %����
��� �����
� ���

�
�
 ��� �������	
 ������
� 
 ����� � �
��� 

! ����� � �(�������� 
 �������
 ��������� ���� �������
 ���� ���
 ���� %
������ ��

�
���*�� 
 ������� �������
 ��� ��������
� �
 �������
 C� ��� �
�������
� ��� �����%�,��

�� %��.���
 � �
��������	
 ���� ���
� ���� � %��������� ���
��O���� ��� ��������&�

������
� �
 ����� � �
��� ������&
� ��� �
� ��� &�, �
� %
������� ��� ��������&� ������
� ��

�
��� L∞ � ���� �
���*�� ���
 �
� �
����������� ������$�� �
� 
 �����
 E = H1(Ω)×H1(Ω) 
�
� '����
� �����,����
� � ��������&� ���� �
����� ��� �� �
���*�� 
����� �	
 �	
 �
���������

��� &�, ��� ������ �
����� ����� � �
��� ���������� 

8
� � ��
��� � � %
��� � ��"�������	
 ��������� ����� �������
� ��"��� 
 ������$
 QJR 

��� ����
��� � ���	������ ������������

��G� E �����
 � =������ �
� ��
��
 ������
 (·, ·) �
���������
� %����
���� f : E → R

������
� �� ��"����� %
���M

f(u) =
1
2
(Lu, u) + h(u),

2



L �������
 J T 9�������&�� � �
���


�� L : E → E # �� 
����
� ���
�G���
 ��&����&��� h ∈ C2(E) � h′ �
�����
 <
��


��������� �� &
����� ���� 
 ���
 %
�������� ���)��
� 
� ��G�� ����
 
� ���
�����
� �
����&


� ��"���&
 � L �	
 � �����	
 ��)���� 

���
���
� �
� E+ � E−� ��������&������� 
� ���
�����
� �
����&
 � ��"���&
 � L ��

�
 V ⊂ E ��������
 %��$�
� PV � ��
G��	
 
��
"
��� � V �
��� E 

! ��"���� ����������
� ��� �#��� � 
����&��*�� � �)���*�� ��� ���	
 �����,���

�
�����
������ �� ��
������	
 � �������
� %���������� ���� �������
 

4�/����	 &5�5&5 ��
� V, W ⊂ E ��������
� %��$�
�� �,��
� ��� V � W �	


�
�������&��� �� PV ⊥PW � PW⊥PV �	
 
����
��� �
�����
� <���� ���
� � �����	


������&� � V �
� �������
 � W ���� ��� �)��� �
�
 
 ������
M

dimWV = dim(V ∩W⊥) − dim(V ⊥ ∩W ).

U����&� ��� � �����	
 ������&� # �%������ � �����	
 ��"#����� � �� ��������
� �
��

� �������� �
� �������&� ������� &��
��� ������
� ��"���&
� 

<
�� ��� � �
������������� � V � W ������� ��� �� ��� �������� � �
�� ����� �	


)����� �� %��
� �� �
� �(����
 dimV ∩W⊥ = ∞� ���	
 � �
�� �������� �������� � V ∩W⊥

�	
 # �
������ �
�#� 
 
����
� PW⊥PV ��&� � �
�� �������� ���� ��N���� !���� ����


����
� �	
 ����� �
�����
 

��
� V �W � Z �����
� �
�������&���� ���
� �� ��"������ ��
�������M

• dimWV = −dimVW V

• dimZV = dimWV + dimZW V

• V ⊥ � W⊥ �	
 �
�������&��� � dimV ⊥W⊥ = −dimVW V

4�/����	 &5�5�5 �� 
����
� T : E → E # � :��$
�� �� � �����	
 
 �'���
 � �

�
�����	
 � ���"�� �	
 )���
� ��)���
� ���� 
 ����� � T �
�
 � �%������ ����� �

�����	
 
 �'���
 � � �
�����	
 � ���"�� 

�	*	����	 &5�505 ���� T �� �������� �� ������
� ������������ �� K � �� ��������

����������� �������� �� ����������� ���	�	�� ��� ��	��! �� T � T + K ��� ��������"��	��

#��	���������� �� T � 	��������
 � ����������� ��� ���������� ���	�	�� ��� ��	��! E+ (E−)
� E = W+ ⊕W− ���� W+ (W−) � ��������"��
 ��� E+ (E−) ����� �$	��� �� ��������

����������� 	��������
 M ���� ���������� ���	�	�� ��� ��	��! � W+ (W−)� �
�� �	��� M−T
� ���������

� �������	 &5�565 ��G�� X � Y 
�� ��������
� %��$�
� �
�������&��� � E ��

dimYX > 0� ���	
 �(���� T : E → E �
� T = I + K ��&����&�� ��� ��� T (X) = Y ⊕ Yr


�� dimYr <∞ � Yr �= ∅ 

4�/����	 &5�5(5 ��G� x �� �
��
 ������
 � f 
�� f # ��� &�,�� �%�������&�� ��G�

E = V + ⊕ V − ⊕ V 0 ��
��
���	
 � E �
� ���
�����
� �
����&
� ��"���&
 � ���
 �



J D 9(�������� � �
��
� ������
� � ��������&� � �
��� K

f ′′(x) = L + K 
�� K # �
�����
 ���
�G���
 U ����� � �
��� ������&
 � x �
�

�������
 + %��
���	
 E+ ⊕ E− � E # 
 ������
M

m(E+,E−)(x; f) = dimE−V −.

� �������	 &5�575 <
�� ��� m(E+,E−)(x; f) ���� ��� �)��
� �
�� �
�
 f ′′ = L+K� 
��

K # �
�����
� ���	
 ���� ��
�
���	
 J C D� V − � E− �	
 �
�������&��� 

�	*	����	 &5�585 ���� (Kn) ��� ��%�&��	� �� ���������� ��������� ������������ %��

������ � ���� K� ���� (fn) ��� ��%�&��	� C2 �� x � ������� %�� f ′′n(x) = L + Kn �

f ′′(x) = L+K� '����(

m(E+,E−)(x; f) ≤ lim inf
n→∞ m(E+,E−)(x; fn).

��� ���������� �� ������ �������� � ���������� �� �����

! ��"��� ����������
� 
 �������
 ��������� ���� �������
 ��� ���� � %���������

���
��O���� �
 �������
 C 

4�/����	 &505&5 ��G� E �� �����
 � I����$ � f �� %����
��� C1 �
��� E ��,��
� ���

f �����%�, � �
���	
 � ������ ����� �
 ��&�� c ∈ R �� �������� ��������� (un) ⊂ E ���

��� f(un) → c � f ′(un) → 0 ��� ��� ������������ �
�&��"���� <���� ���
 �,��
� ���

f �����%�, � �
���	
 (PS)c ��,��
� ���� ��� f �����%�, � �
���	
 � ������ ����� ��

�������� ��������� (un) ⊂ E ��� ��� |f(un)| # ������� � f ′(un) → 0 ��� ��� ������������

�
�&��"���� <���� ���
 �,��
� ������������ ��� f �����%�, (PS) 

9�	���� &505�5 ���� E = W+⊕W− ��� ��������	��� �� E ���� W+ � ��������"��
 ���

E+ � W− ��� E−� ���� e ∈ ∂B1 ∩W+ �

S = ∂Bρ ∩W+ � Q = Bs ∩W− ⊕ [0, r]e,

���� r > ρ > 0 � s > 0� )�������� ��� ∂Q � *�����	�� �� Q �� W− ⊕ Re ������� %��

�$	���� ���	� α < β ��	� %��(

sup
∂Q

f < α < inf
S
f � sup

Q
f < β.

������� �	��� %�� f ���	�*��� (PS)c ���� ���� c ∈ [α, β]� '���� f ��� �� ����� ����	�� x

��
 %�� α ≤ f(x) ≤ β� �
�� �	��� �� f ∈ C2(E) ����� � �� �	��� ���	���	�� ���� � ���	��

�� +���� ��
��	��(

m(E+,E−)(x; f) ≤ dimE−W− + 1.

@��)�������� �
��
� ����������� �� $��N����� "�
�#������ 
 ��
���� ����� � ��"�����

%
���
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S

∂Q

E

E
-

+

e

f < α

f > α

���
�
 &������� � �(�������� 
 &��
� ������
 c �������
 �
 8�
���� J D C� ����

�
����
 ��� �
��
� ���
�� ��� ���� � "���������� ��� �

� 
� �
��
� ������
� �


��&�� c �	
 �	
 �"�����
� 

9�	���� &50505 ��, �� �	�-����� �� .������ �/�0�1! � ������� %�� ����� �� ������ ����	��� ��

����
 c ��� ���2�� �������� �$	��� �� ����� ����	�� u0 ��
 %�� f(u0) = c � m(W+,W−)(u0; f) ≤
1�

���(����
� � ��
������	
 ���� �������
� ��� # �������� �#������ ���� 
 )��� ����

�������
 

4�/����	 &50565 ��G� U(x) ��� &�,��$���� ������ � x ∈ E ��,��
� ��� f ∈ C2(U(x)) #

��� %���	
 � �
��� �� U(x) �� �� ��"������ �
���*�� &����M

• f(x) �����%�, ?��B �� U(x)V

• f ��� �
����� �
��
� ������
� �	
��"�����
� �� U(x) 

� �������	 &505(5 ��G� x �� �
��
 ������
 �"�����
 � f ∈ C2(U(X)) ���
�$� ��� f

�����%�, ?��B �� U(x) � f ′′(x) = T + K 
�� T # ��&����&�� ���
�G���
 � K # �
�����


���
�G���
 9��	
 
 8�
���� � �����
���
� ?��� �
� ��� &���
 �� Q2RB �)��� ��� �(����

��� ��������� (fn) � %���*�� � �
���� �� U(x) ��� ���M fn = f �� E\B 1
n
(x) ∀n ∈ N �

����#� fn → f �� C2(U(x)) 

� �������	 &50575 ���
�
 &������
 
 8�
���� ?J D DB� ���� ��
&�� � ��������&� � �
���

�
���� �
 8�
���� ?J D CB� �	
 $� ���� � "��������� �� ���
� ��� �

� 
� �
��
� ������
�


 ��&�� c �	
 �	
��"�����
� 

�� %��
� ��G� u0 �� �
��
 ������
 �"�����
 
���
 �
 8�
����?J D CB 9��	
 �(���� ���

��������� � �
��
� ������
� {un} �
� un → u0 <
�� ��� f ′′(u0) = T +K � �
�
 f �����%�,

(PS)c �
� c ∈ [α, β] � # �
������� f �����%�, (PS) �� U(u0)� ���� ��"��� &�,��$���� � u0 



J D 9(�������� � �
��
� ������
� � ��������&� � �
��� >

/
"
 � U����&��	
 ?J D 2B "������ � �(�������� � ��� ��������� � %���*�� � �
��� {fn}
���� ��� fn = f �� E\B(u0,

1
n) ∀n ∈ N � ����#� fn → f �� C2(U(u0)) 

���� n ��)����������� "����� fn �����%�, �� $��N����� 
 8�
���� ?J D CB� �
"
� ���

���� � "���������� �
��
� �
������� ��� �������
 un � ��������� �
�
 ���
 ��

�
��
 ������
 ������( �
 ��&�� cn &��
 � ����� � �(�������� 
 8�
���� ?J D CB �
�


��� fn # ��� %���	
 � �
��� ���	
 un # �
��
 ������
 �	
��"�����
 � fn� ���� %
����

�������
 
 8�
���� ?J D DB 
����
� ���

m(W+,W−)(un, fn) ≤ 1

���� �

 n ��)����������� "���� ��"�� ���	
 � ��
�
���	
 J C K ���

m(W+,W−)(un, f) ≤ 1.

�
����0��������� m(W+,W−)(u0, f) ≤ 1 

6��
� �������� �"
�� �� �������
 ��� # %��������� ���� � ��
&� 
 8�
���� J D C 

:��� &5058 ?/��� � ��%
����	
B5 ������� %�� f ∈ C1(E) � ���	�*��� (PS)c ����

α ≤ c ≤ β� ���� Kc = {u ∈ E; f(u) = c � f ′(u) = 0}� �� c ��� *�� �� ��
�� ����	��

�� f  ����� ���� ε̄ > 0 �$	��� ε ∈ (0, ε̄) � η ∈ C([0, 1] × E,E) ��
 %��

• η(1, f c+ε) ⊂ f c−ε3

• η(1, u) = u �� f(u) �∈ [c− ε̄, c+ ε̄]

���� f c = {u ∈ E; f(u) ≤ c}�

@��)�������� �
��
� ����������� � �����	
 � �%
����	
 η �
 �����
 E � ��"�����

%
��� 

_

c + 

c +

c - 

c
 

ε

ε

ε

_
c - ε

η η

u

(1,u)

v

(1,v)



J3 �������
 J T 9�������&�� � �
���

!���������
� �"
�� � ��
&� 
 8�
���� J D C

)������������ �
�����
� ������������ ��� �	
 $� ���� � "��������� �� ���
� ���

W+ = E+ � W− = E− �� %��
� �
�
 
 
����
� L # ���
�G���
 � ��&����&��� ����

��
�
���	
 J C D� �(���� �� 
����
� ���
�G���
 ��&����&�� M ��G
 ���
�����
 �
����&


?��"���&
B # W+(W−) � ��� ��� (L − M) # �
�����
 9��	
 f ′′(x) = L + K = M +
[(L−M) +K] ���
�
 ���	
 ��� � ��������&� 
 ����� � �
��� ������&
 &��$� ����

W+ = E+ � W− = E−� �����
� ��� m(W+,W−)(x, f) ≤ 1 �
�����
� ���� 
 ���
 "�����

��
���
 �
� V + ?V −B 
 ���
�����
 �
����&
 ?��"���&
B � f ′′(x)�

m(E+,E−)(x, f) = dimE−V − = dimW−V − + dimE−W− ≤ dimE−W− + 1.

��G� Γ = {g ∈ C(E,E); g �����%�, Γ1 � Γ2}

(Γ1) g(u) = u ���� u ∈ ∂QV

(Γ2) g(u) = s(u)eθ(u)Lu + K(u) 
�� θ : E → R # /����$��,� K : E → E # �
������ �

/����$��, � s : E → [0, 1] # /����$��, �
� s(E) > s0 > 0 

��G�

c = inf
g∈Γ

sup
u∈Q

f(g(u)).

�����,��
 �������
� � 8�
��� 
 @��� � ����#� � ������� %����
���� �
������� �� QJR ���

c ≥ α 

�
�����
� �"
�� ��� c # � %��
 &��
� ������
 ���� f  ���
�$��
� �
� �
������	
 ���

�	
 ��G� �
�
 c ≥ α > sup∂Q f � �
���
 ε̄ = c−sup∂Q f

2 
 /��� � ��%
����	
 ?&��

QKR 
� QJ1RB �
� "������ � �(�������� � �� ε < ε̄ � ��� �%
����	
 η : [0, 1] × E → E

��� ��� η(1, f c+ε) ⊂ f c−ε � η(t, u) = u ∀t ∈ [0, 1] �� f(u) /∈ [c − ε, c + ε] 9��
�$�

�"
�� ��� g ∈ Γ �
� f(g(u)) < c + ε ∀u ∈ Q 9��	
 �� u ∈ ∂Q� g(u) = u � ���	


f(g(u)) < sup∂Q f < c − (c−sup∂Q f)

2 = c − ε̄ < c − ε� ����� η(1, g(u)) = g(u) = u /
"


η(1, g(·)) �����%�, ?Γ1B �
� QKR� ��
�
���	
 ! JS� � �%
����	
 η �����%�, ����#� ?Γ2B 

�
�����
 η(1, g(·)) ∈ Γ ����� %
���� ���� �

 u ∈ Q

c ≤ sup
u∈Q

f(η(1, g(u))) < c− ε,

G� ��� η(1, f c+ε) ⊂ f c−ε� 
 ��� �
� ��&� � ��� �
������	
 

�
�����
 c # &��
� ������
 �
� α ≤ c � c < β G� ��� f(u) ≤ β ∀u ∈ Q 

! ��������&� ���� 
 ����� � �
��� ������&
 ��"�� ���� U����&��	
 ?J D LB 

U� �������
� � ��"��� ���	
 �����,�
� �� ��
������	
 
 8�
���� ?J D DB 

��G� u0 �� �
��
 ������
 �	
 �"�����
 � f 
�� f(u0) = c ���
�$� ��� E = V −⊕V +


�� V +(V −) # 
 ���
�����
 �
����&
 ?��"���&
B � f ′′(u0) ��G� P+(P−) � ��
G��	
 � 9 ��

V +(V−) �� u ∈ E� ��
���
� u+ = P+(u) � ������������ ���� u− 



J D 9(�������� � �
��
� ������
� � ��������&� � �
��� JJ

��G� ����#� B− = B(0, r1) ∩ V− � B+ = B(0, r2) ∩ V+ 8
���
� r1, r2 > 0 ������
 


��)������ ���� ���� ���
 /��� � �
��� �(���� �� C1 ��
�
�)��
 Ψ : 2B− ⊕B+ → U 
��

Ψ(0) = u0 � U = Ψ(2B− ⊕ 2B+) �

f(Ψ(z+ + z−)) = c+ ‖z+‖2 − ‖z−‖2. ?J JB

��)���
� Φ : E → E ���� r1, r2 > 0 ��� ��� r22 − 4r21 > 0� � ��"����� %
���M

Φ(u) =

⎧⎨
⎩ u �� u /∈ U

Ψ
(
ϕ
( ‖Ψ−1(u)−‖

r1
− 1
)

Ψ−1(u)+ + Ψ−1(u)−
)

�� u ∈ U
,


�� ϕ : R → [0, 1] # /����$��, � ��� ��� ϕ(s) =

{
0 �� s ≤ 0

1 �� s ≥ 1

:��� &505�5 ���� g ∈ Γ 0 < α1 < r22 − 4r21 c = f(u0) � U1 = Ψ(B− ⊕B+) �����(

1�3 �� u ∈ U\int(U1) ����� f(Φ(u)) ≤ f(u)3

1��3 �� u ∈ ∂U1 � f(u) ≤ c+ α1 ����� Φ(u) = Ψ((Ψ−1(u))−) � Φ(u) ∈ Ψ(∂B−)3

1���3 Φ(E\int(U1)) ⊂ E\int(U1)3

1��3 ������� %�� f(g(Q)) < c + α1 � f(∂Q) ≤ α < c� ������� �	��� %�� A �= ∅ ����

A = g−1(int(U1)) ∩Q� '���� Φ(g(∂A)) ⊂ Ψ(∂B−(0, r1))

)������������ 1�3 �� u ∈ U\int(U1)� ���	
 ‖Ψ−1(u)−‖
r1

− 1 ≥ 0� ���� %
���

‖ϕ
( ‖Ψ−1(u)−‖

r1
− 1
)

Ψ−1(u)+‖ ≤ Ψ−1(u)+ /
"
 �
� ?J JB� f(Φ(u)) ≤ f(u) 

1��3 �
�
 u ∈ ∂U1� ���	
 Ψ−1(u) ∈ (∂B− ⊕B+)∪ (B− ⊕ ∂B+) <
�� ��� �	
 �
� 
�
����

� Ψ−1(u) ∈ B− ⊕ ∂B+� �
�� �� 
�
������� ������
�

f(u) = f(Ψ(Ψ−1(u))) = c+ ‖Ψ−1(u)+‖2 − ‖Ψ−1(u)−‖2 > c+ r22 − 4r21 > c+ α1


 ��� �
�����, � $��N���� /
"
 Ψ−1(u) ∈ ∂B− ⊕ B+� 
� ��G�� ‖Ψ−1(u)−‖
r1

− 1 = 0 �

���	
 Φ(u) = Ψ({Ψ−1(u)−}) ∈ Ψ(∂B−) 

1���3 ��"�� ���� �)���	
 

1��3 ��G� u ∈ ∂A� ���	
 ���
�
 ��� g−1(int(U1)) ∩ ∂Q = ∅ ?�
��
� �
������� r1 � r2
��)����������� ������
� ���� ��� ���
 
�
���B� ���
� g(u) ∈ ∂U1 �
�
 �
� $��N����

f(g(Q)) < c+ α1 � ∂A ⊂ Q̄� ���	
 f(g(∂A)) ≤ c+ α1 /
"
 ���
 ���� ?��B� ���
�

Φ(g(u)) = Ψ({Ψ−1(u)}−) ∈ Ψ(∂B−) ∀u ∈ ∂A
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&� 


8�
���� J D D

:��� &505;5 ���� X �� ������ ����	�� � Y ⊂ X� �� f : Y → R � ��� *����� �	����	�4

��� ��������� α > 0 ����� f ���� ��� ������	�� � ��� *����� �� X �� R ��� � �����

��������� �� �	����	�4 α�

:��� &505&�5 ���� H ������ �� 5	
,��� � f : H → R ��	*��������� �������� ����� f ����

��� ����$	���� ��	*��������� ��� *���6�� C1�

:��� &505&&5 ����� E � F ��	� ������� �� 7����� �����"��	� h ��� ��
	����� C1 ��

������
� �� ���	�� 8 �� E �� F � �� h ��� *�� ��,�������� ����� h ��� � 
���
�����

��,���������

����� �� .�������/�0�0!� ��
 c 
���
 �� ��
&� 
 8�
���� ?J D CB� �
�
 f �����%�, (PS)c�
���	
 Kc = {u ∈ H; f(u) = c � f ′(u) = 0} # �
�����
 �
�
 �
� $��N���� �

� 
� �
��
�

������
� �
 ��&�� c �	
 �	
��"�����
�� ���	
 Kc # %
���
 �
� ��� �������� )���� �

�
��
� 

���
�$��
� ������������ ��� Kc = {u0}� 
� ����� ���
� ��"���	
 �
� ����	
 ��G�

W1 = W− ⊕ {λe; λ ∈ R} � ���
�$��
� �
� �����
 ��� dimW1V
− > 0� 
� ��G�� ���

0 < dimW1V
− = dimW−V − + dimW1W

− = dimW−V − − 1� 
 ��� # ����&������ � ���
�

��� mW−,W+(u0, f) > 1 ���� �$�"���
� + �
������	
 ��� ��
&��� 
 ��
����� # ��)������

���
������
� �� �����
 Ũ �
� u0 ∈ Ũ ��� ���� ���� �

 ε ��)����������� ������
 ?���
�

��� �� ��������
 ε̄B� �(���� γ ∈ Γ �����%�,��


sup
u∈Q

f(γ(u)) < c+ ε � γ(Q) ∩ Ũ = ∅. ?J CB

�� %��
� �
 ε̄ > 0 � Ũ &�,��$���� � Kc� �(���� 0 < ε < ε̄ � ��� �%
����	
 η : [0, 1]×E → E

�
������ ��� ���M

1�3 η(0, u) = u ∀u ∈ E�

1��3 η(t, u) = u ∀t ∈ [0, 1] � ∀u ��� ��� f(u) /∈ [c− ε, c+ ε]�

1���3 η(1, f c+ε\Ũ) ⊂ f c−ε 

�
�
 c ≥ α � sup∂Q f < α� �� 
 ε̄ %
� �
��
 � %
��� ��� 0 < ε̄ < c − sup∂Q f � ���	


�����
�

max
u∈∂Q

f(u) < c− ε̄ < c− ε.

9��	
 �� g ∈ Γ �����%�, ?J CB� �)�� g1(u) = η(1, g(u)) !����� �� u ∈ ∂Q� g1(u) =
η(1, g(u)) = η(1, u) = u G� ��� f(u) < c− ε /
"
 g1 ∈ Γ �
�� ?Γ2B ��"�� � QKR� ��
�
���	


! JS <
�� ���� ���� �
� ?J CB� g(Q) ⊂ f c+ε\Ũ � ���	
 g1(Q) = η(1, g(Q)) ⊂ f c−ε� 
� ��G��

supu∈Q f(g1(u))) < c− ε < c� 
 ��� �
�����, � �)���	
 � c 



J D 9(�������� � �
��
� ������
� � ��������&� � �
��� JD

U ����
 � ��
&� �� �������� �� �
������� γ � Ũ ��� �����%���� ?J CB 

��G� γ ∈ Γ ���� ��� supu∈Q f(g(u)) < c+ ε �
� ε < α1 � α1 # �
�
 �
 /��� J D S ���


A = g−1(int(U1)) ∩ Q� �
��
� ������� ��� A �= ∅� �
�� ���
 �
������
 g(Q) ∩ U1 = ∅ �

������
� �����%���
 ?J CB� 
� ��G�� ��� ���� ������
� � ��
&�� !���� �
�
 �� ��
&� � ?�&B


 /��� J D S� �
��
� ���
� ��� g−1(int(U1)) ∩ ∂Q = ∅ 

���
 /��� J D S� Φ(g(∂A)) ⊂ Ψ(∂B−(0, r1)) �
� 
���
 ��
� �
� QJ3R� 
 C1 ��
�
�)��


Ψ # ��� ���M

Ψ = (I −K)|f ′′(u0)|−
1
2 Ψ−1 = |f ′′(u0)|

1
2 (I +K1),


�� K � K1 �	
 �
�����
� 

P�����
� ��� (Ψ−1 ◦ g)|∂A ���$� ��� �(����	
 ���&� �
 %��$
 � A ���� ���
 ������
�


� /���� J D > � J D J3 ��G� u ∈ ∂A� ���
� Ψ−1(g(u)) = |f ′′(u0)|−1
2 (I + K1)g(u) =

|f ′′(u0)| 12 s(u) exp{θ(u)L}u+K(u) 
���� �

 ε > 0 ������
 
 ��)������� �(���� ��� �������	
 �
������ Kε� ��G� �����	


� ���"�� # )����� �)��� �� ∂A� ��� ��� ‖Kε(u)−K(u)‖ < ε ����
 
 /��� J D >� �(����

��� �(����	
 �%�������&�� �
������ K4 � Kε �� ����� %
���� θ|∂A �
� ��� �������

� ��� %���	
 θ1� C1 �)��� �
 %��$
 � A ����� %
���� � �(����	
 �
 %��$
 � A �

(Ψ−1 ◦ g)|∂A # Ψ1(u) = |f ′′(u0)| 12 s(u) exp{θ1(u)L}u+K4(u) 
�
� �
��� �

exp{θ1(u)L} − exp{θ1(u)[L+ h′′(u0)]} ?J DB

��� �
������� ���
� Ψ1(u) = |f ′′(u0)| 12 s(u) exp{θ1(u)[L+ h′′(u0)]}u+K5 

�
�
 W1 � V − �	
 �
�������&���� ���	
 P(V −)⊥ ◦ PW1 # �
�����
� 
� ��G�� P(V −)⊥ ◦
PW1|Ā = P(V −)⊥ # �
�����
 � ���	
 u = PV −u+ PV +u � ���
 ������� ���

u = PV −u+KAu


�� KA # �
�����
 !����

P−(Ψ1)(u) = s(u)|f ′′(u0)|
1
2 exp{θ1(u)[L+ h′′(u0)]}u +K6(u).

����
 �
&������ ?J DB &��
� ��� Ψ2 = P−(Ψ1) # ��� �������	
 � :��$
�� � �����

3 ?Ψ2|Ā : Ā → V −B �
�
 dimW1V
− > 0 ���	
 Ψ2 �	
 �
� ��� �
���G��
�� � ���
 /���

J D JJ� Ψ2 �	
 # �
�������� �
���G��
�� ���
 ������� �� �(�������� � �� δ ∈ (
1
2r1,

3
4r1
)

� z ∈ Bδ(0) ∩ V − ��� ��� z /∈ Im(Ψ2) �
��
� �"
�� ��
G���� � �
��	
 � Ψ2(Ā) ���

���������� Bδ(0) �� ∂Bδ(0) ����&#� � z !���� &��
� ��� Ψ2 ������ Ā �� V −\Bδ(0) 
��)���
� �"
�� � �������	
 Ψ3 �
� Ψ3(u) = δ

‖Ψ2(u)‖Ψ2(u)� 
� ��G�

Ψ3(u) =
δ

‖Ψ2(u)‖|f
′′(u0)|

1
2 s(u) exp{θ1(u)L}u+K6(u).

<
�� ��� Ψ3 # � �
�����,��	
 � Ψ2 �
� �����	
 � %�
������ � �
�� Bδ(0) ���� �)���	
 �

Ψ� ���
� Ψ ◦ Ψ3(u) = s1(u) exp{θ1(u)L}u +K7(u) 
�� s1(u) = δ
‖Ψ2(u)‖s(u) ∈ (s0, 1)� �
�

s0 > 0 � Ψ ◦ Ψ3(Ā) ⊂ U\Ψ(Bδ(0)) 



J1 �������
 J T 9�������&�� � �
���

��)�� ���	


γ(u) =

{
Φ(g(u)) �� u /∈ A

Ψ ◦ Ψ3(u) �� u ∈ Ā
.

U����&� ��� Ψ ◦Ψ3 �
� �%���� � Φ ◦ g �� ��"��� �
��
� � ∂A� ��� �
�
 Ψ ◦Ψ3(∂A) ����

%
�� � Ψ(Bδ(0))� �
��
� ������ ��� Φ ◦ g � Ψ ◦ Ψ3 �
������ �� ∂A 

!)����
� ���	
 ��� � �
���	
 ?J CB &��� ���� γ � Ũ = Ψ(Bδ(0)) �
� �%���
M

��
 u ∈ Q

• �� u /∈ A ���	
 �
�
 u ∈ Q� ���
� g(u) /∈ int(U1) ���
 /��� J D S ���� (iii)�
Φ(g(u)) ∈ H\int(U1) /
"
� �� u /∈ A� γ(u) /∈ Ψ(Bδ(0))V

• �� u ∈ Ā� ���� �
������	
 � Ψ3� ���
� γ(u) = Ψ ◦ Ψ3(u) ∈ U\Ψ(Bδ(0)) � ���	


γ(Q) ∩ Ψ(Bδ(0)) = ∅ 

P�����
� �
����� �"
�� ��� supu∈Q f(γ(u)) < c+ ε ��G� u ∈ Q � ���
�$� ������������

��� u /∈ A� ���	
 g(u) /∈ int(U1) 8��
� ���	
 ��� �
����������M

• �� g(u) ∈ U\U1� ���
� ���
 /��� J D S ���� (i) ��� f(γ(u)) = f(Φ(g(u))) ≤ f(g(u)) <
c+ εV

• �� g(u) /∈ U ���	
 ���� �)���	
 � Φ� γ(u) = g(u) � �
&������ f(γ(u)) = f(g(u)) <
c+ ε 

���
�$� �"
�� ��� u ∈ A� ���	
 f(γ(u)) = f(Ψ ◦Ψ3(u)) = c−‖P−(Ψ3(u))‖2 < c < c+ ε�

�
�� P+(Ψ3(u)) = 0 

���
 ������� �
�����
 � ��
&� 



��������

�

�����
��� � ��
��
������ ��

������ ���� �	 ���	� ��������

��� ������	
��

<���� �������
� &��
� ������ � �(�������� � ��"���� ��������������� ������������� ��

�
���*�� 
 ��"����� ������� �������
 �
� �
���	
 � <������ �� %�
������M

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

−ε2Δu + u = g(v) �� Ω

−ε2Δv + v = f(u) �� Ω
∂u
∂n = ∂v

∂n = 0 �
��� ∂Ω

?C JB


�� ε > 0 # ������
� Ω ⊂ R
N � N ≥ 3 # �� 
����
 C2 ������
 � n(x) # 
 &��
� �
���� �

∂Ω �� x 

6���)�����
� ���� ���� &��
��� � ε ��)����������� ������
�� �� �
���*�� uε, vε

���������� � ������������ �������������� � ����"�� 
 ��� ��(��
 �� �� '���
 � �
���

�
��
 � %�
������ � Ω ���� ���
� ���� ����
 ���
������ ������� �
� � ��
��� ������

�
 �������
 ������
�� �
��� ��
 �� ��������&�� � �
��� ���� 
� �
��
� ������
� 
 %����
���

����"�� ���
���
 

���� � &���)���	
 � �
�� �� $��N����� � �
���*�� "�
�#������ �(�"��� ���� � �������	



 8�
���� ?J D CB� ���� ���������
 �
������� ��"���� $��N����� �
��� �� �	
����������� f

� g 

J2



JL �������
 C T 9(�������� � �
��������	
 � �
���*�� ���� �� ������� �������


! �#����� �����,�� ����� �������
 ����
 ���� � 
�����	
 �� �
���*�� �
�
 ���� 
 ���

�
�����
� ����
 ���������&
� ��"��� 
 ������$
 QSR � ;��
� � E��" 

��� ����������� � ������ �� ���	
���

�
�������
� 
 ������� ?C JB� 
�� �� �	
 ���������� f � g �����%�,�� �� ��"������

$��N�����M

123 f, g ∈ C1(R)� f(0) = g(0) = f ′(0) = g′(0) = 0 � �(����� l1, l2 > 0 � p, q > 2 ���� ���

1
p

+
1
q
>
N − 2
N

?C CB

�

lim
|s|→∞

f ′(s)
|s|p−2

= l1 � lim
|s|→∞

g′(s)
|s|q−2

= l2. ?C DB

!�#� ���
� ���� ��"�� δ > 0 � �

 s ∈ R� s �= 0�

f(s)s ≥ (2 + δ)F (s) > 0 � f2(s) ≤ 2f ′(s)F (s) ?C 1B

� �"�������� ���� g 

<
�� ��� �
 ���
 �� ��� f # �
�&�(�� 
� ��G�� f
′′ ≥ 0� � ���"����� f2(s) ≤ 2f ′(s)F (s)

# �����%����� �
��� ���
 h(s) = 2f ′(s)F (s) − f2(s)� ���
�

h′(s) = 2f
′′
(s)F (s) + 2f ′(s)f(s) − 2f(s)f ′(s) = 2f

′′
(s)F (s) ≥ 0.

�
�� f
′′ ≥ 0 � F (s) ≥ 0� G� ��� f(0) = f ′(0) = 0 � f

′′ ≥ 0 �	
 ������� ��� f ������� /
"
�

�
�
 h(0) = 0 � h′ ≥ 0� ���
� h(s) ≥ 0 

�
�
 �
��
 � �	
 ���������� ��� �����%�,�� ���� $��N������ �
�����
� �
�������

f(s) = |s|p−1 � g(s) = |s|q−1 ?C 2B

��&�
 � ?C JB �� ������ � �� ������� =�����
����
� 
 ��������&
 %����
��� ����"�� #

�
 �
�M

I(u, v) =
∫

Ω
(ε2〈∇u,∇v〉 + uv − F (u) −G(v))dx ?C LB


�� F (ξ) =
∫ ξ
0 f(t)dt � G(ξ) =

∫ ξ
0 g(t)dt U����&��
 � �
���	
 ?C CB �
��� p � q� �
�


�
���� ���� �
� �(����
� p < 2∗ < q� 
�� 2∗ = 2N
N−2 # 
 �(�
���� ������
 � �
�
��& ��

���� %
���� I �
���� �	
 ����� ��� �)��
 �� H1(Ω) ×H1(Ω) �
�
 �(����
 
�� ���

������	
 �
���� 
�
����� �
���
� f � g �
�
 �� ?C 2B� ���	
 G(v) = |v|q
q � �
�#� H1(Ω)

�	
 ���� �����
 �� Lq(Ω) ���� q > 2∗ ����� %
���� v �
� �	
 ��� ������"��&��� 
�

��G��
∫
ΩG(v)dx = ∞ ���� �
��
���� ���� ��
����� &��
� 
���� ��� ��������&� � ���
��

���� � �
��� L∞ �� �
���*��� ��� �
� ��������� ���
�� ��� ���� � "���������� ���

2 < p = q < 2∗ ���
�$��
� ���	
 ��� 2 < p ≤ q � p < 2∗ �� ���� ��� �� ���������

(aj) ⊂ R� aj → +∞� ��G�� ���� ��� j ∈ N



C C 9�������&�� � ���
�� � �
���*�� JK

gj(s) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

Aj |s|p−2s+Bj s ≥ aj

g(s) |s| ≤ aj

Ãj |s|p−2s+ B̃j s ≤ −aj

?C KB


�� 
� �
�)������� �&�� ��� �
��
� � ������� ��� gj ∈ C1(R) 

�
�
 aj → +∞ ����
 j → ∞� ���	
 limaj→+∞
g′(aj)
|aj |q−2 = l2 9��	
� ���� �
��������

� g′j � limj→∞(p − 1)Aja
p−q
j = l2 �
�����
 # ��)������ �)��� Aj = aq−p

j

(
l2

p−1 + o(1)
)

 

�� ����� %
���� ��"�� ��� Ãj = −Aj  ���� Bj � B̃j� �
�� ���

lim
aj→∞

gj(aj)
|aj |q−1

(q − 1) = lim
aj→∞

g′j(aj)
|aj |q−2

= l2.

���� �
�������� � gj � # ��)������ �
�������

Bj =
(

l2(p− q)
(p− 1)(q − 1)

+ o(1)
)
aq−1

j = −B̃j.

�
�������
� �"
�� 
 ��
����� �
�)��
M⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

−ε2Δu + u = gj(v) �� Ω

−ε2Δv + v = f(u) �� Ω
∂u
∂n = ∂v

∂n = 0 �
��� ∂Ω

?C SB

U �
�����
����� %����
��� ����"��� ��� �
���������
� � ��
��� �
� I� # �
 �
�M

I(u, v) =
∫

Ω
(ε2〈∇u,∇v〉 + uv − F (u) −Gj(v))dx


�� Gj(ξ) =
∫ ξ
0 gj(t)dt <
�� ��� �"
�� I ���� ��� �)��
 �
��� H1(Ω) × H1(Ω)� �
���

�
 u, v ∈ H1(Ω)M

∫
Ω
Gj(v)dx =

∫
Ωaj

Gj(v)dx +
∫

Ω\Ωaj

Gj(v)dx

=
∫

Ωaj

G(v)dx +
∫

Ω\Ωaj

Aj

p
|v|p +Bj|v|dx <∞,


�� Ωaj = {x ∈ Ω; |v(x)| ≤ aj}� G� ��� H1(Ω) ���� �����
 �� Lp(Ω) � L1(Ω) 8��
� ����

��� I # �� %����
��� C2 

���� ������ 
 ��
����� ?C JB %�,��
 ��
 
 �������
 J� &��
� ����� 
 �����
 � =������

E = H1(Ω) ×H1(Ω) �
� 
 ��"����� ��
��
 ������
M

((u1, v1), (u2, v2)) =
∫

Ω

(
ε2 (〈∇u1,∇u2〉 + 〈∇v1,∇v2〉) + u1u2 + v1v2

)
dx.



JS �������
 C T 9(�������� � �
��������	
 � �
���*�� ���� �� ������� �������


!����� �
�������
 
 
����
� ��&����&�� ���
��G���
 L : E −→ E� �
 �
� L(u, v) =
(v, u)� �
��
� �����&�� 
 %����
��� I �
�
M

I(u, v) =
1
2

(L(u, v), (u, v)) + h(u, v),


�� h : H1(Ω) ×H1(Ω) −→ R # �
 �
� h((u, v)) = − ∫Ω (F (u) +Gj(v)) dx <
�� ��� h #

C2 � h′ # �
�����
 U� �
��
� ������
� � I �
�����
��� � �
���*�� %����� � ?C SB� � �
�

�� ��"�����
 � ,�������� �
�����
 �
� 
 �������
 � ��"������� �� QJJR� ���� �
���*��

�	
 ��������� 8��
� ���� ��� � ���&�� ��"��� � I # �� �
�M

I ′′(u, v)(φ,ψ)(φ,ψ) =
∫

Ω

(
2ε2〈∇φ,∇ψ〉 + 2φψ − f ′(u)φ2 − g′j(v)ψ

2
)
. ?C >B

��G�� E+ =
{
(φ, φ); φ ∈ H1(Ω)

}
� E− =

{
(φ,−φ); φ ∈ H1(Ω)

}
� 
� ���
�����
� �
����&


� ��"���&
� ��������&������� � L 9��	
 ���
� � ��"����� %��
���	
 E = E+ ⊕ E− 

���
���
� �
� Q� � ����� ��������� 
 %����
��� �� 
� ��G�M

Q(u, v) =
∫

Ω

(
ε2〈∇u,∇v〉 + uv

)
.

8��
� ��� Q # �	
 ��"���&
 �� E+ � �	
 �
����&
 �� E− �� (u, v) # �
���	
 � ?C SB�

��
���
� �
� m(u, v) 
 ��� ����� � �
��� ������&
� ��� �
�
 �)��
 �
 �������
 J 

6��
� ���	
 �������� 
 �������
 ��������� ���� ���	
 

9�	���� �5�5&5 ������� �������	�� � �	�-���� (H)� ���� %��
%��� ��%�&��	� εj → 0 �

aj → ∞ ���� (uj , vj) ��
���� �� ���,
��� �1�9! ��� ε = εj� �� �$	��	� k ∈ N ��
 %��

m(uj, vj) ≤ k ∀j ∈ N ����� �$	��� K > 0 ��
 %��(

‖uj‖L∞ + ‖vj‖L∞ ≤ K ∀j ∈ N.

'� ����	��
�� (uj , vj) ��� ��
��6�� �� �1�/! ���� j ��:�	���������  ������

� �������	 �5�5�5 ���� ��
&�� 
 �������
 ��������� ���� �������
� ���� �
��
 ���

��������� εj → 0� � ���� �
�����
���� ��� ��������� � �
���*�� (uεj , vεj )� ��G
 �����

� �
��� ������&
 ���� ���%
�������� ������
 ����� %
��� 
 8�
���� C C J �
� ���������

���
� ���� ��� ���� � "���������� p, q �� $��N���� (H) �	
 ���� ��� 2 < p = q < 2∗ 

�
� �%���
� ���
 8�
���� C C J� �(���� �� K ∈ R ��� ������ ���%
�������� � �
��� L∞ �

(uεj , vεj ) 9��	
 ����
 ��� p 
� q %
��� ���
��� ��� 2∗� �
�
 aj → ∞� ���	
 ���� &��
���

��)����������� "����� � j� �
���"���
� 
���� �
���*�� 
 ��
����� 
��"���� ?C JB 

! ��
&� ���� ��
���� ������ ����� 
���
�� 
 ��"����� �������
M

:��� �5�505 ;���	������� � �	�-���� (H) � ���� (u, v) ��
���� �� (P )j � �� �$	��	� λ > 0 �

k + 1 *���6�� �� H1(Ω) φ1, ..., φk+1 ����� �������� �	������� � ��	� %��(

I ′′(u, v)(φi, λφi)(φi, λφi) < 0 ∀i ∈ {1, ..., k + 1},

����� m(u, v) ≥ k + 1�



C C 9�������&�� � ���
�� � �
���*�� J>

)������������ ��G� V 
 ���
�����
 ��"���&
 � I ′′(u, v) �
� �)���	
 m(u, v) =
m(E+,E−)(u, v) = dimE−V � 
�� � �����	
 � V ������&� � E− %
� �)��� �� ���	
 ?J CB 

��G� W =
{
(λφ,−φ); φ ∈ H1(Ω)

}
� &��
� ���� � ��"����� ������� �������� �� ���	


?J CBM

dimE−V = dimWV + dimE−W.

�
�����
� ��� dimE−W = 0 �� %��
� �
�
 W⊥ =
{
(φ, λφ); φ ∈ H1(Ω)

}
� ���	


(E−)⊥ ∩ W = E+ ∩ W = 0 � E− ∩ W⊥ = 0� � ������� ��� dimE−W = 0 /
"


m(u, v) = dimE−V = dimWV  

�
� (H) ���
� f ′ ≥ 0 � g′ ≥ 0� ���	
� ���� �

 φ ∈ H1(Ω)�

I ′′(u, v)(λφ,−φ)(λφ,−φ) =
∫

Ω

(
2ε2〈∇(λφ),∇(−φ)〉 − 2λφ2 − f ′(u)λ2φ2 − g′j(v)φ

2
)
< 0,


 ��� ������� ��� W ⊂ V  9��	
 ��"�� ��� dimWV = dim(V ∩ W⊥) − dim(V ⊥ ∩ W )�
��� dim(V ⊥ ∩ W ) = 0� �
�� �
�
 W ⊂ V � ��"�� ��� V ⊥ ⊂ W⊥ �
�����
 m(u, v) =
dim(V ∩W⊥) 

�
������ �"
�� X = {(φi, λφi); i = 1, ..., k + 1} �
� $��N���� X ⊂ V � �
� �)���	


X ⊂ W⊥ �
�
 dimX = k + 1� G� ��� 
� k �������
� � X �	
 ����������� ������������

��� &�, ��� 
� ���
���� �	
 ��G���
�� � X ⊂ V ∩W⊥� ���	
 m(u, v) ≥ k + 1 

4�/����	 �5�565 ��G� f∞, g∞ ∈ C1(R) � u, v ∈ C2(Ω) �
���*�� 
 �������⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

−Δu = g∞(v) �� ω

−Δv = f∞(u) �� ω
∂u
∂n = ∂v

∂n = 0 �
��� ∂ω

?C J3B


�� ω =
{
x ∈ R

N ; 〈x, y0〉 < d0

}
���� ��"�� y0 �= 0 � d0 ∈ (−∞,+∞] 

��,��
� ��� (u, v) ��� ����� )���
 �� �(����� R0 > 0 ��� ��� ∀φ ∈ H1(Ω) �
� φ = 0 ��

BR0 ∩ ω� &���M

2
∫

ω
|∇φ|2 −

∫
ω
f ′∞(u)φ2 −

∫
ω
g′∞(v)φ2 ≥ 0. ?C JJB

<
 ��N(��
 �������
 �
���������
� g∞ ∈ C1 ��� ���� �(����� &��
��� c1, c2 > 0, 2 <
p < 2∗, p ≤ q � 1

p + 1
q >

N−2
N ���� 
� ����� &����M

J c1|s|q ≤ g∞(s)s ≤ c2|s|qV

C g∞(s)s ≤ qG∞(s)V

D (p− 1)g∞(s)s ≤ g′∞(s)s2�

∀s ∈ R 

! ��
�
���	
 ��"����� # �� �������
 
 ���
 /�
�&���� ��� ���� �����,�
 �� ��
������	



 8�
���� C C J� ��G�� �#��� � ��
&� 
 ���� J� ���	
 ��������� �
 ������$
 Q>R � ;��
��

8�������� � 8�
������ 



C3 �������
 C T 9(�������� � �
��������	
 � �
���*�� ���� �� ������� �������


�	*	����	 �5�5(5 ���� g∞ ∈ C1(R) � f∞(s) = c|s|p−2s ��� c > 0 � 2 < p < 2∗ � �������

%�� (u, v) ����� ���	�� :�	�� � ���� 
	�	���� �� L∞(ω) × L∞(ω)� '����(

/� �� g∞ = 0 ����� u = 03

1� �� g∞ ���	�*�4 �� �����	������ �� ��:�	��� ��	�� ����� u = v = 0�

)������������ �
�
 
 ��
����� # ��&������� �
� ��������	
� �
��
� ������ ���
� ���

ω = R
N 
� ��� ω = ω0 = {x; 〈x, y0〉 < 0} �� %��
M

• �� d0 = ∞� ���	
 ω = {x; 〈x, y0〉 <∞} = R
N  

• �� d0 ∈ R� ���	
 ���
 z0 ∈ R
N ��� ��� 〈z0, y0〉 = d0� �
�� ��� ω−z0 = {x−z0; 〈x, y0〉 <

d0 = 〈z0, y0〉} = {x− z0; 〈x− z0, y0〉 < 0} = ω0 

�
�����
 �	
 $� ���� � "��������� �� ���
� ��� ω = R
N 
� ��� ω = {x; 〈x, y0〉 < 0}

?��� # 
 ����������
 ������
 ���
 ����
 �
���� � y0B 

���
�$��
� ��� c = 1 �� ���� �

 R > 0 ��)����������� "����� ��G� ϕ ∈ C∞
0 (RN ) �
�

0 ≤ ϕ ≤ 1� ϕ = 0 �� BR0 ∪R
N\B2R(0)� ϕ = 1 �� BR\B2R0 � ‖∇ϕ‖L∞ < C

R
N+1

2

� 
�� C �	


����� � R 

J ���
�$��
� ��� g∞ = 0� ���	
 (u, v) �����%�, 
 ��"����� �������M⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

−Δu = 0 �� ω

−Δv = |u|p−2u �� ω
∂u
∂n = ∂v

∂n = 0 �
��� ∂ω

���
�$��
� ��� c = 1 �� ���� �

 R > 0 ��)����������� "����� ��G� ϕ ∈ C∞
0 (RN )

�
� 0 ≤ ϕ ≤ 1� ϕ = 0 �� BR0 ∪ R
N\B2R(0)� ϕ = 1 �� BR\B2R0 � |∇ϕ| < C

R ��

R
N\BR� 
�� C �	
 ����� � R ���� ���
�$� � ϕ� ���
� uϕ ∈ H1(ω) � uϕ = 0

�� ω ∩ BR0  �����������
 � �������� �����	
 
 ������� ����� �
� uϕ2 ∈ H1(ω) �

����"���
 �
� ������� ���
�
∫
ω

(
2uϕ〈∇u,∇ϕ〉 + ϕ2|∇u|2) = 0 ����
 ���	
 
 %��


� (u, v) ��� ����� )���
� �����
�M

2
∫

ω
|∇(uϕ)|2 −

∫
ω
(p− 1)|u|p−2|uϕ|2 ≥ 0.

����� %
���

(p− 1)
∫

ω
|u|pϕ2 ≤ 2

∫
ω
|∇(uϕ)|2

= 2
∫

ω
|ϕ∇u+ u∇ϕ|2

= 2
∫

ω

(
u2|∇ϕ|2 + ϕ2|∇u|2 + 2uϕ〈∇u,∇ϕ〉)

= 2
∫

ω
u2|∇ϕ|2.



C C 9�������&�� � ���
�� � �
���*�� CJ

����
 �"
�� 
 %��
 � ∇ϕ = 0 
�� ϕ # �
������� � � �������	
 � u� ��"�� ���

(p− 1)
∫

BR

|u|p ≤ 2
∫

B2R

u2|∇ϕ|2

= 2
∫

BR0

u2|∇ϕ|2 + 2
∫

B2R0
\BR0

u2|∇ϕ|2 +

2
∫

BR\B2R0

u2|∇ϕ|2 + 2
∫

B2R\BR

u2|∇ϕ|2

≤ C

(
1 +

1
R2

∫
B2R

u2

)
,


� ��G�

(p− 1)
∫

BR

|u|p ≤ C

(
1 +R−2

∫
B2R

u2

)
. ?C JCB

�
�����
� ���
∫
BR

|u|p # ������
 ��������������� � R 

���
�$��
� ��� �	
� ���	
 ���� R ��)����������� "�����
∫
BR

|u|p > C� � �������

��� �
� ?C JCB

(p− 1)
∫

BR

|u|p ≤
∫

BR

|u|p + CR−2

∫
B2R

u2,

� ���	
 ∫
BR

|u|p ≤ CR−2

∫
B2R

u2. ?C JDB

�����,��
 � ���"����� � =W��� �
� p
2 � p

p−2 �� ����"��� � ������ � ?C JDB� �����
�

CR−2

∫
B2R

u2 ≤ CR−2

(∫
B2R

(u2)
p
2

) 2
p

R
Np
p−2 = C

(∫
B2R

|u|p
) 2

p

RN p−2
p

−2.

<
�� �"
�� ���� �
�
 p < 2∗ = 2N
N−2 � ���	
M

N(p − 2)
p

− 2 =
p(N − 2) − 2N

p
< 0,

� �)���
� �
� α = 2 − N(p−2)
p > 0 9��	


R−2

∫
B2R

u2 ≤ CR−α

(∫
B2R

|u|p
) 2

p

. ?C J1B

!������
 ���	
 ?C J1B �� ?C JDB� �����
�∫
BR

|u|p ≤ CR−α

(∫
B2R

|u|p
) 2

p

. ?C J2B

��
����
 � ������� �������&� �
��� � ���"����� ?C J2B� 
�� ���������
� �

���"����� +� �
��� � ���
 2jR� �����
�

∫
BR

|u|p ≤ CR
−α

(
1+ 2

p
+...+( 2

p
)k−1

) (∫
B

2kR

|u|p
)( 2

p
)k

≤ CR
−α

(
1+...+( 2

p
)k−1

)
+N( 2

p
)k

,



CC �������
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� �
�
 p > 2� ���� k ��)����������� "����� −α
(
1 + ...+ (2

p)k−1
)

+ N(2
p)k < 0 

:�,��
 ���	
 R→ +∞� ��"�� ��� ∫
BR

|u|p < C, ?C JLB


�� C �	
 ����� � R �
�����
 u ∈ Lp(ω) 

9��� %��
 ������� ���	
 ��� ∫
BR

u2 = o(R2). ?C JKB

�� %��
� ����
 � ���"����� � =W��� �
&������ �
� p
2 � p

p−2 � ����#� ?C JLB�

��"�� ���

∫
BR

u2 ≤
(∫

BR

(u2)
p
2

) 2
p

R
N(p−2)

p

≤ CR
N(p−2)

p ,

���	


R−2

∫
BR

u2 ≤ CR
N(p−2)

p
−2 = CR−α → 0

����
 R→ +∞ 

�
�����
� �"
�� ���
∫
ω |∇u|2 = 0 8
���
� ���	
 ϕ ∈ C∞

0 (RN )� 0 ≤ ϕ ≤ 1� ϕ = 0
�� Bc

2R� ϕ = 1 �� BR � ‖∇ϕ‖L∞ < C
R � 
�� C �	
 ����� � R 

�
�
 &���
 ������
�������
∫
ω

(
2uϕ〈∇u,∇ϕ〉 + ϕ2|∇u|2) = 0� � ������� ����

�����,��
 �
&������ =W����∫
ω
ϕ2|∇u|2 ≤ 2

∫
ω
|u||ϕ||∇u||∇ϕ|

≤ C

R

∫
ω
|u||ϕ||∇u|

≤ C

R

(∫
ω
u2

) 1
2
(∫

ω
ϕ2|∇u|2

) 1
2

= C

(
R−2

∫
ω
u2

) 1
2
(∫

ω
ϕ2|∇u|2

) 1
2

� ���
 ������� ��� (∫
ω
ϕ2|∇u|2

) 1
2

≤ C

(
R−2

∫
ω
u2

) 1
2

→ 0,

����
 R→ +∞ 

�
�����
 limR→+∞
∫
BR

ϕ2|∇u|2 = 0 � ���	

∫
ω |∇u|2 = 0 �
�
 ∇u = 0 �� ω �

u ∈ Lp(ω)� ���	
 ��������������� u = 0 �� ω 



C C 9�������&�� � ���
�� � �
���*�� CD

C ��G� ϕ �
�
 �
 ���� ������
� �
� ?C JJB� �����
�M

(p− 1)
∫

ω
f∞(u)uϕ2 +

∫
ω
g′∞(v)u2ϕ2 ≤ 2

∫
ω
|∇(uϕ)|2.

!�"�������
 �
�
 �
 ���� ������
�� ����
 
 ���� ?DB � ��"��� J> � � ���"�����

2uv ≤ u2 + v2� �$�"����
� �M

(p− 1)
∫

ω
f∞(u)uϕ2+ ∈ω g

′
∞(v)u2ϕ2 ≤

∫
ω
|∇(uϕ)|2

= 2
∫

ω

(
u2|∇ϕ|2 + 2uϕ∇u∇ϕ+ ϕ2|∇u|2)

= C

∫
ω
u2|∇ϕ|2 + 2

∫
ω
g∞(v)uϕ2

≤
∫

ω
u2|∇ϕ|2 +

∫
ω
g′∞(v)u2ϕ2 +

∫
ω
g∞(v)vϕ2,


 ��� ������� ���

(p− 1)
∫

ω
f∞(u)uϕ2 ≤ C

∫
∞
u2|∇ϕ|2 +

∫
ω
g∞(v)vϕ2.

/
"
 �����
�

(p− 1)
∫

ω
f∞(u)u2ϕ2 ≤ C

(
1 +

∫
ω
u2|∇ϕ|2

)
+
∫

ω
g∞(v)vϕ2. ?C JSB

���
 8�
���� 2! � QCR� ���� �

 ε > 0�∫
ω
g∞(v)vϕ2 ≤ 1 + ε

1 − ε

∫
ω
f∞(u)uϕ2 + o(1) ����
 R→ ∞. ?C J>B

8
���
 ���	
 ε > 0 ��� ��� (p−1)− 1+ε
1−ε > 0� ��"�� �
� ?C JSB � ?C J>B ��� u ∈ Lp(ω) 

��&�
 � �
���	
 ?JB � ��)���	
 ?C C 1B � � ?C J>B� ���
� ����#� ��� v ∈ Lq(ω) 
���
 �
�
����
 LI � /��� LI � QCR� ���
� ���M∫

ω
〈∇u,∇v〉 =

∫
ω
f∞(u)u =

∫
ω
g∞(v)v <∞. ?C C3B

����
 ��� ������� 
 ���
 �
$
,��&�;�����$ ?&�� QJ1R� ��" JDSB �� ?C C3B� �����
�

���M ∫
ω
〈∇u,∇v〉 =

N

N − 2

∫
ω

(F∞(u) +G∞(v)) . ?C CJB

��"�� ���	
 ���
 ���� ?CB � ��)���	
 ?C C 1B� �
� ?C C3B � ?C CJB ���M

N − 2
N

∫
ω
|u|p =

∫
ω

(F∞(u) +G∞(v)) ≥ 1
p

∫
ω
|u|p +

1
q

∫
ω
g∞(v)v =

(
1
p

+
1
q

)∫
ω
|u|p.

�
�
 1
p + 1

q >
N−2

N � ���	
 u = v = 0 



C1 �������
 C T 9(�������� � �
��������	
 � �
���*�� ���� �� ������� �������


!"
�� �
��
� �� � ��
������	
 �
������ 
 8�
���� C C J 

)������������ �
�������
� ���� �� ���
��
� �
� �
������	
� ��� � ���
� � �������������

‖uj‖L∞ + ‖vj‖L∞ → +∞� ���	
 ���� �
���&�� ���
����� xj ∈ Ω̄, αj , βj > 0, λj −→ 0+� ����

��� �� ��"������ %���*��M

ũj(x) =
1
αj
uj(λjεjx+ xj) � ṽj(x) =

1
βj
vj(λjεjx+ xj), ?C CCB

��� �
�������
� ��� �����%�,�� 
 �������M⎧⎨
⎩ −Δũj + λ2

j ũj =
λ2

j

αj
gj(βj ṽj) �� Ωj = 1

λjεj
(Ω − xj)

−Δṽj + λ2
j ṽj =

λ2
j

βj
f(αjũj) �� Ωj

, ?C CDB

�	
 ���%
�������� �������� �� � ���
� � ������������� �
�&��"�� �� C2
loc ���� %���*�� u

� v� ��������&������� ��� �����%�,�� 
 ��"����� ��
����� ������M⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

−Δu = g∞(v) �� ω

−Δv = f∞(u) �� ω
∂u
∂n = ∂v

∂n = 0 �
��� ∂ω

?C C1B

���� f∞, g∞ ∈ C1(ω)� 
�� ω # R
N 
� {x; 〈x, n(x0)〉 < d0} 
�� x0 ∈ ∂Ω �

d0 = limj→∞
dist(xj ,∂Ω)

λjεj
 !�#� ���
� �
�������
� ��� (u, v) ��� ����� )���
 U ��"�����


�
������&
 ���� � �����,��	
 � ��
�
���	
 C C 2 ���� �$�"���
� � ��� �
������	
 ���


������� �� ���
�$�� � αj , βj , λj � xj ���� �
� ��� &�,� ������ 
 ������ � aj

‖vj‖L∞
����
 j → ∞ 

• �
�����
� ��� ũj � ṽj �
�
 �)���� �� ?C CCB� �����%�,�� 
 ������� ?C CDB �� %��
�

���
 y = λjεjx+ xj� ���
�M

Δũj(x) =
λ2

jε
2
j

αj
Δuj(y).

�
�
 uj �����%�, −ε2jΔuj + uj = gj(vj)� ���	
� ����������
 � �����������
 �
�
λ2

j

αj
�

���
�M

−Δũj + λ2
j ũj =

λ2
j

αj
gj(βj ṽj)

� ����
"������ ���� ṽj  

• �
�����
� ��� �� %���*�� u � v� ��� �	
 �
���*�� 
 ��
����� ������ ?C C1B� ��� �����

)���
 ���� ���
� ���
�$� ��� �	
� 
� ��G�� ��� ∀R0 > 0, ∃ϕ ∈ H1(ω) �
� ϕ = 0 ��

BR0 � ��� �
��
� ���
� ��� ��� ���
��� �
�����
 ?G� ��� C∞
0 (ω) # ���
 �� H1(ω)B�

��� ���M

E(ϕ) = 2
∫

ω
|∇ϕ|2 − f ′∞(u)ϕ2 − g′∞(v)ϕ2 < 0.



C C 9�������&�� � ���
�� � �
���*�� C2

<
�� ��� 
 ��
����� ������ ?C C1B %
� 
���
 %�,��
 j → ∞ �
 ������� ?C CDB 

6��
� ������ �
� �� �������� �� �
�&��"������

λ2
j

αj

βj
f ′(αj ũj) → f ′∞(u)

�

λ2
j

βj

αj
g′j(βj ṽj) → g′∞(u).

�
�������
� � ������ � &����&��� ��� ��&� Ωj �� Ω �� �
� x �→ λjεjx+xj � ��G�

ϕj(x) = ϕ
(

x−xj

λjεj

)
∈ H1(Ω)� 
�� j # "���� 
 ��)������ ���� ��� supp(ϕ) ⊂ Ωj �
�

?C >B� ���� �
�&��"����� C2
loc � λ2

j
αj

βj
f ′(αjuj) � 
 ��
���� � ������ � &����&��� ��

����"���� ���
�

1
λN−2

j εNj
I ′′(uj , vj)

(
ϕj ,

βj

αj
ϕj

)(
ϕj ,

βj

αjϕj

)
−→ E(ϕ) < 0.

��G� ���	
 R1 > 0 ��������� �(���� ϕ1 ∈ H1(ω) �
� ���
��� �
�����
� supp(ϕ1) ⊂
ω\BR1(0) � ��� ��� ���� ��"�� j1 ∈ N� I ′′(uj1 , vj1)

(
ϕ1,j1,

βj1
αj1

ϕ1,j1

)
< 0 8
�� �"
��

R2 > 0 ��� ��� supp(ϕ1) ⊂ BR2(0) 9(������ ���	
 ϕ2 ∈ H1(ω) �
� ���
��� �
�����
�

supp(ϕ2) ⊂ ω\BR2(0) � ��� ���� ���� ��"�� j2 ∈ N� I ′′(uj2 , vj2)
(
ϕ2,j2,

βj2
αj2

ϕ2,j2

)
< 0 

;������
 
 ��
����
 k+ 1 &�,��� �
���"�����
� k+ 1 %���*��� ϕ1,j , . . . ϕk+1,j ∈ H1(Ω)
�
� ���
���� ��G���
� � ���� ��� I ′′(uj , vj)

(
ϕi,j ,

βj

αj
ϕi,j

)
< 0� 
�� i = 1 , . . . , k + 1

� j > max{j1, . . . , jk+1} ����� %
���� ���
 /��� C C D� m(uj , vj) ≥ k + 1� 
 ���

�
������� � �
��� $��N���� �
�����
 (u, v) ��������� ��� ����� )���
 

��G�

Mj = supx∈Ω̄

{
max{|uj(x)|

1
q , |vj(x)|

1
p }
}

���� �
� $��N���� ���� � +∞ ����
 j → ∞ ��G�

l = lim
j→∞

aj

Mp
j

∈ [0,∞]

� ���
� � ������������ 

���� & � 6��
� �
������� 
 ���
 �� ��� l > 0 ?�
��
 �������&� ��� ��)���
B ��G� λj

�
 �
� λ2
jM

pq−p−q
j = 1 � yj ∈ Ω̄ ��� ��� Mj = max

{
|uj(yj)|

1
q , |vj(yj)|

1
p

}
� ��G��

αj = M q
j � βj = Mp

j  ��G� �"
�� ũj(x) = 1
αj
uj(λjεjx+ yj) � ṽj(x) = 1

βj
vj(λjεjx+ yj) 

<
�� ���

|ũj(x)| =
1
M q

j

|uj(λjεjx+ yj)| ≤ 1
M q

j

|uj(yj)| =
1
M q

j

M q
j = 1

� ����
"������ ���� ṽj � �
"
� ‖ũj‖L∞ , ‖ṽj‖L∞ ≤ 1 
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���� �
����� ��� ũj → u � ṽj → v �� C2
loc� �
�� ��� 
 
����
� Lw = −Δw + λ2

jw

# �������
� ��� �
�)������� Cα�
λ2

j

αj
gj �

λ2
j

βj
f ?�	
 C1(R)� �� ���������� Cα) 9��	


�����,��
 � ��������&� � ��$����� &��
� ���M

|ũj |2,α;Ωj ≤ C(‖ũj‖L∞ +
λ2

j

αj
|gj(βj ṽj)|0,α;Ωj )

�

|ṽj |2,α;Ωj ≤ C(‖ṽj‖L∞ +
λ2

j

βj
|f(αjũj)|0,α;Ωj ),


�� C �	
 ����� � ũj � ṽj  �
�
 ‖ũj‖∞� ‖ṽj‖∞ ≤ 1 � �&�
 � ?C DB�
λ2

j

αj
|gj(βj ṽj)|0,α;Ωj # ���%
�������� �������� ���	
 |ũj|2,α;Ωj ≤ K ���
 ������� ��

�����
�������� � �������	
 ���%
��� �� ���������� � %���*�� � �� ���&��� ��#


��� C :���������� � ���
� � ������������� ũj → u � ṽj → v �� C2
loc 

�
�����
� ��� (u, v) �����%�, 
 ��
����� ������ ?C C1B ���� %���*�� f∞(s) = l1
p−1 |s|p−2s

� g∞(s) = l2
q−1 |s|q−2s �� |s| ≤ l � g∞(s) = l2

p−1 |s|p−2s + l2(p−q)
(p−1)(q−1) l

q−1 ���� s < l � g

����� 

• f∞M ����������
 
� &��
��� � αj, βj � λj � &��
� ���M

λ2
j

βj
f(αjũj) =

f(M q
j ũj)

(M q
j )p−1

.

�
�
 lim|s|→∞
f(s)
|s|p−1 = l1(p − 1)� ���	
 lim|s|→∞

f(Cs)
|s|p−1 = l1(p − 1)Cp−1 9��	
�

�
�
 M q
j → ∞� limj→∞

λ2
j

βj
f(αj ũj) = limj→∞

f(Mq
j ũj)

(Mq
j )p−1 = l1

p−1 |u|p−1 = f∞(u) 

• g∞M ���� 
 ���
 �� ��� |v| < l� ��
����
� � ������� �(�������� �"��� �


%���
 ���� f  �
� 
���
 ��
� ���� 
 ���
 �� ��� v ≥ l� ��
����
� �
�
 ����

f �����,��
 � �)���	
 � gj ���� &��
��� ���
��� 
� �"���� � aj  !���
"������

���� 
 ���
 �� ��� v ≤ −l 
/
"
� �$�"����
� �

g∞(v) =

{
l2

p−1 l
q−p|v|p−2v + l2(p−q)

(p−1)(q−1) l
q−1 ; v ≥ l

l2
q−1 |v|q−2v ; |v| ≤ l

� g∞ # ����� 

6���)����� %��������� ��� g∞ �����%�, �� ��
������� ?JB� ?CB � ?DB � ��"��� J> �

�
��
� ���	
 ���� 
 ���� ?CB � ��
�
���	
 C C 2 

9��	
 u = v = 0� 
 ��� �
�����, 
 %��
 � |ũj(0)| = 1 
� |ṽj(0)| = 1 

���� � � ���
�$� �"
�� ��� l = 0 ��
����
 �
�
 �
 ���
 J� �$�"����
� �
 ��
�����

������M {
−Δu = 0 �� ω

−Δv = l1
p−1 |u|p−2u �� ω
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� ���� ��
�
���	
 C C 2 ���� J� u = 0 /
"
 Mj = ‖vj‖L∞ = |vj(yj)| � limj→∞
aj

‖vj‖L∞ =
0� �� ���������� ‖vj‖L∞ → ∞ �
�������
� �"
�� 
���
� &��
��� ���� λj � αj � βj  

��G� ���	
 αj = βj = ‖vj‖L∞ � λj ��� ��� λ2
jAj‖vj‖L∞ = 1� 
�� Aj %
� �)��
 �


�����
 � ���	
 ���
�$� ��� �(����� ������������� �
� ‖uj‖L∞ ≤ ‖vj‖L∞ � ��G��M

ũj(x) =
uj(λjεjx+ yj)

‖vj‖L∞
� ṽj(x) =

vj(λjεjx+ yj)
‖vj‖L∞

��� �����%�,�� 
 �������⎧⎨
⎩ −Δũj + λ2

j ũj =
λ2

j

‖vj‖L∞ gj(‖vj‖L∞ ṽj) �� Ωj

−Δṽj + λ2
j ṽj =

λ2
j

‖vj‖L∞ f(‖vj‖L∞ ũj) �� Ωj

� �	
 ���� ��� λj → 0� ‖ũj‖L∞ ≤ 1 � ‖ṽj‖L∞ = 1 

<
�� ��� ����
 ?C DB &��
� ���
λ2

j

‖vj‖L∞ gj(‖vj‖L∞ ṽj) → |v|p−2v � ����#� ���
λ2

j

‖vj‖L∞ f(‖vj‖L∞ ũj) → 0 ����
 j → ∞ 

/
"
 
 ������ (ū, v̄) � (ũj , ṽj) �����%�, 
 ��"����� ��
����� ������M{
−Δūj = |v̄|p−2v̄ �� ω

−Δv̄ = 0 �� ω
.

���� ��
�
���	
 C C 2 ���� ?JB� ���
� �"
�� ��� v̄ = 0� 
 ��� �
������� 
 %��
 �

|v̄j(0)| = |ṽj(0)| = 1, ∀j ∈ N 

���� 0 � 8�����
� �"
�� 
 ���
 �� ��� l = 0 � ‖vj‖L∞ ≤ ‖uj‖L∞  ���
�$� ���M

‖vj‖L∞

‖uj‖L∞
A

1
p

j −→ ∞.

��G�

ũj(x) =
uj(λjεjx+ yj)

‖uj‖L∞
� ṽj(x) =

vj(λjεjx+ yj)
‖vj‖L∞

� λ2
j = ‖uj‖L∞

Aj‖uj‖p−1
L∞

 <
�� ��� λj → 0+� �
�� λ−2
j = A

p−1
p

j ‖vj‖p−2

(
A

1
p
j ‖vj‖
‖uj‖

)
→ ∞ ��

����� %
��� ��� �
 ���
 C� �$�"��
� �
 ��
����� ������M{
−Δu = |v|p−2v �� ω

−Δv = 0 �� ω
,


 ��� ��������� ���� ��
�
���	
 C C 2 ���� ?JB ��� v = 0� 
 ��� �
������� 
 %��
 �

|ṽj(0)| = 1, ∀j ∈ N 

���� 6 � U '���
 ���
 ��� ����� �
������� # ����
 l = 0� ‖vj‖L∞ ≤ ‖uj‖L∞ � �
�#� �	


&��� ��� ‖vj‖L∞
‖uj‖L∞A

1
p

j → ∞� 
� ��G�� �(���� ��� �
������� C ��� ���� ���� �

 j ∈ N�

‖vj‖L∞A
1
p

j ≤ C‖uj‖L∞  <���� ���
� ��G�M

ũj(x) =
uj(λjεjx+ xj)

‖uj‖L∞
, ṽj(x) =

vj(λjεjx+ xj)
‖vj‖L∞

� λ2
j =

‖vj‖L∞

‖uj‖p−1
L∞
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 � �
���*�� ���� �� ������� �������


� xj # ��� ��� |uj(xj)| = ‖uj‖L∞  <
�� ��� λ2
j ≤ ‖uj‖L∞

‖uj‖p−1
L∞

= 1
‖uj‖p−2

L∞
→ 0 

! ���
� � ������������� ��G�M

λ̄ = lim
j→∞

λ2
jAj‖vj‖p−1

L∞

‖uj‖L∞

� �
�� ��� 0 ≤ λ̄ ≤ ∞� �
��� �
�
 lim
A

1
p
j ‖vj‖L∞
‖uj‖L∞ <∞� ���	


λ̄ = lim
‖vj‖L∞

‖uj‖p−1
L∞

‖vj‖p−1
L∞

‖uj‖L∞
Aj = lim

(
A

1
p

j

‖vj‖L∞

‖uj‖L∞

)p

<∞.

<
�� ���
λ2

j

‖uj‖L∞ gj(‖vj‖L∞ ṽj) → λ̄|v|p−2v � ����#�
λ2

j

‖vj‖L∞ f(‖uj‖L∞ ũj) → l1
p−1 |u|p−2u 

9��	
 (u, v) �����%�, 
 ��
����� ������M

{
−Δu = (p− 1)λ̄|v|p−2v �� ω

−Δv = l1
p−1 |u|p−2u �� ω

.

9��	
 �� λ̄ > 0� � ��
�
���	
 C C 2 ���� ?CB ������� ��� u = v = 0� �
�� (p− 1)λ̄|s|p−2s

�����%�, ?�B� ?�B � ?�B �� λ̄ = 0� ���	
 
 ���� ?JB ������� ��� u = 0 /
"
 �
��
�

�)���� �� �������� 
� ���
� ��� u = 0� 
 ��� �
�����, 
 %��
 � |ũj(0)| = 1, ∀j ∈ N 

��G� εj → 0 ��� ��������� �������� � uj � vj �
���	
 
 ��
����� ?C JB �
� ε = εj � ���

��� m(uj, vj) # ������
 ���%
�������� ���
 8�
���� C C J� ��"�� ��� ‖uj‖L∞ � ‖vj‖L∞ �	


������
� ��G� xj ∈ Ω̄ � �
�������
� �"
�� 
 ��"����� �������
������
 �� �
���*��M

ũj(x) = uj(εjx+ xj) � ṽj(x) = vj(εjx+ xj), ?C C2B

��� �����%�, 
 ��"����� �������M

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

−Δũj + ũj = g(ṽj) �� Ωj

−Δṽj + ṽj = f(ũj) �� Ωj

∂ũj

∂n = ∂ṽj

∂n = 0 �
��� ∂Ωj

, ?C CLB


�� Ωj = 1
εj

(Ω−xj) ��&�
 �� ��������&�� ��� ���
� �
��� ũj � ṽj� &��
� ���� ����� �
�


�� ��
������	
 
 8�
���� C C J� ũj → u � ṽj → v �� C2
loc � ���
� � ������������� 
��

u � v �����%�,��M ⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

−Δu + u = g(v) �� ω

−Δv + v = f(u) �� ω
∂u
∂n = ∂v

∂n = 0 �
��� ∂ω

?C CKB


�� ω = R
N 
�� �
 ���
 �� ��� xj → x0 ∈ ∂Ω� ω = {x; 〈x, n(x0)〉 < d0} � d0 =

limj→∞
dist(xj ,∂Ω)

εj
 



C C 9�������&�� � ���
�� � �
���*�� C>

�
������� �(�������� � ����� %
��� ��� �
 8�
���� C C J� ��� (u, v) ��� ����� )���
 

����
 ���� %��
� G��������� �
� � $��N���� ?C 1B� �
������� �
�
 �� ��
������	
 
 ����

?CB � ��
�
���	
 C C 2 ��� u, v ∈ H1(ω) ���
 ������� ���

I∞(u, v) =
∫

ω
(〈∇u,∇v〉 + uv − F (u) −G(v)) <∞.

U ��N(��
 �������
 # �
 �����
 � %
������ �
���*�� ��)������� ���� � �
�&��"�����M

Ij(ũj , ṽj) =
∫

Ωj

(〈∇ũj,∇ṽj〉 + ũj ṽj − F (ũj) −G(ṽj)) −→ I∞(u, v). ?C CSB

�
�
 ω # �������
 � � �
�&��"����� � ũj � ṽj # �
��� �
�����
�� ���	
 � �
�&��"�����

� Ij(ũj , ṽj) ���� I∞(u, v)�	
 ��"�� ���������� 

�	*	����	 �5�575 ������� �������	�� � �	�-���� (H) � ���� uj � vj ��	� %�� m(uj, vj) ≤ 1
� (u, v) �= (0, 0)� '���� ���� ���� δ > 0 �$	��� R > 0 � j0 ∈ N ��	� %��(∫

Ωj∩{x; |x|≥R}
(f(ũj)ũj + g(ṽj)ṽj) ≤ δ ∀j ≥ j0.

)������������ <	
 �
��
� ��� ��� ∀ϕ ∈ C∞
0 (ω)� &��� �� ��� ��"������ ���"������M

I ′′∞(u, v)(uϕ, uϕ)2 ≥ 0 � I ′′∞(u, v)(vϕ, vϕ)2 ≥ 0,

�
�� �� &�������� ��"�������
 � ����� %
��� ��� �� ��
�
���	
 C C 2� �(������� ���

�
������� C ���������� � ϕ� ��� ���M∫
B2R

(|∇u|2 + |∇v|2 + u2 + v2 + f(u)u+ g(v)v
)
ϕ2 ≤ C

∫
ω

(
u2 + v2

) |∇ϕ|2 < c

R2
−→ 0,

����
 R → 0� 
�� ϕ = 1 �� BR� ϕ = 0 �� BC
2R � |∇ϕ| < C

R  ��� ���
 ������� ���

u = v = 0 �� ω /
"
 �&� �(����� ��� ϕ1 �
� ���
��� �� ��� �
�� BR1 �
�� �"��
��

I ′′∞(u, v)(uϕ1, uϕ1)2 < 0.

�
�
 ũj → u � ṽj → v �� C2
loc � I ′′j (ũj , ṽj)(uϕ1, uϕ1)2 # ��� ����"��� �������� �
��� B̄R1

��� # �
�����
� ���	


I ′′j (ũj , ṽj)(uϕ1, uϕ1)2 → I ′′∞(u, v)(uϕ1, uϕ1)2 < 0,


 ��� ��"��)�� ��� ���� j ��)����������� "����� I ′′j (ũj , ṽj)(uϕ1, uϕ1)2 < 0 �
�


m(uj, vj) ≤ 1 � uϕ1 # ��� %���	
 ��� ��� ���� j ��)����������� "�����

I ′′j (ũj , ṽj)(uϕ1, uϕ1)2 < 0� � %
��� �
�����
����&� 
 /��� C C D "������ ��� �
� Ψ ∈ H1(Ωj)
�
� ���
��� ��G���
 
 ���
��� � uϕ1� # ��� ��� I ′′j (ũj , ṽj)(Ψ,Ψ)2 ≥ 0� �� ���������� �� Ψ
��� �� ������ �� BR1(0) 



D3 �������
 C T 9(�������� � �
��������	
 � �
���*�� ���� �� ������� �������


��
 δ > 0� ���
�$� R > 0 "���� 
 ��)������ ���� ���

∫
B2R\BR∩ω

(u2 + v2) < δ.

����� %
���� �� j ∈ N # "���� 
 ��)�������
∫
Ωj∩(B2R\BR)(ũ

2
j + ṽ2

j ) < δ ��G� ���	
 ϕ ���

%���	
 � �
��� ��� ��� ϕ = 0 �� BR � ϕ = 1 �� BC
2R 8
���
 Ψ = ϕũj � Ψ = ϕṽj � ���
�

I ′′j (ũj , ṽj)(Ψ,Ψ)2 ≥ 0 �� ��"�������
 �
&������ �
�
 �� ��
�
���	
 C C 2� �����
�M

∫
Ωj∩BC

2R

(|∇ũj|2 + |∇ṽj |2 + ũ2
j + ṽ2

j + f(ũj)ũj + g(ṽj)ṽj

) ≤ Cδ.

���
 ������� ���������� �� ���� 
 ��
���� 

� �������	 �5�585 U����&� ��� �
�
 f ′(s) ≥ 0, ∀s ∈ R ���	
 |F (s)| ≤ ∫ s
0 |f(t)|dt ≤ f(s)s 

�����������
 �� �����*�� 
 ������� ?C CLB �
� ũj � ṽj� ��������&������� 
����
� ����#�

��� ∫
ω

(〈∇ũj ,∇ṽj〉 + ũj ṽj) =
∫

ω
f(ũj)ũj =

∫
ω
g(ṽj)ṽj .

9���� 
�� %��
� � ���� � ��
�
���	
 C C L �������� �� �
�&��"����� � Ij(ũj , ṽj) ����

I∞(u, v) 

� �������	 �5�5�5 U����&��
� ���� �� uj > 0 � vj > 0 �� Ω� ���	


lim inf
j→∞

min{‖uj‖∞, ‖vj‖∞} > 0. ?C C>B

���
 ��"�� 
����&��
 ���� �
�
 uj � vj �����%�,�� 
 ������� ?C JB� ���	
 wj = uj +vj �����%�,

� �����	


−ε2jΔwj = uj

(
f(uj)
uj

− 1
)

+ vj

(
g(vj)
vj

− 1
)
. ?C D3B

<	
 �
� 
�
���� ��� −Δwj < 0 �� ��� &�,��$���� � �� �
��
 � ��(��
 � wj � ���


�� ������ ��# � %�
������ �&�
 �
 /��� � =
�% �
�#�� 
����&��
 ��� � $��N���� ?C DB

������� ��� f � g �	
 o(s) ����
 s → 0� ���	
 ���� &��
��� ������
� � uj + vj � 
 ��


�����
 � ?C D3B # ��"���&
 ����� %
��� �
������
� ���� �"��
�� lim infj→∞ ‖uj‖L∞ > 0 

�
�
 −ε2jΔuj = g(vj) − uj� ���
 ����
 �
��&
 ��"�� ��� g(vj(xj)) ≥ uj(xj) = ‖uj‖L∞ � �

������� ��� lim infj→∞ ‖vj‖L∞ > 0 

��� ����� ��� ���	
��� ���������

<���� ���	
� ����
� ������ ��"���� ��������������� ������������� �� �
���*�� 


��
����� ?C JB� ���� &��
��� � ε ��)����������� ������
� ���� ���
 ����
� ������ �

$��N���� (H)� ��� �
�
 ��� �������	
 ���%
��� �
 H���� � �
��� �� �
���*�� 
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���*�� �
����&�� DJ

9�	���� �505&5 ������� %�� ��
�� (H) � ����� (uε vε) ��
���� ���	�	�� �� �1�/! ���

m(uε, vε) ≤ 1� ������� %�� �$	��� ε1 > 0 � C > 0 ��
 %�� ���� ���� 0 < ε ≤ ε1 uε ���

�� ����� �� �"$	�� ���	�*�4����(

dist(xε, ∂Ω) ≤ Cε. ?C DJB

'���� �$	��� ε0 > 0 ��
 %�� �� 0 < ε < ε0 xε � � <�	�� ����� �� �"$	�� �� uε � ���,�� ��

vε �
�� �	��� xε ∈ ∂Ω�

)������������ <
�� ��� # ��)������ �
����� ��� �
� ��������� � �
���*�� � ?C JB �
�

ε = εj → 0 ��� ��� ������������ �����%�,��
 � ���� 
 ��
����� 
� ��G�� ��� �
� ���������

�
���� ��� ������������ ���� � ������ � �� ����
 ε0� �
���� �� '���
 � �
��� �
��
 �

��(��
 �
����,�
 �� ∂Ω 

���
�����
� �
� uj� vj � xj ������������� ��� ���	
 �(������ � uεj � vεj � xεj �

��������&������ 6��
� �&��� � ��
&� �� &���
� ����
�M

J ! $��N���� � ��� �(����� ε1, C > 0 ���� ��� dist(xεj , ∂Ω) ≤ Cεj� ���� �

 εj ∈ (0, ε1)
� � �
������� � ∂Ω� �������� ��� � ���
� � ������������� xεj �
�&��"� ���� ��

�
��
 � ∂Ω  �
� ���
� �
��
� �)���� ���� � ���
� � ������������� xj → P ∈ ∂Ω 

���� �
����� ���� ���� j ��)����������� "����� xj = P � &��
� ��
&�� �������������

���

d0 = limj→∞
dist(xj, ∂Ω)

εj
= 0. ?C DCB

��)���
� ũj(x) = uj(εjx + xj) � ṽj(x) = vj(εjx + xj) 
�� xj # �
��
 � ��(��


� uj ���
�$��
�� ��� ���� � "���������� ��� n(P ) = eN � ��
���
� �
�

xN = 〈en, x〉 �����
� ��� �� ���������� ũj � ṽj �
�&��"�� �� C2
loc ���� u � v�

��������&������� �)��
 �
��� ω =
{
x ∈ R

N ; 〈x, n(P )〉 < d0

}
= {x; xN < d0} �
�


uj � vj �	
 �
����&�� �
� $��N����� ?C C>B ������� ��� ‖u‖L∞ ≥ lim inf ‖uj‖L∞ > 0 �

����
"������ ���� v� �
"
� u(0) > 0 � v(0) > 0 

�
�������
� 
 $��������
 {x; xN = d0} � &��
� ��X���� u � v ?��� �	
 �)���� ��

ω = {x; xN < d0}B �
� �����	
 � ���� ����� %
���� u � v �����%�,�� 
 ��"����� �������M

{
−Δu + u = g(v) �� R

N

−Δv + v = f(u) �� R
N

� ���	
 �� H1(RN ) ��"�� ���
 %��
 � u, v ∈ H1(Ω) ��� u � v ��� �� ��������


�
 ��)���
� 
� ��G�� lim|x|→∞ u(x) = 0 � lim|x|→∞ v(x) = 0 �
� QDR� ��"�� ���� �
�


f(0) = f ′(0) = 0 � f ′ ≥ 0 � ����
"������ ���� g� u � v �	
 ���������� ���#������ �
�

�������
 �
 ��� '���
 �
��
 � ��(��
 x0 ∈ R
N  �
�
 �
� �
������	
 u(0) = maxRN u�

���	
 x0 = 0 /
"
� �
�
 u � v �	
 ���#������ �
� �����	
 � 3 � ����#� �
 $��������


{x; xN = d0}� ��������������� d0 = 0 



DC �������
 C T 9(�������� � �
��������	
 � �
���*�� ���� �� ������� �������


C ��G� �"
�� yj �� �
��
 � ��(��
 � vj �� Ω̄ �
�����
� ��� �(���� C > 0 ��� ����

���� j "���� 
 ��)������

|xj − yj | ≤ Cεj. ?C DDB

��)���
� �
� ūj → ū � v̄j → v̄ � ��������� � ��
F���� 
�� ūj(x) = uj(εjx + yj) �

v̄j(x) = vj(εjx+ yj) ���
 ����
 �
��&
 ��� u� �"
�� v̄(0) > 0 ���� ��
�
���	
 C C L�

���� �

 δ > 0� �(���� R > 0 ��� ���� ���� j ��)����������� "����∫
Ω̄j\BR(0)

f(ūj)ūj + g(v̄j)v̄j ≤ δ,


�� Ω̄j = 1
εj

(Ω − yj) ���
���
 �
� zj = yj−xj

εj
� �
�
 ũj(zj) = uj(yj) = ūj(0)� ���	


� ���"����� ������
� ����� �
�
∫
Ωj\BR(zj)

f(ũj)ũj + g(ṽj)ṽj ≤ δ. ?C D1B

�� ��������
� �
� �
������	
 ��� |zj | → ∞� ���	
� ���� �

 δ > 0� �(���� j0 ��� ���∫
Ωj

f(ũj)ũj + g(ṽj)ṽj ≤ 2δ ∀j > j0,

�
�� �� |zj | %
� ����
 "����� �� �
��� BR(0) � BR(zj) ���	
 ��G������ � �

 ����

���� ��
�
���	
 C C L � �
� ?C D1B� �����
�∫
Ωj

f(ũj)ũj + g(ṽj)ṽj ≤
∫

Ωj\BR(0)
f(ũj)ũj + g(ṽj)ṽj +

∫
Ωj\BR(zj)

f(ũj)ũj + g(ṽj)ṽj ≤ 2δ

���� �

 j > j0 ���
 ������� ���
∫
ω (f(u)u+ g(v)v) = 0 /
"
 u = v = 0� �
��� �
�

?C 1B� F (s) > 0 ���� s > 0� �
"
 f(s) > 0 ����
 s > 0 � ����
"������ ���� g 

9��� �
������	
 �
���� ��� |zj | �	
 �
�&��"� ���� ∞ �� �
�����
� &��� ?C DDB 

D P�����
� �"
�� �
����� ���� �� yj # �������� �
��
 � ��(��
 � vj �� Ω̄� ���	
M

lim
j→∞

|xj − yj|
εj

= 0. ?C D2B

<
�� ���� �
� ?C DDB� (yj) �
�&��"� ���� 
 ����
 ������ P ∈ ∂Ω� �
�� �
 δ > 0�

�
�� j0 "���� � %
��� ��� |xj − P | < δ
2 ���� j > j0� � ����#� � ������� ���

|xj − yj| < Cεj <
δ
2 ���� j > j0 ?���
 # �
���&�� �
�� εj → 0B 8����
� ���	


j > j0 ⇒ |yj − P | ≤ |yj − xj| + |xj − P | < δ.

��"�� �
� ?C DCB ��� dist(yj ,∂Ω)
εj

# ������
� �
�� �
 δ > 0� ∃j0 ∈ N ��� ��� j > j0

������� ���
dist(yj , ∂Ω)

εj
≤ |yj − xj |

εj
+
dist(xj , ∂Ω)

εj
< C + δ.



C 1 9�������&�� � 9���"�� DD

�
�
 ���
� �� �������
 �
�
 ?C DJB ����#� ���� yj� �
��
� ��
���"��� �
�
 �


�������
 ����
� �)���
 ���������� � %���*�� ūj � v̄j �
� yj �� ��"�� � xj � �$�"��


� �
�����	
 � ��� limj→∞
dist(yj ,∂Ω)

εj
= 0 /
"
 ūj � v̄j �
�&��"�� ���� ū � v̄ ��� ���	


�)���� ����#� �� ω = {x;xN < 0} � ����#� ����"�� ���� '���
� ��(��
� �� 3 

�
�
 �
 ��"��
 ����
 �
�����
� ��� |zj | �	
 ���� �
 ��)���
� ��G� ���	
 z0 = lim zj  

9��	
 ūj(x) = uj(εjx + yj) = ũj(x + yj−xj

εj
) → u(x + z0) �
���������� ����� %
���

ū(x) = u(x + z0) � u ���� ��(��
 �� z0 ?G� ��� ū ��� �� 3B �
�
 u ��� ��� '���


��(��
 �� 3� ���	
 z0 = 0 � &��� ?C D2B �
� ���
 &��
� ����#� ��� ū = u� 
� ��G��

ũj(x) = uj(εjx+ xj) � ūj(x) = uj(εjx+ yj) ��� 
 ����
 ������ 

1 6��
� �"
�� ���� ?C DCB ���� �
����� ��� xj ∈ ∂Ω ���� j ��)����������� "���� �

���� ?C D2B � 
 %��
 � ūj → u � v̄j → v �� C2
loc(ω̄) ���� �
����� ��� yj = xj ���� j

��)����������� "���� 

U����&� ���� �
�
 u � v �	
 ���������� ���#������ �
� �����	
 � 
��"��� ���	


�
�������
 u � v �
�
 %���*�� � r = |x|� ���
� ��� ���� �����%�,�� 
 ��"�����

�������M ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−(rN−1u′)′ = rN−1(g(v) − u)

−(rN−1v′)′ = rN−1(f(u) − v)

−Nu′′
(0) = g(v(0)) − u(0)

−Nv′′
(0) = f(u(0)) − v(0)

.

�
�
 ���� �	
 %���*�� �	
 �
��������� � &���	
 �
��� 
 8�
���� � ������� ����

�
���*�� � 9�UY� ������� ��� u
′′
(0) �= 0 
� v

′′
(0) �= 0 ���
�$��
� ��� ��G�

|u′′
(0)| �= 0� 
� ��G�� u ��� �� ��(��
 �	
 �"�����
 �� 3 ��"�� � �
�&��"�����

C2
loc � ũj ���� u� ��� # ���������� ���#����� �
� �����	
 � 3� ��� ���� ��"�� δ > 0

������
� 〈∇uj(x), y〉 �= 0 ���� �

 x ∈ Bδεj
(xj)� x �= xj � ���� �

 y = λ(x − xj)�

λ �= 0 �
�#�� �
�
 ∂uj

∂n = 0 �� ∂Ω� ��"�� � ?C DCB ��� xj ∈ ∂Ω 

�
�
 ūj �
�&��"� �� C2
loc ���� u� ���	
 �(���� �� δ > 0 ��� ��� �	
 �(���� �
��
�

������
� �%������� � yj ����
 � Bδεj
(yj) �
�
 �
� ?C D2B� xj ∈ Bδεj

(yj) ����

&��
��� � j ��)����������� "������ ���	
 xj = yj 

�� ����������� �� ����!��

<���� ���	
 &��
� ��
����� ��������&�� ������
��� ���� � ����"�� 
 ������� ?C JB� �

%
��� � �
���
� 
����� ����&#� 
 8�
���� J D C� �
���*�� �
� ����� � �
��� ������
 

���
 �
����������� � �������	
 � �

� 
� �������
� &���
� ��# ���� ����� �������
 



D1 �������
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9�	���� �565&5 ������� (H) ��� 2 < p = q < 2∗ � ���� (u, v) ��
���� �� �1�/! ��
 %��

v �= −u� '����

sup
E−⊕R+(u,v)

I = I(u, v).

)������������ 6��
� ���
� ��� ε = 1 ���� �&���� ���� ������������ ��������
� �
�����

��� ���� �������� φ ∈ H1(Ω) � t ≥ 0� I((φ,−φ) + t(u, v)) ≤ I(u, v) ���
 # ����&������ �

�
����� ���� )(�
 �� φ ∈ H1(Ω) ���������
� α(t) = I(t(u, v) + (1 − t)(φ,−φ)) ≤ I(u, v) =
α(1) <� &���� &��
� &���)��� ��� α ��� �� J �� �
��
 � ��(��
 �� %��
� ��


� �
��
� � ��� &���)��
 # ��� α(t) → −∞ ����
 t → +∞ ��G� ū = φ + t(u − φ) �

v̄ = ψ + t(v − ψ)� 
�� ψ = −φ� ���	
M

α(t) =
∫

Ω
(〈∇ū,∇v̄〉 + ūv̄ − F (ū) −G(v̄))

≤ ‖∇ū‖L2‖∇v̄‖L2 + ‖ū‖L2‖v̄‖L2 −
∫

Ω
(F (ū) +G(v̄))

≤ ‖ū‖H1‖v̄‖H1 −
∫

Ω
(F (ū) −G(v̄))

≤ ‖φ+ t(u− φ)‖H1‖ψ + t(v − ψ)‖H1 − C

∫
Ω

(|ū|p + |v̄|p)

≤ t

∥∥∥∥φt − (u− φ)
∥∥∥∥

H1

∥∥∥∥ψt − (v − ψ)
∥∥∥∥

H1

−Ctp
[∥∥∥∥φt − (u− φ)

∥∥∥∥
p

Lp

+
∥∥∥∥ψt − (v − ψ)

∥∥∥∥
p

Lp

]
−→ −∞,

����
 t → +∞ 

��������
� �
����� ���

α′(1) = 0 α
′′
(1) < 0 α(0) ≤ 0.

• α′(1) = 0 �
�� α′(1) = I ′(u, v)(u − φ, v − Ψ) = 0� G� ��� (u, v) # �
��
 ������
 � I �
�

��� �
���	
 � ?C JBV

• α(0) ≤ 0 �
�� α(0) = I(φ,−φ) =
∫ (−|∇φ|2 − φ2 − F (φ) −G(−φ)

) ≤ 0 G� ���

F,G ≥ 0V

• ���� �
����� ��� α
′′
(1) < 0� �
�� ���M

α
′′
(1) = I

′′
(u, v)(u − φ, v + φ)2

=
∫

Ω

[
2〈∇(u− φ),∇(v + φ)〉 + 2(u− φ)(v + φ) − f ′(u)(u− φ)2 − g′(v)(v + φ)2

]
=

∫
Ω

[2(〈∇u,∇v〉 + uv) + 2(〈∇u,∇φ〉 + uφ)−
−2(〈∇v,∇φ〉 + uφ) − 2(|∇φ|2 + φ2) − f ′(u)(u− φ)2 − g′(v|)(v + φ)2

]
= −2‖φ‖2

H1 + i(f) + i(g).



C 1 9�������&�� � 9���"�� D2


��

i(f) =
∫

Ω

(
f(u)u− 2f(u)φ− f ′(u)(u− φ)2

)
.

<
�� ��� �� �(�����	
 ������ �����������
� �� �����*�� 
 ������� ?C JB �
� u� v� φ�

−φ � ����
� ����"���	
 �
� ������ ����
 � $��N���� � �
���	
 ?C 1B � $��N����

(H)� &��
� ���

i(f) ≤ −δ
∫

Ω
f(u)u < 0.

6��
� �"
�� �)��� ��� %���	
 β ��� ��� �
������ �
� α �
� ���� �
��
� ������
� � ���

�
� ��(����� �� ��
&� 
 ��
���� 

��G� t ��� ��� α′(t) = 0� ���	
� ����
 ��� u− φ = ū−φ
t � ����
"������ ���� vM

0 = α′(t) = I ′(ū, v̄)(u− φ, v − Ψ)

=
∫

Ω
[〈∇ū,∇(v − Ψ)〉 + 〈∇v̄,∇(u− φ)〉 + ū(v − Ψ) + v̄(u− φ)−

−f(ū)(u− φ) − g(v̄)(v − Ψ)] ,


 ��� ������� ���∫
Ω

(〈∇ū,∇v̄〉 + ūv̄) =
1
2

[
Q(ū,Ψ) +Q(v̄, φ) +

∫
(f(ū)t(u− φ) + g(v̄)t(v − Ψ))

]
.

��)���
 ���	
 β(t) �
�
M

β(t) =
1
2

[
Q(ū,Ψ) +Q(v̄, φ) +

∫
(f(ū)t(u− φ) + g(v̄)t(v − Ψ))

]
−
∫

Ω
(F (ū) −G(v̄)) ,

���
� �� ��"������ ��
�������M

• β(0) ≤ 0� �
�� β(0) = 1
2

[
Q(φ,Ψ) +Q(Ψ, φ) − ∫Ω(F (φ) −G(Ψ))

]
= I(φ,Ψ) = α(0) ≤ 0V

• β(1) = α(1) > 0 �
��� �
� ?C 1B f ′(s)s2 ≥ (1 + δ)f(s)s� 
 ��� ������� ���∫
(f ′(s)s + f(s)) ≥ ∫ (2 + δ)f(s) !���� f(s)s ≥ (2 + δ)F (s) 9��	


α(1) = I(u, v)

=
∫

Ω

[
1
2
(〈∇u,∇v〉 + uv) +

1
2
(〈∇u,∇v〉 + uv) − F (u) −G(v)

]

=
∫

Ω

[
1
2
f(u)u− F (u) +

1
2
g(v)v −G(v)

]

≥
∫

Ω

(
1
2
− 1

2 + δ

)
(f(u)u+ g(v)v)

> 0.

• β′(1) > 0� �
�� ����&#� � ������
� ������� &��
� ���

β′(1) = ‖φ‖2
H1 − 1

2
i(f) − 1

2
i(g) = −α

′′
(1)
2

> 0.
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���
�$��
� �
� �
������	
 ��� α ���$� �� ��(��
 �� t0 ≥ 0 �
� t0 �= 1 9��	
 
�

t0 ∈ (0, 1) 
� t0 ∈ (1,+∞) 

• �� t0 ∈ (0, 1)� ���	
 β(0) ≤ 0� β(1) > 0 � β(t0) > β(1)� �
"
 �(���� �� �
��
 ������
 �

β ���
� ��� 3� 
� ��G�M

∃t̄ > 0 ��� ��� β′(t̄) = 0 � β(t̄) > 0; ?C DLB

• �� t0 ∈ (1,+∞)� ���	
 �
�
 0 < 1 < t0 � α′(t) = 0� α
′′
(t) < 0 � α(1) < α(t0)�

�
�
 J # �
��
 � ��(��
� �(���� t1 ∈ (1, t0) �
� α′(t1) = 0 � α(t1) < α(1) /
"


β(t1) = α(t1) < α(1) = β(1) �
�
 β′(1) > 0� ���	
 ?C DLB &��� 

!���� �
��
� �)���� �� �������� �� ������*�� ��� ?C DLB &��� ���� �$�"���
� ��# �

�
������	
 ��� ��������� � ��
&�� �
�����
� ���

∀t ≥ 0; β′(t) = 0 ⇒ β(t) ≤ 0. ?C DKB

<
�� ��� ���
 �
������� ?C DLB 

�� %��
� �� β′(t) = 0� �����$��������� � α� � ����� ��������� �� �(�����	
 � β �
�

��� �(������ �� ����
� � f � g� �
"
M

β(t) = −‖φ‖2 − γ(f)
2 − γ(g)

2 
�� γ(f) =
∫
Ω

(
f ′(ū)t2(u− φ)2 − 2f(ū)t(u− φ) + 2F (ū)

)
 

�
� ?C 1B� γ(f), γ(g) ≥ 0� 
 ��� ������� ��� β(t) ≤ 0 

6��
� ���������� ��� "�������,��	
 ���� �������
 ��� ���� �����,�
 �� ���	
 ?C 2B 

�
�������
� u, v ∈ H1(RN
+ ) ∩ C2(RN

+ ) �
���	
 �⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

−Δu + u = g(v) �� R
N
+

−Δv + v = f(u) �� R
N
+

∂u
∂n = ∂v

∂n = 0 �
��� ∂R
N
+

, ?C DSB


�� R
N
+ = {x ∈ R

N ; xN > 0} 6��
� ���
� ��� 0 ∈ ∂Ω �
�
 Ω # �� 
����
 C2�

��G� α : R
N−1 → ∂Ω �� C2 �%�
�
�)��
 �
��� ��� &�,��$���� � 3 �� ∂Ω ��� ���

α(0) = 0 � Dα(0) = Id ��G� Φ(y, t) = α(y) − tn(α(y)) 
�� n(x) # 
 &��
� �������


�
���� �(����
� � ∂Ω �� x ∈ ∂Ω <
�� ���� �
�
 ∂Φ
∂t (0, 0) = n(0) � ∂Φ

∂y (0, 0) = Id�

���
� ���
 8�
���� � :���	
 ��&���� ��� Φ ����� ��� ��&���� �
��� �� 3� 
� ��G�� �(����

Ψ = Φ−1 : Br(0) ⊂ R
N → R

N−1 × R = R
N  8��
� ���� ��� DΨ(x)n(x) = (0, 1) ∈ R × R

���� �

 x ∈ ∂Ω ��N(��
 � 3� �
��M

DΨ(x)n(x) = lim
s→0

Ψ(x+ sn(x)) − ψ(x)
s

= lim
s→0

Ψ(Φ(y, s)) − Ψ(Φ(y, 0))
s

= (0, 1),


�� y = α(x) 9��	
 u ◦ Ψ # ��� ��� ∂(u◦Ψ)
∂n = ∇u(Ψ(x)) · (0, 1) = 0 �� ∂Ω 

��G� εj → 0+ � Ωj = 1
εj

Ω� �)���
�M

uj(x) = u

(
Ψ(εjx)
εj

)
χ(Ψ(εjx)) ∈ H1(Ωj), ?C D>B
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�� χ ∈ C∞(RN )� χ = 1 �� B r
2
(0)� χ = 0 �� R

N
+\Br(0)� 0 ≤ χ ≤ 1 � χ # ����������

���#������ �� ���������� ∂χ
∂n = 0 �� ∂R

N
+  8��
� ��� ∂u

∂n = 0 �� �

 x ∈ ∂Ωj 

�� ����� %
��� �
�
 �� ?C D>B �)���
� vj  U ��N(��
 /��� �
� %
������� ��"����

��
������� � uj � vj  

:��� �565�5 ������� %�� ��
�� (H) ��� 2 < p = q < 2∗� ����� u, v ∈ H1(RN
+ ) ∩ C2(RN

+ )
v �= −u ��� (u, v) ��
���� ���	�	�� �� �2.38! � ����	���� uj � vj ���� �� �1�0=!� '����

%����� j → +∞ � ���� φj ∈ H1(RN
+ ) ��� ‖φj‖H1 ≤ 1(

/�
∫
Ωj

|uj − u|p = o(1)3

1�
∫
Ωj
f(uj)φj =

∫
Ωj

f(ūj)
ūj

ujφj + o(1) �� ūj = φj + tj(uj − φj) %����� tj → 1�

)������������ J ��
 R > 0� �
�� ��� � %���	
 |u−uj|p # 
����� �� BR ���� ��"�����

%���	
 L1(BR)� (2 supBR
u)p� �
�� �� x ∈ B� ���	


∣∣∣∣u(x) − u

(
Ψ(εjx)
εj

)
χ(Ψ(εjx))

∣∣∣∣
p

≤ 2p(sup
BR

u)p.

/
"
� �� �
������
� ��� uj → u �
���������� �� BR� �����
� ���
∫
BR

|uj − u|p → 0
����
 j → +∞ ���
 8�
���� � �
�&��"����� �
����� � /����"�� 8
���
 j

��)����������� "����� ���
� Ψ(εjx) ∈ B r
2
(0) /
"
�

|u(x) − uj(x)| =
∣∣∣∣u(x) − u

(
Ψ(εjx)
εj

)∣∣∣∣ =
∣∣∣∣u
(

Ψ(Φ(εjx))
εj

)
− u

(
Ψ(εjx)
εj

)∣∣∣∣ .
���
���
 �
� h � %���	
 x �→ x

εj
� �
�
 u ◦ h ◦ Ψ # �
������� �
 ε > 0� ∃δ > 0 ���

��� �� |Φ(εjx) − εjx| < δ� ���	
 |u(x) − uj(x)| < ε ��� �
�
 Φ # �
������ � εj → 0�

���	


lim
j→∞

|Φ(εjx) − εjx| = 0.

����� %
��� �(���� j0 ∈ N ��� ��� �� j > j0� ���	
 |Φ(εjx)− εjx| < δ� 
 ��� ������� ���

|u(x) − uj(x)| < ε �
�����
 uj → u �
���������� 9��	
 ∀R > 0�
∫
BR

|uj − u|p → 0 

!"
��� �
�
 u ∈ H1(RN
+ )� ���	
 ∀ε > 0� ∃R > 0 ��� ���

∫
RN\BR

|u|p < ε ����� %
���


 ����
 &��� ���� uj �
� �� R′ > 0 9��	


∫
Ωj\BR

|u− uj|p ≤
⎡
⎣(∫

RN\BR

|u|p
) 1

p

+

(∫
Ωj\BR

|uj|p
) 1

p

⎤
⎦

p

< ε,


� ��G�� ����
 R→ ∞� ∫
Ωj\BR

|u− uj |p → 0.

�
�����

∫
Ωj

|u− uj |p = o(1) 
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C 8��
� ��� uj − ūj = λj(ūj − φj) 
�� λj = 1−tj
tj

→ 0 � ����#� ���∫
Ωj

(
f(uj)φj − f(ūj)

uj
φj

)
=
∫
Ωj

(f(uj) − f(ūj))φj − ∫Ωj

f(ūj)
ūj

λj(ūj − φj)φj  ����
 


8�
���� 
 6��
� �#�
 � ?C DB� ����� �� ����"���� 
 ��
 �����
 � �"����� �����

�
�� ��� �������� �
�

Cλj

∫
Ωj

(
1 + |uj |p−2 + |φj |p−2

)
(|uj | + |φj |)φj .

�
�
 φj # ������� �� Lp(Ωj)� �������
 =W��� &��
� ���∫
Ωj

f(uj)φj −
∫

Ωj

f(ūj)
ūj

ujφj = o(1).

���
���
� �
� Ij 
 %����
��� ����"�� ���
���
 � uj� vj � Ωj � �
� I∞ 
 ���
���
 �


������� ?C DSB 

:��� �56505 ������� %�� ��
�� (H) ��� 2 < p = q < 2∗ � ����� u, v ∈ H1(RN
+ ) ∩ C2(RN

+ )
u �= −v ��
��6�� �� �1�09! � φj ∈ H1(Ωj) ��� ‖φj‖ = 1 ����� �� |tj| + |sj| → ∞ �����(

Ij(tj(φj ,−φj) + sj(uj , vj)) −→ −∞.

9�	���� �56565 ������� %�� ��
�� (H) ��� 2 < p = q < 2∗� ����� u, v ∈ H1(RN
+ ) ∩

C2(RN
+ ) v �= −u ��
���� �� �1�09! � ����� uj � vj ���� ��:�	�� �� �1�0=!� '���� %�����

j → ∞(

sup
E−⊕R+(uj ,vj)

Ij = Ij(uj , vj) + o(1) = I∞(u, v) + o(1).

)������������ ��G� tj(φj ,−φj) + sj(uj , vj) ��� ��������� ��(���,���� ���� 
 ������


������ 
�� ‖φj‖ = 1� tj ∈ R � sj ≥ 0 �
�
 Ij(tj(φj ,−φj) + sj(uj , vj)) →
supE−⊕R+(uj ,vj) Ij ≥ 0� ���� �
�����
����&� 
 /��� C 1 D� �� ���������� (tj) � (sj) �	


�������� 8����
� 
�� ���
� � �
�������M

• ���
�$��
� ��� sj → 1 � �
�������
� � %���	
M

θj(t) = Ij(t(φj ,−φj) + sj(uj , vj)), t ∈ R

� ��G� Tj �� ��(��
 � θj 6��
� %��������� ��� θ′j(0) → 0 <
�� ����#� ��� Tj → 0 

�
� �%���
� θ′j(Tj) = 0 � ����#�M

θ
′′
j (t) = I

′′
j (t(φ,−φ) + sj(uj , vj))(φj ,−φj)2

=
∫

Ωj

(−2|∇φj |2 − 2|φj |2 − f ′(ūj)φ2
j − g′(v̄j)φ2

j

)
= −2 −

∫
Ωj

(
f ′(ūj)φ2

j + g′(v̄j)φ2
) ≤ −2,



C 1 9�������&�� � 9���"�� D>

���� �

 j ∈ N � t ∈ R /
"
 � %��
 Tj → 0 

�
�
 θj # �
������� ��"�� ��� θj(Tj) = Ij(uj , vj) + o(1) <
�� �"
�� ���� �
�
 Tj #

��(��
 ���� θj � tj(φj ,−φj)+sj(uj , vj) # ��� ��������� ��(���,���� ���� 
 ������
�


 �������
 
 �������
 ��"�� 

• ���
�$��
� �"
�� ��� lim inf |sj − 1| > 0 <
�� ��� tjφj + sjuj = ψj + sj(uj − ψj)

�� ψj = tj

1−sj
φj  ��G�

αj(t) = Ij(t(uj , vj) + (1 − t)(φj ,−φj)).

�����$���� �
 8�
���� C 1 J� ����� �
����� ��� ���� �

 φ ∈ H1(Ωj)� αj(t) ≤
αj(1) + o(1) ∀t ≥ 0 ���� ���
� �
�� ��� # ��)������ ��� tj → 1� �
�� ����� ���
�


����&��
 � �(�����	
 � αj(tj) − αj(1)� &��
� ��� ���
 ���� � 0 ����
 j → ∞ 

���
�$� �
� �
������	
 ��� lim inf |tj − 1| > 0 � lim inf |αj(tj)−αj(1)| > 0 <
�� ���

�$�"��
 � ��� �
������	
 
 ��
���� ������ ��
&�
� �
�� 
 �
������
 � �������� ��

�
���*�� ����� ������� �
 �������
 U ����
 � ��
������	
 # ����
 ������� �
� �


 8�
���� C 1 J ����
 � �)���	
 � uj � vj � 
 ���� ?JB 
 /��� C 1 C� &���)�����

��� uj � vj �����%�,�� 
 ��"����� �������{
−Δuj + uj = g(vj) + μj(x) �� Ωj

−Δvj + vj = f(uj) + νj(x) �� Ωj

, ?C 13B


�� μj � νj �	
 ���� ���
∫
Ωj

|μj(x)φj(x)|dx = o(1) �
∫
Ωj

|νj(x)φj(x)|dx = o(1) ����


j → ∞ 

�
�����
� ���M

< αj ≤ 0M ��"�� �
�
 �
 8�
���� C 1 JV

< α′
j(1) = o(1)M �
�
 α′

j(1) = I ′j(uj, vj)(uj − φj , vj − φj)� ���	
 �����������
 �

�������� �����	
 
 ������� ?C 13B �
� (uj − φj)� � ��"��� �
� (vj − Ψj) �

����"���
 �
� ������� ��"�� ��� α′
j(1) = o(1) 

< sup|t−1|<ε α
′′
(t) < 0M ��
����
 �(�������� �
�
 �
 8�
���� C 1 J� �$�"��
�

� α
′′
j (t) = −2‖φj‖2 + ij(f) + ij(g) 
��

ij(f) =
∫
Ωj

(
f(uj)uj − 2f(uj)φj − f ′(ūj)(uj − φj)2

)
+ o(1) � ūj = φj + t(uj − φj)

� ����
"������ ���� g �
� ?CB 
 /��� C 1 C� �� t ���� ��)����������� ��N(��


� JM

ij(f) =
∫

Ωj

(
f(ūj)
ūj

u2
j − 2

f(ūj)
ūj

ujφj − f ′(ūj)(uj − φj)2
)

+ o(1)

≤ −δ
∫

Ωj

f(ūj)
ūj

u2
j + o(1)

= −δ
∫

Ωj

f(uj)uj + o(1)

= −δ
∫

R
N
+

f(u)u+ o(1),
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 ��� ������� �
 �������
 

<
�� ���� �
�
 tj # ��(��
 ���� αj� lim inf |tj − 1| > 0� lim inf |αj(tj) − αj(1)| > 0�

αj(0) ≤ 0� α′
j(1) = o(1) � sup|t−1|<ε α

′′
j (t) < 0� ���	
 �(���� t̃j ����� J � tj �
� α′

j(t̃j) = 0
� αj(t̃j) < αj(1) − ρ 
�� � �
������� ρ ������� � j 

!���� �
�
 �
 8�
���� C 1 J� ��
���
� �
� βj(t) � %���	
 ��� �
����� �
� αj(t) ��

���� �
��
� ������
�� ��G� �(�����	
 # 
���� � ����� %
��� ����
 
 ������� ?C 13B

��"�� � ����� %
��� ��� �
 8�
���� C 1 J ���M

βj(0) ≤ 0 βj(1) = αj(1) + o(1) > 0 2β′j(1) = −α′′
j (1) + o(1) > 0. ?C 1JB

U����&��
 ���	
 t̃j � ?C 1JB� ��"�� ��� β′j �� ����� �� ��"�� t̄j > 0 �
� βj(t̄j) > 0 

�� ����� %
��� �
�
 �
 8�
���� D J� 
����
� � ��
������ ?C DKB ��� �
�����,

� �(�������� � t̄j > 0 �
�
 � �
������	
 &��
 �� ���
� ��� lim inf |tj − 1| > 0 �

lim inf |αj(t) − αj(1)| > 0� ���	
 ��� ���� �	
 
�
���� 
 ��� ������� �
 �������
 

��" #��	������ �� $��������
��

<���� ���	
 &��
� ������� �

� 
� �������
� &���
� ��# ���� ����� �������
 ����

����������� � �
��������	
 � �
���*�� 
 ������� ?C JB ;��������
� ���	
 
 �
�G���
 �

$��N����� ?=BM

123 f, g ∈ C1(R)� f(0) = g(0) = f ′(0) = g′(0) = 0 � �(����� l1, l2 > 0 � p, q > 2 ���� ���
1
p + 1

q >
N−2

N �

lim
|s|→∞

f ′(s)
|s|p−2

= l1 � lim
|s|→∞

g′(s)
|s|q−2

= l2.

!�#� ���
� ���� ��"�� δ > 0 � �

 s ∈ R� s �= 0�

f(s)s ≥ (2 + δ)F (s) > 0 � f2(s) ≤ 2f ′(s)F (s)

� �"�������� ���� g 

9�	���� �5(5&5 ���� � �	����� �1�/! �� ���� � �� �	��� �	�����(⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

−ε2Δu + u = g(v) �� Ω

−ε2Δv + v = f(u) �� Ω
∂u
∂n = ∂v

∂n = 0 ��,�� ∂Ω

, ?C 1CB

���� f, g ���	�*�4�� � �������� �� �	�-����� �5!� '���� �$	��� ε0 > 0 ��
 %�� ���� ����

0 < ε < ε0 � �	����� �1�/! �����	 ��
���� C2(Ω̄) ���	�	�� ��� ��������� (uε, vε)� >�
� �	��� �

�� �	��� ���	���	�� ���� � ���	�� �� +���� ��
��	��(

m(uε, vε) ≤ 1. ?C 1DB



C 2 ;������
� � �
��������	
 1J

)������������ 6��
� %�,�� 
 ��"����� ����������
 ��� �	
 ����������M

f(s) = g(s) = 0 ∀s ≤ 0.

��&�
 �
 8�
���� C C J �
��
� ���
�� ��� ���� � "���������� ��� 2 < p = q < 2∗ 

6��
� �"
�� �����,�� 
 �
�G���
 � $��N����� ���� �
����� ��� 
 %����
��� ����"�� I �����%�,

�� �
���*�� "�
�#������ � �
�� �� $��N����� 
 8�
���� J D C 

• I �����%�, � �
���	
 � ������������ 

�� %��
� �
�����
� ������������� ���� �� (un, vn) ∈ E # ��� ��������� ��� ���

|I(un, vn)| < K � I ′(un, vn) → 0� ���	
 (un, vn) # ������� �� E �
�


2I(un, vn) = I ′(un, vn)(un, vn) +
∫

Ω
(f(un)un − 2F (un)) +

∫
Ω

(g(vn)vn − 2G(vn)) ,

���	
 ���� $��N���� ?=B∫
Ω

(f(un)un + g(vn)vn) ≤ C + μn (‖un‖ + ‖vn‖) , ?C 11B


�� μn → 0 !��� �
� ?=B� �
 δ > 0� �(���� C(δ) > 0 ��� ��� F (s) ≤
−δ|s|2 + C(δ)|s|p� ∀s ∈ R � ����
"������ ���� G(s) ����� %
���∫

Ω
(|un|p + |vn|p) ≤ δ

∫
Ω

(|un|2 + |vn|2
)

+C(δ) + Cμn (‖un‖ + ‖vn‖) . ?C 12B

�
�


‖un‖2 + ‖vn‖2 = I ′(un, vn)(vn, un) +
∫

Ω
(f(un)vn + g(vn)un) ,

��"�� �
� ?=B ���

‖un‖2+‖vn‖2 ≤ δ

∫
Ω

(|un|2 + |vn|2
)
+C(δ)

∫
Ω

(|un|p−1|vn| + |vn|p−1|un|
)
+μn (‖un‖ + ‖vn‖) .

����
 ���	
 � ����"����� � E
��" �
� p � p′� 
����
�

‖un‖2 + ‖vn‖2 ≤ μn (‖un‖ + ‖vn‖) + δ

∫
Ω

(|un|2 + |vn|2
)

+ ?C 1LB

C(δ)
∫

Ω
(|un|p + |vn|p) .

����
 �"
�� ?C 12B � ?C 1LB� ���
�M

‖un‖2 + ‖vn‖2 ≤ δ

∫
Ω

(|un|2 + |vn|2
)

+ C(δ) + μn (‖un‖ + ‖vn‖) ,


 ��� ������� ���

‖un‖ + ‖vn‖ ≤ C.

�
�����
� �"
�� ��� � ��������� (un, vn) �
�&��"� � ���
� � ������������ 



1C �������
 C T 9(�������� � �
��������	
 � �
���*�� ���� �� ������� �������


�
�
 un � vn �	
 �������� �� H1(Ω)� �
��
� ���
� ��� ���� � "��������� ���

un � vn �
�&��"�� %��������� ��������&������ ���� u � v �� H1(Ω) � %
�������� ����

u � v �� Lp(Ω) U����&��
 ���

I ′(un, vn)(0, un) = ‖un‖2 −
∫

Ω
g(vn)un,

���
 8�
���� � �
�&��"����� �
����� � /����"���

lim
n→∞ ‖un‖2 = lim

n→∞

∫
g(vn)un =

∫
g(v)u. ?C 1KB

�
� 
���
 ��
� �
�


I ′(un, vn)(0, u) =
∫

Ω
[〈∇un,∇u〉 + unu] −

∫
Ω
g(vn)u,

����
 � �
�&��"����� %���� � �
&������ 
 8�
���� � �
�&��"����� �
����� �

/����"��� 
����
�

‖u‖2 =
∫

Ω
g(v)u. ?C 1SB

�
������
 ?C 1KB � ?C 1SB� �
������
� ���

lim
n→∞ ‖un‖2 = ‖u‖2

� ����
"������ ���� v �
�����


‖un − u‖2 = ‖un‖2 + ‖u‖2 − 2
∫

(〈∇un,∇u〉 + unu) −→ 0

� ����
"������ ���� v /
"
�

‖(un, vn) − (u, v)‖2
E = ‖un − u‖2 + ‖vn − v‖2 −→ 0.

• I ≤ 0 �� E− � ���� �

 e1, e2 > 0 �
� e = (e1, e2) ∈ E� �(���� �� R(ε) > 0
��)����������� "���� � ������� ���

sup
(E−⊕R+e)∩∂BR(0)

I ≤ 0.

�� %��
� ��G� (φ,−φ) ∈ E−� ���	


I(φ,−φ) =
∫

Ω

(−ε2|∇φ|2 − φ2 − F (φ) −G(−φ)
) ≤ 0.

��G� �"
�� (φ+λe1,−φ+λe2) ∈ E−⊕R
+e� ���	
 � ��
&� � ��� sup(E−⊕R+e)∩∂BR

I ≤ 0
��"�� �
�
 �
 �����
 � ��
������	
 
 8�
���� C 1 J 



C 2 ;������
� � �
��������	
 1D

• I ≥ ρ > 0 �� E+ ∩ ∂Br(0) ���� &��
��� ������
� � r > 0 � ρ > 0 �
� �%���
� ��G�

(φ, φ) ∈ E+ ∩ ∂Br(0)� ���	
 ����
 ?C 1B � $��N���� ?=B �
 τZ3� �(���� �
�������

C(τ) > 0� ��� ���

I(φ, φ) =
∫

Ω

(
ε2|∇φ|2 + |φ|2 − F (φ) −G(φ)

)
≥

∫
Ω

(
ε2|∇φ|2 + |φ|2 − f(φ)φ

2 + δ
− g(φ)φ

2 + δ

)

≥
∫

Ω

{
ε2|∇φ|2 + |φ|2 − 2τ

2 + δ
|φ|2 − C(τ |)φ|p − C(τ)|φ|q

}
≥ ‖φ‖2 − Cτ‖φ‖2 − C(τ)‖φ‖p − C(τ)‖φ‖q

≥ r2
{
1 − Cτ − Crp−2 −Crq−2

}
> 0,

���� &��
��� ��)����������� ������
� � r > 0 

���
���
 ���	


S = E+ ∩ ∂Br � Q = (E− ∩BR(0)) ∪ ((E− ⊕ R
+e) ∩BR(0)

)
,

&��� 
 ��"�����M

sup
∂Q

I ≤ 0 < ρ− δ < ρ ≤ inf
S
I � sup

Q
I <∞,

���� �� δ ��)����������� ������
 ���
 8�
���� J D C� ��"�� ��� I ��� �� �
��
 ������


�
� &��
� � ����"�� ����� θ = ρ−δ � supE−⊕R+e I 6��� ���� ��� 
 ����� � �
��� ������&


� ��� �
���	
 # ≤ 1 

��G� �"
�� N = {z ∈ E; I ′(z) = 0�I(z) ≥ θ} �
�
 I �����%�, � �
���	
 � �������������

�(���� (uε, vε) ∈ N ��� ���

I(uε, vε) = inf
N
I.

�
�
 f(s) = g(s) = 0 ���� &��
��� ��"���&
� � s� ��"�� ��� uε, vε > 0 �� Ω �����

%
���� �������
 �
&������ 
 8�
���� J D C � I �
� e = (uε, vε)� �����
� ��� �(����

�� �
��
 ������
 � I �
� ��&�� � ����"�� ����� θ � supE−⊕R+(uε,vε) I � ����� � �
���

������&
 ≤ 1 ���
 8�
���� C 1 J ���
� � ��"����� ��������&� ���� � ����"�� � (uε, vε)�
I(uε, vε) = supE−⊕R+(uε,vε) I /
"
� ��� &�, ��� I(uε, vε) = infN I� ��"�� ��� � �
���	


(uε, vε) # � ��
&������� 
 8�
���� J D C � �
�����
 m(uε, vε) ≤ 1 

;���� ������ �
����� ��� �� �
���*�� (uε, vε) �	
 �	
 �
�������� ���� &��
���

��)����������� ������
� � ε ���
 ��"�� 
 %��
 � ��� ���� �
���*�� �
�������� � &��
���

� ε ��)����������� ������
�� 
 ����� � �
��� �	
 �����%�, � ��������&� m(uε, vε) ≤ 1 

�� %��
� ��G� (uε, vε) �
���	
 �
������� 
 ������� ?C JB 9��	
� (uε, vε) �����%�, 
 ��"�����

�������M {
u = g(v) �� Ω

v = f(u) �� Ω
. ?C 1>B

�
� �)���	
�

mE+⊕E−(uε, vε) = dimE− V = dim(V ∩ (E−)⊥) − dim(V ⊥ ∩E−).
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�
�#� dim(V ⊥ ∩E−) = 0� ��� &�, ��� V ⊥ ∩E− = ∅ <
�� ����#� ��� �� (φ, φ) ∈ (E−)⊥�

���	
M

I ′′(uε, vε)(φ, φ)2 =
∫

Ω

(
2ε2|∇φ|2 + 2φ2 − f ′(uε)φ2 − g′(v)φ2

) ≤
∫

Ω

(
2ε2|∇φ|2 − 2δφ2

) ≤ 0,

���� &��
��� � ε ��)����������� ������
� /
"
 (φ, φ) ∈ V � �
�����
� �
���


(φ, φ), (ψ,ψ) ∈ (E−)⊥ �
� ���
��� ��G���
�� m(uε, vε) ≥ 2 

U ��
���� ��"����� �
���� ��� �� �
���*�� 
����� �
 ��
���� ������
� ���������� �

�������������� � �
��������	
 �� �
��
 � �� �
��
 � ��(��
 �
��� ���� �� ��� %���*���

��� ���� �
����,�
 �� %�
������ 
 
����
 Ω� ����
 ε→ 0 

9�	���� �5(5�5 ;���	���� � �	����� �1�/! ��, � �������� �� �	�-����� (H) � �� ��
��6��

�,�	��� �� .������ 1�?�/� '���� %����� ε → 0 �� ��
��6�� (uε, vε) ��	� �� ���� ��
����

�"$	��� �� �� <�	�� � ����� ����� xε ∈ ∂Ω�

)������������ ��G� xε �
��
 � ��(��
 � uε �� Ω̄ ���
�$��
� �
� �����
 ���

dist(xj , ∂Ω)
εj

→ ∞ ?C 23B

���� ��"��� ��������� xj = xεj � 
�� εj → 0 �
�������
� �"
�� 
 �������
������
 ��

�
���*�� ũj(x) = uj(εjx + xj) → u� ṽj(x) = vj(εjx + xj) → v <
�� ��� � ��������	


��������� � �
���	
 ?C 23B # 
 %��
 � ω = R
N  ���
 ���� � %��������� ���
��O����

���� 
 ��"�����
 ��� �����,����
� /������
� ��� �� �
���*�� ������� u, v �	
 ����������

���#������ �
� �����	
 � 
��"�� 

���� ��
�
���	
 C C L� &��� � �
�&��"����� Ij(ũj , ṽj) → I∞(u, v) /
"
� �����,��
 �

�
���	
 ?C 1B ���
�M

Ij(ũj, ṽj) + o(1) =
∫

RN

(〈∇u,∇v〉 + uv − F (u) −G(v))

=
∫

RN

(
1
2
f(u)u− F (u)

)
+
∫

RN

(
1
2
g(v)v −G(v)

)

= 2
∫

R
N
+

(
1
2
f(u)u− F (u)

)
+ 2

∫
R

N
+

(
1
2
g(v)v −G(v)

)

>

∫
R

N
+

(
1
2
f(u)u− F (u)

)
+
∫

R
N
+

(
1
2
g(v)v −G(v)

)

=
∫

R
N
+

(〈∇u,∇v〉 + uv − F (u) −G(v)) .

�
� 
���
 ��
� ���� �)���	
 
 ��&�� � ����"�� c� ���� �
������	
 � uj � vj � ���
 8�
����

C 1 1� ��"�� ���M

Ij(ũj , ṽj) ≤
∫

R
N
+

(〈∇u,∇v〉 + uv − F (u) −G(v)) + o(1),
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 ��� �
������� � ���"����� ������� ������
� �
�
 � �
������	
 &��
 � ���
���	
 ?C 23B�

��"�� ���M

dist(xj , ∂Ω) ≤ Cεj.

U �������
 ��"�� �"
�� ���
 8�
���� C D J 

��% &�����'�
�� ��� (����� �� �)����

<� ���	
 ������
� ��
&��
� ���� ���� &��
��� ������
� � ε� 
� �
��
� � ��(��
 ��

%���*�� uε � vε �
���	
 � ?C JB� �
������ � ���� �
����,�
 �� %�
������ � Ω �
�������
�

����� ���	
� ��"���
 
 ������$
 QLR � ����
�� � ;��
�� ��� ���� �
��
 � ��(��
 �
����,��

�� �
 �
��
 � %�
������ ��� ��(���,� � ��� ���&����� �#�� ���� ����
� &��
� �����,��

��������&�� ��%���
��� � ������
��� ���� 
� ��&��� � ����"�� ������� �� ����
� � ���&�����

�#�� � %�
������ �� �&���
� �
��
� 

6����
 ��&
�&�� � ���&����� �#�� � %�
������ ��� ��������&�� ���� 
� ��&��� �

����"�� ������ ��� 
������
�� &��
� ����
����� �����$��������� �
 �
�������
 %���
 ��N�

� ��
������	
 
 8�
���� C 1 J 

<���� ���	
 &��
� ������� 
 �
�G���
 � $��N����� (H) �������
 �
 �����
 � ���	


������
� ��
 �� �
��
 P ∈ ∂Ω ���������
� �
��
� %�,�� ��� �
���	
 � ��� ��������	


���� ���
� ��� 
 �
��
 P ���� �� 
��"�� 
 ������� � �

������ � ����#� ��� 


&��
� �
���� �(����
� � ∂Ω �� P # (0, ...0,−1) �
�
 ∂Ω # ���&�� �
��
� �
���������

�
�������� �
�
 
 "��)�
 � ��� %���	
 α : R
N−1 → R �%�������&��� 
� ��G�� Ω ∩ N ={

(x′, x) ∈ R
N ; xN > α(x′)

}
�

∂Ω∩N =
{
(x′, x) ∈ R

N ; xN = α(x′)
}

� 
�� N # ��� &�,��$���� � P  ����� %
��� �����
�

��� � %���	
 α # ��� ���M

• α(0) = 0V

• ∇α(0) = 0 

!���&#� � %���	
 α &��
� �)��� � %���	
 Φ ��� �
�������
� ��
�� �� ������ � ��

�%�
�
�)��
 ��� �����%
��� ��� �
��	
 � �� $��������
 �
����
 � 
��"�� �� ���

�
��	
 � %�
������ � Ω ��� ������ 
 �
��
 P  ��G� ���	
 Φ(x′, xN ) = (x′, α(x′)) −
xNn((x′, α(x′))) 
�� n(y) # 
 &��
� �
���� �(����
� � ∂Ω �� y ∈ ∂Ω ���� �
������	


� α� �
�� ��� 
 &��
� n((x′, α(x′)) = (∇α(x′),−1) ����� %
���

Φ(x′, xN ) = (x′ − xN∇α(x′), α(x′) + xN ).

<
�� ���	
 ��� DΦ(0) = Id� ������ ���
 8�
���� � :���	
 ��&����� �(���� ��� ��&���� �
���

� Φ �� P ��� ��
�����
� �
� Ψ 

<
 ������$
 QJCR 
� ���
��� �
����� ��� �(���� ��� �
������� C = C(P ) = Δα(0) =
ΔΦN(0) ��� ��� detD(Φ(x)) = 1 − CxN +O(|x|2) ����
 |x| → 0 



1L �������
 C T 9(�������� � �
��������	
 � �
���*�� ���� �� ������� �������


�
� �)���	
� � ���&����� �#�� � ∂Ω �� P # H(P ) = C(P )
N−1  �����,��
 ���
 G���������

�
� � ��"����� ������� ΔΨN(P ) = −ΔΦN (0) = −Δα(0)� ��"�� ���

ΔΨN(P ) = −ΔΦN (0) = −Δα(0) = −H(P )(N − 1) ?C 2JB

�
�������
 ��� ��������� εj → 0 � � �
���	
 (uεj , vεj ) 
 ��
����� ?C JB 
���� ����&#�


 8�
���� C 2 J� ��G� ũj � ṽj �
�
 �� ?C C2B ?��� �
�&��"�� �� C2
loc� ��������&������� ����

�� %���*�� u, v ∈ H1(RN
+ )B �� ��
�
 �
� 
 8�
���� C 2 C �
��
� ���
� ��� � ��������� �

�
��
� � ��(��
 xj � uεj , vεj � �
�&��"�� � ���
� � ������������� ���� �� �
��
 P0 ∈ ∂Ω 

U ��
���� ��"����� ������������ ��� ��������&� ������
� ���� � ����"�� �� �
���*��

(uεj , vεj )� �� ����
� � ���&����� �#�� � %�
������ �������� �
��� �� �
��
 ��������

P ∈ ∂Ω 

9�	���� �575&5 �� P ∈ ∂Ω ����� ��
� � �� �	��� ���	���	��(

I(uεj , vεj ) ≤ εNj [I∞(u, v) − εj(N − 1)H(P )γ + o(εj)] %����� εj → 0,

���� γ � ��� ��������� ���	�	�� ��:�	�� ���

γ = γ(f) + γ(g) +
1
2

∫
∂R

N
+

uv

���

γ(f) =
∫

R
N
+

(
1
2
f(u)u− F (u)

)
xNdx

� ����
���������� ���� γ(g)�

! ��
&� ���� ��
���� ��"���� � ��"��� ����� ��� ���	
 �(�
��
� � ��"��� � ����#� �

��"���� 
����&��*�� G� %����� �
 ��(�
 

�
� ���������� � �
���	
� ���
�$��
� ��� P = 0 ��G� Ωj = 1
εj

Ω � �)���
� uj , vj

�
�
 �� ?C D>B �
� Ψ �� �
�
 �
 �����
 ���� ���	
 U����&��
� �� ��
������	
 


8�
���� C 1 1 ��� �� %���*�� uj , vj �����%�,�� 
 ������� ?C 13B� 
�� μj(x) � νj(x) �	
 o(1)
�� �� ����
 �����
 <� &���� �
���� �
����� ��� �� %���*�� μj� νj �	
 ���� ���∫

Ωj

μj(x)φj(x)dx = ‖φj‖O(εj) ����
 j → ∞. ?C 2CB

6��
� ������� � ��"����� ������� � �����,���� ���� ��
&�� 
 ��N(��
 /���M∫
Ωj

(μjvj + νjuj) = −εjΔα(0)
∫

∂R
N
+

uv + o(εj) ����
 j → ∞ ?C 2DB

:��� �575�5 >�
� � �� �	��� 	����	����(

Ij(uj , vj) = I∞(u, v) − εj(N − 1)H(P )γ + o(εj) %����� j → ∞.



C L /
����,��	
 
� �
��
� � ��(��
 1K

)������������ <� ��
������	
 � ��
�
���	
 C C L� �
�����
� ��� ���� �������� δ > 0�

�(���� j0 ∈ N � R > 0 ���� ���� ���� �

 j ≥ j0�∫
Ωj∩BC

2R

(|∇ũj |2 + |∇ṽj|2 + ũ2
j + ṽ2

j + f(ũj)ũj + g(ṽj)ṽj

) ≤ δ.

�����,��
 ���� ���"������ �
������� �
�
 �� QJCR ���∫
Ωj

(
1
2
f(uj)uj − F (uj)

)
=
∫

R
N
+

(
1
2
f(u)u− F (u)

)
− εjΔα(0)γ(f) + o(εj).

�����������
 
 ������� ?C 13B �
� vj � uj � ����"���
 �
� ������� �����,��
 � �"�����

����� � ?C 2DB �����
� ���M

Ij(uj , vj) =
∫

Ωj

(〈∇uj ,∇vj〉 + ujvj − F (uj) −G(vj))

=
∫

Ωj

(
1
2
f(uj)uj − F (uj)

)
+
∫

Ωj

(
1
2
g(vj)vj −G(vj)

)

+
1
2

∫
Ωj

(μjvj + νjuj)

=
∫

R
N
+

(
1
2
f(u)u− F (u)

)
+
∫

R
N
+

(
1
2
g(v)v −G(v)

)

−εjΔα(0) (γ(f) + γ(g) + o(εj)) +
1
2

∫
Ωj

(μjvj + νjuj)

=
∫

R
N
+

(
1
2
f(u)u− F (u)

)
+
∫

R
N
+

(
1
2
g(v)v −G(v)

)

−εjΔα(0)

(
γ(f) + γ(g) +

1
2

∫
∂R

N
+

uv

)
+ o(εj)

= I∞(u, v) − εjΔα(0)γ + o(εj),


 ��� ��
&� 
 /��� 

6��
� �"
�� ���������� � ��
������	
 
 8�
���� C L J 9��� �����,��� ��� ��������&�

����
 �����$����� �
�#� ���� %
���� ��� � ���������� �
 8�
���� C 1 1 ! ��"�������	


���� � ��
������	
 ����#� # �������� ������� �
� � �����,�� �� ��
������	
 ������

8�
���� 

)����������� �� .������ 1�@�/� �
�����
� ������������ � ��"����� ��������&� ���� 
 ��&��

� ����"�� � �
���	
 (uj , vj)M

sup
E−⊕R+(uj ,vj)

Ij = Ij(uj , vj) + o(εj) ����
 j → ∞. ?C 21B

��G� ‖φj‖ = 1 � sj(uj , vj) + tj(φj ,−φj) ��� ��������� � �
��
� 
�� 
 ������
 ����� #

����"�
 ���� %
��� �
�����
����&� 
 /��� C 1 D� &��
� ��� |tj | + |sj| ≤ C ��)���
�

χj(s, t) = Ij(s(uj , vj) + t(φj,−φj)),



1S �������
 C T 9(�������� � �
��������	
 � �
���*�� ���� �� ������� �������


� ������� ��� (sj , tj) # �
��
 � ��(��
 ���� χj ! �#�� � ��
������	
 � ?C 21B #

�����,�� � �)���	
 � �%������������� � χj �� (1, 0) �� �
�����
������� ��������&�� ��

����
� � εj � |sj − 1| � |tj| ���� ����
 ��"�����
� ��"��� ����
� 

J 8��
�

lim
j→∞

sj = 1. ?C 22B

�� %��
� ���
�$��
� �
� �
������	
 ��� �(���� ��� ������������ ��� ��� |sj − 1| ≥
δ > 0 ���
 ������� ��� �� ��"������ %���*�� �	
 �������� ���%
�������� �� j�

ψj =
tj

1 − sj
.

��)���
� �"
��

αj(s) = Ij(s(uj , vj) + (1 − s)(ψj ,−ψj)),

� �
�� ��� ���� %���	
 ��� �
��
 � ��(��
 �� s = sj ! ������	
 ��� %����
�

� ��"��� # ����
 �����$���� � ������ �����"�� �� ��
������	
 
 8�
���� C 1 1 

���
���
� �
� βj(s) ��� %���	
 ��� �
��
�� �
� αj �� ���� �
��
� ������
� <�

��
������	
 
 8�
���� C 1 1 �
���
���� ��� 
 %��
 � lim inf |sj − 1| > 0 �������&�

�� �(�������� � ��� �
������� ρ > 0 � �� �
��
 s̃j ����� 1 � sj ���� ���M

βj(s̃j) < αj(1) − ρ, βj(0) ≤ 0, βj(1) = αj(1) + o(1), β′j(1) > 0

���� &��
��� "����� � j � ���� ��� β′j(s) �= 0 ������ ��� βj(s) > 0 8��
� �"
��


�� ���
� � �
�������M

• �� 0 < sj < 1 ���	


βj(0) ≤ 0 < αj(1) ≤ αj(sj) = βj(sj),

�
��� ����
 ?C 1B

α(1) = Ij(uj , vj) ≥
(

1
2
− 1

2 + δ

)∫
Ωj

(f(uj)uj + g(vj)vj)+
1
2

∫
Ωj

(μjvj + νjuj) > 0.

8��
� ���� ���

βj(s̃j) < αj(1) − ρ ≤ αj(sj) − ρ = βj(sj) − ρ < βj(sj),


� ��G�

max{βj(0), βj(s̃j)} < βj(sj) � sj ∈ (0, s̃j).

���
 ������� ��� β′j �� ����� �� ��"�� �
��
 
�� βj > 0� 
 ��� �
������� 
 �(�
��


����� 

• �� 1 < sj� ���	
 1 < s̃j < sj /
"
� ���� &��
��� � j ��)����������� "�����

βj(s̃j) < αj(1) − ρ < βj(1).

�
�
 β′j(1) > 0� β′j ������� �� ������ �� ��"�� �
��
 
�� βj > 0� 
 ��� �
�������

�
&������ 
 �(�
��
 ����� 
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����,��	
 
� �
��
� � ��(��
 1>

����� %
���� �
���
� ��� � %��
 ������� &���� ?C 22B 

C �
�����
� �"
�� ��� �(���� C > 0 �
������� ��� ���

|tj | ≤ C(|sj − 1| + εj). ?C 2LB

�
� �%���
� ��G� θj(t) = χj(sj, t) = Ij(sj(uj , vj)+t(φj ,−φj)) <
�� ���	
 ��� θ′j(tj) = 0�

��� &�, ��� (sj , tj) # �
��
 � ��(��
 � χj <� ��
������	
 
 8�
���� C 1 1

�
�����
� ��� θ′′j (t) ≤ −2 ���� �

 t ∈ R � j ∈ N 

�
�����
� �"
�� ���

|θ′j(0)| ≤ C(|sj − 1| + εj). ?C 2KB

�� %��
� ��������
 θ′j(0)� �����������
 �� �����*�� 
 ������� ?C 13B �
� φ � −φ�

��������&������ � ����"���
 �
� ������� �����
� ���M

θ′j(0) = (sj − 1)
∫
g(vj)φj − (sj − 1)

∫
f(uj)φj

+
∫

(g(vj) − g(sjvj))φj −
∫

(f(uj) − f(sjuj))φj

+sj

∫
(μjφj − νjφj) .

����
 =W���� � $��N���� (H) � 
 %��
 � ‖φj‖ = 1� &���)���
� ���

(sj − 1)
∫
f(uj)φj = O(|sj − 1|)

� �����$��������� ���� g ���� �"����� ?C 2CB� ��"�� ���

sj

∫
(μjφj − νjφj) = O(εj).

���� � �������� � ������ ����"����� �
�� ��� ���� $��N���� ?=B�

|f ′(s)| ≤ C
(|s| + |s|p−2

) ≤ C
(|s| + |s|p−1

)
.

����
 ���	
 
 8�
���� 
 6��
� �#�
� �� ���"������ � =W��� ?�
� p �

p′ = p
p−1B����4
F�4� � 
 8�
���� � �����	
 � �
�
��& ?&�� QJDR� ��� KB� ��"�� ���M

∫
Ωj

|f(uj) − f(sjuj)| |φj | ≤ C|sj − 1|∥∥f ′(s)∥∥
Lp′ ‖φj‖Lp

≤ C|sj − 1|
(∫

Ωj

(|s| + |s|p−1
) p

p−1

) p−1
p

≤ C|sj − 1|‖s‖Lp′
(‖s‖Lp′ + ‖s‖p

Lp − 1
)

≤ C|sj − 1|,


�� s ∈ H1(Ωj) /
"
 &��� ?C 2KB 



23 �������
 C T 9(�������� � �
��������	
 � �
���*�� ���� �� ������� �������


����
 �"
�� 
 8�
���� 
 6��
� �#�
 � ?C 2KB� ��"�� ���

θ′j(tj) − θ′j(0) = tjθ
′′
j (stj) ≤ tj(−2) ⇒ tj ≤ 1

2
θ′j(0) ≤ C(|sj − 1| + εj),


 ��� ���������� ?C 2LB 

D �
�����
� �"
�� ��� �(���� C > 0 ��� ���� ���� �

 j ∈ N

|sj − 1| + |tj | ≤ Cεj. ?C 2SB

�
��
� ���
�� ��� ���� � "���������� ��� εj ≤ |sj − 1|� �
�� ���
 �
������
�

�
�
 εj → 0� �
��
� �
������� ��� ������������ ��� �����%��� ���� �
���	
 

�
�������
� ���	
 �
&������ � %���	
 αj ��� �
�
 �
 �������
 ����
 �
�
 (uj , vj)
�����%�, 
 ������� ?C 13B� �����,��
 ?C 2CB� ��"�� ���

α′
j(1) = I ′j(uj , vj)(uj − ψj , vj + ψj) ?C 2>B

=
∫

Ωj

(μj(vj + ψj) + νj(uj − ψj)) = O(εj).

8�� �
�
 �
 8�
���� C 1 1� �
��
� �
����� ��� sup|s−1|<δ α
′′
j (s) < 0 ���� δ > 0

��)����������� ������
 �
�
 sj → 1� ���� �������� s ����� 1 � sj� &���

|α′′(s)| ≥ ρ > 0. ?C L3B

�����,��
 ���� ��� &�, 
 8�
���� 
 6��
� �#�
 � ?C 2>B � ?C L3B� ��"�� ���

α′
j(sj) − α′

j(0) ≤ |sj − 1|α′′
j (s) < |sj − 1|(−ρ) ⇒ |sj − 1| ≤ Cεj, ?C LJB


�� s # �� &��
� �����������
 ����� J � sj �
� ?C 2LB� ���
�

|tj| ≤ C(|sj − 1| + εj) ≤ C|sj − 1| ≤ Cεj,


 ��� �
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 ���G�
 

1 ;��������
� � �)���	
 � χjM

χj(s, t) = Ij(s(uj , vj) + t(φj ,−φj)).

9��	

∂χj

∂s
(1, 0) = I ′(uj , vj)(uj , vj) =

∫
Ωj

(νjuj + μjvj) = o(1),

�������
 ���

∂χj

∂t
(1, 0) = I ′(uj , vj)(φj ,−φj) =

∫
Ωj

(νjφj − μjφj) = o(1).
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����� %
���� ���� �)���	
 � �%������������� � χj �� (1, 0)� ��"�� ���M

χj(sj , tj) − χj(1, 0) = ∇χj(1, 0)(sj − 1, tj) + o(|sj − 1| + |tj |)
= χj(1, 0) + (sj − 1)o(1) + tjo(1) + o(|sj − 1| + |tj|).

9��	
 ����������
 
� &��
��� � χj� ��"�� �
� ?C 2SB ���

Ij(sj(uj , vj) = I(uj , vj) + o(εj),


 ��� ������� �� ��������&� ?C 21B 
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����� � ��������&� ?C 21B� �
��
� )����,�� � ��
&� ���
 )��� �

��
������	
 
 8�
���� C 2 C�

Ij(ũj , ṽj) ≤ sup
E−⊕R+(uj ,vj)

Ij. ?C LCB

9��	
� ����
 
 /��� C L C� � ��������&� ?C 21B � 
 8�
���� � ������ � 6����&��� ��

����"����

I(uεj , vεj ) = εNj (Ij(ũj , ṽj))

≤ εNj

[
sup

E−⊕RN (uj ,vj)

Ij

]

= εNj [Ij(uj , vj) + o(εj)]

≤ εNj [I∞(u, v) − εj(N − 1)H(P )γ + o(εj)] ,

����
 εj → 0 

!"
�� ��� 
����
� ��� ��������&� ������
� ���� 
 ��&�� � ����"�� � �
���	
 (uεj , vεj )
�� ����
� � ���&����� �#�� � %�
������ � Ω �� �� �
��
 ���������
 P � �
� ����� 
����

��� ��������&� ��%���
� 
 ��&�� � ����"�� � (uεj , vεj ) �� ����
� � ���&����� �#�� �

%�
������ �
 �
��
 P0 = limj→∞ xεj � 
�� xεj # 
 �
��
 � ��(��
 � uεj � vεj  ��� &�, ���

� ��"�������	
 ���� � 
�����	
 � ��� ��������&� # �������� �����$���� +����� �����,�� ��#

�"
�� ����� ���	
� &��
� ���	
 ������� 
 ��"����� 8�
���� 

9�	���� �57505 >�
� � �� �	��� ���	���	��(

I(uεj , vεj) ≥ εNj [I∞(u, v) − εj(N − 1)H(P0)γ + o(εj)] ?C LDB

%����� εj → 0 ���� u � v ��� �� 
	�	��� C2
loc ��� *���6�� ������
������ ũj � ṽj

�������	��������

����
 ����� ��� ��������&��� �
��
� �"
�� �������� � ��
&�� 
 ��
���� ��� "��������

��� �� �
���*�� uεj � vεj 
 ������� ?C JB �� �
�������� �� �
��
 
 �
��
 � %�
������ � Ω
��� ��(���,� � ��� ���&����� �#�� 
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9�	���� �57565 ���� P0 = limε→0 xε ���� xε � ���� �� .������ 1�?�1� '����

H(P0) = max
P∈∂Ω

H(P ).

)������������ ���
� 8�
����� C L J � C L D� ��"�� ���

H(P ) ≤ H(P0),


�� P ∈ ∂Ω # ���������
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� 
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