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This work consists essentiaily of two parts.
In the first part we study the sistem

(1) rj+fj(xj,àj)+gj(xj)+hj(t,x,i)+k(t,x,x)=o j=1,2,...,n
where x=(x1,x2,...,xn)e R".We give sufficient conditions
under wich we can guarantee that the origin is globaliy-
asymptoticaiªiy stabie with respect to (1).

In the second part we consider the scalar equation

(2) x+f(x.â)+g(x) p(ã)+h<t.x,i)+k(t,x.i) = o

Me deal with convenient hipotheses reiated to func-

tions of (2) in order to obtain results on asymptotic sta-
bility and global asymptotic stability concerning the or—

igin of (2);

The main techniques used in this dissertation are -

provided by Lyapunov functions, invariance properties of
autonomous systems and the theory of Poincare-Bendixson.
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INTRODUÇÃO

Em [7], N. Onuchic estudou propriedades. de estab_i_

lidade e comportamento assintõtico das soluções da equa-
ção diferencial ordinaria escalar

& + f(x.à) + g(x) + h(t,x,ã) + R t,x,i) = 0

relacionando o comportamento de suas soluções com o compor

tamento das soluções de

2 + f(x,â) + g(x) = 0

O objetivo deste trabalho E obter algumas extensões
dos resultados obtidos por N. Onuchic.

Para tanto utilizamos as técnicas de funções de Lyª
punoff, invariança e a teoria de Poincarê—Bendixson.

No Capitulo I, relacionamos alguns fatos bãsicos sº
bre as técnicas mencionadas acima. Entre eles esta o prin—

cipio de invariança obtido por La-Salle em [:3:], e um —

resultado de Miller [:5:] que garante, dentro de certascql
dições, que o conjunto w-limite de uma solução limitada —

'no futuro de um sistema perturbado de um sistema autônomo
é invariante para o sistema autônomo.

Consideremos o sistema

xj + fj(xj,xj) + gj(xj) + hj(t,x,x) +

,+ kj(t,x,â) = 0, j = l,2,..., n onde

x = (x], xz, ..., X") e R"



No Capítulo II, damos uma extensão dos resultados
obtidos por N. Onuchic. Mais especificamente, damos con—

dições suficientes para garantir que toda solução x(t)do
sistema acima, e sua derivada tendem a zero quando t+ mf

ºbtemos tambêm estabilidade assintõtica global para a sº
lução nula do sistema em consideração.

Consideremos & equação escalar

(*) sz + fmz) + g(x) polo— + Milani) + k.<t,x.5<) = o

0 Capitulo III estã dividido em três partes. da —

primeira tomamos k(t,x,y) identicamente nula e dentrode
certas hipõteses sobre as funções envolvidas obtemos es—

tabilidade assintõtica global da origem.
Na segunda parte, impomos uma hipõtese mais res-—

tritiva sobre a função p e obtemos ainda estabilidade ag
sintõtica global da solução nula de (*). Estes resulta--
dos estendem os de N. Onuchic citados acima.

Na terceira parte, consideramos hipõteses locais-
sobre as funções envolvidas e obtemos somente estabilidª
de assintõtica.



C A P T T U L 0 I

ALGUNS RESULTADOS BÁSICOS

Consideremos o sistema autônomo

(1.1) & = F(x) er, oªcR" aberto,
onde F(x) & (F1(x), F2(x),..., Fn(x)) E continua em 0.

No que segue consideraremos o R" com uma das normas

uSuais, que indicaremos por | ; |.
Seja M==Q. Então M 5 dito quase—invariante para '.

(I.l) se para cada xºeM existe uma solução x(t,xo) de -

(I.l) tal que x(0,xº) = x e x(t,xo) estã definida e pe;o

manece em M para todo t real. Se tivermos unicidade em -

relação ao problema de valor inicial para (1.1) diremos-

simplesmente que M E invariante.
Seja x(t) uma função continua definida no futuro,

isto ê,definida e continua para todo t 3 algum real tº .

Um ponto peRn ê denominado ponto w-limite de x(t) se e-—

lxistir uma sequência de números reais [tml,tm+ » ,talque
x(tm) + p quando me-m

0 conjunto dos pontos wflimite de x(t) ê denotado

por 9 e E denominado "conjunto w-limite de x(t)".
Se existir compacto K, K==Q, tal que x(t)eK para

t à algum real tº, diremos que x(t) é limitada no futuro.
Se Q = R", dizer que x(t) ê limitada no futuro E equivg
lente a dizer que x(t) & limitada em algum intervalo
[:to, e), tº > — a. Se x(t) ê limitada no futuro 5 fãcil
ver que & 5 não vazio, compacto, conexo com x(t)+ n quan-
do t-+w, isto 5, dist(x(t),9 )+ 0 quando t + a.

-3-



E clãsSico o resultado que se x(t) 5 uma solução de

(1.1) limitada no futuro, entãog 5 um conjunto quase invari

ante para (1.1). (Este fato pode ser visto também como um

i

caso particuTar do Éema 1.4).

5936 V(x) uma função contínua definida em q, a valo-

res reais, com primeiras derivadas parciais continuas. Nõs

definimos

i ªv (x) Fj(x).
] 3x.J

'

(X) =1.1( )
3 II

MS

Observamos que v(1.1) (xo) =[?? V(x(t.xº)Í]
0t=

O seguinte Tema ê essencial rã, Theorem VIIÍ]

LENA I.]
Suponhamos que V(x) i 0 e V(x) 5 O para todo x e Q.

Seja x(t) uma soiução de (1.1) limitada no futuro.
Então o conjunto w-iimite de x(t) está contido no

conjunto E = (x cQ|V(x) = O]

DEMONSTRAÇÃO:

Seja São conjunto w-limite de x(t). Como V(x(t)5 0

e V(x(t)30, V(x(t)) E não crescente e limitada inferior--
mente. Portanto existe, 1im V(x(t)) = Vº. Temos então:tw

a) Para todª (tm), tm + « quando m + »,
lim V(x(tm)) = vo
m+w



b) qualquer que seja o ponto xO e 9, existe sequên——

cia [tm] , tm + » quando m + w, tal que x(tm)—>xo

quando m + w.

Então,a da continuidade de V, de a) e b),segueque
V xD e 9, 3ftml, tm + m tal que

V(xº) = V(lim x(tm)) : lim V(x(tm))= Vº
m+w m+m

Logo V(x) ê constante para x e 9 '
_

Sejam xO um ponto qualquer de 9 e à(t) uma solução
de (1-1) tal que ª(º) Ã xº .Como 9 & quase invariante podemos

supor que i(t)e Q, qualquer t real.Logo V(í(t))=Vº quahuer'te R.

_ ' d “Entao V(xº) =[—d—€V(x(t))] = 3%— V0 = 0 para to-
do xº e 9, ou seja, chv.

Consideremos o sistema diferencial
(1.2)

'

i = F(t,x)
onde F(t,x) e R" E continua em [ª, w) x R".

Seja V(t,x) uma função real com primeiras derivadas
parciais'continuas para todo t 3 0 e todo x 8 Rnl

Nõs definimos
'

_ ant,x) +E avgt,xzV(1.2)(tºx) “ at j=l axj Fj(t'x)

para todo t 3 0 e x e R".

LEMA 1.2:
Seja x(t) solução de (1.2) e [30,t+) seu intervalo

máximo de definição a direita. Se x(t) é limitada em

[lº,t+) então t+ = a.



O lema seguinte 5 uma aplicação do segundo gâtodo de

Lyapunoff.

LEMA 1.3:

Seja v: [:0, w)x R"+R,de ciasse c
n

i) V(I.2) (t,x) 5 0 para todo t 3 0 e todo x e R .

ii) V(t,x) 3 a(x), onde a:Rn+ R E continua e

u(x%+mquando lxl —+q

Então toda solução de (1.2) 5 limitada no futuro.

DEMONSTRAÇÃO

Suponhamos que exista soiução x(t) de (1.2) não ii-
mitada no futuro. Seja [:to,t+) seu intervalo mãximo de

definição 5 direita. Então existe sequência [tm], tm + t+

tal que |x(tm)| + w. Portanto existe tm , ponto da sequêg
o

e a(x(tm )) > V(to, x(tº)) páscia ít ] tai que t > tm m0 0o

a(x) + « quando |x| + m.

Mas por ii) a(x(tmº)) 5 V(tm , x(tmº)).0

Então V(to, x(tº)) < V (t , x(tm )). Logo existe -
m
o

real 5, tº <s< tm tal que V (s,x(s))>0, o que contradiz i).
0

Então a soiução x(t) e limitada em I:t0,t+). Portan--
to do Lema 1.2 segue que t+ = m e x(t) ê iimitada no futu-

ro.

Consideremos o sistema de equações diferenciais
(1.3) & = “x)-+ S(t,x) + H(t,x)



com

a) F:Q + R" continua
b) H:[:0,w) x Q-+Rn continua, tal que para toda

função continua x: [O,oo) +B =Q,B compacto temos

S+t
L H(T,X(T)) M + 0

quando 5 e-q uniformemente em t e I O, l:|.
c) 5: [:0,w) x Q->Rn continua e satisfazendo, com re

lação a um dado conjunto A, a propriedade de que, para
cada e > 0 e cada compacto K de Q, correspondem 6=6(e,K)>0

e T0 = To(s,K) > 0 de modo que t > To” x e-K, d(x,A) < 6

implicam |S(t,x)|< &

Temos então o seguinte

LEMA 1.4:
Sejam F, S e H satisfazendo a), b) e e). Seja x (t)

uma solução de (1.3) limitada no futuro, com x(t) +A quan—A

dot-><».
Então o conjunto w—limite de x(t) E não vazio, com-

pacto, conexo e quase-invariante com relação a (1.1).
Para a demonstração desta fato e outras informações—

nesta linha ver Yoshizawa [lg], Miller [5], H.M. Rodrigues

[9], C.E. Avellar [lj.
COROLÃRIO:

Consideremos o sistema de equações diferenciais
(1.3') & = F(x) + H(t,x)



com F e H satisfazendo as hípõteses a) e b). Seja x(t) uma

squção de (1.3) limitada no futuro.
Então o conjunto 'w-límite de x(t) é não vazio, com-

pacto, conexo e quase-invariante para (1.1).

DEMONSTRAÇÃO:

Basta fazer S:[:0, ») x Q + R" identicamente nula e

tomar A = Q.

Um resu1tado interessante a respeito do conjunto w-

-limite de uma função (x(t), y(t)) demonstrado no

LEMA 1.5:

sejª (x(t)o Y(t)) : (x1(t),...,xn(t),y1(t),....,
,...,yn(t)) uma função contínua, limitada no futuro, e 9

seu conjunto w-Iimite. Seja ºk o conjunro w—limite de

<ka), mt».
» n. n 2 -Entao ºk = pk(9) onde psz x R + Rk e dada por

pk(x9Y) : (xkºyk)'

DEMONSTRAÇÃO:

. k k »SeJa (xo, yo)e ek. Entao existe [tm], ta] que tm+w

e (xk(tm), yk(tm)) + (xâ, yã) quando m + w. Portanto exig
te [Tm] subsequencía de [tm] tal que (x(rm), y(rm)) >

+ (xº,yº) quando m + m.

Como Tm + mquando m + m, (xo,yº)s 0. Da continui--
dade de pk concluímos que pk(x(rm), y(Tm)) + pk(xº,yo) .

Mas Pk(X(Tm). Y(Tm))=(xk(Tm),yk(tm)) + (xºk, yã). Então

pk(xo,yo) = (xã,yã),ist0 ê: (XE:YZ) € Pk(9)º

—8-



« k
Suponhamos agora, (xã,yã) e pk(n). Ehtªº (Xt, yo) =

= pk(xo,yº) para algum (x0,yº) e 9. Portanto existe [tm]
tal que tm +-me (x(tm), y(tm)) + (xº,yº) quando m + m.'

Isto implica que

(xk<tm>. yk(tm» = pk(x(tm>, y<tm» +

k
+ pk<xo,yº) = (xã,yº).

; ' 'ª
.Ul

Logo (xâ,yã) 5 ºk” demonstrando o lema.
Xêãxxh—u& Camº ,

Um teorema de grande importância na teoria das equa-

ções diferenciais 5 o da continuidade em relação as condi—

ções iniciais. Uma formulação particular, mas conveniente-
deste teorema para as aplicações que faremos adiante ê

apresentada a seguir.

LEMA 1.6:

Suponhamos que (1.2) satiáãz alguma condição de uni-
cidade para o problema de valor inicial. Seja o(t) so-
lução de (1.2) em [a,bj.

Então dado e> O, existe 6 = 6(e,a,b), tal que, a 5
< t _<_ b e |xo'- o(tº)|<6implicam |x(t) - o(t)| < e pa--

tgb, onde x(t) é a solução de (1.2) tal que -

XO.
>< A

c—l-

o
v ::

|A



CAPÍTULO II

ESTABILIDADE DE UM SISTEMA DE EQUAÇDES DIFERENCIAIS

ORDINÁRIAS DE 2ª ORDEM

O objetivo deste capitulo & estudar propriedades de

estabilidade de um sistema de equações diferenciais de zª
ordem

(11.1)
com

onde

'>£+f(x,5<)+g(x>+h(t,x,$<)'+ k(t,x,à)=o

xaRn,teBLm)e
f:R2"

9: R" + R"

h:[0,oo) x Rª"+ R“

k:[o,w)x Rºº-wn

+ R"

f2(x2,y2) ;

f(x,y) =
:

fn(xnºyn)I,
»

91(x1)

92(X2)



h1(t.x,y)l
h(t,x,y) = ;

hn(t,x,y).

k1(t,x,y)W
k(t,x,y) =

.

kn(t,à,y)

Um sistema equivalente ê

; : yr r=l,2,....,n.
(11.1')

yr+fr(xr.yr)+9,(xr)+hr(t.x,y)+kr(t,x,Y)=O

A idéia principal 5 relacionar o comportamento das

soluções da equação (II.l) com o das soluções da equação

(11.2) 2 + f(x,;) + g(x) = O

que E equivalente ao sistema

. r = yr
(11.2')

yr+fr(xr,yr) + 9r(xr) = 0 r = l,2,...,n.

Consideremos o seguinte conjunto de hipõteses com

relação 55 funções que aparecem em (II.l').
H1 - f(x,y) ê continua e ykfk(xk,yk) 3 O para todo

x,y e R", para cada k=l,2,...,n.

-ll



Para cada k=1,2,...,n e para toda curva de Jor2

dan 7 em Rã, contendo a origem (Ok,0k) em seu

'ínteníor, existe ao menos um ponto (xk,yk) e y

tal que fk(xk,yk) # O.

H3 — f(x,y) e h(t,x,y) são contínuas com

yk [fk(xk,yk) + hk(t,x,y):] 3_0 para cada-

k = 1,2,...,n para todo t z O e x,y e R"

Há - f(x,y) e h(t,x,y) são contínuas com

_YvEf(Xay) '" h(t9xa,Y)J Z 0 pªrª tºdº ti º e

Xºy € Rn.

H4 — g(x) ê contTnua, xkgk(xk) > 0 para todo xk # O

)(k
e g (5) ds + wquando lx | + « para -k k

6
k = ,2,...,n.

, xk
HÁ - g(x) cont1nua e [ gk(s) ds + w, quando |xk|+w

O

para k = 1,2,...,n.

HZ - g(x) ê contínua e xk gk(xk) >0 para todo xk#0

para k = 1,2,...n.

H5 - k(t,x,y) ê contTnua e |k(t,x,y)l 5 B(t) para
n -rtodo t 3 0 e x,y e R com g(t) cont1nua e

69

g(t) dt < ao.

O

-12-



H6 - Para todo subconjunto compacto B de R"' e toda
funções continuas x(t) e y(t) definidas em

to, a) a valores em B, segue—se que
+t

ÍS h(r,x (T), y(1)) dr + 0 quando 5 + a, uni
s
formemente em t ELDª lj .

Há — A todo compacto B de R" corresponde uma função

continuayBs[:0,m)+ R tal que y5(t) + 0 quando

t + me para todas funções continuas x(tl e

y(t) definidas em [:0,m) a valores em B, segue
se que

s+t
| h(r,x(r),y(T))dr[ 5 YB(S) para todo te[p,l:]
s

H; - Para qualquer compacto B de R", existe Athp,m),R
continua. tal que |h(t,x,y)| 5 AB(t) para

todo t à 0 e para todo x,y e B com

+l

'-[ AB(T) dr + 0 quando 5 + w.

OBSERVAÇÃO

E fãcil ver que H3 implica H5, H4 implica HA e H",

Há implica H6 e H; implica Hô'
'

Um resultado interessante 5 obtido no

TEOREMA II.]:

Suponhamos satisfeitas as hipõteses Hª, Hz e "5“



Então para cada e > O existem T(e) à 0 e a(s) >0
2ntais que t 3 to 3 T(e) e (xo,yº) e R com |xo|+ |y03<5(e)

implicam |x(t)| + |y(t)|-<epara toda soiução,(x(t),y(t))
de (11.1') satisfazendo x(tº) = x() e y(tº) =yº-

DEMONSTRAÇÃO

Consideremos & função

x 1

V<t,x,y>=—J,—- (kg-Ilzyã + 2 [ºk gk(s> dsj ) ” +

+Íbº g(s) ds
t

Definindo
n x 1

2m= min +[zEyã+2Ík'gk(s)dsj] ”
|X|+|y|=€ "<=? 0

e levando em conta que xkgk(xk) > 0 para todo xk # 0 te-
mos

inf V(t,x,y) _>_ 2m >o

IXI+ lvl = e
'

t i 0

Sejam T(e) 3 0 e 0 <ô(e) < eescoihidos de te] manei-

ra que

oo

g(s) ds < m e

Nº)

-14-



1 gk(s) dsj] <m——-r" 'k:
RªN

(X
+ 2

'
k

)
[y

para W + [.)/| gde)

db1=

G

Então

max V(t,x,y) < 251:

t ; T(e>"' &“

IXI + |Y! = ô(e)

A1êm disso, para t 1 O e (x,y) # (0,0) temos

. 1 “ g?'(x|") yr
V

.
(t,X,_Y) = "ª(t) "'—“"" '

-

— (11.1') ,n = n . as .1" ] fat-Ví + ªí kªkªH-Éh 'ª—

0

+

+ _l_ ; fafr(xr,yr) - hr(t.x,y) — kr(t,x,y) - gr(x,z]yr
n :!r=1 2 1/[ 2 [y , x 2

k=ª k * ªí kgk<s> dãl)
o

n n

: Y,.[fr(xrayr)+hr(t,x,y)3 g yrkr(t,x,y)
= - r=1 , _ ra]

n .“ ..-2 1 2 x 1mix y 'x /2 ni x y +2 k /2
K=1 [ “2 kgk(s) dsj] k=1E k [ ºndª) dª]

oO

' 8(t)

-15-



yº[f(x,y)+h(tsx,y)j
L

% “ 1“ '
.. .!.1 [X [“ ªki] Dk“ nºkta-<s> ªs:]? ª

J

uM: k t, ,
+ I“] 'y'lªl | r( XY)! “ª(t)

n 1

, & rx /

. y-[T(x,y)+h(t,x,y):]
+< _- "

“ª?-52 X
__

1!
Rikª] LJ“ ( kgk(s) dsl] 2

,O

n
+-,',— Ík(t,x,.Y)|rª1 "

ly?!
_ ª(t)..

'“ "“.— 2. fal, /[ kíTL'ka, "9:4(5) dªí] 2

JO

Yº (x,y)+h(t,x,y)3- -“

í _
n

ZE?
]

+lk(t:XsY)| ' ª(t) g 0
x

"(kª Dk+2 [º kgk(S)dsJ] /2

tomando em consideração as hípõteses Há, “2 e H5_

ZnSuponhamos que existem tº & T(e) e (xo,yº) & R

com |xo|+1yº|<6(e) tais que para a19uma solução (x(t), y(t))
! — '.f =de (11.1 ) sat1sfazendo x(to)—x0, y(to) yo e

para algum'f > tº tenhamos [x(f)| + |y(í)| 3 5. Então

ex1stem numeros reais t] e t2
, tº < t1 < tz tais que

Ix(.t'1)l + |y(t1)l = 6(e). |x(t2)+ + ly(t2)| = e e Me):
5 |x(t)| + |y(t)l íejmra t] i t 5 tz. Mas isto ímp1íca -

(usando <i:> e “B“ ) que
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V<t1,x(t1), y<t1)> < V(t2,x<t2), y<t2))
Como V(t,x(t), y(t)) ê diferenciável em [:t1,t2:]', pois

(x(t), y(t)) # (0,0) em [:t1,t2L], existe um nõmero real 3,
t.| < 5 < t2 satisfazendo Ú(s,x(s), y(s)) > o. Mas isto E

uma contradição pois, para t 3 0 e (x(t), y(t)) # (0,0) ,

V(t,x(t), y(t) i o.

'
Então, o teorema estã demonstrado.

COROLÃRIO II.l:
Suponhamos que alguma condição de unicidade para o

problema de valor inicial seja satisfeita por (II.l). Su—

ponhamos satisfeitas as hipoteses do Teorema II.l com

k(t,0,0)=e para todo t 3 0.

Então a solução nula de (II.l') ê uniformemente es—A

tãvel.

DEMONSTRAÇÃO:

Mostremos inicialmente que a função nula ê solução
de (II.lª). Basta mostrar que

f(0,0) + g(O) + h(t,0,0) + k(t,0,0) = 0 para t 3 0.

Temos:

a) k(t,0,0) : 0 para t 3 0, por hipõtese

b) como xkgk(xk) > 0 para xk # 0 temos gk(xk)< 0 se

xk < 0 e gk(xk) > 0 se xk > 0. Da continuidade —

de g, segue que gk(0) = 0 e portanto g(0)= O. Obse!



vemos que x & O E o Único ponto que anula g(x)..
c) De Há, segue que

"
[(£ka [fk-(xkuyk) + hk(t,X9Y)J & O para tºdºs

x,y 5 R" e 1: _>_ 0. Fazendo yi =(0,....,0,yk,0,...,0)
obtemos yk Efk(xk,yk) + hk(t,x,yÉ > D para todo-

x e R" e t > 0.

Então da' continuidade de f & h-segue que fk(º'º) +

+ hk(t,0,0) = O donde f(0,0) + h(t,0=0) = 0 para
t ª 0.

Portanto a função nula ê solução de (II.l') para

tão
Do Teorema II—l, do fato que (II.l') satisfaz uma

Condição de unicidade em relação ao problema de valor ini—

cial, dado e > 0 existem T(e) Z 0 e 6](e) > O tais que

t 3 to 3 T(e) e [xº] + [yº] < 61 implicam |x(t)| +|y(t)]<e

para a solução (x(t),y(t)) de (11.1') que satisfaz x(to) =

= X0 e y(tº) = yº.

Além disso como (11.1') satisfaz as condições de

continuidade em relação as condições iniciais, segue do

Lema 1.6, que existe 6(e) í 61(e) tal que Ixºl + |y0|<6(e)
implica lx(t)| + |y(t)|< 61(e) para todo te[3,T(e)] onde

(x(t), y(t)) 5 a solução de (II.1') que satisfaz x(to)=xº
e y(tº) = yº, qualquer que seja tºe[p,T(e)j .
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Então dado e > 0, existe 6=6(e) tal que |xº|+|yoi<5
e t & to impiicam que ]x(t)| + |y(t)! < e para a soiução

(x(t), y(t)) de (11.1') satisfazendo x(to) = X0 e y(tº)=yº
quaiquer que seja to 1 0.

LEMA II.]:
Suponhamos vãlidas as hipõteses H3, H; e "S' Seja

(;(t), 9<t)) uma solução de (II—]') e para cada k=1,2,..n
consideremos o sistema

yk + fk(xk'yk) + gk(xk) +

+ hk(t,ã1(t),....,ãk1](t),xk,ãk+1(t),...,
, in(t),y1(t),...,9k_1(t),yk,9k+1(t),...,

(Iªªi)"' . ãn<t» + kk(t,ã,(t>...., ik_1(t),xk,ik+1(t),...,

ã"(t)9;'l(t)9"' 'yk_](t)3yk99k+1(t)9"º !;n(t))=oº
&

Então, para cada e > O existem T(e) Z 0 e 6(e) > O

. k k 2 k ktais que t 3 to a T(e) e (Xo'yo) e Rk com |x0|+|yº|<6(e)

impiicam lxk(t)| + ka(t)| < e para toda soiução (xk(t),yk(t))
k kde (11.1ª) satisfazendo xk(t )=xo e yk(tº) = yo.O

DEMONSTRAÇÃO:

A demonstração & análoga ao Teorema II.] tomando .a

função de Lyapunoff
_ 2

V(t,xk,yk) - Eyk + 2



LEMA 11.2:

Suponhamos satisfeitas as hipõteses Há, H4 e H5

Então toda solução de (11.1') & Iimitada no futuro.

DEMONSTRAÇÃO:

'Seja V(t,x,_y) = __1_ “ +

X
1/2

k2
n ,(

k +2 gªndª?"MS RJ
1

+ g(s) ds
t

Temos º(II 1.)(t,x,y) £ 0 para todo t 3 0, x e R" e

y e R" com V continuamente diferenciãve]. Além disso

1 " 2 k
1/2

a(x,y)= E [1 + kg] [ yk+2íx gk(s)ds:]] 5_V(t,x,y)' o

com a(x,y) + a quando |x| + |y| + w.

Então o Lema 11.2 & consequência do Lema 1.3.

LEMA 11.3:

Suponhamos vãlídas as hipoteses Há, H4, H5 e "6'

Então o conjunto w-Iimite de toda solução de (II.1')
E um conjunto compacto quase invariante para (11.2').

DEMONSTRAÇÃO:

'Do Lema 11.2, segue que toda solução de (11.1') e

limitada no futuro. Então se 9 E o conjunto m-limíte des-
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ta solução, 9 5 compacto, como jã observamos no inicio do

Capitulo I. Para mostrar que g 5 quase-invariante para

(II.2') usaremos o Corolãrio do Lema 1.4ª colocando

y e

m,” =[-f(x,y)-g(><)]

O

H(t,x,y) = [-h(t,x,y)-R(t;x,y)l
É imediato que F(x,y) e H(t,x,y) satisfazem as hipõ-

teses do Corolãrio do Lema I.4. Basta observar que F(x,y)—

E continua e considerar as hipõteses H5 e H6 sobre k(t,x,y)
e h(t,x,y) respectivamente.

Então Q 5 quase—invariante para (II.2').

LEMA II.4:
Suponhamos válidas as hipõteses H1, H2 e HZ com

f(x,y) e'g(x) continuamente diferenciáveis.
Então se (ºkººk) E a origem do plano xkyk,(0k,0k) e

pk(M) para todo conjunto M compacto invariante para
(II.2')

DEMONSTRAÇÃO:

Seja M qualquer conjunto compacto invariante para
(II.2'). Seja (x(t), y(t)) e M uma solução de (II.2') e o

seu conjunto w—limite. Então QcM e 9 5 um conjunto com-

pacto invariante para (II.2'). Do lema 1.5, nk=pk(9) estãz
contido em pk(M) e E o conjunto w-limite de (xk(t),yk(t)).
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Tomando

x k

(xk.yk) = yã + 2 [ gk(s) ds, temos reIativamen
6

“k

te a

. Íxk=yk
(II'ZÉ

1yk
+ fk(xkºyk) + gk(Xk) : 0,

Will,?) (xkªyk) : ªyk E'fk(xkºyk) ' ºkºªkÚ + ª ºk<xk)yk=

: —2ykfk(xk'yk) í 0-

Como wk(xk,yk) 3 0 seguecb Lema 1.1 que

2
gkcEk : [(xk,yk) € Rk ' _ykfk(xk,yk) : O].

Nõs afirmamos que (ºkººk) 3 ºk“ Suponhamos que isto
não seja verdadeiro. Como (ºkªºk) é o Único ponto de equi-
TTbrio de (11,2%) segue do Teorema de Poincaré-Bendixson -

|:2 , Theorem 2.1, pg. 39Lj e [:2 , coroIIary 1, pg 4OQI

que ºk 5 õrbita periodica de (II.2É) com (ºkªºk) em seu-

ínterior. Então segue de H2 que existe ao menos um ponto
(Dl(xk,yk) de ºk tal que yk # 0 e fk(xk,yk) # 0. Mas isto

uma contradição pois QkCIEk. Então (ºk'ºk) & pk(M).

TEOREMA II.2:

Suponhamos vãlidas as hipoteses H1-H6 com f e g de

c1asse C].
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Então para toda solução ;(t) de (11.1) nõs temos

;(t) + O e ;(t) + 0 quando t + &.

DEMONSTRAÇÃO:

Seja (ª(t), &(t)) uma solução qualquer de (II.l').
Segue—se do Lema II.2 que esta solução 5 limitada no futuro
ro. Seja 9 seu conjunto w—limite. Devido ao Lema 11.3, nõs

temos que a € um conjunto compacto invariante para (II.2') .

Para cada k=l,2,...,n seja ºk = pk(g). Então, do Lema 1.5 ,

ºk e o conjunto w—limite de (ik(t), &k(t)). Do Lema 11.4,

(ºk'ºk) 6 ºk e portanto existe sequência [tãlmeN tal que

t; a-we (Rk(tã), ík(tã) + (ºkªºk) quando m + a. Como-

(ík(t). 9k(t)) ê solução do sistema (II.lÉ), do Lema II.l,
podemos garantir que dado e > 0 existem T(e) 3 0 e 6(e)>0

. k k 2tas que t à 3 T(e) e (xo, yº) E Rk com Ixâl + |yãl<6to

implicam |ik(t)| + |&k(t)| <e:se (ik(tº ). yk(% ))= (XE ,yºk)-
k

Em nosso caso, ex1ste tm elemento de [tmªmeN tal ' que
O

tão ª T(e) e |xk(t& )| + lyKWkº)| < 5
, » k . . — -Entao t 3 tm 3 T(e) implica [xk(t)| + [yk(t)| < e-

0

Portanto (ãk(t), &k(t)) + (ºk'ºk) quando t + » e consequeº

temente (ã(t), &(t)) + (0,0) quanto t + w.

COROLÃRIO 11.2:

Suponhamos que alguma condição de unicidade para o

problema de valor inicial seja satisfeita para (II.l').
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Suponhamos satisfeitas as hipõteses do Teorema 11.2 com

k(t,0,0) = 0 para todo t i 0.

Então a origem & globalmente assintoticamente estã—

vel para (II.l').
DEMONSTRAÇÃO

A conclusão segue do Teorema 11.2 e do Corolãrio

II.l.

Consideremos o sistema de equações diferenciais
(11.3) & + f(x,k)i + g(x) + h(t,x,k) + k(t,x,ã) = 0 com

xe R", que 5 equivalente ao sistema

kk = yk k=l,2,...,n
(11.3')

'9k+fk(styklyk+9k(xk)+hk(t'X'Y)+kk(tªx'Y)=º

onde f(x,y) = diag (f1(x1.y1),f2(x2,y2),...,fn(xn,yn)).

COROLÃRIO 11.3:

Suponhamos satisfeitas as hipõteses H2' H4, H5 e H6
l

com f e g de classe C . Sejam fk(xk,yk) 3 0 e

yk hk(t,x,y) 3 0 para todo t 3 0, todos x e R" e y e R".

Então para toda solução x(t) de (11.3) nós temos que

x(t) + 0 e à(t) + 0 quando t + w.

Em particular se alguma condição de unicidade com

,e1ªção ao problema de valor inicial for satisfeita para
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(11.3) e k(t,0,0) = para todo t 3 O, então a origem &

g1oba1mente assíntotícamente estavel para (II.3).

DEMONSTRAÇÃO

Este coroIârío é consequência imediata do Teorema -
11.2 e do CoroIãrio 11.2.
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CAPÍTULO III

ESTABILIDADE DE UMA EQUAÇÃO Dl

FERENCIAL ESCALAR DE 23 ORDEM

Consideremos & equação diferencial escalar de Zª o!
dem

(111.1) % + f(x,ã) + g(x) p(ã) + h(t.x,ã) + k(t.x.ã) % º
que 5 equivalente ao sistema

i = y
(111.1')

&+f(x,y)+9(X)p(y)+h(t.x,y)+k(t,x,y) = º

Este capitulo serã desenvolvido em três partes. Na

Parte 1 suporemos k(t,x,y) identicamente nula em [p,m)xR2

e então estudaremos o comportamento das soluções da equa—

ção resultante:

(111.2) 2 + f(x,i) + g(x) p(â) + h(t,x,ã) = o

que E equivalente ao sistema

& = y
(111.2')

9+f(x,y)+g(X)p(y)+h(t.x,y) = º

Na Parte 2 trabalharemos com a perturbação k(t,x,y),
mas a hipõtese feita sobre p(y) serã mais restritiva.
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Na Parte 3, voltaremos a trabalhar com p(y) satisfa
zendo as hipõteses da Parte 1, mas localmente, supondo a

perturbação k(t,x,y) não necessariamente nula. Nesse caso
obteremos somente estabilidade assintõtica para a solução
# nula, ao contrãrio das duas primeiras partes onde obti-
vemos estabilidade assintõtica global para a origem.

Como no Capitulo II relacionaremos o comportamento-
das soluções de (111.1) e (111.2) com o comportamento das

soluções de

(111.3) sz + f(x,x) + g(x) p(à) = o

que 5 equivalente ao sistema

;( = y

(111.3')
Sr+f<x,y) + g(x) p(y) = o

Consideremos o seguinte conjunto de hipoteses com

relação 55 funções que aparecem em (III.l').

h1 — f(x,y) E continua e yf(x,y) à o para todos nãmeros

reais x e y

h2 - Para toda curva de Jordan Y em R2, contendo a origem
em seu interior, existe ao menos um ponto (x,y).e y

tal que f(x,y) % O.

h3 — f(x,y) e h(t,x,y) são continuas com y [ f(x,Y) +

h(t,X,YH_>_Opara todo t .>_ 0 e quaisquer reais x e y.

h4 - g(x) ê continua, xg(x) > O para todo x # 0 e

r (u) du + ou quando [x| + .»

0
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x

"ª - g(x) ê contínua e [ g(u)du'+ ” quando |*| * º
o

hz — g(x) % contTnua e xg(x) > 0 para todo x # 0.

h5 - p(y) ê contínua, p(y) > 0 para todo real y e

y u du + m quando |y| + ».
J p(U)

O

h6 ' Pªrª tºdº subconjunto éoápacto B de R e todas funções
contínuas x(t) e y(t) definidas em EP,») a va10res
em B, segue—se que

$+t
ils h(r,x(r), y(T)) dr + 0 quando 5 + » uni

formemente em t e [O,lj'.
h7 - k(t,x,y) é contínua e |k(t,x,y)| 5 g(t) para todo-

t 3 O e x,y e R com g(t) contínua e
co

í a(U) du + &

"8 - p(y) ê contínua e existe M, constante real, tal que

0 <—%—45 p(y) 5 M para todo real y.

OBSERVAÇÃO:

Damos & seguir alguns exemplos em que h5 % satísfei
ta:

] 3m=0,192,-.-.,i) P(X) =
—T-:-;ÉE—

ii) p(x) = ºsx) , m

1 + xzm
O, 1, 2, ,,, e p(x) satiâ

fazendo hg,
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PARTE 1

LEMA 111.1.1:

Suponhamos v511das as hipõteses hs, hª e h5'

Então para cada a > o, existe 6(e) > O tal que
2t 3 tº 3 0 e (xº,yº) & R com |xº| + |y0|< 6(e) implí—

cam [x(t)| + [y(t)| < e para toda solução (x(t),y(t))de
. .(111.2 ) sat1sfazendo x(to) : xD e y(to)= yo.

DEMONSTRAÇÃO:

Consideremos a função

V(x,y) =
y

___U____
*

, p(u)
du +! g(u) du

º o

'sejam m = min V(x,y) e

IXI+ly!'=e

O <6(e) < e esco1hido de tal forma que

Y

[ 5T%7 du + g(u) du < m

0 O

para |x| + [yl 5 a(s)

” max V(x,y) <1n [iªiEntao |x| + [yl = a(e) '
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2Para todo (x,y) e R , temos:

V . (x,y)= -f x, — x -h t,x,(111.2 )
p y +

_ _ y [f(x,y) + Mt xm] <_o+ ª“” My)

Suponhamos que existam tO 3 0, (x º,yº) e R2 com

|x0| + |y0| < a(s) tal que para alguma solução (x(t),y(t))
de (111.2') satisfazendo (x(tº),y(t0))= (xº,yo) e para
algum f > tº tenhamos |x(€)| + |y(í)| > 5. Então existam
numeros reais tº < < t2 tais que |x(t1)| + l_y(1:.l )] =6(e)
e |x(i;2 )|+ |y(t2 )[= e,mas isto implica (usandoºeon)que

V(x(t,>,y<t1» < V(x<t2).y(t2».

Existe então nãmero real s, t] 5 s 5 112 tal que

V(x(s), y(s))> 0, o que contradiz o fato de termos —

V(x,y) 5 0 para todo (x,y) e R2.

Observação:

Se impusermos que (111.2') satisfaz alguma condição
de unicidade em relação ao problema de valor inicial em

tão a solução nula de (III.2') ê uniformemente estável.



LEMA 111.1.2:

Suponhamos válidas as hípõteses h3, h4 e “S'
Então toda so1ução de (III.2') & Timitada no futuro.

DEMONSTRAÇÃO

Seja

V(x,y) = y u
X

Jªm)- du +
()

g(u! du

Então V(x,y) + a_quando [x| + |y| + m e além disso

v(III.2') (xºY) 5 º'

Portanto do Lema 1.3, toda solução de (III.2') e Ii
mítada no futuro.

LEMA III.].3:

Suponhamos válidas as hípõteses h3 - h6'
Então o conjunto m-Iímite de toda solução (x(t),y(t))

de (III.2') E um compacto quase-invariante para
(111.3').

DEMONSTRAÇÃO

Do Lema III.].Z, toda so]ução (x(t),y(t)) de

(III.2') & limitada no futuro. Então se Q e o conjunto me

-limite de (x(t),y(t)), a € compacto. Para mostrar que 9



& quase—invariante para (III.3') usaremos o Corolãrío do

Lema 1.4, pondo

2 2 2 2H: [Q,m) x R + R e F:R + R

definidas por

y

F(x,y) = [-f(x,y) - p(y) em]
0 .

H(t,X,_Y)= (ªh(t,X9_Y)]

Usando hô' se mostra faciImente que para todo com-

pacto B de R e para todas .funções contínuªs x(t) e y(t)
definidas em [:O,m) & va10res em B, tem-se:

+t '

r ”(TaX(T), y(t)) dT + 0

5

quando 5 +-muniformemente em t e [9,1]. Como F 6 cont?—

nua, do Óorolãrío do Lema 1.4, segue-se que Q 5 quase—in—

variante para (111.3').

LEMA 111.1.4.

Suponhamos vã1idas as hípõteses h], hz, há com f,
9, p de classe C1 e p(y) positiva para todo rea1 y.

Então a origem pertence a todo conjunto compacto in
variante para (III.3');
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DEMONSTRAÇÃO:

Seja M qualquer conjunto compacto invariante para
(III.3'). Seja (x(t), y(t)) & M uma soTução de (III.3')e
4d seu conjunto m-limite. Então 9ª=M e n 5 um conjunto com

pacto invariante para (III.3').
Seja

.Y U x
V(X,.Y) ªí Wy— du + J g(u) du.

' 00

Então

V(X.y) 3 º e V(111.3')(xª” =

: &“. |_'_'-f(X.y)'P(Y) g(x)] + yg(X) = ' :; f. 0

Então do Lema 1.1, QC=E , [(x,y)e R2|yf(x,y) = O].

Nõs afirmamos que (0,0) e n. Suponhamos que isto não

fosse verdadeiro. Como (0,0) 5 O Único ponto de equilí
brio de (III.3') segue-se do Teorema de Poincaré-Bendixson

[2 , Theorem 2.1, pg 391] e [2 , Coronary 'I, pg. 400]

que n 5 uma õrbita periõdica de (III.3') com (0,03 em seu

interior. Então de há, segue—se que existe ao menos um

ponto (x,y) e 9 tal que y # 0 e f(x,y) # 0. Mas isto 5 uma

contradição pois nºi—.



TEOREMA III.l.l:
Suponhamos verdadeiras as hipõteses h1 - h6 com f,

g e p de classe cl.
Então para toda solução x(t) de (111.2) nos temos—

que x(t) + 0 e x(t) + 0 quando t + m.

DEMONSTRAÇÃO

Seja (x(t), y(t))uma solução de(III.2'). Segue do

Lema III.l.2 que esta solução e limitada no futuro. Seja
e seu conjunto m—limite. Como consequência do Lema III.l.3,
9 E um conjunto compacto e invariante para (III.3'). 0 Le-

ma III.l.4. implica que (0,0)e 9 e portanto existe uma se-
quência [tmlmeN tal que tm+ « e (x(tm), y(tm))+ (0,0) -

quando m + &. Do Lema III.l., dado e> 0 existe a(s) tal
que se (x(tº)| + |y(tº)( < 6(€) então t 3 tº implica-
|x(t)| + |y(t)| < e. Como (x(tm), y(tm)) + (0,0) quando

.m + a, existe mº tal que (x(tmãl + |y(tmg( < 6(e). don—-

de t 3 tm implica lx(t)( + (y(t)|<e. Portanto (x(t),y(t))
o

+ (0,0) quando t + w, concluindo a demonstração.

COROLÃRIO III.l,l:
Suponhamos que alguma condição de unicidade com re-

lação ao problema de valor inicial para (III.2') esteja -

satisfeita. Suponhamos válidas as hipóteses hl'hô com f,

g e p de classe Cl.
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Então a origem 5 globalmente assintoticamente estã-
vei para (III.2').

DEMOSTRAÇÃO:

E uma consequência imediata do teorema anterior e

da observação que segue o Lema III.].I.

PARTE 2

LENA III.2.1:
Suponhamos satisfeitas as hipoteses ha, hª, h7 e h8

Então para cada e > 0 existem T(e) & 0 e a(s) > 0

2tais que t 1 to ; T(e) e (xº,yo) e R com |x0|+|yº|<ô(e)
implicam |x(t)| + |y(t)l<e para toda so1ução (x(t).y(t))

! ' _ _de (111.1 ) satisfazendo x(to) — xD e y(tº) - yº.

DEMONSTRAÇÃO:

Seja

V(t,X.y) =]íàny ªº“ ª" +!; º(ª) day/ª+
o .

[%, g(u) du
tª"

onde M E uma constante tal que 0< [A "O A “< 5.4 A 3 .'.“
...-,,na
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Pondo

2m= min
. ,

Ji:ãi y u du +JK' g(u) dã 1/2

lxmylas Mª p(u) o J
0

e levando em conta que p(y) > O para todo y 5 R e xg(x)>0
'

para todo x # 0 temos

"inf V(t,x,y) & 2 m > o

lxl+lyl= e

tiº

Sejam T(e) Z O e 0 < a(s) < e escolhidos de tal mg

[”
g(u) du < m

.

e

Nª)
1
&

fz Dv u du +íx 903) diª lª< m para IXI+lylíô(e)
o

neira que

Então,

max V(t,x,x) < Zm

piT(s)
|

AIEm disso, para (x,y) # (0,0) e t 3 0 temos

V(111.1')(tºx=Y) = "ª(t) + ”CEE 9 (x)y +
Hª

2 y )( ( )d 1/2
9 u u .[j; _T—T du +JO

_
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,2 y [É.—fb“),) ' g(x) ' h(t9 x,.Y) ' k(tsxX:;MY)

2 “34855517uu du
+f< g(u)dl]1/2o

Mª

=1,2 .y Ef(st) " h(t9x9.Y) "k (taxºy)]
;;; . .. «--B(t) 5
'“ 2 pm Y u du x g(uwu] 1/UD Em 70 2

_<_ _
1/

.2
y [f(x,y) + h(t.x.y)j

7 +
M 1/2

2 p(y) y u du +
x g(u) du][[o W [0

+ ,l 2 lyl lk (tº XSY)I 'B(t)í
M ª 2 p(y) lily? u du +

['x
g(u) diz—Ira[O

:. ..,/Tªt— ytf(x:.Y) + h(taxa.Y)I
Mª )( 1/2 pw) Y u du + g(u) dª ªDe. W Ío

y+ [I ' '

..- lk(t,X.y)| -e(t)=
bu ["' X”ª

2 1'" ..L du +J g(u) du ,”
ml—

0 M o

- f—ª— y[f(x,y) + h (tmn/)]
—3- +
::.-1 1

2 MHIIÍh—(gíy du +íx g(u) du]
[2
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+ [FÍE " “ IYÍ |k(t,x,y)| * 8 (t) i
a _ 2 v 12M %“qu g(u) dª ,

2“ oi

i _( fil y [:f(xsy) + h(t,x,Y):] +|x(t,x,y)|-gít)<0
y x 1/2

2 p(y) Í Efãy du + [ g(u) du
o O

levando em conta h3, hg, h7 e hg.

Suponhamos que existam tº 3 T(e) e (xº.yº) & R2 com

Ixol + lyo! < 6(e) tais que para alguma solução (x(t),y(t))
de (ÍlI.l') satisfazendo x(tº) = xº, y(tº) : yo e para algum

E > tº tenhamos |x(f)l + |y(t)| ; ;. Então existem to <

< 1:] < tz tais que [x(t])| + ly(t1)| = a(s), |x(t2)| +

'+ |y(t2)| = e e a(s) 5 |x(t)| + Iy(t)|í & para t€[3],té].

Mas isto implica (usando e ) que

V(t1: x(tªl)! y(t1))'<V(t2, x(t2)9 Y(t2))'

Como V(t, x(t), y(t)) ê diferenciável em [:t],t2:],
pois (x(t), y(t)) # (0,0) em [:t1,t2:], existe real 5,
s e (t],tz) tal que V(s,x(s), y(s)) > 0. Mas isto é uma

contradição pois para t à 0 e (x(t), y(t)) # (0,0) ,

V(t,x(t), y(t)) 5 0. Então segue-se a conclusão do lema.
v
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COROLÃRIO 111.2.1;

Suponhamos que alguma condição de unicidade para o

problema de valor inicial para (III.l') seja satisfeita.
Suponhamos satisfeitas as hípõteses h3, hz, h7 e h8 com

k(t,0,0) = 0 para todo t 3 0.

Então a solução nula de (III.l') ê uniformemente eg
tâvel.

DEMONSTRAÇÃO:

E uma consequência do fato da origem ser um ponto de

equilíbrio para (III.l'), do Lema III.2.l e do teorema da

continuidade em relação as condições iniciais.

LEMA 111.2.2:

Suponhamos validas as hipoteses ha, h4, h7 e h8 .

Então toda solução de (III.l') & limitada no futg
ro.

DEMONSTRAÇÃO:

Seja

Y x 1/2 .

V(t,x,y) = & 1 + u du +! g(u) du + B (u)du
Mª o

PM o t

onde M ê uma constante real tal que 0 < _1_ 5 p(y) 5 M

M
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Então se
. 1/2

a(X9Y) = #_g_ l+ ry u du +
x g(u) du temos

M3 JO plul
O

V(t.x,y) 3 a(x,y) para t 3 0 e quaisquer reais x e y, e

a(x.y) + ª quando IXI + lyl+ “ -

Além disso, V
(111 1.)(t,x,y)_<_,ºpªrª t à º e (x,y)st.

Então do Lema 1.2, toda solução de (III.l') e limita
da no futuro.

LENA 111.2.3:

Suponhamos vãlidas as hipõteses h3' h4, h6, h7 e h8'
Então o conjunto w— limite de toda solução (x(t),y(t))

de (111.1') 5 um conjunto compacto quase—invariante para
(111.3').

DEMONSTRAÇÃO:

A demonstração ã anãloga 5 do Lema 11.3.

TEOREMA 111.2.1:

Suponhamos vãlidas as hipõteses h]. "2' h3' h4. h6'
h7 e h8 com f. g e p de classe Cª.

Então Para toda solução x(t) de (III.l)ínõs temos

que x(t) + 0 e Á(t) + 0, quando t +».
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DEMONSTRAÇÃO:

A demonstração ê eesenciaimente a mesma do Teorema

III.].I, com õbvias adaptações.

COROLÃRIO IlI.2.2:

Suponhamos que alguma condição de unicidade com rg
lação ao problema de valor inicial para (III.1') esteja satis-
feita. Suponhamos válidas as hipoteses h], h2' h3, h4, hõ' h7

e h8 com f. g e p de c1asse C1 e k(t,0,0)= O para todo t 3 0.
Então a origem 5 giobalmente assintoticamente estª

vel para (III.1').

DEMONSTRAÇÃO:

Basta usar o Corolãrio 111.2.1 e o Teorema 111.2.1.

PARTE 3

Suponhamos que eXiste p:> O tal due as-funçõeS' que apº
reCem emÍ(IIÍ.i”) satisfaçam às seguintes hipóteses, com

reTação aoªconjunto'VB'ªT[(x,y)'e-R2.|x| + |y| < 0 )

L-=ka5y)'dEfinida,-continua e yfix,y) à 0*, em
VP

.

Lz—Para toda curva de Jordan Y em Vp, contendo a origem em

seu interior, existe ao menos um ponto (x,y)ey tal que

f(x,y) # 0.
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E3 — f(x,y) e h(t,x,y) definidas, contínuas e y [?(x,y) +

+ h(t,x,yí13 O para todo t 3 o e (x,y) ª Vp.

L4 - g(x) definida, continua para le.<p e xg(x) >0 paralxl
< páê &! f 0.

L - p (y) definida, continua e p(y) > O para ly] < p .

L6 — Para todo subconjunto compacto B de (-p, p) e todas
funções continuas x(t) e y(t) definidas em FÓ,W) &

s+t 'valores em B segue—se queº h(T,X(T), y(r)) dT + 0

.s
quando s+ m, uniformemente em t e [D,ÉI.

L - k(t,x,y) definida, continua e (k(t,x,y)! 5 B(t) para
t 3 0 e (x,y) & Vp com B(t) continua e

L B(u) du < “.

LEMA III.3.l:

Súponhamos satisfeitas as hipõteses L3, L4, L5 e L7.
Então para cada“6 > Os existem T(e) 3 Oye 6(e)> O

tais que t 3 tº : T(e) e (xc, yG) e R2 com lx0|+jy0|< a(s)
implicam |x(t)l + |y(t)| < é para toda solução (x(t),y(t))
de (III.l') tal que x(tº)= xD e y(t0) = yº.

DEMONSTRAÇÃO:

Consideremos a seguinte função

V(t,x,y) = fiª: [ííy u du + Jk g(u) dÉJl/z 4- [ B(u)du
_M3 o p (u) e t '

onde M ã tal que 0 < l i p(y) í M para lxl + [yl 5 20
M 3
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Seja a > O dado; sem perda de genera11dade podemos

supor que 6 < -â- .

Pondo
1—

y x /2
2 = ' / 2 ' d - dm mm

M
[ L

p
na

u [0 g(u) u]

IXI+íyI= e

e levando em conta que p(y) > O para IYÍ < 0 e xg(x)>0 pa-
ra lxl < 0, x # 0 temos

inf V(t,x,y) 3 2m > 0

>< + '< 1! (")

Sejam T(€) à 0 e O <5(€) < 8 escolhidos de ta] ma-

neira que

oo . "512
B(u) du < m e 2 u du g(u)du <mLís) Jfggíljz º(U)

12

para [x] +.!yl 5 a(s);

Então max V(t,x,y) < Em

t ; T(e)

IXI+IY|=5(E)

&

Além disso, para |x|+|y| < —%—, t 1 0 e (x,y) # (0,0)
temos à(III ].)(t,x,y) É 0, como feito no Lema III.2.1.

Suponhamos que existam tó 3 T(€) & (xº,yº)e R2 com

|x0| + |yo; <6(€) tais que para alguma solução de(III.1')
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satisfazendo x(tº) = xº, y(to) : yO e para algum E > to tg
nhamos |x(f)| + ly(f)| 3 5. Então existem to<t1<t2 tais
lx(t,>1 + |y<t1);= s<e>, xx(t2>l + 1y<t2)|= e e õ(e) 5
É |x(t)| + [y(t)3 5 e para t e E?], til.

Então de©, e de exposto acima conciuimos

V(t-Ia X(t-|)9 .Y(t'|)) < V(t2, *(tz)! .Y(t2)) ©
que

Como para t€[31,tâ], (X(t),y(t)) # (0,0) e

lx(t)| + |Y(t)|< ”%“ concluimes que V(t,x(t), y(t)) (Dl

diferenciãve] em [12132]. Então de º , existe real
5 e [31,t23tai que i'l(s,X(S), y(s)) >e.

Mas isto é uma contraáição pois para tão, (x(t),y(t)) #

.i. ibzõ) e :x<t>| + |y<t>i < _%_, v(t,x(t), y<t» 5 0.

Então segue & conciusão do Tema

OBSERVAÇÃO:

0 Lema III.2.1 pede ser visto cemo caso particuiar
do Iema acima. Mantemos o Lema 111.2.1 porque ele nºs dã

uma formu1ação mais conveniente para a demonstração do Teº
rema 111.2.1.

COROLÃRIO 111.3.1:

Suponhamos que alguma condição de unicidade para o

probiema de valor inicial seja satisfeita para (III.1').
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Suponhamos satisfeitas as hipõteses L3, L4, L5 e L7 com“

k(t,0,0) = O para todo t 1 0

Então a solução nula de (III.l') ê uniformemente eg
tãvel.

LEMA III.3.2:

Suponhamos satisfeita a hipótese L6 e que f(x,y),
g(x) e p(x) são continuas em Vp.

Então o conjunto m—limite de toda solução (x(t),y(t))
de (III.l') limitada no futuro é um compacto invariante pa
ra (111.3').

LEMA III.3.3:
Suponhamos satisfeitas as hipoteses L1, L2, L4, L5

com f, g e p de classe Cl.

Então a origem pertence a todo compacto invariante
para (III.3').

TEOREMA 111.3.1:

Suponhamos satisfeitas as hipõteses L1 - L7 com f,
g e p de classe C*.

Então se (x(t), y(t)) ê solução (III.l') limitada no

futuro, (x(t), y(t)) + (0,0) quando t + .a.
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OBSERVAÇÃO:

As demonstrações dos Corolãrio III.3.1, Lema III.3.2,
Lema III.3.3. e Teorema lll.3.l. seguem essencialmente as meg

mas linhas das proposições correspondentes nas partes anterig
res, com õbvias adaptações. Observamos que a hipótese de

(x(t),y(t)), solução de (III.l'), ser limitada no futuro ê ng

cessãria desde que com as hipõteses locais que impusemos, não

ê possivel afirmar que tõda solução de (III.l') satisfaz tal
prºpriedade. Notamos entretanto que o Lema III.3.I. garante-
a existência de vizinhança da origem tal que tõda solução de

(III.l') que passa por essa vizinhança & limitada no futuro.

COROLÃRIO III.3.2:

Suponhamos que alguma condição deunickhdecom relação
ao problema de valor inicial para (III.l') esteja satisfeita.
Suponhamos satisfeitas as hipoteses Ll-L7 com f, g e p de clas

1

se C e k(t,0,0) = 0 para todo t 3 0.

Então a origem 5 assintoticamente estãvel para(IILlÚ.

DEMONSTRAÇÃO:

.-Do Corolãrio III.3.l, & solução nula de (III.l') e

uniformemente estãvel. Existe então uma vizinhança V da ori
gem tal que, toda solução de (III.l') partindo de V para

tO > 0 6 limitada no futuro. Aplica—se então o Teorema IH.3J.
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