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ABSTRACT

The main objective of this work is to study certain
types of stability of the origin relatively to one system of
Ordinary Differential Equations. We observe that the origin
need not to be an equilibrium point of the system under consi
deration.

Such types of stability that may play an important ro
le in the theory of adaptive control systems, are known as

eventual stability.
The concept of eventual stability for systems of or

dinary differential equations is a natural extension of the
concept of stability in the sense of Lyapunov.

We present definitions, basic facts and qualitative
properties of the solutions of the menctioned system.

We improve results and examples discussed by 9J.P. La

Salle, R.J. Rath and V. Lakshmikanthan.
The techniques used in this dissertation are provided

by the ideas contained in the theory of Lyapunov functions.
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CAPÍTULO O:

APRESENTAÇÃO

Em várias situações concretas poderemos ser levados a

considerar a estabilidade de estados que não são de  equilí
brio.

Tal comportamento pode não se enquadrar dentro da teo
ria de estabilidade proposta por Liapunoff. Aliás; a condição
"ser estável" em se tratando de estabilidade da origem, está
associada intrinsecamente, a exigência de que esta seja um pon
to de equilíbrio.

Os tipos de estabilidade a serem abordados nestas no

tas, são de estabilidades de estados não necessariamente de

equilíbrio, mas que com o passar do tempo, tendem a se compor

tar "sempre mais" como estados de equilíbrio estável, ou mesmo

assintoticamente estável.
Determinado tipo de estabilidade encontra um campo de

aplicação imediata na teoria de sistemas de controle adapta
veis.

Se o problema de controle for considerado com "rea
lismo", então este é o tipo de estabilidade que esperamos en
contrar.

Na parte inicial deste trabalho são dados os concei
tos de estabilidade eventual.

Posteriormente algumas propriedades básicas deste ti
po de estabilidade são obtidas.

Aspectos comparativos com a teoria de Liapunoff sobe



jamente conhecida são tambêm salientados.
Como complementação apresentamos teoremas que nos dão

informações da teoria qualitativa relacionada ao campo de esta
bilidade eventual. Por exemplo, pode-se dar uma estimativa re
ferente a uma região de estabilidade eventual.

A parte conclusiva traz um exemplo de como a teoria
pode ser aplicada.

Esta dissertação é fortemente motivada numa publica
ção de J.P. LASALLE e R.J. RATH.



CAPÍTULO 1

ESTABILIDADE EVENTUAL

1.1 - INTRODUÇÃO

Consideremos o sistema de equações diferenciais ordi
nárias:

x = f(t,x) | (I)

onde f(t,x) é contínua, e satisfaz alguma condição de unicida
1de em relação aos dados iniciais, no conjunto ne IR"* defini

da por & = ((t.x) | t > 0 e |llxl| < p < -),
Aqui |jlx||] é a norma euclideana do IR” dada por

n
Hell = (z 25?i=1 +

onde x = (x ,%9,....%,) é um vetor qualquer do E”.
Denotamos por x(t,t,,x%) a solução de  (T) tal que

C(t St 5% ). = Co Consideramos a solução x(t,t 35%) estendida
ao seu máximo intervalo de definição aberto à direita.

É bem conhecido que dentro das hipóteses dadas acima,

as soluções de (I) são contínuas em relação às condições ini
ciais.

Se [0,%), dizer que Ff € C[J x IR", IR" equivale
a dizer que f é contínua no par (t,x) Vt E J, vx É mn".

1.2 - DEFINIÇÕES

D.] - A origemx = 0 É dita eventualmente uniformemente es
taável se para cada é > O existem números positivos
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6 = ó(e) e T = T(e) de modo que se He < 6, então

[let tax| <e Vt

tal que é > £, 2 T7.

D.2 - A origem x = O É dita eventualmente quase uniformemen

te assintoticamente estavel se para cada e > O exis
tem números positivos 8. T, e T=T(E) tal que; se

[lx |] < 6,, então ||x(t,t,x <e Vt tal que t>2
2 t, + T com tt, 2 T,.

D.3 - A origem x = 0 é dita eventualmente uniformemente as
sintoticamente estavel se ela satisfaz D.] e D.2º si
multaneamente.

D.4 - A origemx = 0 édita eventualmente exponencialmente
assintoticamente estavel se existem constantes [LD >O0

ea>0 tais que

-alt-t,)lattea 1] < elle] e 2 o?

com 0 < r < [Hei <p e t,>6(r) onde 0(r) & uma

função decrescente de r no intervalo (0,p).

Neste parágrafo, bem como no parâgrafo precedente; D;

eF 1 = 1,2,3,4 se referem às definições e exemplos dos di1º
ferentes tipos de estabilidade eventual para Oo sistema de equa
ções diferenciais ordinárias (I).

1.3 - EXEMPLOS

No desenvolver deste parágrafo, faremos referência al



gumas vezes, ao espaço
t+1

MM, = (twe Cí o,%) TRT) S |lv(s) | ide + 0 quando
t

t + co),

O seguinte lema é de interesse para o que fa

remos adiante.

LEMA:

se
rt+l1

M, = ye c([0,%), R,)| je vís/ds > O quando t >

+ mw), então:
t27ot Í

VEM => Ulm e” qisIds = O

t+om 1

para qualquer o > O.

Para uma demonstração consultar uma das referências
(6) ou (8)..

E. 1 - Consideremos o sistema (TI) reduzido ao caso escalar

. ll a>O0
x =-ax+wv(t) onde (II)live M, (n = 1)

Logo, a origem x = 0 de (IT) satisfaz a definição D.].

De fato, dado e > 0, para cada escolha de t, 2 0 te
mos: ta(t,tx) = ealtrtola, + et je, e” vrslds (1.3.1)

Agora como t > tt, > t-<t,2>0->-ralít-t )< 0; decor
re então que ea lt-t 1. Por conseguinte, se escolhermos
dó =—a primeira parcela de (1.3.1) é majorada por:
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jeralt-tol, = eat ltrtolim,| < 1.6 < 65 (1.3.2)e| o!

De acordo com o lema
t

veM + lim emo! /, eº*º l|yís)| de = O.t+
Portanto, existe:

- rt
T=T(e) | e" j eº** |p(s) | ds < 5 para t > T > 1. (1.3.3)

1

Logo, dado e > 0, 3 6 = = e T=T(e)> 1 tal que

vt > tt > T temos:
-alt=t ) at asix (t,tax| = le o x, te fe, e” vísldes| <

i 1,
ft (1.3.2)

< e alt-t)!, |l+e at le eºº |pí(s)ids <º o (1.3.3)
E E<= Tg tmp SE

Observe que y E M > |y| E M., entãoo 1'
t | te eºº ips) ds < Í; eº*º |vrs) ds

O

para t > t, > T> 1.
Mais adiante veremos um caso mais geral de estabilida

de eventual que tem como caso particular o E.j). Por ora nos

detemos simplesmente nas seguintes observações:

1) No caso em que y é 0 O exemplo dado mostra que es
tabilidade uniformemente eventual não requer necessariamente
que a origem seja ponto de equilíbrio.

2) Em E.] impondo as condições | €& M, ev>0 jánão
podemos concluir D.] para à origem do sistema (II).

De fato:

VEM, (n=1)> Aa>0



t. +1
e uma sequência t, x e comn + & | [º vísl/dse > a Vn. Logo

n
0para cada escolha de t, > 0 e x,

eº*º víslds >
Oo

—- maít-t ) matC(t,t 5%.) = e ox te e
-at É as> e e e vís)ds

o

Portanto para todo n» suficientemente grande temos:
t +11at+1) [1 e” rís)de > e º a.

Octtl,t .% / 2 e

Logo para 0 <e <e * a a origem x=-0 do sistema (II)
não satisfaz D.l.

O exemplo seguinte para o caso em que n« = 1 coincide
com E.l. Neste exemplo a origem x = 0 satisfaz às exigências
das definições D.l, D.2 e D.3. O caso v(t) é O mostra que a

origem pode satisfazer tais condições sem ser um ponto de equi
líbrio para o sistema.

E.2 - Consideremos o sistema
x = Ax + V(t) (III)

onde A E M(IR, nxn), W(t) = (VU ,(t),V2(t),...,V,(t)) E IR qual
quer que seja + E [0,=%) com v contínua em TR ,, VEM,

Vamos ainda adicionar a exigência que a matriz A do

sistema dado admita somente valores característicos com parte
real negativa . (1.3.4)

Nestas condições a origem x = 0 do sistema (II) satis
faz D.l.

De fato, a solução x(t) = x(t,t ,x,) do sistema é da
da por |

x(t) = TE, 4
C 29 (tras) vís)ds. (1.3.5)

o d%



Agora a condição (1.3.4) garante a existência de cons

tantes KX > 0 é q > 0 com 00 <a< -R (07), J = 1,2,...,n; tal
que l|jeft|| <x e “* ;+>0. Portanto;

[1eº E tl|| < x ett «> t, (1.3.6)

Porém

t>t ea>0->aít-t ) > 0+> -aílt-t ) < O >
= o

2

o - o -
+ ett) ca + xett) < x (1.3.7)

Portanto dado 6 = —n—=— ; se [el] < & a norma da pri
meira parcela de (1.3.5) é majorada por = . De fato:

[je Etora || < |1eACt-tI|| [let] <

1.3.6
-oalt-t ) e (1.3.8

< Ke ol dl < xl | <a = !

1.8.7
Entretanto a condição y € M, conjuntamente com o lema

antes mencionado garantem a existência de
tT=T(e)>1| e S e*º |lvis)| | ds <«< vt >
1

E
2K

>T>1 (1.3.9)

Desta forma a segunda parcela da expressao (1.3.5) é

majorada em norma por:
t t t

VÍ; 24 ft EI rsIdes|| < le || A lts) (8) | | ds < le |248].
O O O

É —aílt-s) at É

Ivres1las < x f, e PP jure) (las = x 07% [, e1.3.6 o o

|lv(s) | |ds < x 27 ot f: e* | vrs) | ds < K E = E. se7 7 1.3.9 ak 2

t>2t,2 721. (1.3.10)

O uso da desigualdade triangular na relação (1.3.5);
levando em conta as expressões (1.3.8) e (1.3.10) fornecem di



retamente o resultado desejado.
Vale salientar que se T, = le 8, é um real qualquer

fixado tal que 0 < 5, < 6, 0oE.2 está nas condições da defini
ção D.3.

E.3 - Este exemplo se enquadra dentro das exigências da defini
ção D.4.

Consideremos o sistema dado por x = - ax + b(t) onde

a > 0ebéê definida como segue:
h(t) para 0 <t< T

b(t) =
0 para 4 > T

h sendo contínua no intervalo [0,=) satisfazendo A(T) = 0 com

T> O.

A definição D.4 fica automáticamente verificada.
De fato; se tomarmos 6(r) = — a condição t, > 9(r)

Ss Tsep=1 pois:fornece tt, 2

r < lx | <op=1> > 1> L> T.
o r r

V Ha MiDesta forma a solução do sistema dado para tt, 2

dada por x(t) = e ltrtoia, Logo D.4 está verificada se es
colhermos L = 1 e x, = x(t ) com o < r < lell <a.

Tal exemplo pode ser facilmente estendido ao IR toman

do-se x = Ax + V(t) onde A E M(IR, nxn) admite autovalores com

parte real negativa e y(t) = (tt), V2(t), «+, v,, (E) ê uma

função contínua tal que existe 7 > 0 com VV. (+) = 0 yt>T7T7 e

vi E (1,2,...,nl.
A verificação deste caso contém essencialmente a mes

ma linha de raciocínio usada ao se estender o exemplo E.1l ao

exemplo E.2.





CAPÍTULO 2

ALGUMAS PROPRIEDADES

Este capítulo traz essencialmente algumas proprieda
des básicas dos sistemas eventualmente estáveis.

O último teorema trata de estabilidade do tipo "even
tual assintótico - uniforme" onde o sistema (1) é alterado por
uma determinada perturbação, a qual nos éê mencionada uma certa
propriedade.

Faremos referência neste teorema a um resultado que
é abordado em detalhes no apêndice destas notas.

A definição D.l nos diz que com o passar do tempo a

origem tende a "atuar" sempre mais como um estado de equili-
brio estável.

A estabilidade eventual tem um outro sentido intuiti
vo. Se a origem do sistema satisfaz D.l logo o sistema tema
propriedade que: se ele operou corretamente durante um período
de tempo suficientemente grande, pode-se esperar que ele conti
nue a operar adequadamente no futuro.

Esta interpretação de estabilidade eventual nos é da
da pelo:

TEOREMA 2.1:
A origem x = O satisfaz D.l se e somente se: dado c>O,

existem 6 = 6(e) > 0 e T = T(e) > O tais que se ||x(t,,t,,.x || <

< ô para algum t, > 7, então [ice ,ttd: | <e Vt>t,.
D. - Para efeito de simplificação a notação x, indicará o1
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valor Cb, t5X) Observamos que aquilo que o teorema propõe
é algo do tipo "independência do t, fixado". No sentido que:

set, ex, são os valores que verificam à propriedade proposta
pelo teorema, estes passam a ser os novos valores de t, e xx

HÁ

o

da definição D.l.

+) Seja x, € IR” satisfazendo |lx || < 6, e considere
mos (tt5%) a solução de (I) com tt, 27.

Como existe uma certa arbitrariedade na escolha de

t, do Teorema (2.1), tomando t, = É, temos:

[el = ileJil< so [lelets ll <e ve>t,= e, 27;
portanto x = O satisfaz D.l.

*) x = O satisfaz D.l1 > dado e > 0, 9 6 = ó6(e€) e 7

= T(ce) números positivos tais que

ide | < 6 > [elt,E2x || <eVvt>t, 27 (2.1.1)

Vamos supor em adição que para algum t, > T temos

ilx,ii < 6. Temos desta forma dois casos a considerar:
li a) t,>2t, 27
li db) tt, >t,2>7

i— ocorrendo (a) temos:
2.1.1

: t

VE | E > t,>t> t, > i lee, t 2% || <e Vt> tt,

|— ocorrendo (b); consideramos à solução y(t) de (1) satisfa
zendo Yylti5 ti, %,) =X,

Como ||x,|| = |ly(t,/|| < 6, a definição D.]l aplica
da a solução y nos dã | luCt,t2% || < e para t > t, > 7.

Mas Ultti, =x, *y Ex para todo1

t > | x(t,t.x || < e ve >t,>T1

po

O
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e a verificação se completa.

Descrevemos agora um teorema que possue um caso simi
lar na teoria de estabilidade segundo Liapunov; antes, porém,

necessitamos de uma:

Definição: Dizemos que Ví(t,x) € assintoticamente não posítiva
n+lna região NQ do R se Vít,x) < 4(t) para todo

O< lkxll|l<p, tegseçe M,(E.1).

Definindo vít,x) na forma habitual, ou seja:
.

— àv ”
2 3 Z dv

:vít,x) = AE + (grad, vl . fít,x) = 3 FE
+ 127 TE; fi l(t.,x);io

recorrendo à definição acima, pode-se verificar O próximo teo
rema (vide apêndice).

TEOREMA 2.2:

Seja vít,rx) definida positiva em 9 satisfazendo
vít,x) > 0 quando ||x|| > 0 uniformemente em t para t > 0. Se

vít,x) é assintoticamente não positiva, então a origem do sis
tema (1) satisfaz D.l.

D. - Supondo x = O não eventualmente uniformemente estável
+ 3 e > 0 | vyS>0, VEL> 0 A x(t) solução de 1 de modo que

[el < 6Smas ||x(t,tx || > e para algum t > t,>7.Iv

Como x(t) é contínua > 39 V = vt) CIKAR,a> DO, tal
que vt € V temos ||x(t)|| >. (2.2.1) oa. 2.2.1

Agora como vít,x) é definida positiva > dado

> > 0, A n=n(e) > 0 tal que õ < ||x||l <p implica
vít,x) > n. (2.2.2)

Ainda, se vít,x) + O quando ||xj|] > 0 uniformemente

em t + dado —> 0, 98 6 = 6(e) > 0 tal que se j||xi|] <6>2
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+ pít,x) < — .: (2.2.3)
Logo, tomando t = t, à hipótese nos dã

2,2.8
-—ide li] = [lee] <6 v. = vítx, ) < n (2.2.4)o 2

Portanto, integrando v de tt, a t obtemos:
t
tvít, c(t,t 5%)) =, *t S

o
vís, x(s))ds > n < v +

É 2.2.4 (É "+ S vís, x(s))ds > S vís, x(s))de > — > O (2.2.5)
t to ' o

Por hipótese, vít,x) é assintoticamente não positiva
: tt+o t+o

— vít,x) < 9(t) —> É vís, x(8))ds < /: d(s)ds com o > O.
£t+o

Dado que à € M,—W> je d(s/)ds > O quando £ + & para
t+o

cada o > 0 — É ví(s, x(s) )ds > O quando t + &,

Logo, 39 T, > O, tal que vt > T, temos

tro nS vís, x(s) )ds < —= (2.2.6)
t

Como na negação inicial temos vT, fazendo 7 = Ty" as
expressoes (2.2.5) e (2.2.6) nos fornecem uma contradição; e à

prova se completa.
Aquilo que pretendemos agora é obter um análogo do

Teorema (2.1) para O caso de estabilidade eventual assintó-
tico - uniforme da origem.

Visando este objetivo a definição D.3 pode ser refor
mulada do seguinte modo:

' ” . .D.3 - A origem x = 0 é dita eventualmente uniformemente as

sintoticamente estavel se:
+41) satisfaz D.l;
ii] existe um r > 0 e um 7, tal que [ae] < r e
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t, 2 7, implicam (tt5%, > 0 quando t > &,

A condição (ii) estabelece que, se depois de um tempo

suficientemente longo, o sistema (TI) se mantém perto da origem,
então ele tenderá a origem com t tendendo ao infinito. Nesta
linha de idéias se encaixa o;

TEOREMA 2.3:
A condição (ii) da definição D.3 é equivalente a:Exis

ter > 0 ef, tal que |jix(t,,t,.%, || < rparaalgum t+, >7T7
1 o

então x(t,tx ) > 0 quando t + &,

DD. - +) Por hipótese, existe r e 7, tal que jlx jl<»r e

t, 2 T, implicam C(t,t 5%) + O quando t > &%, (2.3.1)
Em adição consideremos a solução ylt,t,.y,) &O sis

tema (1) tal que y, = C(ti5t 5%) = x, com t, > 7, nas condi
ções da hipótese. Logo: jly,|| = [e <rcomt,2>7, . Des

ta forma a condição (2.3.1) aplicada à solução y(t,t,,y,) nos
dãà y(t,t JO quando t + mw, Dado que para t = t, temos1º 291

ya” Yltioti5Y,7) =X, ct, t 5%, +yYy=2ZXA> C(t,t 5%) + O

quando t? > &*,

+) Sejam r e T, os elementos da hipótese. Assim se

para algum t, > 7, vale ||x,|| = |l&(t,,tx || <r, então1

(tt 5%) > O quando t > &*, (2.3.2)
Tomemos x, um vetor qualquer do IR satisfazendo

«

Í
3 = > .[les < r e consideremos a solução x(t,t,,x ) com t, 2 7,

Pondo t, = E a condição (2.3.2) é claramente

satisfeita. Decorre que (tt 2X) + O quando t + = e comple

tamos a prova.
O próximo teorema possue um correspondente para o ca
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so de Estabilidade Eventual Uniforme dado pelo Teorema 2.2.

TEOREMA 2.4:

Seja vít,x) satisfazendo as condições:

a) vít,x) é definida positiva em NQ;

+Yb) vít,x)+O quando ||x|| > 0 uniformemente em t,
para t > O;

c) vít,x) <-e(lx|) + h(t) em JIJ x N com

|| | c definida positiva em &£

lil— n EM,

Então a origem x = O satisfaz D.3.

DD. - De vít,x) < - c(lxi) + h(t) > vít,x) < h(t) com h E
Teor.

EM - x = O satisfaz D.l. (2.4.1)23.2
Agora como a função vít,r) satisfaz as condições (a)e

(b) > existem funções f e g na classe KkK tal que

f(lei) < vít,x) < gí(lx|).
Como f eg E K, entao existem Pr, &S PP, satisfazendo o < P7 <

<p, < op tal que glip,)< flop). (2.4.2)
Desta forma, afirmamos que existe T, = T (p2 tal que

[le <p, > [le] <p, WE>t,>T,
“De fato; caso contrário, para qualquer Tous 3 ts ta

com 7, < t,< t,<t, com ||lx,|| =p, llx,l|l =p, e pj <

< |lx(t)|| < p, para t+ € (t,,t,).
Aqui £, ex, indicam respectivamente os valores

x(t.,,t1 0º%o? e C(tost 5%, ).
Logo:



vít,,%,) < gíllx, |) = go, o é o
fíoa) = FI lx 1) < vítasxa)

e portanto:
z tzo< víta.%o) - vVítis%,) < —- fe cí(lx(s) | )ds + fe hí(s)des.

Mas:

op, < ll&il <p. > cla) IV ep) =o0>0>-eflMlkxl) <-o<o
e assim:

t tE nçe)As=l 2 nís)ds>O < vítação) - víti.ã,) < - olt.- t,) je, jt,
> (tt) > O, VT

Oo

com t, > ty, > t,2 7,0 que ê um absurdo, pois h € M,-

Resta provar que [Nell < p, com t, > 7, ,=7T7, (p,), en
tão x(t,t ,%X ) > 0 com é > &,

0º“ o

De fato; de (2.4.1) x = O satisfaz D.l; dado E > O,

existem óé = ó(c€) e T, = T (E) tal que

Hei <o> [l&fé,t me || < e

para t > t > TT. (2.4.3)2 “o &ã*o
Sem perda de generalidades podemos assumir que 6 <

< 9 (f(e)) e vamos escolher T, * maxiT (p2), T (E). Defini
(p7)

mos agora T = T(€) 9! =+ —c(6) 20(65)
Desta forma, temos [He] < py? alt,t,E ) >O com

t, 2 T,. Defato: afirmamos de início que existe t, €

Ctost, + T] tal que [et tax || < õ.

Caso contrário teríamos |Helt,t sx, || > 6 para cada

Então:
t
t

' t
vís, x(s))ds < - É cljixijds +

O O :

vít,x) - vt o%,) = S

t t
+ hís)ds < - c(6(e€)) (t-t ) + S hís/ds > vít,x) <to - + o ft, :

< v,- c(8) (Et) + e hí(sJ)des.
o
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Pondo t = t, + T vem:
t +T

O < vít,a) < v, - c(8).T + Í o híis)ds <« gío,) -t o

e t *+T t+- (gp) +) + Í hís)des > S
fo to

o que contradiz novamente Oo fato de /h €E M,.

hís)de > —
Desta forma, existe t, E [t ,t,+T] tal que

2.4.8
>[lelti.taxIl] < 6 [leít,t x, || < e

para t > £,, à formcioXi para t>t,+T>-x=0 satisfaz
D.2. (2.4.4)

(2.4.1) e (2.4.4) asseguram que x = 0O satisfaz a defi
nição D.3.

Como consequência de um teorema recíproco de existên
cia de funcionais de Liapunov e do teorema (2.4) decorre o:

TEOREMA 2.5:

Assumimos que o sistema x = fít,x) (1) tem a origem
como um ponto uniformemente assintoticamente estável; com

fít,x) localmente Lipschtz em x, uniformemente com relação a

t. Logo o sistema x = f(t,x) + gít,x) (II) é Eventualmente as
sintoticamente uniformemente estável se |gít,x)| &< h(t/) para
lekl1 <r, r >0 e h(t) EM,
7. Como foi referido nas preliminares deste capítulo usa
remos nesta verificação um lema que está transcrito no apêndi
ce destas notas.

De acordo com o lema [ap.], o sistema II admite um fun
cional v satisfazendo vrrít.ax) < - e(lx|) vít,x) +Klg(t,x)! pa

rat>0 e ||x|| < r,.
Agora, dado que x = 0 (origem do sistema I1) satisfaz
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L.2,0 item (b) do Teorema [ap.] assegura:

- ef(lx)) vít,x) < - e(jx]) |x| para t E Je || xi] <«< r, (2.5.1)

Desta forma:

vrrít.x) <-e(lx|)) ja] + Kjg(t,x)|. (2.5.2)

Agora, para ||x|| < r, por hipótese é válida a majora
ção |g(t,x)| < h(t) com h E M,. (2.5.3)

Escolhendo r = múintr .r,) temos que:
2.5.1[Ile | <r > vt) <> elx!) |x| + Kh(t)
2.0.8

com h E M .o

Observamos com isto que:

|l— hEM > h,= Kh EMo 1 o
> vrí(t,x) <

|— uí(x) = c(|x|) |x| é definida positiva

< ulx) + h,(t) e portanto a condição (c) do Teorema (2.4) es
tá satisfeita.

As demais exigências (a) e (b) do Teorema (2.4) estão
contidas no item (a) do teorema do apêndice.

Logo, estamos nas condições do Teorema (2.4) > x = O

do sistema II satisfaz D.3 e à prova se completa.
Este teorema estabelece que se O sistema perturbado

se aproxima de forma suficientemente rápida do sistema não per
turbado: o qual "a priori" sabe-se que é uni formemente assinto
ticamente estável, então ele é eventualmente uniformemente as
sintoticamente estável.
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CAPÍTULO 3

RELAÇÕES COM A TEORIA

DE LIAPUNOFF

A idéia central deste capítulo é motivada da seguinte
pergunta: "sob quais condições" o requisito "ser eventualmente
estável" recai num caso clássico de estabilidade segundo Liapu
noff.

Tal problema é abordado com os teoremas (3.1.1),
(3.1.2), (3.2.1) e (3.2.2) deste capítulo.

Como deveremos estabelecer comparações com a teoria
de Liapunoff se faz mister transcrever abaixo ao menos aquelas
definições necessárias ao nosso propósito.

É suposto em tais definições que x = 0 ê um ponto de

equilíbrio ão sistema I, isto é, f(t,0) = 0 para cada t E J =

=. [0,%).

0 de I é dita uniformemente estavel, se paL.]1 - A solução x

ra cada € > 0 &e t, E J, existe um ó = ó(e€) > O tal que
A O,se lx|| então ||x(t)|| <e vt > t,.

0 de I é dita uniformemente assintoticamenL.2 - A solução x

te estavel se satisfaz L.1], e existe 8, > 0 tal que, pa
ra cada e > O, t E Tello, || <6, existe T=T7(e)>O
tal que se t > t, + T; então [let ,t 2x || < E.
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3.1] - ESTABILIDADE EVENTUAL UNIFORME

TEOREMA 3.1.]:
Se a origem é ponto de equilíbrio do sistema I então

estabilidade eventual uniforme da origem é equivalente a esta
bilidade uniforme.

Demonstração:

Queremos verificar que se f(t,0) = 0; então D.l ê equi
valente a L.l.

a) L.1 > D.1

x = 0 satisfaz L.1 > dado e > 0, 9 é = 6(e€) > O |

lixe || < 68 > Next, tx || <e Vt> tt,
Tomemos T = T(e) = T, > 0 qualquer fixado. Logo,

teremos: dado e > 0 A ô = 6ó(e€)>0O0, T=T(cC) tal que se
[lell < 6 > [le t,t ia|| <e VWt>t, > 7.

Desta forma x = O satisfaz D.l.

bl) D.1 > L.1

x = 0 satisfaz D.l >- dado e > 0, 9 6 = ó(€) > O
3

E <eeT=T(e)>O0 | Hed] <sentão ||x(t, t,, x ll <e
VE > E > 77. (1)

Agora, como estamos supondo válida para o sistema
I as condições de dependência contínua de cada solução, em re
lação aos dados iniciais, então:

Dado 6 > 0, existe 6, = 6,(6) > O tal que lei <

<8, > jjix(t)|| <6 vt satisfazendo O <t)< ts TT. Como

ô = 6(e) então 8, = 86, ,(€).
Logo, dado e > 0, À 8, = Ss (e) > O tal que se
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[le ll <68, > let. || <e ve jose <cesmT (2)
Desta forma dois casos podem ocorrer:

| + tv + v> T então [lell< S vale(l1) - [l&Ct,t x || < e

= t> t, 20 com t, <T7T se || x(t)|| < 8, <8
e em particular ||x(T)|| « d,, então vale(2) > let, tml | <

<< e,
Então para t > t, 2 0, lx || <6,> [le t,E 2%|
Assim sendo x = 0 satisfaz L.l e a prova está com

pleta.
É bom ressaltar que se a origem não é ponto de

equilíbrio do sistema; então D.l —/» L.l como mostra o seguin
te exemplo.

E.4 - Consideremos o sistema x = d(t) com d9(t) > 0 tEJ e
oco

jo *(s/ds <%=, A solução deste sistema satisfaz D.l mas não

satisfaz L.l.
De fato: a solução do sistema é dada por:

x(t) = — S díslds + c (1).
t

Impondo a condição C(t, st 2%) = «x, vem > x = -
Oo Oo O

- /: d(s)ds + e > csa,t Í dí(sJds (2).
o

| : t
(2) em (1) > (tt 5%) =X, *t j $(s/ds t>t (3)

Sendo que d possue integral convergente em J > dado

e > 0 existe T = T(e) > O | fe d(s)de < — para t > 7. (4)
| e :

Portanto; dado e > 0, 9 ô = (e) = tal que se
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| tlie <6 > ImCétas sl < le) + fe o(s/ds| < 8 +

+ f d(s)da = —E + : dl(s)da < E + fr d(s/ds <it, 2 to 2 7 (4)
E E -(á) —= += = E se t> t, > T.

Desta forma a solução dada pela expressão (3) verifi
ca a definição D.l.

A não validade da definição L.l está ligada ao sim

ples fato que sendo 4(t) > O para t E J, a origem x = O não se
rá um ponto de equilíbrio do sistema dado.

TEOREMA 3.1.2:

Se o sistema I for autônomo, então estabilidade even
tual uniforme da origem ê equivalente a estabilidade uniforme.

Demonstração:

Vamos verificar que se f(t,x) = fí(r) e a origem é

eventualmente uniformemente estável então  recessariamente
f(0) = O.

De fato se f(0) £— 0 > ||(f,(0), f2(0), .... f,(0))||>
> a>0 > 497 €(1,2,...,n) e B>O| [| F,00)| > B> O.

A continuidade da f garante a existência de um real
r>0 vxeB (o) CItemos |f,(x)| >

É
> 0. (1)2

Sendo que a origem x = O satisfaz D.l > Dado r > O,

39 6 =6(r)>0 e T=T(r)>0 tal que [el] <6> |ix(t,t,,
x J/|| <r para + > t, > T. (2)

Se colocarmos a solução de I na forma vetorial, e con
siderarmos a componente de índice 7 teremos:

t
x,(t) = x” + fe, fiíx (ss), ..., %,/,(s))ds. (3)
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A relação (1) nos leva a considerar dois casos:

— fix, ... x, ) > Bla

Ocorrendo o primeiro deles a igualdade (3) fornece:
o. BB :

x; (t) > LX tm (t-t) > x, (t) + m= quando 4% > o,

De forma análoga se ocorre o segundo caso, então:
6o

x, (t) < LT (tt) > x, (t) + -m quando ><,
Em ambos os casos fica contrariada a definição D.l da

da pela relação (2).
Logo; f(0) = O > x = 0 éê um ponto de equilíbrio do

; Teor. -sistema LI FIT" D.1 + L.1 e à prova está completa.

3.2 - ESTABILIDADE EVENTUAL ASSINTÓTICO - UNIFORME

TEOREMA 3.2.1:
Se a origem éê ponto de equilíbrio do sistema I, então

estabilidade eventual assintótica uniforme é equivalente a es
tabilidade assintótica uniforme.

Demonstração:
Queremos verificar a equivalência D.3 +> L.2.

a) L.8 > D.óé

Se vale a definição L.2 > x = 0 satisfaz L.1 TA
x = O satisfaz D.l.(1)

Agora x = 0 é assintoticamente estável + Dado

e > 0, 3 ô, > 0, T=T(e) > 0 tal que:

[al < ô, +? | l&Ce,tx || <e Vt> t, + 7.
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A fim de assegurar a existência do T, da definição
D.2 tomamos T, = 0 + x = 0 satisfaz D.2. (2)

(1) e (2) + x=0 satisfaz D.3.

b) D.3ê *+ DL.

A primeira parte desta verificação é inteiramente
análoga àquela que realizamos na implicação anterior.

Sendo que x = 0 verifica D.3ô > x =O verifica
D.2 + dadoece > 0, existem números positivos 8,5 Ts T= T(c)

tais que: se ||x, || <6, > l|x(t,t ,.x || <e t>t,+T
com t > 7T,.o= o

Logo; dado e > 0, 1 8, eT=T(c) tais que: se
A[el] 8, ? [attx || < e para t> t+ T *+x=0sSa

tisfaz a definição L.?.

TEOREMA 3,2.2:

Se o sistema IT for autônomo então estabilidade even
tual assintótica uniforme da origem é equivalente a estabilida
de assintótica uniforme.

D. - A dificuldade essencial concentrada aqui seria a de

verificar que se f(t,x) = fíx), ex= 0 satisfaz D.3 então
f(0) = O.

Este tipo de dificuldade já foi contornado ho Teore
ma 3.1.2. Os demais detalhes decorrem de um uso natural de im

plicações lançando-se mão dos teoremas 3.1.2, 3.2.1 e 3.2.2.

e

eee

DADAS
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CAPÍTULO 4

O que tencionamos com este parágrafo é: dentro de de
terminadas condições às quais o sistema é submetido, obter re
giões nas quais poderemos assegurar estabilidade do tipo even
tual.

Os dois primeiros resultados seguem a linha proposta
pelo teorema 2.5 do capítulo 2. A aplicação à ser proposta es
tã fundamentada essencialmente no último teorema deste capitu
lo.

TEOREMA 4.1:

Seja M uma parte compacta do E” contendo a origem. Se

ja VN C M um subconjunto com a propriedade: As soluções da equa
ção que partem de XY para um tempo t, > T permanecem logo após
em M.

Em adição vamos supor a existência de fúnções V(t,x),
víx) e vícl, a valores reais satisfazendo:

|| (a) V(t,x) + víx) uniformemente em x para t+ mm;

x E NM.

|| (6) VOt,x) + -— wWx) uniformemente em x para t + &;

x E M.

|| (e) ve wv são definidas positivas.
Então; existe T, > O tal que (tt 5%) + O quando

t —- & para cada x, E, tt, 2 T,.

PD. Dado e > 0, seja m = inf víx); logom > 0.

lx = e
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|— De (a) dadom = m(e) > O, 9 T, = T,(e) tal que
> com ||x|| = e. Assim Ví(t,x) >t> T, > [Vy(t,x) - víxI| «<

—= na superfície da esfera 5, (0), t > 7 (4.1.1)1º

|— De (c) dado que v(0) = 0 (vE K) e vê contínua
> A6=8(e)>0 e T,=T7,(eE) | t>T, e ll&i|< 6 > V(t,
x) < E. (4.1.2)2

De fato: v(0) = 0 e v contínua > dado nm(e) > O,

existe é = 8(e) | vz) <— EL se ||x|| < 6. (4.1.3)
Agora V > v então lim V(t,0) = +v(0) = 0+> dadot+míe) > 0, A T. = T,(e) > O tal que t > 7, > |v(t.x) - víx)I| <

(E) (E) (E) míe)  m(E)<=> vita) < ve) +< T+ os T Pa
4.1.8

rat>7, Ee Ile] < s.

|— De (c) dado que v E K considero

B = tnf víc) = B(e) > O.
Ss < lx] <e

Desta forma tendo em consideração o item (b) > 3 T,= Tz(€)
tal que V(t,x) < - —— . (4.1.4)

De fato: | > - w > dado : > 0 3 Tz = Tz(€) >

> Oo | |V (t,x) + wíxI| < —— se t> Tz.
4

- Ê - B B BB

Logo Vít,x) < um) + —— < += Ê

para t+ > T, e Só <||x|| <e,.

Escolhemos

T= max T. = T(c)
i e (f1,2,3) “É

e vamos supor que para a solução (tt5%, de IT tenhamos para
2% Il] < 8 e que existam t,, t, satisfa1º/o

*1

A

e
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zendo T < t, <q ta < tz com [leal = [eta tm || = Ssllezll=
= || &(tt,T /||=ees< ||x(t)|| <eparate [t2stz3].

Desta forma de (4.1.1) e (4.1.2) vem V(t.,,x%,) < = <

< V(tuo, > VtgoZ - Vito.) > 0 + 9 es e[t8,,t]] tal que
V(s, x(s)) > O. (4.1.5)

Mas na região anular sq = trem" |s<l||k|l< elo
item (4.1.4) garante que Vit, x(t)) <O vt > T > T2. (4.1.6)8

Os itens (4.1.5) e (4.1.6) são claramente contraditó
rios. Assim, se existe t, > T tal que [led = | alt, tels
<6ó-> [Nele ax || < e para todo t > t Por conseguinte a1º
solução x(t,t ,x ) de I satisfaz D.l pelo Teorema 2.1.

Resta provar o caráter assintótico, ou seja, existe
T > 0 tal que x (tt 5%, + 0 quando t+ > m= para cada E ey,

ZTE (4.1.7)
Por hipótese, existe 7 tal que as soluções que partem

de N para um tempo t, > T permanecem logo após em MK.

Afirmamos que para todo T, > Tê satisfeita a exigên
cia dada por (4.1.7).

De fato: vamos supor t, 2 T, e que 7t> t, 2 T, tal
que Etta) [= 82 (0).

Desta forma, Vt > t, temos CAS TE DOT, E 5. (0) >

> [letx || > 6.

Um raciocínio inteiramente análogo àquele efetuado na

primeira parte desta demonstração nos conduz a um absurdo.

Logo, 3 t > t, 2 7, tal que c(t,t 5%, ) e 85 (0) >

.

— D.dl
+ [let ,t am || < s > efe, ée| <e t>t,2T, >?

> late, tax || < e para t>t,*+t T e portanto a prova se

completa.
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TEOREMA 4.2:

Assumimos que M limitado no IR” é dado por víxc) < L

tal que são válidas as condições (a), (b] e (c] do Teorema 4.l
Vamos supor que para cada 6 > O NM, é dado por víx) < L — 6.

Logo para cada 6 > 0, existe Ts tal que x, € M; e t, > Ts en

tão C(t,t 5x, ) + O quando t > &,

DD. - De fato; dado que v(0) = 0, v é contínua monótona cres
cente, então M = (x € R | v(x) <L) = vv ([o,6)).

Portanto M é fechado, e sendo que por hipótese M é 1i
mitado > M ê compacto. Y (4.2.1)

Ainda, para cada 6 > O - OM; = (x Ee IR | ve) <L -
— 6) = 7 ([0, 5 -6]) ev ([o0, 1) =M>NM,CN. (4.2.2)

As condições (4.2.1) e (4.2.2) e mais a hipótese asse
guram que para cada 6 > 0 O conjunto Ms se encontra nas condi
ções do Teorema 4.1 > 33 T;, tal que x, E M, e tt, 2 T,; então

clt,t 5%, ) + O quando 4% > eo,

TEOREMA 4.3:

Para o sistema:

|| x = Sfít,x2,y) x E RºP
II

|| y=9g(tmy) yemi,
existe uma função escalar ví(x,y) com as seguintes pro

priedades:
a) víx,y) E definida positiva e tem derivadas parciais

contínuas para todo x e y.

bl] vím,y) > = quando |[x&||º + ||y1[] > e.
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el víx,y) < - víx) + h(t) q(x,y) onde ví(x) é definida

positiva; qíx,y) é contínua no par (x,y) e h € M,.

dl) fít,x,yl E limitada em J x X, onde K: compacto do

Rn, n=p+q.
Então a origem x = 0, y = 0 do sistema satisfaz D.l

e correspondente a cada r > 0, existe 7, tal que se Ha11º +

2 2 ; ; -= Sd+ [Had <r parat, >7, implica que y(t) é limitada para
t > tt, e x(t) > O quando t > &,

Observação:
É bem conhecido que se B, (0) C FR” é um sistema fungo

damental de. vizinhanças do zero no RR”, e B2 (0) C Rºiêoaná
logo correspondente no IR então BL (0) x BL (0) Cc E" onde n =

= ptq, e um sistema fundamental de vizinhanças do zero no RR”.

Assim no transcorrer desta verificação, se 2(t) =

qualquer solução de II dizer que z2(t) €Emi(x(t), y(t))
-E Bn(0) C IR” é equivalente a dizer que  ||=(t/)||< A, onde

|| || é qualquer Norma conveniente no KR”.

Dado que ||x|| < ||=|] > x(t) €B,(0) onde B/,(0) C mm”.

A demonstração do teorema serãá feita por etapas.

1%) (0,0) satíisgaz D.].
Se 3 = (x,y) é um vetor no IR” então à = (x,y) onde

x e y são regidos pelas equações do sistema II.
O nosso trabalho agora será concentrado em colocar a

origem z = 0 de II nas condições do Teorema 2.2.
Observamos que da condição (c) temos:

v<-wvlx) + h(t) Qqí(x,y) =-vlx) + h(t) q(2) < h(t) q(2) <

< |AC(t)| laíz)|. (4.3.1)
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Agora para os fins que nos propomos, g4g(2/ pode ser su
posta limitada; ou seja |qg(z)| < £ para algum £ > 0, .pois q é

contínua num compacto conveniente.
De (4.3.1) concluímos então que:

v< |n(t)| |aía!| < |RCt)| 6 = )2(t).

É fácil constatar que se h EM >) = |Ih| L EM, com

L constante. (4.3.2)
Ainda, dado que por (a) v(a2z) é definida positiva, en

tão v(0) = 0 e v é positiva fora da origem. Logo:

|— v(0) = 0 > v(z) < a(||a||) coma E K&, isto é, v»

admite extremo superior infinitésimo. (4.3.3) [ap. 3).

|— vu definida positiva > v(z) > b(llz||) com be
E K. (4.3.4)

As condições (4.3.2), (4.3.3) e (4.3.4) colocam o fun
cional v(z) nas condições do T.2, onde O papel de 4(t) no teo
rema é aqui representado por X(t).

Decorre então que z = O satisfaz a definição D.l.

2º) Limitação das Soluções de 11

(1)Afirmamos que yr > 0, 3 T, tal que para toda solu
ção 3(t) = (x(t), y(t)/ de II partindo de =, = 2(t ) € B (O),

(1) 5 q4um;t, 2 7, ê limitada para t > tt,
De fato: negando a afirmação acima obtemos: VT,

3 r>0, 3 solução z(t) de IL tal que 3, € B,(0) mas z(t) não
é limitada para t > t, 2 TJ

Tomemos

Ly, =
2

max
2 2

víx,yl.
Hell + ill =>

e
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Dado que víx,y) + = quando el + PIN + mw, então 4 R>O0
suficientemente grande tal que

L, = L, (R) = min víx,uy)2 2
2 2 2el|+ [lyl| =

satisfaz B(R) = L, = L, > O.2 7

Em adição vamos supor t, e t, tempos satisfazendo
! 2 2 7aT, < t, < t,< t, com |ix(t,) || + ||y(t)||º = ros xt); +

2; 1a Rly t.)||º = RÉ e 3(t) € S, para tE€ [tita]
Daqui para frente a mesma linha de idêias realizada

na 1º parte da verificação do teorema 4.1 nos conduz à um ab
surdo.

(1)Logo vr > O, 2 T, tal que para toda solução z(t) de

II satisfazendo 2, € BO), tt, 2 7, 2(t) é limitada para

t>t.= o

Em particular, dado que ||y(t/|| < ||=(t)|| então pa
ra cada r» > 0 existe 71) tal que z, € B,(0) então y(t) é limi
tada para t > tu"

(1)
o

r > O dado, isto é, 1 = 7%).
É evidente que Oo 7 assim obtido é função de cada

Como cada solução partindo da bola de raio r > 0 do

sistema II é limitada, resta somente verificar que x(t)>0quan
t. > TT e [1allé <rê >do t£ + =, ou seja: vr > 0, E 7, |

o o

> 9 R>O| aces ||º < Rº e x(t)>0 quando t>+e.
Inicialmente observamos que:

t eº |n(s)| ds + O(a) h E un, +— ent fo

quando tt? +, |

— (4.3.5)
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2(b) [lar ||º <R>9L>O0 tal que lq(x,4)] <L
pois q é contínua no par (x,y/. (4.3.6)

Definimos U uma nova função de Liapunoff dada por:
t =- fj e(8-t) Inç8)| ds

eU= U(t,xX,y) = 0 (ví(x,y) + L)

onde víx,y) é O funcional associado ao sistema II.
Uít,xX,y) satisfaz as seguintes propriedades:

|— Ult,x,y) > O (4.3.7)

|— DU) <= —va) (4.3.8)

A primeira delas é Óbvia. Verifiquemos então a segun
da.

Temos :

t t
= fo e (st) lalads

-.e"e
o lo fo et) nfds

|n(tI)|(vr+rL) + veUC)
:

:

- lo et) ntds :
e (-|A(t)| (v + L) + vt <

t
- fo est) |njas

e t(-|4lv - ja] Dz ví(x) + h q(x,yl)
t (s-t

< o . fo e" ?|nlads
. wíx). (4.3.9)

(*)

Em (*) foi usado que |h|lp> 0 e ainda que ha -
- |A|L < 0; observando que h = h(t) e v=víx,y).

Agora, de (4.3.5) vem: Dado ce = 1 existe 1? =)tal que se t+ > 70?) então f ALISZSTIPA < 1 (4.3.10)
Ponhamos f(t) = (5 et) nç8) | ds.
Logo, de (4.3.10) é > 7º) > ft) <1> ef<e >

> 27ft) > 271 > - 27 Ot) < e”! = cl) ie
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Esta última desigualdade combinada com (4.3.9) nos le
(2)va a U(t) < - — wíx) para t > T .

(1). 702) e afirmamos que: seEscolhemos T = maxíTo o o

=. € B,(0) t, 2 7, então:

|— y(t) é limitada para t > t,
|— x(t) > 0 quando t + &,

A primeira destas afirmações é imediata pois é válida
para t > t, > ql), portanto fica verificada para T, > 7,
Passemos à segunda.

De fato se x(t) %” O quando t > = > 79 e, e sequência
(é, ], t, > quando n + = tal que [xe|| > E).

Logo:

E. t
[Ha(t)=x(t, || = 11, x(slds|| = VÍ, fís,x(s),y(slds|| <

n n
< M(t - E, ' (4.3.11)

Usamos acima a hipótese (d) do Teorema, ou seja,
flt,x,y) é limitada em J x K, K C mn x: compacto.

Da relação || ||=|| - [ul] || < lx = yll e da desi
gualdade (4.3.11) concluímos que

lee || > = M(t = tt) + [la|| > M(t - t,) + e, (4.3.12)
SoTomemos 1, = E t, +? gy e escolhemos t, > 7,. Se1 o

necessário passando a uma subsequência podemos supor OS IT, to
dos disjuntos.

Assim

- co - - - co - M -teL >? t-t, ET? (t-t)> > (t=-t)>
E>= (4.3.13)

(4,3.12) E,
Se t E 1 Ne| >(4.3.13)
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Como vw é definida positiva dado — (fixo), 3 o > 0

oE
se ||x(t)|| > ? + vílx) > o0>O.

Por conseguinte, a integração de UCt) no intervalo
Ct 7 ty) onde t, e t, são pontos da sequência (t,) fornece:

E E E

E
Oo Ot + t +——

= e EM is, x(s), y(s))des < - f
ND aM II, víx(s)) ds<

1 ta,

”N t +- Ne<-— zo [O Mag =-—L .o —- e - e 2aMJ=1 t;
Assim quando / > = temos U(t/ > - = ao longo da se

quência ft.) o que contradiz a relação (4.3.7) e portanto a

prova se completa.



: CAPÍTULO 5

APLICAÇÃO

5.1 - INTRODUÇÃO À TEORIA DO CONTROLE

5.1.1] - Apresentação

A teoria do controle ê motivada no estudo de "siste
mas". Intuitivamente nós podemos considerar um sistema como

sendo um conjunto de componentes que se interagem, sujeito “a

várias "entradas" e produzindo várias "saídas".
Os tipos de sistemas com os quais estamos mais fami

liarizados são. os sistemas mecânicos, como os relógios; siste
mas mecânico-quimicos, como os automóveis; sistemas biológicos,
tais como o próprio corpo humano; e muitos outros. Estes sim

ples exemplos são suficientes para mostrar a relevância do con
ceito de "sistemas".

5.1.2 - Esquematização

É frequente indicar cada intuição e exposição do con
ceito de um sistema em termos de um diagrama de bloco.

Uma primeira tentativa é dada pelo esboço:

E—— sISTEMAl—e——

(Ss)
(1)

Este é O caso mais simples de um diagrama. Em geral
o sistema pode estar sujeito a uma mais complexa variedade de

entradas e saídas.

5,17.3 - Apergeiçoamento do Comportamento de Sistemas

Uma grande parte dos sistemas não possue um comporta
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mento regular. De fato; é comum observar-se a existência de

sistemas que não operam de forma desejável.
É o caso, por exemplo, dos sistemas econômicos, sujei

tos a inflação e depressão; dos sistemas humanos sujeitos a

doenças, como O câncer, moléstias do coração, etc.
Existem vários modos de melhorar o comportamento de

um sistema. Podemos escolher entre a construção de um novo

sistema ou a mudança de suas entradas.
Em alguns casos, como sabemos, a solução ideal ê dada

por um sistema novo. Este é o caso do sistema químico-mecâni

co dado por um carro superado.
Em outros casos, como por exemplo quando tratamos com

sistemas humanos; foge da nossa alçada uma solução semelhante
à citada anteriormente.

Consequentemente nós podemos pensar em termos de um

programa mais praticável de alteração do objetivo do sistema,
ou então, modificando as entradas.

Um modo de realizar, isto é, observar a saída do sis
tema, e reformular adequadamente o esquema de acordo com o des
vio da atual saída, e a saída almejada que comumente é chamada

um modelto para o sistema.
A idêia básica do "feedback" controlado é esquematiza

da abaixo.
O OSISTEMA—»

—
q (2)

t+ CONTROL
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Naturalmente existe uma forma de realizar tais altera
ções, de modo operacional que não nos é revelada pelo simples
esquema dado acima.

Nos modelos matemáticos em geral; entre os quais se
enquadra a aplicação do nosso trabalho, é conveniente analisar
a situação de forma mais acurada. Por exemplo a operação de

observar a saída em geral é completamente distinta da operação
de exercer o controle.

Por conseguinte um esquema um pouco mais detalhado po
de ser apresentado, se levarmos em consideração que em geral,
observamos o sistema em si mesmo, bem como a sua saída; e que
o trabalho de decisão concernente a escolha de uma ação de con

trole é realmente uma operação distinta daquela de mostrar a

ação de controle decidida. Tal comportamento justifica O dia
grama abaixo.

O
: (S) O (O)

CO) |
(3)

MECAN,
AJUSTE,CONTROLà

5.1.4 - O Modelto Matematico

O modelo matemático para o estudo de estabilidade em

controle requer que oO sistema a ser controlado seja descrito
por um sistema de equações diferenciais dado por x, = 2,(t,x

dx; !

U
—

Lv . - BN

Cost gs 5 %X,s Ugs ca UA onde ETFft 1,2, ...,N.
1º

Na forma vetorial ele vem apresentado como x=X(t,x,u).
O objetivo ê&.selecionar o controle 4 de modo que osis
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tema seja mantido próximo de algum estado desejado. É usual

escolher como estado desejado a origem x = 0 (erro zero).
No caso geral o controle » será uma função do estado

x do sistema e do tempo; com a seleção de um controle especifi
co o sistema acima se transforma em:

x = x(t,x,uílx,t)) = fít,x).
Recaímos então no modelo de sistema abordado no iní

cio destas notas.
Se a planta, ou sistema em controle, estiver sujeita

a perturbações e variações do ambiente, então é melhor ter o

controle adaptável, fazendo com que O estado desejado compor

te-se cada vez mais como um estado de equilíbrio estável ou,
melhor ainda, como um estado assintoticamente estável.

Nesta operação desempenha papel importante o mecanis
mo de ajuste assinalado no esquema (3) do último parágrafo.

5.2 - UM PROBLEMA DE ESTABILIDADE EM CONTROLE

Este exemplo esclarece que se tivermos informações su
ficientes, as quais podem ser de origem estatística, sobre fun
ções desconhecidas na planta a ser controlada, então o contro
le adaptável ê possível. Faremos uso essencialmente do Teore
ma 4.3.

Nesta aplicação O estado x representa o erro e y estã
relacionado com certos parâmetros a serem controlados.

O que se quer, entre outras coisas, é aquilo que oO

Teorema 4.3 propõe, isto é; que depois do sistema ter sido ope
rado por um determinado intervalo de tempo, o erro x tenda a

zero e os parâmetros sob controle permaneçam limitados.
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A forma geral do sistema de controle adaptável, como

vimos no esquema (3) do parágrafo 5.1.3 é dada pelo diagrama
abaixo.

&&|CONTROLE O

| K,8,n

PLANTA

MEC. AJUSTE

O—a—MODELO —

O sistema associado ao diagrama éê dado por:

x = a(t) Ax + B(t) p(t,x) + f > planta

Ay + ut) *— modelou"Ú

Os estados x e y são vetores do R . A matriz A de or
dem n admite valores característicos com parte real negativa,
e u(t) E contínua e limitada par: t+ > 0. Para a planta ê as
sumido que pít,x) seja conhecida e limitada para t > O

e todo x.
Agora, tudo aquilo que é conhecido sobre as funções

escalares a(t) e B(t) É que são contínuas e tem derivadas limi
tadas com a(t) > a, e B(t) > 8, para t>+om%,

Não é assumido que a, e 8, sejam conhecidos. A ques
tão que se põe então é: "Determinar f tal que a planta Siga O

modelo (e(t) = x(t) - y(t) + O quando té > =) e o4 parametros

de controLe permaneçam Limitados."
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Existem razões heurísticas para tomar f da forma:

f = kK[(1- E)AxX -— np(t,xa) + u)

onde kX, E e n satisfazem ao sistema:

[| K = g,(t,x,y Kk,E,n)

ii É = galt,x,y, K,E,m) (5.2.1)

iln= gZ0t,x,y,K,E,n)
É claro que a fim de obtermos f precisamos conhecer

as funções 917; 929 € 93
Com e = x - y a equação diferencial de e fica:
. —-i
E = Ae + (a, - E)Ax + (B, = n/ip+ (K- 1) k f

+ (a - a4x + (B - B,)p (5.2.2)

Por hipótese 4 satisfaz Re O) < Oo JEeí1,2,...,nkh
Logo, para cada matriz C definida positiva, existe q definida
positiva tal que 4'Q + QA=- 20, onde 4' ê a transposta de

A. [5]

Selecionamos C qualquer e consequentemente Q e defini
mos

2v = E'Qe + o,(K - 1)º + e (E - a )º + ez(n - 8)” (5.2.3)

onde c e13 C95 Oz são constantes positivas.
Observamos inicialmente que pondo 23 = (875893873) onde

3, = E- 1, 23,= E- a, esç;=n-B,, o ponto (0,0) do siste
ma (ce,3) governados pelas equações (5.2.2) e (5.2.1) respecti
vamente, é dado por e = 0, E = a, K=1,n5=B,

Segundo esta notação fica evidente que v(0,0) = O,

více,a) E definida positiva e possue derivadas parciais contí
nuas em relação à e e z, verificando-se assim o Teorema 4.3 em

seu item (a).
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O Teorema está sendo aplicado tomando p = ne q=3$3,

além disso os papeis de x e y no teorema serão aqui representa
dos por e e z respectivamente.

Do modo como foi definido o funcional v»v o item (b) es
tá automaticamente verificado.

A exigência dada pelo item (d) do Teorema 4.3 também

é satisfeita se lembrarmos que na expressão (5.2.2) rx = E€+ y

e que o modelo em qualquer estágio do controle é sempre conhe
cido.

Calculando a derivada v encontramos:

+ nº f'ge) +v = e'Ce + (K - 1) (e19,

+ (E - a (cg, + e'CE —= y'A'QE) +

+ (n - 8!) (cz - p'de) +

“+ (a a )(y'A'Qe - eE'CE) +

— '+ (6 6, )) p'de.
A seleção dos g, agora se torna evidente; dado que

queremos que O funcional » esteja nas condições do Teorema 4.3.

Por conseguinte pomos:

e obtemos assim v dado por:

v=-eE€' Ce + (ar a )(y'A' Qe-eE' CE) + (B - B,/ p' Qe.
A fim de completarmos a verificação que O funcional

víe,z) satisfaz às exigências do Teorema 4.3 resta conferir o

item (e).
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Da relação anterior temos:

v=-e€' CE + (a - a!) y'A'Qe = (aa ) e! Ce?
+ (8-8) p'Q e.o

Logo, escolhendo ví(e) = e' Ce+w é definida positi
va.

Agora se h (t) = a(t) - a, sendo que a > a, Por hipó
tese, decorre que h, E M, >= ha, = h, y'4'Q E M, pois de acordo

com as hipóteses temos ||y'4'Q|| é uma parcela limitada.
Se q7(€,2) = £€e à segunda parcela de vp é do tipo

h,(t).q,(e,8) com h, E M, e q,(e,a) contínua no par (e€,2).

Tomando h,(t) = - (alt) - a ) > h,EM,. De modo anã
logo se q2(E,a) = E' CE > q2(E,a) é contínua no par (e,2).

A última parcela de v se comporta de forma análoga às

anteriores recordando-se que p(t,x) é limitada para t € | e

x € IR”.

Assim —v=-v(E) + h,(t) q (ea) + h,(t) q2(E,8) +

+ h2(t) qz(€,3) com ví(e) def. positiva, h; EM, e q,(e,a) con
tínua no par (e,8) it = 1,2,8.

Desta forma o funcional v» definido pela expressão
(5.2.3) satisfaz as hipóteses do Teorema 4.3 e consequentemen
te e=0, K= 1, E =a n->=>fg& éê eventualmente uni formemeno? o

te estável e para cada r > 0, existe T, > O tal que
2 22 -

Necel| + (K(t,)) — 1)º + (E(t)) - a) + (nN(t) -

2º < rº

para qualquer t, > 7, * e£c(t) + O eas funções XK(t), E(t),
n(t) são limitadas para t > t,.

É claro que a conclusão supera as nossas expectativas,
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pois ela nos diz que, no tempo, a região na qual um comporta
mento satisfatório é obtido torna-se Oo espaço inteiro.

Não possuindo maiores informações sobre as funções des
conhecidas que descrevem à planta em controle, tal resultado

talvez é o melhor que possa ser obtido.
Em particular, se a = a e B

O

ções e(t), K(t), E(t) e n(t) são limitadas e cada c(t)> 0 quan

8, então todas as solu

t+ o,





APÊNDICE

DEFINIÇÕES

I-vRNRNCRKR + FR, fN aberto, é dita degénida posítiva se
satisfaz as condições:

(a) +v(x) é contínua, bem como suas derivadas parciais.
(6) <+<(O) " O

(ec) Para todox EN, xÉAO temos víx) > O.

dr vd dIdxQM > IR, N aberto, J=1IR, é dita degínida positi
va se satisfaz as condições:

(a) vit,o) " O

(b) vít,x) > wí(x) para todo t E J e para todo x E N: onde

víx) satisfaz a definição (171).

3 - gd: [0,0) > JR, pertence à classe K se satisfaz as condi
ções:

(a) qo9(0) = O.

(b) 4d é contínua.

(ec) d ê monótona estritamente crescente.

Teorema:

Dado Oo sistema
x = flt,x) (1)

se f(t,0) = 0, f(t,x) E localmente Lipschitziana em x uniforme

mente em t e a solução x = 0 de (I) é uniformemente assintoti



camente estável, logo existe r, >? 0, K=K(r,) > 0, uma função

definida positiva b(r), uma função positiva c(r/, ambas defini
das para r € LO, rd; e uma função escalar ví(t,x) definida e

n ;continua para t > 0, x € IR com |x| <r tais que:75

(a) |x| < vit,x) < b(|x|)
(B) pvIt,x) < - c(|lx|) vít,x) IA - lkx| e (Jx|).
(el jvuít,x) - vít,y)] < K |e - ul

para todo t+ > 0, x,y no E” com |x| (A Po lyl < rá.

D. - Vide referência bibliográfica [3].

Lema:

Supomos f nas condições do teorema precedente, v Êa
função dada no teorema, gq : J x IR' > IR &é uma função qual
quer, e consideremos o sistema perturbado

x = flt,x) + gí(t,x). (II)

Logo, se verifica a desigualdade:

ver) ít.a! < - eMlx|) vít,m) + Klgí(t,x)|.

D. - Referência bibliográfica [3].
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