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ABSTRACT

The main objective of this work is to study certain
types of stability of the origin relatively to one system of
Ordinary Differential Equations. We observe thatvthe origin
need not to be an equilibrium point of the system under consi
deration.

Such types of stability that may play an important ro
le in the theory of adaptive control systems, are known as
eventual stability. |

The concept of eventual stability for systems of or
dinary differential equations is a natural extension of the
concept of stability in the sense of Lyapunov.

We present definitions, basic facts and qualitative
properties of the solutions of the menctioned system.

We improve results and examples discussed by J.P. La
Salle, R.J. Rath and V. Lakshmikanthan.

The techniques used in this dissertation are provided

by the ideas contained in the theory of Lyapunov functions.
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CAPITULO O
APRESENTACRO

Em varias situagOes concretas poderemos ser levados a
considerar a estabilidade de estados que nao sao de equili
brio. | |

Tal compoftamento pode nao se enquadrar dentro da teo
ria de estabilidade proposta por Liapunoff. Alias; a condigao
"ser estavel" em se tratando de estabilidade da origem, esta
associada intrinsecamente, a exigéncia de que esta seja um pon
to de equilibrio.

Os tipos de estabilidade a serem abordados nestas no
tas, sao de estabilidades de estados nao necessariamente de
equilibrio, mas que com o passar do tempo, tendem a se compor
tar "sempre mais" como estados de equilibrio estidvel, ou mesmo
assintoticamente estavel.

Determinado £ipo de estabilidade encontra um campo de
aplicacao imediata na teoria de sistemas de controle adapta
veis,

Se o problema de controle for considerado com "rea
lismo", entao este @ o tipo de estabilidade que esperamos en
contrar.

Na parte inicial deste trabalho sao dados os concei
tos de estabilidade eventual.

Posteriormente algumas propriedades basicas deste ti
po de estabilidade sao obtidas.

Aspectos comparativos com a teoria de Liapunoff sobe



jamente conhecida sao também salientados.

Como complementagao apresentamos teoremas que nos dao

informagGes da teoria qualitativa relacionada ao campo de esta

bilidade eventual. Por exemplo, pode-se dar uma estimativa re

ferente a uma regiao de estabilidade eventual.

A parte conclusiva traz um exemplo de como a teoria

pode ser aplicada.

Esta dissertacao & fortemente motivada numa publica

cao de J.P. LASALLE e R.J. RATH.

S et



CAPITULO 1
ESTABILIDADE EVENTUAL

1.1 - INTRODUGAD

Consideremos o sistema de equacgoes diferenciais ordi
narias:

z = f(t,x) | (1)

onde f(t,x) € continua, e satisfaz alguma condigao de wunicida
1

de em relagao aos dados iniciais, no conjunto ac ™ defini
dapor @ = {(t.z) | t>0 e ||z|]| < p < @},
Aqui |]z|] & a norma euclideana do IR" dada por
n
el = ¢z 2772
1=
onde x = (x,,&9,...,%,) & um vetor qualquer do IR ".
Denotamos por x(t,t ,z ) a solugao de (I) tal que
x(to,to,xo),z x, . Consideramos a solugao x(t,to,xo) estendida

ao seu maximo intervalo de definigéo aberto a direita.

E bem conhecido que dentro das hipdteses dadas acima,
as solugbes de (I) sao continuas em relagao ds condigdes  ini
ciais.

Se J (0,2), dizer que f € C[J x R", IR?] equivale

a dizer que f & continua no par (t,x) ¥t € J, Yz € Rr".

1.2 - DEFINICOES

D.] - A origem x = 0 & dita eventualmente undiformemente es

tavel se para cada ¢ > 0 existem nlimeros positivos



D.4

e Ei;

z

-2 -

§ = &(e) e T = I'(e) de modo que se leoll < §, entdo

A

llx(t,to,xo)il € VYt

tal que ¢ > ¢t 2 T.

IV

A origem x = 0 & dita eventualmente quasde undiformemen
te assintoticamente estavel se para cada € > 0  exis
tem numeros positivos §, T, e T = T(e) tal que; se
leoll < 8, entdo | lz(t,t 2 || < e vt tal que t >

2t,+Tcom¢t >T.
A origem x = 0 & dita eventualmente uniformemente as
sintoticamente estavel se ela satisfaz D.] e D.2 si

multaneamente.

A origem x = 0 & dita eventualmente exponencialmente
assintoticamente estavel se existem constantes I > 0
e oo > 0 tais que

—a(t-to)

[zttt 1 < £lle, ] e 6> ¢

0’
com 0 < r < ||mo|| <p e t > 6(r) onde 6(r) & uma

fungao decrescente de r no intervalo (0,p).

Neste paragrafo, bem como no paragrafo precedente; D

= 1,2,3,4 se referem as definigGes e exemplos dos di

ferentes tipos de estabilidade eventual para o sistema de equa

goes diferenciais ordinarias (I).

1.3 -

EXEMPLOS

No desenvolver deste paragrafo, faremos referéncia al




gumas vezes, ao espago

t+1
M, = {y € c(lo,) LJIR™) | f ||¥(s)||ds » 0 quando
t

t > o},

O seguinte lema & de interesse para o que fa

remos adiante.

LEMA:
Se
(t+1
MJ = {y € C([@,w), R+)I J Y(s)dse - 0 quando ¢t ~>
t
+ =}, entao:
ot (¥ os
Yy €M, => lim e J e Y(elds = 0
t > oo 1

para qualquer ¢ > 0.

Para uma demonstragao consultar uma das referéncias

(6) ou (8)..
E.7T - Consideremos o sistema (I) reduzido ao caso escalar
. [l a>0
z = - ax + Y(t) onde (I1)

Il v e M, (n = 1)

Logo, a origem x = 0 de (II) satisfaz a définigéo D.1.

De fato, dado ¢ > 0, para cada escolha de ¢ > 0 te

mos:

t :
x(t,t, ,x, ) = e_a(t“to)xo + g at fto e*®p(s)ds (1.3.1)

Agora como ¢t > ¢t * t - t > 0 > ~a(t-t ) < 0; decor

o
~ -a(t-t_) - .
re entao que e o” < 1. Por conseguinte, se escolhermos

§ = —%— a primeira parcela de (1.3.1) & majorada por:



-—4'—

~a(t- ~a(t-t ) _ €
|e al to)xol = e o lxol <3|z, < 6= —— (1.3.2)
De acordo com o lema
-at ¢ as
Yy eM + lim e Jl e lw(s)|ds = 0.
- t > ®©
Portanto, existe:
~at (t as £
T=T(c) | e J e [V(s)|ds < 5~ para ¢t > T > 1. (1.3.3)
1
Logo, dado € > 0, 3 § = —%— e T = T(e) > 1 tal que
v¢ > ¢ > T temos:
t
-a(t- -at
{x(t,to,xo)l = e al to)xo + e @ Jto e?® w(s)ds| <
_ ~ t (1.3.2)
le a(t—to)xol + o at It ,as | (s) ds <
o (1.3.3)
€ € -
= Tz T T T

Observe que y € ¥_ > |y| € M_, entao

o 17

t . t
Jt e®® |v(s)]ds < jz e?® |y(s)|ds
o

para t > to >T > 1.
Mais adiante veremos um caso mais geral de estabilida
de eventual que tem como caso particular o E.]J. Por ora nos

detemos simplesmente nas seguintes observagoes:

1) No caso em que § # 0 o exemplo dado mostra que es

tabilidade uniformemente eventual ndo requer necessariamente

que a origem seja ponto de equilibrio.

2) Em E.J] impondo as condigdes ¥ € M e y > 0 3j& nao

podemos concluir 0.] para a origem do sistema (II).
De fato:

VEM, (n=1)> Fa>0




t_+1
e uma sequéncia_tn » @ com n > ® | Jtn Y(slds > o ¥n. Logo
) n
)

para cada escolha de to >0 e x,

e?® y(s)ds >
0

~ ~a(t-t ) -at
x(t,to,xo) = e o'x + e ft

-at ¢ as
> e Jt e Y(s)ds
o)

Portanto para todo n suficientemente grande temos:

t +1
alt,+1) Jtn e?® x(s)ds > ¢ % a.

o

z(t +1,t ,x,) 2 e

Logo para 0 < € < e &

0 a origem x = (0 do sistema (II)
nao satisfaz D.1.

O exemplo seguinte para o caso em que n = 1 coincide
com E.1. Neste exemplo a origem x = 0 satisfaz as exigéncias
das definigoes D.1, D.2 e D.3. O caso y(t) # 0 mostra que a

origem pode satisfazer tais condigoOes sem ser um ponto de equi

librio para o sistema.

£E.2 - Consideremos o sistema

z = Ax + Y(t) (II1)
onde A4 € M(IR, nxn), W(t) = (Y (t),b,(t),..., ¥ (t)) € " qual
qﬁef que seja t € [0,=) com y continua em R, ¥ € M.

Vamos ainda adicionar a exigéncia que a matriz A do
sistema dado admita somente valores caracteristicos com parte
real negativa . (1.3.4)

Nestas condigoes a origem x = 0 do sistema (II) satis
faz D.1. |

De fato, a solugao xz(t) = x(t,t ,x ) do sistema é da

da por

- (t -
x(t) = eA(t to) o Jt eA(t s) Y(s)ds. (1.3.5)
)



Agora a condigdo (1.3.4) garante a existéncia de cons

tantes K > 0 e a > 0 com 0 < o < -Re(dJ), Jd = 1,2,...,n; tal
que |]e®|] < & e ®* ¢t > 0. Portanto;
1eA(F %7 ] < k. &8 s g (1.3.6)
Porém

t>t ea >0 >oao(t-t. ) > 0> -o(t-t_ ) < 0 ~>
- (7} [} - o] -

> e'@(t-to) _<_ 1 > K e-q(t‘to) E K (10307)
Portanto dado § = ;% ; se llxoll < § a norma da pri
meira parcela de (1.3.5) & majorada por —%— . De fato:
Iie-A(t—to)xoll < | —A(t—to)ll |Ixoll <
1.3.6
<k e MM 1] < Kl ] < k.8 = 5 )
1.8.7

Entretanto a condicao y € Mo conjuntamente com o lema

antes mencionado garantem a existéncia de

t
T=T(e) > 1 | e O f e®® |ly(s)||ds < vt >
1

£
2K
> 7> 1 (1.3.9)

-

Desta forma a segunda parcela da expressao (1.3.5) &

majorada em norma por:

t t t
'lft eA(t—S)w(s)dsll < [t " eA(t_S)w(s)lldS < ft lleA(t_S)
o]

o o
o a(t-s) ~ap (°
llw(s)||ds < jt e T8 lyis) | lds = k & Jt e%®
1.3.6 ° ©
[lw(is)|lds < k &~ %F Jt e lv(s)]|ds < k. -5~ =-£  se
- z 1.3.9 2K 2
t >t >7T> 1. ' (1.3.10)

O uso da desigualdade triangular na relagao (1.3.5);

levando em conta as expressoes (1.3.8) e (1.3.10) fornecem di




retamente o resultado desejado.

Vale salientar que se To =1e 60 € um real qualquer
fixado tal que 0 < § < 6§, o E.2 estd nas condigbes da defini

cao D.3.

E.3 - Este exemplo se enquadra dentro das exigéncias da defini
cao D.4.

Consideremos o sistema dado por z = - ax + b(t) onde
a > 0 e b & definida como seque:

h(t) para 0 < t < T

b(t) =
0 para ¢t > T

n sendo continua no intervalo [0,») satisfazendo %(T) = 0 com
T>0.

A definicao D.4 fica automdticamente verificada.

De fato; se tamarmos 6(r) = —%— a condigao t, 2 6(r)
fornece t, 2 —%— > T se p = 1 pois:

r<llz]|] <p=1> L 1 -1 > T.

0 r r

v
=3
()Y

Desta forma a solugao do sistema dado para t, 2
dada por xz(t) = e_a(t—to)xo Logo D.4 esta verificada se es
colhermos L = 1 e x_ = x(t, ) com o < r < e |l < 1.

Tal exemplo pode ser facilmente estendido ao I#1tomag
do-se x = Az + Y(t) onde 4 € M(IR, nxn) admite autovalores com
parte real negativa e Y(t) = (wl(t), Volt), oo, wn(t)) & uma
fungao continua tal que existe T > 0 com wi(t) =0 Vvt >T e
vi € {1,2,...,n}.

A verificagao deste caso contém essencialmente a mes

ma linha de raciocinio usada ao se estender o exemplo E.1 ao

exemplo E.2.






CAPITULO 2
ALGUMAS PROPRIEDADES

Este capitulo traz essencialmente algumas proprieda
des basicas dos sistemas eventualmente estaveis.

O ultimo teorema trata de estabilidade do tipo "even
tual assintdtico - uniforme"vonde o sistema (I) & alterado por
uma determinada perturbagéo, a qual nos & mencionada uma certa
propriedade.

Faremos referdncia neste teorema a um resultado que
é abordado em detalhes no apéndice destas notas.

A definicao D.1 nos diz que com o passar do tempo a
origem tende a "atuar" sempre mais como um estado de equili-
brio estavel.

A estabilidade eventual tem um outro sentido intuiti
vo. Se a origem do sistema satisfaz D.l logo o sistema tem a
propriedade que: se ele operou corretamente durante um periodo
de tempo suficientemente grande, pode-se esperar que ele conti
nue a operar adequadamente no futuro.

Esta interpretagao de estabilidade eventual nos & dé

da pelo:

TEOREMA 2.1:

A origem x = 0 satisfaz D.l se e somente se: dado &£>0,
existem 8§ = §(e) > 0 e T = T(e) > 0 tais que se[|x(t],to,xo)H <
< 6 para algum ¢, > T, entao iix(t,to,xo)il < e VYt > t;.

indicara o

D. - Para efeito de simplificagao a notagao z,
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valor x(tl,to,xo). Observamos que aquilo que o teorema propoe
& algo do tipo "independéncia do to fixado". No sentido que:
se t, e x, sao os valores que verificam a propriedade proposta

pelo teorema, estes passam a ser os novos valores de tO e zx,

J

da definigao D.1.

<) Seja x € 1" satisfazendo |l i < 8, e considere
mos x(t’to’xo) a solugao de (I) com t, > T.
Como existe uma certa arbitrariedade na escolha de

tl do Teorema (2.1), tomando tl = to temos:

eyl = leyil < 8> |latete ]l <e vest, =t >0

portanto x = 0 satisfaz D.1l.

+) x = 0 satisfaz D.1 » dado € > 0, 3 8§ = §(e) e T =
= T(e) numeros positivos tais que

Lz || <6~ ||x(t,t0,x0)i| <evtx2t 2T (2.1.1)

Vamos supor em adigcao que para algum tl > T temos

ilz,i| < 6. Temos desta forma dois casos a considerar:

i a) t, 2t 2T

1 o -

‘I b) toitl ET

|— ocorrendo (a) temos:
2.1.1
4 - H
ve | ¢ 2ty >t 2t > ilee,t Lz )] < e Ve 2t

|— ocorrendo (b); consideramos a solugao y(t) de (I) satisfa
zendo y(tz,tz,xz) =z,

como ||x,|| = [|y(t;)|| < &, a definigdo D.1  aplica

da a solugdo y nos da ||y(t,t1,x1)|| < epara t > t, > T.

Mas y(tl,tl,xl) = x, »y = x para todo

1

t > ||lect,t ,o )| <€ vt >¢t, >T
o} (% - -

1

e
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e a verificagao se completa.
Descrevemos agora um teorema que possue um caso simi
lar na teoria de estabilidade segundo Liapunov; antes, porém,

necessitamos de uma:

Deginicao: Dizemos que V(t,x) ¢ assintoticamente ndo positiva

n+l

na regiao Q do R se V(t,x) < ¢(t) para  todo

0 < lz|| <p, t€Je ¢ € M (E.1).

Definindo v(t,x) na forma habitual, ou seja:

gz + g —532— f.(t,x);
t=1 °%p Ot

b(t,2) = 2%+ (grad_v) . f(t,z) =

recorrendo a definigao acima, pode-se verificar o prdximo teo

rema (vide apéndice).

TEOREMA 2.2:

Seja v(t,x) definida positiva em Q satisfazendo
v(t,x) » 0 quando ||x|| - 0 uniformemente em ¢t para t > 0. Se
v(t,z) é assintoticamente ndo positiva, entdo a origem do sis

tema (I) satisfaz D.l.

D. - Supondo x = 0 nao eventualmente uniformemente estavel
3¢ >0 | ¥8§ >0, ¥T >0 3 z(t) solugao de I de modo que

|z || < & mas ||x(%,¢t ,z )|| > ¢ para algum ¢ > t_ > T.

v

Como xz(t) & continua » 3 V = va(?) C IR, o> 0, tal

que ¥t € V temos ||x(t)]]| > = . (2.2.1) ‘
- 2 2.2.1
Agora como v(t,x) € definida positiva > dado
; > 0, 3 n = n(e) > 0 tal que ; < ll=z|] <op implica
vit,x) > n. (2.2.2)
Ainda, se v(t,x) = 0 quando ||z|| + 0 uniformemente
em t » dado —— > 0, 38 = 6(e) > 0 tal que se [|x;| < & >

2
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> v(t,x) < —g— ) (2.2.3)

Logo, tomando ¢t = t _a hipdtese nos da

2.2.8
-

e 11 = Hae )] < 8 v, = vt ,x ) < n (2.2.4)

o 2

Portanto, integrando v de ¢t a t obtemos:

t
v(t, =(t,t 2 )) = v + fto v(s, x(s))ds + n < v+
t 2.2.4 (t | "
+ f v(s, x(s))ds - f vis, x(s))ds > —— > 0 (2.2.5)
t t
o . (o}

Por hipbtese, v(t,x) &€ assintoticamente nao positiva

) t+o | t+0
+~ v(t,x) < $(t)— ft vis, x(s))ds < ft ¢p(s)ds com o > 0.
t+0
Dado que ¢ € M, — J ¢(s)ds - 0 quando ¢t + « para
t+0 ¢
cada ¢ > 0— Jt v(s, x(s))ds » 0 quando t + o,

Logo, 18 TO > 0, tal que vt > TO temos

t+o |
f v(s, x(s))ds < —%— (2.2.6)
t .

Como na negagao inicial temos VT, fazendo T = To’ as
expressoes (2.2.5) e (2.2.6) nos fornecem uma contradigao; e a
prova se completa.

Aquilo que pretendemos agora & obter um analogo do
Teorema (2.1l) para o caso de estabilidade eventual assinto-
tico - uniforme da origem.

Visando este objetivo a definigao D.3 pode ser refor

mulada do seguinte modo:

! - ” .
D.3 - A origem x = 0 & dita eventualmente uniformemente as

sintoticamente estavel se:

L) satisfaz D.1l;

ii] existe um r > 0 e um T_ tal que []xol| <r e
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t, 2 To implicam x(t,to,xo) + 0 quando t > =,

A condigao (ii) estabelece que, se depois de um tempo
suficientemente longo, o sistema (I) se mantém perto da origem,
entao ele tenderd a origem com t tendendo ao infinito. Nesta

linha de idéias se encaixa 0:

TEOREMA 2.3:

A condigdo (ii) da definigdo D.3 é equivalente a:Exis

te r >0 e r tal que |[{z(t,,¢t_,z )|| < r para algum t, > T_

entao z(t,t ,x ) > 0 quando ¢t + «.

D. - +) Por hipdtese, existe r e T_ tal que l]xoil < r e

t, 2 To implicam x(t,to,xo) + 0 quando t ~+ o, (2.3.1)
Em adigdo consideremos a solugdo y(¢,¢,,y,) €O sis

tema (I) tal gque y; = x(tl,to,xo) =z, com ¢,

¢Ses da hipdtese. Logo: ||y, || = lelll < p com ¢t

> TO nas condi
. ;2 T,. Des
ta forma a condigao (2.3.1) aplicada a solugao y(t,t,,y,) nos

da y(t,t ) + 0 qﬁando t » », Dado que para =ty temos

1° Y1
y; < y(tz,tl,yl) =z, = x(tl,to,xo) >y = x > x(t,to,xo) > 0

gquando t > o,

<) Sejam r e T, os elementos da hipdotese. Assim se

para algum t, > 7 vale ||z;|| = [lz(t;,¢ 2z )] < », entao

1
x(t,to,xo) + 0 quando t > <, (2.3.2)
Tomemos xb'um vetor qualquer do mR" satisfazendo
||x0]{ < r e consideremos a solugdo x(t,t ,z ) com t > T,
Pondo t1 = to, a condigéo (2.3.2) e claramente
satisfeita. Decorre gque x(t,to,xo) > 0 quando t » » e comple

tamos a prova.

O prboximo teorema possue um correspondente para o ca
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so de Estabilidade Eventual Uniforme dado pelo Teorema 2.2.

TEOREMA 7.4:

Seja v(t,x) satisfazendo as condigoes:

al v(t,x) & definida positiva em Q;

¥

bl v(t,x) > 0 quando ||z || » 0 uniformemente em ¢,

para t > 0;

c) b(t,x) g—c(lxl) + h(t) em J x  com
i| f—— ¢ definida positiva em
[ |— nen

Entao a origem x = 0 satisfaz D.3.

D. - De v(t,x) < - e(|x|) + h(t) » v(t,x) < h(t) com h €
Teor.
€ M - x = 0 satisfaz D.1l. (2.4.1)
T 5.2

Agora como a fungao v(t,r) satisfaz as condigoes (a)e
(b) »+ existem fungoes f e g na classe K tal que
Fllzt) < vit,x) < g(lxl).

Como feg € K, entao existem P; € Py satisfazendo 0 < Py <
<'p, < p tal que g(p,) < flp,). (2.4.2)

Desta forma, afirmamos que existe To = To(pz) tal que

Hagll <oy > Ha(e)[| <o, vezt, 21,

"De fato; caso contrario, para qualquer T s 3 t,, t,
com T <t < t; <ty com |la|]| =0, |lz,l] =0, e o;<
< |lee)]|]| < P, Para t € (t,,t,).

Agqui r, e x, indicam respectivamente os valores
x(tl,to,xo) e x(t2,to,xo).

Logo:



vit,,xg) < glleg|) = glog) flpg) = f(|x2[) S v(ty,xy)

<
2.4.2
e portanto:

by ty
- ft ellx(s)])ds + ft h(s)ds.
1 1

IA

0 < v(tz,xg) - v(tz,xl)

Mas:

v

o7 < lell S Py C(lxl) c(pl) =g > 0 > - C(|x!) < -0 < g

€ assim:
0 < vitg,x,) = v(t ,x;) < - o(t,-t )-+rt2 h(s)ds-*(tg h(s)ds>
2272 1°%17 = 2 17 7 t, )t
> 0lty=t,) > 0, YT,
com.t2 >ty; > t, 2T o que & um absurdo, pois % € My

Resta provar que ||z || < p,com t >T =T/ (p,), en
tao x(t,t ,x ) - 0 com ¢t - o,

0°%o

De fato; de (2.4.1) x = 0 satisfaz D.l; dado e > 0,
existem § = §(c) e TO = TO(S) tal que

e I1 < 6> [lelt,t .2 )| <€

para t > t > 7 . (2.4.3)
S Y0 = Yo

Sem perda de generalidades podemos assumir que § <
< g—z(f(e)) e vamos escolher T, = max{To(pz), To(e)}. Defin;
(pg)
mos agora T = T(€) AL =

+ —
e(6) 2c¢(8)
Desta forma, temos ||x0|| <py o altyt x ) >0 com

t, 2 T,. De fato: afirmamos de infcio que existe t, €

[to’t0‘+ T] tal que ||m(t1,to,xo)l| < 8.

| > 8 para cada

Caso contrario teriamos ||x(t,¢ ,z_|

v e [t ,t, + T].

Entao:
t

t

: t
v(s, z(s))ds < - It
o]

vit,x) = vt ,x ) = J c(ixl)ds +

o

t t

+ hi(s)ds < - e(8(e)) (t-t ) + ( his)ds » v(t,xz) <
to - + 0 to

< v, - els) (t—to) + ft h(s)ds.

o
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Pondo ¢ = to + T vem:

t0+T
0 < wit,m) < v = c(8).T + ft his)ds < gl(p,) -
o
t +T t +T
_ € o o €
(glo;) + ——) + [to h(s)ds - fto his)ds > —5— ,

o que contradiz novamente o fato de & € MZ'

Desta forma, existe ¢, € [¢_,t,+T] tal que

2.4.3
>

[lx(tl,to,xo)ll < 8 llx(t,to,xo)|| < €

para t > t,, a forcdond para t >t + T >x =0 satisfaz
D.2. (2.4.4)

(2.4.1) e (2.4.4) asseguram que z = 0 satisfaz a defi
nicao D.3.

Como consequéncia de um teorema reciproco de existén

cia de funcionais de Liapunov e do teorema (2.4) decorre o:

TEOREMA 2.5:

Assumimos que o sistema x = f(t,xz) (I) tem a origem
como um ponto uniformemente assintoticamente estavel; com
f(t,x) localmente Lipschtz em x, uniformemente com relagao a
t. Logo o sistema x = f(t,z) + g(t,z) (II) é Eventualmente as
sintoticamente uniformemente estdvel se |g(t,xz)| < h(t) para

Hzll <2, » >0 e h(t) €M,

D. Como foi referido nas preliminares deste capitulo usa
remos nesta verificagao um lema gue estd transcrito no apéndi
ce destas notas.

De acordo com o lema [ap.],o sistema II admite um fun
cional v satisfazendo bII(t,x) < - c(lxl)'v(t,x)-+K|g(t,x)I pa
rat>0 e |[[z]]| <r;.

Agora, dado que xz = ¢ (origem do sistema I) satisfaz
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L.2,0 item (b) do Teorema [hpﬁ] assegura:

- cllxz|) vit,z) < - el|z]) |x| para t € J e ||x]|]| < r, (2.5.1)
Desta forma:
bII(t,x) < - ellel) |z| + Klg(t,x)]. (2.5.2)

Agora, para ||z|]| < r_ por hipdtese & vdlida a majora

gao |g(t,x)| < h(t) com h € M. (2.5.3)
Escolhendo »r = mﬁn{ro,rl} temos que:
2.5.1
||| <2 =+  w(t,z) < - ellx|) |z| + Kh(t)
2.56.38

com i € M _.
o

Observamos com isto que:

|— heM > hn, =Kh €M
o 1 o

> vp(t,z) <

| — u(x) = e(|z|) |z| & definida positiva

< ufx) + h,(t) e portanto a condigao (¢) do Teorema (2.4) es
ta satisfeita.

As demais exigéncias (a) e (b) do Teorema (2.4) estao
contidas no item (a) do teorema do apéndice.

Logo, estamos nas condigaes do Teorema (2.4) - x =0
do sistema II satisfaz D.3 e a prova se completa.

Este teoremé estabeleée que se o sistema perturbado
se aproxima de forma suficientemente rapida do sistema nao per
turbado: o qual "a priori" sabe-se que & uniforﬁemente assinto
ticamente estavel, entao ele & eventualmente uniformemente as

sintoticamente estavel.
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CAPITULO 3

RELAGOES COM A TEORIA

DE LIAPUNOFF

A idéia central deste capitulo € motivada da seguinte
pergunta: "sob quais condigoes" o requisito "ser eventualmente
esﬁéveiﬁ récai num caso classico de estabilidade segundo Liapu
noff.

Tal problema € abordado com - 0s teoremas (3.1.1),
(3.1.2), (3.2.1) e (3.2.2) deste capitulo.

Como deveremos estabelecer comparagOes com a  teoria
de Liapunoff se faz mister transcrever abaixo ao menos aquelas
definiéaes necessarias ao nosso propdsito.

E suposto em tais definigOes que x = 0 € um ponto de
equilibrio do sistema I, isto &, f(t,0) = 0 péra cada t € J =

=.[0,=).

0 de I & dita uniformemente estavel, se pa

L.17 - A solugao =z

ra cada € > 0 e to € J, existe um § = §(e) > 0 tal que

O

se ||z || < & entao [lz(t) || < e ve > t,.

L.2 - A solugao x = 0 de I & dita undiformemente assintoiicamen
te estavel se satisfaz L.1, e existe §, > 0 tal que, pa
ra cada € > 0, t,€de ||lx, || <§ existe T =1T(e) 20

tal que se t > t, + T; entao ||x(t,£0,xo)r| < g,
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3.1 - ESTABILIDADE EVENTUAL UNIFORME

TEOREMA 3.7.71:

Se a origem & ponto de equilibrio do sistema I entao
estabilidade eventual uniforme da origem é equivalente a esta

bilidade uniforme.

Demons tragao:

Queremos verificar que se f(t,0) = 0; entao D.l éequ;

valente a L.1.

a) L.1 » D.1
x = 0 satisfaz L.1 > dado € > 0, 3 6 = §(e) > 0 |
[zt )] <6 =~ llx(t,to,xo)ll <E ¥E 2t
Tomemos T = T(e) = T, 2 0 gualquer fixado. Logo,
teremos: dado € > 0 3 8§ = §(e) > 0, T = T(e) tal que se
e 1] <8 ~ [lx(t,to,xo)l| <e vt>t >T.

Desta forma x = 0 satisfaz D.l.

b) .1 -~ L.1

x = 0 satisfaz D.1 » dado e > 0, 3 § = §(e) > 0

3

§ <eefT="T(e) > 0 | llxoll < 8 entao  ||z(¢, t_, z )] < e

Yyt > ¢t > T. (1)

Agora, como estamos supondo valida para o sistema
I as condigoes de dependéncia continua de cada solugdo, em re

lagao aos dados iniciais, entao:

Dado § > 0, existe 61 = 61(6) > 0 tal que |le{! <
<38; » [ll=(t)|| < & Vvt satisfazendo 0 < t_< ¢ < T. Como
§ = 8(e) entao §, = 8,(e).

Logo, dado € > 0, 4 61 = 61(6) > 0 tal que se



- 21 -

oIl <6 > Ilatt,t,a )| <e ve | 0<s, <t<r (2)

Desta forma dois casos podem ocorrer:

|
o
v
w
v

> T entdo ||x0||v< § vale(l) - [lx(t,to,xo)ll < e

|—t > ¢
- 0

tv

0 com t < T se ||x(to)|| <8, <8

e em particular ||z(T)|]| < §,, entdo vale(2) » llx(t,to,x <

N
< § < g,

Ent3o para t > t, > 0, [lz || < &, » le(t,to,xo)H

Assim sendo z = 0 satisfaz L.l e a prova estd com

pleta.
E bom ressaltar que se a origem ndoc & ponto de

equilibrio do sistema; entdo D.1 —» L.l como mostra o seguin

te exemplo.

E.4 - Consideremos o.sistema x = ¢(t) com ¢(t) > 0 t € J e

oo}

Jn'¢(s)ds < @. A solucao deste sistema satisfaz D.l1l mas nao

satisfaz L.1l.

De fato: a solucao do sistema é dada por:

x(t) = - J $(s)ds + ¢ (1).
t

Impondo a condigao x(to,t sx,) = @ vem > x = -

o o o

- Jt é(s)ds % c > ¢ =z, + { ¢(s)ds (2).
o

t
, 0(s)ds t >t (3)

(2) em (1) - x(ﬁ,to,xo) =z, + J ) o

Sendo que ¢ possue integral convergente em J - dado

e > 0 existe T = T(e) > 0 | ft ¢(s)ds < ;' para t > T.(4)

Portanto; dado € > 0, 3 8§ = §(e) = —5— tal que se
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, t
el <6 > lethe,m,)l s Is,| » ljto b(e)ds| < & +

(t e t e b
+ ¢(s)ds —_ 4 J d(s)ds < — + fT dp(s)ds <

Jto t, 2 (4)

3 €
—_ —_— = >
=t 3 e se t >t >T.

<
(4) °
Desta forma a solugao dada pela expressao (3) verifi
ca a definicao D.1.
A nao validade da definigao L.l estd ligada ao sim
ples fato que sendo ¢(t) > 0 para ¢t € J, a origem x = 0 nao se

ra um ponto de equilibrio do sistema dado.

TEOREMA 3.1.2:

Se o sistema I for autdnomo, entao estabilidade even

tual uniforme da origem & equivalente a estabilidade uniforme.

Demonstragao:

Vamos verificar que se f(t,x) = f(z) e a origem &
eventualmente uniformemente estivel entao recessariamente
f(0) = 0.

De fato se f(0) # 0 ~ |[[(f,(0), fo(0), ..., f,(0))]]>
>a>0 +» 37e€{1,2,...,n} e B >0 | lfi(O)l > 8 > 0.

A continuidade da f garante a existéncia de um real

r>0 vz €B,(0)C K temos |f ()| > -E—> 0. (1)

2
Sendo que a origem x = 0 satisfaz D.1 -+ Dado r > 0,
36 =68(r) >0 e T =T(r) > 0 tal que ||x0|| <8 > |lxlet,t,,
z )| <r para t > t, > T. (2)

Se colocarmos a solugao de I na forma vetorial, e con

siderarmos a componente de indice 7 teremos:

t
x.(t) = xz + J fi(xl(S)’ covs x (8))ds. (3)
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A relacao (l) nos leva a considerar dois casos:
|— iz, ... ox2,) > B2
Ocorrendo o primeiro deles a igualdade (3) fornece:
0 B :

xi(t) >zt —— (t-to) > xi(t) + o gquando t > «,
De forma analoga se ocorre o segundo caso, entao:

(t) < 2 - & (4=t ) ( d

. . — —— -_— -> . > - > o
x x 5 t to . t) © guando ¢t

Em ambos os casos fica contrariada a definicao D.1 da
da pela relagao (2).
Logo; f(0) = 0 » x = 0 & um ponto de equilibrio do

Teor.

sistema I -——= D.I «+> [.] e a prova estd completa.

3.2 - ESTABILIDADE EVENTUAL ASSINTOTICO - UNIFORME

TEOREMA 3.2.71: -

Se a origem & ponto de equilibrio do sistema I, entao
estabilidade eventual assintotica uniforme & equivalente a es

tabilidade assintotica uniforme.

Demonstragdo:

Queremos verificar a equivaléncia D.3 <> L.2.

a) L.2 -+ D.3

Se vale a definigao L.2 » z = 0 satisfaz L.I %3%2?
x = 0 satisfaz D.1.(1)
Agora x = 0 & assintoticamente estavel > Dado

e >0, 13 60 >0, T = T(e) > 0 tal que:

l|xoll < 50 »> le(t,to,xo)ll < e VYt > to + T,
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A fim de assegurar a existéncia do T, da definicao

D.2 tomamos TO =0 + x = 0 satisfaz D.2. (2)
(1) e (2) »+ « = 0 satisfaz D.3.
p) D.3 =+ L.2

A primeira parte desta verificagao € inteiramente

analoga aquela que realizamos na implicagao anterior.

Sendo que x = ¢ verifica D.3 > x = 0 verifica
D.2 ~» dado € > 0, existem nimeros positivos 60, TO, T = T(e)
tais que: se ||z || <6, ~» [lz(t,t ,z 0[] < ¢ t 2t +7T

com t_ > T .
o - "o

Logo; dado ¢ > 0, 13 60 e T = T(e) tais gque: se
e 1] <8, » [leCt,t 2z )| < epara t >t +T +ax =20 sa

tisfaz a definicao L.2.

TEOREMA 3.2.2:

Se o sistema I for autbnomo entao estabilidade even

tual assintdtica uniforme da origem & equivalente a estabilida

de assintdtica uniforme.

D. - A dificuldade essencial concentrada aqui seria a de
verificar que se f(t,x) = f(x), e x = 0 satisfaz D.3 entao
f(o) = 0.

Este tipo de dificuldade ja foi contornado no Teore
ma 3.1.2. Os demais detalhes decorrem de um uso natural de im

plicagoes langando-se mao dos teoremas 3.1.2, 3.2.1 e 3.2.2.

e
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CAPITULO 4

O que tencionamos com este paragrafo &: dentro de de
terminadas condigdes ds quais o sistema & submetido, obter re
gices nas quais poderemos assegurar estabilidade do tipo even
tual.

| Os dois primeiros resultados seguem a linha proposta
pelo teorema 2.5 do capitﬁlo 2. A aplicagao a ser proposta es
ta fundamentada essencialmente no Gltimo teorema deste capitu

lo.

TEOREMA 4.1:

Seja M uma parte compacta do R" contendo a origem. Se
ja ¥ C M um subconjunto com a propriedade: As solugdes da equa
cao que partem de N paré um tempo to > T permanecem logo apés
em M.

“Em adicdo vamos supor a existéncia de fungoes V(t,x),

v(x) e w(x), a valores reais satisfazendo:

|l (a) V(t,xz) » v(x) uniformemente em x para t > o

x € M.

|| (b] V(¢t,x) » - w(xz) uniformemente em z para t > =;

x € M.

|| (e)] v e w sdao definidas positivas.

Entao; existe To > 0 tal que x(t,to,xo) > 0 quando
t » «© para cada x, €N, t, 2 T,.
D. Dado ¢ > 0, seja m = inf v(z); logo m > 0.

|| =€
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|— De (a) dado m = m(e) > 0, 3 r, = T,(e) tal que
t > T, - |V(t,z) = vix)]| < 2 com ||z|| = €. Assim V(t,z) >

> —%— na superficie da esfera S_(0), ¢ > T (4.1.1)

1.

|— De (c] dado que v(0) = 0 (v€ K) e v & continua

> 36 =8(e) >0 e T,="Tye) | t27T, e |lzj| <8 V(e
z) < - (4.1.2)
De fato: v(0) = 0 e v continua » dado m(e) > 0,
existe § = 8(e) | () < L se ||| < 6. (4.1.3)
Agora V »- v entao 1lim V(t,0) = v(0) = 0 » dado
t > o
m(e) > 0, 3 T, = Ty(e) > 0 tal que t > T, > |vit.z) - viz)| <
() (g) (g) m(e) _ m(e)
ST 7 w(tm) < wle) ¢ e < B4 STt = Soopa
4.1.38
rat>T, e [z]] < 6.
|— De (c¢) dado que w € K considero
g = inf wlx) = B(e) > 0.
§ < |z} e
Desta forma tendo em consideragao o item (b) -» 3 Ty = Tgle)
tal que V(t,z) < — -—g— ) (4.1.4)
De fato: V » - » + dado S >0 3 Ty = Tg(e) >
>0 | |vrt,z) + wix)| < —%— se t > T,
' . _ B _ B B _ _ _ B
Logo Vit,x) < wlx) +TS +—§—— 3
para t > T, e § < llz]] < e.
Escolhemos
T = max T. = T(e)

;e {1,8,3 "

e vamos supor que para a solugao x(t,to,xo) de I tenhamos para

algum ¢, > T,ilx(tl, ,xo)ll < § e que existam t,, t, satisfa

o

%9

i g
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zendo F < t; < 8, < 5 com |layl[ = |[a(t,e 00| | = 65]|z,ll=
= [lettgt 2 )| =ee s < [lat)|]| < e para t € (tgstsl
Desta forma de (4.1.1) e (4.1.2) vem V(t,,x,) < —%— <

< V(tgumg) > V(tgumg) = Vitg,zy) >0+ 8 s € [t,,6,] tal que

Vs, x(s)) > 0. | (4.1.5)

Mas na regido anular Sg ={x e m" | s

IA

[zl] < €} o

item (4.1.4) garante que V(t, z(t)) < 0 V¢t > T

v

T3. (4.1.6)
Os itens (4.1.5) e (4.1.6) sao claramente contraditd
rios. Assim, se existe ¢, > T tal que |[z,]|] =||x(t1,t0,xoﬂl<

< 8 > l]x(t,to;xo)ll < g para todo t > t Por conseguinte a

T
solucgao x(t,t ,x, ) de I satisfaz D.l pelo Teorema 2.1.
Resta provaf o carater assintdtico, ou seja, existe
T > 0 tal que x(t,to,xo) + (0 quando t +» « para cada z, eE N,
t, 2T ' | (4.1.7)
Por hipétese; existe T tal que és solugoes que partem
de ¥ para um tempo to > T permanecem logo apds em M.

Afirmamos que para todo To > T é satisfeita a exigén

cia dada por (4.1.7).

De fato: vamos supor t, > T, e que At > t, 2 T, tal
que x(t,to,xo) € 56(0)'
Desta forma, Yt > ¢t = temos 'x(t,to,xo) € Sg(0) >

> ettt .z )] 2 6.
Um raciocinio inteiramente anadlogo aquele efetuado na

priméira'parte desta demonstragao nos conduz a um absurdo.

Logo, 3 t > torz To tal que x(t,to,xo) (S 36(0) >
‘ - D.1
> llx(t,to,xo)ll < 8 > llx(t,to,xo)ll <e t>xt, >T >
- |lx(t,t0,xo)|| < epara t >t * T e portanto a prova se

completa.
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TEOREMA 4.2:

Assumimos que M limitado no IR"” & dado por v(x) < L
tal que sao validas as condigoes (a), (bl e (c¢] do Teorema 4.L
Vamos supor que para cada § > 0 Mé'é dado por v(ix) < L - 6.
Logo para cada ¢§ > 0, existe Ts tal que x, € Mg et 2 Ts en

tao x(t,to,xo) > 0 quando t + o,

D. - De fato; dado que v(0) = 0, v € continua mondtona cres
cente, entdo M = {z € R" | v(x) < L} = v_l([O,L]). |
Portanto M é fechado, e sendo que por hipotese M & 1i
mitado - M €& compacto. : (4.2.1)
Ainda, para cada § > 0 - .MG ={zer" | viz) <L -
-8y = v (0, £ - 61y cv (o, £]) =M Mg Cum (4.2.2)
As condigoes (4.2.1) e (4.2.2) e mais a hipOtese asse
guram que para cada ¢ > 0 o conjunto MG se encontra nas condi

¢oes do Teorema 4.1 -~ 3 Ts tal que x € Mg e t_ > T entao

x(t,to,xo) + 0 quando t - o,

TEOREMA 4.3:
Para o sistema:

|| = f(t,e,y) x€ RP

II
[y =g(t,a,y)  ye RY,
existe uma fungao escalar v(xz,y) com as seguintes pro
priedades:

a) v(z,y) @ definida positiva e tem derivadas parciais

continuas para todo z e y.

b) v(z,y) » » quando ||z| | + |[y||® » =.
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e) plz,y) < - w(x) + &(t) q(x,y) onde w(x) & definida

positiva; q(z,y) & continua no par (x,y) e h € M,.

d) f(t,x,y) & limitada em J x X, onde K: compacto do

ﬂ?n, n=p+4q.

Entao a origem ¢ = 0, y = 0 do sistema satisfaz D.1

e correspondente a cada r > 0, existe T  tal que se ||x0||2 +

2 . . - .
+ ||y0|| < p? para t > T_ implica que y(¢) & limitada para

t >t e x(t) > 0 quando t + =,

Observagao:

E bem conhecido que se By (0) C RP & um sistema fun
;0
damental de. vizinhangas do zero no RY, e B_ (0) C ®r? & o ani
: z
logo correspondente no IR entdo By (0)xB_ (0) C ®" onde n =
; .

= p+q, € um sistema fundamental de vizinhancas do zero no r"

1

Assim no transcorrer desta verificagéo, se z(t)
ﬁl(x(i), y(t)) & quaiquer solugao de II dizer que z(t) €
€ Bp(0) C IR" & equivalente a dizer que ||z(t)|| < R, onde
[l || & qualquer Norma conveniente no r".

Dado que ||z|]| < |[|z]] » x(t) €BL(0) onde Bp(0) C rP

A demonstragdao do teorema sera feita por etapas.

1%) (0,0) satisfaz D.1.
Se z = (xz,y) & um vetor no IR" entdo z = (x,y) onde
x e y sdo regidos pelas equacSes do sistema II.
O nosso trabalho agora sefé concentrado em colocar a
origem z = 0 de II nas condigGes do Teorema 2.2.
Observamos que da condigao (c) témos:
v < - w(z) + k(t) qle,y) = - w(x) + h(t) q(z) < h(t) q(z) <
< |nct)| |q(z)]. (4.3.1)
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Agora para os fins que nos propomos, g(z) pode ser su
posta limitada, ou seja |q(z)| < L para algum L > 0, .pois q é
continua num compacto conveniente.

De (4.3.1) concluimos entao que:
v < |(t)]| |q(z)] < |b(t)] L = A(t).

E facil constatar que se » € M_ ~ A = |n| L € M com
L constante. (4.3.2)
Ainda, dado que por (a) v(z) & definida positiva, en

tao v(0) = 0 e v & positiva fora da origem. Logo:

|— v(0) = 0 » v(z) < a(||z||) com a € kK, isto &, »

admite extremo superior infinitésimo. (4.3.3) [ap. 3].

|— v definida positiva + v(z) > b(||z||) com b €

€ K. | (4.3.4)

As condigoes (4.3.2), (4.3.3) e (4.3.4) colocam o fun
cional v(z) nas condigoes do T.2, onde o papel de ¢(t) no teo
rema &€ aqui representado por A(t).

Decorre entdo que z = (0 satisfaz a definigao D.l.

2%) Limitacdo das Solucdes de 11

(1)

Afirmamos que Vr > 0, 3 To tal que para toda solu

cao z(t) = (x(t), y(t)) de II partindo de z, = z(t, ) € Br(ob

£ > T(l)

02T, € limitada para t > t,-

De fato: negando a afirmagao acima obtemos: v T,

3r >0, 3 solugao z(t) de II tal que z, € B (0) mas z(t) nao

€ limitada para t > t, 2 T,

Tomemos

L, = , max , , vix,y).
[l 1%+ Tyll® = »
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Dado que v(x,y) + © quando l|x||2 + lly||2 + o, entdo F R > 0

suficientemente grande tal que

L, =L, ,(R) = min vix,y)
2 2 2 2 2
el + [lyll® =R

satisfaz B(R) = L, - L, > 0.

2 7

Em adigao vamos supor t, e t, tempos satisfazendo

) 2 2 2
T, <ty <ty < tyoom |je(e )|+ ||yt )]|7 = ro, lla(ty) |7+

o - 0
2 R

: Ve
ly(t, 0117 = R" e =z(¢) € s, para t € [t,¢,].

Daqui para frente a mesma linha de idéias realizada
na 12 parte da verificagao do teorema 4.1 nos conduz a um ab

surdo.

(1)

”Logb vr > 0, 13 To tal que para toda solugao z(t) de

II satisfazendo z, € BP(O), t, 2 Tgl), z2(t) é 1limitada para

t >t .
- 0

Em particular, dado que ||y(t)|] < ||z(t)|| entdo pa
ra cada r > (0 existe Tél) tal que z € B _(0) entao y(t) & limi
tada para t > t, |

(1)
2

r > 0 dado, isto &, Tgl) = Tgl)(r).

E evidente que o T assim obtido & funcao de cada

Como cada solugao partindo da bola de raio r > 0 do

sistema II & limitada, resta somente verificar que x(t)~0quan

2 _ 2
||

do t » », ou seja: Vr > 0, 3 T < r >

>a3r>0 ]| ||act))|2 < R® e x(t) > 0 quando t - w.

| t, 2T, e ||z
o o= "o 0

Inicialmente observamos que:

t
(a) ey e ¢ [ e® |n(s)| ds » 0
0 o

quando t > «©. , - (4.3.5)
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2

(6) |la(t)||® < B » 3 L > 0 tal que |qlz,y)] < L

pois g € continua no par (z,y/. (4.3.6)

Definimos U uma nova funcao de Liapunoff dada por:

t -
- f—— et |nis)|ds
e

U= U(t,x,y) = 0 {v(x,y) + L}

onde v(x,y) &€ o funcional associado ao sistema II.

U(t,x,y) satisfaz as seguintes propriedades:
|— u(t,z,y) > 0 (4.3.7)
|— U(t) < = 2 w(m) (4.3.8)

A primeira delas & Obvia. Verifiquemos entdo a segun

da.
Temos :
t t
. - Jo e(s*t) lhlds v '- - fo e(s"t)lh‘ds
ult) = - e . |a(t) |[{v+L} + v e
t
- JO e(s"t)lhlds .
= e {(-=|r(t)| (v + L) + v} <
t
_ fo e(s_t)lh|ds
e {-|ln|v - |&] L - w(x) + h q(z,y)}

t
(s~t
< e— JO e'® )|h|ds

. w(x). (4.3.9)
(*)

Em (*) foi usado que |i|v > 0 e ainda que hqg -

- |h|L < 0; observando que & = h(t) e v

vix,y).

Agora, de (4.3.5) vem: Dado € = 1 existe T;Z):'T£2)(1)

tal que se t > ng) entdo f; e(s_t)lh|ds < 1 (4.3.10)
Ponhamos f(t) = f; e(®t 1) ds.
Logo, de (4.3.10) ¢ » 1'% > p(¢) < 1> FF <o
I i I 7S S

e
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Esta dltima desigualdade combinada com (4.3.9) nos le

va a U(t) < - —%— w(xz) para t > Tg2).
_ (1) (2) .
Escolhemos T, = max{TO s T, } e afirmamos que: se

z, € B,(0) ¢t 2T,  entao:
|— y(t) & limitada para t > to
| — =x(t) + 0 quando t » =,

A primeira destas'afirmagaes é imediata pois & valida

para t > to > Tgl); portanto fica verificada para TO > Tél).

Passemos a segunda.

De fato se x(t) # 0 quando ¢t + «» »> 3 e, e sequéncia

{t,}, t, > = quando n + = tal que ||z(¢ )|| > €.
Logo:
t t
||x(t)-—x(tn)|| =~||ft x(sl)ds|| = Ilft fls,x(s),y(s)ds|| <
n n
< M(t - tn) . (4.3.11)
Usamos acima a hipGtese - (d}] do Teorema, ou seja,

f(t,x,y) & limitada em J x X, K C ®r" k: compacto.

Da relagdo || [[xz|] - |fy|l [l < [l - y[| e da desi

gualdade (4.3.11l) concluimos que

(el || > - Mt - ¢ ) + et )| > - Mt - t,) + e, (4.3.12)

€o
Tomemos I = [%n, t, + —sz=] e escolhemos t, > T _. Se

1 0

necessario passando a uma subsequéncia podemos supor Os In to

dos disjuntos.

Assim
_ €0 - _ _ €0 - M -
t€I, >t -t < (t - ¢t,) > = (t - ¢ ) >
€
> - — (4.3.13)
(4.3.12) €,
Se t €T Heee) ] 2 —

(4.3.13)
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e _
Como w € definida positiva dado-é? (fixo), 30 > 0 |
0

€
se ||x(t)|]| > 3 > w(x) >0 > 0.

Por conseguinte, a integragao de Uce) no intervalo
[}l,tN] onde t, e t; s3o pontos da sequéncia {t } fornece:

€ €
0 o %
U(‘f)lv +_—2TW > :L‘(tlv +—E—Ml, y(tN +——2—WJ) - U(tz, x(tl), y(tl))
€

€

(tn * T by * 1
= |t eM Uls, x(s), y(s))ds < - f —— w(x(s))ds<
1 - t, e -
E:O
N t + - N €
B K S T
€ J=1 )¢, M

Assim quando ¥ + « temos U(t) - - » ao longo da se

guéncia {tn} o gue contradiz a relacao (4.3.7) e portanto a

prova se completa.




- CAPITULO 5
APLICACAO

5.1 - INTRODUCAO X TEORIA DO CONTROLE
5.1.1 - Apresentagao

A teoria do controle & motivada no estudo de "siste
mas”. Intuitivamente nds podemos considerar um sistema como
sendo um conjunto de componentes que se interagem, sujeito “a
varias "entradas" e produzindo varias "saidas"”.

Os tipos de sistemas com os quais estamos mais  fami
liarizados sao. os sistemas mecanicos, como os reldgios; siste
mas mecanico-quimicos, como os automdveis; sistemas bioldgicos,
tais como o prdprio corpo humano; e muitos outros. Estes sim
ples exemplos sao suficientes para mostrar a relevancia do con

ceito de "sistemas".

5.1.2 - Esquematizacao

E frequente indicar cada intuigao e exposigao do con
ceito de um sistema em termos de um diagrama de bloco.

Uma primeira tentativa & dada pelo esbogo:

@——>— SISTEMA —.——@ | (1)

Este € o caso mais simples de um diagrama. Em geral

o sistema pode estar sujeito a uma mais complexa variedade de

entradas e saidas.

5.1.3 - Apenfedigoamento do Comportamento de Sistemas

Uma grande parte dos sistemas nao possue um comporta
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mento regular. De fato; & comum observar-se a existéncia de
sistemas que nao operam de forma desejavel.

E o caso, por exemplo, dos sistemas econdmicos, sujei
tos a inflagdo e depressao; dos sistemas humanos sujeitos a
doengas, como O cancer, moléstias do coragéo, etc.

Existem varios modos de melhorar o comportamento de
um sistema. Podemos escolher entre a construgao de um novo
sistema ou a mudanga de suas entradas.

Em alguns casos, como sabemos, a solugéo ideal é dada
por um sistema novo. Este & o caso do sistema quimico-mecani
co dado por um carro superado.

Em outros casos, como por exemplo quando tratamos cbm
sistemas humanos; foge da nossa algada uma solugao semelhante
a citada anteriormente.

Consequentemente nds podemos pensar em termos de um
programa mais praticavel de alteracao do objetivo do sistema,
ou entao, modificando as entradas.

Um modo de realizar, isto &, observar a saida do sis
tema, e reformular adequadamente o esquema de acordo com o des
vio da atual saida, e a saida almejada que comumente & chamada
um modelo para o sistema.

A idéia basica do "feedback" controlado é esquematiza

da abaixo.

© ®

SISTEMA -

=
—>

L (2)

-4 CONTROL
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Naturalmente existe uma forma de realizar tais altera
¢bes, de modo operacional que nao nos & revelada pelo simples
esquema dado acima.

Nos modelos matematicos em geral; entre os quais se
enquadra a aplicagao do nosso trabalho, & conveﬁiente analisar
a situacao de forma mais acurada. Por exemplo a operagao de
observar a saida em geral & completamente distinta da operagao
de exercer o controle.

Por conseguinte um esquema um pouco mais detalhado po
de ser apresentado, se levarmos em consideragao que em geral,
observamos o sistema em si mesmo, bem como a sua saida; e que
o trabalho de decisao concernénte a escolha de uma agao de con
trole & realmente uma operagao distinta daquela de mostrar a
acao de controle decidida. Tal comportamento justifica o dia

grama abaixo.

@= @ _ @ @

<:> ’ . ! (3)

MECAN .
AJUSTE,

CONTROL

4

5.1.4 - 0 Modelo Matematico

O modelo matematico para o estudo de estabilidade em
controle requer que o sistema a ser controlado seja descrito

por um sistema de equagoes diferenciais dado por xi =z .(t,x

dx - :
. _ 1 . _ .
LosTgsennsd,, ul,.;.,un) onde L, = —Qgr 5 = 1,2,...,n.

1,

Na forma vetorial ele vem apresentado como x=X(t,x,u).

O obijetivo & selecionar o controle u de modo que osis
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tema seja mantido proximo de algum estado desejado. E usual
escolher como estado desejado a origem x = 0 (erro zero).
No caso geral o controle u serd uma fungao do estado
x do sistema e do tempo; com a selegdo de um controle especifi

(o]0) O sistema acima se transforma em:

x = x(t,x,ulx,t)) = flt,x).

Recaimos entao no modelo de sistema abordado no ini

cio destas notas.

Se a planta, ou sistema em controle, estiver sujeita
a perturbacoes e variacgoes do ambiente, entao € melhor ter o
controle adaptavel, fazendo com que o estado desejado compor
te-se cada vez mais como um estado de equilibrio estavel ou,
melhor ainda, como um estado assintoticamente estavel.

Nesta operacao desempenha papel importante o mecanis

mo de ajuste assinalado no esquema (3) do Gltimo paragrafo.

5.2 - UM PROBLEMA DE ESTABILIDADE EM CONTROLE

Este exemplo esclarece que se tivermos informagoes su
ficientes, as quais podem ser de origem estatistica, sobre fun
goes desconhecidas na planta a ser controlada, entao o contro
le adaptavel & possivel. Faremos uso essencialmente do Teore
ma 4.3.

Nesta aplicagao o estado x representa o erro e y esta
relacionado com certos parametros a serem controlados.

O que se quer, entre outras coisas, é aquilo que O
Teorema 4.3 propoe, isto &; que depois do.sistema ter sido ope
rado por um determinado intervalo de tempo, o erro x tenda a

zero e os parametros sob controle permanecam limitados.
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A forma geral do sistema de controle adaptavel, como

vimos no esquema (3) do paragrafo 5.1.3 & dada pelo diagrama

abaixo.

—>—:——— CONTROLE @

+ K,8,n

PLANTA

MEC. AJUSTE

©

————— MODELQO -

O sistema associado ao diagrama & dado por:

a(t) Az + B(t) p(t,x) + f + planta

3
h

Ay + u(t) » modelo

1

y

Os estados z e y sao vetores do R". A matriz 4 de or

aem n admite valores caracteristicos com parte real negativa,
e u(t) & continua e limitada par: t > 0. Para a élanta é as

sumido que p(t,x) seja conhecida e limitada para ¢t > 0
e todo x.

Agora, tudo aguilo que € conhecido sobre as funcgoes
escalares a(t) e B(t) & que sao continuas e tem derivadas limi
tadas com a(t) a, € B(t) ~ BO para t - ®,

Nao & assumido que a e 80 sejam conhecidos. A ques
tao que se poe entdo &: "Deteaminar f tal que a planta s4ga o
modelo (e(t) = x(t) - y(t) > 0 quando t + ) ¢ 04 parametnosd

de contrnole permanecam Limitados."
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Existem razoes heuristicas para tomar f da forma:
Ff=k[(1 - E)Ax - np(t,x) + u

onde X, £ e n satisfazem ao sistema:

H k = gl(t,x:y,K,E,n)
1| & = g,(t,a,y,K,E,n) (5.2.1)
il n = gs(t,z,y,K,8,m)

E claro que a fim de obtermos f precisamos conhecer
as fungoes Gis 9g9 € g3+

Com ¢ = 2z - y a equagao diferencial de e fica:
. -1
€ = Ae + (o, - E)Az + (B, - n)p + (K - 1) K f
+ (o - ao)Ax + (B - B8,)p (5.2.2)

Por hipdtese A satisfaz Re (\;) <0 Je€ {1,2,...,nh
Logo, para cada matriz C definida positiva, existe @ definida
positiva tal que 4'Q + QA = - 2C, onde A' é a transposta de
A. 5]

Selecionamos C qualquer e consequentemente @ e defini
mos

2 -
2v = e'Qe + oy (K ~ 1)° + og(E - an)z + e ln - BO)J (5.2.3)

onde ¢ e

75 Cgs C3 sdao ¢onstantes positivas.

Observamos inicialmente que pondo z = (zl,zz,zs) onde

o ponto (0,0) do siste

z2, = K - 1, zg = £ - 0, € 25 =N - B

o.’
ma (e,z) governados pelas equagdes (5.2.2) e (5.2.14) respecti

vamente, & dado por € = 0, £ = o K =1, n = B

o’ o’ ,

Segundo esta notagao fica evidente que v(0,0) =0,
v(e,z) & definida positiva e possue derivadas parciais conti
nuas em relagao a ¢ e z, verificando-se assim o Teorema 4.3 em

seu item (a).
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O Teorema estd sendo aplicado tomando p = ne g¢q = 3,
além disso os papeis de z e y no teorema seriao aqui representa
dos por € e z respectivamente.

Do modo como foi definido o funcional v o item (b) es
ta automaticamehte verificado.

A exigéncia dada pelo item (d) do Teorema 4.3 tambéh
& satisfeita se lembrarmos que na expressao (5.2.2) z = € + y
e que o modelo em qualquer estdgio do controle €& sempre conhe
cido.

Calculando a derivada 1 encontramos :

+ k1 f'Qe) +

v = e'Ce + (K - 1)(0191

+ (&

ao)(czgz + e'Cé:-~y'A'Q€) +

+ (n 80)(csg3-p'Q€) +

T+ (a a ) (y'A'Qe - €'Ce) +
- 4
+ (B - 8,) p'ee.
A selegao dos g, agora se torna evidente; dado que

queremos que o funcional v esteja nas condigoes do Teorema 4.3.

Por conseguinte pomos:

e obtemos assim v dado por:

v=-¢'" Ce+ (a- uo)(y'A' Qe -’ Ce) + (B - Bo) p' Q@ €.
A fim aé.éompletarmbs a verificacdo que o funcional

v(e,z) satisfaz as exigeéncias do-Teorema 4.3 resta conferir o

item (c);v
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Da relacao anterior temos:

v =-€' C e + (a - a ) y'A'Qe - (a - a ) €' Ce +
+#(8-8,)p'Qce.

Logo, escolhendo w(e)

€' ¢ e »w & definida positi
va.

Agora se Zl(t) = a(t) - a,; sendo que a > a  por hipd
tese, decorre que Zl e M, -~ hl = 21 y'a'q € M, pois de acordo
com as hipdteses temos ||y'A’Q|| & uma parcela limitada.

‘ Se qz(e,z) = £ a segunda parcela de v & do tipo
h,(t).q;(e,z) com h, € M_ e q,(e,z) continua no par (e,z).

Tomando %,(t) = - (a(t) - a,) > h, € ¥ . De modo ana
logo se qz(e,z) = e'" C e ~» q2(€,z) é continua no par (e,z).

A dltima parcela de v se comporta de forma andloga as
anteriores recordando-se que p(t,x) & limitada para t € J e
x € IR".

Assim v = - w(e) + h (t) q (e,2) + hy(t) qu(e,z) +
+ ha(t) qzle,z) com w(e) def. positiva, h, € M, e q.(e,z) con
finua no par (e,z). 1 = 1,2,3.

Desta forma o funcional v definido pela expressao
(5.2.3) satisfaz as hipGteses do Teorema 4.3 e consequentemen
te e =0, K=1, § = a,, N = BO é eventualmente uniformemen
te estavel e para cada r > 0, existe To > 0 tal que

2 2

2 .
lle(to)ll *(K(t,) - 1)7 + (E(t, ) - a )" + (n(t ) -

)2 < r2

_‘B

o

para qualquer ¢ > T+ e(t) > 0 e as fungoes K (t), E(t),

n(t) sao limitadas para t > t,

E claro que a conclusao supera as nossas expectativas,
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pois ela nos diz que, no tempo, a regiao na qual um comporta
mento satisfatdrio & obtido torna-se o espago inteiro.

Nao possuindo maiores informagoes sobre as fungoes des
conhecidas que descrevem a planta em controle, tal resultédo
talvez é o melhor que possa ser obtido.

Em particular, se q = a, € B = Bo entao todas as solg

coes e(t), K(t), £E(t) e n(t) sao limitadas e cada e(t)~ 0 quan

1;‘—>oo

.






APENDICE

DEFINIQOES

1 -v:0CcR"” + IR, Q aberto, & dita defdindda positiva se

satisfaz as condigOes:

(a) wv(x) & continua, bem como suas derivadas parciais.

(b) v(0) 0.

(c)] Para todox € Q, x # 0 temos wv(zx) > 0.

2 - v J xQ > IR, Q aberto, J = IR, & dita defindda positi

va se satisfaz as condigoes:

() v(t,0)

i
fn}

(bl wv(t,x) > w(x) para todo t € J e para todo z € Q: onde

w(x) satisfaz a definicao (1).

3 -¢: [0,0) » IR, pertence d classe K se satisfaz as condi

goes:

{al ¢(0) = 0.

(b} ¢ €& continua.
(c) ¢ & mondtona estritamente crescente.
Teonema:
Dado o sistema
x = flt,x) ' (1)
se f(t,0) = 0, f(t,x) & localmente Lipschitziana em x uniforme

mente em t e a solugao xz = 0 de (I) & uniformemente assintoti



camente estavel, logo existe ry > 0, K= K(r,) > 0, uma fungao
definida positiva b(r), uma fungao positiva c(r), ambas defini
das para r € Eb,pljg e uma fungao escalar v(t,x) definida e

n .
continua para t > 0, x € IR com |z| < r tais que:

13
(a) x| < v(t,z) < b(|z|)

(b) v(t,x) < - el|x]) vit,x)

A

- Jz| e (|z]|).
(c] Jou(t,x) - v(t,y)| < K |z - y]

para todo t > 0, z,y no R’ com |z

IA

rz: [ylil”l'
. - Vide referéncia bibliografica [3].

Lema:

Supomos f nas condigOes do teorema precedente, v & a

funcao dada no teorema, g : J x IR" > IR" & uma fungao qual
quer, e consideremos o sistema perturbado
x = f(tyx) + g(t,z). (II)

Logo, se verifica a desigualdade:

:L)(II)(t’x) < - cflx]l) vit,x) + Klg(t,x)]|.

D. - Referéncia bibliogrdfica [3].



[4]

(6]

ul

(8]
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