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Resumo

PENA, C. A. de C.. Estudo global de sistemas polinomiais planares no disco de Poincaré. 2015. 45
pp. Dissertacdo (Mestrado em Ciéncias — Matematica) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computa-
¢do (ICMC/USP), Sao Carlos — SP.

Dado um sistema diferencial no plano, muito se questiona sobre o comportamento de suas solugdes. Nas
vizinhancas dos pontos singulares existem ferramentas que nos indicam o tipo e a estabilidade estrutural
de cada um deles; sdo as chamadas formas normais. No entanto, o interesse vai mais além do conhecimento
local das solugoes em cada singularidade. Nesse trabalho apresentamos algumas ferramentas classicas da
teoria qualitativa das equacgdes diferenciais ordinarias empregadas na investiga¢édo global dos campos de
vetores polinomiais planares e as empregamos na investigacido de duas familias paramétricas de campos
quadraticos encontradas no estudo dos campos com hipérboles invariantes. Dentre as ferramentas estuda-
das destacamos a classificacdo local das solugées em pontos singulares elementares e semi-elementares e a
técnica de compactificagdo de Poincaré.

Palavras-chave: sistemas diferenciais polinomiais planares; curvas algébricas invariantes; compactifica-
cdo de Poincaré; classificacédo topoldgica local dos pontos singulares; retrato de fase global
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Abstract

PENA, C. A. de C.. Estudo global de sistemas polinomiais planares no disco de Poincaré. 2015. 45
pp. Dissertacdo (Mestrado em Ciéncias — Matematica) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computa-
¢do (ICMC/USP), Sao Carlos — SP.

Given a planar differential system, many questions are raised about the behavior of their solutions. In
the neighborhood of singular points there exist many tools which indicate their type and their structural
stability; they are known as normal forms. However, the interest goes beyond the local behavior in the
neighborhood of each singularity. In this dissertation we present some classical tools from the qualitative
theory of ordinary differential equations which are usually applied to the global investigation of planar
polinomial vector fields and we apply them to the investigation of two parametric families of quadratic
fields from the study of the vector fields with invariant hyperbolas. Among the studied tools we highlight
the local classification of the solutions around elementary and semi-elementary singular points and the

technique known as Poincaré’s compactification.

Key-words: planar polinomial differential systems; invariant algebraic curves; Poincaré’s compactifica-
tion; local classification of singular points; global phase portraits
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Introducao

Em muitas areas das ciéncias podemos encontrar as equacoes diferenciais ordinarias (EDOs), por exem-
plo na Astronomia, na Fisica e na Quimica, assim como nas Engenharias, Economia, Ecologia, Epidemi-
ologia e Neurociéncia; todas elas fazem uso das equacgodes diferenciais ordinarias para expressarem seus
fenémenos ou para modela-los. No entanto, durante algum tempo, a investigacdo das equacoes diferenciais
ordindrias estiveram voltadas para a busca de solucoes explicitas para tais equacoes diferenciais, porém
esse estudo se tornou inviavel, visto que muitas das solucdoes possuem expressoes muito complicadas ou
nem mesmo podem ser expressas por meio de fun¢des elementares. Henry Poincaré, no final do século
XVIII, prop6s uma abordagem diferente para o problema. Esta abordagem qualitativa ou geométrica para
a investigacdo das equacoes diferenciais ordinarias deu origem a teoria qualitativa das equacoes diferenci-
ais ordindrias.

A teoria qualitativa das equacgoes diferenciais ordindrias tem por objetivo a investigacido de propri-
edades inerentes as solugdes das equacgdes que definem o problema sem se preocupar com as possiveis
expressoes que tais solucoes venham a ter.

Um dos problemas pertencentes a essa teoria no plano é o de apresentar, para uma dada familia de
sistemas diferenciais, a classificacdo topolégica global de seus retratos de fase. Esta disserta¢ido tem por
objetivo contribuir com esta investigacgao.

Iniciamos esta dissertagfio com a apresentacgéo, no Capitulo 1, dos conceitos basicos das equacgoes dife-
renciais ordinarias e alguns resultados fundamentais dessa teoria, como o Teorema do Fluxo Tubular, que
nos possibilita conhecer o comportamento das solugées de uma EDO na vizinhanca de um ponto regular,
e o Teorema de Poincaré-Bendixson, que descreve o comportamento dos conjuntos limites de uma solugéo.
Apresentamos ainda nesse capitulo inicial, os conceitos de equivaléncia topolégica e conjugacio topolégica.

O Capitulo 2 foi dedicado ao estudo da estrutura local das solucdes proximas aos pontos singulares.
Iniciamos o capitulo com o estudo dos sistemas lineares planares, apresentamos o Teorema de Hartman-
Grobman e a teoria do indice de uma singularidade.

Para estudar o comportamento global das solugdes de um sistema de EDOs empregaremos a compactifi-
cacdo de Poincaré, técnica descrita no Capitulo 3. Dado um sistema de equacgdes diferenciais ordinarias no
plano, a esta associamos um campo de vetores X e, por meio da compactificacido de Poincaré, construimos
o campo compactificado de X na esfera S?, representada como a compactificacéo do plano euclidiano.

Utilizando a compactificacdo de Poincaré, no Capitulo 4, classificamos os retratos de fase de duas fa-
milias paramétricas de sistemas de equagdes diferenciais ordinarias. Ambas familias sdo parte da inves-
tigacdo sobre os sistemas quadraticos com conicas invariantes e foram propostas no trabalho de Oliveira,
Rezende e Vulpe [8] sobre as possiveis configuracoes de um sistema quadratico planar com pelo menos uma

hipérbole invariante.






Capitulo

1

Pré-requisitos

Neste capitulo serdo apresentados os resultados classicos e particularmente importantes para o desen-
volvimento da dissertagdo. Por fugir do objetivo principal do trabalho, muitos resultados sdo enunciados
sem demonstracgio e, apesar de serem mais gerais, sdo apresentados aqui para sistemas planares, centro
do nosso estudo.

1.1 Campos vetoriais e fluxos

Seja U < R% um aberto. Um campo vetorial de classe C*, 1 <% < oo ou & = w, em U é uma aplicacéo

X :U — R2 de classe C*, onde C® denota o conjunto das funcdes analiticas. Ao campo vetorial X associamos
a equacao diferencial

% =X(x). (1.1)

Uma solucao da equacéo diferencial (1.1) é, por definicdo, uma curva ¢ : I — U, onde I representa um
intervalo aberto da reta e ¢ satisfaz

do, .
E(t) =X (p(2)),

para todo ¢ € I. Esta curva recebe o nome de curva integral da equacio (1.1).
Geometricamente, se ¢ : I — U é solucéo de (1.1) entéo para cada #g € I, o vetor tangente ¢'(¢9) de ¢ em
to coincide com o vetor do campo X no ponto ¢(¢g), conforme a Figura 1.1.

(1)

/ A

@'(t) = X (p@®)

—r

A

Figura 1.1: Uma curva integral

Dado xg € U, se X(x¢) = 0 dizemos que x¢ € um ponto singular (ou ponto critico, ou singularidade)
da equagcéo diferencial (1.1), caso contrario xo € chamado de ponto regular.
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Se x¢ é uma singularidade entdo ¢ : R — U dada por ¢(¢) = x¢ é solugdo de (1.1). De fato, temos que
@' (t) = 0 = X(xg) = X(¢(t)). Vale observar que a reciproca é verdadeira, ou seja, se ¢(t) = xg é solucdo do
sistema (1.1), entéo xg € uma singularidade.

Uma solugéo ¢ é dita solucdo maximal de (1.1) se ¢ : I — U, com ¢(0) = x for solugéo de (1.1) e, além
disso, se @ :J — U é solucdo de (1.1), com I c J e w|; = ¢ entdo I = J e, consequentemente, 1 = ¢. Nesse
caso, o intervalo aberto I recebe o nome de intervalo maximal.

Se ¢ : I,y — U é solucdo maximal de (1.1), sua imagem y,, := {¢(¢);¢ € I} recebe o nome de trajetoria,
Orbita ou curva integral maximal.

Os préximos resultados resumem as principais propriedades das solucoes das equacgoes diferenciais e
suas demonstracoes podem ser encontradas em [12].

Teorema 1.1.1. Se X é um campo vetorial de classe C¥, com 1<k < oo ou k = w, entdo:

(i) (Existéncia e unicidade de solugdes maximais) Para cada xo € U existe um intervalo aberto 1o no qual

uma tnica solu¢do maximal @y, de (1.1) estd definida e satisfaz a condi¢do ¢,(0) = xo;

(it) (Propriedade de fluxo) Se y = @y (t) com t € Iy, entdo I, =1, —t=1{r—t:rely}e @,(s) =@y (t+s)
para cada s€1,;

(iit) (Continuidade com respeito a condicdo inicial) Seja QO = {(t,x) :x € U,t € I,.}. Entdo Q é um conjunto

aberto de R3 e ¢ : Q — R dada por ¢(t,x) = p.(t) é uma aplicacdo C*. Além disso, @ satisfaz
D1Dop(t,x) = DX (¢p(t,x))Dop(t,x),

para cada (t,x) € Q, onde D1 representa a derivada com respeito ao tempo, Do representa a derivada

com respeito a x, e DX é a parte linear do campo de vetores.
Definicao 1.1.2. A funcdo ¢ em (iii) é chamada de fluxo gerado pelo campo de vetores X.

Corolario 1.1.3. Seja X um campo vetorial de classe C* definido em U cR2. Se x € U e I, = (w_(x),w+(x))
€ tal que w(x) < co entdo @,(t) tende a 0U quando t — w.(x), isto é, para todo compacto K c U existe

e=€e(K)>0tal que se t € [wi(x) —€,w(x)) entdo p,(t) ¢ K. Resultado andlogo vale para w_(x).

Proposicao 1.1.4. Se U = R2e |X(x) <c para todo x € R2, entdo I, = R para todo x € R2,

1.2 Equivaléncia topolégica e conjugacao topolégica

E comum em matematica buscarmos formas de comparar dois objetos dentro de uma determinada teo-
ria. O objetivo, quando comparamos tais objetos, é o de relacionar o comportamento dos elementos centrais
dessa teoria. Em equacoes diferenciais temos como objetos os sistemas de equagdes e como elementos cen-
trais suas solugdes ou orbitas. Nosso objetivo agora é buscar mecanismos que nos permitam encontrar a
relacdo existente, num certo sentido, entre as solugdes de um sistema de equagdes. Para isso definimos
duas relagdes no conjunto de todos os campos de vetores diferenciaveis no plano.

Denote por Z*(U,R?) o conjunto de todos os campos de vetores de classe C*, 1 <k < oo ou w, definidos
no aberto U c R2.

Definicao 1.2.1 (Equivaléncia topolégica). Dados dois campos X1 € X kU, R2) e Xg € XH(Us,R2), dizemos
que X1 é topologicamente equivalente (respectivamente C*-equivalente) a Xo se existir um homeomorfismo
(respectivamente um Ck-difeomorﬁsmo) h : U1 — Uz que leva orbitas de X1 em orbitas de Xo mantendo
a orientagdo, ou seja, se p € Uy e y}, é uma orbita orientada de X1, entdo h(yll,) é orbita orientada de
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Xo passando por h(p). A aplicacdo h que satisfaz tal condi¢cdo é chamada de equivaléncia topologica
(respectivamente C*-equivaléncia topolégica) entre X1 e Xo. Diremos que X1 e Xa sdo topologicamente

equivalentes.

Definicédo 1.2.2 (Conjugacéo topolégica). Sejam ¢1: Q1 — R% e ¢ : Qg — R? fluxos gerados por X e X,
respectivamente. Dizemos que X1 e X sdo topologicamente conjugados (respectivamente C*-conjugados) se
existir h : Uy — Us homeomorfismo (respectivamente C*-difeomorfismo) tal que h(¢p1(¢,x)) = @a(t,h(x)) para
cada (¢,x) € Q1. O homeomorfismo (respectivamente C*-difeomorfismo) h recebe o nome de conjugacdo

topologica (respectivamente C*-conjugacdo topolégica).
Proposicao 1.2.3. Sobre conjugacdo e equivaléncia topolégicas, temos:
(i) Toda conjugacdo topolégica é uma equivaléncia topoldgica;
(ii) Equivaléncia topoldgica e conjugacgdo topoldgica sdo relagoes de equivaléncia;

(iiti) Sejam X1:U; — R2 e Xg:Us — R2 campos de vetores de classe Ckehn: U1 — Uy um difeomorfismo de

classe Ck, com k = 1. Entdo h serd uma conjugacdo topologica entre X1 e X se, e somente se,

Dh,X1(p) =X2(h(p)), para cada p € Us. (1.2)

Observacao 1.2.4. Usaremos os conceitos de equivaléncia topolégica e conjugacgdo topologica também para
sistemas de equacgées. Diremos que dois sistemas de equacoes sdo topologicamente equivalentes (conjugados)

quando os campos associados a eles forem tologicamente equivalentes (conjugados).

1.3 Reparametrizacao do tempo

Nesta se¢do apresentaremos o conceito de reparametrizagdo do tempo em um sistema diferencial. Tal
reparametrizacio funciona como uma equivaléncia topolégica entre tais sistemas e é muitas vezes empre-

gada por permitir obter um novo sistema que seja mais facil de analisar do que o original.

Definicéo 1.3.1. Uma funcdo [ :U — R2 é dita de classe CY, ou apenas c' se f for continua e sua derivada

também for continua.

Sejam f : U — R? uma funcéo C' e g: U — R uma funcéo C' e positiva, ou seja, g(x) > 0 para todo x em

U. Considere as equacoes diferenciais
i=f(x) e x=gl)f(x). (1.3)

Existe alguma relac¢do entre os sistemas de equagdes dados em (1.3)? O préximo resultado nos mostra

que ambos sistemas sdo topologicamente equivalentes.

Proposicao 1.3.2 (Reparametrizacdo do tempo). Se J < R é um intervalo aberto contendo a origem e y :

J — R? é uma solucdo da primeira equacdo diferencial de (1.3) com y(0) = x € U, entdo a funcdo B:J — R

B t—l d
(t)_fo 2o ™

é inversivel sobre sua imagem K cR. Se p:K — J é a inversa de B, entdo a igualdade

dada por

0'(s) = g(y(p(s))),
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é vdlida para todo s € K, e a funcdo o : K — R% dada por o(s) = y(p(s)) é solucdo da segunda equacdo

diferencial de (1.3) com condicdo inicial o(0) = x.

Demonstracdo. Como o quociente de duas fungées continuas é uma funcio continua, exceto no conjunto dos
zeros da funcéo no denominador, segue que a funcéo s — 1/g(y(s)) é continua em oJ. Assim, B esta definida
em J e sua derivada é dada por

t 1 ! 1
B'(t) = ds| = 0, todo t € J.
® (fo g(y(s)) s) gly@®) #0, paratodote

Logo, pelo Teorema da Funcao Inversa, B é inversivel sobre sua imagem K c R. Seja p sua inversa, para
cada s € K temos

1
= m —g(Y(P(S))),
a'(s) =y(p(s)) =y'(p(s)p’(s)

= Fly(p(sN)gly(p(s))) = f(a(s)g(a(s)).

p'(s)

Portanto, o é solucéo do segundo sistema em (1.3) e 0(0) = y(p(0)) = y(0) = x9, pois B(0) = 0 implica
p(0)=0. O

Pela Proposigédo 1.3.2, conclui-se que o retrato de fase dos sistemas em (1.3) sdo topologicamente equi-
valentes, ja que todas as érbitas o sio.

A reparametrizacdo de um sistema de equacgdes diferenciais pode ser empregada para simplificar a
expressdo de um sistema relativamente complicado (veja o Exemplo 1.3.3). Vale ressaltar que no estudo
qualitativo das equagdes diferenciais ndo estamos buscando as expressoes explicitas de uma ou mais solu-
¢oes de uma equacio.

Exemplo 1.3.3. Considere o sistema

ky . —kx

PR L. A
x2+y%’ x2+y%’

(1.4)
onde k # 0, que estd presente em [7]. Esse sistema ndo estd definido para x =y = 0. Afirmamos que o sistema
(1.4) pode ser reescrito de uma forma mais simples.

De fato, note que f :R? — R, definida por f(x1,x2) = x% +x§, assume valores positivos em R? e é C®. Logo,

pela Proposicdo 1.3.2, temos que o sistema

k=-x2-y2+ky, y=—kx, (1.5)

é topologicamente equivalente ao sistema (1.4). No Capitulo 3 apresentamos o estudo completo deste sistema.

1.4 Retrato de fase

Dado X : U — R% um campo de vetores, chamamos de retrato de fase de X a decomposicéo de U em
orbitas de X. Para representar o retrato de fase de um sistema de equacoes, desenhamos um conjunto
de érbitas significativas em U e em cada érbita colocamos uma flecha que indica o sentido de y, em U a
medida que ¢ cresce.

A fim de esbocar o retrato de fase de um sistema, quanto mais informacgdes soubermos sobre o campo
de vetores associado, mais preciso sera o retrato de fase desse campo.

O préximo resultado caracteriza o comportamento das solugdes maximais de um campo de vetores C”.
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Teorema 1.4.1. Se ¢ : I — R? é uma solu¢do maximal do sistema associado ao campo de vetores X, de classe

C", entdo vale uma das seguintes afirmacoes:
(i) ¢ é uma bijecdo sobre sua imagem.
(it) I =R, ¢ é uma funcdo constante, e y, é um ponto.

(iit) I =R, ¢ é uma fungdo periédica de periodo minimo 7 (isto é, existe uma valor T > 0 tal que p(t+1) = @p(t)
para cada t€R, e p(t1) # p(t2) se |[t1 —ta| < 1).

A demontracédo do Teorema 1.4.1 pode ser encontrada em [4], p. 4-5.

Agora vamos entender como é o comportamento local dos pontos regulares, ou seja, dos pontos x € U tal
que X(x) #0. O Teorema 1.4.2, conhecido como Teorema do Fluxo Tubular nos dara tal informacao.

Sejam X : U — R2 um campo de vetores de classe C* em U c R? e A c R subconjuntos abertos. Uma
aplicacdo f : A — U de classe C* é chamada secéio transversal local de X quando para cada a € A, f'(a)
e X(f(a)) forem linearmente independentes. Seja X = f(A) com a topologia induzida. Se f : A — Z for um
homeomorfismo (isto €, f é um mergulho) dizemos que Z é uma secao transversal de X.

Teorema 1.4.2 (Fluxo Tubular). Seja p um ponto regular do campo de vetores X : U — R? de classe C¥,
coml<sk<ooouk=uw, eseaf:A— 3 uma secdo transversal de X de classe C* com f(0) = p. Entdo,
existem uma vizinhanca V de p em U e um difeomorfismo h: V — (—¢,e) x B de classe C*, onde ¢ >0 e B é

um intervalo aberto com centro na origem tal que
(i) h(ZnV)={0}xB;

(ii) h é uma C*-conjugacdo entre X|y e o campo de vetores constante Y : (—¢,e) x B — R2 definido por
Y =(@1,0). Veja a Figura 1.2.

Figura 1.2: Teorema do Fluxo Tubular

Demonstragdo. Seja ¢ :Q — U o fluxo de X. Seja F : Q4 ={(t,u) : (t,f(w)) € Q} — U definida como F(t,u) =
¢(t,f(u)), tal que F aplica linhas paralelas em curvas integrais de X. Provaremos que F é um difeomor-
fismo local em 0 =(0,0) € R x R. Pelo Teorema da Func¢édo Inversa é suficiente suficiente mostrar que DF(0)
é um isomorfismo. Temos que

d
D1F(0)= a(p(t,f(o))lt:o =X(¢(0,p)) = X(p),

e DaF(0)=D1f(0) porque ¢(0,f(w)) = f(u) para todo u € A. Assim, os vetores D1F(0) e DaF(0) sdo linear-
mente independentes em R% e DF(0) é um isomorfismo.

Pelo Teorema da Funcédo Inversa, existem € > 0 e uma vizinhanca B em R em torno da origem tal que
Fl(—¢c)xp é um difeomorfismo sobre o conjunto aberto V = F((-¢,¢) x B). Seja h = (FI(_e,e)xB)_l. Entao,
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R(ZNV) = {0} x B, uma vez que F(0,u) = f(u) € X para todo u € B, o que prova (i). Por outro lado, A1
conjuga Y =(1,0) e X:

DA Y(t,w)Y (¢,u) = DF(¢,u)(1,0) = D1 F(t,u) = X(¢(t, f (w)))
= X(F(t,u)) = X(h"(t,u)),

para cada (¢,u) € (—€,€) x B. O

O Teorema 1.4.2 nos diz que localmente, o comportamento do campo de vetores numa vizinhanca de um
ponto regular é semelhante ao de retas paralelas.

Corolario 1.4.3. Se v é uma solu¢Go maximal de um sistema diferencial associado a um campo de vetores

X de classe C” e y ndo é um ponto singular, entdo y é CT difeomorfo a R ou S'.

Uma classe de sistemas diferencias amplamente discutida e estudada é a familia dos sistemas diferen-
ciais polinomiais no plano. Dirigimos, agora, nossa atencéo a essa classe.
Um campo vetorial planar X é dito polinomial se X (x,y) = (P(x,y),Q(x,y)), com P e  polindmios.

Ao sistema

x=P(x,y), (16)

¥ =Q(x,y),
chamamos de sistema diferencial polinomial.
Outro elemento que nos ajuda no esbogo do retrato de fase de um sistema (1.6) séo as curvas algébricas

invariantes em relagédo ao fluxo.

Definicao 1.4.4. Seja f € Clx,y] ndo identicamente nula. A curva algébrica f(x,y) =0 é uma curva algé-
brica invariante do sistema (1.6) se para algum K € Clx, y]
of  of

O polinémio K é chamado de cofator da curva algébrica f = 0.

Em outras palavras, a Definicdo 1.4.4 diz que se y é uma curva algébrica invariante de (1.6) e se ¢ é
uma solucéo de (1.6) com ¢(0) = pg € y, entdo ¢ C v, isto é, toda érbita que comeca em um ponto de uma

curva algébrica invariante permanece nela para todo tempo.

Observacao 1.4.5. Observamos que escrever ¢ C y é um abuso de notagdo, jd que ¢ ndo representa um

conjunto e sim uma funcdo. Implicitamente estamos dizendo que ¢(t) € y para todo t € I.

Definicéo 1.4.6. Seja U um subconjunto aberto de R%. Dizemos que uma funcdo ndo constante H:U — R é
uma integral primeira do sistema (1.6) sobre U se H(x(t), y(t)) é constante ao longo das solugoes (x(¢),y(t))

de (1.6) contidas em U, ou seja, toda trajetéria de X, contida em U pertence a uma curva de nivel de H.

Em outras palavras, dizer que H : U — R, com H e U como na Definicédo 1.4.6, é uma integral primeira
do sistema (1.6) é equivalente a

0H 0H
XH=P—+@Q— =0.
Ox Oy
Exemplo 1.4.7. Considere o sistema
3 2
a‘c=—%—zxy, y=—a—xy+yz- (1.8)
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O sistema (1.8) aparece na investigacdo dos sistemas quadrdticos com hipérboles invariantes presentes

em [8]. Tal sistema possui duas hipérboles invariantes:
fil,y)=a+xy=0 e falx,y)=a-x>+xy=0,
cujos cofatores sdo Ki(x,y) = —x —y/2 e Ko(x,y) = —y/2, respectivamente.

Observacao 1.4.8. Recordamos que uma hipérbole é uma curva planar cujos pontos satisfazem a seguinte
propriedade: o médulo da diferenca entre as distdncias de qualquer ponto da hipérbole a dois pontos fixos é
constante e menor que a distdncia entre eles.

De acordo com este conceito, hipérbole é uma cénica irredutivel e, a menos de uma mudanca de coorde-

nadas lineares ou uma rotacgdo, ela pode ser escrita de uma das seguintes formas, com a # 0:
(i) a+bx+cy+2xy=0;
(it) a+bx+cy+2x(x—y)=0;e

(iii) a+bx+dy+2y(x—y)=0.

1.5 Teorema de Poincaré-Bendixson

Sejam U < RZ um conjunto aberto e X : U — R? um campo de vetores de classe C*, com 1 < £ < oo ou
k =w. Seja ¢(t) = ¢(t,p) = ¢,(t) uma curva integral de X passando pelo ponto p e definida no intervalo

maximal I, = (w_(p),w.(p)). Se w,(p) = oo, definimos
w(p)=1{q €U : existe {¢,}, com ¢, — oo e p(t,) — q, quando n — oco}.
Da mesma forma, se w_(p) = —oo definimos
a(p)={qgeU: existe {t,}, com t, — —c0 e ¢(t,) — q, quando n — oc}.

Os conjuntos w(p) e a(p) sdo chamados de w-limite e a-limite de p, respectivamente.

Exemplo 1.5.1. Seja y uma orbita periddica associada a curva integral ¢. Neste caso, w(p) = a(p) =17,
para todo p €y. De fato, sejam T o periodo de vy e p um ponto em y. Considere as sequéncias ty +nt, onde
neNe @(tg) = p. Temos que @(to +nt) = p, para todo n. Assim, y < w(p). Seja q € w(p) tal que q ¢y. Sendo
{q} um conjunto fechado e y compacto, a distdncia entre eles serd positiva, impossibilitando que exista a

convergéncia de pontos de y para q, portanto w(p) cy. De forma andloga mostramos que a(p) =17y.

O préximo teorema resume as principais propriedades sobre os conjuntos w-limite e a-limite. Sua

demonstracéo pode ser encontrada em [12].

Teorema 1.5.2. Seja X : U — R% um campo de vetores de classe C* definido no aberto U de R2 e r*(p) =
{o(t,p) : t = 0} (respectivamente Yy~ (p) = {p(¢,p) : t < 0}) a semi-6rbita positiva (respectivamente, semi-orbita
negativa) do campo de vetores X pelo ponto p. Se y*(p) (respectivamente y~(p)) estd contida em um subcon-

junto compacto K c U, entdo
(1) w(p)# @ (respectivamente a(p));

(it) w(p) é compacto (respectivamente a(p));
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(ii1)

(iv)
(v)

w(p) é invariante por X (respectivamente a(p)), isto é, se q € w(p), entdo uma curva integral passando

por q estd contida em w(p);
w(p) é conexo (respectivamente a(p));

Se w(y) c y (respectivamente a(y) c y), entdo w(y) =Y, e y serd ou uma orbita periédica ou um ponto

singular.

Demonstracao. (i) w(p)# @. Considere uma sequéncia t,, com ¢, — oo, e n € N. Por hipétese temos que

(ii)

(ii1)

(iv)

(v)

{p(ty)} c K. Como K é compacto existe uma subsequéncia ¢(t,,) que converge para um ponto q € K.
Por definigéo, g € w.

w(p) é compacto. Temos que w(p) c y*(p) c K, logo w(p) é limitado. Basta mostrar que w(p) é
fechado. Considere g, — q, com ¢, € w(p), para todo n € N. Provaremos que g € w(p). Como g, € w(p),

existe para cada g, uma sequéncia {t(,z)} tal que t(,z) —ooe (p(t(,z),p) — ¢, quando m — oco. Para cada

sequéncia {t(,z)} nés escolhemos um ponto ¢, = m(n)

> n tal que d(¢(t,,p),qn) < 1/n. Entéo, temos que
d(p(tn,p),q) =d(@(tn,p),qn) +d(qn,q) <ln+d(gn,q).

Portanto, segue que d(¢(¢,,p),qn) — 0 quando n — oo, isto é, ¢(t,,p) — q. Como ¢, — co quando

n — oo, temos que q € w(p).

w(p) é invariante sobre X. Seja q € w(p) e seja ¥ : I(q) — U uma curva integral de X passando pelo
ponto q. Seja q1 = ¢(to,q) = w(ty). Provaremos que q1 € w(p). Como q € w(p), existe uma sequéncia
{tn} tal que ¢, — oo e p(t,,p) — q quando n — co. Como ¢ € continua, segue que

ql = (P(tO,q) = (p(tO,hm(p(tn,p))
=lim@(¢g,¢(ty, p)) =lime(to + ¢y, p).

Temos que a sequéncia {s,} = {to+¢,} é tal que s, = co e ¢(s,,p) — g1 quando n — oo, isto €, q1 € W(p).

w(p) é conexo. Suponha que w(p) néo seja conexo. Entdo w(p) = AUB, onde A e B sdo fechados, néo
vazios e ANB # @. Como A # ¢, existe uma subsequéncia {t/n} tal que t’n —o0oe (p(t/n) — a € A quando
n — oco. Da mesma forma, como B # @, existe {t/,;} tal que t/,; —ooe (p(t’,’l) — b € B quando n — oo.
Podemos construir uma sequéncia {¢,} tal que ¢, — co quando n — oo e tal que d(p(t,),A) <d/2 e
d(@(ty+1,A)) > d/2 para cada n impar. Como a funcio g(¢) = d(¢(¢),A), para t, <t < t,41 para todo
n impar, é continua, e g(t,) < d/2 e g(t,+1) > d/2, segue (pelo Teorema do Valor Intermediario) que
existe {t}}, com ¢, <t) <t,+1 tal que
. . @

8(t,) =d(p(t),)) = 3"
Como a sequéncia {¢(¢;,)} estd contida no conjunto compacto @ = {x € U;d(x,A) = 1/2}, possui uma
subsequéncia convergente, que a denotamos por {¢(z;*)}. Seja p* =lim¢(¢;*). Entédo, p* € w(p). Mas
p*¢A, poisd(p*,A)=d/2>0e p* ¢B, poisd(p*,B)=d(A,B)-d(p*,A)=d/2, o que nos leva a uma
contradicao.

Se w(y) cy entado w(y) =y. Seja q €y, temos que w(qg) < w(y) Cy e por (ii) temos que y < w(q), logo
q € w(y), o que prova (v).
O

O préximo teorema, conhecido como Teorema de Poincaré-Bendixson, caracteriza os conjuntos w-limite

e a-limite de um ponto p para campos de vetores definidos em R2.
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Teorema 1.5.3. Seja ¢(t) = ¢(t,p) uma curva integral de X definida para todo t = 0, tal que y; estd contida
em um compacto K c U c R2. Assuma que o campo de vetores X tenha um niimero finito de singularidades

em K. Entdo, vale uma das seguintes afirmacées:
(i) Se w(p) contém apenas pontos regulares de X, entdo w(p) é uma 6rbita periédica de X;

(it) Se w(p) contém ambos pontos regulares e singularidades de X, entdo w(p) é formado por um conjunto
de érbitas regulares de X e de singularidades tal que cada uma das érbitas tende a uma singularidade

de w(p), quando t — +oo;
(iii) Se w(p) ndo contém pontos regulares de X, entdo w(p) é uma tnica singularidade de X.

Também obtemos resultados andlogos aos do Teorema 1.5.3 para a(p) se supusermos que y,, estd contida

em um compacto K c U c R2.
Para a demonstracdo do Teorema 1.5.3 faremos uso de quatro lemas.

Lema 1.5.4. Se p € Znw(y), sendo X uma secdo transversal a X e y = {¢p(t)} uma orbita de X, entdo p pode

ser expresso como limite de uma sequéncia de pontos, ¢(t,), de Z, onde t, — oo.

Lema 1.5.5. Seja X uma se¢do transversal a X contida em A. Se y é uma drbita de X e p € 2Ny, entdo

y;; ={p(t, p);t > O} intercepta Z numa sequéncia monotona Pi1,P2,...,Pn;---

Lema 1.5.6. Se X é uma se¢do transversal ao campo X e p € A, entdo Z intercepta w(p) no mdximo em um

ponto.

Lema 1.5.7. Sejam p € A, com y* contida num compacto, e y uma orbita de X com y < w(p). Se w(p) contém

pontos regulares entdo y é uma orbita fechada e w(p) =7y

Demonstracdo do Teorema 1.5.3. Seja q € w(p) um ponto regular de X. Assim, y; < w(p). Uma vez que
w(p) é compacto, temos que w(y,) # @. Segue imediatamente do Lema 1.5.7 que w(p) = y, é uma érbita

periédica, o que prova o item (7). Ver Figura 1.3.

P

w(p)=7v4q

Figura 1.3: Caso (i) do Teorema 1.5.3

Sob as hipéteses do item (ii), seja y uma 6érbita regular contida em w(p). Entéo, pelo Lema 1.5.7 e por
a(y) e w(y) serem ambos conexos, segue que a(y) e w(y) sdo ambos pontos singulares do campo X. Note que
X tem apenas um numero finito de singularidades em w(p). Ver Figura 1.4.

Assumindo que w(p) ndo contém pontos regulares de X, temos que, como w(p) é conexo e X tem apenas
um numero finito de singularidades em w(p), entao w(p) é um tnico ponto, que é uma singularidade de X.
Ver Figura 1.5. O

Pelo Teorema da Curva de Jordan, uma curva fechada simples y (isto é, y : [0,1] — R2, ¥(0) = y(1),
injetiva) divide o plano em duas componentes conexas, uma limitada e outra ilimitada. Chamaremos de
interior de y e denotaremos por Int(y) a componente conexa limitada por y.

Uma importante aplicacdo do Teorema 1.5.3 é o Teorema 1.5.8 a seguir. Esse resultado nos diz que no
interior de uma 6rbita periédica de X, sempre haverd uma singularidade do campo.
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w(p)=y1Uy2U{p1}

p

()

Figura 1.4: Caso (ii) do Teorema 1.5.3

w(p)

Figura 1.5: Caso (iii) do Teorema 1.5.3

Teorema 1.5.8. Seja X um campo vetorial de classe C* definido em um conjunto aberto U de R?. Se v é

uma 6rbita fechada de X tal que Int(y) c U entdo existe uma singularidade de X contida em Int(y).

As demonstragdes dos Teoremas 1.5.3 e 1.5.8 podem ser encontradas em [4].



Capitulo

2

Estrutura local em pontos singulares

No Capitulo 1 apresentamos o Teorema do Fluxo Tubular, que descreve o comportamento local das solu-
¢oes de um sistema de equagoes diferenciais numa vizinhang¢a de um ponto regular do sistema diferencial.
Um trabalho mais complexo esta em caracterizar o comportamento das solugées numa vizinhanca de um
ponto singular. Neste capitulo apresentamos resultados que caracterizam localmente as soluc¢des de um sis-
tema de equacdes diferenciais de acordo com o tipo topolégico do ponto singular. Destacamos o Teorema de
Hartman-Grobman, que descreve o comportamento das solugoes préximas a singularidades hiperbdlicas.

Esse teorema nos motivou a estudar os sistemas lineares planares.

2.1 Equacoes lineares

Os sistemas de equacées diferenciais lineares com coeficientes constantes tém seu comportamento bem
conhecido. E possivel inclusive encontrar as expressoes das solucoes de sistemas lineares analisando so-

mente a matriz associada ao sistema.

Considere o sistema linear planar dado por

x=ax+by,
(2.1)
y=cx+dy.
Também podemos escrever o sistema (2.1) como x = Ax, onde
a b
A=
c d
e dizemos que a matriz A é a matriz associada ao sistema (2.1).
Exemplo 2.1.1. Considere o sistema
xX=x, y=y, (2.2)

cuja matriz associada ao sistema é a matriz identidade. Utilizando a nota¢do matricial, podemos reescrever

B 90)

13

esse sistema como
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O fluxo de (2.2) é dado por
@: Rx R% - R

(t,(x,5)) — (xe’, ye').

Antes de prosseguir com a discussio sobre sistemas lineares, vamos fixar a nota¢do que empregaremos

Az(j g).

Denotamos por § = detA e p = trA o determinante e o traco da matriz A, respectivamente. Além disso,

neste capitulo. Considere a matriz

utilizamos, como é comum na literatura, a letra I para representar a matriz identidade de ordem dois.
Todos os detalhes sobre o estudo de sistemas lineares podem ser encontrados em [3] e [12].
Suponha que § # 0 (esta condi¢do nos diz que os autovalores sdo ambos néo nulos) e seja

p(A) = det(A —AI) = A% —trA + det AA,
conhecido como polinémio caracteristico associado ao sistema (2.1). Temos trés possiveis conjuntos solucoes

para a equacédo p(1) =0:

(i) Duas raizes reais e distintas: 1; e 13. Neste caso podemos encontrar uma base 98 = (v1,v2) do plano

de forma que a matriz A nesta base seja dada por

A 0
mg=(1 }

0 A2

O fluxo do sistema associado & matriz [A]g é

¢: RxRZ-R

(t,(x,y)) — (xeMt!, ye'2?),

e os possiveis retratos de fase para o caso (i) sdo dados pela Figura 2.1.

No¢ atrator Sela N6 repulsor
A1<2<0 A1 <0< 2 0<Ai1 <A

Figura 2.1: Possiveis retratos de fase para o caso (i)

(ii) Se A1 =9 = A, temos os casos:

(ii.a) Se a multiplicidade geométrica de A é 2, podemos encontrar uma base % = (v1,v2) do plano
de forma que a matriz A nesta base seja dada por

A0
Alg = .
[Alz (0 /1)

O fluxo do sistema associado 4 matriz [A]» neste caso tem a mesma expressdo encontrada no item

@.
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(ii.b) Se a multiplicidade geométrica é 1, podemos encontrar uma base 28 do plano, formada por

autovetores generalizados i e U obtidos da seguinte forma:
Au=Aui e Av=u+AvU, {u,v} sendolinearmente independente.

A matriz A nessa nova base é

A1
Al =
[Alz (0 /1),

e neste caso, o fluxo do sistema associado 4 matriz [A]g é dado por
¢: RxRZ-R

(¢, (x, ) — ((x + yt)e, yet?).

Os possiveis retratos de fase para o caso (ii) sdo mostrados na Figura 2.2.

E, E, E, Ey

K
X
:
@

(a) (b) (c) (d)

Figura 2.2: Os retratos de fase (a) e (b) dizem respeito ao caso (ii.a) e os retratos de fase (c) e (d) dizem
respeito ao caso (ii.b)

(iii) As raizes sdo complexas e conjugadas: A1 = a + fi e A1 = a — fi. Neste caso, podemos encontrar uma
base 2 = {u, 0} tal que A(i —iU) = (a + Bi)(@ — i¥). A matriz A nessa nova base é

_|® P
[A]@—(ﬁ a)'

O fluxo do sistema associado a matriz [A]g neste caso é dado por
@:Rx R? - R
(t,(x,5)) — e (xcos Bt — ysen Bt, y cos Bt + x sen ft)
e os possiveis retratos de fase para o caso (iii) sdo dados na Figura 2.3.

Da Algebra Linear sabemos que, dada uma matriz A de ordem dois qualquer, podemos encontrar uma
matriz P dada pelos autovetores associados a A tal que [Alg = P~1AP, onde [Alg = J é a forma canénica
de Jordan para a matriz A. A matriz J tem uma das formas apresentadas nos itens (i), (ii) e (iii).

Definicéo 2.1.2. Sejam x — Ax e x — Bx campos de vetores lineares em R2. Estes campos, seus respectivos
fluxos ¢ e Y ou seus sistemas de equacdes lineares associados sdo ditos conjugados se existe uma bije¢do

h:R? — R? chamada de conjugagdo tal que para todo t € R tem-se
h(p(t,x)) = yp(t,h(x)).

Se h é, respectivamente, um isomorfismo linear, um C*-difeomorfismo e um homeomorfismo, dizemos que os
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Foco étrator Foco étrator Centro Linear
a<0,6<0 a<0,6>0 a=0,6>0

Centro Linear Foco fepulsor Foco fepulsor
a=0,6<0 a>0,6<0 a>0,6<0

Figura 2.3: Os retratos fase para o caso (iii)

sistemas sdo linearmente conjugados, C*-diferencialmente conjugados e topologicamente conju-
gados.

Proposicao 2.1.3. A transformacdo linear h : x — Cx é uma conjugacdo linear entre x — Ax e x — Bx se, e
somente se, a matriz C satisfaz CA = BC.

A Proposicao 2.1.3 nos diz que uma matriz qualquer e sua forma canénica de Jordan sdo linearmente
equivalentes. Como fizemos um estudo das possiveis formas que a matriz de Jordan de uma matriz de
ordem dois pode ter, apresentando seus fluxos e retratos de fase, o estudo para os sistemas lineares com
coeficientes constantes esta completo.

Exemplo 2.1.4. Considere o sistema linear

[)-690)

que tem uma tnica singularidade na origem. Os autovalores associados & matriz do sistema sGo A1 =5 e

Ao = —1. Assim, o sistema (2.3) é linearmente equivalente ao sistema que tem a matriz associada

b 3

Dessa forma, de acordo com a classificacdo feita acima, a origem é um ponto de sela e seu retrato de fase é

topologicamente equivalente ao retrato de fase na Figura 2.1(sela).

2.2 Teorema de Hartman-Grobman

Seja p uma singularidade de X = (P,Q), onde X é um campo vetorial planar de classe C*. Dizemos que

oP oP
G—(P) G—(P)
DX(p)=|ag Q|

a(p) a(p)
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é a parte linear do campo de vetores X na singularidade p.
Definicao 2.2.1. Sejam X um campo de vetores e p uma singularidade de X. Dizemos que:
(i) p é uma singularidade na@o-degenerada se DX (p) ndo possui autovalor nulo;
(it) p é uma singularidade hiperbolica se os autovalores de DX (p) possuem parte real diferente de zero;
(iii) p é uma singularidade semi-hiperbdlica se exatamente um autovalor de DX (p) é igual a zero;
(iv) p é uma singularidade nilpotente se ambos os autovalores de DX (p) sd@o nulos, mas DX (p)#0;
(v) p é uma singularidade linearmente zero se DX (p) =0;

(vi) p é chamada de centro, se existe uma vizinhanca de p contendo apenas orbitas periédicas, exceto pelo
ponto p. A singularidade do tipo centro é dita ser um centro linear se os autovalores de DX (p) sdo

autovalores imagindrios puros.

As singularidades hiperbdlicas e semi-hiperbélicas também sdo chamadas de singularidades elemen-
tares e semi-elementares, respectivamente.

O préximo teorema nos diz qual é a estrutura local das singularidades hiperbélicas. A demonstracéo do
Teorema 2.2.2 pode ser encontrada em [3].

Teorema 2.2.2 (Hartman-Grobman). Sejam X : U — R? um campo vetorial de classe C* e p uma singu-
laridade hiperbélica. Entdo, existem vizinhancas W de p e V de 0 em R2 tais que X|w é topologicamente
conjugado a DX (p)ly.

O Teorema de Hartman-Grobman descreve o comportamento das solugdes de um sistema de equacgoes
diferenciais da forma (1.1) na vizinhanca de uma singularidade hiperbélica. O préximo exemplo mostra
como esse teorema pode ser aplicado.

Exemplo 2.2.3. Considere o sistema

x3 3

. . y
=—X——— 2 = . ( '4)
x=-x seny, y=y 2

A origem é uma singularidade para esse sistema e sua parte linear é descrita pela matriz
-1 -2
DX(0)= .
0 1

Os autovalores de DX(0) sado —1 e 1. Logo, a origem é uma singularidade hiperbdlica e, pelo estudo feito
sobre sistemas lineares, a origem do sistema associado a matriz DX(0) é um ponto de sela. O Teorema
2.2.2 nos garante que as solucgdes do sistema (2.4) s@o localmente topologicamente conjugadas as solugdes

do sistema x = DX (0)x. Assim, a origem do sistema (2.4) é uma singularidade do tipo sela.

2.3 Singularidades semi-hiperbdlicas

Continuando o estudo da estrutura local dos pontos singulares, ou seja, o estudo sobre o comportamento
das solugdes de um sistema diferencial planar na vizinhang¢a de um ponto singular, vamos analisar agora
as singularidades semi-hiperbdlicas. Andronov et al. [2] estabeleceram um resultado que nos ajuda a
identificar o comportamento na vizinhanca de tais pontos singulares e o apresentamos no préximo teorema.

Sua demonstragéo pode ser encontrada em [2], p. 340-346.
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Teorema 2.3.1 (Singularidades Semi-hiperbélicas). [2] Seja (0,0) uma singularidade isolada do campo de

vetores X dado por

x=Ax,y),

(2.5)

y=Ay+B(x,y),
onde A e B sdo analiticas em uma vizinhanca da origem com A(0,0) = B(0,0) = DA(0,0) =DB(0,0)0=0e¢
A>0. Seja y = f(x) solugdo da equacgdo Ay + B(x,y) = 0 em uma vizinhanca do ponto (0,0), e suponha que
a fungdo g(x) = Ax,f(x)) seja da forma g(x) = amx™ +0(x™), onde m =2 e a,, #0. Entdo, sempre existe
uma curva analitica invariante, chamada variedade instdvel forte, tangente em 0 ao eixo-y, no qual X é
analiticamente conjugado a

y=2y,
que tem um comportamento repulsor, pois A > 0. Além disso, vale uma das seguintes afirmacoes.

(i) Se m é impar e an, <0, entdo (0,0) é uma sela topologica (veja Figura 2.4(a)). Tangente ao eixo-x
existe uma tnica curva invariante C*, chamada variedade central, na qual X é C*°-conjugado a

&= —x"(1+ax™), (2.6)

para algum a € R. Se esta curva invariante é analitica, entdo o campo X é C”-conjugado a (2.6). O
sistema X é C*°-conjugado a
&=—-x"(1+ax™ ),

y=2y,

e é CO-conjugado a

(it) Se m é impar e a,, > 0, entdo (0,0) é um no topoliogico instavel (ver Figura 2.4(b)). Cada ponto
ndo pertencente ¢ variedade instdvel forte pertence a uma curva invariante C*®, chamada variedade

central, tangente ao eixo-x na origem, e na qual X é C*®-conjugado a
& =x"(1+ax™ ), 2.7)

para algum a € R. Todas essas variedades centrais sGo mutuamente infinitamente tangentes entre si, e
consequentemente no mdximo uma delas pode ser analitica, no caso em que X é C“-conjugado a (2.7).
O sistema X é C*®°-conjugado a

£=x™(1+ax™ ),

y=Ay,

e é CV-conjugado a

(iii) Se m é par, entdo (0,0) é uma sela-no, ou seja, um ponto singular cuja qualquer vizinhanca é a unid@o
de um setor parabdlico e dois hiperbélicos (veja Figura 2.4(c)). Mudando x para —x, supomos que
an, > 0. Cada ponto da direita da variedade forte instdvel (lado x > 0) estd sobre uma curva invariante

C®, chamada de variedade central, tangente ao eixo-x na origem, e na qual X é C*-conjugado a

£=xm(1+ax™ b, (2.8)
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para algum a € R. Todas essas variedades centrais coincidem no lado x < 0 e sdo consequentemente
infinitamente tangentes na origem. No mdximo uma dessas variedades centrais pode ser analitica,
neste caso X é C”-conjugado a (2.8). O sistema X é C*®-conjugado a

&=x™1+ax™ ),

y=Ay,
e é C-conjugado a
x= xz,
y=y.
y y y
X X X
(a ) (¢)

Figura 2.4: Retrato de fase de singularidades semi-hiperbélicas

Observacao 2.3.2. O caso A <0 pode ser reduzido ao A >0 mudando X por —X.
Os exemplos que seguem sdo aplica¢es direta do Teorema 2.3.1.

Exemplo 2.3.3. Considere o sistema
x=x+y,
g (2.9)
y=y.
A tnica singularidade para esse sistema de equacées é a origem. Os autovalores de DX(0) sd@o 1e 0, logo a
origem é uma singularidade semi-hiperbdlica. A fim de aplicar o Teorema 2.3.1 ao sistema (2.9) fazemos a

mudanca de coordenadas (x,y) — (y,x). A nova configuracdo do sistema (2.9) é

9'c=x4,
(2.10)
y=x+y.

Temos que f(x) = —x e g(x) = x%. Como m =4, concluimos pelo Teorema 2.3.1 que o ponto singular (0,0) é
uma sela-nao. O retrato de fase local para o sistema (2.9) é dado pela Figura 2.5.

Outra observacao relevante sobre o Teorema 2.3.1 diz respeito ao fato de que a singularidade deve estar
na origem. Quando a singularidade ndo estda na origem construimos um novo campo, que é topologica-
mente equivalente ao original, tal que a singularidade esteja na origem. Mostramos agora como é feita tal
construcao.

Seja p = (x0,y0) uma singularidade do sistema

x=P(x,y),
(2.11)
¥=Q(x,y),
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Figura 2.5: Retrato de fase local do sistema (2.9)

entdo o ponto (0,0) serda uma singularidade para o sistema de equacoes

X = P(,y)
- __ (2.12)
Y =QX,y)
onde x =x+x9 e y =y +yo. Como essa mudanca de coordenadas € linear, os sistemas (2.11) e (2.12) sdo
topologicamente equivalentes.

Exemplo 2.3.4. Considere o sistema
£=(x-1)73,
(2.13)
y=y-2.
O ponto (1,2) é uma singularidade para o sistema (2.13) e os autovalores associados a DX(1,2) sdo 0 e 1.
Portanto, o ponto singular (1,2) é semi-hiperbdlico. Neste caso a singularidade ndo estd na origem. A fim de
aplicar o Teorema 2.3.1 fazemos a mudanca de coordenadas x=x+1ey=y+2.
Analisamos agora o sistema (2.14) que é topologicamente equivalente ao sistema (2.13), porém a singu-
laridade no sistema (2.14) foi transladada para a origem.

x=x°,

— (2.14)
=Y.

<Y

Temos que f(x)=0e g(x) = %°. Pelo Teorema 2.3.1 a origem do sistema (2.14) é um no topologico instavel
(veja Figura 2.4(b)).

2.4 Singularidades nilpotentes

Assim como podemos estudar o comportamento na vizinhanc¢a de um ponto singular semi-hiperbélico
usando o Teorema 2.3.1, também existe um resultado que nos permite obter informagdes sobre o compor-
tamento local em singularidades nilpotentes. Esse resultado ao qual nos referimos é devido a Andreev [1]
e o apresentamos no teorema a seguir, cuja demonstracio pode ser encontrada em [1].

Teorema 2.4.1 (Singularidades Nilpotentes). [1] Seja (0,0) uma singularidade isolada do campo de vetores

X dado por
x=y+A(x,y),
(2.15)
¥ =Bl(x,y),
onde A e B sdo analiticas em uma vizinhanca do ponto (0,0) e A(0,0) = B(0,0) = DA(0,0) = DB(0,0) = 0.

Seja y = f(x) a solugdo da equacdo y + A(x,y) = 0 na vizinhanc¢a da origem, e considere F(x) = B(x, f(x)) e
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G(x) =(0A/0x + 0B/dy)(x, f (x)). Entdo vale uma das seguintes afirmacées:
(1) Se F(x)=G(x) =0, entdo o retrato de fase de X é dado pela Figura 2.6(a);

(2) Se F(x)=0e G(x) =bx" + 0o(x™) para ne Ncom n=1e b #0, entdo o retrato de fase de X é dado pela
Figura 2.6(b) ou (c);
(3) Se G(x)=0e F(x)=ax™+o(x™) para meNcom m=1e a #0, entdo

(i) Se m é impar e a > 0, entdo a origem de X é uma sela (Figura 2.6(d)) e se a <0, entdo é um

centro ou um foco (Figura 2.6(e)-(g));

(it) Se m é par entdo a origem de X é uma cuspide como na Figura 2.6(h).

(4) Se F(x)=ax™ +o(x™)e G(x)=bx" +o(x™)com meN, m=2, neN,n=1, a#Z0e b #0, entdo temos
(i) Se m é par, e
(il) m <2n+ 1, entdo a origem de X é uma cispide como na Figura 2.6(h);
(i2) m > 2n + 1, entdo a origem de X é uma sela-né como na Figura 2.6(i) ou (j);
(it) Se m é impar e a > 0 entdo a origem de X é uma sela como na Figura 2.6(d);
(iii) Se m é impar, a <0e

(i) Oum<2n+1, oum=2n+1eb?+4a(n+1)<0, entdo a origem de X é um centro ou um
foco 2.6(e)-(g);

(iii2) n é impar eou m >2n+1, ou m =2n+1 e b2 +4a(n +1) = 0, entdo o retrato de fase da

origem de X consiste de um setor hiperbdélico e um setor eliptico como na Figura 2.6(k);
(iti3) n é pareou m>2n+1, ou m=2n+1le b2 +4a(n+1) =0, entdo a origem de X é um no
como na Figura 2.6(1)-(m). O né é atrator se b <0 e repulsor se b > 0.

A demonstracao do Teorema 2.4.1 também pode ser encontrada em [4].

Exemplo 2.4.2. Considere o sistema

i=y, y=x°. (2.16)

O ponto (0,0) é uma singularidade para o sistema (2.16) e a matriz jacobiana associada ao sistema na
origem é dada por

JX(O,O)=(0 1).
0 0

Logo, a origem é uma singularidade nilpotente. Observamos que o sistema (2.16) estd na forma (2.15).
Utilizando a notagdo do Teorema 2.4.1, temos

A(x,y)=0, B(x,y)= %3,

Seja f(x) =y solucd@o de y +A(x,y) = 0. Neste caso, temos que f(x) =0 e assim F(x) = x® e G(x) = 0. Como
m=3ea=1, concluimos do Teorema 2.4.1 que a origem é uma sela.

Assim como para aplicar o Teorema 2.3.1, também temos que ser cautelosos na aplicacao do Teorema
2.4.1. Em ambos os resultados, a singularidade precisa estar localizada na origem e o sistema deve estar

na forma normal proposta.

Observacao 2.4.3. Os itens 3(i) e 4(iii1) do Teorema 2.4.1 ndo nos permitem distinguir se o ponto singular

é um centro ou um foco. Dessa forma, o teorema ndo responde ao conhecido problema do centro-foco para
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=YV aVe
%%

Figura 2.6: Retrato de fase das singularidades nilpotentes

singularidades nilpotentes, cuja versdo original é distinguir se um dado sistema ndao linear com singula-
ridade na origem possuindo autovalores imagindrios puros é um centro ou um foco. Entre os resultados
conhecidos para a investigacdo desse problema estd o Teorema de Poincaré-Lyapunov. Mais informacgoes

sobre esse resultado pode ser encontrado no livro de Romanouvski e Shafer [10].

2.5 Indice de uma singularidade

Nesta secéio definimos o indice de uma singularidade de um campo de vetores X de classe C* definido
em uma superficie bidimensional compacta e diferencidavel S. Estamos particularmente interessado em
estudar a teoria de indice na superficie $% = {(x,y,2) : x% + y2 + 22 = 1}, visto que construiremos em $? a
compactificagido de Poincaré, objeto principal desse dissertacio.

Mostraremos nesta secdo que, se um campo X possui uma quantidade finita de pontos singulares, o
indice do campo vetorial X em S, que sera denotado por Ix(S). Este indice sera a soma dos indices em cada
ponto singular. Também mostraremos que o indice depende somente da topologia da superficie, ou seja, o
indice Ix(S) ndo depende do campo X. Este resultado é conhecido como Teorema do Indice de Poincaré.

Comecamos definindo o indice de Poincaré para uma curva de Jordan ¢/ relativo a um campo de vetores
X.

Seja o : I =[0,1] — R2. Definimos a funcéio ¢ : I — R/27Z que a cada ¢ € I associa o angulo formado
entre o eixo x e o segmento de reta (0,0)o(¢). Podemos cobrir a funcéo @ por uma funcédo continua ¢ : I — R.
Chamamos ¢ de funcio angulo.
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Definicao 2.5.1. O indice Ix(J) de uma curva de Jordan J (J =a(I), com o :1 — R2) relativa ao campo
de vetores X, onde X nao possui singularidades em J, é o niimero inteiro

AO
Ix(J)=—,
27

onde AB é a variagdo do déngulo 0 que o campo forma com o eixo x, ou seja, A0 = (1) — p(0).

O indice de uma curva o/ relativa a um campo de vetores X pode ser calculado pela formula

! ]{PdQ —Qadb (2.17)

Ix()=— ¢ ———
XWD=or 9 "prige

como demonstrado em [2], p. 197.

Exemplo 2.5.2. Considere os campos lineares
f(x’y):(x’y)’ g(x’y):(_x5_y)a h(x;y):(_y’x) e k(x;y):(xa_y)-

Pelo estudo feito na Secdo 2.1 sabemos que as singularidades desses campos sd@o né repulsor, né atrator, cen-
tro e sela, respectivamente. Considere agora a curva de Jordan S = (cost,sent) onde ¢ € [0,27). Aplicando
a formula dada em (2.17), concluimos que If(Sl) =1, Ig(§1) =1, Ih(Sl) =1le Ik(§1) =-1

Descreveremos a seguir alguns resultados importantes na teoria de indice de campos de vetores. Suas
demonstracoes podem ser encontradas em [9].

Teorema 2.5.3. Sejam X um campo de vetores definido no aberto U c R% e J uma curva de Jordan em U.

Se X ndo possui pontos criticos em J UlIntd, entdo Ix(J)=0.

O Teorema 2.5.3 nos diz que, para fins de célculo do indice de uma curva de Jordan relativa a um campo
de vetores X, devemos nos preocupar apenas com as singularidades que estejam em J U IntdJ.

Exemplo 2.5.4. Considere o campo X(x,y) = (x,y+2) e a curva S'. Pelo Teorema 2.5.3 temos que Ix(S') =0,
visto que o tnico ponto critico (0,-2) ¢ S UIntS?.

Corolario 2.5.5. Nas condicoes do Teorema 2.5.3, se J1 e Ja sdo curvas de Jordan contidas em U com
J1 < Int(J2), e se ndo existem singularidades de X em Int(Ja) NExt(J1), entdo Ix(J1) = Ix(J2).

Definicio 2.5.6. Sejam X um campo de vetores definido em um aberto U de R? e xo uma singularidade
isolada de X em U. Definimos o indice da singularidade xo em relag¢do ao campo X, e denotamos por Ix(xgp),
como o indice Ix(J) da curva J em relagdo ao campo X, onde J é uma curva de Jordan contida em U tal

que xo € J, e xq é a tinica singularidade em Int(J).

Vale observar que, como U é um aberto, é sempre possivel encontrar S}xo y onde S(lxo é um circulo

)

com centro em x¢ e raio r, com r suficientemente pequeno para que S(lxo n < U.
)

Temos agora duas defini¢des relacionadas a indice, uma para indice de uma curva de Jordan, e para
esta temos inclusive uma formula que nos permite calcular tal indice relativo a um campo de vetores, e a
outra definicdo é de indice de singularidade. O Teorema 2.5.7 a seguir nos diz como podemos relacionar

essas duas definigdes.

Teorema 2.5.7. Seja X um campo de vetores definido no aberto U de R? contendo uma curva de Jordan J.

Se X possui somente uma quantidade finita de singularidades x1,x2,...,x, no interior de J, entdo

Ix(J)=

n
Jj=

Ix(xj).
1
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Apresentamos agora a primeira relacio entre teoria do indice e o estudo de sistemas de equagdes dife-

renciais.

Teorema 2.5.8. Suponha que X seja um campo de vetores de classe C! e que T seja uma 6rbita periodica
do sistema
x=Xx). (2.18)

Entdo, Ix(I')=1.

Corolario 2.5.9. Sob as hipéteses do Teorema 2.5.8, a érbita periddica I contém pelo menos uma singula-
ridade em seu interior. Assumindo que o sistema (2.18) possui somente um niimero finito de singularidades

no interior de I', a soma dos indices dessas singularidades deverd ser 1.

Relacionaremos agora o indice de D X(0,0) e o indice Ix(0,0), onde (0,0) é uma singularidade hiperbélica
do campo de vetores X. Em outras palavras, relacionaremos o indice da parte linear de um campo em um
ponto singular hiperbélico com o indice do préprio campo de vetores nesse ponto.

Para os préximos teoremas escrevemos o campo de vetores X como
X(x)=DX(0,0)x + g(x,y),

onde DX(0,0) representa a parte linear do campo de vetores X no ponto (0,0).

Teorema 2.5.10. Seja X um campo de vetores definido em um aberto de R? contendo a origem. Se a
origem é uma singularidade hiperbélica para o campo de vetores X e |g(x,y)l/r — 0 quando r — 0, entdo
Ix(0,0) = Ipx(0,0)0,0).

O Teorema 2.5.10 nos da informagdes sobre o indice de singularidades hiperbdélicas.

Definicao 2.5.11. Seja p um ponto singular. Uma orbita caracteristica y(t) em p é uma orbita tendendo
a p para tempo positivo (respectivamente para tempo negativo) com um declive bem definido, isto é, y(t) — p
para t — oo (respectivamente t — —oo) e o limite lim;_.o(y(t) — p)/|y(t) — pll (respectivamente lim;_, _o(y(£) —

pYIly@) —pl) existe.

Definicao 2.5.12. Seja
p: s! - r?

e2ﬂ — p(92ﬂ),

com p de classe C1, p’ # 0 em todo ponto e p injetiva. Chamamos p de parametriza¢do permissivel do

circulo.

Seja X um campo de vetores de classe C! definido em uma vizinhanca compacta de p, da qual 4V é a
imagem de uma parametrizacdo permissivel do circulo p : S' — dV de classe C2, e suponha que X(p)=0e
X(q) # 0 para todo ponto g € 0V \ {p}.

(i) Dizemos que X|y é um centro se 0V é uma 6rbita periddica e todas as 6rbitas em V \ {p} sdo perio-

dicas.

(i1)) Dizemos que X|y é um né/foco atrator se em todos os pontos de 0V o campo de vetores aponta para
dentro e para todos g € V\ {p}, w(q) ={p} e y (@) NV # @.

(iii)) Dizemos que X|y é um né/foco repulsor se em todos os pontos de dV o campo de vetores aponta
para fora e para todos g € V\{p}, a(q) ={p} e y"(q)ndV # @.
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(iv) Dizemos que X|y tem uma decomposi¢io setorial finita néo trivial se ndo estamos nos casos (i), (i)
ou (iii) e se existe um numero finito de dérbitas caracteristicas cg,...,c,—1, cada uma cortando 0V
transversalmente em um ponto p;, no sentido de que dV é uma secio transversal perto de p;, e com
a propriedade que entre c¢; e ¢;;+1 (com ¢, = co e ordenada de tal modo que po,...,pr—1 Siga a ordem
ciclica de p), temos um dos seguintes caso com respeito ao setor S;, definido como a regido compacta

limitada por {p}, ¢;, ¢c;+1 e a parte de 0V entre p; e p;,1:

(1) Setor parabdlico atrator: Em todos os pontos de [p;,p;+1]1 €0V o campo de vetores aponta
para dentro, e para todo ¢ € S; \ {p}, w(p)={pl ey NaV # .

(2) Setor parabolico repulsor: Em todos os pontos de [p;,p;+1]1 <9V o campo de vetores aponta

para fora, e para todo q € S; \ {p}, a(p) ={p} e y* NV # @.

(3) Setor hiperbdlico: Existe um ponto g; € (p;, p;+1) <0V com a propriedade de que em todos os
pontos de [p;,q;) o campo de vetores aponta para fora (respectivamente para dentro); no ponto
g; o campo de vetores é tangente a 0V e a tangéncia é externa no sentido de que a x-6rbita de
q; permanece fora de V; e para todo g € S; \'¢c; Uc;+1 Uq; temos que y*(q)naV # @.

(4) Setor Eliptico: Existe um ponto ¢; € (p;,p;+1) € 0V com a propriedade de que y(g;) €V
com w(q;) = al(q;) = {p}; em todos os pontos q € [p;,q;) o campo de vetores aponta para den-
tro, y*(¢) € V e w(q) = {p}. Denotamos por Sy, ¢;1 = Ugelp+iq;1@ (q); em todos os pontos
q € (g;,pi+1) o campo de vetores aponta para fora, y7(¢) cV e a(q) = p. Denotamos por
Sg;.pis1l = Ugelq;,pi1@~(q); em todos os pontos g € S\ S|4, n..,1US[p; ¢;1U{p} temos que y(q) =V
com w(q) = a(q) = p.

O mesmo ocorre para [q;,p;+1] ao invés de [p;,q;l.

N Y Ny

Setor de sela ou Setor Setor parabélico Setor parabélico
setor hiperbdlico eliptico atrator repulsor

Figura 2.7: Setores na vizinhancga de um ponto singular

O Teorema 2.5.13 relaciona indice de uma singularidades com o nimero de setores hiperbélicos, que
denotamos por £, e o nimero de setores elipticos, que detonamos por e.

Teorema 2.5.13 (Bendixson). Se a origem for uma singularidade isolada de um sistema planar analitico
(2.18), entdo

Ix(0)=1+

e—h
- ) (2.19)

Concluimos do Teorema 2.5.13 que, se uma singularidade isolada para o sistema (2.18) é uma sela-né,

entéo seu indice é 0.

Proposicio 2.5.14. Se X em p e Y em q sdo localmente C'-conjugados, com p e q singularidades isoladas,
entdo Ix(p) = Iy(q).

Seja X um campo de vetores na esfera unitaria S? c R, isto é, associamos a cada vetor X(p) =
(X1(p),X2(p),X3(p)) um ponto de S? tal que as componentes X1(p), X2(p) e X3(p) dependem continua-
mente do ponto p. O campo de vetores X é chamado de campo de vetores tangente a S? se para cada
p €S2, X(p) pertence ao plano tangente Tp§2 de S? no ponto p.
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Seja X um campo de vetores tangente a $2 e ¢ uma singularidade isolada de X; isto é, X(q) =0, e
existe uma vizinhanga suficientemente pequena de g tal que X nfo possui outras singularidades nessa
vizinhanca. A projecéo estereografica em S? de —q para E = Tp§2 define um difeomorfismo analitico de
uma vizinhanca aberta de ¢ em $? em uma vizinhanca aberta U de q em E. Esse difeomorfismo transforma
X em um campo de vetores planar X’ em U e tem g como uma singularidade isolada. Definimos o indice
I, de um ponto singular ¢ de um campo de vetores tangente X como o indice de g para o campo de
vetores planar projetado X'. Pela Proposicéo 2.5.14 fica claro que qualquer sistema de coordenadas C! ao
redor de g pode ser usado para definir I, sem alterar a definico.

O préximo teorema trata do indice de um campo de vetores definido em S? e serd bastante til nos

proximos capitulos. Sua demonstracao seguira os passos descritos em [4], p.177-178.

Teorema 2.5.15 (Teorema de Poincaré-Hopf). Todo campo de vetores tangente a S? com um nimero finito

de pontos singulares tem indice Ix = 2.

Demonstracdo. Como o campo de vetores tem um nimero finito de singularidades, podemos encontrar um
circulo S! de raio maximo em S? que néo contém pontos singulares. Seja E2 o plano contendo S!. Podemos
projetar estereograficamente o campo de vetores X restrito ao hemisfério sul em E2 pelo polo norte, e obter
um campo de vetores X’ em E2. De forma similar podemos definir um campo X” em E? com a projecéo
estereografica no hemisfério norte.

Se q1,92,...,q» sdo pontos singulares de X no hemisfério sul com indices I1,Is,...,I,, e ¢, q5,...,qy, sdo
pontos singulares de X no hemisfério norte com indices I '1,1 '2,...,1 1., entdo pela Proposi¢do 2.5.7, o campo
de vetores X’ e X" tem em E? um ntimero de voltas igual a I(X')=I1+Ig+...+1, e [X") =1} + I} +...+I),.

Calcularemos I(X') + I(X") estudando a relacdo entre X' e X".

Sejam ¢’ e ¢" a funcéo angulo de X’ e X", respectivamente, sobre os pontos de S!. Para cada ponto
a(t) € ST por construcdo o campo de vetores X' e X" sdo simétricos com respeito a reta tangente a S! em

a(t); veja a Figura 2.8.

27t + /2

Figura 2.8: Os campos de vetores X' e X" em D?

Entéo,

! "
VACAAONPSIN.4
2 2

e consequentemente
o't +¢"(t)=4nt+7.
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Portanto,
1X) 4+ IX") = P'D)-@'(0)+¢"(1)-¢"(0) @' (D+¢"(1)-(p'(0)+¢"(0) 4n+m-7 _ 9
- 2 - 2 o2 7
0 que prova o resultado. O
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Capitulo

3

Compactificacao de Poincaré

Dado um sistema diferencial
x=X(x),

onde X é um campo de vetores definido em R?, gostariamos de conhecer o comportamento das trajetérias
desse campo quando essas estdo perto do infinito. Esse trabalho é complicado por varios fatores, sendo um
deles o fato do plano R? néio ser compacto. Neste capitulo, apresentamos uma técnica de compactificacdo
do plano na esfera de Poincaré. Vale ressaltar que, embora existam outras técnicas de compactificagio,
como a projecdo estereografica, em geral a compactificagdo torna-se mais vantajosa a medida que as sin-
gularidades do infinito ficam espalhadas no equador da esfera de Poincaré. Desse modo, a analise desses
pontos singulares fica mais simples do que na compactificagio feita por meio da projecdo estereografica,
na qual o infinito do plano R? é identificado com um tnico ponto. No entanto, apesar dessa vantagem da
compactificacdo de Poincaré, as vezes os pontos singulares infinitos podem apresentar uma estrutura lo-
cal complicada, necessitando, assim, ferramentas adicionais, como o blow-up (veja [11] para mais detalhes
dessa técnica).

Neste capitulo apresentaremos a construgio da compactificacdo de Poincaré para sistemas de equagdes
diferenciais polinomiais planares. Conceitos andlogos sdo empregados na compactificagdo de Poincaré no
R”, para n > 2, veja detalhes em [5].

3.1 Construcao da compactificacao de Poincaré

Sejam (x1,x2) as coordenadas do plano R2. Consideramos o campo vetorial X (x1,x2) = (P(x1,%2), @(x1,%2)),
onde P e @ sdo polindmios, e o sistema associado

%1 =P(x1,x2),

%2 = Q(x1,%2).

Seja d o maximo dos graus de P e @, diremos que d do campo vetorial X e do sistema associado.

Identificamos o plano R% no espaco R3 com o conjunto R? = {(x1,x2,1),x1,%2 € R}. Seja S2 = {(y1,y2,y3) €
R3; y% + y% + y% =1}, a qual sera chamada de esfera de Poincaré. Utilizaremos indistintamente as notagoes
x = (x1,x2) = (x1,x2,1) e ¥ = (y1,y2,¥3). Apresentamos agora a ideia da construc¢do da compactificacéo de
Poincaré.

Dado um ponto x € R2, consideramos a reta r passando por (x1,x2) e o ponto (0,0,0) € R%. Essa reta
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intercepta a esfera de Poincaré nos pontos y* e ¥, onde y* estd no hemisfério norte H* = {y € $2, y3 > 0}
e y~, no hemisfério sul H~ = {y € S, y3 < 0}. Definimos as projecdes centrais f* e f~ por f*(x)=y* e

f~(x)=y", cujas expressoes sdo dadas por

X1 X9 1 X1 X9 1

+ _ [ *xr x2 1 - __ | x2 1
f (x)_(A(x)’A(x)’A(x) ¢ ™=~ 30 20 2w’

onde A(x) = \/x% +x§ +1.

Consideramos o campo induzido X (y) = Df*(x)X(x), onde f*(x) = y, definido em H*. De forma ana-
loga definimos X(y) = Df~(x)X(x), onde f~(x) = y, no hemisfério sul. Pela Proposicdo 1.2.3, o campo X é

analiticamente conjugado ao campo X em cada hemisfério.

E importante observar que o campo X estd definido em $2\' S, onde S = {y € $%, y3 = 0} é chamado de
equador da esfera de Poincaré, e é tangente a $% em todo ponto. Outro fato importante é que os pontos
no infinito de R? estdo em correspondéncia bijetiva com o equador da esfera de Poincaré.

Nosso objetivo é conhecer o comportamento das trajetérias do campo também no infinito. Precisa-
mos estender o campo X a toda S2. Para conseguir tal extensdo do campo X, multiplicamo-lo pelo fator
o(y) = y‘3’l_1, onde d é o grau do campo de vetores X. O novo sistema p(y)X(y) é chamado de compacti-
ficacio de Poincaré do campo de vetores X em R? e denotamos por p(X). A justificativa para uso do
fator p(y) serda melhor explicado posteriormente quando realizarmos os calculos para obter as expressoes
da compactificacdo de Poincaré.

Observamos que o campo p(X) nédo € topologicamente conjugado ao campo X, porém é topologicamente
equivalente a X e, para a finalidade deste trabalho, que é desenhar retrato de fase e estudar o comporta-

mento do sistema no infinito, a equivaléncia topolégica é suficiente.

Apresentamos a seguir os cdlculos para encontrar a expressédo da compactificacdo de Poincaré.

3.1.1 Cartas locais na esfera $2

Considerando a esfera S? como uma variedade suave compacta, conseguimos cobrir toda sua superficie
com seis cartas locais que a parametrizam, a saber:
2 2 Ym Yn
Up,={yeS%y, >0}, com ¢p:Up—R" ¢Pp(y)= (—,—), m<n, m,n#Zk, k=123,
Ye YR
Ve={yeS%y <0}, com wi:Vi—R%, wi(y)=-¢p(y) k=123

Utilizamos indistintamente z = (z,v) para as imagens das cartas ¢p(y) e y(y). Observe que, para
qualquer uma das cartas locais que contém o equador ou parte dele, os pontos em S! séo da forma (u,0).
De fato, se y € S!, entéo y=(¥1,¥2,0). Dada ¢}, com & = 1,2, temos

0
para k=1: (,bl(yl,yz,O):(&,—):(u,O),
Y1 )1

0
para k=2: ¢2(y1,y2,0)=(£,—)=(u,0).
Y2 Y2

A Figura 3.1 nos diz qual a disposi¢do de u e v em relacdo a cada carta local na esfera de Poincaré.
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L2
R0
S
Lo5205227
LR
&3

I
|

S

SRR
SRR

Figura 3.1: As cartas locais (Ug,¢p) para k = 1,2,3 na esfera de Poincaré

3.1.2 A expressao do campo de vetores compactificado p(X)

Apresentamos agora os calculos para a carta local (Us N H™,¢2). O calculo é analogo para as demais
cartas locais. Consideramos o campo induzido Y|U2(y) = D(,bg(y)Y(y). Temos:

Dpo()X(y) = Dpo(f " (x)DDf* ()X (x)
=D(¢p20 f )X (x),
onde 1
(0 fH)x1,x9) = (ﬂ,—) =(u,v),
X2 X9

o que implica x1 = u/v e x2 = 1/v.

Assim,
1

X
— 2| [P
Xy, = x2 xlz ( (x1,x2))
-3

[N

0 Q(x1,%2)

1 1
(—P(xl,x2)— x—;Q(xl,xz), __ZQ(xl,xZ))
X2 x5 x5

ul ul ul
(e -z 3ol
v'v v v
Observe que, pelo fato do campo vetorial X ser polinomial, um termo de ordem v?~! possivelmente
pode aparecer no denomidador da expressido de XIUZ, 0 que torna o campo néo definido em v =0, ou seja,

nos pontos do equador da esfera de Poincaré. Porém, quando multiplicamos o campo pelo fator p(y), os
possiveis termos v?~! do denominador desaparecem e, assim, o sistema fica definido em S!.

A expresséo de p(y) é dada por

1
oy) = yg_l = @ =v% lm(z), onde m(z)=VuZ+v2+1.

Assim, a compactificagiao de Poincaré para o campo X na carta Uy é dada por

1 1 1
pXly,) = 4 m(z) (UP (%,;) —uvQ (%,;),—UZQ (Z,—)). 3.1)

v v
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Como m(z) >0, a compactificacdo de Poincaré é topologicamente equivalente a

ip(Xmg):vdH(lp(E E)JQ(E,E),_Q(E 1))
v v \v'v

m(z) v’v v’v

Obtemos, entdo, a expresséo da compactificagcdo de Poincaré para a carta local Us. Os calculos para as
demais cartas locais sdo andlogos e suas expressoes sdo dadas a seguir.

Para a carta Uq, temos:

1 1 1
i = —uP(— E)+ (— 5), v:—v¢”Q(—,5). (3.2)
v v'u v'u
Para a carta Uy, temos:
1 1 1
i = P(E,—)—uQ(Eu—)y v:—v¢4Q(5,—) (3.3)
v v vu
E para a carta Us, temos:
u=P(u,v), v=Q(u,v). (3.4)

As expressoes para a compactificacdo de Poincaré nas cartas V; sdo semelhantes as expressoes da
compactificagido de Poincaré nas cartas Uy, alterando somente a multiplicacdo pelo termo (-1)%-1. Sendo
assim, para estudar o comportamento do campo X, incluindo seu comportamento préoximo ao infinito, é
suficiente trabalhar em H* US1, que serd chamado de disco de Poincaré. Dessa forma, todos os cdlculos
podem ser feitos utilizando-se somente as cartas Uy,Us e Us e suas respectivas expressoes.

Vale observar que a expressdo da compactificacdo de Poincaré em cada carta local é polinomial e que
f1(u,v) = v é uma curva algébrica invariante para a compactificagdo de Poincaré nas cartas U; e Usg, ou
seja, toda solucdo que estiver no equador da esfera de Poincaré permanecera por l4.

Definicao 3.1.1. Dizemos ponto singular finito (respectivamente, infinito) de X ou de p(X) ao ponto

singular de p(X) que estd em S%\'S! (respectivamente, S1).

Note que se ¥y é uma singularidade infinita, entdo —y também a sera, visto que as expressdes nas
cartas Uy, e V;, se distinguem apenas pelo fator (—1)~1. Assim, o grau d do campo ajuda a determinar a
estabilidade das trajetérias perto da singularidade —y a partir do comportamento das trajetorias perto da
singularidade y. Por exemplo, se y for um né atrator e o grau do polinémio for par, entdo —y seria um né
repulsor, e se o grau d for impar, —y seria um noé atrator.

Por praticidade, quando desenhamos o retrato de fase de um sistema polinomial planar, projetamos o
disco de Poincaré em {x € R2,x%+x§ < 1}. Como essa proje¢do é continua, o campo induzido é topologicamente

equivalente a compactificacdo de Poincaré no disco de Poincaré.

3.1.3 Pontos singulares infinitos

Sabemos que uma singularidade serd infinita se é da forma (u,0). Assim, (x,0) € SIN (U UV}) se, e

MR

v’v v’v

somente se,

u=0v¢ =0, (3.5)

que é equivalente a v [-uP(1,u)+Q(1,u)] = 0.
Seja d o grau do campo X = (P,Q). Podemos decompor P =Py+P1+..+Pje Q@ =Q¢p+Q1+...+Q4, onde
P; e Q; sdo polindmios homogéneos de grau i, com i =0,1,...,d. Como vi-lp;=0e vd_lQi =0sev=0e
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i <d, podemos reescrever a equacgio (3.5) como
F(u)=-uPy(1,u)+Qq(1,u). (3.6)

Assim, (x,0) € S N (U1 UV}) é uma singularidade infinita de X se, se somente se, F(u) =0
De forma anéloga, concluimos que («,0) € S N(UsuVs) é uma singularidade infinita de X se, e somente
se,

Gu)=Py(u,1)-u@Qy(u,1)=0.

Também podemos calcular a expressao para o Jacobiano do campo de vetores p(X) nos pontos da forma
(u,0). Para singularidades (z,0) € S'n (U7 U V7), temos:

JP(X)(u,O) = (F (@) Qd_l(l’u)_ uPd—l(l,u)) '

0 —Pq(1,u)

E para singularidades (,0) € S n (U U Vo, temos:

JpX)(u,0) = (G (w) Pg-1-— qu—1(u,1))

—Qq(u,1)

Na maioria das vezes, as singularidades do equador séo isoladas, mas pode acontecer de S! ser formado
apenas por singularidades. Neste trabalho, priorizamos o estudo de casos onde as singularidades sao
isoladas.

A seguir sdo apresentados alguns exemplos do estudo global de sistemas polinomiais planares utili-
zando a técnica de compactificagdo de Poincaré. Em cada exemplo apresentamos os retratos de fase no
disco de Poincaré projetado em {(xl,xz);x% +x§ < 1}. As singularidades infinitas sdo estudas pelas cartas U;
e Us e as singularidades finitas pela carta Us. Por abuso de notacéo, utilizamos para a compactificacdo de
Poincaré da carta Us a notagéo (x,y) ao invés de (u,v).

3.2 Exemplos

Nesta secdo vamos apresentar dois exemplos utilizando a técnica apresentada neste capitulo.

3.2.1 Exemplo I

Apresentamos o estudo global do sistema a um paradmetro apresentado na Sec¢éo 1.3.

Considere o sistema (1.5) dado por
x=ky—(®+y%), y=—kx. (3.7

Este sistema admite integral primeira, a saber, H(x,y,k) = kIn (\/m) -y.

Comecamos a analise do sistema (3.7) pela parte finita. Quando % # 0, este sistema possui duas sin-
gularidades finitas, a saber (0,0) e (0,%), e ndo possui singularidades finitas quando 2 = 0. Os autovalores
de DX(0,0) sdo ik e —ik, e a origem sera um centro (como mostrato em [7]). Para a singularidade (0, %)
os autovalores sdo —k e k e os autovetores sdo (1,1) e (—1,1), respectivamente. Como os autovalores da
singularidade (0,%) tém sinais opostos, este ponto singular é uma sela.

Vamos agora estudar a parte infinita. Para a carta U, a compactificacdo de Poincaré é dada por

u=1+u®)u-kv), v=v1+u®-kuv). (3.8)
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A tnica singularidade real para o sistema (3.8) é a origem e o autovalor associado a D p(X|i;,)(0,0) é 1, com

multiplicidade dois. Logo, a origem de U; é um né repulsor.

Para a carta Us, estudamos somente o ponto (0,0). A compactificacdo para esta carta é
i=1+u®)-1+kv), v =kuv? (3.9)

Neste caso, a origem nédo é uma singularidade para o sistema (3.9).

Note que o comportamento deste sistema no infinito independe do valor de k. Na Figura 3.2 apresenta-
mos os retratos de fase para o sistema (3.7) de acordo com a variacido do parametro k. Observamos que os
retratos de fase para k <0 e para k& > 0 sdo topologicamente equivalentes (a menos de uma reparametriza-

¢d0). Logo, o sistema (3.7) possui dois retratos de fase topologicamente distintos.

k<0 k=0 k>0

Figura 3.2: Retratos de fase para o sistema (1.5)

3.2.2 Exemplo II

Faremos agora o estudo global do sistema de equacées diferenciais
L _ .2 o 2
x=x“-1, y=1+4+2y+y~°. (3.10)

As singularidades finitas para esse sistema sdo (-1,—1) e (1,—1) e os autovalores associado a DX (+1,—1)
séo F2 e 0. Logo, as singularidades finitas do sistema (3.10) sdo semi-hiperbélicas.

A fim de aplicar o Teorema 2.3.1, temos que transladar essas singularidades para a origem. Para
a singularidade (1,-1), realizamos a mudanca de coordenadas x =x+1 e y =y — 1, obtendo o seguinte
sistema:

X=x"+2%, y=%7, (3.11)
que é topologicamente equivalente ao sistema (3.10), mas com a singularidade (1,-1) transladada a origem.
Por fim, fazemos a mudanca de coordenadas (x,y) — (y,x).

Utilizando a notagao do Teorema 2.3.1, temos f(x) =0 e g(x) = %¥2. Comom=2e ag = 1, concluimos do
Teorema 2.3.1 que (1,—1) é uma sela-n6. Analogamente, mostramos que (—1,—1) também é uma sela-né.

Analisamos agora a parte infinita comecando pela carta U;. A compactificacdo de Poincaré na carta U;
é dada por

2

d=u?+v2+u(=1+v2+v)), v=v(-1+0v2). (3.12)

As singularidades infinitas do sistema (3.12) sdo (0,0) e (1,0). O autovalor associado a DpX|y,(0,0) é —1 e
os autovalores associados a D pX|y,(1,0) sdo —1 e 1. Logo, o ponto singular (0,0) é um né atrator e o ponto
singular (1,0) é uma sela.



3.2 Exemplos 35

Na carta Us, a compactificacido de Poincaré é dada por
u=u2—v2—u(l+v)2, v=—v(l+v)> (3.13)

Estamos interessados em estudar somente o comportamento do sistema (3.13) na origem, que é uma sin-
gularidade para esse sistema. O autovalor associado a DpX]|;,(0,0) é —1 e, logo, o ponto singular (0,0) é
um noé atrator.

Note que o sistema (3.10) tem duas curvas algébricas invariantes, a saber fi =x2—1=0e fo = 1+2y +
y2 =0, com cofatores k1 = 2x e kg = 2(1 + y), respectivamente. Além disso, este sistema nao possui ciclos
limites, uma vez que nfo apresenta centros nem focos.

O retrato de fase global do sistema (3.10) é dado pela Figura 3.3.

Figura 3.3: Retrato de fase no disco de Poincaré do sistema (3.10)
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Capitulo

4
Aplicacoes

Neste capitulo faremos algumas aplicagées da teoria apresentada nos capitulos anteriores com a fi-
nalidade de desenhar retratos de fase globais de alguns sistemas quadraticos planares que apresentam
hipérboles invariantes. Os exemplos analisados a seguir fazem parte da classificacédo de Oliveira, Rezende
e Vulpe [8] dos sistemas quadraticos planares possuindo pelo menos uma hipérbole invariante.

4.1 Exemplo I: sistema com um parametro e duas hipérboles inva-

riantes

Considere o sistema

3 2
i=-2-lay, y=-a-ay+ (4.1)

Como mostramos no Exemplo 1.4.7 este sistema possui duas hipérboles invariantes:
filx,y)=a+xy=0 e fQ(x,y)za—x2+xy= 0.

Com o objetivo de obter o retrato de fase global no disco de Poincaré do sistema (4.1), comecamos o
estudo local desse sistema investigando suas singularidades finitas. Note que, para a # 0, o sistema (4.1)

tem as seguintes singularidades finitas:
(x1,y1)=(\/5/\/§,—2\/5/\/§) e (x2,y2)=(—\/5/\/§,2\/5/\/§).

Se a =0, o sistema tem a reta de singularidades y =0 e, se a < 0, o sistema néo possui singularidades
finitas.

A matriz jacobiana associada ao sistema (4.1) no ponto (xg,yo) é dada por

3 3

—=X0 ——=X0
JX(xo,y0)=( 4 4 yo)‘

Yo X0+

Sendo assim, detJX(xg,yo) = —3y§/8 < 0, para todo (xg,yo) € R2. Dessa maneira, para a > 0, as duas
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singularidades finitas sdo selas. Além disso, os autovalores associados a singularidade (x1,y1) sdo

_(3-VEDva . (-3+VEDva

/11 2
4V3 4v3

com os autovetores vy = (9 — v57)/8,1) e vy = ((9 + V/57)/8,1), respectivamente. E para a singularidade
(x2,y2), os autovalores sdo A} = =11 e A, = —A2 com autovetores v} = v e v}, = v2, respectivamente. Além
disso, verificamos que (x1,y1) e (x2,y2) pertencem a ramos distintos da hipérbole invariante fa(x,y) =a —
x2+x y=0.

Dadas as conclusoes anteriores é natural questionarmos a existéncia de uma conexio entre as duas
selas. Vejamos que isso néo pode ocorrer. De fato, considere a reta r : y + 2x = 0 que passa pelas singula-
ridades (x1,¥1) e (x2,y2). Observe que o campo de vetores X associado ao sistema (4.1) restrito a reta r é

dado por
3x%—a

X, = 322 —al.

Como, para x € (x9,x1) € @ > 0 temos 3x2 —a < 0, segue que o campo X|, possui suas duas componentes
negativas. Esse fato impede a existéncia de conexéo de separatrizes entre as selas. Com efeito, se houvesse
uma conexao entre as selas, ela seria uma solucéo partindo de (x1,y1) e chegando em (xg,y2) com a mesma
inclina¢do. Isto implica que tal solugéo interceptaria a reta r em pelo menos um ponto no qual o campo
teria ao menos uma componente positiva, contradizendo o sentido do fluxo.

Considere agora o caso a = 0. Neste caso, aplicando a reparametrizaciao ds = ydt, o sistema (4.1) é
topologicamente equivalente ao sistema

, 3

=——Xx, ,:— +Z’ (42)
x 4x y x 1

onde x’ e ¥’ denota a derivada de x e y com respeito a varidvel s, respectivamente. Dessa maneira, a origem

é a unica singularidade finita do sistema (4.2) e sua matriz jacobiana na origem é dada por

3
-— 0
JpXlp)L,0=| 4 4
-1 =
4

Logo, a origem é um ponto de sela.
Passamos agora ao estudo das singularidades infinitas. Comec¢amos pela carta local U;. A compactifi-

cacéo de Poincaré p(X|y;,) do campo X é

3
uzguv2+u2—av2—u, U=%v3+zuv, (4.3)

e possui as singularidades (0,0) e (1,0) se a # 0.

A matriz jacobiana de p(X|y,) no ponto (1,0) é

1
Jp(X|y,)(1,0) =

_lw o

e como os autovalores de Jp(X|y,)(1,0) sdo distintos e positivos, a singularidade (1,0) é um né repulsor.
Por outro lado, a matriz jacobiana de Jp(X|¢7, )(0,0) é

-1 0
Jp(X|y, (1,0) = o ol
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e, portanto, a origem é uma singularidade semi-hiperbélica do sistema (4.3) para a # 0 (para a = 0, o sistema

(4.3) possui a reta u = 0 de singularidades).

A fim de investigar o comportamento local do ponto semi-hiperbélico, utilizaremos o Teorema 2.3.1.
Considere a mudanca de coordenadas (u,v) — (v,u), que leva o sistema (4.3) ao sistema

3
u=%u3+zvu, vzgvu2+v2—au2—v. (4.4)

Usando a notacéo do Teorema 2.3.1, temos A = —1, v = f(u) = —au? +0(u?) e g(u) = —aud/4+o(u?). Portanto,

para a >0, a origem é um noé topolégico, e para a <0, a origem é uma sela topolégica.

Para a =0, aplicamos a reparametrizac¢io dt = udt ao sistema (4.3), que passa a ser escrito como
u=u-1, v'=-v, (4.5)

onde u' e v’ indicam a derivada de u e v com respeito & varidvel 7, respectivamente. Esse sistema possui o
ponto (1,0) como tnica singularidade, que é um né repulsor. Note que no caso a =0 a origem também é

uma singularidade da carta local U; associada a existéncia da reta de singularidades u = 0.
A compactificacdo de Poincaré p(X|y,) de X na carta Usg é

a v
u=——v2—u+auv2+u2, v=av®+uv--. (4.6)

2 4

Nesta carta estamos interessados em estudar somente a origem, que neste caso é uma singularidade cuja

matriz jacobiana é

-1 0
IpXIp)0.0=| 1
4

Como os autovalores sdo distintos e negativos, a origem é um né atrator. Vale observar que a estrutura

local da origem na carta Us independe do valor atribuido ao parametro a.

Os retratos de fase do sistema (4.1) estdo na Figura 4.1.

a<0 a>0

Figura 4.1: Retrato de fase no disco de Poincaré do sistema (4.1)

Segue das consideragdes acima que temos trés retratos de fase distintos no disco de Poincaré, um para
a <0, outro para a >0 e um terceiro para a = 0. Veja a Figura 4.1. O retrato de fase para a = 0 foi obtido
do sistema linear (4.2) cujo retrato de fase esta representado na Figura 4.2 ao qual adicionamos a reta de
singularidades y = 0.
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y<0 y>0

Figura 4.2: Retrato de fase no disco de Poincaré do sistema (4.1) quando a =0

4.2 Exemplo II: sistema com dois parametros e uma hipérbole in-

variante

Considere o sistema

2 h 2
x:a(Zh—1)+x+%+(h—1)xy, y:w%—%, 4.7)

com condic¢des
a(h—1)(2h —1)(2h +1)(3h — 1)(6h —5) #0.

Tais condi¢oes foram obtidas durante a investigacédo dos sistemas quadraticos com hiperboles invariantes
apresentado em [8], tais condi¢des impedem que o sistema e as conicas invariantes sejam degenerados.

Com o intuito de construir retratos de fase globais do sistema (4.7), restringiremo-nos ao caso
1-2ah <0.
As curvas algébricas invariantes para o sistema (4.7) séo:
D(x,y)=a+xy=0 e L(x,y)=y=0,

uma hipérbole e uma reta, respectivamente.

Comecamos a andlise do sistema (4.7) pela parte finita. As singularidades finitas para o sistema (4.7)

X1 = (—1— \/1+a(2—4h),0), xg = (—1+ \/1+a(2—4h),0),

1-vi—2ah 1+vI—2ah
= e ) x4=(—1+\/1—2ah,—+ = @ )

sao:

X3 = (—1—\/1—2ah,

Vemos que os pontos singulares x1 e x2 pertencem a reta invariante L(x,y) = 0, enquanto que as singu-
laridades x3 e x4, & hipérbole invariante. Como estamos restritos ao caso 1—-2ah < 0, os pontos singulares
x3 e x4 sdo complexos.

Agora, para cada singularidade finita x; e x2, estudaremos o comportamento dos seus autovalores.

(a) Para a singularidade x1. Os autovalores associados a DX (x1) sdo

-1+v1 2—4h
A= hi _;a( ) e Ag21=-vV1+a(2-4h).

Temos:
(a.1)A1,1<0,sea<0e(1+2a)(4a)<h <1/20ua>0el/2<h=<(1+2a)(4a);
(a.2) 11,1=0,sea=00uh =1/2;
(a.3)A1,1>0,sea<0eh>1/20ua>0eh <1/2;
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(a.4) 121 <0,sea<0eh>(1+2a)(4a) oua=0oua>0eh <(1+2a)(4a);
(a.5) 12,1 =0, se h =(1+2a)/(4a).

(a.6) A2,1 nédo assume valores positivos.

(b) Para a singularidade x2. Os autovalores associados a DX (x2) sdo

1-ViTa@—4k
Mgz = ;a( ) e Aga=viTa@—ah).

Temos:
(b.1) A12<0,sea<0eh=(1+2a)(4a) oua=00oua>0eh=<(1+2a)(4a);
(b.2) 11,2 ndo assume valores maiores ou iguais a zero;
(b.3) 222 =0, se h =(1+2a)/(4a);
(b.4) A22>0,sea<0eh>(1+2a)(4a)oua=0oua>0eh <(1+2a)(4a);
(b.5) A2,2 ndo assume valores negativos.

Concluimos que as singularidades x; e xg s6 existem (isto €, sdo pontos reais), se a <0 e h > (1+2a)/(4a)
oua=0oua>0eh<(+2a)(4a).

Vamos agora analisar as singularidades infinitas do sistema (4.7).

Na carta Uy, a compactificacdo de Poincaré é dada por

t=u(-1+u+v(-2+av(1-2h)), v= —%v(l +2(h - 1Du+2v(1 +a(2h - 1)v)). (4.8)

As singularidades infinitas do sistema (4.8) sdo os pontos (0,0) e (1,0). Os autovalores associados a
DpXly,(0,0) sdo —1 e —1/2. Logo, o ponto singular (0,0) é sempre um né atrator. Os autovalores associados
a DpXly,(1,0) sdo 1 e (-1 —2(h—1))/2. Assim, o ponto singular (1,0) serd uma sela, se A > 1/2, e sera um
né6 repulsor, se A < 1/2.

Na carta Ug, a compactificacdo de Poincaré é dada por

1
u =(u—1)u+2uv+a(2h—1)v2, U= 5v(u+2v—2h). 4.9)

Nessa carta analisamos somente a a origem que, neste caso, é um ponto singular. Os autovalores associados
a DpX|y,(0,0) sdo —1 e —h. Assim, o ponto singular (0,0) serd uma sela, se h <0, e serd um n¢ atrator, se
h>0.

A Figura 4.3 representa as restri¢oes em a e h para o sistema (4.7) e figura-se como seu diagrama de
bifurcacéo. Ela est4a dividida em regides e faremos o estudo do sistema (4.7) em cada uma dessas regides.

Para a regido (I), onde a <0 e A < 1/2, ndo temos singularidades finitas. As singularidades na carta U;
s@o um né atrator e um né repulsor. Na carta Uz a origem é uma sela e o retrato de fase dessa regido é
mostrado pela Figura 4.4(i).

Para a (II), onde a > 0 e 1/(2a) < h < 1/2, temos duas singularidades finitas e ambas sdo selas. As
singularidades na carta U; sdo um né atrator e um né repulsor. Na carta Uz a origem é um né atrator,
como na Figura 4.4(ii).

Para a regido (III), onde a > 0 e 1/2 < h < (1+2a)/(4a), temos duas singularidades finitas: a singularidade
x1 é um né atrator e a singularidade xo é uma sela. Na carta U; temos duas singularidades, sendo uma
sela e um né atrator. A origem na carta Ug é um né atrator. Veja a Figura 4.4(iii).

Na regido (IV), onde @ > 0, h > (1+2a)/(4a) e h > 1/(2a), o sistema (4.7) ndo possui singularidades finitas.
Na carta U; temos um né atrator e uma sela e na carta Uz a origem é um né atrator como mostra a Figura
4.4(iv).
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Figura 4.3: Diagrama de bifurcacao do sistema (4.7)

Na regido (V), onde a >0 e 2 = (1+ 2a)/(4a), temos uma singularidade finita, a saber, o ponto (-1,0). Os
autovalores associados a DX (-1,0) sdo 0 e —1/2 com autovetores (1,0) e ((1 — 2a)/2a,1), respectivamente.
Logo, o ponto singular finito (—1,0) é semi-hiperbélico. Temos que as singularidades infinitas na carta
U1 sdo uma sela e um né atrator e na carta Uy um né atrator. Dessa forma, a soma dos indices das
singularidades finitas é 1, que pe igual ao indice do campo de vetores (4.7) no disco. Assim, a singularidade
finita (—1,0) tem indice O e, por ser um ponto semi-hiperbdlico, ele é uma singularidade do tipo sela-né.
Geometricamente podemos falar que esta sela-né é o resultado da colisdo do né atrator e da sela que estao
sobre o eixo-x. A Figura 4.4(v) mostra o retrato de fase para este caso.

(@) (i) (ii7)

Gv) (v)

Figura 4.4: Retratos de fase do sistema (4.7)

Nos retratos de fase apresentados na Figura 4.4 desenhamos as separatrizes com espessura maior em
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relacdo a outras 6rbitas que foram desenhadas para dar mais informacées aos retratos de fase, por exemplo
hipérbole e reta invariantes que néo sio separatrizes.

Por fim, afirmamos que quatro dos cinco retratos de fase mostrados na Figura 4.4 sio topologicamente
distintos.

Para mostrar isso, vamos definir dois invariantes topolégicos que serdo essenciais nessa nossa classi-
ficacdo. Tais invariantes terdo valores inteiros e gerardo uma classificagio geométrica que é mais facil de
compreender.

Definicao 4.2.1. Denotamos por I1 o nimero de singularidades reais finitas presentes no retrato de fase.
Definicao 4.2.2. Denotamos por I3 a soma dos indices das singularidades reais finitas e isoladas.
A Tabela 4.1 apresenta a classificacdo geométrica dos retratos de fase da familia (4.7).

Tabela 4.1: Classificacdo geométrica para a familia (4.7)

0 (2),
1(v),

I=
2&12={

-2 (i),
0@id).

Observamos que os retratos de fase (i) e (iv) da Figura 4.4 sdo topologicamente equivalentes e, portanto,
na Tabela 4.1 mostramos somente (i). Para visualizar esse fato, basta desconsiderar a hipérbole no retrato
de fase (iv), fazer um espelhamento com eixo vertical e reverter todas as érbitas para obter o retrato de
fase (i). A Figura 4.5 ilustra o obtencdo do retrato de fase (i) a partir de (iv) apds aplicar cada uma das

transformacoes descritas anteriormente.

2 2 @)

(iv) (iv) (iv) (iv)
@

()

Figura 4.5: Equivaléncia topolégica entre os retratos de fase (i) e (iv). Transformacoes aplicadas: (1)
desconsiderar a hipérbole, (2) espelhamento com eixo vertical, (3) reversao no sentido das érbitas e (4)
obtencao do retrato de fase (i) identificando cada um dos pontos singulares infinitos com seu respectivo em
relagéo a cor
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